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 مقدمه 1-1  

یعی و ی درک بهتر سیستم های طبترین عملگرهای ریاضی براانتگرال و مشتق کلاسیک از جمله مهم

عی از به نو آید.حسابان کسری،که یکی از شاخه های علم ریاضیات به شمار می .باشندمیمصنوعی 

مقادیر  کسری بسط توان با هدر واقع توان مرتب تعاریف انتگرال و مشتق کلاسیک استخراج می شود.

ورت فیزیکی صلاعات ریاضی بسیار کم نیز به توان با مقادیر صحیح به سادگی و با اط صحیح خواهد بود.

به  ،ینو همچن شود.تر میملموس است. درحالی که این مفهوم در توان های با مرتبه کسری پیچیده

وصیف طور مشابه انتگرال و مشتق کلاسیک نیز به سادگی با مفاهیم و پدیده های فیزیکی قابل ت

رح این شوند. شروع طنباشد تعاریف دچار مشکل میصحیح  عدد ،در صورتی که مرتبه مشتق .باشندمی

 شود.می یمشکل و تعاریف مشتق و انتگرال مرتبه کسری در این فصل بررس

 

 تاریخچه حسابان کسری 2-1

میلادی را باید زمان تولد حسابان کسری قلمداد  1965ام سپتامبر سال اند که سیی بر این عقیدهبسیار

چه طرح کرد که چناننوشته و این سوال را م 1لایبنیتزگوتفرید ای به نامه کرد که در این تاریخ هوپیتال

0.5n   در رابطه
( )n

n

d f x

dx
. پس از این اتفاق ]1[در نظر گرفته شود آنگاه این رابطه به چه معناست 

بان کسری توسط افراد بسیاری ادامه یافت و تعاریف زیادی برای مشتق و انتگرال مرتبه کسری بیان حسا

و  2لیوویل-ترین این تعاریف که به صورت پرکاربردی مورد استفاده قرار گرفتند تعاریف ریمانگردید و مهم

 باشند.می 3لتنیکوف-گرانوالد

                                                           
1  Gottfried Leibniz 
2  Riemman Liouville 
3  Grunwald Letnikov 
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سال  100قبل از قرن بیستم مورد بررسی واقع شد و در اکثر قضایای ریاضی مربوط به حسابان کسری تا 

ز مباحث اجلب شد تا آنجایی که برخی  یاخیر توجه اکثر محققین به ارتباط بین ریاضیات و علوم مهندس

ابان کسری ریاضیات به منظور تطابق با واقعیات فیزیکی دستخوش تغییر گردید که نتیجه آن وارد شدن حس

 در کنترل بود.

 .1است:  شدهابان کسری بعد از تکامل به دو طریق عمده باعث بهبود کارایی حلقه های کنترلی ابزار حس

تر برای وسیع ها. این ابزار با فراهم آوردن بستریارتقا کارایی کنترل کننده .2ارتقا کیفیت مدل سازی 

دست  ت که با درتر فرایند ها کمک شایانی نمودند. بدیهی اسهای دینامیکی به مدل سازی دقیقمدل

ند طراحی تر برای کنترل آن فرایتوان کنترل کننده ای مناسبتری از یک فرایند، میداشتن مدل دقیق

 نمود.

غیر صحیح  البته ذکر این نکته ضروری است که واژه حسابان کسری واژه دقیقی نبوده و استفاده از کلمه

ری به عنوان غلط اید اما با توجه به این که واژه کستواند با دقت بیشتری این شاخه از علم را توصیف نممی

ستفاده اهای امروزی به عبارتی شناخته شده تبدیل گردیده و در مقالات و کتب مورد مصطلح در پژوهش

 .[2]رودگیرد. تقریبا در تمام مراجع با همین نام به کار میقرار می

م های مختلفی همچون ریاضیات، فیزیک، مهندسی، شیمی، علوحسابان کسری در حال حاضر در زمینه

نه چندان  شاید در آینده .[3]گیردمکانیک، علم مواد و عصب شناسی مورد استفاده قرار می کامپیوتری،

رش دادن دور، حسابان مرتبه صحیح رایج و متداول امروزی با حسابان مرتبه کسری به دلیل قابلیت گست

های بیشتر تر و قابلیتهایی از مرتبه کسری با عملکرد مطلوبکنندهکنترل کننده مرتبه صحیح به کنترل 

 .[4]جایگزین گردد

 ریف و اصول حسابان مرتبه کسریتعا 3-1

نیاز در مقابل حسابان صحیح وجود دارد با توجه به تفاوت های ساختاری و بنیادین که در حسابان کسری 
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که برای درک بهتر و آشنایی با محاسبات توابع اصلی که در حسابان کسری مورد استفاده قرار می است 

د نخواه اجع معرفی شده در این فصل راهگشابررسی و مطالعه بیشتر مطالب مر د، معرفی شوند. براینگیر

 بود.

 [5]تابع گاما 1-3-1

( 1-1رابطه ) ورت.که به صباشدمیتمامی تعاریف مربوط به مشتق و انتگرال کسری وابسته به تابع گاما 

 مقادیر مثبت و حقیقی دارد. nشود که در آن تعریف می

(1-1) 1
( ) 0

t n
n e t dt

  
   

                         .ابع گاما در ادامه آورده شده استچند خواص مهم ت

(2-1) ( 1) ( )n n n    

 

 یم داشت،توان به صورت فاکتوریل تعریف کرد و خواهعددی طبیعی باشد، تابع گاما را می nحال اگر 

(3-1)  

 

(4-1) 1
( )
2

  

 باشد.( می1-5به صورت رابطه )  tکاربرد تابع گاما در محاسبه تبدیل لاپلاس یک طرفه 

(5-1)    1

( 1)
0L t R

s






 



 
   

 

)با در نظر گرفتن تساوی  1) !n n    شود.( باز نویسی می1-6( به صورت رابطه )1-5)رابطه 

(6-1)    1

!
, 0n

n

n
L t n N

s 
    

 

 

( 1) !n n n N   
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 [5]تابع بتا 2-3-1

رب های تابع بتا یکی دیگر از توابع ویژه در حوزه حسابان کسری است که به کمک آن می توان حاصل ض

تعریف می  (1-7) رابطهتر نمایش داد این تابع دو متغیره به صورت مشخصی از توابع گاما را به صورت ساده

 شود.

(7-1) 1
1 1

0
( , ) (1 ) Re( ) 0,Re( ) 0zz d z          

 ( قابل بیان است.1-8صورت رابطه )به  ارتباط بین تابع گاما و بتا

(8-1) ( ) ( )
( , )

( )

z
z

z


 



 

 

 

 

)متقارن بودن تابع  (8-1)از رابطه  , )z  رهاینسبت به متغیz و شود.نتیجه می 

(9-1) ( , ) ( , )z z    

 

 متداول مشتق مرتبه کسری تعاریف 4-1

 ره خواهد شد.تعاریف زیادی برای مشتق مرتبه کسری وجود دارد اما در ادامه به سه تعریف مهم و رایج اشا

 

 [5]لیوول-کسری ریمان مشتق مرتبه 1-4-1

mی ابتدا انتگرال کسری از مرتبه اآلف ری ریمان لیوویل از مرتبهمشتق گی برای   از تابع گرفته شده و

 (1-10)انتگرال ریمان لیوویل به صورت رابطه  شود.اعمال می mسپس مشتق مرتبه صحیح از مرتبه 

 باشد.می

 

(10-1)  
1

1
( ) ( ) ,

( )

t

a t

a

I f t t f d R t a



    




   
  

                         

0، باند بالای انتگرال t،باند پایین انتگرال aکه در آن   باشند.میمرتبه انتگرال 
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 .ستاارائه کرده  (1-11)لیوویل مشتق از مرتبه آلفا را به صورت رابطه  -ریمان

 

(11-1) ( ) I ( ) , 1
m

RL m

a t a tm

d
D f t f t R m m

dt

           

    

 [5]مشتق مرتبه کسری با تعریف کپوتو 2-4-1

لیوویل -نریما در این تعریف نیز مانند تعریف ریف پر کاربرد در مهندسی می باشدتعریف کپوتو از جمله تعا

 .بر اساس مفهوم انتگرال مرتبه کسری توسعه پیدا می کند

شتق مرتبه صحیح از تابع گرفته ملیوول ابتدا -در مشتق مرتبه کسری کپوتو بر عکس  مشتق کسری ریمان

 شده و سپس انتگرال گیری مرتبه کسری انجام می شود.

(12-1) ( )( ) I ( )c m m

a t a tD f t f t R       
 

ری کپوتو برای یک عدد ثابت برابر صفر است مشتق مرتبه کس ،لیوویل-سری ریمانبر خلاف مشتق مرتبه ک

 برقرار است. (13-1) رابطه عددی ثابت باشد آنگاه kیعنی اگر 

(13-1) 0c

a tD k  

 

ان با حاصل اده از تعریف ریمشود، پر واضح است که حاصل مشتق با استفهمان گونه که در رابطه دیده می

 تو یکسان نیست.وهمان تابع با استفاده از تعریف کپمشتق 

(14-1) ( ) ( ) ( ) ( )L m m m m c

a t a tD f t D I f t I D f t D f t       

 

  [5]لتنیکوف-ولدمشتق مرتبه کسری با تعریف گران 3-4-1

اقع یک تعریف مبتنی بر تعریف حدی مشتق است که لتنیکوف در و-ق مرتبه کسری با تعریف گرانوالدمشت

 ارائه می گردد. (1-15رابطه )به صورت 
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(15-1) 

 
0

0

1 ( )

( ) lim

N
r

rc

a t
x
Nh t a

f t rh
r

D f t
h










 

 
  

 


 

 که در آن

 

(16-1) 
! !

!( )! ! ( 1)

n n n

r r n r r n r

 
  

    
 

ز این تعریف در روش های عددی محاسبه تنیکوف ال-با توجه به ماهیت تعریف مشتق کسری گرانوالد

 مشتقات مرتبه کسری استفاده فراوانی شده است.

 

  [5] تبدیل لاپلاس 5-1

پلاس مشتق لاباشد. تبدیل می های مرتبه کسری استفاده از تبدیل لاپلاسیکی دیگر از ابزار توصیف سیستم

 .شودتوصیف می (1-17) ورت رابطهصلیوویل به -مرتبه کسری ریمان

 

(17-1)  
1

1

0 0 0
0

( ) ( ) [ ( )]
n

k k

t t t
k

L D f t s F s s D f t  


 




   

 

 دست خواهد آمد.ب (1-18)به صورت رابطه  (1-17)رابطه  در صورت صفر بودن شرایط اولیه

(18-1)  0 ( ) ( )tL D f t s F s  

 

 رت صفر بودن شرایط اولیه برابر است با:لیوویل در صو-رال مرتبه کسری ریمانتبدیل لاپلاس انتگ

 

(19-1)  0

1
( ) ( )tL D f t F s

s




 

 

 [5]معادلات دیفرانسیل مرتبه کسری  6-1

 شود.وشته مین (1-20)کسری به صورت رابطه دینامیک زمان پیوسته  معادلات برای یک سیستم با
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(20-1) 0 1 0 1... ...

1 2 1 1 2( )( , ,..., ) ( )( , ,..., )m n

kH D y y y G D u u u
     

 
 

که 
1y  و

1u توابعی بر حسب زمان وH،G که برای یک  باشندمیه کسری ترکیبی از مشتق گیرهای مرتب

به طوری که شرط  نوشته (1-22)و ( 1-21) سیستم تک ورودی و تک خروجی رابطه را به صورت روابط

 برقرار باشد. (1-23)اشاره شده در رابطه 

 

(21-1) 0 1 0 1... ...

0
0

( ) , ( )m k n k

mn

k k
k

k

H D a D G D b D
       




   

 

(22-1) 1 0 1 0

1 0 0( ) ( ) ... ( ) ( ) ... ( )n n m

n n ma D y t a D y t a D y t b D u t b D u t
     

      
 

(23-1) ,k ka b R 

 

  ]6[  1های متناسبسیستم 1-6-1

لفا باشد، به طوری که آگیر مضرب صحیحی از یک مقدار پایه های مشتقتمام توان (1-22)اگر در رابطه 

 برقرار باشد، سیستم متناسب خواهد بود. (1-25)شرط اشاره شده در رابطه 

(25-1) ,k k k R      

 

(26-1) 
0 0

( ) ( )
n m

k k

k k

k k

a D y t b D u t 

 

  

 دهد.اسب را نشان مییک سیستم متن (1-26)رابطه 

 [6]سیستم مرتبه گویا 2-6-1

                                                           
1   Commensurate 
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1ی آلفا برابر در یک سیستم متناسب اگر مقدار پایه

q
، در این باشدجزء اعداد صحیح می qکه در آن  

 صورت سیستم مرتبه گویا خواهد بود.

 

 [7]تابع تبدیل مرتبه کسری 7-1

 شود.توصیف می (1-27) های پیوسته، یک سیستم مرتبه کسری با تابع تبدیلی به فرم رابطهدر مدل

 

(27-1) 
1 0

1 0

1 0

1 0

( ) ....
( )

( ) ....

m m

n n

m m

a a a

n n

Y s b s b s b s
G s

U s a s a s a s

  







  
 

  
 

 

. باشندیمهای مرتبه کسری های با مرتبه صحیح حالت خاصی از سیستمشود سیستمگونه که دیده میهمان

 دهد.شان میهای مرتبه کسری متناسب را نمسیست تابع تبدیل زمان پیوسته در (1-28) رابطه

 

(28-1) 
0

0

( )

( )

( )

m
k

k

k

n
k k

k

b s

G s

a s














 

 

)توان تابع شبه گویا همچنین می )H   را با جایگزینیs  .بدست آورد 

 

(29-1) 
0

0

( )

m
k

k

k

a
k

k

k

b

H

a
















 

 

 [8]با زمان مرتبه کسری یری خطی نامتغها نحوه بررسی پایداری سیستم 8-1

 سیل توصیفهای معادلات دیفرانپاسخ توانمیهای مرتبه کسری در حالت کلی برای بررسی پایداری سیستم

 آورد. را بررسی کرد، یا  با بررسی معادله مشخصه سیستم محدوده پایداری را به دست هاآن کننده

(30-1) 01

1( ) ...n n

n n ns a s a s a s
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صفحه اصلی  های منتهی که بر روینهایت ریشه دارد، تنها ریشهبا توجه به اینکه این معادله مشخصه بی

یمانی غیر از رهایی که در صفحات و سایر ریشه بوده های مختلف موثرجا دینامیکنریمان قرار دارند در ای

زمان  با گذشت وباشند که به صورت یکنواخت کاهشی هایی مربوط میصفحه اصلی ریمان هستند به پاسخ

( )t  های سیستم نقشی ندارند.در اینجا دینامیککنند، بدون نوسان به سمت صفر حرکت می 

 همرتبه کسری متناسب معیار پایداری ورودی محدود خروجی محدود به صورت رابط هایبرای سیستم

 گردد.تعریف می (31-1)

(31-1) 
arg( )

2
i


  

 

که در رابطه فوق، 
i که بر حسب  باشندمیای های معادله مشخصهها ریشه یعنی  ،اندشده باز نویسی             

)   s  ( 

1ی پر واضح است که به ازای مقدار پایه  های معادله مشخصه در شرط پایداری، قرار گرفتن ریشه

ای هدر سیستم .شدندح بررسی میهای مرتبه صحیکه تاکنون در سیستم، خواهد بود sیسمت چپ صفحه

ناحیه  1-1 نخواهد بود. در شکلمرتبه کسری صرفا وجود ریشه در سمت راست دلیل بر ناپایداری سیستم 

 .]9[است در نظر گرفته شده که در آن مرتبه کسری برابر شود،دیده می sپایدار و ناپایدار در صفحه 

 

 

 در سیستم مرتبه کسری نواحی پایدار و ناپایدار 1-1شکل 

اث در ای مانند معیار رهای مرتبه کسری هنوز فنون چندجملهدر ارتباط با تشخیص پایداری سیستم 

 وجود ندارد.های گسسته سته و جوری در سیستمهای پیوسیستم
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 [1]لفلر-تابع میتگ 9-1

در  کند.یمر با زمان مرتبه صحیح ایفا ری معادلات دیفرانسیل خطی نامتغیتابع نمایی نقش مهمی در تئو

حوزه معادلات دیفرانسیل که تابعی پرکاربرد در  رلفل-بع نمایی تحت عنوان تابع میتگاین بخش تعمیم تا

 گیرد.تابع مورد بررسی قرار می های اینگردد. همچنین برخی از ویژگیکسری است معرفی می

 

 لفلر-تعریف تابع متیگ 1-9-1

-میلادی توسط یک ریاضیدان سوئدی به نام میتگ 1903اولین بار در سال  1لفلر تک پارامتری-تابع متیگ

 .[1]لفلر به صورت زیر معرفی گردید

(33-1) 

0

( ) , 0
( 1)

k

k

z
E z

k
 







 
 

 

 

تعمیم داده شد که امروزه این تابع  2لفلر دو پارامتری -ها به تابع میتگلفلر تک پارامتری بعد-تابع میتگ

لفلر دوپارامتری به صورت رابطه -کند. تابع متیگنقش مهمی در حل معادلات دیفرانسیل کسری ایفا می

 شود.تعریف می  (34-1)

(34-1) 
,

0

( ) , 0, 0
( )

k

k

z
E z

k
   

 





  
 

 

 

 فلرل-های تابع متیگژگیوی 2-9-1

(35-1) 
, ,

1
( ) ( )

( )
E z zE z    


 


 

 

                                                           
1  One-parameter Mittag-Leffler function 
2  Two-Parameter Mittag-Leffler function 
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(36-1) 
, , 1 , 1( ) ( ) ( )

d
E z E z z E z

dz
         

 

(37-1) 1

, , 1
0

( ) ( ), 0
z

E t t dt z E z   

     

  

 

(38-1) 
   1 1

, ,( ) ( ), 0
m

m

mm

d
z E z z E z m N

dz

   

   

  

   

 

 تقریب 10-1

ابع تبدیل مرتبه تک این امکان وجود دارد تا رفتار دینامیکی تابع تبدیل مرتبه کسری را با استفاده از ی

یفرانسیل دهای حل عددی معادلات صحیح تقریب زد. این امکان از این جهت حائز اهمیت بوده که روش

افزارهای رایج رمها در اکثر نو این روش باشندمیتر تر و در دسترسمرتبه صحیح به مراتب شناخته شده

که به  ،ارددهای متعددی برای تقریب توابع کسری با توابع مرتبه صحیح وجود روش .[10]شودیافت می

 ها در ادامه اشاره شده است.ترین آندو نمونه از مهم

 [11]تقریب کرون 1-10-1

وان نمونه ها مورد استفاده قرار گرفته است. به عنتری نسبت به سایر روشاین تقریب به صورت گسترده

قطب و صفر حقیقی در درون بازه فرکانسی  Nبا  sالمان کسری  ,l h  شود.تقریب زده می 

 

 

(39-1) 

,

1

,

1

1

N
z m

m

p m

s

s C
s

s

 





 



 

 

 

(40-1) 

(2 1 )
(2 1 )

2
2

, 1 ,

1

( ) , ( )

m
m

N
h hN

z m p m l

l
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 ]11[  1تقریب آستالوپ 1-10-2

بع تبدیل از شود که این تاای انتخاب میتبدیل تقریبی به گونههای تابع در این روش محل صفرها و قطب

نظر پاسخ فرکانسی در محدوده فرکانسی دلخواه  ,l h   شبیه عملگر مرتبه کسریs  0که 1  

در ابتدا تعیین شده که هر چه تعداد صفر و  ( Nها )است عمل کند. در این روش تعداد صفرها و قطب

 گر هم بیشتر خواهد شد.قطب افزایش یابد دقت تقریب

 

(41-1) ,

, , , 1 ,
1

,

1

, 1,...,

1

N
z n

p n z n z n p n
m

p n

s

s K n N
s

 
   








    



 

 

 با فرض 

 

(42-1) 
,1z ln  

(1 )/ /

,

N N

h h

l l

 

 
 

 



   
    
   

 

 

 [6]مشتقی مرتبه کسری-نتگرالیا-کنترل کننده تناسبی 11-1

های مرتبه کسری به جای که از مشتقات و انتگرال باشندمیهایی های کسری، کنترل کنندهکنترل کننده

های کسری نسبت به کنندهتر کنترلوبد. با توجه به عملکرد مقاوم و مطلکننمرتبه صحیح استفاده می

 مواردی ازاند. رار گرفتهای قهای مرتبه صحیح و متداول، در چندسال اخیر مورد توجه ویژهکنندهکنترل

-تناسبی. کنترل کننده باشدمیپذیر های انعطافتعلیق فعال و کنترل رباتمهم کنترل کسری  هایکاربرد

پیشنهاد گردید، در واقع  2توسط پادلوبنی 1999مرتبه کسری که ابتدا در سال  (PIDگیر)مشتق-انتگرالی

رایج بر مبنای حسابان کسری بود. شکل کلی گیر مشتق-انتگرالی-تناسبیهای دهکننافته کنترلیتوسعه 

 .اشاره شده است (1-43)رابطه در  کنترل کننده این تابع تبدیل

(43-1) ( ) P I DC s K K s K s    

                                                           
1  Oustaloup 
2  Podlubny 
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,یر متغ 5انتخاب بهینه  , , ,I D pK K K ا رکسری  گیرمشتق-نتگرالیا-تناسبی ، طراحی کنترل کننده

کنترل  .[12]تر خواهد کردپذیر ول، انعطافمتداگیر مشتق-انتگرالی-تناسبینسبت به طراحی کنترل کننده 

-کسری با گسترش اعداد صحیحی به اعداد غیر صحیح بدست می گیرشتقم-انتگرالی-تناسبیکننده 

های مرتبه کسری ندهشود، گستردگی انتخاب کنترل کندیده می 2-1شکل  . همانطور که در[13]آید

ود است. با توجه به نوع کنترل کننده محدشمار است در حالی که انتخاب کنترل کننده مرتبه صحیح بی

 دهد.یمکنترل کننده مرتبه کسری امکان انتخاب گسترده و وسیعی از حالات را در اختیار طراح قرار 

 

 

 [6]مقایسه گستردگی کنترل کننده مرتبه صحیح با مرتبه کسری 2-1شکل 

تمام نیمه  نشان دهنده یک کنترل کننده مرتبه کسری است که 2-1طور که در سمت راست شکل همان

ننده که معرف کنترل ک 2-1ل سمت چپ  شکل شود. و در شکبالایی سمت راست صفحه را شامل می

ر طول دهای متعددی ها قابل ایجاد است. روش نوع و حالت از کنترل کننده 4تنها  .مرتبه صحیح است

ئه او ار کسری پیشنهاد گیرمشتق-نتگرالیا-تناسبی چند دهه گذشته  جهت تنظیم ضرایب کنترل کننده

 شود.رداخته میدر ادامه به بررسی دو روش پ .گردیده است

 

 ]6[  1روش فاز تخت 1-11-1

در  .منحنی فاز تابع تبدیل حلقه باز حول فرکانس قطع بهره ثابت بماند باشد کههدف این میدر این حالت 

دهد و با تغییرات بهره به دلیل ثابت نتیجه سیستم عملکرد مقاوم نسبت به تغییرات بهره از خود نشان می

                                                           
1   Flat Phase 
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و میرایی که ارتباط نزدیک با فراجهش از قبیل  سیسنمهای ویژگی ،ز در محدوده فرکانسی مشخصابودن ف

( 1-44) گردد. شرط اصلی در این روش در رابطهدچار تغییر نخواهد شد و مقاوم می ،مقدار حاشیه فاز دارد

 نشان داده شده است.

(44-1) arg( ( ))
( ) ( ) ( ), 0

g

d F s
F s C s G s

d   

  

 ]6[  1الگوریتم افمیگو 1-11-2

استفاده از الگوریتم افمیگو قابل طراحی است. در این روش بیشترین  انتگرالی با -کنترل کننده تناسبی

) ندازه تابع حساسیتا (45-1)در رابطه  شود.تابع مکمل حساسیت اعمال می مقدار برای تابع حساسیت و

sM ) و مکمل حساسیت(
pM ) .به ترتیب از چپ به راست نشان داده شده است  

(45-1) 1 ( ) ( )
max , max

1 ( ) ( ) 1 ( ) ( )
s p

C j G j
M M

C j G j C j G j
 

 

   
 

 
 

 

گردد.  Rو شعاع   Cای به مرکز ل حلقه باز نباید وارد دایرهعلاوه بر این منحنی نایکوئست تابع تبدی

 .آورده شده است (1-46)مرکز و شعاع دایره در رابطه 

(46-1) 2 2

2 2

2 1 1
,

2 ( 1) 2 ( 1)

S S P S P P S P

S P S P

M M M M M M M M
C R

M M M M

     
 

 
 

 

 .به شرح ذیل استمراحل اگوریتم 

 (1-46)رابطه  رای اندازه تابع حساسیت و تابع مکمل حساسیت )درالف( انتخاب و تعیین مقادیر مطلوب ب

 بازه معمول آورده شده است.(

(46-1)  1.3,2 , [1,1.5]S PM M  
 

 )مرتبه انتگرال گیر( ب( انتخاب مقدار دلخواه برای 

                                                           
1   Fractional .

sM . Constrained Integral Gain Optimization(F-MIGO) 
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 ایبر حسب فرکانس زاویه( 1-47)پ( حل معادله  معرفی شده در رابطه 

 
 

(47-1) 

 Im ( )( )
( )Im[ ( )]

2 0
( ) ( ) ( )

G jd G j
G jG j dR C R C

G j G j G j


 

   

  
    
      
    
   

 

 

 

و  ( 1-48)ابط در رو استفاده از معادلات تعریف شدهبدست آوردن مقدار ثابت تناسبی و انتگرالی با ت( 

(49-1 ) 

(48-1)  
2 2

cos Im[ ( )]cos ( )2 2

sin ( ) sin ( )
2 2

G j R G j
P R C C

G j G j

  

  
   

 

(49-1) 
2

Im[ ( )]

( ) sin ( ) sin
2 2

G j
I R C

G j G j

   

  
   

 

ه مرحله)ب( بنفی برای ثابت تناسبی و انتگرالی باید دوباره که در صورت محاسبه مقادیر م توجه گردد که

 بازگشت و با انتخاب  مقدار جدید برای لاندا مراحل را از ابتدا انجام داد.

ساسیت بررسی شدن اندازه تابع حساسیت و مکمل ح برآوردهپایدار بودن تابع تبدیل حلقه بسته و  بررسید( 

 است. تناسبی انتگرالی از مرتبه کسری تنظیم شده -رل کنندهگردد. در صورت برقراری همه شروط کنت

 جمع بندی  12-1

ن کسری،  در این فصل در ابتدا در مورد تاریخچه حسابان کسری و سپس به معرفی تعاریف مهم حسابا

 پرداخته شد. مرتبه کسری گیرمشتق-انتگرالی-تناسبیکننده یرهای کنترلاصول طراحی و تنظیم متغ

نسبت به مرتبه کسری  گیرمشتق-انتگرالی-تناسبیکننده کنترل نتیجه حاصل گشت که این همچنین

دهد های بیشتری که در اختیار طراح قرار میکنترل کننده مرتبه صحیح به دلیل گستردگی و وجود انتخاب

 گیرمشتق-انتگرالی-تناسبی. و در انتها دو روش  تنظیم کنترل کننده دارای عملکرد بهتری خواهد بود

مرتبه کسری مطرح شد.



 

 

 

 فصل دوم

 

 

ای بر موتورهای الکتریکی و آردینومقدمه   
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 مقدمه 1-2

تور الکتریکی و در مورد مو صری از انواع موتورهای الکتریکی پرداختهمخت تعریفبه در ابتدا  در این فصل

در  ادامه ده خواهد شد. دریحات بیشتری داتوض ،استفاده شده استجریان مستقیم که در این پایان نامه 

خواهد  ذکر لازم داز موتور الکتریکی توضیحاتو راه ان گذاررمزمورد برد آردواینو و خصوصیات آن و همچنین 

 .شود. در انتها شمای کلی پیاده سازی و نحوه داده گیری از موتور مورد نظر بیان میشد

 

 موتور الکتریکی 2-2

کند. اکثر موتورهای الکتریکی توسط تبدیل می مکانیکی انرژیرا به  کیانرژی الکترییک موتور الکتریکی، 

های دیگری نظیر نیروی الکترواستاتیک و کنند، اما موتورهایی که براساس پدیدهالکترومغناطیس کار می

. در یک موتور الکتریکی دوار بخش متحرک روتور و [14]دنهم وجود دار ،کنندپیزوالکتریک کار می-اثر

شوند نظیر موتور جریان الکتریکی به انواع مختلفی تقسیم می یهاموتور می شود. نامیدهبخش ثابت استاتور 

و غیره که در ادامه برای  5، موتور سرو4ای، موتور پله3موتور یونیورسال 2موتور بدون جاروبک، ،1مستقیم

 ترین آنها خواهیم پرداخت.برخی از مهم آشنایی به معرفی

 

  [15] موتور الکتریکی جریان مستقیم 1-2-2

ریان ج، یک سوییچ گردشی به نام کموتاتور جهت است رتوری تحریک شوندهموتور جریان مستقیم دارای 

م ی، آهنربای دائو آهنربای الکتریککند تا در آرمیچر جریان یابد الکتریکی را در هر سیکل دوبار برعکس می

یان عبوری ند. سرعت موتور جریان مستقیم به مجموعه ای از ولتاژ و جررا در بیرون موتور جذب و دفع ک

 پیچهای موتور و بار موتور یا گشتاور ترمزی، بستگی دارد.از سیم

)نوعی کلید تغییر دهنده وضعیت ر و با استفاده از تپها معمولا توسط ولتاژ متغی سرعت موتور جریان مستقیم

موتور الکتریکی همچنین  شود.پیچ( درسیم پیچی موتور و یا با داشتن یک منبع ولتاژ متغیر، کنترل میسیم

                                                           
1   Direct Current 
Electrical Motor 

2   Brushless Motor 
3   universal Motor 

4   Stepper Motor 
5   Servo Motor 
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باشد به همین دلیل در صنایع مختلف از قبیل جریان مستقیم دارای ساختار ساده و گشتاور بالا می

 شود.ها از آن استفاده میاسباب بازی ها ور ابزار آلات، رباتآسانسورها، وسایل نقلیه، و در ابعاد کوچک د

 

 [16]موتور بدون جاروبک 2-2-2

که میدان  . این موضوع به این معنی استباشندمیهای سنکرون های بدون جاروبک نوعی از موتورموتور

رای لغزش به آن بدون جاروبک دا شوند. انواع موتورمغناطیسی در روتور و استاتور با یک فرکانس ایجاد می

از، دو فاز و سه اروبک در انواع تکفهای بدون جموتور باشد.های القای وجود دارد نمیمفهومی که در موتور

های رها در سیستمباشد. از این موتوم پیچ میآن، استاتور دارای همان تعداد سیفاز وجود دارند. مطابق نوع 

ی از کاربردهای کوچک، ابزار برقی سیار، لوازم خانگی و بسیار هایهاردیسک کامپیوتر،  خنک کننده رباتیک،

 شود.دیگر استفاده می

 

 [17]موتور الکتریکی یونیورسال 3-2-2

 کند.میار هم با جریان مستقیم و هم جریان متناوب ک که وتور از این واقعیت گرفته شده استاسم این م

های ید قطببرای این که موتور جریان مستقیم بتواند به طور موثری با تغذیه جریان متناوب کار کند با

این  از .واهد بودته بسیار زیاد خدر غیر این صورت تلفات هسد استاتور آن کاملا لایه لایه باش میدان و قاب

 زم آشپزخانه و غیره. رقی، مته، لوامانند جاروب شود.استفاده میگشتاور بالا نیاز است  موتورها در جاهایی که 

 باشد.می آنبهترین راه کنترل سرعت موتور یونیورسال تغییر مقدار موثر ولتاژ ورودی 

 

 [15]موتور الکتریکی پله ای 4-2-2

رند و با ارسال ها بر روی این چهار قطب قرار می گیباشد که سیم پیچین موتور عموما دارای چهار قطب میا

رکت حکه این میدان باعث  شوددر واقع میدان مغناطیسی ایجاد  ،به این سیم پیچها 1 و 0های بیت

و  0ه توالی بها را سیم پیچبایست این . البته میخواهد شدروتورمغناطیسی موجود در داخل موتور پله ای 

های گراف، سامای در چاپگرها، راز موتور پله .موتور مطابق میل نخواهد چرخید صورتایندر غیرکرد و  1

 شود.های فاکس به کار گرفته میماشین
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 [15]موتور الکتریکی سرو 5-2-2

در  1عرض پالسمدلاسیون روجی آن با تغییر دادن موتور الکتریکی سرو دارای فیدبک بوده که محور خ

باشد گیرد. این موتور الکتریکی دارای دو نوع جریان مستقیم و جریان متناوب میموقعیت مطلوب قرار می

ت و عکس العمل دقت بالا، سرع رد دارد این موتورها دارایو در صنعت بیشتر نوع جریان متناوب آن کارب

، بسته بندی، دوخت، و انواع رباتها و 2CNCباشند. از سرو در ماشین آلات  میر و بالاسریع، گشتاور متغی

 شود.ها استفاده میچاپگر

 

 ]18[  3آردوینو 2-3

میکرو کنترلر  یک هاباشد که بر روی این بردمی دارای نرم افزار منبع آزاد آردینو نام مجموعه ای از بردها

اندازی و استفاده  راه های مورد نیاز برایبه عنوان هسته مرکزی قرار داده شده است و در کنار آن دیگر المان

ارزان و ساده برای  به منظور ایجاد راهی 2005کنترلر مورد نظر قرار دارد. آردوینو در سال آل از میکروایده

 مد.ها به وجود آبرنامه نویسی  میکروکنترلر

 

 استفاده از آردوینودلیل  2-3-1

است آن را تنها  سازی را در خود دارد و های مورد نیاز برای شروع نمونهیک برد آردوینو تمامی سخت افزار

 به شود.می به کامپیوتر متصل گردد و به راحتی برنامه مورد نظر به آن انتقال داده USBاز طریق پورت 

سیاری از بهای آردوینو مغز اصلی سالیان زیادی است که بردویسی بوده. قابل برنامه ن ++Cو  Cزبان  

دامه آورده شده ادر  ینوبرد آردوهای . مزیتباشندمیهای پیچیده و تجهیزات علمی های ساده تا پروژهپروژه

 .[19]است

 

 های برد آردوینومزیت 2-3-2

  قیمت بسیار پایین 

                                                           
1   Pulse Width 
Modulation 

2   Computer 
Numerical Control 

3   Arduino 



21 
 

 قابل نصب بر روی ویندوز، لینوکس و مکینتاژ 

 بخانه آمادهمحیط برنامه نویسی ساده، واضح و قدرتمند و وجود هزاران کتا 

  قابل تغییر و گسترش متن باز، دارا بودن نرم افزار 

 سخت افزار متن باز قابل تغییر و گسترش 

 [19]انواع بردهای آردوینو 2-3-3

 شوند.بردهای آردوینو به طور کلی به چهار دسته تقسیم می

ها بگذارند. این دسته از خواهند پا به دنیای میکروکنترلرمناسب برای افرادی که به تازگی می: 1سطح شروع

. این باشندمیورودی و خروجی کمتری نسبت به بردهای دسته دوم های بردها دارای توان پردازشی و پایه

که یکی از   UNOهایتوان به برد. برای نمونه میبوده آلها برای کارهای کوچک بسیار ایدهدسته از برد

 باشد اشاره کرد.ترین بردهای آردوینو میپرفروش

های شود و نسبت به بردفته تر استفاده میسازی مدارات پیشراز این بردها برای پیاده :2ویژگی پیشرفته

های ورودی و خروجی بیشتر دسته اول دارای رم، حافظه فلش بیشتر، سرعت پردازش بالاتر و تعداد پایه

 باشد.از این دسته می Megaباشند. به عنوان نمونه برد می

ت اتصال به اینترنت را دارند و برای این بردها بر روی خود دارای چیپ وای فای بوده و قابلی:  3اینترنت اشیاء

 گیرد.از بردهایی است که در این دسته قرا می MKRباشند. برد اشیا مناسب می های اینترتساخت پروژه

: این دسته از بردها به دلیل شکل و اندازه کوچکشان برای نصب و دوخته شدن بر روی لباس 4پوشیدنی

 Gemma و Lilypadبردهای آردوینو  ان لباس هوشمند طراحی کرد.اند تا با استفاده از آن بتوطراحی شده

 باشند.از این دست می

امه مشخصات این دو باشند در اداز آنجایی که آردوینو یونو و مگا دو آردواینو بسیار پرکاربرد و پرطرفدار می

 .شودتوزیح داده میبرد 

 

 

                                                           
1   Entry level 2   Enhanced 

Feature 

3    Internet of things 
4   Wearable 
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 UNO [20] آردوینو 1-3-3-2

پایه  6باشد که جی میوورودی و خر 14ساخته شده است، و دارای  1اتمگاکنترلر این برد بر اساس میکرو 

های مدلاسیون . در مقابل پایه مورد استفاده قرار داد پایه مدلاسیون عرض پالستوان به عنوان آن را می

ولت، پورت  5ز، ولتاژ عملکرد مگاهرت 16ورودی آنالوگ، کریستال  6همچنین دارای   ̴علامت   عرض پالس

USB آردوینو اونو برای ایجاد سیگنال  در این پایان نامه از باشد.می شروع مجددو دکمه  منبع تغذیه، ورودی

 .می شودو ذخیره سازی داده استفاده  مدلاسیون عرض پالس

 

 

 [19]ونویبرد آردینو  1-2شکل 

 

 Mega [18]آردوینو  2-3-3-2

ونو یبه برد  این برد قابلیت بیشتری نسبت طراحی و ساخته شده است، تمگاااین برد بر اساس میکروکنترلر 

ای مدلاسیون هپایهتوان به عنوان پایه آن می 15باشد که از عدد ورودی و خروجی می 54باشد و دارای می

ی ، ورودUSB، پورت URTپورت 4ورودی آنالوگ، 16. هچنین دارای باشدمیاستفاده  عرض پالس قابل

 مگاهرتز برای آن تعبیه شده است. 16ر و  کریستال آداپتو

 

                                                           
1   Atmega 
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 اتصال آردواینو به موتور الکتریکی 4-2

که جریان  اشدبمین که بتوان یک موتور الکتریکی را به یک برد آردوینو متصل کرد نیاز به یک واسط آبرای 

کتریکی یک درایور این واسط ال. و ولتاژ لازمه برای راه اندازی و عملکرد بهینه موتور الکتریکی را مهیا کند

 باشد. در ادامه در مورد درایور موتور توضیحات بیشتری داده خواهد شد.موتور می

 

 [21]درایور موتور الکتریکی 1-4-2

های الکتریکی جریان مستقیم استفاده از روش تورهای پرکاربرد کنترل سرعت و موقعیت مویکی از روش

، می شودیه موتور استفاده های ولتاژ مربعی برای تغذباشد. در این روش از پالسمی مدولاسیون عرض پالس

به عبارت  .باشددر هر دوره موج می 1دورهبودن به مدت زمان کل  که مقدار توان در آن به مدت زمان یک

مفهوم  2-2شکل  در بیشتر باشد سرعت موتور بیشتر خواهد بود. ن در یک دورهمدت یک بوددیگر هر چه 

ها  توسط میکروکنترلر پالس مدلاسیون عرض از طرفی معمولا مدلاسیون عرض پالس نشان داده شده است.

ان در باشد و جریولت می 5ها معمولا داری ولتاژ و با توجه به این که خروجی میکروکنترلر شوند،تولید می

 باشد. در این صورت از درایورباشند، لذا قادر به تامین توان لازم برای راه اندازی موتور نمیحد میلی آمپر می

اندازی و برای راه شود که در پایان نامهبرای فراهم کردن ولتاژ و جریان لازمه استفاده می راه انداز موتور

 های این ماژول ذکر شده است.تفاده شده و در ادامه ویژگیاس L298Nاز ماژول درایور  گیری از موتورداده

 

 (PWMمدلاسیون عرض پالس) 2-2شکل 

 

 

                                                           
1   Period 
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 L298N [21]ماژول  1-1-4-2

اه راست و عموما در  TTL1د استفاده شده که هماهنگ با استاندار N298L اندازراهاین ماژول از یک در 

نشان  3-2شکل که در  L298Nشود. ماژول ای استفاده میهای الکتریکی جریان مستقیم و پلهاندازی موتور

داده شده است. دارای دوکانال می باشد که هر کانال برای چپ گرد و راست گرد کردن یک موتور الکتریکی 

توان ولتاژ که با استفاده از آن می باشدارای یک پایه فعال ساز میباشد. هر کانال دمی جریان مستقیم کافی

توان به مقاوم بودن در برابر های این ماژول میو جریان کانال مربوطه را قطع و وصل کرد. از دیگر ویژگی

 .ولت اشاره کرد 46افزایش دما، ولتاژ اشباع پایین و ولتاژ تغذیه کاری تا 

 

 

 L298Nماژول  3-2شکل 

 

  ]22[  2رمز گذار 2-5

رمزگذار در واقع یک تجهیز الکترومکانیکی است که حرکت یک جسم را به یک کد دیجیتال یا آنالوگ 

بنا به نیاز به تعداد دوران با سرعت زاویه ای و یا  3کند و این کد در تجهیز دیگری به نام رمزگشاتبدیل می

های نوری و تکنولوژیگیری از ها بهرهشود. پایه علمی طراحی و ساخت رمزگذارمسافت تبدیل می

 مغناطیسی است.

                                                           
1   Transistor-
transistor logic 

2   Encoder 
3   Decoder 
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ست که ا کنند. رمزگذار حسگریهای الکتریکی ترجمه میها تغییرات مکان و جهت را به سیگنالررمزگذا

گیری گیری کند. با اندازهتواند میزان چرخش را اندازهشود و میبه محور چرخ، چرخ دنده، و یا موتور وصل می

 ، سرعت، شتاب یا زاویه چرخشی را تعیین کرد.جاییتوان جابهمیزان چرخش می

 ها تقسیم بندی انواع رمزگذار 1-5-2

 شوند.از لحاظ ساختمان به دو مدل خطی و دورانی تقسیم می -1

 شونداز لحاظ عملکرد و ساختمان داخلی به سه دسته نوری، مغناطیسی و خازنی تقسیم می -2

 شوند.سیم میاز لحاظ نوع خروجی به دو دسته مطلق و افزایشی تق -3

 کاربرد رمزگذارها 2-5-2

اده فت مورد استفازه گیری سرعت، موقعیت و جهت چرخش شهای صنعتی و برای انددر سیستم رمزگذار

ا کنترل کند.به رها به سیستم کنترلی داده خواهد شد تا بتواند سیستم مورد نظر گیرند و این دادهقرار می

عت موتور الکتریکی در یک مقدار مشخص نیاز به ابزاری است که سرعنوان مثال برای تنظیم سرعت موتور 

 گیرد.یمانجام  رمزگذاررا در هر لحظه اندازه بگیرد و به کنترل کننده ارسال کند که این عمل توسط 

اپ، در چهای صنعتی، رباتیک، آسانسور، ماشین بندی و پرکندر ماشین آلات بسته رمزگذارهمچنین از 

رمزگذار نامه از  اندر این پای .[23]گیرده جا کردن اجسام و موارد مشابه مورد استفاده قرار میبرداشتن و جاب

که در  .ده استشگیری سرعت چرخش موتور استفاده  برای اندازه  HEDS-9140 مدل چرخشی افزایشی

های متشامل قسدر این نوع رمزگذارها یک دیسک شیشه ای شفاف  ادامه نحوه کارکرد آن بیان شده است.

شیارها یا  از ع شده از دیودوقتی دستگاه روشن است، نور ساط .ع کننده نور وجود داردو دو دیود ساطتیره 

 کندهنگامی که دیسک حرکت می .شودتوسط یک حسگر نوری آشکار می و شفاف عبور کردهای هقسمت

واهد شد. خبنابراین یک خروجی پالس از حسگر نوری تولید . شوداشعه نور به طور متناوب قطع و وصل می

 .باشدها متناسب با زاویه چرخش دیسک و تعداد شیارها میتعداد این پالس

 

 [22]فزایشیرمزگذار ا 2-4 شکل
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 از موتور الکتریکی گیریدادهشمای کلی  6-2

ین زده و سپس تخم موتور سرعت به ولتاژ ورودی ای تابع تبدیلهپارامترنامه هدف آن است که در این پایان

ست بدانیم به اتخمین زد نیاز برای آن کنترل کننده طراحی شود. برای این که بتوان ضرایب تابع تبدیل را 

توسط  نحوه داده گیری از موتور شمای کلی .دهدهای مختلف خروجی به چه صورت پاسخ میی ورودیازا

 .نشان داده شده است 5-2شکل در برد آردینو 

 

 

 گیری مای کلی دادهش 5-2 شکل

 نحوه داده گیری از موتور الکتریکی 1-6-2

ه آردینو ب به کمک متلب سیگنال پله با دامنه مختلف ایجاد کرده و سپس از طریق پورت سریال این دستور

ه و به متناسب با دامنه پله توسط آردواینو تولید شد منتقل شده و سپس سیگنال مدلاسیون عرض پالس

سها از طریق در گام بعد توسط رمزگذار تعدادی پالس ایجاد شده و سپس پالشود و رسال میدرایور موتور ا

اندازه گیری  از طریق کتابخانه مربوط به رمزگذار سرعت موتورسپس  .شودپرت سریال به آردوینو ارسال می

قل شده و ب منتورودی و سرعت موتور از طریق پورت سریال به متل هایپایان زمان و ولتاژ در خواهد شد.

 گردد. ذخیره می

 نتیجه گیری 7-2

د مورد بررسی قرار گرفت . در بخش بعد به معرفی برد رپرکارب این فصل انواع موتورهای الکتریکی ابتدای در

برای راه اندازی موتور الکتریکی جریان مستقیم  رمزگذارو  L298N اندازماژول راهآردینو و ابزار دیگر مانند 

اجزاء و ثبت سرعت به  در پایان این فصل به نحوه اتصالآن مورد بحث قرار گرفت. و ری سرعت و اندازه گی

های مختلف پرداخته شد.ازای ورودی



 

 

 فصل سوم

 

 

مرتبه کسری موتور الکتریکی جریان  مدل سازی و شناسایی

 مستقیم
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 مقدمه 3-1

 باشد. در این فصلل سامانه های مختلف میایی و کنترمدل سازی سیستم مورد بررسی اولین گام در شناس

به صورت مرتبه صحیح  1ساخت شرکت بوهلر  4713C-60112مدل  ابتدا موتور الکتریکی جریان مستقیم

به صورت کسری موتور . در گام بعد شودمیهای تخمین زده پارامتر  2به روش حداقل مربعات گشته ومدل 

دارای مدل رمتبه  های سیستمپارامتر تفاده از الگوریتم ژنتیکو با اسمدل گشته و با یک روش پیشنهادی 

 از دو روش با داده های واقعی مقایسه خواهد شد. در پایان نتایج حاصلو  شودکسری تخمین زده می

 

 مدل سازی ریاضی موتور جریان مستقیم 2-3

در نظر  1-3شکل  ابق بامطبرای بدست آوردن مدل ریاضی موتور جریان مستقیم ابتدا طرح مداری آن را 

علاوه بر [14]. باشدموتور الکتریکی جریان مستقیم دارای دو بخش مکانیکی و الکتریکی می شود.گرفته می

شود بین دو سر آن تولید می eکند، یک ولتاژ این هرگاه یک رسانا در یک میدان مغناطیسی حرکت می

ا جریان ب شود،نامیده می 3که با سرعت رسانا در میدان متناسب است. این ولتاژ که نیروی محرکه معکوس

 تولید کند و جریان درون اگر استاتور یک شار مغناطیسی شعاعی  . همچنینکنددرون رسانا مخالفت می

باشد، آنگاه یک گشتاور وجود خواهد داشت که بر روتور تاثیر گذاشته  iشود( روتور )که آرمیچر نامیده می

 [24].گرددخش آن میو باعث چر

 

 

 

+ 

- 

 

 

T

b

 

                                                           
1   Buhler 
2   Least Square 
3    Back emf 
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 طرح مداری موتور الکتریکی 1-3شکل               

 نشان داده شده است. 1-3جدول پارامترهای موتور جریان مستقیم در

 

 واحد پارامتر اسم پارامتر نماد پارامتر

J  2 اینرسی دورانی/kg m  

b  کاک دورانیاصط .

sec

N m

rad
 

ek  ثابت نیروی ضد

sec محرکه

V

rad
  

tk  ثابت گشتاور .N m
A  

R  آرمیچر مقاومت   

L اندوکتانس آرمیچر H 

 رهای مدل موتور جریان مستقیمپارامت 1-3جدول 

 

(1-3 ) ( )tT k i t 

(2-3) ( ) ( )e ee k t k t   

مقدار نیروی ضد محرکه، eگشتاور تولیدی، Tکه در روابط فوق   باشند.سرعت زاویه ای می 

 .( بدست خواهد آمد3-3رابطه ) 3-1اعمال قانون حلقه در بخش الکتریکی شکل  با

 (3-3) ( )
( ) ( )e

di t
L Ri t K t V

dt
    

 شود.اصل میح (3-4) های ایجاد شده در قسمت مکانیکی رابطهن برای گشتاورو با اعمال قانون نیوت

 (4-3) ( )
( ) ( )t

d t
J b t k i t

dt
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( و 3-5)یکی جریان مستقیم به صورت معادله فضای حالت برای موتور الکتر (3-4) و (3-3)طبق روابط 

 بدست خواهد آمد. (6-3)

  

(5-3) 
1

( )
. .

( )
0

e

t

KR

L LI I t
L V

K tb

J J








 
    

               
     

 

 

 

(6-3) ( )
[0 1].

( )

i t
y

t

 
  

 
 

 

 .است (3-7)ابطه رتابع تبدیل سرعت به ولتاژ به صورت  ،(3-5)فضای حالت  با توجه به معادلات

 

 

 

(7-3) 

( )
( )

( ) ( )( ) .

t

t e

ks
G s

V s Ls R Js b k k


 

  
 

 

 

 [25]شناسایی سیستم با روش حداقل مربعات 3-3

لفی باشد که در آن از روش های مخت مهم و ضروری از مهندسی کنترل می شناسایی سیستم ها یک بخش

ودی و خروجی این ارتباط بین ورکه  .شودن ورودی و خروجی به کار گرفته میبرای پیدا کردن یک رابطه بی

 .[26]تواند هم در حوزه فرکانس و هم در حوزه زمان باشدمی

حداقل  م به روش حداقل مربعات است. در روشهای شناسایی موسوترین روشترین و محورییکی از اصلی

طا و نویز همراه خگیری از اطلاعات، همراه با شود که هر گونه اندازهمربعات، این واقعیت در نظر گرفته می

موع و برآیند اگر مج وجود داشته باشد.تواند علاوه بر خطای اندازه گیری خطای مدل سازی هم می باشد.می

یگنال این دو نوع خطا با س
te  ها طوری در روش حداقل مربعات هدف این است که، پارامتر ،شودنشان

2تخمین زده شوند که مجموع مربعات خطا)

te های ( حداقل گردد. برای انجام روش حداقل مربعات، گام

 .[27]باید انجام شود زیر

 آوری اطلاعاتمعگام اول : انجام آزمایش روی سیستم و ج
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م را های سیست. یعنی ورودی که تمامی حالتشوددر اولین قدم یک ورودی مناسب به سیستم اعمال می

ن را در ها خودشاتحریک کند. به عبارت دیگر ورودی به اندازه کافی تحریک کننده باشد تا تمام حالت

 خروجی سیستم نشان دهند. 

 

 معادله رگرسیون خطی گام دوم: تعریف ساختار و بدست آوردن

رتباط اکه بیان کننده باشد. نوشتن ساختار رگرسیون خطی می ،دومین قدم در روش حداقل مربعات خطی

شده است  ( نشان داده8-3بین ورودی و خروجی سیستم مورد بررسی است. در این ساختار که در رابطه )

ty  خروجی سیستم در لحظهt  و
t

u


و  tبرداری متشکل از یک سری اطلاعات معلوم از سیستم در زمان 

باشد. همچنین قبل میما


های مجهول مدل سیستم و بردار پارامتر 
te طا در لحظهنال خگمقدار سیt  

 باشد.می

(8-3) .
t

T

t ty u e
 

  

 

محاسبه  :گام سوم




)تخمین  


) 

 ن داریم.مجموع مربعات خطا را بر حسب ورودی و خروجی نوشته و سعی در کمینه کردن آ این گامدر 

 

 

 (9-3) 

 

2 2 2 2

1 2

1

... .

.

N
T

t N

t

T T T TT T

S e e e e e e

y U e

S y y U y y U U U



   

 

 





      


 


   


 

 

برای محاسبه 




 داریم: .ته و مساوی با صفر قرار داده شودمشتق گرف نسبت به  sکافی است که از  
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 (10-3) 

1

2 2 0

( ) .

T T

T T T T

LS

S
U y U U

U U U y U U U y




 



 



   



   

 

 

 شود.های موتور جریان مستقیم در ادامه تخمین زده میترطبق مطالب ذکر شده پارام

تلف از های مخشامل چندین پله با دامنه ینو یک سیگنال مدلاسیون عرض پالستوسط برد آردو: گام اول

ینو و برد آردو رمزگذارولت به موتور معرفی شده اعمال گشت و سرعت آن  از طریق  16.6ولت تا  7

 شود.مشاهده می 2-3اج حاصل از آن در شکل نتیود. شمیگیری اندازه

 

 روجی موتور جریان مستقیمورودی و خ 2-3شکل 

رت رابطه گام دوم: طبق مدل سازی انجام شده و شناخت از رفتار سیستم معادله رگرسیون خطی به صو

 شود.( در نظر گرفته می11-3)
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(11-3)  
0

1 2 1

0

t t t t t

a

v a e

b

   

 
 

   
 
  

 

 

 هایمقادیر پارامتر (10-3از رابطه )گام سوم: با استفاده 
0 1 0, ,a a b و نتایج حاصله در حوزه  شده محاسبه

 د.نباش( می3-13( و )3-12گسسته و پیوسته به صورت روابط )

 (12-3) 
2

( ) 0.2435
( )

( ) 0.9218 0.0000674

z
G z

V z z z


 

 
 

 

sT  سته سازی تابع باشد. با پیوثانیه می 020091/0و برابر یا زمان نمونه برداری محاسبه شده در آردوین

 بدست خواهد آمد. (3-13تابع تبدیل موتور جریان مستقیم در حوزه لاپلاس ) (3-12) تبدیل

(13-3) 
2

( ) 4539
( )

( ) 363.5 1470

s
G s

V s s s


 

 
 

   

 با پاسخ وبرای آن ترسیم کرده مختلف برای بررسی صحت تخمین زده شده پاسخ پله را به ازای سه ولتاژ 

مقایسه  ساخت شرکت بوهلر C 4713-60112موتور جریان مستقیم مدل  اصل از داده های واقعیپله ح

 .است دهنشان داده ش 5-3 تا 3-3های به ترتیب در شکلحاصل نتایج  .شودمی
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 ولت 1/7ورودی  پاسخ پله برای ولتاژ 3-3شکل 

 

 ولت 2/10پاسخ پله برای ولتاژ ورودی  4-3شکل 
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 ولت 6/16پاسخ پله برای ولتاژ ورودی  5-3شکل 

لت ماندگار به خوبی تخمین زده شده است. شود پاسخ حامشاهده می 5-3تا  3-3های شکل همانطور که در

 در بخش بعد مدل سازی و شناسایی مرتبه کسری برای موتور جریان مستقیم انجام خواهد شد. 

 مدل سازی مرتبه کسری 4-3

ن، پژوهشگران و مهندسین تقریبا در اکثر موارد مدل انتگرالی و مرتبه صحیح را برای در مطالعات پیشی

گرفتند در صورتی که سلف و خازن به صورت ذاتی از مرتبه غیر صحیح یا موتور های الکتریکی در نظر می

همچنین  صر مرتبه کسری است.نشان داد که سلف ذاتا یک عن 1. برای مثال وسترلاند]28[باشندمیکسری 

اندازه گیری نمود. وسترلاند و همکاران به صورت آزمایشی  97/0به کسری بودن سلف با هسته هوایی را ترم

برای  9776/0های مختلف به دست آوردند که برای مثال الکتریکها را تحت دیمرتبه کسری بودن خازن

الکتریک از در واقع مواد دی. ]29[بدست آمده است 3برای ورق متالیزه 9821/0یا  2پلی وینیلیدن فلوراید

 شود.انس کسری میدهند و همین مسئله سبب ایجاد امپدخود خاصیت کسری نشان می

                                                           
1   Westerlund 
2   Poly Vinylidene Fluoride 
3   Metalized Paper 
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 (14-3) 1
,

( )
z R

C j 




  

 

سری بهتر توصیف های مرتبه کهای دینامیکی با استفاده از مدلها بسیاری از مدارها و خازنعلاوه بر سلف

ها ی از آنها ذاتا رفتاری کسری دارند اما خیلکه همه دستگاه ذکر این نکته ضروری است .[30]شوندمی

سخ به های صحیح موجود توانایی پابه همین دلیل بسیاری از مدلباشند، میدارای خاصیت کسری کمی 

 د.ننیاز طراح را دار

 [31]مدل کسری موتور جریان مستقیم 1-4-3

  صحیحر غیراین تفاوت که مرتبه مشتق گی دل الکتریکی و مکانیکی مشابه مدل سازی مرتبه صحیح بوده بام

و برابر 
2 1,   فرض شده که در نتیجه 

(15-3) 1

1

( )
. . ( ) . ( )e

d i t
L R i t K t V

d t




   

 

 

 داریم: های ایجاد شده در قسمت مکانیکیبا اعمال قانون نیوتون برای گشتاور

 (16-3) 2

2
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d t
J b t k i t

d t






  

 .( خواهد بود3-18( و )3-17)در نتیجه معادلات فضای حالت به صورت 
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( و با فرض 18-3) و( 17-3)با توجه به معادله فضای حالت  
1 2   ،  تابع تبدیل سرعت به ولتاژ

 بدست خواهد آمد. (3-19)به صورت رابطه 

 

(19-3) 
( )

( )
( ) ( )( ) .

t

t e

ks
G s

V s L s R Js b k k 


 

  
 

 

شناسایی مرتبه کسری موتور الکتریکی جریان مستقیم 3-5  

های مرتبه ائز اهمیت است که به کمک آن سیستم حشناسایی سیستم ها با مدل مرتبه کسری به این دلیل 

بالا را می توان با سیستم مرتبه کسری با همان خصوصیات ولی دارای مرتبه بسیار کمتر تخمین زد و از 

شوند. دلایل ذکر شده از مهمترین دلایل ا با مرتبه صحیح به خوبی مدل نمیطرف دیگر خیلی از سیستم ه

قبل از ورود به بخش شناسایی به روش پیشنهادی نیاز  .[32]باشنداستفاده از شناسایی مرتبه کسری می

 د.معرفی شو 1بلوک پالس های عملگر تعمیم یافته از توابعاست که ماتریس

 

 [7]پالس تعمیم یافته از توابع بلوکعملگرماتریسهای  1-5-3

) پالستوابع بلاک  )
i

t در بازه زمانی باشند که ای از توابع متعامد میزیر مجموعه 0,T  به صورت

 د.نشوتعریف می (3-20معادله )

 

(20-3) 

1 1

( )

0

i

i i
T t T

M M
t

elsewhere

 
 


  




 

 

 شده می باشد. که نشان دهنده تعداد توابع اولیه استفاده  Mو    i=1,2,…,M که در آن  

هر تابع انتگرالی در بازه  0,T  امکان بسط آن توسط تابع بلاک پالس به صورت بیان شده در ادامه

 باشد.می

                                                           
1   Generalized operational matrices of block pulse functions 
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 که در آن 1 2 ...T
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یر محاسبه زیه بلاک پالس به صورت توابع اول ،(3-24وویل)لی -گیر کسری ریمان با توجه به تعریف انتگرال

 خواهند شد.
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 نوشت: زیر توان به صورت ماتریسییم [7]( را طبق مرجع 3-25رابطه )
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 داریم:در نتیجه 
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(28-3) 0 ( )( )( ) ( )T

a MI f t f F t   

 مده است.آ ( در پیوست الف3-27اثبات رابطه )

تور جریان مستقیم با مدل مرتبه کسری با استفاده از روش شناسایی مو 6-5

 پیشنهادی

افته از توابع یهای عملگر تعمیم ماتریسدر این روش مدل  مرتبه کسری موتور جریان مستقیم با استفاده از 

ناسایی شبا این روش خروجی سیستم مرتبه کسری که باید شوند. به معادلات جبری تبدیل می بلوک پالس

ی چند له بهینه سازک مسئگردد تبدیل  به یک معادله جبری می شود و در نتیجه  مسئله شناسایی به ی

سیستم و خروجی تخمین زده شده  که هدف آن کمینه کردن خطا بین خروجی گرددوجهی تبدیل می

 باشد.می زیرهای شناسایی موتور جریان مستقیم به شرح باشد. گاممی

 گام اول : نوشتن مدل مرتبه کسری موتور جریان مستقیم

 :  داریملتاژ ورودی با ساده سازی مدل تابع تبدیل سرعت به و
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   ( بدست خواهد آمد.3-30فرض کرده درنتیجه رابطه ) 
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2sتقسیم صورت و مخرج بر با گام دوم :   :داریم 
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( حاصل خواهد 3-33( و )3-32ی و خروجی های به ترتیب روابط )( برای ورود3-28با استفاده از رابطه )

 شد.
 

(32-3) 0 ( )( )( ) ( )T

a MI v t V F t   

 
 

(33-3) 0 ( )( )( ) ( )T

a MI t W F t   

 

1که در آن  2 1 2[ , ,..., ], [ , ,..., ]T T

M MW V v v v    . 

 ( به صورت زیر بیان خواهد شد.3-31رابطه ) سپس
 

(34-3) ( ) ( )( ) ( )T T

M MW D t V N t   

که در آن 
1 2 2 0 2( ), ( )D I a F a F N b F     . 

 ( نوشت.3-35را می توان به صورت ) TWبردار ،(34-3با توجه به معادله )

 

(35-3) 1T TW V ND 

 

 و از طرف دیگر
 

(36-3) ( )( ) ( )T

Mt W t   

 

 گام سوم: تخمین پارامترها

 .خروجی را به صورت زیرخواهیم داشت ،(3-36)معادله  ( در3-35گذاری معادله )یبا جا

 

(37-3) 
1

( )( ) ( )T

Mt V ND t   

N, که در آن D پارامترها توسط کمینه  باشند. مقدار بهینهبه ترتیب شامل پارامترهای مخرج و صورت می

برای کمینه کردن تابع هدف) نامهدر این پایان که .به دست خواهد آمد(، 3-38در رابطه )کردن تابع هدف 

J ) ( 38-3در رابطه) کمینه محلی و  همچنین برای اجتناب از و از الگوریتم ژنتیک استفاده شده است

م از مقادیر بدست آمده در روش حداقل مربعات برای مقادیر اولیه استفاده امکان شناسایی درست سیست

 شود.می



41 
 

 توضیحات مربوط به الگوریتم ژنتیک در پیوست ب آمده است.

 

 

(38-3) 
2

Re

1

1
min [ ( ) ( )]

L

al

t

J t t
L

 


   

L باشد.می های نمونه برداری شدهتعداد دادهبرابر  (38-3رابطه ) در 

 

های موتور دارای مدل مرتبه کسریشمای کلی شناسایی پارامتر 7-3شکل   

 

به صورت  (30-3)های سیستم پارامتر
1 2 0217.0013, 1525.1146, 4716.0248,a a b    

0.9742  .تخمین زده شد  

تابع تبدیل سرعت به ولتاژ ورودی عبارتست ازدر نتیجه   

. 
 

(39-3) 
1.9484 0.9742

( ) 4716.0248
( )

( ) 217.0013 1525.1146

s
G s

V s s s


 

 
 

 

و با  برای بررسی صحت تخمین زده شده پاسخ پله را به ازای چند ورودی مختلف برای آن ترسیم شده 

. گرددمییسه های حاصل از تابع تبدیل مرتبه صحیح مقاپله حاصل از داده های واقعی و همچنین داده پاسخ

 نشان داده شده است. 10-3تا  8-3های نتایج به ترتیب در شکل
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 ولت 1/7ولتاژپاسخ پله برای  8-3شکل 

 

 2/10ولتاژ پاسخ پله برای  9-3شکل 
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 6/16ولتاژ پاسخ پله برای  10-3شکل 

 

دارای تطبیق بیشتری  یتابع تبدیل مرتبه کسر شود.می مشاهده 3-10 تا 3-8های همانطور که در شکل

اسایی شده با ه آن است دستگاه شنتفاوت چندانی با تابع تبدیل مرتبه صحیح ندارد که نشان دهند بوده اما

 کند.الایی به صورت مرتبه صحیح کار میدقت خیلی ب

 

 جمع بندی 7-3

ستخراج شد ا مدل فضای حالت و تابع تبدیل از مرتبه صحیح برای موتور جریان مستقیم اتددر این فصل اب

ین فصل مدل ر قسمت دوم اد آن تخمین زده شد.و در ادامه به روش حداقل مربعات پارامترهای تابع تبدیل 

ادی و با یک روش پیشنه ای موتور جریان مستقیم استخراجفضای حالت و تابع تبدیل مرتبه کسری بر

 حاصل از کسری با نتایج مرتبه صحیح وتخمین نتایج حاصل از  پایاندر  .پارامترهای آن تخمین زده شد

نه که انتظار و همانگو .گردیدمقایسه  C 4713-60112مدل از موتور بوهلر  ههای واقعی بدست آمدداده

  .رداصحیح تفاوت ملموسی ندبا مدل مرتبه  اما دارای تطبیق بیشتری بوده رفت مدل مرتبه کسریمی
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 فصل چهارم

 

 

 

 طراحی کنترل کننده مرتبه کسری
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 مقدمه 1-4

های فراوانی دارند. از در صنعت کاربردموتور های جریان مستقیم به دلیل انعطاف پذیری بالا و هزینه پایین 

در  آنهای مختلفی برای کنترل سرعت روش این رو چگونگی کنترل آنها از اهمیت بالایی برخوردار است.

صنعت وجود دارد. در این پایان نامه برای کنترل سرعت و بهبود عملکرد و دستیابی به پاسخ گذرای پایدارتر 

برای دستگاه مدلسازی شده به صورت کسری  مرتبه صحیح و 1فازپیش جبران ساز دو جبران و سریعتر از

  .شودمیاستفاده مرتبه کسری 

 جبران سازها 2-4

ئی که به شود و جزتغییر یا تنظیم سیستم کنترل برای دستیابی به عملکرد مناسب جبرانسازی نامیده می

گر به عبارت دی ساز نام دارد.کند جبران ها و نواقص سیستم اصلی را جبرانشود تا کمبودسیستم افزوده می

 .[33]تمشخصات دینامیکی سیستم برای برآورده شدن مشخصات داده شده اسساز تغییر منظور از جبران

ها روش پاسخ ها وجود دارد. یکی از  متداولترین این روشسازهای مختلفی برای طراحی جبرانروش

که پاسخ فرکانسی سیستم جبران شده  دادهروش باید سیستم را به نحوی تغییر  باشد. در اینفرکانسی می

توان روی نمودار بودی با جمع ها را برآورده کند. چون اثر یک تابع تبدیل سری را به سادگی میخواسته

 شود.ساز سیستم تعیین کرد معمولا در روش پاسخ فرکانسی از نمودار بودی استفاده میکردن جبران

 هاسازجبرانانواع  1-2-4

نابراین ب تر استفاز صفر نسبت به قطب به محور موهومی نزدیکساز پیشدر جبران: فازساز پیشجبران

 باشد.یم( 4-1رابطه ) فرم کلی آن به صورت کند کهویه مثبت )پیشفازی( ایجاد میزا

 

(1-4) 1

( ) 0 1
1c

s
TC s k

s
T







  



 

 

ویه بنابراین زا فاز قطب نسبت به صفر از محور موهومی دورتر است.ساز پسندر جبرا فاز:ساز پسجبران

 باشد.می( 4-2) فرم کلی آن به صورت رابطه کند ومنفی)پسفازی( روی محور موهومی ایجاد می

                                                           
1   Lead 



47 
 

 

 

(2-4) 
1

( ) 0
1c

s
TC s k

s
T







 



 

 

و مزایای هر دو جبرانساز  هبودساز ها ترکیب متوالی دو جبرانسازاین جبران فاز:پس-فازساز پیشجبران

 باشد.را دارا می

 

 

(3-4) 
1 1

( ) 0 1, 1
1 1c

s s
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 فاز مرتبه صحیحساز پیشطراحی جبران 3-4

شده در  نبیااز روش  با استفاده بهبود عملکرد سیستم  فاز برایساز پیشخش به طراحی جبرانبدر این 

 .شودپرداخته می [34] مقاله

1باشد که در آن به ازای می( 1-4)ساز به صورت رابطه فرم کلی جبران  فاز و به ازای ساز پیشجبران

1  باشد.مه میبران ساز به شرح کفته شده در اداجمراحل طراحی  بدست خواهد آمد. فازساز پسرانجب 

 

(4-4) 1
( )

1
c

s
G s

s









 

 

) گام اول: تعیین مقادیر فرکانس گذر بهره مطلوب
c بر  گذر بهره ساز در فرکانس(، اندازه دامنه جبران

 ( p) ساز در فرکانس گذر بهره( و فاز جبران M) حسب دسیبل
 

(5-4) 
/20( ) 10 , ( ) , tan( )M

c c c cG j c G j p p       

 

که 
2 2

p
 
  باشدمی. 

-6)ابطه رباید  ،جود داشته باشدرض شده وساز با خصوصیات ف: برای این که امکان طراحی جبرانگام دوم

 فاز برقرار باشد. ساز پیشبرای جبران( 4
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(6-4) 21 , 0
2

c p


    

 ( برقرار باشد.4-7فاز باید رابطه )برای جبران ساز پس
 

(7-4) 21 , 0
2

c p





    

 

 (9-4)و ( 8-4) به کمک روابط و مقادیر  ،در گام دوم بیان شدهدر صورت برقراری شروط گام سوم: 

 شود.حاسبه میم
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2

( 1 1)

1

c c

c






 


 
 

 

(9-4) 21

c

c
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ساز جبران ررسی عملکرد سیستم با وجودو ب (4-4گذاری مقادیر بدست آمده در رابطه )یگام چهارم: جا

 .مرتبه صحیح تبه پیش فازمر

ای نشست و هافزودن میرایی بیشتر به سیستم حلقه بسته و کاهش زمان عبارتند از، اثرات این جبران ساز

هبود حاشیه بفرکانس عبور بهره و در نتیجه  تابع تبدیل مسیر پیشرو در همسایگیخیز سیستم، افزایش فاز 

بهره و در  بود تابع تبدیل مسیر پیشرو در فرکانس عبورفاز سیستم حلقه بسته، کاهش شیب منحنی اندازه 

یستم حلقه افزایش پهنای باند س ی در فرم حاشیه فاز و حاشیه بهره و همچنیننتیجه بهبود پایداری نسب

 . بسته

فاز جبران ساز پیش (4-11)مرتبه کسری بدست آمده برای موتور  تابع تبدیل حال به روش گفته شده برای

 .شودمیراحی مرتبه صحیح ط
 

(10-4) 
1.9484 0.9742

( ) 4716.0248
( )

( ) 217.0013 1525.1146

s
G s

V s s s


 

 
 

   

22.5139فرکانس گذر بهره )دارای ، (11-4) تابع تبدیل معرفی شده / secc rad )فاز ، حد (

105.7183 degm  )  3.09)و دارای مقدار نهاییssk  ) انس فرک به دستیابیاز طراحی باشد. هدف می

20)گذر بهره  / secc rad  ) 130) حد فاز degm   )2) و مقدار نهاییssk   )باشد. طبق می
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ساز مرتبه صحیحی که اهداف تعیین شده را برآورده کند به جبران ،بتدای این بخشاگفته شده در های گام

 2-4و  1-4های یج حاصل از جبران ساز مرتبه صحیح طراحی شده در شکلنتا باشد.می (4-11)صورت 

 نشان داده شده است.

 
 

(11-4) 
1

0.064823 1
( ) 0.6472

0.02718 1

s
C s

s

 
  

 
 

 

 

 

 فاز مرتبه صحیحساز پیشبود جبران نمودار 1-4 شکل
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 فاز مرتبه صحیحساز پیشبود موتور الکتریکی با جبران نمودار 2-4شکل  

 

 1ساز پیش فاز مرتبه کسریطراحی جبران 4-4

-می (4-12) ساز پیش فاز مرتبه کسری استفاده شده در این پایان نامه به فرم رابطهساختار کلی جبران

 .[2]باشد
 

(12-4) 1
( ) 0 1 , 0 2

1

s
C s k x

x s










 
     

  

 

باشد.گفته شده در ادامه میساز به شرح های جبرانمراحل محاسبه پارامتر  

ثابت خطای استاتیکی) دیر مطلوباول: تعیین مقگام ا
ssk،) سیستم جبران شده) مطلوب گذر بهره فرکانس

c) (و همچنین حد فاز مطلوب سیستم جبران شدهm ) 

 

                                                           
1   Fractional-order Lead Compensator(FOLC) 
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-ثابت خطای استاتیکی اولیه می kکه در آن ( 13-4)مطابق رابطه  (kجبران) محاسبه بهرهوم: دگام 

 باشد.

 

(13-4) ss
c

k
k k x

k
   

a,مقادیر : محاسبهسومگام  b  (14-4) با استفاده از رابطه 

 

(14-4) ( )

( )

mj

c

e
a jb

k G j

 



 

 


 

و در نهایت ( 15-4)آن در داخل روابطه جاگذاری و  برای  کوچکترین مقدار ممکنعیین ت: چهارمگام  

T,محاسبه مقادیر  V  

 

(15

-4) 

2 2 2

2 2

cos( / 2) cos( / 2)(1 2 ) 1 0

sin( / 2) sin( / 2) 2 cos( / 2) 0

c c c c

c c c c

T TV V a aV a

T V bV bV b

   

   

     

      

      

    
 

 

V, با استفاده از xمقدار  تعیین:  پنجمگام  T و روابط چهارماز گام  حاصل V x و T  

0شرط  چک کردن :ششمگام  1x . ار در غیر این صورت مقد ،اگر برقرار بود از الگوریتم خارج گشته 

V,برگشته و دوباره مقادیر چهارمام را افزایش داده و به گ T شرط تا زمان برقراری د.دمحاسبه می گرx 

 شوند.تکرار میفوق مراحل 

قرار ( 4-12)ساز در ساختار ارائه شده برای جبران تم: پارامترهای بدست آمده از گام های قبل رافگام ه

 شود.بررسی می سیستم عملکرد آن را بر روی رتاثیداده و سپس 

ه به صورت تابع تبدیل مرتبه کسری  بدست آمده برای موتور جریان مستقیم که در فصل قبل بدست آمد

  .باشد( می4-16رابطه )
 

(16-4) 
1.9484 0.9742

( ) 4716.0248
( )

( ) 217.0013 1525.1146

s
G s

V s s s
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22.5139)معرفی شده دارای  فرکانس گذر بهره  یلدتبتابع  / secc rad )فاز ، حد (

105.7183 degm )  3.09)و دارای مقدار نهاییssk )  فرکانس  باشد. هدف از طراحی رسیدن بهمی

20)گذر بهره  / secc rad  )130 ) حد فاز degm ) 2) و مقدار نهاییssk   )مراحل  اشد.بمی

 باشد.ساز مرتبه کسری برای سیسستم معرفی شده به شرح گفته شده در ادامه میطراحی جبران

 .باشد( می4-12ساز مرتبه کسری که به فرم رابطه )گام اول : تعیین ساختار جبران

k)گام دوم: محاسبه مقدار  ) ( محاسبه می13-4که به کمک رابطه )د.شو 
 

(17-4) 2
.64

3.09

vk
k

k
    

a,( مقدار 14-4) گام سوم: از رابطه b کنیمرا محاسبه می. 

 

(18-4) 
( )

1.3022 0.5301
( )

mj

c

e
a jb j

k G j

 



 

   


 

 :داریم حال
 

(19-4) 1.3022, 0.5301a b  

 

7.فرض  گام چهارم: با  مقادیر و جایگذاری,a b  مقادیر (15-4) در رابطهبدست آمده,V T  محاسبه

 شوند.می
 

(20-4) 0.0835, 0.0066T V  

 

V,و از طریق رابطه   x T    0.0795مقدار, 0.0835x    .بدست خواهد آمد 

-12) رابطه ساز مرتبه کسری معرفی شده درقادیر بدست آمده در ساختار جبرانی مگذاریگام پنجم: جا

نتایج  تبه کسری طراحی شده ونمودار بود جبران ساز مر حاصل خواهد شد.( 4-21) ( و در نتیجه رابطه4

 ست.انشان داده شده  4-4و  3-4های در شکلآن حاصل از 
 

(21-4) 0.7

2 0.7

0.083502 1
( ) 0.6472( )

0.006637 1

s
C s

s
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 فاز مرتبه کسریپیش سازبود جبران نمودار 3-4کل ش

 

 فاز مرتبه کسریساز پیشبود موتور الکتریکی با جبران نمودار 4-4شکل 
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 کسری تبه صحیح وساز مرمقایسه جبران 5-4

سخ فرکانسی فاز مرتبه صحیح و مرتبه کسری و تاثیر این دو بر پاساز پیشدر این بخش به مقایسه جبران

 (11-4) فاز مرتبه صحیح )رابطهساز پیشخته خواهد شد. دیاگرام بود جبرانداسیستم پر
1( )C s  و )

 (21-4))رابطه فاز مرتبه کسری ساز پیشجبران
2( )C s 4 شکل نشان داده شده است. در 5-4شکل  ( در-

سیستم جبران شده به وسیله  6
1 2( ), ( )C s C s  شرایط مطلوب فرض شده را برآورده را نشان می دهد که

باشد که می ترمسطحفاز مرتبه کسری ساز پیشرانکنند. ولی منحنی فاز در سیستم جبران شده با جبمی

رکانس گذر فبا تغییر بهره  ،شود. به عبارت دیگرمی در نتیجه باعث مقاوم شدن سیستم به تغییرات بهره

تیجه فراجهش نکند اما به دلیل ثابت بودن فاز در محدوده مورد نظر تغییری در حاشیه فاز و در تغییر می

 گردد. ایجاد نمی

 

 

 مرتبه صحیح و کسری فازپیش سازهایبود جبران نمودار 5-4شکل 
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 سازهای مرتبه صحیح و کسریبود موتور الکتریکی با جبران نمودار 6-4شکل  

 

فاز مرتبه صحیح و کسری در و جبران ساز پیشسیستم برای دو زاویه فاز رات حد فاز تغیی 1-4در جدول 

فاز برای  شود تغییرات حدهمانطور که مشاهده می آورده شده است. های نزدیک فرکانس گذر بهرهفرکانس

بود ن بهباشد که نتیجه آسیستم جبران شده با جبران ساز مرتبه کسری دارای تغییرات خیلی کمتری می

 باشد.عملکرد مقاوم سیستم می
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سیستم با جبران ساز 
2( )C s   سیستم با جبران ساز

1( )C s   

 فرکانس
m  m    

3/136 

122 

110.9 

102.18 

94.6 

88.4 

85.26 

83.68 

78.9 

74.9 

07/43- 

58- 

1/69- 

82/77- 

4/85- 

6/91- 

74/94- 

32/96- 

1/101- 

1/105- 

29/134 

89/124 

74/120 

51/117 

31/114 

3/111 

61/109 

72/108 

85/105 

24/103 

71/45- 

11/55- 

26/59- 

49/62- 

69/65- 

7/68- 

39/70- 

28/71- 

15/74- 

76/76- 

15 

30 

45 

60 

75 

90 

100 

105 

120 

135 

( سیستم جبران شده با جبران ساز پیش فازمرتبه m( و حد فاز )مقایسه زاویه فاز ) 1-4جدول 

 صحیح و کسری

  

 نتیجه گیری 6-4

بدست آمده  مرتبه کسری ای تابع تبدیلسازها معرفی گردید. سپس بردر ابتدا انواع جبران ،در این فصل

فاز مرتبه صحیح و کسری طراحی دو جبران ساز پیش ،در فصل سوم بیان شدهموتور جریان مستقیم  برای

سیستم  فاز بودن ترمسطح ،. نتیجه حاصل از این مقایسهشدها با یکدیگر مقایسه گردید و نتایج حاصل از آن

بهبود پایداری  سیستم حلقه بسته و که سبب افزایش پهنای باندبوده  ن شده با جبران ساز مرتبه کسریجبرا

شود.میو حاشیه بهره نسبی در فرم حاشیه فاز 



 

 

 فصل  پنجم

 

 

 هانتیجه گیری و پیشنهاد
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 گیرینتیجه 1-5

 باشد:به شرح ذیل می ،در این پایان نامهنتایج حاصل 

 کهبه دلیل این کم و ناچیز تشکیل شده است کسری موتور جریان مستقیم از عناصر با خاصیت 

 مدل مرتبه کسری تفاوت چندانی با مدل مرتبه صحیح ندارد. 

 

 مودار تغییرات نبه دلیل این که  باشدمیتر مقاوم مقابل تغییرات بهره کنترل کننده مرتبه کسری در

پیش از سای جبران هاز مزیت باشد کهتر میمسطح های نزدیک فرکانس گذره بهرهدر فرکانسفاز 

 .باشدمیفاز مرتبه کسری نسبت به مرتبه صحیح آن 

 

 باشدمی یترکننده مرتبه کسری نسبت به مرتبه صحیح دارای فضای عملکرد وسیعکنترل. 

 

 هاپیشنهاد

 :های آتی مد نظر قرار گیردتواند در کارموارد زیر می

 ر از اصیت کسری بیشتر به عبارت دیگهایی با خگسترش روش ارائه شده برای مدل سازی سیستم

ظر را های مورد نمرتبه صحیح نیاز مدل که دسازی سیستم هایی استفاده شواین روش برای مدل

ها و تریباالکتریکی  رفتار های رفتاری،های زیستی، سیستمپاسخ نداده مانند مدل سازی سیستم

 غیره 

 

 دارخطی و تاخیر استفاده از مدل. 

 

 ها. فاز مرتبه صحیح و کسری و مقایسه عملکرد آن نالوگ جبران ساز پیشپیاده سازی آ 

 

 .پیاده سازی جبران ساز پیش فاز مرتبه صحیح و کسری با آردینو و مقایسه عملکرد آنها



 

 

 

 

 

 

 پیوست
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 پیوست الف

 تعمیم یافته از توابع بلوک پالسعملگرماتریسهای  1-الف

بردار تابع ،انتگرال مرتبه کسریو  (25-3با توجه به رابطه  )
( )M ( است. 1-به صورت رابطه )الف 

 

1 (1-)الف

0 ( )

1
( ) * ( )

( )

a

M iI t t t


 


 

  

 تر شدن محاسبات رابطه تابع می باشد. برای ساده کانولوشن دو (1-شود رابطه )الفهمانطور که مشاهده می

 یم:داریجه شود. در نتمی( لاپلاس گرفته 1-)الف
 

0 (2-)الف 1 2( )( ) ( ). ( )iL I t F s F s    

 

 که در آن
 

1 (3-الف)

1

1 1
( )

( )
F s L t

s





 
  

 
 

 
 

))) (4-الف) 1)/ ) ) (( / ) )

2

1
( ) [ ( )] i M T s i M T s

iF s L i e e
s

       

 

 شود.( حاصل می4-)الف رابطهبنابراین 

 

 

-)الف

5) 
0

1 1 1
( )( )

( 1)
i

i i i i
I t t T U t T t U t T

M M M M

 





         
              

           

 

)0در گام بعد   باشد.تابع پله واحد می Uعملگر(، 5-)الفدر رابطه  )( )iI t  را برحسب تابع بلوک پالس

 دهیم.بست می
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 (6-)الف
1

2

1 1 1

( 1)

1

( 1)

i i
t T U t T

M M

i i
t T U t T

M M











    
     
     

   
     
     

 

 

با بسط 
1 شودحاصل می (7-)الفرابطه  به تابع بلوک پالس. 

 

 

1 (7-)الف 1
0

1

( ), ( ) ( )
M T

j j j j

j

M
c t c t t dt

T
 



     

 

 تعریف کرد. (8-)الفتوان به صورت رابطه را می (7-)الفرابطه  با توجه به مطالب فوق،

 
 

 

 

 (8-)الف 
(( 1/ )

0

1 1

( 1)

j
j M

j M T

j i

c M i
t T j i

T M



 




   
  

   


 

 م داشت.را خواهی( 9-)الفرابطه  ،(8-)الفبا ساده سازی رابطه 
 

 

 

1 (9-)الف 1

0

1
( 1) ( 1)

( 2)

j

j i

c M
i j j j i

T

 



 




 
        

 

 
 

 

1 (10-)الف 11
( 1) , 1,2,...,

( 2)
p

T
K p p p M

M



 



  
         

 

 
 

 

 (11-)الف
   1 2 1 2 1.... 0,0,...,0, , ,...,M M ic c c k k k   

 

1iتعداد صفرها برابر  ،(11-)الفدر رابطه   باشد.می 
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به صورت مشابه 
2 ( )t شود.به وسیله تابع بلوک پالس بسط داده می 

 

 

2 (12-)الف

1

( ) ( )
M

j j

j

t d t 


 

 شود.محاسبه می (13-)الفبه صورت رابطه  jdمقدار  ،(12-)الفدر رابطه 

 
 

 

 (13-)الف
 
(( 1/ )

0

1 1

( 1)

aj
j M

j M T

j i

d M i
t T j i

T a M




   
  

   


 

 به صورت بردار  jdبا نوشتن 
 

 

 (14-)الف
   1 2 1 2 1.... 0,0,...,0, , ,...,M M id d d k k k   

 خواهیم داشت. (15-)الفمطابق رابطه 

 

 

0 (15-)الف 1 2

1

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )
M

i j j j

j

I t t t c d t   


     

 شود.می ( حاصل15-رابطه )الف ،( به صورت بردار14-با بازنویسی رابطه )الف

  
 
 

 (16-)الف 0 1 2 1 1 ( )( )( ) 0,0,...,0, , ,..., ( )i M i M i MI t k k k k k t       

 

مقدار  ،(16-)الفدر رابطه 
1l lk k    شود.محاسبه می (17-)الفبه صورت رابطه 

 

 

1 (17-لف)ا 1 1

1

1

1
2( 1) ( 2)

( 2)

1
2,3,...,

( 2)

a

a a a

l l

a

T
k k l l l

M a

T
l M and k

M a

  



 
           

 
  

  

 

 :در نتیجه خواهیم داشت
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 (18-)الف 0 1 2 1 ( )

1
( )( ) 0,0,...,0, , ,..., ( )

( 2)

a

i M i M

T
I t f f f t

M a

  

 
   

  
 

 شوند.حاسبه میم (19-)الفها از طریق رابطه پارامتر ،(18-)الفدر رابطه 

 

 

 (19-)الف
1 1 1

1 1, 2( 1) ( 1)

2,3,..., 1

a a a

pf f p p p

p M i

       

  
 

 

 گردد.میمحاسبه  زیردر نتیجه انتگرال تابع بلوک پالس به صورت 

 
 

 

 

 (20-)الف

1 2 3

1 2 1

1 2

1

0
1

( )
( 2)

0

M

M

M

f f f f

f f f
T

F f f
M

f
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 پیوست ب

 [35]الگوریتم ژنتیک 1-ب

ها یا انتخاب الگوریتم ژنتیک، الهامی از علم ژنتیک و نظریة تکامل داروین است و بر اساس بقای برترین

سمت نقطه بهینه  باشد که به تدریج بهدار میسازی تصادفی جهتیک روش بهینهو  طبیعی استوار است.

توان گفت های بهینه سازی میهای الگوریتم ژنتیک در مقایسه با دیگر روشکند. در مورد ویژگیحرکت می

که الگوریتمی است که بدون داشتن هیچ گونه اطلاعی از مسئله و هیچ گونه محدودیتی بر نوع متغیرهای 

باشد. می 1ای در یافتن بهینه کلیی اثبات شدهآن برای هر گونه مسئله ای قابل اعمال است و دارای کارآی

و یا  نبودههای کلاسیک یا قابل اعمال سازی. است که روشتوانایی این روش در حل مسائل پیچیده بهینه

 .باشندنمیدریافتن بهینه کلی قابل اطمینان 

 

 های ژنتیکیساختار الگوریتم 2-ب

 شوند.تشکیل می های ژنتیکی از اجزاء زیربه طور کلی. الگوریتم

 

 2کروموزوم

حل ممکن برای های ژنتیکی. هر کروموزوم نشان دهنده یک نقطه در فضای جستجو و یک راهدر الگوریتم

شوند. برای )متغیر( تشکیل می 3ها( از تعداد ثابتی ژنها )راه حلمسئله مورد نظر است. خود کروموزوم

 شود.های بیتی( استفاده میودویی )رشتههای دها. معمولاً از کدگذارینمایش کروموزوم

 

 4جمعیت

وی هر دهند. با تاثیر عملگرهای ژنتیکی  بر رها یک جمعیت را تشکیل میای از کروموزوممجموعه

 شود.جمعیت. جمعیت جدیدی با همان تعداد کروموزوم تشکیل می

 

                                                           
1   Global Optimal 2   Chromosome 3   Gene 4   Population 
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 1تابع برازندگی

رای آن مسئله بتیکی. ابتدا باید یک تابع برازندگی های ژنبه منظور حل هر مسئله با استفاده از الگوریتم

ستگی یا توانایی گرداند که نشان دهنده شایابداع شود. برای هر کروموزوم. این تابع عددی غیر منفی را برمی

 فردی آن کروموزوم است.

 عملگرهای ژنتیکی

شود. با تاثیر این عملگرها ده میازعملگرهای ژنتیکی استفا 2مثلهای ژنتیکی. در طی مرحله تولیدمدر الگوریت

معمولاً 6و جهش 5. آمیزش 4شود. عملگرهای انتخابمی 3بعدی آن جمعیت تولید بر روی یک جمعیت. نسل

های ذکر شده به صورت در ادامه هر یک از الگوریتم های ژنتیکی دارند.بیشترین کاربرد را در الگوریتم

 شوند.جداگانه معرفی می

 عملگر انتخاب

نتخاب اهای موجود در یک جمعیت. تعدادی کروموزوم را برای  تولید مثل عملگر از بین کروموزوم این

 تر شانس بیشتری دارند تا برای تولید مثل انتخاب شوند.های برازندهکند. کروموزوممی

 

 عملگر آمیزش

کند. جدید تولید میعملگر آمیزش بر روی یک زوج کروموزوم از نسل مولد عمل کرده و یک زوج کروموزوم 

 وجود دارد.  8ایو آمیزش دو نقطه 7ایمتعددی از قبیل. آمیزش تک نقطهعملگرهای آمیزش 

 

های طرف شود. سپس تمامی ژنای. یک موقعیت تصادفی بین دو ژن در نظر گرفته میدر آمیزش تک نقطه

های جدید شوند تا کروموزومهای والد با یکدیگر جابجا میراست یا طرف چپ این موقعیت در کروموزوم

 بدست آیند. 

 

                                                           
1   Fitness Function 
2   Reproduction 
3   Generation 

4   Selection 
5   Crossover 
6   Mutation 

7   One-point  
Crossover 

8   Two-point 
Crossover 
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وقعیت مهای بین این دو شود و تمامی ژنای. دو موقعیت به صورت تصادفی انتخاب میدر آمیزش دو نقطه

 شوند. های والد با یکدیگر جابجا میدر کروموزوم

 

گیری به کار ی جفتهای انتخاب شده برالازم به ذکر است که آمیزش معمولاً بر روی همه زوج کروموزوم

شود که در نظر گرفته می 95/0تا  6/0شود. معمولاً احتمال آمیزش برای هر زوج کروموزوم بین برده نمی

شود و باگفته می 2یا احتمال آمیزش 1به این عدد نرخ آمیزش
cp شود. در صورتی که بر نمایش داده می

 شوند.زش صورت نگیرد. فرزندان با تکرار نمودن والدین تولید میروی یک زوج کروموزوم عمل آمی

 عملگر جهش

ز یک اشود. این عملگر یک ژن ها اثر داده میپس از اتمام عمل آمیزش. عملگر جهش بر روی کروموزوم

جنس اعداد  دهد. اگر ژن ازکروموزوم را به طور تصادفی انتخاب نموده و سپس محتوای آن ژن را تغییر می

عنصر دیگری  کند و چنانچه متعلق به یک مجموعه باشد. مقدار یادودویی باشد. آن را به وارونش تبدیل می

وموزوم ن پنجمین ژن یک کرچگونگی جهش یافت 2دهد. در شکل قرار می  از آن مجموعه را به جای آن ژن

 داده شده است.نشان 

 

 گویند و با می 4یا احتمال جهش 3شاحتمال انجام عمل جهش بر روی هر کروموزوم را نرخ جه
mp  نمایش

 گیرند.( در نظر می001/0دهند. معمولاً این عدد را بسیار کوچک )مثلاً می

 

عد اجرای بهای تولید شده به عنوان نسل جدید شناخته شده و برای دور پس از اتمام عمل جهش. کروموزوم

 شوند.الگوریتم ارسال می

 

قبل از این که یک در حالت کلی  های ژنتیکی نشان داده شده است.نمودار گردشی الگوریتم1-بشکل

الگوریتم ژنتیکی بتواند اجرا شود. ابتدا باید کدگذاری )یا نمایش( مناسبی برای مسئله مورد نظر پیدا شود. 

شده ارزشی را نسبت دهد. در حل کدگذاری  همچنین یک تابع برازندگی نیز باید ابداع شود تا به هر راه

                                                           
1   Crossover Rate 2   Crossover 

Probability 

3   Mutation Rate 4   Mutation 
Probability 
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شوند و با استفاده از عملگرهای آمیزش و جهش با هم ترکیب طی اجرا. والدین برای تولید مثل انتخاب می

شود تا نسل بعدی جمعیت تولید شوند تا فرزندان جدیدی تولید کنند. این فرآیند چندین بار تکرار میمی

تی که ضوابط همگرایی برآورده شوند. فرآیند فوق خاتمه شود و در صورشود. سپس این جمعیت بررسی می

 یابد.می

 

          

 
 

های ژنتیکینمودار گردشی الگوریتم 1-ب شکل  
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Abstract 

In this thesis first dc motor parameters have been modeled and estimated then their results 

compared with real data which obtained from motor encoder. Furthermore, a fractional and 

an integer order phase-lead compensators applied to the fractional order model to achieve the 

desired control objectives. Finally, the performance of two compensators, will compare with 

each other. Results will show that there is no significant difference between fractional and 

integer model. on the other hand, simulation results will prove that fractional order lead 

compensator ensures minimum variation around the specified value of the phase margin as 

compared to its integer-order counterpart. The phase curve of the fractional-order lead 

compensator is flatter than integer order match. This phase variation is very small if the plant 

has fractional-order dynamics. The performance of fractional-order lead compensator is more 

robust than integer-order one, and also improves the stability. 

 

Keywords: fractional-order controller, fractional-order identification, DC Motor, 

fractional-order Lead Compensator. 
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