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  چکیده
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  پیشگفتار

 نیز و مکانیک مهندسی در که هستند مصالح مقاومت در بررسی مورد مهم خمشی هايسازه از یکی تیرها

هاي متحرك محوري نیز در بسیاري از وسایل مهندسی تیر .دارند فراوانی کاربردهاي عمران مهندسی در

که با توجه به این . کاربرد دارندهاي آنتن هوایی ها و کابلها، بازوي رباتهاي انتقال قدرت، ارهمانند تسمه

ي ویسکوالاستیک قرار دارند و شناخت رفتار مکانیکی این  حوزهاز مواد پیرامون ما در  يا گسترده طیف بسیار

لذا فصل اول به معرفی  ،تمواد به دلیل رفتار متفاوت نسبت به مواد الاستیک از اهمیت بالایی برخوردار اس

ویسکوالاستیک  هاي خطیو به معرفی مدل ها در حالت الاستیک و ویسکوالاستیکتئوري تیرها، روابط آن

 سرعت یک متحرك هايتیر براي .پرداخته شده است شود،از آن استفاده می که براي توصیف رفتار تیر

 بررسی در لذا .دهدمی رخ دینامیکی هايناپایداري آن از بالاتر هايسرعت براي که شودمی تعریف بحرانی

باشد می اهمیت حائز عرضی ارتعاشات به مربوط دینامیکی پایداري و پاسخ هایی،سیستم چنین دینامیکی

لذا در این فصل مروري بر تحقیقات انجام شده در مورد ارتعاشات عرضی و پایداري تیرهاي متحرك محوري، 

 و اوز پاکدمیرلی که آقایان  1973تیرهاي متحرك محوري از سال تحقیقات در مورد  .نیز انجام شده است

اند، تا سال هاي وابسته به زمان را بررسی کردهمتحرك محوري با سرعتهاي الاستیک تیر ارتعاشات عرضی

زونانس پارامتریک اصلی که آقاي چن پایداري تیر تیموشنکو ویسکوالاستیک متحرك محوري را در ر 2010

با تئوري اغتشاشات انجام  تحلیل ارتعاشی وپایداري تیرهاي متحرك. تعیین کرده است، ادامه داردو مجموع 

ها از تئوري اولر استفاده شده است، و از تئوري شود که در اکثر آنبا مرور مقالات، نتیجه می. ودشمی

لذا تیر را با تئوري  .است کم استفاده شده دهد، بسیارمیتیموشنکو که رفتار واقعی تري را از تیر ارائه 

تري نسبت به که مدل کامل انداردر ویسکوالاستیک از مدل استنظر گرفته و براي توصیف رفتا تیموشنکو  در

 ،پس از بی بعد سازي در فصل دوم معادلات حاکم بر تیر استخراج و. کلوین است، بهره گرفته شده است

پذیري ،پاسخ تیر با استفاده از شرایط حل بر معادلات اعمال شده و سپس1  گانههاي چندمقیاسروش 

                                            
1 Multiple scale 



2 

هاي و نتیجه اعمال تئوري تیموشنکو بر تیر نتایج تحلیل شده در فصل سوم. شده استتعیین 

محاسبه سرعت بحرانی،  تیر، پاسخ بر سرعت تاثیر ویسکوالاستیک، تأثیر پارامترهاي ویسکو بر رفتار سازه،

 گیرينتیجهدر فصل چهارم . شده استبررسی ت ویسکوالاستیک با حالت الاستیک تفاوت خیز سازه در حال

  .و پیشنهادها مطرح شده است
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  مقدمه اي بر مواد ویسکوالاستیک - 1- 1

 .استهنگام تغییر شکل ماده رفتار الاستیک و ویسکوز  معرف ویسکوالاستیک خاصیتی از ماده است، که

در مقابل جریان برشی از خود مقاومت نشان داده و با اعمال تنش همراه با زمان به صورت مواد ویسکوز، 

دهند و به سرعت با مواد الاستیک با اعمال تنش به صورت آنی تغییر شکل می. دندهخطی تغییر شکل می

صیات را دارا بوده و رابطه مواد ویسکوالاستیک هر دو این خصو. گردندحذف تنش به شکل اولیه خود بر می

خزشی و مدول کامپلینس دو تابع مهم در ویسکوالاستیسیته،  .ها تابع زمان استبین تنش و کرنش آن

بدست  و رهایش خزش يها و از تست دهند ی، که تغییر شکل ویسکوالاستیک را ارائه مباشد یرهایش م

  .]1[ندیآ یم

  خزش  - 2- 1

تغییر شکل نیز به صورت آنی صورت خواهد گرفت و زمانیکه بار از  ،الاستیک پس از بارگذاري آنیدر ماده 

ولی در مواد ویسکوالاستیک . شودتغییر شکل به صورت آنی و کامل حذف می ،روي جسم برداشته می شود

آهسته تغییر نیز به صورت آنی صورت خواهد گرفت و سپس رشد  ( ε)ابتدا با بارگذاري آنی تغییر شکل 

   ثابت به ماده اعمال شود کرنش با زمان افزایش شکل ماده تحت تنش ثابت وجود دارد در واقع اگر تنش

کاهش گردد وپس از آن کرنش به تدریج به طور آنی حذف می  ε در مرحله باربرداري ابتدا کرنش. یابدمی

کرنش تست خزش را می توان به فرم  .بنابراین خزش رشد تدریجی کرنش تحت تنش ثابت است .یابدمی

  .زیر تعریف نمود

)١ - ١(    ( ) = σ .  ( ) 
   .شودکامپلینس خزش نامیده می ( ) که 
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 ]1[ماده ویسکوالاستیک در خزش رفتار ).1 - 1(شکل 

  رهایش - 3- 1

ویسکوالاستیک کرنش آنی ایجاد گردد، ابتدا تنش ثابتی در جسم ایجاد خواهد شد و پس از آن اگر در جسم 

  .نمودتنش تست رهایش را می توان به فرم زیر تعریف . یابدتنش به صورت تدریجی کاهش می

)٢ - ١(   σ(t) = ε  G(t) 

   .شودنامیده می مدول رهایش ( ) که 

 

  ]1.[رهایشرفتار ماده ویسکوالاستیک در ). 2 - 1(شکل 
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 معرفی مدل هاي خطی ویسکوالاستیک  - 4- 1

مواد ویسکوالاستیک را  هاي رفتاريکه می توانند برخی از جنبه نهاي بنیادیدر این قسمت برخی از مدل

بیان کنند ولی  را رفتار واقعی موادهاي ساده نمی توانند  هر چند که این مدل. توصیف کنند، ارائه شده است

براي بدست آوردن درك فیزیکی از پدیده هاي خزش ، رهایش و روابط بین تنش و کرنش در مواد 

به طور معمول به صورت ترکیب اجزاء  ویسکوالاستیسیته خطی .ویسکوالاستیک بسیار مفید هستند

الاستیک و ویسکوز استفاده  آلایدهپاسخ  ي ارائه و از فنر و دمپر به ترتیب براي شدهالاستیک و ویسکوز بیان 

کند که تنش نسبت خطی با تغییر قانون هوك بیان می. کندپیروي می ل از قانون هوكآجامد ایده .شود یم

  .شودگفته می شکل دارد که به این نسبت خطی ثابت مدول الاستیسیته

)٣ - ١(    =    

مواد الاستیک را می توان با المان فنر مدل کرد و نشان داد که در برابر تنش ثابت، تغییر شکل ثابتی از خود 

بعد از حذف تنش به  ١بازیافتپاسخ به صورت آنی و بدون وابستگی به زمان است و مرحله  .دندهنشان می

  .شودطور آنی و کامل انجام می

 

 ]1.[مدل مواد الاستیک). 3 - 1(شکل 

                                            
1 Recovery 
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کند که تنش در سیال با نرخ تغییر ن بیان میقانون نیوت. قانون نیوتن برقرار است آلایدهدر مورد سیال 

  :توان نوشتمینامد بنابراین می ( ) شکل رابطه خطی دارد و نسبت ثابت را ویسکوزیته

)١ - ۴(    =   ̇ 
افتد بلکه تغییر شکل وابسته پاسخ به صورت آنی اتفاق نمی. ویسکوز را می توان با المان دمپر مدل کرد مواد

  .بعد از حذف تنش وجود ندارد 1بازیافتبه زمان است و مرحله 

  

  ]1.[مدل مواد ویسکوز). 4 - 1(شکل 

  کلوین مدل  - 1- 4- 1

یک فنر براي رفتار الاستیک و یک  ،رفتار ویسکو الاستیک از دو المانساده ترین مدل مکانیک براي توصیف 

 .دهدشماتیک آن را نشان می  )5- 1(شکل . تار ویسکوز تشکیل شده استدمپر براي توصیف رف

 

 ]1[مدل کلوین). 5 - 1(شکل 

                                            
1 Recovery 
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به  ,      ستیکالااست، که اپراتورهاي ویسکو pEσ =qE ε رابطه تنش کرنش براي این مدل به شکل

  :صورت زیر است

)١ - ۵(      = 1,   =  +       
  :یا

)١ - ۶(   σ =   +          
  :ماکسول مدل  - 2- 4- 1

 ).6- 1شکل (رت سري قرار گرفته است این مدل شامل یک المان فنر و دمپر است که به صو

 

 ]1[مدل ماکسول ).6 - 1(شکل 

به  ,      الایستیکاست، که اپراتورهاي ویسکو pEσ =qE ε رابطه تنش کرنش براي این مدل به شکل

  :صورت زیر است

)٧ - ١(   
   =   +     

  =       
  یا

)٨ - ١(   
  ̇ =   +  ̇  =    
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 خطی جامد استاندارد مدل  - 3- 4- 1

   .)7- 1شکل (ماکسول قرار دارداین مدل شامل یک المان فنر است که موازي با المان 

 

 ]1.[مدل استاندارد جامد خطی). 7 - 1(شکل 

به  ,      الایستیکویسکو است، که اپراتورهاي pEσ =qE ε رابطه تنش کرنش براي این مدل به شکل

  :صورت زیر است

)٩ - ١(     =   .    +   ,   q =   (  + E ) ddt +   E  

  یا

)١٠ - ١(       +        =  (  +   )     +         

≠ E،    ∞→  را با فرض این که  مدل استاندارد = Eاگر توان به مدل کلوین و باشد، می   0 0 ،   E ≠   .تبدیل کردباشد، را به مدل ماکسول    0

  معادلات حاکم بر مواد ویسکوالاستیک - 5- 1

  .تدیفرانسیلی بیان شده اسدر این بخش معادلات بنیادین به شکل انتگرالی و 

  یعادلات بنیادین تنش به شکل انتگرالم  - 1- 5- 1

  :به صورت زیر است ایزوتروپیک ،ي ویسکوالاستیک مادهکرنش در یک  –ي تنش  رابطه

)١١ - ١(      = 2  ( −  )    ( ) 
  +     ( ( −  ) − 23 ( −  )) ∆( ) 
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2و   εتانسور کرنش1اثر  به معناي ∆ي بالا  معادلهدر 
3

k G λ−  .باشد یم ضریب لامه =

  :ي فوق به صورت زیر است معادلهتبدیل لاپلاس 

)١٢ - ١(      ( ) = 2  ( )   ( ) +      ( ) − 23 ( ) ∆( ) 

 عادلات بنیادین تنش به شکل دیفرانسیلیم  - 2- 5- 1

به صورت  ،ایزوتروپیک که پاسخش به مشتقات تنش و کرنش وابسته استي  مادهمعادلات بنیادین براي یک 

   :شود یمدیفرانسیلی زیر نوشته 

)١٣ - ١(    ( ,  ̇,  ̈, … ,  ,  ̇,  ̈, … ) = 0 

  : ي فوق به صورت زیر است معادلهپراتوري ا شکل. تبه طوري که تنش و کرنش وابسته به زمان اس

)١ - ١۴(    ( )   ( ) =  ( )   ( ) 

) اپراتورهاي. تانسور کرنش است   εتنش و عناصر تانسور   σکه  ), ( )P D Q D  به صورت زیر تعریف

  :شوند یم

)١ - ١۵(   

 ( ) =          
    

 ( ) =          
    

r,ه ک دارد یمشرایط خطی بودن معادلات لازم  rP Q ولی در حالت کلی  دستقل از زمان باشنم ,r rP Q

 توان یم ،بالار ي اوپراتوري ذکر شده د معادلهبا ترکیب مناسب از ضرایب در  .تابع زمان نیز باشد تواند یم

  .دي ویسکوالاستیک را تا حد امکان شبیه سازي کن مادهرفتار یک 

                                            
  1 Trace 
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و  1برشبه منظور توصیف رفتار ویسکوالاستیک یک سیستم تحت کشش چند محوره تفکیک قسمت 

ع این قاعده به سبب پاسخ متفاوت مواد ویسکوالاستیک به برش و اتسا. تنش مرسوم است2 اتساعیقسمت 

 .کنند یمي متفاوتی را تولید ها پاسخ ،مختلف تنش انواع ،ه عبارت دیگرب .باشد یم) یا بالک(

  :شودپراتوري از هم جدا شوند، نتیجه میي ا معادلهي برش و اتساع در عضوهااگر 

)١ - ١۶(   
     =                           =                        

1ن همچنی 2 1 2, , ,P P Q Q ي که با توجه به مدل انتخاب شده براي ماده هستند ریزپراتورهایی به شکل ا 

   .دنشو یم تعیینویسکوالاستیک 

)١٧ - ١(     +      +        + ⋯ 

   :توان نوشتبه کمک روابط می 

)١٨ - ١(      = 2    =           →       2 =           →     = 12       

                                            
1            
2              

 

)cکند تنش هیدرواستاتیک که فقط تغییر حجم ایجاد می )b تنش حالت    )a).8 - 1(شکل  تنش انحرافی   .

  .]2[که فقط منجر به تغییر شکل می شود
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     =            3 =           →        = 13       
   .باشند یم و مدول بالک داراي روابط زیر با مدول برشی و ضریب پواسون مدول الاستیسیته

)١٩ - ١(   

 = 9  3 +   
 = 3 − 2 6 + 2  

پواسون به شکل  مدول الاستیسیته و ضریب ،در عبارات فوق  P,Qب حسر ب k,Gبا جایگذاري مقادیر  

 ].2[ندیآ یمپراتوري بدست ا

  فرضیات متداول در ویسکوالاستیسیته - 6- 1

ت ماده ایی بر روي خصوصیها فرضاغلب اعمال  ،ي ویسکوالاستیک حوزهدر حل مسائل تحلیل تنش در 

ویسکوالاستیک مشکل  با توجه به اینکه جمع آوري اطلاعات وابسته به زمان براي خصوصیات. ضروري است

یا مدول   ( ) ي ویسکوالاستیک یکی از خصوصیات مدول برشی  مادهبر است بنابراین اغلب براي و زمان

این . شود یممدول دیگر بر اساس یکی از فرضیات زیر تعیین . و نه هردو  شود یمتعریف   ( ) یانگ 

توان بر اساس مطالب بخش قبلی و بدین صورت توضیح داد که پاسخ برخی از مواد فرضیات را می

ی که پاسخ در در حال؛ از این رو باشد یم) بالک(در اتساع  ها آنویسکوالاستیک در برش متفاوت از پاسخ 

اکم تر :این فرضیات به ترتیب .باشد تواند به صورت الاستیک برش ویسکوالاستیک است پاسخ در اتساع می

که هرکدام از این فرضیات مقدار . باشد یمرفتار الاستیک در بالک و مدول تناسبی بالک و برشی  ،ناپذیري

  :کنند یمخاصی را براي مدول بالک یا ضریب پواسون به صورت زیر تعیین 

ي مسائل الاستیک خطی، در حالت تراکم  حوزهي کوچک در ها شکلبراي تغییر : تراکم ناپذیري - 1

تحت شرایط مشابه ضریب پواسون  .تنهایت اسیا مدول بالک بی 0.5ي ، مقدار ضریب پواسون برابر با ناپذیر
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k(t)و 0.5برابر با  ،ناپذیري ویسکوالاستیک تراکم مادهنیز براي یک  = بدیهی است . باشد یم) مدول بالک( ∞

  .ي اتساعی صفر استها کرنشکه این فرض همچنین دلالت بر این دارد که 

( )  را داشته و  0k مدول بالک، مقدار ثابت تدر این حال: الاستیک در بالک - 2 = ، باشد یم ( ) 0 

با دما و  ،این فرض بر این اساس است که تغییرات مدول بالک نسبت به مدول برشی. تابع پله است H(t) که

  .از زمان است در این حالت ضریب پواسون تابعی. زمان بسیار کم است 

که نسبت مدول بالک به برشی مقدار ثابتی  شود یمدر این حالت فرض : مدول تناسبی بالک و برشی - 3

k(t) هباشد به طوري ک = c G(t) کهc   که  شود یمبنابراین در این حالت فرض . مقداري ثابت است

  .وابسته به دماستصحت این فرض به شدت  .وابستگی زمانی دو مدول شبیه و با هم متناسب اند

البته در بعضی منابع این فرض را به عنوان رفتار شبه ویسکوالاستیک در برش و اتساع و آن را معادل با 

  .]3[فرض ضریب پواسون ثابت در نظر گرفته اند

  تیرها  تئوري - 7- 1

 در و نیز مکانیک مهندسی در که هستند، مصالح مقاومت در بررسی مورد مهم هايسازه از یکی تیرها

 سطح ابعاد که منشوري مقطع با عضو یک از است عبارت تیر .دارند فراوانی کاربردهاي عمران مهندسی

 قرار تواندمی خمشی ممان یا و ، محوريعرضی تحت بارهاي و است ناچیز آن طول با مقایسه در آن مقطع

 کار مبناي و طرح مصالح مقاومت علم نظریه پردازان توسط مختلفی هايتئوري تیرها مسائل مورد در بگیرد،

  :]4[اندجمله این از اند، کهگرفته قرار

 تیراولر برنولی تئوري)   1

  تیموشنکو تئوري تیر ) 2
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  برنولی اولر تئوري  - 1- 7- 1

 ولی شد، مطرح 1750سال حدود بار اولین که الاستیسیته خطی است تئوري از سازي ساده یک تئوري این

 سرعت به و نگرفت قرار وسیع استفاده قرن نوزدهم مورد اواخر در فریس چرخ ایفل و برج پیشرفت هنگام تا

 آنالیز و صفحه تئوري مانند دیگري آنالیزهاي آن از پس .شد مبدل دوم صنعتی انقلاب در عاملی عنوان به

 مکانیک مهندسی مخصوصاً علم، در مهم ابزاري را به آن تیر تئوري سادگی ولی گرفت، شکل محدود المان

 :باشدمی زیر فرضیات داراي تئوري این .ساخت تبدیل ساختمان و

 .مانندمی باقی صفحه خمشی لنگر ازاعمال پس تیر محور بر عمود صفحات •

 .کنندمی تغییر خنثی محور از خطی صورت به کرنشها خمش، ازاعمال پس •

 الاستیک تیر اولر برنولی در حالت معادله

 

 .]4[المان برش خورده تیر اولر برنولی ).9 - 1(شکل 



 لبکلیات و مرور مطا:فصل اول

15 

 

 .]4[ شماتیک تیر و بارگذاري آن). 10 - 1(شکل 

  :توان نوشت و قانون دوم نیوتن می) 10- 1(، )9-1(با توجه به شکل هاي

)٢٠ - ١(                  + ρA ∂ V∂t =  ( ) 

V  ، خیز تیر E  و مدل الاستیسیتهΙ باشددوم سطح می اینرسی ممان. 

  معادله تیراولر برنولی در حالت ویسکوالاستیک 

در این مرحله ابتدا باید نوع . است σ =     ε    ، معادله بنیادین به شکل براي یک ماده ویسکوالاستیک

به عنوان . مدول الاستیسیته و مدول برشی تعیین شودتا مقادیر  کردبرش و فشار تعریف در رفتار ماده را 

k)ناپذیر استاي که در برش ویسکوالاستیک و در فشار تراکممثال براي ماده = ∞,υ = طبق معادله   ( 0.5

  :معادله تیر به صورت )10- 2( 

)٢١ - ١(   32                  + ρ A ∂ ∂t (   ) =      ( ,  )  
براي هر مدل  آن را در می آید و می توان فوق اولر برنولی در حالت ویسکوالاستیک به صورت لذا معادله تیر

  .خطی تعمیم داد

  تئوري تیموشنکو   - 2- 7- 1
 مطرح بیستم قرن اوایل در تیموشنکو استفان بنام روسی- اکراینی دانشمند توسط نکویموشت تیر تئوري

 تشریح براي گرفته و نظر در را چرخشی اینرسی ممان و برشی شکل تغییر به مربوط اثرات مدل این. گردید

 وقتی بالا فرکانس تحریک معرض در تیرهاي و ساندویچی کامپوزیتی تیرهاي کوتاه، خصوصیات تیرهاي

 ولی است چهار مرتبه از تئوري این به مربوط معادله .است مناسب کند،می میل تیر به ضخامت موج طول
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 در فیزیکی، لحاظ از .دارد نیز جزئی دوم جمله مرتبه یک )برنولی اولر تئوري(تیر  عمومی تئوري برخلاف

 تغییر نتیجه در دهد؛می کاهش موثر به صورت را تیر سختی شکل، در تغییر اضافی جمله این گرفتن نظر

 اثرات و کاهش مفروض مرزي شرایط به ها مربوط فرکانس مقادیر استاتیک افزایش یافته، بار تحت شکل

 .شودمی توجه قابل یابدکاهش می موج طول که زمانی بالا، هاي فرکانس براي عرضی

 مانده باقی مسطح است خنثی محور بر عمود ابتدا در که مسطح مقطع یک که شودمی در این تئوري فرض

 مربوط برشی مدول اگر .ماندنمی باقی خنثی محور بر عمود مقطع این برشی، هاي تغییرشکل دلیل ولی به

 نظر صرف چرخشی اینرسی اگر ممان نیز و شود صلب برشی لحاظ از ماده کند میل بینهایت به تیر ماده به

این مدل براي تیرهاي کوتاه  .کندمی پیدا کامل مطابقت تیر کلاسیک تئوري با تیموشنکو تیر تئوري شود،

       ،کامپوزیتی ساندویچی و تیرهاي در معرض تحریک فرکانس بالا وقتی طول موج به ضخامت تیر میل

 :باشدمی زیر فرضیات داراي تئوري این. می کند مناسب است

 .شودمی وارد بندي فرمول در برش اثر •

      باقی مسطح نیز تغییرشکل از بعد باشند، می خنثی محور بر عمود ابتدا در که مسطح مقاطع •

 .مانندمی

 عمود تغییرشکل از بعد کلی حالت در باشند،می خنثی محور بر عمود ابتدا در که مسطح مقاطع •

  .مانندنمی باقی

  تیرتیموشنکو در حالت الاستیک  معادله 

  :و قانون دوم نیوتن معادله تیري تحت بار گسترده عرضی به صورت زیراست )10- 1(باتوجه به شکل 

)٢٢ - ١(       = −   ̈ +  ( ,  )       
)٢٣ - ١(    =     −                

ضریب  Kو  تیرچرخش مقطع  ϕممان خمشی ،  M، خیز صفحه خنثیV، نیروي برشی Qکه در آن 

  :رابطه ممان و نیروي برشی با خیز و چرخش به شکل زیر است. تصحیح برشی است
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)٢ - ١۴(    =              , =      −       

  : نتیجه می شود )24 -  1( تا )22 - 1( از روابط

)٢ - ١۵(   
     −      +         −              = 0          −       +          =  ( ,  ) 

  

 معادله تیر تیموشنکو در حالت ویسکوالاستیک

    ستیک و در فشار براي ماده اي که در برش ویسکوالا اي تئوري اولر برنولی نیز ذکر شدهمانطور که بر

ها، خیز و چرخش معادلات حرکت به صورت دو معادله کوپل به هم هست که  با حل آن ناپذیر استتراکم

  :شودتیر تعیین می

)٢ - ١۶(           (   ) − 12          −       =    ( ,  ) 

)٢٧ - ١(   12        −       +        (   ) − 32             = 0       
 

  تیرهاي متحرك محوريوري بر ارتعاشات عرضی و پایداري مر - 8- 1

ها و ها، بازوي رباتهاي انتقال قدرت، ارهدر بسیاري از وسایل مهندسی مانند تسمههاي متحرك محوري تیر

 براي که شودمی تعریف بحرانی سرعت یک متحرك هايتیر براي. هاي آنتن هوایی کاربرد دارندکابل

. اشدبحائز اهمیت میلذا تعیین سرعت بحرانی،  .دهدمی رخ دینامیکی هايناپایداري آن از بالاتر هايسرعت

ارتعاشات عرضی تیر و پایدراي آن در حالت رزونانس پارامتریک اصلی و در اکثر مقالات بررسی شده، 

صورت خلاصه هاي بررسی پایداري به ها و روشابتدا مفهوم این پارامتربنابراین است، بررسی شده مجموع

  .شودبیان می
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  1رزونانس پارامتریک اصلی : تعریف

هاي طبیعی سیستم رزونانس پارامتریک اصلی هنگامی که فرکانس نوسانات سرعت دو برابر فرکانس طبیعی

  ].5[افتدباشد، اتفاق می

)٢٨ - ١(   ω = 2ω + εμ 

  .را نشان می دهد، معرفی شده است  2ωبه عنوان کمیتی که مقدار انحراف از  2µانحرافیپارامتر 

  رزونانس پارامتریک مجموع : تعریف

برابر مجموع هر دو فرکانس طبیعی  ع هنگامی که فرکانس نوسانات سرعترزونانس پارامتریک مجمو

  .]5[د، اتفاق می افتدباشسیستم 

)٢٩ - ١(   ω = ω + ω + εμ 

+ ωبه عنوان کمیتی که مقدار انحراف از  µپارامتر انحرافی  ω  را نشان می دهد، معرفی شده است.  

  پایداري تیرهاي متحرك محوري:  تعریف

تعیین شده و سرعت بحرانی تیر و تاثیر  Routh-Herwitzدر اکثر مقالات بررسی شده پایداري تیر با معیار 

یک چند جمله اي با درجه  اساس این معیار برايبر . ستاپارامترهاي مختلف بر سرعت بحرانی تعیین شده

n 6[به شکل :[  

)٣٠ - ١(    ( ) =     +         + ⋯ +    +    

  :شودمی سطر وستون به صورت زیر در نظر گرفتهn+1  حال جدولی با

  

  

                                            
1 Principle parametric resonance 
٢ Detuninig 
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 جدول ضرایب پایداري ).1 -1(جدول 

  an-2 an-1 an 

…  an-5 an-3 an-1 
…  b3 b2 b1 

…  c3 c2 c1 

        

  :شوندبه صورت زیر محاسبه می   و    که

)٣١ - ١(     
  =     ×      −   ×            |   ..(   ) 
  =   ×        −     ×       |   ..(   ) 

حاصل شود زیرا تعداد شود که هیچگونه تغییر علامتی در ستون اول نباید شرط پایداري اینگونه بیان می

  .]5[گرددباشد که باعث ناپایداري سیستم میهاي غیر منفی میها به معنی تعداد قطبتغییر علامت

  

ک متحرك محوري را بررسی     پاسخ دینامیکی یک تیر تحت کشش الاستی] 7[آقایان پاکدمیرلی و اوز 

فرض ر برنولی و سرعت وابسته به زمان تئوري اول ، تیر را باط مرزي را به صورت تکیه گاه سادهشرای .اندکرده

معادله حرکت با روش اغتشاشات حل شده . است، که به صورت متوسط ثابت با تغییرات هارمونیک استشده

یا  هنگامی که فرکانس نوسانات سرعت و. است پذیري به دست آمدهمرزهاي پایداري با شرایط حل. است

     یک به صفر بوده هیچ پایداري در تئوري اغتشاشات مرتبه اول یافتتفاوت بین دو فرکانس طبیعی نزد

  . شود نمی
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متحرك محوري را بررسی پایداري ارتعاش پارامتریک عرضی یک تیر ویسکوالاستیک ] 8[یانگ  آقایان چن و

کلوین و روابط هندسی  نجایی ، روابط بنیادینون دوم نیوتن، ورابطه کرنش جابمعادلات حاکم از قا. اندکرده

 کوچک وقتی سرعت اصلی ثابت باشد به این معنی که تغییرات هارمونیک سرعت متوسط. اندشده معرفی

 توانند به صورت یک سیستم ژیروسکوپ پیوسته تحت تحریک کوچک پارامتریکمعادلات حاکم می است و

رت مستقیم براي معادلات حاکم به صو multiple scaleروش . دشرایط استهلاك ملاحظه شو اي ودوره

شرایط پایداري براي حالت ترکیبی و رزونانس اصلی پارامتریک  .استگرفته شدهبدون گسستگی به کار 

 .اندپذیري بدست آمده مرزهاي پایداري از شرایط حل. استبدست آمده

الاستیک با سرعت پایداري رزونانس پارامتریک اصلی در ارتعاش عرضی تیر ویسکو] 9[آقایان چن ویانگ

دینامیک و روابط   نمعادلات حاکم بر ارتعاش عرضی از قوانین بنیادی. محوري ضربه اي را بررسی کرده اند 

شرایط مرزي تکیه گاه ساده و مدل ویسکوالاستیک ،کلوین و سرعت متوسط ثابت . اندهندسی استخراج شده

-شده    ک کشش متوسط در سرتا سر تیر فرضکشش تیر با ی. است با تغییرات کوچک در نظر گرفته شده

 با غیر خطی متحرك محوري ، معادله ویسکوالاستیکبا یک فرض مشخص براي ارتعاش عرضی تیر  .است

براي  multiple scaleروش . است جزئی انتگرالی کاهش یافتهمشتق جزئی به یک معادله دیفرانسیلی 

براي دامنه ارتعاشات از روش شرایط حل  1بسته یک حل. است محاسبه پاسخ حالت پایدار به کار گرفته شده

با استفاده 4 صفرو پاسخ غیر  3پایداري تعادل مستقیم. است استخراج  شده2 جملات سکولارپذیري با حذف 

عددي براي مشخص کردن تاثیرات سرعت هاي مثال. است آنالیز شده 5لیاپانوف از تئوري پایداري خطی

 .  است و مقایسه نتایج بدست آمده از دو معادله ارائه شده  ضربه اي، ویسکوزیته

                                            
1 Close form 
2 Secular 
3 straight equilibrium 
4 non trivial 
5 Lyapanov 
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پایداري دینامیکی یک تیر ویسکوالاستیک متحرك محوري تحت کشش را بررسی   ]10[لی و اوه  آقایان

 اصلمعادلات حاکم با استفاده از  استخراج. اندبهره گرفته1اند، که براي تحلیل از یک مدل المان فرضی کرده

شود براي تعمیم یک مدل المان سفتی دینامیکی دقیق که ماتریس فرضی المان نامیده می.  استهامیلتون 

فرضی براي ارتعاش عرضی یک تیر ویسکوالاستیک متحرك محوري تحت نیروي محوري تعمیم داده شده 

شده معادلات بنیادین ارائه 2کلی توسط انتگرال هاي پی در پی   شکلماده ویسکوالاستیک با یک . است

شرایط مرزي تکیه گاه ساده و مدل ویسکوالاستیک ،کلوین و سرعت انتقال تیر ثابت  فرض شده است . است

تاثیرات ویسکوالاستیک و سرعت  .استحل تحلیلی با دقت بالا در مدل المان فرضی با مقایسه اولین مقدار . 

تاثیر ویسکوزیته با از . استحرکت روي دینامیک و پایداري تیر متحرك به صورت عددي نیز بررسی شده

یسکوالاستیک باقی بماند اگر تیر و ،ه ممکن است بعد از منطقه واگراییبردن دومین منطقه پایدار ک بین

به عنوان یک نتیجه تنها اولین مود طبیعی تیر ویسکوالاستیک متحرك را ناپایدار . آید، بدست میظاهر شود

  .آوردخالص یک لرزش دوگانه کوپل ناپایداري را بوجود میدر حالی که براي تیر الاستیک . کندمی

. اندمتحرك محوري را  بررسی کرده ویسکوالاستیکیک تیر  4و انشعاب 3آشفتگی] 11[آقایان یانگ و چن 

و  حول یک مقدار ثابت ، تابع زمان و ثابت با تغییرات هارمونیکمدل ویسکوالاستیک کلوین، سرعت انتقال

لاگرانژین کرنش براي محاسبه هندسه غیر خطی تیر . است شرایط مرزي تکیه گاه ساده در نظر گرفته شده

معادلات مشتق جزئی غیر خطی حاکم بر حرکت عرضی تیر از قانون دوم نیوتن بدست . است استفاده شده

فرانسیل معمولی به کار روش گالرکین براي ساده کردن معادلات حاکم به یک سري معادلات دی. آمده است

رفتار دینامیکی بر اساس حل عددي معادلات معمولی 5 پوانکاره با استفاده از نگاشت. گرفته شده است

دیاگرام دوگانه براي نمونه اي که سرعت متوسط محوري، دامنه نوسانات سرعت . استمشخص شده

تشریح . استها ثابت هستند ارائه شدهکند، در حالی که دیگر پارامترویسکوالاستیک دینامیکی تغییر می

                                            
1 spectral element 
2 hereditary integral 
3 Chaos 
4 Bifurcation 
5 Poincare 
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شود که از شبیه سازي عددي مشخص می. استبراي مشخص کردن اغتشاشات محاسبه شده لیاپانوف کننده

در ارتعاش عرضی تیر ویسکوالاستیک متحرك محوري حرکت پریودیک، شبه پریودیک و اغتشاشی اتفاق 

 .افتدمی

براي یک تیر ویسکوالاستیک متحرك محوري مقید شده با تکیه ارتعاش و پایداري ] 12[چن ویانگ آقایان 

از  شکل مودهافرکانس هاي طبیعی و استخراج یک روش براي . اندرا  بررسی کرده گاه ساده و فنر پیچشی

براي . استشرایط مرزي داده شده براي تیر الاستیک در حالت حرکت با سرعت ثابت، پیشنهاد داده شده

 multiple scaleکند، تاثیرات ویسکوالاستیک بر روي ارتعاش آزاد با روش ین پیروي میتیري که از مدل کلو

هنگامی که سرعت محوري با تغییرات هارمونیک و ثابت ماندن  .استو شبیه سازي عددي تحلیل شده

شود، شرایط پایداري براي تیر ویسکوالاستیک متحرك محوري داراي شتاب سرعت اصلی مشخص می

  .  دهدمثال عددي  تاثیرات سفتی قیدها را  نشان می. رزونانس پارامتریک بررسی شده استمحوري با 

  

پایداري ارتعاش پارامتریک عرضی تیرهاي ویسکوالاستیک متحرك محوري را ]13[آقایان چن و یانگ 

معادلات حاکم از قانون دوم نیوتن، اصل بر هم نهی بولتزمن و روابط هندسی استخراج شده . بررسی کرده اند

 هنگامی که سرعت متوسط ثابت همراه با تغییرات هارمونیک کوچک باشد، معادلات حاکم می توانند به. اند

عنوان سیستم ژیروسکوپ پیوسته همراه با تحریک پارامتریک دوره اي کوچک و شرایط استهلاك مورد 

. حاکم به کار گرفته شده است  به طور مستقیم براي معادلات multiple scaleروش . بحث قرار گیرند

ونانس پارامتریک شرایط پایداري براي رز. شرایط مرزي به صورت تکیه گاه ساده و گیردار بررسی شده اند

 .مرزهاي ناپایداري از شرایط حل پذیري بدست آمده اند. اصلی و ترکیبی بدست آمده اند

که با ارتعاش پایه ارتعاش اجباري غیر خطی تیر ویسکوالاستیک متحرك محوري ] 14[آقایان یانگ و چن  

ت عرضی از معادلات دستگاه معادلات غیر خطی مشتق جزئی حرک. را بررسی کرده اند تحریک شده است

مدل ویسکوالاستیک، کلوین در نظر گرفته . و روابط هندسی استخراج شده است  بنیادیندینامیکی روابط 
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     شده، سیستم تحت شرایط غیر همگن بوده وحرکت پایه به صورت ارتعاش پریودیک کسینوسی فرض

جزئی غیر خطی به معادلات با استناد به فرض کشیدگی شبه استاتیکی ، معادلات مشتق . استشده

به صورت مستقیم براي معادلات حاکم بر  multiple scaleروش. استدیفرانسیل جزئی انتگرالی کاهش یافته

دامنه نوسانات نزدیک به رزونانس حالت پایدار توسط شرایط . استهر دو نوع غیر خطی به کار گرفته شده

 نتایج عددي براي نشان دادن سهم دامنه ارتعاش پایه ،. اندسکولار تحلیل شده جملاتحل پذیري با حذف 

 .اندویسکوزیته و غیر خطی بودن دامنه پاسخ براي اولین و دومین مود ارائه شده

 ندر روابط بنیادی. اندمحوري  ویسکوالاستیک را  بررسی کرده پایداري تیر متحرك]15[آقایان دینگ وچن

به طور مستقیم براي معادلات  multiple scaleروش . استدهویسکوالاستیک مشتق زمانی مادي استفاده ش

هنگامی که سرعت محوري به صورت سرعت متوسط ثابت با . است حاکم بدون ناپیوستگی به کار رفته

شرایط پایداري براي تیر ویسکوالاستیک متحرك محوري که  شودمیونیک ساده در نظر گرفته تغییرات هارم

    روش. است ئه شدها، ارمقید شده در رزونانس پارامتریک با فنر هاي پیچشیبا تکیه گاه ساده همراه 

براي حل عددي معادلات تیر ویسکوالاستیک متحرك محوري با تکیه گاه گیردار براي 1  تفاضلات محدود

محاسبات عددي نتایج تحلیلی را تایید  .است ناحیه پایدار در رزونانس پارامتریک اصلی تعمیم داده شده

 .دهد، سرعت محوري و ویسکوزیته را نشان میقیدهامثال هاي عددي تاثیرات سفتی .کنند می

ارتعاش پارامتریک غیر خطی و پایداري تیر هاي متحرك محوري را با تئوري ] 16[ و خانم بالار آقاي قایش

به کمک روابط دینامیکی  ،براي دامنه ارتعاشات بزرگ معادلات مشتق جزئی حرکت. اندریلی بررسی کرده

سرعت . استالاستیک با مدل کلوین توصیف شده رفتار ویسکو. اندشدهاستخراج   بنیادین ،هندسی و روابط

 multipleبا اعمال روش. استمحوري شامل یک مقدار اصلی همراه با تغییرات هارمونیک کوچک فرض شده

scale   پذیري، فرکانس هاي خطی و غیر خطیبراي معادلات حرکت و بررسی شرایط حلبه صورت مستقیم 

دامنه حرکت به صورت نمایی  استهلاكبا وجود   .اندبه صورت تحلیلی فرموله شده شکل مودهاي سیستم و

                                            
1 Finite difference 
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شود و به عنوان یک نتیجه فرکانس طبیعی غیر خطی سیستم وابسته به زمان وابسته به زمان دیده می

شرایط پایداري به  Routh-Herwitzپذیري و معیار براي یک نمونه رزونانس بررسی شرایط حل. دخواهد بو

و به صورت یکسان تاثیر پارامترهاي سیستم روي رفتار ارتعاشی ، پایداري  شدصورت تحلیلی تعمیم داده 

 .اندوهمچنین نقاط مرزي انشعابی همراه با مطالعه پارامتریک بررسی شده

فرکانس هاي طبیعی، شکل مودها و سرعت بحرانی تیرهاي متحرك محوري  ]17[و همکاران تنگ  آقاي  

معادلات دیفرانسیل حرکت از قانون . اندبر اساس مدل تیموشنکو تحلیل کرده را در شرایط مرزي مختلف

ییر تاثیر پارامترهاي مختلف به ترتیب سرعت محوري ،اینرسی دورانی، تغ. استدوم نیوتن استخراج شده

براي  بعضی از مثال هاي عددي. استپارامترها ثابت هستند، بررسی شدهسایر ، در حالی که 1شکل برشی

  ، مدل برشی و مدل اولر برنولی تیموشنکو، مدل ریلی چهار مدل تیر مقایسه فرکانس هاي طبیعی براي 

 .اندج عددي مقایسه کردهسرعت بحرانی براي شرایط مرزي مختلف بدست آمده و با نتای. اندارائه کرده

کیه گاه ساده را بررسی ارتعاش عرضی تیرهاي اولربرنولی متحرك محوري با ت] 18[آقایان پاکدمیرلی و اوز  

همراه با ) به صورت متوسط ثابت همراه با تغییرات هارمونیک(سرعت محوري تیر را متغیر با زمان. اندکرده

توابع ویژه تیرهاي . مرزي به صورت تکیه گاه ساده فرض شده استشرایط .اند استهلاك ویسکوز فرض نموده

به صورت مستقیم براي  multiple scaleروش . استت مود مورد بررسی قرار گرفتهمتحرك با تعداد بی نهای

مود  چهاریک تحلیل با جزئیات درباره رزونانس به اندازه  .استمشتق جزئی  به کار گرفته شدهحل معادلات 

  .است تحلیل پایداري براي هر نوع از رزونانس بحث شده. استانجام شدهارتعاش 

ارتعاشات و پایداري تیرهاي متحرك محوري لایه اي کامپوزیت را به صورت ] 19[قایش و همکاران آقاي 

 وي تیر با تکیه گاه ساده فرض شده شرایط مرزي را برا. اندبررسی کرده  multiple scaleروش  تحلیلی و با

. استررسی براي دو نمونه هنگامی که سرعت آن ثابت و هنگامی که سرعت متغیر با زمان دارد، انجام شدهب

بر اساس تئوري . اندتمام لایه ها چگالی و ضخامت یکسان و همگی از مواد ارتوتروپیک یکسان ساخته شده
                                            
1 shear deformation 
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اده از قانون دوم نیوتن و روابط اي، معادلات حرکت را براي سرعت وابسته به زمان با استفکلاسیک تیر لایه

و حرکت را به صورت مستقیم براي بدست آوردن معادلات   multiple scaleروش. اندبدست آورده بنیادین

مرزهاي پایداري یک سیستم نزدیک به رزونانس . است فرکانس هاي طبیعی یک سیستم به کار گرفته شده

که در نهایت یک مطالعه پارامتریک . استبدست آمده Routh-Herwitzپذیري و  معیار از ارضاي شرایط حل

ها و ساختار آن بعلاوه سرعت متوسط و دامنه نوسانات سرعت روي پاسخ ارتعاشی ، فرکانس تاثیر نوع لایه

شبیه سازي عددي براي دو نمونه . استانجام شده کندرا مشخص می و مرزهاي پایداري سیستم طبیعی

 .استانجام شده هاي مختلفت وپلیمر شیشه با زاویهپلیمر گرافی

براي بررسی پایداري تیر ویسکو الاستیک متحرك  1مجانبیاغتشاشات از روش ] 20[چن و ونگ  آقایان

سرعت . ویسکوالاستیک از مشتق زمانی استفاده شده است بنیادیندر روابط . محوري استفاده کرده اند

روش کوادراتور . محوري با تغییرات هارمونیک ساده و ثابت ماندن سرعت متوسط مشخص شده است

  .براي حل عددي معادلات تیر ویسکوالاستیک متحرك با تکیه گاه ساده استفاده شده است2دیفرانسیلی 

 اندزونانس پارامتریک مجموع و رزونانس پارامتریک اصلی واقع شدهمرزهاي پایداري به صورت عددي در ر

محاسبات عددي صحت نتایج . دهندهاي عددي تاثیرات ویسکوزیته تیر وسرعت محوري را نشان میمثال.

 .تحلیلی را در رزونانس پارامتریک اصلی را به اثبات می رساند

استاندارد جامد خطی ویسکوالاستیک که با مدل پایداري یک تیر متحرك محوري ] 21[چن و ونگ  انآقای

ویسکوالاستیک استفاده شده است  نمشتق مادي زمانی در روابط بنیادی .را بررسی کرده اندمدل شده است 

مشخص شده مجانبی  شرایط ناپایداري براي حالت ترکیبی و رزونانس پارامتریک اصلی با روش تحلیلی  .

جزئی حرکت عرضی تیر  اتمشتق با معادلات عددي حلبراي وش کوادراتور دیفرانسیلی ر. است

شرایط پایداري به صورت عددي در دامنه تحریک و . ویسکوالاستیک متحرك محوري تعمیم داده شده است

                                            
1 Asymptotic  perturbation 
٢ Differential Quadrature 
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سازي عددي تاثیرات ویسکوزیته، سفتی و سرعت متوسط را شبیه .اندصفحه فرکانس تحریک قرار گرفته

  .دهدنشان می

    یک حل تقریبی براي تیر تیموشنکو ویسکوالاستیک تحت فرکانس تحریک] 22[ همکارانآقاي یانگ و 

کلوین و  نمعادلات حاکم بر ارتعاش عرضی تیر از قانون دوم نیوتن و روابط بنیادی .اندگانه ارائه کردهچند

لات دیفرانسیل شده یک عبارتی به معاد سادهکه بر اساس روش گالرکین  اندنش لاگرانژي استخراج شدهکر

تکیه گاه ساده و شرایط مرزي . اندشده حل multiple scaleاند و توسط روش معمولی کاهش پیدا کرده

نمونه شامل نمونه رزونانس سوپر هارمونیک ، رزونانس ساب  سه. استفرض شده سرعت متوسط ثابت

حل عددي  .استر بدست آمدهحل تقریبی ارتعاش عرضی تی .استرزونانس ترکیبی مطالعه شده و هارمونیک

هاي دهد که حلاست و نشان میاستفاده شدهبراي مقایسه با نتایج تحلیلی  چهارکوتاي مرتبه ج با روش ران

 .تقریبی در توافق خوبی با نتایج عددي هستند

بر  ارتعاش غیر خطی تحت تحریک ضعیف و قوي را براي تیر متحرك محوري] 23[و همکاران  تنگ آقاي

معادله حرکت را از قانون دوم نیوتن با احتساب هندسه غیر خطی که . اندهاساس مدل تیموشنکو بررسی کرد

. استشرایط مرزي تکیه گاه ساده فرض شده. استاستخراج شده، شوددر اثر کشیدگی محدود تیر ایجاد می

، رزونانس 1بسامد غیر مشابه هاي داراي ، تحریکرزونانس اولیه multiple scaleبا استفاده از روش 

سرعت  مانندهاي عددي تاثیر بعضی از پارامتر مثال با. استسوپرهارمونیک وساب هارمونیک را بررسی شده

موثر ه پاسخ  براي اولین و دومین مود دامنه تحریک خارجی  و غیر خطی  بودن را که روي دامن ،محوري

  .استبوده، ارائه شده

پایداري دینامیکی در رزونانس پارامتریک تیر تیموشنکو ویسکوالاستیک متحرك ] 24[ و همکاران چن آقاي

و اینرسی دورانی نیز به   برش عرضیتاثیرات  با استفاده از تئوري تیر تیموشنکو،. اندمحوري را بررسی کرده

                                            
1 Noncyntonic excitation 
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. کندبه کار گرفته شده، پیروي می1خواص تیر از مدل کلوین که در آن مشتق مادي . استحساب آمده

شرایط مرزي به . استسرعت محوري با تغییرات هارمونیک ساده و ثابت ماندن سرعت متوسط مشخص شده

معادلات حاکم توسط قانون دوم نیوتن و اصل ممان اینرسی . استصورت تکیه گاه ساده در نظر گرفته شده

معادلاتی که در شرایط          براي  multiple scale روش. اند، استخراج شدهندورانی اولر و روابط بنیادی

شرایط کافی و مناسب  .استاند، به کار گرفته شدهپذیري رزونانس پارامتریک اصلی و مجموع برقرار شدهحل

 . انداستخراج شده Routh-Herwitzبراي پایداري با معیار 

و متحرك محوري را ارتعاش پارامتریک غیرخطی و پایداري یک تیر تیموشنک] 25[آقاي قایش و خانم بالار

عرضی و دومین نوع با در  جابجاییاولین مدل با در نظر گرفتن تنها  .اندبراي دو مدل دینامیکی بررسی کرده

 سرعت متوسط ثابت با تغییرات هارمونیک کوچک. است طولی و عرضی جابجایینظر گرفتن هر دو مدل 

. اندستفاده از روش انرژي استخراج شدهجزئی غیر خطی هر دو مدل با ا اتمشتقبا مجموعه معادلات  .است

و با استفاده از معادلات مرتبه اول معادلات  هر دو مدل به کار گرفته شده است براي multiple scaleروش 

، شرایط حل  εسپس براي معادلاتی بر طبق مرتبه  .اندو فرکانس هاي طبیعی بدست آمدهشکل مودها 

      اند و مرزهاي پایداري به صورت تحلیلی همراه با معیارها بررسی شدهبراي رزونانس نمونه پذیري 

Routh- Herwitz اندبدست آمده.  

پایداري دینامیکی را در ارتعاش پارامتریک عرضی یک تیر تحت کشش متحرك ] 26[ همکارانیانگ و آقاي

سرعت محوري به . انداست، بررسی کردهفرض شدهمحوري را که با مدل تیموشنکو روي تکیه گاه ساده 

روش گالرکین براي ساده کردن معادلات . استفرض شده متوسطصورت نوسانات هارمونیک حول سرعت 

روش متوسط گیري براي تحلیل . شده است منجرمحدود  المانحاکم به یک سري معادلات دیفرانسیل 

هاي عددي مثال. استترکیبی و ساب هارمونیک به کار گرفته شدههاي ایجاد شده با رزونانس پایداري پدیده

                                            
1 Material derivative 
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شرایط پایداري را  تاثیر سرعت متوسط محوري ، سفتی خمشی ، اینرسی دورانی و مدول برشی را  روي

 .دهندنشان می

  جمع بندي  - 1- 8- 1

ها در آنبه  مربوط دینامیکی پایداري و بررسی پاسخ ،یرهاي متحرك محوريبا توجه به کاربردهاي فراوان ت

در حالت الاستیک و  تیرهاتحقیقات زیادي در مورد ارتعاشات عرضی  .باشدمی اهمیت حائز عرضی ارتعاشات

براي تیرهاي الاستیک متحرك محوري ، ارتعاش تیرهاي متحرك محوري . استویسکوالاستیک انجام شده

یموشنکو با دو مدل با در نظر که سرعت وابسته به زمان داشته، ارتعاش پارامتریک غیر خطی با تئوري ت

طولی ، ارتعاش پارامتریک غیر خطی تحت  جابجاییعرضی و طولی و بدون در نظر گرفتن  جابجاییگرفتن 

رك محوري، ارتعاشات است و براي تیر هاي  ویسکوالاستیک متحفرکانس تحریک ضعیف و قوي  ارائه شده

در . استریلی ارائه شده امتریک غیر خطی تیر با تئوري هاي ساده و هیبریدي ، ارتعاش پارهگاآزاد با تکیه 

پایداري تیرهاي متحرك محوري اعم از الاستیک و ویسکو الاستیک بحث شده  ،شده اکثر تحقیقات ارائه

ها با تئوري اولر و مدل اکثر آن. انداست ولی هیچ کدام تحلیل ارتعاشی این نوع تیرها را بررسی نکرده

تئوري تیموشنکو که براي توصیف رفتار تیر    اند، لذا با کلوین تیر را تحلیل کردهویسکوالاستیک خطی 

کلوین   مدل تري نسبت به تر بوده و براي توصیف رفتار ویسکوالاستیک از مدل استاندارد که مدل کاملواقعی

مودال و رزونانس معادلات در حالت مرتبه یک ارتعاشی تحلیل همچنین  .استباشد، استفاده کمتري شدهمی

بر فرکانس طبیعی ارامترهاي هندسی و ویسکوالاستیک ، تعیین سرعت بحرانی، بررسی اثر پپارامتریک اصلی

 .باشدمیاین تحقیق  هاي جدید و سرعت بحرانی از جنبه



  

29 

cd 
  

 

 

  

  استخراج و حل معادلات حاکم:فصل دوم -٢
  

  

 

 

 

 

ba 



 استخراج و حل معادلات حاکم: فصل دوم

٣٠ 

  مقدمه  - 1- 2

در این بخش معادلات حرکت تیر تیموشنکو متحرك محوري با استفاده از قانون دوم نیوتن و اصل ممان 

 فرضیات زیر در .استحل شده )multiple scale(اینرسی دورانی اولر استخراج شده و با روش اغتشاشات 

 :استنظر گرفته شدهدر  استخراج معادلات

 .است محوري بارگذاري، .1

 .شودمی فرض ساده گاه، تکیه .2

 .است خطی استاندارد ، ماده مدل .3

 .شوندمی فرض کوچک ها کرنش .4

 .شودمی فرض متغیر ، سرعت یا کشش .5

 .شودمی تعریف تئوري تیموشنکو با تیر .6

  .سطح مقطع تیر، ثابت ومستطیلی است .7

  استخراج معادلات حرکت - 2- 2

کشش اولیه  Iممان اینرسی   Aو سطح مقطع ρمحوري یکنواخت تیموشنکو  با چگالییک تیر متحرك 

       حرکت lبه فاصله  تکیه گاه سادهدو بین   ( )Γکه با سرعت وابسته به زمان مد نظر است P محوري

ارتعاشات خمشی با  شودبرشی در نظر گرفته می یر شکلهنگامی که تاثیرات اینرسی دورانی و تغی .کندمی

و شیب منحنی  ( ,  ) عرضی جابجاییهاي به نام  Tو زمان Xدو متغیري که وابسته به محور مختصات 

  .شودتواند توصیف که ناشی از  تغییر شکل برشی تنها است،  می ( ,  ) خیز
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 ]26[تیر متحرك محوريمدل فیزیکی ). 1 -2(شکل

 )لاگرانژي(مشتق مادي زمانی در حرکت یکنواخت از حساب آوردن اتلاف انرژي  براي بهدر این حالت 

    .] 27[استفاده می شود

)١-٢(   
   = ∂∂ + Г ∂    

)٢-٢(        = ∂ ∂  + 2Г ∂  ∂∂ + Г ∂    + ∂Г∂ ∂   

       ]:26[ شودنتیجه می عرضی جابجاییبا به کارگیري قانون دوم نیوتن در جهت 

)٣-٢(   ∑ =  ∗                ⎯ ρAV̈ = P V,  −  ,           
  :شودبا توجه به اینکه از مشتق مادي زمانی استفاده می

)٢-۴(      ρA V,  + 2  Г  ,  + Г̇ V,  + Г
 V,    = P V,  −  ,  

  :قانون مومنتوم زاویه اي اولر منجر به معادله .نیروي برشی است   ( , ) که 

)٢-۵(   ∑ =  ∗                ⎯ ρ  ,  = M, − Q          
  :شود به عنوان ممان خمشی تعریف می  ( , ) و شتاب زاویه اي  که 

)٢-۶(    =       =       =             =          
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∫∫که ممان اینرسی سطح بوده و به صورت کرنش  ϵو  مدول الاستیک  Eچنینهم. شودتعریف می     

  است که به صورت

)٧-٢(    =       

 ]:3[توان نوشتالاستیک است میاي که رفتار آن در فشار تراکم ناپذیر و در برش ویسکوبراي ماده 

)٨-٢(   k = ∞    ,    ѵ = 0.5  

)٩-٢(   G = E2(1 + ѵ)    ,    G = q 2p   
  :شودنتیجه می )6- 2( بنابراین از معادله 

)١٠-٢(    =  3q 2p          
  :شودو نیروي برشی با روابط زیر تعریف می تغییرشکل برشی

)١١-٢(   θ( , ) =  ( , ) −  ,   

)١٢-٢(    =      ( , ) −  ,  =     2    −  ,   
  :آیند به صورت زیر در می )5- 2( و  )4- 2( لذا معادلات 

)١٣-٢(   
     ,  + 2  Г  ,  + Г̇  ,  + Г

  ,    
=    ,  −    (   2      −  ,        

)١-٢۴(     ф,  =     3  2         −   2      −  ,   

  :شودنتیجه می  pطرفین معادلات را در با ضرب 
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)١-٢۵(   
   (  )   ,  + 2  Г  ,  + Г̇  ,  + Г

  ,    =  (    ,  ) − 12           −  ,         
)١-٢۶(   ρ  (  ф,  ) = 32              − 12    (    −  ,  ) 

با اعمال مشتق مادي زمانی به  )7 -  1( رابطهخطی الاستیک براي مدل استاندارد جامداپراتورهاي ویسکو

  : صورت

)١٧-٢(     =      +   =       +    Г    +           
)١٨-٢(   

  =   (  +   )    +     =   (  +   )     + Г
       +     =          +     Г     +                                   

)١٩-٢(     = (  +   )     ,    =      

  :، معادلات ذیل حاصل می شود)19- 2( و )15- 2( با اعمال پارامترهاي ذکر شده در معادلات 

)٢٠-٢(   

        +    Г    +       ,  + 2  Г  ,  + Г̇  ,  + Г
  ,    

−        +    Г    +       ,   + 12           +     Г    +         , −  ,   = 0 

)٢١-٢(   

        +    Г    +       ,   −  32          +     Г    +         ,   + 12           +     Г    +        −  ,  = 0 

  :فوق  با ساده سازي معادلات
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)٢٢-٢(   

2      ,   + 2     ,   + 6  Γ    ,   +  6   Г    − 2   −          ,   +  2   Г    −     Г  − 2 Г    ,   +  −2   + 2   Г   −        ,  + 2     Г̈  , + 6   Г  Г̇ ,  + 6     Г̇ ,  + 2    Г̇ , +     Г  ф,  +       , +        ,  + 4  Г   ,  = 0 
)٢٣-٢(   

2      ,    + 2       ,   + 2     Г  ,    − 3        ,   +        , − 3    ,  − 3    Г   ,   +      +     Г    ,  −        ,  −     Г   ,  −      , = 0 

وابسته به (یک دستگاه معادلات دیفرانسیل با مشتقات جزئی با ضرایب متغیر  )23- 2( و  )22- 2(  معادلات

  . است) زمان

  زي معادلات بی بعدسا - 3- 2

  :شودزیر معرفی میبراي بی بعد سازي معادلات پارامترهاي بی بعد 

)٢-٢۴(        ∗ =    ,    ∗ =    ,    ∗ =  ℎ  ,  =   ℎ         
  :شوند به صورت زیر ساده می )23- 2( و  )22- 2( لذا معادلات
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)٢-٢۵(   

2     ℎ     ∗ , ∗ ∗ ∗ + 2    ℎ     ∗ , ∗ ∗ + 6  Г   ℎ      ∗ , ∗ ∗ ∗
+  6   Г    − 2   −        ℎ        ∗ , ∗ ∗ ∗
+  2   Г    −     Г  − 2 Г   ℎ    ∗ , ∗ ∗ ∗
+  −2   +  2   Г   −       ℎ    ∗ , ∗ ∗
+ 2      ℎ     Г, ∗ ∗  ∗ , ∗ + 6   Г   ℎ     Г, ∗  ∗ , ∗ ∗
+ 6       ℎ      Г, ∗  ∗ , ∗ ∗ + 2    ℎ    Г, ∗  ∗ , ∗
+ 4  Г  ℎ      ∗ , ∗ ∗ +     Г    1   ∗ , ∗ ∗
+       1  ∗ , ∗ +        1    ∗ , ∗ ∗ = 0 

)٢-٢۶(   

2ρI   1t   ∗ , ∗, ∗, ∗ + 2ρI    1    ∗ , ∗ ∗ + 2ρI Г   1     ∗ , ∗ ∗ ∗− 3I      1     ∗ , ∗ ∗ ∗ +       1   ∗ , ∗− 3I  1   ∗ , ∗ ∗ − 3I Г     1   ∗ , ∗ ∗ ∗∗ +      ∗
+     Г   1  ∗ , ∗ −       ℎ      ∗, ∗ ∗
−     Г  ℎ    ∗ , ∗ ∗ −     ℎ   ∗ , ∗ = 0 

   :شوندپارامتر هاي زیر نیز که در معادلات فوق ظاهر شده اند معرفی می )24- 2( هاي بی بعد ه بر پارامترعلاو

)٢٧-٢(   

t = h Г   ,  =  ρ     h t    ,    ∗ = ГГ    , τ =         ,
τ∗ = τ εt  ,  P∗ = PA      , G∗ =     + 1  ,
r∗ = Ah  I   ,  ∗ =     ,  ∗ = ωt  
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به صورت زیر  )26- 2( و  )25-2( به این ترتیب معادلات . اند، بی بعد هستندمشخص شده* کمیت هایی که 

 :شوند تبدیل می

)٢٨-٢(   

2   ∗   ∗ , ∗ ∗ ∗ + 2  ∗ , ∗ ∗ + 6   ∗  ∗   ∗ ,  ∗ ∗+  6    ∗  ∗  − 2 ∗ ∗ −   ∗ ∗    ∗ ,   ∗+  2   ∗  ∗  − 2 ∗ ∗ ∗ −   ∗  ∗  ∗   ∗ ,   +  −2 ∗ +  2 ϒ∗ −     ∗ ,  + (2   ∗   ϒ∗ , ∗ ∗+ 2  ϒ∗, ∗)  ∗ , + 6   ∗ ϒ∗  ϒ∗ , ∗  ∗ ,  + 6   ∗  ϒ∗ , ∗  ∗ ,  ∗ + 4  ϒ∗  ∗ ,  ∗+   ∗ ϒ∗ ∗    ∗,  +    ∗ , +    ∗ ∗    ∗ ,  ∗ = 0 

 

)٢٩-٢(   

2eτ∗ ∗ε  ∗, ∗, ∗, ∗ + 2e ∗ ∗ , ∗ ∗ + 2eτ∗ ∗ ∗ε  ∗ ,  ∗ ∗− 3G∗τ∗ ∗ε ∗ ,   ∗ +  G∗τ∗ε  ∗ , ∗ − 3 ∗ ∗ ,  − 3G∗τ∗ ∗ε ∗ ∗ ,   +   ∗ +  G∗τ∗  ∗   ∗ , −  G∗τ∗ε ∗ ,  ∗ −  G∗τ∗  ∗   ∗ ,  −    ∗ , = 0 

  .باشندمی )23- 2( و  )22- 2( شکل بی بعد معادلات حاکم )29- 2( و  )28- 2( معادلات 
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 (multiple scale)ش تحلیل با رو - 4- 2

  .شودسرعت تیر به صورت یک مقدار متوسط همراه با تغییرات هارمونیک کوچک در نظر گرفته می

)٣٠-٢(    ∗ = 1 +      sin( ∗ ∗) 

نوسانات سرعت محوري است که همه به  به ترتیب دامنه و فرکانس ∗  و    ، ثابتسرعت متوسط    که 

  .باشندشکل بی بعد می

در تئوري اغتشاشات استفاده شده  multiple scaleاز روش  )29- 2( و )28- 2(  براي حل معادلات کوپل

  :شودحل معادلات فوق به صورت زیر در نظر گرفته می. است

)٣١-٢(    ∗( ,  ∗;  ) =   ( ,  ,  ) +    ( ,  ,  ) +  (  ) 
)٣٢-٢(    ∗( ,  ∗;  ) =   ( ,  ,  ) +    ( ,  ,  ) +  (  ) 

=  که  = Tو  ∗  ε ∗ بر این اساس. است  

)٣٣-٢(   

   ∗ =     +      +  (  ),   
     ∗ =       + 2         +  (  ),    
     ∗ =       + 3          +  (  )  

و جداسازي معادلات بر اساس ضرایب  )29-2( و  )28- 2( معادلات در )33- 2( تا  )31- 2( روابط  با جایگذاري

ε
εو   

  :شود معادلات زیر حاصل می  
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  :معادلات مرتبه صفر

)٣-٢۴(              
 2 ∂   ∂T  + 4 ∂   ∂η∂T +   ф   + (−2 ∗ + 2 −  )    ∂η = 0 

)٣-٢۵(   2         − 3 ∗        +    −       = 0 
  :1معادلات مرتبه 

)٣-٢۶(              

2         + 4          +       + (−2 ∗ + 2 −  )       = (−6  ∗ +   ∗ ∗ + 2 ∗ ∗)           − 6  ∗            − 4           − 4         ( ∗  )          + (−2  ∗ +   ∗ ∗ + 2 ∗ ∗)       − 4         ( ∗  )       − 2         ( ∗  )   ∗            − 4           −   ∗ ∗          −   ∗ ∗         

)٣٧-٢(   

2 ∂   ∂T  − 3 ∗ ∂   ∂η +    −     ∂η= 3G∗τ∗ ∗ ∂   ∂η −  G∗τ∗      − 2  ∗τ∗ ∂   ∂η∂T  − 4  ∗ ∂   ∂  ∂  − 3τ∗ ∗ ∂   ∂T  −  G∗τ∗     T + 3G∗τ∗ ∗ ∂   ∂η ∂T +  G∗τ∗ ∂   ∂η +  G∗τ∗ ∂   ∂η∂T  
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  شرط مرزي تیر  - 1- 4- 2

  :تکیه گاه ساده شرط مرزي به صورتبراي تیر با 

)٣٨-٢(     |  = 0 |  = 0  
  ها براي خیزکه با بی بعد سازي شرط مرزي

)٣٩-٢(    ( = 0, =  ) = 0      →         ∗( ∗ = 0,  ∗ = 1) = 0     
  بر معادله فوق multiple scaleبا اعمال روش 

)٢-۴٠(   (  +    )|    = 0  

  :شودنتیجه می )10-2(  هابطو براي ممان خمشی با توجه به ر

)٢-۴١(   

 = 32 .  .       ф    |  = 0 →       ф    |  = 0 

→   ф    |  = 0 

   :بر معادله فوق multiple scaleبا اعمال روش و 

)٢-۴٢(       (  + ε  )  = 0 
  :زیر خواهد بود شرایط مرزي در این مرتبه ها به صورت، εبا جداسازي جملات مرتبه صفر و یک 

)٢-۴٣(    (  )   |    = 0        |    = 0     
)٢-۴۴(    (  )   |    = 0     |    = 0     
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  حالت مودال - 5- 2

∗ωدهد، که این حالت در صورتی رخ می = ω   باشد.  

شود و با تفکیک معادلات در نظر گرفته می εبه صورت یک سري یکنواخت از پارامتر ) شکل مود(پاسخ تیر

  : بنابراین. شودمرتبه صفر و یک، به حل مساله پرداخته می

)٢-۴۵(     ∗ ∗ =        + ε        
  .توابعی مجهول بوده که باید تعیین شوند   ,  ,     ,که

  صفر آنالیز مودال براي معادلات مرتبه   - 1- 5- 2

  :شودبه صورت زیر در نظر گرفته می خیز تیر و چرخش )35- 2( و (34-2(  براي حل معادلات کوپل

)٢-۴۶(     ( ,  ) = ∑   ( )            ,     ( ,  )  = ∑   ( )            

جملات، بسیار زیاد است بنابراین ام تحریک می شود اثر این جمله در مقایسه با سایر  nهنگامی که مود 

یک  )35- 2( و  )34- 2( در  )46- 2( جایگذاريبا. ام به عنوان پاسخ در نظر گرفته می شود  nفقط جمله

حل این معادلات به شکل زیر در نظر . دستگاه معادلات دیفرانسیل معمولی با ضرایب ثابت حاصل می شود

  .شودگرفته می

)٢-۴٧(         =            
  :شوددر این دستگاه نتیجه می)47- 2( با جایگذاري

)٢-۴٨(   
−2      + 4      +    + (−2 ∗ + 2 −  )    = 0  −2      −     − 3 ∗    +   = 0  

را بر حسب   Aپارامتر از معادلات فوق،یکی از ویژه است، لذا با توجه به این که مساله فوق، یک مساله مقدار 

   :سیستم استمعادله مشخصه  شودکه نتیجه آن،میجایگرین  دیگر و در معادله تعیین  Aپارامتر 
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)٢-۴٩(   

  = (3r∗K − 6r∗e + 6r∗P∗)  − 12r∗e       + (2  − 2 P∗ + 2eKr∗   − 4  r∗   + 4 r∗P∗   + 6r∗e   )  + (4     − 8      ) − 2Ke   + 4  r∗    

به ازاي هر ریشه، یک بردار ویژه به شکل زیر قابل تعیین . دارد   معادله مشخصه چهار ریشه بر حسب 

 .است

)٢-۵٠(   

 

  =        =     −2    + 4     −    + 2   − 2  P∗        

      = 1 →    =    −2    + 4     −    + 2   − 2   ∗1   

   :یستم عبارتست ازپاسخ س

)٢-۵١(   
      =     |               +     |               +     |               +     |                

  .و از شرایط مرزي به دست می آیند هستند    ثابت هایی بر حسب    تا    که

. ، چهار معادله همگن حاصل می شود)51- 2( به رابطه  )43- 2( با اعمال شرایط مرزي مرتبه صفر معادلات 

این دترمینان، منجر . این معادلات در صورتی حل غیر صفر دارند که دترمینان ضرایب مجهولات، صفر باشد

,  و    به یک رابطه بین    = 1.    است یک معادله بر حسب    تابع   با توجه به این که  .می شود  4.

در این صورت،از چهار معادله فوق، فقط سه . را به دست آورد    که با حل آن، می توان به دست می آید

  .به دست آورد   را بر حسب    تا   معادله، مستقل بوده و می توان
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)٢-۵٢(   
      = C(T )    |          +    |          +    |          +    |                  

  تعیین فرکانس طبیعی تیر) الف

می توان فرکانس طبیعی را تعیین  کرد ولی به علت  )49- 2( هر چند از نظر تئوري، به کمک رابطه 

محاسبه فرکانس امکان حجم محاسبات، عملا  بودنپیچیدگی شکل ریشه هاي معادله مشخصه و بالا 

رایب، همزمان به صورت عددي حل در عوض معادله مشخصه و دترمینان ض. طبیعی با این روش وجود ندارد

  .استفاده شده است1نصف کردن   براي انجام حل عددي از روش .می شوند

 

  روش نصف کردن

این روش، یک روش ریاضی در ریشه یابی است که به صورت تکرار هر بازه نصف شده و سپس یک بازه 

f(x)براي حل لازم است، تابع . جایگزین انتخاب می شود = پیوسته و تعریف شده باشد  ( , ) در بازه 0

در هر گام، در . اقل یک ریشه داشته باشدباید در این بازه حد fمختلف العلامه بوده لذا تابع  f(b)و  f(a) و

= صورت  هاین روش نقطه میانی بازه ب تعریف شده، حال مقدار تابع را در نقطه میانی بازه تعیین       

, )بازه جدید به صورت ، .f(a)<0  f(c)کرده، اگر  , ) در می آید در غیر اینصورت بازه جدید   (   ) 

کاهش پیدا می کند و تا جایی ادامه پیدا می کند تا  %50در این روش در هر مرحله طول بازه . شدخواهد 

بین  به این صورت که . در این پروژه نیز از همین روش استفاده شد .بازه به اندازه کافی کوچک شود طول

کوچکترین بازه از اعدادي که در دترمینان ماتریس ضرایب صدق می کنند روش نصف کردن اعمال می شود 

   .]29[کوچکتر باشد ،تا جایی که مقدار ریشه بدست آمده از تلورانس در نظر گفته شده

                                            
1 Bisection 
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 ] .Bisection]29شماتیک روش ). 2 - 2(شکل

  معادلات مرتبه یک آنالیز مودال براي   - 2- 5- 2

  :شودرا به صورت زیر بازنویسی می )46- 2( در این حالت ابتدا معادلات 

)٢-۵٣(    

  ( ,  ,  ) =   (  )  ( )       
    , 

  ( ,  ,  )  =   (  )  ( )       
       

  همچنین 

)٢-۵۴(     ( ,  ) =    ( )       
     ,     ( ,  )  =    ( )       

    

  .تا قسمت غیر همگن معادلات مرتبه یک معلوم شوداست،    (  ) که اولین قدم تعیین 
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   (  ) تعیین 

شود به این صورت که دو تابع الحاقی تعیین می C(T )در این قسمت با استفاده از شرایط حل پذیري تابع  در این . شودانتگرال گرفته میمعادله با هم جمع شده ومعادلات مرتبه صفر ضرب نموده و دو در     ,  

توان به جاي توابع الحاقی خود الحاق نیست لذا با دستگاه معادلات سروکار داشته و نمی سیستمحالت چون 

  :]5[آید به صورت زیر در می )53- 2( معادلات مرتبه صفر با توجه به رابطه .از شکل مودها استفاده نمود

)٢-۵۵(   
     ×   (−2 ∗ + 2 −  )        + 4         − 2     +       = 0  ∶       

)٢-۵۶(        ×     −3 ∗        + ( − 2    )  −       = 0 ∶      

  .هاي مکانی جواب مرتبه صفر، خیز و چرخش تیر هستندقسمت   ,  که 

  :شودضرایبی براي ساده سازي در نظر گرفته می

)٢-۵٧(   

  = (−2 ∗ + 2 −  ),   =  4    ,   =  −2    ,      = −3 ∗,     =  − 2                                            
  :شودنتیجه می )56- 2( و  )55- 2( عبارات معادلات  با جایگذاري عبارات زیر در
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)٢-۵٨(   

         =             −             +            
         =     (    ) −            
       =    (    ) −         

         =             −             +           

         =     (    ) −           

)٢-۵٩(   

 (  ×    + ψ ×    )       
=       ψ      − a  ψ     −   ψ         + b   ψ      +   ψ     + b ψ   +  a ψ      
+            −  ψ      + a ψ   +  ψ   
+ b  ψ      −  ψ      −       |    = 0 

)٢-۶٠(   

 (  ×    + ψ ×    )       
=       ψ    − a  ψ   +   ψ   +  a ψ          
+   −  ψ   + b   ψ    + b ψ          +          |    +  −   ψ   + a ψ − Kψ    |    
+   ψ − b  ψ      |    + b ψ      |    = 0 
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,  اي تمام مقادیر زباید به ا   ,  با توجه به معادله بالا توابع  برقرار باشند لذا ضرایب آن ها در    

  .شودانتگرال برابر با صفر انتخاب می

)٢-۶١( 

          −        +       +         = 0 

 −      +          +        = 0 

+      a−   هايشرط مرزي )43- 2( با توجه به شرایط مرزي تیر معادله a ψ − Kψ     و            

   :روابط زیر برقرار باشد شوند لذا براي برقراري دو شرط مرزي دیگر بایدارضا می

)٢-۶٢( 
         |  = 0     →       |    = 0 

   ψ − b  ψ      |  = 0    →          |    = 0 

 
  :شودبه صورت زیر در نظر گرفته می )62- 2( با شرط مرزي هاي  )61- 2( حال براي حل معادلات کوپل

)٢-۶٣(  =             

  :ماتریسی و تعیین بردار ویژه آن با نوشتن مساله به صورت

)٢-۶۴(   [  ] " + [  ]  + [  ] = (0) 

  :که ماتریس هاي ضرایب به صورت

)٢-۶۵(   [  ] =    00 b   , [  ] =  −a  − 0 , [  ] =    00 b   
  :بردار ویژه آن باشد،لذا با توجه به این که این مساله نیز به صورت یک مساله مقدار ویژه می. است

)٢-۶۶(     =       =  b m + b   1     
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  .آیدبدست می   مقدار براي چهاربوده که از حل آن  چهاردترمینان ماتریس ضرایب از درجه . است 

)٢-۶٧(   
  =       ±       + (    +     +   )      −     +       

  :حل مساله به صورت

)٢-۶٨(   
      =       |          +      |          +      |          +      |              

 )52- 2(   مشابه رابطه با اعمال شرایط مرزي توابع الحاقی می توان ثابت هاي دیگر را بر حسب یک ثابت

      . بدست آورد

  :زیر توابع در معادلات مرتبه یک به صورت پس از تعیین توابع الحاقی ، این

)٢-۶٩(    (  ×     + ψ ×     )       =  (  ×    + ψ ×   )        

, Eq . ضرب وانتگرال گیري می شود Eq با توجه به روابط. باشندمی طرف چپ معادلات مرتبه اول       

  : به صورت زیر است )54- 2( و  )37- 2( ،  )36- 2( 

)٧٠-٢(   

(−2 ∗ + 2 −  )       + 4         − 2      +       ∶       
3 ∗        + ( − 2    )  −       ∶ Eq  

  :آیدبه صورت زیر در می )69- 2( طرف چپ معادله
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)٧١-٢(   

 (  ×     + ψ ×     )        

=       ψ    − a  ψ   +   ψ   +  a ψ           

+  −  ψ   + b   ψ    + b ψ          +          |     

+  −   ψ   + a ψ − Kψ    |    +   ψ − b  ψ      |     

+b ψ      |     

,  داخل انتگرال برابر با صفر است چون ضرایب  هايتعبار  .برابر است در قسمت قبل   ,  با ضرایب    

 :از انتگرال فوق به صورت زیر عبارات خارج شده

)٧٢-٢(   

 −   ψ   + a ψ − Kψ    |    = =    |       زیرا    0 0       
         |    = =    |           زیرا   0 0   
  ψ − b  ψ      |    = − ψ        زیرا    0 b  ψ    |    = 0  
b ψ      |     = 0      

  ,  .آیداز صفر کردن جملات سکولار بدست می C(T ) زیرا. است مرتبه یک قسمت ناهمگن معادلاتموجود در  جملات سکولار شامل )69- 2( در رابطه    
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  جملات سکولار در حالت مودال

در حالت مودال تمام جملاتی که ضریبی . شودجملات سکولار باعث واگرایی پاسخ در زمان هاي طولانی می

به  .شوندجملات هارمونیک در حالت مودال به صورت زیر محاسبه می .باشد، سکولار هستند     ±eاز 

  :عنوان مثال

)٧٣-٢(   

4         ( ∗  )         = 4       e  ∗  − e   ∗  2   C(T )       e      
= − 2         C(T )        e   ( ∗   ) + e   ( ∗   )  
= − 2          C(T )        e      + 1   

 .ت غیر هارمونیک سکولار هستندلذا تمام جملات هارمونیک در حالت مودال غیر سکولار و تمام جملا

  بنابراین

)٧-٢۴(   

  ∶  (−2  ∗ +   ∗ ∗ + 2 ∗ ∗)       +  (−6 +   ∗ + 2 ∗)     ∗         + 6  ∗        −   ∗ ∗        −   ∗ ∗        −   ∗ ∗         C(T )
+  −4       ± 4          C(T ) T       

)٧-٢۵(   

  :  3 ∗ ∗ ∗        + 3 ∗ ∗ ∗           (−  ∗ ∗ + 2  ∗ ∗   )     + (−3 ∗ ∗       −   ∗ ∗   )  +   ∗ ∗        +   ∗ ∗         C(T ) + [−4  ∗     ]    C(T ) T ∶ 
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  :گرفته شده استبه صورت زیر در نظر     ضرایب عبارت

)٧-٢۶(   

  = (−2 +   ∗ + 2 ∗) ∗,   =  (−6 +   ∗ + 2 ∗) ∗,      =  6  ∗   ,      = 2  ∗    ,      = −  ∗ ∗ ,    =   −  ∗ ∗                                  
  :نیز   ضریب عبارت 

)٧٧-٢(   

  = 3 ∗ ∗ ∗,   =  3 ∗ ∗ ∗    ,     =  2 ∗ ∗      −    ∗ ∗,    = 2 ∗ ∗       −   ∗ ∗   ,      =   ∗ ∗,       =   ∗ ∗   ,      = −4  ∗     

 :به صورت )69- 2( لذا طرف راست معادله 

)٧٨-٢(   

 (  ×   + ψ ×    )       
=     ψ           + d        + d      +            + d        + d       + ψ           + s        + s      + s   + s        + s        C(T )
+  ψ  −4      − 4e      
+ ψ s       C(T )              
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 :شودگیري معادله زیر حاصل می لذا با انتگرال

)٧٩-٢(     C(T )   +   C(T )       = 0              
)٨٠-٢(    =    

)٨١-٢(   

 =   ψ           + d        + d      +        + d            + d       + ψ           + s        + s      + s   + s        + s           

)٨٢-٢(    =   ψ  −4      − 4e      + ψ s           

)٨٣-٢(   
 C(T )   + κ C(T ) = 0                                                

  .تعیین می شود  C(T )یک معادله خطی مرتبه اول می باشد، که با حل آن   )83-2( معادله

جواب . که دو معادله کوپل غیرهمگن بوده را می توان حل کرد) 37-2(و) 36- 2(معادلات  C(T )با تعیین 

در حالت مودال . شودبه صفر تعیین میهمانند مرتاست، )54- 2( معادله  شکل این معادلات که به عمومی

  لهمانطور که بیان شد چون تمام جملات هارمونیک غیرسکولار هستند، جواب خصوصی به شک

)٨-٢۴(          =   1 ( ) 1 ( ) |   …         +   2 ( ) 2 ( ) |   …  

مرتبه یک جایگزین  معادلات در  {( ) 2 ,( ) 2 ,( ) 1 ,( ) 1 }جملات . شوددر نظر گرفته می

آیند که براي این دو معادله نیز جواب خصوصی و عمومی تعیین و به صورت دو معادله مرتبه دو در میشده 
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در نهایت مجموع این پاسخ با پاسخ عمومی کلی معادله جمع شده و شرط مرزي روي آن ها اعمال . شودمی

  :ها در هر کدام از جواب هاي عمومی تعیین شود به صورت زیرتا ثابت) )44- 2( همعادل( شودمی

)٨-٢۵(          =             +   1 ( ) 1 ( ) |   …         +   2 ( ) 2 ( ) |   …  

  شرط مرزي خیز

)٨-٢۶(      |   = 0  |     = 0  ,  1( )|   = 0 2( )|   = 0  ,   1( )|     = 0 2( )|     = 0   
  :آیدبه صورت زیر در می )54- 2( و معادله  )44- 2( شرط مرزي چرخش با توجه به معادله 

)٨٧-٢(        |    = 0 

)٨٨-٢(   ⎩⎪⎨
⎪⎧      |   = 0     |     = 0   

⎩⎪⎨
⎪⎧  1( )  |   = 0  2( )  |   = 0  ,⎩⎪⎨

⎪⎧  1( )  |     = 0  2( )  |     = 0   
,( )A1}لذا توابع B1( ), A2( ), B2( )} براي  )45- 2( پاسخ کلی تیر طبق معادله . شوندتعیین می

 .شودمجموع مرتبه صفر و یک تعیین می

  رزونانس پارامتریک اصلی  - 6- 2

∗     عبارات ،بعدبر معادلات بی straight forwardبا اعمال روش  ,   (   ∗) ∗ ظاهر       ∗ (∗   )  ,

. دهدمیروي رزونانس اصلی یا اولیه  باشد،    ω~1کههنگامی . کنندایجاد می سکولارکه جملات  شوندمی

~ωمثلا (ها بقیه رزونانس ω اگردر این حالت نیز. شوندهاي ثانویه نامیده میرزونانس )   + ω∗ = ±ω  

 . دهدرخ می رزونانس پارامتریک ثانویهباشد 

   



 استخراج و حل معادلات حاکم: فصل دوم

53 

  رزونانس پارامتریک اصلیتحلیل مرتبه صفر   - 1- 6- 2
معادلات همگن هستند لذا تحلیل مرتبه صفردر )  36- 2(و ) 35- 2(با توجه به این که معادلات مرتبه صفر 

  .این حالت با حالت مودال یکی است

  رزونانس پارامتریک اصلیتحلیل مرتبه یک     - 2- 6- 2

  :شودر این حالت نیز خیز و چرخش تیر به شکل زیر در نظر گرفته مید

)٨٩-٢(   

  ( ,  ) =   (  )  ( )      +  (  )               ( )                  
          

  ( ,  ) =   (  )  ( )      +  (  )          
     ( )               

  .باید تعیین شود  C(T )که 

  (  ) تعیین 

شود مجموع آن ها انتگرال گیري می از معادلات مرتبه صفر در توابع الحاقی ضرب شده ودر این قسمت نیز 

بودن معادلات مرتبه صفر در حالت مودال و رزونانس، توابع الحاقی در این حالت با حالت  که با توجه به یکی

همگن  قسمت(طرف چپ معادله  )68-2( پس از تعیین توابع الحاقی طبق معادله  .مودال، برابر است

,  براي تعیین. )69- 2( با حالت مودال یکی است  )معادلات مرتبه یک جملات  ابتدا در این حالت باید   

ولار هستند، ولی جملات هارمونیک در این حالت نیز تمام جملات غیر هارمونیک سک .سکولار تعیین شوند

   :براي این منظور به شکل نمایی نوشته شده و یکی از  جملات آن بررسی شده است .باید بررسی شوند
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)٩٠-٢(   

4         ( ∗  )         = 4       e  ∗  − e   ∗  2   C(T )       e     
+ C(T )                  e       
= − 2         C(T )       e      e    
+ C(T )                  e     e      

دسته جمله در نهایت  دوآید که چون هر جمله بدست می چهارنمایی،  شکلبا نوشتن عبارت هارمونیک به 

  .شود لذا به صورت فوق در نظر گرفته می شوندبه یک معادله ختم می

که قسمت سکولار آن در  شودسکولار تقسیم میکولار و غیر بناربراین هر عبارت هارمونیک به دو قسمت س

  .آیدحالت رزونانس پارامتریک اصلی به صورت مزدوج مختلط در می

  :شودضرایب جملات سکولار که از جملات هارمونیک ایجاد می

)٩١-٢(   

  :  (−2  ∗ +   ∗ ∗ + 2 ∗ ∗)       +  (−6 +   ∗ + 2 ∗)     ∗         + 6  ∗        −   ∗ ∗        −   ∗ ∗        −   ∗ ∗         C(T )
+  2                    + 2       (  + 1)          C(T )       e    
+  −4       − 4          C(T ) T    
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)٩٢-٢(   

  :  3 ∗ ∗ ∗        + 3 ∗ ∗ ∗           (−  ∗ ∗ + 2  ∗ ∗   )      + (−3 ∗ ∗       −   ∗ ∗   )  +   ∗ ∗        +   ∗ ∗         C(T ) + [−4  ∗     ]   C(T ) T   
در این حالت نیز همان ضرایبی که براي ساده سازي در حالت مودال در نظر گرفته شده بود استفاده شده 

 .)77-2( و )76- 2( است

  :در حالت رزونانس پارامتریک اصلی به صورت)69- 2( لذا طرف راست معادله

)٩٣-٢(   

 (  ×    + ψ ×    )       
=     ψ           + d        + d      + d       + d        + d       + ψ           + s        + s      + s   + s        + s        C(T )
+  ψ  2                    + 2       (  + 1)           C(T )       e    
+  ψ  −4      − 4e      
+ ψ s       C(T )                                   

 

 



 استخراج و حل معادلات حاکم: فصل دوم

56 

  :شودمعادله زیر حاصل می  )75- 2( و  )74- 2( و طبق معادلات  با انتگرال گیري معادله فوقبوده و 

)٩-٢۴(   
 C(T )   + κ C(T ) + ϐC(T )       e    = 0                         

   که

)٩-٢۵(   ϐ = ∫ ψ 2                     + (  + 1)          dη    ∫  ψ  −4      − 4e      + ψ s    dη     

  :در نظر گرفته شودر به صورت زی C(T )اگر 

)٩-٢۶(    ( 1) =   (  )    (  ) 

 :جایگزین گردد )94- 2( در معادلهو  

)٩٧-٢(      ̇ +      ̇ + (ξ− ζ)       + ϐ               = 0 

  :با فرض

)٩٨-٢(        =  (   −   )       →          =    2  

  شودنتیجه می

)٩٩-٢(      ̇ +  α +   2   + ϐ            = 0 

  :بصورت زیر تعریف شود   حقیقی و موهومیاگر بخش هاي 

)١٠٠-٢(     =  (  ) +   (  ) 
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 :شودبه شکل زیر تبدیل می )99- 2( معادله 

)١٠١-٢(   
 ̇(  ) +   ̇(  ) +  α +   2 ∗   (  ) +   (  ) + 

ϐ  (  ) −   (  ) = 0  
  :حال اگر اجزاي حقیقی و موهومی معادله فوق جدا شود 

)١٠٢-٢(   

 ̇(  ) +   ( + ϐ) (  ) −   2 +   ( + ϐ)  (  ) = 0  
  ̇(  ) +   2 +   ( + ϐ)   (  ) +    ( + ϐ) (  ) = 0        

  : با حل این دو معادله و با فرض شرط اولیه

)١٠٣-٢(    (  )|    = 0 
  .شودتعیین می (1 ) یک ثابت بر حسب ثابت دیگر تعیین شده و در نهایت 

جواب . که دو معادله کوپل غیرهمگن بوده را می توان حل کرد )37-2( و )36- 2( معادلات  C(T )با تعیین 

جواب . تعیین می شود حالت مودال همانند مرتبه صفرت، اس)54- 2( معادلاتمشابه عمومی این معادلات که 

  به شکل)90- 2(  با توجه به معادلهخصوصی 

)١٠-٢۴(          =   1 ( ) 1 ( ) |   …           μ   

مرتبه یک جایگزین شده  وهمانند حالت  معادلات در  {( ) 1 ,( ) 1 }جملات . در نظر گرفته می شود

در می آیند که براي این دو معادله نیز جواب خصوصی و عمومی تعیین  دومودال به صورت دو معادله مرتبه 

ها اعمال در نهایت مجموع این پاسخ با پاسخ عمومی کلی معادله جمع شده و شرط مرزي روي آن. شودمی

  :به صورت زیر .تا ثابت ها در هر کدام از جواب هاي عمومی تعیین شود) )44- 2( ه معادل(شودمی
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)١٠-٢۵(          =             +   1 ( ) 1 ( ) |   …           μ   

)١٠-٢۶(      |   = 0  |     = 0  ,  1( )|   = 0 1( )|     = 0   
  :آیدبه صورت زیر در می )54- 2( و معادله )44- 2( شرط مرزي چرخش با توجه به معادله 

)١٠٧-٢(        |    = 0 

)١٠٨-٢(   ⎩⎪⎨
⎪⎧      |   = 0     |     = 0   

⎩⎪⎨
⎪⎧   1( )  |   = 0  1( )  |     = 0   

,( )A1}بنابراین توابع B1} براي مجموع مرتبه صفر و  )45- 2( پاسخ کلی تیر طبق معادله . تعیین می شوند

 .شودیک تعیین می

 تعیین سرعت بحرانی - 7- 2

در این حالت سرعت تیر را ثابت فرض کرده و براي تعیین سرعت بحرانی متوسط از روش حل موج استفاده 

را به صورت ماتریسی نوشته که به صورت زیر در  )23- 2( و  )22- 2( دا معادلات بی بعد شده ابت. شده است

  :آیدمی

)١٠٩-٢( 

[A  ] ∂ y∂ ∗ + [A ] ∂ y∂ ∗ + [A ] ∂y∂ ∗ + [A ] ∂ y∂ ∂ ∗ + [A ] ∂ y∂  ∂ ∗+ [A ] ∂ y∂ ∂ ∗ + [A ] ∂ y∂  + [A ] ∂ y∂  + [A ] ∂y∂ + [A ]y= { } 
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  که 

)١١٠-٢( 

{ } =       , [A  ] =  2 ∗   00 2 ∗ ∗    , [A ] =  2  00 2  ∗   
  [A ] =  0 00   ∗ ∗   , [A ] =  6 ∗ ∗   00 2 ∗ ∗ ∗     
[A ] =  6 ∗ ∗  − 2 ∗ ∗ −   ∗ ∗  00 −3 ∗ ∗ ∗    [A ] =  4 ∗    ∗ ∗ −  ∗ ∗ 0   
 [A ] =  2 ∗ ∗   − 2 ∗ ∗ ∗ −   ∗ ∗ ∗  00 −3 ∗ ∗ ∗ ∗     
[A ] =  −2 ∗ −  + 2 ∗     ∗ ∗  ∗−  ∗ ∗  ∗ −3 ∗  , [A ] =  0  −   ∗ ∗ ∗   
  [A ] =  0 00    

= با تغییر متغیر   − لذا معادلات  .شودمتحرك متصل می تیریک نقطه از دستگاه مختصات به     ∗ ∗ 

  :با تغییر متغیر فوق  .شوندمشتق جزئی فوق به دستگاه معادلات معمولی تبدیل می

)١١١-٢( ∂∂ ∗ = ∂∂ ∂X∂ ∗ = − ∗ ∂∂ ∗  , ∂∂ = ∂∂ ∂X∂ = ∂∂    
)١١٢-٢( B ∂ y∂  + B ∂ y∂  + B ∂y∂X + B y = 0 

)١١٣-٢( 
B = −A   ∗  + A  ∗ − A  ∗, B = A  ∗ − A  ∗ + A      B = −A  ∗ + A  , B  A  

{∗ }  با در نظر گرفتن پاسخ معادله فوق به صورت = ق معادله و جایگذاري آن در معادله فو    { }

+ B m]سیستم به صورتمشخصه  B m + B m + B ]{V } =  mهر کدام از ضرایب . آیدبدست می 0
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با توجه به این که شرط . شودحل کرده و در یک بردار در نظر گرفته می ∗ براي مشخصه را   در معادله

یعنی ریشه موهومی خالص نباشد  در پاسخ عمومی جزء حقیقی داشته باشد mپایداري این است که مقادیر 

       میان این ریشه ها کوچکترینشان که این شرط را ارضا کند به عنوان سرعت بحرانی در نظر گرفتهاز 

  .شودمی

 جمع بندي - 8- 2

     در این فصل معادلات حاکم بر تیر تیموشنکوي ویسکوالاستیک متحرك محوري استخراج شد و پس از

براي حل  .شد تعیینمعادلات مرتبه صفر ویک  ،مرتبه  یک multiple scaleبی بعد سازي و اعمال روش 

پاسخ تیر براي دو حالت و  بدست آمدمورد نیاز  پذیري شرط حلبا استفاده از توابع الحاقی مرتبه یک آن 

.تعیین شدمودال و رزونانس پارامتریک اصلی 
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 نتایجبررسی 

۶٢ 

 مقدمه-3-1

روابط ذکر ، و سرعت بحرانی فرکانس طبیعی ،پاسخ بر هندسی و ویسکوالاستیکبراي بررسی اثر پارامترهاي 

مشخصات تیر . براي موارد خاص، محاسبه شده است Mapleشده در بخش هاي قبل، به کمک نرم افزار 

  .است) 1- 3(مطابق جدول 

 مشخصات تیر). 1 - 3(جدول 

 l=1(m)  طول

 b=0.04(m)  پهنا

 h=0.004(m)  عمق

 ρ(  /kg)7800=  دانسیته
 P=100(N)  نیروي کشش اولیه
 K=0.83  ضریب تصحیح برشی

  E1=1e10, E2=0.33e10 (Pa)  مدول استاندارد

=    ویسکوزیتهضریب  0.25 9(  .  ) 

=    سرعت متوسط 0.5 

=      دامنه نوسانات سرعت 0.5 

  

 حالت مودال -3-2

 بررسی پاسخ مکانی تیر -3-2-1

=  }شکل مود تیر را در زمان هاي ) 1- 3(شکل   .دهدبراي این تیر در حالت مودال نشان می {0.5,1,3,5
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  شکل مود در زمان هاي مختلف در حالت مودال.)1 -3(شکل

  .یابدشود، پاسخ مکانی در حالت مودال با گذشت زمان افزایش میهمانطور که مشاهده می

  بررسی پاسخ زمانی تیر-3-2-2

     هاي استاندارد و کلوین وحالت الاستیک نشاننقطه وسط براي مدلپاسخ زمانی تیر را در ) 2- 3(شکل 

  .در این نمودار، جابجایی برحسب ضخامت تیر بی بعد شده است .دهدمی



 بررسی نتایج : فصل سوم

64 

 

 پاسخ زمانی تیر در نقطه وسط براي مدلهاي مختلف).2 -3(شکل

همچنین . باشدکلوین و استاندارد بسیار نزدیک به هم میهاي براي مدلتیر  این پاسخ با توجه به شکل فوق،

براي پاسخ این تیر  )3-3(در شکل .باشدمی این نقطه بیشتر از حالت ویسکو آنخیز در حالت الاستیک در 

∗ )نقطه  =  . سم شده استریعنی نزدیک مرز  (0.1

 

∗ )پاسخ زمانی تیر در ). 3 -3(شکل =  براي مدل هاي مختلف( . 
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 بررسی تاثیر کشش محوري بر پاسخ زمانی تیر

  . دهدتاثیر کشش محوري بر پاسخ زمانی در وسط تیر را نشان می) 4- 3(شکل  

 

 )نیرو بر حسب نیوتن است(بررسی پاسخ زمانی تحت کشش هاي محوري مختلف ).4 -3(شکل

  .دهد، افزایش کشش محوري خیز تیر را کاهش میرودو انتظار می همانطور که مشاهده می شود

 بررسی تاثیر سرعت متوسط بر پاسخ زمانی تیر 

  .دهدنشان میرا تاثیر سرعت محوري بر پاسخ زمانی تیر در وسط تیر ) 5- 3(شکل  
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 تاثیر سرعت محوري بر پاسخ زمانی در وسط تیر ).5 -3(شکل

   .افزایش سرعت متوسط، افزایش خیز تیر را به همراه داردبا توجه به شکل فوق 

 سرعت بر پاسخ زمانی تیر دامنه نوساناتبررسی تاثیر 

  .دهدتاثیر دامنه نوسانات سرعت بر پاسخ زمانی تیر در وسط آن را نمایش می) 6- 3(شکل

 

 نوسانات سرعت بر پاسخ زمانی در وسط تیربررسی تاثیر دامنه  ).6 -3(شکل
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که با افزایش فزایش خیز تیر را به همراه دارد، اهمانطور که مشاهده می شود افزایش دامنه نوسانات سرعت، 

  .شوداز شدت آن کاسته میآن 

 بررسی تاثیر پهنا بر پاسخ زمانی تیر

  .دهدمی نمایشرا تاثیر پهناي تیر  بر پاسخ زمانی در وسط آن ) 7- 3(شکل

 

 )پهنا بر حسب متر(بر پاسخ زمانی در وسط تیر تاثیر پهناي تیربررسی  ).7 -3(شکل

  .شود، افزایش پهنا، افزایش خیز تیر را به همراه داردکه در شکل فوق نشان داده می همانطور

  بر پاسخ زمانی تیر  ضخامتبررسی تاثیر 

شود، با دیده میزیر همانطور که در شکل  .دهدتیر بر پاسخ زمانی آن را نشان می ضخامت تاثیر) 8- 3(شکل 

، با ادامه افزایش ضخامت .کندشکل  نمودار خیز تغییر پیدا می 0.006به  0.004از  ضخامتافزایش اولیه 

  .ماندکند تا جایی که با گذشت زمان ثابت میخیز تیر کاهش پیدا می
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 )عمق بر حسب متر(بررسی تاثیر عمق تیر بر پاسخ زمانی در وسط تیر ).8 -3(شکل

  بر پاسخ زمانی تیر  نسیته دابررسی تاثیر 

  .دهدتاثیر دانسیته بر پاسخ زمانی تیر را نشان می) 9- 3(شکل 

 

 )وگرم بر متر مکعبدانسیته بر حسب کیل(زمانی در وسط تیربررسی تاثیر دانسیته بر پاسخ  ).9 -3(شکل
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  .نسبت به زمان در وسط آن را به همراه داردتیرنسیته، افزایش خیز افزایش دا رود،همانطور که انتظار می

  بر پاسخ زمانی تیر  ضریب ویسکوالاستیک بررسی تاثیر 

  .دهدرا نشان میتاثیر ضریب ویسکوالاستیک بر پاسخ زمانی تیر ) 10- 3(شکل 

 

 ))Pa.s(بر حسب   η(بررسی تاثیر ضریب ویسکوالاستیک بر پاسخ زمانی در وسط تیر ).10 -3(شکل

  .را به همراه داردتیر کاهش خیز  افزایش ضریب ویسکوالاستیک، ،همانطور که در شکل فوق نشان داده شده

  بر پاسخ زمانی تیر     مدول الاستیسته بررسی تاثیر 

 .دهدبر پاسخ زمانی تیر را نشان می    مدول الاستیستهتاثیر ) 11- 3(شکل 
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 )Paبر حسب   (بر پاسخ زمانی در وسط تیر   همدول الاستیسیتبررسی تاثیر  ).11 -3(شکل

چندانی بر پاسخ زمانی تیر تاثیر    افزایش مدول الاستیسته ،همانطور که در شکل فوق نشان داده شده

  .ندارد

  بر پاسخ زمانی تیر     مدول الاستیسته بررسی تاثیر 

همانطور که در شکل فوق  .دهدبر پاسخ زمانی تیر را نشان میرا     مدول الاستیستهتاثیر ) 12- 3(شکل 

,10 3.33)   براي مقادیر پاسخ زمانی. زیادي بر پاسخ زمانی تیر داردتاثیر    شود تغییر مدول الاستیسته مشاهده می در  کند ولیبه صورت خطی در می آید که با افزایش آن پاسخ زمانی کاهش پیدا می  (8 3.33

,11 3.33)مقادیر    .آیدبه صورت سینوسی در می  (12 3.33
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 )Paبر حسب   (بر پاسخ زمانی در وسط تیر   مدول الاستیسیته رسی تاثیربر ).12 -3(شکل

  بررسی فرکانس طبیعی بی بعد-3-2-3

     . در این قسمت تاثیر پارامتر هاي ویسکوالاستیک روي فرکانس هاي طبیعی بی بعد بررسی می شود

را نشان     فرکانس طبیعیبر    تاثیر ضریب ویسکوزیته و مدول الاستیسیته) 14- 3(و ) 13- 3(هاي شکل

  .دهدمی

 

  بررسی تاثیر ضریب ویسکوزیته بر فرکانس طبیعی ).13 -3(شکل
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  بر فرکانس طبیعی   بررسی تاثیر مدول الاستیسته ). 14 -3(شکل

بر فرکانس طبیعی    ضریب ویسکوزیته و مدول الاستیسته  ،فوق مشاهده شدهاي شکلهمانطور که در

  .نمایش داده شده است فرکانس طبیعی بر    تاثیر مدول استاندارد) 15-3(در شکل. تاثیري ندارند

 

 بر فرکانس طبیعی   تاثیر مدول استاندارد  ).15 -3(شکل

فرکانس ناگهانی در  باعث افزایش (12 3.33, 9 3.33) بین   همانطور که مشاهده می شود با افزایش 

  .کندتر فرکانس تغییر چندانی نمیدر مقادیر پایینشده است ولی طبیعی 

0

0.2

0.4

0.6

1.00E+00 1.00E+20 1.00E+40 1.00E+60 1.00E+80 1.00E+100

E1(Pa)

Frequency-Elastic modulus

0

2

4

6

8

10

3.33E+01 3.33E+03 3.33E+05 3.33E+07 3.33E+09 3.33E+11

E2(Pa)

Frequency-Elastic modulus

ω



 بررسی نتایج : فصل سوم

 .دهدنشان می تاثیر دانسیته روي فرکانس طبیعی را) 16- 3(شکل 

 

  فرکانس طبیعی برتاثیر دانسیته  .)16 -3(شکل

تاثیر ضخامت را بر ) 17- 3(شکل  .یابدفرکانس طبیعی کاهش می ،افزایش دانسیته توجه به شکل فوق، بابا

  .دهدفرکانس طبیعی نشان می

 

 تاثیر ضخامت بر  فرکانس طبیعی ).17 -3(شکل
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تاثیر ) 18- 3(در شکل  .کندافزایش ضخامت فرکانس را زیاد می ،همانطور که در شکل فوق دیده می شود

  .پهنا بر فرکانس طبیعی بررسی شده است

 

 طبیعی فرکانس تاثیر پهناي تیر بر  ).18 -3(شکل

تاثیر ) 19- 3(در شکل . دهدافزایش پهنا فرکانس طبیعی را با شدت کمی کاهش می ،با مشاهده شکل فوق

  .بررسی شده است طبیعی سرعت محوري بر فرکانس

 

 طبیعی فرکانس تاثیر سرعت محوري بر  ).19 -3(شکل
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باعث کاهش فرکانس  در بازه صفر تا دو شود افزایش سرعت متوسطکه در شکل فوق دیده میهمانطور

تاثیر دامنه نوسانات سرعت ) 20-3(شکل .یابدمیکاهش  آنشدت  ترهاي بالاکه براي سرعت شودطبیعی می

   .دهدرا نشان می طبیعی بر فرکانس

 

  بررسی تاثیر دامنه نوسانات سرعت بر فرکانس طبیعی). 20 -3(شکل

      شکل .ی تاثیري ندارددامنه نوسانات سرعت بر فرکانس طبیعهمانطور که در شکل مشاهده می شود، 

  . دهدتاثیر کشش محوري را بر فرکانس طبیعی نشان می) 21- 3(

 

  تاثیر کشش محوري بر فرکانس ).21 -3(شکل
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- بررسی تاثیر پارامتر .، افزایش کشش محوري، افزایش فرکانس طبیعی را به همراه داردقفو با توجه به شکل

اصلی نیز  انجام شد که براي حالت رزوناس پارامتریکهاي مختلف بر فرکانس طبیعی، در حالت مودال 

 .و تعیین فرکانس آن با حالت مودال تفاوتی ندارد است زیرا تحلیل مرتبه صفر صادق

 بررسی زمان رهایش-3-2-4

  .دهدنمودار جابجایی نقطه وسط نسبت به زمان رهایش را نشان می) 22- 3(شکل 

 

=  )در حالت مودال جابجایی نقطه وسط نسبت به زمان رهایش ).22 -3(شکل  ) 

  .با گذشت زمان رهایش جابجایی نقطه وسط در حالت مودال کاهش یافته است ،فوق با توجه به شکل

 اصلی حالت رزونانس پارامتریک-3-3

  µبررسی پارامتر انحرافی -3-3-1

  .دهدرا نشان می)  µ( انحرافیتغییرات پاسخ تیر در یک زمان و مکان خاص بر حسب پارامتر  )23- 3(شکل 
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=  )در زمان  در وسط تیر µتغییرات پاسخ بر حسب ). 23 -3(شکل  . ) 

0.05−همانطور که مشاهده می شود نمودار سمت راست تغییرات پارامتر < µ < و نمودار سمت   0.05

0.006−براي بازه  ،چپ < µ <  µپارامتر  در حوالی صفر تغییراتدر هر دو نمودار . استرسم شده  0.006

. شود و نشان دهنده این است که سیستم در این ناحیه خطی استزیاد است و پس از آن تقریبا ثابت می

  .نواحی که تغییرات آن زیاد است معرف رفتار غیر خطی سازه است

  بررسی پاسخ مکانی تیر-3-3-2

=  }شکل مود تیر را در زمان هاي ) 24- 3(شکل  براي این تیر در حالت رزونانس پارامتریک  {0.5,1,3,5

 .دهداصلی نشان می
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  شکل مود در زمان هاي مختلف در حالت رزونانس پارامتریک اصلی ).24 -3(شکل

     با گذشت زمان افزایش  رزونانس پارامتریک اصلیشود، پاسخ مکانی در حالت همانطور که مشاهده می

  .یابدمی
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  بررسی پاسخ زمانی تیر-3-3-3

براي ستاندارد و کلوین وحالت الاستیک پاسخ زمانی تیر را در نقطه وسط براي مدل هاي ا) 25- 3(شکل 

 .استجابجایی برحسب ضخامت تیر بی بعد شدهدر این نمودار،  .دهدرزونانس پارامتریک اصلی نشان می

 

 پاسخ زمانی در وسط تیر براي مدل هاي مختلف در حالت رزونانس پارامتریک اصلی). 25 -3(شکل

شود همانند حالت مودال جابجایی وسط تیر نسبت به زمان در حالت همانطور که در شکل فوق مشاهده می

  .باشدبیشتر از حالت الاستیک میویسکوالاستیک 

و دو معادله  اعمال شود {(  ) ,(  ) }روي هر دو تابع  صفر شرط اولیه )102- 2(  اگر براي حل معادله

          قداري که براي این پارامتر به ازاي شرایط اولیه صفر بدستم ،حل شود µها و پارامتر براي یکی از ثابت

   :به صورت زیر .آیدمی

)١-٣ (  {µ = 0.00058473,−0.00058473} 

  .شرط اولیه صفر برقرار است µتوان گفت، فقط به ازاي همین مقداریا می. است
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 بررسی زمان رهایش-3-3-4

  .است به زمان رهایش رسم شده نمودار جابجایی نقطه وسط نسبت) 26-3(در شکل 

 

=  )در حالت رزونانس پارامتریک جابجایی نقطه وسط نسبت به زمان رهایش ).26 -3(شکل  ) 

با توجه به شکل با گذشت زمان رهایش جابجایی نقطه وسط در حالت رزونانس پارامتریک  همانند حالت 

 .است مودال کاهش یافته

 بررسی سرعت بحرانی -3-4

  .دهدتاثیر دانسیته را بر سرعت بحرانی تیر نشان می) 27- 3(شکل 
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 تاثیر دانسیته بر سرعت بحرانی). 27 -3(شکل

بین  بازهدهد، که در شود، افزایش دانسیته سرعت بحرانی را کاهش میهمانطور که در شکل فوق مشاهده می

بصورت یکنواخت و  9000تا  4000بین  بازهشدت کاهش سرعت بحرانی بیشتر بوده ولی براي  4000تا  50

کشش محوري را بر سرعت بحرانی نشان تاثیر) 28- 3(شکل  .شودشدت کمتري کاهش سرعت مشاهده می

  . دهدمی

 

 تاثیر کشش محوري بر سرعت بحرانی ).28 -3(شکل
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 به مقدار کمیکشش محوري، میزان سرعت بحرانی تیر را شود افزایشکه در شکل فوق مشاهده میهمانطور 

نمودار  .است دهبر سرعت بحرانی نشان داده ش   تاثیر مدول الاستیسته ) 29- 3(در شکل . دهدافزایش می

  .است به صورت لگاریتمی رسم شده

 

 بر سرعت بحرانی   مدول الاستیستهتاثیر  ).29 -3(شکل

سرعت  12 1تا   9 1است ولی براي مقادیر بین     سرعت بحرانی تقریبا مستقل از مدول الاستیسته  9 1 تا 5 1بین   دهد، که براي بر سرعت بحرانی در شکل فوق نشان می    بررسی تاثیر مدول الاستیسیته

تاثیر مدول )  30- 3(در شکل  .کندقرار گرفته و افزایش پیدا می   بحرانی تحت تاثیر مدول الاستیسته

  .است هبر سرعت بحرانی نشان داده شد   الاستیسته 
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 بر سرعت بحرانی   تهیتاثیر مدول الاستیس ).30 -3(شکل

در شکل  .یابدیکنواخت افزایش می به صورت سرعت بحرانی   مدول الاستیسیته با توجه به شکل با افزایش 

  .تاثیر ضریب ویسکو الاستیک بر سرعت بحرانی نشان شده است) 31- 2(

 

  بررسی تاثیر ضریب ویسکوالاستیک بر سرعت بحرانی). 31 -3(شکل

,8 0.25)ضریب ویسکولاستیک در محدوده ،شودمشاهده میفوق  همانطور که در شکل 3.33 18)   

  .است هبر سرعت بحرانی نشان داده شد تاثیر عمق تیر)  32- 3(در شکل  .باشدسرعت بحرانی می مستقل از
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 تیر بر سرعت بحرانی عمقتاثیر  ).32 -3(شکل

افزایش عمق تیر مشاهده شود، افزایش یکنواخت سرعت بحرانی در ازاي همانطور که در شکل مشاهده می

  .است هبر سرعت بحرانی نشان داده شد تاثیر پهناي تیر)  33- 3(در شکل  .شودمی

 

 تاثیر پهناي تیر بر سرعت بحرانی ).33 -3(شکل

  . دهدمی کاهش ر بسیار کمیابه مقد افزایش پهنا، سرعت بحرانی را فوق، با توجه به شکل
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  اعتبار سنجی-3-5

بدون  سازي کد براي تیر تیموشنکو الاستیک ساکن براي اعتبار سنجی تحقیق، فرکانس طبیعی را با ساده

بدون (ساده گاه که براي تیر تیموشنکو الاستیک ساکن با تکیه بدست آورده و با فرمول تئوري کشش محوري

  فرکانسی براي تیر ذکر شدهفرمول . شودمقایسه می ،است دموجو ]30[ مرجع در )کشش محوري

ηجایگذاري که با   =   زیردر رابطه  )9- 2( و  )8- 2( روابط در براي حالت الاستیک 0

 36.475 براي مود دوم برابر طبیعی مقدار فرکانس) 2- 3(با جایگذاري مقادیر فوق در رابطه . آیندبدست می

 36.475فرکانس طبیعی بی بعد برابر  بدست آمد با ساده سازي کد برنامه براي  رسیدن به نوع تیر ذکر شده 

 . طابق با مقدار تئوري آن استمآید که بدست می

 جمع بندي-3-6

هاي مختلف و پاسخ هاي زماندر این فصل براي دو حالت مودال و رزونانس پارامتریک اصلی، شکل مود در 

هاي ویسکو هاي هندسی و پارامترهمچنین تاثیر پارامتر. رسم و بحث شد در نقاط مختلف تیر زمانی

سرعت بحرانی   فرکانس طبیعی و نیز بر رعت محوري و دامنه نوسانات سرعتالاستیک، کشش محوري، س

  . زمانی حالت مودال بررسی شدپاسخ 

)٢-٣ (  ω        −ω   1 +             +       α = 0 

)٣-٣(    =      , α =          

)٣-۴ (   = 32     , G = 12    
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با توجه به کاربردهاي فراوان تیر متحرك محوري معادلات حاکم بر تیر تیموشنکوي ویسکوالاستیک متحرك 

سپس با روش اغتشاشات . محوري که با مدل استاندارد جامد خطی شبیه سازي شده بود، استخراج شد

وثر بر این گونه مرتبه اول و تعیین شرط حل پذیري،معادلات مرتبه صفر ویک حل و تاثیر مجموع عوامل م

تیرها، پارامتر هاي ویسکوالاستیک، پارامترهاي هندسی، کشش محوري و دانسیته آن، بر پاسخ زمانی ، شکل 

   لذا می توان در مورد عواملی که براي طراحی و انتخاب . مودها و سرعت بحرانی این تیر بررسی شد

  .یاز است، بحث کردهایی که در یک تیر متحرك محوري ویسکوالاستیک مورد نشاخص

با توجه به این که در این تحقیق، سرعت تیر به صورت ثابت متوسط با تغییرات هارمونیک  :سرعت تیر

می توان و مشخصات تیر بحث شده، ) 19- 3( ،)5- 3(کوچک، در نظر گرفته شده بود و با توجه با شکل هاي 

زیرا افزایش سرعت محوري باعث، سرعت متوسط مناسبی را در طراحی یک سیستم متحرك انتخاب کرد 

اگر بنا به دلایلی تغییرات  ) 20- 3(و ) 6- 3(هاي  با توجه به شکل. می شود افزایش خیز، افزایش فرکانس

اندکی در دامنه نوسانات سرعت بوجود بیاید، تغییري در فرکانس تیر مشاهده نخواهد شد و در پاسخ زمانی 

  .آن تاثیر چندانی ندارد

افزایش ) 33- 3(و ) 32- 3(، )18- 3(،)17- 3( ،)8- 3(، )7- 3(با توجه به شکل هاي  :هندسیهاي پارامتر

و افزایش پهنا  باشدو در خیز تیر بسیار تاثیر گذار می ، افزایش سرعت بحرانیافزایش فرکانسعمق باعث 

نیز با دقت  لذا با توجه به محدودیت هاي سیستم، این دو عامل .شودمی  خیز ،کاهش فرکانس افزایشباعث 

  .انتخاب شوند

که افزایش دانسیته باعث کاهش خیز، فرکانس ) 27- 3(و ) 16- 3(، )9- 3(با توجه به شکل هاي :دانسیته

فرکانس  هایی است که در پاسخ زمانی ولذا دانسیته تیر از دیگر گزینه ،شودطبیعی وسرعت بحرانی می

  .انتخاب شود بجوانسیستم موثر بوده و باید با بررسی طبیعی 
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مدل بحث شده در این تحقیق مدل استانداردي است که از موازي شدن  :هاي ویسکوالاستیکپارامتر

ضریب افزایش  )31- 3(و ) 13- 3(، )10- 3(هاي با توجه به شکل. با مدل ماکسول فرض شده است)   (فنري

       شکل هاي (    ستیسته مدول الا .باشدباعث کاهش خیز و در فرکانس بی تاثیر میویسکوالاستیک 

ولی درسرعت بحرانی افزایش نداشته  تاثیريفرکانس طبیعی و پاسخ زمانی  در) )29- 3(و )14- 3( ،)11- 3(

 )15- 3(، )12-3(شکل هاي  (    ولی مدول الاستیسته  .شودآن باعث افزایش یکنواخت سرعت بحرانی می

     زمانی بسیار  و در پاسخشود می سرعت بحرانی و طبیعی، افزایش آن باعث افزایش فرکانس ))30-3(و 

الاستیسیته مدل خطی که تیر طبق آن شبیه سازي شده است نیز از دیگر هاي مدوللذا . باشدگذار میتاثیر

  .ندهاي قابل تامل هستگزینه

افزایش کشش محوري، کاهش خیز، افزایش فرکانس طبیعی و افزایش سرعت بحرانی را به  :کشش محوري

لذا ایجاد یک کشش محوري مناسب براي داشتن پاسخ زمانی، فرکانس طبیعی و سرعت بحرانی . همراه دارد

  )).28- 3( و )21- 3(،)4- 3(شکل هاي  (. قابل قبول،  مورد نیاز است 

افزایش زمان رهایش، براي هر دو حالت مودال و ) 26- 3(و ) 22- 3( هايبا توجه به شکل  :زمان رهایش

  .دهدنانس پارامتریک، کاهش جابجایی نقطه وسط را نشان میورز

  

  

  

  

 



 نتیجه گیري و پیشنهادها : فصل چهارم

89 

  :باشدپیشنهاداتی که مطرح می شود در دو راستا می

 براي بهبود پاسخ ها و دقت بیشتر نتایج  هاییپیشنهاد .1

  )مثلا مرتبه دو( اغتشاشاتاستفاده از تئوري مرتبه بالاتر  •

  تعیین فرکانس طبیعی با دقت بالاتر   •

 اعمال مشتق مادي زمانی روي چرخش تیر •

 و تعمیم آن تحقیقبراي گسترش  هاییپیشنهاد .2

  بررسی شرایط مرزي مختلف و تاثیر آن بر خیز، فرکانس طبیعی و سرعت بحرانی •

  دیگربا تئوري هاي تیر  ویسکو الاستیک متحرك محوري بررسی  •

  مدل سازي غیر خطی ویسکوالاستیک تیر متحرك محوري  •

  بررسی تیر ویسکو الاستیک  متحرك محوري با سرعت متغیري غیر از توابع هارمونیک  •

  تعیین سرعت بحرانی براي تیر ویسکو الاستیک متحرك محوري با سرعت متغیر  •

 پایداري و عوامل موثر بر آنبررسی مرزهاي  •

     با حل تحلیلیتحلیل عددي و مقایسه  •

  

  

  

  

  

   



 

٩٠ 

۵- cd 

 

 

 

 

 

 پیوست -۶
  

 

٧- ba 
٨-  



 پیوست

91 

  ]28[سینماتیک محیط پیوسته: پیوست الف

    هنگامی که یک ذره در حال حرکت است، دما، سرعت و تانسور تنش آن ممکن است با زمان تغییر کند

  .توان این تغییرات را به دو صورت توصیف کردمی

  توصیف مادي یا لاگرانژي-1-الف

  .مطالعه مجموعه ذرات محیط پیوسته در بافت اولیه، توصیف مادي گفته می شود

زمان و مختصات مادي  باشند، به صورت زیر بیان  اگر میدان سرعت، دما و تانسور تنش یک ذره توابعی از

   :شوندمی

  )١- الف(

 =   (  ,  ,  ,  )   =   (  ,  ,  ,  )  =   (  ,  ,  ,  ) 
  توصیف فضایی-2-الف

انجام می شود، توصیف فضایی یا  tمطالعه مجموعه ذرات محیط پیوسته در بافتار ثانویه که مطالعه در زمان 

ی شود که میدان یا به عبارت دیگر مشاهده تغییرات در یک موقعیت ثابت نیز بیان م .اولري گفته می شود

  :هاي سرعت، دما و تانسور تنش آن به صورت زیر توصیف می شود

  )٢-الف( 

 =   (  ,  ,   ,  )   =   (  ,  ,   ,  )  =   (  ,  ,  ,  ) 
,1 ) مختصات سه گانه  2, موقعیت ثابت نقاط در یک فضاي فیزیکی به مختصات فضایی شناخته شده  (3 

در این توصیف، . یک ذره است   یک ذره در هر زمان وابسته به مختصات مادي    مختصات فضایی . است
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هاي موقعیت. شود تغییرات یک کمیکت در یک موقعیت ثابت که تابعی از زمان استچیزي که توصیف می

ف فضایی اطلاعات صریحی بنابراین توصی. اوت اشغال شده استهاي متففضایی با ذرات متفاوت در زمان

البته توصیف فضایی و . به تغییرات در مشخصات ذارت هنگامی که حرکت می کنند را نمی دهدنسبت 

  .به زمان هستند مادي هر دو وابسته

    مشتق مادي-3-الف

که با . نرخ تغییرات یک کمیت را در میدان یک ذره نسبت به زمان، مشتق مادي آن کمیت گفته می شود   .شودنمایش داده می       

   .شودهنگامی که توصیف مادي یک کمیت استفاده می - الف

  )٣- الف(
 =   (  ,  ,   ,  )                         

  بنابراین

  )۴- الف(
    =                                         

  .کمیت استفاده شودیک توصیف فضایی که هنگامی  - ب

  )۵- الف(
 =   (  ,  ,   ,  )                         

  .، که وابسته به مختصات مادي استtموقعیت ذرات ماده در زمان :    در واقع 

  )۶- الف(

    =                =            +            +            +                                      
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,      عبارات       , ها ثابت باشند بدست می آیند، هنگامی که دستگاه مختصات     هنگامی که        

بنابراین، مشتق مادي در . هستند   از ذره    هاي سرعت کارتزین استفاده شود، این عبارات مولفه

  :مختصات مستطیلی به صورت

  )٧- الف(
    =     +         +         +                               

  یا

  )٨- الف(
    =     +  .                            

  :اگر میدان دما مستقل از زمان و اگر سرعت ذره عمود بر گرادیان دما باشد آن گاه

  )٩- الف(
    = 0                         
 

  ]5[غتشاشاتتئوري ا مقدمه اي بر: پیوست ب

در این صورت . وجود دارد ε پردازد که در آن ها یک پارامتر کوچکتئوري اغتشاشات به حل معادلاتی می

شود با جایگذاري این حل در معادله و مساوي قرار در نظر گرفته می ε مساله به صورت یک سري از حل

شوند سري ها جملاتی که باعث می در این . آیددادن جملات با توان یکسان حل تقریبی مساله بدست می

گویند، که براي حذف این  secularنهایت میل کرده و واگرا شود، را جملات در زمان هاي طولانی حل به بی

   .شوداستفاده می multiple scale و  Renormalizationجملات از دو روش 
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  تعریف مرتبه یک عبارت-1-ب

  هم مرتبه هستند اگر   ( ) و   ( ) گوییم  

= ( ) ( )  →       )١-  ب(          0 <  | | < ∞   →     ( ) =    ( )  
 1از مرتبه  Aمی تواند هر عددي باشد ولی از نظر فیزیکی انتظار این است که  Aهر چند که از نظر ریاضی   

  .باشد

   )٢-  ب(
 =  (1) 

εبه عنوان مثال در  →   :شودنتیجه می 0

   )٣-  ب(

    =  ( )     =  (1)        =        
  Asymptotic expansion: تعریف سري مجانبی -2-ب

≅ گوییم عبارت  ∑   یک سري مجانبی است  اگر و فقط اگر           

   )۴-  ب(
 ( ) = ∑           +             → ∞  

  .ام است nو بعد از آن هم مرتبه با جمله  Nجملات مرتبه  یا خطاي ناشی از حذف

  :ارتعاشی یک سیستم یک درجه آزاد به صورت  معادله حرکت 

   )۵-  ب(
   ∗   +  ( ∗) = 0 

   )۶-  ب(
 ( ∗) =    ∗ +    ∗  
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  :شکل بی بعد این معادله را می توان به صورت . مشهور است Duffing به معادله )5- ب ( معادله

   )٧-  ب(
      +  +    = 0 

   براي حلدر نظر گرفت که 

   )٨-  ب(
  =   ( ) +    ( ) + ⋯ 

  :شودنتیجه می )7-ب ( در معادله )8- ب ( با جایگذاري معادله . شوددر نظر گرفته می

   )٩-  ب(
     (  +    + ⋯ ) +   +    + ⋯ +  (   +    + ⋯ ) = 0 

  :معادله ها حل می شود    حال بر اساس  مرتبه هاي مختلف 

   )١٠-  ب(
 (  ) →         +   = 0   →   =       +       =      ( +   ) 

   )١١-  ب(

 (  ) →        +   +    →        +   = −      ( +   )       
       = −    4 [   (3 + 3  ) + 3    ( +   )] 

     )١٢-  ب(
   =      ( +   ) 

   )١٣-  ب(
   =      (3 + 3  ) +       ( +   ) +       ( +   ) 

  :شودنتیجه می )11- ب ( جایگذاري در معادله با 

=     )١۴-  ب(    32 ,  = − 3   8 ,   = 0 
=     )١۵-  ب(      ( +   ) +    32    (3 + 3  ) − 3   8      ( +   ) 
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  :شودنتیجه می )8- ب ( با جایگذاري در معادله 

    )١۶-  ب(

 =      ( +   )+        ( +   ) +    32    (3 + 3  )
− 3   8      ( +   )  

+ )     عبارت )16-ب (  در معادله      ایی سري در شود که عامل واگرمی نامیده secularجمله   (  

  .شودحذف جملات سکولار با دو روش ا نجام می. هاي طولانی استزمان

  Multiple scaleروش  -3-ب

  .شوددر نظر گرفته می     t  ،tЄ  ، Єبعی از در این روش حل به عنوان تا

   )١٧-  ب(

 ( ,  ,   ,    , . . ) =  (  ,  ,  , … ,  )   =   ,  =   ,  =    ,  =                      
 :به کمک قاعده زنجیره اي 

   )١٨-  ب(

   =          +          +          =       +      +                                     
   )١٩-  ب(

     =      +      +        ∗      +      +        =      + 2         + ⋯                     
   )٢٠-  ب(

       + 2         +  +    = 0                   
  : شودنتیجه می )7- ب ( با جایگذاري در معادله 
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   )٢١-  ب(
       + 2         +  +    = 0                   

   )٢٢-  ب(
 (  ,  ,  ) =   (  ,  ) +    (  ,  ) + ⋯                   

  :شودنتیجه می )21- ب (  معادلهدر  )22- ب ( معادلهبا جایگذاري 

   )٢٣-  ب(
        +          + 2           +   +    +     + ⋯ 

  :کرده هاي آن را حل جدا کرده و معادلهحال همانند قبل مرتبه هاي مختلف را 

   )٢۴-  ب(
 (  ) =         +   = 0  →   =   (  )   (  +   (  ))  

   )٢۵-  ب(
 (  ) =         +   + 2           +    = 0 

   )٢۶-  ب(
        +  = −2     (−     (  +   ) −       (  +   ) )  

   )٢٧-  ب(

        +   = 2          (  +   )
+  2        − 3   4     (  +   ) −    4    (3  + 3  )   

   )٢٨-  ب(
      = 0 

  .نیست    تابع    زیرا

   )٢٩-  ب(
2        − 3   4 = 0 →   = 3   8   +                   

   )٣٠-  ب(
        +   = −    4    (3  + 3  )  

=     )٣١-  ب(      (  +   ) +    32    (3  + 3  )               
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 : شودنتیجه می )22- ب ( با جایگذاري در معادله 

   )٣٢-  ب(

 =        + 38      +    +          + 38      +    
+    32     3 + 98      + 3                   

 شریط حل پذیري-4-ب

معمولا مسائل  . مسائل در ادامه نیاز به حل دارند، multiple scaleدر استفاده از روش اغتشاشات، مثل روش 

براي مشخص کردن . مرتبه اول همگن هستند، در حالی که مسائل مرتبه بالاتر خطی و غیر همگن هستند

وابستگی مقیاس هاي آهسته،  باید مسائل مرتبه بالاتر و شرایط وضع شده بررسی شده تا سري را یکنواخت 

. می شود  small divisorو اي سکولار براي مسائل ارتعاشی غیر خطی پروسه بالا منجر به حذف ترم ه. کند

، زیرا آسان است  small divisorدر یک سیستم یک درجه آزاد، ایجاد شرایط براي حذف ترم هاي سکولار و 

ترم هاي سکولار ایجاد می کنند، برابر صفر در  تمام آنچه باید انجام شود این است که ضرایب عباراتی که 

م هاي چند درجه آزاد هنگامی که معادلات حاکم کوپل به هم هستند، در حالی که سیست. نظر گرفته شود

غیر یکنواختی در سري ها ارضا تمام شرایط مرزي با . حذف کردن ترم هاي سکولار کمی پیچیده است

. ناسازگاري با ایجاد شرایط مشخص، برطرف می شود. مشکل مواجه ساخته و منجر به ناسازگاري می شود

این شرایط از معادلات دیفرانسیل همگن با . ذیري یا سازگاري منسوب شده استاین شرایط، به حل پ

  .شرایط مرزي مختلف استخراج شده است

  

      حال شرایط حل پذیري را براي یک سیستم خاصی از معادلات دیفرانسیل معمولی مرتبه اول بررسی

  .می شود
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− ) −    )٣٣-  ب(    )  +       +        + 1    (     ) =   ( ) 
− )   −   )٣۴-  ب(    )  +       +     =   ( ) 
   )٣۵-  ب(

−   ( −    )  +    =   ( ) 
   )٣۶-  ب(

−   ( −    )  +      =   ( ) 
   )٣٧-  ب(

−   ( −    )  +        +  (ϒ− 1)( −    )  =   ( ) 
   )٣٨-  ب(

    =     +      
   )٣٩-  ب(

  −     =                 =    
   )۴٠-  ب(

  −     =                 =    
یادآوري . هستند  وابسته به   ϒ,  ,  , , , یا    توابع معلومی از ( )  و  ,   ,  ,  ,  در حالی که

حل غیر بدیهی دارند لذا مسائل غیر  در تحلیل، مسائل همگن. معادلات جبري هستند ،چهار معادلهمی شود 

  .یک شرط حل پذیري ارضا شودهمگن تنها یک راحل دارند اگر 

           ، معادله  در  )34- ب (  ، معادله   در  )33- ب ( براي مشخص کردن شرط حل پذیري معادله 

ضرب می    در  )38- ب (  هو معادل    در  )37- ب (  و معادله   در  )36- ب (  ، معادله  در  )35- ب ( 

تبدیل    به    تا مشتق را از    تا    سپس نتایج معادلات را با هم جمع و انتگرال گرفته از . شود

  :آیدشودکه بدست می
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   )۴١-  ب(

      [−    +    ]      +       −     +      −          +             +        −    +            +    [−     −       ]      +         −    +      +  (ϒ− 1)    +              +      [−     −     ]      + [      +     ]|    
=             

 
    

=   در حالی که  − =  )براي پیدا کردن توابع الحاقی ابتدا مساله همگن .      0,  = 0).  

زیرا معادلات الحاقی با مساوي صفر قرار . جدا شوند   بعد از ساده سازي انتگرال به صورتی که ضرایب 

 :که نتیجه آن .ها به دست می آید   دادن ضرایب هر کدام از  

+    −   )۴٢-  ب(    = 0 
+     −   )۴٣-  ب(      −          +      = 0 
   )۴۴-  ب(

−    +     = 0 

+        )۴۵-  ب(       = 0 
   )۴۶-  ب(

    −   +      +  (ϒ− 1)    +       = 0 
+        )۴٧-  ب(     = 0 
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. هستند  )40- ب (   تا )33- ب ( معادلات الحاق شده به معادلات همگن  )47- ب ( تا  )42- ب ( معادلات 

=  ،    براي مشخص کردن شرایط مرزي توابع  الحاقی      و از معادله شده قرار داده )41- ب ( در معادله  0

  :که نتیجه آن به صورت.می  شوداستفاده  )47- ب ( تا  )42- ب ( 

   )۴٨-  ب(
[      +     ]    = 0 

=   ، )40- ب ( و  )39- ب ( در معادلات. است حساب کرده و    را بر حسب     قرار داده و سپس 0

  :شودادله فوق را به صورت زیر باز نویسی میمع

   )۴٩-  ب(
[      +   ]          (  ) − (      +    )           (  ) = 0  

در معادله فوق به صورت مستقل  (  )  و  (  )  هر کدام از ضرایب  براي ارضاي شرایط مرزي الحاقی،

  :که نتیجه آن به صورت. حذف می شوند

   )۵٠-  ب(

      +       = 0                  =          +       = 0                  =    
 )50-ب ( هايبر طبق شرط مرزي)47- ب (  تا )42- ب (  الحاقی با معادله بنابراین مساله همگن. است

            در معادله )47- ب ( تا  )42- ب (  با برگشت به معادله غیر همگن، با استفاده از معادلات. شودمی مشخص

 :شودمعادله زیر حاصل می )41- ب ( 

   )۵١-  ب(
[      +     ]     =         

 
            

    بر حسب )40- ب ( و  )39- ب ( از     و تعیین    بر حسب )50- ب (  از معادله   با بدست آوردن 

  .شودسپس معادله فوق به صورت زیر باز نویسی می
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   )۵٢-  ب(
    (  )  (  ) −     (  )  (  ) =         

 
            

  .که معادله فوق شرط حل پذیري مورد نیاز است

    



 

١٠٣ 

٩- cd  
10-  
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ABSTARCT 

This research investigates the vibrations of an axially accelerating 

viscoelastic Timoshenko beams. The beam is viscoelastic in shear which 

obeys The standard linear solid model and incompressible in bulk. The 

axial speed is characterized by a simple harmonic variation about a 

constant mean speed. The governing partial-differential equations are 

derived from Newton’s second law. The method of multiple scales is 

applied to the equations to establish the solvability conditions in modal 

analysis and principal parametric resonance.The viscoelastic beam by a 

parametric study, the effects of velocity, geometriy and viscoelastic 

parameters investigate on the time history response, natural frequency and 

critical velocity. 

 

  

  

  

  

  

  

  

  


