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 تشکر و قدردانی

 به طریق علم و دانش خشید وسپاس بی کران پروردگار یکتا را که هستی مان ب 

ز فتخرمان نمود و خوشه چینی ام رهنمونمان شد و به همنشینی رهروان علم و دانش 

 علم و معرفت را روزیمان ساخت.
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حلیلی تحل نامه ی شاهرود نویسنده پایاندانشگاه صنعت مهندسی مکانیک و مکاترونیکدانشکده 

 برای جریان و انتقال حرارت سیال ویسکوالاستیک در کانال های مستطیلی مستقیم

 .شوممتعهد می دکتر محمد حسن کیهانیی یتحت راهنما

  برخوردار است . توسط اینجانب انجام شده است و از صحت و اصالت نامهپایانتحقیقات در این 

  از نتایج پژوهشهای محققان دیگر به مرجع مورد استفاده استناد شده است .در استفاده 

  متیازی در هیچ اتاکنون توسط خود یا فرد دیگری برای دریافت هیچ نوع مدرک یا  نامهپایانمطالب مندرج در

 جا ارائه نشده است .

   دانشگاه » ام ت مستخرج با نو مقالا باشدمیکلیه حقوق معنوی این اثر متعلق به دانشگاه صنعتی شاهرود

 به چاپ خواهد رسید .«  Shahrood  University  of  Technology» و یا « صنعتی شاهرود 

  مقالات مستخرج از  تأثیرگذار بوده اند در نامهپایانحقوق معنوی تمام افرادی که در به دست آمدن نتایح اصلی

 رعایت می گردد. نامهپایان

  استفاده شده است ضوابط  ، در مواردی که از موجود زنده ) یا بافتهای آنها ( نامهپایاندر کلیه مراحل انجام این

 و اصول اخلاقی رعایت شده است .
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 چکیده
های مستطیلی مستقیم، ویسکوالاستیک گذرنده از کانال حاضر جریان و انتقال حرارت سیالدر مطالعه 

صورت تی بهیافته هیدرودینامیکی و حرارها و در ناحیه کاملا توسعهتحت شار حرارتی ثابت بر دیواره

سازی سیال استفاده جهت مدلمعادله ساختاری مورد . است تحلیلی مورد بررسی قرار گرفته

های محبوب جهت باشد که از جمله مدلمی FENE-Pرخطی ویسکوالاستیک مورد مطالعه، مدل غی

قال شود. در این مطالعه جهت حل میدان جریان و انتهای رقیق پلیمری محسوب میسازی محلولمدل

های وشاز روش انتگرالی ریتز استفاده شده که در زیرمجموعه ر FENE-Pحرارت سیال ویسکوالاستیک 

دست آمده برای میدان گیرد. مقایسه نتایج بهقات جزئی قرار میحساب تغییرات برای حل معادلات مشت

ز ریتز اباشد. همچنین استفاده با مطالعات پیشین مؤید کارآمدی و دقت بالای روش ریتز میجریان 

الاستیک کند. پس از حل میدان جریان سیال ویسکومرتبه چهارم برای دقت چهار رقم اعشار کفایت می

FENE-Pاد مقطع بعابعدی از جمله عدد دبورا، پارامتر قابلیت کشش مدل و نسبت ترهای بی، تاثیر پارام

پارامتر  دهد که با افزایش عدد دبورا و کاهشاند. نتایج نشان میکانال بر توزیع سرعت بررسی شده

زایش شوندگی سیال سرعت ماکزیمم در مرکز کانال افدلیل تشدید رفتار رقیققابلیت کشش مدل، به

ا تقسیم بابد. همچنین افزایش نسبت ابعاد مقطع کانال منجر به کاهش سرعت ماکزیمم خواهد شد. یمی

کاهش  مشخص شد که با افزایش عدد دبورا یادست آمده نسبت به سرعت متوسط توزیع سرعت به

یته شوندگی سیال ویسکوالاستیک، ویسکوزدلیل افزایش خاصیت رقیقپارامتر قابلیت کشش مدل، به

رکز تر شدن پروفیل سرعت در هسته جریان )در مجاورت میابد که این امر منجر به مسطحش میکاه

بعد ذکر رهای بیعلاوه بر پارامت ت ویسکوزکانال( خواهد شد. در حل معادله انرژی با در نظر گرفتن تلفا

یل و رد تحلمو FENE-Pبعد برینکمن نیز بر انتقال حرارت سیال ویسکوالاستیک ، تاثیر عدد بیشده

لیت کشش د که با افزایش عدد دبورا و کاهش پارامتر قابهدبررسی قرار گرفته است. نتایج نشان می

کمن مثبت که د. برای اعداد برینیابهای کانال افزایش میمیزان تلفات ویسکوز در مجاورت دیواره ،مدل

 ،کشش مدل و کاهش پارامتر قابلیتشود، با افزایش عدد دبورا ها به سیال منتقل میحرارت از دیواره

ا برای یابد که این امر منجر به کاهش عدد ناسلت نیز خواهد شد. امدمای میانگین سیال کاهش می

و کاهش  شود، با افزایش عدد دبوراها منتقل میاعداد برینکمن منفی که حرارت از سیال به دیواره

ج نشان ت افزایش خواهند یافت. همچنین نتایدمای میانگین و عدد ناسل ،پارامتر قابلیت کشش مدل

شخص، مدهد که با افزایش عدد برینکمن مثبت و منفی در یک عدد دبورا و پارامتر قابلیت کشش می

 عدد ناسلت به ترتیب کاهش و افزایش خواهد یافت.

ر شا روش ریتز، کانال مستطیلی مستقیم،، FENE-Pمدل ، سیال ویسکوالاستیک کلمات کلیدی:

 تلفات ویسکوز تی ثابت،حرار
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 مقدمه 1-1
ها همواره به عنوان یک مسئله کلاسیک و اساسی در علم ها و کانالجریان و انتقال حرارت داخل لوله

بررسی دینامیک امروزه  و انتقال حرارت، مورد توجه بسیاری از محققین بوده است. مکانیک سیالات

دایروی به دلیل کاربرد هایی با مقاطع غیرفته در کانالهای آرام و آشجریان سیالات و انتقال حرارت

 ت.ای برخوردار اساز اهمیت ویژه 1های حرارتی فشردهمبدلاز جمله  موارد مختلف ها درگسترده آن

تر از دایروی به مراتب پیچیدههایی با مقاطع غیرک و انتقال حرارت جریان در کانالآنالیز هیدرودینامی

یافته هیدرودینامیکی و کاملا توسعه ناحیهدر  ها،برای این نوع کانال مثال عنوانباشد. به ها میلوله

که معمولا  دی انجام شود، حال آنبعو انتقال حرارت باید به صورت دو ب اصطکاکتحلیل ضری ،حرارتی

ی با مقاطع هایذکر است که برای کانالگیرد. لازم بهبعدی صورت میها این تحلیل به شکل یکبرای لوله

عمده مطالعات  .بعدی انجام خواهد گرفتصورت سهها بهتوسعه، این تحلیلدر حال ناحیهدایروی در غیر

های عددی در قالب مطالعات آزمایشگاهی و حلپیشین در این زمینه معطوف به سیالات نیوتنی بوده که 

نیوتنی برد وسیع انواع سیالات غیررمحققین انجام شده است. با توجه به کابسیاری از توسط  ،و تحلیلی

ای برخوردار سیالات از اهمیت ویژه دسته از این بررسی جریان و انتقال حرارت ،تلفهای مخدر زمینه

 است.

ای تنها رابطه ،ایگونهگونه رفتار تسلیمبدون هیچ سیال نیوتنی سیالی است که در آن تنش برشی

ه فاقد صورت سیالی کهسادگی بتوان بهغیرنیوتنی را می بر این اساس سیال خطی با نرخ برش دارد.

به ان، وابسته نیوتنی به سه گروه کلی سیالات مستقل از زمیر. سیالات غرفتار نیوتنی است، تعریف نمود

 شوند.زمان و ویسکوالاستیک تقسیم می

خطی از ابعی غیرها تنش برشی تنها تاز زمان سیالاتی هستند که در آن نیوتنی مستقلسیالات غیر

ن گروه از سیالات ای باشد.کوزیته تنها تابعی از نرخ برش مینرخ برش است. یعنی در این سیالات ویس

در مـوادی کـه دارای تنش شوند. دارا و فاقد تنش تسلیم تقسیم می خود به دو دسته کلی سیالات

این  باشد.میآن  سیلانتسلیم هستند شرط جریان ماده، رسیدن تنش به حد مشخصی برای شروع 

به دو دسته پلاستیک نیوتنی مستقل از زمان که دارای تنش تسلیم هستند، خود دسته از سیالات غیر

د که در دسته اول ویسکوزیته مقداری ثابت است، شوتقسیم می 3بالکلی-پلاستیک هرشلو  2بینگهام

هستند یابد. سیالاتی که فاقد تنش تسلیم کاهش می ،اما در دسته دوم ویسکوزیته با افزایش نرخ برش

شوند که ( تقسیم می7شونده)غلیظ 6( و دایلاتنت5شونده)رقیق 4پلاستیکنیز به دو دسته سیالات شبه

های ، منحنی1-1یابد. در شکل خ برش به ترتیب کاهش و افزایش میها ویسکوزیته با افزایش نردر آن

 مستقل از زمان نمایش داده شده است. غیر نیوتنی تنش برشی در برابر نرخ برش برای سیالات

                                                 
 1 Compact heat exchanger 
 2 Bingham plastic 
 3 Herschel bulkley 

 4 Psuedoplastic 

 5 Shear thinning 

 6 Dilatant 
 7 Shear thickening 
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 های تنش برشی در برابر نرخ برش برای سیالات غیرنیوتنی مستقل از زمانمنحنی :1-1شکل 

ها ویسکوزیته علاوه بر این که تابعی از نرخ برش ابع زمان سیالاتی هستند که در آننیوتنی تسیالات غیر

از مواد به دو دسته سیالات تیکسوتروپیک و  گروهطور کلی این بهباشد. نیز میهست، تابعی از زمان 

د. در سیالات تیکسوتروپیک، اگر ماده تحت یک نشوتیکسوتروپیک( تقسیم می)آنتی سیالات رئوپکتیک

پذیر نسبت به زمان پیدا اده شود، تنش برشی یک کاهش برگشتنرخ برش ثابت و دمای معین قرار د

کاملا برعکس  این رفتارسیالات رئوپکتیک  در یابد.میبا گذشت زمان ویسکوزیته کاهش  خواهد کرد و

رابر نرخ برش را برای سیالات های تنش برشی در ب، منحنی2-1شکل . باشدمواد تیکسوتروپیک می

 دهد.نیوتنی تابع زمان نشان میغیر

                           
 های تنش برشی در برابر نرخ برش برای سیالات غیرنیوتنی تابع زمانمنحنی: 2-1شکل 

 



 

4 

 

از باشند. واص ویسکوز و الاستیک را دارا میطور توامان خموادی هستند که به 1ویسکوالاستیک مواد

جا که در سیالات تنش تابعی از نرخ برش و در جامدات تابعی از خود برش است، لـذا ایـن مواد دارای آن

سهم ویسکوز نسبت به  ،در سیالات و جامدات ویسکوالاستیک .باشندمیواص همزمان جامد و سیال خ

ها را از هایی دارند که آنمواد ویسکوالاستیک ویژگی باشد.به ترتیب بیشتر و کمتر می سهم الاستیک

 ها عبارتند از:د. برخی از این ویژگینکنسایر مواد مجزا می

 تنش هستند. دارای زمان رهایی از-1

 (باشدمیدارای ثابت زمانی تاخیر هستند. )ماده دارای حافظه -2

 پلاستیک )رقیق شونده( است.خطی و از نوع شبهها غالبا غیرسهم ویسکوز آن-3

 دارای اختلاف تنش نرمال اول و دوم هستند.-4

 ویسکوزیته کشسان قابل توجهی دارند. -5

 

. مدل اندمواد ویسکوالاستیک ارائه شده رفتار سازیمعادلات ساختاری متنوعی جهت مدل تاکنون

باشد مواد ویسکوالاستیک میرفتار خطی مهم، جهت بررسی های غیریکی از مدل P-FENE2ساختاری 

ت یق نیز نسبرقی نیمههاتواند به محلولدست آمده است، اما میهای رقیق پلیمری بهکه برای محلول

های پلیمری کند که بین مولکولود بیان میشمدل که از تئوری مولکولی حاصل میداده شود. این 

های پلیمر به نیز وجود دارند. در واقع مولکولخطی غیرهای ویسکوز، نیروهای الاستیک علاوه بر نیرو

های فنر که از قانون باشندمیهایی به یکدیگر متصل اند و با فنرمدل شده 3های دمبل شکلصورت وزنه

سازی های پلیمری است که در شبیهاین مدل یکی از معدود مدل کنند.خطی )قانون هوک( تبعیت نمی

 گیرد.میک سیالات مورد استفاده قرار میدینا

 پیشینه پژوهش 2-1

و  ]1[نخستین بار توسط گراتز  های بستهنیوتنی داخل کانال تمطالعه انتقال حرارت جریان آرام سیالا

ها با فرض اینکه دمای سیال خارج آن مورد بررسی قرار گرفت. ]2[ طور مستقل توسط ناسلتسپس به

ای به توزیع دمای سیال نیوتنی در لوله یکسان هستند،دمای دیواره دو مقدار ثابت و غیراز لوله و نیز 

انتقال حرارت جابجایی مورد های مفصلی را در گزارش ]3[ دست آوردند. شاه و لندنرا به Rشعاع 

و  ی، مستطیلی، مثلثیروهای مستقیم با مقاطع دایلت نیوتنی بین دو صفحه موازی و انواع کاناسیالا

ه های گذشته ارائه شدکارهای متعددی در ارتباط با این مسائل در پس از آن، حل بیضوی ارائه دادند.

. بارلتا و باشدمیموجود  ]5،  4[ جابجایی های انتقال حرارتها در کتابکه گزارش و نتایج آن است

های در کانال 4حلی تحلیلی را برای انتقال حرارت جابجایی اجباری جریان اسلاگ ]6[ پولویرنتی

                                                 
 1 Viscoelastic material 

 2 Finitely extensible nonlinear elastic 

 3 Dumbbell beads 

 4 Slug flow 
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مربوط به  که نوع شرط مرزی مختلف 8ها تلفات ویسکوز ارائه دادند. آننظر گرفتن مستطیلی و با در

بعد و عدد دست آوردن دمای بیرا جهت به باشندمی هایوارهیکنواخت اعمال شده بر دهای حرارتی شار

نظر کردن از هدایت حرارتی محوری و استفاده از روش همچنین با صرف ناسلت موضعی بررسی کردند.

فرض  در حالت شار ثابتگاهی  ، یک حل تحلیلی برای ناحیه ورودی کانال ارائه شده است.1جمع آثار

کند. در این هر مقطع از کانال ثابت بوده و فقط در راستای جریان تغییر میشود که دمای دیواره در می

باشد. اما برای شرط مرزی میH1 که مسئله دارای شرط مرزی حرارتی نوع  ادعا کردتوان حالت می

حلی  ]7[ ژائو و هارتنت شود.سازی برای دمای دیواره در نظر گرفته نمیاین ساده H2 حرارتی نوع

ها با حل معادله های مستطیلی ارائه دادند. آنتقال حرارت جریان اسلاگ در کانالبرای انتحلیلی را 

که حالی، درH2یافته حرارتی، پروفیل دما را برای شرط مرزی حرارتی نوع ه کاملا توسعهانرژی در ناحی

پروفیل دما و دست آوردند. سپس با استفاده از روش جمع آثار، دیواره تحت گرمایش قرار دارد به یک

به  ]8[ و همکاران مردانهای گرم شده بررسی کردند. شاهرا برای تعداد بیشتری از دیواره عدد ناسلت

های مستطیلی پرداختند و عدد ناسلت موضعی و میانگین ی انتقال حرارت جابجایی در کانالحل تحلیل

ا حل خود را برای هر دو نوع شرط هدست آوردند. آنبعی از نسبت ابعاد مقطع کانال بهرا به صورت تا

ار حرارتی ثابت بر یافته تحت شبوط به انتقال حرارت کاملا توسعه، که مرH2و  H1مرزی حرارتی 

ارائه دادند. نوآوری اصلی این مطالعه، ارائه یک قید فیزیکی جدید برای حل مسئله  ،باشدها میدیواره

 ریبینسکی و همکاران باشد.می 2Hمرزی حرارتی نوع  ی مربوط به شرطبعد شدهدر آنالیز بی ،2نیومن

 ،یافتهسلت جریان آرام و کاملا توسعهو عدد نا 3فانینگ ه حل تحلیلی را برای ضریب اصطکاکدو را ]9[

ها ارائه دادند. آن ،تن تلفات ویسکوزهای کوچک مستقیم با مقطع مستطیلی، بدون در نظر گرفدر کانال

و دما در  های سرعتهای تحلیلی را برای پروفیلحلراه ،H1با در نظر گرفتن شرط مرزی حرارتی نوع 

دست آوردند که عبارت اول یک حل مجانبی برای جریان آرام بین صفحات قالب دو عبارت صریح به

ع کانال این باشد که با افزایش نسبت ابعاد مقطهمگرا می شدتموازی است و عبارت دوم یک سری به 

برای اولین بار با استفاده از روش بسط  ]10[ نوروزی و همکاران سری به سمت صفر میل خواهد کرد.

الاضلاع ارائه هایی با مقطع مثلث متساویارت جابجایی در کانالمحدود، حلی تحلیلی را برای انتقال حر

ها عدد ناسلت را فته شده است. آنیع دما در نظر گردادند. در این مطالعه اثر تلفات ویسکوز بر توز

صورت تابعی از عدد برینکمن استخراج کرده و ثابت کردند که در عدد برینکمن صفر، دمای ماکزیمم به

حلی تحلیلی را  ]11[ یووائیزوک .خواهد شد 9/28و  9/5و عدد ناسلت در مرکز کانال به ترتیب برابر 

م نیوتنی با خواص ثابت داخل لوله ارائه داد. او با در نظر برای انتقال حرارت جابجایی اجباری جریان آرا

نوع  2یافته هیدرودینامیکی و حرارتی است، هوسعگرفتن تلفات ویسکوز و با فرض اینکه جریان کاملا ت

صورت د و توزیع دما و عدد ناسلت را بهشرط مرزی شار حرارتی ثابت و دمای دیواره ثابت را بررسی کر

د برینکمن بزرگتر ادست آورد. نتایج نشان داد که اثر تلفات ویسکوز برای اعدنکمن بهتابعی از عدد بری

 .باشدمیبسیار چشمگیر  یکاز 

                                                 
 1 Superposition principle 

 2 Neumann problem 

 3 Fanning friction factor 
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هایی با انواده ویسکوالاستیک ها در کانالویژه خنیوتنی بهغیربررسی جریان و انتقال حرارت سیالات 

 CEF1با استفاده از مدل  ]12[ همکارانه است. دادسون و دمقاطع مختلف همواره مورد توجه محققین بو

های مستطیلی کانال، داخل ایجاد شده در سیالات ویسکوالاستیک 2های ثانویهبه بررسی جریان

دست آمده را که حاوی ترکیب چند ماده خاص بود لول ویسکوالاستیک بهها در ادامه محآنپرداختند. 

عددی گزارش  سازین نتایج آزمایشگاهی و مدلبی را خوبیدر آزمایشگاه مطالعه کردند و هماهنگی 

ها، جریان و روش حساب اختلال CEFبا استفاده از مدل  ]13[ . در همین زمینه تانسند و همکاراندادند

تحقیق آزمایشگاهی، ر د همچنین هانآهای مستطیلی مطالعه کردند. در کانالسیال ویسکوالاستیک را 

را بررسی کردند که در هر شش مورد، هشت جریان ثانویه  ستیک مختلفالاجریان شش سیال ویسکو

های ثانویه با همچنین دریافتند که شدت جریان هادر مقطع کانال مستطیلی گزارش شده است. آن

نوسانی به بررسی حرکت  ]14[ اوبرین و همکاران. ای مستقیم داردوم رابطهف تنش نرمال دتلااخ

های در کانال ،دینامیکی پیچیده یبا ویسکوزیته ،گرادیان فشارتحت  3اولدرویدسیالات  الخطمستقیم

صورت تابعی از خطی، به الاستیکهای مربوط به جریان سیال ویسکومستطیلی مستقیم پرداختند. حل

با استفاده از  را حل عددی هاآن عدد استوکس، نسبت ابعاد مقطع و دو ثابت زمانی اولدروید ارائه شد.

ستیک الاگیری خواص مواد ویسکوچنین پیشنهاداتی برای اندازهو هم دادهدود انجام های تفاضل محروش

در  ،نیوتنیهای آرام و آشفته نیوتنی و غیربه بررسی جریان ]15[ هارتنت و کاستیک دادند.ارائه 

حیه ها شرایط مرزی حرارتی مختلفی را بررسی کرده و نتایج را برای ناهای مستطیلی پرداختند. آنانالک

در این مطالعه برای تحلیل  یافته هیدرودینامیکی و حرارتی ارائه دادند.توسعه و کاملا توسعهدر حال 

های مختلف این مدل ارائه ازای شاخصاستفاده شد و نتایج به 4نیوتنی از مدل پاورلوهای غیرجریان

در  ،5ریولین-راینرسیال ی مربوط به های ثانویهبه بررسی عددی جریان ]16[ ارتنتژائو و هگردید. 

دست آوردن جریان جهت به محدود های تفاضلهایی با مقاطع مربعی و مستطیلی پرداختند. روشکانال

کار گرفته شد. اثر اختلاف تنش نرمال دوم، عدد رینولدز و ، جریان ثانویه وضریب اصطکاک به6اولیه

ها به این نتیجه رسیدند ویه مورد بررسی قرار گرفت. آنثانهای شدت جریانبر  نسبت ابعاد مقطع کانال

با  ]17[ ژو و همکاران که اثر جریان ثانویه بر نرخ جریان اولیه و ضریب اصطکاک قابل اغماض است.

ن استفاده از روش حجم محدود و افزودن عبارتی به نام فشار مصنوعی به دو سمت معادله مومنتوم، جریا

ها به منظور عه کردند. لازم به ذکر است که آنهای مستطیلی مطالر کانالسیال ویسکوالاستیک را د

با  ]18[ محجوب و همکاران استفاده کردند. PTT7سازی عبارت تنش از شکل بهبود یافته مدل مدل

های مستطیلی پرداختند. نیوتنی در میکروکانالهای غیراناستفاده از مدل پاورلو به حل عددی جری

ها . آنه استها لحاظ شدهای مرزی لغزشی بر روی دیوارهآرام در نظر گرفته شد و شرط یا وجریان پا

های مختلف پاورلو و نسبت ابعاد مختلف مقطع کانال حل کرده و نشان دادند مسئله را به ازای شاخص

نین باشد. همچپلاستیک میتر از سیالات شبهسیالات دایلاتنت بسیار مشهود که اثر سرعت لغزشی بر
                                                 
 1 Criminale-Ericksen-Filbey  
 2 Secondary flow 

 3 Oldroyd fluids 

 4 Power law model 

 5 Reiner-Rivlin fluid 
 6 Primary flow 

 7 Phan-Thien-Tanner 
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 شود.تن عدد رینولدز و ضریب اصطکاک میرفافزایش شاخص پاورلو منجر به بالانتایج نشان داد که 

به بررسی عددی جریان و انتقال حرارت جابجایی اجباری و توام در سیالات  ]19[ نوروزی و همکاران

CEF  .ری و آزاد مورد بررسی های ثانویه را بر انتقال حرارت جابجایی اجباها تاثیر جریانآنپرداختند

دست آوردند. نتایج نشان داد که نیروی بههای ثانویه را و توزیع سرعت، دما، فشار و جریانقرار دادند 

 های ثانویه و انتقال حرارت دارد.بر تولید جریاناثر بیشتری  ،شناوری نسبت به اختلاف تنش نرمال دوم

ختلاف تنش نرمال دوم و استفاده از مدل ساختاری با غیر صفر در نظر گرفتن ا ]20[ پرز و همکاران

PTTدر جریان  ،ثانویه بر افزایش انتقال حرارت های، حلی عددی را جهت بررسی اثر جریان

ها را ثابت بر دیوارهها شار حرارتی اعمال شده مستطیلی ارائه دادند. آن انالویسکوالاستیک گذرنده از ک

را هم بر روند انتقال حرارت لحاظ کردند. نتایج حاکی از افزایش اعداد  در نظر گرفتند و اثر جابجایی آزاد

باشد. منشا رارت برای جریان ویسکوالاستیک میناسلت موضعی و میانگین و به تبع آن افزایش انتقال ح

شوندگی و همچنین وجود خاصیت رقیق خصوصبهسیال،  1اصلی این افزایش، خواص رئولوژیکی

نیروی شناوری بر انتقال حرارت نشان دادند  تاثیر ها با بررسیباشد. همچنین آنیهای ثانویه مجریان

با  ]21[ همکاران و لالیجیابد. کاهش می که اثر نیروی شناوری با افزایش اختلاف تنش نرمال دوم

های کانالر د ،در حال توسعه الاستیکجریان ویسکو سازی عددیشبیهبه  ،PTTاستفاده از مدل 

بعدی ارزیابی کنند. در این پژوهش ی را به صورت سهدورو ها توانستند اثر ناحیهپرداختند. آن مستطیلی

ها به این نتیجه رسیدند سازی شدند. آنهای گردابی آشکارفته شد و جریانشرایط اولدروید در نظر گر

های ثانویه شکل یافته، جریانتوسعه کاملا و تا رسیدن جریان به حالتکه در مقاطع آغازین کانال 

یافته توسعهکاملا های عرضی در این ناحیه بسیار بیشتر از ناحیه که شدت جریانحالیگیرند، درنمی

تنش نرمال دوم و در  فختلاستیک، بر شدت االاها دریافتند که با افزایش خواص چنین آن. همباشدمی

یافته بیشتر قابل مشاهده توسعهکاملا  این افزایش در ناحیه شود وزوده میهای عرضی افنتیجه جریان

و انتقال  خزشی حل دقیقی را برای جریان CEFبا استفاده از مدل  ]22[ نوروزی و همکاران .است

ها مواردی نظیر ارائه دادند. آنهای خمیده با مقطع مستطیلی انالدر ک ،سیال ویسکوالاستیکحرارت 

دست ار، میدان تنش و عدد ناسلت را بهتوزیع فش، 2مقاومت جریان نسبتسرعت محوری، نرخ جریان، 

های نرمال اول و اختلاف تنش 3کانال، نسبت خمیدگیمقطع هایی مانند نسبت ابعاد آوردند و اثر پارامتر

ی به بررس ]23[ . نئوفیتو و همکارانکردندبررسی  و دوم را بر جریان و انتقال حرارت سیال مورد نظر

با تغییر ها های مستطیلی پرداختند. آنبوط به کانالمر 4راهدر سه ،نیوتنی پاورلوهای نیوتنی و غیرجریان

شوندگی جریان را ارزیابی شوندگی و غلیظ، رفتار رقیق25/1 الی 2/0شاخص مدل پاورلو در محدوده 

های یلیر عدد رینولدز را بر پروفنیوتنی، تاثهای نیوتنی و غیردست آمده برای جریاند. نتایج بهکردن

ها التی که فشار اعمال شده بر خروجیهمچنین برای ح دهد.رعت در نقاط مختلف کانال نشان میس

ها سبت نرخ جریان بین ورودی و خروجیشوندگی بر نشوندگی و غلیظیکسان باشد، تاثیر رفتار رقیق

 به ،افتداتفاق میها لغزش روی دیواره فرض اینکهبا  ]24[ دامیانو و همکاران. نشان داده شده است

                                                 
 1 Rheological properties 

 2 Flow resistance ratio 

 3 Curvature ratio 

 4 T junction 



 

8 

 

ها آن. پرداختند های مستطیلیدر کانال ،بالکلی-سیال هرشل مربوط به 1بررسی عددی جریان پوازی

که هیچ  شددر ابتدا فرض  دادند.رانی مختلف مورد بررسی قرار چهار رژیم جریان را برای سه فشار بح

تر اتفاق روی میانه دیوار عریض غزش فقط برلغزشی وجود ندارد، سپس حالتی را در نظر گرفتند که ل

شود و ای بر روی دو دیوار اعمال میظر قرار دادند که لغزش تا اندازهافتد، بعد از آن حالتی را مد نمی

ها نتایج را برای چنین آنافتد. همجا اتفاق میغیر در همهدر نهایت حالتی را بررسی کردند که لغزش مت

کانال مقطع های مختلف پاورلو و نسبت ابعاد مختلف د لغزش، تواناز عدد بینگهام، عد ه وسیعیدمحدو

بررسی عددی و  به 2بی-اولدرویدبا استفاده از مدل  ]25[ یرو و همکارانئریب .مورد ارزیابی قرار دادند

آزمایشگاهی جریان سیال ویسکوالاستیک گذرنده از یک سیلندر محبوس شده داخل کانال مستطیلی 

ه در این پژوهش جریان از حالت خزشی تا شروع حالت وابسته به زمان مورد ارزیابی قرار گرفت .پرداختند

است را بررسی  3شونده و دو سیال باگرسکوالاستیک که شامل یک سیال رقیقسه سیال وی ها. آناست

سنجی کردند. ری اعتبادست آمده را با نتایج عددی و آزمایشگاهی مربوط به سیالات نیوتنکرده و نتایج به

بالاتر از یک عدد دبورای بحرانی )که ،99/0الی  025/0 4یشونده در محدوده عدد دبورابرای سیال رقیق

 مشاهدههای الاستیک در بالادست جریان سیلندر ناپایداریبستگی به نسبت ابعاد مقطع کانال دارد(، 

 ماند.دست سیلندر متقارن باقی مینت و پاییسیالات باگر، جریان در بالادس مقابل برایدر  شود.می

سازی سیالات مدلغیرخطی جهت ن معادلات ساختاری تریمهمیکی از  FENE-Pمدل 

پورند و  های اخیر مورد توجه بسیاری از محققین قرار گرفته است.باشد که در سالویسکوالاستیک می

را در  5آمیداکریلرئولوژیکی محلول رقیق پلی ، خواصP-FENEبا استفاده از مدل  ]26[ کراچت

کار بردن یک زمان رهایی از تنش، ها با بهگیری کردند. آنای برشی و کشسانی تفسیر و اندازههجریان

گیری شده در آزمایشگاه ایجاد کردند. اولیویرا و و خواص اندازه FENE-Pتطابق مناسبی بین مدل 

الخط میافته، مستقیدقیقی را برای جریان کاملا توسعهحل  FENE-P مدلاز استفاده  با ]27[ نهمکارا

دلیل ه بهها ثابت کردند کفحه و داخل لوله ارائه دادند. آنو غیرخطی سیال ویسکوالاستیک، بین دو ص

های دبورای کمتر از حد بحرانی )که بستگی به پارامتر شوندگی سیال، برای عدداثر الاستیسیته و رقیق

العه آن یابد. نتیجه بسیار مهم این مطش نرمال با الاستیسیته افزایش میکشش مدل دارد(، تنقابلیت 

مدل،  6ت کشششوندگی، با افزایش عدد دبورا و همچنین کاهش پارامتر قابلیدلیل اثر رقیقاست که به

ر یکسان فشاامر منجر به نرخ جریان بالاتر برای افت شوند که این تر میهای سرعت مسطحپروفیل

 جهت بررسیتحلیلی را ، حلی نیمهFENE-Pبا استفاده از مدل  ]28[ خواهد شد. اولیویرا و همکاران

هایی با ویسکوزیته بالا و دارای خواص جریان برایها، ها و کانالمسئله گرمایی مدخل ورودی لوله

شار حرارتی ثابت اعمال شده و ها دو نوع شرط مرزی دمای دیواره ثابت ارائه دادند. آن ویسکوالاستیک

اثر همزمان تلفات  در این مطالعهها را با در نظر گرفتن تلفات ویسکوز مورد بررسی قرار دادند. بر دیواره

ات ویسکوز سبب کاهش عدد که تلف نتایج نشان دادو  شدویسکوز و الاستیسیته بر عدد ناسلت بررسی 

                                                 
 1 Poiseuille flow 

 2 Oldroyd-B model 

 3 Boger fluid 

 4 Deborah number 

 5 Polyacrylamide 

 6 Extensibility parameter 
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شود سبب افزایش گیری میندازها 1با عدد وایزنبرگالاستیسیته سیال که  ،شود. در مقابلناسلت می

و کروز  یابد.ایزنبرگ عدد ناسلت نیز افزایش میبا افزایش عدد و در واقععدد ناسلت خواهد شد، 

دو سیال ویسکوالاستیک دارای  همربوط ب یافتههای کاملا توسعهبه بررسی تحلیلی جریان ]29 [همکاران

جهت  FENE-Pو  PTTها از دو مدل ساختاری ها پرداختند. آننالها و کالولهحلال نیوتنی، در 

 PTTطور مفصل در مورد حل سیال استفاده کردند. در این مطالعه بهسازی سیالات ویسکوالاستیک مدل

به بررسی عددی  ]30[ باتالربرای موارد دیگر ارائه شده است.  های نهاییو راه حل داخل لوله بحث شده

دما پرداخت. در این ی غیر همی یک صفحهبر رو FENE-P ناپذیرحرارت سیال تراکم جریان و انتقال

و  بعد شدهاو تغییرات دمای سطح بیمطالعه اثر تشعشع حرارتی در معادله انرژی لحاظ شده است. 

دو حالت در های انتقال حرارت با پارامترهای فیزیکی مختلف را گزارش کرده است. همچنین مشخصه

لعه مورد بررسی قرار گرفته است، حالت اول صفحه با دمای سطح تعیین شده و حالت دوم این مطا

به افزایش کار بردن تشعشع حرارتی منجر . نتایج نشان داد که بهبه آن صفحه با شار حرارتی اعمال شده

رت، به جهت بررسی تاثیر سهم حلال بر انتقال حرا ]31[ خزر و همکاران شود.توزیع دما در جریان می

دایروی های دایروی و غیرکانالدر  ،FENE-Pمطالعه عددی انتقال حرارت سیالات ویسکوالاستیک 

های مدل مستقل از دما هستند، مسئله را در غیاب تلفات ویسکوز ها با فرض این که پارامترپرداختند. آن

ش مدل منجر به قابلیت کش ثابت بررسی کردند. نتایج نشان داد که افزایش پارامتر حرارتی و تحت شار

 FENE-Pنرخ انتقال حرارت را در سیالات  ،افزایش غلظت پلیمرشود. همچنین کاهش عدد ناسلت می

یافته، برای کاملا توسعه ناحیهد ناسلت را در ها در این مطالعه برای نخستین بار توزیع عدبرد. آنبالا می

 دست آوردند.دایروی بها مقاطع دایروی و غیرهایی بدر کانال ،دارای سهم حلال FENE-Pسیالات 

دان جریان و با استفاده از روش المان محدود، به بررسی اثر سهم حلال بر می ]32[ همکارانفیلالی و 

در حال توسعه حرارتی ، بین دو صفحه موازی و ثابت پرداختند. در این  FENE-P سیال انتقال حرارت

است.  پوشی شدهت فرض شده و از تلفات ویسکوز چشمها ثابشار حرارتی اعمال شده بر دیواره مطالعه

ر ترتیب منجبه ،کشش مدلپارامتر قابلیت  دهد که افزایش عدد وایزنبرگ ودست آمده نشان مینتایج به

را بالا مر، نرخ انتقال حرارت شود و همچنین افزایش غلظت پلیبه افزایش و کاهش عدد ناسلت می

 ،تحت شرایط مرزی لغزشی ،FENE-Pحلی تحلیلی را برای جریان پایای سیال  ]33[ بارانوفسکی برد.می

 ای،رابطه با جریان پوازی صفحهکرد و در داخل کانال ارائه داد. او دو نوع شرط مرزی لغزشی را بررسی 

ارائه داد. دقیقی و  مدل 2ریحی را برای میدان سرعت، میدان تنش و تانسور پیکربندیهای صفرمول

حالت دما ثابت، حلی تحلیلی را برای جابجایی در نظر گرفتن تلفات ویسکوز و در  با ]34[ همکاران

دست آوردن توزیع دما بین دو ین دو صفحه ارائه دادند. برای بهداخل لوله و ب ،FENE-Pحرارتی جریان 

ها اثرات استفاده شده است. آن 3فروبنیوسری و س TunHeصفحه و داخل لوله، به ترتیب از تابع 

کشش مدل را بر جابجایی حرارتی بررسی کردند. نتایج ه، عدد برینکمن و پارامتر قابلیت الاستیسیت

ناسلت و بالا رفتن دمای مرکزی طور کلی افزایش عدد برینکمن سبب کاهش عدد که بهنشان داد 

                                                 
 1 Weissenberg number 

 2 Configuration tensor 

 3 Frobenius series 
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تباطی قوی بین عدد ناسلت و عدد برینکمن و همچنین نشان دادن ار ،نوآوری اصلی این مطالعه .شودمی

دست رویکرد جدیدی را جهت به ]35[ و جعفری پاشازادهباشد. بین دمای مرکزی و عدد برینکمن می

 FENE-P خطیغیر های ویسکوالاستیکی که از مدلبرای جریان ،های عددی و تحلیلیآوردن حل

بعدی و در ناحیه بعدی و همچنین یک لوله سهای یک کانال دوند. این مطالعه برکنند ارائه دادتبعیت می

ارامتر قابلیت بعدی مانند عدد وایزنبرگ و پرامترهای بیها اثر پایافته انجام شده است. آنکاملا توسعه

ان داد که با توجه های نرمال و برشی و پروفیل سرعت بررسی کردند. نتایج نشکشش مدل را بر تنش

تر حهای سرعت مسطپروفیل ،، با افزایش عدد وایزنبرگFENE-Pشوندگی جریان به خاصیت رقیق

ها و الات ویسکوالاستیک در میکروکانالسازی رفتار سییهبه بررسی عددی و شب ]36[ شوند. لانجومی

بعدی خمیده را با استفاده از های سهکانالهای ویسکوالاستیک در رفتار جریانها پرداخت. او نانوکانال

و آشفتگی  1ناپایداری ویسکوالاستیکد. در اعداد وایزنبرگ نسبتا بالا، مورد بررسی قرار دا P-FENEمدل 

توصیف  هاهای جریان ثانویه و شدت آن، الگو3میدان سرعت، خطوط جریاننوسان از روی ، 2الاستیک

ارامتر قابلیت کشش نسبت ویسکوزیته کاهش و با پ . نتایج نشان داد که سطح آشفتگی الاستیک باشدند

 به بررسی جریان و انتقال حرارت ،به صورت عددی ]37[ خان و همکارانبیلال یابد.مدل افزایش می

ور است پرداختند. در این پدیده نوع غوطه FENE-Pیک سیلندر چرخان که در جریان سیال  مربوط به

با افزایش عدد وایزنبرگ، عدد  .شودمشاهده می 4الاستیک اینرسی خاصی از ناپایداری به نام ناپایداری

دست بهفت. نتایج افزایش خواهد یارینولدز و پارامتر قابلیت کشش مدل، تمایل به شروع این ناپایداری 

که با حالیشود، دررفتن عدد ناسلت میانگین مینشان داد که افزایش عدد رینولدز سبب بالا آمده 

یافت. این عدد کاهش خواهد  ،و نرخ دوران سیلندرپارامتر قابلیت کشش مدل نبرگ، ایزافزایش عدد و

نوع سیال )نیوتنی یا ویسکوالاستیک(، با افزایش نرخ دوران سیلندر،  نظر ازها ادعا کردند که صرفآن

 یابند.و درگ به ترتیب افزایش و کاهش میضرایب لیفت 

تحلیل سریع و دقیق جهت و قدرتمند،  یک روش کاربردیعنوان به 5روش ریتزهای اخیر در سال

های ویسکوز جریان ]38[ است. وانگاز محققین قرار گرفته  برخی مورد توجهجریان در مسائل مختلف، 

ی کرده نوسانی را با استفاده از روش انتگرالی ریتز حل کرده و این روش را بسیار قوی و کارآمد معرف

الساقین مورد بررسی قرار گرفته است. یی با مقاطع بیضوی و مثلث متساویهااست. در این مطالعه کانال

باشد. همچنین شده و نسبت ابعاد مقطع کانال می بعد، وابسته به فرکانس بیاو ادعا کرد که جریان ناپایا

از با استفاده  ]39[ مجددا وانگ پایا در نظر گرفته شود.های پایین، جریان شبهرکانسممکن است در ف

که مشابه کانال  هایی)کانال 6های بیضویکانالنوع خاصی از ز به بررسی جریان لغزشی در روش ریت

برای دقت  طور کلی پانزده جمله از رابطه ریتزبه های گرد شده هستند( پرداخت.مستطیلی با گوشه

تواند لغزشی نمی رای جریانکار رفته بکند. او ادعا کرد که روش ریتز بهار کفایت میچهار رقم اعش

توابع  ،های لغزشیلغزشی بر خلاف جریانهای غیردر جریان، زیرا لغزشی را مدل کندهای غیرجریان

                                                 
 1 Viscoelastic instability 

 2 Elastic turbulence 

 3 Streamlines 

 4 Inertio-Elastic instability 

 5 Ritz method 

 6 Super-elliptic ducts 
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که حالیلغزش )دربا افزایش باشند. نتایج این مطالعه نشان داد که ها برابر صفر میریتز بر روی مرز

همچنین  یابد.میش افزای نیز طوسسرعت مت و نسبت ابعاد مقطع کانال، های دیگر ثابت باشند(پارامتر

او  های خمیده پرداخت.های لغزشی در میکروکانالروش ریتز به بررسی جریانبا استفاده از  ]40[ وانگ

شود، بلکه سبب رخ جریان میتنها باعث بالا رفتن نهای خمیده، نهادعا کرد که لغزش سطحی کانال

نوروزی  مرز داخلی خواهد شد.سمت و سرعت مینیمم به  یخارجمرز  سمت انتقال سرعت ماکزیمم به

های کانال گذرنده ازهای ویسکوپلاستیک فاده از روش ریتز به تحلیل جریانبا است ]41[ و همکاران

در وسط  1وسیله یک ناحیه پلاگهای مستطیلی به. جریان مواد بینگهام داخل کانالمستطیلی پرداختند

تنش در این نواحی به دلیل شود. های کانال مشخص میدر مجاورت گوشه 2چهار ناحیه مرده کانال و

سنجی کنند. پس از اعتباریش عدد بینگهام این نواحی رشد میشود و با افزابرشی کم، ماده تسلیم نمی

دقت بررسی کند. یاد شده را به نواحی موقعیت توانددست آمده مشخص شد که روش ریتز مینتایج به

به ازای نسبت  ،رسنداحیه پلاگ و نواحی مرده به هم مین ،عدد بینگهام بحرانی که در آنلعه در این مطا

  ابعاد مختلف مقطع کانال ارائه شده است.

 معرفی تحقیق حاضر 3-1

سیالات  انتقال حرارت جابجایی اجباریارائه حلی تحلیلی برای جریان و  مطالعه،این  هدف از

هیدرودینامیکی و  یافتهکاملا توسعه ناحیهدر ، مستطیلی مستقیم هایلکاناگذرنده از  ویسکوالاستیک

های کانال ثابت در نظر گرفته شده و شار حرارتی اعمال شده بر دیواره در این مطالعه باشد.می حرارتی

ها تقارن موجود در هندسه کانال، حل دلیلبه اثر تلفات ویسکوز هم در حل مورد نظر لحاظ خواهد شد.

که سیال ویسکوالاستیک  شودپیشنهاد میدر روند بررسی جریان  اند.چهارم کانال ارائه شدهازای یکه ب

 های ثانویه شده و میدانصورت سیال دارای جریانر غیر ایند زیرادارای اختلاف تنش نرمال دوم نباشد، 

لذا معادله اهد بود. الخط معتبر نخوی مستقیمهاهای مربوط به جریانشود و حلبعدی میجریان سه

های باشد که از جمله مدلمی FENE-Pغیرخطی  مدل ،تحلیل این مسئله جهت پیشنهادیساختاری 

سرعت و در این مطالعه توزیع  شود.های رقیق پلیمری محسوب میسازی محلولمدل برایمحبوب 

بعدی مانند عدد ای بیده و همچنین تاثیر پارامترهارائه ش FENE-Pبعد برای سیالات توزیع دمای بی

بر  (و نسبت ابعاد مقطع کانال ) (Br) عدد برینکمن ،(2L(، پارامتر قابلیت کشش مدل )Deدبورا )

و  3، 2. سه نسبت ابعاد مقطع کانال میدان جریان و انتقال حرارت جابجایی اجباری بررسی شده است

توزیع تلفات انتقال حرارت، جریان و تحلیل در د. همچنین نگیرر این تحقیق مورد مطالعه قرار مید 4

روش مورد استفاده جهت اند. شده، بررسی شدهذکر بعد ازای پارامترهای بیداد ناسلت بهاعو  ویسکوز

های حساب باشد که در زیرمجموعه روشروش انتگرالی ریتز می ،تقال حرارتحل میدان جریان و ان

                                                 
 1 Plug region  2 Dead zone 
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 گیرد.حل معادلات مشتقات جزئی قرار می برای 1تغییرات

دایروی یرغهایی با مقاطع نیوتنی در کانالهای نیوتنی و غیرمطالعاتی که در گذشته برای جریاناکثر 

رت جابجایی اند. یافتن حلی تحلیلی برای جریان و انتقال حراهای عددی بوده، محدود به حلانجام شده

ت شار هایی مستقیم با مقطع مستطیلی و تح، درون کانالFENE-Pسیالات  یافتهکاملا توسعه اجباری

ی کلی از نما، 3-1شکل  برای نخستین بار صورت گرفته است. ،حرارتی ثابت، با استفاده از روش ریتز

 دهد.هندسه کانال مورد نظر را نشان می

                       
 : نمای کلی از هندسه مورد مطالعه3-1شکل       

 

 هاها و کاربردضرورت 4-1

های متنوع از جمله زمینهیع سیالات ویسکوالاستیک در دلیل کاربرد وسهای اخیر بهدر سال

کنترل  سازی،یمیایی، صنایع غذایی، مرکب و رنگبیوتکنولوژی، داروسازی، پزشکی، صنایع پردازش ش

ها ال حرارت آنو بررسی جریان و انتقهای پلیمری و ...، آنالیز رفتار این مواد ارتعاشات، تزریق مذاب

 مورد توجه بسیاری از محققین بوده است.

ت جریان و دلیل اهمیها، بهنیوتنی در میکروکانالرفتار جریان سیالات نیوتنی و غیرعه امروزه مطال

ها دارای مقاطع باشد. اکثر میکروکانالبسیار حائز اهمیت می ،کوچکانتقال حرارت در مقیاس 

های بدلها مدر واقع این کانال باشد.متر میها کمتر از یک میلیدایروی بوده و قطر هیدرولیکی آنیرغ

، ضریب نسبت ابعاد مناسبها مانند دی هستند که با تلفیق برخی ویژگیمآحرارتی بسیار کوچک و کار

د مقاص در زمینه مهمیحجم سیال مورد نیاز اندک و وزن و ابعاد کوچک، ابزار بسیار  ،انتقال حرارت بالا

های گوناگون های وسیعی در زمینهها کاربردمیکروکانال .آیندشمار میبهانتقال حرارت و کنترل جریان 

های ها، سلولسازی و هوافضا، راکتورهای شیمیایی، میکروچیپاز جمله مهندسی پزشکی، اتومبیل

ای مستطیل، مثلث، ذوزنقهمستطیل، شبهبه شکل ها ای میکروکانالپیکربندی پایه و ... دارند. سوختی
                                                 
 1 Calculus of variations 
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باشند، ها مییکی از مقاطع پرکاربرد در میکروکانال که مقاطع مستطیلیا توجه به اینبباشد. و ... می

 ای برخوردار است.های مستطیلی از اهمیت ویژهبررسی جریان و انتقال حرارت انواع سیالات در کانال

های ، سیستم1های فرایند تزریق پلاستیکتوان به کانالهای مستطیلی میالهای کانبردراز دیگر کا

 های حرارتی فشرده اشاره کرد.مبدلکاری الکترونیکی و خنک

 های پایان نامهمروری بر فصل 5-1

نتها همچنین در ا .فصل اصلی تشکیل شده است چهارعنوان مقدمه و یک فصل به نامه ازاین پایان

بررسی  FENE-P ابتدا معادله ساختاریارائه خواهد شد. در فصل دوم  عنوان معرفی مراجعبه قسمتی

سازی بعدو نحوه بیمعادلات حاکم بر جریان و انتقال حرارت  ،ستفاده از این مدلسپس با ا ،شودمی

با استفاده  . در فصل سومشودمیدست آمده ارائه تا حد امکان اثبات روابط به .تحلیل خواهند شد هاآن

رم پردازیم. در فصل چهادست آمده میمعادلات جریان و انتقال حرارت بهبه حل  ،از روش ریتز

ارائه بعد مختلف های بیازای پارامتربه نتایج حاصل از حل تحلیلیهای لازم و همچنین سنجیاعتبار

 د.نشومیطور خلاصه بیان ورت کلی و بهصجم نتایج حاصل از مطالعه حاضر به. در فصل پنشوندمی

ارائه  هن زمینایهمچنین پیشنهاداتی جهت ارتقای سطح کیفی این مطالعه و پیشبرد مطالعات آتی در 

 خواهند شد.

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

                                                 
 1 Injection moulding 
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 فیزیک مسئله: 
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 مقدمه 1-2
گانه حاکم بر مسئله یعنی معادلات و معادلات سه FENE-Pعادله ساختاری با استفاده از م در این فصل

تا حد امکان روابط  شوند.استخراج می، معادلات جریان و انتقال حرارت پیوستگی، مومنتوم و انرژی

 ،بعد تعریف شدههای بیبا استفاده از پارامتر سپس اند.ارائه شده FENE-Pخطی مربوط به مدل غیر

 و عدد ناسلت ای برای تلفات ویسکوزهمچنین رابطه .شوندمیبعد بیمعادلات جریان و انتقال حرارت 

  ارائه خواهد شد.

 معادلات حاکم 2-2
 های حاکم بر مسئله بیان شوند. این فرضیات عبارتند از:ابتدا لازم است فرضدر 

 باشد.ناپذیر میجریان تراکم -1

 باشند.خواص فیزیکی سیال ثابت و مستقل از دما می -2

 شود.جریان پایا فرض می -3

 ر راستای طولی بعدی بوده و بردار سرعت تنها دباشد. به عبارتی جریان دوالخط میجریان مستقیم -4

 باشد.دارای مولفه غیر صفر می

 باشد.یافته میجریان از نظر هیدرودینامیکی و حرارتی کاملا توسعه -5

های گانه مورد استفاده جهت حل جریان و انتقال حرارت سیال ویسکوالاستیک در کانالمعادلات سه

 اند: که در ادامه به ترتیب آمدهباشند مستطیلی مستقیم، معادلات پیوستگی، مومنتوم و انرژی می

(2-1                                                                                                         ). 0V  

(2-2                                                                                  )        . .   V V p  

(2-3                                                                                        )2.   pc V T k T   

ظرفیت گرمایی ویژه در فشار ثابت، pcتانسور تنش، فشار، pچگالی، بردار سرعت، Vدر روابط بالا

T ،دماk ،ضریب انتقال حرارت هدایتی تلفات ویسکوز وباشد. لازم به ذکر است عملگر گرادیان می

شوند. که با توجه به هندسه کانال مورد مطالعه، تمامی معادلات در دستگاه مختصات دکارتی بیان می

 خود ارضا خواهد شد.بهناپذیری جریان، معادله پیوستگی خودهمچنین با توجه به فرض تراکم

 FENE-Pمدل  1-2-2
جهت تعیین  و از آن شودبررسی می FENE-P خطیغیر این قسمت معادله ساختاری مربوط به مدلدر 

باشد که از مدل الاستیک این مدل حاصل از یک نظریه جنبشی میتانسور تنش استفاده خواهد شد. 

 و برایرقیق پلیمری نسبت داد های رقیق و نیمهرا به محلول توان آنخطی دمبل پیروی کرده و میغیر

های صورت وزنههای پلیمر بهعبارتی در این مدل مولکولکار برد. بهتوصیف خواص رئولوژیکی مواد به

باشند که از قانون فنرهای خطی )قانون اند و با فنرهایی به یکدیگر متصل میدمبل شکل مدل شده
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را  FENE-Pادله ساختاری با استفاده از تقریب پترلین مع ]42[ . برد و همکارانکندهوک( تبعیت نمی

، ]43[  ی چیلکات و رالیسوندست آوردند. در این قسمت مطابق مطالعهبر حسب تانسور تنش اضافی به

تانسور  شود، کار خواهد شد.( بیان میAحسب تانسور پیکربندی )که بر P-FENEبا شکلی از مدل 

 شود:میپیکربندی مدل به شکل زیر تعریف 

(2-4                                                                           )                       
2

3
e

QQ
A

Q

 
 

.عملگرو  فنر طول تعادل eQهای دمبل شکل،بردار اتصال دو انتهای وزنه Qکه در آن  گر بیان

ر( در دهنده داخل یک زنجیره مولکولی )نیروی فناتصالباشد. نیروی میانگین یک کمیت در فضا می

 به شکل زیر بیان شد: FENEنسخه اولیه مدل 

(2-5                                                                           )                
2

01 ( . ) /

c H
F Q

Q Q Q



 

یروی نکار بردن تقریبی برای باشد. پترلین با بهماکزیمم طول فنر ممکن می 0Qو ثابت فنر Hکه در آن

 : ]42[ ( به فرم ساده زیر بیان کرد5-2فنر، رابطه )

(2-6                                                                           )   
2

01 . /

c H
F Q fHQ

Q Q Q
 

  
 

 ،(4-2باشد. با استفاده از تعریف تانسور پیکربندی مدل در رابطه )بعد مییک تابع بی fکه در آن

( trAتانسور پیکربندی ) 1( وابسته به تریس6-2کار رفته در رابطه )به fشود که تابعاستنباط می

 باشد.می

(2-7                                                                           )                   
2

2
( )

L
f f trA

L trA
 


 

ر تعادل فنصورت مربع نسبت طول ماکزیمم به طول پارامتر قابلیت کشش مدل که به 2Lدر رابطه فوق

 شود:تعریف می

(2-8                                                                           )                            
2

2 0

2
3

e

Q
L

Q
 

 د:رابطه زیر را نیز برای پارامتر قابلیت کشش مدل مطرح کردن ]42[ رد و همکارانهمچنین ب

(2-9                                                                           )                                        2 3L b  

(2-10                                                                          )                                 
2

0HQ
b

KT
 

ربندی ای تکاملی برای تانسور پیکدست آوردن رابطهجهت به باشد.ثابت بولتزمن می Kکه در رابطه فوق

 :]42،  26[ توان رابطه زیر را بیان کردمی ،مدل

(2-11                                                                          )                    1
( )A fA aI





   

در رابطه فوق  باشد. نمادماتریس همانی می Iپارامتری ثابت و aزمان رهایی از تنش، که در آن

 شود:تعریف می (12-2رابطه )باشد که به شکل همرفتی می گر مشتق فوقبیان

                                                 
 1 Trace 
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(2-21  )                                                                                         . .TDA
A A V V A

Dt



    

Dدر رابطه فوق

Dt
توان به شکل باشد. رابطه فوق را میعملگر ترانهاده می Tنویسمشتق مادی و بالا 

 زیر بازنویسی کرد: 

(2-13                                                                        ). . .TA
A V A A V V A

t

 
     


 

 :توان تانسور پیکربندی مدل را به تنش پلیمری ارتباط دادمی با استفاده از رابطه زیر

(2-41                                                                                                    )( )
p

fA aI





  

 توان نوشت:( می14-2( و )11-2بنابراین با مقایسه روابط ) باشد.ویسکوزیته پلیمر می pکه در آن

(2-15                                                                                                              )
p

A






  

تر شود و وابسته به پارامیک پارامتر مستقل محسوب نمی کار رفته در روابط فوق،به aپارامتر ثابت

 باشد.قابلیت کشش مدل می

(2-16                                                                                     )
2

0
2

1 3 3
1

3
1

b KT
a

b HQ

L


   



 

را برابر یک در  aعدد بزرگی باشد، پارامتر 2Lکه، با فرض اینP-FENEبرای سادگی بیشتر مدل  گاهی

در نظر گرفته شده است،  2Lکه محدوده متنوعی از مقادیردلیل اینگیرند. اما در این مطالعه بهمی نظر

کلی برای هر تابعی مانندطور به کار گرفته خواهد شد.و در محاسبات به باشدمینامساوی یک  aپارامتر

f توان نوشت:می 

(2-71                                                                                              )( ) ( )
Df

f A f A A
Dt

 

  

برابر صفر  fمشتق مادی تابعتوان ثابت کرد که با توجه به فرضیات مطرح شده در ابتدای این فصل می

 شود:. بنابراین رابطه فوق به شکل زیر ساده میباشدمی

(2-18                                                                                                           )( )f A f A
 

 

 توان نوشت:، می(18-2تفاده از رابطه )( و اس14-2عملگر مشتق فوق همرفتی بر رابطه )با اعمال 

(2-19                                                                       )(( ) ) ( )
p p

f A a I f A a I
 


 

    

    

Iکه در آن


 شود:به شکل زیر محاسبه می 

(2-20      )                              

0

. . ( )T T TDI
I I V V I V V V V

Dt



           

 شود:تعریف می زیرصورت از طرفی نرخ تغییر شکل به

(2-21                                                                                             )1/ 2( )TD V V   
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 توان نتیجه گرفت که:میبا مقایسه دو رابطه اخیر 

(2-22                                                                                                        )2I D


  

به  FENE-Pشده (، شکل نهایی مدل اصلاح19-2( در رابطه )22-2( و )15-2با جایگذاری روابط )

 آید:دست میشکل زیر به

(2-23                                                   )( ( ) 2 ) 2
p

p

p

f aD f a D
 

   
 

 
     

 آید.دست میحسب تانسور تنش بهبر f(، تابع14-2با اعمال عملگر تریس بر رابطه )

(2-24                                                      )       ( 3 ) 3pp

p

tr ftrA a ftrA a tr



 
 

 



     

 توان به شکل زیر بازنویسی کرد:( را می7-2همچنین رابطه )

(2-25  )              
2

2
2 2 2

2 2
( 1) 1         



LL ftrA
f fL ftrA L L f ftrA f

L trA L
                                                                                               

 آید:دست میبه f( شکل نهایی تابع25-2در رابطه ) (24-2با جایگذاری رابطه )

(2-26                                                                                               )
2

3

1
p

a tr

f
L







  

. برای این منظور آیددست میبه fو تابع( ترم تنش 26-2( و )23-2با استفاده از روابط ) در مرحله بعد

 دست آورد.ابتدا لازم است مشتق فوق همرفتی تانسور تنش را به

(2-27                                        )
0

. . . .T T

D

D DtV V V V
Dt




     
 

         

 صورت تانسور بسط داده شود.فوق بهحال باید رابطه 

(2-28 )          . .

xx xy xz

yx yy yz

zx zy zz

u u uu v w

x y zx x x

u v w v v v

y y y x y z

u v w w w w

z z z x y z

   

   

  

      
            

          
                

         
   
        

xx xy xz

yx yy yz

zx zy zz

 

  

  

 
 
 
 
 

 

 شود:با اعمال فرضیات ذکر شده در ابتدای فصل، رابطه فوق به شکل زیر ساده می

(2-29           )          

00 0 0

. 0 0 0 0 0 .

0 0 0

0 0

xx xy xz xx xy xz

yx yy yz yx yy yz

zx zy zz zx zy zz

u u

y z
u

y

u

z

     

      

     

     
      

      
              

       
   
 
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 شود:می در نهایت مشتق فوق همرفتی تانسور تنش به شکل زیر حاصل

(2-30                             )    

2( )

0 0

0 0

xy xz yy zy yz zz

yy yz

zy zz

u u u u u u

y z y z y z

u u

y z

u u

y z

     

  

 

      
   

      
   
   

  
  

 
  

 

 شود:صورت زیر حاصل میهمچنین نرخ تغییر شکل به

(2-31                                                                 )

0

1 1
( ) 0 0

2 2

0 0

T

u u

y z

u
D V V

y

u

z

  
  
 
 

     
 
 
 
 

 

 شود:( معادله زیر حال می23-2رابطه )( در 31-2( و )30-2با جایگذاری رابطه )

(2-32)                                   

2( )

0 0

0 0

0

xy xz yy zy yz zz

yy yz

zy zz

xx xy xz

yx yy yz p

zx zy zz

u u u u u u

y z y z y z

u u

y z

u u

y z

u u

y z

u
f a

     

  

 

  

   

  

      
   

      
  

   
  

  
 

  

 

 
 

 
 

 
 

0 0

0 0

y

u

z

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 شود که در ادامه بررسی خواهند شد.رابطه حاصل می 9از معادله فوق، 

(2-33)                                                                                           0 0yz yzf    

(2-34                                                                                          )0 0zy zyf    

(2-35                                                                                          )0 0yy yyf    

(2-36                                                                                             )0 0zz zzf    

(2-37                            )     2 ( ) 0 2 ( )xy xz xx xx xy xz

u u u u
f f

y z y z
       
   

      
   

  

(2-38                                 )         ( )yy zy xy p xy p

u u u u
f a f a

y z y y
      
   

     
   
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(2-39                       )                      ( )yy yz yx p yx p

u u u u
f a f a

y z y y
      
   

     
   

 

(2-40                                  )        ( )yz zz xz p xz p

u u u u
f a f a

y z z z
      
   

     
   

 

(2-41                                      )   ( )zy zz zx p zx p

u u u u
f a f a

y z z z
      
   

     
   

 

شود. ها با یکدیگر، متقارن بودن تانسور تنش مشخص میبا توجه به روابط فوق و برابر بودن برخی تنش

لی تانسور که تنها یک ترم از سه مولفه واقع در قطر اص( و با توجه به این26-2حال با استفاده از رابطه )

 دست آورد:را به شکل زیر به fتوان تابعباشد، میتنش مخالف صفر می

(2-42                                                   ) 
2 2

3 3

1 1xx

xx

p ptr

a tr a

f f
L L

 

 
 

 


 

     

 شود:بسط داده می (، در مختصات دکارتی به شکل زیر2-2معادله مومنتوم نشان داده شده در رابطه )

(2-43                                    )       ( ) ( )
    

      
      

yxxx zxu u u p
u v w

x y z x x y z

 
 

(2-44                                      )        ( ) ( )
     

      
      

xy yy zyv v v p
u v w

x y z y x y z

  
 

(2-45                                      )   ( ) ( )
    

      
      

yzxz zzw w w p
u v w

x y z z x y z

 
 

برای  FENE-Pدر ابتدای فصل و همچنین روابطی که با استفاده از مدل  فرضیات ذکر شدهبا اعمال 

 شوند:، سه رابطه اخیر به شکل زیر ساده میدست آمدتانسور تنش به

(2-46                                                                                                  )yx zx dp

y z dx

  
 

 
 

(2-47                                                                                                          )0
p

y





 

(2-48                                                                                                )            0
p

z





 

 شود:(، در مختصات دکارتی به شکل زیر بسط داده می3-2معادله انرژی نشان داده شده در رابطه )

(2-49                                           )
2 2 2

2 2 2
( ) ( )
     

     
     

p

T T T T T T
c u v w k

x y z x y z
  

 شود:به شکل زیر ساده می معادله انرژیبا اعمال فرضیات ذکر شده در ابتدای فصل 

(2-50                                                                             )
2 2

2 2
( )p

T T T
c u k

x y z
 

  
  

  
 

 باشد: شود به شکل زیر میای که برای محاسبه عبارت تلفات ویسکوز استفاده میرابطه

(2-51                                    )                                                                      : V   

 شود:در رابطه فوق به شکل زیر تعریف می : عملگر

(2-52                                                                                  )                 : .V tr V     
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دیان سرعت ضرب تانسور تنش در گرابنابراین برای محاسبه عبارت تلفات ویسکوز ابتدا لازم است حاصل

 دست آورد.را به

(2-53             )

0 0 0

. . 0 0 . 0 0
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xx xy xz xx xy xz

yx yy yz yx
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xy xzy z
 
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 
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 شود:با توجه به سه رابطه اخیر عبارت زیر حاصل می

(2-54                                                                          )                    u u

xy xzy z
  

 
 

 
 

 آید.دست می( در رابطه فوق، شکل نهایی عبارت تلفات ویسکوز به40-2( و )38-2با جایگذاری روابط )

(2-55                               )                 2 2. ( ) ( )
p p pa a au u u u u u

f y y f z z f y z

  


      
    

      
 

ی دمای میانگین گرادیان طول ای برایبا استفاده از حجم کنترل دیفرانسیلی واقع بر مجرای جریان، رابطه

  آید.دست میبه

(2-56       )               

2 2
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    

  

  
    

  

 
  







2 2) ( )
A

u
dA cte

y z

 
  

 


                        

چهارم مقطع کانال،محیط یک Pها،شار حرارتی اعمال شده بر دیواره q،1دمای میانگین mTکه در آن

A چهارم مقطع کانال،مساحت یکh آنتالپی،m و دبی جرمی bu  باشد.می 2متوسطسرعت 

 های بسته برقرار است:یافته حرارتی باشد رابطه زیر برای کانالدر صورتی که جریان کاملا توسعه

(2-57)                                                                                                    ( ) 0w

m w

T T

x T T




 
 

 :شودحاصل میزیر رابطه  ،با بسط رابطه فوقباشد. دمای دیواره کانال می wTکه در آن

(2-58                                                                          )( )( ) 0w w m w

m w

T T T T TT

x x T T x x

   
   

    
 

                                                 
 1 Mean temperature  2 Bulk velocity 
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ها ثابت فرض شده و در ناحیه کاملا توسعه یافته حرارتی، ضریب انتقال شار حرارتی اعمال شده بر دیواره

 قرار است:رابطه زیر بر ، بنابراینحرارت جابجایی مقدار ثابتی است

(2-59                                                    )( ) w m
w m w m

T T
q h T T T T cte

x x

 
       

 
 

 شود: با استفاده از چهار رابطه اخیر نتیجه زیر حاصل می

(2-60        )                2 21
( ) ( )

pm w

b p b p A

adT dTT q P u u
dA cte

x dx dx f y zAu c Au c
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      

   
                   

 آید.دست می(، شکل نهایی معادله انرژی به50-2( در رابطه )55-2با جایگذاری رابطه فوق و رابطه )

 (2-61                                                   )
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    


 

 بعدسازیبی 3-2
بعد صورت بیاند، تمامی معادلات لازم بهآمدهبعدی که در ادامه بیپارامترهای  معرفیبا در این قسمت 

 ،دست آمدهبه بازنویسی شده تا در نهایت با استفاده از این پارامترها و روابطی که برای تانسور تنش

حاصل شود. همچنین شرایط مرزی لازم برای حل معادله مومنتوم و انرژی  یبعد شدهبیو شکل ساده 

عدد اک موضعی و ضریب اصطکای برای نهایت هم رابطه در .شوندمیمعادلات مومنتوم و انرژی ارائه 

 ناسلت استخراج خواهد شد. 

   (2-62 )                    
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نصف  Mمحیط کل مقطع کانال، tPمساحت کل مقطع کانال،tAقطر هیدرولیکی، hdدر رابطه فوق،

نرخ برش تعمیم یافته، نسبت ابعاد مقطع کانال، نصف عرض مقطع کانال، Nطول مقطع کانال،

De ،عدد دبوراBr عدد برینکمن،Re 0 و عدد رینولدزU  سرعت ماکزیمم سیال نیوتنی داخل لوله
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تعریف شکل زیر  ا این مسئله است و بهشار مشابه بمستقیم با قطر هیدرولیکی برابر و تحت گرادیان ف

 شود:می

(2-63                                                              ) 
22

0 0
16 16


    hd D h

p p

dD dp dp
U U

dx dx 
 

                                                                      باشد.میلوله  قطر Dکه در آن

( به شکل زیر 46-2بعد تعریف شده، معادله مومنتوم ذکر شده در رابطه )با استفاده از پارامترهای بی

 شود:بازنویسی می

(2-64                                         )0 0 0

2 2 2
16 16

p yx p p yxzx zx
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 شوند:بعد می( به شکل زیر بی41-2( الی )38-2ابط )رو

(2-65                                                              )0 0p p

xy xy yx

h h

U a U u a u

d f d y f y
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(2-66                                                            )0 0p p

xz xz zx

h h

U a U u a u

d f d z f z

 
  

 
   
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 توان نوشت:( می37-2) ارائه شده در رابطه نرمالبرای تنش 

(2-67                                                    )
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 توان به شکل زیر بازنویسی کرد:( را می42-2بیان شده در رابطه ) fتابع

(2-86                                )                               
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ی درجه سومی برای تنش (، معادله67-2( در رابطه )66-2( و )65-2با جایگذاری رابطه فوق و روابط )

 آید. دست مینرمال به

(2-69                                                    )
 

2 2
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2 2

2 3 2 2
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aDe u u

y z
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      

    
       

     

 

توان تنش نرمال می ،افزار میپل و یافتن ریشه حقیقی آنبا حل معادله درجه سوم فوق با استفاده از نرم

،،De،a،uرا بر حسب پارامترهای ثابت

y




uو 

z




دست با جایگذاری تنش نرمال به دست آورد.به 
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 شود.  حسب پارامترهای ذکر شده حاصل مینیز بر f(، تابع68-2آمده در رابطه )

 شود.معادله مومنتوم بازنویسی می (،64-2( در رابطه )66-2( و )65-2جایگذاری روابط )با 

(2-70                                                                                )( ) ( ) 16
a u a u

y f y z f z

   
  

   
 

 دست آورد.ی معادله مومنتوم را بهبعد شدهتوان شکل ساده و بی( می70-2با بسط رابطه )

(2-71                                                      )                                       
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u u
F y z

y z
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(2-72                                                                        )16
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F y z f
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(2-73             )                                                                                                    1
g

f
 

 دست آمده است.افزارهای میپل و متلب به( به کمک نرم72-2لازم به ذکر است که رابطه )

 باشند:بعد شده برای حل معادله مومنتوم به شرح زیر میشرایط مرزی بی

(2-74)                                                                                          0 0
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(2-77                                                                                         )0z N u     at 

 توان ضریب اصطکاک موضعی را به شکل زیر تعریف کرد:ها میجریان آرام داخل کانالبرای 

(2-78                                                                                                   )
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C

u





 

 ن نوشت:توابعد تعریف شده میبا استفاده از پارامترهای بی

(2-79                                                                                    )
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(2-80                                                                                                 )2
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 شود:( تنش دیواره به شکل زیر تعریف می78-2ر رابطه )د

(2-81                                                                                                   )p

w

a

f


  

 شود:باشد و با توجه به فرضیات مسئله به شکل زیر تعریف مینرخ برش تعمیم یافته می که در آن

(2-82                                                                                         )
2 2

u u

y z


   
    

   
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 دست خواهد آمد:بعد بهبی دیوارهبعد ذکر شده تنش در نهایت با استفاده از پارامترهای بی

(2-83                                                                                            )
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(2-84                                                                                            )               w

a

f
  

 شود:( به شکل زیر عمل می61-2بعد کردن رابطه )بعد تعریف شده، برای بیبا استفاده از پارامترهای بی
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(2-86                                                      )
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Pبرای

A
1و 

A
 توان نوشت:موجود در رابطه فوق می 

(2-88                                                           )

2

4
( ).

. ( )
4h h

h

P MN
M N

d P dP M N

A MNA A

d




    

(2-98)             
2 2

2 2 2 2

1 16( ) 16 1 16( ) 16

( ) . ( ) ( ) ( 1)



     
   

M

h N
d MN MN N N

A M N MN M N A N NA

  

 
                                                               

 باشد: صورت زیر میشده معادله انرژی بهبنابراین شکل ساده و بی

(2-90                                                                                       )
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 باشند:بعد شده برای حل معادله انرژی به شرح زیر میشرایط مرزی بی
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(2-96  )                                                                                       0z N T     at 

 توان نوشت:ای برای عدد ناسلت، با استفاده از تعریف آن میدر ادامه جهت استخراج رابطه

(2-97                                                )                                                          . hh d
Nu

k
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 دست آورد.ای برای ضریب جابجایی حرارتی بهطبق رابطه فوق ابتدا باید رابطه
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 توان نوشت:بعد شده میاز تعریف دمای بیبا استفاده 
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 آید:دست میشکل زیر به(، ضریب جابجایی حرارتی به98-2با جایگذاری رابطه فوق در رابطه )
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 شود:(، عدد ناسلت به شکل زیر استخراج می97-2با جایگذاری رابطه فوق در رابطه )
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 شود:دمای میانگین طبق رابطه زیر تعریف می
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 شود:بعد کردن دمای میانگین به شکل زیر عمل میبیبعد شده، برای با استفاده از پارامترهای بی

(2-103                                                    )
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d d
q T T U u q T T d dA

k U u d A k

d d
q T T q uTdA uT dA

k u A k u A

   

   


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 شود:شکل زیر تعریف میبه متوسطسرعت 

(2-104                                                                               )                       1
b

A

u udA
A

  

 توان نوشت:می متوسطبعد کردن سرعت بعد شده، برای بیبا استفاده از پارامترهای بی

(2-105                                                         )02

0 02

1 1
1bU u
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u
U u U ud dA dA

d A A u


    
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 نتیجه گرفت که:توان می (105-2)با استفاده از رابطه 

(2-106                                                                                                 )1
w w

b A

uT dA T
u A

 

 شکل زیر بازنویسی کرد:( را به103-2توان رابطه )با استفاده از رابطه فوق می

(2-710                                            )1h h
m w w m

b bA A

d q d u u
q T T TdA T T TdA

k kA u A u


       

 شود:صورت زیر استخراج میناسلت بهبنابراین شکل نهایی رابطه 

(2-810                                                                                 )1 1
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 مقدمه 1-3
دست ها بهبعد شده آنشکل بی ی حل معادلات مومنتوم و انرژی که در فصل قبلدر این فصل نحوه

باشد که در بررسی خواهد شد. روش مورد استفاده جهت حل این معادلات، روش انتگرالی ریتز می ،آمد

ح پس از توضی گیرد.های حساب تغییرات برای حل معادلات مشتقات جزئی قرار میزیرمجموعه روش

به توزیع  وجهتکار برده و سپس با ( به71-2اجمالی در مورد روش ریتز، ابتدا این روش را برای رابطه )

کار هب( 90-2برای رابطه ) دست آوردن توزیع دماجهت به توان روش ریتز رامی آمده، دستجریان به

صورت چون خواص فیزیکی سیال ثابت و مستقل از دما هستند، معادلات مومنتوم و انرژی به. برد

یتز راز اعمال روش  های حاصلدست آوردن جوابجهت بهشوند. لازم به ذکر است که جداگانه حل می

عد نمایش بافزار متلب استفاده شده است که نتایج حاصل از آن در فصل بر معادلات ذکر شده، از نرم

 داده خواهد شد.

 روش ریتز 2-3
باشد. های تقریبی برای مسائل مقدار مرزی میروش ریتز یک روش کارآمد و قدرتمند جهت یافتن پاسخ

نیز  3گالرکین-و ریتز 2ریتز-های رایلیبه نام است نامگذاری شده 1یتزکه به افتخار والتر ر این روش

 بعدی، بعدی و دوی مسائل دائم یکضمن بررسی این روش براتوانست  ]44[ بعدها آرپاچی شهرت دارد.

های حساب تغییرات قرار این روش در زیرمجموعه روشارائه دهد.  4حلی تقریبی را برای معادله پواسون

محدود دارد. در روش ریتز پاسخ نهایی یک مسئله را  کاربردهای فراوانی در مسائل اجزاء گیرد ومی

 :]41[ گیرندصورت یک دنباله همگرا به شکل زیر در نظر میبه

(3-1                             )2 3

1 2 3

1

( , ) ( ( , )) ( , ) ( , ) ( , ) ...i

i

i

u y z a y z a y z a y z a y z   




     

ازای باید به پارامتر وابسته بوده و تابع iباشد که به تعداددر واقع عبارت فوق یک سری توانی می

نظر،  شرایط مرزی مسئله را ارضا کند. بنابراین با توجه به شرایط مرزی مسئله مورد iتمام مقادیر

اختصاص داد. در مسائل فیزیکی معمولا رفتار کلی جواب مورد نظر  توان توابع متنوعی را بهمی

ای، ای، دایرهتوان از توابعی ویژه مانند چندجملهباشد، بنابراین با توجه به طبیعت مسئله میمشخص می

 ای استفاده کرد.هذلولی و استوانه

)اگر در رابطه فوق , )y z شامل تابعی منحصرا از ضربصلعنوان یک عبارت حابهy  و تابعی دیگر

  فرض شود، یعنی: zمنحصرا از

(3-2                                                                           )                    ( , ) ( ). ( )y z Y y Z z  

)آنگاه )Y y و( )Z z توان به نحوی ایجاد نمود کهرا می( )Y y تنها شرایط مرزی در جهتy و( )Z z 

 (3-3رابطه )( را به شکل 1-3توان رابطه )ین اساس میرا ارضا کند. بر ا zتنها شرایط مرزی در جهت
                                                 
1 Walther Ritz 
2 Rayleigh-Ritz 

3 Ritz-Galerkin 
4 Poisson’s equation 



 

31 

 

   .بازنویسی کرد

(3-3)       
2 3

1 2 3

1

( , ) ( ). ( ) ( ). ( ) ( ). ( ) ( ). ( ) ...
i

i

i

u y z a Y y Z z a Y y Z z a Y y Z z a Y y Z z




     

گونه باشد. در ایناز کاربردهای مهم روش ریتز حل معادلات حاکم غیرخطی در مسائل مختلف می

فرمولاسیون تغییراتی  1اویلرمعادله عنوان مسائل با در نظر گرفتن معادله حاکم )مثلا معادله مومنتوم( به

شود که با حل این مجهولی تشکیل می iمعادله، iتگاه( در این معادله، یک دس1-3و جایگذاری رابطه )

1دستگاه ضرایب ریتز ) 2 3, , ,...a a aعآیند. با توجه به معلوم بودن تابدست می( به با جایگذاری این ،

)(،1-3ضرایب در رابطه ) , )u y z خواهد آمددست به . 

وابسته است،  لازم به ذکر است که همگرایی حل مسئله مورد نظر تا حد زیادی به انتخاب تابع

 (1-3در نظر گرفته شود، تنها استفاده از چند جمله اول رابطه ) که اگر تابع مناسبی برایطوریبه

 . دادپاسخی با دقت بالا و خطای کم ارائه خواهد 

 حل معادله مومنتوم با استفاده از روش ریتز 1-2-3
 ضرایب ریتز و ia(،1-3شود که در رابطه )پیش از بررسی حل معادله مومنتوم، مجددا یادآوری می

پس از  ،برای انتخاب تابع تابع معلومی است که شرایط مرزی مسئله را ارضا کند. در این مطالعه

های نامطلوب و دریافت پاسخ ،هایی که در گذشته انجام شده استای، مشابه حلبررسی توابع چندجمله

تابععنوان هسیال نیوتنی داخل کانالی مستقیم با مقطع مستطیلی ب جریان پروفیل سرعت این توابع، از

  بنابراین برای تابع باشد.گرفته شد که انتخاب مناسبی میدر نظر 45[ شودرابطه زیر بیان می[: 

(3-4                 )
2 1

3 3
1

(2 1)
cosh

16 ( 1) 2 1 2
.( ) .cos( ) . 1

(2 1) 2 (2 1)
cosh

2

n

np

n
z

M dp n M
y

dx n M n N

M



 
  





  
               
   

  

 

کل زیر بازنویسی شتوان رابطه فوق را به ( می62-2بعد تعریف شده در رابطه )با استفاده از پارامترهای بی

 کرد:

(3-5                           )
2 1

3 3
1

2 1
cosh( )

256 ( 1) 2 1 2.cos . 1
2 1(2 1) 2

cosh( )
2

n

n

n
z

M n My
nn M

N
M


 

 





 
    

           
 

 

( 74-2(، شرایط مرزی ارائه شده در روابط )1-3)رابطه iازای تمام مقادیربدیهی است که رابطه فوق به

شخص شد ، م10روش ریتز تا مرتبه پس از بررسی  لازم به ذکر است کهکند. ( را ارضا می77-2الی )

 عشار کفایتادست آوردن جوابی با دقت چهار رقم ( برای به1-3ی اول رابطه )استفاده از چهار جمله که

 کند. بنابراین در ادامه برای حل مسئله از ریتز مرتبه چهارم استفاده خواهد شد.می

                                                 
1 Euler equation 
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عادله هایی که در سمت راست مدلیل وجود عبارت( به71-2معادله مومنتوم ارائه شده در رابطه ) 

راتی ن تغییعنوان معادله اویلر فرمولاسیوبه در نظر گرفتن این رابطهباشد. با غیرخطی میباشند، می

 توان نوشت:می

(3-6                                                                   )
2 2

2 2
( ( , )) 0

A

u u
I F y z udydz

y z
 

 
   

  

باشد. همچنین طبق رابطه مربوط به معادله مومنتوم می 1فانکشنالگر تغییرات بیان Iدر رابطه فوق

 را به شکل زیر تعریف کرد: uو uتوان( می3-1)

(3-7                                                                           )    2 3 4

1 2 3 4u a a a a       

(3-8                                                                    )2 3 4

1 2 3 4u a a a a            

. ( برقرار شود6-3که رابطه ) نسبت به ضرایب ریتز چگونه باشد uکند که تغییرات( بیان می8-3رابطه )

با  ر باشد.در واقع شرط لازم برای وجود اکسترمم در یک فانکشنال این است که تغییرات آن برابر صف

 توان نوشت:( می6-3( در رابطه )8-3( و )7-3جایگذاری روابط )

(3-9)

2 2 3 4 2 2 3 4

1 2 3 4 1 2 3 4
1 2 2

2 2 3 4 2 2 3 4
21 2 3 4 1 2 3 4
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A

F y z dydz
z
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a F y z dydz
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 
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  
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شد این که تساوی این رابطه برقرار باباشند و شرط اینمستقل و دلخواه میها متغیر iaدر رابطه فوق

 تک جملات برابر صفر شوند. است که تک

(3-10)     

2 2 3 4 2 2 3 4
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(3-11    )

2 2 3 4 2 2 3 4
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(3-12  )
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1 Functional 
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(3-31    )
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 موجود در روابط فوق را به شکل زیر تعریف کرد:  توان مشتقات تابعسازی معادلات، میجهت ساده
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(3-15                              )
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 د:ر( را به شکل زیر بازنویسی ک13-3( الی )10-3توان روابط )در نهایت با اعمال مشتقات مربوطه می
 

(3-16                        ) 
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(3-17                     )
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(3-18                        )

3 3 2 2

1 2

3 2 2 2

3

3 2 2 2 3 3

4

( ) 2 ( ( ))

3 (2 ( ) ( ))

4 (3 ( ) ( )) ( , ).

yy zz y z yy zz

A A

y z yy zz

A

y z yy zz

A A

a dydz a dydz

a dydz

a dydz F y z dydz

        

      

       

     

   

   

 



 

 

 

(3-19                   )   
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 دهد:(، یک دستگاه معادلات به شکل زیر را تشکیل می19-3( الی )16-3روابط )کاملا مشخص است که 

(3-20                                                                )   
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 توان با استفاده از اینشوند. سپس میحاصل میبا حل دستگاه معادلات تشکیل شده ضرایب ریتز 

 دست آورد. پروفیل سرعت را به ضرایب و تابع معلوم

 در یک ناحیه توان انتگرال هر تابع دلخواه را مستطیلی کانال، میبندی مناسب مقطع از شبکهپس 

 بعدی به شکل زیر محاسبه کرد:دومحاسباتی 

(3-21                                                                       )( , ) ( , )j j j

jA

F y z dydz F y z A  

)در رابطه فوق , )j jy z وjA به باشند. لازم گر مختصات مرکز و مساحت هر المان میترتیب بیانبه

( محاسبه 21-3دوگانه موجود در این مطالعه با استفاده از رابطه )های الکه تمام انتگرذکر است 

 شوند.می

)عبارتهمانطور که پیشتر ذکر شد،  , )F y z ( به71-2موجود در رابطه ،) دلیل داشتن درجات

شود. ، سبب غیرخطی شدن معادله مومنتوم میzو yنسبت به uمختلفی از مشتقات مرتبه اول و دوم

که جریان سیال در ابتدا با فرض این بنابراین لازم است که این معادله در یک حلقه تکرار حل شود.

آید. با این فرض دست میباشد، یک حل اولیه برای معادله مومنتوم بهگذرنده از کانال مستطیلی نیوتنی 

 شود: شکل زیر ساده می( یک عدد ثابت شده و معادله مومنتوم به72-2رابطه )

(3-22                                                                                            )
2 2

2 2
16

u u

y z

 
  

 
 

دستگاه معادلات ، (19-3( الی )16-3با استفاده از روابط )با اعمال روش ریتز بر معادله خطی فوق 

که پروفیل سرعت آیند. با توجه به ماهیت تابعدست میضرایب ریتز به شود وحل می تشکیل شده
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      سیال نیوتنی داخل کانالی مستقیم با مقطع مستطیلی درنظر گرفته شده و همچنین رابطهجریان 

رود که طبق ( که معادله مومنتوم مربوط به سیال نیوتنی داخل کانال مستطیلی است، انتظار می22-3)

حدودا برابر یک، و ضرایب دیگر مقادیر کوچک و نزدیک به صفر داشته باشند. با 1a( ضریب7-3رابطه )

    آیند:دست میبه شکل زیر به، 2برای نسبت ابعاد مقطع ضرایب ریتز  (22-3حل معادله )

(3-23                                                                                    )    
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 صورت گرفتههای بینیدست آمده برای حل اولیه با پیشطور که مشخص است جواب های بههمان

د اعتبارسنجی مربوط به حل جریان سیال نیوتنی داخل کانال مستطیلی با تطابق دارند. در فصل بع

 استفاده از روش ریتز ارائه خواهد شد.

)توان عبارتدست آمدن ضرایب ریتز حاصل از حل نیوتنی، میبا به , )F y z( 71-2موجود در رابطه )

و  پارامتر قابلیت کشش مدلمله عدد دبورا، پارامتر ثابت از ج و تعدادی سرعت را که شامل مشتقات

، مومنتوممعادله  بر روی با اعمال روش ریتزحال مشابه گام اول باشد محاسبه کرد. می aضریب ثابت

باشند ( شامل ضرایب ریتز می71-2. در واقع هر دو سمت معادله )شوندضرایب ریتز جدیدی تولید می

 ها ضرایب ریتز گام جدیدراست از ضرایب ریتز گام قبلی استفاده شده و با استفاده از آنکه برای سمت 

یابد که ضرایب ریتز و پروفیل سرعت بهینه و شوند. این روند تا جایی ادامه میحاصل می )سمت چپ(

 همگرا شوند.

 شود:معیار همگرایی برای حل معادله مومنتوم به شکل زیر تعریف می

(3-42)                                                                            1max
0.001

max( )

iter iter

iter

u u
Error

u


  

همچنین باشد. لازم به ذکر است که با افزایش عدد دبورا و گر گام حل مسئله میبیان iterکه در آن

ها از حل نیوتنی )حل ئله تشدید شده و پاسخپارامتر قابلیت کشش مدل، رفتار غیرخطی مسکاهش 

و همگرایی دیرتر اتفاق خواهد  در تعداد تکرار بیشتری حل شده شوند، بنابراین مسئلهاولیه( دورتر می

سمت  و پارامتر قابلیت کشش مدل بهبه سمت صفر بدیهی است که با میل کردن عدد دبورا  افتاد.

 .افتدهمگرایی به سرعت اتفاق میها به حل نیوتنی نزدیک شده و نهایت، پاسخبی

 باشند:های این مسئله موثر میلازم به ذکر است که دو مورد در همگرایی یا واگرایی پاسخ

 شود.انتخاب میای که جهت اعمال روش ریتز تابع -1

 مناسبی باشد.منتوم، حل حل اولیه معادله مو -2
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 حل معادله انرژی با استفاده از روش ریتز 2-2-3
شود که چون در این مطالعه خواص فیزیکی سیال ثابت و مستقل از دما در ابتدا مجددا یادآوری می

(، 91-2طبق رابطه ) شوند.صورت جداگانه حل مینتوم و انرژی بهماند، بنابراین معادلات موفرض شده

)عبارت , )G y z و تعدادی  متوسط، سرعت (، بر حسب سرعت و مشتقات آن90-2طه )موجود در راب

با توجه به معلوم شدن . باشدمی Cو ضریب ثابت aضریب ثابت پارامتر ثابت از جمله عدد برینکمن،

شود، بنابراین برخلاف معادله قسمت قبل، سمت راست معادله انرژی محاسبه میپروفیل سرعت در 

باشد که جهت حل آن نیاز به (، یک معادله خطی می90-2ارائه شده در رابطه ) یمومنتوم، معادله انرژ

 حلقه تکرار نیست.

( 96-2الی ) (93-2)ارائه شده در روابط (، شرایط مرزی حرارتی 5-3در رابطه ) انتخاب شده تابع 

 همچنینخواهد شد. مرحله قبل استفاده  تابعمعادله انرژی از  برای حلبنابراین  کند،را ارضا می

 .کندبرای حل این معادله نیز کفایت میریتز مرتبه چهارم اده از فاست

توان عنوان معادله اویلر فرمولاسیون تغییراتی می( به90-2مشابه قسمت قبل با در نظر گرفتن رابطه )

 نوشت:

(3-52                                                              )
2 2

2 2
( ( , )) 0

A

T T
I G y z Tdydz

y z
 

 
   

  

باشد. همچنین طبق رابطه      گر تغییرات فانکشنال مربوط به معادله انرژی میبیان Iدر رابطه فوق

 را به شکل زیر تعریف کرد: Tو Tتوان( می3-1)

(3-62                                                                             )2 3 4

1 2 3 4T b b b b       

(3-72                                                                    )2 3 4

1 2 3 4T b b b b            

( بیان 72-3باشد. همچنین رابطه )گر ضرایب ریتز مربوط به معادله انرژی میها بیانibدر روابط فوق

با جایگذاری  ( برقرار شود.52-3نسبت به ضرایب ریتز چگونه باشد که رابطه ) Tتغییراتکند که می

(، روابط زیر 15-3( و )14-3( و همچنین استفاده از روابط )25-3( در رابطه )27-3( و )26-3روابط )

 شوند:حاصل می

 

(3-82                          )

2 2

1 2

2 2 2

3

2 2 2 3

4

( ) 2 ( ( ))

3 (2 ( ) ( ))

4 (3 ( ) ( )) ( , ).

yy zz y z yy zz

A A

y z yy zz

A

y z yy zz

A A

b dydz b dydz

b dydz

b dydz G y z dydz

        

      

       

     

   

   

 



 

 



 

37 

 

(3-92                           )
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(3-30)                       
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(3-31                        )
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 دهند:روابط فوق دستگاه معادلاتی به شکل زیر تشکیل می

(3-32                                                                   )
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ضرایب دستگاه معادلات فوق حل  شود. سپس بااستفاده می( 21-3از رابطه )ها جهت محاسبه انتگرال

توان طبق ، میمعلومدست آمده و همچنین تابع . با استفاده از ضرایب ریتز بهشوندریتز حاصل می

  دست آورد.(، پروفیل دما را به26-3) رابطه
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 :نتایج و بحث 
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 مقدمه 1-4
 4و  3، 2ازای سه نسبت ابعاد مقطع ، بههای انجام شده در فصل سومدر این فصل نتایج حاصل از حل

نتایج نیوتنی( ارائه شده و با جریان بعد شده برای حل اولیه )حل در ابتدا توزیع سرعت بیشوند. ارائه می

، FENE-Pجریان سیال برای بعد شده سپس توزیع سرعت بی .شوداعتبارسنجی می ]45[و  ]3[جع امر

پارامتر قابلیت کشش مدل ارائه شده و تاثیر این  و بعد عدد دبوراپارامترهای بیازای مقادیر مختلفی از به

، FENE-Pپارامترها بر جریان سیال مورد نظر بررسی خواهند شد. برای اعتبارسنجی جریان سیال 

حالت جریان ایجاد شده باید به  شود، در ایننهایت میل داده مینسبت ابعاد مقطع کانال به سمت بی

تطابق مناسبی داشته باشد. در قسمت ، ]27[نتایج مرجع ن بین دو صفحه ثابت میل پیدا کند و با جریا

بعد عدد برینکمن، ازای مقادیر مختلفی از پارامترهای بیبعد شده و تلفات ویسکوز بهتوزیع دمای بی ،بعد

دست آمده در رابطه بهبا استفاده از  . همچنینشوندعدد دبورا و پارامتر قابلیت کشش مدل ترسیم می

. برای اعتبارسنجی این شوندگزارش میبعد ذکر شده ازای پارامترهای بیفصل دوم، اعداد ناسلت به

  استفاده خواهد شد.  ]8[نتایج مرجع قسمت، از 

 نتایج حاصل از حل معادله مومنتوم 2-4
( الی 16-3نتوم طبق روابط )پس از اعمال روش ریتز بر معادله مومهمانطورکه در فصل قبل اشاره شد، 

شود که با حل آن ضرایب ریتز و در نتیجه توزیع سرعت حاصل (، دستگاه معادلاتی تشکیل می19-3)

)شود. اما به دلیل غیر خطی بودن عبارتمی , )F y z  در معادله مومنتوم، این معادله در یک حلقه تکرار

شود که جریان سیال گذرنده از رد. برای این منظور ابتدا فرض میحل شده و نیاز به یک حل اولیه دا

دست آوردن توزیع سرعت جریان سیال دلیل اهمیت حل اولیه در بهکانال مستطیلی، نیوتنی باشد. به

FENE-Pهم برای حل اولیه )حل نیوتنی( و هم برای حل نهایی )جریان  ، نتایج مربوط به توزیع سرعت

 شوند.شده و اعتبارسنجی می ارائه (FENE-Pسیال 

 حل اولیه )حل نیوتنی( 1-2-4
 ،باشند( می22-3بعد شده را که حاصل از اعمال روش ریتز بر معادله )های سرعت بی، پروفیل1-4شکل 

رسم  بر روی صفحات تقارن 4و  3، 2ازای سه نسبت ابعاد مقطع نتایج به ،دهد. در این شکلنشان می

  .انداعتبارسنجی شده  ]45[ مرجعشده و با نتایج 
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))الف(                                                                       ,0)u y 

 
,0))ب(                                                                      )u z 

 
 نتایج حاصل از حل اولیه )حل نیوتنی(اعتبارسنجی : 1-4شکل 

 

کنند که نتایج حاصل از حل اولیه )حل نیوتنی( که با نمودارهای شکل فوق این موضوع را تایید می

همانطور که  دارند. ]45[ اند، تطابق بسیار خوبی با نتایج مرجعدست آمدهاستفاده از روش ریتز به

 یابد.مشخص است با افزایش نسبت ابعاد مقطع، سرعت ماکزیمم در مرکز کانال کاهش می

جریان سیال  متوسطنسبت سرعت ماکزیمم به سرعت  ]3[، شاه و لندن 1-4همچنین طبق جدول 

معیار اند که های ابعاد مختلف گزارش کردهازای نسبتنیوتنی گذرنده از کانال مستطیلی مستقیم را به

 باشد. خوبی جهت اعتبارسنجی نتایج حاصل از حل اولیه می
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 برای حل نیوتنی نسبت سرعت ماکزیمم به سرعت متوسط: 1-4جدول   

Error (%) 
max

b

u

u
 

Shah and London [3] 

max

b

u

u
 

Present Study 

                  

0.014 2.0962 2.0965 1 
0.015 1.9918 1.9921 2 
0.011 1.7737 1.7739 4 
0.018 1.6283 1.6286 8 
0.018 1.6009 1.6012 10 

 

دست آمده برای حل نیوتنی با استفاده از روش ریتز، تطابق بسیار خوبی با طبق جدول فوق، نتایج به

کند که با افزایش نسبت ابعاد مقطع این موضوع را تایید می 1-4 دارند. همچنین جدول ]3[نتایج مرجع 

 یابد.کانال، نسبت سرعت ماکزیمم به سرعت متوسط در مرکز کانال کاهش می

ازای برای حل اولیه، به توزیع سرعت 2-4شکل در اعتبارسنجی حل اولیه )حل نیوتنی(،  پس از

دلیل تقارن هندسه کانال لازم به ذکر است که به .شده استنمایش داده  4و  3، 2نسبت ابعاد مقطع 

مشخص  2-4ئه شده است. همانطور که در شکل چهارم کانال اراازای یکمورد مطالعه، توزیع سرعت به

های کناری کانال بر است، با افزایش نسبت ابعاد مقطع کانال، سرعت کاهش یافته و همچنین اثر دیواره

شود. زیرا هرچه نسبت ابعاد مقطع کانال بزرگتر شود، جریان ایجاد شده به جریان توزیع سرعت کمتر می

 بین دو صفحه ثابت میل خواهد کرد.
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2)الف(                                                             

3(ب)                                                               

4(پ)          

 توزیع سرعت حل اولیه )حل نیوتنی(: 2-4شکل 
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 FENE-Pجریان  2-2-4
گیرند. جهت اعتبارسنجی مورد بررسی قرار می FENE-Pدست آمده برای جریان در این قسمت نتایج به

نهایت میل داده ، نسبت ابعاد مقطع کانال به سمت بیFENE-Pدست آمده برای جریان سیال نتایج به

شود. با انجام این کار، جریان ایجاد شده باید به جریان بین دو صفحه ثابت میل پیدا کند و با نتایج می

بعد سازی برای بی ]27[تطابق مناسبی داشته باشد. لازم به ذکر است که چون در مرجع  ]27[مرجع 

، نسبت FENE-Pده است، لذا جهت اعتبارسنجی جریان سیال فاده شسرعت از سرعت متوسط است

 سرعت به سرعت متوسط گزارش شده است.

که برای جریان سیال نیوتنی بین دو صفحه، نسبت سرعت ماکزیمم به سرعت متوسط با توجه به این

تطیلی به جریان یافتن نسبت ابعادی که در آن جریان داخل کانال مس باشد،  بنابراین جهتمی 5/1برابر 

ای افزایش کند، باید در حل اولیه )حل نیوتنی(، نسبت ابعاد را به اندازهبین دو صفحه ثابت میل پیدا می

توان ادعا کرد که این صورت میشود. در این 5/1کزیمم به سرعت متوسط برابر داد تا نسبت سرعت ما

در نهایت مشخص شد که  باشد.ب میمناسنیز  FENE-Pاعتبارسنجی جریان سیال  براینسبت ابعاد 

 شود.می 5/1ماکزیمم به سرعت متوسط برابر  ، نسبت سرعت340برای حل اولیه در نسبت ابعاد 

بین دو صفحه ثابت به شکل زیر  FENE-Pاثبات کرد که پروفیل سرعت جریان سیال  ]27[اولیویرا 

 :آیددست میبه

(4-1                                     )                      
2 2

2 2

2 2

3 144
(1 16 ) 1 (1 16 )

2

X De X
u z z

a L

 
    

 
 

 :شودمحاسبه میباشد و به شکل زیر بعد شده میگرادیان فشار بیXکه در آن

(4-2                                                                                           )

1 2 2

6 3 3

11

32

432 ( 2 )

6

X


 


 

(4-3                                                                                            )
1 3 1

2 2 2(4 27 ) 3 .     

(4-4                                                                                                     )  
2

2 2

864

5

De

a L
  

سبت ابعاد مقطع ازای نرا داخل کانال مستطیلی، به FENE-P، پروفیل سرعت جریان سیال 3-4شکل 

اند. در قسمت )الف(، پارامتر قابلیت اعتبارسنجی شده ]27[که با نتایج مرجع دهد نمایش می 340

کند و در قسمت )ب( این روند معکوس کشش مدل ثابت در نظر گرفته شده و عدد دبورا تغییر می

 باشد. می
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2)الف(                                                            100L    

2De)ب(                                                               
 FENE-Pاعتبارسنجی جریان سیال : 3-4شکل 

 

داخل کانال  FENE-Pدست آمده برای جریان سیال کند که نتایج بهاین موضوع را تایید می 3-4شکل 

نهایت میل کند، تطابق بسیار خوبی با نتایج که نسبت ابعاد مقطع کانال به سمت بیمستطیلی، در حالی

 دارند. ]27[مرجع 

برای اعتبارسنجی، باید ثابت کرد که نسبت  340برای اطمینان از مناسب بودن نسبت ابعاد مقطع 

 3-4، اعتبارسنجی انجام شده در شکل 4-4د. شکل ابعادهای بالاتر، تاثیری بر روند اعتبارسنجی ندارن

 دهد.نمایش می 600و  450، 340، 250، 60ازای نسبت ابعاد مقطع را به
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0.1De )الف(                                           ,  2 100L   

 
5De )ب(                                          ,  2 100L   

 FENE-Pبررسی نسبت ابعاد مقطع انتخاب شده برای اعتبارسنجی جریان سیال : 4-4شکل         

 

، انتخاب بسیار مناسبی جهت 340کند که نسبت ابعاد مقطع این موضوع را تایید می 4-4شکل 

 باشد.می ]27[با نتایج مرجع  مطالعه حاضراعتبارسنجی 
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پس از اعتبارسنجی مطالعه حاضر، مقادیر حاصل از حل تحلیلی معادله مومنتوم ارائه شده در رابطه  

اند. در واقع پس از اعمال روش ارائه شده 3-4و  2-4های یتز در جدول( با استفاده از روش ر71-2)

( و حل دستگاه معادلات تشکیل شده، ضرایب 19-3( الی )16-3ریتز بر معادله مومنتوم طبق روابط )

آیند که با استفاده از این ضرایب و با توجه به معلوم بودن تابعدست میریتز طبق جداول ذکر شده به
( تشکیل می7-3، پروفیل سرعت طبق رابطه ).شود 

ضرایب ریتز مربوط به معادله مومنتوم و همچنین سرعت ماکزیمم که در مرکز کانال  2-4جدول  

2شود را به ازای پارامتر قابلیت کشش ثابت ایجاد می 100L   و چهار عدد دبورای مختلف نشان

تا تاثیر  انددست آمدهبه 4و  3، 2دهد. لازم به ذکر است که این نتایج برای سه نسبت ابعاد مقطع می

0.1Deاین پارامتر نیز بر نتایج بررسی شود. همانطور که مشخص است در    رفتار سیال به سیال

دست آمده انحراف کمی از حل نیوتنی دارند. اما با افزایش عدد دبورا یج بهباشد و نتانیوتنی نزدیک می

در یک پارامتر قابلیت کشش ثابت، با افزایش عدد دبورا  2-4این انحراف بیشتر خواهد شد. طبق جدول 

شوندگی سیال رفتار رقیق تشدیدیابد که این امر در نتیجه سرعت ماکزیمم در مرکز کانال افزایش می

، در یک عدد دبورا ثابت، با افزایش نسبت ابعاد مقطع کانال سرعت 2-4اشد. همچنین طبق جدول بمی

 یابد. ماکزیمم کاهش می

2De ازای عدد دبورای ثابترا به 2-4نیز پارامترهای مشابه جدول  3-4جدول    و چهار پارامتر

ت ابعاد مقطع مختلف ازای سه نسبل قبل نتایج بهمشابه جدو دهد.قابلیت کشش متفاوت نشان می

2. همانطور که مشخص است دراندگزارش شده 10000L باشد. رفتار سیال به سیال نیوتنی نزدیک می

در یک  3-4گیرند. طبق جدول ها از حل نیوتنی فاصله میبا کاهش پارامتر قابلیت کشش مدل پاسخ

یابد. افزایش پارامتر قابلیت کشش مدل، سرعت ماکزیمم در مرکز کانال کاهش میعدد دبورای ثابت، با 

همچنین مشابه جدول قبل، در یک پارامتر قابلیت کشش ثابت، با افزایش نسبت ابعاد مقطع کانال 

نسبت ابعاد  که با توجه به3aبرخلاف ضریب ،3-4و  2-4یابد. طبق جداول سرعت ماکزیمم کاهش می

مثبت و  1aدست آمده برای ضریبشود، تمام مقادیر بهمقطع کانال مقادیر مثبت و منفی را شامل می

 باشند.منفی می 4aو 2aبرای ضرایب
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2ازای: مقادیر حاصل از حل تحلیلی معادله مومنتوم به2-4جدول 
100L   

maxu 4a 3a 2a 1a De 

2  

1.0268 -0.0007 0.0015 -0.0030 1.0041 0.1 

1.2192 -0.0099 0.0186 -0.1922 1.3778 1 

5.8047 -0.0973 0.1227 -4.5125 10.2645 5 

20.4052 -0.5475 0.6469 -18.1170 38.3875 10 

0.8740 -0.0014 0.0024 -0.0036 1.0041 0.1 

3  
1.0358 -0.0122 0.0118 -0.2086 1.3685 1 

4.9466 -0.1301 -0.0322 -5.0475 10.1845 5 

17.7330 -1.0467 0.3031 -20.4365 38.6198 10 

0.7797 -0.0022 0.0035 -0.0042 1.0040 0.1 

4  
0.9203 -0.0134 0.0074 -0.2234 1.3583 1 

4.3321 -0.1504 -0.1166 -5.4672 9.9629 5 

15.5620 -1.4263 0.0872 -22.1265 37.8356 10 

 

 
ازای: مقادیر حاصل از حل تحلیلی معادله مومنتوم به3-4جدول  2De   

maxu 4a 3a 2a 1a L2 

2  

5.0071 -0.0782 0.0989 -3.7588 8.7182 10 

1.7869 -0.0203 0.0323 -0.7256 2.4751 100 

1.1084 -0.0049 0.0100 -0.0849 1.1634 1000 

1.0334 -0.0011 0.0024 -0.0099 1.0172 10000 

4.2622 -0.1002 -0.0340 -4.2008 8.6428 10 

3  
1.5153 -0.0261 0.0101 -0.8038 2.4478 100 

0.9425 -0.0057 0.0065 -0.0912 1.1588 1000 

0.8796 -0.0017 0.0028 -0.0108 1.0167 10000 

3.7350 -0.1155 -0.1046 -4.5496 8.4579 10 

4  
1.3387 -0.0314 -0.0021 -0.8681 2.4118 100 

0.8390 -0.0065 0.0051 -0.0974 1.1539 1000 

0.7844 -0.0026 0.0038 -0.0119 1.0161 10000 
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نمایش  6-4و  5-4های در شکل داخل کانال مستطیلی مستقیم FENE-Pتوزیع سرعت جریان سیال 

در نظر گرفته شده و عدد  100، پارامتر قابلیت کشش مدل ثابت و برابر 5-4. در شکل است داده شده

و پارامتر قابلیت کشش  باشدمی 2، عدد دبورا ثابت و برابر 6-4که در شکل کند. در حالیدبورا تغییر می

همچنین  اند.شده ارائه 2ازای نسبت ابعاد مقطع . لازم به ذکر است که این نتایج بهمتغیر استمدل 

 اند.ازای یک چهارم کانال نمایش داده شدهدلیل تقارن کانال مورد مطالعه، نتایج بهبه

رامتر قابلیت کشش ثابت، مشخص است، با افزایش عدد دبورا در یک پا 5-4همانطور که از شکل 

که با توجه به گیرد. در حالیماکزیمم در مرکز کانال افزایش یافته و از حل نیوتنی فاصله می سرعت

باشد و با افزایش پارامتر قابلیت کشش مدل در یک عدد دبورا ثابت، ، این روند معکوس می6-4شکل 

عدد شود. در واقع با افزایش نزدیک می سرعت ماکزیمم در مرکز کانال کاهش یافته و به حل نیوتنی

و  ( رشد کرده72-2های غیرخطی موجود در رابطه )یا کاهش پارامتر قابلیت کشش مدل، عبارت دبورا

افزایش سرعت ماکزیمم در مرکز کانال  یابد که این امر منجر بهشوندگی سیال افزایش میرفتار رقیق

سیال نیوتنی استفاده یک بعدسازی سرعت از رای بیگفته شد، ب 3-2شود. همانطور که در بخش می

که اینتوجه به با  باشد.می FENE-Pبرابر ویسکوزیته در نرخ برش صفر سیال  ویسکوزیته آنکه  شده

ذاتا رقیق شونده است، حداکثر ویسکوزیته آن برابر ویسکوزیته سیال نیوتنی ارائه شده  FENE-Pسیال 

امتر قابلیت کشش مدل، خاصیت با افزایش عدد دبورا یا کاهش پارراین باشد. بناب( می63-2در رابطه )

  .خواهد یافتو در نتیجه سرعت افزایش  یابد(شوندگی سیال افزایش یافته )ویسکوزیته کاهش میرقیق
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1De)الف(                                                             

 
5De)ب(                                                             

 
10De)پ(                                                             

2 ازایبه P-FENEتوزیع سرعت جریان سیال : 5-4شکل 
100L2و 
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2)الف(                                                            10L   

 
2(ب)                                                               100L   

 
2(پ)                                                              10000L   

ازایبه P-FENEتوزیع سرعت جریان سیال : 6-4شکل                         2De 2و 
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، مشابه مراجع دست آمده برای توزیع سرعت با مطالعات پیشینج بهپذیری بهتر روند نتایمقایسهجهت 

تاثیر دست آورده و به 2برای نسبت ابعاد مقطع  ، نسبت سرعت به سرعت متوسط را]35[و  ]27[

شکل در د شد. نکشش مدل بر توزیع سرعت بررسی خواهبعد عدد دبورا و پارامتر قابلیت پارامترهای بی

ازای پارامتر قابلیت کشش توزیع سرعت )نسبت سرعت به سرعت متوسط( برای کل کانال و به 7-4

2مدل ثابت ) 100L  1دو عدد دبورا )( و, 10De De  ) نیز  8-4نمایش داده شده است. در شکل

2Deازای عدد دبورای ثابت )به 7-4تی مشابه با شکل توزیع سرع پارامتر قابلیت کشش مدل  دو ( و

(2 210000, 10L L  ) 27[منظور تشابه بیشتر با نتایج مرجع بهنمایش داده شده است. همچنین[ ،

حات تقارن های سرعت )نسبت سرعت به سرعت متوسط( بر روی صفپروفیل 10-4 و 9-4 هایدر شکل

لازم به ذکر است که  اند.نمایش داده شده ازای اعداد دبورا و پارامترهای قابلیت کشش مدل متفاوتو به

 اند.شده رسمچهارم کانال ازای یکهای سرعت بهپروفیل 10-4و  9-4های در شکل

مشخص است، با افزایش عدد دبورا و کاهش پارامتر قابلیت  10-4الی  7-4های همانطور که از شکل

های پروفیل یابد، بنابراینو ویسکوزیته کاهش می شوندگی سیال تشدید شدهرفتار رقیقکشش مدل، 

د. در واقع با نکاملا تطابق دار ]35[و  ]27[شوند که با نتایج مراجع تر میسرعت در مرکز کانال مسطح

بورا و افزایش پارامتر قابلیت کشش مدل، نسبت سرعت ماکزیمم به سرعت متوسط در کاهش عدد د

max) و به حل نیوتنیمرکز کانال افزایش یافته  1.9921
b

u

u
شود که این امر منجر به تیزتر تر می( نزدیک

کانال نرخ برش لازم به ذکر است که چون در وسط  .خواهد شدهای سرعت در مرکز کانال شدن پروفیل

های که در مجاورت دیواره، در حالیشودتر میباشد، بنابراین ویسکوزیته بیشتر بوده و سیال سفتکم می

باشد، به همین دلیل با فاصله گرفتن از حالت نیوتنی )افزایش عدد دبورا و کانال این روند معکوس می

های سرعت دارای روفیلتر شده وپل کمکاهش پارامتر قابلیت کشش مدل( تغییرات سرعت در وسط کانا

 شوند.یکنواختی بیشتری می
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  1De)الف(                                                          

 

 
10De(ب)                                                             

 
2 ازایبه P-FENEتوزیع سرعت )نسبت سرعت به سرعت متوسط( جریان سیال : 7-4شکل 

100L  
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2)الف(                                                         10000L   

 

 
2(ب)                                                              10L   

 

ازایبه P-FENEتوزیع سرعت )نسبت سرعت به سرعت متوسط( جریان سیال : 8-4شکل  2De  
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              0z)الف(                                                           

 
              0y(ب)                                                           

 

2 ازایبه بر روی صفحات تقارن P-FENEهای سرعت جریان سیال پروفیل: 9-4شکل   
100L 2و 
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              0z)الف(                                                          

 
      0y(ب)                                                          

         
ازایبه بر روی صفحات تقارن P-FENEهای سرعت جریان سیال پروفیل: 10-4شکل  2De 2و 
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های کانال ( را بر روی دیواره80-2ارائه شده در رابطه ) RefC.توزیع ضریب 12-4و  11-4های شکل

2ازای پارامتر قابلیت کشش ثابتا بهتوزیع ضریب اصطکاک ر 11-4دهند. شکل نمایش می 100L   و

ازای عدد توزیع ضریب ذکر شده را به 12-4دهد. همچنین شکل عدد دبورای مختلف نمایش می پنج

2Deدبورای ثابت  دهد. لازم به ذکر است که این و چهار پارامتر قابلیت کشش متفاوت نشان می

دسه کانال مورد مطالعه نتایج دلیل تقارن هناند. همچنین بهارائه شده 2برای نسبت ابعاد مقطع  ایجنت

 اند.چهارم مقطع کانال نمایش داده شدهازای یکبه

یک پارامتر قابلیت کشش ثابت، رفتار مشخص است با افزایش عدد دبورا در که همانطور 

یابد. اما با افزایش ها کاهش میشوندگی سیال افزایش یافته و در نتیجه ضریب اصطکاک روی دیوارهرقیق

این روند معکوس شده و ضریب اصطکاک روی قابلیت کشش مدل در یک عدد دبورای ثابت، پارامتر 

های یابد. همچنین ذکر این نکته حائز اهمیت است که ضریب اصطکاک روی دیوارهها افزایش میدیواره

ی هادیواره دهند. زیراهای عمودی به خود اختصاص میافقی کانال مقادیر بیشتری را نسبت به دیواره

های عمودی فاصله کمتری تا هسته جریان دارند، لذا بیشترین مقدار نرخ برش و افقی نسبت به دیواره

ضریب  که توان ادعا کرد( می80-2باشد. بنابراین طبق رابطه )های افقی میتنش در مجاورت دیواره

یب اصطکاک در های افقی بیشتر است. لازم به ذکر است که بیشترین مقدار ضرهاصطکاک روی دیوار

 یابد.ها مقدارش کاهش میبه کنج باشد و با نزدیک شدنها میمرکز دیواره
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 دیواره افقی )الف(                                                     

 
 دیواره عمودی )ب(                                                   

Re.توزیع ضریب: 11-4شکل                
f

C  2ازایهای کانال بهدیوارهبر روی
100L  2و 
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                 افقیدیواره  )الف(                                                  

 دیواره عمودی )ب(                                                 
Re.توزیع ضریب: 12-4شکل               

f
C  2ازایهای کانال بهدیوارهبر رویDe  2و 
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 نتایج حاصل از حل معادله انرژی 3-4
خواص فیزیکی سیال ثابت و مستقل از دما در این مطالعه شود که چون در ابتدا مجددا یادآوری می

که اینشوند. با توجه به براین معادلات مومنتوم و انرژی مستقل از یکدیگر حل میاند، بنافرض شده

(، شامل سرعت و مشتقات آن، سرعت متوسط و 91-2سمت راست معادله انرژی ارائه شده در رابطه )

دست آوردن توزیع سرعت، سمت راست معادله تعدادی پارامتر ثابت است، با حل معادله مومنتوم و به

ف معادله مومنتوم ( بر خلا90-2انرژی تشکیل خواهد شد. بنابراین معادله انرژی ارائه شده در رابطه )

( و حل 31-3( الی )28-3ی طبق روابط )باشد. با اعمال روش ریتز بر معادله انرژیک معادله خطی می

( توزیع دما را 26-3توان طبق رابطه )آیند و میدست میدستگاه معادلات تشکیل شده، ضرایب ریتز به

 دست آورد.به

 شود. در این مرجع جریان سیال نیوتنیستفاده میا ]8[جهت اعتبارسنجی این قسمت از نتایج مرجع 

ازای نسبت ابعاد مقطع مختلف و تحت شار حرارتی ثابت بر به ،گذرنده از کانال مستطیلی مستقیم

است. لازم به ذکر است که در این مرجع از تلفات ویسکوز  بررسی شدهصورت تحلیلی بهها دیواره

معادله انرژی ارائه شده در رابطه  شرایط ذکر شده در این مرجع، با توجه به بنابراین نظر شده است.صرف

 شود:( به شکل زیر ساده می90-2)

(4-5)                                                                                             
2 2

2 2
4

 
 

  b

T T u

y z u
 

( از توزیع سرعت 22-3(، باید طبق رابطه )5-4)بدیهی است که برای تشکیل سمت راست معادله 

جریان سیال نیوتنی داخل کانال مستطیلی استفاده کرد. با اعمال روش ریتز بر معادله فوق توزیع دما 

ازای نسبت ابعاد مقطع هتوان عدد ناسلت را ب( می108-2آید، سپس با استفاده از رابطه )دست میبه

 اعتبارسنجی نمود. ]8[دست آورد و با نتایج مرجع مختلف به

 
Brازای: اعتبارسنجی نتایج حاصل از حل معادله انرژی برای جریان نیوتنی به4-4جدول   0  

Error (%) Nu 
Shahmardan et al.[8] 

Nu 
Present Study 

                  

0.17 3.6112 3.6174 1 
0.83 4.1208 4.1553 2 
1.02 4.7936 4.8427 3 
0.88 5.3341 5.3812 4 
0.56 6.4905 6.5274 8 

 

 ]8[دست آمده با استفاده از روش ریتز، تطابق بسیار خوبی با نتایج مرجع ، نتایج به4-4طبق جدول 

دهد که با افزایش نسبت ابعاد مقطع کانال، عدد ناسلت نیز افزایش دارند. همچنین جدول فوق نشان می

 یابد.می
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قابل توجهی بر عدد ناسلت و در نتیجه  اتهمانطور که در ادامه نشان داده خواهد شد، تلفات ویسکوز اثر

 FENE-Pتوزیع تلفات ویسکوز مربوط به جریان سیال  14-4و  13-4های . در شکلتوزیع دما دارد

ازای پارامتر ، توزیع تلفات به13-4است. در شکل  داخل کانال مستطیلی مستقیم نمایش داده شده

که در شکل مایش داده شده است. در حالیو سه عدد دبورای مختلف ن 100قابلیت کشش مدل ثابت 

باشد و پارامتر قابلیت کشش مدل متغیر است. لازم به ذکر است که می 2، عدد دبورا ثابت و برابر 14-4

دلیل تقارن کانال مورد مطالعه، نتایج اند. همچنین بهارائه شده 2ازای نسبت ابعاد مقطع این نتایج به

 اند.داده شده ازای یک چهارم کانال نمایشبه

ضرب تانسوری تنش برشی و گرادیان سرعت صورت حاصل(، تلفات ویسکوز به51-2طبق رابطه )

ها مشخص است، بیشترین تلفات ویسکوز در مجاورت شود. بنابراین همانطور که از شکلتعریف می

قدار را دارند. باشد، زیرا در این نواحی گرادیان سرعت و نرخ برش بیشترین مکانال میهای دیواره

تلفات ویسکوز ، این ناحیهبا نزدیک شدن به  ،باشدچون در مرکز کانال نرخ برش صفر میهمچنین 

افقی مقدار بیشتری نسبت به  یابد. لازم به ذکر است که تلفات ویسکوز در مجاورت دیوارهکاهش می

کمتری تا هسته جریان دارد،  عمودی فاصله افقی نسبت به دیواره عمودی دارد، زیرا دیواره دیواره

همچنین چون  باشد.بنابراین بیشترین مقدار نرخ برش و تلفات ویسکوز در مجاورت دیواره افقی می

 نواحی چهار کنج کانال، بیشترین فاصله را نسبت به هسته جریان دارند، بنابراین تلفات ویسکوز در این 

 .خواهد داشتمقدار بسیار کمی 

در یک پارامتر قابلیت کشش ثابت، با افزایش عدد دبورا میزان تلفات ویسکوز در  13-4طبق شکل 

باشد. اما شوندگی سیال مییابد که این اتفاق در نتیجه تشدید رفتار رقیقها افزایش میمجاورت دیواره

 ، در یک عدد دبورای ثابت، با افزایش پارامتر قابلیت کشش مدل14-4بر خلاف این روند طبق شکل 

در واقع با کاهش پارامتر قابلیت کشش مدل،  یابد.ها کاهش میمیزان تلفات ویسکوز در مجاورت دیواره

 .خواهد شدمنجر به افزایش تلفات ویسکوز  این امر که شودتشدید میشوندگی سیال رفتار رقیق
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1De)الف(    

 
  5De(ب)

 
  10De(پ)

2 ازایبه P-FENEتوزیع تلفات ویسکوز برای جریان سیال : 13-4شکل 
100L 2و 
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2)الف( 10L  

 

2(ب) 100L  

 

2(پ) 10000L  

De ازایبه P-FENEتوزیع تلفات ویسکوز برای جریان سیال : 14-4شکل    2و 2
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حالت 4-3-1 0Br 
0Brنظر کردن از تلفات ویسکوز )با صرف ( معادله انرژی ارائه شده در رابطه ،)به شکل رابطه 90-2 )

دست آمده شود، با این تفاوت که سمت راست این معادله با استفاده از توزیع سرعت به( ساده می5-4)

مقادیر حاصل از حل تحلیلی  6-4و  5-4های شود. جدولتشکیل می FENE-Pبرای جریان سیال 

ضرایب ریتز مربوط  5-4دهند. در جدول نشان مینظر کردن از تلفات ویسکوز صرفمعادله انرژی را با 

2ت ازای پارامتر قابلیت کشش ثاب، دمای مینیمم و عدد ناسلت بهCبه معادله انرژی، پارامتر 100L  

ازای ی مشابه با جدول قبل بهنیز پارامترهای 6-4اند. در جدول و چهار عدد دبورای مختلف ارائه شده

2Deعدد دبورای ثابت   اند. لازم به ذکر است که و چهار پارامتر قابلیت کشش متفاوت ارائه شده

اند تا تاثیر این پارامتر نیز ارائه شده 4 و 3، 2ازای سه نسبت ابعاد مقطع بهاول، نتایج ذکر شده در جد

شامل انتگرال  C(، پارامتر92-2شود که طبق رابطه )بر نتایج بررسی شود. همچنین مجددا یادآوری می

بعدسازی دما، بیشترین ه به نحوه بیها و با توجدلیل شار اعمال شده بر دیوارهبه باشد.تلفات ویسکوز می

باشد که مقدارش برابر صفر است، لذا دمای ها میدیواره دمایبعد شده در این حالت مقدار دمای بی

دمای مینیمم گزارش شده است  6-4و  5-4باشد. بنابراین در جداول از کانال منفی می گذرندهسیال 

 شود.که این دما در مرکز کانال ایجاد می

 Cدر یک پارامتر قابلیت کشش ثابت، با افزایش عدد دبورا دمای مینیمم، پارامتر 5-4جدول  طبق

توان عدد ناسلت را به (، می98-2( و )97-2با تلفیق روابط )و عدد ناسلت نیز افزایش خواهند یافت. 

 شکل زیر بیان کرد:

(4-6                                                                                              )
( )

h

w m

q d
Nu

k T T





 

شود که این امر شوندگی سیال تشدید میهمانطور که قبلا ذکر شد، با افزایش عدد دبورا، رفتار رقیق

شود. های کانال میافزایش انتقال حرارت در مجاورت دیوارهمنجر به افزایش نرخ برش و در نتیجه 

( عدد ناسلت افزایش 6-4یافته و طبق رابطه ) بنابراین اختلاف دمای دیواره و دمای میانگین کاهش

این حالت با افزایش عدد دبورا، قدر مطلق دمای در  توان اینطور بیان کرد کهبه عبارت دیگر می یابد.می

  توان ادعا کرد که عدد ناسلت افزایش خواهد یافت.( می101-2طبق رابطه ) لذایابد، میانگین کاهش می

دهد که در یک عدد دبورای ثابت، با افزایش پارامتر قابلیت کشش مدل دمای نشان می 6-4جدول 

شوندگی سیال ف رفتار رقیقیابند که این امر در نتیجه تضعیو عدد ناسلت کاهش می Cمینیمم، پارامتر

دهند که در یک عدد دبورا و پارامتر قابلیت کشش ثابت، با افزایش باشد. همچنین نتایج نشان میمی

 Cکه برای پارامتریابند، درحالیافزایش می نیز نسبت ابعاد مقطع کانال، دمای مینیمم و عدد ناسلت

دست شود که تمام مقادیر بهمشاهده می 6-4و  5-4های باشد. با توجه به جدولاین روند معکوس می

 باشند.می ثبتم 3bمنفی و برای ضریب 4bو 1b،2bآمده برای ضرایب ریتز
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ازایبه : مقادیر حاصل از حل تحلیلی معادله انرژی5-4جدول               0Br  2و
100L     

Nu minT C 4b 3b 2b 1b De 

2  

4.1569 -0.3857 8.2530 -0.0071 0.0176 -0.1328 -0.2511 0.1 

4.2764 -0.3776 10.3200 -0.0069 0.0247 -0.1324 -0.2512 1 

4.7061 -0.3503 60.3713 -0.0064 0.0484 -0.1312 -0.2513 5 

4.7708 -0.3464 220.0806 -0.0061 0.0516 -0.1309 -0.2513 10 

4.8443 -0.3135 7.5078 -0.0094 0.0195 -0.1343 -0.2509 0.1 

3  
4.9695 -0.3078 9.3232 -0.0089 0.0274 -0.1339 -0.2509 1 

5.4332 -0.2877 54.1848 -0.0073 0.0548 -0.1326 -0.2510 5 

5.4977 -0.2850 202.0033 -0.0064 0.0578 -0.1323 -0.2510 10 

5.3828 -0.2708 7.0363 -0.0099 0.0193 -0.1340 -0.2507 0.1 

4  
5.5110 -0.2663 8.6628 -0.0094 0.0280 -0.1337 -0.2507 1 

6.0015 -0.2503 48.9608 -0.0078 0.0595 -0.1325 -0.2508 5 

6.0702 -0.2481 182.9175 -0.0065 0.0628 -0.1322 -0.2508 10 

 

 
ازایانرژی به ر حاصل از حل تحلیلی معادلهمقادی: 6-4جدول               0Br  2وDe     

Nu minT C 4b 3b 2b 1b L2 

2  

4.6900 -0.3512 51.6508 -0.0065 0.0476 -0.1312 -0.2513 10 

4.4618 -0.3654 16.4880 -0.0067 0.0353 -0.1319 -0.2512 100 

4.2140 -0.3818 9.1250 -0.0070 0.0210 -0.1326 -0.2512 1000 

4.1620 -0.3854 8.3234 -0.0071 0.0179 -0.1328 -0.2511 10000 

5.4159 -0.2884 46.3079 -0.0074 0.0539 -0.1326 -0.2510 10 

3  
5.1678 -0.2989 14.7803 -0.0083 0.0395 -0.1333 -0.2509 100 

4.9038 -0.3108 8.2719 -0.0092 0.0233 -0.1341 -0.2509 1000 

4.8496 -0.3133 7.5693 -0.0094 0.0199 -0.1343 -0.2509 10000 

5.9826 -0.2509 41.8835 -0.0079 0.0584 -0.1326 -0.2508 10 

4  
5.7179 -0.2594 13.5651 -0.0087 0.0417 -0.1332 -0.2508 100 

5.4433 -0.2687 7.7195 -0.0097 0.0235 -0.1339 -0.2507 1000 

5.3881 -0.2706 7.0912 -0.0099 0.0197 -0.1340 -0.2507 10000 
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نمایش  16-4و  15-4 هایدر شکلداخل کانال مستطیلی مستقیم  FENE-Pتوزیع دمای جریان سیال 

و از تلفات  اندارائه شده 2ازای نسبت ابعاد مقطع داده شده است. لازم به ذکر است که این نتایج به

ازای . همچنین به دلیل تقارن هندسه کانال مورد مطالعه، نتایج بهنظر شده استویسکوز هم صرف

در  100و برابر ثابت مدل پارامتر قابلیت کشش  15-4 شوند. در شکلچهارم کانال نمایش داده مییک

 باشدمی 2دبورا ثابت و برابر عدد  16-4که در شکل ، در حالیکندنظر گرفته شده و عدد دبورا تغییر می

 و پارامتر قابلیت کشش مدل متغیر است.

تری همانطور که مشخص است سیال در مجاورت دیواره دمای بالاتر و در وسط کانال دمای پایین

با افزایش عدد  15-4باشد. طبق شکل دارد، بنابراین جهت انتقال حرارت از دیواره به سمت جریان می

افزایش عدد دبورا سبب تشدید رفتار توان ادعا کرد که یابد. به عبارتی میم افزایش میدبورا دمای مینیم

خواهد اختلاف دمای دیواره و دمای میانگین سیال شوندگی سیال شده که این امر منجر به کاهش رقیق

 ا افزایش پارامتر قابلیت کشش مدل، رفتارتوان دریافت که بمی 16-4اما با توجه به شکل  .شد

دمای مینیمم کاهش یافته و اختلاف دمای دیواره و دمای  شوندگی سیال تضعیف شده و در نتیجهرقیق

 افزایش خواهد یافت. سیال میانگین
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  1De(الف)                                                               

 
  5De(ب)                                                                

 
  10De(پ)                                                               

L ازایبه P-FENEتوزیع دما برای جریان سیال : 15-4شکل           2
Brو 100   2و 0
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2)الف(                                                            10L  

  
2(ب)                                                            100L   

 
2(پ)                                                        10000L  

De ازایبه P-FENEجریان سیال  برایدما توزیع : 16-4 شکل             Brو 2   2و 0
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0Brحالت 4-3-2  
عدد  شوند.در این قسمت با در نظر گرفتن تلفات ویسکوز، نتایج حاصل از حل معادله انرژی ارائه می

باشد و اثر تلفات ویسکوز را بر انتقال بعد برینکمن بیانگر میزان حرارت تولید شده داخل جریان میبی

کند. با توجه به تعریف عدد برینکمن، مقادیر مثبت این عدد در حالت شار ثابت حرارت مشخص می

w)باشدبیانگر گرمایش سیال می mT T)مقادیر حاصل از حل تحلیلی  14-4لی ا 7-4های . جدول

ارائه  4و  3، 2و سه نسبت ابعاد مقطع  10و  5، 2، 1برای چهار عدد برینکمن مثبت معادله انرژی را 

ضرایب ریتز مربوط به معادله انرژی، دمای مینیمم  13-4و  11-4، 9-4، 7-4های دهند. در جدولمی

2ت ازای پارامتر قابلیت کشش ثاببهو عدد ناسلت  100L   اندشدهو چهار عدد دبورای مختلف ارائه .

ازای عدد دبورای ثابت نیز پارامترهایی مشابه با جداول قبل به 14-4و  12-4، 10-4 ،8-4هایدر جدول

2De  در این حالت هم اند. لازم به ذکر است که و چهار پارامتر قابلیت کشش متفاوت گزارش شده

باشد که برابر صفر است. بنابراین در ها میبعد شده، دمای دیوارهمانند قسمت قبل، ماکزیمم دمای بی

 شود.که در مرکز کانال ایجاد می شده استهای ذکر شده، دمای مینیمم گزارش جدول

تر قابلیت کشش های ذکر شده مشخص است، با افزایش عدد دبورا در یک پارامهمانطور که از جدول

که با افزایش پارامتر قابلیت کشش مدل در یابند. در حالیثابت، دمای مینیمم و عدد ناسلت کاهش می

یک عدد دبورای ثابت، دمای مینیمم و عدد ناسلت افزایش خواهند یافت. در واقع با افزایش عدد دبورا 

دمای میانگین  ،شوندگی سیالیقو در نتیجه با تشدید رفتار رق و کاهش پارامتر قابلیت کشش مدل

توان ادعا ( می101-2بنابراین طبق رابطه ) یابد(،یابد)قدر مطلق دمای میانگین افزایش میکاهش می

کرد که عدد ناسلت کاهش خواهد یافت. طبق جداول ذکر شده و مشابه حالت قبل با افزایش نسبت 

شش ثابت، دمای مینیمم و عدد ناسلت نیز افزایش ابعاد مقطع کانال در یک عدد دبورا و پارامتر قابلیت ک

شود، تمام که مقادیر مثبت و منفی را شامل می4bبرخلاف ضریب طبق جداول ذکر شده، خواهند یافت.

 باشند.منفی می 2bو 1bمثبت و برای ضرایب 3bدست آمده برای ضریبمقادیر به

در یک عدد دبورا و پارامتر قابلیت کشش  مشخص است، 14-4الی  7-4های همانطور که از جدول

یابند. در واقع با افزایش با افزایش عدد برینکمن مثبت دمای مینیمم و عدد ناسلت کاهش می ثابت،

شود و اختلافش با دمای ز، دمای میانگین سیال کم میتلفات ویسکو و در نتیجه افزایش عدد برینکمن

 یابد.توان ادعا کرد که عدد ناسلت کاهش می( می6-4دیواره افزایش خواهد یافت، بنابراین طبق رابطه )
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2و  1Brازایانرژی به: مقادیر حاصل از حل تحلیلی معادله 7-4جدول             
100L     

Nu minT 4b 3b 2b 1b De 

2  

1.9564 -0.9123 -0.0072 0.0185 -0.6349 -0.2512 0.1 

1.7459 -1.0374 -0.0074 0.0868 -0.8236 -0.2514 1 

0.4539 -4.2331 -0.0146 1.6042 -5.4098 -0.2555 5 

0.1340 -14.5024 -0.0021 6.2524 -19.9497 -0.2701 10 

2.4022 -0.6951 -0.0095 0.0205 -0.6363 -0.2509 0.1 

3  
2.1590 -0.7844 -0.0074 0.0953 -0.8204 -0.2510 1 

0.5780 -3.1117 0.0331 1.7905 -5.3846 -0.2539 5 

0.1682 -10.8260 0.2716 6.9655 -20.2024 -0.2663 10 

2.7629 -0.5744 -0.0101 0.0204 -0.6360 -0.2508 0.1 

4  
2.5000 -0.6435 -0.0070 0.1012 -0.8147 -0.2508 1 

0.6981 -2.4476 0.0563 1.9340 -5.2557 -0.2528 5 

0.2041 -8.4786 0.4357 7.4831 -19.7493 -0.2625 10 

 

  
2Deو  1Brازای: مقادیر حاصل از حل تحلیلی معادله انرژی به8-4جدول                   

Nu minT 4b 3b 2b 1b L2 

2  

0.5218 -3.6727 -0.0136 1.3436 -4.6109 -0.2547 10 

1.3037 -1.4230 -0.0080 0.2802 -1.3878 -0.2518 100 

1.8633 -0.9645 -0.0074 0.0479 -0.7146 -0.2513 1000 

1.9487 -0.9164 -0.0072 0.0209 -0.6413 -0.2512 10000 

0.6642 -2.7005 0.0249 1.4992 -4.5846 -0.2533 10 

3  
1.6338 -1.0616 -0.0025 0.3104 -1.3755 -0.2514 100 

2.2953 -0.7323 -0.0087 0.0526 -0.7138 -0.2510 1000 

2.3934 -0.6981 -0.0095 0.0232 -0.6426 -0.2509 10000 

0.8005 -2.1287 0.0440 1.6189 -4.4769 -0.2524 10 

4  
1.9188 -0.8582 0.0008 0.3339 -1.3547 -0.2511 100 

2.6479 -0.6032 -0.0088 0.0550 -0.7111 -0.2508 1000 

2.7534 -0.5767 -0.0100 0.0233 -0.6420 -0.2508 10000 
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ازای: مقادیر حاصل از حل تحلیلی معادله انرژی به9-4جدول              2Br  2و
100L     

Nu minT 4b 3b 2b 1b De 

2  

1.2792 -1.4388 -0.0073 0.0193 -1.1369 -0.2512 0.1 

1.0969 -1.6972 -0.0078 0.1488 -1.5148 -0.2515 1 

0.2384 -8.1159 -0.0228 3.1600 -10.6883 -0.2596 5 

0.0679 -28.6585 0.0019 12.4531 -39.7684 -0.2890 10 

1.5971 -1.0767 -0.0097 0.0214 -1.1383 -0.2509 0.1 

3  
1.3791 -1.2611 -0.0059 0.1632 -1.5069 -0.2511 1 

0.3052 -5.9357 0.0735 3.5261 -10.6367 -0.2568 5 

0.0854 -21.3670 0.5497 13.8732 -40.2726 -0.2816 10 

1.8584 -0.8781 -0.0103 0.0215 -1.1380 -0.2508 0.1 

4  
1.6167 -1.0206 -0.0045 0.1744 -1.4957 -0.2509 1 

0.3706 -4.6450 0.1203 3.8085 -10.3788 -0.2547 5 

0.1038 -16.7091 0.8779 14.9034 -39.3663 -0.2742 10 

 

  
ازای: مقادیر حاصل از حل تحلیلی معادله انرژی به10-4جدول               2Br  2وDe     

Nu minT 4b 3b 2b 1b L2 

2  

0.2763 -6.9943 -0.0208 2.6395 -9.0906 -0.2582 10 

0.7634 -2.4805 -0.0093 0.5251 -2.6437 -0.2525 100 

1.1961 -1.5472 -0.0077 0.0748 -1.2965 -0.2513 1000 

1.2721 -1.4475 -0.0074 0.0239 -1.1498 -0.2512 10000 

0.3538 -5.1126 0.0572 2.9444 -9.0366 -0.2557 10 

3  
0.9703 -1.8242 0.0032 0.5813 -2.6177 -0.2518 100 

1.4983 -1.1539 -0.0082 0.0819 -1.2936 -0.2510 1000 

1.5887 -1.0828 -0.0096 0.0264 -1.1508 -0.2509 10000 

0.4289 -4.0066 0.0958 3.1794 -8.8213 -0.2540 10 

4  
1.1529 -1.4570 0.0104 0.6260 -2.5762 -0.2513 100 

1.7495 -0.9376 -0.0080 0.0866 -1.2884 -0.2508 1000 

1.8492 -0.8828 -0.0102 0.0268 -1.1501 -0.2508 10000 
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Brازای: مقادیر حاصل از حل تحلیلی معادله انرژی به11-4جدول               2و  5
100L     

Nu minT 4b 3b 2b 1b De 

2  

0.6276 -3.0185 -0.0076 0.0217 -2.6431 -0.2513 0.1 

0.5186 -3.6766 -0.0092 0.3351 -3.5883 -0.2521 1 

0.0984 -19.7643 -0.0473 7.8273 -26.5241 -0.2722 5 

0.0274 -71.1268 0.0141 31.0555 -99.2246 -0.3455 10 

0.7964 -2.2214 -0.0101 0.0242 -2.6443 -0.2511 0.1 

3  
0.6618 -2.6910 -0.0013 0.3669 -3.5665 -0.2515 1 

0.1263 -14.4077 0.1946 8.7330 -26.3928 -0.2654 5 

0.0345 -52.9900 1.3839 34.5962 -100.4832 -0.3275 10 

0.9376 -1.7889 -0.0109 0.0246 -2.6439 -0.2509 0.1 

4  
0.7848 -2.1520 0.0028 0.3941 -3.5388 -0.2512 1 

0.1539 -11.2370 0.3125 9.4319 -25.7481 -0.2606 5 

0.0420 -41.4007 2.2044 37.1642 -98.2173 -0.3092 10 

 

  
Brازایمعادله انرژی به: مقادیر حاصل از حل تحلیلی 12-4جدول                2Deو  5     

Nu minT 4b 3b 2b 1b L2 

2  

0.1146 -16.9588 -0.0422 6.5273 -22.5297 -0.2685 10 

0.3403 -5.6531 -0.0133 1.2599 -6.4114 -0.2544 100 

0.5767 -3.2954 -0.0086 0.1556 -3.0424 -0.2516 1000 

0.6231 -3.0408 -0.0078 0.0328 -2.6754 -0.2513 10000 

0.1473 -12.3489 0.1541 7.2802 -22.3926 -0.2627 10 

3  
0.4374 -4.1120 0.0204 1.3939 -6.3443 -0.2530 100 

0.7338 -2.4185 -0.0066 0.1698 -3.0328 -0.2512 1000 

0.7910 -2.2372 -0.0099 0.0362 -2.6757 -0.2511 10000 

0.1793 -9.6401 0.2513 7.8610 -21.8543 -0.2588 10 

4  
0.5246 -3.2535 0.0391 1.5025 -6.2408 -0.2522 100 

0.8670 -1.9411 -0.0054 0.1812 -3.0201 -0.2510 1000 

0.9315 -1.8011 -0.0106 0.0375 -2.6741 -0.2509 10000 
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Brازای: مقادیر حاصل از حل تحلیلی معادله انرژی به13-4جدول              10  2و
100L     

Nu minT 4b 3b 2b 1b De 

2  

0.3394 -5.6514 -0.0080 0.0258 -5.1533 -0.2515 0.1 

0.2760 -6.9757 -0.0114 0.6456 -7.0443 -0.2529 1 

0.0497 -39.1784 -0.0881 15.6061 -52.9170 -0.2931 5 

0.0137 -141.9073 0.0343 62.0595 -198.3183 -0.4397 10 

0.4338 -4.1292 -0.0107 0.0289 -5.1544 -0.2512 0.1 

3  
0.3545 -5.0742 0.0063 0.7063 -6.9991 -0.2521 1 

0.0639 -28.5277 0.3966 17.4112 -52.6531 -0.2799 5 

0.0173 -105.6950 2.7742 69.1345 -200.8341 -0.4040 10 

0.5135 -3.3070 -0.0118 0.0299 -5.1537 -0.2512 0.1 

4  
0.4225 -4.0376 0.0151 0.7601 -6.9439 -0.2516 1 

0.0780 -22.2238 0.6327 18.8042 -51.3637 -0.2705 5 

0.0210 -82.5532 4.4154 74.2655 -196.3024 -0.3676 10 

 

  
Brازایمعادله انرژی به حاصل از حل تحلیلی: مقادیر 14-4جدول               10  2وDe     

Nu minT 4b 3b 2b 1b L2 

2  

0.0580 -33.5664 -0.0779 13.0070 -44.9281 -0.2857 10 

0.1769 -10.9408 -0.0198 2.4845 -12.6910 -0.2575 100 

0.3095 -6.2090 -0.0103 0.2901 -5.9521 -0.2521 1000 

0.3368 -5.6963 -0.0085 0.0477 -5.2180 -0.2515 10000 

0.0747 -24.4094 0.3156 14.5066 -44.6527 -0.2744 10 

3  
0.2283 -7.9251 0.0491 2.7483 -12.5553 -0.2551 100 

0.3966 -4.5262 -0.0041 0.3163 -5.9314 -0.2516 1000 

0.4306 -4.1611 -0.0105 0.0526 -5.2171 -0.2513 10000 

0.0910 -19.0294 0.5105 15.6636 -43.5761 -0.2667 10 

4  
0.2749 -6.2476 0.0870 2.9632 -12.3484 -0.2536 100 

0.4710 -3.6134 -0.0012 0.3389 -5.9063 -0.2513 1000 

0.5098 -3.3316 -0.0113 0.0552 -5.2142 -0.2512 10000 
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برای  24-4الی  17-4های داخل کانال مستطیلی مستقیم در شکل FENE-Pتوزیع دمای جریان سیال 

ازای نمایش داده شده است. لازم به ذکر است که این نتایج به 10و 5، 2، 1چهار عدد برینکمن مثبت 

ازای اند. همچنین به دلیل تقارن هندسه کانال مورد مطالعه، نتایج بهارائه شده 2نسبت ابعاد مقطع 

پارامتر قابلیت کشش  23-4و  21-4، 19-4، 17-4های شوند. در شکلچهارم کانال نمایش داده مییک

، 18-4های که در شکلکند، در حالیدر نظر گرفته شده و عدد دبورا تغییر می 100مدل ثابت و برابر 

. در باشد و پارامتر قابلیت کشش مدل متغیر استمی 2عدد دبورا ثابت و برابر  24-4و  22-4، 20-4

دمای بالاتری دارد و با حرکت به سمت مرکز این حالت نیز مانند حالت قبل، سیال در مجاورت دیواره 

 یابد.کانال دمای سیال کاهش می

رفتار ها مشخص است با افزایش عدد دبورا در یک پارامتر قابلیت کشش ثابت همانطور که از شکل

که این روند با افزایش پارامتر یابد، در حالیدمای مینیمم کاهش میشوندگی سیال تشدید شده و رقیق

در  .باشدمعکوس می در یک عدد دبورای ثابت شوندگی سیال()تضعیف رفتار رقیق کشش مدلقابلیت 

واقع با افزایش عدد دبورا و کاهش پارامتر قابلیت کشش مدل، اختلاف دمای دیواره و دمای میانگین 

د توان ادعا کرد که افزایش عدهای ذکر شده میسیال افزایش خواهد یافت. همچنین با توجه به شکل

دمای مینیمم و در نتیجه دمای  بنابراین ،سبب افزایش تلفات ویسکوز سیال خواهد شد برینکمن مثبت

به عبارتی با افزایش عدد  یابد(.)قدر مطلق دمای میانگین افزایش می میانگین سیال کاهش خواهد یافت

افزایش هسته جریان اختلاف دمای دیواره و  شود وگرمای کمتری به سیال منتقل می برینکمن مثبت

 خواهد یافت.
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  1De(الف)                                                             

 
  5De(ب)                                                              

 
  10Deپ()                                                                  

L ازایبه P-FENE: توزیع دما برای جریان سیال 17-4شکل        2
Brو 100 1 2و 
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2)الف(                                                          10L  

 
2(ب)                                                           100L  

 
2(پ)                                                         10000L  

De ازایبه P-FENE: توزیع دما برای جریان سیال 18-4شکل          Brو 2 1 2و 
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  1De)الف(                                                            

 
  5De(ب)                                                           

 
  10De(پ)                                                          

L ازایبه P-FENE: توزیع دما برای جریان سیال 19-4شکل       2
Brو 100   2و 2
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2)الف(                                                          10L  

 
2(ب)                                                          100L  

 
2(پ)                                                        10000L  

De ازایبه P-FENE: توزیع دما برای جریان سیال 20-4شکل        Brو 2   2و 2
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  1De)الف(                                                                

 
  5De(ب)                                                               

 
  10De(پ)                                                               

Lازایبه P-FENE: توزیع دما برای جریان سیال 21-4شکل         2
Brو 100   2و 5
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2)الف(                                                          10L  

 
2(ب)                                                          100L  

 
2(پ)                                                         10000L  

De ازایبه P-FENE: توزیع دما برای جریان سیال 22-4شکل          Brو 2   2و 5
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  1De)الف(                                                                

 
  5De(ب)                                                                

 
  10De(پ)                                                                

L ازایبه P-FENE: توزیع دما برای جریان سیال 23-4شکل       2
Brو 100 10 2و 
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2)الف(                                                                 10L  

 
2(ب)                                                                 100L  

 
2(پ)                                                            10000L  

De ازایبه P-FENE: توزیع دما برای جریان سیال 24-4شکل         Brو 2 10 2و 
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0Brحالت 4-3-3   
شوند. این قسمت برخلاف حالت قبل، برای حل معادله انرژی مقادیر منفی عدد برینکمن لحاظ می در

wباشد)عدد برینکمن منفی در حالت شار ثابت بیانگر سرمایش سیال می mT Tالی  15-4های (. جدول

 -10و  -5، -2، -1ینکمن منفی مقادیر حاصل از حل تحلیلی معادله انرژی را برای چهار عدد بر 22-4

ضرایب  21-4و  19-4، 17-4، 15-4های دهند. در جدولارائه می 4و  3، 2و سه نسبت ابعاد مقطع 

2ازای پارامتر قابلیت کشش ثابت ریتز مربوط به معادله انرژی، دمای ماکزیمم و عدد ناسلت به 100L  

نیز پارامترهایی  22-4و  20-4، 18-4، 16-4های اند. در جدولشده و چهار عدد دبورای مختلف گزارش

2Deازای عدد دبورای ثابتاول قبل بهمشابه با جد  اند. و چهار پارامتر قابلیت کشش متفاوت ارائه شده

بود، در این بعد شده لازم به ذکر است که برخلاف دو حالت قبل که دمای دیواره ماکزیمم دمای بی

شار حرارتی  شود، در واقع در این حالت جهتبعد شده در مرکز کانال ایجاد میحالت ماکزیمم دمای بی

های ذکر انتقال حرارت معکوس خواهد شد. بنابراین در جدول ها و در نتیجه جهتاعمال شده به دیواره

 شده دمای ماکزیمم ارائه شده است. 

در این حالت بر خلاف دو حالت قبل با توجه به  شده مشخص استهای ذکر همانطور که از جدول

باشند. همچنین جداول نشان اعداد ناسلت دارای مقادیر منفی میمعکوس شدن جهت انتقال حرارت، 

شوندگی سیال افزایش ، خاصیت رقیقبا افزایش عدد دبورا در یک پارامتر قابلیت کشش ثابت د کهندهمی

که با افزایش پارامتر . در حالیخواهند یافتافزایش نیز ی ماکزیمم و عدد ناسلت دما یابد و در نتیجهمی

در یک عدد دبورای ثابت، دمای ماکزیمم و  شوندگی سیال()کاهش خاصیت رقیق قابلیت کشش مدل

عدد ناسلت کاهش خواهند یافت. در واقع با افزایش عدد دبورا و کاهش پارامتر قابلیت کشش مدل، 

 ( عدد ناسلت افزایش خواهد یافت101-2) یابد، بنابراین طبق رابطهن سیال افزایش میای میانگیدم

ها برخلاف دو حالت قبل با افزایش نسبت یابد(. همچنین طبق جدول)قدر مطلق عدد ناسلت کاهش می

ابعاد مقطع کانال در یک عدد دبورا و پارامتر قابلیت کشش ثابت، دمای ماکزیمم و عدد ناسلت کاهش 

شوند، که مقادیر مثبت و منفی را شامل می 4bو 3bطبق جداول ذکر شده برخلاف ضرایب یابند.می

 باشند.ترتیب منفی و مثبت میبه 2bو 1bدست آمده برای ضرایبتمام مقادیر به

، در یک عدد دبورا و پارامتر قابلیت کشش مشخص، با افزایش عدد 22-4الی  15-4های جدول قطب

یابند. در واقع با افزایش عدد برینکمن منفی، برینکمن منفی دمای ماکزیمم و عدد ناسلت نیز افزایش می

نیز که عدد ناسلت ( ادعا کرد 101-2توان طبق رابطه )یابد، بنابراین میدمای میانگین سیال افزایش می

 یابد(.)قدر مطلق عدد ناسلت کاهش می افزایش خواهد یافت
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Br ازای: مقادیر حاصل از حل تحلیلی معادله انرژی به15-4جدول           1  2و
100L     

Nu maxT 4b 3b 2b 1b De 

2  

-33.3092 0.1409 -0.0070 0.0168 0.3692 -0.2511 0.1 

-9.5166 0.2822 -0.0065 -0.0374 0.5588 -0.2510 1 

-0.5623 3.5326 0.0017 -1.5073 5.1474 -0.2471 5 

-0.1420 13.8097 -0.0102 -6.1492 19.6878 -0.2324 10 

-291.8994 0.0680 -0.0093 0.0186 0.3677 -0.2508 0.1 

3  
-16.4680 0.1689 -0.0104 -0.0405 0.5526 -0.2508 1 

-0.7342 2.5363 -0.0477 -1.6808 5.1195 -0.2481 5 

-0.1791 10.2560 -0.2845 -6.8499 19.9379 -0.2357 10 

104.0479 0.0328 -0.0097 0.0183 0.3679 -0.2507 0.1 

4  
-26.9673 0.1108 -0.0119 -0.0452 0.5473 -0.2506 1 

-0.9098 1.9471 -0.0718 -1.8150 4.9906 -0.2489 5 

-0.2188 7.9824 -0.4487 -7.3574 19.4848 -0.2392 10 

  

  
Br ازای: مقادیر حاصل از حل تحلیلی معادله انرژی به16-4جدول           1  2وDe     

Nu maxT 4b 3b 2b 1b L2 

2  

-0.6712 2.9703 0.0006 -1.2483 4.3485 -0.2478 10 

-3.1369 0.6921 -0.0054 -0.2097 1.1241 -0.2506 100 

-16.1122 0.2009 -0.0067 -0.0059 0.4493 -0.2511 1000 

-30.6421 0.1457 -0.0069 0.0150 0.3757 -0.2511 10000 

-0.8801 2.1237 -0.0397 -1.3914 4.3194 -0.2486 10 

3  
-4.4431 0.4637 -0.0140 -0.2314 1.1089 -0.2505 100 

-35.9361 0.1108 -0.0097 -0.0060 0.4456 -0.2508 1000 

-184.8813 0.0715 -0.0093 0.0166 0.3740 -0.2508 10000 

-1.0930 1.6270 -0.0597 -1.5021 4.2118 -0.2492 10 

4  
-5.8353 0.3394 -0.0183 -0.2505 1.0883 -0.2505 100 

-97.7228 0.0658 -0.0105 -0.0081 0.4434 -0.2507 1000 

124.9446 0.0355 -0.0097 0.0162 0.3740 -0.2507 10000 

 

 



 

85 

 

Br ازای: مقادیر حاصل از حل تحلیلی معادله انرژی به17-4جدول          2  2و
100L     

Nu maxT 4b 3b 2b 1b De 

2  

-3.3266 0.6674 -0.0069 0.0160 0.8713 -0.2511 0.1 

-2.2523 0.9420 -0.0060 -0.0995 1.2500 -0.2508 1 

-0.2653 7.4154 0.0099 -3.0631 10.4260 -0.2429 5 

-0.0699 27.9658 -0.0142 -12.3500 39.5065 -0.2136 10 

-4.6887 0.4496 -0.0091 0.0177 0.8697 -0.2508 0.1 

3  
-3.0991 0.6455 -0.0120 -0.1084 1.2392 -0.2507 1 

-0.3439 5.3603 -0.0881 -3.4164 10.3716 -0.2452 5 

-0.0881 20.7970 -0.5626 -13.7575 40.0081 -0.2204 10 

-6.0040 0.3364 -0.0095 0.0172 0.8699 -0.2506 0.1 

4  
-3.9120 0.4879 -0.0143 -0.1184 1.2283 -0.2506 1 

-0.4228 4.1444 -0.1358 -3.6894 10.1137 -0.2469 5 

-0.1075 16.2129 -0.8909 -14.7777 39.1018 -0.2275 10 

 

  
Br ازای: مقادیر حاصل از حل تحلیلی معادله انرژی به18-4جدول           2  2وDe     

Nu maxT 4b 3b 2b 1b L2 

2  

-0.3132 6.2918 0.0078 -2.5443 8.8282 -0.2444 10 

-1.1605 1.7496 -0.0041 -0.4546 2.3800 -0.2500 100 

-2.7668 0.7836 -0.0064 -0.0328 1.0313 -0.2510 1000 

-3.2729 0.6768 -0.0068 0.0120 0.8843 -0.2511 10000 

-0.4070 4.5358 -0.0720 -2.8366 8.7714 -0.2463 10 

3  
-1.5537 1.2263 -0.0197 -0.5022 2.3511 -0.2501 100 

-3.8524 0.5323 -0.0102 -0.0353 1.0254 -0.2507 1000 

-4.6078 0.4563 -0.0092 0.0133 0.8823 -0.2508 10000 

-0.5008 3.5049 -0.1115 -3.0626 8.5561 -0.2476 10 

4  
-1.9319 0.9383 -0.0279 -0.5426 2.3099 -0.2502 100 

-4.8977 0.4003 -0.0114 -0.0396 1.0206 -0.2506 1000 

-5.8967 0.3416 -0.0096 0.0126 0.8820 -0.2506 10000 
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Br ازای: مقادیر حاصل از حل تحلیلی معادله انرژی به19-4جدول          5  2و
100L     

Nu maxT 4b 3b 2b 1b De 

2  

-0.8990 2.2471 -0.0066 0.0136 2.3774 -0.2510 0.1 

-0.6846 2.9215 -0.0047 -0.2858 3.3236 -0.2503 1 

-0.1027 19.0638 0.0344 -7.7304 26.2617 -0.2303 5 

-0.0277 70.4341 -0.0264 -30.9524 98.9627 -0.1571 10 

-1.1865 1.5943 -0.0087 0.0149 2.3758 -0.2507 0.1 

3  
-0.9021 2.0755 -0.0165 -0.3121 3.2987 -0.2503 1 

-0.1325 13.8323 -0.2093 -8.6233 26.1277 -0.2366 5 

-0.0349 52.4200 -1.3968 -34.4805 100.2187 -0.1745 10 

-1.4387 1.2473 -0.0089 0.0140 2.3758 -0.2505 0.1 

4  
-1.0974 1.6193 -0.0217 -0.3380 3.2714 -0.2503 1 

-0.1623 10.7365 -0.3280 -9.3128 25.4831 -0.2410 5 

-0.0425 40.9045 -2.2175 -37.0385 97.9529 -0.1925 10 

 

  
Br ازای: مقادیر حاصل از حل تحلیلی معادله انرژی به20-4جدول           5  2وDe     

Nu maxT 4b 3b 2b 1b L2 

2  

-0.1204 16.2564 0.0292 -6.4321 22.2672 -0.2340 10 

-0.4015 4.9223 -0.0002 -1.1894 6.1477 -0.2481 100 

-0.7939 2.5318 -0.0054 -0.1135 2.7771 -0.2507 1000 

-0.8895 2.2701 -0.0064 0.0031 2.4098 -0.2510 10000 

-0.1558 11.7721 -0.1689 -7.1724 22.1274 -0.2393 10 

3  
-0.5265 3.5142 -0.0370 -1.3149 6.0777 -0.2489 100 

-1.0473 1.7970 -0.0117 -0.1232 2.7646 -0.2505 1000 

-1.1739 1.6106 -0.0088 0.0035 2.4071 -0.2507 10000 

-0.1907 9.1384 -0.2671 -7.7442 21.5892 -0.2429 10 

4  
-0.6425 2.7347 -0.0566 -1.4191 5.9744 -0.2494 100 

-1.2722 1.4037 -0.0139 -0.1342 2.7523 -0.2504 1000 

-1.4238 1.2599 -0.0092 0.0020 2.4061 -0.2505 10000 
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Br ازایمعادله انرژی به : مقادیر حاصل از حل تحلیلی21-4جدول          10  2و
100L     

Nu maxT 4b 3b 2b 1b De 

2  

-0.4056 4.8800 -0.0061 0.0095 4.8877 -0.2508 0.1 

-0.3169 6.2205 -0.0024 -0.5962 6.7795 -0.2494 1 

-0.0508 38.4779 0.0752 -15.5092 52.6546 -0.2094 5 

-0.0138 141.2146 -0.0466 -61.9564 198.0564 -0.0628 10 

-0.5285 3.5021 -0.0081 0.0102 4.8858 -0.2505 0.1 

3  
-0.4135 4.4587 -0.0241 -0.6515 6.7313 -0.2497 1 

-0.0655 27.9523 -0.4112 -17.3015 52.3880 -0.2221 5 

-0.0174 105.1250 -2.7871 -69.0189 200.5696 -0.0981 10 

-0.6346 2.7654 -0.0080 0.0087 4.8856 -0.2503 0.1 

4  
-0.4990 3.5049 -0.0339 -0.7040 6.6765 -0.2499 1 

-0.0801 21.7233 -0.6482 -18.6852 51.0987 -0.2312 5 

-0.0212 82.0571 -4.4285 -74.1398 196.0380 -0.1341 10 

 

  
Br ازای: مقادیر حاصل از حل تحلیلی معادله انرژی به22-4جدول           10  2وDe     

Nu maxT 4b 3b 2b 1b L2 

2  

-0.0595 32.8639 0.0649 -12.9117 44.6657 -0.2168 10 

-0.1921 10.2100 0.0063 -2.4140 12.4273 -0.2449 100 

-0.3628 5.4454 -0.0038 -0.2480 5.6869 -0.2503 1000 

-0.4018 4.9256 -0.0057 -0.0118 4.9524 -0.2508 10000 

-0.0768 23.8326 -0.3304 -14.3988 44.3874 -0.2276 10 

3  
-0.2505 7.3273 -0.0656 -2.6693 12.2888 -0.2468 100 

-0.4731 3.9047 -0.0143 -0.2696 5.6633 -0.2502 1000 

-0.5236 3.5345 -0.0083 -0.0128 4.9485 -0.2505 10000 

-0.0939 18.5277 -0.5262 -15.5468 43.3109 -0.2349 10 

4  
-0.3042 5.7289 -0.1045 -2.8798 12.0821 -0.2479 100 

-0.5696 3.0761 -0.0182 -0.2920 5.6386 -0.2501 1000 

-0.6288 2.7903 -0.0085 -0.0158 4.9461 -0.2503 10000 
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برای  32-4الی  25-4های داخل کانال مستطیلی مستقیم در شکل FENE-Pتوزیع دمای جریان سیال 

نمایش داده شده است. مشابه دو حالت قبل نتایج برای  -10و -5، -2، -1چهار عدد برینکمن منفی 

ازای دلیل تقارن هندسه کانال مورد مطالعه نتایج بهاند و همچنین بهارائه شده 2نسبت ابعاد مقطع 

ازای توزیع دما به 31-4و  29-4، 27-4، 25-4های اند. در شکلچهارم مقطع کانال نمایش داده شدهیک

2پارامتر قابلیت کشش ثابت 100L  که این نتایج و سه عدد دبورای مختلف ارائه شده است، در حالی

2Deازای عدد دبورای ثابتبه 23-4و  30-4، 82-4، 62-4های در شکل   و سه پارامتر قابلیت کشش

0Brاند. در این حالت بر خلاف دو حالت قبل )داده شدهمتفاوت نمایش   0وBr  سیال در وسط )

در اعداد یابد. در واقع ها دمای سیال کاهش میکانال دمای بالاتری دارد و با حرکت به سمت دیواره

،  ها در تقابل با یکدیگر هستندشده بر دیواره برینکمن منفی تلفات ویسکوز و شار حرارتی ثابت اعمال

جریان داخل  لذا. ها()از جریان به دیوارهباشد می جهت انتقال حرارت بر خلاف دو حالت قبل بنابراین 

 کانال با سرمایش همراه است. 

رفتار  ، با افزایش عدد دبورا در یک پارامتر قابلیت کشش ثابت32-4الی  25-4های طبق شکل

، اما با افزایش خواهد یافتدمای ماکزیمم سیال افزایش  شود و در نتیجهشوندگی سیال تشدید میرقیق

در یک عدد دبورای ثابت این روند  شوندگی سیال()تضعیف رفتار رقیق پارامتر قابلیت کشش مدل

اختلاف شود. لازم به ذکر است که با افزایش عدد دبورا و کاهش پارامتر قابلیت کشش مدل، معکوس می

های ذکر شده ها افزایش خواهد یافت. همچنین با توجه به شکلدمای میانگین سیال با دمای دیواره

توان دریافت که با افزایش عدد برینکمن منفی، دمای ماکزیمم و در نتیجه دمای میانگین سیال می

و هسته جریان افزایش ها افزایش خواهد یافت. لذا با افزایش عدد برینکمن منفی اختلاف دمای دیواره

 یابد.می
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  1De)الف(                                                                

 
  5De(ب)                                                                

 
  10De(پ)                                                                

L ازایبه P-FENE: توزیع دما برای جریان سیال 25-4شکل     2
Br و 100  1 2و 
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2)الف(                                                                 10L  

 
2(ب)                                                             100L  

 
2(پ)                                                            10000L  

De ازایبه P-FENE: توزیع دما برای جریان سیال 26-4شکل       Br و 2  1 2و 
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  1De)الف(                                                                

 
  5De(ب)                                                           

 
  10De(پ)                                                          

L ازایبه P-FENE: توزیع دما برای جریان سیال 27-4شکل         2
Br و 100  2 2و 
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2)الف(                                                                 10L  

 
2(ب)                                                                100L  

 
2(پ)                                                                10000L  

De ازایبه P-FENE: توزیع دما برای جریان سیال 28-4شکل      2Br و 2   2و 
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  1De)الف(                                                                

 
  5De(ب)                                                                

 
  10De(پ)                                                                

L ازایبه P-FENE: توزیع دما برای جریان سیال 29-4شکل    2
Br و 100  5 2و 
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2)الف(                                                            10L  

 
2(ب)                                                           100L  

 
2()پ                                                         10000L  

De ازایبه P-FENE: توزیع دما برای جریان سیال 30-4شکل        Br و 2  5 2و 
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  1De)الف(                                                            

 
  5De(ب)                                                            

 
  10De()پ                                                           

L ازایبه P-FENE: توزیع دما برای جریان سیال 31-4شکل    2
Br و 100  10 2و 
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2)الف(                                                            10L  

 
2(ب)                                                            100L  

 
2()پ                                                            10000L  

De ازایبه P-FENE: توزیع دما برای جریان سیال 32-4شکل       Br و 2  10 2و 
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ازای پارامتر بهو  2برای نسبت ابعاد مقطع  حسب عدد برینکمن،بر عدد ناسلت تغییرات 33-4 در شکل

2کشش ثابتقابلیت  100L  0.1و دو عدد دبورایDe  1وDe   نمایش داده شده است. همانطور

0.1Deکه مشخص است برای 0.9بحرانی در عدد برینکمنcrBr  نهایت ، عدد ناسلت به سمت بی

1Deایکه برکند. در حالیمیل پیدا می  0.68این روند در عدد برینکمن بحرانیcrBr    رخ خواهد

بسیار نزدیک  ، مقدار دمای میانگینباشدکه یک نقطه تکین می داد. در واقع در عدد برینکمن بحرانی

عدد ناسلت به سمت  توان ادعا کرد که در این نقاط( می101-2شود، بنابراین طبق رابطه )به صفر می

مشخص است که با میل کردن عدد برینکمن به  33-4همچنین طبق شکل  خواهد کرد.نهایت میل بی

ناسلت در عدد برینکمن  شود. با تغییر علامت عددت به صفر نزدیک میلعدد ناسمقدار نهایت، سمت بی

توان ادعا کرد که با افزایش می 33-4کرد. طبق شکل هت انتقال حرارت نیز تغییر خواهد بحرانی، ج

اما با افزایش  عدد دبورا در یک پارامتر قابلیت کشش ثابت، عدد برینکمن بحرانی افزایش خواهد یافت.

  د معکوس خواهد بود.پارامتر قابلیت کشش مدل در یک عدد دبورای ثابت این رون
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0.1De)الف(                                                         

1De(ب)                                                          

L ازایبه حسب عدد برینکمنغییرات عدد ناسلت بر: ت33-4شکل        2
 2و 100
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 گیرینتیجه: 
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 مقدمه 1-5
جهت شوند، سپس پیشنهاداتی طور خلاصه بیان میدر این فصل ابتدا نتایج حاصل از مطالعه حاضر به

 ارتقای سطح کیفی این مطالعه و پیشبرد مطالعات آتی در این زمینه ارائه خواهد شد.

 خلاصه نتایج 2-5
در این مطالعه با استفاده از روش انتگرالی ریتز به بررسی جریان و انتقال حرارت سیال ویسکوالاستیک 

جهت  پرداخته شد. ها، تحت شار حرارتی ثابت بر دیوارههای مستطیلی مستقیمکانالگذرنده از 

کار بردن ریتز مرتبه چهارم استفاده شده است. به FENE-Pسازی سیال ویسکوالاستیک از مدل مدل

 کند.هایی با دقت چهار رقم اعشار کفایت میدست آوردن پاسخبرای به

پس از حل میدان جریان مشخص شد که با افزایش عدد دبورا و کاهش پارامتر قابلیت کشش مدل، 

شوندگی سیال ویسکوالاستیک تشدید شده که این امر منجر به افزایش سرعت ماکزیمم در تار رقیقرف

شود. از همچنین افزایش نسبت ابعاد مقطع کانال سبب کاهش سرعت ماکزیمم میشود. مرکز کانال می

د مشخص شد که با افزایش عد دست آمده بر سرعت متوسطسرعت به دیدگاهی دیگر با تقسیم توزیع

یابد که این امر دبورا و کاهش پارامتر قابلیت کشش مدل، ویسکوزیته سیال ویسکوالاستیک کاهش می

 خواهد شد. منجر به یکنواختی بیشتر توزیع سرعت در مجاورت مرکز کانال )هسته جریان(

ده با افزودن عبارت تلفات ویسکوز به معادله انرژی تاثیر عدد برینکمن نیز بر توزیع دما بررسی ش

مجاورت میزان تلفات ویسکوز در  است. با افزایش عدد دبورا و کاهش پارامتر قابلیت کشش مدل،

. برای مقادیر مثبت عدد برینکمن، با افزایش عدد دبورا و کاهش پارامتر یابدهای کانال افزایش میدیواره

اما برای مقادیر منفی یابند. قابلیت کشش مدل، دمای میانگین سیال و در نتیجه عدد ناسلت کاهش می

عدد برینکمن، با افزایش عدد دبورا و کاهش پارامتر قابلیت کشش مدل، دمای میانگین سیال افزایش 

یابد که این امر منجر به افزایش عدد ناسلت نیز خواهد شد. لازم به ذکر است که جهت انتقال حرارت می

همچنین نتایج نشان داد که در یک عدد باشند. برای اعداد برینکمن مثبت و منفی عکس یکدیگر می

ترتیب دبورا و پارامتر قابلیت کشش مشخص، با افزایش عدد برینکمن مثبت و منفی عدد ناسلت به 

لازم به ذکر است که برای مقادیر مثبت عدد برینکمن، با افزایش نسبت  کاهش و افزایش خواهد یافت.

یابد، حال ابلیت کشش ثابت، عدد ناسلت نیز افزایش میابعاد مقطع کانال در یک عدد دبورا و پارامتر ق

نظر دهد که با صرفباشد. نتایج نشان میکه برای مقادیر منفی عدد برینکمن، این روند معکوس میآن

کردن از تلفات ویسکوز، افزایش عدد دبورا و کاهش پارامتر قابلیت کشش مدل منجر به افزایش عدد 

توان نتیجه گرفت که اثر عدد دبورا و پارامتر قابلیت کشش مدل بر توزیع یبنابراین مناسلت خواهد شد. 

باشند. همچنین با میل کردن عدد دبورا به سمت صفر و پارامتر قابلیت عکس یکدیگر می ،سرعت و دما

 شوند.تر میها به حل نیوتنی نزدیکنهایت، پاسخکشش مدل به سمت بی
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 پیشنهادات 3-5
 

توان موارد زیر میت آتی در این زمینه و همچنین ارتقای سطح کیفی این مطالعه جهت پیشبرد مطالعا

 را در نظر گرفت:

های های خمیده، کانالتر مانند کانالهای پیچیدهدر هندسه FENE-P* بررسی سیال ویسکوالاستیک 

 ها و ...انبساط ناگهانی، میکروکانال

 

 .دما ثابت مستطیلی هایداخل کانال FENE-P* بررسی سیال ویسکوالاستیک 

 

 دسته را ارضا کنند و مقایسه نتایج بهلکه شرایط مرزی مسئ عنوان تابع* انتخاب توابع مختلفی به

  آمده با مطالعه حاضر.

 

 .های ویسکوالاستیک لغزشی* استفاده از روش ریتز برای جریان
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Abstract 
 

In the present study the flow and heat transfer of viscoelastic fluids passing through 

straight rectangular ducts under constant heat flux on the walls and in the fully developed 

hydrodynamic and thermal region have been investigated analytically. The nonlinear 

constitutive equation used to model the studied viscoelastic fluid is the FENE-P model which 

is one of the popular models for modeling dilute polymer solutions. In this study the Ritz 

method is used to solve the flow field and heat transfer of viscoelastic fluid, which is subset 

of calculus of variations methods for solving partial differential equations. Comparison of 

the results obtained for the flow field with previous studies confirms the high efficiency and 

accuracy of the Ritz method. Also, using the fourth-order Ritz method is sufficient for the 

accuracy of four decimal places. After solving the FENE-P viscoelastic fluid flow field, the 

effect of dimensionless parameters such as Deborah number, extensibility parameter and 

channel cross-section aspect ratio have been investigated on velocity distribution. The results 

show that with increasing the Deborah number and decreasing the extensibility parameter, 

the maximum velocity in the center of channel increases due to the intensification of shear 

thinning behavior of viscoelastic fluid. Also, increasing the cross-section aspect ratio will 

reduce the maximum velocity. By dividing the obtained velocity distribution by its average 

velocity, it was found that both an increase of the Deborah number or a decrease of the 

extensibility parameter lead to flatter velocity profiles in the core region as a consequence 

of enhanced shear thinning in viscosity. In solving the energy equation by considering 

viscous dissipation, in addition to the mentioned dimensionless parameters, the effect of 

Brinkman number on heat transfer of FENE-P viscoelastic fluid has been analyzed. The 

results show that with increasing Deborah number and decreasing the extensibility 

parameter, the amount of viscous dissipation around the walls increases. For positive 

Brinkman numbers, where heat is transferred from the walls to the fluid, the mean 

temperature of the fluid decreases as the Deborah number increases and the extensibility 

parameter decreases, which leads to reduction in Nusselt numbers. But for negative 

Brinkman numbers, where heat is transferred from the fluid to the walls, this trend will be 

reversed. The results reveal that by increasing the positive and negative Brinkman numbers 

in the specific Deborah number and extensibility parameter, the Nusselt numbers will 

decrease and increase, respectively.                                                                                           
 
Keywords: viscoelastic fluid, FENE-P model, straight rectangular duct, Ritz method, 

constant heat flux, viscous dissipation 
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