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 تشكر و قدرداني

مان بخشيد و به طريق علم و دانش رهنمونمان كران پروردگار يکتا را كه هستييسپاس ب

چيني از علم و معرفت را علم و دانش مفتخرمان نمود و خوشههروان شد و به همنشيني ر

 .به اميد آنکه توفيق يابم جز خدمت به خلق او نکوشم .روزيمان ساخت

اما بر حسب  و نه توان تشکر از بندگان تو؛ اعتراف مي كنم كه نه زبان شکر تو را دارم 

دوران تحصيل همواره تمام كه در  معزيزدانم از زحمات پدر و مادر لازم مي بر خود، وظيفه

توانم موهايشان را كه در نه ميم. خدايا! اند كمال تشکر را بنمايمشوق و پشتيبان اينجانب بوده

شان كه ثمره تلاش براي افتخار بستههاي پينهكنم و نه براي دست راه عزت من سفيد شد، سياه

عمرم را  ثانيهگزارشان باشم و ثانيهمن است، مرهمي دارم . پس توفيقم ده كه هر لحظه شکر

 .در عصاي دست بودنشان بگذرانم

مسلماً كه  چيآقاي دكتر حميدرضا ايپكجناب  و شايسته، چنين از زحمات استاد ارجمندهم

كمال تشکر و برد، ايشان راه به جايي نمي ارزنده نظراتو نقطه هاراهنمايي نامه بدوناين پايان

لحظه زندگيشان پروردگار متعال ياورشان باشد. ميدوارم در لحظهم و اسپاسگزاري را دار

تنها بخش  ،اي از عمر خود را پيرو راه ايشان باشم و بتوانم روزيآرزويم اين است لحظه

 كوچکي از زحمات ايشان را جبران نمايم.
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 -مکانتکمک د ت ر تي  هار  ا ت شر ددشنشجطی دوره  چاليالله درزی نفتروحش  جانب 

حل  ناميدشنشگاه ص عتت  اهمود نط س ده پا ان مک د ت مکانتک دشنشکده شحت هاربمدیمگمش ش ط

کمک تئوری تغییر شكل سكوالاستیک متحرك محوری تحت فشار عرضي به ریاضي وب  وی

 : طممتعکد مت چيحمیدرضا ایپکر اب آقای دهتم  رشه  ائتتحا  اول برشي مرتبه
 نامي تط ي ش  جانب شنجام  ده ش ا و شز صحا و شصالا بمنطردشر ش ا .تحقتقات در ش ن پا ان 

 گم بي ممرع مطرد ش تفاده ش ت اد  ده ش ا .های محققان ددر ش تفاده شز نتا ج پژوهش  

 نامي تاه طن تط ي نطد  ا فمد د گمی بمشی در افا هتچ نطع مدر   ا شمتتازی مطالب م درج در پا ان

 در هتچ را شرشئي نشده ش ا .

  با د و مقالات مستيمج با نام هلتي حقطق مع طی ش ن شثم متعلق بي دشنشگاه ص عتت  اهمود مت «

بي چاپ نطشهد « Shahrood  University  of  Technology» و  ا « ص عتت  اهمود دشنشگاه 

 ر تد.

 شند در مقالات نامي تأثتمگيشر بطدهحقطق مع طی ت ام شفمشدی هي در بي د ا آمدن نتا ح شصلت پا ان

 گمدد.رعا ا مت ناميپا انمستيمج شز 

 شز مطرطد زنده ) ا بافتکای آنکا( ش تفاده  ده ش ا نامي، در مطشردی هي در هلتي ممشحل شنجام ش ن پا ان

 ضطشبي و شصطل شنلاقت رعا ا  ده ش ا .

 نامي، در مطشردی هي بي حطزه شطلاعات  يرت شفمشد د تم ت  افتي  ا در هلتي ممشحل شنجام ش ن پا ان

                            ش تفاده  ده ش ا شصل رشزدشری، ضطشبي و شصطل شنلاق شنسانت رعا ا  ده ش ا.
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 ان نامه وجود داشته باشد .یپا*  متن این صفحه نیز باید در ابتدای نسخه های تكثیر شده 

 تعهد نامه

 

 

 

 

 

 

   

 

 

 

 

 

 
 

 مالکیت نتایج و حق نشر
  هلتي حقطق مع طی ش ن شثم و محرطلات آن )مقالات مستيمج ، هتاب ، بمنامي های رش اني شی ، نمم شفزشر ها و

در مطلب با د بي نحط مقتضت تجکتزشت  انتي  ده ش ا ( متعلق بي دشنشگاه ص عتت  اهمود مت با د . ش ن 

 تطلتدشت عل ت ممبططي ذهم  طد .

 با دبدون ذهم ممرع مجاز ن ت ش تفاده شز شطلاعات و نتا ج مطرطد در پا ان نامي. 
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 چكیده

وب و سکطشلا تتک متحم  محطری نامي، بي حل ر اضت معادلات حاهم بم شرتعا ات در ش ن پا ان

تحا هشش  ک طشنا در دو  ا. وب مطرد بمر ت هيثابا پمدشنتي  ده ش  تحا فشار عمضتناز  

ه د. معادلات حاهم بم  تستم دو رد في با  معا ثابا حمها مت غلتکبا د، بتن دو رفا شنتکا مت

بم با  د، با ش تفاده شز شصل هامتلتطن و رز ت مت اتمشتقبا هي  ک د تگاه معادلات د فمشنستل 

شند. رفتار وب و سکطشلا تتک، برطرت مدل تيمشج  دهش  تئطری تغتتم  کل بم ت ممتبي شول ش اس

ی شز معادلات، با ش تفاده گتمدر بمش و شلا تتک در بالک در نظم گمفتي  ده ش ا. پس شز لاپلاس زنم

ها بي . بمشی شنتقال پا .ه ش ا، حل تحلتلت مسئلي در فضای لاپلاس تعتتن  دشز روش لا ي ممزی

تحلتلت شرشئي  ده پا . هلت بم ش اس روش نت ي ک گمفتي  ده ش ا. ها هحطزه زمان، شز قضتي مانده

های طبتعت، بي شزشی مقاد م شولتي مفموض تعتتن  دند. شثم مسئلي،  معا بحمشنت و فمهانس

و  معا شنتقال وب بم پا .  ضياما، نطشص و سکطشلا تتک، چگالتپارشمتمهای ميتلفت چطن 

  ش ا.  دهبمر ت  نتز  تستم

 

 لتدی:هل ات ه

روش  -شصل هامتلتطن -شول  کل بم ت ممتبي تئطری تغتتم -متحم  محطری و سکطشلا تتکوب 

 هاقضتي مانده -لا ي ممزی
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 مقدمه

های های شنتقال قدرت، تس يتس ي شزر لي:های متحم  در هاربمدهای ص عتت ميتلفت 0پتط تار

وی پارچي ، فمآ  د  انا و نقا ت رها انا ورق های پمو يهای نطشری،  تستمشرهی شنتقال بار، تتغي

های متحم ، در بمنت شز ش ن  ازه. با  دمشاهده مت قابل طشرهای م سطرات طت  انا و فمآورینو 

بمشی شط ت ان شز هارهمد  تستم در  مش ي ر د. ب ابمش ن مت متم بم ثانتي 51 معا محطری حتت تا 

 .با دها ت حائز شه تا متبمر ت د  امتکت چ تن  تستمپا دشر، 

 شز هي با دماده آن متهای متحم  محطری، مدلسازی 2وبدر بمر ت  مسا لمک تم ن  کت شز 

در بستاری شز مطالعاتت هي تاه طن بم  قابل بمر ت ش ا. دو د دگاهِ نرطصتات و مدل فتز کت

شلا تتک در نظم گمفتي  ده  بي صطرتهای متحم  محطری شنجام  ده، نرطصتات مطشد وبد  امتک 

بمنت شز مطشدی هي در  طد، در  ازی در مدل ر اضت مسئلي متش ا. ش ن فمض هي م جم بي  ک  اده

با د. شما شمموزه با پتشمفا تک طلطژی و ظکطر مطشد رد د،  طند، مطرد قبطل متع ل ملاحظي مت

بستاری شز ش ن مطشد بي ططر ذشتت   طند هيپتط تارها ت شز ر س مطشد پلت می و مطشد ممهب تطلتد مت

با معادلات رفتاری م ا ب مدل  آنکا ش ن رفتارو با د ده د سکطشلا تتک شز نطد نشان مترفتارهای و 

بعدی و  ا دوبعدی های  کتطشن شز مدلهای متحم  محطری متوبمدلسازی  درد گم،  طمفشز   طد.

 ازی در شهثم نشان دشده ش ا، ش ن  ادهمتحم ،  و تتم های ر تيتئطریش تفاده شز ش تفاده همد. 

هي پک ای ورق،  مان د وقتت ،ی شز مطشرد د گمشما در بستار. دهدمتشی نتا ج قانع ه  ده مطشرد

 و های هامپطز تتنرطصتات شورتطتموپتکت  تستم، تغتتم در تطز ع بار در رش تای عمض ورق، ورق

های با  د و بمشی بمر تبيش ن ت از کا رضا اگاهت مطرد ملاحظي با د، ش ن  ادهنقاط تکتي

ها مشابي وبشز نظم پد دشر  انتت، رفتار در هل  ا د.ن تئطری ورق ضموری متد  امتکت، ش تفاده شز 

 وبگتمی شی و رکابعدی ش ا، شما شز نظم  انتاری، مدلکای دوبعدی،  انتار  ازههای  ک ازه

                                                 
1. Continua  

2. Web  
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 .ده دمطرد مطالعي رش بکتم نشان مت

متحم  محطری بم ش اس  ویسکوالاستیکنامي، بي حل ر اضت معادلات حاهم بم وب پا ان ش ن در

 طد. وب مطرد بمر ت تحا فشار عمضت و نتموی ممتبي شول پمدشنتي مت ری تغییر شکل برشیتئو

شز نظم  تستم رفتار ه د. هشش  ک طشنا بطده و با  معا ثابا بتن دو غلتک دورد في حمها مت

ش تفاده شز تئطری تغتتم  . طدمتو شز نظم  انتاری، دوبعدی در نظم گمفتي  بعدیپد دشر   انتت،  ک

 با د.های نطآوری ش ن تحقتق مت کل بم ت ممتبي شول در وب و سکطشلا تتک متحم ، شز ر بي

 با د:نامي حاضم دشرشی  انتار هلت ز م متپا ان

، تطصتف رفتار و سکطشلا تتک نطت، بتان معادلات مطشد و سکطشلا تتکبي معمفت  شول فرلدر 

پتط تارهای  مطرد ش تفاده در مدلسازی ژ کتهای رئطلطمعمفت ميترم مدلو  همنش -ب تاد ن ت ش

 م تشم  دهمقالات بمنت ممور و  ی متحم معمفت پتط تارهابي دوم  فرل د.ط مت متحم  پمدشنتي

، بم ش اس تئطری تغتتم  طم در فرل .پمدشزدمتو تئطری تغتتم  کل بم ت  آنکاهای ممتبي با در زمت ي

معادلات حاهم بم شرتعا ات وب شلا تتک  هامتلتطن، و با ش تفاده شز شصل  کل بم ت ممتبي شول

.  پس با در نظم گمفتن مدل زنم نطع دوم  طندمتدر حالا دوبعدی  با نتز هطچک متحم  محطری

رکا تطصتف رفتار و سکطشلا تتک وب متحم  در بمش و رفتار شلا تتک در شتساع، با ش تفاده شز 

ميهطر بمشی وب و سکطشلا تتک متحم  تع تم دشده د فمشنستلت معادلات ب تاد ن، معادلات   کل

شز روش با ش تفاده  بي حل ر اضت معادلات ش تيمشج  ده در فضای لاپلاس و چکارم . در فرل طندمت

MAE ها بي فضای زمان های بد ا آمده با ش تفاده شز قضتي مانده طد.  پس پا .پمدشنتي مت

های طبتعت های تعتتن  معا بحمشنت و فمهانسشفرل روش ن در شنتکای   طند.بمگمدشنده مت

. شثم پارشمتمهای  طدمتبي بتان و بمر ت نتا ج مسئلي پمدشنتي  پ جم . در فرل طدمت تستم بمر ت 

 و نتا ج. گتمدمطرد مطالعي قمشر متبم رفتار  تستم  وبميتلف ماده، ه د ي و  معا شنتقال 

 ئي نطشه د  د.در فرل پا انت شرش ی ش ن تحقتقپتش کادها
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 مقدمه 3-3

شز ش ن رو، د. ن ا مت ، ضموریآن و رفتار نرطصتات شی، آ  ا ت با  انتار،ت هم مادهرکا بمر 

در شدشمي پس شز  . طدمت آنکا پمدشنتينرطصتات و مطشد و سکطشلا تتک بي معمفت شبتدش  ،در ش ن فرل

د فمشنستلت   کل در همنش ش ن مطشد -معادلات ب تاد ن ت ش ،و سکطشلا تتک نطتتطصتف رفتار 

مطرد ش تفاده در مدلسازی  ئطلطژ کترهای معمفت ميترم مدل بي ،پا ان . درگمدندبتان مت

 لا تتک،در تحلتل ت ش مطشد و سکطش فمضتات متدشولبتان  و متحم و سکطشلا تتک پتط تارهای 

 . طدپمدشنتي مت

 مواد ویسكوالاستیک 3-2

مطشدی هي  بي ع طشنتطشن د شغلب ها و رز  کای مر طعت متپلت مهای غتم متبلطر مان د پلا تتک

ده د در نظم گمفتي  طند. ه چ تن رفتار مطشد متشکل شز شلتاف شز نطد نشان مت و سکطشلا تتکرفتار 

ها، غتم ها مثل پط ا و ماهتچي0ها، بتطمتم الها،  مشمتکشيه چ تن  ت و مثل شبم شم، رش طن،  لطلز

ن  طند. هم نطت بتا و سکطشلا تتکهای تطشن د با مدلفلزشت و ه چ تن فلزشت در دماهای بالا مت

، شما شمموزه مطالعي و تط عي تئطری  د افا متمطشدی با مشيرات ذهم  ده  چ د در گي تي بي ندرت

 ه تا ناصت بمنطردشر گشتي ش ا.نطت شز ش و سکطشلا تتک

تقم باً در  هي با  دآل متع طشن دو نطع شز مطشد ش دهي حالا رامد شلا تتک و  تال و سکطز، ب

ه انططر هي شز نام ماده و سکطشلا تتک مشيص ش ا، ش ن مطشد شند.  مش ي محدودی قابل مشاهده

هم هدشم  معمفت ميترمرو در ش ن قس ا بي با  د. شز ش ن تمهتبت شز مطشد شلا تتک و مطشد و سکطز مت

  طد.شز ش ن مطشد پمدشنتي مت

 

                                                 
1. Bio-Material  
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 [1]   ماده الاستیک رفتار  3-2-3

آن در شثم شع ال نتموی ناررت، بعد شز  شی ش ا هي تغتتم  کلطبق تعم ف، ماده شلا تتک ماده

با زمان  ت ش، همنش و ...() ی ممتبيتن حالتت، پارشمتمهادر چ  با د.حيف نتمو قابل بمگشا مت

ولت بمشی مطشد  . طندمت ش تاتتکت رکا بمر ت مسائل در نظم گمفتي تعار ف ه  د وتغتتم ن ت

  طند.تابعت شز زمان، تع تم دشده مت بي صطرتو سکطشلا تتک، پارشمتمهای مزبطر 

 با د:مت (0-0)  ادليمع بي صطرتهمنش  -ت ش رشبطي مطشد شلا تتکبمشی 

(0-0)  E  

E هشش 0هي عکس هامپلت س اش   انگ() مدول هشش (Dمت )1) با د
E

D
.) 

 [2]   سیالات ویسكوز رفتار  3-2-2

 کت  ه د.حمها( پتدش مت)  طد هي تحا شع ال بار ناررت رم انلاق متشی شطو سکطز، بي ماده

ش ن در حالا رم ان پا ا، با د.  تال مت 2های مک د ت،   جش و سکطز تيتمیگمک تم ن شندشزهشز 

  طد: ش بم ت بي نمخ بمش تعم ف متنسبا ت بي صطرته تا 

(0-2)  



 

η با د هي بمشی  تالات نتطت ت، و سکطز تي مقدشری تطت ت(  تال مت)ن 9ی بم تو سکطز تي

  با د.ت ش بم ت متبي تمتتب نمخ بمش و  و ( و فقي تابع دما ش ا. Pa.sثابا )دشرشی وشحد 

 [3]   ماده ویسكوالاستیک  3-2-1

. در دهدشی ش ا هي هم دو رفتار شلا تتک و و سکطز رش با هم نشان متمادهماده و سکطشلا تتک 

 ه د.وشقع در مطشد و سکطشلا تتک، و سکطز تي  ک پد ده شتلاف ه  ده رش بي ماده شلا تتک شضافي مت

                                                 
1. Compliance 
2. Viscosity 
3. Shear Viscosity  
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 گمدد.ر شدشمي بتان مت طد هي دش تفاده مت 0شز مدول ميتليبمشی نشان دشدن چ تن رفتاری ع طماً 

 ([3]و [4]  ) خصوصیات مواد ویسكوالاستیک 3-1

بتن ت ا ز  ،با  د. با ش ن ورطدمطشد و سکطشلا تتک دشرشی رفتاری بتن مطشد شلا تتک و و سکطز مت

با د. در وشقع ش ن و سکطز(،  ک ت ا ز مطلق بتن دو نطعِ ماده ن تماده )  تتک( و  تالشلاماده ) رامد

، بستاری شز گتمد. در محتي وشقعتصطرت مت 2مقا سي زمان رها ش و زمان مشاهده بم ش است ا ز 

ورطد  آل شنحمشف دشرند.  ع ت، رفتار و سکطشلا تتک در شهثم مطشدمطشد، بي نطعت شز ش ن رفتارهای ش ده

و در بمنت  مثل فلزشت، ش تيطشن و   گکا، ناچتز الا شلا تتک در بمنت مطشرد،ولت شنحمشف شز ح دشرد،

در مطشد و سکطشلا تتک، بم نلاف مطشد . با دز اد مت ، مان د پلت مها، چطبکا و نسطج بدن،د گم

-ا متمش ت و سکطحال .با د ا در وشقع نطشص ماده( تابع زمان مت) همنش -شلا تتک، رشبطي ت ش

بمشی  ،ه د و مکانتسم دمپت گ دشنلت آنشی بموز پتدش متشلا تتک در بستاری شز مطشد پلت می و  تشي

و  9 شرهابا د. متمش ت شز صدش بستار مکم مت و شفزش ش متمش ت، بي م ظطر هاهش شرتعا ات و  م

  . طد بکي پلت م بعد شز تغتتم  کل نا ت مت 8بازگشا

ده د، دشرشی طشد و سکطشلا تتک هم دو رفتار شلا تتک و و سکطز رش با هم نشان متشز آنجا هي م

شند، علاوه بم ثابا قمشر گمفتي ت شهي تحا  حالتبا  د. بمشی مثال، در های م حرم بفمدی متو ژگت

مفاهتم  طند. نتز مت 5ه  د، در  ک محدوده زمانت دچار نزشش  کي  ک رابجا ت آنت رش تح ل مت

  طند.ش و رها ش در پتط ا )شلف( تطضتح دشده متنز

 د:گمدمت بتان بي ه ک رشبطي ز م ،رشبطي متان ت ش و همنش بمشی مطشد و سکطشلا تتک نطت

(0-0)       
 

0

t d
t E t g t d

d

 
   


   

                                                 
1. Complex Modulus 
2. Time of Observation 

3. Relaxation 
4. Recovery 

5. Creep 
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 هي t ،ت ش t همنش و تابع شصلت g t   ه ان  (0-0)  معادلي با  د.مت ش رهاتابع

 . طدمتتطضتح دشده  (شلف)در پتط ا  هيبا د مت 0شصل ر ع آثار بطلتزمن

 با د:بي  کل ز م مت (0-0) تبد ل لاپلاس رشبطي 

(0-2)       ssEss   

jsبا را گيشری   ز م حاصل مت صطرتبي  در حطزه فمهانس مدول ميتلي ،در معادلي فطق-

  طد:

(0-9)        EjjEEE  "'* 

لفي حقتقتؤم هي در آن 'Eمؤلفي ميتلي و (9مدول شلا تتک  ا  يتت) 2 ازیمدول ذنتمه 

 "Eبي صطرت  5ضم ب شتلاف د. طنمتنامتده  (8 گمدول دمپت ا  مدول و سکطز) مدول شتلاف

- طد هي شز تقستم تمم مطهطمت مدول ميتلي بم تمم حقتقت آن بد ا متبعدی تعم ف متبته تا 

 آ د:

(0-8)   
 
 



'

"

E

E
 

متط ي شنمژی تلف  ده در ماده و سکطشلا تتک بم رشد ان رش نسبا بي شنمژی ذنتمه  ،ضم ب شتلاف

 .[3]  ه د ط ت بتان متتحا بار  ت ، ده

 مواد ویسكوالاستیکتاریخچه مختصری از  3-4

های تجاری مطفقتا  ال پتش آغاز  ده ش ا. 71تطلتد و تط عي پلت مهای تمهتبت، تقم بأ شز 

شز محرطلات تمهتبت   ال، ش ن مطشد 21مدت  ظمفشی بطد هي محرطلات دشرشی مب ای پلت می بي گطني

( 0 :پتش کاد  ده ش ا ،تک طلطژی ردشگاني ز م 5 بي صطرتدشنش پلت می فلزی پتشت گمفتي ش ا. 

 ( پط شکای محافظتت.5ی  طحت و هاهارپمدشنا( 8فتبمها، ( 9لا تتک و شلا تطمتم، ش( 2پلا تتک، 

                                                 
1. Boltzman’s Superposition Principle 

2. Storage Modulus 

3. Elastic or Stiffness Modulus 

4. Viscous or Damping Modulus 

5. Loss Factor 
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وما در بمشبم نطردگت و ی  انا رشحا، وزن هم، مقادر  الکای شنتم، بدلتل قت ا پا تن، پمو ي

 .[5]  شندهای مک د ت بکار گمفتي  دهمطشد  ازه بي ع طشنفطش د مکم د گم، پلت مها 

0نشتف تط يهای مشيص همدن نرطصتات آن مفاهتم شبتدش ت دمپت گ و روش
تطصتف  ده [6]  

ميتلي در حطزه فمهانس بتان  با ش تفاده شز مدول ،مطشد و سکطشلا تتک رشنرطصتات نشتف  .ش ا

هي بمشی هاربمدهای  ها ت در م ح ت شصلتردول محا باتت دما ت بمشی نشان دشدن چ تن دشدههمد. 

 امل  مدلکای دمپت گ   تت[8]   8و لط 9 ان .شرشئي  د[7]   2تم ش ا، تط ي رطنزع لت رشحا

تئطری و سکطشلا تتک رش در حطزه زمان و با [9]   5هم ستن  ن همدند. بازبت ترش ماهسطل، هلط ن و زنم 

در  و با دمتبي حطزه فمهانست  حطزه زمان، قابل تبد لبتان مطمح همد. ش ن  رها شش تفاده شز تابع 

بمشی تط عي مدلکای دمپت گ   تت [10]   7و تطرو ک 6بگلت .ر تدتطشن بي مدول ميتلي مت نتتجي

هط تدند، شما نتتجي آن  ک مدل فمهانست نتلت پتچتده بطد. ز مش پ ج پارشمتم دش ا هي با د شز شنطباق 

های شی شز ماتم سآمدند. ه چ تن بدلتل ورطد مج طعيی آزما شگاهت بد ا متهان طدشر با دشده

نامي نتز شنتقال ل مدل بي حطزه زمان نتز مشکل بطد.  کت شز مشکلات شصلت ش ن پا انپتچتده، تبد 

 با د.ها شز حطزه لاپلاس بي حطزه زمان متپا .

 ([12]و [11]) رفتار ویسكوالاستیک خطي 3-5

بستاری شز فلزشت قبل شز ش  کي شز محدوده رفتار ت ا بت نارج  طند، رفتار هاملاً شلا تتک نطت شز 

های و در نتتجي قانطن هط ( بمشی همنش) در حالا هلت، رفتار شلا تتک نطتده د. نطد نشان مت

)شلا تتک نطت( و  4هطهتمطشد همنش بمشی  -م ح ت ت ش (0-0 کل )  در با د.چک معتبم متهط

                                                 
1. Nashif 
2. Jones 
3. Sun 
4. Lu 
5. Christensen 
6. Bagley 
7. Torvik 
8. Hookean 
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 .ه ش ار م  د( شلا تتک غتمنطت) 0ه کت

 

 [11]   نطتمنش بمشی مطشد شلا تتک نطت و غتمه -م ح ت ت ش (0-0)  کل

بمشی مدلسازی آن شز   طد ونامتده متماده نتطت ت  ،نظتم مطشد شلا تتک،  ک ماده و سکطز نطت

و در نتتجي قانطن ) بمشی مطشد و سکطز نتز در حالا هلت، رفتار و سکطز نطت.  طددمپم ش تفاده مت

 بي ) 2ش تطهسنتطت ت و  مطشد (2-0 کل )  در با د.نتطتن( بمشی نمخ رم ان نسبتاً هم بمقمشر مت

شند. شز آنجا هي ش ن مدلکا رفتار  تلان رم ان  تالات رش بتان نشان دشده  ده (و سکطز  ا غتمنتطت ت

 . طندنتز نطشنده مت 9ی رئطلطژ کالهاه  د، مدلمت

 

 [11]  همنش بمشی مطشد و سکطز نطت و و سکطز غتم نطت -ن طدشر ت ش (2-0)  کل

                                                 
1. Hencky 
2. Stokes 

3. Reological Models 
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بي صطرت تمهتبت هست د هي دشرشی نرطصتات شلا تتک و و سکطز مطشد و سکطشلا تتک مطشدی 

با  د(. بي ع طشن مثال فلزشت  ا حتت   گکا در دماهای بالا و هي لزوماً نطت ن ت) با  دمت

بمشی مطالعي رفتار چ تن مطشدی، شز  ده د.ان متاق چ تن رفتاری شز نطد نشتها در دمای شپلا تتک

رفتار هطهت( و و سکطز ) بتن شلا تتک نطت ی،رفتارماده شگم  . طدها ش تفاده متدمپمتمهتب ف مها و 

نطت نام د و رکا تطصتف و سکطشلا تتک  رفتار نتطت ت( شز نطد نشان دهد، چ تن رفتاری رش) نطت

ها بي صطرت معادلات رفتاری ش ن مدله  د. ت ش تفاده متنط ف م و دمپمهای  امل مدل شز آن

رفتار ه کت( و و سکطز ) شما شگم رفتار ماده حالتت بتن شلا تتک غتمنطتبا  د. د فمشنستل نطت مت

رفتار و سکطشلا تتک غتمنطت نامتده و با ف م و دمپم  آن رشرفتار ش تطهست( با د، ) غتمنطت

 .ه  دغتمنطت تطصتف مت

های  ازی مشاهدشت تغتتم  کلآلبمر ت رفتار  ک ماده هي بم ش اس ش ده ش ن روش

  [11]  طد.نامتده مت« 0  ا تپد ده»ماهمو کطپت ب ا  ده ش ا، 

 [4]   خطي تحلیل چندبعدی تنش ویسكوالاستیک 3-6

، نتازم د تحلتل تطز ع ت ش و با دما تن  تطشند عضطی شز  ک  ازه  امت هي  ک قطعيطمشحت 

ها و بدون در نظم گمفتن شثمشت دما ت و گمما ت، بمشی هم لحظي، ت ش با د.همنش در آن عضط مت

 ا ن ا  د.زمان شرضهم بي صطرتهم نقطي شز ن طني، با د معادلات تعادل و رفتاری رش ها در تغتتم  کل

تط ي  هي ( ماده و سکطشلا تتک با معادلي رفتاری آن ابقي بارگيشری) 2تمهتب  دن شثم حافظي

گمدد تا حل مسائل و سکطشلا تتک نسبا بي حالا  طد،  بب متبتان مت شصل ر ع آثار بطلتزمن

تبد ل شن با شع ال تطها، متتم گمدد. با ش ن ورطد، در بستاری شز مطقعتاشلا تتک نالص، بستار پتچتده

در  هي با دمت 9ش ن ش ده ه ان شصل ت اظم بي شلا تتک تبد ل همد. رش لاپلاس، مسئلي و سکطشلا تتک

                                                 
1. Phenomenological Aspects  

2. Memory Effect 

3. Correspondence Principle 
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 . طدمتتطضتح دشده  (شلف)پتط ا 

-م متپي شلا تتک، بي دو  کل هلت شمکانهمنش در مطشد و سکط -بتان معادلات ب تاد ن ت ش

   طد.پمدشنتي متد فمشنستلت مي بي بتان روش با د: شنتگمشلت و د فمشنستلت. در شدش

بي مشتقات ت ش و همنش نتز حساس  ی بمشی  ک ماده ش زوتموپ هي پا . آنمعادلي  انتار

  طد:متز م نط تي هلت  صطرتبي ش ا، 

(0-5)  ( , , ,..., , , ,...) 0f        

ي با ش ن مشتقات در ش ن حالا، شثم حافظ با  د.مت بي زمان ت ش و همنش بي وشبستي هي در آن،

 تطشن نط ا:تم متبي  کل فشمده گمدد.بتان مت

(0-6)  ( ) ( ) ( ) ( )ij ijP Q P D t Q D t      

  طند:ز م تعم ف مت بي صطرت Qو  Pهي در آن 

(0-7)  
0

0

( )

( )

r

r r
r

r

r r
r

P D p
t

Q D q
t



















 

d
D

dt
  وpr  وqr  شند.با د هي بي مدل رئطلطژ کت شنتيابت وشبستيثابا مت 

 طم ش ا رکا تطصتف رفتار و سکطشلا تتک  ک  تستم تحا هشش چ د محطری، شثم مم

( ردش 2( رش شز مؤلفي تغتتم حجم نالص )بالک  ا شتساع0مؤلفي بم ت )تغتتم  کل، شعطراج  ا شنحمشفت

ه  د. ش ن قاعده بي دلتل پا . متفاوت ماده و سکطشلا تتک بي بمش در بمشبم حالا شتساع  ا بالک، 

بعدی چ د ثابا مکانتکت در روشبي ورطد دشرد، د. بططر نلاصي، با تطري بي ش  کي در حالا  يبا مت

با د، شز ش ن رو، رکا رفع ش ن مشکل تع تم رشبطي شصل بطلتزمن بي حالا و سکطشلا تتک د طشر مت

ي، ه  د. با تطري بي ش ن نکتهای ت ش و همنش رش بي دو بيش گفتي  ده در فطق تقستم متمطلفي

 ز م ردش همد: بي صطرتتطشن متهای شنحمشفت و شتساعت رش مؤلفي

                                                 
1. Deviatoric 
2. Dilatational 
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(0-4)  
1 1

2 2

( ) ( )

( ) ( )

d d

ij ij

ii ii

P t Q t

P t Q t

 

 




 

 با  د:شپمشتطرها ت بي  کل هلت ز م مت Q2و  P1 ،P2 ،Q1 معمف بيش شنحمشفت و dبالانط س 

(0-3)  
2

1 0 1 2 2
...

n

n n
P p p p p

t t t

  
    

  
 

G  وK دن طمت د، برطرت ز م تعتتنبا  مت 2و بالک 0هي بي تمتتب مدول رها ش بمش: 

(0-01)  

1

1

2

2

1
( )

2

1
( )

3

Q
G

P

Q
K

P





 

بي مدول رها ش بالک و بم ت رشبطي مدول هشش و نسبا پطش طن بم حسب  ،بمشی ماده شلا تتک

 با د:ز م مت صطرت

(0-00)  

9

3

3 2

6 2

KG
E

K G

K G

K G










 

ز م  بي صطرتتطشن بمشی ماده و سکطشلا تتک، مت ،رش (00-0)  ، معادلي(01-0)  با تطري بي معادلي

 بازنط ست همد:

(0-02)  

1 2

2 1 1 2

1 2 2 1

2 1 1 2

3

2

2

E

E

Q Q Q
E

P Q PQ P

PQ P Q Q

P Q PQ P






 



 



 

 : طدنتتجي متحالا و سکطشلا تتک  بمشی، (00-0)  ن با شع ال شصل ت اظم روی معادليه چ ت

(0-09)  

9 ( ) ( )
( )

3 ( ) ( )

3 ( ) 2 ( )
( )

6 ( ) 2 ( )

K s G s
E s

K s G s

K s G s
s s

K s G s










 

                                                 
1. Shear Relaxation Moduli 

2. Bulk Relaxation Moduli 



 

  

 

 رفتار ويسکوالاستيك خطي فصل اول

09 

شلا تتک بي  وبنامي، با ش تفاده شز بتان د فمشنستلت، معادلات حاهم بم در فرل  طم ش ن پا ان

 . طندمتحالا و سکطشلا تتک تع تم دشده 

تطشند متفاوت شز پا . آن ه انططر هي قبلاً نتز گفتي  د، پا . مطشد و سکطشلا تتک در بمش مت

شلا تتک با د. شلبتي تطشند کطشلا تتک ش ا، در شتساع متدر شتساع با د. پس وقتت پا . در بمش و س

محطری و بمش  اده متفاوت های تکدر ش ن  مش ي تحلتل مسائل چ دمحطری با حالا وشضح ش ا هي

 . [4]  نطشهد بطد

سازی رفتار ویسكوالاستیک شبیهدر کاربردی رئولوژیكي  مدلهایمعرفي  3-7

 ی متحركارهاپیوست خطي

مدلسازی پا . بي تحم ک مکانتکت مطشد و سکطشلا تتک، تط ي مطشد شلا تتک و و سکطز، شز 

ا رکا ام ن حالات اده ،نطت های مکانتکتمدلش ن ش تفاده شز  طد. شنجام مت دمپمقبتل ف م و 

حالا  دمپم و پا . (شلا تتک) ف م رفتار ناگکانت با د.ار و سکطشلا تتستتي مطشد متام رفتاتفست

ذهم ش ن نکتي ضموری ش ا هي بتان رفتار  .[11]  ه د ازی مترش  بتي  تستم شتلافت() تطبتقت

های ملکطلت نا ت شز رفتار مکانتسم ،ها، دلتلت بم ش  کي ش ن شل اندمپمو سکطشلا تتک تط ي ف م و 

ها ورطد دشرند هي رفتار با  د. با ش ن حال بستاری شز مدلم عکس ه  د، ن ترها ش وشقعت مطشد رش 

 .[12]  با دو سکطشلا تتک مطشد نزد ک مت آنکا بي رفتار

مطشزی، مدل  بي صطرتو  0 می، مدل ماهسطل بي صطرتتمهتبکای  اده ف م و دمپم نطت 

ده د. شما رکا شرشئي  ک تطصتف بکتم شز رفتار مطشد و سکطشلا تتک، تعدشد رش تشکتل مت 2و ا -هلط ن

 ه  د.بتشتمی شز ش ن عضطها رش نتز با هم تمهتب مت

 طد. با ش تفاده شز ش ن ش تفاده مت 9های ش تاتتکت، شز مدلکای چکار پارشمتمی بمگمزدر تحلتل

                                                 
1. Maxwell 
2. Kelvin-Voigt 
3. Burgers 
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ها، مان د رها ش ت ش، رها ش همنش و همنش های ش ا ت قابل مشاهده در ورقمدل، پد ده

ها ضموری های د  امتکت، ت ام ش ن پد دهتطشن تطصتف همد. با ش ن ورطد، در تحلتلپلا تتک رش مت

متم بم  9111های بالاتم شز صفحات وب با  معا هي هامثال، در طت تطلتد ورق بي ع طشنبا  د. ن ت

 طد. های پا دشر ش جاد ن تتطشن فمض همد همنشهطچک، متی زمانت دقتقي در حمهت د، در  ک بازه

تطشن شز مدلکای رئطلطژ کت  ي پارشمتمی مان د مدلکای رامد ها در ش ن حالا، متبمشی مدلسازی وب

تطشن د در فطق مت مفت  دهمعشلبتي مدلکای  .[13]  ( ش تفاده همد2 ا مدل رامد زنم) 0نطت ش تاندشرد

رش نتز نشان شز ر لي تأثتم نزش شبتدش ت تا تأثتمشت د گمی  ،بي صطرت نامت اهت با هم تمهتب  طند

ولت با ز اد  دن تعدشد شل انکا،  .[3]  ه  دش ن مدلکا شز معادلات ممتبي شول نطت پتموی مت ه ي ده د.

 تم نطشهد  د.حل معادلات حاهم نتز مشکل

در بمش، شز مدل زنم نطع دوم  نامي، رکا تطصتف رفتار و سکطشلا تتک وب متحم ندر ش ن پا ا

، شز تمهتب مطشزی  ک ف م نطت با (9-0 کل )  طد. ش ن مدل مطابق ) کل ماهسطل( ش تفاده مت

  طد. مدل ماهسطل تشکتل مت

 

 زنم نطع دوممدل  (9-0)  کل

های شع الت بي هل  تستم بمشبم ش ا با مج طع ت ش ف م و ماهسطل. رشبطي در ش ن مدل، ت ش

                                                 
1. Standard Linear Solid Model 
2. Zener’s Solid 
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 همنش در ش ن مدل بمشبم ش ا با: -ت ش

(0-08)  
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 پا . ش ن مدل بي تسا رها ش:
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 ل بي تسا نزش:پا . ش ن مد
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هي در آن 
1E


  ت ش  ر تدن بي حد نکا ترطرت زمان لازم بمشی ب با د هيزمان رها ش مت

  طد.تفستم مت

و    اتتکبي ه مشه  ،معمفت  ده در ش ن قس امدلکای رئطلطژ کت  ا م روشبي ممبطط بي 

 شلف( آورده  ده ش ا.) مفرل در پتط ا رططممبططي، بن طدشرهای 

 [5] ع در تحلیل تنش مواد ویسكوالاستیک در اتسا متداولفرضیات  3-8

با د، ليش گتم متآوری شطلاعات وشبستي بي زمانِ مطشد و سکطشلا تتک د طشر و وقاشز آنجا هي ر ع

و ني هم  G (t)و  E (t) طد. بي ش ن تمتتب شغلب  فمضتاتت در نظم گمفتي متمع طلاً ،رکا تحلتل آنکا

دو  در ،در مطشد و سکطشلا تتک ش زوتموپ، دو پارشمتم حل مسئليشز طمفت  .با  دمطرطد متدوی آنکا، 

تحلتل رفتار ماده تعتتن پارشمتم د گم، در ، رکا  کت شز  ي فمض ز م مع طلاً  ا  ي بعد لازم ش ا.

  طد:متگمفتي در نظم   سکطشلا تتک در شتساع،و

 0ناپي میتمشهم -0

و قابل  هطچک آن هایتغتتم  کل هي ه  دناپي م فمض متماده شلا تتک رش در صطرتت تمشهم

K . در ش ن حالابا د صمف ظم  ( بالکمدول ) 0.5 ا  بمشی  ک  مشابي، تحا  مش ي با د.مت

                                                 
1. Incompressibility 
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-گتمند. ب ابمش ن با ورطد ش ن  مط، همنشنکا ا در نظم مترش بت Kناپي م و سکطشلا تتک، ماده تمشهم

 (.تغتتم حجم قابل صمف ظم با د) با دهای شتساعت بمشی ماده و سکطشلا تتک صفم مت

 رفتار شلا تتک در شتساع -2

 زمان و دما، بستار هطچکتم شز مدول بم ت ش ا.ع ل، تغتتمشت مدول بالک و سکطشلا تتک با  در

شز با د. ، مع طلاً فمض م ا بت متماده و سکطشلا تتک در شتساع شلا تتک، بمشی رفتارفمض ب ابمش ن 

، شلا تتک فمض (فرل  طم) متحم  در شتساعوب رفتار ماده و سکطشلا تتک  ،ناميش ن پا انش ن رو در 

 با د.طن تابع زمان متدر ش ن حالا، ضم ب پطش .  طدمت

 مدول بالک و بم ت 3زمانتهم -9

)1 ع ت .  طدفمض مت ، نسبا مدول بالک بي بم ت  ک مقدشر ثابادر ش ن مدل ) ( )K t C G t .

با د. شعتبار ش ن فمض با د ب ابمش ن وشبستگت زمانت ش ن دو  کسان بطده و فقي مقاد م آنکا متفاوت مت

پطش طن  ک  و دما ت مطرد نظم، مطرد بمر ت دقتق قمشر گتمد. در ش ن حالا ضم بدر محدوه زمانت 

 .با دمقدشر ثابا مت

 بندیجمع 3-0

، بتان معادلات ، تطصتف رفتار و سکطشلا تتک نطتمطشد و سکطشلا تتکمعمفت ، بي در ش ن فرل

ش تفاده در مطرد  های رئطلطژ کتد فمشنستلت، معمفت ميترم مدل  کلهمنش در  -ب تاد ن ت ش

و بتان فمضتات متدشول در تحلتل ت ش مطشد و سکطشلا تتک در شتساع  متحم پتط تارهای  مدلسازی

 . د پمدشنتي

همنش، معادلات  -د فمشنستلت معادلات ب تاد ن ت ش  کلنامي، بم مب ای در فرل  طم ش ن پا ان

با تطري بي مطالب ش ن .  طدمتحاهم بم شرتعا ات پتط تار و سکطشلا تتک متحم  محطری ش تيمشج 

 .نطشهد  دفمض  شلا تتکو در شتساع  ی وب در بمش مشابي مدل رئطلطژ کت زنمفرل، رفتار ماده

                                                 
1. Synchronous  
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 مقدمه 2-3

و  ز ر لي شنتقال قدرتش تشمموزه پتط تارهای متحم  بططر و تعت در هاربمدهای ص عتت ميتلف

های عل ت و دقتقت مطلطب ها، بمر توری بکت ي شز ش ن  ازهرو رکا بکمه  نش  طند. شزمشاهده مت بار

بمر ت  پتش شز ،شز طمفت با د.ها، مدلسازی آنکا متبا د. مشکل شصلت در بمر ت ش ن  ازهمت

 بي معمفترو در ش ن فرل شبتدش  شز ش نن ا د. ضموری متشنطشع پتط تارها   انا  ،پتط تارهای متحم 

حل شی شز تار يچي  پس.  طدمتپمدشنتي  پتط تارهای متحم  مدلسازی ، هاربمد وشنطشع پتط تارها

-در زمت ي در دهي شنتم و ده  مقالات م تشمبمنت شز  پا ان. در گمددبتان متها، بي شنترار ش ن  ازه

 پتط تارهای های تحا رمم و بار متحم ،ورق ک  اهن،های و سکطشلا تتشرتعا ات ورق های ميتلف

 و ه چ تنتتمهای و سکطشلا تتک متحم  محطری  ،شلا تتک و و سکطشلا تتک متحم  محطری

 . طندبمر ت مت 0ق بم مب ای تئطری تغتتم  کل بم تشرتعا ات ور

 پیوستارهای متحرك  از برخيمعرفي  2-2

نتموی هشش  اده رش در حالا  ک بعد تح ل  تم ن عضط مکانتکت هي فقي اده :2رشته -الف

 [14] .   طندها محسطب متجتمها رزء ر تينام د. ط ابکا، تارها و زنه د، ر تي متمت

 ع ت نتموی هششت رش در حالا ) با دغشاء تع تم حالا دوبعدی ر تي مت :1غشاء -ب

 هي با  د. ش ن د تي شز پتط تارهاهای ناز  رزء غشاءها مت. هاغيها و ورقد(ه تح ل مت دوبعدی

 [14] .  شند دهتم تطضتح دشده مفرل ب() پتط ادر  و  طندرزء ورقکا تقستم مت

ه د، آن رش نتز تح ل شگم ر تي علاوه بم نتموی هششت، نتموی فشاری و ل گم ن شت رش  تیر: -ج

 [14] .نام د تتم مت

                                                 
1. Shear Deformation Theory  

2. String 

3. Membrane  



 

  

 

 هاي متحرک محوريبررسي سازه فصل دوم

 

03 

های ا ز اد ورقکا در  ازهبدلتل شه ترش ورق گط  د.  دوبعدیتع تم تتم بي حالا  ورق: -د

-متها ورق شیپا ي روشبي ،ناميروشبي مطرد ش تفاده در ش ن پا ان ي مب ایمک د ت و ه چ تن شز آنجا ه

 [14] . نتي  ده ش اشبي تشم ح ش ن گموه شز پتط تارها پمد ب() پتط ادر  با د،

ل  کل مسطح با مستطت تار متحم  محطری بي  کل ورق ناز  ودر حالا هلت، پتط  وب: -ه

ها ت، در ص ا ع  انا و  تن  ازهمسائل ممتبي با د  امتک چنام د. مت فتت ن شت هطچک رش وب 

ها های  انا،  معا شنتقال وبدر طت پمو ي با د.ها قابل مشاهده متورقکا و پارچيهاری رنگ

تطشن د م جم بي های بالا ت متچ تن  معاتحا  مش ي ناصت، ر د. متم بم ثانتي نتز مت 51حتت بي 

نطردگت و تطشن د چتنمتنتز  رفتارها ش نند. شرتعا ات رزونانست، ناپا دشری  ا لمزش صفحات وب  ط

شز شرتعا ات آن پتموی  هي تغتتمشت نتموی هششت وب ش جاد ه  د.ها رش در طت حمها  کسا وب

 [13] .  تطشند تغتتم در ضياما ورق در حال  انا رش بي ه مشه آورده  د، متمت

 متحركپیوستارهای  2-1

ی ش ن . شزر ليبا  دمتمتحم  در هاربمدهای ص عتت ميتلفت قابل مشاهده  هایپتط تار

های های نطشری،  تستمی شرههای شنتقال بار، تتغيهای شنتقال قدرت، تس يتس ي شز: هاربمدها عبارت د

و فمآوری، ها، فمآ  د  انا و نقا ت روی پارچي، نطشرهای م سطرات طت  انا ی  انا ورقپمو ي

ه چ تن ش تاء مسطح هي با  معا ز ادی در فضای نارج رط زمتن در  و های شنتقال  تالاتلطلي

 حمهت د.

-گيشری بکت ي و شرزش بکمهدر ت ام هاربمدهای ص عتت ميهطر، بي م ظطر شفزش ش هارش ت و  مما ي

با د. شلبتي مطلطب متقت ا و پتچتده،  معا شنتقال ماهز  م وری، در د تگاهکا و تا تسات گمشن

های ه د. ب ابمش ن بمشی ورقرفتار د  امتکت  تستم متحم  محطری، شز د تتابت بي آن رلطگتمی مت

های د  امتکت های بالاتم شز آن ناپا دشری طد هي بمشی  معامتحم   ک  معا بحمشنت تعم ف مت

 کسا صفحات وب قابل  وشگمش ت، شرتعا ات شضافت، لمزش و  ا حتت بي صطرتميتلفت، شغلب 
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مقاد م و ژه  تستم بي بيش حقتقت  معا محطری ش ا هي در آن  ،مشاهده ش ا.  معا بحمشنت

ه انططر هي پتشتم نتز گفتي  طد. ه  د و  تستم دچار ناپا دشری بي صطرت ه انش متصفم متل مت

متم بم ثانتي(  51) يمتم بم دقتق 9111های متحم ،  معا محطری حتت تا در بمنت شز ش ن  ازه  د،

ها ت، پا . و پا دشری د  امتکت ممبطط بي ر د. ب ابمش ن در بمر ت د  امتکت چ تن  تستمنتز مت

بمشی شط ت ان شز هارهمد  تستم در  مش ي پا دشر، با د تحلتل  و با دشرتعا ات عمضت حائز شه تا مت

 د  امتکت هاملت شز آن بي ع ل آ د.

با د. ش ن مدلسازی ی آن متهای متحم  محطری، مدلسازی مادهوب مک تم ن مسئلي در بمر ت

د گمی شز نظم  و ر س( ماده مطرد ش تفاده) شز دو د دگاه قابل بمر ت ش ا.  کت شز نظم نرطصتات

 های در نظم گمفتي  ده بمشی مسئلي(. مدل  ا ميتري) شبعادی

ی متحم  محطری شنجام  ده، هادر بستاری شز مطالعاتت هي تاه طن بم د  امتک پتط تار

 ازی شلا تتک در نظم گمفتي  ده ش ا. ش ن فمض هي م جم بي  ک  اده بي صطرتنرطصتات مطشد 

با د.  طند، مطرد قبطل مت طد، در بمنت شز مطشدی هي در ع ل ملاحظي متدر مدل ر اضت مسئلي مت

شز ر س مطشد تقط ا  ده فلزی و  شما شمموزه با پتشمفا تک طلطژی و ظکطر مطشد رد د، پتط تارها ت

 طند. بستاری شز ش ن مطشد بي ططر ذشتت رفتارهای  مشمتکت، مطشد پلت می و مطشد ممهب تطلتد مت

ی ی بارگيشری در محدودهو سکطشلا تتک شز قبتل رم ان و سکطز و نمخ همنش وشبستي بي  ابقي

ه  د ش ن مطشد شز قانطن هط  پتموی ن ت ده د. ب ابمش نو تعت شز ت ش و نمخ همنش، شز نطد نشان مت

و با د رفتار و سکطشلا تتک آنکا با معادلات رفتاری م ا ب مدل  طد. ه چ تن بمشی بستاری شز 

ی تم، هي رفتار مادهروند، شرشئي  ک مدل هاملهای حساس و حتاتت بي هار متمطشدی هي در مطقعتا

های شلا تتستتي و  ابمش ن در مطشردی هي تئطریبا د. بمطرد ش تفاده رش  امل  طد، ضموری مت

با  د، تئطری و سکطز تي، هم هدشم بي ت کا ت، بمشی مدل همدن رفتار  ازه هافت ن ت

 رود.و سکطشلا تتستتي بي هار مت

متحم   بعدی تئطری ر تيهای  کتطشن شز مدلبمشی مدلسازی پتط تارهای متحم  محطری مت
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تمی شز تطصتف دقتق ،دوبعدی تئطری ورق ش تفاده همد. شگمچي تئطری ورق هایو تئطری تتم و  ا مدل

 ستار پتچتده بطده و حل تحلتلت آنشز نظم ر اضت ب ادلات حاهمدهد، شما معحالا فتز کت وب شرشئي مت

بمشی  عدشد ز ادی شز مطالعات شنجام  دههای ر تي متحم  و تتم در تبا د. تئطریبستار د طشر مت

 طالعات صطرت گمفتي نشان دشده ش ا هيتط تارهای دوبعدی مطرد ش تفاده قمشر گمفت د. ممدلسازی پ

های با  فتت  طد. بيرطص در ورقشی م جم مت ازی در شهثم مطشرد، بي نتا ج قانع ه  دهش ن  اده

 ،گمبا د. شما در بستاری شز مطشرد د ، نتا ج حاصلي با نتا ج تئطری ورق  کسان متوب() ن شت هطچک

هي پک ای ورق، نرطصتات شورتطتموپتکت  تستم، تغتتم در تطز ع بار در رش تای عمض  مان د وقتت

گاهت مطرد ملاحظي با د، ش ن های وش طي و  ا نقاط تکتيممهب(، لا ي) های هامپطز تتورق، ورق

-ق ضموری متتئطری ورهای د  امتکت، ش تفاده شز با  د و بمشی بمر تبيش ن ت از کا رضا ا اده

 ن ا د.

دوبعدی های ی حالا نزد کتم بي رفتار د  امتکت وشقعت  تستمشز طمف د گم بي م ظطر شرشئي

دوبعدی نسبا بي مدلکای . معمفت  دند[17]   0تط ي  باتکا های رئطلطژ کت دوبعدیميتلف، مدل

-تمند. شز نقطي نظم پد دشر( وشقعت2مل ف م، دمپم و ورقکای شصطکاهت ا) بعدیمدلکای هلا تک  ک

بعدی ش ا، شما شز نقطي نظم  انتاری، مدلکای دوبعدی، های  ک  انتت، رفتار پتط تارها مشابي  ازه

ده د. ه چ تن، بم نلاف گتمی پتط تار مطرد مطالعي رش بکتم نشان متشی و رکا انتار  ازه

های ميتلف تطشن د بي ططر مستقتم رفتار  تستممع طلت، مدلکای دوبعدی متشل انکای  ک بعدی 

 (.[16] و[15]  ) شلا تتک و پلا تتک رش شرشئي ده دشلا تتک، و سکط

و شز  بعدیرفتار وب متحم  شز نظم پد دشر   انتت،  ک نامي،در ش ن پا ان مطالب فطق بم ش اس

نظم  انتاری، دوبعدی در نظم گمفتي  ده ش ا. ه چ تن رکا مدلسازی رفتار  ازه، شز تئطری 

 و سکطشلا تتستتي ش تفاده  ده ش ا.

                                                 
1. Sobotka 

2. Friction Plates 
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 در زمینه ارتعاشات پیوستارهای متحرك مروری بر کارهای انجام شده 2-4

ي ش ا. در شوش ل قمشر گمفتبمر ت مطرد  ال پتش  61شز  باً د  امتک شرسام متحم  محطری تقم

 و [18]  0ی متحم  محطری، تط ي  َکها در زمت ي شرتعا ات عمضت ر تي، نيستتن مقالي0351 ال

شولتن مقالي رش در زمت ي تحلتل [20]   5و ماوت 8م تشم  د. شولسطی[19]   9و شمسل 2ه چ تن آرهتبَلد

 ت حاهم بم . ش شان معادلي د فمشنستل با مشتقات رزی نطشری شرشئي دشدندی شرهد  امتکت ورقِ تتغي

های آزشد،  مش ي ممزی تقم بت رش در نظم بيگسستي همدند. روی ل 6 تستم رش با ش تفاده شز روش ر تز

های فطق بحمشنت، تأثتم ش ن مسئلي ش ا اً بم دقا حل، بيرطص بمشی حمها ورق در ناحتي هي گمفت د

  تحا وب ش زوتموپ متحم ها ت روی نتز عمضت و تطز ع ت شتبمر  [21]  و ماوت  7گيشرد. لتنمت

 4هارمنونی حاهم بم ورق رش با ش تفاده شز تئطری غتمنطت بارگيشری عمضت شرشئي دشدند. ش شان معادلي

 ش تيمشج همدند. 

گاه و تکتيد روی، با ش تفاده شز تئطری نطت، شرتعا ات ورق ش زوتموپ متحم  محطری [22]  لتن

آن رش بتان همد. بم پا ي شی بمر ت و نرطصتات شرتعا ت پا ي بي صطرت  م د گم آزشد رش  اده و دو

تطصتف شل ان محدود ورق ناز  متحم  رش شرشئي همده و با [23]   01، ونگ3رش زنم -تئطری ورق مت دلتن

 ری، تطز ع ت شکای نممال و بم ت  تستم رش بد ا آورد. ش تفاده شز آن، علاوه بم  معا شنتقال محط

 ی  ک بعدی، و کمتشز تئطری ر تي[24]   و ماوت 00بمشی مدلسازی پتط تار متحم ، و کمت

 .  ([26] و[22]  ، [21] ) گم شز تئطری ورق دوبعدی ش تفاده همدندشز تئطری تتم  ک بعدی و بعضت د  [25] 

                                                 
1. Sack 

2. Archibald 

3. Emslie 

4. Ulsoy 

5. Mote 

6. Ritz 

7. Lin 

8. Von  Karman  
9. Mindline-Reissner 

10. Wang 

11. Wickert 
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ی متحم  و سکطشلا تتک انت بطدند هي شرتعا ات عمضت تس يشولتن هس[27]   و ه کارشن 0فانگ

، روش [28]  9و زو 2رش بمر ت همدند. ش شان در مدلسازی رفتار ورق شز مدل ف م ش تفاده همدند. ژنگ

multiple scale ک متحم  محطری هي با ی و سکطشلا تترش بمشی مطالعي پارشمتم ک شرتعا ات تس ي

 ، ش تفاده همدند.ش ا ر تي مدل  ده

پتط تارهای  های ميتلف شرتعا اتزمت ي درهارهای شنجام  ده  بمنتبي بمر ت شدشمي در 

ه چ تن مسائل ورق  و  ات ورقکای و سکطشلا تتک  اهنشرتعا ،شلا تتک و و سکطشلا تتک متحم 

   طد. شند، پمدشنتي متدهر تچاپ  بي نتمش در دهي هي ممتبي با تئطری تغتتم  کل بم ت

 ارتعاشات ورق ویسكوالاستیک  2-4-3

های و سکطشلا تتک نطت رش مطرد تحلتل قمشر شرتعا ات متمشی ورق[29]   5و  تتکطش 8رو تيتن

معادلي د فمشنستل نطت، بمشی  ي  بي صطرت رش دشدند. رفتار د  امتکت ورق و سکطشلا تتک مستطتلت

شی شز  طح متانت در نظم گمفت د. ش شان دمپت گ ورق رش با مدل رابجا ت متعامد نقطي  ي مطلفي

روش  بي ع طشنبا شع ال روش تبد ل شنتگمشلت لاپلاس و  نسبا بي زمان تعتتن همدند 6ی رزئتهامشتق

و ژه مسئلي بسي دشدند. در نکا ا حل رش  ها ت نسبا بي تطشبع می بي صطرتحل، معادلات ممبططي رش 

شرتعا ات  ید گمو  کت حاهم بم حالا تعادل  تستم ش ابد ا آورند؛   ر ليمج طع دو  بي صطرت

 طد. هي با شتلاف ش  م ت و شنمژی  تستم تعتتن مت ه دطل مطقعتا تعادل رش تطصتف متمتمش ح

 ت رابجا ت نقاط ورق رش تحلتل همدند.و وشبستگت زمان پا .ه چ تن ش شان شثم و سکطز تي بم 

بي تحلتل شرتعا ات متمشی آزشد غتمنطت  ک ورق [30]   شی د گمه چ تن ش شان در مقالي

معادلات پس شز بتان مستطتلت و سکطشلا تتک تحا  مش ي رزنانس دشنلت ميتلف پمدشنت د. ش شان 

                                                 
1. Fung 

2. Zhang 

3. Zu 

4. Rossikhin 

5. Shitikova 

6. Fractional Derivatives 
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مدل مشتق رز ت  نظم گمفتن و ژگتکای و سکطز  تستم برطرتبا در  همدن آنکا، دبعبت وحاهم 

Riemann-Liouville بي حالا و سکطشلا تتک تع تم دشدند.  مش ي ممزی و شولتي رش نتز  يمعادلات رش ب

شی رش ه گن در نظم گمفت د. رکا  افتن  ک حل تقم بت، تطشبع رابجا ت درون و بمون صفحي صطرت

با ش تفاده شز  نط انات هطچک( تعم ف همدند و) شرتعا ات نطت ها ت شز تطشبع و ژهر لي بي صطرت

های تطشنت شز  ک پارشمتم هطچک و وشبستي بي  می بي صطرترش  ، تطشبع ميهطرmultiple scaleروش 

هم مطد شرتعا ت با ضم ب دمپت گ هي نشان دشدند  ش شان های زمانت ميتلف، در نظم گمفت د. انص

پا دشر   ،  تستم بي حالاو سکطز تيبستي بي مقدشر  ه چ تن در افت د هي طد. ناص نطد مشيص مت

 ر د. ا ناپا دشر مت

 های تحت جرم و بار متحركورق  2-4-2

ت قمشر دشدند.  ورق هامپطز تت تحا بار متحم  رش مطرد تحلتل د  امتک[31]   و ه کارشن 0زشدهمالک

های  گاهتکتي باشی شی ضيتم تحا بار متحم  نقطيش شان رکا تعتتن پا . د  امتکت ورق لا ي

معادلات  ،با ش تفاده شز شصل هامتلتطن ی تئطری شلا تتستتي شرشئي ن طدند. اده، روش حلت رش بم پا ي

 مش ي ممزی  ، معادلات و2شی ي پس با ش تفاده شز تئطری لاتعتتن همدند.  رش حمها ورق هامپطز تت

آنالتز مطدشل و روش ممبعات د فمشنستلت  ،ممبططي رش در  متا م ضياما ورق گسستي همدند. در شدشمي

بمشی نشان دشدن دقا روش، نتا ج رش  رش بمشی حل د تگاه معادلات د فمشنستل حاصلي بي هار گمفت د.

، رکا نشان دشدن ه چ تن سي قمشر دشدند.با حل دقتق ورق ش زوتموپ تحا بار متحم  مطرد مقا 

ی  ي نتا ج بد ا آمده شز شلا تتستتي ی بالا،ی شول و ممتبيهای تغتتم  کل بم ت ممتبيتأثتم تئطری

 .دهدتطابق نطبت رش نشان مت هي کای ميهطر، مقا سي همدندمقالي رش با نتا ج تئطر ش ن بعدی در 

روی  های ورق رشبار و نموج شز ممهز آن و آرش ش لا ي ه چ تن، ش شان شثم ضياما بي ططل،  معا

 .مطرد مطالعي قمشر دشدند پا . ورق،

                                                 
1. Malekzadeh 
2. Layerwise Theory 
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تحا تطز ع  2پا دشری د  امتکت ورق مستطتلت و سکطشلا تتک ناپا ستار[32]   و ه کارشن 0ونگ

تاری ی  انی تئطری ورق ناز  و رشبطي. ش شان بم پا يبار م ا ت  ک طشنا رش مطرد بمر ت قمشر دشدند

ی ی د فمشنستل حاهم بم شرتعا ات ورق ميهطر رش در حطزهمعادلي ،بعدید فمشنستلت و سکطشلا تتک دو

و ا تع تم دشده و با ش تفاده شز روش  -لاپلاس ش تيمشج همدند.  پس معادلي رش بمشی مدل هلط ن

( و SSSS) گاه  اده، معادلات بد ا آمده رش بمشی ورق با چکار تکتي9(DQM)  ازی د فمشنستلتممبع

  ( حل همدند.SCSC) گاه گتمدشرگاه  اده و دو تکتيورق با دو تکتي

شی و بار متحم  تحا فشار صفحي هي ه انش و شرتعا ات ورق روی بستم شلا تتک[33]   8هتم

 بي صطرتدشم ي بار متحم  رش بي دو  کل ثابا و متغتم  .دشرد رش مطرد بمر ت قمشر دشده ش ا قمشر

بم معادلي د فمشنستل حاهم با ش تيمشج  شلا تتک فمض همدند. بي صطرتهارمطنتک و بستم رش نتز 

x بي صطرتتعم ف ميترات متحم  و  ،ميترات هارتز ن در  تستم شرتعا ات عمضت vt   ،

، با ش تفاده شز  تستمبمشی بد ا آوردن پا .  بعد همدند.بتبم حسب ميترات رد د معادلات رش 

، در نظم بعدی زمان، مکان و مکان بتتابع ن ا ت شز متغتمها بي صطرتتبد ل فطر ي، نتز و بار رش 

ن پا . بي بار با دشم ي پا . حالا پا ای  تستم بي بار هارمطنتکت متحم  و ه چ ت گمفت د. در شدشمي

تبد ل فطر ي  ، شزميهطرشع ال روش رکا  ثابا رش با ش تفاده شز تبد ل فطر ي دوگاني بد ا آوردند.

5)  م ع
FFT ،ش شان بي بمر ت شثم پارشمتمهای  معا شدشميدر  ش تفاده همدند.( هي مب ای عددی دشرد ،

مقاد م بحمشنت  معا، فمهانس  و تز ماهز  مشی بم حالا تغتتم  کل، نبار، فمهانس بار و فشار صفحي

شی بم پا دشری ها ت رکا تعتتن چگطنگت شثم فشار صفحيتحلتل ه چ تنشی پمدشنت د. و فشار صفحي

نس ابت ت  معا بحمشنت، فمهو شرتعا ات  تستم، شنجام دشدند. در نکا ا، عبارتکا ت رش بمشی پتش

 .شی پتش کاد همدندبار ه انش صفحي و بحمشنت

                                                 
1. Zhong-Min Wang 

2. Non-conservative 
3. Differential Quadrature Method 

4. Seong-Min Kim 
5. Fast Fourier Transform 
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مطرد  رشنسبتاً   گتن  تحا رمم متحم غتمنطت  ناز  مستطتلت ورق[34]    ادنام و ه کارشن

در نظم دليطشه  رش رمم متحم  و مستم حمها  مش ي شولتي رش تابعت شز مکانبمر ت قمشر دشدند. 

بي رش پا . معادلي  ،هابم مب ای تئطری هلا تک ورقی حاهم بم حمها معادليبا ش تيمشج  .گمفت د

معادلي مشتق رز ت حاهم بي  ک بي ش ن تمتتب  .فمض همدند  ک  می شز تطشبع  کل مطد صطرت

بت ت رکا پتش رش 0گتمدشر باناخ -در شدشمي تئطری نقطي . ابدمان هاهش متمعادلي مع طلت بم حسب ز

بمشی  و نظم ش شان، روش شرشئي  ده در ش ن مقالي رو ت رامع بطدهبي . بي هار گمفت درفتار ت اوبت پا . 

حتت شگم مستم  هي ندنشان دشد ش شان تطشند ش تفاده  طد.بمر ت رفتار ورق تحا بار متحم  نتز مت

شی رش محدوه، . ه چ تنتطشند غتممت اب با د .  تستم متپا، حمها رمم متحم  مت اوب با د

 با د، تعتتن همدند.پا .  تستم مت اوب مت در آن هي بمشی پارشمتمهای مسئلي

شی شول، ورق هامپطز تت لا ي ی تئطری تغتتم  کل بم ت ممتبييبم پا  [35]  شصغمیغفطری و 

شل ان تحا رمم متحم  رش مطرد تحلتل د  امتکت قمشر دشدند. بمشی شنجام ش ن تحلتل شز  ک روش 

رش بي  و تطبتقت 2های مش ثاباب دی، تک تکع طشن دو روش ميتلف مشي محدود ش تفاده همدند. ب

با ش تفاده شز روش مش تطبتقت، مشت رش م طبق بم مستم حمها رمم متحم  ش جاد  هار گمفت د.

 .حمها حاهم، ش تفاده همدند تگمشلگتمی مستقتم رکا حل معادليه چ تن شز  ک روش شن همدند.

های ميتلف و مستمهای ميتلف رمم متحم  تطشن بمشی  مش ي ممزی ميتلف،  معاش ن روش رش مت

-های هامپطز تت لا يورق پارشمتمهای ميتلف شز ر لي رمم رسم متحم  و زشو ي شثمش شان  بي هار بمد.

 .پا . د  امتکت  تستم، بمر ت همدند بم رش شی

 تیرهای ویسكوالاستیک متحرك محوری  2-4-1

-، شرتعا ات و پا دشری  ک تتم و سکطشلا تتک متحم  محطری رش روی تکتي[36]  8و   گ 9چن

                                                 
1. Banach’s Fixed Point Theorem 
2. Stationary 

3. Li-Qun Chen 

4. Xiao-Dong Yang 
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نطد طمحت رکا  افتن  ت، تحلتل همدند. ش شان در مقاليهای  اده بي ه مشه ف مهای پتچشگاه

حم  با  معا ثابا، ممزی تتم شلا تتک مت شز  مش يبا ش تفاده  0های طبتعت و تطشبع مطدشلفمهانس

شثم  ،multiple scales، با ش تفاده شز روشبمشی  ک تتم تشکتل  ده شز مدل هلط ن پتش کاد همدند و

 ک شرتعاش  بي صطرتهي  معا محطری  وقتت. بم شرتعا ات آزشد تحلتل همدند رش و سکطشلا تتستتي

 طد،  مش ي ناپا دشری بمشی تتم  مفتيدر نظم گهارمطنتک  اده حطل  معا متط ي ثابا 

 برطرت عددی، طد. ه چ تن پارشمتم ک مشاهده مت رزنانسو سکطشلا تتک متحم  محطری در 

 . تستم بمر ت همدند بم پا . شثمشت  يتت قتد،  معا محطری متط ي و و سکطشلا تتستتي رش

 رش تتمهای تت ط  کطی و سکطشلا تتک متحم  محطری پا دشری د  امتکت[37]   و ه کارشن چن

، شثم تغتتم  کل تت ط  کط با ش تفاده شز تئطری تتم ضيتمرزونانس دشنلت بمر ت همدند.  تحا  مش ي

و قانطن دوم نتطتن معادلي حاهم بم ش اس پس شز ش تيمشج  بم ت و ش  م ت دورشنت رش در نظم گمفت د.

بي حالا و سکطشلا تتک تع تم دشده  معادلات رشبا ش تفاده شز مدل هلط ن، ، شیطم تم زشو يشصل بقای م

تغتتمشت هارمطنتک  اده حطل  ک مقدشر  معا  بي صطرتبعد همدند.  معا محطری تتم رش و بت

پي می در حالا رزونانس پارشمتم ک شصلت و مج طع،  مش ي حلبمشی بمقمشری  متط ي در نظم گمفت د.

با  شع ال همدند و بعد  دهبت رز تات مشتقبا رش بم معادلات د فمشنستل  multiple scaleوش ر

،  مط لازم و هافت رش بمشی پا دشری  تستم ش تيمشج همدند. ش شان با 2همو تز -روث ش تفاده شز معتار

 دشنت د.مثال عددی، بي بمر ت شثم پارشمتمهای وشبستي در محدوده پا دشری، پم ش تفاده شز چ د

متحم  محطری  تابدشر رش مطرد و سکطشلا تتک پا دشری مجانبت  ک تتم [38]   و چن 9ونگ

نطع  مدل رامد نطت ش تاندشردبمشی تع تم معادلات بي حالا و سکطشلا تتک شز . دشدندتحلتل قمشر 

گاه  اده فمض هم دو شنتکا تکتي بي صطرت مش ي ممزی رش  .همدندش تفاده  ((02 - کل )شلف ) شول

تغتتمشت هارمطنتک  اده حطل  ک  معا متط ي ثابا در  بي صطرتهمدند.  معا محطری رش نتز 

                                                 
1.  Modal Functions 
2. Routh–Hurvitz Criterion 
3. Bo Wang 
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های پارشمتم ک شصلت و تمهتبت، شز تحلتل رکا تعتتن  مش ي ناپا دشری بمشی رزونانس نظم گمفت د.

ری ش شان بمشی حل معادلي حاهم بم شرتعا ات عمضت تتم  تابدشر متحم  محط ت ه ک گمفت د.مجانب

در صفحي دشم ي  رش شریممزهای پا د مشنستلت ش تفاده همدند.عددی، شز روش ممبعات د ف بي صطرت

بمشی نشان   از کای عددی رش نتزهمدند.  بتيعددی مشيص  بي صطرتتحم ک و فمهانس تحم ک، 

محا بات عددی، در تت نتا ج مشت  فتت، و سکطز تي و  معا متط ي ثابا تتم، شنجام دشدند. دشدن شث

 ه د.تحلتلت هار ش شان رش در رزونانس پارشمتم ک شصلت تأ تد مت

 های الاستیک متحرك محوریورق  2-4-4

رش  متحم  محطری ک غشاء عمضت تعا ات نرطصتات د  امتکت شر ،[39]  و ه کارشن 0 تن

 تستم رش بي شی صفحيشی و بمونصفحيمطرد بمر ت قمشر دشدند. معادلات حمها رش بم شرتعا ات درون

ها دو نطع  مش ي ممزی در نظم گمفت د:  ک حالا بد ا آوردند. بمشی غلتکشصل هامتلتطن ه ک 

ی معادلات، با ش تفاده شز روش گالمهتن،  ازبدون شصطکا  و د گمی بدون لغزش. پس شز گسستي

های طبتعت و  کل مطدها رش محا بي همدند. ش شان در افت د هي  معا شنتقال،  مش ي ممزی فمهانس

های طبتعت،  کل مطدها و پا دشری شرتعا ات نارج صفحي بم فمهانس 2نسبا عمض بي ططل غشاءو 

 غشاء متحم  شثم دشرند.

ی شرتعا ات  ک وب شورتطتموپ رش در  معا بالا بمر ت همدند. صفحي[40]   حات ت و ه کارشن

ش شان شبتدش معادلات  گاه  اده قمشر دشرد.شی ثابا قمشر گمفتي ش ا و روی تکتيوب تحا ت ش صفحي

 لطی با ش تفاده شز روش و  پس ش تيمشج همده حمها نارج شز صفحي رش بم پا ي تئطری ورق ناز 

نتا ج  بم پا يه چ تن ا آوردند.  معا بحمشنت بد  های ه تم و بتشتما . شرتعا ت رش بمشی  معاپ

 های فطق بحمشنت مطالعي همدند.در  معا رشهای لمزش و وشگمش ت وب متحم  ش تيمشرت، ناپا دشری

هي تحا  شی متحم  محطریلا ي - تت متقارنشرتعا ات آزشد ورق هامپطز [41]  ه چ تن ش شان

                                                 
1. Changho Shin 

2. Aspect Ratio 
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 مطرد مطالعي قمشر دشدند. شبتدش شی قمشر گمفتي ش ا رش با ش تفاده شز تئطری ورق هلا تکی صفحينتموها

و  پس  ک حل  0های متقاطع چ د ده ي متحم  ک حل دقتق رکا تحلتل شرتعا ات ورق با لا ي

2) محدود لت رش بم مب ای روش بار کيتحلت نت ي
FSMممزی شی با  مش ي لا ي -( بمشی ورق متقارن

ها رش بدون شصطکا  و غلتک و شرشئي دشدند. ه چ تن در ش ن حالا  معا شنتقال ورق رش ثابا شنتتاری

با شفزش ش  معا شنتقال، مقدشر فمهانس  ها نشان دشدبمر ت ع طد بم رش تای شنتقال فمض همدند.

با د. بمشی ر د و ش ن آغاز ناپا دشری متدر  معا محطری بحمشنت بي صفم مت و  ابدطبتعت هاهش مت

 با د.مشاهده مت های وشگمش ت و لمزش قابلهای شنتقال بالاتم ناپا دشریاع م

تحم  محطری رش بمر ت همدند. ش شان  ک ناپا دشری ورق شلا تتک م[42]   و ه کارشن 9ب تچط 

شرشی شرتعا ات عمضت هطچکت قمشر دشرد و دگاه هي روی دو تکتي نطشر با  معا شنتقال محطری ثابا

در حالا فممطلب دی دوبعدی در نظم گمفت د. بمشی تطصتف م ان ن شت و تطز ع نتموهای  ش ا رش

 ش تفاده همدند.  قمشر گمفتي ش ا،غشا ت، شز مدل ورق ناز  شلا تتک هي تحا ن ش و هشش 

هي  با دمت  معا بحمشنت، بي  کل وشگمش ت شز مقاد م ها نشان دشد،  موع ناپا دشری بمشی بمنتبمر ت

با د. مطدهای لمزش نتز فقي بمشی مقاد م بزرگتم  معا در ش ن حالا فمهانس شرتعا ات ورق صفم مت

تم ناپا دشری مطد ش تاتتکت مسئلي،  معا وشگمش ت  طد. ش شان رکا بمر ت رزئتبحمشنت ش جاد مت

ع طشن تابعت شز ه د ي و پارشمتمهای مکانتکت مسئلي، مطرد ي بحمشنت و  کل ه انش مت اظم با آن رش ب

های ز م  معا بحمشنت وشگمش ت، متقارن و ثابا همدند  کل ه انش بمشی  معا و مطالعي قمشر دشدند

 با د. مت های بالاتم نامتقارنبمشی  معا

شی قمشر گمفتي ش ا و با تحا هشش محطری صفحيهي  تبمشی ورق نازه[43]   و ه کارشن 8هتم

رش شنجام دشدند. ش شان با ش تفاده  5ه د، فممطلب دی شل ان طتفت مطدشل معا محطری ثابا حمها مت

                                                 
1. Multi-span Traveling Cross-ply Laminates 

2. Finite Strip Method 

3. Banichuk 

4. Joohong Kim 

5. Modal Spectral Element Formulation 
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م و  مش ي ممزی مسئلي رش تعتتن همدند.  پس با ش تفاده شز روش ی حاهشز شصل هامتلتطن، معادلي

 ی فمهانست فممطلب دی همدند. در شدشمي با مقا سي، ماتم س شل ان طتفت مطدشل رش در حطزه0هانتطرو چ

عددی شثم  معا شنتقال و  بي صطرت، روش ميهطر رش مطرد شرز ابت قمشر دشدند. ه چ تن FEMنتا ج با 

 .ش بم نرطصتات د  امتکت ورق متحم ، مطرد بمر ت قمشر دشدندشی رهشش صفحي

 ویسكوالاستیک متحرك محوری پیوستارهای  2-4-5

وب و سکطشلا تتک متحم   مدلسازیمدل هلط ن و بمگمز رش در [44]   9و هاپتتانتک 2مار  ط کت

. ش شان مدل تتم رش بمشی مشيص همدن نطشحت همدندمقا سي  مبا همحطری ش تفاده همده و نتا ج رش 

معادلي حمها وب رش  ،شند. با ش تفاده شز تئطری تتمناپا دشری و تي تن  معا بحمشنت بي هار گمفتي

ش تيمشج همده و  پس آن رش بمشی حالا و سکطشلا تتک تع تم دشدند. شثم  معا شنتقال محطری و 

های بمر تمطرد مطالعي قمشر دشدند.  ، رش نتزمتحم  محطری امتکت وب دمپت گ دشنلت بم پا دشری د 

های ه تم شز  معا بحمشنت، شفزش ش  معا م جم بي بمشی  معا و ا نشان دشد، -عددی مدل هلط ن

-وشگمش ت مت بي صطرتهاهش فمهانس نط انات طبتعت و در  معا بحمشنت  تستم دچار ناپا دشری 

 بي صطرتها ناپا دشری  معا بحمشنت و دمپت گ دشنلت هطچک نتزبالاتم شز های شنتقال  معا طد. در 

هي پک ای آن بي  با دی ميهطر، ناحتي پا دشری متبتن دو ناحتي  طد.ش ت و لمزش مشاهده متوشگم

 ابد تا ی ناپا دشری هاهش متناحتيش ن با د. با شفزش ش دمپت گ دمپت گ دشنلت ماده وب وشبستي مت

 رود.شز بتن مت مشنجام 

. همدندو سکطشلا تتک متحم  رش بمر ت  نط انات آزشد غتمنطت  ک تس ي[45]   5و رتن 8ژ چاو

با شصلاح ش شان . شز مدل زنم ش تفاده همدند،  تستمتم شثم دمپت گ مطشد بم شرتعا ات بمر ت دقتقبمشی 

، رو ت رد دی پتش کاد همدند هي  ک حل multiple scale و شع ال روش معادلات حمها  تستم

                                                 
1. Kantorovich 
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ل شلا تتک و دو ها رش بمشی مددهد. بعلاوه حلتحلتلت در تقم ب ممتبي شول بي پا . شرتعاش آزشد مت

های  اده  ده رش بمشی هم دو ه چ تن حل شند.همده 0شرزهم -هلط ن و ماهسطل -مدل و سکطشلا تتک

ماهسطل تحا  مش ي ناصت تعتتن همدند. رکا مشاهده تأثتم پارشمتمهای طمشحت مدل هلط ن و 

 دی رش روی مدل زنم شنجام دشدند.  ازی عدميتلف بم دشم ي و فمهانس شرتعا ات غتمنطت،  بتي

تحا هشش  محطری متحم ، شرتعا ات غتمنطت  ک وب و سکطشلا تتک [46]  مار  ط کت

تتمی هي با  معا ثابا محطری حمها  بي صطرت رش وشبستي بي زمان رش بمر ت همده ش ا. وی وب

پم طد ک  بي صطرترش شولتي  و هشش غتمنطت بي صطرتی همنش رش وی مطلفي .نظم گمفا در ه دمت

و سکطشلا تتک و ا رشبطي بد ا آمده رش بي حالا  -هلط ن  پس با ش تفاده شز مدل در نظم گمفا.

بعد همده و با ش تفاده شز روش گالمهتن ش ن معادلي رش بي  ک معادلي رش بتدر شدشمي ش ن تع تم دشد. 

 طد،  اده همد.  تستم ناقص ممتبي چکارم هي با  ک د تگاه معادلي د فمشنستل مع طلت تعم ف مت

 هطتای ممتبي -رشنگ شز ،تستمگتمی شز معادلي بد ا آمده و تحلتل رفتار د  امتکت  بمشی شنتگمشل

 ش تفاده همد.  2چکار

معادلات رفتاری د فمشنستلت و سکطشلا تتک دوبعدی، شرتعا ات ورق  بم پا ي [47]  8و ونگ 9زو

شی همدند. بم بمر ت رش با ضياما متغتم بي صطرت  ک ت متحم  محطریمستطتلت و سکطشلا تتک 

بعد فمهانس طبتعت بتش شان  و ا رش ش تفاده قمشر دشدند. -مدلسازی رفتار و سکطشلا تتک، مدل هلط ن

-بعد بمشی نسبا ت اظمهای ميتلف، پارشمتم ضياما و زمان تأنتم بترش بم حسب  معا محطری بت

ن شثم پارشمتمهای ( مطرد تحلتل قمشر دشدند. ه چ تDQ)  ازی د فمشنستلتبعد، با ش تفاده شز روش ممبع

بعد رش بم شرتعا ات  تستم بعد، زمان تأنتم بتميتلف مان د نسبا ت اظم، ضياما،  معا محطری بت

 ( در نظم گمفت د.CSCS) و (SSSS) هایبرطرت گاهتکتيدو نطع مطرد بحث قمشر دشدند. 

                                                 
1. Degenerate 
2. Fourth-order Runge–Kutta Method 

3. Zhou Yin-feng 

4. Wang Zhong-min 



 

  

 

 هاي متحرک محوريبررسي سازه فصل دوم

 

92 

 های رئطلطژ کتشز شل ان، متحم  محطریوب و سکطشلا تتک  رکا مدلسازی[16]   مار  ط کت

ش تفاده  ش ا، های شلا تتک و و سکطشلا تتک تشکتل  دهشز ناحتي (0-2 کل ) هي مطابق  دوبعدی

شز مدل زنم ش تفاده همد. ه چ تن بتن دو ناحتي ميهطر  ،همد. بمشی تطصتف بيش و سکطشلا تتک

 تگت هامل فمض  د.پتط 

 

 [16]   دوبعدیمدل رئطلطژ کت  (0-2)  کل

بي  متحم  محطریهای بي نظم نط س ده ش ن مدل رئطلطژ کت بمشی شولتن بار بمشی بمر ت  تستم

ستل حاهم بم هار گمفتي  ده ش ا. وی شبتدش با ش تفاده شز مدل ميهطر و تئطری ورق، معادلي د فمشن

ش تيمشج  هشاشرتعاش عمضت  تستم رش بي  کل  ک معادلي د فمشنستل مشتق رز ت نطت ممتبي 

، هي با  ک  می معادلات 0ی دوم ازی معادلي حاهم، بي  تستم ناقص ممتبيهمد. رکا  اده

تل رش تحل ،. وی در حالا  اده  دههمدروش گالمهتن ش تفاده شز  طد، د فمشنستل مع طلت تطصتف مت

شی هي ت کا شز  ک ناحتي و سکطشلا تتک  انتي  ده، بمر ت همد. بمشی بمشی مدل رئطلطژ کت

طتای ه -ی د فمشنستل مع طلت بد ا آمده و تحلتل د  امتکت  تستم، رشنگشنتگمشلگتمی شز معادلي

شنتقال و  . آنالتز عددی پا دشری د  امتکت ورق وب و ه چ تن شثم  معارش بي هار گمفا چکار ممتبي

با شفزش ش ثابا د بمر ت قمشر دشد. وی در افا هي متمش ت دشنلت بم رفتار د  امتکت  تستم، رش مطر

                                                 
1. Two-order Truncated System 
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 ابد. ه چ تن در ش ن حالا، فمهانس طبتعت، هي با بيش زمانت نزش،  معا بحمشنت هاهش مت

  ابد. طد، شفزش ش متی بحمشنت بتان متمطهطمت مقاد م و ژه

 ات آزشد ورق متحم  بمشی شرتعا تمحدود، حل بم مب ای روش بار کي[48]   حات ت و ه کارشن

ها ت هي با  د، شرشئي همدند. ورق ميهطر روی غلتکشی متهي تحا بارهای صفحي و سکطشلا تتک

ش شان فمض همدند هي تغتتم  ه د.با  د، حمها متع طد بم رش تای حمها بطده و بدون شصطکا  مت

با ش تفاده شز های عمضت غتمهطپل با  د. شی و رابجا ت کلکا هطچک بطده و ه چ تن نتموهای صفحي

کارگتمی مدلکای رئطلطژ کت ب و  معا ثاباد فمشنستل حاهم بم شرتعا ات ورق متحم  با  معادلي

هي مشابي  -شی  ک بار کي شز ورقرکا مدلسازی رفتار و سکطشلا تتک مطشد، ماتم س  يتت دقتقت بم

ی فمهانست، ش تيمشج همدند. شز ه ار هم گيش تن ماتم س  يتت ش ن در حطرزه -ه دتتم ع ل مت

شی رش هي بتانگم شرتعا ات هي شز آن مقاد م و ژه  س  يتت هلت حاهم رش بد ا آوردندها، ماتمبار کي

ج همدند. در نکا ا نتز رکا مشاهده تأثتم  معا ی شعدشد ميتلي ش تيمشبا  د، در حطزهآزشد ورق مت

هي در آنکا شز  آزشد، چ د مثال عددی شرشئي همدندمحطری و پارشمتمهای و سکطشلا تتک بم شرتعا ات 

 رفتار و سکطشلا تتک ش تفاده  د. مدل رامد نطت ش تاندشرد رکا مدلسازی

تط ي آزشد  ده و دو لبيه  اگاتحلتل شرتعا ت ورق و سکطشلا تتک نطع لطی با دو تکتي

حالا تعادل ورق  معادليو سکطشلا تتک،  -شرزی شلا تتکهم م پا يوی ب شرشئي  د.[15]   مار  ط کت

های بم ت، فمهانست ميتلي ش تيمشج همد. رفتار ماده ورق متحم  رش تحا ت ش در حطزه متحم  رش

وی شلا تتک در نظم گمفا.  بي صطرتدر هتدروش تاتتک  و نطع دوم ي پارشمتمی زنممدل   بي صطرت

نطد  معا محطری و نتموی ططلت ورق رش ثابا فمض همد. محا بات عددی تحلتل  در بمر ت

کت ورق بم رفتار د  امت رش رها ش معا شنتقال و زمان شنجام دشد. شثم  د  امتکت رش بمشی ورق فطلادی

مدل تتم( و  ي ) و ا -های رئطلطژ کت دو پارشمتمی هلط نهي با مدل متحم  محطریو سکطشلا تتک 

 معا بحمشنت بد ا آمده شز نتا ج نشان دشد، پارشمتمی زنم مدل  ده، مطرد تحلتل و مقا سي قمشر دشد. 

،  معا بحمشنت در هم دو مدل، بي نطبت با مدل تتم ه اه گ ش ا؛ مدل زنم، فقي در مطد ن شت پا ي
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در مقا سي با ورق شلا تتک،  معا شنتقال بحمشنت بي آرشمت   ابد؛شفزش ش متا شفزش ش زمان رها ش، ب

 با د.و ا مت -ه چ تن بمشی مدل زنم،  معا محطری بحمشنت بالاتم شز مدل هلط ن ؛ ابدشفزش ش مت

  هاهای تغییر شكل برشي در ارتعاشات ورقتئوری کاربرد مروری بر  2-4-6

رکا  در آنکا هي ت هامعمفت بمنت هارهای شنجام  ده در زمت ي شرتعا ات ورق در ش ن قس ا، بي

تئطر کای   طد.، پمدشنتي متش ا شز تئطر کای تغتتم  کل بم ت ش تفاده  ده ش تيمشج معادلات حاهم

 ب( آمده ش ا.) تغتتم  کل بم ت، بي ه مشه تئطر کای د گم ورق و تعار ف ممبطط بي ورق، در پتط ا

 با نتز ز اد شی و سکطشلا تتکهای هامپطز تت لا يشرتعا ات غتمنطت ورق[49]   ه کارشن و 0هتم

 ت ممتبي شول و تئطری غتم بم مب ای تئطری تغتتم  کل بمشبتدش رش مطرد بمر ت قمشر دشدند. ش شان 

معادلات حمها  تستم رش ش تيمشج همدند.  پس با  ،هارمن و ش تفاده شز شصل هامتلتطننطت ون

ش شان شثم نتز با  بي حل ش ن معادلات پمدشنت د. multiple scaleهای شل ان محدود و ش تفاده شز روش

 ند.بمر ت همددشم ي ز اد رش بم طبتعا شتلافت  تستم و فمهانس طبتعت آن، 

شی شز تئطری تغتتم  کل بم ت رکا تحلتل ش تاتتکت و د  امتکت ورق هامپطز تت لا ي[50]   2ری

ش تفاده شز  هي ند. وی شز مقا سي نتا ج نطد با هارهای قبلت در افاش تفاده همد (ZSDT) 9ممتبي صفم

 دهد.های با دقا بالا ت شرشئي متتئطر کای تغتتم  کل بم ت بمشی هم دو ورق ناز  و ضيتم پا .

های ، بم مب ای تئطری تغتتم  کل بم ت ممتبي بالا، معادلات حاهم بم ورق[51]  تصالحت و آقا 

بي حل آن پمدشنت د.  8و سکطشلا تتک دش موی غتممتقارن رش ش تيمشج و با ش تفاده شز روش رها ت پط ا

 ک مدل رامد نطت ش تاندشرد رش در نظم گمفت د.بمشی تطصتف حالا و سکطشلا تت

تئطری تغتتم  کل بم ت ممتبي بم مب ای  پس شز ش تيمشج معادلات ،[52]   تگار و ه کارشنر

                                                 
1. Tae-Woo Kim  
2. M.C. Ray  
3. Zeroth-order Shear Deformation Theory  

4. Dynamic Relaxation  
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ا ب های هامپطز تت ممبعتورق های طبتعتبا ش تفاده شز روش شل ان محدود، فمهانس، (TSDT) 0 طم

 بد ا آوردند.رش  مش ي ممزی ميتلف 

های بم ت ممتبي بالا رش بم ن ش، شرتعا ات و ه انش ورق ، شثم تغتتم  کل[53]  و ه کارشن 2ژن

 بت ت  دهمقاد م پتش ان شز بمر ت نتا ج عددی در افت د هيش ش شی بمر ت همدند.چ دلا يمستطتلت 

با نتا ج  ،های  اندو چت با هستي نممهای طبتعت و بار ه انش ورقهای بم ت عمضت، فمهانست ش

 نطشنت نطبت دشرد.هم تئطری تغتتم  کل بم ت ممتبي  طم حاصل شز

شی های هامپطز تت مستطتلت لا يورق[55]   و شرباری[54]   لط و ه کارشن، شرتعا ات آزشدبتگعلت

رش مطرد تحلتل قمشر دشدند. ش شان بم مب ای تئطری تغتتم   ک مستم رویتحا تطز ع رمم  غتممتقارنِ

 ش تيمشج همدند. ، معادلات حاهم بم  تستم رش کل بم ت ممتبي  طم و با ش تفاده شز شصل هامتلتطن

 شثم شندشزه و مساحا تطز ع رمم رش بم پا .  تستم تعتتن همدند.در مقالات نطد  ش شان

شی مطرد های هامپطز تت لا يتئطری تغتتم  کل بم ت رد دی بمشی شرتعا ات ورق[56]   9آ دوگدو

ه د. وی در ر بالا و پا تن ورق دقتقاً شرضا متش ن تئطری،  مش ي ممزی ت ش رش د هي ش تفاده قمشر دشد

 ز م در نظم گمفا: بي صطرتش ن تئطری، متدشن رابجا ت رش 

(2-0)  

1

1

( , , : ) ( , : ) ( ) ( , : )

( , , : ) ( , : ) ( ) ( , : )

( , , : ) ( , : )

x

y

U x y z t u x y t zw f z u x y t

V x y z t v x y t zw g z v x y t

W x y z t w x y t

  

  





های ميتلف با ش تفاده شز تئطری هي نام درش تطشبع تغتتم  کل بم ت عمضت مت g (z)و  f (z)تطشبع 

 مدل ن ا ت رد د بي نام نطد ان ش تفاده همد.آقای آ دوگدو شز  هي با  دقابل بتان مت

با  رش معادلي فمهانست ورق دش موی ضيتم 8، بمشی شولتن بار، حل بستي[57]  حست ت و ه کارشن

و با  ری تغتتم  کل بم ت ممتبي  طم ردیش شان بم پا ي تئطشرشئي دشدند. ، گاهت ميتلف مش ي تکتي

                                                 
1. Third- order Shear Deformation Theory  

2. Wu Zhen 
3. Metin Aydogdu 
4. Closed-form 
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مزی طبتعت  مش ي مو ، معادلات تعادل د  امتکت شصطل هامتلتطن و شنمژی پتانستل مت ت مش تفاده شز 

های ميتلف های دش موی رش بمشی نسباهای طبتعت ورقدر نکا ا فمهانس  تستم رش تعتتن همدند.

-هار ميهطر رش روی شرتعا ات آزشد ورق، [58]  ه چ تن وی و ه کارشن ضياما و  عاع محا بي همدند.

 گاهکای ميتلف شنجام دشدند.با تکتي ع لطیهای مستطتلت ضيتم نط

بم مب ای  رش FGMهای مستطتلت شرتعا ات آزشد ورقشی د گم، مقالي در[59]   حست ت و ه کارشن

تغتتم  کل بم ت ممتبي شول بمر ت همدند. هل ورق رش روی بستم شلا تتک، دو لبي ورق با  تئطری

در رش تای  نطشص مکانتکت رش گاهکای ميتلفت در نظم گمفت د.بمشی دو لبي د گم تکتي و گاه  ادهتکتي

بستم،  نسبا پطش طن رش ثابا فمض همدند. شثمشت پارشمتم  يتت و تابع ن ا ت متغتم بي صطرتضياما 

  نسبا ت اظم و نسبا ضياما بي ططل رش بم شرتعا ات آزشد ورق مطرد مطالعي قمشر دشدند.

شُمِ تغتتم  کل بم ت ممتبي  طم n، بم مب ای تئطری بدون مش ممتبي [60]  و ه کارشن 0ز انگ

های طبتعت ورق رش مطرد مطالعي قمشر دشدند. ش شان فمهانس شیشرتعا ات آزشد ورق هامپطز تت لا ي ،ردی

ی ميتلف محا بي شی رش بمشی  مش ي ممزی، نسبا پک ا بي ضياما و نطشص مادههامپطز تت لا ي

 ز م در نظم گمفت د: بي صطرتبم مب ای ش ن تئطری متدشن رابجا ت رش  همدند.

(2-2)  

1

1

1 2 ( , )
( , ) ( , ) ( ) ( ( , )

1 2 ( , )
( , ) ( , ) ( ) ( ( , )

( , )

n n

x x

n n

y y

w x y
U u x y z x y z x y

n n x

w x y
V v x y z x y z x y

n n y

W w x y

 

 






   




   







های ماتم س  يتت با شع ال تئطری تغتتم  کل بم ت ممتبي شول، شل ان[61]   9و بَ مرت 2بط کُلط

رش بمشی ورق تشکتل دشده و با ش تفاده شز آن، بي تحلتل دقتق شرتعا ات آزشد ورق پمدشنت د. ه چ تن شز 

 ش شعلام همدند.مقا سي نتا ج با رو کای شل ان محدود، دقا نطبت ر

                                                 
1. Song Xiang 

2. M. Boscolo 

3. J.R. Banerjee 
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 بندیجمع 2-5

معادلات حاهم بم پتط تارهای  ،هاربمد، مسائل مدلسازیمعمفت شنطشع پتط تارها،  بي در ش ن فرل

های ممتبي با مقالات مطرطد در زمت يبمنت ه چ تن مموری بم  و هاش ن  ازهحل تار يچي  متحم ،

 ش ا.  ده يو تئطری تغتتم  کل بم ت پمدشنت متحم  محطری پتط تارهای

ندرت در پتط تارهای متحم  بي های تغتتم  کل بم ت بيتئطری با تطري بي مقالات ممور  ده،

رفتار ماده رش شلا تتک  ،ت ادگ رکاها، شغلب هار رفتي ش ا. بعلاوه در مقالات ممبطط بي ش ن  تستم

بي  برطرت تحلتلت نامي،در ش ن پا انليش  .عددی شنجام دشدند بي صطرتها رش نتز و حل فمض همدند

 های متحم  محطری، بم مب ای تئطری تغتتم  کل بم ت ممتبي شول و تئطریبمر ت شرتعا ات وب

شز  و بعدیشز نظم پد دشر   انتت،  کنتز فتار وب متحم  ر . طدمتپمدشنتي  نطت و سکطشلا تتستتي

 . طدمت انتاری، دوبعدی در نظم گمفتي  نظم



 

 

 

 

 

 ومس  فصل                 

 

 

 

 

 

 

 

 

 حرکت استخراج معادلات .3 فصل
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 مقدمه 1-3

های و سکطشلا تتک متحم  محطری بمر ت رفتار شرتعا اتت وب هي ناميبا تطري بي هدف ش ن پا ان

های وبحاهم بم شرتعا ات بي ش تيمشج معادلات شبتدش  ،در ش ن فرلبا د، متتحا فشار عمضت ثابا 

 تئطری تغتتم  کل بم ت ممتبي شول بم مب ای ر عمضت ثاباتحا فشا شلا تتک متحم  محطری

(FSDT
برطرت و سکطشلا تتک در بمش و نظم گمفتن رفتار ماده وب  با  پس  طد.پمدشنتي مت (0

بمشی   طند.متتع تم دشده  ،معادلات ش تيمشج  ده بمشی حالا و سکطشلا تتکدر شتساع، شلا تتک 

  طد.زنم ش تفاده مت  ازی رفتار ماده در بمش شز مدل بتي

الاستیک متحرك محوری بر  وباستخراج معادلات حاکم بر ارتعاشات  1-2

 مبنای تئوری تغییر شكل برشي مرتبه اول

، تحا هشش ثابا دشنستتي حج تو  h، ضياما b، عمض Lبا ططل  ،(0-9 کل )  ت مطابقوب

، بتن دو غلتک دورد في در دو شنتکای آن cبا  معا محطری ثابا  P0و فشار عمضت ثابا  T0محطری 

 در حمها ش ا.

 

 T0 ثابا و هشش P0 ثابا عمضت فشارتحا  متحم  وب  اتتک  (0-9)  کل

 

 

                                                 
1. First-order Shear Deformation Theory  

P0 
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 :دن طمت فمضتات ز م در نظم گمفتي ،رکا ش تيمشج معادلات حاهم

 با د.و در هل  ازه ثابا مت 0هم وبضياما  -0

 ش ا. 2هطچکهای  ازه تغتتم  کل -2

 با  د.می ثابا متد ادشرشی مق فشار عمضت و نتموی هشش وشحد حجم وشرد بم  تستم -9

 طد تم متبي تتم  بتي وببا د. با تطري بي ش ن فمض، رفتار بزرگ مت وبنسبا ططل بي عمض  -8

متحم ، مان د  وبش تفاده همد. ش ن فمض بمشی شهثم هاربمدهای  وبتم در تحلتل تطشن شز مدل تو مت

 با د.های شنتقال قدرت و بار، معتبم متتس ي

 با د.مت ش زوتموپتکتدشرشی نرطصتات  وب -5

 .[13]   طدی وب در نظم گفتي ن تشلا تتک در صفحي 9ی شنتشار شمطشجپد ده -6

  ازه ه گن ش ا. -7

 با  د و فقي حالا غلتشت دشرند.ها بدون شصطکا  متغلتک -4

 میدان جابجایي  1-2-3

تقم ب ز م  بي صطرتناز   وببمشی تئطری تغتتم  کل بم ت ممتبي شول، متدشن رابجا ت  بم ش اس

 :[62]   طدمتزده 

(9-0)  

0 1

0 1

0

( , , , ) ( , , ) ( , , )

( , , , ) ( , , ) ( , , )

( , , , ) ( , , )

u x y z t u x y t zu x y t

v x y z t v x y t zv x y t

w x y z t w x y t

 


 
 



-مت zو  x ،yبي تمتتب  ي مطلفي رابجا ت در رش تای  ي محطر ميترات  wو  u ،vآن  هي در

 دشرشی بعد v1و  u1بعد ططل،  باپارشمتمهای مجکطل های صفحي متانت( )رابجا ت w0و  u0 ،v0با  د. 

 بي صطرت وب، رابجا ت نقاط ميتلف (0-9)  بم ش اس رشبطي با  د.بطده و تطشبع مجکطل مت چمنش

                                                 
1. Thin Web 

2. Small Deflection 

3. Wave Propagation 
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مقطع صاف و ع طد بم . ب ابمش ن هم ((2-9 کل ) ) ه د( تغتتم متzمحطر ) تابع نطت شز ضياما

 کل  ) مان دصفحي متانت، پس شز تغتتم  کل ه چ ان صاف ولت غتمع طد بم صفحي متانت باقت مت

عمضت در فمضتات با در نظم گمفتن تغتتم  کل تئطری تغتتم  کل بم ت ممتبي شول،  . در وشقع((9-2)

 ، تئطری ورق هلا تکهمنش بم ت عمضت ثابا نسبا بي ميترات ضياما() شش ت  اتتکت

(0
CPT) [62]  رش بکبطد بيشتده ش ا. 

 

  FSDT  نحطه چمنش شل ان در  -متدشن رابجا ت و ب -شلف (2-9)  کل

در  و تفاوت آنکا های تغتتم  کل بم تتئطری ،ممبطط بي تئطری ورق هلا تک تممفرلتطضتحات 

 ب( آمده ش ا.) پتط ا

 تنش هایمنتجه  1-2-2

ز م  بي صطرت بمشی حالا نتز هطچک رابجا ت -روشبي همنش ،(0-9)  با تطري بي متدشن رابجا ت

 آ  د:بد ا مت

                                                 
1. Classic Plate Theory 
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(9-2)  
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 د:ن طمت بتانز م  بي صطرتهمنش  -ت ش وشبيبم ش اس متدشن همنش فطق، ر

(9-9)  
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 هي در آن
(1 )(1 )

E


 


 
 با د.مت 0شولتن ضم ب لامي 

,های ت شِم تجي , , , , , ,x y xy x y xy x yN N N M M M Q Q طندمتتعم ف ز م  بي صطرت : 

(9-8)  
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 شند.نشان دشده  ده (2 - کل )ب های ت ش فطق، در شل ان م تجي

شنتلاف بتن نتموی بم ت عمضت وشقع  دربا د هي ت متضم ب ترحتح بم  sK،(8-9) در روشبي 

. ش ن [62]  ده آ د رش ترحتح متبد ا مت FSDTوشقعت و آنچي هي با ش تفاده شز روشبي  ت  اتتکت 

شز آنجا هي  .[56]  با دعلاوه بم ه د ي  ازه، بي بارگيشری و  مش ي ممزی ورق نتز وشبستي متضم ب 

5های مستطتلت مقدشربمشی ورق / 6sK  نامي، ، در ش ن پا ان[63]  دهدتمی رش شرشئي متنتا ج دقتق

 مقدشر ميهطر بمشی ش ن پارشمتم م ظطر  ده ش ا.

                                                 
1. Lame’s Faceor  
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 الاستیک متحرك وبمحاسبه انرژی کرنشي   1-2-1

  طد:ز م بتان مت بي صطرتت شنمژی همنشت چگال

با در نظم گمفتن شل ان .  طدتعتتن مت وبشنمژی همنشت ، وببا شنتگمشلگتمی رشبطي فطق روی حجم 

 آ د:ز م بد ا مت بي صطرترشبطي شنمژی همنشت  ،dV=dAdz=dxdydzحجم 

 :بمشبم ش ا باشنمژی همنشت  0تغتتمشت

(9-7)  
2

1

/2

0 0 /2

2

1

( )
t h

s x x y y z z xy xy xz xz yz yz
t h

b Lt

t
U dt dzdxdydt            


          

 الاستیک متحرك وبمحاسبه انرژی جنبشي   1-2-4

 با د.  ع ت:تک ذرشت آن متهای ر بشت تکبمشبم با مج طع شنمژی،  تستم ر بشتشنمژی 

(9-4)  
21

2
T V dm   

 بي صطرتبا د. با در نظم گمفتن شل ان رمم م  تستم متمقدشر  معا هلت  ک شل ان رم Vهي

dm=ρdV با د،های  معا آن مت معا هلت هم ذره بمشبم با مقدشر بمآ  د مؤلفي و با تطري بي ش  کي 

 شنمژی ر بشت هل  تستم بمشبم ش ا با:

گتمی مشتق 2مادی )لاگمشنژی( ي تطصتفبا تطري ب با  د هيمت Vzو  Vx ،Vyهای  معا مطلفي

  طد:گتمی متغتمها بي صطرت ز م شنجام مت طند. در تطصتف فضا ت، مشتقمتغتمها تعتتن مت

(9-01)  1 2 3. 1..3 , , ,i i

i

xd
i x x x y x z

dt t x t

   
     
    

                                                 
1. Variation  

2. Material (Lagrange’s) Description 

(9-5)  
1

( )
2

s x x y y z z xy xy xz xz yz yzU                  

(9-6)  
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(9-3)  
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iدر رشبطي فطق 
i

x
v

t





 با د.مت ixدر رش تای محطر   معا شنتقالت  تستم ivهي 

  طد:های  معا  تستم بي صطرت ز م بتان متمطلفي (01-9) با تطري بي رشبطي 

(9-00)  

x

y

z

du u u
V c c c

dt t x

dv v v
V c

dt t x

dw w w
V c

dt t x

 
    

 

 
  

 

 
  

 

 

  طد.شنمژی ر بشت نتز تعتتن مت تغتتمشتو  (3-9)  در رشبطي (00-9)  با را گيشری رشبطي

 محاسبه کار حاصل از نیروهای خارجي اعمالي  1-2-5

و د گمی نتموی  (W1) عمضتهار حاصل شز نتموهای ناررت شز دو قس ا،  کت ممبطط بي فشار 

  طد.تشکتل مت (W2) هششت

وشرد  وب( بم عمضت) بي ططر ع طدی (0-9 کل ) هي مطابق  0P ک طشنا بار فشاریهار حاصل شز 

 بمشبم ش ا با: آن تغتتمشت و  طدمت

(9-02)  2 2

1 1

1 0 0 0
0 0 0 0

1 0 0
0 0

b L b L

t t b L

t t

W Pwdxdy Pw dxdy

W dt P w dxdydt 

 



   

   


sinهي ) زشو ي هطچک تحانتموی هشش بم وشحد حجم  با فمض ش  کي ,cos 1   )  نسبا

 بمشبمند با: z  و xهششت در رش تاهای  نتموهایشع ال  ده با د،  وببي  xzدر صفحي  x بي محطر

(9-09)  
0 0 0 0

0 0 0 0

cos

sin

x x

z z

T T T T

T T T T



 

  

   

 د:ن طز م محا بي مت بي صطرتآن  تغتتمشتو  x رش تایب ابمش ن هار ممبطط بي نتموی هشش در 

(9-08)  2

1

/2

2 0 0 0 1 2 0 0 1
/2 0 0

2 0 0 2 0 0
0 0 0 0

( ). ( ).( ) .( )
h b L

h

b L t b L

t

x

x x

dW T dxdydz u T dxdydz u zu W T u zu dxdydz

W T hu dxdy W T h u dxdydt 


     

   

  

    


 بمشبم ش ا با:نتز آن  شتتغتتمو  zهشش در رش تای  نتمویهار 



 

  

 

 ج معادلات حركتاستخرا  فصل سوم

 

85 

(9-05)  2

1

/2

2 0 0 2 0 0
/2 0 0

2 0 0 2 0 0
0 0 0 0

( ).
h b L

z z z z
h

b L t b L

z z z z
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dW T dxdydz w W T w dxdydz

W T hw dxdy W T h w dxdydt 


  

   

  

    


0tanبا تطري بي ش  کي
dwdw

dx dx
   0، با را گز  ت

0

dw
T

dx
 تغتتمشتدر رشبطي فطق،  0zTبجای 

 ز م بازنط ست همد: بي صطرتتطشن رش مت zهشش در رش تای  نتمویهار 

(9-06)  
2

1

0
2 0 0

0 0

t b L

z
t

dw
W T h w dxdydt

dx
     

1 با:هل هار نتموهای ناررت نتز بمشبم ش ا  تغتتمشت 2 2x zW W W W     . 

 هامیلتونمتحرك با استفاده از اصل الاستیک  وباستخراج معادله حاکم بر   1-2-6

ن ( با د شصل هامتلتطن رش شرضا ه د. بم ش اس ش t0,t1معادلي حاهم بم حمها وب در بازه زمانت )

 شصل:

(9-07)  

1

0

( ) 0

t

s

t

T U W dt     

هار شنجام  ده تط ي نتموهای ناررت  تستم  Wو  همنشتشنمژی  Usشنمژی ر بشت،  Tهي در آن 

با را گز  ت روشبي ممبطط بي شنمژی همنشت، ر بشت و هار نتموهای ناررت در شصل  با  د.مت

 ،حطری تحا فشار عمضت  ک طشناشلا تتک متحم  م وبمعادلات حاهم بم شرتعا ات   ،هامتلتطن

بي صطرت د تگاه های رابجا ت، بمشی هم  ک شز مؤلفي، و  معا شنتقال متغتم با زمان هشش ثابا

 د: آ معادلات د فمشنستل ز م بي د ا مت

(9-04)  0
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  طد:مت ز م  اده بي صطرتبا فمض ش  کي  معا شنتقال وب ثابا با د، د تگاه معادلات فطق، 

(9-03)  

2 2 2
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2 2 2
20 0 0
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12
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، معادلي حاهم بم شرتعا ات  ک وبِ شلا تتکِ ناز ِ دشرشی  معا محطری (03-9)  د تگاه معادلات

( u0,v0,w0,u1,v1) مجکطل پ جو  د فمشنستل مشتق رزئت معادلي پ جبا د. ش ن د تگاه  امل ثابا مت

 با  د و با د با ه د گم حل  طند.هي بي هم هطپل مت ا دبمت

 شلا تتک  اهن وبشرتعا ات معادلات حمها  وب قابل ذهم ش ا، با صفم قمشر دشدن  معا شنتقال

 :[62]  طد حاصل مت بم مب ای تئطری تغتتم  کل بم ت ممتبي شول

(9-21)  
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 های ویسكوالاستیک متحرك محوریوبعمیم معادلات استخراج شده به ت 1-1

مم طم ش ا رکا تطصتف رفتار و سکطشلا تتک  ک  تستم ه انگطني هي در فرل شول گفتي  د، 

تحا هشش چ د محطری، شثم مؤلفي بم ت رش شز مؤلفي تغتتم حجم نالص ردش ه  د هي ش ن قاعده بي 
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با تطري بي مطالب  (.6-0  بيش) با دمت شتساع وبمش  در تتکدلتل پا . متفاوت ماده و سکطشلا 

 وبرکا تطصتف رفتار و سکطشلا تتک  ((9-0 کل ) ) نطع دوم مدل زنم، 7-0 ذهم  ده در بيش

رفتار ماده و سکطشلا تتک وب ، 4-0  تطري بي مطالب بيشه چ تن با   طد.متحم  ش تفاده مت

رکا تع تم معادلات حالا شلا تتک بي   طد.متحم  در شتساع، شلا تتک در نظم گمفتي مت

مطمح  د،  6-0  همنش هي در بيش -نستلت معادلات ب تاد ن ت شد فمش  کلو سکطشلا تتک، شز 

  طد.ش تفاده مت

 (08-0)  مطابق رشبطيه د، با تطري بي ش  کي ماده وب در بمش شز مدل زنم نطع دوم پتموی مت

 : طندتعتتن متز م  بي صطرتآمده ش ا،  (4-0) هي در معادلات  Q1و  P1شپمشتطرهای 

(9-20)  

1

2
1 1 2

1
( )

( ) 2(( ) )

P D D

E
Q D E E D





 

  


زمان رها ش τهي 
1E


   وD شپمشتطر مشتق زمانت (D

t





ظاهم  ده  دوضم ب  با  د.( مت

)1در )Q D، ع ت) شفت ت ش، بمشی بيش شنحم(4-0)  بي ش ن دلتل ش ا هي در رشبطي i j)، 

2ij ij  شپمشتطرهای  ه چ تن با تطري بي رفتار شلا تتک ماده وب در شتساع، با د.متP2 و Q2  بي

 :[4]   طندز م تعتتن مت صطرت

(9-22)  
2

2

1

3

P

Q K



 

ز م  بي صطرت νو  E ،Gپارشمتمهای  (02-0) و  (01-0) ، (22-9) و  (20-9)  شبيبا ش تفاده شز رو

 آ  د:بد ا مت

(9-29)  
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تعتتن  رابجا ت بم حسب متدشن (9-9)  های ت ش رشبطيتمهای فطق، مؤلفيحال، شبتدش بي ه ک پارشم

آ  د. با بد ا مت (8-9)  بطيهای ت ش رشم تجي های ت ش ميهطر،با ش تفاده شز مؤلفي  پس طند. مت

(، (03-9)  رشبطي)متحم   شلا تتک وبلات حاهم بم های ت ش در د تگاه معادم تجي را گز  ت ش ن

  اب د.تع تم مت)با  معا شنتقال ثابا( و سکطشلا تتک متحم  محطری  وبش ن معادلات، بمشی 

 بي تطشنمت رش در حالا دوبعدی و سکطشلا تتک متحم  محطری وببم   کل هلت معادلات حاهم

 :نط اماتم ست ز م   کل

(9-28)  

               

             

   

2 2 2 2 2

1 2 3 4 5 6 7 82 2

3 3 3 3 4 4 4
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y
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x y t

            
               

         

            
           
             


  
  

         
4 2 3 3

18 19 20 212 2 3 4

y y y y y
A A A A f

x y t t t t t

        
       

      



yهي در آن  ،بمدشر رابجا ت f بمدشر نتمو و 1A  تا 21
A  در حالا دوبعدی ضمش ب  هایماتم س

رش  وبمتمهای مدل رئطلطژ کت و نطشص فتز کت و ه د ت ها، پارشهای ش ن ماتم سدرش ي هي با  دمت

  طند. امل مت

، 2-9 چکارم در بيش با د، با تطري بي فمض شز آنجا هي حل تحلتلت معادلي فطق بستار مشکل مت

0
y





با د. در در ميترات قطبت مت  طد هي ش ن فمض مشابي حالا تقارن محطریقمشر دشده مت 

- طند. ش ن معادلات رش متبعدی تبد ل متمعادلات حاهم شز حالا دوبعدی بي حالا  کش ن صطرت 

 ز م نط ا: بي صطرتتطشن در فضای ماتم ست 

(9-25)  
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ضمش ب  هایماتم س و {f}ی ، بمدشر نتمو{y} بمدشر رابجا تدر ش ن حالا،  1A تا 12
A بي صطرت 

 با  د:ز م مت
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(9-26)  
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 هي در آن:

(9-27)  
1 2 2 2 2 2

2 2 2

; 3 4 ; 3 ; 3 2 2 ; 3
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 (25-9)  های مجکطل مسئلي شز طم ق حل معادلينامي،  افتن رابجا تدر وشقع هدف شصلت ش ن پا ان

 با د.های طبتعت،  معا بحمشنت و ... متو بمر ت پارشمتمهای مؤثم بم آن، شز ر لي فمهانس
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الاستیک متحرك محوری با فرض نسبت طول به  وبمعادلات حاکم بر  1-4

 بزرگعرض 

0شلا تتک متحم ،  وبدر  8رکا شع ال فمض 
y





 طد. در قمشر دشده مت (03-9)  در معادلي 

  کلدر معادلات ميهطر، معادلات حاهم بي  (8-9) های ت ش ش ن صطرت، پس شز را گيشری م تجي

  طد:ماتم ست ز م تبد ل مت

(9-24)   
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 با  د: طند و برطرت ز م مترش  امل مت وبها نطشص مکانتکت های ش ن ماتم سدرش ي

(9-23)  
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و سکطشلا تتک متحم ،  وبشلا تتک متحم  با  وبصمفاً رکا مقا سي رفتار  (23-9) معادلات 

 شند.در فرطل بعدی ش تيمشج و بتان  ده
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 بندیجمع 1-5

شرتعا ات وب تئطری تغتتم  کل بم ت ممتبي شول معادلات حاهم بم  بم ش اسدر ش ن فرل، 

ج  دند.  پس با در نظم گمفتن مدل زنم نطع دوم در حالا دوبعدی ش تيمش شلا تتک متحم  محطری

تطصتف رفتار و سکطشلا تتک وب متحم  در بمش و رفتار شلا تتک در شتساع، با ش تفاده شز  رکا

متحم  تع تم دشده د فمشنستلت معادلات ب تاد ن، معادلات ميهطر بمشی وب و سکطشلا تتک   کل

 پ جمعادلي و  پ جت د فمشنستل مشتق رزئت  امل  ک د تگاه معادلا بي صطرتمعادلات حاهم . ند د

نسبا ططل بي حل ش ن معادلات در حالا دوبعدی، با فمض ش  کي  بي دلتل مشکلاتبا  د. مت مجکطل

تمتتب معادلات  بي ش نبمشبم صفم قمشر دشده  د.  yميتري تغتتمشت نسبا بي ، با دبزرگ مت وبعمض 

ه چ تن، با تطري بي فمض ميهطر، معادلات حاهم  با  د.تم زمان و بعد ططلت فقي  امل متغتمهای

  طد.بي حل ر اضت ش ن معادلات پمدشنتي مت در فرل بعدی. تعتتن  دند شلا تتک متحم  وببم 
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 مقدمه 4-3

د فمشنستل  معادلات، د تگاه تئطری تغتتم  کل بم ت ممتبي شول بم ش اسدر فرل پتشتن، 

شرتعا ات وب و سکطشلا تتک متحم  محطری ش تيمشج  د. با فمض ش  کي  حاهم بممشتق رزئت 

، ش ن معادلات  امل مشتقات رزئت نسبا بي متغتمهای زمان با دبزرگ مت وبنسبا ططل بي عمض 

بيش حل ع طمت و   امل دو د تگاه معادلات ميهطرحل با  د. ( متx) متحم  وب بعد ططلتو 

ش تفاده  0شز تئطری شغتشا ات، تعتتن حل ش ن د تگاه معادلات درشز آنجا هي  نرطصت نطشهد بطد.

متغتم نسبا بي  2تبد ل لاپلاس بعد  دهبت  پس شز معادلات .د طنمتبعد شبتدش معادلات بت ، طدمت

-ب دی متمسائل لا ي ممزی د تي  طد. در شدشمي، با تطري بي ش ن هي مسئلي حاضم رزءمتزمان گمفتي 

MAE طد، بي ه ک روش 
لاپلاس معکطس  آ د. با محا بيپلاس بي د ا متلا پا . در حطزه، 9

زمان و مکان ) بعدپا . نکا ت  تستم در محتي بت ،8هابا ش تفاده شز قضتي مانده بد ا آمده پا .

  طد.و فمهانس طبتعت بتان متهای تعتتن  معا بحمشنت ه چ تن، روش  طد.بعد( تعتتن متبت

 بعدسازی معادلاتبي 4-2

 ه تم:بعد مت، معادلات حاهم رش بتز م شولتي بعدپارشمتمهای بتبا تعم ف شبتدش 

(8-0)  

* *

0

* * *0 0 0
0 0 0

0 0 0

* * * * *1 2
1 2 1 2

;

; ;

; ;

x t
x t

L t

u v w
u v w

h h h

E E
E E E E E

K K

 

  

   



* *,t x بعد، بي تمتتب مکان و زمان بت* * *

0 0 0, ,w v u های بعدِ مطلفيهای بت تنتز بي تمتتب رابجاu0

 ،v0  وw0 های رابجا تِ با  د. قابل ذهم ش ا، مطلفيمتu1  وv1 0 با  د.بعد متنطد ان بت 0,t h 

                                                 
1. Perturbation Theory 

2. Laplace Transformation 
3. Matched Asymptotic Expansion 
4. Residual Theorem  
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0 بي صطرتنامي مقاد م آنکا با  د هي در ش ن پا انپارشمتمهای شنتتاری مت 0,t h h   در نظم گمفتي

  ده ش ا.

 : طند تمبعد  ده بي صطرت ز م تعتتن های مشتق بتشپمشتطربعد فطق، با تطري بي پارشمتمهای بت

(8-2)  

2 3 4

2

2 2 3 3 4 4

* 2 2 3 3 4 4* * *
0 0 0 0

2 2 2 2 3 3

* 2 2 * * 2 2* * *
0 0

3 3 4 4 4 4

2 2 3 3 2 2 2 2* * * * *
0 0 0

2

2 3 2

1 1 1 1
; ; ;

1 1 1 1
; ; ;

1 1 1
; ;

t t t t t t t t tt t t

x L x x L x t Lt x t x t Ltx x t

x t L t x t Lt x t L tx t x t x t

       
   

      

       
   

          

     
  

           *2



 (26-9)  های ضمش بو ماتم س (25-9)  معادلات بعد فطق درشع ال پارشمتمها و شپمشتطرهای بتبا 

 د: طنمت گيشریز م نام بي صطرت هي  طندبعد رد دی در معادلات ظاهم متپارشمتمهای بت

(8-9)  

2
*0 0 0
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 ماتم ست ز م نط ا: بي صطرتتطشن بعد  ده رش متدر نکا ا معادلات بت

(8-8)  

* 2 * 2 * 3 * 3 *
* * * 2 * * 2 * *

1 2 3 4 5 6* *2 * * *2 * * *2
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2 * * * * * *
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 م:ز  بعدبت هي با تعم ف پارشمتمهای

(8-5)  
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* * * *2

2 2* * * *
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E=3+4E

B=3+E
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D=3E +3E +2E E





 
 






y}بعدبمدشر رابجا ت بت
*
f}بعد، بمدشر نتموی بت{

*
*بعد های ضمش ب بتو ماتم س {

1A   تا*

12A   

 شز: عبارت د
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(8-6)  
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 تبدیل لاپلاس 4-1

، بي علا مشکل بطدن حل معادلات  امل مشتقات (8-8)   دهبعدبمشی حل د تگاه معادلات بت

معادلات د فمشنستل  بي صطرتآنکا  بعد،بت نسبا بي زمانتبد ل لاپلاس  رزئت، شبتدش با ش تفاده شز

 . طندتبد ل متمع طلت 

)تبد ل لاپلاس تابع  )f t طد:ز م تعم ف مت بي صطرت  
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(8-7)  
0

( ( )) ( ) ( )
s t

L f t F s f t e dt
 

   
ن . مز ا شصلت ش با د تمش ا هي در حالا هلت عددی ميتلي لاپلاس  ممتغت s رشبطي فطقدر 

نسبا بي متغتم مکان  تطري بي ثابا بطدن متغتم لاپلاس با ،ش ن شنتقال شنجام بعد شز تبد ل ش ن ش ا هي

نسبا بي ) نطت با ضمش ب ثاباد فمشنستل مع طلت  د تگاه معادلاتي تبد ل بحاهم ، معادلات بعدبت

  .ماندد  مکانت در عبارشت باقت نطشه اتو ت کا مشتق دن ط تم متغتم مکان(

 : طدز م تعم ف مت بي صطرتبمدشر رابجا ت در محتي لاپلاس 

(8-4)  ** * * * * * * *

0
( ( , )) ( , ) ( , ) stL y x t Y x s y x t e dt


   

 با د.بعد متبت (4-8)  در معادلي sلاپلاس  متغتمقابل ذهم ش ا هي 

 :با  مش ي شولتي صفم با تطري بي ش  کي در تبد لات لاپلاس

(8-3)  
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 آ د:ز م در مت بي صطرت، د تگاه ميهطر (8-8)  با شع ال تبد ل لاپلاس بم د تگاه معادلات

(8-01)        
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2 1 0*2 *
{ }

d Y dY
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dx dx
    

 هي در آن:

(8-00)  
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-متغتمه گن  دومعادلي د فمشنستل مع طلت نطت ممتبي  پ ج امل  (01-8)  د تگاه معادلات
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-مت پمدشنتي در فضای لاپلاسمعادلات ميهطر های ع طمت و نرطصت رطشب بي تعتتن در شدشمي .با د

  طد.

 رزی مسئلهشرایط م 4-4

ب ابمش ن در  ه د؛های دو رد في حمها متن غلتکبت وب( (0-9 کل ) با تطري بي  کل مسئلي )

صفم فمض همد )مان د  مِ گتمدشر در تتمها(. بي عبارت د گم، هم ني  رش وبتطشن  تب مت هاگاهتکتي

ماند. ، پس شز تغتتم  کل ه چ ان صاف و ع طد باقت متهاگاهی متانت در تکتيصاف و ع طد بم صفحي

(،  مش ي ممزی مسئلي برطرت ز م (0-9) با تطري بي مطالب فطق و متدشن رابجا ت مفموض )معادلي 

  طد:بتان مت

(8-02)  
1 2

1 2

0

{ } 0 0

0

0

0

u u u

y v v

w

v




 



 

  



 

  

 [64]   سدر فضای لاپلا MAEبه کمک روش  تعیین پاسخ دینامیكي 4-5

تغتتمشت متغتمهای شثم ( شثم همده و 0بار ک) شی هطچکشغتشاش در ناحتي در بستاری شز مسائل،

در بزرگتم ن ممتبي  در ش ن د تي مسائل، پارشمتم بي علا ش  کي .با دوشبستي در آن نتلت ز اد مت

 طند. شز مت ممتبيات، ش ن نطشحت بار ک بي ممزهای حطزه مطرد بمر ت  طد، نتلت شوقمشتق ضمب مت

تطشن با ش ن رو، ش ن د تي مسائل بي  مسائل لا ي ممزی معموف د. در ش ن نطشحت، تغتتمشت  م ع رش ن ت

شز آنجا هي در معادلي  با د.پي م متش ن هار شمکان 9بتان همد، شما بي ه ک مقتاس  م ع 2متغتم ه د

تطشن در بزرگتم ن ممتبي مشتق ضمب  ده ش ا، مسئلي مطرد بمر ت رش مت هطچک پارشمتم، (8-01) 

 رزء مسائل لا ي ممزی دشنسا.

                                                 
1. Narrow Region 

2. Slow Scale 

3. Fast Scale 
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ش ن  MAEش ده شصلت در روش با د. مت MAEروش ، مسائل لا ي ممزیهای حل  کت شز روش

با د، بلکي حل مسئلي ک مقتاس قابل بتان ن تحل تقم بت لزوماً بم حسب  ک بسي و   ش ا هي

ها با  د. ش ن مقتاسشی ناص، معتبم مت امل دو  ا چ د بسي و مقتاس ش ا هي همهدشم در ناحتي

های ها، ت ام حطزه مطرد بمر ت رش  امل  طند. ثانتاً، حلشی شنتياب  طند هي شولاً بسيبا د بي گطني

( و در iy) 2حل دشنلت ،ممزی هایدر لا ي دش تي با  د. (0م ناحتي مشت) نطشحت مجاور، ه پط انت

بي  های دشنلت و ناررت بد ا آمدهحل شز تمهتب با  د.( بمقمشر متoy) 9حل ناررت ،نقاط د گم

)صطرت  ) ( )C O Oi O i i Oiy y y y y y y       تطضتحات  طد. حاصل مت 8هلتحل نتز

 ، در پتط ا )ج( آمده ش ا.MAEروش هاملتم ممبطط بي مسائل لا ي ممزی و 

*) ممز چپ حل دشنلت در، بمشی  افتن MAEش روبم ش اس  0x ،)  متغتم  م ع با شع ال

*x



  طد:تبد ل مت (09-8) ، معادلي ميهطر بي معادلي (01-8) در معادلي  

(8-09)       
2

0 0
2 1 0 02

{ }
i i

id Y dY
B B B Y F

d d 
   

0هي 

iY  در فضای لاپلاس بمشی حل دشنلت* 0x  با د. بمشی حل معادلي د فمشنستل فطق مت

 تطشن شز تئطری مقدماتت معادلات د فمشنستل  ا تئطری شغتشا ات ش تفاده همد.مت

-8) بي صطرت  (09-8) بم ش اس تئطری مقدماتت حل معادلات د فمشنستل، پا . ع طمت معادلي 

  طد.مت نظم گمفتيدر  (08

(8-08)  0 { }i

g

mY V e 
 

 5مسائل، بي مسائل مقدشر و ژه نطعبا  د. ش ن بمدشر و ژه مت {V}مقدشر و ژه و  mهي در آن 

با د. متو بمدشرهای و ژه م طط بي تعتتن مقاد م و ژه  (01-8) معموف شند. تعتتن پا . ع طمت معادلي 

                                                 
1. Overlap  
2. Inner Solution  

3. Outer Solution 

4. Composite Solution 

5. Eigenvalue Problems  
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 و (01-8)  معادلاتبيش ه گن  در (08-8)  همدنبا را گز ندشرهای و ژه، بمشی  افتن مقاد م و بم

 حيف
*me  طد:حاصل مت ز م تد تگاه معادلا ،تز طمفتن معادلاش  

(8-05)  5 5[ ] { } {0}D V  

 هي در آن:

(8-06)  2

2 1 0D m B mB B   
 صفم گمدد. D ش ا هي دتممت ان ماتم س آن (06-8)   مط دش تن رطشب غتم صفم بمشی د تگاه

 با د:در حالا هلت بي صطرت ز م مت D ماتم س

(8-07)  
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 با  د:بي صطرت ز م مت Dهای ماتم س مطلفي

(8-04)  
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* 2 * 3 2 * 2 3 4 2

2 *2 * *2 2 2 *2

2

* 2 * 3 2 * 2 3

1

*

22

4

*

1 2(2 8 (4 8 ) (2 8 ))

(4 8 4 ) 2 4 2

(2 2

BE

C C

C G E(4 2 ) (2 2 ))

( C C4 8 4 ) 2 4 2

m Aec sR Cec D s R Eec FE

m sAec s R ec s R Eec s Ae s R e s R Ee

m Aec AE sR ec s R E ec

m sAec s R ec s R Eec s Ae s

D

D

R e s R

    

     

    

     





2

2 *2 *2 2 2 *2

* 2 * 2

0 0 0

3

* *

33 2

* *

2

2 * 2 3 4 2

2 2

34

2

43

*

2

(2 2 (4 2 ) (2 2 ))

( 2 / (4 4 / ) (8 2

E C G E

C C

C

/ )

4 ) 2 4 2

E G E( 2 2 2 )

24 ( E G

s s s

s s s

s s s

Ee

m Aec K A sR ec K s R E ec K

m T hA K s Aec R T h K s R ec R ET h K

s R Eec s Ae s R e s R Ee

D m K A sK R s K R E

D m K A sK R s

D

K

    

     

   

   

  



2

2 *2 *2 2 2 *2 * 2 *

44

3 2 * 2 2 * 3 4 2

2 *2 *2

*

* *

2

2 2 *2 *

5

*

2

* *

25

)

(2 8 (4 8 ) (2 8 )) (4 8

4 ) 24 24 (2 24 ) 4 2

(2 2 (4 2 ) (2 2 )

E

BE C E C

E G C

E C G E ) (4 8

s s s

R E

D m Aec sR ec D s R Eec F m sAec s R ec

s R Eec K A sK R s Ae K R EE s R e s R Ee

D m Aec A sR ec s R E ec m sAec s

       

      

        2 *

3 2 * * 2 2 * 3 4 2

2

C

G4 ) 24 24 (2 24 E 4 2C)s s s

R ec

s R Eec K E A sK R s Ae K R E s R e s R Ee      



 بمشبم ش ا با: (07-8)  دتممت ان ماتم س

(8-03)  11 22 33 44 34 43 55det( ) ( )D D D D D D D D  
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 طد، ه ان مقاد م و ژه  تستم نامتده مت 0هي معادلي مشيري det(D)=0ی های معادلير شي

  د.با  تستم مت

 تک ضمش ب معادلي مشيري صفم با  د.  ع ت:، با د تکDبمشی صفم  دن دتممت ان ماتم س 

(8-21)  

11

22

33 44 34 43

55

0

0
det( ) 0

0

0

D

D
D

D D D D

D





  

 
 



م و ژه مقاد با  د، مت sلاپلاسضم ب تابعت شز  Dهای دتممت ان هم  ک شز مؤلفي شما شز آنجا هي

 د.ن طتعتتن مت sبي صطرت تطشبعت پتچتده شز

55ی معادلات  افتن ر شي 22 110, 0, 0D D D   ن ي ش بي طم ق مع طلت شمکان پي م ش ا. ب

گمدند )بي شزشی هم معادلي دو مقدشر مقدشر و ژه تعتتن مت  شهای آنکا، تمتتب با بد ا آوردن ر شي

10ش ن مقاد م و ژه رش بي تمتتب  و ژه(. 9 4 3 2 1, , , , ,m m m m m m شندنامتده  ده. 

33معادلي  44 34 43 0D D D D  شز  تابعت پتچتدهs  شز تئطری  تطشنمتی آن  افتن ر شيبمشی بطده و

ش ن تئطری بي بمر ت آن  د.تي تن ز تمیبي  کل  اده ش ن مقاد م و ژه رشو همد شغتشا ات ش تفاده 

م ش اس د. برطد دشرو εپارشمتم هطچکت مان د  ،ی حاهم بم آنکادرمعادليپمدشزد هي د تي شز مسائل مت

نط تي  ده و با را گيشری در  کش ن تئطری پا . ش ن معادلي بم حسب  ک  می شز ش ن پارشمتم هطچ

تقم بت( بمشی مسالي )  ک حل تحلتلت ،εمعادلي و مساوی صفم قمشر دشدن ر لات با تطشن  کسان 

 تم ش ن تئطری در پتط ا )ج( آمده ش ا.ات مفرلتطضتح .آ دمتا بد 

)با تطري بي مقاد م پارشمتمهای مطرد بمر ت در فرل  مسئلي حاضم عاع ه گمش ت  شز آنجا هي

33با د، مقاد م و ژه ممبطط بي معادلي مت sمحدوده هطچکت شز  بعدی( 44 34 43 0D D D D   برطرت

 : طدپتش کاد متز م 

                                                 
1. Characteristic Equation 
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(8-20)  
2

0 1 2m m m s m s   

33در معادلي مشيري  (20-8)  با را گيشری 44 34 43 0D D D D  های و حل آن بم ش اس تطشن

7های بي نام ، چکار مقدشر و ژه بعدیs کسان  58 6, , ,m m m m گمدند.تعتتن مت 

ی ممتبي با هم  ک شز مقاد م ا آمدند. بمدشرهای و ژهمقدشر و ژه مسئلي بد  01بي ش ن تمتتب، 

  طند:برطرت ز م تعتتن مت ،(05-8) با ش تفاده شز معادلي  و ژه بي رشحتت

(8-22)  
34

1 2 3 4 9 10 5 6 7 8

33

0
1 0 0

0
0 1 0

{ } { } ;{ } { } ; { } { } ;{ },{ },{ },{ }0 0 0

0 0 0
1

0 0 1
0

D
V V V V V V V V V V

D

 
       
       
            

             
       
       
            

 



}1هي  }V 10تا{ }V 1ی و ژه ممتبي با مقاد م و ژه بي تمتتب بمدشرهایm  10تاm قابل  با  د.مت

5ذهم ش ا بمدشرهای و ژه  6 7 8{ },{ },{ },{ }V V V V  با را گيشری مقاد م و ژه ممبطط بي نطد ان در

34نسبا 

33

D

D
های و ژه، پا . ع طمت حل دشنلت در رافتن مقاد م و بمدشآ  د. ب ابمش ن با  بد ا مت 

 ممز چپ تعتتن  د.

با تطري بي ثابا بطدن  ،لاپلاس در حطزه (09-8) معادلي بمشی بد ا آوردن رطشب نرطصت 

 نامعتنضمش ب ن حل نرطصت شز روش بمشی تعتت، sو متغتم لاپلاس د فمشنستل ش ن معادليضمش ب 

 با د:متز م  نتز بي صطرت (09-8)  حل نرطصت معادليش ن روش تطشن ش تفاده همد. بم ش اس  تم

(8-29)  
1

0[ ] { }pY B F 

}با تطري بي ش  کي بمدشر نتموی }F 0و ماتم س[ ]B  مستقل شزx
 (29-8) با  د، حل نرطصت مت *

xنتز مستقل شز 
*ممز ب ابمش ن حل هلت دشنلت درش ا.  * 0x  های مج طع حل بمشبم ش ا با

 نرطصت و ع طمت.  ع ت:

(8-28)  0 0 0

1

{ }
n N

i i i

g p n n p

n

nm
Y Y Y Y C V e Y
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  طند.هي با تطري بي  مش ي ممزی تعتتن مت با  دمت ضمش ب ثابا Cnتعدشد مقاد م و ژه و  Nهي 

)، با د 0بم ش اس  مط شنطباق ) ( )Oi ioy y:ب ابمش ن . 

(8-25)  *0
0

lim limi O

x
Y Y

 
 

)تابع )ioy  شز را گيشری متغتم شصلت با متغتم  م ع در حل ناررت و  پس بسي آن حاصل

)  طد. تابعمت )Oiy دشنلت و  پس بسي آن تم شصلت در حل نتز شز را گيشری متغتم  م ع با متغ

آ د. ب ابمش ن پا . هلت بد ا مت
0

iY  با د در   محدود با د. شز ش ن رو در بيش حل ع طمت

nmدر  آن، ضمش ب 
e

 .مقاد م و ژه( با د دشرشی قس ا حقتقت م فت با  د( 

*) ممز رش ا حل دشنلت دربمشی  افتن  1x )  متغتم  م ع با شع ال
* 1x





  8) در معادلي-

  طد:تبد ل مت (26-8) ، معادلي ميهطر بي معادلي (01

(8-26)       
2

1 1
2 1 0 12

{ }
i i

id Y dY
B B B Y F

d d 
   

1هي 

iY  حل دشنلت در فضای لاپلاس بمشی* 1x  با دمت. 

بي صطرت  (26-8) بم ش اس تئطری مقدماتت معادلات د فمشنستل، پا . ع طمت معادلي 

1 { }i

g

m
Y V e


  های ضمش ب معادلات ماتم سبا تطري بي  کسان بطدن   طد.مت نظم گمفتيدر

ه ان مقاد م و بمدشرهای و ژه ممبطط بي حل دشنلت در ممز رش ا نتز ، (26-8) و  (09-8) د فمشنستل 

-مت (29-8) نتز بي صطرت  (26-8)  حل نرطصت معادلي با د.ممز چپ مت مقاد م بد ا آمده بمشی

*ممز  ب ابمش ن حل هلت دشنلت در با د. 1x  بمشبم ش ا با: 

(8-27)  1 1 1

1

{ }
n N

i i i

g p n n p

n

nm
Y Y Y Y D V e Y






     

Dn  ممز  با  د هي با تطري بي  مش ي ممزیمت اضمش ب ثابا ممبطط بي حل ع طمت در ممز رش

  طند.تعتتن مت رش ا

                                                 
1. Matching Principle  
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 ، در ممز رش ا با د:شنطباقبم ش اس  مط 

(8-24)  *1
1

lim limi O

x
Y Y

 
 

ب ابمش ن پا . هلت 
1

iY  با د در   ،محدود با د. شز ش ن رو در بيش حل ع طمت آن

 با د دشرشی قس ا حقتقت مثبا با  د.  م و ژه ضمب  ده در مقاد

( با Dn( و رش ا )Cnه انططر هي گفتي  د ضمش ب ثابا ممبطط بي حل دشنلت در ممزهای چپ )

ت ها هسمش ن ضمش ب برطرت  طند. در مسئلي مطرد بمر ت، تعتتن مت (02-8) تطري بي  مش ي ممزی 

 یش ر ليچ د  نچ دبا  د هي هم هدشم شز آنکا  امل ر ع و ضمب مت با صطرت و ميمج بستار پتچتده

 هست د. sتابع 

لي بمشی قس ا ناررت بي معاد (01-8) بي ع طشن حل ناررت، معادلي  OYبا در نظم گمفتن 

  طد: د فمشنستل ز م تبد ل مت

(8-23)        
2

2

2 1 0*2 *
{ }

O O
Od Y dY

B B B Y F
dx dx

    

0حل ناررت در فضای لاپلاس بي صطرت  1 ...OY Y Y   طد. با را گز  تدر نظم گمفتي مت  

بي  Y0، پا . فم ص 0ممتبيبمشی ، و شنتياب ر لات با تطشنکای  کسان (01-8)  در رشبطي ش ن حل

 :آ دصطرت ز م بد ا مت

(8-91)  
0 1

0 0 0 0( ) : [ ] { } [ ] { } pB Y F Y B F Y     

 با د:بي صطرت ز م مت Y1نتز پا .   ک  ممتبي بمشی

(8-90)  
1

0 1 1( ) : [ ] {0} {0}B Y Y    

 آ د: حل ناررت بي صطرت ز م بد ا مت (90-8) و  (91-8) با تطري بي 

(8-92)  
O

pY Y 

در فضای  (01-8) حل هلت مسألي های دشنلت و ناررت برطرت مجزش تعتتن  دند. ب ابمش ن حل

                                                 
1. Order  
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 بي صطرت  لاپلاس
0 1 0 1( ) ( )C i i O i O i OY Y Y Y Y Y    هي با دمت 

0( )i OY  و
1( )i OY  بيشکای

* با  د. با قمشر دشدنمشتم  حل ناررت با هم هدشم شز حلکای دشنلت مت *1, 0x x   در حل

xپتدش همد. با تطري بي مستقل بطدن حل ناررت شز  های مشتم  رشبيش ش ن تطشنناررت، مت
* ،

0 1( ) ( )O i O i OY Y Y  ا با:بمشبم ش  هلت. ب ابمش ن حل 

(8-99)  0 1

C i i OY Y Y Y   

CY ی تطشن حل رش در حطزهدهد. با محا بي لاپلاس معکطس، متحل هلت رش در حطزه لاپلاس مت

. با تطري بي ش ن  طدمتش تفاده ها ماندهزمان بد ا آورد. بمشی تعتتن لاپلاس معکطس شز تئطری باقت

های با تعتتن ر شيمکم ش ا، شبتدش  sبم حسب  nmحل، علاما مقاد م و ژه هي بمشی ه پط انت 

( Dn( و رش ا )Cnصطرت و ميمج مقاد م و ژه و ضمش ب ثابا ممبطط بي حل دشنلت در ممزهای چپ )

ها شم ناحتيدر هم هد (01-8)  معادلي حل هلت طند.  پس های ميتلف دشرشی رطشب مشيص متبازه

10ی بمشی تعتتن علاما مقاد م و ژه .آ  دمتد ا ب 9 4 3 2 1, , , , ,m m m m m m ی شز بسي تتلطر ممتبي

 آماده  ده ش ا. Mapleمج طعي روشبي فطق، در قالب  ک هد در محتي  طد. دوم آنکا ش تفاده مت

 های بدست آمدهحل برای تبدیل معكوس لاپلاس 4-6

 : طدتعم ف متز م  برطرت F(s)تابع  سلاپلاس معکط

(8-98)  
1

( ) ( )
2

c i
st

c i
f t e F s ds

i

 

 
 



 ک ثابا نتز   cبا  د.بي تمتتب تطشبع در فضای زمان و لاپلاس مت F(s)و  f(t)در رشبطي فطق 

 ش ا.حقتقت 

فضای در هلت پا .  ضمش ب ثابا، مقاد م و ژه و در نتتجي پتچتدگتدر مسئلي حاضم، با تطري بي 

همد. ش تفاده  (98-8)  شز فممطل هلت تطشنن ت لاپلاس معکطس حل نکا تتبد ل   افتنبمشی لاپلاس،  

  طد.ش تفاده مت ها ماندهروش شز ها بي حطزه زمان، شز ش ن رو رکا بمگمدشندن پا .

بم ش اس ش ن  .[65]  با د ها بم ش اس قضتي هط ت مت گتمی با ش تفاده شز ماندهلاپلاس معکطس
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)همگاه ،قضتي )f z در درون و روی ممز  اده C  بي ش تث ای نقاط تکتن
1 2
, , ... , nz z z تحلتلت ،

 با د در ش ن صطرت:

(8-95)  
1

( ) 2 Re [ ( ) , ]
n

k
C

k

f z dz i s f z z


 


 ش ا.  Zkدر نقطي  fی تابع مانده Resهي 

 :[66]   طدها بي  کل ز م بتان متگتمی با روش ماندهلاپلاس معکطس ب ابمش ن

)شگم  )F s  لاپلاس تابع( )f t  با شنتياب دتعدشد محدودی قطب دش تي با  تابعبا د و ش نc   در

)Re  ا چپ  ها قطببي ططری هي ت ام  (98-8) رشبطي  )s c آنگاه لاپلاس معکطس  ؛قمشر گتمند

)تابع  )f t طد:بي صطرت ز م تعتتن مت  

(8-96)  
1

( ) Re [ ( ) , ]
n

st

k

k

f t s F s e z


 

 ضای زمان بمگمدشند.نکا ت معادلات رش شز فضای لاپلاس بي ف پا .تطشن ، متبي ه ک رشبطي فطق

؛ ب ابمش ن پس شز تعتتن های  تستم مشيص با  د، لازم ش ا قطب(96-8) تفاده شز رشبطي بمشی ش 

 . طدها تعتتن متپا . با ش تفاده شز روش ماندهلاپلاس معکطس  های  تستم،ی قطبهلتي

های صفم مستقت اً محا بي ممبطط بي قطبهای  تستم، لاپلاس معکطس پس شز تعتتن قطب

های  طد. پا . ممتبي با قطبها برطرت ردشگاني شز قضتي فطق ش تفاده مت طند و بمشی  ا م قطبمت

  طند.ها، حل د  امتکت مسئلي نامتده متصفم  تستم، حل ش تاتتکت و پا . ممبطط بي  ا م قطب

 تعیین پاسخ استاتیكي وب ویسكوالاستیک متحرك  4-6-3

با د؛  ع ت با د حد پا . نکا ت نکا ا متحل ش تاتتکت در وشقع پا .  تستم در زمان بت

tبد ا آمده در   ِنکا ا تغتتمشت نسبا بي زمان شز بتن متبت تعتتن گمدد. شز آنجا هي در زمان-

ی لاپلاس بمشبم صفم قمشر دشد و رش در معادلات فضا sتطشن مقدشر رود، بمشی تعتتن حل ش تاتتکت، مت

، د تگاه (01-8) در معادلي  s=0معادلات رد د بد ا آمده رش حل همد. بي عبارت د گم، با را گيشری 

  طد:معادلات د فمشنستل مع طلت ز م حاصل مت
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(8-97)  
2

2 * * *

3 2 1*2 *
{ }

S S
Sd Y dY

A A A Y F
dx dx

              

}1ی مسئلي و با تطري بي ش ن هي با حل معادلي فطق بم ش اس  مش ي ممز } { }L F f  . پا ،

  طد.ش تاتتکت  تستم تعتتن مت

های ش تاتتکت و بعد بمشبم ش ا با مج طع پا .ب ابمش ن پا . هلت  تستم در محتي بت

 د  امتکت.  ع ت:

(8-94)  
* * *

total statical dynamicaly y y 


تطشن پا .  تستم رش بي مت (0-8) ده شز معادلي بعد، با ش تفاپس شز تعتتن پا . در حالا بت

 محتي شبعادی بمگمدشند.

 متحرك محوریویسكوالاستیک  وبتعیین سرعت بحراني  4-7

 طد. در و سکطشلا تتک متحم  شز روش حل مطج ش تفاده مت وبتن  معا بحمشنت تتع رکا

Xتغتتم متغتم  شع ال با ش ن روش، x ct  متحم  مترل  وب، د تگاه ميترات بي  ک نقطي شز

  طند:ب ابمش ن، شپمشتطرهای مشتق برطرت ز م تبد ل مت طد. مت

(8-93)  

2 2 3 3 4 4
2 3 4

2 2 3 3 4 4

2 2 2 2 3 3

2 2 2 2 3

3 3 4 4 4 4
2 2

2 3 2 2 4 3 4

; ; ;

; ; ;

; ;

X
c c c c

t X x X t X t X t X

X
c c

x X x X x X x t X x t X

c c c
x t X x t X x t X

         
      

         

         
      

           

     
   

        



معادلات مشتق رز ت بي معادلات  ، ش ن(25-9) ی در معادلي (93-8) با شع ال شپمشتطرهای مشتق 

  طند:مت تبد ل د فمشنستل مع طلت ز م

(8-81)   4

4 3 2

3 24 3 2 1 0

y y y dy
y f

dX dX dXdX

d d d
BB BB BB BB BB     

 هي در آن:
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(8-80)  
   

2 2 2

2

4 7 8 12 3 5 6 11

2 3 4 10 1 2 9 0 1

;

; ;

BB c A cA c A BB c A cA c A

BB A cA c A BB A cA BB A

      

     


 طد. ، شز روش ر اضت حل معادلات با ضمش ب ثابا ش تفاده متآمدهرد د بد ابمشی حل معادلي 

}بي صطرتگمفتن پا . ع طمت معادلي فطق  در نظمبا صطرت هي  بي ش ن } { }
mX

y V e آن و را گيشری 

  طد:ز م حاصل متمشيري معادلي ، (81-8)  رشبطيدر 

(8-82)   4 3 2

4 3 2 1 0
0[ ]{ }BB m BB m BB m BB m BB V     

در ش ا هي دتممت ان ماتم س ضمب  ده   مط دش تن رطشب غتمصفم بمشی معادلي فطق آن

}بمدشر }V .ع ت: صفم  طد  

(8-89)  
4 3 2

4 3 2 1 0
0det( )BB m BB m BB m BB m BB     

با د. با مت mدر تطشنت شز  c امل شی دتممت ان ماتم س ميهطر برطرت مج طعِ ضمب چ در لي

 مط آ د. شز طمف د گم، بم ش اس بد ا مت cبمشبم صفم قمشر دشدن دتممت ان، مقاد م ميتلفت بمشی 

هي  cبا  د. ب ابمش ن، شولتن مقدشر  ا ميتلي  حقتقت در پا . ع طمت، با د m مقاد م ، تستم یشرپا د

، بحمشنت  معامقدشر ، ش اسش ن . بم [67]  ( ش اcrcمطهطمت  طد، ه ان  معا بحمشنت) mم جم بي 

 . ده ش اتعتتن  Mapleشفزشر با نط تن  ک هد در محتي نمم

 متحرك محوریویسكوالاستیک  وبتعیین فرکانس طبیعي  4-8

  طد:برطرت فمض مت (8-8) ی های طبتعت  تستم، پا . ه گن معادليرکا  افتن فمهانس

(8-88)  
* * *

{ } { ( )} i ty V x e 

 با د.بعد متفمهانس طبتعت بت ωهي در آن، 

، معادلي مشتق رز ت ميهطر بي  ک معادلي (8-8)  ه گن در معادلي (88-8)  رشبطيا گيشری با ر

  طد:د فمشنستل مع طلت، برطرت ز م تبد ل مت
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(8-85)   
2 1 0

2

*2 *
0[ [ [] ] ]

V dV

dx dx

d
B B B V   

 هي در آن: 

(8-86)  
2

0 1 9 10

1 2 4

2 3

2 3 4
11 12

2 3
6 8

2
5 7

( )

( )B

A A A

A A

A

B i i A A

B i A i A

i A A





   

  

 







   

  

 


 برطرت: (85-8) ی بيش ه گن معادلي پا .

(8-87)  
* *

{ ( )} { }
x

eV x A


 

 با  د.مقاد م و ژه مت jبمدشرهای و ژه و  {Aj}هي در آن  طد در نظم گمفتي مت

 آ د:، معادلي مشيري  تستم برطرت ز م بد ا مت(85-8) در  (87-8) با را گيشری حل 

(8-84)   2

2 1 0 0[ ]{ }B B B V    

مشابي آنچي هي قبلاً گفتي  د، در ش ن حالا نتز  مط دش تن رطشب غتمصفم بمشی معادلي فطق آن 

 ش ا هي دتممت ان ماتم س ضمش ب صفم با د.  ع ت:

(8-83)  
2

2 1 0det( ) 0B B B    

مقدشر و ژه و بي شزشی هم مقدشر  01با د( دشرشی نتز معموف مت 0)هي بي معادلي تفمق (83-8) رشبطي 

( βjو ژه )ش ن مقاد م  طند. تعتتن مت (84-8) با د هي بي ه ک معادلي متمطرطد و ژه،  ک بمدشر و ژه 

 با  د.مت ω امل عبارشتت شز ( {Aj})مدشرهای و ژه و ب

  طد.برطرت ز م نط تي مت (85-8) ، پا . هلت معادلي و ژهپس شز  افتن مقاد م و بمدشرهای 

(8-51)  
10

1

{ }

*

{ } j j
j

C A
j

V e
x



 

j و    اره مقدشر و ژهCj  در دو لبي  (02-8) با شع ال  مط ممزی  با د.متثابا* 0,1x  ک  ،

]د تگاه معادلات ربمی برطرت  ]{ } {0}AA C  طد هيحاصل مت { }C  امل ع اصم Cj  ش ا.  مط

                                                 
1. Dispersion Equation  
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. ش ن عبارت  ک det[AA]=0ش ا،  ع ت  [AA]ورطد رطشب غتمصفم، صفم بطدن دتممت ان ماتم س 

,و  ωرشبطي ربمی بتن  1..10j j  با د هي مقاد م متj  نتز تابعω  ش ا و شز حل آن مقاد مω 

نامي، رشبطي  طد. در ش ن پا انهای محا بات عددی ش تفاده مت، شز روشωآ  د. بمشی تعتتن بد ا مت

 شند.بططر ه زمان حل  ده 0با شلگطر تم ت رتف (83-8) فطق و رشبطي 

 متحرك محوری الاستیک وبتعیین پاسخ استاتیكي  4-0

-شلا تتک متحم ، نتز دقتقاً مشابي حالا و سکطشلا تتک مت وبروش تعتتن پا . ش تاتتکت 

  طند:بعد متبت (24-9) بعد ز م، معادلات شبتدش با تعم ف پارشمتمهای بت با د.

(8-50)  
* * * * * * *0 0 0 0 0

0 0 0

0 0 0 0 0

; ; ; ; ; ; ;
u v w h tx t E

x t u v w c c E
L t h h h L h K

        

و سکطشلا تتک، وبمشابي 
0

h و
0

t شلا تتک برطرت  وبهي بمشی  با  دپارشمتمهای شنتتاری مت

0 01,t h h طنددر نظم گمفتي مت . 

 د:ن طماتم ست ز م نط تي مت  کلبعد  ده نتز بي د تگاه معادلات بت

(8-52)   
* 2 * 2 * 2 *

* * * 2 * * * *

1 2 3 4 5* *2 * * *2

y y y y
A y A A A A f

x x x t t
  

   
                           

  طد:ز م تبد ل مت صطرتگتمی بي هي پس شز لاپلاس

(8-59)   
2

2 * * * * 2 *

3 2 4 1 5*2 *
( ) ( ) ( )

d Y dY
A A s A A s A Y L f

dx dx
                        

  طد:قمشر دشده مت s=0با تطري بي ش  کي در تعتتن پا . ش تاتتکت، 

(8-58)   
2

2 * * *

3 2 1*2 *
( )

d Y dY
A A A Y L f

dx dx
              

شلا تتک متحم  نتز با حل معادلي فطق بي ه ک  مش ي ممزی بتان  ده در  وبپا . ش تاتتکت 

 آ د.بد ا مت (02-8) معادلي 

                                                 
1. Bisection  



 

  

 

 حل تحليلي فصل چهارم

 

71 

 بندیجمع 4-39

و سکطشلا تتک متحم  محطری هي  وبی حاهم بم شرتعا ات در ش ن فرل بي حل ر اضت معادلي

گتمی بعد ازی و لاپلاسه بطد، پمدشنتي  ده ش ا. در شبتدش، پس شز بتدر فرل پتشتن بد ا آمد

پا .  تستم در فضای  MAEمعادلات، حل ش تاتتکت مسئلي تعتتن  د.  پس، با ش تفاده شز روش 

در شنتکای ی زمان بمگمدشنده  دند. ها بي حطزهو با ش تفاده شز قضتي مانده بعد بد ا آمدلاپلاس و بت

های طبتعت  تستم بمر ت  ده ش ا. نتا ج و های تعتتن  معا بحمشنت و فمهانسفرل نتز روش

  طند.های شرشئي  ده در ش ن فرل، در فرل پ جم بتان متبحث حاصل شز روش
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 مقدمه 5-3

-پمدشنتي مت چکارمتان  ده در فرل های ببي بتان و بمر ت نتا ج حاصل شز روشدر ش ن فرل 

مقاد م   می های طبتعت، بي شزشی  ک طد. شبتدش نتا ج ممبطط بي پا . هلت،  معا بحمشنت و فمهانس

و  نرطصتات و سکطشلا تتک، ضياماشثم پارشمتمهای ميتلف  پس  طند. شولتي شنتيابت بتان مت

  . طندمتبم رفتار  تستم بمر ت  وب معا شنتقال 

 سیستم به ازای مقادیر اولیهکلي پاسخ  5-2

 با  د:مقاد م شولتي شنتيابت برطرت ردول ز م مت

 0بمشی نرطصتات ماده، ه د ي و بارگيشری مقاد م شولتي شنتيابت (0-5) ردول

1e11 E1 (Pa) 

ت 
صیا

صو
خ

سكوالاستی
وی

 ك

مدل زنر
 

2.5e10 E2 (Pa) 

5e10 (Pa.s)η 

6.5e10 E (Pa) 
ت 

صیا
صو

خ

ک
الاسی

 
0.3 ν 

5.4167e10 K (Pa) 

0.1 b (m) 

ي
ت هندس

صیا
صو

خ
 

0.01 h (m) 

0.75 L (m) 

0.25 c (m/s) سرعت انتقال 

100 P0 (Pa) 
 بارهای اعمالي

1.0667e8 T0 (N/m
3
) 

7800 (kg/ m
3
)ρ چگالي 

 
,(sec)0.5*با تطري بي مقاد م ردول فطق:  12.5c  . 

                                                 
 با  د.مت[15]  و [13]   مقاد م شنتيابت در محدوده مقاد م ممشرع - 0
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 ند: طشلا تتک با تطري بي روشبي ز م تعتتن مت وبالک مدول شلا تتستتي و ب  اقابل ذهم ش

(5-0)  

2

2(1 )

3(1 2 )

E
E

E
K













  طند.شلا تتک متحم  ش تفاده مت وبمقاد م نرطصتات شلا تتک، در تعتتن پا . ش تاتتکت 

-8) ه انططر هي در فرل قبل گفتي  د، پا . هلت  تستم در فضای لاپلاس با تطري بي رشبطي 

بعد  طد. پس شز محا بي لاپلاس معکطس، پا .  تستم در فضای زمان و مکان بتتعتتن مت (99

*ها هي بم حسب گمدد. رکا تم تم ش ن پا .تعتتن مت *,t x با  د،  کت شز متغتمها ثابا و مت

  طد.د گمی تغتتم دشده مت

 محوری جابجایيبررسي   5-2-3

بعد ميتلف، بم حسب های بتهای ز م رابجا ت محطری ممبطط بي صفحي متانت در زمانکلدر  

 بعد تم تم  ده ش ا.مکان بت
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 بعدرابجا ت محطری حل هلتِ صفحي متانت در زمانکای ميتلف بم حسب مکان بت (0-5)  کل

* طت ، تقم باً پس شز(0-5 کل ) با تطري بي  14 7(sec)t t   ، رابجا ت محطری صفحي

محطری در زمان بستار هطتاهت  رابجا تر د. ه چ تن، تغتتم رکا متانت بي حد ش تاتتکت نطد مت

 شفتد.شتفاق متحمها  تستم  شول و در ثانتي)در حد هزشرم ثانتي( 

*) وبهلت در نقاط ميتلف ططل  رابجا ت محطری 0,0.1,0.5,0.9,1x  )رها ش زمان  در

(* 1t  ) عمضتبم حسب ميتري z .در ردول ز م نشان  ده ش ا 
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*ط ميتلف در نقارابجا ت محطری هلت  (2-5)  کل
0,0.1,0.5,0.9,1x   در زمانt

*
 zبم حسب  1=

برطرت تابعت  رها شرابجا ت محطری در زمان  (2-5 کل ) با تطري بي ن طدشرهای شرشئي  ده در 

تم ده ده ه ان فمض متدشن رابجا ت بم ش اس تئطری تغته د هي نشانتغتتم مت zنطت شز ميتري 

با د. ه چ تن رابجا ت محطری در ممزها مقاد م بستار هطچک )تقم باً  کل بم ت ممتبي شول مت

شنتلاف رابجا ت محطری  مسئلي  ازگاری دشرد. در نظم گمفتي  ده با د هي با  مش ي ممزیصفم( مت

 .با دمت %0.94در حدود ، بي شزشی مقاد م شولتي در صفحات بالا ت و پا ت ت نسبا بي صفحي متانت

 عرضيبررسي خیز   5-2-2

 بعد در  کل ز م تم تم  ده ش ا.بم حسب زمان بت وبدر نقاط ميتلف  عمضتنتز 
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*های ميتلفحل هلت در مکان عمضتنتز   (9-5)  کل
0,0.1,0.5,0.9,1x  بعدبم حسب زمان بت 

-ي  کل فطق، در شبتدش شغتشا ات بستار هطچکت در ممزهای چپ و رش ا مشاهده متبا تطري ب

ثانتي( ش ن نتزها بي  ک مقدشر هطچک حدی )تقم باً صفم(  در حد چکار طد؛ بعد شز مدت هطتاهت )

نتز ممبطط بي نقاط  د. با ر  د هي با  مش ي ممزی شنتيابت در فرل پتشتن م طبق متمت

*متانت
0.1,0.5,0.9x   ر د. ه چ تن، بتشتم ن ثانتي بي مقدشر نکا ت نطد مت  شنتز در ه تم شز

 با د.مت وبدر و ي  عمضتنتز 

 دهد.بعد ميتلف نشان متهای بتممبطط بي حل هلت رش در زمان عمضتنتز  نتز  کل ز م

 

 بعدب مکان بتحل هلت در زمانکای ميتلف بم حس عمضتنتز  (8-5)  کل
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با گي ا زمان  وب عمضتنتز  هایمطجمقدشر نتز ماهز  م و تعدشد  (8-5 کل ) با تطري بي 

 در هلت عمضتنتز شفتد. ه چ تن، شتفاق مت وب ابد. نتز ماهز  م تقم باً در قس ا و ي هاهش مت

 ر د.نطد مت ثانتي بي پا . ش تاتتکت هشاه تم شز  مدت زمان

 میدان جابجایي کلي سیستمبررسي اثر پارامترهای مختلف بر  5-1

، ، نرطصتات و سکطشلا تتک، چگالتضياما پارشمتمهایشثم تغتتم  بي بمر تدر ش ن بيش 

  طد. تستم پمدشنتي متپا .  بم وب و  معا شنتقال هشش محطری

 وبضخامت بررسي اثر   5-1-3

نتز  کل ز م با د. دلات و تعتتن متدشن رابجا ت متپارشمتم مک ت در ش تيمشج معا وبضياما 

*، در زمان های ميتلفبعد بمشی ضيامابم حسب ميتري محطری بت رش عمضت 10t  دهد.نشان مت 

 

*در  تأثتم تغتتمشت ضياما بم رابجا ت عمضت وب و سکطشلا تتک متحم  محطری (5-5)  کل
10t  
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*نتز عمضت در 0.5x  ش ا:برطرت ز م  نتز های ميتلفبعد، بمشی ضيامابم حسب زمان بت 

 

 بعدبم حسب زمان بتو سکطشلا تتک متحم   وبنقطي متانت عمضت  رابجا ت تأثتم ضياما بم (6-5)  کل

متم، مقدشر نتز ماهز  م و تعدشد متلت های هطچکتم شز هشادر ضياما (5-5 کل )  با تطري بي

  کمتم بي متلت هشا ابد. با شفزش ش مقدشر ضياما شز ن طدشر با شفزش ش ضياما، هاهش مت هایمطج

مقدشر نتز ماهز  م هاهش  h>1cm ابد؛ شما با شفزش ش ضياما در متم، مقدشر نتز شفزش ش مت انتت

ثانتي بي حالا حدی  حدود پ جدر ها، در ت ام ضيامامقدشر نتز  ،(6-5 کل )  با تطري بي ابد. مت

 ر  د.نطد مت

ممبطط بي صفحي هلت محطری  رابجا ت ، پا .محطریرابجا ت رکا بمر ت شثم ضياما بم 

* زمانمتانت در  14t   ز م آمده ش ا. (7-5 کل ) در 
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*در و سکطشلا تتک متحم  محطری وبتأثتم تغتتمشت ضياما بم رابجا ت محطری   (7-5)  کل
14t   

 ابد. اما، هاهش متمقدشر رابجا ت محطری حدشهثم با شفزش ش ضي (7-5 کل ) با تطري بي 

 با د.ه چ تن، زمان ر تدن بي حالا حدی )پا . ش تاتتکت(، تقم باً مقدشر ثابتت )هفا ثانتي( مت

 ویسكوالاستیک  خصوصیاتبررسي اثر   5-1-2

نامي، رفتار ماده مطرد بمر ت در بمش و سکطشلا تتک فمض  ده با تطري بي ش  کي در ش ن پا ان

 با د.های و سکطشلا تتک بم رفتار هلت  تستم حائز شه تا متش ا، بمر ت تأثتم مقدشر پارشمتم

 زمان رهایشاثر الف( 

 طد هي برطرت زمان لازم بمشی ر تدن بي حد نکا ت ت ش تفستم مت (ثابا زمانتزمان رها ش )

 با د.مت ηو  E1متمهای ش امل پار

زمان لازم ر تدن بي حالا   تستم در عمضترش بم نتز  زمان رها شچگطنگت تأثتم  (4-5 کل ) 

* حدی )حد ش تاتتکت(

st وببعد و در ممهز بم حسب ميتري محطری بت (* 0.5x  بم حسب زمان )

 دهد.بعد نشان متبت
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*تأثتم تغتتمشت زمان رها ش بم رابجا ت عمضت وب و سکطشلا تتک متحم  محطری در  (4-5)  کل
10t  
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، مقدشر نتز زمان رها ش، با شفزش ش مقدشر (4-5 کل ) تطري بي ن طدشرهای تم تم  ده در  با

تعدشد با د؛ ولت هطچکتم  د دتم متهای رها ش مانز ابد هي ش ن روند هاهشت در حدشهثم هاهش مت

، بمشی ر تدن بي پا . ش تاتتکت زمان رها ش طد؛ بعلاوه با شفزش ش  کل پا . بتشتم مت هایمطج

4با د. در زمان بتشتمی مطرد نتاز مت   پتدش  وبحالا متقارنت نسبا بي نقطي و ي  عمضتنتز

 ه د.مت

محطری هلت ممبطط بي  رابجا تمحطری، پا .  رابجا تبم  زمان رها شمقدشر بمر ت شثم رکا 

*صفحي متانت در زمان  18t   تم تم  ده ش ا. (3-5 کل ) در 

 
*شلا تتک متحم  درو سکط وب صفحي متانت بم رابجا ت محطریزمان رها ش تأثتم  (3-5)  کل

18t   

دهد هي با شفزش ش مقدشر ثابا زمانت، رابجا ت محطری تقم باً حالا نشان مت (3-5 کل ) 

  ابد. ک طشنتت دشرد. در وشقع مقدشر حدشهثم رابجا ت محطری بي آرشمت شفزش ش مت

 E2اثر پارامتر ب( 

ت در زمان ر تدن بي پا . ش تاتتکت  زش ي گم شز نرطصتات و سکطشلا تتک هي تأثتم ب کت د

 با د.مت E2دشرد، پارشمتم 

*در زمان ر تدن بي حد ش تاتتکت )رش  عمضتنتز  (01-5 کل ) 

st بم حسب ميتري محطری )

*) وببعد و در ممهز بت 0.5x بمشیبعد، ( بم حسب زمان بت E2 دهدنشان متهای ميتلف. 
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*در و سکطشلا تتک متحم  محطری وببم نتز عمضت  E2تأثتم پارشمتم  (01-5)  کل *

st t  

*، مقدشر (01-5 کل ) با تطري بي 

st  د دشً بي E2 هي با شفزش ش  با د؛ بططریوشبستي متE2  شز

1GPa  10بيGPa  مقدشر*

st  ر د. با شفزش ش مت 99بي  624شزE2 مقدشر نتز عمضت حدشهثم و شنتلاف ،

  ابد.بتن نتزهای حدشهثم و حدشقل هاهش مت

*) وبدر ممهز  بعدسب زمان بتبم حپا . نتز عمضت  0.5x )مقاد م ميتلف ، بمشی E2  نتز

 با د:برطرت ز م مت

  
 بعدبم حسب زمان بت وببم پا . نتز عمضت ممهز  E2تأثتم پارشمتم  (00-5)  کل
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زمان ه تمی بمشی ر تدن بي حد ش تاتتکت نتز  E2، با شفزش ش مقدشر (00-5 کل ) با تطري بي 

 با د.عمضت نتاز مت

*رابجا ت محطری در زمان (02-5 کل ) ر د

st بعد بمشی بم حسب ميتري محطری بتE2 های

 ميتلف تم تم  ده ش ا.

 
*و سکطشلا تتک متحم  محطری در وببم رابجا ت محطری  E2تأثتم پارشمتم  (02-5)  کل *

st t  

 رابجا تبم زمان ر تدن بي  E2بمنلاف پارشمتمها ت هي قبلاً مطرد بمر ت قمشر گمفا، پارشمتم 

2، در (02-5 کل ) با د. با تطري بي ش تاتتکت مؤلفي محطری تأثتمگيشر مت 10E GPa  با شفزش ش ش ن

 ابد. ولت محطری ماهز  م و زمان لازم بمشی ر تدن بي پا . نکا ت هاهش مت رابجا تپارشمتم، مقدشر 

 با د.مت وبمحطری ماهز  م در قس ا متانت  رابجا ت، مطقعتا د گم های بمر ت  دهمان د حالا

و ي  در و سکطشلا تتک متحم  وببم رابجا ت محطری هلت  E2تأثتم پارشمتم  (09-5 کل ) در 

*و  وب 1t   بم حسب ميتريz .نشان  ده ش ا 
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*در  و سکطشلا تتک متحم  وببم رابجا ت محطری هلت  E2تأثتم پارشمتم  (09-5)  کل
0.5x   و* 1t  

ده د. شنتلاف نشان مت E2 بمشی شفزش شهلت رش محطری  رابجا تروند هاهشت  (09-5 کل ) 

 01و  5/7، 5، 0رابجا ت محطری در صفحات بالا ت و پا ت ت نسبا بي صفحي متانت بمشی مقاد م 

,%0.43ل بي تمتتب در حدود اپا کگتگا 2.86%, 7.89%, 14%    با شفزش ش   ع تبا د. متE2  در

  ا د.هاهش مت ميهطر محدوده مطرد بمر ت، شنتلاف

 بررسي اثر چگالي  5-1-1

مقدشر ش ن   طد.ظاهم مت وبمعادلات حاهم بم چگالت شز ر لي نطشص فتز کت ش ا هي در 

 . طدبي رشحتت محا بي متشلا تتک ناصتا، نسبا بي پارشمتمهای و سکط

* در رش عمضتنتز  (08-5 کل )  17t  های بمشی چگالتبعد بم حسب ميتري محطری بت

 .دهدنشان مت ميتلف
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*درو سکطشلا تتک متحم  محطری  وبتأثتم چگالت بم نتز عمضت  (08-5)  کل 17t   

)35000در  (08-5 کل ) با تطري بي  / )kg m   ،با شفزش ش چگالت، مقدشر نتز عمضت حدشهثم

با د. در ش ن  ابد. زمان ر تدن بي حد نکا ت پا . تقم باً ثابا متدر  ک زمان مشيص شفزش ش مت

 شفتد. شتفاق مت وب باً در متاني حالا نتز حدشهثم تقم

 :ش ا برطرت ز مهای ميتلف بعد، بمشی چگالتبم حسب زمان بت وبنتز عمضت ممهز 

  
 بعد بم حسب زمان بت وبتأثتم چگالت بم نتز عمضت ممهز  (05-5)  کل

ی مقاد م ميتلف چگالت، نتز صفحي متانت در مدت زمان شندهت بمش دهدنشان مت (05-5 کل ) 

 ر  د.ثانتي( بي مقدشر ش تاتتکت نطد مت 5)در حد 
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محطری هلت ممبطط بي صفحي متانت  رابجا تمحطری، پا .  رابجا تبم  چگالترکا بمر ت شثم 

*در زمان   17t   تم تم  ده ش ا. (06-5 کل ) در های ميتلف چگالتبمشی 

 

*در  و سکطشلا تتک متحم  محطری وبصفحي متانت محطری  رابجا تتأثتم چگالت بم  (06-5)  کل
17t  

مقدشر رابجا ت محطری ، تغتتمشت پارشمتم چگالت تأثتم محسط ت بم (06-5 کل ) با تطري بي 

 صفحي متانت ندشرد.

 بررسي اثر سرعت انتقال محوری  5-1-4

با د. شز ش ن رو در ش ن مت وبهای متحم ،  معا شنتقال وب کت شز پارشمتمهای مکم در بمر ت 

  طد.قس ا بي بمر ت شثم ش ن پارشمتم بم متدشن رابجا ت پمدشنتي مت

*در زمان  تستم  عمضتنتز  (07-5 کل ) در  13t  بعد بمشی بم حسب ميتري محطری بت

  ميتلف تم تم  ده ش ا. شنتقال های معا
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*و سکطشلا تتک متحم  محطری در وببم نتز عمضت   معا شنتقالتأثتم  (07-5)  کل
13t   

متم بم ثانتي، مقدشر نتز عمضت حدشهثم شز  05/1های ه تم شز ، در  معا(07-5 کل ) با تطري بي 

متحم ، مقدشر نتز ماهز  م با شفزش ش  معا شنتقال،  وب اهن ه تم ش ا. در حالا  وبنتز 

ل ماهز  م های شنتقال ميتلف تغتتم ک اهن، در  معا وب ابد. بعلاوه، بي رزء در حالا شفزش ش مت

متحم  تقم باً  وب طد. زمان ر تدن بي پا . ش تاتتکت در حالا ش جاد مت وبتقم باً در و ي 

*) کسان  13t  )با د.نتز تأ تده  ده نتا ج ميهطر مت (04-5 کل )  با د.مت 

 بعد در  کل ز م تم تم  ده ش ا. م حسب زمان بتب وبتأثتم  معا شنتقال بم نتز عمضت ممهز 

 
 بعد بم حسب زمان بت وببم نتز عمضت ممهز   معا شنتقالتأثتم  (04-5)  کل
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* محطری هلت ممبطط بي صفحي متانت در زمان رابجا ت 13t   ميتلف  شنتقال های معابمشی

 تم تم  ده ش ا. (03-5 کل ) در 

 

*در و سکطشلا تتک متحم   وبصفحي متانت بم رابجا ت محطری   معا شنتقالتأثتم  (03-5)  کل
13t  

تأثتم محسط ت بم مقدشر رابجا ت محطری صفحي   معا شنتقال وب، تغتتمشت فطقبا تطري بي 

 متانت ندشرد.

 راني سیستمبح سرعتبررسي  5-4

 وبگفتي  د، پس شز شترال د تگاه ميترات بي  ک نقطي شز  7-8 با تطري بي آنچي هي در بيش 

Xمتحم  )با شع ال تغتتم متغتم  x ct تعتتن م  معا بحمشنت  دا( و بم ش اس  مط پا دشری، مق

مشيرات ه د ي، ماده و بارگيشری مطابق  دشرشی ک متحم  محطریو سکطشلا تت وببمشی   طند.مت

، 699/5، 9925/9 :باش ا بمشبم شول  تستم  بعدبت  معا بحمشنت چکار مقاد م، (0-5ردول ) با 

  .3616/4و  8394/4

، 9925/9طرت نتز برشلا تتک  وبشول  بعدبت مقاد م  ي  معا بحمشنت بي ه ک ه تن روش،

 وب باشلا تتک  وب شول، ب ابمش ن  معا بحمشنت. آ  دبد ا مت 699/5و  6273/8، 0977/8

های بحمشنت بالاتم، در حالا و سکطشلا تتک شز شلا تتک شما مقاد م  معا .با دمتو سکطشلا تتک 



 

  

 

 بررسي نتايج فصل پنجم

 

43 

با د؛ بططری هي  معا بحمشنت چکارم وب شلا تتک با  معا بحمشنت دوم وب بتشتم مت

 و سکطشلا تتک بمشبم ش ا.

 های بحراني وب ویسكوالاستیکبررسي اثر ویسكوزیته بر سرعت  5-4-3

بعد شول  وب و سکطشلا تتک در  کل ز م شثم پارشمتم و سکطز تي بم مقاد م  ي  معا بحمشنت بت

 متحم  نشان دشده  ده ش ا.

 

 بعد شول وب و سکطشلا تتک متحم ت بتبمر ت شثم و سکطز تي بم  ي  معا بحمشن (21-5)  کل

، با شفزش ش مقدشر و سکطز تي مقاد م هم  ي  معا بحمشنت شول شفزش ش (21-5 کل ) با تطري بي 

شز آنجا هي و سکطز تي با زمان رها ش رشبطي مستقتم دشرد، ب ابمش ن نتتجي ميهطر با نتتجي   ابد.مت

 (.(20-5 کل ) ه يطشنت دشرد )[15]  مار  ط کت 
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 [15]  بمر ت شثم زمان رها ش بم  معا بحمشنت وب و سکطشلا تتک متحم  (20-5)  کل

 (.(22-5 کل ) نتز بد ا آمده ش ا )[16]  شی در ممرع چ تن نتتجي

 

 [16]  بمر ت شثم زمان رها ش بم  معا بحمشنت وب و سکطشلا تتک متحم   (22-5)  کل

y,هي  x  های نزش در دو رش تای زمانx  وy با  د.مت 

 های بحراني وب ویسكوالاستیک متحركسرعتبر  لاغریاثر رسي بر  5-4-2

بعد شول وب و سکطشلا تتک ن طدشر  ي  معا بحمشنت بت (0-5ردول ) های با تطري بي دشده

 آ د:بد ا مت (29-5 کل ) )نسبا ططل بي عمض وب( برطرت  0متحم  بم حسب ضم ب لاغمی

                                                 
1. Slenderness  
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 بعد شول وب و سکطشلا تتک متحم بمر ت شثم لاغمی بم چکار  معا بحمشنت بت (29-5)  کل

-بعد هاهش متبا شفزش ش لاغمی، مقدشر هم چکار  معا بحمشنت شول بت (29-5 کل ) با تطري بي 

نتز قابل [22]  شرد. روند ميهطر در ممرع تم  دت بتشتمی د ابد هي ش ن روند در مقاد م لاغمی پا تن

  با د.مشاهده مت

 

 [22]  های ميتلف لاغمی وب  معا بحمشنت بمشی نسبا (28-5)  کل
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 های طبیعي سیستمبررسي فرکانس 5-5

های و سکطشلا تتک متحم  وببمشی تعتتن فمهانس طبتعت  4-8 بم ش اس آنچي هي در بيش 

بعد شول پس شز  افتن معادلي تفمق حاهم بم  تستم، مقاد م چکار فمهانس طبتعت بتمحطری بتان  د، 

و سکطشلا تتک متحم   وببمشی  بعدبت فمهانس طبتعت چکار تستم تعتتن  ده ش ا. مقاد م ش ن 

، 00/1، بي تمتتب عبارت د شز: (0-5ردول ) ي، ماده و بارگيشری مطابق با محطری با مشيرات ه د 

 .83/0و  50/1، 03/1

 های طبیعي وب ویسكوالاستیکبررسي اثر ویسكوزیته بر فرکانس  5-5-3

مقاد م ميتلف و سکطز تي  بعد شول  تستم بي شزشی ي فمهانس طبتعت بت (25-5 کل ) در 

 تم تم  ده ش ا.

 

 بعد شول وب و سکطشلا تتک متحم بمر ت شثم و سکطز تي بم  ي فمهانس طبتعت بت (25-5)  کل

هي  با دبا تطري بي  کل فطق، فمهانس طبتعت شول مستقل شز مقدشر و سکطز تي وب متحم  مت

 شی گمفتي  ده ش ا.نتز چ تن نتتجي[48]  در ممشرع ميتلفت شز ر لي 
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 بندیجمع 5-6

-بي مطالب گفتي  ده در فرل گي تي، حل هلت،  معا بحمشنت و فمهانس در ش ن فرل، با تطري

شثم پارشمتمهای ميتلف ماده، ه د ي و  های طبتعت، بي شزشی  ک مقاد م شولتي شنتيابت تعتتن  دند.

گتمی و پتش کادشت ش ن ، نتتجيدر فرل بعدی . دبمر ت نتز  م رفتار  تستمب وب معا شنتقال 

 شرشئي نطشه د  د. تحقتق



 

 

 

 

 

ششم فصل               
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 مقدمه 6-3

 وب و سکطشلا تتک متحم  محطریی حاهم بم شرتعا ات نامي، بي حل ر اضت معادليدر ش ن پا ان

ثابا پمدشنتي  ده ش ا. در شبتدش، بي ه ک شصل هامتلتطن و بم ش اس تئطری تغتتم  تتحا فشار عمض

 کل بم ت ممتبي شول، معادلات حاهم بم شرتعا ات وب شلا تتک متحم  محطری در حالا دوبعدی 

شند.  پس با در نظم گمفتن مدل زنم نطع دوم رکا تطصتف رفتار و سکطشلا تتک وب ش تيمشج  ده

د فمشنستلت معادلات ب تاد ن، معادلات   کلو رفتار شلا تتک در شتساع، با ش تفاده شز  متحم  در بمش

ميهطر بمشی وب و سکطشلا تتک متحم  تع تم دشده  دند. معادلات حاهم بي صطرت  ک د تگاه 

با  د. هطپل متبي هم با  د هي مجکطل مت پ جمعادلي و  پ جمعادلات د فمشنستل مشتق رزئت  امل 

 نسبا ططل بي عمضش ن هي با د، با فمض جا هي حل ش ن معادلات در حالا دوبعدی مشکل متشز آن

تمتتب  بي ش نبمشبم صفم قمشر دشده  د.  y، تغتتمشت نسبا بي ميتري وب بي شندشزه هافت بزرگ با د

ی گتمبعد ازی و لاپلاسبا  د. پس شز بتمت زمانو  بعد ططلتمعادلات حاصل فقي  امل متغتمهای 

پا .  تستم در فضای لاپلاس بد ا آمد. بي ع طشن نتا ج  MAEشز معادلات، با ش تفاده شز روش 

های طبتعت، بي شزشی مقاد م شولتي شنتيابت تعتتن  دند. نامي، حل هلت،  معا بحمشنت و فمهانسپا ان

 .ندشه د ت بم رفتار  تستم بمر وبشثم پارشمتمهای ميتلف ماده، ه د ي و  معا شنتقال ه چ تن، 

 نتایج 6-2

 با  د:نامي برطرت ز م قابل بتان متنتا ج ش ن پا ان

 08تغتتمشت رابجا ت محطری در رش تای ضياما قابل تطري ش ا و در بمنت مطشرد تا حدود  -0

 شنتلاف دشرد. درصد با رابجا ت صفحي متانت

ر د.  تاتتکت نطد متبي حد ش  م عاً رابجا ت محطری صفحي متانتبي شزشی مقاد م شنتيابت  -2

محطری در زمان بستار هطتاهت )در حد هزشرم ثانتي( و تقم باً در ثانتي  رابجا ته چ تن، تغتتم رکا 

 شفتد.شول حمها  تستم شتفاق مت
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 عمضتهای رابجا ت در شبتدش شغتشا ات بستار هطچکت دردر شهثم حالات بمر ت  ده،  -9

د شز مدت هطتاهت ش ن نتزها بي  ک مقدشر هطچک حدی بع هي  طدممزهای چپ و رش ا مشاهده مت

 با  د. مسئلي م طبق متر  د هي با  مش ي ممزی شنتيابت )تقم باً صفم( مت

  ابد. با گي ا زمان هاهش مت وب عمضتمقدشر نتز ماهز  م و تعدشد نط انات  کل نتز  -8

ولت  ؛با دوشبستي متمهای مقاد م پارشمت ش تاتتکت ماهز  م بيعمضت ث  دن نتز محل حاد -5

  ر د.بي مقدشر حدشهثم نطد مت بططل و) ا نزد ک بي آن( مع طلاً در و ي  محطری،رابجا ت 

 های نتز عمضتعمضت و محطری و تعدشد مطج رابجا تمقاد م ماهز  م  با شفزش ش ضياما، -6

ميتلف  هایی ضياماش تاتتکت، بمشمقدشر هم دو مطلفي رابجا ت بي   ابد. زمان ر تدنهاهش مت

  تقم باً  کسان ش ا.

 ابد هي ش ن روند هاهشت در ثطشبا با شفزش ش مقدشر ثابا زمانت، مقدشر نتز حدشهثم هاهش مت -7

 طد؛ بعلاوه با شفزش ش ثابا زمانت، با د؛ ولت نط انات  کل پا . بتشتم متزمانت هطچکتم  د دتم مت

نتز محطری رابجا ت با د.  مقدشر حدشهثم می مطرد نتاز متبمشی ر تدن بي پا . ش تاتتکت زمان بتشت

   ابد.بي آرشمت شفزش ش مت

2با د؛ در وشبستي مت E2پارشمتم  د دشً بي زمان ر تدن بي پا . ش تاتتکت،  -4 10E GPa  با

 رابجا تتدن بي بم زمان ر   ابد. ش ن پارشمتمشهثم هاهش متحد عمضت، مقدشر نتز E2شفزش ش 

  .با دش تاتتکت مؤلفي محطری رابجا ت نتز تأثتمگيشر مت

)35000در  -3 / )kg m   بعلاوه،  . ابدحدشهثم شفزش ش مت عمضتبا شفزش ش چگالت، مقدشر نتز

 بم مقدشر رابجا ت محطری ندشرد. ز ادیمقدشر چگالت تأثتم 

 ابد. در  م با شفزش ش  معا شنتقال، شفزش ش متمتحم ، مقدشر نتز ماهز  وبدر حالا  -01

ثابا تقم باً و زمان ر تدن بي پا . ش تاتتکت تغتتم کل ماهز  م محل های شنتقال ميتلف  معا

 بم مقدشر رابجا ت محطری ندشرد.  ز ادیتأثتم  وبد. مقدشر  معا شنتقال محطری با مت

 شلا تتک بي ممشتب هطچکتم ش ا.و سکطوب شلا تتک شز  وب معا بحمشنت در حالا  -02
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  ابد.با شفزش ش مقدشر و سکطز تي مقاد م هم  ي  معا بحمشنت شول شفزش ش مت -09

با شفزش ش ضم ب لاغمی وب )نسبا ططل بي عمض( مقاد م  ي  معا بحمشنت شول هاهش  -08

  اب د.مت

 با د.فمهانس طبتعت شول مستقل شز مقدشر و سکطز تي وب متحم  مت -05

 یشنهادهاپ 6-1

 با  د:راری، مطشرد ز م قابل بمر ت متزمت ي در  تمرامعرکا شنجام مطالعي 

 بمر ت د  امتکت وب و سکطشلا تتک متحم  با  معا متغتم با زمان -0

 های ممشتب بالاتم تئطری شغتشا ات در تي تن مقاد م و ژه ش تفاده شز بسي -2

 م و ژهتم در تعتتن علاما مقاد های بکت يش تفاده شز روش -9

 مقاد م و ژه  تستم تمبد ا آوردن دقتقتم در های رامعشرشئي روش -8

 بمر ت پا .  تستم تحا بار هششت وشبستي بي زمان -5

 بمر ت پا .  تستم تحا فشار متغتم -6

 بمر ت پا .  تستم متحم  تحا بار و  ا رمم متحم  -7

چ دپارشمتمی بمگمز و های های رئطلطژ کت هاربمدی د گم شز قبتل مدلبمر ت ش تفاده شز مدل -4

 در تعتتن رفتار  ازه و سکطشلا تتک 0و چمت

 های طبتعت  تستممطالعي پارشمتمهای مؤثم بم مقاد م  معا بحمشنت و فمهانس -01

 های بد ا آمدهگتمی شز پا .تم در لاپلاس معکطسهای دقتقشرشئي روش -00

 بعد ازی معادلات ده در بيش بتبعد ش تفاده بازنگمی و بمر ت شنتياب پارشمتمهای بت -02

 های ميتلف شز ر لي بستمهای شلا تتک و و سکطشلا تتک گاهبمر ت شثم تکتي -09

 

                                                 
1. Wiechert 
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بمر ت  در ،، روش شرشئي  ده در ش ن تحقتقمعادلا حاهم بدون تطري بي مشکلات شحت الت در حل

 :با دقابل بمر ت متمطشرد ز م  شرتعا ات آزشد و شرباری

  FGMهای هامپطز ا، و سکطشلا تتک و ر س تتمهای متحم  شز -0

 های هامپطز ا متحم  محطریوب -2

 پتط تارهای متحم  با  معا محطری متغتم با زمان -9

 پتط تارهای متحم  روی بستمهای شلا تتک و و سکطشلا تتک -8
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 وابستههای اصول ویسكوالاستیسیته خطي و مدل -پیوست الف

 ستیکتعیین خصوصیات مكانیكي مواد ویسكوالا 3 -الف

مشيص همد. تعتتن  های مطشد رشتطشن و ژگتشگاهت متآزما  های  ادهطر مع طل با شنجام تسابط

-نرطصتات مکانتکت مطشد و سکطشلا تتک مشابي مطشد شلا تتک، شغلب  امل تسا هشش محطری مت

های هشش و سکطشلا تتک ز ادی ورطد دشرد، شما مع طلأ فقي  ي حالا نزش، با د. شگمچي تسا

 .[12]  گتمندقمشر متش تفاده مطرد  ا ش ت ش و بارگيشری د  امتکتره

 خزش  -3 -3-الف

گتمی همنش وشبستي بي زمانتسا نزش  امل شندشزه    0/t t L نا ت ت ش محطری ثابا ، 

  0 ( )t H t  نطت با د، با  همنش -شگم رشبطي ت شدر ش ن حالا،  .با دمتa  ،بمشبم  دن ت ش

آل )ب( رش بي آل )شلف( و ما ع ش دهپا . مطشد شلا تتک ش ده (0 - کل )شلف   طد.بمشبم مت aهمنش نتز 

 دهد.تسا نزش نشان مت

 

 [4]  ش آل بي تسا رها ما ع ش ده -آل، برامد شلا تتک ش ده -پا . شلف (0 -شلف)  کل

ر د. همنش در ما عات شما در وشقعتا، همنش در رامدشت در مدت ططلانت بي  ک مقدشر حدی مت

 (.(2 - کل )شلف با د )نتز تابعت شز زمان مت
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 [4]  ما ع وشقعت  -شلا تتک وشقعت، برامد  -شلف بي تسا نزش: پا . (2 -شلف)  کل

 طد. بمشی همنش تابع زمان، هي شز ت ش نامتده مت C )نممت( نسبا همنش بي ت ش هامپلت س

 نام د.  ع ت: طد، ش ن نسبا رش هامپلت س نزش متثابا نا ت مت

  (0-شلف) 
 

0
crp

t
C t




 

 Cgتم زمان ر م  ده ش ا. ن طدشر شزتابع هامپلت س نزش در مقابل لگار  (9 - کل )شلف در 

 ر د. هامپلت س لا تتک( مت) Crهامپلت س  تشي(  موع  ده و در حالا تعادل بي )

 

ش تابع هامپلت س نز (9 -شلف)  کل crpC t   [12]   

زمان  با د.ی عطف ن طدشر متنشان دشده  ده ش ا، نقطي logشی هي بادر ن طدشر فطق نقطي

 . طدفمآ  د نزش نامتده مت رها ش در

ر د هي بي آن پد ده  ابد و بي  ک مقدشر حدی متبا بمدش تن بار، همنش بي تدر ج هاهش مت

 گمدد.بازگشا شطلاق مت
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 رهایش تنش -2 -3-الف

 در ش ن حالا ت ش وشبستي بي زمان، نا ت شز همنش ثابا  0 ( )t H t  کل    طد.گتمی متشندشزه 

 دهد.ا ش نشان متآل رش بي تسا رهآل )شلف( و ما ع ش دهپا . مطشد رامد شلا تتک ش ده (8 -)شلف

 

 [4]  آل بي تسا رها شما ع ش ده -آل، برامد شلا تتک ش ده -پا . شلف (8 -شلف)  کل

 طد. ت ش در رامدشت پس شز شما در وشقعتا بمشی رامدشت و ما عات چ تن رفتاری مشاهده ن ت

ر د. ت ش در ما عات نتز پس شز مدت افتي و بي  ک مقدشر حدی متمدت نسبتاً هطتاهت هاهش  

 دهد.ش ن رفتارها رش نشان مت (5 - کل )شلف ر د. هطتاهت بي صفم مت

 

 [4]  ما ع وشقعت بي تسا رها ش -رامد شلا تتک وشقعت، ب -پا . شلف (5 -شلف)  کل

ب ابمش ن ه انططر هي قبلاً نتز گفتي  ده ش ا، تعتتن رامد  ا ما ع بطدن ماده با تطري بي زمان 

 [4] .  طد رها ش )زمان لازم بمشی شت ام  ا ثبات ت ش( شنجام مت

 بي صطرت ش مشابي هامپلت س نزش، در ش  جا مدول رها    0/relE t t  طد. معمفت مت 

  ، Eg=100دهد. در ش ن  کل مدول رها ش رش در مقابل لگار تم زمان نشان مت (6 - کل )شلف 

Er=10  1و  [12]  با  دمت. 
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ل رها ش ت شمدوتابع  (6 -شلف)  کل relE t   [12] 

رودشند و شنتظار متنزش و رها ش هم دو مظکم  ک مکانتسم ملکطلت relE t و crpC t  بي هم

1ممتبي با  د. شما در حالا هلت ولط ش  کي 
r

r

E
C

  1و
g

g

E
C

تطشن گفا ، ن ت 
 

1
rel

crp

E t
C t

 .

با بمدش تن بار، . [12]  با دتم شز نزش مت طی حالا تعادل در پا . رها ش  م عبي و ژه حمها بي

 ر د. ابد و بي صفم متت ش بي تدر ج هاهش مت

 )سیكلي(  0بارگذاری دینامیكي -1 -3-الف

شز چ د دقتقي تا ) های ططلانتنی پا . مطشد در زماهای نزش و رها ش ت ش بمشی مطالعيتسا

دهد. تسا ثانتي  ا ه تم(، پا . دقتقت شرشئي ن ت) های هطتاهتمبا  د، شما بمشی زمانروز(، م ا ب مت

 طد، شغلب گتمی مت ا ت ش(  ت ط ت شندشزه)  ا همنش( حاصلي شز همنش) د  امتکت، هي در آن ت ش

 هي  ک ماده با د. ه گامتمدت م ا ب متهای هطتاهبمشی  افتن پا . پلت مها در بازه

ر د هي در آن گتمد،  مشنجام بي  ک حالا پا ا متو سکطشلا تتک تحا ت ش متغتم  ت ط ت قمشر مت

-، متی زشو يشی، شما با تأنتم فاز بي شندشزههمنش حاصلي نتز تابعت  ت ط ت، با ه ان فمهانس زشو ي

با د. ه طشره همنش با با د. ش ن تأنتم فاز مشابي تأنتم همنش مشاهده  ده در آزما ش نزش مت

 .ماند، حتت شگم همنش نسبا بي ت ش متغتم ه تمل  ده با دشز ت ش عقب مت فاز

 طد. تفاوت هي م جم بي شتلاف شنمژی مت دهدبارگيشری  تکلت پد ده هتستم تس رخ متدر 

                                                 
1. Dynamic Loading 
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  طد.رفتار ماده در حالا ش تاتتک و د  امتک نتز با ش ن تسا مشيص مت

 [67]   اصل جمع آثار بولتزمن 2 -الف

-بت) فتي ش ا، بي علا تغتتمشت آنتموپتگمدر  ک  تستم و سکطشلا تتک هي تحا بار قمشر 

رود(.  ع ت تغتتم  کل شز بتن ن ت)  طدنظ ت(، پس شز تطقف شع ال بار، پا .  تستم متطقف ن ت

 ابقي مکانتکت( ) با د، بلکي بي گي تي ت ششی فقي بي ت ش شع الت وشقعت وشبستي ن تچ تن ماده

 .[4]  با دآن نتز ممتبي مت تط يل  ده تح 

گفتي  د، در حالا ت ش ثابا، شفزش ش همنش و در حالا همنش  0 -شلف در بيش طبق آنچي هي 

حال شگم ت ش  ا همنش دشرشی  ابقي زمانت ع طمت با  د،  ا شگم   طد.ثابا، هاهش ت ش مشاهده مت

  طد؟ت ش، همنش  ا رابجا ت( چگطني تعتتن مت) هم تغتتم ه  د، پا .  تستمت ش و همنش با 

با هم ر ع  تطشنمت های ممبطط بي شغتشا ات نطت ميتلف رشپا . تحا رژ م رفتاری نطت،

: ت شت هي همدبتان  0476بطلتزمن در  ال . با دبي شصل ر ع آثار بطلتزمن معموف متهمد. ش ن روش 

بستگت دشرد. ه تن  [t,0] طد، هاملاً بي  ابقي همنش در فاصلي ر رسم ش جاد متد tدر فاصلي زمانت 

شی شز  ابقي بارگيشری بي مج طعيتقستم  ، پس شزب ابمش ن .طلب بمشی همنش نتز صادق ش ام

با ها تک پا .بمشی بد ا آوردن پا . هلت، تک ،پا . بمشی هم بيش تعتتن و شیهای پليبارگيشری

 .ند طمت هم ر ع

>0 هي ن ط ت ش در زمان  ،بمشی تسا رها ش <t آ د:ز م بد ا مت بي صطرت، شز ن ط همنش 

)  (2-شلف) ) ( ) ( )d E t d      

  طد:مت تعتتنز م  بي صطرتبا ر ع همدن ن طهای ت ش زمانکای قبل،  tت ش در زمان 

0  (9-شلف) 0

( )
( ) ( ) ( ) ( )

t t

t E t d E t d
 

     



   

  

 ه ان مدول رها ش ش ا. E در رشبطي فطق

بمشبم  ن ط همنش در زمان  بمشی تسا نزش، با د.مشابي ش ن مطلب بمشی همنش نتز بمقمشر مت
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 ش ا با:

)  (8-شلف) ) ( ) ( )d D t d      

 بمشبم ش ا با: tو همنش در زمان 

0  (5-شلف) 0

( )
( ) ( ) ( ) ( )

t t

t D t d D t d





   



   

  

 هامپلت س نزش ش ا. Dر رشبطي فطق د

تطشن پا . بي هم ب ابمش ن بي ه ک شصل فطق، شگم پا .  تستم بي ورودی پلي مشيص با د، مت

 ورودی دليطشه رش نتز بد ا آورد. 

 [12]   اصل تناظر 1 -الف

-مت با  د،بي مکان وشبستي مت های ممزجا تها و رابشلع لعکسه انگطني هي در مطشد شلا تتک، 

در وشقع شز آنجا هي مشتقات  بگيشرد. یشثم  تستم زمان نتز با د، بدون ش  کي بي پا . تابعت شز د نتطش

ه د. شما بمشی مطشد  طد، زمان فقي نقش  ک پارشمتم ش فا متزمانت در معادلات ظاهم ن ت

با  د.ه تم متپتچتدهمسئلي آنکا رش  ده و در نتتجي حل معادلات مشتق زمانت وشرد  ،و سکطشلا تتک

 با  دها ت متمعادلات متدشن ممبطط بي و سکطشلا تتک دشرشی و ژگت ، در بستاری شز حالاتش ن ورطد

 طد، در ش ن قس ا تشم ح مت هي شصل ت اظم بم ش اسه د. در وشقع تم متحل آنکا رش نسبتاً آ ان هي

 مسائل شلا تتک رش بي مسائل و سکطشلا تتک تع تم دشد. های مطرطدتطشن حلمت

تحا شنتقال  -شلع ل و رابجا ت ازه، ماده آن،  مش ي ممزی عکس -وقتت  ک مسئلي مکانتکت

 طد هي هتچکدشم شز د دگاه فضا ت تطصتف آن تغتتم گتمد، شغلب بي حالتت تبد ل متلاپلاس قمشر مت

ر د. فقي د دگاه وشبستي بي زمان، بي م فضا ت مشابي بي نظم متبي عبارت د گم مسئلي شز نظ ه د.ن ت

تطشن در صفحي مسئلي تحلتل ت ش رسم و سکطشلا تتک رش مته د. های مادی، تغتتم متنام و ژگت

تطشن بمشی رسم لاپلاس مشابي رسم شلا تتک، تفستم گمدد. شز ش ن رو حل  ک رسم شلا تتک رش مت

 فضای لاپلاس بي هار گمفا. و سکطشلا تتک مشابي آن، در
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تطشن حل و سکطشلا تتک مسئلي شصل ت اظم، در صطرت ورطد حل شلا تتستتي مسئلي، مت بم ش اس

 مش ي ممزی، تبد ل لاپلاس آن و  بي رای بار ودر حل شلا تتک تز تعتتن همد. بمشی ش ن هار با د رش ن

 .همدرا گز ن  s ل لاپلاس آنکا رش ضمبدر ( تبدE,) بي رای نطشص مکانتکت

بمشی ش ن ت اظم ش تث ا ت ورطد دشرد: شگمچي  کل فتز کت رسم مطرد بمر ت در شثم شع ال تبد ل 

 کن ش ا شز نظم فضا ت ها مها و رابجا تشلع ل مش ي ممزی عکسلاپلاس بدون تغتتم ش ا، شما 

هي قابلتا  ظم ش تفاده همد. با ش ن ورطد، تطشبعتتطشن شز شصل ت ادر ش ن صطرت ن ت هي تغتتم ه  د

 ه  د.ا تبد ل، شز نظم فضا ت تغتتم ن تتفکتک متغتم دشرند، تح

بططر نلاصي، مسائل تحلتل ت شت هي قتطد ممزی آن مستقل شز زمان،  ا در بدتم ن حالا، تطشبع 

 ر  د.س مشابي بي نظم متپي می شز زمان و مکان با  د، در هم دو حالا وشقعت و صفحي لاپلاتفکتک

 [11]  معرفي مدلهای رئولوژیكي در مدلسازی رفتار ویسكوالاستیک خطي وب 4 -الف

مدلسازی پا . بي تحم ک مکانتکت مطشد و سکطشلا تتک، ه انططر هي در فرل شول گفتي  د، 

در  ازی ناصتا و سکطشلا تتک نطت، رکا  بتي  طد.تط ي مطشد شلا تتک و و سکطز شنجام مت

  ي پارشمتمی های د  امتکت، شز مدلدر تحلتل و بمگمز چکار پمشمتمی های ش تاتتکت، شز مدلتحلتل

د مدل های ميهطر شز مدلکا ت مان در تشکتل مدل .[13]   طدمترامد نطت ش تاندشرد ش تفاده 

-و ا ش تفاده  ده ش ا. شز ش ن رو در شدشمي بي معمفت و بمر ت ش ن دو مدل و مدل -ماهسطل و هلط ن

  طد.پمدشنتي مت ی چ د پارشمتمی ش اره  ده در فطقها

 مدل ماکسول -3 -4-الف

 می بي  بي صطرتک ف م هطهت نشان دشده  ده ش ا،   (7 - کل )شلف در مدل ماهسطل هي در 

با د. در  ک شترال  می مان د مدل ماهسطل، ت ش در هم شل ان مشابي پات نتطت ت مترل مت ک دش

با د. بي بتان با د، درحالتکي همنش هلت بمشبم با مج طع همنش هم شل ان متو بمشبم ت ش شع الت مت

 ر اضت دشر م:
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  (6-شلف)
1 2

1 2

  

  

 

  

 با  د. پات متبي تمتتب بتانگم ف م و دش 2و  0های ز منط سدر ش  جا 

 

 [12]   مدل ماهسطل (7 -شلف)  کل

 ابتم هي نمخ همنش شز دو بيش تشکتل ه تم لزوماً ثابا نبا  د، درمتهمگاه ت شت هي شع ال مت

شبم با  ده ش ا: شلف( نمخ همنش عضط ف می مقدشر آن بم
E

 مت ا ب با مقدشر ت ش، ه فاز و وشبستي ،

دهد، بي شی ت ش پا . متبا د. ب( نمخ همنش عضط دمپم هي فقي بي مقدشر لحظيبي نمخ ت ش مت

ططری هي بي مطرب آن نمخ همنش


  طد:ب ابمش ن نمخ همنش مت .[3]   طدمت 

E  (7-شلف)

 



  

Eدر رشبطي فطق همگاه        ف م بي ع طشن عضطی رامد ع ل همده و حاصل  ک  تال و سکطز ،

همنش در ش ن  -ت ش بطيرش  طد.حاصل  ک رفتار هاملاً شلا تتک مت  طد. و ه ت ططر شگممت

  طد:ز م بتان مت بي صطرت مدل

  (4-شلف) 
   d t d t

t
E dt dt

 
   

 با د:ز م مت بي صطرتدر تسا هشش  مدل ماهسطل پا .
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0  (3-شلف)

1 t

E
 



 
  

 


( (4 - کل )شلف ) نطت نسبا بي زمان بي صطرتب ابمش ن رفتار مدل ماهسطل در تسا نزش 

 با د:مت

 

 رفتار مدل ماهسطل در تسا نزش (4 -شلف)  کل

 و پا . آن بي تسا رها ش:

0  (01-شلف)

t
EEe



 
 
 
 


 

Eمقدشر هي 


 با د، ه ان زمان رها ش ش ا.هي ثابا و شز نطشص ماده مت 

 

 رها شرفتار مدل ماهسطل در تسا  (3 -شلف)  کل

 ویت -مدل کلوین -2 -4-الف

نشان دشده  ده ش ا، تمهتب تممکای دمپم و سکطز و  (01 - کل )شلف ش ن مدل ه انگطني هي در 

های ف م و نتموها( ت ش) با د. در ش ن مدل بم نلاف مدل ماهسطلمطشزی مت بي صطرتف م شلا تتک 

 همنشکا بمشی ف م و دمپم با هم بمشبمند. تغتتم مکانکا() و شما  طنددمپم با هم ر ع مت
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 [3]  و ا -مدل هلط ن (01 -شلف)  کل

لتل مطشزی بطدن  ک ف م با بمنلاف مدل ماهسطل، در مدل هلط ن بم شثم شع ال ت ش ناگکانت، بي د

در مدل ماهسطل بي دلتل آزشد . در حالت هي  طدمشاهده ن ت ان لحظي همنش ناگکانت در هدمپم، 

 همنشت مت ا ب با ت ش شع ال  ده ناگکانت شز نطد بموز دهد.تطشنسا مت، بي صطرت لحظي شی بطدن

ف م ت شت بمشبم با  E دمپم ت شت مت ا ب با نمخ همنش، در حالت هي ،ه دش جاد مت






 

  

  طد:ز م بتان مت بي صطرتدر ش ن مدل، همنش  -رشبطي ت شب ابمش ن ه د. ش جاد مت

  (00-شلف) 
 d t

t E
dt


    

در ش ن رشبطي وقتت 0Eی  تال  ع ت ه گامت هي ف م دشرشی  يتت صفم ش ا،  ک ماده

و سکطز و وقتت 0 دمپم. ش ن مدل بي دلتل ورطد ف م و  طدمشاهده متی هاملاً شلا تتک رفتار 

 ابد، هم چ د ش ن مطشزی، پس شز بمدش تن نتموی شع ال  ده،  کل و ه د ي نطد رش باز مت بي صطرت

بمنلاف مدل ماهسطل، مستم  ، طدناطم نشان متباز افا  کل شولتي با شتلاف شنمژی ه مشه ش ا. 

بي ه تن دلتل بي ش ن ماده نرطصتا  و شری در مدل هلط ن بم هم م طبق نتست دبارگيشری و باربمد

  طد.غتمشلا تتک نسبا دشده مت

 :با دبرطرت ز م مت و ا بي تسا نزش -پا . مدل هلط ن

  (02-شلف) 
( )

0 (1 )
t

Et e
G
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 پا . مدل هلط ن بي تسا نزش (00 -شلف)  کل

 :دهدت ش نشان مت هي مقدشر ثابتت رش بمشی پا . ش ن مدل بي تسا رها ش

  (09-شلف)  0t E  

 (0تامسون -کلوین یا پوینتینگ شكلمدل ) مدل زنر نوع اول -1 -4-الف

نطع شول  رز هست د هيشبا  کد گم هم هي با دمدل زنم شز نظم  انتاری دشرشی دو نطع ميتلف مت

ب مدل ع شول  امل تمهتزنم نط طد. مدل زنم نطع دوم در فرل شول معمفت  د. آن در ش  جا بمر ت مت

های بارز مدل با د.  کت شز و ژگتمت (02 - کل )شلف و ا و  ک شل ان ف م مطابق  -هلط ن

هي همنش شلا تتک رش با  ب دی مشيص شنطشع همنش در آن ش ا. بططریتامسطن تقستم -پط  تت گ

 و ا نشان دشده ش ا. -ل ان هلط نشل ان شلا تتک و همنش و سکطشلا تتک رش با ش

 

 مدل زنم نطع شول (02 -شلف)  کل

 و ا. -در ش ن مدل، همنش هل بمشبم ش ا با مج طع همنش دو قس ا ف م و هلط ن

  طد:همنش آن با معادلي ز م بتان مت رشبطي بتن ت ش و

                                                 
1. Poynting-Thompson 
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  (08-شلف)
   

2 2

1 1

1 1
(1 )

d t d tE E

E dt E dt

 


 
    

 پا . مدل زنم نطع شول بي تسا نزش:

  (05-شلف)  0

1 2

2( )1 1
[ (1 )]

E
t

t e
E E

 


   

 

 پا . مدل زنم نطع شول بي تسا نزش (09 -شلف)  کل

 م بفمد دشرند: نزش و رها ش.، مطشد و سکطشلا تتک دو و ژگت م حردشنتمه انططر هي مت

تابع نزش شفزش ش  ابد و بي  ک مقدشر نکا ت در حالا  ه د هيماده و سکطشلا تتک حکم مت طبتعا

 هاهش بي  ک مقدشر نکا ت در حالا پا ا بم د.  با شلت تابع رها و ،پا ا بم د

 ت ش بم حسب زمان بمشی  ي (05 - کل )شلف همنش بم حسب زمان و  (08 - کل )شلف در 

  ده ش ا. دهورمدل آ و ا و زنم -ماهسطل، هلط ن

 

 [3]  تابع نزش بمشی  ي مدل  (08 -شلف)  کل
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 [3] بمشی  ي مدل رها شتابع   (05 -شلف)  کل

بت ت  ده تط ي مدل ماهسطل و تابع رها ش پتش ه انططر هي در قبلاً ذهم  د، تابع نزش پتش

بت ت  ده تط ي شند. تابع نزش پتشده تط ي مدل هلط ن بمشی مطشد و سکطشلا تتک نامعقطل بت ت

بت ت  ده تط ي مدل ( و تابع رها ش پتش(08 - کل )شلف )  ابدمدل ماهسطل با زمان شفزش ش مت

و ا در  –(. ب ابمش ن هم دو مدل ماهسطل و هلط ن(05 - کل )شلف ) ماندهلط ن با زمان ثابا مت

شند. شز  طی د گم مدل زنم ر تدن بي نرطصتات مطشد و سکطشلا تتک در محدوده زمان  کسا نطرده

 . [3]  بت ت ه دتطشنسا هم دو تابع نزش و رها ش رش در حطزه زمان بيطبت پتش

 مدل برگرز -4 -4-الف

، (06 - کل )شلف  طد، مطابق  ک شل ان چکار پارشمتمی ما ع نطت نتز نامتده مت هي مدل بمگمز

 با د.مدل هلط ن و مدل ماهسطل مت تمهتب  می

 

 [11]     اتتک مدل بمگمز  (06 -شلف)  کل

با د. های هم قس ا متمج طع همنش بي صطرتدر ش ن مدل، بمشی  ک ت ش ورودی، همنش هل 
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  طد:ز م ش تيمشج مت بي صطرتهمنش  -ب ابمش ن رشبطي ت ش

  (06-شلف)
       2 2

1 2 2 1 2
1 12 2

1 2 2 1 2 2

1 1
[ ( )]

d t d t d t d t

E E dt E E E dt E dt dt

     
        

)ورودی ت ش پلي) تسا نزش پا . ش ن مدل بي )oH t  )با د:ز م مت بي صطرت 

  (07-شلف)  0

1 1 2

2

2

( )1 1
[ (1 )]

E
tt

t e
E E


 





    

 :تسا رها شپا .  تستم بي و 

  (04-شلف)     2

2 1 0 1 22
( ( ) )

d t d t d t
r r q t q

dt dt dt

  
      

 در معادلي فطق t  با د. پارشمتمهای د گم نتز بمشبمند باضمبي( مت) دلتای د مش: 

  (03-شلف)

1 2 2
2 1 1

1 2 2 1 2

1 2
1 1 2

2

1 1
; ( )

;

r r
E E E E E

q q
E

 





   

 


تطشن د بي صطرت های نامت اهت با هم تمهتب  طند تا بمر ت  ده در فطق مت شلبتي مدلکای

 طد هي ش ن مدلکا شز تأثتمشت د گمی رش نتز نشان ده د شز ر لي تأثتم نزش شبتدش ت. مشاهده مت

 .ه  دمعادلات ممتبي شول نطت پتموی مت

 مدل ویچرت -5 -4-الف

های بتان  ده در  ش هي تط ي مدلمع طلاً پلت مهای وشقعت در زمان رها ش، با  ک زمان رها

های ملکطلت در رها ش  مها های ميتلفت شز بيشططل طند. بلکي ن ت بت ت  د، رهافطق پتش

 طند؛ هي ش ن های با ططل بتشتم رها متتم و هطتاهتم نتلت  م عتم شز بيشهای  ادهه  د و بيشمت

مطابق  رش هي مدل و چمتمشکل، مک د تن  طد. بمشی رفع ش ن م جم بي تطز عت در زمان رها ش مت

 با د، رش پتش کاد همدند.دشرشی تعدشد ز ادی مدل ماهسطل مطشزی با  ک ف م مت (07 - کل )شلف 
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 [12]   و چمت  اتتک مدل   (07 -شلف)  کل

 های مطشزی.ک قس اتدر ش ن مدل، ت ش هل بمشبم ش ا با مج طع ت ش تک

همنش مدل و چمت در  -همنش ممبطط بي مدل ماهسطل، رشبطي ت ش -با ش تفاده شز رشبطي ت ش

 گمدد:ز م بتان مت بي صطرتفضای لاپلاس 

  (21-شلف)
( ) [ ]

( )

j

e j e
jj j

j

E s
s E

E
s
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 [62]   های ورقتئوری بررسي -پیوست ب

های تئطریهای شز نظم ضياما و تغتتم  کل، ب دی ورقطبقي پس شز بتان ،پتط ا در ش ن

 و 2ی شول مت دلتنتئطری تغتتم  کل بم ت ممتبي ،هلا تک( ورق) 0ميتلف ورق، شز تئطری هتم کف

های تغتتم در تئطری  طند.متها مطمح ردی( ورق) ی  طمدر نکا ا تئطری تغتتم  کل بم ت ممتبي

در تئطری هتم کف صمف ظم  ده، لحاظ  ده ش ا. با  هي ت عمضت کل بم ت، شثم تغتتم  کل بم 

های مطرد و بم مب ای فمضتات  ت  اتتکت مطمح  ده در تئطری 9های مجازیش تفاده شز شصل رابجا ت

 ی حاهم و  مش ي ممزی، بمشی ورق با ضياما  ک طشنا ش تيمشج  ده ش ا.مطالعي، معادلي

 ر شكلبندی ورق از نظر ضخامت و تغییطبقه -3 -ب

 نسبا  بم ش اسنطشص ن شت ورق، در مقا سي با شبعاد د گم، ع دتاً بي ضياما آن وشبستي ش ا. 

a/h هي a ی ورق و هطچکتم ن بعد صفحيh ی تطشن بي  ي د تيها رش متبا د، ورقضياما آن مت

 :عبارت د شزش ن  ي ب دی همد. ورق ضيتم، غشاء و ورق ناز  تقستم

 () های ضيتمورق -شلف

 () غشاءها -ب

 () ناز  هایورق -ج

 هاورق بررسي رفتار هایمروری بر تئوری  -2 -ب

 تطشن بي دو د تي تقستم همد: های ورق دوبعدی رش متتئطری

 در آن شز شثم تغتتم  کل بم ت عمضت صمف ظم  ده ش ا. هي تئطری ورق هلا تک -0

 تم  کل بم ت ورق.های تغتتئطری -2

                                                 
1. Kirchhoff 

2. Mindlin 
3. Virtual  Displacements, 
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( بمشی حالا ن ش نالص، بم مب ای متدشن رابجا ت ز م CPT) هتم کف() تئطری ورق هلا تک

 با د:مت

  (0-ب)

0

0

0

( , , )

( , , )

( , , ) ( , )

w
u x y z z

x

w
v x y z z

y

w x y z w x y


 




 





 

 ی متانتنتز صفحي w0 و (x,y,z) های رابجا ت در رش تایتتب مؤلفيبي تم (u,v,w) هي در آن

ی طر دلالا بم آن دشرد هي ني مستقتم ع طد بم صفحيبا  د. متدشن رابجا ت ميه( متz=0 ع ت )

xyماند. در فمض هتم کف هم دو شثم بمش عمضت و ، پس شز تغتتم  کل، مستقتم و ع طد باقت مت

 شی، صمف ظم  ده ش ا.صفحي ع ت تغتتم  کل حاصل شز ن ش و هشتدگت درون ،نممال عمضت

تم ن آن، تئطری تغتتم  کل  اده هي دنهای تغتتم  کل بم ت ورطد دشر ک تعدشد شز تئطری

( معموف ش ا. ش ن 0350) ه چ تن بي تئطری ورق مت دلتن هي با د( متFSDT) ی شولبم ت ممتبي

 با د:تئطری بم مب ای متدشن رابجا ت ز م مت

  (2-ب)
0

( , , ) ( , )

( , , ) ( , )

( , , ) ( , )

x

y

u x y z z x y

v x y z z x y

w x y z w x y











 

با در نظم گمفتن  FSDTبا  د. مت yو  xبي تمتتب چمنش حطل محطرهای  و  هي در آن 

 ع ت همنش بم ت عمضت ثابا نسبا بي ميترات ) ششتغتتم  کل عمضت در فمضتات  ت  اتتکت

 هي  طندشی معمفت مت، فاهتطرهای ترحتح بم تFSDTرش تط عي بيشتده ش ا. در  CPTضياما(، 

-بد ا مت FSDTروشبي  ت  اتتکت شنتلاف بتن نتموی بم ت عمضت وشقعت و آنچي هي با ش تفاده شز 

رق نتز مش ي ممزی وه  د. هي ش ن پارشمتمها علاوه بم ه د ي  ازه، بي بارگيشری و  آ  د رش ترحتح مت

 با د.وشبستي مت

شی ت ش صفحي  کلشی در نظم گمفتي و شز ، حالا ت ش رش صفحيCPTو  FSDTدر هم دو تئطری 

 ش ا.  هاهش  افتي معادلي رفتاری ش تفاده  ده
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های بالاتم در بسي ممبطط بي مؤلفي شی ممتبيو بالاتم، شز چ در لي دو های ممتبيدر تئطری

ه  د هي شغلب ی بالاتم پارشمتمهای رد دی معمفت متهای ممتبي طد. تئطریرابجا ت ش تفاده مت

 گتمد:در نظم مت ز م بي صطرتدوم متدشن رابجا ت رش  با د. تئطری ممتبيآنکا مشکل متتعبتم فتز کت 

  (9-ب)

2

2

0

( , , ) ( , ) ( , )

( , , ) ( , ) ( , )

( , , ) ( , )

x x

y y

u x y z z x y z x y

v x y z z x y z x y

w x y z w x y

 

 

 

 



 

  طد:( نتز متدشن رابجا ت بي  کل ز م فمض متTSDT) 0ی  طم ردیدر تئطری ممتبي

  (8-ب)
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= 4/ (3h^2)  جا ت متدشن رابر تم. شول مت م قمشر دشدن آن، بي تئطری ممتبيبا د و با صفمت

های بم ت در  ططح و مقدشر صفم ت ش دوم همنش بم ت عمضت در رش تای ضياما با تغتتمشت ممتبي

در نتاز بي فاهتطر ترحتح بم ت ندشرد.  FSDT ،TSDTبا د. بمنلاف بالا و پا تن ورق، م طبق مت

نشان  های ميتلفي ورق شز د دگاه تئطریی شولتي و تغتتم  کل  افتي  ک لبه د ي، (0 - کل )ب 

 دشده  ده ش ا. 

شول شغلب  ک تطصتف با  ی محا باتت پا تن، تئطری ورق ممتبيعلاوه بم  ادگت ذشتت و هز  ي

-های طبتعت شرتعا ات( بمشی ورقفمهانس و مان د نتز، بار ه انش) های ع طمتدقا هافت شز پا .

های ع طمت شز ش ن روش بمشی تعتتن پا . شز ش ن روآورد. های ناز   ا ضيتم متط ي، فمشهم مت

رغم شفزش ش ز اد هز  ي محا باتت، دقا ، علتFSDTی  طم، نسبا بي  طد. تئطری ممتبيش تفاده مت

 دهد.نسبت رش بي متزشن ه ت شفزش ش مت

                                                 
1.  Reddy 
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 [62]  ف های ميتلی شولتي و تغتتم  کل  افتي  ک لبي ورق شز د دگاه تئطریه د ي (0 -ب)  کل

 ( CPT) کیرشهف( ورق) تئوری کلاسیک -1 -ب

 بمشبم ش ا با: (0-)ب  همنش نطت وشبستي بي متدشن رابجا ت معادلي

  (5-ب)
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 با  د.ش بم ت متهمن های ع طدی و همنش و  هي در آن 

 بمشی ورق هتم کف نتز بمشبم ش ا با: Uشنمژی همنشت مجازی 

  (6-ب)
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 ، ضياما ورق،  hی متانت ورق، محدوده ش غال  ده تط ي صفحي هي در آن 
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 (.(2 - کل )ب ) با  دم ان وشحد ططل مت ،  ،  و ت ش بم ت های ع طدی، ت ش

 

 [62]   ها در شل ان ورقنتموها و م ان (2 -ب)  کل

 با  د:ها نتز بي قمشر ز م متم ان

  (7-ب)
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-، شنمژی همنشت مجازی ممبطط بي همنشق هتم کف شز آنجا هي در تئطری ور

 های بم ت عمضت صفم ش ا.

 بمشبم ش ا با: q (x,y)شنمژی پتانستل مجازی نا ت شز بارگيشری عمضت 

0  (4-ب)
0( , )V q x y w dxdy 


   

د بي شی مطرطد با  د، شنمژی پتانستل مجازی آنکا نتز با های غتمصفم لبيشگم نتموها  ا مطم تم

 شصل رابجا ت مجازی: بم ش اس ی فطق شضافي  طد.معادلي
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δ  (3-ب) δU δV 0W     

 معادلي تعادل حاهم بم تئطری ورق هتم کف بمشبم ش ا با: ،و با ش تفاده شز آن

  (01-ب)
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همنش -ی ت شادليی ورق ش زوتموپتک با د و شز قانطن هط  پتموی ن ا د، معبا فمض ش  کي ماده

 بمشبم ش ا با:

  (00-ب)
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 : طدنتتجي متشنتگمشلگتمی شز روشبي در رش تای ضياما  و (7-)ب ش تفاده شز روشبي فطق و  با
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 هي در آن
3

212(1 )

Eh
D





 های ت شبا را گيشری م تجي  طد.متده مت،  فتت ن شت ورق نا

 : طدحاصل متکارمطنتک حاهم بم ن ش ورق  با ، معادلي(01-)ب  ( در معادلي(02-)ب معادلي )

  (09-ب)
4 4 4
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 (FSDT) اول تئوری تغییر شكل برشي مرتبه  -4 -ب

 های همنش نطت بمشبم ش ا با:مطلفي (2-)ب ن رابجا ت دشده  ده در معادلي ي بي متدشبا تطر
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0  (08-ب)
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,) هایه انططر هي وشضح ش ا، همنش ,xx yy xy   )با  د، در در رش تای ضياما ورق نطت مت

 شند.ثابا   ضتهای بم ت عمهي همنش حالت

 در آن: هي با ش تفاده شز شصل رابجا ت مجازی 

  (05-ب)
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) با معمفت
0 , ,x yw  ) ،ی ممبطط بي گتمی شز معادليشنتگمشل و های مجازیرابجا ت بي ع طشن

 ر تم:های مجازی متی رابجا تی ز م بمششصل رابجا ت مجازی، بي  ي معادلي

  (06-ب)
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 هي در آن:

  (07-ب)
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همنش بم ت عمضت در ضياما ورق ثابا در نظم گمفتي  ده ش ا،  ز آنجا هي در ش ن تئطریش

م ت های بهای بم ت عمضت نتز ثابا نطشه د بطد. ش ن مسئلي با ش ن حقتقا معموف هي ت شت ش

با د. ش ن شنتلاف بتن ه  د، در تضاد مت ک ت تغتتم مت بي صطرتعمضت در رش تای ضياما 

بت ت  ده تط ي تئطری های بم ت پتشهای بم ت عمضت و حالا ثابا ت شتغتتمشت  ک طی ت ش

با د. شما با ، در نطد تئطری قابل ترحتح ن تFSDTهای  ت  اتتکت ی شول، بي دلتل محدود اممتبي
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تطشن نتموهای  طد، متفاهتطر ترحتح بمش نامتده مت هي Ksدر  ک پارشمتم  (07-)ب  ضمب شنتگمشل

 بم ت رش ترحتح همد.

  (04-ب)
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، شز مساوی قمشر دشدن شنمژی Ksه د. فاهتطر ضم ب فطق  يتت بمش عمضت ورق رش شصلاح مت

های بم ت عمضت ، با شنمژی همنشت م تجي شز ت شFSDTهای بم ت عمضت شز ت شهمنشت نا ت 

  طد.بعدی، محا بي متبت ت  ده شز تئطری شلا تتستتي  يپتش

 ی ورق ش زوتموپتک با د و شز قانطن هط  پتموی ه د:با فمض ش  کي ماده

  (03-ب)
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 : طندصطرت ز م حاصل متمعادلات رفتاری بي 

  (21-ب)
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تطشن معادلات رش مت ،(06-)ب ( در معادلات تعادل (21-)ب  رشبطي) های ت شرا گيشری م تجي شز

 های رابجا ت بتان همد:بم حسب مطلفي
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 (TSDT) سوم شي مرتبهر شكل برتئوری تغیی  -5 -ب

 ر تم:، بي متدشن همنشت ز م مت(9-)ب در ش ن تئطری با ش تفاده شز متدشن رابجا ت 
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24 هي در آن / (3 )h  24 و / h . ازی،  ي معادلي ز م بمشی های مجشصل رابجا ته ک  يب

 : طندحاصل مت ي مؤلفي رابجا ت 

  (29-ب)
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 ه تم:هي در آن پارشمتمهای ز م رش معمفت مت

  (28-ب)
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 :آ دبرطرت ز م بد ا متمعادلات رفتاری ورق  در نکا ا 

  (25-ب)

2 2

0 0

2 2

2 22 2

0 0

2 2

2 2

0 0

2 2

2 22 2

0 0

2 2

4
( ) ( )

5 5

4
( ) ( )

35 28

4
( ) ( )

5 5

4
( ) ( )

35 28

1 4
( ) (

2 5

yx
xx

yx
xx

y x
yy

y x
yy

x
xy

w wD D
M

x y x y

w wh D h D
P

x y x y

w wD D
M

y x y x

w wh D h D
P

y x y x

D
M

y


 


 

 
 

 
 



  
   

   

  
   

   

   
   

   

   
   

   


 



2

0

22 2

0

0 0

3 3

0 0

2
)

5

1 4
( ) ( )

2 35 14

2 2
( ) ; ( )

3 3

( ) ; ( )
30 30

y

yx
xy

x x y y

x x y y

wD

x x y

wh D h D
P

y x x y

w whG hG
Q Q

x y

w wh G h G
R R

x y





 

 

 
 

   

  
   

    

 
   

 

 
   

   

 

 

 

 

 



 

  

 

 اي بر تئوري اغتشاشات و مسايل لايه مرزيمقدمه پيوست ج

 

028 

 و مسایل لایه مرزی ای بر تئوری اغتشاشاتقدمهم -پیوست ج

 مقدمه -3 -ج

ی شول نطت و ه گن، معادلات تعدشد محدودی شز معادلات د فمشنستل شز قبتل معادلات ممتبي

شی هي با ش تفاده شز ردش ازی متغتمها معادلات مشتق رز ت و ی بالاتم نطت با ضمش ب ثاباممتبي

بستي حل همد. شما بستاری شز مسا لت هي   کلتطشن در متقابل تبد ل بي دو حالا قبل با د، رش 

 طند،  امل مشکلاتت شز قبتل معادلات حاهم فتز کدشنان، مک د تن و ر اضتدشنان با آن مطشري مت

ه د. با  د، هي شز حل دقتق آنکا رلطگتمی مت مش ي ممزی غتمنطت مت و غتمنطت، ضمش ب متغتم

.  طدای عددی، تحلتلت و  ا تمهتبت شز هم دو روش تقم ب زده متهدر نتتجي حل با ش تفاده شز روش

دهد، ش ن های هامپتطتمی هي فقي عدد متمز ا دش تن  ک فممطل تقم بت بمشی حل، نسبا بي بمنامي

در متان  .آوردش ا هي فممطل شمکان بمر ت نقش متغتمها و پارشمتمهای ميتلف رش در حل فمشهم مت

ها  ا  می مجانبت(، هي تابعت شز پارشمتم) م ن روش، تئطری متقارن شغتشا اتهای تحلتلت، بکتتک تک

آ د، ش ن تئطری ت کا  ه انططر هي شز نام تئطری شغتشا ات بممت .با دمت ميترات هطچک  ا بزرگ

شی هي قمشر ش ا حل  طد، بي معادلي قابل حل نزد ک با د،  ا بي عبارت با د هي معادليوقتت مفتد مت

 (.[70] و  [69] ) ک شغتشاش شز آن با د د کم

های فممطلت  کمت دشرد هي شغلب در ا هار تمف د تئطری شغتشا ات بي ع طشن  ک مج طعي شز

ی شز مطشرد با مؤفقتا بکار رفتي ش ا، شما ربستاپي م ش ا. ش ن روش در ه د، ولت بي ندرت تطرتيمت

مطابق با تئطری شغتشا ات، حل هامل . [69]  بعضت شفمشد نتز آن رش بي علا دقا ز اد ر اضت، رد همدند

 طد. بتان مت -لی شومع طلاً دو ر لي -ی شول  ک  می شغتشا تمعادلي، با ش تفاده شز چ د ر لي

بي ها ت هي ها، نسبا بي بسيشگمچي ش ن  می م کن ش ا وشگمش  طد، بمشی بتان ه ت  ا هتفت پا .

 .[64]  با د طند، مفتدتم مت ک طشنا  ا مطلق ه گمش مت صطرت

 طد، هي پارشمتم مزبطر زرگ( بتان متهطچک  ا ب) بسطت  امل  ک پارشمتم بي صطرت می ميهطر 
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 طد. مر طعت معمفت مت بي صطرت طد،  ا ش  کي رکا رشحتت هار،  ا بططر طبتعت در معادلي ظاهم مت

  طد. علاوه بم ش ن بسي م کن ش ا بم حسب ميتراتنامتده مت 0چ تن بسطت شغتشا ات پارشمتم

 .[64]  نام د 2آن رش شغشا ات ميترات هم  ک شز بزرگ  ا هطچک( بتان  طد، هي در ش ن صطرت)

 [69]   ماهیت تئوری اغتشاشات -2 -ج

پمدشزد، ظاهم  د. ها متهي بي حمها  تاره  تئطری شغتشا ات بمشی شولتن بار در مکانتک   اوی،

بدون هتچ تلا ت  ها، مع طلاً های ر اضت ميتلفت رکا تطصتف ش ن حمهاان، روششز روزگار با ت

رکا بتان علل آن، مطرد ش تفاده قمشر گمفت د. پس شز بتان قانطن گمشنش نتطتن، شمکان بمر ت حمها 

بطرطد آمد. شگم فقي نطر تد و  ک  تاره رش در نظم بگتم م،  ها با ش تفاده شز قطشنتن فتز کت تاره

با د. با بتان با د. هي ش ن حل هاملاً م طبق بم حمها مشاهده  ده ن تبتضت مت بي صطرتها حم

تطشن حل ه  د، متمت 9در نتتجي حمها رش آ فتي و ه  دش  کي،  تارشت بم هم نتموهای راذبي وشرد مت

ی ميتلف هاشش، بي روشغتم شغتشا ت بد ا آمده رش شصلاح همد. تئطری شغشا ات، در مردشق شصلت

تقم ب شولتي در نظم گمفتي و  پس  بي ع طشنگمدد. در شصل شز حل غتم شرتعا ت شع ال ش ن شصلاح بممت

تم، دو ترحتح حل غتمشرتعا ت رش ترحتح همدند. بمشی حل دقتق ها، ی نتموهای بتن  تارهبا محا بي

دهد، هي  ک  می مت های متطشلت آن تشکتلرش در نظم گمفت د. مج طع حل غتمشرتعا ت و ترحتح

 .دهدمج طع رز ت تعدشد قابل قبطل شز آنکا، پا . تقم بت با دقا هافت مت

ی هاربمد تئطری شغتشا ات نتلت و تعتم شز علم مکانتک   اوی با ش  کي در عرم حاضم حطزه

رش،  ی قابل حلبا د. در ش ن گطني مسائل، شبتدش  يص  ک مسئليی شصلت مشابي متبا د، شما ش دهمت

 ک پا . تقم بت  بي ع طشن، در نظم گمفتي و حل آن رش 8ی غتمشرتعا ت  ا هاهش  افتيبي نام مسئلي

ی حاهم های هطچک، در معادليی ميهطر فقي در تممبا مسئلي هي تمی نتلت پتچتدهبمشی مسئلي

                                                 
1. Parameter Perturbation 

2. Coordinate Perturbation 

3. Perturb  

4. Reduced Problem  
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روی پا .  پتدرهای پته د.  پس بي دنبال  ک  می  امل ترحتحبا د، ش تفاده متمتفاوت مت

 ا نطعت شصلاح  ده شز  می تطشنت( شز )  می تطشنت بي صطرتش ن  می مع طلاً  هي رودتقم بت مت

-دهد هي ش تفاده فقي تعدشد محدودی شز ش ن تممبا د. در نکا ا نشان متپارشمتم هطچک شرتعا ت مت

 .آوردعت فمشهم متی وشقمع طلاً  ک  ا دو تمم(، حل تقم بت مفتدی رش بمشی مسئلي) های ترحتح

 [70]  اغتشاشات پارامتری -1 -ج

و  ی ر اضت تطشن با معادليرش مت بستاری شز مسائل فتز کت  امل تابع 

 مش ي ممزی  , 0B u   در آن  هيx ک پارشمتم ش ا. در  دشری و  ک متغتم مستقل ش کالم  ا بم 

مثلاً ) شیدقتق حل همد. با ش ن حال شگم  بي صطرتتطشن ش ن مسئلي رش حالا هلت ن ت

دقتق حل همد، ما بي دنبال  بي صطرت( ورطد دش تي با د هي بمشی آن، مسئلي فطق رش بتطشن 

 هستتم.  ع ت: حلت بي  کل تطشنت شز 

  (0-ج)
2

0 1 2( ; ) ( ) ( ) ( ) ...u x u x u x u x       

با د. در شدشمي با را گز  ت بسي مت حل مسئلي بمشی  و  مستقل شز  هي در آن 

-بم حسب تطشن، ضمش ب رش و بسي آنکا بم حسب  و  فطق در معادلات 

با د  بمقمشر با د، هم ضم ب  ه تم. شز آنجا هي ش ن معادلي با د بمشی ت ام مقاد م ممتب مت های 

ی با  د. شلبتي ش ن معادليمستقل نطت مت های ميتلف بططر ردشگاني بي صفم متل ه د، ز مش تطشلت

بي تطشن آن رش با مطفقتا حل همد. ش ن مسئلي، تم بطده و متی شولتي  اده، شز معادلي ب حاهم بم ضمش

 . طدن طني، در حل معادلات ربمی نشان دشده مت ع طشن

 سری مجانبي -4 -ج

 در حالا هلت  می
0

n

n
n

a







  طدمت می مجانبت گفتي با د، مت مستقل شز  هي در آن : 

  (2-ج)
0

( ) 0n

n
n

a
f as 
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 شگم و ت کا شگم:

  (9-ج)
0

1
( ) ( )

N
n

n N
n

a
f O as 

 

    

 ز م بازنط ست همد: بي صطرتتطشن ی فطق رش متمعادلي

  (8-ج)
1

0

1
( ) ( )

N
n N

n N N
n

a a
f O as 

  





     

 ز م بازنط ست همد: بي صطرتتطشن رش مت (2-)ج ی فطق، با تطري بي معادلي

  (5-ج)
1

0

1
( ) ( )

N
n

n N
n

a
f O

 





   

ش تفاده شز  می مجانبت بم ش ن حقتقا ش تطشر ش ا هي نطای ش جاد  ده در شثم قطع  می، هم 

ش ن نطا بي  معا بي صفم متل  وقتت  شز ش ن رو و با دی حيف  ده متتبي با شولتن ر ليمم

ه تم با شضافي همدن تعدشد رش  ک مقدشر بزرگ در نظم گمفتي و تلاش مت ه د. در ع ل مع طلاً مت

شی ورطد نطشهد دش ا هي بعد شز ر لات، مقدشر نطا رش هاهش دهتم. شما شگم  می وشگمش با د، نقطي

ب ابمش ن بمشی  ک مقدشر مفموض   ابد.آن با شضافي همدن تعدشد ر لات، مطابق مقدشر نطا شفزش ش مت

ندرت بتش ي دهد. بي هم حال در ع ل بورطد دشرد هي ه تم ن نطا رش مت Nدشر بکت ي بمشی ،  ک مق

 .[64]  نگمشنت شز بابا وشگمش ت  می ورطد ندشرد شز ش ن رو و  طدشز  ک  ا دو تمم در بسي آورده مت

 [64]  ( معادله مرتبه دوم) حل معادلات جبری -5 -ج

 ک  می مجانبت  امل  بي صطرتحل  ،در حل تقم بت معادلات ربمی وشبستي بي پارشمتم هطچک

شی رش شغتشا ات پارشمتمی . شلبتي ه انططر هي گفتي  د، چ تن  می طدپارشمتمهای هطچک بتان مت

 :گتمندقمشر متمطالعي ز م مطرد  ي حالا هلت روش، معادلات در ش ن نام د. رکا تشم ح 

 های معادلير شي هدف  افتن :حل معادله جبری با استفاده از سری یكنواخت -حالت اول

2x (3 2)x 2 0     بي صطرتمعادلي  با د، وقتت . با دمت x
2
-3x+2=0 طد. تبد ل مت 

با د. ی دوم غتمشغتشا ت متی شول شغتشا ت و معادليبا  د. معادليمت 2و0های آن هي ر شي
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 2بي   ا  0رود ر شي بي آرشمت شز ه گامتکي شپستلطن پارشمتم هطچک شما محدودی ش ا، شنتظار مت

. در ش ن مسألي ش ا حل  کل  می ، تعتتنم حمف  طد. شولتن قدم بمشی تعتتن  ک حل تقم بت

 : طدگمفتي مت ز م در نظم بي صطرتر شي 

  (6-ج)
2

0 1 2 ...x x x x      

 با د:ز م مت بي صطرتبا د. نتتجي حاهم مت مل را گز  ت حل مفموض در معادلي ا ممحلي بعد

  (7-ج)
2 2 2

0 1 2 0 1 2( ...) (3 2 )( ...) 2 0x x x x x x                 

های مشابي های ربمی مقدماتت رکا تعتتن ضمش ب تطشنی  طم  امل بمنت شز ع لتاتممحلي

 : طدنتتجي مت ،های مشابي شپستلطنتطشن بم ش اس ازی با د. در نتتجي با ممتبشپستلطن مت

  (4-ج)
2 2 2

0 0 0 1 1 0 0 2 1 2 1( 3 2) (2 3 2 1) (2 3 2 ) 0x x x x x x x x x x x             

. شز مساوی صفم  طددشده مت در ممحلي چکارم ضمش ب هم  ک شز تطشنکای شپستلطن بمشبم صفم قمشر

 : طندحاصل متی قمشر دشدن ضمش ب شردرهای صفم،  ک و دو،  ي معادلي

  (3-ج)

0 2

0 0

1

0 1 1 0

2 2

0 2 1 2 1

: 3 2 0

: 2 3 2 1 0

: 2 3 2 0

x x

x x x x

x x x x x







  

   

   

 

بمشی حل مسئلي ه طشره شز شردری ) طند متی فطق بي تمتتب حل ليی پ جم،  ي معاددر ممحلي

. ر لاتت هي بتشتم ن تأثتم شر دشرند، ر لات ه  دهي بتشتم ن تأثتم رش در حل مسألي دشرد،  موع مت

-را گز ن مت شولتي های بد ا آمده شز ممحلي فطق در  میی آنم، پا .در ممحلي. گط  د( 0غالب

 ز م نطشه د  د: بي صطرتهای معادلي . ب ابمش ن در نکا ا پا . طند

  (01-ج)

2

2

1 3 ...

2 3 3 ...

x

x

 

 

   

   
 

 معادليدر ش  جا هدف  :حل معادله جبری با استفاده از سری غیریكنواخت -حالت دوم

( 1)( )x x x     معادلي بي ، هي  . ه گامتبا دمت( 1)( ) 0x x    هي  طدتبد ل مت 

                                                 
1. Dominant Terms 
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در نظم  (6-)ج معادلي  بي صطرتدر ش  جا نتز حل  ،با  د. مان د حالا شولمت و  0های آن ر شي

و در   ازی معادلي بم حسب تطشنکای شز را گز  ت، ممتب پس قبل، بي حالااشم . دقتقاً طدگمفتي مت

 . طندحاصل مت ي معادلي ز م  ،نکا ا صفم قمشر دشدن ضمش ب شردرهای ميتلف

  (00-ج)

0

0 0

1

0 1 0

2 2

0 2 1 1

: ( 1)( ) 0

: (2 1 ) 0

: (2 1 ) 0

x x

x x x

x x x x

 

 

 

  

   

    

 

 آ د. بد ا مت x0بمشی  و  0شز حل معادلي شول، مقاد م 

 آ د:تبي  کل ز م در م x، پا . هلت بمشی x0=1های بعدی و بمشی شز حل معادلي

  (02-ج)
2

3
1 ...

1 (1 )
x

  

 
   

   

 :=x0ه چ تن بمشی 

  (09-ج)
2

3
...

1 (1 )
x

  


 
   

   

با  د.  ا بي عبارت های فطق وشگمش مت می ،هي   طد، ه گامته انططر هي مشاهده مت

ی هاهش  افتي بي  طند، ز مش مقاد م ترحتح پا . معادليغتم ک طشنا( مت) 0ها  کستيد گم  می

 طد. بلکي هم  0، دقتقأ بمشبم ه د. در وشقع بمشی  کستي  دن  می، نتاز نتسا هي نکا ا متل متبت

ی صفم  طند، بسي ی ممتبيی دوم و مان د ش ن، هم شردر با ر ليی شول، ممتبيهای ممتبيوقا ر لي

 ی صفم، هطچک نيطشهد بطد. ی ممتبيترحتح ر ليشی روش، فمض پا ي طد. ز مش بم نلاف  کستي مت

با د.  می  ک طشنا م ا ب ن ت هي آ د هي بمشی حالتتگفتي  د چ تن بممت شز آنچي

 : طدگمفتي متغتم ک طشنا ز م در نظم  بي صطرتب ابمش ن حل رش 

  (08-ج)
2

0 1 2

v vx x x x     

، بسي فطق بي  کل ز م تبد ل و با را گيشری شول بسي فطق  با در نظم گمفتن دو ر لي

                                                 
1.  Break Down 
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  طد:مت

  (05-ج)
11 vx x   

 : طدنتتجي متشولتي  شز را گيشری پا . فطق در معادلي

  (06-ج)
2 2 1

1 1 ε 0v vx x      

 آ د.بد ا مت 1.5بمشبم   با تطري رفتار شغتشا ت پا .، و با ش تفاده شز بالانس ر لات غالب

آ د. در نتتجي پا . معادلي، بمشی بد ا مت ، مقدشر با بمشبم صفم قمشر دشدن ضم ب 

 با د:ز م مت بي صطرت، شطمشف 

  (07-ج)
1/21x i   

2معادلي  :معادله اغتشاشي تكین -حالت سوم 1 0xx    در آن پارشمتم هطچک در  هي رش

 گط  د.  0شغتشا ت تکتن رش معادلي ضمب  ده ش ا بزرگتم ن تطشن 

2 ک طشنا  صطرتمان د دو حالا قبل، با در نظم گمفتن پا . بي 

0 1 2 ...x x x x     ،

 ر تم:را گيشری در معادلي و بمشبم صفم قمشر دشدن ضمش ب، بي دو معادلي ز م مت

  (04-ج)
0

2

1 0

1 0

0

x

x x

 

   

 آ د:ز م بد ا مت بي صطرتفطق،  ک ر شي  شز حل دو معادلي

1  (03-ج) ...x    
 

 : طدگمفتي متی دوم، پا يت بي  کل ز م در نظم حال بمشی تعتتن ر شي

0  (21-ج) 1

1
( )

v
x y y


    

ی معادلي و بالانس ر لات ه گن، ر شي ی شول پا . فطق، شز را گيشری دربا در نظم گمفتن ر لي

 آ د:دوم معادلي بي  کل ز م بد ا مت

                                                 
1.  Singular Perturbation Problem 
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1  (20-ج)
x


   

 ی تئطری شغتشا ات ش ن ش ا هي:شز ر لي نکات قابل تطري درباره

شند، های دوم و  طم( در نظم گمفتي  دهبي نرطص در حالا) ها ت هي بمشی حل معادليصطرت -0

 با د.ها متکل پا . دقتق معادليبا تطري بي  

 حل دقتق(، تطشفق نطبت دشرد. ) نتا ج بد ا آمده شز حل تئطری شغتشا ات با نتا ج تحلتلت -2

 [64]   مسائل لایه مرزی -6 -ج

ها، هطچک در پا . () در مسائلت هي تاه طن در ش ن پتط ا بمر ت  د، شثم پارشمتم شغتشا ت

بي  هاهمد. در نتتجي دشم ي  ا فاز پا .بطد. ولت با گي ا زمان ططلانت، ش ن شثم حالا تمشه ت پتدش مت

شما در  .بتان ه تم 0های زمانت ه دتطشنستتم آنکا رش با مقتاسمت و همدآرشمت نسبا بي زمان تغتتم مت

( شثم 2بار ک) شی هطچکهي در آنکا، شغتشاش در ناحتي  طدگمفتي متش ن قس ا مسائلت رش در نظم 

در ش ن د تي مسائل،  کيبي علا ش   با د.تغتتمشت متغتمهای وشبستي در آن نتلت ز اد مت و همده

حطزه   طد، نتلت شوقات، ش ن نطشحت بار ک بي ممزهایدر بزرگتم ن ممتبي مشتق ضمب مت پارشمتم

در مکانتک  9های مسائل لا ي ممزی طند. شز ش ن رو، ش ن د تي مسائل بي ناممطرد بمر ت مترل مت

  انتي  ،در هاربمدهای شلکتم کت 5در مکانتک رامدشت و مسائل پط تي 8شی تالات، مسا ل لا ي لبي

در ناحتي مطرد  غتم، م عت شز  ک متمسائل فتز کت بستاری ورطد دشرند هي در آن، تغتتمشت   طند.مت

در مکانتک  6شفتد، لا ي  ط ناحتي بار کت رش هي ش ن تغتتمشت در آن شتفاق مت و شفتدبمر ت شتفاق مت

نام د. در ر اضتات مت 4ني  ا  طح ش تطهس و در مکانتک هطشنتطم 7رامدشت و  تالات، نقطي شنتقال

                                                 
1. Slow Time Scale 

2. Narrow Region 

3. BoundaryLayer 

4. Edge Layer 

5. Skin Layer 

6. Shock Layer 

7. Transition Point 

8. Stokes Line and Surface 
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بزرگ ) ان همد، شما بي ه ک مقتاس  م عتطشن با متغتم ه د بتدر ش ن نطشحت، تغتتمشت  م ع رش ن ت

 با د.پي م متش ن هار شمکان 0 ده  ا هشتده  ده(

، روش بسي MAEهای متعددی بمشی حل مسائل لا ي ممزی ورطد دشرند، شز ر لي: روش روش

 بي شنترار MAE و multiple scaleهای روش پتط ا در ش ن هي و .... multiple scale، 2ممهب

 د.ن طتتطضتح دشده م

با د، بي طمح و ضمورت بمر ت حل دقتق آن نتز رکا مقا سي مطرطد مت هي با  ک مثال  اده

  طد.ش ن د تي مسائل پمدشنتي مت

 یک مثال سادهبررسي  3 -6-ج

 گتم م:در نظم متبا  مش ي ممزی ممبططي مسئلي مقدشر ممزی  اده ز م رش 

  (22-ج)
2 2(1 ) (1 ) 0

(0) , (1)

y y y

y y

  

 

     

   

 طد، معادلي و  مش ي با د. ه چ تن فمض متبعد هطچک متپارشمتم مثبا بت ک  هي در آن

 بعد هست د.ممزی بت

 با تم:متتقم بت بي ع طشن پا .  ،ز م صطرت موع، دنبال  ک  می پتشمو بي  مشیب

0  (29-ج) 1( ; ) ( ) ( ) ...Oy x y x y x     

 شصلت و  مش ي ممزی آن را گيشری همدهش ن حل رش در معادلي نام د. حل فطق رش حل ناررت مت

 : طدنتتجي مت، بمشی هم شردر های  کسان پس با بمشبم قمشر دشدن ضمش ب تطشن و

0  (28-ج) 0

0 0

0

(0) , (1)

y y

y y 

  

   

  (25-ج)
1 1 0

1 1(0) 0 , (1) 0

y y y

y y

   

   

 با د، بمشبم ش ا با:مت 0متبي ک معادلي م هي (28-)ج پا . معادلي 

                                                 
1. Magnified or Strtched Scale 

2. Composite Expansion Method 
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0  (26-ج) 0

xy c e  

 مط ممزی   ک فقي بي رشبطي فطق در حالت هيبا د، دشرشی دو  مط ممزی مت (28-)ج معادلي 

ب ابمش ن نتاز دشرد.
0y ي رزء در  مش ي ناص شنطباق(. ب) تطشند هم دو  مط ممزی رش شرضا ن ا دن ت

 دهد: ع ت شع ال هم  مط ممزی،  ک پا . ميتلف مت

  (27-ج)
00(0) : xey y    

00  (24-ج)

1(1) : xyy e  
 

با د. پس در با هم متفاوت مت هي  طدب ابمش ن بي شزشی هم  مط  ک مقدشر بمشی ثابا حاصل مت

آ د در ش  جا پتش مت د دور شندشنتي  طد. شما  ؤشلت هيبا  و  طدهم صطرت  ک  مط ممزی شرضا ن ت

های فتز کت ؟ پا . ش ن  ؤشل با ش تفاده شز بحثهدشم  مط ممزی با د دور شندشنتي  طد ش ن ش ا هي

در ز م آمده ش ا. ه انططر هي بعدشً نشان دشده نطشهد  د، همگاه  هي  طد ا ر اضت دشده مت

 مثبا با د،  مط ممزی   ا چپ با د دور شندشنتي  طد. (22-)ج  در معادليyضم ب

 با د: م متز بي صطرت (25-)ج شز آنجا حل معادلي و بطده (24-)ج ، ه ان معادلي 0yب ابمش ن پا .

1  (23-ج) 1

1x xy c e xe    

دوباره با دور شندشنتن  مط ممزی  هي در ش  جا نتز باز ه ان مشکل تعدد  مش ي ممزی ورطد دشرد

 ز م نطشهد  د: بي صطرت 1yچپ،

1  (91-ج)

1(1 ) xy x e    

 آ د:ز م در مت بي صطرت حل ناررت() ب ابمش ن پا . هلت

  (90-ج)
1 1(1 ) ...O x xy e x e       

1)هي در مبدأ دشرشی مقدشر )e  (0)) با مقدشر وشقعت هي ش اy رکا  با د.( متفاوت مت

 دهتم.مشيص  دن ر شي ش ن غتم ک طشنتت پا . رش با حل دقتق مطرد مقا سي قمشر مت

sxyبا را گيشری  e  ز م بد ا  بي صطرت، با تطري بي  مش ي ممزی، حل دقتق آن (22-)ج در

 آ د:مت
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  (92-ج)
[(1/ ) 1] (1 ) (1 ) [(1/ ) 1]

(1 ) [(1/ ) 1]

x x

e
e e e e

y
e e

   

 

          

   

        
  

، حل تقم بت ناررت، بي شزشی مقاد م هطچک دهد هيل ناررت و حل دقتق نشان متمقا سي ح

ش ن مطلب رش  (0 - کل )ج با د. لا ي ممزی(، بم حل دقتق م طبق مت) نزد کت ممز چپبي رزء در 

 دهد:بکتم نشان مت

 

,0.01مقا سي بسي حل ناررت با حل دقتق بي شزشی  (0 -ج)  کل 1, 0      [64] 

 ه د. رکا شرضاء  مش ي ممزی،  م عاً تغتتم مت ، حل دقتق در مبدأ،(0 - کل )ج با تطري بي 

 ه د.رش بم شندشزه لا ي ممزی بتان مت هم شثم مقاد م ميتلف پارشمتم هطچک (2 - کل )ج 

 

,1متم شغتشا ت بم شندشزه لا ي ممزی بي شزشی شثم مقدشر پارش (2 -ج)  کل 0    [64] 

  طد.تم مت، لا ي ممزی بار ک، با شفزش ش مقدشر(2 - کل )ج با تطري بي 

تطشن بم حسب پا .  ک معادلي رش ن ت ر د هيان  ده در فطق، بي نظم متلب بتبا تطري بي مطا

 multiple scaleآل بمشی روش هي در ش ن حالا مسئلي،  ک مسئلي ش ده  ک مقتاس ت کا بتان همد

هست د،  معادلي غتمنطتدشرشی حاهمِ با د. با ورطد ش ن، بمشی مسائل غتمنطت، بيرطص آنکا ت مت
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 ش تفاده همد. MAEبا د شز  و با دروش  م رش ا ن تش تفاده ش ن 

 multiple scaleروش  2 -6-ج

( ; )y x   علاوه بمx و  بي تمهتب آنکا،  ع تx


ش ن، مسئلي رش  هي با دنتز وشبستي مت xو  

-)ج  ازد. رکا آ  ا ت با ش ن روش، بي حل معادليآل متش ده multiple scaleه شز روش بمشی ش تفاد

  طد.، با ش ن روش پمدشنتي مت(22

xدر ش  جا 



  0 و متغتم دشنلت بي ع طشنرشx x تم. با ه رش متغتم ناررت معمفت مت

 : طدنتتجي مت، (22-)ج  را گيشری ش ن متغتمها در معادلي

  (99-ج)

2 2 2
2 2

2 2

0 0 0

1 2 1
(1 )( ) (1 ) 0

y y y y y
y

x x x
  

    

    
       

       

0بسي  ک طشنا بي صطرتبا در نظم گمفتن پا . معادلي فطق  0 1 0( , ) ( , ) ...y y x y x    ، 

 : طدنتتجي مت

  (98-ج)
2

0 0 0

2
( ) : 0

y y
O 

 

 
 

   

  (95-ج)

22
1 0 01 1

02

0 0

2
( ) :

y yy y
O y

x x


  

  
    

      

 با د:ز م مت بي صطرت (98-)ج  حل معادلي

0  (96-ج) 0 0( ) ( )y A x B x e    

 : طدنتتجي مت (95-)ج  با قمشر دشدن، حل فطق در معادلي

  (97-ج)
2

1 1

2
( ) ( )

y y
A A B B e 

 

 
      

   

 بمشبم ش ا با: (94-)ج حل نرطصت معادلي با د. ب متدر آن علاما پم م نشاني مشتق ضمش هي

1  (94-ج) ( ) ( )py A A B B e
         

در  1yشز آنجا 0نتلت بزرگتم شزy با د، شز ش ن رو بمشی  ک بسي  ک طشنا، ضمش بمت 
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eو
  طدنتتجي مت ،ضمش ببمشی با د صفم با  د. ب ابمش ن : 

  (93-ج)
0

0

A A

B B

  

    

0بي صطرتهي شز حل ش ن دو معادلي د فمشنستل، ضمش ب  0,
x x

A ae B be


  طند.حاصل مت  

تبد ل بي متغتم شصلت،  پس را گيشری حاصل در  و (96-)ج پس شز را گيشری ضمش ب فطق در

 : طدنتتجي متحل هلت، 

  (81-ج)
(1/ ) 1

...xy ae be
  

    

 :(22-)ج  با شع ال  مش ي ممزی

1  (80-ج) (1/ ) 1

a b

ae be




   

 

   

/1)با حيف ر لي هطچک )
e

 حل دو معادلي فطق،  و,a e b e     با  آ  د.بد ا مت

 ، بمشبم ش ا با:(22-)ج  تطري بي ش ن ضمش ب، حل هلت بسي ممتبي شول معادلي

1  (82-ج) ( / )
( ) ...x x x

y e e e
    

     

 

yمقا سي بسي حل  (9 -ج)  کل
m (multiple scale) 0.1ي شزشی با حل دقتق ب, 1, 0      [64] 

 با د.طبق مت با حل دقتق، م multiple scaleدهد، در شهثم نقاط حل نشان مت (9 - کل )ج 

  MAEروش حل  1 -6-ج

اً بم حسب  ک بسي و  ک مقتاس قابل حل تقم بت لزوم ش ن ش ا هي MAEش ده شصلت در روش 

شی ناص، همهدشم در ناحتي هي با د، بلکي حل مسئلي  امل دو  ا چ د بسي و مقتاس ش ابتان ن ت
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ها ت ام حطزه مطرد بمر ت رش شولاً، بسي شی شنتياب  طند هيبا د بي گطني هابا  د. ش ن مقتاسمعتبم مت

 دش تي با  د. 0ناحتي مشتم () ه پط انت های نطشحت مجاور، امل  طند. ثانتاً، حل

  طد.در ش  جا با حل چ د مثال، بي  مح ش ن روش پمدشنتي مت

0گتم م. وقتترش در نظم مت (22-)ج  معادلي  0بي صطرت، معادليy y   ابدهاهش مت  

تطشند هم دو  مط ممزی رش شرضا ن ا د. در نتتجي  کت شز  مش ي ممزی با د ن ت و بطده ممتبي شول هي

 با دلا ي ممزی در مبدأ مت با تطري بي حل دقتق، در افتتم هي(، 0 -6-ج ) دور شندشنتي  طند. در بيش

دهای مع طلت، ش ن ه تشي م کن نتسا. !(، بمشی هاربم) شلبتي بي علا عدم د تم ت بي حل دقتق هي

های تطشن شز بحثدر بستاری شز مطشرد، متبا تم. ب ابمش ن ما نتازم د تعتتن مطقعتا لا ي ممزی مت

بعلاوه در دو بيش قبل، بي ه ک حل   طد.مت دشده تحتطضدر شدشمي بتشتم  هي فتز کت ش تفاده همد

xدقتق، متغتم





 
در ش ن قس ا چگطنگت شنتياب  هي متغتم دشنلت در نظم گمفتي بطد م ي ع طشنبرش 

  طد.ش ن متغتم، در حالا هلت تشم ح مت

آن، در  کت شز  دو شنتکا ورطد دشرد.  پس، با  هي ه تمرکا تعتتن مطقعتا لا ي ممزی، فمض مت

فمض  هي قابل شنطباق بطدندهای ه سا ي ه تم. شگم بسيتطري بي آن،  ک ر لي بسيِ حل رش تعتتن مت

 با د.ما در ا، وشگمني لا ي ممزی در شنتکای د گم مت

y(1) رو  نش شز و ه تمدر ش  جا، لا ي ممزی رش در   ا رش ا فمض مت   با د دور شندشنتي

صطرتشی بي  طد.  پس، دنبال حل ناررت
0( ; ) ( ) ...Oy x y x   گيشری ش ن حل با تم. با را مت

  طد.ز م حاصل مت بي صطرتبا تطري بي  مط ممزی   ا چپ، حل ناررت  و (22-)ج  در معادلي

O...  (89-ج) xy e    

تم( گستمده) رش بزرگتم x=1، ه سا گت لازم ش ابمشی بمر ت رفتار حل در لا ي ممزی فمضت، 

ش ا،  x<1هي در آن  xنزد ک  x-1[ ش ا، ما  ک بازه هطچک 1،0ه مطرد بمر ت ]ه تم. شز آنجا هي باز

                                                 
1. Overlap  
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1بي صطرتب ابمش ن پارشمتم  م ع رش  ه تم.رش بزرگ مت x




 در آن هي ه تمتعم ف مت  با د

در حالا هلت،  ک مقدشر و نامعطم ش ا متم  م ع با د. مقدشر ک پارشبزرگتم شز صفم با د، تا 

1م بي هم حال، با تغتتم متغت قتا ت ش ا و شز با د شز طم ق تحلتل تعتتن  طد. x




ج  ، معادلي(-

  طد:، بي معادلي ز م تبد ل مت(22

  (88-ج)
2

2 2

2

1 2 (1 ) (1 ) 0
d y dy

y
d d

    
 

       

0وقتت هي  با ثابا نگي دش تن  ،با  د:ز م مت بي صطرت، ر لات غالب معادلي فطق 

  (85-ج)
2

2

1 2 ... 0
d y dy

y
d d

  
 

      

0 در (85-)ج   کل حدی معادلي  بي مقدشر ، :1 بستگت دشرد.  ي شمکان ورطد دشرد   ،

1  1 و . 1شگم بي صطرت (85-)ج ،  کل حدی معادلي 
2

2
0

id y

d
 پا . ع طمت  هي  طدمت

 آن بمشبم ش ا با:

0  (86-ج) 0

iy a b    

yبا د  مط ممزی (86-)ج فمض  د،  x=1شز آنجا هي لا ي ممزی در    رش درx=1 ( 0  )

 : طدنتتجي مت. ب ابمش ن بمشی حل دشنلت شرضا ن ا د

0  (87-ج)

iy b    

دش تي با  د. مشتم  های ، با د بيش(87-)ج  و دشنلت (89-)ج  های بد ا آمده ناررتحل

  طد:ز م ع ل مت بي صطرتمشتم ( دو حل، ) های ه پط انبمشی تعتتن بيش

بي با  (89-)ج  در نتتجي معادلي .ه تممترش را گز ن ، متغتم  م عxدر حل ناررت، بي رای  -0

 آ د:ز م در مت بي صطرتمتغتم رد د 

  (84-ج)
1O ey e

  
  

0، بسي تتلطر معادلي فطق حطل پارشمتم هطچکحال با فمض ثابا بطدن -2 نط ستم:، مت 
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  (83-ج)
1( )O iy e   

 گتم م. طد، فقي  ک ر لي شز بسي، رش در نظم متشز آنجا هي معادلي در ممتبي صفم بمر ت مت

 ه تم.رش را گز ن مت xغتم ، متدر حل دشنلت بي رای -9

  (51-ج)
0 (1 )i b x

y 



   

0ثابا، بسي تتلطر معادلي فطق، حطل xبا فمض  -8  ،طد:ز م مت بي صطرت  

  (50-ج)

0

0
0

0

( ) (1 )
0

Oi

if b

y b x
if b








 



 

) بي صطرتها، م طبق بطدن پا .  مط -5 ) ( )Oi ioy y طد.بتان مت  

1eهي  مط شنطباق، نتازم د آنساشرضای    با د. حال ش ن در حالا هلت بمقمشر ن ت هي

1شگم 0بي صطرت (85-)ج  ،  کل حدی معادلي
idy

d
 پا . آن هي  طدمت

0

iy aبا  با د.مت

0در تطري بي  مط ممزی  ، . بي صطرتپاiy  ه د، شرضای  مط شنطباق حکم مت آ د.در مت

1e   1پس فمض با د.در حالا هلت بمقمشر ن ت هي   ا.نتز بمشی ش ن حالا، ش تباه ش 

1شگم بي صطرت (85-)ج  ،  کل حدی معادلي
2

2
0

i id y dy

d d 
  پا . آن هي  طدمت 

0 0

iy a b e  0با د. با تطري بي  مط ممزی درمت  . بي صطرت، پا
0 0

iy b b e    در

0ثابا، بسي تتلطر آن حطل x، با فمض xبم حسب  iyپس شز بتان آ د.مت  :بمشبم ش ا با 

  (52-ج)
0

0 0

1
( )

0

( )

0

Oi
x

if b

y

b e if b








 
 

 

1رکا شرضای  مط شنطباق، با د

0 0,b e    با د.در حالا هلت صحتح ن ت هي با د 

لا ي ممزی با د در مبدأ  شز ش ن روبا د، ابمش ن، فمض ورطد لا ي ممزی در   ا رش ا صحتح ن تب 

. ب ابمش ن ما دنبال حل معتبم با د x=1بمشی ش  کي لا ي ممزی در مبدأ با د، حل ناررت با د در  با د.
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بي صطرتشی ناررت
0( ; ) ( ) ...Oy x y x   با  و (22-)ج  ر معادليبا تم. با را گيشری ش ن بسي دمت

  آ د:ز م در مت بي صطرت، حل ناررت x=1تطري بي  مش ي ممزی در 

1  (59-ج) ...O xy e    

xبمشی بمر ت ورطد لا ي ممزی در مبدأ، متغتم  م ع رش بي صطرت



 با تغتتم  ه تم.معمفت مت

  طد:، بي معادلي ز م تبد ل مت(22-)ج  ، معادليش ن متغتم

  (58-ج)
2

2 2

2

1 2 (1 ) (1 ) 0
d y dy

y
d d

    
 

       

0وقتت هي   ،بمشبم ش ا با، ر لات غالب معادلي فطق: 

  (55-ج)
2

2

1 2 0
d y dy

y
d d

  
 

     

0در (55-)ج   کل حدی معادليمشابي حالا قبل، در ش  جا نتز  بي مقدشر ، .بستگت دشرد 

1شگم بي صطرت (55-)ج  ،  کل حدی معادلي 
2

2
0

id y

d
 با تطري بي  پا . آن هي  طدمت

 :بمشبم ش ا با، x=0در  مط ممزی 

0  (56-ج)

iy b    

0iبي صطرت، xرکا شع ال  مط شنطباق، معادلي فطق رش بم حسب  b x
y 


 پس با  و نط تي x 

0ثابا حطل  ،دهتم:ز م بسي مت بي صطرت 

  (57-ج)

0

0
0

0

( )
0

Oi

if b

y b x
if b








 



 

 نط ستم: مت ، بسي پا . رش حطلنط تي و با فمض ثابا بطدن نتز بم حسب حل ناررت رش

)  (54-ج) ) ...O iy e   

0طلبد هي: ، مت(54-)ج و  (57-)ج شرضای  مط شنطباق روی 0,b e   با د.صحتح ن ت هي 

1حال شگم 0بي صطرت (85-)ج ،  کل حدی معادلي
idy

d
 پا . آن با تطري بي  هي  طدمت
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iyبي صطرتممزی،  مط   ه د، آ د. شرضای  مط شنطباق حکم متدر متe  صحتح  هي

1 با د. شگمن ت بي صطرت (85-)ج  ،  کل حدی معادلي
2

2
0

i id y dy

d d 
  آن با پا  هي  طدمت .

بي صطرتتطري بي  مط ممزی، 
0 0

iy b b e   آ د. پس شز بتاندر متiy  بم حسبx با فمض ،x 

0ثابا، بسي تتلطر آن حطل  :بمشبم ش ا با 

)0  (53-ج) )Oiy b   

0b مط شنطباق،  با تطري بي e   نتتجي متب ابمش ن بمشی تقم ب ممتبي شول،  .آ دبد ا مت-

 : طد

  (61-ج)

1

/

...

( ) ...

O x

i x

y e

y e e e 



  





 

     

ه چ تن  و شز آنجا هي  مش ي شنطباق بمقمشر  د، فمض ما در مطرد ورطد لا ي ممزی در مبدأ

xبي صطرتشنتياب متغتم  م ع 



1 مش ي با د.، در ا مت   1و  بياطم ش  کي عدد ،

1شز طمف د گم ه  د، نامعتن هست د.ناصت رش مشيص ن ت  0معتن بطده و مع طلاً حد ت ا ز 

  طد. طد. قابل ذهم ش ا، بزرگ  ا ت صحتح، ه تشي تط ي حد ت ا ز حاصل متنامتده مت

فقي بمشی لا ي ممزی معتبم  iyو بمشی هل ناحتي بي رزء بازه هطچک نزد ک مبدأ Oy،(61-)ج  در

در ض ن ش ن دو حل،  ک ناحتي مشتم  نتز دشرند. حال شگم بيطشهتم  ک حل ممهب دش تي  با  د.مت

  د شز رشبطي ز م ش تفاده ه تم:با تم، با

)  (60-ج) ) ( )C O Oi O i i Oiy y y y y y y       

 با د:ز م مت بي صطرت (22-)ج با تطري بي معادلي فطق، حل ممهب 

1  (62-ج) /( ) ...C x xy e e e         

                                                 
1. Distinguished Limit 
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yمقا سي حل ممهب روش  (8 -ج)  کل
C (MAE)  0.1با حل دقتق بي شزشی, 1, 0      [64] 

با د. بمشی حل دشنلت و ناررت قابل تفکتک مت هي ه د ک پا . ممهب ش جاد مت MAEروش 

 با د.ناپي م مت، تفکتکmultiple scsaleشما پا . روش 

 

با حل دقتق بي شزشی  multiple scaleو  MAEهای مقا سي حل روش (5 -ج)  کل

0.1, 1, 0      [64] 

 multipleو  MAEهای های دشنلت و ناررت روش، حل(62-)ج و  (82-)ج با تطري بي معادلات

scaleافت، تطشفق نطبت با هم دشرند. بعلاوه حضطر فاهتطر شضxe باعث تطشفق بکتم آن نسبا (82-)ج در ،

  د. شلبتي ش ن بدشن مع ا نتسا هيبانتز بتانگم ش ن مطلب مت (5 - کل )ج  ده ش ا هي  (62-)ج بي 

بمشی معادلات  multiple scaleش ا، ز مش هاربمد روش  MAEبالاتم شز روش  multiple scaleروش 

 با د.ش تطهس  مرش ا ن ت -رز ت مان د معادلي ناو مد فمشنستل غتمنطت، بيرطص معادلات مشتق
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Abstract 

In this research, the mathematical solution of the governing equations of a thin 

axially moving viscoelastic web under lateral pressure has been investigated. The web 

translates axially with a constant velocity between two pairs of rollers and it is subjected 

to a uniform tension at the both ends. The equations of motions, which are a system of 

partial differential equation, have been derived by using the Hamilton’s principle. The 

behavior of the viscoelastic web has been defined with a three-parameter Zener model 

in shear and elastic in bulk. The matched asymptotic expansion method (MAE) and 

Laplace transform has been applied to obtain the displacements in Laplace domain. 

These displacements have been transmitted to the time domain by using residual 

theorem. Based on this analytical solution, the composite solution of the system, the 

critical speeds and the natural frequencies, were determined for a given set of initial 

values. Finally, a parametric study has been performed to investigate the effects of 

various parameters such as thickness, viscoelastic properties, density and translating 

speed on the system response. 

 

Keywords: Axially Moving Viscoelastic Web, First-order Shear Deformation 

Theory, Hamilton’s Principle, Matched Asymptotic Expansion, Residual Theorem; 
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