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 مهندسی مکانیک و مکاترونیک دانشکده

 ی مهندسی مکانیکدر رشته ارشد کارشناسی نامهپایان

 

 :عنوان

ی هاورق کمانشپسکمانش ترمومکانیکی و 

 نانوکامپوزیتی تقویت شده با گرافن

 

  نگارنده:

 بهاره یخچیان طوسی

 

 : راهنما استاد

 علیرضا شاطرزاده دکتر

 

 

 1399بهمن 



 

 ب

 

 ام نامهپایان

 م اثر کوچک                                                  

 در روزگاری که دور ی فضیلت است                                                                                                                                                                               

 و سلامتی غنیمت                                                                                                                                                                                                                                                                                                                       

  شودمیتقدیم                                                                     

 ش  دادندکه جان بخشیدن و جان خوی  هاآنبه                                                                                                                                                                                                                                 

گان  سلامت                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                        به از جان گذشت

  مبه مادربزرگ                                                     

ی مسیر همراهم بود                                                                                                                                                     که در ابتدا

گاهم  هاو حال، از آسمان                                                                                                                                                                              کندمین
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 تشکر و قدردانی

 ای روح روشن الهی مرا تعلیم کن

 آلود است، به نور معرفت خویش روشن گردانچه را که در من  تاریک و مهآن

 چه را در من پست  و فرو افتاده است، تعالی بخشو آن

وندی را توجی  بیان آورم ،عت  ازلی پروردگار را مشی  ،تا من بتوانم در جان این سرود ه کنم و در دل مردمان کارهای خدا

 شیرین گردانم.

 جان میلتون

 

 

می های علسنجیپاس همراهی صمیمانه، نکتهاز جناب آقای دکتر علیرضا شاطرزاده استاد بزرگوارم، به

 تر، رفتار و برخورد نیکویشان کمال سپاس را دارم. و از همه مهم

 

 کنم.مت داوری این رساله را پذیرفتند صمیمانه تشکر میاز اساتیدگرامی که زح

 

همچنین از تمامی اساتید محترم دانشکده مکانیک دانشگاه صنعتی شاهرود که در این مدت افتخار 

 شاگردی ایشان را داشتم، سپاس گزارم. 

 

 یرفداکایت و ها حماسال رایبعزیزم و پدر ام، به مادر ترین همراهان زندگیبه مهربانخر را آسپاس 

 کنم.تقدیم می
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 سد؛گذرد و نسل دیگر از را ه مینسلی در می

 ماند...می اما زمین تا ابد پا برجا                                                                                                                            

 ؛ شودمی خورشید فرو و دمدچنان برمیخورشید هم

 که از آنجا بر دمیده است... شتابدبه همان سوی می                                                                                                                          

 ؛گرددمیو به جانب شمال باز  شودمیباد به سمت جنوب روانه 

 چرخد...پیوسته به گرد خویش می                                                                                                                                                                                                                                            

 ؛شودمیولیکن دریا پرن ریزند، ی رودها به دریا میهمه

 د.انکه از آنجا رهسپار گشته گردندبار به همان سو باز می رودها دیگر                                                                                                         

 کتاب جامعه عهدعتیق                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                          
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 تعهد نامه
 مهندسی مکانیک رشتهارشد دانشجوی دوره کارشناسی بهاره یخچیان طوسی اینجانب

مانش ک نامهپایان نویسنده شاهرود صنعتی دانشگاه مهندسی مکانیک و مکاترونیک دانشکده

 هنمائیرا تحت ی نانوکامپوزیتی تقویت شده با گرافنهاورق کمانشپسو  ترمومکانیکی

  شوم.می متعهد دکتر علیرضا شاطرزاده

 
 برخوردار است نامه توسط اینجانب انجام شده است و از صحّت و اصالتتحقیقات در این پایان . 

  ی محققان دیگر به مرجع مورد استفاده استناد شده استهاپژوهشدر استفاده از نتایج . 

 جا نامه تاکنون توسط خود یا فرد دیگری برای دریافت هیچ نوع مدرک یا امتیازی در هیچمطالب مندرج در پایان

  ارائه نشده است.

  صنعتی  دانشگاه»با نام  باشد و مقالات مستخرجکلیه حقوق معنوی این اثر متعلق به دانشگاه صنعتی شاهرود می

  به چاپ خواهد رسید.« Shahrood Universit of Technology»و یا « شاهرود

  اند در مقالات مستخرج از گذار بودهتأثیر نامه آمدن نتایح اصلی پایان دستبهحقوق معنوی تمام افرادی که در

  .گرددمیرعایت  نامهپایان

 ها( استفاده شده است ضوابط های آندر مواردی که از موجود زنده )یا بافت ،نامهپایان در کلیه مراحل انجام این

  و اصول اخلاقی رعایت شده است.

 نامه، در مواردی که به حوزه اطلاعات شخصی افراد دسترسی یافته یا استفاده شده در کلیه مراحل انجام این پایان

  است. است اصل رازداری، ضوابط و اصول اخلاق انسانی رعایت شده

 

 

 

 

 
 تاریخ                                                                                                                              

 امضای دانشجو                                                                                                                                            

 

 

 

 
 

 مالکیت نتایج و حق نشر
ها و تجهیزات ساخته شده است( افزارای، نرمهای رایانهکلیه حقوق معنوی این اثر و محصولات آن )مقالات مستخرج، کتاب، برنامه

 در تولیدات علمی مربوطه ذکر شود.نحو مقتضی . این مطلب باید بهباشدمیمتعلق به دانشگاه صنعتی شاهرود 

  .باشدمیبدون ذکر مرجع مجاز ننامه پایاناستفاده از اطلاعات و نتایج موجود در 
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 چکیده

از  عیاز صنا یاریدر بس یو حرارت یکیخواص مطلوب مکان لیبه دل هاکامپوزیتاستفاده از نانو امروزه

انش ، کمحاضر یمطالعهمنظور در  نیهمکرده است. به دایو ... گسترش پ ینظام ،یجمله هوافضا، پزشک

لیسیدیل گدی) کیزوتروپیا مریاز جنس پل یسیبا ماترتابعی  مدرّج یهاورق ترمومکانیکی کمانشپسو 

ده ش یبررسدر شرایط مرزی ساده و گیردار گرافن  هاینانوصفحهشده با  تیقوو تاتر بیسفنول اِی( 

 چندلایه یهاورق نیدر اهستند.  ایصفحهدرون تحت تغییرات دمای یکنواخت و نیروهای هاورقاست. 

 ه،یر لاه در کنندهتقویتگرافن  هاینانوصفحه یکسر وزن رییاست، و با تغ کسانی هالایهضخامت تمام 

 با هاورق. کندمی رییتغ یتینانوکامپوز یهاورقدر راستای ضخامت  هاکنندهتقویت ایلایه شینوع آرا

شده است. مدول  تیتقو U کنواختآرایش یو  O و X صورتبه هاکنندهتقویتتابعی  مدرجّ شآرای دو

 ،نیمچنهمحاسبه شده است،  یتسا-نیاصلاح شده هالپ کیکرومکانیاز مدل مبا استفاده ورق موثر  انگی

در نظر  منظوربه از قانون اختلاط استفاده شده است. هاکامپوزیتخواص معادل  نآورد دستبه یبرا

معادلات  .استگرفته شده کار به مرتبه اول یشکل برش رییتغ یتئور یجانب یبرشی هاکرنشگرفتن 

-معادلات ساختاری تنش کارمن،-ون جاییجابه-کرنش یرخطیروابط غگیری از حاکم بر ورق با بهره

 چریکودار لیفرانسعددی دی روش. اندشدهاستخراج با در نظر داشتن اثر حرارت و معادلات تعادل  کرنش

حاسبه م حاکم بر ورق، دستگاه معادلات دیفرانسیل با مشتقات جزئیبه همراه یک الگوی تکرار برای حل 

. است فاده شدهی و مکانیکی استحرارت کمانشپستعادل  ریمس نییو تع یبحران کمانشو بارهای  دماها

تأثیر  .شده است دییتأ مراحل طی شده، صحت و کارایی، دیگر منابعپژوهش حاضر با  جینتای سهیمقا با

رزی، شرایط م، کنندهتقویت گرافن هاینانوصفحه یوزن و درصد نسبت طول به ضخامتی، نسبت ابعاد

شده  یبررس هاورق کمانشپسو مسیر تعادل کمانش و بار مکانیکی  دمابر ورق نسبت طول به ضخامت 

منجر به بهبود مقاومت کمانشی  الزاماً هاکنندهتقویتتابعی  مدرّجتوزیع ، دهدمینشان  جینتا است.

کمانش  مقاومت ورق در برابر X صورتبهگرافن  هاینانوصفحهتابعی  مدرّج عیتوزدر  ،شودمین هاورق

مقاومت  O صورتبهگرافن  هاینانوصفحه عیتوزدر صورتی که در  یابدمیافزایش و مکانیکی حرارتی 

بار  نیبالاتر ترتیببه Oو  X ،U صورتبه کنندهتقویتبا آرایش  هاورق. شودمیکمتر  هاورقکمانشی 

 را دارا هستند. کمانش  یدما و کمانشمکانیکی 

 

 تئوری ،شکمانپس ،تابعی مدرجّمواد  چر،یکودار لیفرانسیروش د ،ترمومکانیکیکمانش  :کلیدی کلمات

 اول مرتبه یشکل برش رییتغ
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 مقدمه - 

عرفی به مها پرداخته شده است. سپس، و انواع آن هاکامپوزیتاولیه  ریفبیان تعبه ،ابتدادر این فصل 

 آنو انواع  ، کمانشم پایداریمفاهی، در ادامه. پرداخته شده استمتداول ساخت آن  هایروش گرافن و

 جاییجابهتئوری تغییر شکل برشی مرتبه اول و میدان  ،در نهایتشده است.  شرح داده هاسازهدر 

 شده است. تعریف حاصل از آن 

 هاکامپوزیت - 

که در آن هر یک از اجزا  هستند، مختلف)فاز( ماده  ندچ یا دو ترکیب حاصل مرکب مواد یا هاکامپوزیت

، و خواص ماده مرکب حاصل اده استمتفاوت بیش از پنج درصد ماده مرکب را تشکیل د یخواصبا 

 مواد کامپوزیتی یکاز دیدگاه ماکروسکوپیک، . [1]استمحسوس متفاوت از اجزای سازنده آن  طوربه

 ار خود شیمیایی و مشخصات فیزیکیآن  اجزاء کهاست مختلف  یماده چند یا دو از فیزیکی مخلوط

 دارند.  یکدیگر با مشخصی مرز و، کرده حفظ

 زمان در یگلکاه هایخشت مثال عنوانبه ،گرددمی باز دور هایزمان به هاکامپوزیت از استفاده

 از یهاینمونه وسطی قرون در متفاوت فلزی یهالایه از شده ساخته شمشیرهای و زره یا اسرائیلبنی

 چونهمهایی خصوصیتبهبود  به توجّهبا  هاکامپوزیت. امروزه نیز است گذشته در هاکامپوزیت کاربرد

 ای درهای گسترده... کاربرد و حرارتی رسانایی خوردگی، به مقاومت سفتی، مکانیکی، مقاومت وزن،

  .[2] صنایع مختلف دارند

 فاز. شوندمی تشکیل( 3رکننده)پ 2کنندهتقویت و (1)ماتریس زمینه اصلی قسمت دو از مرکب مواد

 احاطه شده است، زمینه توسط که را ناپیوسته شده توزیع فاز و زمینه، عنوانبه عموماً را پیوسته

معمول دارای چگالی، سفتی و استحکام کمتری نسبت به  طوربهنامند. زمینه می کنندهتقویت

ها برای کنندهتقویت .استکربن، سرامیک، شیشه، فلز و پلیمری از جنس  عموماًاست، و  کنندهتقویت

 ،هستند 4از جنس گرافیت، شیشه و کِولار معمولاً، و شوندمیاستحکام بخشیدن به ماده مرکب اضافه 

 .آلومینیوم، سیلیکون کاربید، سیلیکون نیترید و تیتانیوم نیز وجود داردیی از جنس هاکنندهتقویتاما 

 باشند.  ایصفحه و الیاف ای،ذره صورتبه توانندو می دارند گوناگونی هایشکل هاکنندهتقویتهمچنین، 

                                                 
1. Matrix 
2. Reinforcement 
3. Filler 
4. Kevlar 
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 انواع کامپوزیت - 1-2-1
بر اساس نوع  هاکامپوزیتست. ارائه شده ا هاکامپوزیتهای مختلفی برای بندیتا به امروز، تقسیم

نشان داده  1-1شکل در  هاکامپوزیت. تصویر این شوندمیبندی گروه تقسیم سهبه  شانکنندهتقویت

 شده است. 

 هایاندازه و شکل با هاکامپوزیت این در کنندهتقویتذرات  :1ذرات با شده تقویت یهاکامپوزیت الف(

 . هستند هاکامپوزیتمعروف این  هاینمونه از نئوپان و ن. بتاندشده پخش ماتریس در متفاوت

 ایشتهر صورتبه هاکامپوزیت از دسته این در هاکنندهتقویت الیاف: با شده تقویت یهاکامپوزیت ب(

 قطر بلند الیاف .شوندمیتقسیم  3بلند الیاف و 2کوتاه الیافبه دو دسته  ایرشتهی هاکنندهتقویت. است

 02/0 بین حدودی قطر کوتاه الیاف دارند. بالایی قطر به طول نسبت و میکرومتر 200 تا 3 بین حدودی

  دارند. 100 تا 5 بین قطر به طول نسبت و میکرومتر 100 تا

 سطحم یهاورق صورتبه هاکنندهتقویت ،هاکامپوزیت این در صفحه: با شده تقویت یهاکامپوزیت ج(

 لزیف یهاورقتقویت شده با  پلیمری زمینهی هاکامپوزیت :مثال عنوانبه .اندشده پراکنده ماتریس در

ا تقویت شده ب پلیمری زمینهی هاکامپوزیت، که حالی درهستند،  حرارت و الکتریسیته جریان هادی

  .[3] هستندالکتریکی  نارسانا و حرارت برابر در مقاومای ی شیشههاورق

 
 . [4] کنندهتقویتبر اساس نوع  هاکامپوزیتبندی طبقه -1-1شکل 

 
                                                 
1. Particles 
2. Whiskers fibers 
3. Continuous fibers 



 

4 

 

 : شوندمی گروه تقسیم به سهزمینه  یمادهجنس بر اساس  هاکامپوزیتبندی دیگر، در تقسیم

 1ی زمینه فلزیهاکامپوزیتالف( 

 2ی زمینه سرامیکیهاکامپوزیتب( 

 3ی زمینه پلیمریهاکامپوزیتج( 

  .[5] باشد پلیمر یا سرامیک فلز، جنس از دتوانمی کنندهتقویت فاز ایزمینه هر در

 اتر گلیسیدیلدی جنس از پلیمری زمینه یهاکامپوزیت از حاضر پژوهش در است، ذکرشایان 

 دلیل بهاست، و  رنگبی آلی ترکیب یک DGEBA است. شده فادهاست (DGEBA) 4ایِ بیسفنول

 در بالا پایداری بازی، و اسیدی هایمحیط در بالا مقاومت الکتریکی، عایق همچون مناسبی هایویژگی

 مختلف هایحوزه در وسیعی کاربردهای رطوبت و آب برابر در مقاومت و چقرمگی حرارتی،های محیط

  دارد. ... و سازی رنگ و چسب پوشش، و عایق ،سازی قالب ساخت جمله از صنایع

 هاکامپوزیتنانو - 1-2-2

 100 زا کمتر هاآن بعد یک حداقل که یی استهاکنندهتقویت و زمینه از ترکیبی که هاکامپوزیتنانو

 هستند، نانو مقیاس در هاکامپوزیتنانو در هاکنندهتقویت ابعاد که جاییآن از باشند. نانومتر

 یهاکامپوزیت در موجود هایکنشبرهم با مقایسه در هاکنندهتقویت و زمینه بین هایکنشبرهم

 متفاوتی. .. و نوریو  مکانیکی الکتریکی، هایویژگی ها،تفاوت همین واسطه به و هستند متفاوت معمولی

  .[6] هستیم شاهد هاکامپوزیتنانو در

 گرافن - 

 زا دوبعدی یهاورق گرافن است. چندبعدی گرافیتیو  کربنی مواد یخانواده عضو جدیدترین گرافن

 گرفتن ارقر هم کنار با گرافن هایهصفح .است زنبوری()لانه ضلعیشش پیکربندی یک در کربن هایاتم

 صفحه یک درداده شده است.  نشان 2-1شکل در ساختار بلوری گرافیت  شوند.می تشکیل کربن هایاتم

 زوایای و دارند قرار صفحه یک در پیوند سه این .رددا پیوند دیگر کربن اتم سه با کربن اتم هر گرافن،

 قرار وضعیتی در کربن هایاتم حالت این در است. درجه 120 برابر و مساوی یکدیگر با هاآن بین

-ربنک پیوند طول .کنندمی ایجاد آلایده حالت در را منتظم هایضلعی شش از ایشبکه که گیرندمی

  .[7] است نانومتر 142/0 حدود گرافن در کربن

                                                 
1. Metal matrix composite 
2. Ceramic matrix composite 
3. Polymer matrix composite 
4. Diglycidyl ether of bisphenol A (DGEBA) 
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  .[8] ساختار بلوری کریستال گرافیت -2-1شکل 

 گرافن تاریخچه - 1-3-1

 یقدق فیتعر .است شدهمی استفاده هاکامپوزیت انواع به اشاره برای اغلب گرافن اصطلاح گذشته در

 )نشانه 2اِن پسوند یک و گرافیت کلمه ترکیب از همکارانش، و 1بوهم توسط 1986 سال در ابتدا گرافن

  .ته اسشد بیان د،دار اشاره حلقه چند آروماتیک هایهیدروکربن به که باز( زنجیره با هیدروکربن وجود

با انتشار تعریف  3و کاربردی محضالمللی شیمی اتحادیه بین 1997 سال در بعد، سال 11 حدود

 امن به ایقضیه اما شد. شناخته رسمیت به گرافن کربن، هایاتم از یمسطح یلایه عنوانبهگرافن 

 یماده یک ساخت که داشت وجود کوانتمی هایمیدان ینظریه و آماری مکانیک در 4واگنر مرمین

 با هاسال طی در ،دلیل همین به ؛تدانسمی نظری یماده یک صرفا و پایدارنا ،ممکنرغی را دوبعدی

  .ه بودماند باقی ناشناخته همچنان بود، شده ساخته افرادی توسط ماده این کهاین وجود

 و 5گایم آندره رهبری به انگلستان منچستر دانشگاه هایفیزیکدان از گروه یک 2004 سال در

 دتوانمین واگنر مرمین یقضیه که دادند نشان ،گرافن ثباتیبی یفرضیه تغییر با 6نووسلفه کنستانتین

ساخت گرافن دوبعدی  موفق به 2010 سال در دانشمند دو، این نهایت دراما  باشد. درست کامل طوربه

ی ینهمدر ز زیادی المللیبین مطالعات گرافن کشف با .را از آن خود کردند فیزیک نوبل جایزهشدند و 

 الشچ یک عنوانبه بالا مقیاس در خالص گرافن تولید و سنتز همچنان اما ،ه استشد انجام هاگرافن

  .[9] است مطرح مهم

                                                 
1. Boehm 
2. Ene 
3. International union of pure and applied chemistry(IUPAC) 
4. Mermin-Wagner 
5. Andre geim 
6. Konstantin novoselov 
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 گرافن ساخت هایروش - 1-3-2

 زا تجاری یاستفاده منظوربه و است، شده بیان گرافن انواع لیدتو برای زیادی هایروش امروزه به تا

 یدسته دو به کلیطوربه تولید هایروش هستند. گسترش حال در سرعتبه هاروش این هاگرافن

 یکدیگر کنار رد را آلی هایلمولکو مونومرِ بالابهپایین روش در .شوندمی تقسیم پایینبهبالا و الاببهپایین

 یاسیدها مانند قوی شیمیایی مواد از را گرافنی و گرافیتی مواد پایینبالابه روش در و دهندمی قرار

 ،است شده مطرح گرافن تولید برای مختلفی هایروش دسته دو این از یک هر در .کنندمی جدا مخلوط

 طوربهادامه، چندین روش متداول برای تولید گرافن  در دارند. را خود خاص معایب و مزایا هرکدام که

  است. شدهبیان  مختصر

 1مکانیکی برداریلایه - 1-3-2-1

 همکارانشو  2گیمتوسط  2004برای اولین بار در سال پایین است، که بهبالا هایروشاین روش از جمله 

داری از گرافیت به کمک چسب بری گرافن با چندین مرحله لایههالایهدر این روش  ه است.انجام شد

ش این رو. نام دیگر ی متنوع گرافن را داردهالایهقابلیت تولید  آساناین روش . آیدمی دستبهنواری 

تفاده ی نازک گرافن اسهالایههمچنین، از الماس نیز برای برش  .کنی استنوار اسکاتلندی یا روش پوست

ن فی گراهالایه ضخامت صورت در غیر این استکافی  یبالا و تجربه دقّتاین روش نیازمند  .شودمی

  .[10] خواهد بود زیادتولید شده 

 3شیمیایی بخار دهیرسوب روش - 1-3-2-2

 و نازک یهالایه تولید جهت شده شناخته نشانیلایه هایروش از یکی شیمیایی بخار دهیرسوب روش

 و کرده نفوذ مرزی یهالایه از طریق دهندهواکنش گازهای ،راکتور در که صورت این به ؛است نانوذرات

 نازک یهالایه تولید برای ابتدا .شودمی انجام دهیرسوب عملیات و کنندمی پیدا تماس زیرپایه سطح با

 رادیمقدر این روش  است، شدهمی استفاده واسطه فلزات سطح روی بر گازی هاهیدروکربن از گرافیت

 با هامروز اما است. شدهمی تشکیل گرافیت ضخیم بلورهای و کرده رسوب سطح روی بر کربن از زیادی

  .[11] اندشده چندلایه و لایهتک یهاگرافن تولید به موفق روش این بهبود

                                                 
1. Mechanical exfoliation 
2. Gime 
3. Chemical vapor deposition (CVD) 
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 1بافتههم رشد روش - 1-3-2-3

 غیرکربنی صرعنا دیگر با کربن ترکیبات تبخیر با و گیردمی قرار بالابهپایین هایروش دسته در روش این

 درجه 1000 دمای تا است، 2کاربید ومیسیلیس جنس از بستر معمولاً روش این در .شودمی انجام

 سطح از شدن واجذب به شروع سیلیسیوم سپس، شودمی داده حرارت شدید ءخلا تحت گرادسانتی

 شروع کربن هایاتم از گرافنی هاییرهجز و یابدمی افزایش سطح روی کربن غلظت تدریجبه و ،کندمی

 بالایی تکیفی مکانیکی برداریلایه روش مانند روش این با شده تولید گرافن یهالایه .کنندمی رشد به

 ولیدت کیفیت و گرافن یهالایه مقدار و ابعاد ،ضخامت مانند: عواملی بهدر این روش  هالایه کیفیت دارند.

  .[12] است وابسته

 3گرافن اکسید کاهش - 1-3-2-4

سیداسیون اکبا  شیوهرا دارد. در این  هاکامپوزیتاستفاده در  منظوربهاین روش قابلیت تولید انبوه گرافن 

 . اکسید گرافیت را در محیط اسیدیشودمیی اکسید گرافن از اکسید گرافیت استخراج هاورقگرافیت، 

های در سطح گرافن گروه. فرآیند اکسایش، شودمیبرداری اکسید گرافن لایهی هاورقو  شودمیقرار داده 

های عاملی . گروهکندمیایجاد  6هیدروکسیل و 5، اپوکسید4کربوکسیل :دار مانندعاملی اکسیژن

 پخشر آب راحتی دماده بهاین  شودمیباعث و  کندمیدوست آب را شدیداً اکسید گرافندار اکسیژن

 دارهای عاملی اکسیژنگروهوجود . کندمیی اکسید گرافن تولید هاورقهای آبی با سوسپانسیونشود و 

همین منظور اکسید گرافن را با به ،کندمیگرافن از گرافن خواص آن را متمایز در سطح اکسید 

فاده با است. شودتر تا به ساختار اصلی گرافن نزدیک کنندمیاحیا  7نظیر هیدرازین شیمیایی هاییکاهنده

 . شودمیتولید  هاکامپوزیتبرای استفاده در  8شیمیایی بهبودیافتهی گرافن هاورقاین روش  از

 سیداک روش این در ،شودمی استفاده گرافن اکسید ءاحیا برای که است دیگری روش حرارتی عملیات

  .[13] شودمی داده حرارت گرادسانتی درجه 1050 تا دقیقه بر گرادسانتی درجه 2000 سرعت با گرافن

 با نیز پژوهش این در شده استفاده کنندهتقویت 9گرافن لت()پلیت هاینانوصفحه ،است ذکر به لازم

 یهلا چندین دادن قرار همی رو با است. شده تولید حرارتی عملیات کمک به گرافن اکسید کاهش روش

 هاینانوصفحه ضخامت علت همین به و ،شودمی تشکیلگرافن  (لتپلیت) هاینانوصفحه گرافن ورق

  است. گرافن ورق یک از بزرگتر توجهّی قابل طوربهگرافن 

                                                 
1. Epitaxial growth 
2. Silicon carbide (Sic) 
3. Carbon oxide reduction 
4. Carboxyl 
5. Epoxide 
6. Hydroxyl 
7. Hydrazine 
8. Chemically modified graphene (CMG) 
9. Graphene platelets (GPL) 
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 1مواد مدرجّ تابعی - 

 دیگر و راکتورها ها،الکتریکی، توربین پرقدرت موتورهایصنایع استفاده از  یتوسعه با اخیر هایسال در

 و حرارتی مقاومت با موادی از استفاده همین دلیل، بهگسترش پیدا کرده است صنعتی آلاتماشین

 است کامپوزیتی مواد از جدیدی نسلتابعی  مدرّج مواد .رودمی شمار به ضروری نیاز یکبالا  مکانیکی

. در کندمی تغییر شده، تعریف تابعی طبق پیوسته، طوربه سطح دیگر به سطح یک از مواد خواص که

 تغییرات این .نشان داده شده استتابعی  مدرّجی هاکامپوزیتخواص  یغییرات پیوستهت 3-1شکل 

 یمشکلات از و ،شده تنش تمرکز و پسماند هایتنش حرارتی، هایتنش کاهش باعث دائمی و پیوسته

 ،نظر موردمکانیکی  خواصج تابعی در مواد مدرّ. کندمی جلوگیری خوردگی ترک و شدن لایهلایه مانند

 . استیافته بهبود  توجهّیقابل  طوربه مرسوم، یهاکامپوزیت به نسبت

 مواد عموماًی آن ناهمگن است، و مواد سازنده میکروسکوپی نظراز تابعی  مدرّجساختار مواد 

 در پیوسته تغییراتبه دلیل تابعی  مدرجّمواد  هستند. هاسرامیک و پلیمرها فلزها،مثل  2همسانگردی

  .[14] شوندمی متمایز معمول، کامپوزیتی مواد از شانیهاریزساختار

 

 
 الف(                              ب(

 . [15] ایلایهب(تابعی  مدرجّکامپوزیت تقویت شده الف(  -3-1شکل 

 تابعی مدرّجتاریخچه مواد  - 1-4-1

 ع،صنای در موجود مرکب و خالص مواد به نسبت ترمناسب هایویژگی با موادی یافتن برای بشر نیاز

 تابعی پخش اولیه یایده بیان با .ه استنمود هدایتتابعی  مدرّج مواد تولید سمت به را دانشمندان

 مدرجّ یهاکامپوزیت روی بر هاپژوهش ،1972 سال در 4بور و 3شن توسط هاپلیمر در هاکنندهتقویت

 هوافضا ملی آزمایشگاه درتابعی  مدرجّ کامپوزیت اولین 1984 سال در آن دنبالبه و ،شد آغازتابعی 

                                                 
1. Functionally graded materials (FGMs) 
2. Isotropic 
3. Shen 
4. Bever 
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 جدی رتصوبه تحقیقات این هوایی صنایع یتوسعه به دنیا نیاز به، توجهّبا آن  ازپس  .شد ساخته ژاپن

  .[16, 3] ادامه پیدا کرد

 1های گرافنهای مدرّج تابعی تقویت شده با نانوصفحهکامپوزیت - 1-4-2

ولید تهای متفاوتی در ترکیب نیاز مورد نهایی خواصبه  توجّه با توانمی را کامپوزیتی یپیشرفته مواد

 رعتس به بالا سفتی و استحکام چون فردیبه منحصر خواص دلیلی مدرج تابعی به هاکامپوزیت کرد.

 رارق ستفادها مورد تجهیزات پزشکی و هواپیماها فضایی، هایسازه و مختلف صنایع در گستردهطوربه و

 هایفحهنانوص با شده تقویت یهاکامپوزیت در هاکنندهتقویت توزیع برایمتفاوتی  الگوهای .اندگرفته

 مدرجّ توزیع و 3یکنواختتوزیع  2تصادفی توزیع الگوی به توانمی الگوها این میان از ،دارد وجود گرافنی

  .کرد اشاره 4تابعی

 تابعی مدرّجمواد  ساخت هایروش - 1-4-3

ساخته  5فیزیکیبخار دهیرسوبو  شیمیایی بخار دهیرسوبدر ژاپن به روش تابعی  مدرجّنخستین مواد 

معمولی است، اما روش  7یا فرز کردن 6روش اختلاط هاکامپوزیتنانوترین راه برای ساخت شدند. ساده

 ،9حرارتی پاشش همچون دیگری هایروش. است 8پودر متالوژیتابعی  مدرّج مواد ساختمتداول برای 

 سنتز واکنش زمانهم طوربه آن در که 11بالا دما یپیشرونده خود احتراقی سنتزو  10گالوانی دهیشکل

 .شودمی استفاده ،شودمی انجام هیدوراستاتیک فشار تحت خام پودری مواد شدن فشرده و احتراقی

 در متفاوت، جرمی چگالی اب هالایه آن در که 12بالا سرعت مرکز از گریز گریریخته روش از ،همچنین

 . [18, 17] شودمی استفادهتابعی  مدرجّ مواد ساخت برای، گیرندمی شکل شعاعی جهت

                                                 
1. Functionally graded graphene platelet reinforced composite (FG-GPLRC) 
2. Random distribution 
3. Uniform distribution (UD)  
4. Functionally graded distribution 
5. Physical vapor deposition (PVD)  
6. Mixing 
7. Milling 
8. Powder metallurgy 
9. Thermal spray 
10. Galvano forming 
11. Self-propagating high-temperature synthesis 
12. High-speed centrifugal casting techniques 
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 غیرخطی مکانیک و کمانش - 

 شافزای ،کمانش باشد، گذاریبار مقدار با متناسب هاسازه در مکان تغییر ،رودمی انتظار که جاییآن از

 یحوزه در هاسازه کمانش .شودمیتعریف  گذاریافزایش کوچک بار در ازای ،نمکا تغییر نامتناسب

 روابط از طریقد توانمیاثر غیرخطی کمانش  .است هندسی یا فیزیکیصورت  دو بهو  غیرخطی مکانیک

وارد تئوری  ،سازه رفتارای بر زهسا های اجزاچرخشتأثیر  یبیان کننده یهاعبارت با یا کرنش-تنش

 عامل ،کنندمی پیروی 1هوک قانون از موجود روابط در هاکرنش و هاتنشفرض آن که، شود. با  مسئله

  .[19] است هندسی خالص طوربه کمانش غیرخطی

 پایداری مفهوم - 1-5-1

، موقعیت )مکانیکی یا )حرارتی بارگذاری از ناشی فشاری هایتنش، که تحت دهستن زمانی پایدار هاسازه

 بار یا تنش از کوچکی مقدار افزایش اثر ندهد. همچنین، در دست از را خود خود را حفظ کرده و حالت

. در این حالت سطح دنگردمیبه حالت اولیه تعادل خود باز  یاکرده  حفظ را خود تعادل وارده همچنان

انرژی پتانسیل حداقل است به عبارت دیگر به ازای هر تغییر مکان به اندازه کافی کوچک، تغییر انرژی 

 کوچکی تغییر با اعمال که است ناپایدار تعادل حالت تعریف، این مقابل ینقطه. استپتانسیل کل مثبت 

ست. ا و بیشترین سطح انرژی پتانسیل را دارا شودمی انحراف دچار سازه اعمالی، نیروهای یا هاتنش در

ییری تغ جاییجابهسطح انرژی پتانسیل ثابت است و با  در این شرایط ،است حالت سوم تعادل خنثی

 داده شده است.  نشان 4-1شکل در تفاوت تعادل پایدار، ناپایدار و خنثی  .[20] کندمین

 
 الف( تعادل پایدار ب( تعادل ناپایدار ج( تعادل خنثی -4-1شکل 

 هاسازه کمانش و ناپایداری انواع - 1-5-1-1

 کلش تغییرات اولین از حاصل تعادلی مسیر است. مکان تغییر -بارگذاری منحنی ،2تعادل مسیر از منظور

. دهدمی نشان را کمانش از پیش مسیر و است، 3اولیه تعادل مسیر یا پایه تعادل مسیر ،بار برابر در سازه

                                                 
1. Hook’s law 
2. Equilibrium paths 
3. Primary equilibrium  path 
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 ،شودمی رمسی این در شکل تغییر ثباع که باری به همچنین، باشد. غیرخطی یا خطی دتوانمی مسیر این

  .شودمیگفته  بحرانی کمانش بار

  شود:می تعادل مسیر در تغییر نوع دو موجب کمانش بار

 ینسب طوربه نقطه آن در )بار بار نهایی حد به تعادل غیرخطی یا خطی مسیر که زمانی اول: حالت

 .دهدمی نشان را تعادل وضعیت یک و ،شودمی صفر منحنی شیب نقطه این در رسد،می است( ماکزیمم

نشان  2یوللنقطه حدی در مسیر تعادلی فنر ب 5-1شکل در  .شودمی گفته 1حدی نقطه حالت این به

 داده شده است. 

 

 
 . [19]حدی در مسیر تعادلی فنر بلیول  ینقطه -5-1شکل 

ل و مسیر تعاد ،کندمیخاص در مسیر دیگری حرکت  ایپس از رسیدن به نقطه مسیر تعادل: حالت دوم

انشعاب در  ی. نقطهشودمیگفته  4انشعاب یطهبه این نقطه، نق ،کندمیقطع را  3مسیر ثانویه ،اولیه

 نشان داده شده است.  6-1شکل ای در مسیر تعادلی پنل استوانه

 

 

 . [19]ای انشعاب در مسیر تعادلی پنل استوانه ینقطه -6-1شکل 

 از سپ ایسازه سیستم که دهدمی رخ زمانی کمانش .شودمی گفته بحرانی نقاط ،انشعاب و حدی نقاط

 دتوانمی ازهس بحرانی نقطه از عبور از پس نباشد. اولیه حالت به برگشتن به قادر شکل تغییر و بار اعمال

 اهسازه از برخی .شودمی خوانده کمانشپس ،سازه کمانش از پس رفتار این باشد. ناپایدار یا پایدار

                                                 
1. Limit point 
2. Belleville 
3. Secondary path 
4. Bifurcation point 
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 مانشک از پسکه  هاپوسته همچون یهایسازه اما .شوندمی ناپایداری دچار بحرانی حالت از پس بلافاصله

  مانند.می باقی پایدار ،دارند را بار تحمل توانایی همچنان

 یکمانشپسمسیر  و ه است،داد قرار مطالعه مورد را هاسازه یکمانشپس رفتار 1945 سال در 1کویتر

  .ه استکرد تقسیم دسته سه به 7-1شکل مطابق با  را هاآن

 ینقطه در تعادل مسیر بر مماس :انشعاب( ینقطه در متقارن پایداری) پایدار کمانشپس الف(

 ینقطه از پسسازه ، اما کندمیکمانش  انشعاب ینقطه به بار مقداررسیدن  با سازهاست.  افقی شکست

 سازه در این حالت .کند تحمل را بحرانی بار از یتربیش رهایبا دتوانمی و است پایدار همچنان بحرانی

  .شودمی دیده هاپوسته و هاورق درعموماً  رفتار این .کندمیرا طی  کمانشپسمسیر 

 ینقطه: مماس بر مسیر تعادل در انشعاب( ینقطه در ناپایداری متقارن) ناپایدار کمانشپسب( 

را  انیبار بحراز  ترد باری بیشتوانمیو ن ،ناپایدار است سازه کمانشپسمسیر اما  ؛استشکست افقی 

 . گرددمیها مشاهده در ستون معمولاًتحمل کند. این رفتار 

مماس بر مسیر تعادل  تعادل نامتقارن است و انشعاب نامتقارن(: مسیر ینقطه) 2کمانش کلاسیک ج(

و پس از  است خطی طوربهانشعاب  ینقطه تا تغییر شکل یاولیهمسیر  .نیستافقی  انشعاب ینقطهدر 

انشعاب وارد  ینقطهسازه ممکن است پس از اما  ؛کندمیپیدا در حالت ناپایدار ادامه  آن مسیر اولیه

و  ندسهبه هسازه  ییا ناپایدار یپایدار ،کمانشپسمسیر تعادل شود.  کمانشپسپایدار  )ثانویه( مسیر

 . [21] شودمیها مشاهده در قاب عمدتاًرفتار این  .وابسته استسازه نوع بارگذاری 

 

 
ر پایدار و مسی کمانشپسناپایدار ج( مسیر  کمانشپسپایدار ب( مسیر  کمانشپسالف( مسیر  -7-1شکل 

 . [21]خطی ناپایدار 

 

                                                 
1. Koiter 
2. Classical buckling 
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 تئوری تغییر شکل برشی  - 

 اهورق است. کوچکتر بسیاردر مقایسه با سایر ابعاد  هاآن ضخامت که هستند خمشی هایسازه هاورق

 ورق ضخامت ،هاورق تحلیل در کرد. فرض دوبعدی تیر یک را هاآن توانمیمسطح هستند و  هایسازه

 در رقو ضخامت .شودمی تقسیم مساوی ینیمه دو به میانی یصفحهبه نام  فرضی موازی صفحه یک با

 نازک یهاورقالف(  ی:دسته سه به توانمی را هاورق .شودمی گیریاندازه میانی یصفحه بر عمود جهت

 ضخامت نسبت اگر نمود. تقسیم 3ضخیم یهاورق و ج( 2بزرگ خیز با نازک یهاورق ب( ،1کوچک خیز با

1 از کمتر ورق یک کوچکترین بعد به

20
 ورق نازک است.  ،باشد 

 برشی شکل تغییر تئوری ب( ،4هاورق کلاسیک تئوری الف(اغلب از سه تئوری  هاورق بندیفرمول در

 . شودمیاستفاده  6سوم مرتبه برشی شکل تغییر تئوری ج(و  5اول مرتبه

  اول مرتبه برشی شکل تغییر تئوری - 1-6-1

 تغییر و بارگذاری از پس میانی یصفحه بر عمود ویمست مقاطع اول مرتبه برشی شکل تغییر تئوریدر 

 برشی شکل تغییر تئوری در دیگر، تعبیری به نیستند، عمود الزاماً اما مانند،می باقی ویمست شکل

 ییرتغ از پس میانی یصفحه بر مقطع سطح بودن عمود فرض و شودمی گرفته نظر در (هاالمان چرخش)

 خطوط ،طرفی از .شودمی گرفته نظر در برشی یهاکرنش دلیل همین به ؛شودمین گرفته نظر در شکل

جایی جابه نباشد. zتابعی از  wکه  شودمیموجب امر  این و دهندمین طول تغییر میانی یصفحه بر عمود

  نشان داده شده است.  8-1شکل المانی از صفحه بر اساس تئوری تغییر شکل برشی مرتبه اول در 

 صورتبه ولا مرتبه برشی شکل تغییر تئوری در جاییجابه میدان کلی حالت در ،بالا شرایط به توجّهبا 

 . شودمی تعریف زیر

 

 الف(1-1)     0, , , , , , ,xu x y z t u x y t z x y t  

 ب(1-1)     0, , , , , , ,yv x y z t v x y t z x y t  

 ج(1-1)   0, , , , ,w x y z t w x y t 

0u،0v 0وw و میانی یصفحه جاییجابهx وy محور حول ترتیب به میانی یصفحه چرخشy و

x شوندمیزیر تعریف  صورتبه و است عرضی مقطع سطح به نسبت . 
                                                 
1. Small deflection 
2. Large deflection 
3. Thick plates 
4. Classical plate theory (CPT) 
5. First-order shear deformation theory (FSDT) 
6. Third-order shear deformation theory (TSDT) 
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 . [22] ی صفحه قبل و بعد از تغییر شکل با تئوری تغییرشکل برشی مرتبه اوللبه هندسه -8-1شکل 

 

 صورتبهدر راستای ضخامت  xyو x ،yبه ذکر است، در تئوری تغییر شکل برشی مرتبه اول لازم

برشی عرضی  هایتنشثابت فرض شده است. به دنبال این فرض،  yzو xz، وکنندمیخطی تغییر 

ر است. د درجه دونیز ثابت خواهند بود، در حالی تغییر تنش برشی عرضی در راستای ضخامت حداقل 

واقعی و  هایتنشاین تفاوت بین نسبت به میدان تنش واقعی است.  ینتیجه، این تقریب خیلی بزرگ

 عمولاًم محاسبه نیروی برشی عرضی، یر شکل برشی مرتبه اول هنگامیتغتئوری  در مفروض هایتنش

 شرایط به برشی تصحیح ضریب .گرددمی، اصلاح 1برشی ضریب تصحیح به نامضرب یک پارامتر  با

 . [22] دارد بستگی بارگذاری نوع و مواد خواص مرزی،

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

                                                 
1. Shear correction factor 
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 ی پیشینهاپژوهشمروری بر :  
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 مقدمه - 

 بررسی ومدرجّ تابعی  کامپوزیت یهاورق کمانشی رفتار روی ایگسترده مطالعات اخیر هایدهه در

ی نهدر زمیای از مطالعات برگزیده خلاصه در این فصل است. شده انجام هاآنو مکانیکی  حرارتی پایداری

مقایسه با نتایج پژوهش  منظوربهآمده از این مطالعات  دستبهبیان شده است و نتایج  هاکمانش ورق

 حاضر بررسی شده است. 

 های انجام شدهمروری بر پژوهش - 

تابعی  مدرّجی نازک ساخته شده با مواد هاورقها و بعدی پوستهکمانش حرارتی سه 2004در سال 

، 4المان محدود بررسی شده است. در این تحلیل ،[23] 3و کیم 2ناتوسط  ،1تحت شرایط مرزی گیردار

اص مواد وابسته به دما بوده مطالعه شده است. خو هاورقگره، پایداری حرارتی  18با در نظر گرفتن 

یکنواخت، خطی و  صورتبهتغییرات دما . کندمیتوانی تغییر  صورتبهاست و در راستای ضخامت 

بت با افزایش ثا ،استشده نتایج نشان داده در سینوسی در راستای ضخامت در نظر گرفته شده است. 

بحرانی افزایش یافته است. همچنین، با افزایش نسبت طول به ضخامت و کمانش کسر حجمی دمای 

بحرانی برای کمانش بحرانی کاهش یافته است. از طرفی، دمای کمانش کاهش نسبت ابعادی دمای 

ست. خطی و یکنواخت قرار گرفته ا صورتبهبالاتر از افزایش دما  ترتیببهسینوسی  صورتبهافزایش دما 

ی هاورقحرارتی  کمانشپسرفتار کمانش و مشابه  طوربههمچنین، در پژوهش دیگری  [24] هاآن

2از جنس تابعی  مدرّج 3AL O Ni  اندکردهرا با شرایط مرزی گیردار بررسی. 

 نیروهایحرارت یکنواخت، رات یتغیمستطیلی تحت تابعی  مدرّجی هاورقی کمانشپسرفتار 

بر اساس تئوری تغییر شکل برشی مرتبه  ،[25]و همکارانش  5و ولتاژ محرک ثابت را لوو ایصفحهدرون

. معادلات دیفرانسیل غیرخطی با مشتقات جزی حاکم بر مسئله با استفاده از روش اندکردهمطالعه  6بالا

 هددمیحل شده است. نتایج نشان  8مبنتی برالگوریتم بازگشتی 7نیمه تحلیلی دیفرانسیل کوادریچر

 شودیمها ایجاد گاهگیردار به دلیل گشتاورهایی که در تکیه کمانش دو شاخه تنها در شرایط مرزی کاملاً

 . دهدمیرخ 

را به کمک تئوری مرتبه تابعی  مدرّجمورب ی هاورق، کمانش حرارتی [26] 10و پراکاش 9گاناپاتی

                                                 
1. Clamped 
2. Na 
3. Kim 
4. Finite element analysis 
5. Leiw 
6. Higher order shear deformation theory 
7. Differential quadrature 
8. Iteration algorithm 
9. Ganapathi 
10. Prakash 
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اند. خواص مکانیکی به اول برشی و روش المان محدود با شرایط مرزی ساده مورد مطالعه قرار داده

خطی و غیرخطی در راستای ضخامت در  صورتبهدما تعیین شده است و تغییرات  1کمک رابطه توانی

در راستای ضخامت از فلز  است، و 2از جنس آلومینیوم و آلومیناتابعی  مدرّجنظر گرفته شده است. ورق 

ت نسبت ابعادی، ثابتأثیر . در این تحقیق، کندمیتابعی تغییر  صورتبهخالص به سرامیک خالص 

 با افزایش ،مشاهده شده استبررسی شده است. بحرانی کمانش  یناهمگنی و زاویه انحراف ورق بر دما

 یهاورقبرای بحرانی افزایش یافته است. تغییرات دمای کمانش بحرانی زاویه انحراف دمای کمانش 

بالاتر  های ناهمگنیی نازک است. تغییرات دمای کمانش بحرانی برای ثابتهاورقضخیم بسیار بیشتر از 

 ابعادی و زوایای انحرافی متفاوت ناچیز است.  هاینسبتک و ضخیم با ی نازهاورقدر  2از 

با  ،[27]توسط ژائو و همکارانش  فلزی -سرامیکیتابعی  مدرّجی هاورقکمانش مکانیکی و حرارتی 

با گشودگی دایروی و مربعی تحت شرایط  هاورقمطالعه شده است.  3المان ریتزاستفاده از روش بدون

هندسه و اندازه گشودگی بر پارامترهای بار کمانش تأثیر مرزی ساده و گیردار در نظر گرفته شده است، و 

بر  وجهّیتقابل تأثیر تغییرات ثابت ناهمگنی و اندازه گشودگی  ،دهدمیبررسی شده است. نتایج نشان 

 دارد.  هاورقکمانش  بار و مد

ی حلقوی ساخته شده با مواد هاورق، ارتعاشات آزاد، کمانش و خمش میکرو[28]و همکارانش  4که

مورد مطالعه قرار  6میندلین یصفحهو تئوری  5به کمک تئوری تنش کوپلی اصلاح شدهتابعی  مدرّج

. معادلات فرض شده استمتغیرّ  7تاکانا-اند. خواص مواد در راستای ضخامت مطابق با رابطه موریداده

دیفرانسیل از روش  هاآنست و برای حل استخراج شده ا 8حاکم و شرایط مرزی به کمک اصل همیلتون

نسبت ضخامت به طول، ثابت ناهمگنی و نسبت شعاع داخلی به تأثیر کوادریچر استفاده شده است. 

، دهدمینتایج نشان  بررسی شده است. 9لولا -گیردار و لولا-خارجی حلقه برای دو شرایط مرزی گیردار

 شده است. بحرانی افزایش ثابت ناهمگنی منجر به کاهش فرکانش طبیعی و بار کمانش 

 10دیوارهکت کربنی هاینانولوله با تقویت شده نانوکامپوزیتی تیرهای آزاد ارتعاشات و کمانش یمطالعه

وادریچر کدیفرانسیل  روش کمک به و اول مرتبه برشی شکل تغییر تئوری اساسبر  11الاستیک روی بستر

 اب کنندهتقویتهای کربنی نانولوله که، افزودن داده است ، نشان[29]صمدی و یاس توسط 12عمومی

 ارب و فرکانس موجب افزایش های کربنی،توزیع نانولولهالگوهای دیگر  با مقایسه در Xتابعی  توزیع

ی سههند کمانش یا خمش برابر در تیر مقاومت بینیپیش منظوربه ،هاآنشده است. همچنین  کمانشی

                                                 
1. Power-law 
2. Alumina 
3. Element-free Ritz method 
4. Ke 
5. The modified couple stress theory 
6. Mindlin's plate theory 
7. Mori–Tanaka 
8. Hamilton’s principle 
9. Hinged–Hinged 
10. Single-walled carbon nanotubes (SWCNTs) 
11. Elastic foundation 
12. Generalized differential quadrature method (GDQM) 
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 هاینانولوله اب تیر تقویت شده هندسی تشابه به توجهّ . بااندکردهرا تحلیل  تیر کامپوزیتی مقطع سطح

 هایهندسه دیگر به نسبت Xتابعی تیر با توزیع شکل،  I و تیر X کنندهتقویت تابعی با توزیع کربنی

 دارد.  بالاتری اینرسی ممان تیر

فلز  -از جنس سرامیکتابعی  جمدرّی هاورق، کمانش حرارتی و مکانیکی [30]و همکارانش  1ژانگ

ی برشی هاکرنشبرای تعیین در این پژوهش . اندکردهبررسی  2مش کریگینگ محلیرا با روش بدون

تغییر شکل برشی مرتبه اول استفاده شده است و خواص مواد در راستای ضخامت عرضی از تئوری 

رگذاری بر و نوع باابعادی  هاینسبت، شرایط مرزی، ثابت ناهمگنیتأثیر . کنندمیتوانی تغییر  صورتبه

 ه است. مورد بحث قرار گرفت هاورقی رفتار کمانش

مک ک بهگرافن  هاینانوصفحهتقویت شده با تابعی  مدرجّای ذوزنقه یهاورق خمشی و ارتعاشی رفتار

استفاده از با  مؤثره است. خواص مواد شد ، بررسی[31] شهمکاران و 3روش المان محدود توسط ژائو

نشان داده است، سفتی ورق نتایج  .محاسبه شده است 5و قانون اختلاط 4تسای-مدل اصلاح شده هالپین

ست، افزایش یافته ا توجهّیبه میزان قابل  کنندهتقویتگرافن  هاینانوصفحهبا افزایش درصد کمی از 

یشتر بتأثیر ی بالا و پایین این هالایهگرافن در  هایفحهنانوصبیشتر  درصدبا یی هاورقدر  ،همچنین

 . شده است

تقویت شده با گرافن در  چندلایهی هاورق کمانشپس، برای کمانش و [32]و همکاران  نتایج شن

 تابعی مدرجّمحیط حرارتی و تحت فشار تک محوره بر بستر الاستیک نشان داده است، که توزیع 

ر بار کمانش ب توجهّیقابل تأثیر افزایش دما، نسبت ابعادی، سفتی بستر و شرایط مرزی ، هاکنندهتقویت

، به تحلیل و [33]ای دیگر از این گروه دارد. همچنین، در مطالعه هاورقاین  یکمانشپسو مقاومت 

و ک ستیتقویت شده با گرافن بر بستر الا چندلایهی پلیمری هاورقحرارتی  کمانشپسمدل سازی 

و معادلات  6خواص مواد وابسته به دما با یک مدل میکرومکانیکیپرداخته شده است. تحت تغییرات دما 

 حاکم بر ورق به کمک تئوری تغییر شکل برشی مرتبه بالا محاسبه شده است. 

 مرزی شرایط باتابعی  مدرّج دلخواه چهارضلعی یهاورق حرارتی کمانش بررسی به ،[34] زادهملک

 نظر در دما به وابسته خواص مقاله، این در است. پرداخته 7بعدیسه الاستیک تئوری کمک به مختلف

 کمک به ورق بر حاکم مرزی شرایط و معادلات .کندمی تغییر ضخامت راستای در و است شده گرفته

 کوادریچر دیفرانسیل روشو به کمک  است آمده دستبه 9هندسی بردارینقشه روش و 8مجازی کار اصل

 و هندسی پارامترهای حجمی، کسر ثابت دما، میدان دما، به وابسته مواد خواص اثر است. شدهحل 

  است. شده بررسی کمانش بر مرزی شرایط

                                                 
1. Zhang 
2. Local Kriging meshless method 
3. Zhao 
4. Modified Halpin-Tsai micromechanics model 
5. Rule of mixture 
6. Micromechanical model 
7. Three-dimensional (3D) elasticity theory 
8. Principle of virtual work 
9. Geometric mapping technique 
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 هاینانوصفحه با شده تقویتتابعی  مدرّج نانوکامپوزیتی یهاورق 1پارامتریک ناپایداری بررسی در

 همکاران و 2وو توسط یکنواخت، دمای افزایش و متناوب محوره تک ایصفحهدرون نیروی تحت گرافن

 وریتئ اساس بر حاکم معادلات است. شده گرفته نظر در هاکنندهتقویت برای ایلایه آرایش سه ،[35]

 اب همراه کوادریچر دیفرانسیل روش از حل برای و است، شده استخراج اول مرتبه برشی شکل یریتغ

 ایلایه آرایش با ییهاورق است، داده نشان هاآن مشاهدات است. شده استفاده 3بولوتین روش

 یسفت ،فشاری ایصفحهدرون نیروهای و دما افزایش با .دارند یبیشترسفتی  X صورتبه کنندهتقویت

 که حالی در است، شده کم طبیعی فرکانش و کمانش بحرانی بار آن دنبالبه و است یافته کاهش ورق

 هاکنندهتقویت وزنی کسر افزایش است. معکوس نتیجه کششی ایصفحهدرون نیروی افزایش با

 دیگر پژوهشی در ،همچنین [36] هاآن است. داده افزایش رابحرانی  کمانش بار و طبیعی هایفرکانس

 سترب بر گرافن هاینانوصفحه با شده تقویتتابعی  مدرجّ چندلایه نانوتیرهای کمانشپس و کمانش

 .اندکرده یبررس کوادریچر دیفرانسیل روشو  اول مرتبه برشیتغییر شکل  تئوری کمک به را الاستیک

یت شده تقو نانوتیرهایبرای  کمانشپسو مسیر بحرانی نتایج این مطالعه نشان داده است، بار کمانش 

 1000طول به ضخامت بیشتر از  هاینسبتو  4ابعادی بزرگتر از  هاینسبتبا  یگرافن هاینانوصفحه ،با

 تقریبا بدون تغییر باقی مانده است. 

مدرجّ  متخلخل یهاورق آزاد ارتعاشات وی کمانشرفتار  یمطالعه منظوربه ،[37]ش همکاران و 4یانگ

 ضریب ،کسرحجمی ،دریافتند هاآن .اندکردهپژوهشی را ارائه  گرافن هاینانوصفحه با شده تقویتتابعی 

ی هاورق آزاد ارتعاشات و کمانش در یمؤثر نقش گرافن هاینانوصفحه هندسی پارامترهای و تخلخل

  دارد. مدرّج تابعی

 روش از استفاده باتابعی  مدرجّ 7ساندویچی یهاورق حرارتی کمانش مطالعه به ،[38] 6لی و 5وانگ

 یلایه آرایش، دو با هاورق پژوهش این در اند.پرداخته 8مشبدون محوری نقطه یابیدرون شده اصلاح

لات برای حل معاد است. شده گرفته نظر در بالعکس و همگن پایین و بالا یهالایه وتابعی  مدرجّ میانی

 به طول نسبت حجمی، کسر اثراستفاده شده است.  9رافسون اصلاح شده -نوتحاکم بر ورق از روش نی

  است. شده بررسی بحرانی کمانش دمای بر مرزی شرایطو  ابعادی نسبت ورق، ضخامت

گرافنی بر  هاینانوصفحه یهندسهتأثیر ابعاد و در بررسی  ،[39]نتایج تحقیقات تیم یانگ و وو 

گرافن نشان  هاینانوصفحهتقویت شده با تابعی  مدرّج چندلایههای نانوکامپوزیتی پایداری دینامیکی تیر

ناچیز است. تغییرات  1000گرافنی بیشتر از  هاینانوصفحهطول به ضخامت  هاینسبت، برای دهدمی

گرافن  هاینانوصفحهدرصد وزنی و الگوی توزیع نشان داده است، تغییرات  هاآنهمچنین مشاهدات 

                                                 
1. Parametric instability 
2. Wu 
3. Bolotin’s method 
4. Yang 
5. Vuong 
6. Lee 
7. Sandwich plates 
8. The improved radial point interpolation mesh-free method (RPIM)  
9. Modified Newton-Raphson 
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 بر کمانش حرارتی، ارتعاشات آزاد و ناپایداری دینامیکی تیرها دارد.  توجهّیتأثیر قابل 

 یهاورق کمانشی رفتار 2معادل کار و کوادریچر دیفرانسیل روش کمک به ،[40] همکارانش و 1پنگ

 نظر در با ار لبه در جزئی نیروهای تحت کربنی هاینانولوله با شده تقویتتابعی  مدرجّ مستطیلی نازک

همواره  ،است داده نشان تحقیق این نتایج .اندکرده بررسی هاکنندهتقویت برای آرایش نوع سه گرفتن

کمترین بار  و X صورتبه کنندهتقویت ایلایه آرایش با ییهاورقبرای  بحرانیکمانش بیشترین بار 

 است.  O صورتبه کنندهتقویت ایلایه آرایش با ییهاورقبرای  بحرانی کمانش

اس گرافن بر اس هاینانوصفحهتقویت شده با تابعی  مدرّجی هاورقکمانش حرارتی و مکانیکی میکرو

، انجام شده است. بارهای کمانش [41]توسط عارفی و همکارانش  3تئوری گرادیان کرنش اصلاح شده

ابعادی، کسر وزنی و الگوی  هاینسبتتأثیر تحلیلی محاسبه شده است، و  هایروشحرارتی به کمک 

یی هارقونشان داده است، برای  )یکنواخت، خطی، سهمی( بررسی شده است. نتایج هاکنندهتقویتتوزیع 

نی در سطوح بالایی و پایی هاکنندهتقویتبه حضور حداکثری  توجّهسهموی با  کنندهویتتقبا توزیع 

نشان داده شده است با افزایش  ،. همچنینبالاتری داردو بار کمانش بحرانی تحکام خمشی ورق اس

 وجهّیتقابل  طوربهبار کمانش مکانیکی  کنندهتقویتگرافن  هاینانوصفحهنسبت ضخامت به طول 

 . یابدمی کاهش

تابعی  مدرجّ یهاورق متقارن حرارتی کمانش رفتارعددی  ایمطالعه در ،[42] ایقمشه الدینمحیی

و معادلات  جاییجابهمیدان  است. کرده بررسی 4پسَترناک-بر بستر وینکلرمتغیّر  ضخامت با ایدایره

 روش ازکارمن بیان شده است، و -غیرخطی ون هایتنشمیندلین و  یپایداری به کمک تئوری صفحه

از  پارامترهای مختلفتأثیر همچنین،  است. شده استفادهبرای حل معادلات حاکم  کوادریچر دیفرانسیل

 جمله ضریب بستر پسَترناک بر بار و مد کمانش بررسی شده است. 

 هاینانوصفحهتقویت شده با تابعی  رّجمد 5ی پیزوالکتریکهاورق کمانشپسکمانش و  یمطالعه

تک محوره و دو محوره  نیروهای، تحت پتانسیل الکتریکی خارجی و [43]گرافن توسط ژانگ و مائو 

مت مقاو هاکنندهتقویتنشان داده است، با افزایش درصد کمی از  هاآنانجام شده است. نتایج مطالعات 

 صورتهب کنندهتقویتیی با الگوی توزیع هاورق، این تغییرات در یابدمیرا افزایش  هاورقی کمانشپس

X  گرافن مقاومت  هاینانوصفحه، با افزایش نسبت ابعادی شده استبیشتر است. همچنین مشاهده

را  هاورقی کمانشپسابعادی ورق مقاومت  هاینسبت، و افزایش یابدمیافزایش  هاورقی کمانشپس

 . دهدمیکاهش 
 

 

 

 

                                                 
1. Peng 
2. Work equivalent method 
3. Modified strain gradient theory (MSGT). 
4. Winkler-Pasternak foundation 
5. Piezoelectric 
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 مقدمه - 

 شده تعریف گرافن هاینانوصفحه با شده قویتت چندلایه نانوکامپوزیتی ورق مدل ابتدا فصل این در

، همچنین و تسای-هالپین شده اصلاح میکرومکانیک مدل ازمؤثر  یانگ مدول یافتن منظوربه است.

 میدان، سپس است. شده استفاده اختلاط قانون از هاکامپوزیت معادل خواص آوردن دستبه برای

 جاییجابه-کرنش روابطو  ،مرتبه اول تعریف شده است برشی شکل تغییر تئوری اساس بر ورق جاییجابه

 شده است. در نظرگرفته کارمن-ون روابط مطابق

و اصل کار  کرنش-تنش ساختاری معادلاتبه کمک  حرارت اثر گرفتن نظر دردر گام بعدی، با 

گرافن استخراج شده است. در  هاینانوصفحهشده با  تقویت چندلایههای حاکم بر ورق معادلهمجازی، 

تبدیل دستگاه معادلات دیفرانسیل با مشتقات  برای( DQ) دیفرانسیل کوادریچرعددی ادامه، از روش 

استفاده شده است. در نهایت، با اعمال شرایط  2غیرخطی ه دستگاه معادلات دیفرانسیل جبریب 1جزئی

مسئله پرداخته شده  م ماتریسی بازنویسی شده، و به حلمرزی، دستگاه معادلات حاکم بر ورق به فر

 است.

 مدل و خواص ورق کامپوزیتی  - 

 مطابق h ضخامت و b عرض ،a طول با شده تقویت چندلایه نانوکامپوزیتیِ یهاورق، پژوهش این در

 ترکیبی لایه هر و است، یکسان هالایه تمام ضخامت هاورق این در است. شده گرفته نظر در 1-3شکل 

 هاینانوصفحه است. DGEBA جنساز  همسانگرد پلیمری زمینه و ایصفحه گرافن کنندهتقویت از

  است.پراکنده شده  یتصادف گیریجهت با و یکنواخت صورتبهپلیمری  زمینه در گرافن

 

 
 . در نظر گرفته شده چندلایهابعاد ورق نانوکامپوزیتی  -1-3شکل 

 

                                                 
1. Partial differential equation 
2. Nonlinear algebraic equation system 

https://en.wikipedia.org/wiki/Partial_differential_equation
https://en.wikipedia.org/wiki/Partial_differential_equation
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 با تیکامپوزینانو یهاورق ، دری پلیمریدر زمینه هاکنندهتقویتی توزیع نحوهتأثیر  بررسی منظوربه

ر در نظ ایلایهسه نوع آرایش  ضخامت راستای در ،لایه هر در گرافن هاینانوصفحه وزنی کسر تغییر

راستای  در 1گرافن هاینانوصفحهیکنواخت که در آن کسر حجمی  ایلایهگرفته شده است. آرایش 

 صورتبهگرافن  هاینانوصفحهکسر حجمی  هاآنکه در  تابعی مدرجّضخامت ثابت است و دو آرایش 

 در جهت ضخامت ورق تغییر کرده است.  مطابق با تابعی معیّنپیوسته و 

الف( نشان داده شده است، -2-3شکل در ) O (O-GPLRC) صورتبه هاکنندهتقویتتوزیع تابعی 

اده تر نشان د، و با رنگ تیرهدارد را گرافن هاینانوصفحهکسر حجمی  مقدار بیشترین میانیی هالایه

گرافن کمتر شده  هاینانوصفحهکسر حجمی ی سطحی هالایهبا حرکت به سمت  تدریجبه ،شده است

 هاینانوصفحهی تقویت شده با هاکامپوزیتب( -2-3شکل تر ترسیم شده است. در )و با رنگ روشن

کسر حجمی نمایش داده شده است،  (U-GPLRC) هاکنندهتقویتبا توزیع یکنواخت گرافن 

ی هاکامپوزیتیکنواخت تقویت شده است.  صورتبهیکسان و ورق  هالایهگرافن در تمام  هاینانوصفحه

در  X (X-GPLRC) صورتبه هاکنندهتقویتتوزیع تابعی با گرافن  هاینانوصفحهتقویت شده با 

 هاینانوصفحهکسر حجمی  بیشترینورق ی بالا و پایین هالایهنشان داده شده است،  ج(-2-3شکل )

 تر نشان داده شده است. را دارا است، و با رنگ تیره گرافن

 

 
  Xای ج( توزیع لایه Uای ب( توزیع لایه Oای های ورق الف( توزیع لایهنحوه توزیع لایه -2-3شکل 

 

)حجمی کسر )( )K

GPLV ،هرلایه برای ( 1,2,...., )LK N ،جدول  با مطابق هالایه آرایش نوع به توجهّ با

 شده است.  تعریف 3-1

حل معادلات  برای ،ایلایه هایآرایشتوابع کسر حجمی مربوط به هر یک از انواع  لازم به ذکر است،

                                                 
1. The GPL volume fraction 
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  .است شده کدنویسیمتلب  افزاری نتایج در نرمنهایی و مقایسه

 
  .کنندهتقویتگرافن برای انواع الگوهای توزیع  هاینانوصفحهتوابع کسری حجمی  -1-3جدول 

 هر لایه حجمی کسر گرافن هاینانوصفحهالگوی توزیع 

U-GPLRC ( ) *K

GPL GPLV V 
X-GPLRC ( ) *2 2 1 /K

GPL GPL L LV V K N N   
O-GPLRC  ( ) *2 1 2 1 /K

GPL GPL L LV V K N N    

 

* و است هالایه تعدادLNدر روابط فوق 

GPLV  شده است تعریف زیر صورتبه کل حجمی کسرمعرف.  

 

(3-1) 
  

*

/ 1

GPL
GPL

GPL GPL m GPL

W
V

W W 


  

GPLW هاکنندهتقویت وزنی کسر، m و GPL گرافن هاینانوصفحهچگالی  و زمینه چگالی ترتیب به 

  است.

 تسای-روش هالپین - 3-2-1

ست، ارائه شده ا هاکامپوزیتبینی خواص مکانیکی مؤثر های میکرومکانیکی متفاوتی برای پیشمدل

 است.  هاآنیکی از تسای -روش هالپین

است.  هاکامپوزیتمعادل محاسبه خواص تجربی برای تسای یک مدل نیمه-روش هالپین

 ،کهینبه ا توجّه. با اندشدهتقویت  یتصادف گیریجهت با و یکنواخت صورتبه ی مورد نظرهاکامپوزیت

رای مطلوبی ب یشیوه ،شودمیگرفته نظر در  هاکنندهتقویتاثر هندسه و اندازه تسای -هالپیندر روش 

 است.  هاکامپوزیتمحاسبه خواص مکانیکی 

مدول الاستیک در جهت طولی  LE  و مدول الاستیک در جهت عرضی TE زیر تعریف  صورتبه

 . شوندمی

 

1 الف(3-2)

1

L L f
L m

L f

V
E E

V

 




 

 
 

1 ب(3-2)

1

T T f
T m

T f

V
E E

V

 




 

 
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mE و زمینه یانگ مدولfV مقادیر است. 1کنندهتقویت حجمی کسرL وT محاسبه زیر صورتبه 

  .[36] گرددمی

 

 الف(3-3) 

 

/ 1

/

f m

L

f m L

E E

E E








 

 

 ب(3-3) 

 

/ 1

/

f m

T

f m T

E E

E E








 

fE است،  کنندهتقویت یانگ مدولT وL ی درجههستند و  کنندهتقویت هندسی هایمشخصه

 یریگ قرار نحوه و شکل به هاکمیت این مقدار. شوندمیتعریف  هاکنندهتقویت توسط زمینه تقویت

 انطباقو از  تجربی صورتبه های هندسیمشخصه دارد. بستگی بارگذاری نوع و هاکنندهتقویت

  .شودمی محاسبه تئوری و تجربی نمودارهای

وLزمینهای و الگوی توزیع مربعی در دایره مقطعسطح  بای یهاکنندهتقویت برای ،نمونه عنوانبه

T  3-3شکل مطابق  مستطیلی مقطع سطح با ییهاکنندهتقویتبرای ، همچنین. است 2برابر، T و

L شوندمیزیر محاسبه  صورتبه . 

 

 الف(3-4) 2 /L a t  

 ب(3-4) 2 /T b t  

 . [44] است کنندهتقویتبه ترتیب، طول عرض و ضخامت  tو  a ،bدر روابط بالا 

 

 
 . [44] یی با سطح مقطع مستطیلیهاکنندهتقویتورق تقویت شده با  -3-3شکل 

 

                                                 
1. Filler volume fraction 
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  .ودشمی محاسبه زیر رابطه از کنندهتقویت تصادفی پراکندگی با ییهاکامپوزیت الاستیک مدول

 

(3-5) 3 5

8 8
L TE E E  

تابعی  مدرّجکامپوزیتی  یهاورقمؤثر برای  یانگ مدولتسای -هالپین( و روش 5-3)به رابطه  توجّهبا 

مورد نظر در پژوهش حاضر گرافن  هاینانوصفحهو تقویت شده با  DGEBAبا زمینه پلیمری از جنس 

  .[36] استتعریف شده زیر  صورتبه

 

(3-6) 1 13 5

8 1 8 1

L L GPL T T GPL
m m

L GPL T GPL

V V
E E E

V V

   

 

 
   

 
 

 د.نگردمی محاسبه زیر صورتبه Tو Lمقادیر

 

 الف(3-7) 

 

/ 1

/

GPL m

L

GPL m L

E E

E E








 

 

 ب(3-7) 

 

/ 1

/

GPL m

T

GPL m T

E E

E E








 

mE وGPLE است گرافن هاینانوصفحه و ماتریس یانگ مدول مقادیر ترتیب به.  

 د.نآیمی دستبه زیر صورتبه Lو Tهندسی هایمشخصه

 الف(3-8)  2 /L GPL GPLa t  

 ب(3-8) 2 /T GPL GPLb t  

GPLa ،GPLb وGPLt گرافن است.  یصفحهبه ترتیب طول، عرض و ضخامت نانو 

جدول در ، پژوهش این در مطالعه مورد مرکب یمادهبرای  کنندهتقویتگرافن  هاینانوصفحهابعاد 

 . آورده شده است 3-2
  گرافن. هاینانوصفحهابعاد در نظر گرفته شده برای  -2-3جدول 

 گرافنی یصفحهابعاد  

2.5GPLa m 

1.5GPLb m 
1.5GPLt nm 
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 قانون اختلاط - 3-2-2

از  رهایارامتپ بهمؤثر  مکانیکی خواص، اندشده تشکیل متفاوت فاز چند یا دو از که کامپوزیتی مواد در

برای  نتیجه دراست.  وابستهفازها ...  توزیع نحوه و مواد تشکیل دهندهو موقعیت چگالی، شکل قبیل 

 حجمی کسر توزیع باید نظر مورد یماده دیگر معادل خاصیت هر یا بینی مدول الاستیک معادلپیش

 در نظر گرفته شود. تشکیل دهنده فازهای تقریبی شکل و

روش  در اینبینی خواص مکانیکی است. رو قانون اختلاط یک شیوه مرسوم و مناسب برای پیشازاین

حمل تسازه به باری که  توجّهبا  و گرفته شده است مرکبی با دو فاز الاستیک همسانگرد در نظر یماده

 بیان شده است.  2و روس 1، دو مدل وویگکندمی

 مدل وویگ - 3-2-2-1

 کل برابر تنش و ،شودمی مرکب وارد مادهبه فازهای  مساوی یهاکرنش ،شودمی فرضدر مدل وویگ 

 مرکب ماده مدول الاستیک .کنندمی تحمل تنهاییبه فازها از یک هر که ،است یهایتنش مجموع

 . شودمیتعریف  زیر صورتبه است و فازهامدول یانگ مؤثر  وزنی میانگین

 

(3-9) 
m m f fE E V E V  

mV وfV حجمی کسر ،mE وfE است.  کنندهتقویتماتریس و  ترتیب به پواسون ضرایب 

 مدل روس - 3-2-2-2

 ایجاد مساوی هایتنش وارده، بارهای تحت مرکب ماده فازهای در است، شده فرض روس مدل در

 دولم .کنندمی تحمل تنهاییبه فازها از یک هر که است ییهاکرنش مجموع برابر کل کرنش و ،شودمی

  .[45] شودمیتعریف  زیر صورتبه مرکب ماده مؤثر یانگ

 

(3-10) 1

f m

f m

V V


 



 
  
 

 

                                                 
1. Voigt 
2. Reuss 
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 انبساط ضریب محاسبه برای)مدل وویگ(  اختلاط قانون ازلازم به ذکر است، در پژوهش حاضر نیز 

 صورتبهشده است و  استفادهمورد نظر تابعی  مدرجّ یهاکامپوزیتمعادل  2پواسون ضریب و 1حرارتی

 زیر محاسبه شده است

 

 الف(3-11)
m m GPL GPLV V    

 ب(3-11)
m m GPL GPLV V    

GPL وm پواسون، ضرایبGPL وm و گرافن هاینانوصفحه ترتیب به حرارتی انبساط ضرایب 

 . [35] گرددمیزیر تعریف  صورتبهکسر حجمی ماتریس است و  mV، بدیهی است .است ماتریس

 

(3-12) 1m GPLV V  

 مورد مطالعه در این پژوهش پرداخته شده است.  کنندهتقویتزمینه و  ی خواصدر ادامه به ارائه

 گرافن هاینانوصفحهخواص  - 3-2-3

 ویرتص است. شده تهیه گرافن اکسید کاهش روش از مطالعه این در استفاده مورد گرافن هاینانوصفحه

 طبق  آن خواص ونشان داده شده است،  4-3شکل در گرافن هاینانوصفحه این

  .در نظر گرفته شده است 3-3جدول 

 
 . [13]ای گرافنهای میکروسکوپ الکترونی ب( ساختار لایههای گرافن روی شبکهالف( نانوصفحه -4-3شکل 

 

                                                 
1. Thermal expansion coefficient 
2. Poisson’s ratio 
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 . [13]گرافن در نظر گرفته شده  هاینانوصفحهخواص  -3-3جدول 

 گرافن هاینانوصفحه خواص

1010 ( )GPa یانگ مدول 

5/1062  3kgm  چگالی 

 پواسون ضریب 186/0

5 6( 10 / )Kحرارتی انبساط ضریب 

 ول اِینگلیسیدیل اتر بیسفخواص دی - 3-2-4

 خواص مکانیکیو  ،نشان داده شده است 5-3شکل اِی در بیسفنول اتر گلیسیدیلدیفرمول شیمیایی 

 . است شده گرفته نظر در 4-3جدول  به توجهّ باآن 

 
 . [46]ول اِی نگلیسیدیل اتر بیسففرمول شیمیایی دی -5-3شکل 

 
 . [46]خواص پلیمر در نظر گرفته شده  -4-3جدول 

 DGEBAخواص 

0/3 ( )GPa مدول یانگ 

1200 3( )kgm  چگالی 

 ضریب پواسون 34/0

60 6( 10 / )Kضریب انبساط حرارتی 

 

ی تسا-قانون اختلاط و روش هالپین های ارائه شده در ارتباط بافرمول تمامی پارامترهای معرفی شده و

ار کبه ورقمعادلات نهایی حاکم بر  حلو در  است، سازی شدهپیادهنویسی و برنامهمتلب  افزاردر نرم

 گرفته شده است. 
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 جاییجابهمیدان  - 

 صورتهب مرتبه اول برشی شکل تغییر تئوری اساس بر در ورق دلخواه اینقطه برای جاییجابههای مؤلفه

 شده است.  داده نشان زیر

 

 الف(3-13)     , , , ,xU X Y Z U X Y Z X Y  

 ب(3-13)     , , , ,YV X Y Z V X Y Z X Y  

 ج(3-13)   , , ,W X Y Z W X Y 

U،V وW مختصات هایمحور راستای در دلخواه نقطه یک جاییجابه ترتیببه X ،Y  وZ  .است

میانی یصفحه جاییجابههای مولفه 0Z  نیز باU،V وW  .نشان داده شده استx وY 

 نسبت به سطح مقطع عرضی است.  X و Y هایحول محور ترتیببهمیانی  یصفحه هایچرخش

 ورق بارگذاری - 

و دما طبق  ،است 0Tدر دمای مرجع اولیه هایتنشفاقد هرگونه ورق  ،شودمیفرض در پژوهش حاضر 

 . کندمییکنواخت تغییر  صورتبه( 14-3رابطه )

(3-14) 
0T T T   

در راستای  0YNبار گسترده یکنواخت و Xدر راستای محور  0XNهمچنین، بار گسترده یکنواخت

 . شودمیهای ورق وارد به لبه Yمحور 

 جاییجابه -غیر خطی کرنشروابط  - 

حاضر تابعی  مدرّجی حاکم بر ورق هاکرنش کارمن-ون جاییجابه -کرنش غیرخطی یرابطه استفاده از با

 صورتبهمیانی  یصفحهدر  Yو xهایو چرخش Wو U،Vهایجاییجابهدر این پژوهش برحسب 

  تعریف شده است.زیر 
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(3-15)  

 

,

2
(0) (1)

, ,
,

(0) (1)
2

, ,
(0) (1)

(0) (1) ,

,(0) (1)

, , ,

1

2

1

2

X

X X
X XX X

Y YY
Y Y

Y Z Y Z Y Z

Y Y
XZ XZ XZ

X X
XY XY XY

Y X Y

U W

V W
Z Z

W

W

U V W W

  

 

  
  
  

 
      

      
              

          
       

       


               
 

,

, ,

0

0

X

Y Y

X Y Y X



 

 
 
 
 
 
 
 

  

 

 معادلات ساختاری - 

 مدرّجبرای ورق با در نظر گرفتن اثر حرارت  کرنش-معادلات ساختاری تنش، کبر اساس قانون هو

 . شودمیزیر تعریف  صورتبهتحت تغییرات دمای یکنواخت تابعی 

 

(3-16) 
11 12

12 22

44

55

66

0 0 0

0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

X X

Y Y

Y Z Y Z

XZ XZ

XY XY

Q Q

Q Q

Q T

Q

Q

  

  

 

 

 

       
       
                     
       
       
              

 

اتریس های ممؤلفه. شوندمیمربوط  هاتنشی ماتریس سفتی به به وسیله هاکرنش معادلات ساختاریدر 

)سفتی برای  , 1,2,4,5,6)i j  شودمیزیر محاسبه  صورتبه . 

 

  الف(3-17)
11 22 21

E
Q Q


 


  

 

 ب(3-17)
12 21

E
Q







 

 
 ج(3-17)

44 55 66
2(1 )

E
Q Q Q


  


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 تقویت شده باتابعی  مدرجّمعادلات حاکم بر ورق  - 

 گرافن هاینانوصفحه

تخراج سوارد بر ورق با استفاده از روابط تعادل به احرارتی و مکانیکی  در نظر گرفتن بار در این مرحله، با

ته گرافن پرداخ هاینانوصفحهشده با  تقویت چندلایهورق کامپوزیتی  معادلات دیفرانسیل غیرخطی

 شده است. 

شکل گشتاورهای خمشی در  هایمنتجهو  6-3شکل نیرو در  هایمنتجهسازی، تصاویر جهت ساده

 معادلاتو  ،در نظر گرفته شده است ورق رفتار در چرخش اثرجداگانه نشان داده شده است.  3-7

 هایمنتجهنیرو و  هایمنتجهلازم به ذکر است . تغییرشکل یافته استخراج شده است المان برای تعادل

 گشتاور خمشی نشان داده شده در جهت مثبت خود هستند. 

 

 
 نیرویی وارد بر المان ورق تغییر شکل یافته هایمنتجه -6-3شکل 
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 تغییر شکل یافته گشتاور خمشی وارد بر المان ورق هایمنتجه -7-3شکل 

 

و کسینوس  yو xبا هاآندر معادلات تعادل سینوس  yو xدوران یهازاویه بودن کوچک دلیل به

 جایگزین شده است.  1با 

طور )همین dyیو نیرو بر واحد طول روی لبه ،نشان دهنده منتجه نیرو xN،کهبا یادآوری این

 عبارت است از:  xسایر نیروها( است، برآیند نیروها درجهت

 

(3-18) 

   , ,

0 0 , ,

0

0 0

x

x x x x yx yx yx y

X X x x yx y

F

N dy N N dx dy N dx N N dy dx

N dy N dy N N

 

     

     


 

 نوشت:  توانمی yدرجهتبرآیند نیروها  برای ،مشابه طوربه

 

(3-19) 
, ,0 0y xy x y yF N N    

 .آیدمی دستبهزیر  صورتبهتر است و اندکی پیچیده z در جهتبرآیند نیروها 
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(3-20) 
   

   

   

   

   

 

, ,

, ,

0 0 , 0 0 ,

, ,

, ,

, ,

0z

y y y y y y y y

x x x x x x x x

X x X x x x Y y Y y y y

y y y y x x x x

xy y xy xy x y y x

yx x yx yx y x x

F

N dx N N dy dx dy

N dy N N dx dy dx

N dy N dy dx N dx N dx dy

Q dx Q Q dy dx Q dy Q Q dx dy

N dy N N dx dy dx

N dx N N dy dx

  

  

     

  

  

 

  

   

     

     

   

   



  0y dy 

 

پوشی کرد. با چشم هاآناز مقادیر مرتبه دوم  توانمیبسیار کوچک هستند  dyو dx،به این که توجّهبا 

 : شودمیملاحظه مرتب کردن عبارات بالا 

 

(3-21)    

   

, , , , , ,

0 , 0 , , , 0

x x y y x x xy y x yx x y y y

X x x x Y y y y xy y x yx x y

Q Q N N N N

N N N N N N

 

   

    

      
 

 xyNو yxNبه برابری توجّهو ، (21-3)( در معادله 19-3( و )18-3گذاری معادلات )در نهایت، با جای

 : شودمیزیر نشان داده  صورتبه zدر جهتبرآیند نیروها 

 

(3-22) 

     , , 0 , 0 , , ,

0

2 0

z

x x y y X x x x Y y y y xy y x x y

F

Q Q N N N N N   

 

       


 

 دستبهزیر  صورتبهنیز دو معادله تعادل دیگر  yو xبا گرفتن برآیند گشتاورها حول محور ،همچنین

 آمده است. 

 

 الف(3-23)
, ,0 0x xy x y y yM M M Q     

 

 ب(3-23)
, ,0 0y yx y x x xM M M Q     

به روابط  توجهّبا لازم به ذکر است، 
x

dw

dx
   و

y

dw

dy
   مقادیر,y x و,x y  توانمیو است برابر 

 نشان داد.  xyw,بارا  هاآن

برحسب کامپوزیتی مورد نظر  ورق بر حاکم پایداری ، معادلاتمعادلات تعادل محاسبه شدهبه  توجهّبا 

 هایمنتجهو  XM ،YM ،XYMگشتاور خمشی هایمنتجه، XN ،YN ،XYNنیرویی هایمنتجه

 بازنویسی شده است:  زیر فرم به حاضر پژوهش مطالعه در جهت YQو XQنیروی برشی
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, الف(3-24) , 0X X XY YN N  

, ب(3-24) , 0XY X Y YN N  

 ج(3-24)   , , 0 , 0 , ,2 0X X Y Y X X XX Y Y YY XY XYQ Q N N W N N W N W       

, د(3-24) , 0X X XY Y XM M Q   

, (ـه3-24) , 0XY X Y Y YM M Q   

جه ، در نتیکندمیخواص مواد در هر لایه تغییر و  در هر لایه متفاوت است، هاکنندهتقویتکسر حجمی 

 XN با ،نیرو هایمنتجه. کندمی، و در هر لایه تغییر یستدر راستای ضخامت پیوسته ن هاتنشمقدار 

YN وXYN  شوندمیمحاسبه زیر  صورتبهلایه  های تنش در هرمجموع انتگرال، و از شوندمیمعرفی.  

 

(3-25) 
1
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


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     
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      
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     

  

)های سفتیکه مؤلفهبرحسب را  هاآن توانمیهای فوق با حل انتگرال , 1,2,6)ijA i j  هایمنتجه، و 

Tنیرو  دمایی

XN ،T

YN وT

XYN زیر بازنویسی نمود صورتبه:  

 

(3-26) (0)

11 12
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12 22
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





      
      

       
             

 

 آیند: می دستبههای سفتی طبق رابطه زیر مؤلفه هاآنکه در 

 

(3-27) 
( , 1,2,6)ijA i j     1/2
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h Z
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ij ij ij
h Z
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A Q dZ Q dZ




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  :شوندمیزیر محاسبه  صورتبهنیرو نیز  دمایی هایمنتجه

 

(3-28) 
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 XYMو XM ،YMخمشیگشتاور  هایمنتجهو  XQو YQنیروی برشی، هایمنتجهمشابه،  طوربه

های و مجموع انتگرال ،استمتغیّر راستای ضخامت در جا نیز مقادیر تنش در این. شده است محاسبه

 لایه محاسبه شده است.  تنش در هر

 

 الف(3-29)
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  

 

 ب(3-29)
1

( )

/2

/2
1

L
k

k

k

X X XN
h Z

Y Y Y
h Z

k

XY XY XY

M

M ZdZ ZdZ

M

 

 

 






     
     

      
     
     

  

)های سفتیگرفتن مؤلفه با در نظر توانمیرا ( 29-3) روابط , 4,5)ijA i j  و( , 1,2,6)ijD i j  ،و 

Tگشتاور خمشی دمایی هایمنتجه

XM ،T

YM وT

XYM زیر بازنویسی کرد:  صورتبه 

 

(0) الف(3-30)
44

(0)
55

0

0

Y Y Z

X XZ

AQ

AQ





   
    

     

 

 

(1) ب(3-30)

11 12

(1)

12 22

(1)

66

0

0

0 0

T

X X X

T

Y Y Y

T

XY XY XY

M D D M

M D D M

M D M







      
      

       
             

 

 : آیدمی دستبهزیر  صورتبههای سفتی مؤلفه

 

 الف(3-31)
( , 4,5)ijA i j              1/2

( )

/2
1

L
k

k

N
h Z

k

ij ij ij
h Z

k

A Q dZ Q dZ 





    

 

 ب(3-31)
( , 1,2,6)ijD i j        1/2

2 ( ) 2

/2
1

( )
L

k

k

N
h Z

k

ij ij ij
h Z

k

D Q Z dZ Q Z dZ





   

ضریب تصحیح برشی   5معادل  پژوهش این در شده است، و داده توضیح دوم در فصل

6
 نظر در 

 گرفته شده است. 

 گشتاور خمشی نیز با کمک روابط زیر محاسبه شده است.  دمایی هایمنتجه
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(3-32) 
1

( ) ( )

11 12

12 22

1

66

0

0

0 0 0

L
k

k

k kT

X
N

Z
T

Y
Z

kT

XY

M Q Q

M Q Q TZdZ

QM








     
    

     
        

 

( 30-3( و )28-3آمده از روابط ) دستبهخمشی  گشتاور هایمنتجهنیرویی و  هایمنتجهدر این مرحله، 

( 24-3(، در معادلات حاکم بر ورق روابط )15-3را با در نظر گرفتن معادلات سینماتیک روابط )

 نیروهایکامپوزیتی تحت ورق نانوبر و معادلات تعادل غیرخطی حاکم  شده استگذاری جای

 . آیدمی دستبهزیر  صورتبهها جاییجابهو تغییر دمای یکنواخت برحسب  ایصفحهدرون

به  توجّهبا گشتاور خمشی  دمایی هایمنتجه نیرو و دمایی هایمنتجهشایان ذکر است، مشتق 

 . شده استو از معادلات حذف  شودمیصفر  Yو Xهایتغییرات یکنواخت دما در جهت

 

11 الف(3-33) , , , 12 , , ,

66 , , , , , ,

( ) ( )

( ) 0

XX X XX XY Y XY

Y Y XY Y XY X Y Y

A U W W A V W W

A U V W W W W

  

    
 

 

 

66 ب(3-33) , , , , , ,

12 , , , 22 , , ,

( )

( ) ( ) 0

XY XX XX Y X XY

XY X XY Y Y Y Y Y

A U V W W W W

A U W W A V W W

  

    
 

 
 

 ج(3-33)

   

   

55 , , 44 , ,

2 2

11 , , 12 , , 0 ,

2 2

12 , , 22 , , 0 ,

66 , , , , ,

( ) ( )

1 1

2 2

1 1

2 2

2 ( ) 0

XX X X Y Y Y Y

T

X X Y Y XX X XX

T

X X Y Y Y Y Y Y Y

Y X X Y XY

A W A W

A U W A V W N N W

A U W A V W N N W

A U V W W W

   

    
         

    

    
         

    

   

 

 
 

11 د(3-33) , 12 , 66 , , 55 ,( ) ( ) 0X XX Y XY X YY Y XY X XD D D A W          
 
 

66 (ـه3-33) , , 12 , 22 , 44 ,( ) ( ) 0X XY Y XX X XY Y YY Y YD D D A W          
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 شرایط مرزی  - 

گیردار و ساده در چهار طرفی گاهتکیه شرایط دو پژوهش این در 0,X a و 0,Y b  برای ورق

 نظر ازها نآ برقراری برای است، و شده گرفتهگرافن در نظر  هاینانوصفحهنانوکامپوزیتی تقویت شده با 

 است.  نیاز زیر روابط ارضای ریاضی

 

 شرایط مرزی گیردار:

 

 الف(3-34) 0,X a             0X YU V W       

 ب(3-34) 0,Y b             0X YU V W       

 شرایط مرزی ساده:

 

 الف(3-35) 0,X a             0Y XXU V W M     

 ب(3-35) 0,Y b             0X Y YU V W M     

ی متحرک در لبه 0,X a : 

 

(3-36)  0,X a             0Y XX XXV W M N     

 ابعاد  یکاها و - 

جریان الکتریکی و بسیاری  مانند: سرعت، نیرو، انرژی، دما،هایی در فیزیک با کمیت هاگیریاندازه

 چند کمیتّبرحسب ند توانمیها این کمیت ،های دیگر سروکار دارد. نکته جالب این است کهکمیت

گر های دی. تمام کمیّتشوندمیهای بنیادی نامیده کمیتّ ،زمان بیان شوند. این سهو ای طول، جرم پایه

 توانیمهای فیزیکی را . بیشتر کمیّتشوندمیهای فرعی نامیده ، کمیتّشوندمیها بیان اینبرحسب که 

 اهشکا ربعد پیچیدگی مسئله بعد بیان کرد. استفاده از پارامترهای بیهای پایه و بیکمیتبرحسب 

تر ها آسانتحلیل و بررسی پدیده بنابراین، شدهدر مسئله کمتر متغیّرهای تجربی مؤثر ، دهدمی

  .[47] شودمی
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 بعد سازی معادلات حاکم بر ورقبی - 3-9-1

 بعد شده است. به کمک روابط زیر بی مسئلهدر این پژوهش نیز پارامترهای 

 

) الف(3-37) , ) ( / , / )x y X a Y b 

) ب(3-37) , , ) ( , , ) /u v w U V W h 

) ج(3-37) , ) ( , )x y X Y    

 د(3-37)
1 2( , ) / ( , )a h b   

2 (ـه3-37)

110( , ) ( , / ) /ij ij ij ija d A D h A 

 و(3-37)
0 0/Y XN N  

 ز(3-37)
0 110( , , ) ( , , ) /T T T T

x y X X YP P P N N N A 

110A 11برابر با مقدارA  شودمیزیر محاسبه  صورتبهاست و همگن از جنس ماتریس  ورقبرای یک . 

 

2/ الف(3-38)

110 11
/2

h

m
h

A Q dZ


  

 

 ب(3-38)
11 21

m
m

m

E
Q





 

 حاکم بر ورق تعادل معادلات (37-3تعریف شده در روابط ) بعدبه پارامترهای بی توجّهسپس، با 

 . دنشومیزیر باز نویسی  صورتبهبعد سازی شده و بی( 24-3)روابط 

 

 الف(3-39)
2

11 , , , 12 2 , , ,

1 1

2 2
66 2 2 , , , , , ,

1 1

1

0

xx x xx xy y xy

yy xy y xy x yy

a u w w a v w w

a u v w w w w




 

 
 

 

   
     

   

 
     

 
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 ب(3-39)
2 2

66 2 , , , , , ,

1 1

2 2
12 2 , , , 22 2 , , ,

1 1

1
0

xy xx xx y x xy

xy x xy yy y yy

a u v w w w w

a u w w a v w w

 


 


 

 

 
   

 

   
       

   

 

 
 

 ج(3-39)   

   

   

55 , 1 , 44 2 2 , 1 ,

22
11 2 2

, , 12 , , ,

1 1 1 1

22 212 2 2
, , 22 , , 2 ,

1 1 1 1

2
66 2 , , ,

1

1

2 2

1

2 2

2

xx x x yy y y

T

x x y y x xx

T

x x y y y yy

y x

a w a w

a
u w a v w P P w

a
u w a v w P P w

a u v w

   

 

   

 
 

   






  

     
         
     

     
         
     

   2
, ,

1

0x y xyw w




 
 

 

 

 
 

 د(3-39)   11 , 12 2 , 66 2 2 , , 55 1 , 1 0x xx y xy x yy y xy x xd d d a w              

 
 

 (ـه3-39)   2

66 2 , , 12 2 , 22 2 , 44 1 2 , 1 0x xy y xx x xy y yy y yd d d a w               

 

 شرایط مرزیبعد سازی بی - 3-9-2

 :دنشومیزیر در نظر گرفته  صورتبهبعد نیز شرایط مرزی بی

 

 شرایط مرزی گیردار:

 

 الف(3-40) 0,1x                                      0x yu v w       

 ب(3-40) 0,1y                                      0x yu v w       

 

 

  شرایط مرزی ساده:
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 الف(3-41) 0,1x         11 . 12 2 , 0x x y yd d        0yu v w     

 ب(3-41) 0,1y        12 . 22 2 , 0x x y yd d        0xu v w     

ی متحرک در لبه 0,1x  : 

 

11 (الف3-42) . 12 2 , 0x x y yd d             0yv w    

 ب(3-42)
   

22
2

11 , , 12 2 , ,

1 1

1
0

2 2
x x y ya u w a v w




 

   
      

   
 

 حل عددی  هایروش - 

از  هستند. توجّهبالا، بسیار مورد  دقّتتحلیلی به دلیل  هایروش زدر حل مسائل مهندسی استفاده ا 

های گوناگون از جمله حرارت با استفاده از معادلات دیفرانسیل با بسیاری از پدیدهطرفی در طبیعت 

که حل  هاییمحدودیتهای حل این معادلات و به پیچیدگی توجّه. با شوندمیمشتقات جزئی مدل 

ن پیدایش و رشد روزافزو موجب ،کندمیتحلیلی به هندسه، شرایط مرزی و بازه تحلیل مسئله تحمیل 

جزئی  با مشتقات دیفرانسیل معادلات حل در ابزار تریناصلیرا به  هاآنشده است و عددی  هایروش

عددی متنوعی در دسترس  هایروشبرای حل مسائل مهندسی  ،به طوری که امروزه. است کردهتبدیل 

 . هستند

 از بسیاریحل  در، و است عددی حل روش یا دیفرانسیل مربعات یک کوادریچر دیفرانسیل روش

 هایروش برای مناسب جایگزین یک کوادریچر دیفرانسیل است. روش استفاده شده مهندسی مسائل

 .است 1محدود تفاضل و محدود عددی از جمله المان حل مرسوم

 کوادریچر دیفرانسیل روش - 3-10-1
یک  عنوانبه، [48]و همکاران  2توسط بلمن 1971روش دیفرانسیل کوادریچر برای اولین بار در سال 

 درحل  یشیوهروش عددی ساده برای حل معادلات دیفرانسیل خطی و غیرخطی پیشنهاد شده است. 

. شودمیانجام  مسئلهپیوسته  عددی با گسسته سازی فضای هایروشاین روش نیز مانند بسیاری از 

 جمع صورتبه گرهی نقاط این از یک هر در تابع مشتقاصلی این روش به این صورت است که  یایده

                                                 
1. Finite difference 
2. Bellman 
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مقدار  مسئلهخواسته  .است راستا آن در تعیین شده ایگره نقاط تمام در تابع مقدار از دارخطی وزن

 است.  ایگرهتابع مورد نظر در هر یک از نقاط 

تعریف شده،  8-3شکل مطابق بعدی شرح روش دیفرانسیل کوادریچر، ابتدا یک مسئله یک منظوربه

پذیرمشتق و پیوسته تابع و F f x در نظر گرفته شده است . 

 

 
 توزیع گرهی در دامنه یک بعدی -8-3شکل 

 

مشتق مرتبه اول تابع f x نسبت بهx در نقطهix ،تقریبی برابر با مجموع خطی وزنی مقادیر  طوربه

 . شودمیزیر محاسبه  صورتبهو  تابع در کل دامنه است

 

(3-43) 
( 1,2, , )i N       (1)

1

( )

i

N

i ij j

jx

f
f x C f x

x 


 


 

(1)

ijC ضرایب وزنی مشتق مرتبه اول وN  (1)است. مقادیر ضریب وزنی هاگرهتعداد

ijC  ی هر نقطهدر

و  1از جمله روش بلمن و روش کوئن ،متعددی هایروشمتفاوت است و برای محاسبه آن  ix ایگره

دیفرانسیل  هایروشیکی از ضرایب وزنی  هایماتریسوجود دارد؛ در این پژوهش، برای محاسبه  2چنگ

ه، معرفی شد 5ریچاردزو  4توسط شوو 1992اولین بار در سال برای که  3ایکوادریچر مبتنی بر چندجمله

 استفاده شده است. 

  :دآینمی دستبه زیر صورتبه اول مرتبهمشتق  وزنی ضرایب ماتریسغیر قطری  هایدرایهابتدا، 

 

(3-44) 
( , 1,2, , ; ),i j N i j         

 

   

1 1,

1,

ij

N

i k

k i

N

i j j k

k j

x x

C

x x x x

 

 





 





 

                                                 
1. Quen 
2. Chang 
3. Polynomial-based differential quadrature 
4. Shu 
5. Richards 
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  :است زیر صورتبه نیز یک، مرتبهوزنی  ضرایب ماتریس قطری هایدرایه

 

(3-45) 
( 1,2, , )i N          1 1

1,
ii ik

N

k i

C C
 

   

ابعت kمشتق مرتبه f x نسبت بهx در نقطهix شودمیزیر تعریف  صورتبه . 

(3-46) 
( 1,2, , )i N       

 

   ( )

1

( )

i

k N
k k

i ij jk
j

x

f
f x C f x

x 


 


 

در رابطه بالا مرتبه مشتق در بازه ،شود که توجّهبه این نکته باید  2 1k N    .تعریف شده است 

 های غیر قطری ماتریس ضرایب وزنی مشتق مرتبهبرای محاسبه درایه 2 1k N    نیز از

 . شودمیرابطه زیر استفاده 

 

(3-47) 
( , 1,2, , ; ),i j N i j        

( 1)

( ) 1 ( 1)

( )

k

ijk k

ij ii ij

i j

C
C k C C

x x




 

  
  

 

 مرتبههای قطری ماتریس ضرایب وزنی مشتق همچنین، درایه 2 1k N   زیر محاسبه  صورتبه

 . شودمی

 

(3-48) 
( 1,2, , )i N          

1,
ii iv

N
k k

v i

C C
 

   

در پاسخ  هاگرهتوضیح  ینحوه .در دامنه حل، پرداخته شده است هاگرهدر مرحله بعد به نحوه توزیع 

یا غیریکنواخت و تجمعی در دامنه  ،د یکنواخت و با فاصله برابرتوانمی هاگرهمسئله مؤثر است. توزیع 

در نظر گرفته  ی حلای مختلفی برای دامنههای گرهتوزیعمسئله  یهندسهبه  توجّهبا  .باشدحل 

ظر مطابق رابطه زیر در ن هاگرهتوزیع یکنواخت طبق یک الگوی کسینوسی برای نیز جا . در اینشودمی

 . [49] گرفته شده است

 

(3-49) 
( 1,2, , )i N             11

1 cos
2 1

i

i
x

N

  
  

 
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سازی دیفرانسیل کوادریچر بر دستگاه معادلات اعمال گسسته - 3-10-2

 با مشتقات جزئی غیرخطی حاکم بر ورق 

تقویت شده با تابعی  مدرجّ چندلایهبر ورق  حاکم با مشتقات جزئی دیفرانسیل معادلات دستگاه

و مشتقات تعریف شده است  u، v،w،x،yجاییجابههای مؤلفهبرحسب گرافن  هاینانوصفحه

 . است yو xنسبت به متغیرّ هاآن

 گرفته شده است.  در نظر 9-3شکل مطابق بندی گرهی در سطح ورق شبکه

 

 
 ی دوبعدی دی گرهی برای دامنهنبشبکه -9-3شکل 

 

xN  در راستای هاگرهتعدادx وyN  در راستای هاگرهتعدادy و با فاصله برابر یکنواخت طوربه، 

  .اندشدهبه کمک رابطه زیر در سطح ورق پراکنده  طبق یک الگوی کسینوسی

 

 الف(3-50)
1( 1,2, , )i N             

1

11
1 cos

2 1
i

i
x

N

  
  

 
 

 

 ب(3-50) 21,2,...,j N            

2

11
1 cos

2 1
j

j
y

N

  
  

 
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ای است و با کمک روابط دیفرانسیل در هر نقطه گره جاییجابهبردار  ،حاضر مسئلهتوابع مورد نظر در 

مشتق مرتبهزیر محاسبه شده است.  صورتبهکوادریچر 
1k  متغیرّتابع نسبت بهx در نقطهi  و مشتق

مرتبه
2k  متغیرّتابع نسبت بهy در نقطهj شده استتعیین  زیر صورتبه.  

 

 الف(3-51)
( 1,2, , )xi N       

1

1

1

( )

1

, , , , , , , ,
x

i

k N
k

x y im mj mj mj xmj ymjk
mx x

u v w C u v w
x

   






 

 

 ب(3-51)
 1,2,..., yj N       

2

2

2

( )

1

, , , , , , , ,
y

j

Nk
k

x y jn in in in xin yink
ny y

u v w C u v w
y

   






 

1( )k

imC 1مشتق مرتبهیب وزنی اضرk  متغیرّنسبت بهx و , , , ,mj mj mj xmj ymju v w    پاسخ مورد نظر

در نقطه ,i jx y 2مشابه،  طوربه .ستا( )k

jnC 2یب وزنی مشتق مرتبهاضرk  متغیرّنسبت بهy و

 , , , ,in in in xin yinu v w   پاسخ مورد نظر در نقطه ,i jx y ست. ا 

)برای yمتغیّرو  xمتغیرّنسبت به  ترتیببهتابع  2kو 1kمشتق مرتبه ،همچنین 1,2, , )xi N و

 1,2,..., yj N  محاسبه شده استزیر صورت به . 

 

(3-52) 
   

1 2 1 2

1 2

1 2

( ) ( )

1 1,

, , , , , , , ,

i j

k k N N
k k

x y im jn mn mn mn xmn ymnk k
m nx x y y

u v w C C u v w
x y

   
  

 


 
 

بردار , , , ,mn mn mn xmn ymnu v w   پاسخ مورد نظر در نقطه ,i jx y ست. ا 

 yجهت در بندیفرمول و است شده ارائه xراستای شبکه گرهی در جا تنها برایدر این روابط

 . گرددمیزیر محاسبه  صورتبهضرایب وزنی مشتق مرتبه اول . شوندمی تعریف مشابه طوربه نیز

 

 الف(3-53)

( , 1,2, , ; )xi m N i m         

 

   

1 1,

1,

x

im x

N

i k

k i

N

i m m k

k m

x x

C

x x x x

 

 





 




 

 

 

 ب(3-53) 1

1,

x

ii

N

iv

v i

C C
 

   

ضرایب وزنی برای مشتقات مرتبه ،همچنین 2 1xk N    گرددمیزیر تعریف  صورتبهنیز . 
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 الف(3-54)
( , 1,2, , ; ),xi m N i m       

( 1)
( ) 1 ( 1)

( )

k
k k im

im ii im

i m

C
C k C C

x x


 

  
 

 

 

 

) ب(3-54) ) ( )

1

xN
k k

ii im

m

C C


  

استفاده از روابط با  yو u،v،w،xهای مرتبه اول و بالاتر توابع( مشتق93-3حال در معادلات )

 مقدار از داروزن خطی جمع صورتبه را گرهی نقاط از یک هر( بازنویسی شده است و 52-3( و )3-51)

 ه شده است. نوشت، تعیین شده گرهی نقاط در تمام تابع

آورده شده است. سپس، به ارائه معادلات  ،نمونه برای آشنایی با نحوه تبدیل عنوانبهابتدا چند عبارت 

  حاکم بر ورق پرداخته شده است.

 

 الف(3-55) 2

11 , 11

1

xN

xx im mj

m

a u a C u


  

 

 ب(3-55) 22 2

66 2 , 66 2

1

yN

yy jn in

n

a u a C u 


  

 

 ج(3-55)   1 1

12 2 , 12 2

1 1

yx
NN

xy im jn mn

m n

a v a C C v 
 

  

 

 د(3-55)   1 2

11 , , 11

1 1

x xN N

x xx im mj im mj

m m

a w w a C w C w
 

   

 

 (ـه3-55)     1 1 1

12 2 , , 12 2

1 1 1

y yx
N NN

y xy jn in im jn mn

n m n

a w w a C w C C w 
  

   

 

 و(3-55)   1 22 2
12 , , 12

1 11 1

y x
N N

y xx jn in im mj

n m

a v w a C v C w
 

   

   
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 ز(3-55)
     

2
2 2

2 1 22 2
12 , , 122 2

1 11 12 2

y x
N N

y xx jn in im mj

n m

a w w a C w C w
 

   

 
   

 
  

 وش دیفرانسیلرسازی نیز با اعمال ضرایب وزنی و پیادهتابعی  مدرّجمعادلات حاکم بر ورق در نهایت، 

 زیر بازنویسی شده است.  صورتبهکوادریچر 

 

 الف(3-56)
         

           

     

12

2 1 2 1 1

11 2

1 1 1 1 11

1 1 1 2 1 12
66 2 2

1 1 1 1 1 11

1 1 12

1

1 yx x x x

y y y yx x

NN N N N

im mj im mj im mj im jn mn

m m m m n

N N N NN N

jn in im jn mn jn in im jn mn

n m n n m n

jn in im jn

a C u C w C w a C C v

C w C C w a C u C C v

C w C C w





 







    

     

 
    

  

 
    

 



   

   

   1 22

1 1 1 1 11

0
y y yx x

N N NN N

mn im mj jn in

n m n m n

C w C w


    


 


   

 

 

 

 ب(3-56)         

     

         

12

1 1 2 2 12
66 2

1 1 1 1 11

1 1 12

1 1 11

1 1 1 1 1

2

1 1 1 1 11

1

y yx x x

yx x

y yx x x

N NN N N

im jn mn im mj im mj jn in

m n m m n

NN N

im mj im jn mn

m m n

N NN N N

im jn mn im mj im jn mn

m n m m n

a C C u C v C w C w

C w C C w

a C C u C w C C w













    

  

    


 




 



 
   

 



   

 

  

     2 1 22 2
22 2

1 1 11

0
y y yN N N

jn in jn in jn in

n n n

a C v C w C w



  

 
   

 
  
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 ج(3-56)       

   

   

2 1 2 1

55 1 44 2 2 1

1 1 1 1

2

1 111

1 11 1

2

1 112 2 2

1 11 1

1

2

2

y yx x

x x

y y

N NN N

im mj im xmj jn in jn yin

m m n n

N N

im mj im mj

m m

N N

jn in jn in

n n

a C w C a C w C

a
C u C w

a
C v C w

     

 

 

 

   

 

 

  
      

   

   
     

    

  
        

   

 

 
 

   

     

     

2

1

2

1 112

1 11 1

2

1 1 2222 2 2
2

1 1 11 1

1 1 12
66 2

1

1

2

2

2

x

x x

y y y

N
T

x im mj

m

N N

im mj im mj

m m

N N N

T

jn in jn in y jn in

n n n

jn in im mj im mj

p P C w

a
C u C w

a
C v C w p P C w

a C u C v C w C

 

 
 

 








 

  




 


   
     

    

   
            

  



 

  

     1 1 12

1 1 1 1 1 11

0
y y yx x x

N N NN N N

jn in im jn mn

n m m n m n

w C C w


     

 
  

 
     

 
 

 د(3-56)     

       

2 1 1

11 12 2

1 1 1

2 1 1 1

66 2 2 55 1 1

1 1 1 1

0

yx x

y yx x

NN N

im xmj im jn ymn

m m n

N NN N

jn xin im jn ymn im mj xij

n m n m

d C d C C

d C C C a C w

  

     

  

   



   
        

  

 

  

 

 
 

 (ـه3-56)         

   

1 1 2 1 1

66 2 12 2

1 1 1 1 1

2 12

22 2 44 1 2 1

1 1

0

y yx x x

y y

N NN N N

im jn xmn im ymj im jn xmn

m n m m n

N N

jn yin jn in yij

n n

d C C C d C C

d C a C w

    

    

    

 

 
   

 

 
     

 

  

 

 

 

 سازی دیفرانسیل کوادریچر بر شرایط مرزیاعمال گسسته - 3-10-3

گرفته شده است. سپس، با اعمال دیفرانسیل کوادریچر  در نظر 10-3شکل مطابق  هاگرهگذاری شماره

های ، شرایط مرزی در لبهتابعی مدرّج چندلایهسازی شرایط مرزی حاکم بر ورق و گسسته 0x  ،

 1x  ، 0y  و 1y   ی ورق ارائه شده به مختصات و شماره متناظر با هر گره در لبه توجّهبا

 است. 
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 بندی گرهی برای ورق در نظر گرفته شده. گذاری شبکهشماره نحوه -10-3شکل 

 

 شرایط مرزی گیردار: 

 

 الف(3-57) 0x            1 1 1 1 1 0j j j x j y ju v w       

 ب(3-57) 1x             0
x x x x xN j N j N j xN j yN ju v w       

 ج(3-57) 0y            1 1 1 1 1 0i i i xi yiu v w       

 د(3-57) 1y             0
y y y y yiN iN iN xiN yiNu v w       

 شرایط مرزی ساده: 

 

 الف(3-58)
 0x     1 1

11 1 12 2 ,

1 1

0
yx

NN

m xmj jn y y

m n

d C d C  
 

   1 1 1 1 0,j j j y ju v w     
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 ب(3-58)
 1x  (1) (1)

11 12 2

1 1

0
yx

x x

NN

N m xmj jn yN n

m n

d C d C  
 

   0,
x x x xN j N j N j yN ju v w     

 ج(3-58)
 0y  (1) (1)

12 1 22 2 1

1 1

0
yx

NN

im xm n yin

m n

d C d C  
 

   

1 1 1 1 0,i i i xiu v w     

 د(3-58)
 1y  (1) (1)

12 22 2

1 1

0
yx

y y

NN

im xmN N n yin

m n

d C d C  
 

   0,
y y y yiN iN iN xiNu v w     

ی متحرک در لبه 0x  : 

 

 الف(3-59)   1 1

11 1 12 2 ,

1 1

0
yx

NN

m xmj jn y y

m n

d C d C  
 

   1 1 1 0j j y jv w    

 ب(3-59)
       

1 1 2 2
2 2

1 1 1 12
11 1 1 12 2 1 1

1 1 1 11 1

1
0

2 2

N N N N

m mj m mj jn n jn n

m m n n

a C u C w a C v C w



    

      
          
         
    

ی در لبه متحرک 1x  : 

 

(1) الف(3-60) (1)

11 12 2

1 1

0
yx

x x

NN

N m xmj jn yN n

m n

d C d C  
 

   
1 1 1

0N j N j yN jv w    

 ب(3-60)       
1 1 2 2

1 1 1 1

2 2

1 1 1 12
11 12 2

1 1 1 11 1

1
0

2 2

N N N N

N m mj N m mj jn N n jn N n

m m n n

a C u C w a C v C w



    

      
          
         
    

سپس، برای بازنویسی دستگاه معادلات جبری غیرخطی حاکم بر ورق به فرم ماتریسی، ابتدا بردار 

جاییجابه d زیر در نظرگرفته شده است.  صورتبه جاییجابههای ماتریس با کنار هم قرار دادن ستون 

 

(3-61)   



11 12 11 12

11 12 11 12 11 12

{ , , , , } , , , , , , ,

, , , , , , , , , , ,

x y x y

x y x y x y

T

ij ij ij xij yij N N N N

T

N N x x xN N y y yN N

d u v w u u u v v v

w w w

 

     

 
 

 ،اییججابههای متناظر با هر گره در بردار جاییجابهضرایب وزنی با  هایماتریسهای برای تطبیق درایه

 . شودمیزیر تعریف  صورتبهاستفاده شده، و  1کرونیکر ضربحاصلاز 

 

                                                 
1. Kronecker product 
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(3-62)      ijA B A B     

(1) برای ضرب کرونیکر

imC (2)و

imC متغیرّمشتق نسبت به با ضرایب وزنی  هایماتریسx زیر صورتبه 

 . شده است انجام

 

(1) الف(3-63)

x x y y

x

N N N NA C I   

(2) ب(3-36)

x x y y

x

N N N NB C I   

I  ّ(1)مشابه برای طوربهو ، است همانی ماتریسمعرف

jnC (2)و

jnC مشتق با ضرایب وزنی  هایماتریس

 نیز داریم:  yمتغیرّنسبت به 

 

(1) الف(3-64)

x x y y

y

N N N NA I C   

(2) ب(3-64)

x x y y

y

N N N NB I C   

زیر محاسبه  صورتبهنیز  yو xبرای توابع با مشتق نسبت به متغیرّماتریس ضرایب وزنی همچنین، 

 شده است. 

 

(3-65) (1) (1)

x x y y

xy

N N N NA C C   

 ضرایب وزنی در پیوست الف محاسبه شده است.  هایماتریسکرونیکر  ضربحاصل

تقویت شده با تابعی  مدرجّی هاورق کمانشپسمعادلات جبری غیرخطی حاکم بر کمانش و 

  .دشومیبه فرم ماتریسی زیر بیان  ایصفحهدرون نیروهایو تحت بار حرارتی  گرافن هاینانوصفحه

 

(3-66)            1 2 0L T P NL NLK T K P K K K d     

 طبق ورق yدر راستای محور گرهتعداد yN و xتعداد گره در راستای محور xNکه جاییآن از

 بنابراین ابعاد آزادی است، درجه پنج دارای گره هر و است شده فرض دیفرانسیل کوادریچر روش

5حاکم بر ورق ماتریسی معادلات دستگاه 5x y x yN N N N سفتی هایماتریس تبع آنو به ،استLK 

،1NLK،2NLK،PK وTK 5ابعادشان 5x y x yN N N N .استLK ثابت، ضرایب ماتریسPK 

 ترتیببه نیز 2NLKو 1NLKدما و با مرتبطضرایب  ماتریس TKنیرو، با مرتبطضرایب  ماتریس

 های مجهول است. جاییجابه بردار از دو درجه و خطی توابع ی ازهایماتریس
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در ادامه  (2NLKو 1NLK) غیرخطی( و TKو LK،PK)سفتی خطی  هایماتریسی تعریف نحوه

ارائه شده  صورتبه ،سفتی معرفی شده هایماتریسهر یک از  هایماتریسزیرو  ،شرح داده شده است

 . اندشدهافزار متلب کدنویسی در نرم

ابعادی  هاینسبت، سفتی هایمؤلفه شامل TKو LK،PKهایماتریسها در هر یک از زیر ماتریس

، سفتی هایمؤلفه، جاییجابهخطی بردار  توابعیاز  1NLK هایماتریس. زیر هستند وزنی ضرایبو 

، سفتی هایمؤلفهنیز  2NLKهایماتریسابعادی و ضرایب وزنی تشکیل شده است، و زیر  هاینسبت

 . شوندمیرا شامل  جاییجابهو توابع درجه دو بردار  وزنی ضرایبابعادی،  هاینسبت

زیر  صورتبهسفتی  هایماتریس ،مورد نظر جاییجابهبه معادلات حاکم بر ورق و بردار  توجّهبا 

 تعریف شده است. 

 

 الف(3-67)         

         

         

     

11 12

21 22

33 34 35

43

0 0 0

0 0 0

0 0

0 0

x y x y x y x y x y x y x y x y x y x y

x y x y x y x y x y x y x y x y x y x y

x y x y x y x y x y x y x y x y x y x y

x y x y x y x y x y x y

N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N

N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N

N N N N N N N N N N N N N N N N N N N NL

N N N N N N N N N N N N

K K

K K

K K KK

K K

    

    

    

  



   

         

44 45

53 54 550 0

x y x y x y x y

x y x y x y x y x y x y x y x y x y x y

N N N N N N N N

N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N

K

K K K

 

    

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

 ب(3-67)         

         

         

         

33

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0 0

x y x y x y x y x y x y x y x y x y x y

x y x y x y x y x y x y x y x y x y x y

x y x y x y x y x y x y x y x y x y x y

x y x y x y x y x y x y x y x y x y

N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N

N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N

N N N N N N N N N N N N N N N N N N N NT

N N N N N N N N N N N N N N N N N N

TK

    

    

    

   



         0 0 0 0 0

x y

x y x y x y x y x y x y x y x y x y x y

N N

N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N



    

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

 ج(3-67)         

         

         

         

33

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0 0

x y x y x y x y x y x y x y x y x y x y

x y x y x y x y x y x y x y x y x y x y

x y x y x y x y x y x y x y x y x y x y

x y x y x y x y x y x y x y x y x y

N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N

N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N

N N N N N N N N N N N N N N N N N N N NP

N N N N N N N N N N N N N N N N N N

PK

    

    

    

   



         0 0 0 0 0

x y

x y x y x y x y x y x y x y x y x y x y

N N

N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N



    

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
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 د(3-67)         

         

         

       

13

23

31 321

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0

0 0 0 0

x y x y x y x y x y x y x y x y x y x y

x y x y x y x y x y x y x y x y x y x y

x y x y x y x y x y x y x y x y x y x y

x y x y x y x y x y x y x y

N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N

N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N

N N N N N N N N N N N N N N N N N N N NNL

N N N N N N N N N N N N N N N

L

L

L LK

    

    

    

   



 

         

0

0 0 0 0 0

x y x y x y

x y x y x y x y x y x y x y x y x y x y

N N N N N

N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N



    

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

 (ـه3-67)         

         

         

         

332

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0 0

x y x y x y x y x y x y x y x y x y x y

x y x y x y x y x y x y x y x y x y x y

x y x y x y x y x y x y x y x y x y x y

x y x y x y x y x y x y x y x y x

N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N

N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N

N N N N N N N N N N N N N N N N N N N NNL

N N N N N N N N N N N N N N N N N

MK

    

    

    

   



         0 0 0 0 0

y x y

x y x y x y x y x y x y x y x y x y x y

N N N

N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N



    

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

 ه فرمب شده، تعریفسفتی  هایماتریسبه کمک تابعی  مدرجّبر ورق  حاکم ماتریسی معادلات دستگاه

  شده است. بازنویسی پیوست ب در گسترده

 زیر استخراج شده است.  صورتبه LKهایماتریسهر یک از زیر 

 

 الف(3-68)  2

11 11 66 2

x yK a B a B          

 ب(3-68)   12 2 12 66

xyK a a A      

 ج(3-68)   21 2 12 66

xyK a a A      

 د(3-68)  2

22 66 22 2

x yK a B a B          

 (ـه3-68)  2

33 55 44 2

x yK a B a B          

 و(3-68) 34 55 1

xK a A     

 ز(3-68) 35 44 1 2

yK a A      

 (ح3-68) 43 55 1

xK a A      

 (ط3-68)  2 2

44 11 66 2 55 1 x y x y

x y

N N N NK d B d B a I  
           

 (ی3-68)   45 2 12 66

xyK d d A      
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 (ک3-68) 53 44 1 2

yK a A       

 ل(3-68)   54 2 66 12

xyK d d A      

 م(3-68)  2 2

55 66 22 2 44 1 x y x y

x y

N N N NK d B d B a I  
           

 

  نیز داریم: TKو PKهایماتریسبرای 

 

 الف(3-69)  2

33 2

T x T y

x yT P B P B         

 ب(3-69)  2

33 2

x yP P B P B          

Tضمناً، 

xP وT

yP بعد ودمایی نیرو بی هایمنتجهP هستند. بعد بی ایصفحهنیروی درون 

 از روش زیر استفاده شده است.  2NLKو 1NLKهایماتریسبرای تعریف زیر 

 

الف3-70)

)  

 

1 1 1

2 2 2

13 11

1

1 1 1

2
2 2 22

12 66

1

1 1 1

2
2 2 22

66

1

1
.

.

.

x y x y x y
x y x y

x y x y x y
x y x y

x y x y

x

N N N N N N
N N N N

y

N N N N N N
N N N N

x

N N N N

F F F

F F F
L a A

F F F

G G G

G G G
a a A

G G G

H H H

H H H
a A

H H H















 
 
       
 
  

 
 
        
 
  

    

x y
x y x y

N N
N N N N

 
 
 
 
 
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 ب(3-70)

 
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1 1 1

2 2 22
23 66

1
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1 1 1
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x y x y

x y x y x y
x y x y

x y x y

x

N N N N N N
N N N N

x

N N N N N N
N N N N

y
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J J J

J J J
L a B

J J J

G G G

G G G
a a A

G G G

H H H

H H H
a A

H H H

















 
 
       
 
  

 
 
        
 
  

    

x y
x y x y

N N
N N N N

 
 
 
 
 
  

 

 
 

 ج(3-70)
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













 
 
       
 
  

 
 
       
 
  

    

y
x y x yN N N N

 
 
 
 
 
  
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 د(3-70)

 

1 1 1

2 2 22
31 12

1

1 1 1

3
2 2 22

22

1

1 1 1

2 2 22
66

1

.
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x y x y x y
x y x y

x y x y x y
x y x y

x y x y x

y

N N N N N N
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y

N N N N N N
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x
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F F F

F F F
L a A
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H H H

H H H
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G G G
a A
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















 
 
       
 
  

 
 
       
 
  

    

y
x y x yN N N N

 
 
 
 
 
  

 

 
 

 (ـه3-70)
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x
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


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 

 
 
 
 

  
   

   
   
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1
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4
2 2 2 2 2 22

22 2

1 1 1

2
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 : هاآنکه در 

 

 الف(3-71)

1

x yN N

x

i ij j

j

K A w


  

 ب(3-71)

1

x yN N

x

i ij j

j

F B w


  

 ج(3-71)

1

x yN N

y

i ij j

j

J A w


  

 د(3-71)

1

x yN N

y

i ij j

j

H B w


  

 (ـه3-71)

1

x yN N

xy

i ij j

j

G A w


  

 مشابه عمل شده است.  طوربه ،فرم ماتریسیبر ورق بهحاکم برای بازنویسی شرایط مرزی ساده 

یدر لبه yبه این که توجهّبا  0,1x  وx یدر لبه 0,1y   (، 58-3)، روابط شودمیصفر

  شده است.زیر در در نظر گرفته  صورتبه

 

 شرایط مرزی ساده:

 

 الف(3-72)
 0x    1

1

1

0,
xN

m xmj

m

C 


    1 1 1 1 0,j j j y ju v w     

 ب(3-72)
 1x   (1)

1

0,
x

x

N

N m xmj

m

C 


    0,
x x x xN j N j N j yN ju v w     

 ج(3-72)
 0y   

(1)

1

1

0,
yN

n yin

n

C 


    1 1 1 1 0,i i i xiu v w     

 د(32-72)
 1y   

(1)

1

0,
y

y

N

N n yin

n

C 


    0,
y y y yiN iN iN xiNu v w     
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یدر لبه، بنابراین شودمی صفر wو vمتحرکهمچنین در شرایط مرزی  0x  ( 59-3روابط )

 : صورت زیر باز نویسی شده استبه

 

 الف(3-73)
 1

1

1

0
xN

m xmj

m

C 


      1 1 1 0,j j y jv w    

 ب(3-73)
   

1 1
2

1 1

1 1

1 11

1
0

2

N N

m mj m mj

m m

C u C w
 

  
    
   
  

یدر لبه( 60-3از بازنویسی روابط )همچنین،  1x  داریم : 

 

 الف(3-74)
(1)

1

0
x

x

N

N m xmj

m

C 


    
1 1 1

0,N j N j yN jv w    

 ب(3-74)
   

1 1

1 1

2

1 1

1 11

1
0

2

N N

N m mj N m mj

m m

C u C w
 

  
    
   
  

بازنویسی و به همراه فرم ماتریسی به کمک ضرب کرونیکر  (72-3ضرایب وزنی در روابط ) هایماتریس

 شرایط مرزی در پیوست ج شرح داده شده است. 

 افنگر هاینانوصفحهتقویت شده با تابعی  مدرجّی هاورقکمانش  - 

 هایعبارت حذف بافرض شده است.  Nمساوی و برابر با yو xدر راستای محورهای هاگرهتعداد 

خطی  یویژه ی مقدارمسئله یک به مسئله غیرخطی ماتریسی دستگاه (،2NLKو 1NLK) غیرخطی

 . شده استمحاسبه بحرانی و بار کمانش  دمای کمانش بحرانیو با استفاده از آن  شده است،تبدیل 

  :شودمیزیر تبدیل  صورتبهدستگاه ماتریسی  PKو 1NLK،2NLK هایماتریسبا حذف 

 

(3-75)       0L TK T K d  

 طوربه .آیدمی دستبه بحرانی کمانش دمای عنوانبه مثبت یویژه مقدار کوچکترین فوق یمعادله حل با

  داریم: TKو 1NLK،2NLK هایماتریسبا حذف بحرانی کمانش مکانیکی مشابه برای محاسبه بار 

 

(3-76)       0L PK P K d  
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 است. بحرانی آمده از حل معادله بالا بار کمانش  دستبهکوچکترین مقدار ویژه 

 صورتهبمسئله  خطی ماتریسی دستگاهآمده،  دستبهبحرانی در ادامه، با توجه به مقادیر بار کمانش 

دمای کمانش بحرانی مقادیر  ،خطی یویژه ی مقدارمسئلهمجدد با حل زیر در نظر گرفته شده است و 

 برای تغییرات بار به بارکمانش بحرانی محاسبه شده است. 

 

(3-77)         0L P TK P K T K d   

تقویت شده با تابعی  مدرجّی هاورقی کمانشپسپاسخ  - 

 گرافن هاینانوصفحه

ه معادلات ماتریسی غیرخطی حاکم دستگا (،2NLKو 1NLK)غیرخطی  هایماتریسبا در نظر گرفتن 

 : شودمیزیر تعریف  صورتبهتحت تغییر دمای یکنواخت تابعی  مدرّجی چند لایه هاورق بر

 

(3-78)          1 2 0L T NL NLK T K K K d    

 مقدار باکوچکترین متناظر )کمانش مد(ی ویژه بردارهایورق،  کمانشپسبرای تعیین مسیرهای تعادل 

تشکیل ماتریس در جاییجابه یاولیه هایحدس عنوانبهآمده،  دستبهبحرانی(  کمانش )دمای یویژه

 1NLK و 2NLK مسیرهای تعادل تکراری  یبه کمک یک الگو ،. سپسشوندمی کار گرفتهبه

 ورق ترسیم شده است.  کمانشپس

راحل ذکر شده برای م( 79-3)مکانیکی با استفاده از رابطه  کمانشپسهمچنین برای تعیین مسیر 

 . شودمیمشابه طی  طوربه مکانیکی کمانشپستعیین مسیر 

 

(3-79)          1 2 0L P NL NLK P K K K d    

 شکمانپس تعادل مسیر تعیین بحرانی و کمانشو بار  دما محاسبه شامل ،شرح داده شده مراحل تمامی

  .است شده کدنویسی متلب افزارنرم درو مکانیکی حرارتی 

  .پرداخت خواهیم هاآن پیرامون بحث و عددی حل نتایج ارائه به آینده فصل در
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 ایج: بحث و نت 
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 مقدمه  - 

 درجّم چندلایهی هاورقحاکم بر  دیفرانسیل معادلات دستگاه حل از حاصل نتایجبه ارائه  فصل این در

وش ر سنجیصحّت، هاپژوهشآمده با دیگر  دستبه نتایجابتدا با مقایسه  شده است.پرداخته تابعی 

 ارهاب است. سپس، به تحلیل و مقایسه انجام شده ورق کمانشپستعادل  مسیرو  دیفرانسیل کوادریچر

 پرداختهثر بر آن ؤو مکانیکی و عوامل محرارتی  کمانشپس تعادل مسیر وبحرانی  کمانش دماهایو 

  شده است.

 ی همگرا هاگرهی ورق و هالایهحداقل تعداد  محاسبه - 

 هارهگابتدا به بررسی همگرایی نتایج برای تعیین حداقل تعداد نقاط گرهی پرداخته شده است. تعداد 

 هاگره تعداد افزایش، با رودمیدر نظر گرفته شده است. انتظار  Nیکسان و برابر  yو  xدر راستای محور 

منجر  ت نتایج پژوهشدق بردن بالا به الزاماً این مهم ،شودمیت نتایج بیشتر شود؛ اما مشاهده دق

 دادتع ازایبه مطلوب ی. همواره نتیجهشودمی واگرایی و انحراف نتایج باعث ، بلکه در مواردیشودمین

 . رودمی ینب از همگرایی این مقداراز  هاگره، و با افزایش تعداد شودمی حاصل مشخصیگره 

 کمانش یتغییرات دمایافتن حداقل تعداد نقاط گرهی نتایج برای  منظوربهدر این پژوهش نیز 

و شرایط  X ایلایهبا آرایش تابعی  مدرجّلایه  دهی هاورقبرای  کمانشپسبحرانی و تغییرات دمای 

  نشان داده شده است. 1-4جدول در مرزی ساده 

 cw  در نظر گرفته شده است  یکبا برابر  1-4جدول است و در  بعدبی مرکزی جاییجابهبیشترین

 کمانش متناطر با آن نشان داده شده است. پستغییرات دمای و مقادیر 

 
ورق مربعی مدرجّ تابعی با تعداد نقاط کمانش نتایج همگرایی دما )کلوین( برای کمانش و پس –1-4جدول 

گرهی متفاوت  / 25, 0.3%,GPLa h W SSSS  . 

( 1)cT w  crT ( 10)LN N  

4039/80 5716/39 5 

5651/82 2766/40 7 

0457/83 2612/40 9 

9629/82 2612/40 11 

9702/82 2614/40 13 

9697/82 2614/40 15 

9697/82 2614/40 17 
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 دهمگرایی مطلوبی دار ورق نتایج yو  xمحور گره در راستای  11فرض ، شودمیطور که مشاهده همان

 از جهت گره تعداد حداقل تعیین. شودمیمحسوسی در دما ایجاد ن اتتغییر هاگرهو با افزایش تعداد 

 است.  توجهّحجم محاسبات بسیار مورد کاهش 

ی هالایه، با افزایش تعداد شودمیلایه مشاهده ی چندهاورقکمانش حرارتی  یمطالعههمچنین، در 

داد با تع نتایج ورقی با و ای ندارندهظآمده تغییرات قابل ملاح دستبهنتایج از میزان مشخصی ورق 

مشابه  ورطبه هالایه. در این مرحله نیز برای پیدا کردن حداقل تعداد برابر است تقریباً نهایتی بیهالایه

 جاییهجاببرای بیشترین  کمانشپسکمانش بحرانی و تغییرات دمای  یتغییرات دماعمل شده است، و 

شده است.  ی مختلف بررسیهالایهتعداد و  X ایلایهآرایش با  هاییبرای ورقبرابر یک  بعدبی مرکزی

آمده در  دستبهنتایج و گرهی در هر راستا فرض شده است  نقطه 11ورق با شرایط مرزی ساده و 

 . نشان داده شده است 2-4جدول 

 
تعداد با تابعی  مدرجّورق مربعی  کمانشپسهمگرایی دما)کلوین( برای کمانش و  نتایج -2-4جدول 

 ی متفاوتهالایه / 25, 0.3%,GPLa h W SSSS   

( 1)cT w  crT ( 11)LN N  

3658/82 6902/39 6 

9629/82 2614/40 10 

2145/83 5023/40 20 

2611/83 5469/40 30 

2774/83 5625/40 40 

2849/83 5697/40 50 

2983/83 5826/40  

 

ایج اختلاف این نت گرددمینهایت مشاهده بی یهالایهاز مقایسه نتایج ورقی با ده لایه و ورقی با تعداد 

قتّ همگرایی و د ،نتایج مطالعهانتخاب ورقی با ده لایه برای  ، بنابراینپوشی استناچیز و قابل چشم

 مناسبی دارد. 

 دیفرانسیل کوادریچرسنجی روش صحتّ - 

 نوشته در نظر گرفته شده و بررسی صحّت کد روش دیفرانسیل کوادریچر و عملکرد بررسی منظوربه

پارامتر دمای بحرانی مقادیر متلب افزارنرم در شده Tcr [30]مرجع  با ،آمده از پژوهش حاضر دستبه، 

 مقایسه شده است. برای ورق همسانگردی  ،[27]و 

Tcr  شودمیزیر تعریف  صورتبهمعرف پارامتر دمای بحرانی است و.  
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(4-1) 310Tcr crT   

در مش کریگینگ محلی و روش بدون با [30]در مرجع  یورق همسانگرد مربع یرفتار کمانش حرارت

آورده  3-4جدول . نتایج این مقایسه در شده است مطالعهالمان ریتز بدونروش به کمک  [27]مرجع 

 شده است. 

 
مقایسه نتایج پارامتر دمای بحرانی برای ورق همسانگرد  -3-4جدول  / 1a b  

/ 100a h  / 20a h  / 10a h  منابع 

پژوهش حاضر 9778/11 1194/3 1265/0 DQ 

 [30])کریگینگ( ژانگ و همکاران 999/11 123/3 1272/0

 [27]ژائو و همکاران )ریتز( 83/11 089/3 1271/0

 

در نظر گرفته شده  4-4جدول همسانگرد مربعی با شرایط مرزی ساده و خواص مکانیکی مطابق ورق 

 است. 

 
 [27] خواص در نظر گرفته شده برای ورق همسانگرد -4-4جدول 

 ورق همسانگرد خواص

 پواسون ضریب 3/0

0/1 6( 10 / )Kحرارتی انبساط ضریب 

 

ه از آمد دستبهمشاهده کرد نتایج  توانمیهای متفاوت نسبت طول به ضخامت برایاز مقایسه نتایج 

 دارد.  اتحاضر تطابق مناسبی با سایر مطالعپژوهش 

 کمانشسنجی مسیر تعادل پستصحّ - 

رداخته افزار متلب پو صحّت الگوی تکرار نوشته شده در نرم کمانشپسدر ادامه به بررسی مسیر تعادلی 

 تعادلتر، مسیر نمایش دقیق منظوربه است مقایسه شده [25]مرجع آمده با  دستبهشده است و نتایج 

 1-4شکل ر و شرایط مرزی ساده د دمای یکنواخت تغییر همسانگردی تحت ورق حرارتی کمانشپس

 است.  شده رسم
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کمانش برای ورق همسانگرد تحت تغییر دمای یکنواخت و شرایط مقایسه مسیر تعادل پس -1-4شکل 

 مرزی ساده. 

یا  انشعاب ینقطه از ورق بعد که، دهدمیمسیر تعادل ثانویه ورق را نشان  بالا است، نمودارواضح 

 . کندمیدوشاخگی طی 

کمانش برای ورق مربعی از جنس نیکل با خواص ای دیگر مسیر تعادل پسهمچنین، در مقایسه

 ترسیم 2-4شکل گیردار در تحت تغییرات دمای یکنواخت و شرایط مرزی  5-4جدول مکانیکی مطابق 

 مقایسه شده است.  [24] با مرجعآمده  دستبهشده است و نتایج 

 
 . [24]خواص نیکل در نظر گرفته  -5-4جدول 

 مکانیکی نیکل خواص

5/199 ( )GPa یانگ مدول 

 پواسون ضریب 3/0

3/13 6( 10 / )Kحرارتی انبساط ضریب 
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کمانش برای ورق نیکل تحت تغییر دمای یکنواخت و شرایط مرزی مقایسه مسیر تعادل پس -2-4شکل 

 گیردار

 بر هاکنندهتقویتالگوی توزیع و درصد وزنی تأثیر  بررسی - 

 بحرانی کمانش دمای

  

مقایسه  3-4شکل در  [50] مرجعنتایج با  آمده، دستبهنتایج  حاضر اعتبارسنجی پژوهش منظوربه

 . شده است

مانش دمای ک هاآنبا افزایش کسر وزنی  هاکنندهتقویتبه نوع آرایش  توجّهکه با  دهدمینتایج نشان 

با  هارقوتابعی  مدرجّبا تقویت  رودمیانتظار د بدون تغییر، افزایشی و یا کاهشی باشد. توانمیبحرانی 

 3-4شکل طور که در همانافزایش یابد، اما  هاآنبه بهبود خواص مکانیکی دمای کمانش بحرانی  توجّه

. شودمیبه افزایش دمای کمانش بحرانی ن منجر ،الزاماً کنندهتقویتتابعی  مدرّج، توزیع گرددمیمشاهده 

ی هالایهدر  هاکنندهتقویتمقدار  ،به این که توجهّبا  Xبه شکل  کنندهتقویتبا آرایش  هاییدر ورق

با افزایش کسر وزنی  علتبه همین  ،سفتی خمشی بالاتری دارند هالایهسطحی بیشتر است، این 

 کنندهتقویتبا آرایش  هایی، در صورتی که در ورقیابدمیدمای کمانش بحرانی افزایش  هاکنندهتقویت

، با افزایش کسر همچنین. یابدمیمعکوس عمل کرده و دمای کمانش بحرانی کاهش  طوربه Oبه شکل 
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ش فزایا شودمیمشاهده  ،. از طرفیشودمیبحرانی کم کمانش شیب تغییرات دمای  هاکنندهتقویتوزنی 

ابت کمانش بحرانی تقریبا ث یاثر است و دمابی یکنواختتوزیع  با ر ورقید هاکنندهتقویتکسر وزنی 

  .ماندباقی می

 

 
 یبرا هاکنندهتقویتوزنی  درصد راتییتغ در مقابل یبحران کمانش یدمامقادیر  مقایسه -3-4شکل 

 ی چهار طرف سادهمرز طیشرا و متفاوت کنندهتقویتبا آرایش تابعی  مدرجّ یمربع یهاورق

 نسبت ابعادی ورق بر دمای کمانش بحرانیتأثیر  - 

تأثیر بررسی  بهشده،  های انجامروش دیفرانسیل کوادریچر و کدنویسی صحتّ اطمینان از پس حال

 بر دمای کمانش بحرانی پرداخته شده است. ورق ابعادی  هاینسبتو نسبت طول به ضخامت 

شده  تهپرداخ بحرانینسبت طول به ضخامت ورق بر دمای کمانش تغییرات تأثیر ی ابتدا، به مقایسه

و با چهار  X صورتبه کنندهتقویتی با آرایش یهاورقبرای  4-4شکل مقایسه در نمودارهای است. این 

گیردار -گیردار-ساده-ساده، (SSSS)، چهار طرف ساده (CCCC)شرایط مرزی: چهار طرف گیردار 

(SSCC) گیردار -ساده-گیردار-و ساده(CSCS) ست، و تغییرات نسبت طول به ضخامت ا شده نشان داده

 .داده شده استآن بر دمای کمانش بحرانی نمایش تأثیر و 

 ربرابدر  گاهیالعمل تکیهگشتاورهای خمشی عکس ،با شرایط مرزی چهار طرف گیردار هاییورقدر 
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 و هستند بالاترین مقادیر دمای کمانش بحرانی را داراو  کنندمیمقاومت  اعمالی خمشی گشتاورهای

 هایالعملبه شرایط مرزی و عکس توجّهبا آن  تبعبه، کنندمی مقاومت کمانش برابر بالاتری در دماهای تا

-رگیردا-گیردار، ساده-گیردار-ساده-مرزی: سادهبا شرایط  ییهاورقپس از آن  ترتیببهگاهی، تکیه

 . گیرندمیگیردار و چهار طرف ساده قرار -ساده

یی با نسبت طول به ضخامت بیشتر دمای کمانش بحرانی هاورقدر  دهدمیهمچنین، نتایج نشان 

ج . نتاییابدمیتر است، با افزایش ضخامت ورق یا کاهش ابعادی آن دمای کمانش بحرانی افزایش کم

 . گزارش شده است [41, 24, 23]ای در مراجع مشابه

 
 مدرجّضخامت برای ورق مربعی  تغییرات نسبت طول به در مقابلمقادیر دمای کمانش بحرانی  -4-4شکل 

 تفاوتمرزی مبا شرایط  Xشکل تقویت شده به تابعی 

بیان شرایط مرزی چهار طرف ساده  وتابعی  مدرجّ هایی ورقبرا ش بحرانیندمای کما 6-4جدول در 

اوت های توزیع متفطول به ضخامت برای الگو هاینسبتابعادی و  هاینسبتتغییرات تأثیر شده است. 

 ست. نشان داده شده ا کنندهتقویت

دمای کمانش  45به  25طول به ضخامت از  هاینسبت، با تغییر گرددمیطور که مشاهده همان

ی ابعادی دمای کمانش بحران هاینسبت، اما در مقابل با افزایش یابدمیگیری کاهش چشم طوربهبحرانی 

تغییر شکل ورق از مربع به مستطیل میزان تحمل دمای کمانش  با دهدمیو نشان  ،یابدمیافزایش 

 . افزایش پیدا کرده است هاورقبحرانی 
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های مدرجّ تابعی با شرایط مرزی ساده و کسر وزنی مقایسه دمای کمانش بحرانی ورق -6-4جدول 

 درصد 3/0کننده تقویت

/ 2a b  / 1.5a b  / 1a b   الگوی

/ توزیع  45a h  / 35a h  / 25a h  / 45a h  / 35a h  / 25a h  / 45a h  / 35a h  / 25a h  

1492/31 1886/51 9156/98 3114/20 4469/33 9493/64 5280/12 6600/20 2614/40 X-GPL 

1614/25 3953/41 2068/80 3969/16 0209/27 5640/52 1090/10 6787/16 5386/32 U-GPL 

1807/19 5918/31 3784/61 4919/12 6010/20 1469/40 6981/7 7068/12 8173/24 O-GPL 

بر مسیر تعادل  هاکنندهتقویتالگوی توزیع  مقایسه - 

 حرارتی  کمانشپس

 هایماتریسحال پس از حل مسائل مقدار ویژه و بررسی دمای کمانش بحرانی، با در نظر گرفتن 

 پرداخته شده است.  کمانشپسبه بررسی مسیرهای تعادل  ،(2NLKو 1NLK)غیرخطی 

 کمانشسپآن بر مسیر تأثیر متفاوت و  کنندهتقویت الگوهای توزیعبا  ییهاورقبه مقایسه  ،در ابتدا

ن بیشتریبرحسب  کمانشپستغییرات دمای پرداخته شده است، و تابعی  مدرّجی هاورقحرارتی نانو

ی مربعی با شرایط مرزی چهار طرف ساده و نسبت طول به ضخامت هاورقبرای بعد مرکزی بی جاییجابه

  .داده شده است نشان 5-4شکل در  35

یی با آرایش هاورق، در شودمیدمای کمانش بحرانی مشاهده با مشابه  طوربهجا نیز در این

ی سطحی بیشتر است هالایهدر  هاکنندهتقویتکسر حجمی  ،کهبه این توجّهبا  X صورتبه کنندهتقویت

 یرمس آن تبعبه وبیشتر است  هاآندر بحرانی  دمای کمانش ،استحکام خمشی بالاتری دارندها ورقو 

ی با یهاورقهمچنین، در  .گیردمیقرار  کنندهتقویتاز سایر الگوهای توزیع  بالاتر کمانشپس تعادل

 دمای کمانشدارند و  یبیشتر کنندهتقویتکسر حجمی ی میانی هالایه O صورتبه کنندهتقویتآرایش 

به ازای تغییرات دمای یکسان  O صورتبه کنندهتقویتیی با آرایش هاورق .کمتر است هاآندر بحرانی 

 . دارند کنندهتقویتسایر الگوهای توزیع بیشتری نسبت به  بعدمرکزی بی جاییجابه
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چهار طرف ساده  یمرز طیشرا باتابعی  مدرجّ یمربع ورق برایحرارتی  کمانشپس مسیر تعادل -5-4شکل 

 درصد 3/0 کنندهتقویتکسر وزنی  بامتفاوت  کنندهتقویتو آرایش 

بر مسیر تعادل  هاکنندهتقویتدرصد وزنی تأثیر  - 

 حرارتی کمانشپس

 وزنیدرصد با افزایش تابعی  مدرجّی هاورق کمانشپستغییرات مسیر تعادل  در اقدام بعدی،

مربعی، تحت شرایط مرزی ساده با نسبت طول به  هاورق مورد مطالعه قرار گرفته است. کنندهتقویت

و  5/0، 3/0 ،1/0 باتابعی  مدرجّی هاورقبرای  کمانشپسفرض شده است. مسیر تعادل  35ضخامت 

 داده شده است. نشان  6-4شکل سی خالص درو اپوک کنندهتقویتدرصد وزنی  7/0

کل به ش کنندهتقویتبا آرایش یی هاورقدر  هاکنندهتقویت وزنی، با افزایش درصد شودمیمشاهده 

X، ی سطحی افزایش یافته است، در نتیجه هالایههای سفتی در لفهؤثر و به دنبال آن مؤمدول یانگ م

به  دهکننتقویتیی با آرایش هاورق، این تغییرات در یابدمیافزایش  هاورقحرارتی  کمانشپست ممقاو

با  ییهاورقدر تغییرات  .یابدمیکاهش  هاورقحرارتی  کمانشپست ممعکوس است و مقاو Oشکل 

 هاهکنندتقویتو افزایش درصد وزنی  گیردمییکنواخت صورت  صورتبه U به شکل کنندهتقویتآرایش 

 ماند. ثابت باقی میاثری ندارد و  هاورقحرارتی  کمانشپسبر مسیر 
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 هچندلایی هاورق کمانشپسمسیر تعادل  بر هاکنندهتقویتدرصد وزنی  اثر تغییرات مقایسه -6-4شکل 

ج( آرایش  Uبه شکل  هاکنندهتقویتآرایش ب(  Xبه شکل  هاکنندهتقویتالف( آرایش تابعی  مدرجّ

  Oبه شکل  هاکنندهتقویت

نسبت طول به ضخامت  ابعادی و هاینسبتتأثیر  - 

 کمانشپسبر مسیر تعادل  کنندهتقویتگرافن  هاینانوصفحه

 کمانشسپگرافن بر مسیر تعادل  هاینانوصفحهنسبت طول به ضخامت ای دیگر اثر تغییرات در مقایسه

 هایوصفحهناننسبت طول به ضخامت  تغییراتثیر تأ ،دهدمیجا نیز نتایج نشان بررسی شده است. در این

 مدرجّ یهاورقحرارتی  کمانشپسمسیر تعادل بستگی دارد و بر  هاکنندهتقویتگرافن به نوع آرایش 

 است.  مؤثرتابعی 

 ؤثرمبر مدول یانگ  گرافن هاینانوصفحهنسبت ابعادی و نسبت طول به ضخامت تأثیر به  توجهّبا 

 هاینانوصفحهافزایش نسبت طول به ضخامت با  Xبه شکل  کنندهتقویتیی با آرایش هاورقدر  ،هاورق

 تمهای سفتی و مقاوآن مؤلفه تبعبهی سطحی افزایش یافته، و هالایهدر  مؤثرگرافن مدول یانگ 

افزایش نسبت نیز با  Oشکل به  کنندهتقویتیی با آرایش هاورق؛ در یابدمیافزایش  های ورقکمانشپس

ی میانی هالایهدر  مؤثرمدول یانگ معکوس عمل کرده و  طوربه گرافن هاینانوصفحهطول به ضخامت 

 . شودمیکمتر  هاورقی کمانشپس تممقاو، و یابدمیافزایش 

مقادیر  هاکنندهتقویتبه توزیع یکنواخت  توجهّبا  U شکلبه  کنندهتقویتآرایش یی با هاورقدر 
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 هاینانوصفحهنسبت طول به ضخامت ی ورق یکسان و با افزایش هالایهمدول یانگ مؤثر برای همه 

 کمانشپس، به همین دلیل مسیر تعادل کندمییکنواخت تغییر  طوربهنیز  های سفتیمؤلفه، گرافن

قاومت م بری تأثیر گرافن هاینانوصفحهنسبت طول به ضخامت افزایش یکسان است و  هاورقبرای این 

 ندارد.  هاورقی کمانشپس

سبت نبا  گرافنی هاینانوصفحهتقویت شده با بعی تا مدرّجی هاورقبرای  کمانشپسمسیر تعادل 

با شرایط مرزی  35نسبت طول به ضخامت با  هاورقشده است. ترسیم  7-4شکل در  4برابر  ابعادی

 فرض شده است .  کنندهتقویتدرصد وزنی  3/0ساده و 

برای مقادیر نسبت طول به ضخامت  کمانشپس، تغییرات مسیر تعادل دهدمینتایج نشان 

های ، برای ضخامتدهندمیبسیار کم است. روابط نیز نشان  1000گرافن بالاتر از  هایهنانوصفح

تغییرات مدول یانگ مؤثر بسیار کم است، و در نتیجه افزایش  1000گرافن بیشتر از  هاینانوصفحه

 . های سفتی ورق نیز بسیار ناچیز استمؤلفه
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ادل مسیر تعبر  کنندهتقویتگرافن  هاینانوصفحهطول به ضخامت  هاینسبتتغییرات تأثیر  -7-4شکل 

ب( آرایش  Xبه شکل  هاکنندهتقویتالف( آرایش تابعی  مدرجّ چندلایهی هاورق کمانشپس

  Oبه شکل  هاکنندهتقویتج( آرایش  Uبه شکل  هاکنندهتقویت
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نسبت با  گرافن هاینانوصفحهتقویت شده با تابعی  مدرّجی هاورقبرای  کمانشپستغییرات مسیر تعادل 

داده شده است.  نشان 8-4شکل و در  20و  10، 7، 4، 1ابعادی  هاینسبتو  100طول به ضخامت 

و در نظر  کنندهتقویت 3/0درصد وزنی و  35با نسبت طول به ضخامت تحت شرایط مرزی ساده  هاورق

 گرفته شده است. 

 هاکنندهتقویتبا توزیع یکنواخت  ییهاورق، در دهدمینتایج نشان مشابه  طوربهجا نیز در این 

اثری ندارد و مسیر تعادل  کمانشپسگرافن بر مسیر تعادل  هاینانوصفحهتغییرات نسبت ابعادی 

افزایش نسبت با  Xبه شکل  کنندهتقویتیی با آرایش هاورقاما در  ،ماندثابت باقی می کمانشپس

ی شکمانپسافزایش یافته و مسیرهای تعادل  هاورقی کمانشپسمقاومت ، گرافن هاینانوصفحهابعادی 

افزایش نسبت ابعادی با  Oبه شکل  کنندهتقویتیی با آرایش هاورق، و در گیرندمیبالاتر قرار 

  .دگیرنمیتر قرار کمتر شده است و نمودارها پایین هاورقی کمانشپسمقاومت ، گرافن هاینانوصفحه

این تغییرات در تمامی  4 بالاتر از گرافن هاینانوصفحه، برای نسبت ابعادی شودمیاز طرفی مشاهده 

آمده  دستبهج نتای ماند.ثابت باقی می تغییرات بسیار کمی داشته و تقریباً کنندهتقویتالگوهای توزیع 

 نیز مشابه با نتایج حاضر است.  [39] از مرجع
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 مانشکپسمسیر تعادل بر  کنندهتقویتگرافن  هاینانوصفحهابعادی  هاینسبت اثر تغییرات -8-4شکل 

به شکل  هاکنندهتقویتآرایش ب(  Xبه شکل  هاکنندهتقویتالف( آرایش تابعی  مدرجّ چندلایهی هاورق

U  به شکل  هاکنندهتقویتج( آرایشO  
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 حرارتی کمانشپسشرایط مرزی بر مسیر تعادل تأثیر  - 

با شرایط مرزی  Xبه شکل  کنندهتقویتبا آرایش  ییهاورقبرای  کمانشپس مسیر تعادل 9-4شکل در

شود مشاهده می ،رودمیبررسی شده است. همان طور که انتظار  35متفاوت و نسبت طول به ضخامت 

 پس ترتیببه، و استکمتری  کمانشپسورق با شرایط مرزی چهار طرف ساده دارای مقاومت حرارتی 

گیردار و چهار طرف گیردار -ساده-گیردار-گیردار، ساده-گیردار-ساده-ورق با شرایط مرزی سادهاز آن 

  بیشتری دارند. کمانشپس مقاومتو  گیرندمیقرار 

 

 
 متفاوت.  یمرز طیشرا باتابعی  مدرجّ یمربع یهاورق یبراحرارتی  کمانشپس مسیر تعادل -9-4شکل 

 

ها بر بار کمانش کنندهتغییرات درصد وزنی تقویت اثر - 

  بحرانی

گرافن با حل مسئله  هاینانوصفحهتقویت شده تابعی  مدرّجی هاورقکمانش  یمطالعهسپس، در ادامه 

ل مؤثر بر و عوام مکانیکی کمانشپسمسیر مکانیکی، بعد بیمقدار ویژه به بررسی بار کمانش بحرانی 
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در  xدر راستای محور  Pیکنواخت نیروی فشاری بحرانی کمانش ورق تحت بار آن پرداخته شده است. 

0T   .محاسبه شده است 

0,1xهای به بارگذاری ورق در لبه توجّهبا و شرایط مرزی چهار طرف ساده فرض شده است،   ،

 . متحرک در نظر گرفته شده است و شرایط مرزی بازنویسی شده است xدر راستای محور  ورق

ول به ربعی با نسبت طی مهاورقبر بار کمانش بحرانی برای  هاکنندهتقویتافزایش درصد وزنی تأثیر 

 Xیی با الگوی توزیع هاورق، شودمی. مشاهده شده است نشان داده 10-4شکل در و  20ضخامت 

ورق با الگوی توزیع  و Uورق با الگوی توزیع بیشترین مقدار بار کمانش بحرانی را دارد و به دنبال آن 

O  گیرندمیقرار. 

افزایش  دهکننتقویتبار بحرانی کمانش در هر سه الگوی توزیع  هاکنندهتقویتافزایش درصد وزنی با 

، سفتی خمشی بیشتری دارند X صورتبه هاکنندهتقویتیی با آرایش هاورقبه این که،  توجّه. با یابدمی

در ست. ا کنندهتقویتبیشتر از سایر الگوهای توزیع  هاورقشیب تغییرات بار کمانش بحرانی در این 

 .ای با پژوهش حاضر گزارش شده استنتایج مشابه [43, 41, 39, 35, 29]مراجع 

 

 
 یراب هاکنندهتقویتوزنی  درصد راتییتغ در مقابلبعد بی یبحران کمانش بارمقادیر  مقایسه -10-4شکل 

 ی چهار طرف سادهمرز طیشرا و متفاوت کنندهتقویتبا آرایش تابعی  مدرجّ یمربع یهاورق

 



 

79 

 

بر بار کمانش بحرانی  هاورقنسبت ابعادی تأثیر بررسی  - 

  مکانیکی

در برابر افزایش نسبت طول به ضخامت ورق برای سه الگوی توزیع بعد بیبار بحرانی کمانش  تغییرات

با افزایش نسبت  داده شده است،نشان  .رسم شده است 11-4شکل در  5/0با درصد وزنی  کنندهتقویت

هرچه ورق بزرگتر یا طول به ضخامت ورق بار بحرانی کمانش کاهش پیدا کرده و به تعبیری دیگر 

ه مشاب [41]مرجع نتایج مده با آ دستبهنتیجه  .کندمیتر شود بار بحرانی کمانش کاهش پیدا نازک

 است. 

 

 
ضخامت برای ورق مربعی  تغییرات نسبت طول به در مقابلبعد بیکمانش بحرانی  بارمقادیر  -11-4شکل 

 ای متفاوتبا آرایش لایهتابعی  مدرجّ

 



 

80 

 

نسبت طول به ضخامت  ابعادی و هاینسبتتأثیر  - 

 یکمانش بحرانی مکانیک بر بار کنندهتقویتگرافن  هاینانوصفحه

 بعدبی

برای  5تا از صفر گرافن  هاینانوصفحهابعادی  هاینسبتازای به بعدبی مقادیر بار کمانش بحرانی

 5/0با  هاورقو شرایط مرزی ساده محاسبه شده است.  Xبه شکل  کنندهتقویتیی با آرایش هاورق

 شکلنمودار گرافن در هر  هاینانوصفحهطول به ضخامت اندازه نسبت و  اندشدهدرصد وزنی تقویت 

 بار 2 تاگرافن بین صفر  هاینانوصفحهابعادی  هاینسبتبرای  ،شده استملاحظه است.  متفاوت 4-12

بار کمانش بحرانی تغییرات زیادی ندارد  2بیشتر از  هاینسبتبرای  اما یابدمیبحرانی کمانش افزایش 

 شوندمیتر گرافن بلندتر و باریک هاینانوصفحههنگامی که دیگر ماند، به عبارتی باقی می و تقریبا ثابت

 . یابدمیافزایش مکانیکی بار بحرانی کمانش 

افزایش  مکانیکیگرافن بار بحرانی کمانش  هاینانوصفحههمچنین، با افزایش نسبت طول به ضخامت 

تر تدریج کمگرافن به هاینانوصفحه، اما این تغییرات در مقایسه با افزایش طول به ضخامت یابدمی

 . شودمی

 
 گرافن  هاینانوصفحهضخامت  تغییرات نسبت طول به در مقابل بعدبی کمانش بحرانی بارمقادیر  -12-4شکل 
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بر مسیر تعادل  هاکنندهتقویتالگوی توزیع  مقایسه - 

 مکانیکی کمانشپس

 کمانشپس(، به بررسی مسیر تعادل 2NLKو 1NLK)غیرخطی  هایماتریسدر ادامه، با در نظر گرفتن 

 پرداخته شده است.  هامکانیکی ورق

تفاوت م کنندهتقویتی مربعی با شرایط مرزی چهار طرف ساده در سه توزیع هاورقی کمانشپسرفتار 

نشان دهنده نیروی  Pرسم شده است.  13-4شکل در  هاآن کمانشپسبررسی شده است و مسیر تعادل 

بیشترین و  Xبه شکل  کنندهتقویتبا توزیع  هاییورق نتایج نشان داده استبعد است. محوری بی

 . هستنددارا  کمانش مکانیکی رامقاومت پسکمترین  Oبه شکل  کنندهتقویتبا توزیع  هاییورق

 

 
چهار طرف  یمرز طیشرا باتابعی  مدرجّ یمربع ورقمکانیکی  برای کمانشپس مسیر تعادل -13-4شکل 

 درصد 7/0 کنندهتقویتکسر وزنی  متفاوت و کنندهتقویتساده و آرایش 
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بر مسیر تعادل  هاکنندهتقویتاثر افزایش درصد وزنی  - 

 مکانیکی کمانشپس

یی هاورق ،یمکانیک کمانشپسبر مسیر تعادل  هاکنندهتقویتتغییر درصد وزنی تأثیر بررسی  منظوربه

تحت  X صورتبه کنندهتقویتالگوی توزیع  با0 /9و  7/0، 5/0، 3/0 کنندهتقویتبا درصدهای وزنی 

با  داده است،نشان  14-4شکل آمده در  دستبهج شرایط مرزی ساده در نظر گرفته شده است. نتای

 [43, 36] . در مراجعیابدمیافزایش  هاورقمکانیکی  کمانشپسمقاومت  هاکنندهتقویتافزایش درصد 

 . ای گزارش شده استنتایج مشابه

 

 
 دلایهچنی هاورقمکانیکی  کمانشپسمسیر تعادل  بر هاکنندهتقویتاثر تغییرات درصد وزنی  -14-4شکل 

 Xبه شکل  هاکنندهتقویتباآرایش تابعی  مدرجّ
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گرافن  هاینانوصفحهنسبت طول به ضخامت تأثیر  - 

 مکانیکی کمانشپسبر مسیر تعادل  کنندهتقویت

گرافن  هاینانوصفحهنسبت طول به ضخامت  افزایش در برابر کمانشپسمسیر تعادل تغییرات 

نشان داده  15-4شکل و شرایط مرزی ساده در  کنندهتقویتدرصد  5/0یی با هاورقدر  کنندهتقویت

گرافن مقاومت  هاینانوصفحهنسبت طول به ضخامت با افزایش  داده است،شده است. نتایج نشان 

امت نسبت طول به ضخافزایش این تغییرات به تدریج با  یابدمیافزایش  هاورق مکانیکی کمانشپس

  .شودمیگرافن کمتر  هاینانوصفحه

 

 
بر مسیر تعادل  کنندهتقویتگرافن  هاینانوصفحه طول به ضخامت هاینسبتاثر تغییرات  -15-4شکل 

 Xبه شکل  هاکنندهتقویتبا آرایش تابعی  مدرجّ چندلایهی هاورقمکانیکی  کمانشپس
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 نیروهایبحرانی کمانش در برابر  بررسی تغییرات دمای - 

 ایصفحهدرون

/برابر تغییرات دمای بحرانی کمانش در crP P  با شرایط مرزی و  کنندهتقویتسه الگوی توزیع برای

/ نشان داده شده است. 16-4شکل ساده در  crP P  نیروی فشاری و مقادیر منفی  ینشان دهندهمثبت

0,1xی نیروی کششی را در لبهآن    کششی به ورق  نیروهایبه این که اعمال  توجّهبا . دهدمینشان

، دمای کمانش بحرانی دهدمیشده و سفتی ورق را افزایش کششی اولیه در ورق  هایتنشباعث ایجاد 

و دمای کمانش بحرانی کاهش  شودمیفشاری سفتی ورق کمتر  نیروهایاعمال اما با  رودمیبالاتر 

دمای کمانش بحرانی ، Xبه صورت  کنندهتقویتیی با آرایش هاورقلاتر با توجّه به سفتی با. یابدمی

 دارند.  کنندهتقویتاز سایر الگوهای توزیع  یبیشتر

 

 
ی با الگوتابعی  مدرّجبرای ورق  ایصفحهدرون نیروهایتغییرات دمای بحرانی کمانش در برابر  -16-4شکل 

 متفاوت کنندهتقویتتوزیع 
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 هاپیشنهاد گیری ونتیجه:  
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 مقدمه - 

اختصار بیان شده است و در ادامه نمودارهای فصل گذشته بهآمده از  دستبهنتایج ابتدا در این فصل 

 پیشنهاداتی برای توسعه و مطالعه بیشتر مطرح شده است. 

 گیرینتیجه - 

رافن گ هاینانوصفحهشده با  تیتقوتابعی  مدرّج یهاورقنانو کمانشپسکمانش و نامه، حاضر پایاندر 

 دستبه یبرابررسی شده است.  Oو  X ،U کنندهتقویت شیبا سه نوع آرا یو حرارت یکیتحت بار مکان

 یتسا-نیاصلاح شده هالپ کیکرومکانیاز قانون اختلاط و از مدل م هاکامپوزیتمعادل  واصآوردن خ

دستگاه معادلات دیفرانسیل با مشتقات جزئی حاکم . ثر استفاده شده استؤم انگیمحاسبه مدول  یبرا

به دستگاه معادلات دیفرانسیل جبری غیرخطی  چریکوادر لیفرانسیدبا استفاده از روش عددی بر ورق 

انیکی و مک یحرارت کمانشپس ریمس نییو تع بحرانی کمانش و بارهای محاسبه دماهاشده است. تبدیل 

یکنواخت  ییادم راتییتغ تحت تکراری یالگو کیبه کمک  مرتبه اول یشکل برش رییتغ یبر اساس تئور

مسئله مورد استفاده در روند حل  هایروشمراحل و  اعتبار انجام گرفته است. ایصفحهدرون نیروهای و

 نیا دردر نهایت شده است.  سنجیده گرید یهاپژوهشموجود در  جیبا نتا هاآن سهیو مقا یبا بررس

  :شده استاستخراج  ریبه شرح ز یجینتا نامهانیپا

  در روش دیفرانسیل ابی به پاسخ همگرا یدستبرای  لایه 10ی و نقطه گره 11حداقل تعداد

 تعیین شده است. کوادریچر 

 دلتعا ریو مس بحرانی کمانش یدما نتایج ،استفاده شده سنجی الگوی تکرارجهت صحت 

 داده شده است.  با دیگر مطالعات مقایسه و تطبیق آمده دستبهحرارتی  کمانشپس

 کمانشپس تعادل مسیرو  یکمانش بحران یدما رداریچهار طرف گ یمرز طیبا شرا هاورق 

-هساد-رداریگ-ساده یمرز طیبا شرا ییهاورق بید، و بعد از آن به ترتندار بالاتریحرارتی 

 .گیرندمیو چهار طرف ساده قرار  رداریگ-رداریگ-ساده-ساده ردار،یگ

 به شکل  کنندهتقویت شیبا آرا ییهاورقX ،U  وO  را بالاتری  کمانشپسبه ترتیب مسیر

 . کنندمیطی 

  به شکل  کنندهتقویت شیبا آرا ییهاورقتنها در  هاکنندهتقویتتابعی  مدرّجتوزیعX یدما 

 .دهدمی شافزای را حرارتی کمانشپس مقاومتو  یکمانش بحران

  ا رحرارتی  کمانشپسو مقاومت  ، دمای کمانش بحرانیهاکنندهتقویتافزایش کسر وزنی

و در توزیع  دهدمیبه ترتیب افزایش و کاهش  Uو  Xی تقویت شده به شکل هاورقدر 

  د.مانثابت باقی می حرارتی کمانشپسو مسیر تعادل یکنواخت آن دمای کمانش بحرانی 

 یابدمیکاهش  یکمانش بحرانو بار  دماتر شود، هرچه ورق بزرگتر یا نازک . 

 یابدمی افزایش یکمانش بحران دماتر شود، هرچه ورق بلندتر یا باریک . 
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 و نسبت ابعادی بیشتر  1000از  شتریگرافن با نسبت طول به ضخامت ب هاینانوصفحه یبرا

تغییری محسوسی در آن مشاهده  ماند ویم یثابت باق باًتقری کمانشپس مسیر تعادل 4 از

  .شودمین

  ده ی تقویت شهاورقدر  ترتیببهرا  کمانش بحرانی بار، هاکنندهتقویتافزایش کسر وزنی

 . دهدمیافزایش  Oو  X ،Uبه شکل 

 بار بحرانی  2ابعادی بیشتر از نسبت گرافن با  هایصفحهنانو های تقویت شده باورق یبرا

 ماند. یم یثابت باق باکمانش تقری

   ه و افزایش یافت هاورقمکانیکی  کمانشپسمقاومت  هاکنندهتقویتبا افزایش درصد وزنی

 . کنندمیمکانیکی بالاتری را طی  کمانشپسمسیر تعادل 

   نیروهای اعمال و بدیامیافزایش کششی به ورق دمای کمانش بحرانی  نیروهایاعمال با 

 .دهدمیکاهش را فشاری دمای کمانش بحرانی 

 هاپیشنهاد - 
 :شده استارائه به شرح زیر  اتیشنهادیپبیشتر و توسعه پژوهش انجام شده  یمطالعهبا هدف 

  های مدرج تابعی با استفاده از روش دیفرانسیل ورق خمش، کمانش و ارتعاشات لیتحل

 باشد.  هاپژوهشتواند موضوع بسیاری از می کوادریچر

  ته شود. در نظر گرف کیبستر الاست بر تحلیل ورق ،یکیمکان و یبهبود خواص حرارت منظوربه 

 های ساندویچی به کمک روش دیفرانسیل کوادریچرتحلیل ورق 

 تواند به پیشرفت پژوهشمی یشکل برش رییتغ یهایاز تئور کیهر ها با ورقرفتار  یبررس 

 حاضر کمک کند. 

  با استفاده از روش های نانوکامپوزیتی پیزوالکتریک کمانش ورقکمانش و پس بررسی

 دیفرانسیل کوادریچر

  ها در محیط حرارتی با تغییرات دمای غیریکنواخت کمانش ورقتحلیل کمانش و پس 

  کند مسئله از دیگر پیشنهاداتی است که به توسعه پژوهش حاضر کمک می هندسهتغییر در

 اشاره کرد.  های مستطیلی و دایروی با گشودگیورقتوان به تحلیل مثال می عنوانبه
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 پیوست

 ضرایب وزنی هایماتریسالف( ضرب کرونیکر 

(1)کرونیکر  ضربحاصل

imC (2)و

imC متغیرّمشتق نسبت به با ضرایب وزنی  هایماتریسx  و ماتریس

 . آیدمی دستبهصورت زیر بههمانی 

 

(5-1)  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

111 12

111 12

11 12 1

21 22

21

21

11 1

11 1

1 1 1

1 1

1

1

0 00 0 0 0

0 00 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0

0 0

N x

N x

N xy y y y y y

y y

N N N N N N

x

N N

CC C

CC C

C C C

C C

C C

A

C

  



    
    
    
    
    
    
         

 
 
 
 

  
 
  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

2

222

22 2

1 2

21

21

1

11

1 1

1 1 1

1 1

1 1

0 0

0 00

0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0

N x

N x

N xy y y y

N N N Nx x x x

N Nx x

N Nx x
y y y y

N N N N

N N N N

C

C

C C

C C C

C C

C C

 

 

  
  
  
  
  
  
     

   
   
   
   
   
   
      

 

 

1

1

0

0 0

N Nx x

N Nx x
y y

x y x y

N N
N N N N

C

C




 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  
  
  
  
  
  
     

 

 

  

 (2-)الف 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

111 12

111 12

11 12 1

21 22

21

21
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22 2

2 2 2

2 2

2

2

0 00 0 0 0

0 00 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0
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N x
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N xy y y y y y

y y
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x

N N

CC C

CC C

C C C

C C

C C

B

C

  



    
    
    
    
    
    
         

 
 
 
 

  
 
  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

2

222

22 2

1 2

21

21

2

22

2 2

2 2 2

2 2

2 2

0 0

0 00

0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0

N x

N x

N xy y y y

N N N Nx x x x

N Nx x

N Nx x
y y y y

N N N N

N N N N

C

C

C C

C C C

C C

C C

 

 

  
  
  
  
  
  
     

   
   
   
   
   
   
      

 

 

2

2

0

0 0

N Nx x

N Nx x
y y

x y x y

N N
N N N N

C

C




 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  
  
  
  
  
  
     
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(1)کرونیکر ضربحاصلهمچنین، 

jnC (2)و

jnC متغیرّمشتق نسبت به با ضرایب وزنی  هایماتریسy  و

 شود. صورت زیر محاسبه میماتریس همانی به

 

(5-3)      

     

     

   

 

     

     

     

 

   

     

11 12 1

21 22 2

1 2

11 12 1

21 22 2

1 2

11 12 1

1 1 1

1 1 1

1 1 1

1 1 1

1 1 1

1 1 1

1 1 1

0 0

0 0

0 0

N y

N y

y y y y

N N N Ny y y y
y y

N y

N y

y y y y

N N N Ny y y y
y y

N y

y y y y

N N N N

N N

N N N Ny

N N

N N N N

C C C

C C C

C C C

C C C

C C C

A

C C C

C C C

 



 



 

 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 

     

     

21 22 2

1 2

1 1 1

1 1 1

N y

N N N Ny y y y
y y

x y x y

N N
N N N N

C C C

C C C




 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  
  
  
  
  
  
  
  

 

 

  

 (4-)الف     

     

     

   

 

     

     

     

 

   

     

11 12 1

21 22 2

1 2

11 12 1

21 22 2

1 2

11 12 1

2 2 2

2 2 2

2 2 2

2 2 2

2 2 2

2 2 2

2 2 2

0 0

0 0

0 0

N y

N y

y y y y

N N N Ny y y y
y y

N y

N y

y y y y

N N N Ny y y y
y y

N y

y y y y

N N N N

N N

N N N Ny

N N

N N N N

C C C

C C C

C C C

C C C

C C C

B

C C C

C C C

 



 



 

 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 

     

     

21 22 2

1 2

2 2 2

2 2 2

N y

N N N Ny y y y
y y

x y x y

N N
N N N N

C C C

C C C




 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  
  
  
  
  
  
  
  
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زیر  صورتبهنیز  yو xبرای توابع با مشتق نسبت به متغیرّضرایب وزنی  هایماتریس ضربحاصل

 . آیدمی دستبه

 

(5-5) 

 

     

     

     

 

     

     

     

 

     

     

   

11 12 1 11 12 1 11 12 1

21 22 2 21 22 2 21 22 2

11 12 1

1 2 1 2 1 2

1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1
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   
   
   
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   
   
   



 

 

     

     

     

 

     

     

     

 

     

 

11 12 1 11 12 1 11 12 1

21 22 2 21 22 2 21

21 22 2

1 2 1 2

1

1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1

1 1 1

1 1 1 1 1 1
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y y

N N Ny y y
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N x

N N N N N N N Ny y y y y y y y
y y y y
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N N N N

C
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C C C C C C C
C C C

C C C C C C



 

 
 
 
 
 
 
 
 

   
   
   
   
   
   
   
   

   

     

 

     

     

     

 

     

     

     

22 2

1 2

11 12 1 11 12 1

21 22 2 21 22 2

1 2

1 2 1 2

1 1

1 1 1

1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1

1 1

1 1 1 1 1 1

N y

N N N Ny y y y
y y
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N N N N N N N Ny y y y y y y y
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C C C
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C C C C C C
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



 
 
 
 
 
 
 
 

   
   
   
   
   
   
  
   

 

     

     

     

11 12 1

21 22 2

1 2

1 1 1

1 1 1

1

1 1 1

N y

N y

N Nx x

N N N Ny y y y
y y y y
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N N N N
N N N N

C C C
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C

C C C
 



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  
  
  
  
  
  

   
  

 

 ب( دستگاه معادلات ماتریسی حاکم بر ورق مدرّج تابعی

 

 (1-)ب         
         
         
         
         

         
         
         
         
         

         
         
         
         
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Abstract 
 

Today, the use of nanocomposites has expanded due to its favorable mechanical and thermal 

properties in many industries, including aerospace, medicine, military, etc. Therefore, in the 

present numerical study, the thermomechanical buckling and post-buckling of functionally 

graded plates with a matrix of isotropic polymer (diglycidyl ether bisphenol A) and 

reinforced with graphene platelets (GPLs) under simply supported and clamped boundary 

conditions has been investigated. The plates are subjected to uniform temperature changes 

and in-plate forces. In these multilayer plates, the thickness of all layers is the same, and the 

GPL weight fraction may have a layer-wise variation across the plate thickness. The plates 

are reinforced with two functionally graded (X and O) and uniform (U) distributions. The 

effective Young’s modulus of the plates is calculated using the modified Halpin-Tsai 

micromechanical model, and also the mixing law is used to obtain the equivalent properties 

of the composites. Within the framework of the first-order shear deformation theory (FSDT), 

the nonlinear governing equations are derived by applying the principle of virtual 

displacements and then solved by using a differential quadrature-based (DQ) iteration 

technique, calculate the critical buckling temperatures and loads, and determine the thermal 

and mechanical post-buckling paths. By comparing the results of the present study with other 

sources, the accuracy and efficiency of the steps taken, have been confirmed. The effect of 

aspect ratio, width-to-thickness ratio and GLP weight fraction, boundary conditions, on 

buckling temperature and post-buckling equilibrium paths of the plates have been 

investigated. The results show the functionally graded distribution of the GLPs does not 

necessarily improve the buckling strength of the plates. In the functionally graded 

distribution of GLPs as X, the plate’s resistance to thermal and mechanical buckling 

increases, while in the distribution of GPL as O, the buckling strength of the plates decreases. 

Plates with GLPs distribution of X, U and O respectively have the highest buckling load, 

buckling temperature and post-buckling equilibrium path. 

 

 
 

Keywords: Thermomechanical buckling, Differential quadrature method, Functional graded 

materials, Post buckling, First order shear deformation theory 
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