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 چکیده
 کیبر بستر الاست کیپرالاستیها یلیمستط یغشا یرخطیغ تحلیل رزونانس ،پژوهش نیدر ا

 است. ساختار قرار گرفته یمورد بررس کنواختیگسترده و  خارجی فشار تحتپسترناک -نکلریو یرخطیغ

 یلهشامل دو جم یرخطیغ کی. بستر الاستباشدیم کیزوتروپیهمگن و ا ر،ناپذیغشا تراکم نیا ایماده

ی غشا ی. با استفاده از تئورباشدیم نکلریو سهدرجه  یرخطیغ یجمله کیو پسترناک و  نکلریو یطخ

 دهیرداستخراج گ ستمیمعادلات حاکم بر س، لتونیاصل هام و محدود رشکلییبا فرض تغ هایپرالاستیک

 یانرژ ،نیهوک-نئو کیپرالاستیها یمدل ساختار یکرنش یانرژ یبا توجه به تابع چگال همچنیناست. 

با اعمال  .گردیده است نییتع ییرایو اثرات م کنواختیگسترده و فشار  یاز بارگذار یناش ارک ،یجنبش

در  یبا مشتقات جزئ یرخطیمعادله حرکت غ ،و با درنظر گرفتن خیز تک مود و دو مود نیروش گلرک

. سپس با استفاده از شده است لیزمان تبد یدر حوزه یمعمول لیفرانسیبه معادلات د یجهت عرض

 های تک مود و دو مودای حالتاولیه و ثانویه بر یهارزونانس لیچندگانه به تحل هایاسیروش مق

نرخ کشیدگی، دامنه تحریک خارجی، همچون ی مختلف هایدر انتها اثر پارامتر شده است. پرداخته

رفتار  یبر رو 𝝈 پارامتر تنظیماثر  همچنین)نسبت میرایی(، پارامترهای بستر الاستیک و  ضریب میرایی

 قرار گرفته است. یمورد بررس کیپرالاستیها یلیمستط یغشا یارتعاش

 کیستر الاستبهوکین، تحلیل رزونانسی، -مدل ساختاری نئو ک،یپرالاستیها یلیمستط یغشا کلمات کلیدی:

 چندگانه یهااسیروش مق ،ثانویهرزونانس  ،اولیهپسترناک، رزونانس -نکلریو یرخطیغ
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 پیشگفتار:  
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 مقدمه 1-1

در و  است ترنازکر با دو جهت دیگ مقایسهضخامت( در )ساختاری است که در یک جهت  یغشا المان

دین ب ،باشدها میکابلرفتار غشاها شبیه به . شودیمهای کششی در صفحه خودش کشیده اثر تنش

در غشاها نیز ارتعاشات  و شودها ایجاد میکابلتوان فرض کرد غشا از کنار هم قرار دادن صورت که می

ا جزء اصلی مختلف دارند. آنه یهانهیزمغشاها کاربردهای فراوانی در  گیرد.قرار می مطالعه موردعرضی 

ود. شها استفاده میها، اسپیکرها و سایر دستگاهاز آنها در میکروفون همچنینتجهیزات موسیقی هستند. 

ای هباشد. در مهندسی پزشکی بسیاری از بافتهای خازنی غشا میبه عنوان نمونه دیافراگم میکروفون

ارتعاشات پرده صماخ گوش انسان با استفاده از مدل  مثالشوند. به عنوان غشا مدل می بدن به صورت

شود. معادلات ارتعاشی مربوط به غشا یک معادله موج دو بعدی است. غشاها مقاومت غشا بررسی می

ی اها ناشی از نیروهای کششی یا کشش درون صفحهخمشی و برشی ندارند و نیروی بازگرداننده در آن

 .]9[ ها(کابلباشد )مانند ارتعاشات می

های مختلف استاتیکی و دینامیکی به هایپرالاستیک تحت بارگذاری یاز جنس ماده هایغشا امروزه

های فضایی، عمرانی، رباتیک و سنسورها تا مسائل ای، در سازهقوانین ساختاری و ماده یدلیل توسعه

میت ها از اهکه مطالعه و تحلیل آن است محیطی، پزشکی و جراحی کاربرد فراوانی داشتهمختلف زیست

شود یناپذیر در نظر گرفته مناپذیر یا تقریبا تراکمای این غشاها تراکمساختار ماده بالایی برخوردار است.

ای و یا جانبی، کرنش های بسیار بزرگ، با رابطه تنش کرنش غیرخطی صفحههای درونو تحت بارگذاری

ای باید در نظر گرفته های هندسی و ساختار مادهالتی، غیرخطیگردند که در چنین حرا متحمل می

ای مختصر و کلی در مورد غشای هایپرالاستیک و کاربرد آن در علوم ارائه در این فصل مقدمهشوند. 

 شده است.
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  [2] کلیات غشای مستطیلی از جنس هایپرالاستیک 1-7

 ی هایپرالاستیکتعریف ماده 1-7-1

لاستیک اپذیر و بازگشتهای بزرگ توانند تغییر شکلمواد هستند که میمواد هایپرالاستیک گروهی از 

روند که تحت سازی موادی به کار میمدل برایداشته باشند. قوانین ساختاری مواد هایپرالاستیک 

مورد  یرز دهند. این قوانین برای دو حالت اصلیهای بسیار بزرگ، رفتار الاستیک از خود نشان میکرنش

 :گردنداقع میاستفاده و

مواد ) باشدیم 2مواد پلیمری 9سازی رفتار مواد غیرخطی مانند رفتار لاستیکیحالت اول برای مدل

کرنش  تابعی از ا  آل است؛ یعنی تنش، صرفنزدیک به مواد الاستیک ایده. خواص این مواد (شبه لاستیک

گرد پذیر هستند. این مواد همسانبازگشتها ی بارگذاری بوده و تغییر شکلجاری و مستقل از نرخ و سابقه

ها آن 9که مدول بالک یبه صورتدهند؛ هستند. همچنین در برابر تغییر حجم از خود مقاومت نشان می

 هند.دبرش مقاومت بسیار کمی از خود نشان می با فلزات قابل مقایسه است. همچنین این مواد در مقابل

 هایشکل با قابلیت تغییر 4های پلیمریزرگ همچون فومهای بشکل سازی تغییرحالت دوم در مدل

 ی بارگذاریشود. وابستگی این مواد به نرخ و یا سابقه( استفاده می5هاپذیر )مانند اسفنجبزرگ بازگشت

بالایی  6پذیریدارای تراکم هافومها، اغلب نظر است. بر خلاف لاستیکبسیار اندک بوده و قابل صرف

توانند خاصیت ناهمسانگردی نیز داشته سلولی خود می با توجه به ساختار هامفو. همچنین هستند
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 باشند.

لازم به ذکر است که رفتار مواد پلیمری در حالت کلی به شدت تابع دما، نرخ کرنش و نرخ بارگذاری 

است که میزان هر  9و لاستیکی 2والاستیکک، ویس9مانندهستند. رفتار این مواد شامل سه بخش شیشه

ها وابسته به ساختار مولکولی این مواد است. در زیر دمای کدام از این سه بخش و جزئیات رفتار آن

شود، پلیمرها رفتاری مشابه شیشه دارند. نزدیک نیز گفته می 4ایبحرانی که به آن دمای تبدیل شیشه

برشی به شدت کاهش ها به شدت وابسته به نرخ کرنش هستند و در خود این دما، مدول تنش، این دما

 دهد.در دماهای بالاتر از این دما، ماده رفتار لاستیکی از خود نشان می یابد.می

 دهد.برای بسیاری از مواد، مدل الاستیک خطی، رفتار مشاهده شده از مواد را با دقت توضیح نمی

آل الاستیک د ایدهدر واقع یک مدل ساختاری برای گروهی از موا 5لاستیکا-مدل هایپرالاستیک یا گرین

 یشود. مادهاستخراج می 6کرنش از یک تابع انرژی کرنشی-تنش یها رابطهباشد که در آنمی

 است. 0الاستیک کوشی یهایپرالاستیک حالت خاصی از ماده

ستی های زیلاستیک، الاستومرها و بافتها، مواد شبهتوان به لاستیکمواد هایپرالاستیک می انواعاز 

 شود.ها به طور مختصر توضیح داده میه کرد که در ادامه در مورد آننرم اشار
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 انواع مواد هایپرالاستیک 1-7-7

که ظاهری شیری  دیآیماز تراوشات درخت لاستیک به دست  (9-9مطابق شکل ) لاستیک طبیعی

 یدهد. مادهمعنی می "درخت گریان"هندی است که  ایکلمهرنگ دارد. منشأ لغت کائوچو )لاستیک( 

 نهمچنیشود. ر زیادی هیدروکربن است که به عنوان لاستیک خام شناخته میادیترشح شده دارای مق

از مقادیری از صمغ، مواد معدنی، پروتئین و آب در این ماده وجود دارد. برای جدا کردن لاستیک 

شناسی از یک هها با اینکه از نظر گیاشود. این درختگرما داده میتراوش شده ی به ماده ،هاناخالصی

 یکسانی دارند. خانواده نیستند؛ ولی ترکیب هیدروکربنی

 

 ]9[ . تراوشات درخت لاستیک9-9شکل 

ها توسط ، پیوند دادن زنجیره9اند. ولکانشای تشکیل شدههای بلند زنجیرهها از مولکوللاستیک

که اولین بار با اضافه کردن سولفور با لاستیک طبیعی انجام شد. مولکول تقویت  باندهای شیمیایی است

 داده شده است. نشان (2-9)لاستیک در شکل  یشده
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 ]4[ فرایند ولکانش در های لاستیک. مولکول2-9شکل 

 علت حساسیت شدید نسبت به محیط، کاربرد صنعتیتا قبل از کشف فرایند ولکانش، لاستیک به 

. شودیمنرم و چسبناک و با سرد کردن سخت و شکننده  ،چندانی نداشت؛ زیرا با مقدار کمی حرارت

 بخشد.ولکانش، خواص فیزیکی لاستیک را بهبود می

سیاه  مانند کربن 9از یک لاستیک پایه )لاستیک طبیعی(، یک پرکننده های لاستیکی معمولا  ترکیب

 بهبود ها به دلیلاند. این افزودنیهای دیگری تشکیل شدهکننده و افزودنییا اکسید روی، یک تقویت

دارای  هاشوند. لاستیکبرخی خواص همراه با تضعیف خواص دیگر، بسته به کاربرد لاستیک مشخص می

وه علا ، عمران و برق هستند.کاربردهای مهندسی بسیار وسیعی به خصوص در حوزه مهندسی مکانیک

خاصیت ) هابندهای اجزای الکتریکی و ارینگها، آببر صنعت خودرو در موارد بسیاری مانند روکش سیم

استفاده از  (هادهندهها و اتصالها، بوشهای ایزولاسیون ارتعاشات در ساختمانناپذیری(، برینگنشت

دلیل  روند.ها و موارد بسیار دیگری به کار میهخاصیت جذب صدا و ارتعاش(، اتصالات چسبی، تسم

توانند ها میها است. برخی از لاستیکآن 2اصلی استفاده از اجزای لاستیکی قابلیت کشسانی و چقرمگی

 ی خود تغییر طول دهند.برابر طول اولیه 6یا  5تا 
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کرنش را -تنش یرابطهها باشند که در آنلاستیک میترین نمونه برای این مواد، مواد شبهواضح

ی الاستیک غیرخطی، همسانگرد و به طور کلی مستقل از نرخ کرنش بیان کرد. رابطه صورتبهتوان می

های کوچک و متوسط کاهش ای در کرنشمواد به این صورت است که مدول الاستیک لحظه رفتار این

ای لحظه صورتبهمدول الاستیک های بزرگ، ماده سفت شده و شود و ناگهان در کرنشنرم می یافته و

 (.9-9شود )شکل شکل گفته می Sیابد. به این رفتار، رفتار می افزایش

 

 ]5[ کرنش مواد شبه لاستیک-. نمودار تنش9-9شکل 

 آل مطابقت دارد،ایدهها اغلب با رفتار مواد هایپرالاستیک که رفتار آن جمله مواد دیگری از

نیز گاهی به کمک مواد  2شدههستند. الاستومرهای پر 9ی پرنشدهیافتهالاستومرهای ولکانش

شوند. الاستومر، پلیمری است که به دلیل داشتن اتصالات عرضی سازی میآل مدلایده الاستیکهایپر

و به  "الاستیک")برگرفته از  "الاستو"قوی، قابلیت کشسانی زیادی دارد. نام الاستومر از دو قسمت 

ه پواسون برخی از این مواد ب ضریباست. ( تشکیل شده"پلیمر")برگرفته از  "مر"معنای کشسانی( و 

ناپذیر فرض کرد. الاستومرها در ساخت ها را تراکمتوان آنبسیار نزدیک است و بنابراین می 5/3
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-ها به کار میها و شلنگکنندی، برف پاکبزیادی مانند لاستیک اتومبیل، درزگیرهای آب محصولات

 گیرها، پدهایها و ضربهپوشتوان به کفها و الاستومرها میاز دیگر کاربردهای لاستیک همچنینروند. 

که امروزه برای تولید انرژی الکتریکی از  9الکتریک الاستومریهای دیها و یا مبدلطبی در کفش

ی وسیع قرار ها و یا امواج دریا مورد استفادهانسان، حرکت ماشینمثل انرژی  نیروهای حرکتی مختلف

 اند، اشاره کرد.گرفته

 هایدهند. بافتهای زیستی نرم نیز رفتار غیرخطی مشابه مواد هایپرالاستیک از خود نشان میبافت

 یز جملهدهند. اهای مشابه هستند که بر روی هم کار مشخصی را انجام میای از سلولزیستی مجموعه

ی عروق محوری انجام شده بر روی دیوارههای تکاشاره کرد. آزمایش 2توان به زیست مواد نرمها میآن

کرنش این مواد با قابلیت تحمل کششی بالا در -ی رفتار غیرخطی تنشدهندهبدن جانداران نشان

ستیک لاهمچون مواد شبهباشد که های بالاتر میتر در کشیدگیهای کمتر و قابلیت کشش پایینکرنش

 .شودنام برده می 9سختی-از آن تحت عنوان کرنش

-یا تراکم ریپذتراکماهمسانگرد، از مواد همگن یا ناهمگن، همسانگرد یا ن توانندیمعروق  یدیواره

 های زیستی همچون بافت مغز و کبد رفتار همسانگرد از خودناپذیر و ویسکوالاستیک باشند. بعضی بافت

ررسی ب .ها رفتار ناهمسانگرد دارنددهند. بخش دیگری از زیست مواد نرم مانند پوست و تاندونمینشان 

شروع،  یتواند اطلاعات مفیدی در زمینهمی (های خونیهای رگرفتار مکانیکی عروق )از جمله دیواره

در بدن  هاییازهس همچنینهای قلبی عروقی در اختیار دانشمندان قرار دهد. پیشروی و درمان بیماری

 4خونی توان به عروقی آن میسازی کرد که از جملهتوان به کمک این مواد مدلموجودات زنده را می

های بافت ها همانندنقاط مختلف بدن موجودات زنده اشاره کرد. کمک به متخصصان در تشخیص بیماری
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نیز از جمله  ار غیرخطی این موادسرطانی و یا تومورهای داخل بدن موجودات زنده از طریق بررسی رفت

 کاربردهای دیگر آنها است.

 برای لاستیک دیدگاه مکانیک محیط پیوسته 1-7-3

کل به مکانیک محیط پیوسته و تغییرش مربوطی ابتدا مفاهیم پایه این بخش برای درک بهتر مسئله، در

 یسازی غشاجهت مدلهای در دسترس مدل و در نهایت الاستیسیتهر، سپس مواد هایپارائه شده

 [.6] دنگردمعرفی میهایپرالاستیک 

 تغییر شکل و کرنش 1-7-3-1

در یک جسم  p یو تغییر شکل است. نقطه ییجاجابهگیری ، اندازهمحیط پیوستهشروع مکانیک  ینقطه

= 𝑋بردار مکان مرجع  دارای  𝑋𝑖𝑒𝑖 یاست. مکان جدید نقطه p  در طی تغییر شکل و یا حرکت به

= 𝑥که دارای بردار مکان  یابدمیانتقال  ′𝑝نقطه   𝑥𝑖𝑒𝑖  بردار مکان قدیم و بردار مکان  یاست. رابطه

 است: زیر یطبق معادله u جاییجابه جدید توسط بردار

𝑥𝑖 = 𝑋𝑖 + 𝑢𝑖 (9-9) 

 :باشدمیزیر  صورتبه( 9-9معادله ) شکل دیفرانسیلی

𝑑𝑥𝑖 =
𝜕𝑥𝑖

𝜕𝑋𝑗
𝑑𝑋𝑗 = 𝐹𝑖𝑗𝑑𝑋𝑗 (9-2) 

نشان داده  Fماتریسی با شکل گرادیان تغییر شکل است که به  تنسورعناصر ( 2-9) یدر معادله 𝐹𝑖𝑗که 

 :تاس زیر صورتبهآید که می به دستگرین از گرادیان تغییر شکل -راست کوشی تنسور شود.می

𝐶𝑖𝑗 = 𝐹𝑚𝑖𝐹𝑚𝑗  (9-9) 

 :گرددزیر معرفی می صورتبه ،شکل ماتریسیدر ( 9-9) یمعادله

𝐶 = 𝐹𝑇 . 𝐹 (9-4) 
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 :گرین برابر است با-وشیکچپ  تنسوربه همین ترتیب 

𝐵𝑖𝑗 = 𝐹𝑖𝑚𝐹𝑗𝑚 (9-5) 

 :از( عبارت است 5-9) یمعادله ،ماتریسیشکل یا به 

𝐵 = 𝐹. 𝐹𝑇 (9-6) 

 تنسور( برای یافتن Cگرین )-راست کوشی تنسورشود. از ها منجر به تعریف کرنش میتنسورتعریف این 

 یرزی رابطهکه معادل با  (کندیمی که کرنش را بر اساس حالت مرجع بیان تنسورکرنش لاگرانژی )

 :است

𝐸𝑖𝑗 =
1

2
(𝐶𝑖𝑗 − 𝛿𝑖𝑗) (9-0) 

 .تابع دلتای کرانکر است 𝛿𝑖𝑗که 

است  ند برابرککرنش اویلری که شکلی از کرنش نسبت به موقعیت تغییر شکل یافته را بیان می تنسور

 با:

𝐸𝑖𝑗 =
1

2
(𝛿𝑖𝑗 − 𝐵𝑖𝑗

−1) (9-2) 

 یرابطهبرابر با  L یو طول ثانویه 𝐿0 یبرای المان یک بعدی با طول اولیه 9نسبت کشیدگی همچنین

 :است زیر

𝜆 =
𝐿

𝐿0
 (9-1) 

طول  تغییر طول بهنسبت آشناترین تعریف برای کرنش، کرنش مهندسی یا اسمی است که بر اساس 

 شود:از نسبت کشیدگی تعیین می ا مستقیم زیر یرابطهکه طبق اولیه بیان شده 

𝜀𝑖 = 𝜆𝑖 − 1 (9-93) 

راست کشیدگی متقارن  تنسورو  Rدوران متعامد  تنسوریعنی  تنسوربر اساس دو  Fگرادیان تغییر شکل 

                                                 

9 Stretch ratio 
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 :قابل بیان است زیر صورتبه V چپ کشیدگی تنسوریا  Uمثبت معین 

𝐹 = 𝑅. 𝑈 = 𝑉. 𝑅 (9-99) 

 زیر یرابطه صورتبه که باشندمی 9های کشیدگی اصلیراست کشیدگی، نسبت تنسور یمقادیر ویژه

 :باشدمی

det [𝑈𝑖𝑗 − 𝜆𝑛𝛿𝑖𝑗]=0 (9-92) 

ست ا گرین از طریق معادلات مشخصه مرتبط-راست کوشی تنسور یاین نسبت کشیدگی با مقادیر ویژه

 با:

det [𝐶𝑖𝑗 − 𝜆𝑛
2 𝛿𝑖𝑗]=0 (9-99) 

𝜆𝑛گرین -راست کوشی تنسور یویژهیعنی مقادیر 
 گرین-چپ کوشی تنسوراست که این مقدار برای  2

𝜆𝑛برابر 
 است. 2−

 کرنش پایاهای 1-7-3-7

ابل زیر ق صورتبه ،گرین و بدون توجه به جهت مختصات-راست کوشی تنسورکرنش از طریق  پایاهای

 است: تعریف

𝐼1 = 𝜆1
2 + 𝜆2

2 + 𝜆3
2 = 𝑡𝑟(𝐶) (9-94) 

𝐼2 = 𝜆1
2𝜆2

2 + 𝜆2
2𝜆3

2 + 𝜆1
2𝜆3

2 =
1

2
(𝐼1

2 − 𝑡𝑟(𝐶2)) (9-95) 

𝐼3 = 𝜆1
2𝜆2

2𝜆3
2 = 𝑑𝑒𝑡(𝐶) (9-96) 

𝜆𝑖(𝑖  ثوابت کشیدگی =  تنسور یمربعی مقادیر ویژه ی( ریشه96-9( تا )94-9) یدر معادله (1,2,3

 باشند.گرین می-راست کوشی چپ یا

 :است ذکر شده ی زیررابطهاست که در  Jراست کشیدگی برابر با  تنسوربه همین ترتیب، دترمینان 

                                                 

9 Principle stretch ratios 
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𝐽 = det(𝑈) = 𝜆1𝜆2𝜆3 (9-90) 

 با همواره برابر J ی زیر،طبق رابطه آنگاه ،باشد ناپذیرتراکممورد بررسی ما، ماده  یاگر همچون مسئله

 سازد:های کشیدگی اصلی برقرار میسودمندی را بین نسبتی رابطهیک بوده و 

𝐽 = 𝜆1𝜆2𝜆3 = 1 (9-92) 

 کرد فتعری گرین-تغییر شکل چپ کوشی تنسوررا از طریق  پایاهای کرنشتوان همین ترتیب می به

 :آورده شده است زیرمعادلات  صورتبه که

𝐼1 = 𝑡𝑟(B) = 𝐵𝑘𝑘 (9-91) 

𝐼2 =
1

2
(𝐼1

2 − 𝐵. 𝐵)= 
1

2
(𝐼1

2 − 𝐵𝑖𝑘. 𝐵𝑘𝑖) (9-23) 

𝐼3 = 𝑑𝑒𝑡(𝐵) = 𝐽2 (9-29) 

گرین به -تغییر شکل چپ کوشی تنسورتوان مجموعه ثوابت زیر را نیز برای ، میناپذیرتراکمبرای مواد 

 :برد کار

𝐼1̅ =
𝐼1

𝐽2/3
=

𝐵𝑘𝑘

𝐽2/3
 (9-22) 

𝐼2̅ =
𝐼2

𝐽4/3 =
1

2
(𝐼1̅

2 −
𝐵.𝐵

𝐽4/3)= 
1

2
(𝐼1̅

2 −
𝐵𝑖𝑘.𝐵𝑘𝑖

𝐽4/3 ) (9-29) 

𝐼3̅ = √𝑑𝑒𝑡(𝐵) (9-24) 

 الاستیسیته غیرخطی 1-7-4

 هایپرالاستیسیته 1-7-4-1

، یف مواد هایپرالاستیک و انواع آنتعر و (2-2-9)و  (9-2-9)در بخش  شدهبا توجه به مطالب ارائه 

مواد  در بینترین رفتار الاستیک آلیا همان الاستومرها دارای ایده 9پلیمرها با اتصال عرضی

                                                 

9 Cross-linked polymers 
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 .باشدمیما در این پژوهش نیز  موردنظر یبوده که ماده هایپرالاستیک

 کنند:پیروی می تمامی مواد هایپرالاستیک از قوانین زیر

یابد، یم یعنی الف( وقتی ماده در دمای ثابت یا آدیاباتیک تغییر شکل ،آل استماده الاستیک ایده .9

 ذیرپبه کرنش آن لحظه وابسته بوده و مستقل از نرخ بارگذاری است. ب( رفتار برگشت صرفا تنش 

اتیک، هیچ کار خالصی روی دما یا آدیابیعنی در طی یک سیکل بسته از کرنش در شرایط هم ،دارد

 شود.انجام نمی ماده

93مدول برشی آن در حدود  .2
−5

 برابر اکثر مواد است. 

 شود.تر میدهی سفتمدول برشی وابسته به دما بوده و ماده در اثر حرارت .9

 کند.شود از خود حرارت آزاد میوقتی ماده کشیده می .4

 کند.در مقابل تغییرات حجمی مقاومت می ا شدید .5

ر یان تغییگراد تنسورکه تابعی از  Wکرنش برای ماده از طریق چگالی انرژی کرنشی -تنش یرابطه .6

𝑊). شودشکل است، بیان می = 𝑊(𝐹)) دهد که ماده کاملا الاستیک بوده و نیزاین امر نشان می 

نیازمند کار با یک تابع اسکالر است. شکل کلی تابع چگالی انرژی کرنشی  بدین معنی است که صرفا 

خاص قابل  یهای مشخص شده و فرمول استخراجی شامل ثوابتی است که برای هر مادهآزمایش با

 است. حصول

 یاولیه گیریشود یعنی رفتار ماده مستقل از جهتمی تغییر شکل نیافته، ایزوتروپیک فرض یماده .0

 پ کوشیتغییر شکل چ تنسوربت به بارگذاری است. اگر تابع چگالی انرژی کرنشی تابعی از ماده نس

 سازگاری حاصل به طور خودکار ایزوتروپیک است. یباشد معادله

 شود.گیری نسبت به چگالی انرژی کرنشی حاصل میکرنش از طریق مشتق-تنش یرابطه .2
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 [7] شکلکرنش از چگالی انرژی تغییر -محاسبه رابطه تنش 1-7-4-7

 الیشود که چگبیان می ی زیررابطهایزوتروپیک از طریق هایپرالاستیک  یبرای ماده قوانین ساختاری

 کند:گرادیان تغییر شکل مرتبط می یا کرنشتنسور پایایسه انرژی کرنشی را به 

𝑊(𝐹) = 𝑈(𝐼1, 𝐼2, 𝐼3) = 𝑈̅(𝐼1̅, 𝐼2̅, 𝐽) = 𝑈̃(𝜆1, 𝜆2, 𝜆3) (9-20) 

-تنش روابط. در ادامه، گرددمیگیری چگالی انرژی کرنشی حاصل کرنش از مشتق-تنش یرابطهکه 

 .ارائه گردیده است پایای کرنشکرنش بر حسب انتخاب 

 گرادیان تغییر شکل چگالی انرژی کرنشی برحسب (𝐹𝑖𝑗) است زیر صورتبه: 

𝜎𝑖𝑗 =
1

𝑗
𝐹𝑖𝑘

𝜕𝑊

𝜕𝐹𝑗𝑘
 (9-22) 

  چگالی انرژی کرنشی برحسب𝐼1 ،𝐼2  و𝐼3  است ارائه شده زیر یمعادلهدر: 

𝜎𝑖𝑗 =
2

√𝐼3

[(
𝜕𝑈

𝜕𝐼1
+ 𝐼1

𝜕𝑈

𝜕𝐼2
) 𝐵𝑖𝑗 −

𝜕𝑈

𝜕𝐼2
𝐵𝑖𝑘𝐵𝑘𝑗] + 2√𝐼3

𝜕𝑈

𝜕𝐼3
𝛿𝑖𝑗 (9-21) 

 برحسب کرنشی انرژی چگالی 𝐼1̅ ،𝐼2̅  و𝐽 است شده آورده زیر یمعادله در: 

𝜎𝑖𝑗 =
2

𝑗
[

1

𝐽2/3
(

𝜕𝑈̅

𝜕𝐼1̅

+ 𝐼1̅

𝜕𝑈̅

𝜕𝐼2̅

) 𝐵𝑖𝑗 − (𝐼1̅

𝜕𝑈̅

𝜕𝐼1̅

+ 2𝐼2̅

𝜕𝑈̅

𝜕𝐼2̅

)
𝛿𝑖𝑗

3
−

1

𝐽4/3

𝜕𝑈̅

𝜕𝐼2̅

𝐵𝑖𝑘𝐵𝑘𝑗]

+
𝜕𝑈̅

𝜕𝐽
𝛿𝑖𝑗 

(9-93) 

  چگالی انرژی کرنشی برحسب𝜆1 ،𝜆2  و𝜆3 گرددتعریف می زیر صورتبه: 

𝜎𝑖𝑗 =
𝜆1

𝜆1𝜆2𝜆3

𝜕𝑈̃

𝜕𝜆1
𝑏𝑖

(1)
𝑏𝑗

(1)
+

𝜆2

𝜆1𝜆2𝜆3

𝜕𝑈̃

𝜕𝜆2
𝑏𝑖

(2)
𝑏𝑗

(2)
+

𝜆3

𝜆1𝜆2𝜆3

𝜕𝑈̃

𝜕𝜆3
𝑏𝑖

(3)
𝑏𝑗

(3)
 (9-99) 

 9فشرده قابل ریغمواد  صورتبهکنند و لذا در مقابل تغییر حجم مقاومت می ا مواد لاستیکی شدیداکثر 

 :باشندها میهای مختص به مواد هایپرالاستیک دارای این ویژگیشوند. مدلتقریب زده می

 9 در تغییر شکل، برای ثابت نگه داشتن حجم=J است. 

                                                 

9 Incompressible 
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 باشدمی پایای کرنشتابعی از دو  ا چگالی انرژی کرنشی صرف. 

 های ساختاریمدل 1-7-5

 تقسیم کلی یهای هایپرالاستیک بسته به کاربردهای محققین از تابع انرژی کرنشی، به دو دستهمدل

 :شوندمی

 به  .2اگدن یا 9ریولین سری مانند ،باشندمی کرنشی انرژی تابع ریاضی مفهوم از ناشی اول یدسته

ها مشکل بوده و گویند. تعیین پارامترهای ماده در این مدلمی 9های پدیدارشناختیاین دسته مدل

 تغییر شکل ممکن است منجر به خطا شوند. یدر خارج از محدوده

 یزیک ف اساس بر هامدل این. انداستخراج قابل فیزیکی مفاهیم از که هستند هاییمدل از نوع دومین

 های میکروسکوپیک،این امر بسته به پدیدهباشند. های آماری میهای پلیمر و روشهشبکه زنجیر

ها کمی بندی ریاضی آنگردد و در اکثر موارد فرمولمنجر به توابع انرژی کرنشی متفاوتی می

 شوند.های حاکم بررسی میاست. در این بخش تعدادی از مدل پیچیده

 [8]پدیدارشناختی ساختاری مدل های  1-7-5-1

 ریولین مرتبه اول(-)مدل مونی 4مدل مونی 9-2-5-9-9

ی را کرنش تابع چگالی انرژیبرشی،  یتحت بارگذاری ساده لاستیکی خطیرفتار  یبا مشاهدهمونی 

 در نظر گرفت: زیر یمعادله صورتبه

                                                 

9 Rivlin 

2 Ogden 

9 Phenomenological models 

4 Mooney model 
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𝑊 = 𝐶1(𝐼1 − 3) + 𝐶2(𝐼2 − 3) (9-92) 

متوسط )زیر  دو پارامتر ماده هستند. این مدل به طور گسترده برای مواد لاستیکی با کرنش 𝐶2و  𝐶1که 

 شود.( استفاده می% 233

 9ریولین-مدل مونی 9-2-5-9-2

𝐼1)های چندجمله ای از به سری Wریولین مدل پیشین را از طریق بسط  − 𝐼2)و  (3 − داد  توسعه (3

 :باشدمی زیر یمعادله صورتبهکه 

𝑊 = ∑ 𝐶𝑖𝑗(𝐼1 − 3)𝑖  (𝐼2 − 3)𝑗

∞

𝑖=0,𝑗=0

 (9-99) 

∞𝐶پارامترهای ماده بوده و  𝐶𝑖𝑗که  = جملات سری موردنظر به جملات مرتبه دوم  است. معمولا  0

شود، به عنوان مثال، نیازمند تعیین و پارامتر برای جملات تا مرتبه سوم است. مدل بیان و سوم ختم می

است. در هر صورت، این شکل از کرنش  پایاهای کرنشهای دیگر کلشده ریولین قابل توسعه از طریق ش

 شود.های خیلی بزرگ استفاده میکلاسیک برای کرنش صورتبهانرژی 

 ود:شبیان می زیرمعادلات  صورتبهریولین -پارامتری مونی پارامتری و پنج طبق رابطه اخیر، مدل سه

𝑊 = 𝐶10(𝐼1 − 3) + 𝐶01(𝐼2 − 3) + 𝐶11(𝐼1 − 3)(𝐼2 − 3) (9-94) 

𝑊 = 𝐶10(𝐼1 − 3) + 𝐶01(𝐼2 − 3) + 𝐶11(𝐼1 − 3)(𝐼2 − 3) + 𝐶20(𝐼1 − 3)2

+ 𝐶02(𝐼2 − 3)2 
(9-95) 

خالی  به مواد لاستیکی) 2ریولین برای ترکیبات لاستیک پر نشده-در مقالات، اثبات شده که مدل مونی

 [.1مناسب است ] (گوینداز مواد غیرآلی می

                                                 

9 The Mooney-Rivlin model 

2 Unfilled rubber 
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 9مدل یئو 9-2-5-9-9

دارای  𝐼2دوم  پایای کرنشپیشنهاد داد که در آن ی زیر رابطهطبق مدل دیگری را  ،9113یئو در سال 

 :شودمقدار ثابت کشیدگی بوده و در تابع انرژی کرنشی دخیل نمی

𝑊 = ∑ 𝐶𝑖(𝐼1 − 3)𝑖

3

𝑖=1

 (9-96) 

ی به همراه داشته و تنها نیازمند تست کشش دومحوره 2مدل دقت خوبی را برای لاستیک پرشدهاین 

 هاست.دادهمتقارن برای تطابق با 

  9مدل بیدرمن 9-2-5-9-4

𝑖ریولین تنها جملات با -بیدرمن از معادله مونی = 𝑗یا  0 =  یجمله را حفظ نمود و به این ترتیب سه 0

 است: ی زیرمعادله صورتبهرا مدنظر قرار داد که  𝐼2اول از  یجملهو  𝐼1اول از 

𝑊 = 𝐶10(𝐼1 − 3) + 𝐶01(𝐼2 − 3) + 𝐶20(𝐼1 − 3)2 + 𝐶30(𝐼1 − 3)3 (9-90) 

 4ویلسون-هینس 9-2-5-9-5

گی و ثوابت کشید پایاهای کرنشتوصیف چگالی انرژی کرنشی بر حسب  یجیمز و همکاران از مقایسه

 دهد.آن را نشان می زیر یتصمیم به حفظ شش جمله اول از سری گرفتند که معادله

𝑊 = 𝐶10(𝐼1 − 3) + 𝐶01(𝐼2 − 3) + 𝐶11(𝐼1 − 3)(𝐼2 − 3) + 𝐶20(𝐼1 − 3)2

+ 𝐶02(𝐼2 − 3)2 + 𝐶30(𝐼1 − 3)3 
(9-92) 

                                                 

9 Yeoh model 

2 Filled rubber 

9 The Biderman model 

4 The Haines-Wilson model 
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 9مدل اگدن 9-2-5-9-6

 چگالی انرژی کرنشی را بر حسب ثوابت کشیدگی بیان نمود. او چگالی انرژی ،اگدن 9102در سال 

𝜆 های حقیقییک سری از توان صورتبهکرنشی را 
𝑖
(𝑖 =  ارائه داد: زیر یمعادله صورتبه (1,2,3

𝑊 = ∑
𝜇𝑛

𝑎𝑛
(𝜆1

𝑎𝑛 + 𝜆2
𝑎𝑛 + 𝜆3

𝑎𝑛 − 3)

𝑁

𝑛=1

 (9-91) 

 کنند: ترهای ماده باید شرط زیر را ارضاکه پارام یطوربه

𝜇𝑛𝑎𝑛 > 0, ∀𝑛 = 1, 𝑁     (9-43) 

 [7های فیزیکی ]مدل 1-7-5-7

بر  هالباشند. این مدهای پلیمری در شبکه میهای فیزیکی بر اساس پاسخ میکروسکوپیک زنجیرهمدل

 های انجام شده در رسیدن به پاسخ باهم تفاوت دارند.اساس فرض

 2هوکین-مدل نئو 9-2-5-2-9

ولین ری-در تطابق با مدل مونی که ترین مدل فیزیکی موجود برای مواد لاستیکی استاین مدل، ساده

آید. مواد لاستیکی از می به دستمولکولی  یاما با یک پارامتر بوده و در عین حال از ارتباط زنجیره

 شود.ل میحاص ،اند با اتصالات شیمیایی به هم متصلپذیر بلند که های انعطافای از زنجیرهطریق شبکه

 به سبب تغییرات آنتروپی در طی تغییر شکل بوده که آنتروپی ماده نیز ا این شبکه عمدت یالاستیسیته

 از توزیع آماری [2] 9گردد. ترلوآرهای ماکرومولکولی تعریف میهای ممکن از زنجیرهتوسط تعداد ترکیب

                                                 

9 Ogden model 

2 Neo-Hookean 
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 را ارائه نمود: زیر یانرژی کرنشی رابطهشکل و  کرد استفاده 9گوسین

𝑊 =
1

2
𝑛𝑘𝑇(𝐼1 − 3) (9-49) 

ر برای کربن آدمای مطلق است. ترلو Tثابت بولتزمن و  k ،چگالی زنجیره در واحد حجم nکه در آن 

 هایتست با مناسبی تطابق در وی مدل. آورد به دست مگاپاسکال 2/3را برابر  nkTمقدار  2طبیعی سیاه

 .است بوده %53 از کمتر هایشکل تغییر در محوره دو هایتست و ساده برش کشش،

 9مدل ایشیهارا 9-2-5-2-2

سازی معادلات مربوطه، سری ریولین را ایشیهارا تئوری غیر گوسین را به کار برده و با استفاده از خطی

 :آورد به دست ی زیرطبق رابطه برای چگالی انرژی کرنشی

𝑊 = 𝐶10(𝐼1 − 3)+𝐶01(𝐼2 − 3) + 𝐶20(𝐼1 − 3)2 (9-42) 

بود.  های فیزیکی ظاهر نشدهکرنش بوده که تا پیش از آن در مدل 𝐼2مدل مولکولی حاضر، شامل ثابت 

 .[93] ریولین است-به این ترتیب مدل ایشیهارا نزدیک به روابط حاکم بر مدل بیدرمن یا مونی

 مروری بر پیشینه تحقیق  1-3

های متنوعی را در زمینه ارتعاشات انواع ورق، پوسته و و پژوهشهای اخیر محققان، مطالعات در سال

های ساختاری مواد هایپرالاستیک، مدل یمطالعه یدر حوزه اند.هایپرالاستیک ارائه داده غشای

بررسی  به [99]اند. آمابیلی و همکاران تحقیقاتی را ارائه داده [92]ساکوماندی و اگدن  ،[99]سلوادورای 

هایپرالاستیک  یهای نازک مربعی ساخته شده از مادهعاشات غیرخطی آزاد و اجباری ورقو تحلیل ارت

                                                 

9 Gaussian statistical distribution 

2 Carbon black-filled natural rubber 

9 Ishihara model 
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 ،وکینه-استفاده از قوانین ساختاری هایپرالاستیک نئوای با های فیزیکی و مادهغیرخطی. اندپرداخته

سازی غیرخطی نووژیلو مدل یپوسته های هندسی با استفاده از تئوری ریولین و اگدن و غیرخطی-مونی

 وو دهای غیرخطی درجه جملهشده است. رفتار سیستم با استفاده از معادلات دیفرانسیل معمولی با 

 ها و نتایج عددی با نتایج اجزای محدود در حالت استاتیکیتعیین شده است. مدل ییجاجابهدر  سه

ت. دست آمده اسها بهسی برای این مدلتغییرشکل و پاسخ فرکان-های نیرومقایسه شده است و منحنی

از جمله نتایج این پژوهش، وابستگی پیک تشدید و ناحیه پایداری به پارامتر غیرخطی بستر، نرخ 

 باشد.کشیدگی، بزرگی نیرو و دمپینگ می

 نازک جدار ایاستوانه یپوسته یک غیرخطی به تحلیل ارتعاشات [94]و همکاران  ژانگ

 باد. انپرداخته، شعاعی هارمونیک تحریک تحتو  ریولین-قانون ساختاری مونیهایپرالاستیک طبق 

روابط ساختاری  ،2دانل غیرخطی عمقکمی پوسته ینظریه ،9لاو کیرشهف یاستفاده از نظریه

 شود.یاستخراج م غیرخطی جزئی، معادلات دیفرانسیل کرنش ینظریه هایپرالاستیک، معادلات لاگرانژ و

 بر اساسسپس  ،گیرندمی قرار مطالعه مورد محوری و محیطی شعاعی، طبیعی هایفرکانس ابتدا،

 شعاعی ارتعاشات یکنندهتوصیف غیرخطی رفتارهای پوانکاره، هایبخش و چندشاخگی نمودارهای

 شعاعی ارتعاشات روی ای برماده و ساختاری پارامترهای تأثیر بررسی. استشده  داده نشان پوسته

 هستند. حساس بسیار شعاع به ضخامت نرخ به ارتعاشی مودهای که دهدمی نشان پوسته

به ارتعاشات غیرخطی غشای دایروی هایپرالاستیک با کشیدگی اولیه  [95]گونچالوز و همکاران 

ایزوتروپیک، همگن و  یتحت تغییرشکل محدود و فشار جانبی متغیر با زمان با استفاده از ماده

اند. ابتدا حل دقیق غشا تحت کشیدگی یکنواخت شعاعی به دست هوکین پرداخته-هایپرالاستیک نئو

های با استفاده از معادلات خطی فرکانس .آمده است. سپس معادلات حرکت غشا استخراج شده است

                                                 

9 The Kirchhoff-Love hypothesis 

2 Donnell’s nonlinear shallow shell theory 
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یعی های طبفاده از مودسپس با است .تحلیلی به دست آمده است صورتبهطبیعی و شکل مودهای غشا 

های مختلف برای مقایسه شود. همچنین مدلغیرخطی تخمین زده می ییجاجابهو روش گلرکین میدان 

در  د.گیرنبا نتایج ارزیابی شده برای غشای مشابه با روش اجزای محدود غیرخطی مورد استفاده قرار می

ی های چندشاخگفرکانس دامنه و منحنی یقانون ساختاری و نرخ کشیدگی بر روی رابطه تأثیرانتها 

 بررسی شده است.

ارتعاشات غیرخطی غشای حلقوی هایپرالاستیک با  یبه بررسی و مطالعه [96]سوارز و همکاران 

-ن پرداختههوکی-کشیدگی اولیه تحت تغییرشکل محدود با استفاده از مدل ساختاری هایپرالاستیک نئو

تحت کشش شعاعی حول محیط  همچنین .شده استاند. غشا در ابتدا در مرز داخلی ثابت در نظر گرفته 

 شود. سپس این غشا با کشیدگی اولیه، تحتگیرد و مرز بیرونی ثابت در نظر گرفته میبیرونی قرار می

آید. به دست می 9شوتینگگیرد. حل عددی و تحلیلی آن توسط روش فشار جانبی هارمونیک قرار می

 .آیندعددی و تحلیلی به دست می صورتبههای طبیعی از معادلات خطی شده ها و فرکانسشکل مود

. در انتها آیدگلرکین معادلات دیفرانسیل غیرخطی گسسته شده به دست می روشسپس با استفاده از 

های تشدید بررسی نیغشا در روابط غیرخطی فرکانس دامنه و منح ینرخ کشیدگی و هندسه تأثیر

 شده است.

به بررسی ارتعاشات غیرخطی و پایداری غشای هایپرالاستیک با کشیدگی  [90]سوارز و همکاران 

اولیه تحت فشار جانبی هارمونیک و تغییر شکل اولیه محدود، با استفاده از چهار مدل ساختاری 

صل هامیلتون استخراج شده است. با اند. معادلات حرکت غشا با استفاده از اهایپرالاستیک پرداخته

تحلیلی به دست  صورتبههای غشا های طبیعی و شکل موداستفاده از معادلات خطی شده، فرکانس

معادلات  شود.غیرخطی تخمین زده می ییجاجابه. سپس با استفاده از روش گلرکین میدان آمده است

                                                 

9 Shooting method 
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 های بستر، بزرگینرخ کشیدگی، پارامتر تأثیراند. در انتها حل شده 9کوتا-غیرخطی به روش عددی رانج

-نیرو و دمپینگ در ارتعاشات خطی و غیرخطی و نمایش دینامیک غیرخطی با استفاده از روابط فرکانس

 .شده استهای تشدید بررسی دامنه و منحنی

غشای  جهت تحلیل ارتعاشات غیرخطی عددی و نظری فرمولاسیون یک [92]کویوروا و همکاران 

 زمینه در پیوسته محیط یلهئمس یک از با تعریف لاگرانژین مدل ایناند. داده ارائه محوریمتحرک 

 کرنش مدل یک ازطریق غشا یالاستیسیته. مواد جامد تحت کشیدگی اولیه ارائه شده است دینامیک

 دست آمده است. این معادلاتبه 2هامیلتون اصل. معادلات غیرخطی حاکم از شده استتعریف  محدود

 غیرخطیهندسی  اثرات شامل فرمولاسیون اند. اینسازی شدهتوسط روش اجزای محدود گسسته

اشد. بشکل میتغییر دلیلبه محوری سرعت در اتتغییر غشا و تنش در تغییر بزرگ، یهاییجاجابه

غشای  دینامیکی این رفتار بر هندسی غیرخطی اثراتاین  تخمین برای عددی مدل یک سپس از

 ندیبفرمول کارتزین مختصات دستگاه از استفاده با مسئله این .شده است استفاده محوری متحرک

 تجربی ایجنت مقایسه با در مدل این دییتأ. شودمی ساده نسبتا  یگسسته معادلات به منجر که شده است

 أثیرت گرفته و قرار بررسی مورد غشا غیرخطی دینامیکی رفتار. باشدمی پذیرامکان خطی یمحدوده در

 بالای مقادیر برای .است شده بررسی آن اطراف هوای محیط و ایاستوانه یهاگاههیتک و آن بین تماس

 نشان نتایج. کندمی عبور سوم و دوم خطی هایهارمونیک از طبیعی فرکانس اولین محوری، سرعت

 .دارد محوری متحرک یغشا رفتار بر یتوجهقابل تأثیر شکلایاستوانه گاهتکیه که دهدمی

به تحلیل ارتعاشات غیرخطی غشای متحرک با چگالی متغیر در فرایند  [91]می وو و همکاران -ژی

ا ب کارمن-ون معادلات سپسسازی شده است. این غشا با چگالی متغیر سهموی مدلاند. چاپ پرداخته

 تئوری بر اساس محوری متحرک غشای داخلی نیروی تابع و اندشده بیان انحراف تابع استفاده از

                                                 

9 Runge–Kutta 

2 Hamilton’s principle 
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 یردارگ مرزی شرایط تحت متحرک غشای غیرخطی ارتعاشی مشخصات. است آمده دستبه الاستیسیته

عبارت  و اندجداسازی شده 9گلرکین-بابنو روش از استفاده با مکانی و زمانی متغیرهای. شده است بررسی

 م،تراک ضریب و فرکانس به مربوط هایمنحنی. آمده استدست به این غشا غیرخطی ارتعاش فرکانس

 و تراکم ضریب عرض، به طول نسبت سرعت، تأثیر. اندآمده دست به عرض به طول نسبت و سرعت

 یهپای ،مطالعه این .است شده بررسی متحرک غشاهای غیرخطی ارتعاشات روی بر ارتعاش یاولیه مقدار

در این  .دهدمی ارائه چاپ ندیفرا در غشا پایداری بهبود و چاپ فشار سازی دربهینه برای را نظری

بود  واهدخ بیشتر غشا بحرانی سرعت بیشتر، عرض طول به با نسبت مشابه، تراکم ضریب پژوهش برای

 یبحران سرعت بیشتر باشد، تراکم هر چه ضریب طول به عرض مشابه، نسبت همان تحت همچنینو 

های ارتعاشات به مشخصهای مشابه در مقاله [23]می وو و همکاران -ژی .بود خواهد کمتر غشا ارتعاش

 غشای متحرک برای اتارتعاش تحلیل .اندچاپ پرداخته ندیفراغیرخطی و پایداری غشای متحرک در 

 .ته استگرف قرار مطالعه موردگلرکین -بابنو روش از استفاده با ثابت مرزی لبه چهار با شکل مستطیل

 به لطو نسبت افزایش با موثر طور به بالا انحراف غیرخطی ارتعاش توان ازکه می دهدمی نشان نتایج

 کرد. اجتناب بعد، بدون سرعت کاهش و غشا عرض

انرژی الکترومغناطیسی غشایی  یبه تحلیل رفتار غیرخطی برداشت کننده [29]فرید خان و همکاران 

-برداشت ماده یک توصیف و ساخت مقاله، این دراند. تحت ارتعاشات هارمونیک و تصادفی پرداخته

 . شده استارائه  2غشایی از نوع پلی دی متیل سیلوکسان الکترومغناطیسی انرژی یکننده

تحت بار متناوب با روش  ریپذانعطافبه بررسی ارتعاشات غیرخطی غشای  [22]و همکاران  سانژو 

 الب یک دینامیکی خصوصیات دادننشان برای ساده مدل ابتدا یک. اندعددی و اجزای محدود پرداخته

. سپس روش حلی بر اساس شده است پیشنهاد بالاتر دماهای در متناوب بار آیرودینامیک تحت غشایی

                                                 

9 Bubnov-Galerkin 
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جهت حل معادلات حاکم در  2و نیوتون رافسون 9آلفا یروش اجزای محدود، روش عددی تعمیم یافته

-استفاده از روش عددی پیشنهاد شده، ارتعاشات اجباری غشای انعطافاست. در انتها، با شده نظر گرفته

 رنشکپیش چگالی غشا، مدول الاستیسیته و تأثیراست و شده یسازهیشبپذیر تحت بار متناوب 

ارتعاش اجباری غیرخطی با میرایی  یلهئبه بررسی مس [29]لیو و همکاران  .است شده بررسی لیتفصبه

ر ب حرکت بر حاکم معادلاتاند. پرداخته ایضربه بارگذاری غشایی تحت یازهس ویسکوز پایین برای

گلرکین و -بابنو هایروش از استفاده با واست  آمده به دست 9کارمن و اصل دالامبر-ون ینظریه اساس

 جاییجابه و فرکانس تحلیلی هایحل .اندشده حل 4میتروپولسکی-بوگولوبوف-روش اغتشاش کریلوف

 ییجاابهج و ارتعاشی غشا مود. آمده است به دست ثابت هایلبه غشای مستطیلی ارتوتروپیک با جانبی

 این نتایج، گرفته است که قرار بررسی مورد غشا سطح روی بر مشخص نقطه هر زمان هایمنحنی و

وجه با ت .کندمی فراهم غشایی را هایسازه دینامیکی طراحی و ارتعاش کنترل برای محاسباتی ایپایه

 و مود غیرخطی میرا ارتعاش اجباری فرکانس توانمی در این مطالعه تحلیل و تجزیه و به مقایسه

 .نمود محاسبه مرتبه را هر ارتعاشی

-های قرارای در مسائل حاوی غشابه طور خاص، در بیومکانیک و مهندسی پزشکی، مطالعات ویژه

آنالیز تحلیلی و عددی یک غشای  [24]انجام شده است؛ پامپلونا و موتا  الاستیکگرفته بر روی بستر 

هایپرالاستیک دایروی بر روی بستر صلب و الاستیک، به عنوان ابزاری برای عمل جراحی پوست ارائه 

 اند.داده

ها بر روی ها و ورقها، غشاای، تحلیل و بررسی پوستهاز جمله مسائل کلاسیک در مکانیک سازه

-هایی مانند وینکلر، فیلوننکو. مدل[25]باشدهای خطی الاستیک حاوی یک یا دو پارامتر میبستر

                                                 

9 Generalized-α 

2 Newton–Raphson 

9 D'Alembert's principle 

4 Krylov-Bogolubov-Mitropolsky (KBM) 
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 روند؛ مدل معروف و رایج، بستر غیرخطیبورودیچ، پسترناک و ولاسوف در بسترها و فونداسیون به کار می

کاربرد [21،22،20]های دیگر، به عنوان نمونه در . مدل[26]باشدغیرخطی درجه سه می جملهوینکلر با 

 اند.داشته

تیک شامل بر بستر الاس پرالاستیکهای ی مستطیلیغشاتحلیل رزونانسی با توجه به سوابق مطالعات، 

ارتعاشات غیرخطی اجباری غشای  ،پژوهشکمتر مورد توجه واقع شده است، لذا در این  سه پارامتر

ترده و یکنواخت گس خارجی تحت بارگذاری پسترناک-بر بستر الاستیک وینکلر مستطیلی هایپرالاستیک

 صورتهبمورد بررسی قرار خواهد گرفت. نوآوری و تفاوت تحقیق پیشنهادی نسبت به دیگر تحقیقات 

 باشد:زیر می

 پسترناک-در نظر گرفتن بستر الاستیک غیرخطی وینکلر -9

 یلیمستط در نظر گرفتن خیز دو جمله ای در گسسته سازی معادلات غیرخطی برای غشای -2

 هایپرالاستیک

 هایپرالاستیک مستطیلی آنالیز رزونانسی به روش تحلیلی برای غشای -9

 شود:زیر در نظر گرفته می صورتبهبدین منظور فرضیات مسئله 

 ود.شدر نظر گرفته می همگن، ایزوتروپیک و هایپرالاستیکناپذیر، ای این غشا تراکمساختار ماده 

 تفاده اس معادلات هوکین در استخراج-محدود و مدل ساختاری نئوغشا با فرض تغییرشکل  یاز تئور

 شود.می

 شود.در این تحقیق ارتعاشات عرضی غیرخطی غشای مستطیلی در نظر گرفته می 

 گیرد.این سیستم تحت بارگذاری یکنواخت هارمونیک قرار می 

  شود.سازی در نظر گرفته میدر گسسته تک مود و دو مودخیز 

  شود.میاستفاده  مسئلهحل  یچندگانه برا هایاسیروش مقاز 

  تحلیلی بررسی خواهد شد. صورتبهآنالیز رزونانسی سیستم 
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واهد خ به دستمعادلات حاکم بر غشا مطابق با شرح هندسه مسئله  دومابتدا در فصل  بدین منظور،

آمد. سپس، تحلیل ارتعاشات غیرخطی غشا بر اساس دو حالت تک مود و دو مود و در دو فصل مجزای 

ارائه  پنجمهای رزونانسی در فصل نتایج حاصل از تحلیل ،پذیرد و در نهایتصورت می چهارمو  سوم

 خواهد شد.
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ی ل حاکم بر غشای مستطی  معادلات:  
 هایپرالاستیک
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 شرح مسئله 7-1

 مسئله ههندس 7-1-1

،  hمورد بررسی در تحقیق حاضر یک غشای مستطیلی با ضخامت ی(، هندسه9-2با توجه به شکل )

باشد. میy وx های به ترتیب در جهت 𝐿𝑦𝑜 و 𝐿𝑥𝑜 یهای تغییر شکل نیافتهو طول Γچگالی جرمی 

ℎ 1≫ با فرض همچنین

𝐿𝑥𝑜
, 

ℎ

𝐿𝑦𝑜
غشای هایپرالاستیک با ضخامت بسیار کم برای غشای تغییر  ، از تئوری

 .]90 [شکل یافته در مسئله استفاده شده است

  

 (الف) (ب)

 کیالاست بستر بر کیپرالاستیها غشای. 9-2شکل 

 تئوری غشای هایپرالاستیک 7-1-7

 90شود ]تعریف می، زیر یمعادله مطابق باتابع چگالی انرژی کرنشی بر واحد حجم تغییر شکل نیافته 

 :[93و 

𝑊 = 𝑊(𝜆1, 𝜆2, 𝜆  3
 ) = 𝑊(𝐼1, 𝐼2, 𝐼3) (2-9) 
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𝐼1 = 𝜆1
2 + 𝜆2

2 + 𝜆3
2

𝐼2 = (𝜆1𝜆2)2 + (𝜆2𝜆3)2 + (𝜆1𝜆3)2

𝐼3 = (𝜆1𝜆2𝜆3)2

 (2-2) 

𝜆1, 𝜆2, 𝜆3 های اصلی در سه جهت دستگاه مختصات و کشیدگی𝐼1, 𝐼2, 𝐼3 در  .باشندمی پایاهای کرنش

 ،هوکین برای مدل هایپرالاستیک-نئو ساختاری های مختلف، از مدلطی بارگذاریهای بزرگ کرنش

 گردداستفاده می زیر یهمگن و ایزوتروپیک طبق معادله غشایجهت تعیین تابع چگالی کرنشی برای 

 :[92و  99]

𝑊 = 𝐶1(𝐼1 − 3) (2-9) 

 در 𝑃𝑖 یهیاول مختصات دری ا ذره ،(الف 9-2) شکل مطابق .باشدیم ماده نیمعی هاپارامتر جزو 𝐶1 که

,𝑥 مرجع مختصات دستگاه 𝑦, 𝑧 یافتهی شکل رییتغ مختصات بهی دگیکش اثر بر𝑃𝑖
با توجه به  سپس و ′

𝑃𝑖تیموقع به ،(ب 9-2)شکل 
,𝑋(𝑥 مرجع مختصات دستگاه در ′′ 𝑦, 𝑡), 𝑌(𝑥, 𝑦, 𝑡), 𝑍(𝑥, 𝑦, 𝑡)  جابجا 

 نییتع هیاول و افتهی شکل رییتغی هاحالت کیمتر تنسور از( 2-2) یمعادله در پایاهای کرنش. گرددیم

ی مانه سیماتر با برابر افتهین شکل رییتغ و مرجع یکرهیپ در غشا 9انسیکنتراوار کیمتر تنسور .شودیم

 شکل رییتغ یغشای برا انسیکووار کیمتر تنسور دلخواه، شکل رییتغ دانیم کی در کهی حال در ،است

 :]99[ با است برابر افتهی

𝐴 = [
𝑋,𝑥

2 + 𝑌,𝑥
2 + 𝑍,𝑥

2 𝑋,𝑥𝑋,𝑦 + 𝑌,𝑥𝑌,𝑦 + 𝑍,𝑥𝑍,𝑦

𝑋,𝑥𝑋,𝑦 + 𝑌,𝑥𝑌,𝑦 + 𝑍,𝑥𝑍,𝑦 𝑋,𝑦
2 + 𝑌,𝑦

2 + 𝑍,𝑦
2 ] (2-4) 

( 2-2) یو رابطه نیگر-یکوش شکل رییتغ راست تنسور فیتعر مطابق اول پایای کرنش ن،یبنابرا

 :]94[آیدمی به دست زیر یرابطه صورتبه

𝐼1 = [
1

(𝑋,𝑥
2 + 𝑌,𝑥

2 + 𝑍,𝑥
2 )(𝑋,𝑦

2 + 𝑌,𝑦
2 + 𝑍,𝑦

2 ) − (𝑋,𝑥𝑋,𝑦 + 𝑌,𝑥𝑌,𝑦 + 𝑍,𝑥𝑍,𝑦)
]

         +𝑋,𝑥
2 + 𝑌,𝑥

2 + 𝑍,𝑥
2 + 𝑋,𝑦

2 + 𝑌,𝑦
2 + 𝑍,𝑦

2

 (2-5) 

                                                 

9 Contravariant metric tensor 
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𝐼3شود )ناپذیری درنظر گرفته میبا توجه به تغییر حجم بسیار کم در ماده، خاصیت تراکم که = : ( و1

𝜆1
2 + 𝜆2

2 = 𝑡𝑟(𝐴)  و𝜆3
2 = 1/𝑑𝑒𝑡(𝐴) 

ی انرژ( ارائه شد، 9-2که بصورت رابطه ) هوکین-نئو ساختاری مدلبرای  تابع چگالی کرنشیبا توجه به 

 افتهین شکل رییتغ و مرجع یکرهیپ در( 𝑊) تابع چگالی کرنشیگیری از  انتگرال با ،𝑈ک یالاستی کرنش

 :گرددیم فیتعر زیر صورتبه

𝑈 = ∫ ∫ ∫ 𝑊(𝑋, 𝑋,𝑥,

ℎ

0

𝐿𝑦𝑜

0

𝐿𝑥𝑜

0

𝑋,𝑦, 𝑌, 𝑌,𝑥, 𝑌,𝑦, 𝑍, 𝑍,𝑥, 𝑍,𝑦, 𝑥, 𝑦)𝑑𝑧𝑑𝑦𝑑𝑥 (2-6) 

ی هااز نیرو، کار حاصل yو  xبه دلیل بارگذاری غشا در کشش یکنواخت در جهت های  همچنین

برسطح غشا  یکنواخت خارجی فشارکار انجام شده توسط و ( 𝑓𝑦و  𝑓𝑥اعمالی بر مرزها ) یگسترده

(𝑃ℎ(𝑡) ):برابر است با 

𝑊𝑒 = 𝐿𝑥𝑜𝑓𝑦(𝑌 − 𝑦)|𝑦=𝐿𝑦𝑜
− 𝐿𝑥𝑜𝑓𝑦(𝑌 − 𝑦)|𝑦=0 

          +𝐿𝑦𝑜𝑓𝑥(𝑋 − 𝑥)|𝑥=𝐿𝑥𝑜
− 𝐿𝑦𝑜𝑓𝑥(𝑋 − 𝑥)|𝑥=0 

          +𝑃ℎ(𝑡)∆𝑉 

(2-0) 

∆𝑉 = 𝑉𝑓 − 𝑉0 است؛  تغییر حجم ناشی از فشار𝑉𝑓  حجم غشای تغییرشکل یافته و𝑉0  حجم غشای

𝑉0تغییرشکل نیافته است که به دلیل تخت بودن:  = نیروهای گسترده بر واحد  𝑓𝑦و  𝑓𝑥. همچنین، 0

 باشند.فشار یکنواخت بر واحد سطح می 𝑃ℎ(𝑡)طول و 

 معادلات حرکت 7-7

الف( تحت بارگذاری عرضی متغیر با زمان قرار  9-2شده در شکل ) از پیش کشیده غشایاکنون، 

کلی برابر  جاییجابهمیدان  ،ب( 9-2شکل ) و با توجه به تغییر شکل نیافته یگیرد. با توجه به پیکرهمی

 است با:
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𝑋 = 𝑋0(𝑥, 𝑦) + 𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑡)
𝑌 = 𝑌0(𝑥, 𝑦) + 𝑣(𝑥, 𝑦, 𝑡)
𝑍 = 𝑤(𝑥, 𝑦, 𝑡)

 (2-2) 

𝑋0 که = 𝛿𝑥𝑥 و 𝑌0 = 𝛿𝑦𝑦همچنین . 𝛿𝑥 و 𝛿𝑦 ی راستا دری دگیکش نرخ بیترت بهx  وy باشندیم. 𝑢 ،

𝑣  و𝑤 جایی در راستای نیز به ترتیب جابه𝑥 ،𝑦  و𝑧 باشند. همچنین، می𝛿𝑥 = 𝐿𝑥𝑓 𝐿𝑥𝑜⁄ و 𝛿𝑦 =

𝐿𝑦𝑓 𝐿𝑦𝑜⁄ متغیر ود این از تابعی کرنش، و تنش هایمولفه کلیه که باشندمی غشا اولیه سفتی بیانگر 

دست به زیر یمعادله مطابق  Tیجنبشی انرژ است. 9 برابر 𝛿𝑦 و 𝛿𝑥 نشده کشیده غشای برای. هستند

 آید:می

𝑇 = ∫ ∫ ∫ Γ
(𝑢̇2 + 𝑣̇2 + 𝑤̇2)

2

ℎ

0

𝐿𝑦𝑜

0

𝐿𝑥𝑜

0

𝑑𝑧𝑑𝑦𝑑𝑥 (2-1) 

̇( )که = 𝜕/𝜕𝑡  یجرمی چگال و (Γ) ماندیمی باق ثابت شکل، رییتغ دری ریناپذتراکم لیدل به. 

گرفته ردرنظ پسترناک-نکلریو الاستیک بستری رو بر شده دهیکش غشای( ب-9) شکل به توجه با اکنون

 :با است برابر غشا بر آن واکنشی روین یرابطه که یطور ،شودمی

𝐹 = 𝑘1𝑤 − 𝑘2(
𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
+

𝜕2𝑤

𝜕𝑦2
) + 𝑘3𝑤3 (2-93) 

ی رخطیغ وی خطی سختی پارامترها بیترت به 𝑘3 و 𝑘1 و غشا زمان با ریمتغی عرض جاییجابهw ه ک

 .پارامتر سختی پسترناک است 𝑘2باشد و وینکلر می

𝑈𝑓 ،گرددیم فیتعر مربوطه یهیناح در( 93-2) یمعادله انتگرال با کیالاست بستری کرنشی انرژ 

-2) ،(0-2) ،(6-2) معادلاتدر نظرگرفتن  و( 5-2) پایای کرنش در( 2-2) یرابطهی گذاریجا با. ]90[

 :دیآیم دست زیر به یمعادلهطبق 𝑤 و𝑣 و𝑢 ی هامولفه براساس نیلاگرانژ ،(93-2)و  (1

𝐿 = 𝑇 − 𝑈 − 𝑈𝑓 + 𝑊𝑒 + 𝑊𝑛𝑐 (2-99) 

عادلات م لتونیهام اصل اعمال باباشد. میه کار نیروهای ناپایستار و میرایی )دمپینگ( مربوط ب 𝑊𝑛𝑐که 

 :شوندصورت زیر حاصل می حاکم بر سیستم به
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−
𝜕

𝜕𝑥
(ℎ

𝜕𝑊

𝜕𝑋,𝑥
) −

𝜕

𝜕𝑦
(ℎ

𝜕𝑊

𝜕𝑋,𝑦
) + ℎ𝛤

𝜕2𝑢

𝜕𝑡2
− 𝐶

𝜕𝑢

𝜕𝑡
= 0 (2-92) 

−
𝜕

𝜕𝑥
(ℎ

𝜕𝑊

𝜕𝑌,𝑥
) −

𝜕

𝜕𝑦
(ℎ

𝜕𝑊

𝜕𝑌,𝑦
) + ℎ𝛤

𝜕2𝑣

𝜕𝑡2
− 𝐶

𝜕𝑣

𝜕𝑡
= 0 (2-99) 

−
𝜕

𝜕𝑥
(ℎ

𝜕𝑊

𝜕𝑍,𝑥
) −

𝜕

𝜕𝑦
(ℎ

𝜕𝑊

𝜕𝑍,𝑦
) + ℎ𝛤

𝜕2𝑤

𝜕𝑡2
− 𝐶

𝜕𝑤

𝜕𝑡
− 𝑃ℎ(𝑡)𝛿𝑥𝛿𝑦 

                           + (𝑘1𝑤 − 𝑘2 (
𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
+

𝜕2𝑤

𝜕𝑦2
) + 𝑘3𝑤3) 𝛿𝑥𝛿𝑦 = 0 

(2-94) 

 𝑣و  𝑢 یهالفهؤم استخراج شده از روش همیلتون براساس وابط( مربوط به ر99-2( و )92-2معادلات )

 بر سندگانینو ،[95و  96، 95ی ]هامقاله درباشد. می 𝑤( مربوط به راستای 94-2) یاست و معادله

 با ارتعاشات در غشای برای اجبار و آزاد پاسخ در که اندداده نشان محدودی اجزا روش به لیتحل اساس

 غشای عرض ارتعاشات در 𝑤یعرض جاییجابه با سهیمقا در𝑣 و 𝑢 ی هالفهؤم کوچک، و بزرگی هادامنه

𝐶 روابط بالا،  درچنین هم .باشندیم ماضغا قابل = 𝜉𝐶𝑐 ییرایم بیضر، 𝜉 ییرایم نسبت، 𝐶𝑐 یی رایم

𝑃ℎ(𝑡) ،یخطی بحران = 𝑃𝑜cos(𝛺𝑡) گسترده و کنواختی خارجی فشار،𝑃𝑜  و کیتحر دامنه 𝛺 فرکانس 

وابط باشند که در ر. پارامترهای دیگر مربوط به مشخصات هندسی، ساختاری و بستر میباشدیم کیتحر

 اند.قبل معرفی گردیده

به تحلیل ارتعاشات غشای مستطیلی هایپرالاستیک بر اساس حالت تک مود و سپس های بعد، در فصل

 حالت دو مود پرداخته خواهد شد.
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تحلیل ارتعاشات غیرخطی غشای :  

 مستطیلی هایپرالاستیک بر اساس تک مود
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 گسسته سازی معادله حرکت بر اساس تک مود 3-1

شود. ک بر اساس یک مود پرداخته مییاشات یک غشای مستطیلی هایپرالاستدر این فصل به تحلیل ارتع

,𝜓(𝑥 صورتبه مود شکل گرفتن نظر در با یرخطیغ ارتعاشاتی عرض پاسخ 𝑦) = sin(
𝑚𝜋𝑥

𝐿𝑥𝑜
)sin(

𝑛𝜋𝑦

𝐿𝑦𝑜
) 

,𝑚)تک مود ) خاص حالت در ،ادامه و در زیر یباتوجه به رابطه 𝑛) =  :شودنظر گرفته می در( (1,1)

𝑤(𝑥, 𝑦, 𝑡) = ∑ ∑ 𝑊𝑚𝑛(𝑡)sin (
𝑚𝜋𝑥

𝐿𝑥𝑜
)

𝑄

𝑛=1

𝐿

𝑚=1

sin (
𝑛𝜋𝑦

𝐿𝑦𝑜
) (9-9) 

 اعمال با .باشندیمی فرکانس پاسخ در زمان به وابسته مودالی هادامنه 𝑊𝑚𝑛(𝑡) ،(9-9) یرابطه در

 معادلهبه (( 94-2) یمعادله) یعرض ارتعاشاتی جزئ مشتقات بای رخطیغ حرکت معادله ن،یگلرک روش

 زیری هرابط صورتبهی رخطیغ کیالاست بستر بر غشای عرض ارتعاشاتی رخطیغ معمولیدیفرانسیل 

 :است حل قابل چندگانهی هااسیمقی لیتحل روش با که شودتبدیل می

𝑊̈𝑚𝑛(𝑡) + 𝜇̂𝑊̇𝑚𝑛(𝑡) + 𝜔0
2𝑊𝑚𝑛(𝑡) + 𝛼̂2𝑊3

𝑚𝑛(𝑡) + 𝛼̂3𝑊5
𝑚𝑛(𝑡) 

               +𝛼̂4𝑊7
𝑚𝑛(𝑡) = 𝜂̂𝑃ℎ(𝑡) 

(9-2) 

فرکانس طبیعی  ،𝜔0 .دارند حضور معادله در هفت و پنج ،سهی رخطیغی هاجمله شودیم مشاهده

,𝑚)مربوط به مود  𝑛) =  باشند:صورت زیر می( به2-9و ضرایب دیگر رابطه ) (1,1)

𝜔0
2 = +

𝛿𝑥𝛿𝑦𝑘1

Γℎ
+

2𝐶1𝑛2𝜋2

Γ𝐿𝑦𝑜
2

+
2𝐶1𝑚2𝜋2

Γ𝐿𝑥𝑜
2

−
2𝐶1𝑚2𝜋2

Γ𝐿𝑥𝑜
2 𝛿𝑥

4𝛿𝑦
2
 

           −
2𝐶1𝑛2𝜋2

Γ𝐿𝑦𝑜
2 𝛿𝑥

2𝛿𝑦
4

+
𝛿𝑥𝛿𝑦𝑘2𝑛2𝜋2

Γℎ𝐿𝑦𝑜
2

+
𝛿𝑥𝛿𝑦𝑘2𝑚2𝜋2

Γℎ𝐿𝑥𝑜
2

 

(9-9) 

𝛼̂2 =
1

16

1

Γℎ𝐿𝑥𝑜
4 𝐿𝑦𝑜

4 𝛿𝑥
6𝛿𝑦

6 (9𝛿𝑥
7𝛿𝑦

7𝑘3𝐿𝑥𝑜
4 𝐿𝑦𝑜

4

          +18ℎ𝛿𝑦
4𝑛2𝜋4𝐶1𝐿𝑥𝑜

2 (𝐿𝑥𝑜
2 𝑛2 + 𝐿𝑦𝑜

2 𝑚2)𝛿𝑥
6

 

          +18𝐶1ℎ𝜋4(𝑚2𝐿𝑦𝑜
2 (𝐿𝑥𝑜

2 𝑛2 + 𝐿𝑦𝑜
2 𝑚2)𝛿𝑦

6 + 𝑛4𝐿𝑥𝑜
4 )𝛿𝑥

4 

          −28𝐶1𝐿𝑥𝑜
2 𝐿𝑦𝑜

2 𝜋4ℎ𝑚2𝑛2𝛿𝑥
2𝛿𝑦

2 + 18𝐶1𝐿𝑦𝑜
4 𝜋4ℎ𝑚4𝛿𝑦

4) 

 

𝛼̂3 =
15

32

𝐶1𝜋6

Γ𝐿𝑥𝑜
6 𝐿𝑦𝑜

6 𝛿𝑥
4𝛿𝑦

4
(𝑚6𝐿𝑦𝑜

6 𝛿𝑦
4 +

2

5
𝑚4𝑛2𝐿𝑥𝑜

2 𝐿𝑦𝑜
4 𝛿𝑦

2 (𝛿𝑥
2 +

5

2
𝛿𝑦

2)  



 

95 

 

          +2𝑛4𝑚2𝐿𝑥𝑜
4 𝐿𝑦𝑜

2 𝛿𝑥
2 (𝛿𝑥

2 +
1

5
𝛿𝑦

2) + 𝑛6𝐿𝑥𝑜
6 𝛿𝑥

4) 

𝛼̂4 =
175

2048

𝐶1𝜋8(𝐿𝑥𝑜
2 𝑛2𝛿𝑥

2 + 𝐿𝑦𝑜
2 𝑚2𝛿𝑦

2)

Γ𝐿𝑥𝑜
8 𝐿𝑦𝑜

8 𝛿𝑥
6𝛿𝑦

6 (𝑚4𝐿𝑦𝑜
4 𝛿𝑦

4 −
26

35
𝑚2𝑛2𝐿𝑥𝑜

2 𝐿𝑦𝑜
2 𝛿𝑥

2𝛿𝑦
2 

          +𝑛4𝐿𝑥𝑜
4 𝛿𝑥

4)(𝐿𝑥𝑜
2 𝑛2 + 𝐿𝑦𝑜

2 𝑚2) 

 

𝜇̂ = −
𝐶

𝛤ℎ
  

𝜂̂ = −
4𝛿𝑥𝛿𝑦(𝑐𝑜𝑠(𝑚𝜋) − 1)(𝑐𝑜𝑠(𝑛𝜋) − 1)

𝛤ℎ𝑚𝑛𝜋2
  

 

 ]39[ های چندگانهحل تحلیلی به روش مقیاس 3-7

 رزونانس اولیه 3-7-1

گردد که نزدیک بودن معرفی می پارامتر تنظیمبه عنوان  𝜎جهت تحلیل فرکانسی رزونانس اولیه، 

 یرزونانس اولیه برای (2-9غیرخطی ) یبرای حل معادله کند. لذا،را بیان می 𝜔0به  𝛺فرکانس تحریک 

 گردند:تعریف میزیر  ابطهر با توجه بههای جدید پارامتر، ارتعاشات

𝜇̂ = 𝜀𝜇,   𝛼̂2 = 𝜀𝛼2,   𝛼̂3 = 𝜀𝛼3 ,   𝛼̂4 = 𝜀𝛼4,   𝜂̂ = 𝜀𝜂,  

𝛺 = 𝜔0 + 𝜀𝜎,   𝛺𝑡 = 𝜔0𝑇0 + 𝜎𝑇1 
(9-4) 

𝜀 شده ذکر روابط و معادلات در ≪  هگرفت نظر در کوچکی کاف یاندازه به باشد کهپارامتر کمکی می 1

 .است شده

𝑇0  و𝑇1 شودصورت زیر در نظر گرفته میمقیاس زمانی بهبا توجه به تعریف  (،4-9) یدر رابطه: 

𝑇𝑛 = 𝜀𝑛𝑡,          𝑛 = 0, 1 (9-5) 

 :شودیم زیر حاصل رابطه ،(2-9) یمعادله در (4-9) روابطی گذاریجا با

𝑊̈𝑚𝑛(𝑡) + 𝜔0
2𝑊𝑚𝑛(𝑡) + 𝜀𝜇𝑊̇𝑚𝑛(𝑡) + 𝜀𝛼2𝑊3

𝑚𝑛(𝑡) + 𝜀𝛼3 𝑊
5

𝑚𝑛(𝑡) 

               +𝜀𝛼4 𝑊
7

𝑚𝑛(𝑡) = 𝜂𝜀𝑃0𝑐𝑜𝑠(𝜔0𝑇0 + 𝜎𝑇1) 

(9-6) 
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 :شودیم پیشنهاد ریز صورتبه های چندگانهبر اساس روش مقیاس ستمیس پاسخ ادامه در

𝑊(𝑡; 𝜀) = 𝑊0(𝑇0, 𝑇1) + 𝜀1𝑊1(𝑇0, 𝑇1) + ⋯ (9-0) 

 به ریز معادلات، 𝜀1و  𝜀0 مختلف بیضرا دادن قرار صفر برابر و (4-9( در )0-9) یبا جایگذاری رابطه

 :ندیآیم دست

𝜀0: 𝐷0
2𝑊0 + 𝜔0

2𝑊0 = 0 (9-2) 

𝜀1: 𝐷0
2𝑊1 + 𝜔0

2𝑊1 = −2𝐷0𝐷1𝑊0 − 𝛼2𝑊0
3 

                  −𝛼3𝑊0
5 − 𝛼4𝑊0

7 − 𝜇𝐷0𝑊0 

                  −𝜂𝑃0cos(𝜔0𝑇0)cos(𝜎𝑇1) + 𝜂𝑃0sin(𝜔0𝑇0)sin(𝜎𝑇1) 

(9-1) 

 (:1-9و )( 2-9که در روابط )

𝐷𝑛 =
∂

∂T𝑛
 ,         𝑛 = 0,1 (9-93) 

 :است زیر یرابطه صورتبه( 2-9) یمعادلهی عموم جواب

𝑊0 = 𝐴(𝑇1)exp(𝑖𝜔0𝑇0) + 𝐵(𝑇1)exp(−𝑖𝜔0𝑇0) (9-99) 

 به منظورشود. سپس، میی گذاریجا( 1-9) در( 99-9) یرابطه است. در ادامه، 𝐴، مزدوج مختلط 𝐵که 

 𝑒𝑥𝑝(𝑖𝜔0𝑇0)،، ضریب شوندمی در پاسخ سیستم 9سکولار یجمله ایجاد منجر به ی کهحذف جملات

 شود:زیر برابر صفر قرار داده می صورتبه

3𝛼2𝐴2𝐵 + 10𝛼3𝐴3𝐵2 + 35𝛼4𝐴4𝐵3 

           +𝑖𝜔0𝜇𝐴 + 2𝑖𝜔0𝐴′ +
1

4
𝜂𝑃0(𝑒𝑥𝑝(𝑖𝜎𝑇1) 

           −𝑒𝑥𝑝(−𝑖𝜎𝑇1)) +
1

2
𝜂𝑃0 (

1

2
𝑒𝑥𝑝(𝑖𝜎𝑇1) 

           +
1

2
𝑒𝑥𝑝(−𝑖𝜎𝑇1)) = 0 

(9-92) 

                                                 

9 Secular term 
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 A (،92-9) یبرای حل معادله. باشدمی 𝑇1نسبت به پارامتر گیری مشتق  ′( ) روابط ارائه شده،در که 

 د:نگردقطبی زیر تعریف میشکل به B  و

 𝐴 =
1

2
𝑎𝑒𝑖𝛽 ,          𝐵 =

1

2
𝑎𝑒−𝑖𝛽  (9-99) 

 باشند.حقیقی می 𝛽(𝑇1)و  𝑎(𝑇1) که 

 وی موهوم وی قیحقی هابخشی جداساز سپس و( 92-9) یرابطه در (99-9) یمعادله یگذاریجابا 

 :دنشویم حاصلزیر  روابط ها،آن دادن قرار صفر برابر

𝑎′ = −
1

2
𝜇𝑎 −

1

2

𝜂𝑃0

𝜔0
𝑠𝑖𝑛(𝜎𝑇1 − 𝛽) (9-94) 

𝑎𝛽′ = +
3

8𝜔0
𝛼2𝑎3 +

5

16𝜔0
𝛼3𝑎5 +

35

128𝜔0
𝛼4𝑎7 +

1

2

𝜂𝑃0

𝜔0
𝑐𝑜𝑠(𝜎𝑇1 − 𝛽) (9-95) 

 گردد:زیر تعریف می صورتبه( 𝛾زاویه فاز جدید )

𝛾 = 𝜎𝑇1 − 𝛽 (9-96) 

 گردند:زیر تبدیل می 9سیستم خودگردان صورتبه( 95-9( و )94-9بنابراین، معادلات )

𝑎′ = −
1

2
𝜇𝑎 −

1

2

𝜂𝑃0

𝜔0
𝑠𝑖𝑛(𝛾) (9-90) 

𝑎𝛾′ = (𝜎 −
3

8𝜔0
𝛼2𝑎2 −

5

16𝜔0
𝛼3𝑎4 −

35

128𝜔0
𝛼4𝑎6) 𝑎 −

1

2

𝜂𝑃0

𝜔0
𝑐𝑜𝑠(𝛾) (9-92) 

ا، هدهد. لذا با برابر صفر قرار دادن آنرخ می ابرابر با صفر باشند، حرکت حالت پای ′𝛾و  ′𝑎که هنگامی

 برای رزونانس اولیه یفرکانس پاسخ یمعادله بالا، معادلات طرف دو و سپس جمع رساندن دو توان به

 :گرددیم حاصل ریز صورتبه

(𝑎𝜎 −
3

8𝜔0
𝛼2𝑎3 −

5

16𝜔0
𝛼3𝑎5 −

35

128𝜔0
𝛼4𝑎7)

2

+
1

4
𝑎2𝜇2 =

1

4

𝜂2𝑃0
2

𝜔0
2  

(9-91) 

                                                 

9 Autonomous system 
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𝛀) های مافوق هارمونیکرزونانس 3-7-7 ≈
𝟏

𝟑
𝝎𝟎و مادون هارمونیک ) 

(𝛀 ≈ 𝟑𝝎𝟎:) 

ی هاپارامتر ،(2-9ی )رخطیغ یمعادله حل ، به منظوردرجه سه از ا درنظرگرفتن غیرخطیدر این بخش، ب

 :ندشویم فیتعر زیر یابطهر صورتبه دیجد

𝜇̂ = 𝜀𝜇,     𝛼̂2 = 𝜀𝛼2     𝛼̂3 = 𝜀2𝛼3     𝛼̂4 = 𝜀2𝛼4  (9-23) 

 :گرددیم لیتبد زیر یمعادله به( 2-9) یمعادله ،(23-9) روابطی گذاریجا با

𝑊̈𝑚𝑛(𝑡) + 𝜔0
2𝑊𝑚𝑛(𝑡) + 𝜀𝜇𝑊̇𝑚𝑛(𝑡) + 𝜀𝛼2𝑊3

𝑚𝑛(𝑡)   

               +𝜀2𝛼3 𝑊
5

𝑚𝑛(𝑡) + 𝜀2𝛼4 𝑊
7

𝑚𝑛(𝑡) = 𝜂𝑃0𝑐𝑜𝑠(𝛺𝑡) 

(9-29) 

 :شودیم گرفته نظر در ریز صورتبهی زمان اسیمق دو ک،ی یمرتبه بیتقری برا

𝑇𝑛 = 𝜀𝑛𝑡,          𝑛 = 0, 1 (9-22) 

 :شودیم داده بسط ریز صورتبه های چندگانهبر اساس روش مقیاس ستمیس پاسخ

𝑊(𝑡; 𝜀) = 𝑊0(𝑇0, 𝑇1) + 𝜀1𝑊1(𝑇0, 𝑇1) + ⋯ (9-29) 

 ریز معادلات، 𝜀1و  𝜀0 مختلف بیضرا دادن قرار صفر برابر و (29-9( در )29-9) یرابطهبا جایگذاری 

 :ندیآیم دست به

𝜀0: 𝐷0
2𝑊0 + 𝜔0

2𝑊0 = 𝜂𝑃0𝑐𝑜𝑠(𝛺𝑡) (9-24) 

𝜀1: 𝐷0
2𝑊1 + 𝜔0

2𝑊1 = −2𝐷0𝐷1𝑊0 − 𝛼2𝑊0
3 − 𝜇𝐷0𝑊0 (9-25) 

 که در روابط بالا:

𝐷𝑛 =
∂

∂T𝑛
 ,         𝑛 = 0,1 (9-26) 

 :است زیر صورتبه( 24-9) یمعادلهی عموم جواب

𝑊0 = 𝐴(𝑇1)𝑒𝑖𝜔0𝑇0 + 𝛬(𝑇1)𝑒𝑖𝛺𝑇0 + 𝑐. 𝑐. (9-20) 

.𝑐که  𝑐  همچنینباشد. مربوط به مزدوج مختلط می یبالا جمله یدر معادله: 
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𝛬 =
𝑃0

2(𝜔0
2 − 𝛺2)

 (9-22) 

 آید:دست میبه زیر یمعادله (25-9) در( 20-9) یرابطهی گذاریجا با

𝐷0
2𝑊1 + 𝜔0

2𝑊1 = −3𝐴̅𝛬2𝛼2𝑒𝑖𝑇0(2𝛺−𝜔0) − 3𝛬𝐴̅2𝛼2𝑒𝑖𝑇0(𝛺−2𝜔0) 

                                 −3𝛬𝐴2𝛼2𝑒𝑖𝑇0(𝛺+2𝜔0) − 3𝐴𝛬2𝛼2𝑒𝑖𝑇0(2𝛺+𝜔0) 

                                 −𝐴3𝛼2𝑒3𝑖𝜔0𝑇0  

                                 −(2𝑖𝐴′𝜔0 + 𝐴(𝑖𝜇𝜔0 + 6𝛬2𝛼2 + 3𝛼2𝐴𝐴̅))𝑒𝑖𝜔0𝑇0 

                                 −𝛬(𝑖𝜇𝛺 + 3𝛬2𝛼2 + 6𝛼2𝐴𝐴̅)𝑒𝑖𝛺𝑇0 − 𝛬3𝛼2𝑒3𝑖𝛺𝑇0 + 𝑐. 𝑐. 

(9-21) 

در پاسخ  نامحدود و سکولار یی که منجر به ایجاد جملهحذف جملات برای(، 21-9) یطبق رابطه

 باشد:زیر می صورتبهشود که برابر صفر قرار داده می 𝑒𝑥𝑝(𝑖𝜔0𝑇0)، ضریب شوندسیستم می

2𝑖𝐴′𝜔0 + 𝐴(𝑖𝜇𝜔0 + 6𝛬2𝛼2 + 3𝛼2𝐴𝐴̅) = 0 (9-93) 

های مافوق هارمونیک دور باشد، رزونانس 𝜔0که فرکانس تحریک از (، هنگامی21-9) یبا توجه به معادله

 ارائه خواهد شد.های بعدی ها در بخشو مادون هارمونیک رخ خواهد داد، این حالت

𝛀رزونانس مافوق هارمونیک ) 3-7-7-1 ≈
𝟏

𝟑
𝝎𝟎) 

1( نزدیک Ωکه فرکانس تحریک )(، هنگامی21-9) یبر اساس معادله

3
𝜔0 نامحدود  یباشد، یک جمله

پارامتر  𝜎جدید ایجاد شده که این حالت را رزونانس مافوق هارمونیک گویند. برای تحلیل فرکانسی، 

1به  Ωگردد که نزدیک بودن معرفی می تنظیم

3
𝜔0 صورتبهکند، بنابراین فرکانس تحریک را بیان می 

 شود:زیر درنظر گرفته می

3𝛺 = 𝜔0 + 𝜀𝜎 (9-99) 

 یضریب جملاتی که منجر به ایجاد جملهگردد و ( جایگذاری می21-9) در( 99-9) یرابطه حال

 :شودزیر برابر صفر قرار داده می صورتبه د،نشونامحدود و سکولار در پاسخ سیستم می

𝛬3𝛼2𝑒𝑖𝜎𝑇1 + 2𝑖𝐴′𝜔0 + 𝐴(𝑖𝜇𝜔0 + 6𝛬2𝛼2 + 3𝛼2𝐴𝐴̅) = 0 (9-92) 
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 گردد:قطبی زیر تعریف میشکل به  A(، 92-9) یبرای حل معادله

𝐴 =
1

2
𝑎𝑒𝑖𝛽 ,               𝐴̅ =

1

2
𝑎𝑒−𝑖𝛽 (9-99) 

 باشند.حقیقی می 𝛽(𝑇1)و  𝑎(𝑇1)که 

 وی موهوم وی قیحقی هابخشی جداساز سپس و( 92-9) یرابطه در (99-9) یمعادله یگذاریجابا 

 :دنشویم حاصلزیر  روابط ها،آن دادن قرار صفر برابر

𝑎′ = −
1

2
𝑎𝜇 −

𝛬3𝛼2

𝜔0
sin (𝜎𝑇1 − 𝛽) (9-94) 

𝑎𝛽′ = 3
𝑎𝛬2𝛼2

𝜔0
+

3

8

𝑎3𝛼2

𝜔0
+

𝛬3𝛼2

𝜔0
cos (𝜎𝑇1 − 𝛽) (9-95) 

 گردد:زیر تعریف می صورتبه( 𝛾زاویه فاز جدید )

𝛾 = 𝜎𝑇1 − 𝛽 (9-96) 

 گردند:سیستم خودگردان زیر تبدیل می صورتبه( 95-9( و )94-9بنابراین، معادلات )

𝑎′ = −
1

2
𝑎𝜇 −

𝛬3𝛼2

𝜔0
sin (𝛾) (9-90) 

𝑎𝛾′ = (𝜎 − 3
𝛬2𝛼2

𝜔0
) 𝑎 −

3

8

𝑎3𝛼2

𝜔0
−

𝛬3𝛼2

𝜔0
cos (𝛾) (9-92) 

ا، هدهد. لذا با برابر صفر قرار دادن آنرخ می حرکت حالت پایابرابر با صفر باشند،  ′𝛾و  ′𝑎که  هنگامی

برای رزونانس مافوق  یفرکانس پاسخ یمعادله بالا، معادلات طرف دو و سپس جمع رساندن دو توان به

 :گرددیم حاصل ریز صورتبه هارمونیک

(
1

4
𝜇2 + (𝜎 − 3

𝛬2𝛼2

𝜔0
−

3

8

𝑎2𝛼2

𝜔0
)

2

) 𝑎2 =
𝛬6𝛼2

2

𝜔0
2

 (9-91) 

𝛀رزونانس مادون هارمونیک ) 3-7-7-7 ≈ 𝟑𝝎𝟎) 

نامحدود جدید  یباشد، یک جمله 3𝜔0( نزدیک Ωکه فرکانس تحریک )(، هنگامی21-9) یطبق معادله

 زیر خواهد بود: صورتبهشده که این حالت را رزونانس مادون هارمونیک گویند. فرکانس تحریک  ایجاد
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Ω = 3𝜔0 + 𝜀𝜎 (9-43) 

 یضریب جملاتی که منجر به ایجاد جملهگردد و ( جایگذاری می21-9) در( 43-9) یرابطه حال

 :شودزیر برابر صفر قرار داده می صورتبه د،نشونامحدود و سکولار در پاسخ سیستم می

3Λ𝐴̅2𝛼2𝑒𝑖𝜎𝑇1 + 2𝑖𝐴′𝜔0 + 𝐴(𝑖𝜇𝜔0 + 6𝐶2𝛼2 + 3𝛼2𝐴𝐴̅) = 0 (9-49) 

قطبی شکل به  A ،بیان شده در رزونانس مافوق هارمونیک(، مشابه روابط 49-9) یبرای حل معادله

ی جداساز و( 49-9) رابطه در (99-9) یرابطه یگذاریجاشود. با ( در نظر گرفته می99-9رابطه )

 :دنشویم حاصلزیر  روابط ها،آن دادن قرار صفر برابر وی موهوم وی قیحقی هابخش

𝑎′ = −
1

2
𝑎𝜇 −

3

4

Λ𝑎2𝛼2

𝜔0
sin (𝜎𝑇1 − 3𝛽) (9-42) 

𝑎𝛽′ = 3
𝑎𝛬2𝛼2

𝜔0
+

3

8

𝑎3𝛼2

𝜔0
+

3

4

Λ𝑎2𝛼2

𝜔0
cos (𝜎𝑇1 − 3𝛽) (9-49) 

 گردد:زیر تعریف می صورتبه( 𝛾زاویه فاز جدید )

𝛾 = 𝜎𝑇1 − 3𝛽 (9-44) 

 گردند:های زیر به عنوان سیستم خودگردان تبدیل می( به حالت49-9( و )42-9بنابراین، معادلات )

𝑎′ = −
1

2
𝑎𝜇 −

3

4

Λ𝑎2𝛼2

𝜔0
sin (𝛾) (9-45) 

𝑎𝛾′ = (𝜎 − 3
𝛬2𝛼2

𝜔0
) 𝑎 −

3

8

𝑎3𝛼2

𝜔0
−

3

4

Λ𝑎2𝛼2

𝜔0
cos (𝛾) (9-46) 

 برای رزونانس مادون هارمونیک یفرکانس پاسخ یمعادله، حرکت حالت پایابرای  ،(91-9) یمشابه رابطه

 :گرددیم حاصل ریز صورتبه

(
1

4
𝜇2 + (𝜎 − 3

𝛬2𝛼2

𝜔0
−

3

8

𝑎2𝛼2

𝜔0
)

2

) 𝑎2 =
9

16

𝛬2𝑎4𝛼2
2

𝜔0
2

 (9-40) 
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𝛀) های مادون هارمونیکرزونانس 3-7-3 ≈
𝟏

𝟓
𝝎𝟎و مادون هارمونیک ) 

(𝛀 ≈ 𝟓𝝎𝟎: ) 

ی هاپارامتر( 2-9ی )رخطیغ یمعادله حل ، به منظوردرجه پنج از ا درنظرگرفتن غیرخطیدر این بخش، ب

 :گردندیم فیتعر ی زیررابطه صورتبه دیجد

𝜇̂ = 𝜀𝜇,     𝛼̂2 = 𝜀2𝛼2,     𝛼̂3 = 𝜀𝛼3,     𝛼̂4 = 𝜀2𝛼4  (9-42) 

 حل از پس(، 29-9( و )22-9( و در نظر گرفتن روابط )2-9( در رابطه )42-9با جایگذاری پارامترهای )

 :ندیآیم دست به ریز معادلات، 𝜀1و  𝜀0 مختلف بیضرا دادن قرار صفر برابر و

𝜀0: 𝐷0
2𝑊0 + 𝜔0

2𝑊0 = 𝜂𝑃0cos(𝛺𝑡) (9-41) 

𝜀1: 𝐷0
2𝑊1 + 𝜔0

2𝑊1 = −2𝐷0𝐷1𝑊0 − 𝛼3𝑊0
5 − 𝜇𝐷0𝑊0 (9-53) 

 به زیر یمعادله ،(53-9) در( 20-9) یرابطهی گذاریجا با( و 22-9تا ) (26-9با تعریف مشابه روابط )

 آید:دست می

𝐷0
2𝑊1 + 𝜔0

2𝑊1 = −5𝐴̅Λ4𝛼3𝑒𝑖𝑇0(4Ω−𝜔0) − 5𝐴Λ4𝛼3𝑒𝑖𝑇0(4Ω+𝜔0) 

                                 −𝐴5𝛼3𝑒5𝑖𝜔0𝑇0 − 20𝛼3𝐴̅Λ2 (Λ2 +
3

2
𝐴𝐴̅) 𝑒𝑖𝑇0(2Ω−𝜔0) 

                                 −20𝛼3𝐴Λ2 (Λ2 +
3

2
𝐴𝐴̅) 𝑒𝑖𝑇0(2Ω+𝜔0) 

                                 −30𝛼3𝐴2Λ (Λ2 +
2

3
𝐴𝐴̅) 𝑒𝑖𝑇0(Ω+2𝜔0) 

                             −30𝛼3𝐴̅2Λ (Λ2 +
2

3
𝐴𝐴̅) 𝑒𝑖𝑇0(Ω−2𝜔0) 

                             −5𝛼3𝐴̅4Λ𝑒𝑖𝑇0(Ω−4𝜔0) − 5𝛼3𝐴4Λ𝑒𝑖𝑇0(Ω+4𝜔0) 

                             −10𝛼3Λ2𝐴3𝑒𝑖𝑇0(2Ω+3𝜔0) − 10𝛼3Λ2𝐴̅3𝑒𝑖𝑇0(2Ω−3𝜔0) 

                             −10𝛼3Λ3𝐴̅2𝑒𝑖𝑇0(3Ω−2𝜔0) − 10𝛼3Λ3𝐴2𝑒𝑖𝑇0(3Ω+2𝜔0) 

                            −(20𝛼3Λ2𝐴3 + 5𝛼3𝐴4𝐴̅)𝑒3𝑖𝜔0𝑇0 − (2𝑖𝐴′𝜔0 + 𝐴(𝑖𝜇𝜔0 

                            +30Λ4𝛼3+10𝛼3𝐴2𝐴̅2 + 60𝛼3𝐴𝐴̅Λ2))𝑒𝑖𝜔0𝑇0 

                            −Λ(𝑖𝜇Ω + 10Λ4𝛼3 + 30𝛼3𝐴2𝐴̅2 + 60𝛼3𝐴𝐴̅Λ2)𝑒𝑖Ω𝑇0 

(9-59) 
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                            −5Λ3𝛼3(Λ2 + 4𝐴𝐴̅)𝑒3𝑖Ω𝑇0 − Λ5𝛼3𝑒5𝑖Ω𝑇0 + 𝑐. 𝑐. 

، ضریب شوندنامحدود و سکولار در پاسخ سیستم می یحذف جملاتی که منجر به ایجاد جمله برای

𝑒𝑥𝑝(𝑖𝜔0𝑇0) باشد:زیر می صورتبهشود که برابر صفر قرار داده می 

2𝑖𝐴′𝜔0 + 𝐴(𝑖𝜇𝜔0 + 30Λ4𝛼3 + 10𝛼3𝐴2𝐴̅2 + 60𝛼3𝐴𝐴̅Λ2) = 0 (9-52) 

𝛀رزونانس مافوق هارمونیک ) 3-7-3-1 ≈
𝟏

𝟓
𝝎𝟎) 

1( نزدیک Ωکه فرکانس تحریک )(، هنگامی59-9) یمعادلهبر اساس 

5
𝜔0 نامحدود  یباشد، یک جمله

پارامتر  𝜎جدید ایجاد شده که این حالت را رزونانس مافوق هارمونیک گویند. برای تحلیل فرکانسی، 

1به  Ωگردد که نزدیک بودن معرفی می تنظیم

5
𝜔0 صورتبهکند، بنابراین فرکانس تحریک را بیان می 

 زیر خواهد بود:

5Ω = 𝜔0 + 𝜀𝜎 (9-59) 

 یضریب جملاتی که منجر به ایجاد جملهگردد و ( جایگذاری می59-9) در( 59-9) یرابطه حال

 :شودزیر برابر صفر قرار داده می صورتبهد، نشونامحدود و سکولار در پاسخ سیستم می

Λ5𝛼3𝑒𝑖𝜎𝑇1 + 2𝑖𝐴′𝜔0 + 𝐴(𝑖𝜇𝜔0 + 30Λ4𝛼3 + 10𝛼3𝐴2𝐴̅2 + 60𝛼3𝐴𝐴̅Λ2) = 0 (9-54) 

( در نظر 99-9) یقطبی رابطهشکل به  Aقبل،  ی(، مشابه روابط بیان شده54-9) یبرای حل معادله

ی قیحقی هابخشی جداساز سپس و( 54-9) یرابطه در (99-9) یمعادله یگذاریجابا  شود.گرفته می

 :دنشویم حاصلزیر  روابط ها،آن دادن قرار صفر برابر وی موهوم و

𝑎′ = −
1

2
𝑎𝜇 −

𝛬5𝛼3

𝜔0
sin (𝜎𝑇1 − 𝛽) (9-55) 

𝑎𝛽′ = 15
𝑎𝛬4𝛼3

𝜔0
+

15

2

𝑎3𝛬2𝛼3

𝜔0
+

5

16

𝑎5𝛼3

𝜔0
+

𝛬5𝛼3

𝜔0
cos (𝜎𝑇1 − 𝛽) (9-56) 

های زیر به عنوان ( به حالت56-9( و )55-9(، معادلات )96-9) یبا در نظر گرفتن زاویه فاز طبق رابطه

 گردند:سیستم خودگردان تبدیل می
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𝑎′ = −
1

2
𝑎𝜇 −

𝛬5𝛼3

𝜔0
sin (𝛾) (9-50) 

𝑎𝛾′ = (𝜎 − 15
𝛬4𝛼3

𝜔0
−

15

2

𝑎2𝛬2𝛼3

𝜔0
) 𝑎 −

5

16

𝑎5𝛼3

𝜔0
−

𝛬5𝛼3

𝜔0
cos (𝛾) (9-52) 

 لحاص ریز صورتبه برای رزونانس مافوق هارمونیک یفرکانس پاسخ یمعادله ،حرکت حالت پایابرای 

 :گرددیم

(
1

4
𝜇2 + (𝜎 − 15

𝛬4𝛼3

𝜔0
−

15

2

𝑎2𝛬2𝛼3

𝜔0
−

5

16

𝑎4𝛼3

𝜔0
)

2

) 𝑎2 =
𝛬10𝛼3

2

𝜔0
2

 (9-51) 

𝛀رزونانس مادون هارمونیک ) 3-7-3-7 ≈ 𝟓𝝎𝟎) 

نامحدود جدید  یباشد، یک جمله 5𝜔0( نزدیک Ωکه فرکانس تحریک )(، هنگامی59-9) یطبق معادله

 پارامتر تنظیم 𝜎ایجاد شده که این حالت را رزونانس مادون هارمونیک گویند. برای تحلیل فرکانسی، 

زیر  صورتبهکند، بنابراین فرکانس تحریک را بیان می 5𝜔0به  Ωگردد که نزدیک بودن معرفی می

 خواهد بود:

Ω = 5𝜔0 + 𝜀𝜎 (9-63) 

نامحدود  یضریب جملاتی که منجر به ایجاد جملهگردد و ( جایگذاری می59-9) در( 63-9) یرابطه

 :شودزیر برابر صفر قرار داده می صورتبه د،نشوو سکولار در پاسخ سیستم می

5Λ𝐴̅4𝛼3𝑒𝑖𝜎𝑇1 + 2𝑖𝐴′𝜔0 + 𝐴(𝑖𝜇𝜔0 + 30Λ4𝛼3 + 10𝛼3𝐴2𝐴̅2 + 60𝛼3𝐴𝐴̅Λ2) = 0 (9-69) 

( در نظر 99-9قطبی رابطه )شکل به  Aقبل،  ی(، مشابه روابط بیان شده69-9) یبرای حل معادله

ی قیحقی هابخشی جداساز سپس و( 69-9) یرابطه در (99-9) یمعادله یگذاریجابا  شود.گرفته می

 :دنشویم حاصلزیر  روابط ها،آن دادن قرار صفر برابر وی موهوم و

𝑎′ = −
1

2
𝑎𝜇 −

5

16

Λ𝑎4𝛼3

𝜔0
sin (𝜎𝑇1 − 5𝛽) (9-62) 

𝑎𝛽′ = 15
𝑎𝛬4𝛼3

𝜔0
+

15

2

𝑎3𝛬2𝛼3

𝜔0
+

5

16

𝑎5𝛼3

𝜔0
+

5

16

Λ𝑎4𝛼3

𝜔0
cos (𝜎𝑇1 − 5𝛽) (9-69) 
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 گردد:زیر تعریف می صورتبه( 𝛾زاویه فاز جدید )

𝛾 = 𝜎𝑇1 − 5𝛽 (9-64) 

 گردند:های زیر به عنوان سیستم خودگردان تبدیل می( به حالت69-9( و )62-9بنابراین، معادلات )

𝑎′ = −
1

2
𝑎𝜇 −

5

16

Λ𝑎4𝛼3

𝜔0
sin (𝛾) (9-65) 

𝑎𝛾′ = (𝜎 − 15
𝛬4𝛼3

𝜔0
−

15

2

𝑎2𝛬2𝛼3

𝜔0
) 𝑎 −

5

16

𝑎5𝛼3

𝜔0
−

5

16

Λ𝑎4𝛼3

𝜔0
cos (𝛾) (9-66) 

 لحاص ریز صورتبه برای رزونانس مادون هارمونیک یفرکانس پاسخ یمعادله ،حرکت حالت پایابرای 

 :گرددیم

(
1

4
𝜇2 + (𝜎 − 15

𝛬4𝛼3

𝜔0
−

15

2

𝑎2𝛬2𝛼3

𝜔0
−

5

16

𝑎4𝛼3

𝜔0
)

2

) 𝑎2 =
25

256

𝛬2𝑎8𝛼3
2

𝜔0
2

 (9-60) 

𝛀) های مادون هارمونیکرزونانس 3-7-4 ≈
𝟏

𝟕
𝝎𝟎و مادون هارمونیک ) 

(𝛀 ≈ 𝟕𝝎𝟎 ): 

-پارامتر( 2-9ی )رخطیغ یمعادله حل ، به منظوردرجه هفت از ا درنظرگرفتن غیرخطیدر این بخش، ب

 :گردندیم فیتعر ی زیررابطه صورتبه دیجدی ها

𝜇̂ = 𝜀𝜇,     𝛼̂2 = 𝜀2𝛼2,     𝛼̂3 = 𝜀2𝛼3,     𝛼̂4 = 𝜀𝛼4  (9-62) 

 از پس(، 29-9( و )22-9گرفتن روابط )( و در نظر 2-9) ی( در رابطه62-9با جایگذاری پارامترهای )

 :ندیآیم دست به ریزی خط معادلات، 𝜀و  𝜀0 مختلف بیضرا دادن قرار صفر برابر و حل

𝜀0: 𝐷0
2𝑊0 + 𝜔0

2𝑊0 = 𝜂𝑃0cos(𝛺𝑡) (9-61) 

𝜀1: 𝐷0
2𝑊1 + 𝜔0

2𝑊1 = −2𝐷0𝐷1𝑊0 − 𝛼4𝑊0
7 − 𝜇𝐷0𝑊0 (9-03) 

 زیر یمعادله(، 03-9) در( 20-9) یرابطهی گذاریجا با ( و22-9تا ) (26-9با تعریف مشابه روابط )

 آید:دست میبه
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𝐷0
2𝑊1 + 𝜔0

2𝑊1 = −42𝐴̅Λ4𝛼4 (Λ2 +
5

2
𝐴𝐴̅) 𝑒𝑖𝑇0(4Ω−𝜔0) 

                                  −42𝐴𝛬4𝛼4 (𝛬2 +
5

2
𝐴𝐴̅) 𝑒𝑖𝑇0(4𝛺+𝜔0) 

                                  −(42𝛬2𝐴5𝛼4 + 7𝐴̅𝐴6𝛼4)𝑒5𝑖𝜔0𝑇0 

                                 −105𝛼4𝐴̅𝛬2(𝛬4 + 4𝛬2𝐴𝐴̅ + 2𝐴2𝐴̅2)𝑒𝑖𝑇0(2𝛺−𝜔0) 

                                 −105𝛼4𝐴𝛬2(𝛬4 + 4𝛬2𝐴𝐴̅ + 2𝐴2𝐴̅2)𝑒𝑖𝑇0(2𝛺+𝜔0) 

                                 −210𝛼4𝐴2𝛬 (𝛬4 + 2𝛬2𝐴𝐴̅ +
1

2
𝐴2𝐴̅2) 𝑒𝑖𝑇0(𝛺+2𝜔0) 

                                 −210𝛼4𝐴̅2𝛬 (𝛬4 + 2𝛬2𝐴𝐴̅ +
1

2
𝐴2𝐴̅2) 𝑒𝑖𝑇0(𝛺−2𝜔0) 

                                 −105𝛼4𝐴̅4𝛬(𝛬2 +
2

5
𝐴𝐴̅)𝑒𝑖𝑇0(𝛺−4𝜔0) 

                                 −105𝛼4𝐴4𝛬 (𝛬2 +
2

5
𝐴𝐴̅) 𝑒𝑖𝑇0(𝛺+4𝜔0) 

                                 −140𝛼4𝛬2𝐴3 (𝛬2 +
3

4
𝐴𝐴̅) 𝑒𝑖𝑇0(2𝛺+3𝜔0) 

                                −140𝛼4𝛬2𝐴̅3 (𝛬2 +
3

4
𝐴𝐴̅) 𝑒𝑖𝑇0(2𝛺−3𝜔0) 

                                −105𝛼4𝛬3𝐴̅2 (𝛬2 +
4

3
𝐴𝐴̅) 𝑒𝑖𝑇0(3𝛺−2𝜔0) 

                               −105𝛼4𝛬3𝐴2 (𝛬2 +
4

3
𝐴𝐴̅) 𝑒𝑖𝑇0(3𝛺+2𝜔0) 

                               −7𝛼4𝛬5(𝛬2 + 6𝐴𝐴̅)𝑒5𝑖𝛺𝑇0 − 21𝛼4𝐴̅2𝛬5𝑒𝑖𝑇0(5𝛺−2𝜔0) 

                               −21𝛼4𝐴2𝛬5𝑒𝑖𝑇0(5𝛺+2𝜔0) − 7𝛼4𝐴̅𝛬6𝑒𝑖𝑇0(6𝛺−𝜔0) 

                              −7𝛼4𝐴𝛬6𝑒𝑖𝑇0(6𝛺+𝜔0) − 7𝛼4𝐴̅6𝛬𝑒𝑖𝑇0(𝛺−6𝜔0)  

                            −21𝛼4𝐴5𝛬2𝑒𝑖𝑇0(2𝛺+5𝜔0) − 35𝛼4𝐴̅4𝛬3𝑒𝑖𝑇0(3𝛺−4𝜔0) 

                            −7𝛼4𝐴6𝛬𝑒𝑖𝑇0(𝛺+6𝜔0)  − 21𝛼4𝐴̅5𝛬2𝑒𝑖𝑇0(2𝛺−5𝜔0) 

                            −35𝛼4𝐴4𝛬3𝑒𝑖𝑇0(3𝛺+4𝜔0) − 35𝛼4𝐴̅3𝛬4𝑒𝑖𝑇0(4𝛺−3𝜔0)

− 35𝛼4𝐴3𝛬4𝑒𝑖𝑇0(4𝛺+3𝜔0) 

           −(210𝛼4𝛬4𝐴3 + 210𝛼4𝛬2𝐴4𝐴̅ + 21𝛼3𝐴5𝐴̅2)𝑒3𝑖𝜔0𝑇0  

                           −(2𝑖𝐴′𝜔0 + 𝐴(𝑖𝜇𝜔0 + 140𝛬6𝛼4 + 630𝛼4𝐴𝐴̅𝛬4 

                           +35𝛼4𝐴3𝐴̅3 + 420𝛼4𝐴2𝐴̅2𝛬2))𝑒𝑖𝜔0𝑇0 

                           −𝛬(2𝑖𝐴′𝜔0 + 𝐴(𝑖𝜇𝜔0 + 140𝛬6𝛼4 + 630𝛼4𝐴𝐴̅𝛬4 

(9-09) 
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                           +35𝛼4𝐴3𝐴̅3 + 420𝛼4𝐴2𝐴̅2𝛬2))𝑒𝑖𝛺𝑇0 

                           −21𝛬3𝛼4(𝛬4 + 10𝛬2𝐴𝐴̅ + 10𝐴2𝐴̅2)𝑒3𝑖𝛺𝑇0 − 𝛬7𝛼4𝑒7𝑖𝜔0𝑇0

+ 𝑐. 𝑐. 

 𝑒𝑥𝑝(𝑖𝜔0𝑇0)، ضریب شوندسکولار در پاسخ سیستم می یبرای حذف جملاتی که منجر به ایجاد جمله

 باشد:زیر می صورتبهشود که برابر صفر قرار داده می

−(2𝑖𝐴′𝜔0 + 𝐴(𝑖𝜇𝜔0 + 140𝛬6𝛼4 + 630𝛼4𝐴𝐴̅𝛬4 

                    +35𝛼4𝐴3𝐴̅3 + 420𝛼4𝐴2𝐴̅2𝛬2)) = 0 
(9-02) 

𝛀رزونانس مافوق هارمونیک ) 3-7-4-1 ≈
𝟏

𝟕
𝝎𝟎) 

1( نزدیک Ωکه فرکانس تحریک )(، هنگامی09-9) یمعادلهطبق 

7
𝜔0 نامحدود جدید  یباشد، یک جمله

 پارامتر تنظیم 𝜎ایجاد شده که این حالت را رزونانس مافوق هارمونیک گویند. برای تحلیل فرکانسی، 

1به  Ωگردد که نزدیک بودن معرفی می

7
𝜔0 زیر  صورتبهکند، بنابراین فرکانس تحریک را بیان می

 خواهد بود:

7Ω = 𝜔0 + 𝜀𝜎 (9-09) 

 یضریب جملاتی که منجر به ایجاد جملهگردد و ( جایگذاری می09-9) در( 09-9) یرابطه حال

 :شودزیر برابر صفر قرار داده می صورتبه د،نشونامحدود و سکولار در پاسخ سیستم می

𝛬7𝛼4𝑒𝑖𝜎𝑇1 + (2𝑖𝐴′𝜔0

+ 𝐴(𝑖𝜇𝜔0 + 140𝛬6𝛼4 + 630𝛼4𝐴𝐴̅𝛬4 + 35𝛼4𝐴3𝐴̅3

+ 420𝛼4𝐴2𝐴̅2𝛬2)) = 0 

(9-04) 

( در نظر 99-9) یقطبی رابطهشکل به  Aقبل،  ی(، مشابه روابط بیان شده04-9) یبرای حل معادله

 .شودگرفته می

 وی موهوم وی قیحقی هابخشی جداساز سپس و( 04-9) یرابطه در (99-9) یمعادله یگذاریجابا 

 :دنشویم حاصل زیر روابط ها،آن دادن قرار صفر برابر
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𝑎′ = −
1

2
𝑎𝜇 −

𝛬7𝛼4

𝜔0
sin (𝜎𝑇1 − 𝛽) (9-05) 

𝑎𝛽′ = 70
𝑎𝛬6𝛼4

𝜔0
+

315

4

𝑎3𝛬4𝛼4

𝜔0
+

105

8

𝑎5𝛬2𝛼4

𝜔0
 

        +
35

128

𝑎7𝛼4

𝜔0
+

𝛬7𝛼4

𝜔0
cos (𝜎𝑇1 − 𝛽) 

(9-06) 

های زیر به عنوان به حالت( 06-9( و )05-9(، معادلات )96-9) یبا در نظر گرفتن زاویه فاز طبق رابطه

 گردند:سیستم خودگردان تبدیل می

𝑎′ = −
1

2
𝑎𝜇 −

𝛬7𝛼4

𝜔0
sin (𝛾) (9-00) 

𝑎𝛾′ = (𝜎 − 70
𝛬6𝛼4

𝜔0
+

315

4

𝑎2𝛬4𝛼4

𝜔0
+

105

8

𝑎4𝛬2𝛼4

𝜔0
) 𝑎 

        −
35

128

𝑎7𝛼4

𝜔0
−

𝛬7𝛼4

𝜔0
cos (𝛾) 

(9-02) 

 لحاص ریز صورتبه برای رزونانس مافوق هارمونیک یفرکانس پاسخ یمعادله ،حرکت حالت پایابرای 

 :گرددیم

(
1

4
𝜇2 + (𝜎 − 70

𝛬6𝛼4

𝜔0
−

315

4

𝑎2𝛬4𝛼4

𝜔0
−

105

8

𝑎4𝛬2𝛼4

𝜔0
−

35

128

𝑎6𝛼4

𝜔0
)

2

) 𝑎2

=
𝛬14𝛼4

2

𝜔0
2

 

(9-01) 

𝛀رزونانس مادون هارمونیک ) 3-7-4-7 ≈ 𝟕𝝎𝟎) 

نامحدود  یباشد، یک جمله 7𝜔0( نزدیک Ωکه فرکانس تحریک )(، هنگامی09-9) یبر اساس معادله

پارامتر  𝜎جدید ایجاد شده که این حالت را رزونانس مادون هارمونیک گویند. برای تحلیل فرکانسی، 

 صورتبهکند، بنابراین فرکانس تحریک را بیان می 7𝜔0به  Ωگردد که نزدیک بودن معرفی می تنظیم

 زیر خواهد بود:

Ω = 7𝜔0 + 𝜀𝜎 (9-23) 
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 یضریب جملاتی که منجر به ایجاد جملهگردد و ( جایگذاری می09-9) در( 23-9) یرابطه حال

 :شودزیر برابر صفر قرار داده می صورتبه د،نشونامحدود و سکولار در پاسخ سیستم می

7𝛬𝐴̅6𝛼4𝑒𝑖𝜎𝑇1 + (2𝑖𝐴′𝜔0 + 𝐴(𝑖𝜇𝜔0 + 140𝛬6𝛼4 + 630𝛼4𝐴𝐴̅𝛬4 

                  +35𝛼4𝐴3𝐴̅3 + 420𝛼4𝐴2𝐴̅2𝛬2)) = 0 
(9-29) 

( در نظر 99-9) یقطبی رابطهشکل به  Aقبل،  ی(، مشابه روابط بیان شده29-9) یبرای حل معادله

ی قیحقی هابخشی جداساز سپس و( 29-9) یرابطه در (99-9) یمعادله یگذاریجابا  شود.گرفته می

 :دنشویم حاصل زیر روابط ها،آن دادن قرار صفر برابر وی موهوم و

𝑎′ = −
1

2
𝑎𝜇 −

7

64

Λ𝑎6𝛼4

𝜔0
sin (𝜎𝑇1 − 7𝛽) (9-22) 

𝑎𝛽′ = 70
𝑎𝛬6𝛼4

𝜔0
+

315

4

𝑎3𝛬4𝛼4

𝜔0
+

105

8

𝑎5𝛬2𝛼4

𝜔0
 

         +
35

128

𝑎7𝛼4

𝜔0
+

7

64

Λ𝑎6𝛼4

𝜔0
cos (𝜎𝑇1 − 7𝛽) 

(9-29) 

 گردد:زیر تعریف می صورتبه( 𝛾زاویه فاز جدید )

𝛾 = 𝜎𝑇1 − 7𝛽 (9-24) 

 گردند:های زیر به عنوان سیستم خودگردان تبدیل می( به حالت29-9و )( 22-9بنابراین، معادلات )

𝑎′ = −
1

2
𝑎𝜇 −

7

64

Λ𝑎6𝛼4

𝜔0
sin (𝛾) (9-25) 

𝑎𝛾′ = (𝜎 − 70
𝛬6𝛼4

𝜔0
+

315

4

𝑎2𝛬4𝛼4

𝜔0
+

105

8

𝑎4𝛬2𝛼4

𝜔0
) 𝑎 

        −
35

128

𝑎7𝛼4

𝜔0
−

7

64

Λ𝑎6𝛼4

𝜔0
cos (𝛾) 

(9-26) 

 ورتصبه برای رزونانس مادون هارمونیک یفرکانس پاسخ یمعادله ،حرکت حالت پایامشابه قبل، برای 

 :گرددیم حاصل ریز

(
1

4
𝜇2 + (𝜎 − 70

𝛬6𝛼4

𝜔0
−

315

4

𝑎2𝛬4𝛼4

𝜔0
−

105

8

𝑎4𝛬2𝛼4

𝜔0
−

35

128

𝑎6𝛼4

𝜔0
)

2

) 𝑎2

=
49

4096

𝛬2𝑎12𝛼4
2

𝜔0
2

 

(9-20) 
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 نتایج 3-3

 های اولیه و ثانویهتحلیل رزونانساعتبارسنجی  3-3-1

یک روش عددی جهت ارزیابی حل تحلیلی رزونانس اولیه  نتایج،در این بخش به منظور بررسی صحت 

ی کوتا مرتبه-( با استفاده از روش رانج4-9ی )گیرد. بدین منظور، حل معادلهمورد استفاده قرار می

های مختلف تحریک، ماکزیمم دامنهفرکانس در این روش برای مقادیر مختلف  شود.انجام می مچهار

های عددی و تحلیلی پاسخ فرکانسی در ی صفر(. در ادامه، منحنی)شرایط اولیهاستخراج شده است 

تقریبا  مشابه با نتایج  عددیشود، نتایج ( نشان داده شده است. همانطور که مشاهده می9-9شکل )

 کند.یسازی عددی نتایج تحلیلی را تأیید مدهد که شبیهبنابراین، این نتایج نشان می باشند.می تحلیلی

 

  ی دو روش عددی و تحلیلی برای رزونانس اولیهمقایسه .9-9شکل 

(𝑘1 = 𝑘2 = 𝑘3 = 0  ،𝛿𝑥 = 𝛿𝑦 = 1.02  ،𝜉 = 0.02  ،𝑃𝑜 = 2500 N/m2) 

 اتارتعاش یبا یکی از کارهای موجود در زمینه این تحقیقهای ارائه شده در پاسخهمچنین در ادامه، 

ت با دق ی حاضرمطالعهشود نتایج ارائه شده در غشای هایپرالاستیک مقایسه شده است و ملاحظه می

 مطابقت دارند. ]90[مناسبی با نتایج موجود در مرجع 
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-های طبیعی غشای مستطیلی هایپرالاستیک بر بستر وینکلرمقایسه ای بین فرکانس ،(9-9در جدول )

صورت گرفته  ]90 [سوارز و گونچالوز یو نتایج مشابه در مقاله یقتحقآمده در این  به دستپسترناک 

𝐿𝑥𝑜است. نتایج برای غشای مستطیلی هایپرالاستیک با مشخصات  = 1.5m، 𝐿𝑦𝑜 = 1 m،  

𝛿𝑥 = 𝛿𝑦 = 1.02، ℎ = 0.001 m، 𝑚 = 𝑛 = 1، ،Γ = 1200 kg/m3 

 𝐶1 = 0.17 MPa ،،𝜉 = 0.02 𝑘1 = 105 N m3⁄  و𝑘3 = 105 N m5⁄ آمده است. به دست 

 (rad/s) های طبیعیمقایسه فرکانس. 9-9جدول 

 [90]مرجع  پژوهش (𝐴11(m))دامنه  [90]مرجع  پژوهش  (𝐴11(m))دامنه 

9/3 906/216 094/210 9/9 511/961 940/961 

2/3 911/211 933 2/9 011/923 923 

9/3 332/935 406/935 9/9 611/912 292/919 

4/3 342/999 162/993 4/9 966/435 236/435 

5/3 993/990 321/990 5/9 201/492 661/491 

6/3 294/922 209/929 6/9 923/499 139/492 

0/3 619/993 222/999 0/9 012/442 499/440 

2/3 699/991 943 2/9 626/452 992/451 

1/3 365/941 940/941 1/9 491/402 449/406 

9 391/951 955/951 2 929/429 433/426 
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  اولیه و ثانویههای رزونانستحلیل  3-3-7

ه بجهت  ی مستطیلی هایپرالاستیک،غشا ساختاریو پارامترهای  هندسیمشخصات  ،(2-9) در جدول

های مختلف مورد استفاده برای تحلیل روابط و رزونانس که آوردن روابط و نمودارها بیان شده است دست

 گیرد.قرار می

 ستمیس یکیزیف مشخصات .2-9جدول 

 مقدار مشخصات هندسی مقدار پارامترهای ساختاری ماده

Γ 9233 kg/m3 𝐿𝑥𝑜 5/9  m 

𝐶1 90/3  MPa 𝐿𝑦𝑜 3/9  m 

- - h 339/3  m 

 تحلیل رزونانس اولیه 3-3-7-1
اثر دامنه تحریک خارجی و نسبت میرایی بر پاسخ فرکانسی  ،به ترتیب (9-9)و  (2-9)های در شکل

 شود، افزایش دامنه تحریکطور که مشاهده میبررسی شده است. همان غشای مستطیلی هایپرالاستیک

شود و افزایش نسبت میرایی باعث موجب افزایش مقیاس نمودارها و در نتیجه افزایش مقدار پرش می

 د. گرددر نتیجه کاهش مقدار پرش میکاهش دامنه سیستم و 

 

مستطیلی  غشایهای پاسخ فرکانسی رزونانس اولیه برای اثر مقادیر دامنه تحریک خارجی بر منحنی .2-9شکل 

 هایپرالاستیک
(𝑘1 = 105 N m3⁄ , 𝛿𝑥 = 𝛿𝑦 = 1.02, 𝜉 = 0.02) 
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 یکمستطیلی هایپرالاست غشایهای پاسخ فرکانسی رزونانس اولیه برای میرایی بر منحنی هاینسبتاثر  .9-9شکل 
(𝑘1 = 105 N m3⁄ , 𝛿𝑥 = 𝛿𝑦 = 1.02, 𝑃𝑜 = 2500 N/m2) 

( بر پاسخ فرکانسی 𝑘3اثر مقادیر مختلف پارامتر سختی غیرخطی بستر ) ،(4-9)در شکل  همچنین

وندگی در شبستر، رفتار سختغیرخطی ضریب پارامتر  مقادیر مثبت سیستم ارائه شده است. با افزایش

همچنین افزایش مقادیر منفی ضریب پارامتر غیرخطی بستر، منجر به کاهش  سیستم افزایش یافته است.

 گردد.شوندگی میرفتار سخت

 

یلی مستط غشایاولیه برای های پاسخ فرکانسی رزونانس بر منحنی بستر اثر پارامتر سختی غیرخطی .4-9شکل 

 هایپرالاستیک
(𝑘1 = 105 N m3⁄ , 𝛿𝑥 = 𝛿𝑦 = 1.02, 𝑃𝑜 = 2500 N/m2, 𝜉 = 0.02) 

 فرکانس رزونانس-در غیاب بستر الاستیک بر پاسخ دامنه xمقادیر مختلف نرخ کشیدگی در راستای  تأثیر

نشان داده شده است. با توجه به این شکل با افزایش نرخ کشیدگی،  (5-9)اولیه ارتعاشات در شکل 

 یابد.شوندگی در سیستم کاهش میرفتار سخت
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مستطیلی  غشایهای پاسخ فرکانسی رزونانس اولیه برای اثر مقادیر نرخ کشیدگی بر منحنی .5-9شکل 

𝑘1) هایپرالاستیک = 𝑘2 = 𝑘3 = 0, 𝜉 = 0.02,  𝑃𝑜 = 2500 N/m2) 

فزایش باشد. با ادامنه تحریک سیستم قابل مشاهده می-بر دامنه پاسخ پارامتر تنظیماثر  (6-9)در شکل 

 یابد.مقدار پرش نیز افزایش می ،𝜎 پارامتر تنظیم

 

مستطیلی  غشایاولیه برای  دامنه تحریک رزونانس-های دامنه پاسخبر منحنی پارامتر تنظیماثر  .6-9شکل 

𝑘1) هایپرالاستیک = 𝑘2 = 𝑘3 = 0, 𝜉 = 0.02,  𝛿𝑥 = 𝛿𝑦 = 1.02) 

𝛀تحلیل رزونانس مافوق هارمونیک ) 3-3-7-7 ≈
𝟏

𝟑
𝝎𝟎) 

فرکانس -در غیاب بستر الاستیک بر پاسخ دامنه yو  xمقادیر مختلف نرخ کشیدگی در راستای  تأثیر

Ωرزونانس مافوق هارمونیک ) ≈
1

3
𝜔0 ب( نشان داده شده  0-9الف( و ) 0-9های )در شکل(، به ترتیب

یستم در س و مقدار پرش شوندگیها، با افزایش نرخ کشیدگی، رفتار سختاست. با توجه به این شکل
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فرکانس سیستم نشان داده شده است. -( اثر حضور بستر بر پاسخ دامنه2-9در شکل ) یابد.کاهش می

الاستیک خطی و بستر الاستیک غیرخطی، به ترتیب دارای کمترین های بستر شود که حالتمشاهده می

ریب بدین معناست که علامت ضشوندگی رفتار سختدر واقع باشند. شوندگی میو بیشترین مقدار سخت

 باشد.ی غیرخطی در معادله حرکت معمولی، مثبت میجمله

  
 )الف( )ب(

Ωهای پاسخ فرکانسی رزونانس مافوق هارمونیک )کشیدگی بر منحنیاثر مقادیر نرخ  .0-9شکل  ≈
1

3
𝜔0 برای )

𝑘1) غشای مستطیلی هایپرالاستیک = 𝑘2 = 𝑘3 = 0, 𝜉 = 0.02, 𝑃𝑜 = 100 N/m2) 

 

Ωهای پاسخ فرکانسی رزونانس مافوق هارمونیک )اثر بستر بر منحنی .2-9شکل  ≈
1

3
𝜔0 ) 

(𝑘1 = 50 N m3,⁄  𝑘2 = 20 N m3⁄ , 𝑘3 = 105 N m5, 𝛿𝑥 = 𝛿𝑦 = 1.02, 𝑃𝑜 = 100 N/m2⁄) 

فرکانس سیستم بررسی شده است. -های سختی خطی بر پاسخ دامنه، اثر پارامتر(1-9)با توجه به شکل 

𝑘2 وبدون بستر الاستیک خطی های گردد حالتمشاهده می =  کمترینن و بیشتریبه ترتیب دارای  ،10
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)پارامتر بستر  𝑘2)پارامتر بستر وینکلر( و  𝑘1افزایش مقدار  همچنینباشند. شوندگی میمقدار سخت

 شود.شوندگی میسخت رفتار منجر به کاهشپسترناک( 

 

Ωهای پاسخ فرکانسی رزونانس مافوق هارمونیک )های سختی خطی بر منحنیاثر پارامتر .1-9شکل  ≈
1

3
𝜔0 برای )

 هایپرالاستیکغشای مستطیلی 

(𝜉 = 0.02, 𝛿𝑥 = 𝛿𝑦 = 1.02, 𝑃𝑜 = 100 N/m2) 

فرکانس سیستم نشان داده شده است. -بر پاسخ دامنه 𝑘3اثر پارامتر سختی غیرخطی  (93-9)در شکل 

ارتعاشات به مقدار  یماکزیمم دامنه همچنینو  مقدار پرششوندگی و سخت رفتارشود که مشاهده می

𝑘3  بستگی دارد. به طوری که با افزایش مقادیر مثبت𝑘3شوندگی افزایش ، مقدار پرش و رفتار سخت

در واقع پارامتر بستر  شود.منجر به افزایش مقدار پرش می 𝑘3، افزایش مقادیر منفی همچنین یابد.می

رفتار  ی،نفم الاستیکپارامتر بستر  شونده وسخترفتار  کیرا به  شوندگیسخترفتار  مثبت، الاستیک

 دهد.می رییتغ شوندهنرمرفتار  کیرا به  شوندگیسخت

د. با باشدامنه تحریک سیستم قابل مشاهده می-بر دامنه پاسخ پارامتر تنظیم( اثر 99-9در شکل )

 یابد.مقدار پرش نیز افزایش می 𝜎 پارامتر تنظیمافزایش 
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Ωهای پاسخ فرکانسی رزونانس مافوق هارمونیک )سختی غیرخطی بر منحنیاثر پارامتر  .93-9شکل  ≈
1

3
𝜔0 )

 برای غشای مستطیلی هایپرالاستیک

(𝜉 = 0.02, 𝛿𝑥 = 𝛿𝑦 = 1.02, 𝑃𝑜 = 100 N/m2) 

 

 

Ω)دامنه تحریک رزونانس مافوق هارمونیک -های دامنه پاسخبر منحنی پارامتر تنظیماثر  .99-9شکل  ≈
1

3
𝜔0 )

 برای غشای مستطیلی هایپرالاستیک

(𝑘1 = 𝑘2 = 𝑘3 = 0,  𝜉 = 0.02, 𝛿𝑥 = 𝛿𝑦 = 1.02) 

بر  yو  xمقادیر مختلف نرخ کشیدگی در راستای  تأثیرب( به ترتیب  92-9الف( و ) 92-9های )شکل

قدار مشود که با افزایش نرخ کشیدگی دهد. مشاهده میدامنه تحریک سیستم را نشان می-دامنه پاسخ

 یابد.پرش نیز افزایش می
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 )الف( )ب(

Ωدامنه تحریک رزونانس مافوق هارمونیک )-های دامنه پاسخاثر مقادیر نرخ کشیدگی بر منحنی .92-9شکل  ≈
1

3
𝜔0برای غشای مستطیلی هایپرالاستیک ) 

(𝑘1 = 𝑘2 = 𝑘3 = 0, 𝜉 = 0.02) 

𝛀تحلیل رزونانس مادون هارمونیک ) 3-3-7-3 ≈ 𝟑𝝎𝟎) 

در  yو  xب( به ترتیب، اثر مقادیر مختلف نرخ کشیدگی در راستای  99-9الف( و ) 99-9های )در شکل

Ωفرکانس رزونانس مادون هارمونیک )-غیاب بستر الاستیک بر پاسخ دامنه ≈ 3𝜔0 نشان داده شده ،)

-ختس کاهش رفتار یابد.شوندگی در سیستم کاهش میاست. با افزایش نرخ کشیدگی، رفتار سخت

 یابد.غیرخطی در معادله حرکت معمولی، کاهش می یبدین معناست که ضریب جملهشوندگی 

فرکانس سیستم نشان داده شده است. همانگونه -( اثر حضور بستر بر پاسخ دامنه94-9در شکل )

مترین و کشود حالت بستر الاستیک خطی و بستر الاستیک غیرخطی، به ترتیب دارای که مشاهده می

 باشند.بیشترین رفتار سخت شوندگی می
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 )الف( )ب(

Ωهای پاسخ فرکانسی رزونانس مادون هارمونیک )اثر مقادیر نرخ کشیدگی بر منحنی .99-9شکل  ≈ 3𝜔0 برای )

 غشای مستطیلی هایپرالاستیک

(𝑘1 = 𝑘2 = 𝑘3 = 0, 𝜉 = 0.02,  𝑃𝑜 = 100 N/m2) 

 

Ωهای پاسخ فرکانسی رزونانس مادون هارمونیک )اثر بستر بر منحنی .94-9شکل  ≈ 3𝜔0 برای غشای مستطیلی )

 هایپرالاستیک

(𝑘1 = 50 N m3⁄ ,  𝑘2 = 20 N m3⁄ , 𝑘3 = 105 N m5,  𝛿𝑥 = 𝛿𝑦 = 1.02,  𝑃𝑜 = 100 N/m2⁄) 

سیستم بررسی شده است. فرکانس -های سختی خطی بر پاسخ دامنه، اثر پارامتر(95-9)در شکل 

𝑘2و بدون بستر الاستیک خطی های حالت = -سخت رفتار کمترینو  بیشترینبه ترتیب دارای  10

منجر به )پارامتر بستر پسترناک(  𝑘2)پارامتر بستر وینکلر( و  𝑘1باشند. افزایش مقدار شوندگی می

-بر پاسخ دامنه 𝑘3( اثر پارامتر سختی غیرخطی 96-9شکل ) شود.شوندگی میسخت رفتار کاهش
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شوندگی ، رفتار سخت𝑘3شود که با افزایش مقادیر مثبت دهد. مشاهده میفرکانس سیستم را نشان می

 شود.شوندگی میمنجر به کاهش رفتار سخت 𝑘3، افزایش مقادیر منفی یابد. همچنینافزایش می

 

Ωهای پاسخ فرکانسی رزونانس مادون هارمونیک )اثر پارامترهای سختی خطی بر منحنی .95-9شکل  ≈ 3𝜔0 )

 برای غشای مستطیلی هایپرالاستیک

(𝜉 = 0.02, 𝛿𝑥 = 𝛿𝑦 = 1.02,  𝑃𝑜 = 100 N/m2) 

 

Ωمادون هارمونیک )های پاسخ فرکانسی رزونانس اثر پارامتر سختی غیرخطی بر منحنی .96-9شکل  ≈ 3𝜔0 )

 برای غشای مستطیلی هایپرالاستیک

(𝜉 = 0.02, 𝛿𝑥 = 𝛿𝑦 = 1.02,  𝑃𝑜 = 100 N/m2) 

𝛀تحلیل رزونانس مافوق هارمونیک ) 3-3-7-4 ≈
𝟏

𝟓
𝝎𝟎) 

فرکانس رزونانس -در غیاب بستر الاستیک بر پاسخ دامنه yو  xاثر مقادیر نرخ کشیدگی در راستای 

Ωمافوق هارمونیک ) ≈
1

5
𝜔0 ،)ب( نشان داده شده است.  90-9الف( و ) 90-9های )به ترتیب در شکل
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شوندگی و مقدار پرش در سیستم کاهش ها، با افزایش نرخ کشیدگی، رفتار سختبا توجه به این شکل

 یابد.می

  
 )الف( )ب(

Ωرزونانس مافوق هارمونیک )های پاسخ فرکانسی اثر مقادیر نرخ کشیدگی بر منحنی .90-9شکل  ≈
1

5
𝜔0 برای )

 غشای مستطیلی هایپرالاستیک

(𝑘1 = 𝑘2 = 𝑘3 = 0, 𝜉 = 0.02, 𝑃𝑜 = 100 N/m2) 

فرکانس سیستم بررسی شده -، اثر پارامترهای سختی خطی بر پاسخ دامنه(92-9)با توجه به شکل 

𝑘2و  بدون بستر الاستیک خطیهای گردد حالتاست. مشاهده می = و  بیشترینبه ترتیب دارای  10

)پارامتر بستر  𝑘2)پارامتر بستر وینکلر( و  𝑘1افزایش مقدار  همچنینباشند. مقدار پرش می کمترین

 شود.شوندگی میسخت رفتار پرش و مقدارپسترناک( منجر به کاهش 

 دهد. با افزایشدامنه تحریک سیستم را نشان می-بر دامنه پاسخ پارامتر تنظیم( اثر 91-9شکل )

 یابد.مقدار پرش نیز افزایش می 𝜎 پارامتر تنظیم
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Ωهای پاسخ فرکانسی رزونانس مافوق هارمونیک )اثر پارامترهای سختی خطی بر منحنی .92-9شکل  ≈
1

5
𝜔0 )

 برای غشای مستطیلی هایپرالاستیک

(𝜉 = 0.02, 𝛿𝑥 = 𝛿𝑦 = 1.02, 𝑃𝑜 = 100 N/m2) 

 

Ωدامنه تحریک رزونانس مافوق هارمونیک )-های دامنه پاسخبر منحنی پارامتر تنظیماثر  .91-9شکل  ≈
1

5
𝜔0 )

 برای غشای مستطیلی هایپرالاستیک

(𝑘1 = 𝑘2 = 𝑘3 = 0,  𝜉 = 0.02, 𝛿𝑥 = 𝛿𝑦 = 1.02) 

بر  yو  xمقادیر مختلف نرخ کشیدگی در راستای  تأثیرب( به ترتیب  23-9الف( و ) 23-9های )شکل

شود که افزایش نرخ کشیدگی، افزایش دهد. مشاهده میدامنه تحریک سیستم را نشان می-دامنه پاسخ

 مقدار پرش را به همراه خواهد داشت.
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 )الف( )ب(

 نه تحریک رزونانس مافوق هارمونیکدام-پاسخهای دامنه اثر مقادیر نرخ کشیدگی بر منحنی .23-9شکل 

(Ω ≈
1

5
𝜔0برای غشای مستطیلی هایپرالاستیک ) (𝑘1 = 𝑘2 = 𝑘3 = 0, 𝜉 = 0.02) 

𝛀تحلیل رزونانس مادون هارمونیک ) 3-3-7-5 ≈ 𝟓𝝎𝟎) 

در  yو  xب( به ترتیب، اثر مقادیر مختلف نرخ کشیدگی در راستای  29-9الف( و ) 29-9های )در شکل

Ωفرکانس رزونانس مادون هارمونیک )-غیاب بستر الاستیک بر پاسخ دامنه ≈ 5𝜔0 نشان داده شده ،)

 یابد.شوندگی در سیستم کاهش میاست. با افزایش نرخ کشیدگی، رفتار سخت

  
 )الف( )ب(

Ωرزونانس مادون هارمونیک )های پاسخ فرکانسی اثر مقادیر نرخ کشیدگی بر منحنی .29-9شکل  ≈ 5𝜔0 برای )

 غشای مستطیلی هایپرالاستیک

(𝑘1 = 𝑘2 = 𝑘3 = 0, 𝜉 = 0.02,  𝑃𝑜 = 100 N/m2) 
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فرکانس سیستم بررسی شده است. در -(، اثر پارامترهای سختی خطی بر پاسخ دامنه22-9در شکل )

𝑘2های بدون بستر الاستیک خطی و حالت = -به ترتیب دارای بیشترین و کمترین رفتار سخت 10

)پارامتر بستر پسترناک(  𝑘2)پارامتر بستر وینکلر( و  𝑘1باشند. همچنین با افزایش مقدار شوندگی می

 یابد.شوندگی کاهش میرفتار سخت

 

Ωرزونانس مادون هارمونیک )های پاسخ فرکانسی اثر پارامترهای سختی خطی بر منحنی .22-9شکل  ≈ 5𝜔0 )

 برای غشای مستطیلی هایپرالاستیک

(𝜉 = 0.02, 𝛿𝑥 = 𝛿𝑦 = 1.02, 𝑃𝑜 = 100 N/m2) 
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𝛀تحلیل رزونانس مافوق هارمونیک ) 3-3-7-9 ≈
𝟏

𝟕
𝝎𝟎) 

فرکانس رزونانس -در غیاب بستر الاستیک بر پاسخ دامنه yو  xاثر مقادیر نرخ کشیدگی در راستای 

Ωمافوق هارمونیک ) ≈
1

7
𝜔0ب( نشان داده شده است.  29-9الف( و ) 29-9های )(، به ترتیب در شکل

شوندگی و مقدار پرش در سیستم کاهش ها، با افزایش نرخ کشیدگی، رفتار سختبا توجه به این شکل

 یابد.می

  
 )الف( )ب(

Ωهای پاسخ فرکانسی رزونانس مافوق هارمونیک )اثر مقادیر نرخ کشیدگی بر منحنی .29-9شکل  ≈
1

7
𝜔0 برای )

 غشای مستطیلی هایپرالاستیک

(𝑘1 = 𝑘2 = 𝑘3 = 0, 𝜉 = 0.02,  𝑃𝑜 = 100 N/m2) 

است. فرکانس سیستم بررسی شده -(، اثر پارامترهای سختی خطی بر پاسخ دامنه24-9در شکل )

𝑘2های بدون بستر الاستیک خطی و گردد حالتمشاهده می = به ترتیب دارای بیشترین و کمترین  10

 باشند.مقدار پرش می

)پارامتر بستر پسترناک( منجر به کاهش مقدار  𝑘2)پارامتر بستر وینکلر( و  𝑘1همچنین افزایش مقدار 

 شود.پرش می
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Ωهای پاسخ فرکانسی رزونانس مافوق هارمونیک )پارامترهای سختی خطی بر منحنیاثر  .24-9شکل  ≈
1

7
𝜔0 )

 کبرای غشای مستطیلی هایپرالاستی

(𝜉 = 0.02, 𝛿𝑥 = 𝛿𝑦 = 1.02,  𝑃𝑜 = 100 N/m2) 

𝛀تحلیل رزونانس مادون هارمونیک ) 3-3-7-2 ≈ 𝟕𝝎𝟎) 

در  yو  xب( به ترتیب، اثر مقادیر مختلف نرخ کشیدگی در راستای  25-9الف( و ) 25-9های )در شکل

Ωفرکانس رزونانس مادون هارمونیک )-غیاب بستر الاستیک بر پاسخ دامنه ≈ 7𝜔0 نشان داده شده ،)

 .یابدشوندگی در سیستم کاهش میاست. با افزایش نرخ کشیدگی، رفتار سخت

  
 )الف( )ب(

Ωهای پاسخ فرکانسی رزونانس مادون هارمونیک )اثر مقادیر نرخ کشیدگی بر منحنی .25-9شکل  ≈ 7𝜔0 برای )

 غشای مستطیلی هایپرالاستیک

(𝑘1 = 𝑘2 = 𝑘3 = 0, 𝜉 = 0.02,  𝑃𝑜 = 100 N/m2) 
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-دهد. حالتفرکانس سیستم را نشان می-(، اثر پارامترهای سختی خطی بر پاسخ دامنه26-9شکل )

𝑘2های بدون بسترالاستیک خطی و  =  شوندگیبه ترتیب دارای بیشترین و کمترین رفتار سخت 10

)پارامتر بستر پسترناک( منجر به کاهش مقدار  𝑘2)پارامتر بستر وینکلر( و  𝑘1باشند. افزایش مقدار می

 شود.شوندگی میسخت

 

Ωهای پاسخ فرکانسی رزونانس مادون هارمونیک )بر منحنیاثر پارامترهای سختی خطی  .26-9شکل  ≈ 7𝜔0 )

 برای غشای مستطیلی هایپرالاستیک

(𝜉 = 0.02, 𝛿𝑥 = 𝛿𝑦 = 1.02,  𝑃𝑜 = 100 N/m2) 

های مختلف حالت تک مود برای غشای مستطیلی هایپرالاستیک، های مربوط به رزونانسبا بیان تحلیل

 اند.آمده برای این حالت بیان شده به دستهای ، نتایج حاصل از تحلیل5در فصل 
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: تحلیل ارتعاشات غیرخطی غشای  
 مود ودمستطیلی هایپرالاستیک بر اساس 
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 گسسته سازی معادله حرکت بر اساس دو مود 4-1

و در د ارتعاشاتی عرض پاسخ ،حرکت معادلهسازی ، جهت گسستهزیر یدر این بخش باتوجه به رابطه

 :شوددرنظر گرفته می مود

𝑤(𝑥, 𝑦, 𝑡) = 𝑊1(𝑡)sin (
𝜋𝑥

𝐿𝑥𝑜
) sin (

3𝜋𝑦

𝐿𝑦𝑜
) + 𝑊2(𝑡)sin (

3𝜋𝑥

𝐿𝑥𝑜
) sin (

𝜋𝑦

𝐿𝑦𝑜
) (4-9) 

,𝑚) هایهای مربوط به موددامنهبه ترتیب  𝑊2(𝑡)و  𝑊1(𝑡) ،(9-4) یرابطه در 𝑛) = ,𝑚)و  (1,3) 𝑛) =

( و اعمال روش گلرکین، معادلات 94-2) ی( در رابطه9-4) ید. با جایگذاری رابطهنباشمی (3,1)

 :دنآیمی به دست غشای مستطیلی شده در جهت عرضی ارتعاشاتگسسته

𝑊̈1(𝑡) + 𝜇̂1𝑊̇1(𝑡) + 𝜔1
2𝑊1(𝑡) + 𝛼1𝑊1

3(𝑡) + 𝛼2𝑊1(𝑡)𝑊2
2(𝑡) + 𝛼3𝑊1

5(𝑡) 

            +𝛼4𝑊1(𝑡)𝑊2
4(𝑡) + 𝛼5𝑊1

2(𝑡)𝑊2
3(𝑡) + 𝛼6𝑊1

3(𝑡)𝑊2
2(𝑡) + 𝛼7𝑊1

7(𝑡) 

        +𝛼8𝑊1(𝑡)𝑊2
6(𝑡) + 𝛼9𝑊1

2(𝑡)𝑊2
5(𝑡) + 𝛼10𝑊1

3(𝑡)𝑊2
4(𝑡) + 𝛼11𝑊1

4(𝑡)𝑊2
3(𝑡) 

           +𝛼12𝑊1
5(𝑡)𝑊2

2(𝑡) = 𝜂̂1𝑃0cos(Ω𝑡 + 𝜏1) 

(4-2) 

𝑊̈2(𝑡) + 𝜇̂2𝑊̇2(𝑡) + 𝜔2
2𝑊2(𝑡) + 𝛽

1
𝑊2

3(𝑡) + 𝛽
2

𝑊2(𝑡)𝑊1
2(𝑡) + 𝛽

3
𝑊2

5(𝑡) 

            +𝛽4𝑊2(𝑡)𝑊1
4(𝑡) + 𝛽5𝑊2

2(𝑡)𝑊1
3(𝑡) + 𝛽6𝑊2

3(𝑡)𝑊1
2(𝑡) + 𝛽7𝑊2

7(𝑡) 

            +𝛽8𝑊2(𝑡)𝑊1
6(𝑡) + 𝛽9𝑊2

2(𝑡)𝑊1
5(𝑡) + 𝛽10𝑊2

3(𝑡)𝑊1
4(𝑡) + 𝛽11𝑊2

4(𝑡)𝑊1
3(𝑡) 

            +𝛽12𝑊2
5(𝑡)𝑊1

2(𝑡) = 𝜂̂2𝑃0cos(Ω𝑡 + 𝜏2) 

(4-9) 

,𝑚) هایهای طبیعی مربوط به مودبه ترتیب فرکانس 𝜔2و  𝜔1که  𝑛) = ,𝑚)و  (1,3) 𝑛) = (3,1) 

 باشند.می

 های چندگانهحل تحلیلی به روش مقیاس 4-7

 رزونانس ثانویه 4-7-1

های رزونانس ثانویه ارتعاشات غشای های چندگانه، یکی از حالتبخش با استفاده از روش مقیاسدر این 

-4ی )دهشمستطیلی هایپرالاستیک برای حالت دو مود ارائه شده است. در این تحلیل، معادلات گسسته
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( و 2-4)ی رخطیغ تمعادلا حل جهت. ]96[ اندغیرخطی سه درنظر گرفته شده ی( از درجه9-4( و )2

 :گردندیم فیتعر ی زیررابطه صورتبه دیجدی هاپارامتر (،4-9)

𝜇̂𝑖 = 𝜀2𝜇𝑖 (𝑖 = 1,2);  𝜂̂𝑖 = 𝜀𝜂𝑖  (𝑖 = 1,2) (4-4) 

𝜀 شده ذکر روابط و معادلات در ≪ ی گذاریجا با. است شده گرفته نظر در کوچکی کاف اندازه بهو  1

 :دنشویم لیتبد زیر تمعادلا به (9-4و) (2-4) تمعادلا ،(4-4) روابط

𝑊̈1(𝑡) + 𝜀2𝜇1𝑊̇1(𝑡) + 𝜔1
2𝑊1(𝑡) + 𝛼1𝑊1

3(𝑡) + 𝛼2𝑊1(𝑡)𝑊2
2(𝑡) + 𝛼3𝑊1

5(𝑡) 

            +𝛼4𝑊1(𝑡)𝑊2
4(𝑡) + 𝛼5𝑊1

2(𝑡)𝑊2
3(𝑡) + 𝛼6𝑊1

3(𝑡)𝑊2
2(𝑡) + 𝛼7𝑊1

7(𝑡) 

        +𝛼8𝑊1(𝑡)𝑊2
6(𝑡) + 𝛼9𝑊1

2(𝑡)𝑊2
5(𝑡) + 𝛼10𝑊1

3(𝑡)𝑊2
4(𝑡) + 𝛼11𝑊1

4(𝑡)𝑊2
3(𝑡) 

           +𝛼12𝑊1
5(𝑡)𝑊2

2(𝑡) = 𝜀𝜂1𝑃0cos(Ω𝑡 + 𝜏1) 

(4-5) 

𝑊̈2(𝑡) + 𝜀2𝜇2𝑊̇2(𝑡) + 𝜔2
2𝑊2(𝑡) + 𝛽1𝑊2

3(𝑡) + 𝛽2𝑊2(𝑡)𝑊1
2(𝑡) + 𝛽3𝑊2

5(𝑡) 

            +𝛽4𝑊2(𝑡)𝑊1
4(𝑡) + 𝛽5𝑊2

2(𝑡)𝑊1
3(𝑡) + 𝛽6𝑊2

3(𝑡)𝑊1
2(𝑡) + 𝛽7𝑊2

7(𝑡) 

            +𝛽8𝑊2(𝑡)𝑊1
6(𝑡) + 𝛽9𝑊2

2(𝑡)𝑊1
5(𝑡) + 𝛽10𝑊2

3(𝑡)𝑊1
4(𝑡) + 𝛽11𝑊2

4(𝑡)𝑊1
3(𝑡) 

            +𝛽12𝑊2
5(𝑡)𝑊1

2(𝑡) = 𝜀𝜂2𝑃0cos(Ω𝑡 + 𝜏2) 

(4-6) 

 :ارائه شده اندزیر  صورتبه( 6-4و )( 5-4) وابطضرایب ر

𝜔1
2 =

𝛿𝑥𝛿𝑦𝑘1

Γℎ
− 2

𝜋2𝐶1

𝐿𝑥𝑜
2Γ𝛿𝑥

4𝛿𝑦
2 − 18

𝜋2𝐶1

𝐿𝑦𝑜
2Γ𝛿𝑥

2𝛿𝑦
4 + 18

𝜋2𝐶1

𝐿𝑦𝑜
2Γ

+ 2
𝜋2𝐶1

𝐿𝑥𝑜
2Γ

+
𝛿𝑥𝛿𝑦𝜋2𝑘2

𝐿𝑥𝑜
2Γℎ

+ 9
𝛿𝑥𝛿𝑦𝜋2𝑘2

𝐿𝑦𝑜
2Γℎ

 

𝜔2
2 = 2

𝜋2𝐶1

𝐿𝑦𝑜
2Γ

+ 18
𝜋2𝐶1

𝐿𝑥𝑜
2Γ

+
𝛿𝑥𝛿𝑦𝑘1

Γℎ
+ 9

𝛿𝑥𝛿𝑦𝜋2𝑘2

𝐿𝑥𝑜
2Γℎ

+
𝛿𝑥𝛿𝑦𝜋2𝑘2

𝐿𝑦𝑜
2Γℎ

− 2
𝜋2𝐶1

𝐿𝑦𝑜
2Γ𝛿𝑥

2𝛿𝑦
4

− 18
𝜋2𝐶1

𝐿𝑥𝑜
2Γ𝛿𝑥

4𝛿𝑦
2 

(4-0) 

𝜇1 = 𝜇2 = −
𝐶

Γℎ
 

𝛼1 =
729𝜋4𝐶1

8𝐿𝑦𝑜
4Γ𝛿𝑥

2𝛿𝑦
6 +

9𝜋4𝐶1

8𝐿𝑥𝑜
4Γ𝛿𝑥

6𝛿𝑦
2 −

63𝜋4𝐶1

4𝐿𝑥𝑜
2𝐿𝑦𝑜

2Γ𝛿𝑥
4𝛿𝑦

4 +
81𝜋4𝐶1

8𝐿𝑥𝑜
2𝐿𝑦𝑜

2Γ𝛿𝑥
2 

         +
81𝜋4𝐶1

8𝐿𝑥𝑜
2𝐿𝑦𝑜

2Γ𝛿𝑦
2 +

9𝛿𝑥𝛿𝑦𝑘3

16Γℎ
+

9𝜋4𝐶1

8𝐿𝑥𝑜
4Γ𝛿𝑥

2 +
729𝜋4𝐶1

8𝐿𝑦𝑜
4Γ𝛿𝑦

2 
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𝛼2 =
3𝛿𝑥𝛿𝑦𝑘3

4Γℎ
+

27𝜋4𝐶1

2𝐿𝑥𝑜
4Γ𝛿𝑥

2 +
27𝜋4𝐶1

2𝐿𝑦𝑜
4Γ𝛿𝑦

2 −
41𝜋4𝐶1

𝐿𝑥𝑜
2𝐿𝑦𝑜

2Γ𝛿𝑥
4𝛿𝑦

4 +
27𝜋4𝐶1

2𝐿𝑦𝑜
4Γ𝛿𝑥

2𝛿𝑦
6

         +
27𝜋4𝐶1

2𝐿𝑥𝑜
4Γ𝛿𝑥

6𝛿𝑦
2 +

243𝜋4𝐶1

2𝐿𝑥𝑜
2𝐿𝑦𝑜

2Γ𝛿𝑥
2 +

3𝜋4𝐶1

2𝐿𝑥𝑜
2𝐿𝑦𝑜

2Γ𝛿𝑦
2

 

𝛼3 =
243𝜋6𝐶1

16𝐿𝑥𝑜
2𝐿𝑦𝑜

4Γ𝛿𝑥
2𝛿𝑦

2 +
27𝜋6𝐶1

16𝐿𝑥𝑜
4𝐿𝑦𝑜

2Γ𝛿𝑥
2𝛿𝑦

2 +
1215𝜋6𝐶1

32𝐿𝑥𝑜
2𝐿𝑦𝑜

4Γ𝛿𝑦
4

           +
135𝜋6𝐶1

32𝐿𝑥𝑜
4𝐿𝑦𝑜

2Γ𝛿𝑥
4 +

15𝜋6𝐶1

32𝐿𝑥𝑜
6Γ𝛿𝑥

4 +
10935𝜋6𝐶1

32𝐿𝑦𝑜
6Γ𝛿𝑦

4

 

𝛼4 =
19683𝜋6𝐶1

32𝐿𝑥𝑜
4𝐿𝑦𝑜

2Γ𝛿𝑥
4 +

27𝜋6𝐶1

32𝐿𝑥𝑜
2𝐿𝑦𝑜

4Γ𝛿𝑦
4 +

2187𝜋6𝐶1

32𝐿𝑥𝑜
6Γ𝛿𝑥

4 +
243𝜋6𝐶1

32𝐿𝑦𝑜
6Γ𝛿𝑦

4

           +
27𝜋6𝐶1

16𝐿𝑥𝑜
4𝐿𝑦𝑜

2Γ𝛿𝑥
2𝛿𝑦

2 +
243𝜋6𝐶1

16𝐿𝑥𝑜
2𝐿𝑦𝑜

4Γ𝛿𝑥
2𝛿𝑦

2

 

𝛼5 = −
729𝜋6𝐶1

64𝐿𝑦𝑜
6Γ𝛿𝑦

4 −
729𝜋6𝐶1

64𝐿𝑥𝑜
6Γ𝛿𝑥

4 −
2241𝜋6𝐶1

64𝐿𝑥𝑜
2𝐿𝑦𝑜

4Γ𝛿𝑦
4 +

12879𝜋6𝐶1

64𝐿𝑥𝑜
4𝐿𝑦𝑜

2Γ𝛿𝑥
4

          +
675𝜋6𝐶1

32𝐿𝑥𝑜
2𝐿𝑦𝑜

4Γ𝛿𝑥
2𝛿𝑦

2 +
1755𝜋6𝐶1

32𝐿𝑥𝑜
4𝐿𝑦𝑜

2Γ𝛿𝑥
2𝛿𝑦

2

 

𝛼6 =
243𝜋6𝐶1

16𝐿𝑥𝑜
2𝐿𝑦𝑜

4Γ𝛿𝑦
4 +

243𝜋6𝐶1

16𝐿𝑥𝑜
6Γ𝛿𝑥

4 +
2187𝜋6𝐶1

16𝐿𝑦𝑜
6Γ𝛿𝑦

4 +
2187𝜋6𝐶1

16𝐿𝑥𝑜
4𝐿𝑦𝑜

2Γ𝛿𝑥
4

           +
3321𝜋6𝐶1

8𝐿𝑥𝑜
2𝐿𝑦𝑜

4Γ𝛿𝑥
2𝛿𝑦

2 +
369𝜋6𝐶1

8𝐿𝑥𝑜
4𝐿𝑦𝑜

2Γ𝛿𝑥
2𝛿𝑦

2

 

𝛼7 =
1575𝜋8𝐶1

2048𝐿𝑥𝑜
6𝐿𝑦𝑜

2Γ𝛿𝑥
6 +

127575𝜋8𝐶1

2048𝐿𝑥𝑜
2𝐿𝑦𝑜

6Γ𝛿𝑦
6 +

175𝜋8𝐶1

2048𝐿𝑥𝑜
8Γ𝛿𝑥

6 +
1148175𝜋8𝐶1

2048𝐿𝑦𝑜
8Γ𝛿𝑦

6

            +
3645𝜋8𝐶1

2048𝐿𝑥𝑜
4𝐿𝑦𝑜

4Γ𝛿𝑥
2𝛿𝑦

4 +
405𝜋8𝐶1

2048𝐿𝑥𝑜
6𝐿𝑦𝑜

2Γ𝛿𝑥
4𝛿𝑦

2 +
32805𝜋8𝐶1

2048𝐿𝑥𝑜
2𝐿𝑦𝑜

6Γ𝛿𝑥
2𝛿𝑦

4

           +
3645𝜋8𝐶1

2048𝐿𝑥𝑜
4𝐿𝑦𝑜

4Γ𝛿𝑥
4𝛿𝑦

2

 

𝛼8 = −
2781𝜋8𝐶1

512𝐿𝑥𝑜
4𝐿𝑦𝑜

4Γ𝛿𝑥
2𝛿𝑦

4 +
891𝜋8𝐶1

512𝐿𝑥𝑜
2𝐿𝑦𝑜

6Γ𝛿𝑥
2𝛿𝑦

4 +
13851𝜋8𝐶1

512𝐿𝑥𝑜
6𝐿𝑦𝑜

2Γ𝛿𝑥
4𝛿𝑦

2

            +
8019𝜋8𝐶1

512𝐿𝑥𝑜
4𝐿𝑦𝑜

4Γ𝛿𝑥
4𝛿𝑦

2 +
76545𝜋8𝐶1

512𝐿𝑥𝑜
8Γ𝛿𝑥

6 +
945𝜋8𝐶1

512𝐿𝑦𝑜
8(Γ)𝛿𝑦

6

 

            +
688905𝜋8𝐶1

512𝐿𝑥𝑜
6𝐿𝑦𝑜

2Γ𝛿𝑥
6 +

905𝜋8𝐶1

512𝐿𝑥𝑜
2𝐿𝑦𝑜

6Γ𝛿𝑦
6 
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𝛼9 = −
54675𝜋8𝐶1

1024𝐿𝑥𝑜
8Γ𝛿𝑥

6 −
6075𝜋8𝐶1

1024𝐿𝑦𝑜
8Γ𝛿𝑦

6 +
965925𝜋8𝐶1

1024𝐿𝑥𝑜
6𝐿𝑦𝑜

2Γ𝛿𝑥
6 −

18675𝜋8𝐶1

1024𝐿𝑥𝑜
2𝐿𝑦𝑜

6Γ𝛿𝑦
6

           +
158679𝜋8𝐶1

1024𝐿𝑥𝑜
6𝐿𝑦𝑜

2Γ𝛿𝑥
4𝛿𝑦

2 +
351𝜋8𝐶1

1024𝐿𝑥𝑜
2𝐿𝑦𝑜

6Γ𝛿𝑥
2𝛿𝑦

4 −
9801𝜋8𝐶1

1024𝐿𝑥𝑜
4𝐿𝑦𝑜

4Γ𝛿𝑥
2𝛿𝑦

4

          +
47871𝜋8𝐶1

1024𝐿𝑥𝑜
4𝐿𝑦𝑜

4Γ𝛿𝑥
4𝛿𝑦

2

 

𝛼10 =
3645𝜋8𝐶1

512𝐿𝑥𝑜
2𝐿𝑦𝑜

6Γ𝛿𝑦
6 +

32805𝜋8𝐶1

512𝐿𝑦𝑜
8Γ𝛿𝑦

6 +
32805𝜋8𝐶1

512𝐿𝑥𝑜
8Γ𝛿𝑥

6 +
295245𝜋8𝐶1

512𝐿𝑥𝑜
6𝐿𝑦𝑜

2Γ𝛿𝑥
6

               +
535815𝜋8𝐶1

512𝐿𝑥𝑜
4𝐿𝑦𝑜

4Γ𝛿𝑥
4𝛿𝑦

2 +
40095𝜋8𝐶1

512𝐿𝑥𝑜
2𝐿𝑦𝑜

6Γ𝛿𝑥
2𝛿𝑦

4

 

               +
4455𝜋8𝐶1

512𝐿𝑥𝑜
4𝐿𝑦𝑜

4Γ𝛿𝑥
2𝛿𝑦

4 +
59535𝜋8𝐶1

512𝐿𝑥𝑜
6𝐿𝑦𝑜

2Γ𝛿𝑥
4𝛿𝑦

2 

𝛼11 = −
10125𝜋8𝐶1

1024𝐿𝑥𝑜
8Γ𝛿𝑥

6 −
91125𝜋8𝐶1

1024𝐿𝑦𝑜
8Γ𝛿𝑦

6 −
172125𝜋8𝐶1

1024𝐿𝑥𝑜
2𝐿𝑦𝑜

6Γ𝛿𝑦
6 +

70875𝜋8𝐶1

1024𝐿𝑥𝑜
6𝐿𝑦𝑜

2Γ𝛿𝑥
6

            +
224721𝜋8𝐶1

1024𝐿𝑥𝑜
4𝐿𝑦𝑜

4Γ𝛿𝑥
4𝛿𝑦

2 +
123201𝜋8𝐶1

1024𝐿𝑥𝑜
2𝐿𝑦𝑜

6Γ𝛿𝑥
2𝛿𝑦

4 +
167049𝜋8𝐶1

1024𝐿𝑥𝑜
4𝐿𝑦𝑜

4Γ𝛿𝑥
2𝛿𝑦

4

            +
15129𝜋8𝐶1

1024𝐿𝑥𝑜
6𝐿𝑦𝑜

2Γ𝛿𝑥
4𝛿𝑦

2

 

𝛼12 =
18315𝜋8𝐶1

512𝐿𝑥𝑜
6𝐿𝑦𝑜

2Γ𝛿𝑥
6 +

25515𝜋8𝐶1

512𝐿𝑥𝑜
2𝐿𝑦𝑜

6Γ𝛿𝑦
6 +

2835𝜋8𝐶1

512𝐿𝑥𝑜
8Γ𝛿𝑥

6 +
229635𝜋8𝐶1

512𝐿𝑦𝑜
8Γ𝛿𝑦

6

           +
379809𝜋8𝐶1

512𝐿𝑥𝑜
2𝐿𝑦𝑜

6Γ𝛿𝑥
2𝛿𝑦

4 +
55161𝜋8𝐶1

512𝐿𝑥𝑜
4𝐿𝑦𝑜

4Γ𝛿𝑥
2𝛿𝑦

4

 

          +
4449𝜋8𝐶1

512𝐿𝑥𝑜
6𝐿𝑦𝑜

2Γ𝛿𝑥
4𝛿𝑦

2 +
65961𝜋8𝐶1

512𝐿𝑥𝑜
4𝐿𝑦𝑜

4Γ𝛿𝑥
4𝛿𝑦

2 

𝜂1 = 𝜂2 = −
16𝛿𝑥𝛿𝑦

3Γℎ𝜋2
 

𝛽1 = −
63𝜋4𝐶1

4𝐿𝑥𝑜
2𝐿𝑦𝑜

2Γ𝛿𝑥
4𝛿𝑦

4 +
9𝜋4𝐶1

8𝐿𝑦𝑜
4Γ𝛿𝑦

2 +
9𝛿𝑥𝛿𝑦𝑘3

16Γℎ
+

729𝜋4𝐶1

8𝐿𝑥𝑜
4Γ𝛿𝑥

2 +
729𝜋4𝐶1

8𝐿𝑥𝑜
4Γ𝛿𝑥

6𝛿𝑦
2

          +
81𝜋4𝐶1

8𝐿𝑥𝑜
2𝐿𝑦𝑜

2Γ𝛿𝑥
2 +

81𝜋4𝐶1

8𝐿𝑥𝑜
2𝐿𝑦𝑜

2Γ𝛿𝑦
2 +

9𝜋4𝐶1

8𝐿𝑦𝑜
4Γ𝛿𝑥

2𝛿𝑦
6

 

𝛽2 =
27𝜋4𝐶1

2𝐿𝑥𝑜
4Γ𝛿𝑥

6𝛿𝑦
2 +

3𝜋4𝐶1

2𝐿𝑥𝑜
2𝐿𝑦𝑜

2Γ𝛿𝑥
2 +

243𝜋4𝐶1

2𝐿𝑥𝑜
2𝐿𝑦𝑜

2Γ𝛿𝑦
2 +

27𝜋4𝐶1

2𝐿𝑦𝑜
4Γ𝛿𝑥

2𝛿𝑦
6

           −41
𝜋4𝐶1

𝐿𝑥𝑜
2𝐿𝑦𝑜

2Γ𝛿𝑥
4𝛿𝑦

4 +
27𝜋4𝐶1

2𝐿𝑥𝑜
4Γ𝛿𝑥

2 +
3𝛿𝑥𝛿𝑦𝑘3

4Γℎ
+

27𝜋4𝐶1

2𝐿𝑦𝑜
4Γ𝛿𝑦

2
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𝛽3 =
27𝜋6𝐶1

16𝐿𝑥𝑜
2𝐿𝑦𝑜

4Γ𝛿𝑥
2𝛿𝑦

2 +
243𝜋6𝐶1

16𝐿𝑥𝑜
4𝐿𝑦𝑜

2Γ𝛿𝑥
2𝛿𝑦

2 +
10935𝜋6𝐶1

32𝐿𝑥𝑜
6Γ𝛿𝑥

4

          +
15𝜋6𝐶1

32𝐿𝑦𝑜
6Γ𝛿𝑦

4 +
135𝜋6𝐶1

32𝐿𝑥𝑜
2𝐿𝑦𝑜

4Γ𝛿𝑦
4 +

1215𝜋6𝐶1

32𝐿𝑥𝑜
4𝐿𝑦𝑜

2Γ𝛿𝑥
4

 

𝛽4 =
27𝜋6𝐶1

32𝐿𝑥𝑜
4𝐿𝑦𝑜

2Γ𝛿𝑥
4 +

19683𝜋6𝐶1

32𝐿𝑥𝑜
2𝐿𝑦𝑜

4Γ𝛿𝑦
4 +

243𝜋6𝐶1

16𝐿𝑥𝑜
4𝐿𝑦𝑜

2Γ𝛿𝑥
2𝛿𝑦

2

          +
27𝜋6𝐶1

16𝐿𝑥𝑜
2𝐿𝑦𝑜

4Γ𝛿𝑥
2𝛿𝑦

2 +
2187𝜋6𝐶1

32𝐿𝑦𝑜
6Γ𝛿𝑦

4 +
243𝜋6𝐶1

32𝐿𝑥𝑜
6Γ𝛿𝑥

4

 

𝛽5 = −
729𝜋6𝐶1

64𝐿𝑥𝑜
6Γ𝛿𝑥

4 −
729𝜋6𝐶1

64𝐿𝑦𝑜
6Γ𝛿𝑦

4 +
675𝜋6𝐶1

32𝐿𝑥𝑜
4𝐿𝑦𝑜

2Γ𝛿𝑥
2𝛿𝑦

2

          +
1755𝜋6𝐶1

32𝐿𝑥𝑜
2𝐿𝑦𝑜

4Γ𝛿𝑥
2𝛿𝑦

2 −
2241𝜋6𝐶1

64𝐿𝑥𝑜
4𝐿𝑦𝑜

2Γ𝛿𝑥
4 +  

12879𝜋6𝐶1

64𝐿𝑥𝑜
2𝐿𝑦𝑜

4Γ𝛿𝑦
4

 

𝛽6 =
2187𝜋6𝐶1

16𝐿𝑥𝑜
6Γ𝛿𝑥

4 +
3321𝜋6𝐶1

8𝐿𝑥𝑜
4𝐿𝑦𝑜

2Γ𝛿𝑥
2𝛿𝑦

2 +
369𝜋6𝐶1

8𝐿𝑥𝑜
2𝐿𝑦𝑜

4Γ𝛿𝑥
2𝛿𝑦

2

         +
243𝜋6𝐶1

16𝐿𝑦𝑜
6Γ𝛿𝑦

4 +
2187𝜋6𝐶1

16𝐿𝑥𝑜
2𝐿𝑦𝑜

4Γ𝛿𝑦
4 +

243𝜋6𝐶1

16𝐿𝑥𝑜
4𝐿𝑦𝑜

2Γ𝛿𝑥
4

 

𝛽7 =
175𝜋8𝐶1

2048𝐿𝑦𝑜
8Γ𝛿𝑦

6 +
1148175𝜋8𝐶1

2048𝐿𝑥𝑜
8Γ𝛿𝑥

6 +
127575𝜋8𝐶1

2048𝐿𝑥𝑜
6𝐿𝑦𝑜

2Γ𝛿𝑥
6 +

1575𝜋8𝐶1

2048𝐿𝑥𝑜
2𝐿𝑦𝑜

6Γ𝛿𝑦
6

            +
32805𝜋8𝐶1

2048𝐿𝑥𝑜
6𝐿𝑦𝑜

2Γ𝛿𝑥
4𝛿𝑦

2 +
3645𝜋8𝐶1

2048𝐿𝑥𝑜
4𝐿𝑦𝑜

4Γ𝛿𝑥
4𝛿𝑦

2 +
3645𝜋8𝐶1

2048𝐿𝑥𝑜
4𝐿𝑦𝑜

4Γ𝛿𝑥
2𝛿𝑦

4

           +
405𝜋8𝐶1

2048𝐿𝑥𝑜
2𝐿𝑦𝑜

6Γ𝛿𝑥
2𝛿𝑦

4

 

𝛽8 =
891𝜋8𝐶1

512𝐿𝑥𝑜
6𝐿𝑦𝑜

2Γ𝛿𝑥
4𝛿𝑦

2 +
8019𝜋8𝐶1

512𝐿𝑥𝑜
4𝐿𝑦𝑜

4Γ𝛿𝑥
2𝛿𝑦

4 +
13851𝜋8𝐶1

512𝐿𝑥𝑜
2𝐿𝑦𝑜

6Γ𝛿𝑥
2𝛿𝑦

4

          −
2781𝜋8𝐶1

512𝐿𝑥𝑜
4𝐿𝑦𝑜

4Γ𝛿𝑥
4𝛿𝑦

2 +
905𝜋8𝐶1

512𝐿𝑥𝑜
6𝐿𝑦𝑜

2Γ𝛿𝑥
6 +

688905𝜋8𝐶1

512𝐿𝑥𝑜
2𝐿𝑦𝑜

6Γ𝛿𝑦
6

 

          +
945𝜋8𝐶1

512𝐿𝑥𝑜
8Γ𝛿𝑥

6 +
76545𝜋8𝐶1

512𝐿𝑦𝑜
8Γ𝛿𝑦

6 

𝛽9 = −
54675𝜋8𝐶1

1024𝐿𝑦𝑜
8Γ𝛿𝑦

6 −
6075𝜋8𝐶1

1024𝐿𝑥𝑜
8Γ𝛿𝑥

6 +
158679𝜋8𝐶1

1024𝐿𝑥𝑜
2𝐿𝑦𝑜

6Γ𝛿𝑥
2𝛿𝑦

4

           −
9801𝜋8𝐶1

1024𝐿𝑥𝑜
4𝐿𝑦𝑜

4Γ𝛿𝑥
4𝛿𝑦

2 +
351𝜋8𝐶1

1024𝐿𝑥𝑜
6𝐿𝑦𝑜

2Γ𝛿𝑥
4𝛿𝑦

2 +
47871𝜋8𝐶1

1024𝐿𝑥𝑜
4𝐿𝑦𝑜

4Γ𝛿𝑥
2𝛿𝑦

4

 

          +
965925𝜋8𝐶1

1024𝐿𝑥𝑜
2𝐿𝑦𝑜

6Γ𝛿𝑦
6 −

18675𝜋8𝐶1

1024𝐿𝑥𝑜
6𝐿𝑦𝑜

2Γ𝛿𝑥
6 
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𝛽10 =
32805𝜋8𝐶1

512𝐿𝑦𝑜
8Γ𝛿𝑦

6 +
4455𝜋8𝐶1

512𝐿𝑥𝑜
4𝐿𝑦𝑜

4Γ𝛿𝑥
4𝛿𝑦

2 +
40095𝜋8𝐶1

512𝐿𝑥𝑜
6𝐿𝑦𝑜

2Γ𝛿𝑥
4𝛿𝑦

2

             +
535815𝜋8𝐶1

512𝐿𝑥𝑜
4𝐿𝑦𝑜

4Γ𝛿𝑥
2𝛿𝑦

4 +
59535𝜋8𝐶1

512𝐿𝑥𝑜
2𝐿𝑦𝑜

6Γ𝛿𝑥
2𝛿𝑦

4 +
3645𝜋8𝐶1

512𝐿𝑥𝑜
6𝐿𝑦𝑜

2Γ𝛿𝑥
6

 

            +
32805𝜋8𝐶1

512𝐿𝑥𝑜
8Γ𝛿𝑥

6 +
295245𝜋8𝐶1

512𝐿𝑥𝑜
2𝐿𝑦𝑜

6Γ𝛿𝑦
6 

𝛽11 =
15129𝜋8𝐶1

1024𝐿𝑥𝑜
2𝐿𝑦𝑜

6Γ𝛿𝑥
2𝛿𝑦

4 +
123201𝜋8𝐶1

1024𝐿𝑥𝑜
6𝐿𝑦𝑜

2Γ𝛿𝑥
4𝛿𝑦

2 +
167049𝜋8𝐶1

1024𝐿𝑥𝑜
4𝐿𝑦𝑜

4Γ𝛿𝑥
4𝛿𝑦

2

            +
224721𝜋8𝐶1

1024𝐿𝑥𝑜
4𝐿𝑦𝑜

4Γ𝛿𝑥
2𝛿𝑦

4 −
172125𝜋8𝐶1

1024𝐿𝑥𝑜
6𝐿𝑦𝑜

2Γ𝛿𝑥
6 +

70875𝜋8𝐶1

1024𝐿𝑥𝑜
2𝐿𝑦𝑜

6Γ𝛿𝑦
6

            −
91125𝜋8𝐶1

1024𝐿𝑥𝑜
8Γ𝛿𝑥

6 −
10125𝜋8𝐶1

1024𝐿𝑦𝑜
8Γ𝛿𝑦

6

 

𝛽12 =
55161𝜋8𝐶1

512𝐿𝑥𝑜
4𝐿𝑦𝑜

4Γ𝛿𝑥
4𝛿𝑦

2 +
379809𝜋8𝐶1

512𝐿𝑥𝑜
6𝐿𝑦𝑜

2Γ𝛿𝑥
4𝛿𝑦

2 +
4449𝜋8𝐶1

512𝐿𝑥𝑜
2𝐿𝑦𝑜

6Γ𝛿𝑥
2𝛿𝑦

4

            +
65961𝜋8𝐶1

512𝐿𝑥𝑜
4𝐿𝑦𝑜

4Γ𝛿𝑥
2𝛿𝑦

4 +
25515𝜋8𝐶1

512𝐿𝑥𝑜
6𝐿𝑦𝑜

2Γ𝛿𝑥
6 +

18315𝜋8𝐶1

512𝐿𝑥𝑜
2𝐿𝑦𝑜

6𝑣𝛿𝑦
6

 

           +
2835𝜋8𝐶1

512𝐿𝑦𝑜
8Γ𝛿𝑦

6 +
229635𝜋8𝐶1

512𝐿𝑥𝑜
8Γ𝛿𝑥

6 

 ریز صورتبه (6-4( و )5-4برای معادلات ) های چندگانهبر اساس روش مقیاس ستمیس پاسخ ،ادامه در

 :شودیم داده بسط

W1(𝑡, 𝜀) = 𝜀𝑊11(𝑇0, 𝑇2) + 𝜀3𝑊13(𝑇0, 𝑇2) + ⋯ (4-2) 

W2(𝑡, 𝜀) = 𝜀𝑊21(𝑇0, 𝑇2) + 𝜀3𝑊23(𝑇0, 𝑇2) + ⋯ (4-1) 

( حذف شده است. دو مقیاس 1-4( و )2-4از روابط ) O (𝜀3)به دلیل اثر غیرخطی در  𝑇1که مقیاس 

 :دنشویم گرفته نظر در ریز صورتبه 𝑇2و  𝑇0زمانی 

𝑇𝑛 = 𝜀𝑛𝑡,     𝑛 = 0,2 (4-93) 

، 𝜀3و  𝜀 مختلف بیضرا دادن قرار صفر برابر و (6-4و ) (5-4در ) (1-4و ) (2-4) وابطبا جایگذاری ر

 :ندیآیم دست به ریز معادلات

 :𝜀 برای
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𝐷0
2𝑊11 + 𝜔1

2𝑊11 = 𝜂1𝑃0cos(Ω𝑇0 + 𝜏1)

𝐷0
2𝑊21 + 𝜔2

2𝑊21 = 𝜂2𝑃0cos(Ω𝑇0 + 𝜏2)
 (4-99) 

 :𝜀3 برای

𝐷0
2𝑊13 + 𝜔1

2𝑊13 = −2𝐷0𝐷2𝑊11 − 𝜇1𝐷0𝑊11 

                                     −𝛼1𝑊11
3 − 𝛼2𝑊11𝑊21

2  

𝐷0
2𝑊23 + 𝜔2

2𝑊23 = −2𝐷0𝐷2𝑊21 − 𝜇2𝐷0𝑊21 

                                     −𝛽1𝑊21
3 − 𝛽2𝑊21𝑊11

2  

(4-92) 

 بالا:که در روابط 

𝐷𝑛 =
𝜕

𝜕𝑇𝑛
,     𝑛 = 0,2 (4-99) 

 :استارائه شده  زیر صورتبه( 99-4) تمعادلای عموم جواب

𝑊11 = 𝐴1(𝑇2)e𝑖𝜔1𝑇0 + Λ1(𝑇2)e𝑖 (Ω𝑇0+𝜏1) + 𝑐. 𝑐.

𝑊21 = 𝐴2(𝑇2)e𝑖𝜔2𝑇0 + Λ2(𝑇2)e𝑖 (Ω𝑇0+𝜏2) + 𝑐. 𝑐.
 (4-94) 

.𝑐که  𝑐 همچنینباشد. مربوط به مزدوج مختلط می یجمله ،بالا یدر معادله Λ𝑖(𝑖 =  صورتبه (1,2

 :گرددزیر ارائه می

Λ1 =
𝜂1𝑃0

2(𝜔1
2 − Ω2)

Λ2 =
𝜂2𝑃0

2(𝜔2
2 − Ω2)

 (4-95) 

𝜴  رزونانس 4-7-1-1 ≈ 𝟐𝝎𝟐 + 𝝎𝟏 

𝛺ی برای تحلیل رزونانس ثانویه ،در این بخش ≈ 2𝜔2 + 𝜔1، پارامتر تنظیم 𝜎 گردد که معرفی می

2𝜔2به  Ωنزدیک بودن  + 𝜔1 زیر درنظر گرفته  صورتبهفرکانس تحریک  ،بنابراین .کندرا بیان می

 ود:شیم

𝛺 = 2𝜔2 + 𝜔1 + 𝜀2𝜎 (4-96) 
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برای حذف جملاتی که منجر به ایجاد د و نگرد( جایگذاری می92-4) در (96-4و ) (94-4) وابطر حال

𝑒𝑥ضرایب  ،شوندنامحدود و سکولار در پاسخ سیستم می یجمله 𝑝(𝑖𝜔1𝑇0)  و𝑒𝑥𝑝 (𝑖𝜔2𝑇0) صورتبه 

 :شوندزیر برابر صفر قرار داده می

2𝑖𝜔1𝐴′
1 + 𝐴1(𝑖𝜇1𝜔1 + 6Λ1

2𝛼1 + 3𝐴1𝐴̅1𝛼1 + 2𝛼2𝐴2𝐴̅2 + 2Λ2
2𝛼2) 

                +Λ1e𝑖(𝜎𝑇2+𝜏1)𝐴̅2
2𝛼2 = 0 

2𝑖𝜔2𝐴′2 + 𝐴2(𝑖𝜔2𝜇2 + 2𝛽2Λ1
2 + 2𝛽2𝐴1𝐴̅1 + 3𝐴2𝐴̅2𝛽1 + 6𝛽1Λ2

2) 

                +2Λ1𝐴̅1𝐴̅2e𝑖(𝜎𝑇2+𝜏1)𝛽2 = 0 

(4-90) 

 گردد:قطبی زیر تعریف میشکل به  A(، 90-4) یمعادله برای حل

𝐴1 =
1

2
𝑎1𝑒𝑖𝜃1 ,   𝐴̅1 =

1

2
𝑎1𝑒−𝑖𝜃1

𝐴2 =
1

2
𝑎2𝑒𝑖𝜃2 ,   𝐴̅2 =

1

2
𝑎2𝑒𝑖𝜃2

 (4-92) 

 باشند.حقیقی می 𝜃2(𝑇2)و  𝑎1(𝑇2) ، 𝜃1(𝑇2) ،𝑎2(𝑇2)که 

 وی موهوم وی قیحقی هابخشی جداساز سپس و( 90-4) یرابطه در (92-4) یمعادله یگذاریجابا 

 :دنشویم حاصلزیر  روابط ها،آن دادن قرار صفر برابر

𝑎′1 = −
1

2
𝑎1𝜇1 −

Λ1𝑎2
2𝛼2

4𝜔1
sin(−2𝜃2 − 𝜃1 + 𝜎𝑇2 + 𝜏1) (4-91) 

𝑎1𝜃′1 =
𝑎1

𝜔1
(3Λ1

2𝛼1 +
1

4
𝑎2

2𝛼2 +
3

8
𝛼1𝑎1

2 + Λ2
2𝛼2) 

             +
Λ1𝑎2

2𝛼2

4𝜔1
cos(−2𝜃2 − 𝜃1 + 𝜎𝑇2 + 𝜏1) 

(4-23) 

𝑎′2 = −
1

2
𝑎2𝜇2 −

Λ1𝑎1𝑎2𝛽2

2𝜔2
sin(−2𝜃2 − 𝜃1 + 𝜎𝑇2 + 𝜏1) (4-29) 

𝑎2𝜃′2 =
𝑎2

2𝜔2
(2𝛽2Λ1

2 +
3

4
𝑎2

2𝛽1 +
1

2
𝛽2𝑎1

2 + 3𝛽1Λ2
2) 

             +
Λ1𝑎1𝑎2𝛽2

2𝜔2
cos(−2𝜃2 − 𝜃1 + 𝜎𝑇2 + 𝜏1) 

(4-22) 

 گردد:زیر تعریف می صورتبه( 𝛾زاویه فاز جدید )

γ = −2𝜃2 − 𝜃1 + 𝜎𝑇2 + 𝜏1 (4-29) 
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 گردند:سیستم خودگردان زیر تبدیل می صورتبه( 22-4) تا( 91-4بنابراین، معادلات )

𝑎′1 = −
1

2
𝑎1𝜇1 −

Λ1𝑎2
2𝛼2

4𝜔1

sinγ (4-24) 

𝑎1γ′ = (𝜎 −
3Λ1

2𝛼1

𝜔1

−
Λ2

2𝛼2

𝜔1
) 𝑎1 −

𝑎1𝑎2
2𝛼2

4𝜔1

−
3𝛼1𝑎1

3

8𝜔1

−
Λ1𝑎2

2𝛼2

4𝜔1

cosγ (4-25) 

𝑎′2 = −
1

2
𝑎2𝜇2 −

Λ1𝑎1𝑎2𝛽2

2𝜔2

sinγ (4-26) 

𝑎2γ′ = (𝜎 −
2Λ1

2𝛽2

𝜔2

−
3Λ2

2𝛽1

𝜔2
) 𝑎2 −

3𝑎2
3𝛽1

4𝜔2

−
𝑎2𝛽2𝑎1

2

2𝜔2

−
Λ1𝑎1𝑎2𝛽2

𝜔2

cos(𝛾) (4-20) 

𝑎𝑛که  هنگامی
′ = 𝛾′ =  توان بهها، دهد. لذا با برابر صفر قرار دادن آنرخ می حرکت حالت پایاشد، با 0

𝛺برای رزونانس  یفرکانس پاسخ تمعادلا بالا، معادلات طرف دو و سپس جمع رساندن دو ≈ 2𝜔2 +

𝜔1 دنگردیم حاصل ریز صورتبه: 

[𝜇
1

2 + (𝜎 −
3Λ1

2𝛼1

𝜔1

−
𝑎2

2𝛼2

4𝜔1

−
3𝛼1𝑎1

2

8𝜔1

−
Λ2

2𝛼2

𝜔1

)

2

] 4𝑎1
2 =

1

4𝜔1
2 Λ1

2𝑎2
4𝛼2

2 (4-22) 

[𝜇
2

2 + (𝜎 −
2Λ1

2𝛽
2

𝜔2

−
3𝑎2

2𝛽
1

4𝜔2

−
𝛽

2
𝑎1

2

2𝜔2

−
3Λ2

2𝛽
1

𝜔2

)

2

] 𝑎2
2 =

Λ1
2𝑎2

4𝛼2
2

𝜔2
2  (4-21) 

 نتایج 4-3

𝜴رزونانس  تحلیلاعتبارسنجی  4-3-1 ≈ 𝟐𝝎𝟐 + 𝝎𝟏 

 یشینپبا یکی از کارهای  این فصلهای ارائه شده در صحت نتایج، پاسخ در این بخش به منظور بررسی

ین ای ب. بدین منظور، مقایسههایپرالاستیک مقایسه شده است مستطیلی در زمینه ارتعاش غشای

-برای مدل مونی ]90[حاضر و نتایج موجود در مرجع  یآمده در مطالعه به دستهای طبیعی فرکانس

این  در های طبیعیای دیگر بین فرکانسمقایسه همچنین ارائه شده است. (9-4ریولین در جدول )

هوکین با شرایط مرزی چهار لبه ثابت در جدول -برای غشای نئو ]90[و نتایج موجود در مرجع  تحقیق
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با دقت مناسبی با نتایج موجود  بخششود نتایج ارائه شده در این ملاحظه می( انجام شده است. 4-2)

 مطابقت دارند. ]90[و  ]90[جع ادر مر

 (rad/s)های طبیعی غشای مستطیلی هایپرالاستیک بر حسب . مقایسه بین فرکانس9-4جدول 

 (ℎ = 0.001 m, 𝐿𝑥𝑜 = 1.5 m, 𝐿𝑦𝑜 = 1 m, Γ = 1200 kg/m3, 𝑘1 = 105 N m3⁄  

 𝐶1 = 0.1361 MPa, 𝐶2 = 0.00806 MPa). 

𝛿𝑥 𝛿𝑦 𝑚 = 1,   𝑛 = 3  𝑚 = 3,   𝑛 = 1 

 )%( اختلاف ]90[مرجع  پژوهش  )%(اختلاف ]90[ مرجع پژوهش  

32/9 32/9 49/211 61/212 25/3  93/210 03/216 99/3 

32/9 35/9 06/930 49/936 49/3  09/932 95/932 91/3 

32/9 32/9 95/995 59/999 50/3  99//932 91/930 24/3 

35/9 32/9 12/935 22/934 94/3  91/939 03/932 29/3 

32/9 32/9 31/992 01/993 42/3  93/931 96/932 93/3 

9/9 9/9 90/995 02/992 09/3  11/926 60/925 43/3 

9/9 5/9 22/911 49/915 10/3  29/924 25/922 96/3 

5/9 5/9 11/451 56/450 59/3  53/440 90/446 21/3 

5/9 3/2 32/525 25/522 49/3  92/599 29/592 30/3 

3/2 3/2 44/511 29/511 34/3  95/521 34/521 32/3 

 

 (rad/s) هوکین بر حسب-های طبیعی غشای مستطیلی نئو. مقایسه بین فرکانس2-4جدول 

 (ℎ = 0.001 m, 𝐿𝑥𝑜 = 1.5 m, 𝐿𝑦𝑜 = 1 m, Γ = 1200 kg/m3, 𝐶1 = 0.17 MPa). 

𝑚 𝑛 اختلاف )%( ]90[مرجع  پژوهش 

9 9 59/962 59/962 33/3 

9 9 25/992 25/992 33/3 
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𝜴 تحلیل رزونانس 4-3-7 ≈ 𝟐𝝎𝟐 + 𝝎𝟏 

𝛺به تحلیل رزونانس  ،اکنون در این بخش ≈ 2𝜔2 + 𝜔1  برای غشای مستطیلی هایپرالاستیک پرداخته

بستر  خطی و غیرخطی یپارامترهادر ادامه اثر نرخ کشیدگی، دامنه تحریک خارجی و  شده است.

مشخصات  در فصل قبل، (2-9) جدول مطابق همچنین. گرددبررسی می غشا بر رفتار ارتعاشی کیالاست

𝛺تحلیل رزونانس ، جهت غشاو پارامترهای مشخص  هندسی ≈ 2𝜔2 + 𝜔1 گیرد.مورد استفاده قرار می 

 فرکانس-در غیاب بستر الاستیک بر پاسخ دامنهx (𝛿𝑥 )مقادیر مختلف نرخ کشیدگی در راستای  تأثیر

𝛺 ثانویهرزونانس  ≈ 2𝜔2 + 𝜔1 ( نمایش داده شده 9-4) ، در شکلغشای مستطیلی هایپرالاستیک

,𝑚)است. پاسخ فرکانسی برای مودهای اول ) 𝑛) = ,𝑚)( و دوم )(1,3) 𝑛) = ( به ترتیب در (3,1)

 𝜎در مقادیر کم  شود،همانطور که مشاهده می ( نشان داده شده است.ب 9-4) و (الف 9-4)های شکل

یابد ، پرش در نمودار کاهش می𝛿𝑥(، با افزایش الف 9-4با توجه به شکل ) .افتداتفاق میپرش  یپدیده

رفتار  (،ب 9-4در شکل ) 𝛿𝑥با افزایش مقادیر  همچنینگردند. ها به سمت چپ منتقل میو منحنی

 سخت شوندگی در سیستم کاهش یافته است.

غیرخطی بستر  جمله( در حضور 𝛿𝑥) x(، اثر مقادیر مختلف نرخ کشیدگی در راستای 2-4در شکل )

𝛺فرکانس رزونانس -( بر پاسخ دامنه𝑘3الاستیک ) ≈ 2𝜔2 + 𝜔1 بررسی شده است. با در نظر گرفتن ،

شوندگی در سیستم افزایش یافته است و (، رفتار سخت9-4و مقایسه با شکل ) 𝑘3پارامتر غیرخطی 

ب( کاهش  2-4بین دو اکسترمم در منحنی ها در شکل ) ییابد. همچنین فاصلهمقدار پرش کاهش می

 یابد.می
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 )الف( )ب(

فرکانس رزونانس ثانویه -در غیاب بستر الاستیک بر پاسخ دامنه xدر راستای  اثر مقادیر نرخ کشیدگی .9-4شکل 

𝛺 ≈ 2𝜔2 + 𝜔1  غشای مستطیلی هایپرالاستیک 

(𝑘1 = 𝑘2 = 𝑘3 = 0, 𝜉 = 0.02, 𝑃𝑜 = 2500 N/m2, 𝛿𝑦 = 1.02) 

 

  

 )الف( )ب(

-( بر پاسخ دامنه𝑘3غیرخطی بستر الاستیک ) جملهحضور  در xاثر مقادیر نرخ کشیدگی در راستای  .2-4شکل 

𝛺فرکانس رزونانس ثانویه  ≈ 2𝜔2 + 𝜔1  غشای مستطیلی هایپرالاستیک 

(𝑘1 = 𝑘2 = 0, 𝑘3 = 105, 𝜉 = 0.02, 𝑃𝑜 = 2500 N/m2, 𝛿𝑦 = 1.02) 

فرکانس رزونانس -( در غیاب بستر الاستیک بر پاسخ دامنه𝛿𝑦) yاثر مقادیر نرخ کشیدگی در راستای 

𝛺 ≈ 2𝜔2 + 𝜔1 ( نشان داده شده است. مشابه تحلیل اثر نرخ کشیدگی 9-4در شکل )𝛿𝑥،  با افزایش

𝛿𝑦 ، 9-4با توجه به شکل ) همچنینشوندگی در سیستم کاهش یافته است. رفتار سختپرش و مقدار 
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وابسته است،  𝛿𝑦مقدار دامنه ماکزیمم ارتعاشات به شدت به مقدار ، 𝛿𝑥 و در مقایسه با تحلیل اثر (الف

 گردد.دامنه ماکزیمم ارتعاشات با شدت بیشتری کم می ،𝛿𝑦که با افزایش مقدار به طوری

  

 )الف( )ب(

فرکانس رزونانس ثانویه -در غیاب بستر الاستیک بر پاسخ دامنه yاثر مقادیر نرخ کشیدگی در راستای  .9-4شکل 

𝛺 ≈ 2𝜔2 + 𝜔1  غشای مستطیلی هایپرالاستیک 

(𝑘1 = 𝑘2 = 𝑘3 = 0, 𝜉 = 0.02, 𝑃𝑜 = 2500 N/m2, 𝛿𝑥 = 1.02)) 

( قابل مشاهده 4-4( در شکل )𝑃𝑜رفتار ارتعاشی غشا در اثر مقادیر مختلف دامنه تحریک خارجی )

، مقادیر (𝑃𝑜)شود که با افزایش مقدار دامنه تحریک ( مشاهده میالف 4-4به شکل )با توجه باشد. می

باعث افزایش ، 𝑃𝑜افزایش مقدار  همچنینیابد. پرش و دامنه ماکزیمم ارتعاشات در نمودار افزایش می

 گردد.( میب 4-4و فاصله بین دو اکسترمم در شکل )شوندگی رفتار سخت

فرکانس نشان داده شده است. -بر پاسخ دامنه (𝑘1پارامتر سختی خطی وینکلر )(، اثر 5-4در شکل)

یابد. ، مقدار پرش در نمودار کاهش می𝑘1شود، با افزایش الف( مشاهده می 5-4همانگونه که در شکل )

ب( و تمایل نمودار در کشش به محور  5-4در شکل ) 𝑘1شود که با افزایش مقادیر همچنین مشاهده می

𝜎 =  یابد.شوندگی نیز کاهش می، رفتار سخت0
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 )الف( )ب(

𝛺فرکانس رزونانس ثانویه -بر پاسخ دامنه( 𝑃𝑜اثر مقادیر مختلف دامنه تحریک خارجی ) 4-4شکل  ≈ 2𝜔2 + 𝜔1 

 غشای مستطیلی هایپرالاستیک 

(𝑘1 = 𝑘2 = 𝑘3 = 0, 𝜉 = 0.02, 𝛿𝑥 = 𝛿𝑦 = 1.02) 

 

  

 )الف( )ب(

𝛺فرکانس رزونانس ثانویه -بر پاسخ دامنه (𝑘1پارامتر سختی خطی وینکلر )اثر  .5-4شکل  ≈ 2𝜔2 + 𝜔1  غشای

 مستطیلی هایپرالاستیک

(𝑘2 = 𝑘3 = 0, 𝜉 = 0.02, 𝛿𝑥 = 𝛿𝑦 = 1.02, 𝑃𝑜 = 2500 N/m2) 

𝛺فرکانس رزونانس -بر پاسخ دامنه (𝑘2پارامتر سختی خطی پسترناک ) تأثیر ≈ 2𝜔2 + 𝜔1  در

گردد، ه میملاحظ الف( 6-4در شکل ) همانطور که. باشدمی به خوبی قابل مشاهده و بررسی( 6-4شکل)

یابد. کاهش می به شدت در نمودار و دامنه ماکزیمم ارتعاشات ر پرشادی، مق𝑘2 مقادیر افزایشحضور و با 

𝜎و تمایل نمودار در کشش به محور  𝑘2با افزایش مقادیر (، ب 6-4به شکل ) با توجه همچنین = 0 ،
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 یابد.شوندگی نیز کاهش میرفتار سخت

  

 )الف( )ب(

𝛺فرکانس رزونانس ثانویه -بر پاسخ دامنه (𝑘2پارامتر سختی خطی پسترناک ) اثر .6-4شکل  ≈ 2𝜔2 + 𝜔1 

 غشای مستطیلی هایپرالاستیک

(𝑘1 = 𝑘3 = 0, 𝜉 = 0.02, 𝛿𝑥 = 𝛿𝑦 = 1.02, 𝑃𝑜 = 2500 N/m2) 

در غیاب پارامترهای خطی بستر بر ( 𝑘3)(، اثر مقادیر پارامتر سختی غیرخطی وینکلر 0-4در شکل )

𝛺برای رزونانس  فرکانس-پاسخ دامنه ≈ 2𝜔2 + 𝜔1 ( الف 0-4بررسی شده است. با توجه به شکل )

 یابد. از طرفی دیگر با افزایش، پرش در نمودار کاهش می𝑘3مقادیر مثبت  شود که با افزایشمشاهده می

( ملاحظه ب 0-4همانطور که در شکل ) همچنین یابد.، پرش در نمودار افزایش می𝑘3مقادیر منفی 

کاهش در نمودار به ترتیب افزایش و  شوندگیرفتار سخت، 𝑘3 و منفی گردد، با افزایش مقادیر مثبتمی

 یابد.می
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 )الف( )ب(

𝛺فرکانس رزونانس ثانویه -بر پاسخ دامنه( 𝑘3پارامتر سختی غیرخطی وینکلر ) اثر 0-4شکل  ≈ 2𝜔2 + 𝜔1 

 غشای مستطیلی هایپرالاستیک

(𝑘1 = 𝑘2 = 0, 𝜉 = 0.02, 𝛿𝑥 = 𝛿𝑦 = 1.02, 𝑃𝑜 = 2500 N/m2) 

های مختلف حالت دو مود برای غشای مستطیلی هایپرالاستیک، های مربوط به رزونانسبا بیان تحلیل

 اند.آمده برای این حالت ارائه شده به دستهای در فصل بعد، نتایج حاصل از تحلیل
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 هاو پیشنهاد : نتایج 
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 نتایج 5-1

-وینکلر بر بستر الاستیک نامه، تحلیل ارتعاشات غیرخطی غشای مستطیلی هایپرالاستیکدر این پایان

بررسی شد. با استفاده از تئوری غشا با فرض خارجی گسترده و یکنواخت  تحت فشارپسترناک، 

انرژی  هوکین،-هایپرالاستیک نئو تغییرشکل محدود و با تعیین تابع چگالی انرژی کرنشی مدل ساختاری

لاستیک ا با نظر گرفتن واکنش بستر ،جنبشی وکار ناشی از بارگذاری یکنواخت گسترده و فشار یکنواخت

آوردن معادلات دیفرانسیل حاکم سه بعدی دستاز اصل هامیلتون برای بهآمد.  به دستو اثر میرایی، 

 زیبا درنظر گرفتن خو  اسازی با عنوان روش گلرکینهای مجز. با استفاده از یکی از روششداستفاده 

 تبه معادلا در جهت عرضی حرکت ی با مشتقات جزئیخطریغ ه حرکتمعادل، تک مود و دو مود

ه حل معادل جهتچندگانه  هایاسیروش مقاز سپس  .زمان تبدیل گردید یدر حوزه یمعمول لیفرانسید

 تک مود و دو مود هایاولیه و ثانویه برای حالتهای معمولی غیرخطی و تحلیل رزونانس لیفرانسید

 بیضر ،یخارج کیدامنه تحر ،یدگیهمچون نرخ کش یمختلف هایپارامتراثر  ،در نهایتشد.  استفاده

 یرفتار ارتعاش بر روی σ پارامتر تنظیماثر  همچنینو  کیبستر الاست ی(، پارامترهاییرای)نسبت مییرایم

ها و نمودارهای مختلف منحنی و بررسی شدهای مختلف در رزونانسمستطیلی هایپرالاستیک  غشای

برای دو حالت تک مود و دو آمده از این مطالعه  به دستنتایج  از . برخیآمد به دستپاسخ فرکانسی 

 :باشندزیر می صورتبهمود 

 گیری بر اساس تک مودنتیجه 5-1-1

 رزونانس اولیه 5-1-1-1

  یابد.پارامتر بستر غیرخطی، رفتار سخت شوندگی افزایش میبا افزایش ضریب 

 شود.افزایش دامنه تحریک موجب افزایش مقیاس نمودارها و در نتیجه افزایش مقدار پرش می 
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 شود.افزایش نسبت میرایی باعث کاهش دامنه و در نتیجه کاهش مقدار پرش می 

   با افزایش نرخ کشیدگی در راستایx ارتعاشات،  یدر غیاب بستر الاستیک در رزونانس اولیه

 یابد.شوندگی کاهش میسخت

  پارامتر تنظیمبا افزایش دامنه تحریک، -در منحنی دامنه پاسخ 𝜎یابد.، مقدار پرش نیز افزایش می 

 های مافوق و مادون هارمونیکرزونانس 5-1-1-7

  با افزایش نرخ کشیدگی در راستایx  وy شوندگیها، سختدر غیاب بستر الاستیک در تمام رزونانس 

 یابد.در سیستم کاهش می

 و  نبیشتریو بستر الاستیک خطی به ترتیب دارای  بسترالاستیک غیرخطیهای غشا در حالت

 باشد.شوندگی میسخت رفتار کمترین

 های مختلف، افزایش مقدار در رزونانس𝑘1  پارامتر بستر وینکلر( و(𝑘2  )پارامتر بستر پسترناک(

 شود.شوندگی و پدیده پرش میسخت رفتار منجر به کاهش

 های مافوق و مادون هارمونیک )در رزونانس𝛺 ≈
1

3
𝜔0( و )𝛺 ≈ 3𝜔0 با افزایش مقدار مثبت )𝑘3 

-سخت ،𝑘3یابد و با افزایش مقدار منفی شوندگی افزایش می)پارامتر سختی غیرخطی(، سخت

 یابد.شوندگی کاهش می

 پارامتر تنظیمدامنه تحریک سیستم با افزایش -در منحنی دامنه پاسخ 𝜎 مقدار پرش نیز افزایش ،

 یابد.می

 دامنه تحریک سیستم با افزایش نرخ کشیدگی در راستای -در منحنی دامنه پاسخx  وy  در غیاب

 یابد.بستر الاستیک، مقدار پرش نیز افزایش می



 

13 

 

 نتیجه گیری بر اساس دو مود 5-1-7

𝜴رزونانس  5-1-7-1 ≈ 𝟐𝝎𝟐 + 𝝎𝟏 

  افزایش مقادیر نرخ کشیدگی در راستایx  وy شوندگی منجر به کاهش مقدار پرش و رفتار سخت

 شود.می

  با در نظر گرفتن پارامتر غیرخطی بستر𝑘3 شوندگی و و مقایسه با حالت بدون بستر، رفتار سخت

 یابد.مقدار پرش به ترتیب افزایش و کاهش می

  ماکزیمم دامنه ارتعاشات به شدت به مقادیر مختلف نرخ کشیدگی در راستایy  وابسته است. به

 شود.منجر به کاهش شدید ماکزیمم دامنه ارتعاشات می 𝛿𝑦طوری که افزایش مقادیر 

  رفتار  همچنینبا افزایش مقادیر دامنه تحریک خارجی، مقدار پرش، ماکزیمم دامنه ارتعاشات و

 یابد.در سیستم افزایش میشوندگی سخت

  افزایش مقادیر( پارامتر سختی خطی وینکلر𝑘1منجر به کاهش مقدار پرش و رفتار سخت ،) شوندگی

 شود.می

  افزایش مقادیر( پارامتر سختی خطی پسترناک𝑘2 منجر به کاهش شدید مقدار پرش، ماکزیمم ،)

 شود.شوندگی میدامنه ارتعاشات و رفتار سخت

  مقادیر مثبت پارامتر غیرخطی بستر)افزایش𝑘3 > (، منجر به کاهش مقدار پرش و افزایش رفتار 0

𝑘3، افزایش مقادیر منفی پارامتر غیرخطی بستر)همچنینشود. شوندگی میسخت < (، منجر به 0

  شود.شوندگی میرفتار سخت کاهشمقدار پرش و  افزایش
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 هاپیشنهاد 5-7

ر د توان تحلیل را بر اساس موارد زیرشده در این پایان نامه، میی تحقیقاتی پیشنهاد ی زمینهدر ادامه

 نظر گرفت:

 ریولین-مونی مدل ساختاری همچون ،های ساختاری هایپرالاستیکمدل دیگر استفاده از -9

 چ و ولاسوفبورودی-همچون بستر کلوین، فیلوننکو ،مختلف دیگربسترهای الاستیک  در نظر گرفتن -2

 گرادیان دما به صورت خطی و یا سهمویتحلیل با شرط وجود یک  -9
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Abstract 
In this thesis, the nonlinear vibrations of a rectangular hyperelastic membrane resting on 

nonlinear Winkler-Pasternak elastic foundation subjected to uniformly distributed external 

pressure is investigated. The membrane is composed of an incompressible, homogeneous 
and isotropic material. The elastic foundation includes two Winkler and Pasternak linear 

terms and a Winkler term with cubic nonlinearity. Using the theory of thin hyperelastic 

membrane assuming the finite deformations and Hamilton’s principle, the governing 

equations are obtained. Also, according to the strain energy function for neo-Hookean 

hyperelastic constitutive law, the kinetic energy, the work of uniform distributed force and 

pressure and the effects of damping are determined. By applying Galerkin’s method and 

considering the transverse displacement in one and two modes, the nonlinear partial 

differential equation of motion in the transversal direction is transformed to the ordinary 

differential equations. Then, utilizing the method of multiple scales, the primary and 

secondary resonances for the oscillations in one and two modes are analyzed. Finally, the 

effect of the various parameters such as the stretching ratios, excitation amplitude, damping 

ratio, stiffness parameters of the elastic foundation, and also the detuning parameter on the 

vibration behavior of a rectangular hyperelastic membrane is investigated. 
 
Keywords: Rectangular hyperelastic membrane, Neo-Hookean constitutive model, 

Resonance analysis, Nonlinear Winkler-Pasternak elastic foundation, Primary resonance, 

Secondary resonance, Method of multiple scales 
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