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 مقدمه 1-1

 دنیایفیزیکی در که هستند هاسازه انواع ترینمتنوع و ترینازفراوان ای،پوسته هایسازه یا1هاپوسته

 اجزای ونیز یواناتح و هاانسان سر یجمجمه مانند طبیعی اشکال در هاپوسته.شوندمی پیدا ما اطراف

مانند اندام محافظ مختلف: در مصنوعی اشکال در شوند؛می مشاهده صدف و لاک جانوری صنایع

 و یخودروهابدنه ها،لوله ها،سقف همانند: فضا و هوا نظامی، خودروسازی، نیروگاهی، ساختمانی،

.شوندمی تولید هاسفینه و هاموشک ها، کنندهپرتاب و هاپرتابه هواپیماها،

مطلوبیت بهتناسب.گیرندمی قرار هاسازه تکاملی یمرتبه بالاترین در شده، وارد لنگرهای و نیروها

یلحلت برای موجود تقریبی-یلیحلت های باشد.روشمی اهمیّت حائز نیز آنها یلحلت پیچیدگی رفتاری،

-ها،پوستهپوسته انواع میان د.ازدهنمی تشکیل را هاپوسته تئوری که است فرضیاتی اساس بر هاپوسته

گونه این رفتار یبرخوردارند.مطالعه تریویژهاهمیّت از کاربرد، فراوانی دلیل به وکرویایاستوانه های

-دانش.دارد ادامه همچنان و بوده دانشمندان توّجه مورد امروز به تا دور چندان نه یگذشته از هاپوسته

 رادر آنها مقاومت بتوانند که اندبوده هاپوسته یمادهّ و هندسه روی بر تتغییرا اعمال پیگیر پژوهان

دهند. کاهش را آنها وزن امکان، درصورت و افزایش حرارتی و مکانیکی هایتنش انواع برابر

 ها پوسته 1-2

هاهادربرابرسایرابعادشانکوچکاست.پوستههاییخمیدههستندکهضخامتآنازهس [1]هاپوسته

رفتاری نظر مطلوبیتویژاز شده لنگرهایوارد و نیروها برابر مطالعههدر ازایدارند. یاینرفتار

توّجهاین،پژوهشگرانزیادیقرارگرفتهوبهدلیلکاربردفراوانتوّجهچنداندورمورداینهگذشته

همچنانادامهدارد.

                                                 
1shells 
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 ها انواع پوسته 1-2-1

 .ورفتاریبررسیکردمادّیدیدگاههندسی،ازتوانرامیهاپوستهکلّیبهطور

 از دیدگاه هندسی -الف

یدرامتدادخطراستخارجازصفحهمادیّازانتقالیکمنحنییاسطح :1نتقالایحاصلازپوسته

شود.قوسحاصلمی

2یحاصلازدورانپوسته
واقعدرصمادّیازدورانیکمنحنییاسطح: یقوسفحهحولمحور

شود.تشکیلمی

1ایکهنسبتضخامتبهشعاعانحنایسطحمیانیآنکمترازپوسته:3یجدارنازکپوسته

20
 اشد.ب

 ایکهنسبتضخامتبهشعاعانحنایسطحمیانیآنبیشتراز:پوسته4پوستهجدارضخیم
1

20
باشد.

 یماداز دیدگاه  -ب

5یهمگنپوسته موقعیتدهّمامکانیکیخوّاص: تابع و بوده نقاطمختلفآنیکسان در یپوسته،

باشد.نمی

6ناهمگنیپوسته یپوسته،درنقاطمختلفآنیکساننبودهوتابعموقعیتمادهّمکانیکیخوّاص:

باشد.می

یپوسته،درجهاتمربوطبههرنقطه،یکساناست.مادهّمکانیکیخوّاص:7یهمسانگردپوسته

یپوسته،درجهاتمربوطبههرنقطه،یکساننست.مادهّمکانیکیخوّاص:8ناهمسانگردیپوسته

                                                 
1Shell of Translation 

2Shell of Revolution 

3Thin Walled Shell 

4Tick Walled Shell 

5Homogeneous Shell 

6Inhomogeneous Shell 

7Isotropic Shell 

8Anisotropic Shell 
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 از دیدگاه رفتاری -ج

وبدونبارگذاری،نقطهازپوستهبینشرایطبارگذاریجاییهر:جابه1پوستهباتغییرشکلکوچک

چکاست.کو

تغییرشکلبزرگ با جابه2پوسته پوستهبینش: نقطهاز بدونبارگذاری،گذارایطبارجاییهر ریو

.کوچکنیست

کرنشازقانونعمومیهوک-تنشیمعادلههابازگشتپذیرندو:تغییرشکل3پوستهبارفتارکشسان

د.کنپیرویمی

مومسان رفتار با شکل4پوسته تغییر : و بازگشتناپذیرند قانونعمومی-تنشیمعادلهها کرنشاز

.کندهوکپیروینمی

 های جدار نازک تئوری پوسته 1-3

 تئوری.باشدمی20/1از کوچکترR میانی سطح شعاع بهhپوسته ضخامت نسبت نازک، هایپوسته در

 دلیلکوچک به کلیّ طور است.به شده بنا خطی یالاستیسیته تئوری مبنای بر هاپوسته از دسته این

 سازیباساده بلکه شود؛نمی استفاده بعدی سه یالاستیسیته تئوری دیگر، ابعاد به نسبت بعد یک بودن

 آورند.دقتدستمیهب نازک هایپوسته یلحلّت برای تقریبی-یلیحلّت هایروش الاستیسیته، هارابطه

 را فرضیات لیندارد.اوّ الاستیسیته هارابطه سازیساده یدرجه به بستگی شده هارائ هایتئوری نتایج

.شد گرفته کارهب هاپوسته بسطتئوری در آن از پس که کرد هئارا هاقور یدرباره(1850)5کیرشهف

                                                 
1Small Deformation 

2Large Deformation 
3Elastic Behavior 

4Plastic Behavior 
5Kirchhoff 
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2نبود.لوو کامل وی اماکار کرد، کیرشهفمعرفیفرضیات بر مبتنی را هاپوسته تئوری (1874)1ارون

 هایپوسته کلاسیک تئوری عنوان به اکنون کردکه هارائ را نازک هایپوسته عمومی معادلات (1888)

3رایسنر.است کیرشهفمشهور-لووتئوری یا نازک
-پوسته یلحلتتلووفرضیا از استفاده (با1912) 

نمود. هارائ را4متقارنمحوری دوران از حاصل های

کرد: بندیتقسیم گونهیناهب توانمی را نازک هایپوسته عمومی تئوری

 غشایی تئوری(صفر یمرتبه تقریب با تئوری -1
5
( 

6خمشی تئوری(یک یبهمرت تقریب با تئوری -2
( 

 غشایی تئوری 1-3-1

8تار یک مکانیکی، دیدگاه از7غشاء
 )نیروهایغشایی(محوری نیروهای تواندمی فقط که است بعدی دو 

 توانندلنگرهاینمی فیزیکی نظر از و است کم خیلی آنها9خمشی سختی که هاییپوسته. کند لتحمّ را

 نازک، هایاغلبپوسته در داخلی نیروهای شوند.میدانمی یللحت تئوری این با کنند، تحمل را خمشی

 ایستایی تأمینتعادل برای غشایی نیروهای جهت ایناز و شود می تشکیل غشایی نیروهای از عمدتاً

 جاییجابه غشایی، تئوری در.است معین ایستایی نظر از پوسته دیگر عبارتی به و هستند کافی پوسته

10ایصفحهتنش حالت در لمسائ و توصیف میانی سطح جاییجابه با پوسته
11ایصفحهکرنش و 

 با 

[.1شوند] می یلحلشعاعی،ت راستای در عمودی کرنش و عمودی تنش از پوشیچشم
                                                 
1Aron 
2Love  

3Reissner 
4Axisymmetric Shell of Revolution 

5Membrane Theory 

6Bending Theory 

7Membrane 

8String 

9Bending Stiffness 
10Plane Stress 

11Plane Strain 
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 خمشی تئوری 1-3-2

و برشی نیروهای محوری، نیروهای بر علاوه که است بعدی دو2تیر یک مکانیکی، دیدگاه از1ورق

از و باشند توّجه قابل آنها خمشی سختی که هاییکند.پوسته تحمل تواندمی نیز را خمشی لنگرهای

مقدماتی یشوند.فرضیهمی یلحلت تئوری این با کنند، تحمل را خمشی لنگرهای بتوانند فیزیکی نظر

ناویرتوس تیرها درتوسط سپس و هارائ3ط لوو شد داده تعمیم هاورق مورد کیرشهف  باهمینو

.نمود بندیصورت را خمشی وریتئ فرضیات،

باه و نیساتند کاافی خمشی نیروهای آوردن دستهب برای تنهایی به تعادل معادلات کلّی، حالت در

جااییجابه با پوسته جاییجابه نیز، خمشی تئوری است.در نامعین ایستایی نظر از پوسته دیگر، عبارتی

تکلاسایک(رافرضایا )تئاوریخمشی ریتئو و غشایی تئوری شود.فرضیاتتوصیفمیمیانی سطح

[:1از] عبارتند که نامندکیرشهفمی-لوو

 یپوسته(است کوچک واحد، با مقایسه در میانی سطح انحنای شعاع به پوسته ضخامت نسبت-1

؛)نازک

؛)کوچک خیز(هستند کوچک پوسته، ضخامت با مقایسه در خیزها-2

پوشیاست چشم قابل تنش، هایمؤلفه سایر به نسبت میانی سطح بر عمود تنش یمؤلفه-3

؛)ایصفحه تنش(

 و همچنانمستوی شکل، تغییر و بارگذاری از پس پوسته، میانی سطح بر عمود مستوی مقاطع -4

 نظر در صفر میانی، برسطح عمود کرنش یمؤلفه و برشی یهاکرنش فرض، این مانند.بامی باقی عمود

 .)ایصفحه کرنش(شوندمی گرفته

                                                 
1Plate 

2Beam 

3Navier 
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 های جدار ضخیم ئوری پوستهت 1-4

-دقیقاستوانه حلّ ،2(PETبعدی) دو یالاستیسیته تئوری از استفاده با (1852)1لامه بار اولین

 را همسانگردو همگن یمادهّ از داخلی یکنواخت فشار تحت ثابت جدار با محوری متقارن ضخیم های

که2کرد] هارائ 3گالرکین. است داشته فراوانی کاربرد مهندسی فمختل لمسائ حلّ در نیز تاکنون [،

4ولاسف.دستآوردهب الاستیسیته اساسی معادلات از استفاده با را ضخیم هایپوسته هارابطه(1930)

کرد. هارائ ضخیم هایبرایپوسته یحلّ قابل معادلات خطی، یالاستیسیته تئوری از استفاده با(1949)

5برشی شکل تئوریتغییر دورانی، اینرسی و عرضی رشب اثر لحاظ با (1956)نقدی
هایپوسته برای را 

-مرتبه برشی شکل تغییر تئوری کارگیریهب با (1958)6هرمان و [.میرسکی3نمود] گذاریپایه ضخیم

ضخیمایاستوانه هایپوسته ارتعاشی یلحلّت ل،اوّ ی گرینس4کردند] هئارا را جدار  (1960)7پن[.

[.5نمود] مقایسه ضخیم و نازک هایپوسته مختلف هایباتئوری را ضخیم یاستوانه یویژه مقادیر

کرد: بندیتقسیم گونهیناهب توانمی را ضخیم هایپوسته عمومی تئوری

مستوی یالاستیسیته تئوری-1

 برشی شکل تغییر تئوری-2

 (PET)ی مستوی تئوری الاستیسیته 1-4-1

را مجهول 15 نتوامی که وجوددارد معادله 15 بعدی، سه یستیسیتهالا تئوری در کلیّ طور به

جابه-)کرنشسینماتیک یمعادله شش )تنش(،تعادل یمعادله سه از: عبارتند معادلات آورد؛ دستهب

                                                 
1Lame 
2Plane Elasticity Theory 

3Galerkin 
4Vlassov 

5Shear Deformation 
6Mirsky-Hermann 
7Greenspon 
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و  عبارتند مجهولات و کرنش(-رفتاری)تنش یمعادلهششجایی(  )تانسورتنش یمؤلفهششاز:

جایی(.جابه )بردارجاییجابه یمؤلفه سه و کرنش( متقارن )تانسور یکرنشهمؤلف شش تنش(، متقارن

 و کندمی توصیف کامل طور به را هاپوسته رفتاری مشخصات بعدیهرچند سه یالاستیسیته تئوری

-امکان آنها کارگیریهب عملاً و باشدمی پیچیده بسیار آن معادلات حلّ ولیشود می دقیق حلّ به منجر

با یرناپذ  دو یالاستیسیته تئوری و داد کاهش را بالا معادلات توانمی ایشوندهفرضیاتساده است.

ت را )مستوی(بعدی کرویهایاستوانهپوسته یلحلّبرای  یالاستیسیته تئوری در.برد کارهبایو

 تغییر و فشار اعمال از ،پسپوسته مرکزی محور بر عمود مستوی مقاطع که شود می فرض مستوی،

 برشی تنش و برشی حقیقتکرنش در.مانندمی باقی پوسته محور بر عمود و مستوی همچنان شکل،

پوسته از نقطه هر جاییجابه هاینازک،پوسته کلاسیک تئوری برخلاف اما شودمی گرفته نظر در صفر

ایننمی گرفته نظر در میانی سطح جاییجابه برابر را تئوری شود.  ثابت جدار یوانهاست برایلامه

آورد. دستهب هااستوانه در تنشرا توزیع و برد کارهب همسانگرد و همگن یمادهّ از محوری متقارن

[.7و6است] مشهور ضخیم هایاستوانه کلاسیک تئوری بهیلامهتئور

FGM) خواّص تابعی تغییرات با موّاد 1-5
1

) 

حرارتی، مقاومت مکانیکی، قبیل:مقاومت زا خوّاص یکنواختی دلیل به همسانگرد و همگن موّاد

درصنایع هاییمحدودیت ... و خستگی و خزش برابر در مقاومت سایش، و خوردگی برابر در مقاومت

تلاش در همواره دانشمندان روایناز. کنندمی ایجاد... و خودروسازی گاز، و نفت فضا، و هوا نظامی،

کنند. استفاده تربر خوّاص با جدید موّاد از که اندبوده

 وی پساز و [8کرد] بندیلفرمو را ناهمسانگردموّاد یالاستیسیته تئوری (1950)1لخنیتسکی

 تئوری (1974)2نمودند.وینسون هارائ را یکامپوزیت هایپوسته و هاورق بر حاکم هایتئوری دیگران،

                                                 
1Functionally Graded Materials 
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 نتایج بین و برد کارهکامپوزیتیب یهاپوسته استاتیکی یلحلّت در را برشی شکل تغییر تئوری و کلاسیک

 .داد انجام ایمقایسه روش دو

 وجودداشته استخوان مانند زنده هایارگانیسم ساختار در (FGM)خوّاص تابعی باتغییرات موّاد

 از عواملخارجی برابر در مناسبی مقاومت به نیاز که بیرونی یلایه در مثالاستخوان عنوان است.به

 یتالایه شودمیکم آن سختی از تدریج به و است برخوردار بیشتری استحکام از رد،دا ضربه قبیل

 روتغییرات باشد.ازاین داشته را غذایی موّاد جذب برای مناسب شرایط تا باشدمی نرم کاملاً که درونی

می ایجاد تدریجی و پیوسته کاملاً صورتبه خوّاص ناهمگنFGمواّدشود.  را آنهاولی هستند ،

.گیرندمی نظر در همسانگرد

 FG موّادهای  ویژگی 1-5-1

دارای ها()کامپوزیتناهمسانگرد موّاد و ها()ایزوتروپهمگن موّاد با مقایسه در FGناهمگن موّاد

:[9]باشندمی زیر شرح به هایویژگی

 هایتنش کاهش با موّاد گونه این درحقیقت بالا. دمایی گرادیان برابر در زیاد مقاومت-1

 در توانمی FGموّاد کمک دهند.بهمی کاهش یتوّجه قابل نحو به را آنها منفی حرارتی،آثار

.کرد کنترل را آنها رسند،می بحرانی حالت به حرارتی هایکهتنش هاییناحیه

 را موّاد استحکام توانمیFGموّاد کمک به.بالا مکانیکی بارهای برابر در زیاد مقاومت-2

3شکست حتیّ و مومسان یناحیه به اجسام ورود از تا ایشدادافز
 جلوگیری زیادی حدود تا 

شود.

کاهش FGموّاد هایویژگی ترینمهمّ از یکی-3 در جامد اجسام در تنش تمرکز ،  است.

 ایجاد جسم نقاطیاز در تنش تمرکز هندسی، خاصّ هایشکل وجود دلیل به ازاجسام بسیاری

                                                                                                                                               
1Lekhnitskii 
2Vinson 
3Fracture 
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 آثار توانمیFGموّاد کمک ها.بهگشودگی و هاسوراخ نزدیکی و جسم هایهلب شود،مانندمی

.داد کاهش گیریچشم صورتبهرا تنش تمرکز

است. FGموّاد شود، ترک رشد یا ایجاد مانع که مادهّ خوّاص تغییر برای ترکیب بهترین-4

1ترد پوشش اگر-5
-لایه شدن جدا احتمال شود، انجام جدا هایلایه صورتبه نرم موّاد روی بر 

به زیاد بسیار یترد این FGموّاد کمک است. -می انجام تدریجی و پیوسته تغییرات با کار ،

.پذیرد

 ترک، گیرند،می قرار بالا حرارتی معرضبارهای در کامپوزیت موّاد که هنگامی مثال عنوان به

 منتشر الیاف و زمینه داخل اطعضعیفمق و هالایه در سپس و ایجاد الیاف و زمینه مرز در ابتدا

درمی به FGموّاد شود.  مغناطیسی، و حرارتی مکانیکی،خوّاص در موجود پیوستگی دلیل ،

شوند.می مادهّ باعثاستحکام که کنندمی پیدا ایپیوسته حالت آنها گرادیان و هاتنش

 می نشان راFGو کامپوزیت همسانگرد، موّاد در خوّاص تغییرات بین ی(مقایسه1-1)شکل

.دهد



 [10مختلف] مواّد در خوّاص تغییرات یمقایسه 1-1شکل 

                                                 
1Brittle Coating 
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 FG موّادی  تاریخچه و سابقه 1-5-2

 1986 از مطرحو ژاپن فضای و هوا سازمان در1984در همکارانش و1نینو توسط FGMیاولیه مفهوم

ملیّپروژه اول یمرحله [.12و11شد] شروع کشور این درFGMتولید سنجیامکان مطالعات  ی

 یتحقیقدرموردزمینهدر شد. انجام ژاپن در1987-89هایسال ((طی FGMگسترش ))فناوری

 تولید پیشنهادی، یداشتند.نظریه همکاری موّاد ارزیابی و پردازش ،موّاد گروهساخت سه پروژه، این

 حرارتی گرادیان تحمل و بالا حرارتی مقاومت با هاسرامیک از استفاده با بودکه جدید یمادهّ یک

 تغییرات که ایگونه به مناسب، حرارتی هدایت ضریب و بالا مقاومتمکانیکی با فلزات و مناسب

 نیز و فضایی شاتل یدماغه بیرونی یلایه دمایی شرایط تا پذیرد فلزانجام به سرامیک از مادهّ تدریجی

.شود ارضاء شاتل ونیدر یجوشکاریلایه و مکانیکی شرایط

 تا1ضخامت و میلیمتر 30 قطر به قطعاتی سازیمادهّآ و ساخت که پروژه هدف به یابیدست از پس

حدود در دمایی اختلاف و کلوین یدرجه 2000 حدود در دماهایی تحمل به قادر که مترمیلی 10

در جهانی سمپوزیوم اولین در را خود هایپژوهش نتایج ژاپنی، دانشمندان بودند، کلوین یدرجه1000

 که شد انجام1990-91در ژاپن ملیّ یپروژه دوم یمرحله.[13دادند] قرار همگان اختیار در1990

 یسفینه یدماغه پایینی قسمت در استفاده برای میلیمتر 300 ابعاد به عیمربّ ورق ساخت منجربه

[.14]شد سفینه یدماغه مخروطی نوک در دهاستفا برای میلیمتر 50 قطر به کرهنیم یک فضاییو

در FGMجهانی دومینسمپوزیوم  ویژههب و FGموّاد روی بر مطالعات آن، از پس و برگزار1992 ،

شد. فراگیر FGMهاییلسازهحلّت

                                                 
1Ninno 
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 FG موّادسازی ریاضی  مدل 1-5-3

 آنها مغناطیسی و ارتیحر مکانیکی، خوّاص و باشندمی ناهمگن اساساً FGموّاد اینکه به توّجه با

مدل ریاضی، یپیوسته تابع یک با را خوّاص تغییر توانمی کند،می تغییر تدریجی و پیوسته صورتبه

و مکانیکی خوّاص سازیمدل در مرسوم روش گرفت. بهره عددی و یلیحلّت هایروش در آن از و کرد

مادهّ در خوّاص یپیوسته توزیع بیان برای ینمای تابع یا توانی تابع یک از ،استفاده   FGموّاد حرارتی

 حرارتی،هدایت ،ضریب1کشسانی مدول تغییرات ،خوّاص توزیع به مربوط عبارات در باشد.معمولاًمی

 حرارتی انبساط ضریب
 چگالی و2

کنند.لحاظنمی را4پواسون نسبت تغییرات و گیرندمی نظر در را3

 تغییرات توانازمی که ایگونه به باشد،می هم به نزدیک بسیار که است پواسون نسبت مقدار آن، دلیل

.گرفت درنظر ایزوتروپ(FG )همسانگرد ناهمگن را مادهّ یعنی کرد، پوشیچشم جسم در آن ناچیز

خلاصه شده انجام کارهای از ای روشتحلیلی از استفاده زمینهبا ناهمگندر مواد در(FG)ی

(آوردهشدهاست.1-1جدول)















                                                 
1 Elasticity Modulus 
2Thermal expansion 

3Density 

4Poisson's ratio 
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 ی پژوهش مواد ناهمگن ای از پیشینه خلاصه (1-1جدول )

سالنوعتابعانتخابشدهپژوهشگران-پژوهشگر

(1994)توانی تابع[15]1نودا و اُباتا

(1999)تابعتوانی[16]هورگانوچان

(2000)توانی تابع[17]2یانگ

(2001)توانی تابع[18]3توتونچو

(2001)تابعتوانی[19]4تارن

(2003)تابعتوانیهمکاران و اریجبّ

(2006)ابعنماییت[21]5آکیز و اراسلان

(2006)ابعنماییت[22]6ژیفای و جونهونگ



شود:درنظرگرفتهمییزیررابطهصورتبهتابعتوانیدراکثرمراجع

( )

n

a

z
P z P

a

 
  

 
 (1-7) 

 

aPو مشخّص یلایه یک در و...( حرارتی )مکانیکی،مادّه اصیتخnاست ناهمگنی ثابت.

7[.شاو24ُارائهکرد]سرامیک-فلز تلفیقصورتبهسهمدلتابعتوانیساده، (2009)توتونچو

[:25کرد] هارائ(12-1ی)رابطهصورتبهتابعنمایییناهمگنمادهّخواّص(برای2008)

                                                 
1Obata & Noda 
2Yang  

3Tutuncu 
4Tarn 
5Eraslan & Akis 

6Hongjun & Zhifei 
7Shao 
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 وبهترتیبشعاعداخلیوخارجیاستوانه2rو 1r،مادّهثابتناهمگنیimکهدراینرابطه

mrمیانگینشعاعداخلیوخارجیوoAباشدمییخارجیاستوانهلایهخوّاص.

کانکر[26(]2007)توتونچو همچنینکلسو  یجدارهدر خوّاص غییرت[27](2011)1و

بیاننمودند: یزیرطبقرابطهتابعنمایی صورتبه را استوانه

0( ) rA r A e   (1-13) 

مییخارجیاستوانهلایهخواّصنیزoAومادّهثابتناهمگنیشعاعاستوانه،rکهدرآن

.باشد

 خزش 1-6

هزینه صرف و بودن اقتصادی به راکتورهاینیاز گاز، توربین موتورهای نظیر صنایعی در کمتر ی

پتروشی ای،هسته صنایعنفت، طراحیقطعاتمکانیکی، برق، ضرورتتجهیزاتتولید نظامی، میو

رابایددربررسیمهّمسازدکهرسیدنبهایننگرشیدیگردرطراحیقطعاتمهندسیراروشنمی

یخزشجستجوکرد.پدیده

تواندکرنشغیرالاستیکیرادرجسمایجادکندکهباباراعمالشدهبهجسم،باگذشتزمانمی

دربارهایاعمالشدهکمترازبارطراحیاتفاقبیفتدوتواندحتی.اینکرنشمییابدکاهشمیزمان

 ]28[.آورددردماهایبالابهشدتعمرسازهراپایینمی

به زمان به وابسته شکل تغییر خزشبه خلاصه، میمادهّطور گفته نسبتاًای زمان در که شود

                                                 
1Keles & Conker 
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 است شده مقرر پژوهش این در باشد. داشته قرار بار تأثیر تحت طولانی درتحلیلکه خزش

ناهمگنتحتبارمکانیکیوگرادیانشعاعیدمابرمواّدکرویجدارضخیمساختهشدهازهایپوسته

اینسازهاساستئوریالاستیسیته کاربرد گیرد. ارزیابیقرار اغلبصنایعبهیمستویمورد در ها

وفشارهایزیادقرارمیگونه تحتتأثیردما ترینمکانیزممهّمگیرندکهخزشایاستکهمعمولاً

توزیعتنشهامیمخربحاکمبرآن ایهادرمخازنجدارضخیمهمگنوهمسانگردبهگونهباشد.

ازاینسطحوگسترشآنبهاستکهماکزیممتنشکششیمماسیدرسطحداخلسببرشدترک

گرددکهباپیشرفتعلمدریشکستدرمخزنمنتهیمیسطحخارجیشدهودرنهایتبهپدیده

باموّادهایاخیر،منجربهتولیددرابعادمولکولیبرایغلبهبراینمشکلدردههمواّدصنعتتولید

تابعیمعینّوکنترلشده،شدهاست.خوّاص

 انواع خزش 1-6-1

پدیده تقسیممیناحیهیخزشبهسه Ιشود. ناحیه( خزشاولیه، ΙΙیاول: خزشیدوناحیه( م:

[29]نگسیختگیادامهپیدامیکند.کهتازمایسوم:خزشگذرا،ناحیه(ΙΙΙثانویه)حالتپایا(،

 پایا حالت خزش 1-6-2

دراینپژوهشخزشثانویهدرحالتدماثابت)گرادیانشعاعیدمایعنیدماوابستهبهزماننیست

بررسیقرار مورد خارجیثابتاست( داخلیو دمایجدار نرختغییراتکرنشدرو که میگیرد

ونمودارتغییراتکرنشبرحسبزمان(2-1بهزمانتقریباثابتاست.درشکل)نمودارکرنشنسبت

ثابتبرایهرسهحالت(نمودارنرختغییراتکرنشبرحسبزمان3-1درشکل) برایحالتدما

خزشنشاندادهمیشود.
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 ]29[ان در حالت دما ثابتتغییرات کرنش با زم 2-1شکل 





 ]29[تغییرات نرخ کرنش با زمان در حالت دما ثابت 3-1شکل 

 ی پژوهش پیشینه 1-7

 ضخیم هایاستوانه دقیق حلّ یمستوی،الاستیسیته تئوری از استفاده با 1852 دررلامهبا اولین برای

 کرنش حالت در داخلی یکنواخت تحتفشار همسانگرد و همگن موّاد از ثابت جدار با محوری متقارن
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ایبهفرمبستهبراییتحلیلحلّ[30]2014نژادوهمکاراندرسال.ازمانی[2کرد] هارائ را ایصفحه

،حلّارائهدادند.دراینFGموّادایتحتفشارچرخانساختهشدهازهایخزشیمخازناستوانهتنش

خزشی قانوننورتموّادرفتار از استفاده تعریفونتحتشرایطکرنشصفحهبا با ایبررسیشدو

یتوّجهتأثیرقابلFGموّادخوّاصدرقانوننورتون،نشاندادندکهموّادهایوابستهبهشعاعیپارامتر

لقمانوهمکاراندرسال برروینرخکرنشخزشیمعادلوتوزیعتنشدرراستایشعاعیدارد.

بهبررسیباز31]2016 تنشتوزیع[ تغییرشکلها مخازنجدارضخیمد1هایوابستهبهزمانو ر

تحتفشارداخلیوتوزیعشعاعیدماپرداختهوبیانکردندکهتغییراتتنشمماسیدرFGMکروی

یخزشتأثیرهایبالا،پدیدهگذارترازتنششعاعیاستودردماطولزمانبهمراتببیشتروتأثیر

میوبادرمعادلاتعموحلّبااستخراجو [32]آبادیکلجسمدارد.جاهدوبیدبیشتریدرتغییرش

خارجی،جاییبهجابهنظرگرفتنتغییراتنرخ داخلیو عنوانیکتابعبرحسبتغییراتبار)فشار

رفتارخزشیاوّ پیشنیرویگریزازمرکزوگرادیاندما( ثانویهرا لیهو با المانمحدودحلّبینیو

دوبی] و جاهد همچنین نمودند. 33مقایسه در ]1997 برای -الاستیکتحلیلیکروشعمومی

ی دادند. اوپلاستیکارایه و 34]و به پوستهتحلیل[ در پایا ضخیمخزشحالت جدار کروی های

یخزشدرکرهتحلیل[به35هایخزشمتغییرباشند.آریاوهمکاران]طوریکهمشخصهپرداختندبه

ازجدارض تئوریکرنشمحدودمواّدخیمساختهشده از استفاده با همگنناهمسانگردتحتفشار

دستآوردنتراکمناپذیربودهوازقانونخزشینورتونبرایبهمادهّهافرضکردندکهپرداختند.آن

تهشدوپرداخمادّهپاسخخزشیاستفادهکردند.همچنیندراینمقالهبهبررسیتاثیرناهمسانگردی

تغییراتناهمسانگردی شدکهکرنشخزشیبا میمادّهمشاهده آنتغییر اینمقالهدوکند. در ها

حالتهمسانگردوناهمسانگردراباهممقایسهنمودندومشاهدهکردندکهتوزیعتنشوکرنشدر

تأثیرمادّهمسانگردیهاهمچنیننتیجهگرفتندکهناههایزیادیباهمدارد.آنیکرهتفاوتجداره

                                                 

1Time-Dependent 
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شودکهایننتیجهباعثبهبودشرایطیبرروینرخخزشداشتهوباعثکاهشنرخخزشمیمهّم

نحوه میدر طراحی همکاران]ی و لقمان 36گردد. از استفاده با حلّ[ به تحلیلالاستیکمتوالی

کرهتنش میداندمایییFGیجدارضخیمهایخزشدر کنواختپرداختند.تحتفشارداخلیو

باشد.کرنشکل،مجموعبرطبققانونتوانیودرجهتشعاعیمیمادّهخزشیومکانیکیخوّاص

هایخزشیوابستهبهزمانودماهستند.دراینباشدوکرنشکرنشالاستیکوحرارتیوخزشیمی

است.نتیجهاینتحقیقدستآوردنپاسخخزشیاستفادهشدهمقالهازقانونخزشینورتونبرایبه

 هایحرارتیدارد.سزاییبررویتنشتأثیربهمادهّدهدکهپارامترناهمگنینشانمی

 نامه های پایان مروری بر فصل 1-8

جدارخزشپوسته یلحلّت برای پوسته و همگن ضخیم های و کروی استوانهناهمگن جدارهای ای

انتهاییگرادیانشعاعیدماوهمچنینشرایط و کنواختی فشار ثابت، جدار با ضخیمهمگنوناهمگن

گونه ،متفاوت  تئوری از توانمی نشود، خارج بعدی دو یالاستیسیته حالت از مسأله که ایبه

.کرد استفادهباشدکهازدقتبالاییبرخوردارمی یمستویالاستیسیته

 شده انجام مطالعات ،ضخیم و زکنا هایپوسته تئوری مرور ضمن ،پژوهشاین لابتدادرفصلاوّ

تعریفو(FGM)خوّاص تابعی تغییرات با موّادهمچنین.استهدشارائهکرویهایخصوصپوسته در

هاموردبررسیقرارگرفتهوآنریاضیسازیمدلهایشیوهها،هایآنضمنبیانتاریخچهوویژگی

فصلدوFGّمواّدیپژوهشیپیشینه خزشومفاهیمآنتحلیلبهتعریفمبانیمارائهشدهاست.

ضخیمهمگنهایجداراساسیحاکمبرپوستههارابطهمرورشاملپرداختهشدهاستوفصلسوم

نورتون-بیلیقانونتوانیحاکمبااستفادهخزشیاستخراجمعادلاتوسپسکرویتحتبارمکانیکی

 استفاده با تئوریالاستیسیتهباشدیمستویمیتئوریالاستیسیتهاز از استفاده با فصلچهارم ی.

مستوی مادهّبرای تغییراتFGی با وخواّصتوانی داخلی فشار شامل مکانیکی بارگذاری تحت
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-پوستهیوالمانمحدودتحلیلحلّپایانهرفصلدرباشد.خارجیوگرادیانشعاعیدماراشاملمی

توزیعتنشهایکرویتحتبارگذاریمکانیکیوگراد هاونرخکرنشخزشیارائهیانشعاعیدما،

به چهارم و فصلسوم در است. شده بررسیصحتنتایجحاصلاز تحلیلحلّمنظور سازیمدلی،

.نتایجحاصلاستشدهمقایسهبایکدیگرحلّنتایجدوروشنیزارائهشدهوموردنظریکرهعددی

شدهاست.عددیمقایسهحلّیمستویبانتایجحاصلازسیتهیبهکمکتئوریالاستیتحلیلحلّاز

هادرفصلپنجمانجامشدهاست.یپیشنهادبندینهاییوارائه،جمعگیرینتیجه
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 یل خزشتحل مبانی : 2فصل 
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 قدمهم 2-1

آلاتدمانندماشینکارکردطولانیمدتتجهیزاتبهویژهدردمایبالا،مااهمیتّبهافزایشتوّجهبا

مهندسینمحاسباتایجاد برایطراحانو فوریرا نیاز هوانوردیپرسرعت، موتورهایجتو بالا،

زمینه در مطالعاتگسترده به استکه هیمکانیکخزشبنموده با بسیارتوجّهپردازند. کاربرد به

یپتروشیمی،هوافضاو...مطالعهها،هایمختلفمانندنیروگاهیمخازنتحتفشاردرزمینهگسترده

این اهمیّتتجهیزاتخزشدر مرورییافتهاست. اینفصلبه ایندر در تحقیقاتانجامشده بر

پردازیم.زمینهمی

 خزش 2-2
ایجادکندکهبازمانمادّهرادرتواندکرنشغیرالاستیکیعمالشدهبهجسمباگذشتزمانمیبارا

مادهّشودفتهمیفزایشمییابدکهگا اینکرنشمیزشخدچار بارهایتواندحتیدرشدهاست.

[.28]کمترازبارطراحیاتفاقبیفتدودردماهایبالاعمرجسمرابهشدتمحدودکند

 مفهوم خزش و منحنی خزش 2-3
،زمانست.اکهمتاثرازباراعمالیودماندنکخزشراکرنشغیرالاستیکوابستهبهزمانتعریفمی

شودبهششکستمیزخخزشوبهدنبالآندچارخزشتسلیمیاسازهدچاربارودماییکهدرآنها

وسیعیازدماویگسترهدرشداردبنابراینخزیکهدرآنوجودداردبستگیومحیطسازهجنس

[.28]افتدراتفاقمیبا

بااستفادهاز.زمانوتنشودمایپیشیناست،دما،تنش،مادّهتابعیازیرفتارخزشکلیّبهطور

خ زشتستخزشمنحنی کرنشبرمی(1-2)شکلصورتبهیکبعدی منحنی این در که شود

منحنیخزششاملسهناحیهاستکهدر.شدهاسترسم،حسبزماندریکتنشودمایثابت
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استکههاشیازباراولیون휀0کرنشبرابر t=0درزمان.اشدبهرناحیهتغییراتکرنشمتفاوتمی

اولنرخیدرناحیه.پلاستیکویاهردوباشد،لاستیکادتوانمی،بهمیزانباراحتمالیودماتوّجهبا

دومیدرناحیه.برسدنهیکمقدارکمیبهکندتااینکهکاهشپیدامی)شیبمنحنیخزش(کرنش

ثابتباقیمی بدینترتیبوارداینمقدارکمینهتقریباً و زمانیکهشروعبهافزایشکرده ماندتا

شودیناحیه .سوم تا دهد می ادامه افزایش به کرنش نرخ ناحیه این در در 𝑡𝑅زمان

هد.رخدگسستگی)شکست(



 [28منحنی خزش] 1-2شکل 

ممکناستماستبااینحالمرسوموّادمحدودهبرایخیلیازسهبهزشتقسیمبندیمنحنیخ

هارابطههابرایتقریباینمنحنی.بهفازتنشودماوجودداشتهباشدتوّجههایمتفاوتیبامنحنی

.رسمشدهاست𝐶3، 𝐶2، 𝐶1، 𝐶0منحنیخزشمتفاوتچهار(2-2)درشکل.متفاوتیارائهشدهاست

ناحیه𝐶1منحنی نشانمیدهدسه را اینمنحنی. صورتبهکرنشاین.است휀0همانOA،در

휀0(𝜎, 𝑇)خط.شودنشاندادهمیABکندآننرخکرنشکاهشپیدامیکهدراولاستیناحیه.

راخزشازناشیکرنشنرخکهکهدهندمینشانیهارابطهبامرحلهایندرخزشرارفتارمحققان

دراینناحیه.دهددومرانشانمییناحیهBCخط.ندکمیانبیانزمودما،تنشازتابعیصورتبه
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ثابتاست رنشتنهاتابعیازنرخک،ثابتباقیبماندکرنشاگردراینناحیهنرخ.نرخکرنشتقریباً

خزشراسومیمرحلهCD.خطخطیاززمانخواهدبودیتابع،خزششناشیازرنوک،تنشودما

اگر.برسدDگسیختگییتابهنقطهتافزایشمییابدنشبهشدّرکخرهدرآننکدهدنشانمی

برایایجادمنحنییمادهّ بردهشده دمایکمتر𝐶1بهکار قرارگیردممکناستیتحتتنشیا

مادهّاگر.سومنمیرسدیمرحلهبهخزشداشتهباشدکهدراینحالت𝐶0واکنشیمشابهمنحنی

𝐶2منحنیصورتبهتواندقرارگیردواکنشآنمیترتحتتنشیادمایبالا𝐶1مربوطبهمنحنی

شوندودردومحذفمیوناحیهاول)𝐶3 صورتمنحنییابه(دحذفمیشوناحیهابتداییخزش)

باشد..(افتدتفاقمییاینحالتگسیختگیدرزمانکوتاهترا



 [28منحنی خزش] 2-2شکل 

آوردهشدهخزشازکرنشناشیارائهشدهتوسطمحققانبرایهارابطهتعدادیاز1-2ولدرجد

است. در ایندسته شاملمعادلاتحالتکلیّ که اند بندیشده تقسیم دسته چهار به معادلات

زمانبیازمعادلاتوابستهبهتنشومعادلاتوابستهبهترکی،معادلاتوابستهبهدما،وابستهبهزمان

آوردهشدهاست.هارابطههاییازایندرجدولزیرنمونه.تنشودمامیباشد
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 [28]تجربی خزش یک بعدی ها رابطه 1-2 جدول

منبعشکلرابطهرابطه

وابستهبهزمان

گویا

)الف(
휀𝑐 =

𝑎𝑡

1 + 𝑏𝑡
(1936)فرندنتال، 

لگاریتمی

ε)ب( = 𝑎 + 𝑏𝑙𝑛(𝑡) ،(1905)فیلیپس

εپ() = 𝑎 + 𝑏𝑙𝑛(1 + 𝑐𝑡) یمعادلهب()اصلاحشده

نمایی

ε)ت( = 𝑎 + 𝑏𝑡 − 𝑐𝑒𝑥𝑝(−𝑑𝑡) (1934وتی،)مک

휀𝑐)ث( = 𝑎𝑡 + 𝑏(1 − exp(−𝑐𝑡)) وسودربرگ،1934وتی،)مک

1936)

توانی

휀𝑐)ج( = 𝑏𝑡𝑛     1 < 𝑚, 0 < 𝑛 <1 ،(1935)بیلی

هایتوانیسری

)چ(
휀𝑐 = 𝑎𝑡𝑚 + 𝑏𝑡𝑛        

1

3
< 𝑛 <

1

2
    

(1939)دلاکمبه،

وزمانوابستهبهتنش

نمایی

휀𝑐)ح( = 𝑎𝑓(𝑡)exp (𝑏𝜎)        ،(1962)دورن

휀�̇�)خ( = 𝑎exp (𝑏 + 𝑐𝜎)        ،(1931)نادایی

휀�̇�)ک( = 𝑎[exp(𝑏𝜎) − (1936)سودربرگ،  [1

توانی

휀𝑐گ() = 𝑎𝑓(𝑡)𝜎𝑏        ،(1962)دورن

휀𝑐)م( = 𝑎𝑡𝑛𝜎𝑏    0 < 𝑛 ≤ 1 , 𝑏 > (1929نورتون،و193)بیلی،    1
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 خزش تحلیلمبانی  2-4

طور یشبرایمدلکردنمنحنیهایخزکلّیبه خ، بهشزکرنشناشیاز نظررا در صورتزیر

:گیریممی

(2-1)휀𝑐 = 𝑓(𝑡, 𝑇, 𝜎)      

,𝑡مرسوماستکهاثرات 𝑇, 𝜎رابهفرمزیرکرنشخزشیتوانصورتجداگانهفرضشودپسمیبه

درنظرگرفت.

(2-2)
휀𝑐 =∑𝑓𝑖(𝑡)𝑔𝑖(𝑇)ℎ𝑖(𝜎)

𝑛

𝑖=1

 

1-2درجدول ،휀𝑐کرنش تنشσخزشی، ،Tدما ،tزمان،ln لگاریتمطبیعی ،expوییتابعنما

a,b, c, m, n ازتابعیتواندمیکههستندییترهاپارام𝑡, 𝑇, 𝜎خزشهایتستدر.باشندثابتیاو

بدینکندمیتغییرزمانباخطیصورتبهدوممرحلهدرحضورازناشیتنشکهرسدمینظربه

.نامندمیپایاحالترا،خزشخزشدومیمرحلهدلیلهمینبهاستثابتخزشنرخکهمعنی

.کردتفکیکتوانمیزمانبهآنوابستگیازراتنشبهکرنشوابستگی،مشخصدماییکایبر

معادله.استتوانیصورتبهگرفتنظردرتوانمیکهرایجییرابطه،دماهمشرایطدرمثالبرای

.کنداولودومرامدلمییهمرحلخزشخوبیبهورتونن-بیلی

(2-3)휀𝑐 = 𝑎𝑡
𝑛𝜎𝑏     
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 1خزش حالت پایا 2-5

،اصلیجهتسهدراصلیتنشسهباتوانمیراجسمیکدروناینقطههردرتنشکلیّحالتدر

ودوبهدوکه الاستیکهمگنمواّدبرایکرنش-تنشرابطه.کردمشخصهستندمستقلعمود

.رنوشتصورتزیتوانبهتوانمیرااصلیمحورهایاساسبرخطی

(2-4)휀1 =
1

𝐸
[𝜎1 − 𝜗(𝜎2 + 𝜎3)] 

(2-5)휀2 =
1

𝐸
[𝜎2 − 𝜗(𝜎1 + 𝜎3)] 

(2-6)휀3 =
1

𝐸
[𝜎3 − 𝜗(𝜎2 + 𝜎1)] 

ک تنها فرضکنیمکه درجسمکنشهایمراگر کروجود شهایناشیازرننشهایالاستیکو

بود.صورتزیرخواهدهایاصلیبهکرنشباشنددرنتیجهجمعخزش

(2-7)휀1 + 휀2 + 휀3 = (휀1 + 휀2 + 휀3)𝑒𝑙𝑎𝑠𝑡𝑖𝑐 + (휀1 + 휀2 + 휀3)𝑐𝑟𝑒𝑒𝑝 

زیربیانشدهاستصورتبهحجمیکلکرنش

(2-8)𝑒 = 𝐼1̅ + 2𝐼2̅ + 4𝐼3̅ 

,𝐼1̅که 𝐼2̅, 𝐼3̅بهاینکهتوّجهبا.هستندکرنشنامتغیرهای𝐼2̅, 𝐼3̅جملاتیبامراتببالاهستندبرای

.زدتقریبزیرصورتبهرا(8-2ی)نظرکردومعادلهآنهاصرفازتوانهایکوچکمینشرک

(2-9)𝑒 ≈ 𝐼1̅=휀1 + 휀2 + 휀3

داریم(6-2(و)5-2(و)4-2)بااستفادهازمعادلات

(2-10)(휀1 + 휀2 + 휀3)𝑒𝑙𝑎𝑠𝑡𝑖𝑐 =
1 − 2𝜗

𝐸
(𝜎1 + 𝜎2 + 𝜎3) 

                                                 
1Steady state creep 
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،شودمیینشودکهتغییرشکلغیرالاستیکشاملتغییراتحجمطورتجربیملاحظهمیبهازطرفی

.گیریمدرنظرمیخزشیراصفرحجمیناشیازتغییرشکلاتبنابراینتغییر

(2-11)(휀1 + 휀2 + 휀3)𝑐𝑟𝑒𝑒𝑝 = 0 

 از ناشی همسان شکل تغییر معادلهتوانمیخزشبرای 11-2)از ) زمان زیرصورتبهنسبتبه

.مشتقگرفت

(2-12)(휀1̇ + 휀2̇ + 휀3̇)𝑐 = 0 

ستفادهمیشودایناستکهنرخایگریکهازآندیفرضیه.استخزشبراییمادنcزیرنویس

�̇�𝑖,𝑗یعنیکزیممهایبرشیماکرنش =
1

2
(휀�̇� − 휀�̇�)هستندماکزیممبرشیهایبباتنشمتناس

:پس

(2-13)(휀1̇ − 휀2̇)𝑐
𝜎1 − 𝜎2

=
(휀2̇ − 휀3̇)𝑐
𝜎2 − 𝜎3

=
(휀3̇ − 휀1̇)𝑐
𝜎3 − 𝜎1

= 𝐷(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) 



,D(xکه y, z, t)برایحالتپایا.زماناستوتابعیازمکانDحلّبا.تنهاتابعیازمکانخواهدبود

:خواهیمداشت(13-2)(و12-2)معادلات

(2-14)(휀1̇)𝑐 =
2

3
𝐷[𝜎1 −

1

2
(𝜎2 + 𝜎3)] 

(2-15)(휀2̇)𝑐 =
2

3
𝐷[𝜎2 −

1

2
(𝜎1 + 𝜎3)] 

(2-16)(휀3̇)𝑐 =
2

3
𝐷[𝜎3 −

1

2
(𝜎2 + 𝜎1)] 

Dیمحاسبهایبر کرنشمؤثرتنش، .مکنیمیتعیینراکرنشمؤثرنرخومؤثر، فونبرایمعیار

:صورتزیرمینویسیمبهتنشموثررامیسس
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(2-17)𝜎𝑒
𝑣 =

1

√2
√[(𝜎3 − 𝜎1)2 + (𝜎2 − 𝜎3)2 + (𝜎1 − 𝜎2)2] 

.استفونمیسسبیانگرمعیارvکهبالانویس

:داریمکرنشمؤثرونرخمؤثرنشرطورمشابهبرایکبه

(2-18) 휀𝑒𝑐
𝑣 =

1

√2
√[(휀3 − 휀1)𝑐2 + (휀2 − 휀3)𝑐2 + (휀1 − 휀2)𝑐2] 

(2-19)휀�̇�𝑐
𝑣 =

1

√2
√[(휀3̇ − 휀1̇)𝑐

2 + (휀2̇ − 휀3̇)𝑐
2 + (휀1̇ − 휀2̇)𝑐

2] 

اگرگیریممینظردرطولانیبرایمدتثابتدمایوتنشتحتراایسازهعضویکحال تغییر.

دنمودارتغییرشکلناشیازسومشویمرحلهخزشکافیکوچکباشدکهمانعازیبهاندازهشکل

این-خزش شکلزمان در خطپیوسته منحنیبا مشابه تقریباً بود(3-2)عضو شکل.خواهد تغییر

،مکناستکاملاالاستیکمOAناگهانی باشدیاپلاستیکو دو هر یمرحلهبهدنبال.ترکیبیاز

صورتدرمدتزمانطولانیودر.قراردارد(حالتپایا)خزشBCیدومخزشمرحله،ABخزش

بودن باخطچینحالتپایخزشتغییرشکلتقریبخزش،ابتدایییمرحلهکوتاه ،OSمستقیما

[28].بسیارخوبیاستتقریب



 [28]تغییر شکل با زمان 3-2شکل 
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تقریبایدر تنشدماهایمؤلفهکهشودمیفرضن هرو حجمیدر ثابتعضو،المان زمان با

ماندمی پسدرحالتپایا. تنشایمشخصبرایدمخزشنرخ، تابعیاز تنها نرخیرابطهاستو

.زیرخواهدبودصورتبهکرنش

(2-20)휀�̇�𝑐
𝑣 = 𝑓(𝜎𝑒) 

ادهقرارایکهبیشترمورداستفرابطه1-2درجدول.پیشنهادشدهاستfبرایتابعیمختلفهارابطه

باشد.صورتزیرمیبهاستکهنورتون-لیمیگیردرابطهبی

(2-21)휀�̇�𝑐
𝑣 = 𝐵(𝜎𝑒

𝑣)𝑛 

سادهتستکششدریک.سهولتدربکارگیریآناست،تکافیعلاوهبردقّازمزایایاینرابطه

داریم(16-2(و)15-2(و)14-2ت)بااستفادهازمعادلا𝑐(휀1̇)ونرخکرنش𝜎1باتنش

(2-22)(휀2̇)𝑐 = (휀3̇)𝑐 = −
1

2
(휀1̇)𝑐 

خواهیمداشت(19-2(و)17-2)ومعادلات(22-2ی)بنابراینبادرنظرگرفتنرابطه

(2-23)𝜎𝑒
𝑣 = 𝜎1 

(2-24)휀�̇�𝑐
𝑣 = (휀1̇)𝑐 

به بهتوانمیراD، (24-2(و)23-2ی)رابطه(ودو20-2)و(14-2)کارگیریمعادلاتسپسبا

.دستآوردفرمزیربه

(2-25)𝐷 =
3

2

휀�̇�𝑐
𝑣

𝜎𝑒
𝑣  

زیرفرمبه(را16-2(و)15-2(و)14-2معادلات)توانیممی(21-2ی)معادلهوDمقداراینبا

بنویسیم.
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(2-26)(휀1̇)𝑐 =
2

3
𝐵(𝜎𝑒

𝑣)𝑛−1[𝜎1 −
1

2
(𝜎2 + 𝜎3)] 

(2-27)(휀2̇)𝑐 =
2

3
𝐵(𝜎𝑒

𝑣)𝑛−1[𝜎2 −
1

2
(𝜎1 + 𝜎3)] 

(2-28)(휀3̇)𝑐 =
2

3
𝐵(𝜎𝑒

𝑣)𝑛−1[𝜎3 −
1

2
(𝜎2 + 𝜎1)] 
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در   خزش حالت پایا تحلیل :3 فصل

 ار ضخیمجد کرویهای  پوسته

  همگن
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 مقدمه 3-1

پردازیمکهبااستفادهازهایکرویمیتنشناشیازخزشدرپوستههارابطهراجدراینفصلبهاستخ

الاستی سیتهتئوری حالتپایا مستویخزشدر اساسرابطهی بر می-بیلیی بررسی شود.نورتون

کند:صورتزیربیانمییبینکرنشوتنشناشیازخزشرابهرابطهنورتون،-یبیلیمعادله

휀𝑒 = 𝑎𝑡𝑛𝜎𝑒
𝑏   0<n≤1 , b ≥1 (3-1) 

پژوهشدراین]27[کند.خوبیبیانمیمخزشرابهلودوّاوّمرحله،دمااینرابطهبرایشرایطهم

شود،بنابراینمعادلهدرنظرگرفتهمیn=1یدومخزش(حالتمرحلهیلخزشحالتپایا)حلبرایت

شود:نورتونبهشکلزیربیانمی

휀𝑒 = 𝑎t𝜎𝑒
𝑏 (3-2) 

ینرخرابطه(2-3هستند.بایکبارمشتقگرفتنازرابطه)مادهّخوّاصمقادیرمربوطبهbوaکه

آید.دستمیکرنشبه

(3-3)휀�̇� = 𝑎𝜎𝑒
𝑏 

 های کروی جدار ضخیم همگن خزش در پوسته تحلیل 3-2

استخراج اینقسمتبه پوستهتنشناشیاهارابطهدر خزشدر ضخیمهمگنهایز کرویجدار

پردازیم.می
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های کروی جدار ضخیم همگن با استفاده  الاستیک پوسته حلّ 3-2-1

  ی مستوی از تئوری الاستیسیته

شودفرضبرتقارنمحوریبودنمسئلهاستکهاینفرضهاییکهدراینپژوهشارائهمیتحلیلدر

روهستیمکه:دیگرهنگامیمابایکمسألهمتقارنمحوریروبهدارایشرایطزیراست.بهعبارت

هندسهشکلنسبتبهمحورمتقارنباشد.-الف

یموردنظرنیزنسبتبهمحورمتقارنباشد.مادهّجنس-ب

برمسألهنسبتبهمحورمتقارنباشد.مشرایطمرزیحاک-ج

توانفرضاگردرمسألهایبرقرارنباشدنمیشرطبالاسهبهمطالبذکرشدههرکدامازتوّجهبا

کاربرد.متقارنمحوریبودنرادرآنمسألهبه

(درنظر1-3مانندشکل)𝑅𝑜وشعاعخارجی𝑅𝑖یکرویجدارضخیمهمگنباشعاعداخلیپوسته

باشد.بااستفادهمی𝑃𝑜وفشاریکنواختخارجی𝑃𝑖تحتفشاریکنواختداخلیپوستهاینگیریم.می

پردازیم.ازدستگاهمختصاتکرویبهاستخراجمعادلاتمی



 [6]پوسته کروی جدار ضخیم همگن 1-3شکل 
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 اساسی در دستگاه مختصات کروی ها رابطه 3-2-2

درنظرگرفتندستگاهمختصاتراست هاییکالماندلخواهازیکجسمدرمختصاتگردتنشبا

شود:ورتزیرنمایشدادهمیصکرویبه



 [6]دستگاه مختصات کروی 2-3شکل 

باشد:صورتزیرمیکهدراینالمانتانسورتنشبه

(3-4)
[𝜎𝑖𝑗] =  [

𝜎𝑅 𝜏𝑅𝜃 𝜏𝑅∅
𝜏𝜃𝑅 𝜎𝜃 𝜏𝜃∅
𝜏∅𝑅 𝜏∅𝜃 𝜎∅

] 

صورتزیرنمایشداد:توانبهرامیجاییبههمینترتیبتانسورکرنشوبردارجابه

(3-5) 

[휀𝑖𝑗] =

[
 
 
 
 
 휀𝑅

𝛾𝑅𝜃
2

𝛾𝑅∅
2

𝛾𝜃𝑅
2

휀𝜃
𝛾𝜃∅
2

𝛾∅𝑅
2

𝛾∅𝜃
2

휀∅ ]
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(3-6)
{𝑢𝑖𝑗} = {

𝑢𝑅
𝑢𝜃
𝑢∅
} 

دپس:کهکرهدردوجهتتقارنمحوریداربهاینتوجّهبا

(3-7)𝜕()

𝜕𝜃
=
𝜕()

𝜕∅
= 𝑢𝜃 و 0 = 𝑢∅ = 0 

ساختاریدرمختصاتکروی:هارابطهبهمعادلاتسینماتیکوتوّجهوبا

(3-8)𝛾𝑖𝑗 = 0 →  𝜏𝑖𝑗 = 0 

(و10-3(،)9-3)هارابطهصورتبهترتیببهجاییپسازبازنویسی،تانسورتنشوکرنشوبردارجابه

هاینرمالمقادیرهاوکرنشد،لذاتنشباششوندوتانسورتنشوکرنشقطریمینوشتهمی(3-11)

جهت کروی، محورهایدستگاه هایاصلیمیاصلیو مجهولاتاز تعداد و 7مجهولبه15شوند

معادله7بهحلّرسدکهبرایجایی(میمجهولجابه1مجهولکرنشو3مجهولتنش،3مجهول)

 ارد.نیازد

(3-9)
[𝜎𝑖𝑗] = [

𝜎𝑅 0 0
0 𝜎𝜃 0
0 0 𝜎∅

] 

(3-10)
[휀𝑖𝑗] = [

휀𝑅 0 0
0 휀𝜃 0
0 0 휀∅

] 

(3-11)
{𝑢𝑖𝑗} = {

𝑢𝑅
0
0
} 

بانوشتنمعادلهتعادل،سینماتیکوساختاریداریم:

(3-12)𝜕𝜎𝑅
𝜕𝑅

+
1

𝑅
(2𝜎𝑅 − 𝜎𝜃 − 𝜎∅) = 0 
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(3-13)

{
 
 

 
 휀𝑅 =

𝜕𝑢𝑅
𝜕𝑅

=
𝑑𝑢𝑅
𝑑𝑅

휀𝜃 =
1

𝑅𝑐𝑜𝑠∅
(
𝜕𝑢𝜃
𝜕𝜃

+ 𝑢𝑅𝑐𝑜𝑠∅ − 𝑢∅𝑠𝑖𝑛∅) =
𝑢𝑅
𝑅

휀∅ =
1

𝑅
(𝑢𝑅 +

𝜕𝑢∅
𝜕∅

) =
𝑢𝑅
𝑅

 

(3-14)→ 휀𝑅 =
𝑑𝑢𝑅

𝑑𝑅
 , 휀𝜃=휀∅ =

𝑢𝑅

𝑅
 

(3-15)𝜎𝑖 =
𝐸

(1 + 𝜗)(1 − 2𝜗)
((1 − 𝜗)휀𝑖 + 𝜗(휀𝑗 + 휀𝑘)) 

Or 

휀𝑖 =
1

𝐸
(𝜎𝑖 − 𝜗(𝜎𝑗 + 𝜎𝑘)) ,     i ≠ j ≠ k 

یکرویدرپوستهدانیمطورکهمیهمان

(3-16)휀𝑅(𝑅) , 휀𝜃=휀∅ =
𝑢𝑅

𝑅
𝜎𝑅(𝑅) , 𝜎𝜃 = 𝜎∅  𝑢𝑅(R) , 𝑢𝜃 = 𝑢∅ = 0  

پذیراستولذاازمسائلدوبعدیامکانتحلیلی(اکنونمسألهدرحوزه16-3)یبهمعادلهتوّجهبا

شود.استفادهمیPET)تئوریکلاسیک)

بادرنظرگرفتن

(3-17)𝑢𝑅
𝑅𝑖
= 𝑢𝑟  

𝑅𝑜

𝑅𝑖
= 𝑘, 

𝑅

𝑅𝑖
= 𝑟, 

زیر:صورتبهلاتسینماتیکوساختاریمعادو

(3-18)
{
휀𝑅 =

𝑑𝑢𝑅
𝑑𝑅

=
𝑑𝑢𝑟
𝑑𝑟

휀𝜃 = 휀∅ =
𝑢𝑅
𝑅
=
𝑢𝑟
𝑟

 



(3-19){
𝜎𝑅

𝜎𝜃 = 𝜎∅
} = 𝐸 [

𝐴 2𝐵
𝐵 𝐴 + 𝐵

] {
휀𝑅

휀𝜃 = 휀∅
} 

(3-20)A=
1−𝜗

(1+𝜗)(1−2𝜗)
 , B=

𝜗

(1+𝜗)(1−2𝜗)
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باشد:زیرمیصورتبهتعادلیمعادله



(3-21)

𝑑σ𝑟
𝑑𝑟

+ 
2

𝑟
(σ𝑟 − σɸ) = 0 

Or 

𝑑σ𝑅
𝑑𝑟

+ 
2

𝑟
(σ𝑅 − σɸ) = 0 

آید:دستمییناویربه،معادله(21-3)یدرمعادله(19-3)و(18-3)باقراردادنمعادلات

(3-22)𝑑

𝑑𝑟
[𝐸(𝐴

𝑑u𝑟
𝑑𝑟

+ 2𝐵
u𝑟
𝑟
 )] +

2

𝑟
[𝐸(𝐴 − 𝐵)(

𝑑u𝑟
𝑑𝑟

−
u𝑟
𝑟
 )] = 0 

باشددرنتیجهمیE ≠ 0که

(3-23)𝑑

𝑑𝑟
(𝐴
𝑑u𝑟
𝑑𝑟

+ 2𝐵
u𝑟
𝑟
 ) +

2

𝑟
(𝐴 − 𝐵)(

𝑑u𝑟
𝑑𝑟

−
u𝑟
𝑟
 ) = 0 

:پس

(3-24)𝑟2𝑢′′𝑟 + 2𝑟𝑢
′
𝑟 − 2𝑢𝑟 = 0 

اویلر-یکوشیاستویکمعادلهrبیانگرمشتقدومنسبتبه''وrبیانگرمشتقاولنسبتبه'که

آنبهفرمزیراست.حلّباشدکههمگنمی

حدس 𝑟𝑚u𝑟(𝑟)با = جایگذاریو معادله های ریشه معادله 𝑚1,2در = −و1 باشد.می2

جایبنابراینجوابعمومیمعادله)جابه میصورتبهیشعاعی( زیر و ,𝐶1باشد 𝐶2هایمعادلهثابت

آیند.دستمیبهتنشبااستفادهازشرایطمرزیهستندکه



(3-25)

u𝑟(𝑟) = 𝐶1𝑟
𝑚1 + 𝐶2𝑟

𝑚2  

Or 

u𝑟(𝑟) = 𝐶1r +
𝐶2
𝑟2

 

 

هاجاییهاوجابه،تنش(19-3)یوسپسرابطه(18-3)یدرمعادله(25-3)یباجایگذاریرابطه

.شوندزیرنوشتهمیصورتبه
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(3-26)
{
Ԑ𝑅 =  

𝑑𝑢𝑟
𝑟
= 𝑐1 −

2𝑐2
𝑟3

Ԑɸ = ԐƟ = 
𝑢𝑟
𝑟
= 𝑐1 +

𝑐2
𝑟3

 



(3-27)
{

σ𝑅 = 𝐸 [(𝐴 + 2𝐵)𝑐1 − 2(𝐴 − 𝐵)
𝑐2
𝑟3
] 

σɸ = σƟ = 𝐸 [(𝐴 + 2𝐵)𝑐1 + 2(𝐴 − 𝐵)
𝑐2
𝑟3
] 

 

آیند.دستمیبه 𝐶1 و 𝐶2سپسبااعمالشرایطمرزیثابتهای

(3-28)𝜎𝑟|𝑟=1 = −𝑃𝑖 
𝜎𝑟|𝑟=𝑘 = −𝑃𝑜 



.آیندبهدستمیصورتزیرهایمعادلهبهابتکهث

(3-29)

{
 
 

 
 𝐶1 =

𝑃𝑖 − 𝑘
3𝑃𝑜

𝐸(𝐴 + 2𝐵)(𝑘3 − 1)

𝐶2 =
𝑘3(𝑃𝑖 − 𝑃𝑜)

2𝐸(𝐴 − 𝐵)(𝑘3 − 1)

 

دستهابهجاییشعاعیوتنش،جابه(25-3)و)(27-3)یدرمعادله𝑐2و𝑐1هایباجایگذاریثابت

آیند.می

(3-30)
𝑢𝑅(𝑟) =

𝑅𝑖𝑟

𝐸(𝑘3 − 1)
[(
𝑃𝑖 − 𝑘

3𝑃𝑜
𝐴 + 2𝐵

) + (
𝑃𝑖 − 𝑃𝑜
𝐴 − 𝐵

)
𝑘3

2𝑟3
] 



(3-31)

{
 
 

 
 σ𝑅 =

1

𝑘3 − 1
[(𝑃𝑖 − 𝑘

3𝑃𝑜) − (𝑃𝑖 − 𝑃𝑜)
𝑘3

𝑟3
] 

σɸ = σƟ =
1

𝑘3 − 1
[(𝑃𝑖 − 𝑘

3𝑃𝑜) + (𝑃𝑖 − 𝑃𝑜)
𝑘3

2𝑟3
]
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 بررسی نتایج 3-3

یکروی،یکپوسته1دستآمدهازنتایجالمانمحدودیموردیوبررسینمودارهایبهمطالعهبرای

 40بهشعاعداخلیهمگنجدارثابتیکرویگیریم.پوستهجدارضخیمبامشخصاتزیردرنظرمی

mm 60خارجیشعاعو mm ،80 یکنواختداخلیفشار تحت MPaاست.مدولشدهرگرفتهقرا

 .باشدمی 0.3وضریبپواسون GPa 200کالاستی

شبیه نرمسازییکنمونهبا آباکوسافزاریهندسیدر المانحلّبرمبنایروشالمانمحدود،

میمحدود تقارنمحوریانجام دلیلدو به اینمسأله در آن2شود. یکچهارم دوصورتبهبودن،

600ومدلدارایCAX8Rمورداستفادهازنوعهای،المانتحلیلبعدیدرنظرگرفتهشدهاست.در

مربوطهایگرهشرایطمرزیالماندرنظرگرفتهشدهاست.20باشدکهدرراستایشعاعیالمانمی

راستایعمودی،وهمچنینیتقارندرگذرد،بهواسطههاازمرکزکرهمیبهمرزافقیکهامتدادآن

بهواسطههاازمرکزکرهمیتدادآنهایمربوطبهمرزعمودیکهامگره یتقارندرراستایگذرد،

اند.افقی،مقیدّشده

ش3-3شکل) تا توزیعجابه6-3کل)( تنش( تنشمحیطیو تنششعاعی، فونجاییشعاعی،

دهد.درمدلرانشانمیمیسس

                                                 
1 Finite Element 

2 Double Axisymmetric 
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 لیی کروی همگن تحت فشار یکنواخت داخ جایی شعاعی پوسته توزیع جابه 3-3شکل 



 
 ی کروی همگن تحت فشار یکنواخت داخلی توزیع تنش شعاعی پوسته 4-3شکل 
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 ی کروی همگن تحت فشار یکنواخت داخلی توزیع تنش محیطی پوسته 5-3شکل 



 ی کروی همگن تحت فشار یکنواخت داخلی پوسته فون میسستوزیع تنش  6-3شکل 
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ت فشار ی کروی جدار ضخیم همگن تحها خزش پوسته 3-4

 داخلی و خارجی

داخلیکره شعاع با همگن ضخیم جدار خارجیو 𝑅𝑖ای 𝑅𝑜 شعاع داخلی فشار𝑃𝑖تحتفشار و

پردازیم.گیریم.بااستفادهازدستگاهمختصاتکرویبهاستخراجمعادلاتمیدرنظرمی𝑃𝑜رجیخا

روس-یپرانتلکنیم.معادلهاستفادهمی [29] وسر-یپرانتلیازرابطهبرایاستخراجمعادلاتخزش

باشد.صورتزیرمیدرحالتپلاستیکبه

(3-32)𝑑휀�̇�𝑗
𝑝 =

3

2

𝑑휀̇𝑝

𝜎𝑒
𝑆𝑖𝑗 

باشد.میرحالتپلاستیکبیانگpکهبالانویس

شود.شتهمیزیرنوصورتبهروس-یپرانتلبراحالتخزش،رابطه(32-3)باتعمیمرابطه

(3-33)𝑑휀�̇�𝑗
𝑐𝑟 =

3

2

𝑑휀̇𝑐𝑟

𝜎𝑒
𝑆𝑖𝑗 

:که

(3-34)휀�̇�𝑗
𝑐𝑟 =

3

2

휀̇𝑐𝑟

𝜎𝑒
𝑆𝑖𝑗 

کنیم.استفادهمیفونمیسسدستآوردنتنشمؤثردرمختصاتکرویازمعیاربرایبه

(3-35)𝜎𝑒
𝑣 =

1

√2
√[(𝜎∅ − 𝜎𝑅)2 + (𝜎𝜃 − 𝜎∅)2 + (𝜎𝑅 − 𝜎𝜃)2] =𝜎∅ − 𝜎𝑅

یکرویوتانسورتنشانحرافیبرایپوسته

(3-36)𝑆𝑖𝑗 = 𝜎𝑖𝑗 −
1

3
𝛿𝑖𝑗𝜎𝑘𝑘 

و
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(3-37)[𝑆𝑖𝑗]

=

[
 
 
 
 
 
1

3
(2𝜎𝑅 − (𝜎∅ + 𝜎𝜃)) 0 0

0
1

3
(2𝜎𝜃 − (𝜎∅ + 𝜎𝑅)) 0

0 0
1

3
(2𝜎∅ − (𝜎𝑅 + 𝜎𝜃))]

 
 
 
 
 

=

[
 
 
 
 
 
2

3
(𝜎𝑅 − 𝜎∅) 0 0

0
1

3
(𝜎𝜃 − 𝜎𝑅) 0

0 0
1

3
(𝜎∅ − 𝜎𝑅)]

 
 
 
 
 

 

تواننوشت:نورتونمی-بااستفادهازقانونتوانیبیلی

(3-38)휀𝑐𝑟 = b𝜎𝑛𝑡𝑚 

𝑛رایشرایطدماثابتهستند.بموّادپارامترثابتnوmوbکه ≥  :]36[تواننوشتمی1

(3-39)휀̅𝑐𝑟 = 𝑏𝜎𝑒
𝑛𝑡𝑚 

وکرنشخزشیمؤثر

(3-40)휀𝑒
𝑐𝑟 = 𝑏𝜎𝑒

𝑛𝑡𝑚 

باشد.زیرمیصورتبهمؤثرنرخکرنشخزشی

(3-41)휀�̇�
𝑐𝑟 =

𝑑휀𝑒
𝑐𝑟

𝑑𝑡
= 𝑚𝑏𝜎𝑒

𝑛𝑡𝑚−1 

ب که برایخزشاولیهm=1رایحالتپایا 0استو < 𝑚 < لحاظm=0.5باشدکهمعمولامی1

شود.می

 خزش حالت پایا 3-4-1

هارابطهفونمیسسبهمعیارتوجّهروس،کرنشمعادلخزشیبرایحالتپایاوبا-یپرانتلمعادله

شوند.زیربازنویسیمیصورتبه
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(3-42){
휀�̇�
휀∅̇
} =

휀�̇�
2𝜎𝑒

[
2 −2
−1 1

] {
𝜎𝑅
𝜎∅
} 

باشد.کهبرایخزشثانویهبهفرمزیرمی

(3-43)
{
휀�̇�
휀∅̇
} =

𝑏𝜎𝑒
𝑛−1

2
[
2 −2
−1 1

] {
𝜎𝑅
𝜎∅
} 

و

(3-44)휀�̇� =
𝑑�̇�(𝑟)

𝑑𝑟
 , 휀∅̇ =

�̇�(𝑟)

𝑟
, 𝜎𝑒 = 𝜎𝑅 − 𝜎∅ 

̇∅휀 یکهبااستفادهازرابطه =
�̇�(𝑟)

𝑟
داریم:�̇�(𝑟)یومحاسبه

(3-45)�̇�(𝑟) = 𝑟휀∅̇ , 휀�̇� = 휀∅̇ + 𝑟
𝑑휀∅̇
𝑑𝑟

 

شود.یسازگاریزیربرقرارمیآنگاهرابطه

(3-46) 휀∅̇ + 𝑟
𝑑휀∅̇
𝑑𝑟

− 휀�̇� = 0 

آید.دستمیتنشمعادلبه(46-3)ادلهدیفرانسیلدرمعجایگذاریوبا

(3-47)𝑟

2

𝑑𝜎𝑒
𝑛

𝑑𝑟
+ −

3

2
𝜎𝑒
𝑛 = 0 → 𝜎𝑒 = 𝜎𝑅 − 𝜎∅ = (

𝐶1
𝑟3
)

1
𝑛

 

کنیم.میحلّوآنراجایگذارییتعادلرادرمعادله(47-3)یرابطه

(3-48)𝑑𝜎𝑅
𝑑𝑟

=
2

𝑟
(
𝐶1
𝑟3
)

1
𝑛

 

و

(3-49)
𝜎𝑅 = 2𝐶1

1
𝑛 [∫ 𝑟−(

3
𝑛
+1)𝑑𝑟

𝑟

𝑅𝑖

+ 𝑟
−3
𝑛 ] + 𝐶2 

آید.دستمیبه𝐶2 و𝐶1هایبااعمالشرایطمرزیفشارداخلوخارجثابت

(3-50)

{
 
 

 
 
𝐶1 = [

𝑃𝑖 − 𝑃𝑜

2∫ 𝑟−(
3
𝑛
+1)𝑑𝑟

𝑅𝑜

𝑅𝑖

]

𝑛

𝐶2 = −𝑃𝑖

 

آیند.دستیهایشعاعی،نصفالنهاریوکرنشخزشیمعادلبهآنگاهتنش
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(3-51)
𝜎𝑅 =

(𝑃𝑖 − 𝑃𝑜)

(𝑘−
3
𝑛 − 1)

𝑅−
3
𝑛 −

(𝑃𝑖𝑘
−
3
𝑛 − 𝑃𝑜)

(𝑘−
3
𝑛 − 1)

 

(3-52)



(3-53)

𝜎∅ = 𝜎𝜃 =
(𝑃𝑖 − 𝑃𝑜)(2𝑛 − 3)

2𝑛(𝑘−
3
𝑛 − 1)

𝑅−
3
𝑛 −

(𝑃𝑖𝑘
−
3
𝑛 − 𝑃𝑜)

(𝑘−
3
𝑛 − 1)

 

𝜎𝑒 =
(𝑃𝑖 − 𝑃𝑜)𝑅

−
3
𝑛

(𝑘−
3
𝑛 − 1)

(
−3

2𝑛
) 

(3-54)
휀�̇� = 𝑏 (

−3

2𝑛
)
𝑛

(
𝑃𝑖 − 𝑃𝑜

𝑘−
3
𝑛 − 1

)𝑛𝑅−
3
𝑛 

 ایجبررسی نت 3-5

یکرویدستآمدهازنتایجالمانمحدود،یکپوستهیموردیوبررسینمودارهایبهبرایمطالعه

 40بهشعاعداخلیهمگنجدارثابتیکرویگیریم.پوستهجدارضخیمبامشخصاتزیردرنظرمی

mm 60خارجیشعاعو mm ،80یکنواختداخلیفشار تحت MPaمدولشدهرگرفتهقرا است.

برواحد3.125e-14خزشموّادباشد.همچنینپارامترمی 0.3وضریبپواسون  GPa 200الاستیک

گیریم.رادرنظرمیn=1ساعتو

 آباکوسافزاریهندسیدرنرمسازییکنمونهباشبیه عددیحلّبرمبنایروشالمانمحدود،

می انجام المانشود. نوع از استفاده مورد مدCAX8Rهای و دارای می600ل درالمان که باشد

الماندرنظرگرفتهشدهاست.20راستایشعاعی

باشد.می3-3بخشهمانندشرایطمرزی

ونرخکرنشفونمیسس(توزیعتنششعاعی،تنشمحیطی،تنش10-3ل)(تاشک7-3شکل)

دهد.معادلخزشیدرمدلرانشانمی





48 

 

 
 کروی همگن تحت فشار یکنواخت داخلی ی توزیع تنش شعاعی پوسته 7-3شکل 

 
 داخلی ی کروی همگن تحت فشار یکنواخت توزیع تنش محیطی پوسته 8-3شکل 
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 ی کروی همگن تحت فشار یکنواخت داخلی پوسته فون میسستوزیع تنش  9-3شکل 



بعد  ی کروی همگن تحت فشار یکنواخت داخلی در پوسته مؤثرنرخ کرنش توزیع  10-3شکل 

 ساعت 1000 زا
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 بعدی در مختصات کروی انتقال حرارت یک 3-6

 برایمشخصکردنرابطهتوّجهبا 𝑇(𝑟)یبهیکنواختبودنانتقالحرارتدرراستایشعاعکره،

 معادلهحلّبایدمعادلهیکبعدیانتقالحرارتدرمختصاتکرویرا انتقالحرارتبدونینمود.

[38].باشدنشعاعیدمادرمختصاتکرویبهفرمزیرمیتولیدمنبعحرارتیباگرادیا

(3-55)1

𝑟2
𝜕

𝜕𝑟
(𝜆𝑟2

𝜕𝑇(𝑟)

𝜕𝑟
) +

1

𝑟2 sin𝜃

𝜕

𝜕𝜃
(𝜆 sin𝜃

𝜕𝑇(𝑟)

𝜕𝜃
) +

1

𝑟2 sin 𝜃

𝜕

𝜕∅
(𝜆
𝜕𝑇(𝑟)

𝜕∅
) = 0 

 تقارنمحوریبودنکره خاصیتدو از استفاده )با
𝜕

𝜕∅
= 0,

𝜕

𝜕𝜃
= 0  55-3ی)رابطه( زیرصورتبه(

شود.بازنویسیمی

(3-56)1

𝑟2
𝜕

𝜕𝑟
(𝜆𝑟2

𝜕𝑇(𝑟)

𝜕𝑟
) = 0 

باشد.صورتزیرمییکرویهمگنبهیتوزیعدمابرایپوستهرابطه(56-3ی)معادلهحلّبا

(3-57)𝑇(𝑟) =
𝐶1
𝑟
+ 𝐶2 

ودما𝑇𝑖آیند.دمادرجدارداخلیدستمیبااستفادهازشرایطمرزیدماییبه𝐶2و𝐶1هایکهثابت

باشند.زیرمیصورتبه𝐶2و𝐶1هایباشد.پسثابتمی𝑇𝑜درجدارخارجی

(3-58)
{
𝐶1 =

(𝑇𝑖 − 𝑇𝑜)𝑟𝑜
𝑘 − 1

𝐶2 =
𝑘𝑇𝑜 − 𝑇𝑖
𝑘 − 1

 

پس

(3-59)𝑇(𝑟) =
(𝑇𝑖 − 𝑇𝑜)𝑟𝑜
𝑘 − 1

1

𝑟
+
𝑘𝑇𝑜 − 𝑇𝑖
𝑘 − 1

 

صفرشدنمنجربهکههایبرشیصفرشدنکرنشبهتقارندرهندسه،بارگذاریومادّه،توّجهبا

هایجاییبیانشد.ازطرفیبرایکرنشتانسورتنش،کرنشوبردارجابههایبرشیخواهدشد؛تنش

.باشدصورتزیرمیحرارتیتانسورکرنشبه
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(3-60)
[휀𝑖𝑗]

𝑇
= [

𝛼𝛩(𝑟) 0 0
0 𝛼𝛩(𝑟) 0
0 0 𝛼𝛩(𝑟)

] 

𝜃(r)باشد.اینمی℃تابعیازشعاعکرهاستکهواحدآنصورتبهتغییراتدمادرراستایضخامت

دما نسبتبه میتغییراتدما، سنجیده منبع بهی 𝜃(𝑟)طوریشود =T(r)-𝑇𝑟𝑒𝑓𝑟𝑒𝑛𝑐𝑒   وباشدمی

𝑇𝑟𝑒𝑓𝑟𝑒𝑛𝑐𝑒صورتزیراست.بهکلیّاست.لذاکرنشعدمایمرج

(3-61)[휀𝑖𝑗] = [휀𝑖𝑗]
𝑀
+ [휀𝑖𝑗]

𝑡ℎ
 

باشد.هایحرارتیمیبیانگرکرنشthهایمکانیکیوبالانویسبیانگرکرنشMکهبالانویس

(3-62)
[휀𝑖𝑗] =  [

휀𝑅 0 0
0 휀𝜃 0
0 0 휀∅

]+[

𝛼𝛩(𝑟) 0 0
0 𝛼𝛩(𝑟) 0
0 0 𝛼𝛩(𝑟)

] 

کرنشوخاصیتدوتقارنمحوریکره-بااستفادهازمعادلهساختاریورابطهبینتنش

(3-63){
𝜎𝑅
𝜎∅
} = 𝐸 {

𝐴 2𝐵
𝐵 𝐴 + 𝐵

} {
휀𝑟
휀∅
} − EαΘ(r) [

𝐶
𝐶
] 

𝐶هک =
1

1−2𝜗
درمعادلهتعادلبهمعادلهزیرخواهیمرسید.جایگذاریباشد.کهبامی

(3-64)𝑟2𝑢𝑟
′′ + 2𝑟𝑢𝑟

′ − 2𝑢𝑟 =
𝐶𝛼

𝐴
𝐼 

اویلر-کهیکمعادلهکوشیاستrبیانگرمشتقدومنسبتبه''وrبیانگرمشتقاولنسبتبه'که

 برای و است. بهآنحلّناهمگن جواب 𝑟𝑚u𝑟(𝑟)صورت = جایگذاریو معادله جایگذاریدر

معادلهمی خصوصیازروشحلّبرایباشد.خصوصیمیحلّعمومیوحلّداریهیمشخصّگردد.

شود.رانسکیناستفادهمی

جوابعمومیوخصوصیمعادلهبالابهفرمزیراست.

(3-65)𝑢𝑟(r) =
𝐶𝛼

𝐴
𝐼 + 𝑐1𝑟 +

𝑐2
𝑟2

 

(3-66)𝐼 = ∫ 𝑟2𝛩(𝑟)𝑑𝑟
𝑟

𝑅𝑖

 

شدهاست.حلّکاملصورتبهترموالاستیکهارابطهبعدیفصلدر



52 

 



 

.
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یل خزش حالت پایا  در حلت :4فصل 

ار ضخیم های کروی جد پوسته

 ناهمگن
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 FGی کروی جدار ضخیم ها الاستیک پوسته تحلیل 4-1

طورپیوستهتغییربهمادهّ)مکانیکی،حرارتی،مغناطیسی(خوّاص،FGموّاددرطورکهاشارهشدهمان

دراینپژوهشمی صورتتابعجزنسبتپواسوندرراستایضخامتکرهبهمکانیکیبهخواّصکند.

درنظرگرفتنشکلهندسیومحورهایمختصاتتوانیبرحسبشعاعکرهتغییرمی با لذا کنند.

کنیم.میتعریفصورتزیررابهFGموّادبخشقبلتغییراتمدولالاستیسیتهبرایتعریفشدهدر

(4-1)E(R)=Ei(
𝑅

𝑅𝑖
)𝑛1=Ei𝑟

𝑛1

 ثابتناهمگنیمی𝑛1 که با ثابتاست. ضریبپواسون و معادلهجایگذاریباشد ودر یساختاری

باشد.شکلزیرمییناویربهیتعادل،معادلهمعادله

(4-2)𝑑

𝑑𝑟
[𝐸(𝑟)(𝐴

𝑑u𝑟
𝑑𝑟

+ 2𝐵
u𝑟
𝑟
 )] +

2

𝑟
[𝐸(𝑟)(𝐴 − 𝐵)(

𝑑u𝑟
𝑑𝑟

−
u𝑟
𝑟
 )] = 0 

اویلرهمگنزیرخواهیمرسید.-یفوقبهمعادلهدیفرانسیلکوشیکهبعدازسادهسازیمعادله

(4-3)𝑑2u𝑟
𝑑𝑟2

+ (
𝑛1 + 2

𝑟
)
𝑑u𝑟
𝑑𝑟

+
2

𝑟2
(𝑛1

𝐵

𝐴
− 1 )𝑢𝑟 = 0 



(4-4)𝑟2𝑢𝑟
′′ + (𝑛1 + 2)𝑟𝑢𝑟

′+2(𝑛1𝜗
∗-1)𝑢𝑟=0 

وrبیانگرمشتقدومنسبتبه''وrبیانگرمشتقاولنسبتبه'که ∗𝜗است. =
𝐵

𝐴 
تعریفشده

𝑟𝑚u𝑟(𝑟)صورتبهآنجوابحلّاست.وبرای دستبهدرمعادلهریشههایمعادلهجایگذاریو=

آیند.می

(4-5)𝑚2 + (𝑛1 + 1)𝑚 + 2(𝑛1𝜗
∗ − 1) = 0 

باشند.صورتزیرمیوریشههایمعادلهبه

(4-6)
𝑚1,2 = −

𝑛1 + 1

2
±
√∆

2
 

(4-7)∆= 𝑛1
2 + 2(1 − 4𝜗∗)𝑛1 + 9 
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<∆معادلهممکناستحقیقی،موهومیویامضاعفباشند.دراینپژوهشفرضهایریشه .است0

باشند.ترتیبزیرمیپسریشههایمعادلهبه

(4-8)
𝑚1 = −

𝑛1 + 1

2
+
√∆

2
 

(4-9)
𝑚2 = −

𝑛1 + 1

2
−
√∆

2
 

باشد.صورتزیرمیجوابمعادلهدیفرانسیلبه

(4-10)u𝑟(𝑟) = 𝐶1𝑟
𝑚1 + 𝐶2𝑟

𝑚2  



فرمزیراتنشمحیطی(بهتنششعاعیوتنشنصفالنهاری)یکرنش،-تنشهارابطهدرجایگذاریبا

باشدمی

(4-11)𝜎𝑅 = 𝐸𝑖𝑟
𝑛1[𝐶1(𝐴𝑚1 + 2𝐵)𝑟

𝑚1 + 𝐶2(𝐴𝑚2 + 2𝐵)𝑟
𝑚2] 

(4-12)𝜎∅ = 𝐸𝑖𝑟
𝑛1[𝐶1(𝐵𝑚1 + (𝐴 + 𝐵))𝑟

𝑚1 + 𝐶2(𝐵𝑚2 + (𝐴 + 𝐵))𝑟
𝑚2] 

.آیندمیدستبهبااعمالشرایطمرزی𝐶1 و 𝐶2هایثابتو

(4-13)𝜎𝑟|𝑟=1 = −𝑃𝑖 
𝜎𝑟|𝑟=𝑘 = −𝑃𝑜 



(4-14)

{
 
 

 
 𝐶1 =

𝑘𝑚2𝑃𝑖 − 𝑘
1−𝑛1𝑃𝑜

𝐸𝑖(𝐴𝑚1 + 2𝐵)(𝑘𝑚1 − 𝑘𝑚2)

𝐶2 =
−𝑘𝑚1𝑃𝑖 + 𝑘

1−𝑛1𝑃𝑜
𝐸𝑖(𝐴𝑚2 + 2𝐵)(𝑘𝑚1 − 𝑘𝑚2)

 

جاییشعاعیهایشعاعی،محیطیوجابه(تنش12-4(و)11-4)هارابطهدر𝐶2و𝐶1جایگذاریاب

آیند.میدستبه

(4-15)
σ𝑅 =

𝑟𝑛1−1

𝑘𝑚1 − 𝑘𝑚2
[(𝑘𝑚2𝑃𝑖 − 𝑘

1−𝑛1𝑃𝑜)𝑟
𝑚1 − (𝑘𝑚1𝑃𝑖 − 𝑘

1−𝑛1𝑃𝑜)𝑟
𝑚2]  
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(4-16)
σɸ = σƟ =

𝑟𝑛1−1

𝑘𝑚1 − 𝑘𝑚2
[
(𝐴 + 𝐵) + 𝐵𝑚1

𝐴𝑚1 + 2𝐵
(𝑘𝑚2𝑃𝑖 − 𝑘

1−𝑛1𝑃𝑜)𝑟
𝑚1

−
(𝐴 + 𝐵) + 𝐵𝑚2

𝐴𝑚2 + 2𝐵
(𝑘𝑚1𝑃𝑖 − 𝑘

1−𝑛1𝑃𝑜)𝑟
𝑚2] 

(4-17)𝑢𝑅(𝑟) =
𝑅𝑖

𝐸𝑖(𝑘𝑚1 − 𝑘𝑚2)
[

1

𝐴𝑚1 + 2𝐵
(𝑘𝑚2𝑃𝑖 − 𝑘

1−𝑛1𝑃𝑜)𝑟
𝑚1

−
1

𝐴𝑚2 + 2𝐵
(𝑘𝑚1𝑃𝑖 − 𝑘

1−𝑛1𝑃𝑜)𝑟
𝑚2] 



 بررسی نتایج 4-2

یکرویدستآمدهازنتایجالمانمحدود،یکپوستهیموردیوبررسینمودارهایبهبرایمطالعه

 40بهشعاعداخلیهمگنثابتجداریکرویگیریم.پوستهجدارضخیمبامشخصاتزیردرنظرمی

mm 60خارجیشعاعو mm ،80یکنواختداخلیفشار تحت MPaاست.مدولشدهرگرفتهقرا

باشد.میابتث 0.3وضریبپواسوندرجدارداخلی𝐺𝑃𝑎 200 کالاستی

شبیه نرمسازییکنمونهبا یهندسیدر آباکوسافزار المانحلّبرمبنایروشالمانمحدود،

دوبعدیصورتبهبودن،یکچهارمآنشود.دراینمسألهبهدلیلدوتقارنمحوریانجاممیمحدود

 هندسهموّادهمچنینبرایشبیهسازیدرنظرگرفتهشدهاست. لایه20یموردنظربهناهمگن،

المان2400ومدلدارایCAX8Rهایمورداستفادهازنوع،المانتحلیلایندرتقسیمشدهاست.

الماندرنظرگرفتهشدهاست.40باشدکهدرراستایشعاعیمی

است.3-3شرایطمرزیهمانشرایطمرزیتعریفشدهدربخش

تاشکل)1-4شکل) توزیع4-3( تنشمحیطیوتنشت( درمدلرافونمیسسنششعاعی،

دهد.نشانمیهایناهمگنیمختلفبرایثابت
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 ی کروی ناهمگن تحت فشار داخلی یکنواخت شعاعی در پوسته توزیع تنش 1-4شکل 



 ی کروی ناهمگن تحت فشار داخلی یکنواخت توزیع تنش محیطی در پوسته 2-4شکل 
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 ی کروی ناهمگن تحت فشار داخلی یکنواخت در پوسته فون میسستوزیع تنش  3-4شکل 

 ی کروی ناهمگن تحت فشارها خزش پوسته تحلیل 4-3

پوستهحلیلتبرای در تعریفنورتون-یبیلیمعادلهFGهایکرویناهمگنخزشپایا زیر فرم به

شود.می

(4-18)휀𝑐𝑟 = b(𝑟)𝜎𝑛(𝑟) 

وباشدتابعیازشعاعکرهمیموّادکهپارامترثابت

(4-19)𝑛(𝑟) = 𝑛0 

𝑏(𝑟) = 𝑏0𝑟
𝑏1 

باموّادیرثابتمقاد𝑏1و𝑏0و𝑛0 مقادیر و(18-4)یدررابطه(19-4)یرابطهجایگذاریهستند.

آید.دستمیصورتزیربهتنششعاعیبه(50-3ی)سپسرابطه

(4-20)
𝜎𝑅 = 2(

𝐶1
𝑏1
)
1

1
𝑛0
[∫ 𝑟

−(
𝑏1+𝑛0+3

𝑛0
)
𝑑𝑟

𝑟

𝑅𝑖

] + 𝐶2 

،شاردرجدارداخلیوخارجیکهبااعمالشرایطمرزیف
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(4-21)

𝜎𝑅 =
(𝑃𝑖 − 𝑃𝑜)

(𝑘−𝛽 − 1)
𝑅−𝛽 −

(𝑃𝑖𝑘
−𝛽 − 𝑃𝑜)

(𝑘−𝛽 − 1)
 

𝜎∅ = 𝜎𝜃 =
(𝑃𝑜 − 𝑃𝑖)

(𝑘−𝛽 − 1)

(𝛽 − 2)

2
𝑅−𝛽 −

(𝑃𝑖𝑘
−𝛽 − 𝑃𝑜)

(𝑘−𝛽 − 1)
 

𝜎𝑒 = 𝜎∅-𝜎𝑅 

휀�̇� = 𝑏(𝑟)𝜎𝑒
𝑛0 

آیند.ودستمیبه



(4-22)

{
  
 

  
 𝑅 =

𝑟

𝑅𝑖

𝑘 =
𝑅𝑜
𝑅𝑖

𝛽 =
3 + 𝑏1
𝑛0

 

 بررسی نتایج 4-4
یکرویدستآمدهازنتایجالمانمحدود،یکپوستهیموردیوبررسینمودارهایبهبرایمطالعه

و mm 40بهشعاعداخلیهمگنجدارثابتگیریم.پوستهرمییردرنظجدارضخیمبامشخصاتز

 کاست.مدولالاستیشدهرگرفتهقراMP 80 یکنواختداخلیفشار تحت، mm 60خارجیشعاع

200 𝐺𝑃𝑎یدرجدارخزشموّادباشد..همچنینپارامترمیثابت 0.3وضریبپواسونجدارداخلیدر

𝑛0،تبرواحدساع3.125e-14داخلی = گیریم.رادرنظرمی𝑏1=1و1

آباکوسافزاریهندسیدرنرمسازییکنمونهباشبیه عددیحلّبرمبنایروشالمانمحدود،

دوبعدیدرنظرصورتبهبودن،یکچهارمآنشود.دراینمسألهبهدلیلدوتقارنمحوریانجاممی

 است. هندسهمواّدهمچنینبرایشبیهسازیگرفتهشده بهناهمگن، لایهتقسیم20یموردنظر

باشدالمانمی2400ومدلدارایCAX8Rهایمورداستفادهازنوع،المانتحلیلایندرشدهاست.

شرایطمرزیهمانشرایطمرزیتعریفالماندرنظرگرفتهشدهاست.40کهدرراستایشعاعی

فونتنش،توزیعتنششعاعی،تنشمحیطی(7-4ل)(تاشک4-4شکل)است.3-3شدهدربخش

دهد.نشانمیهایناهمگنیمختلفبرایثابتدرمدلراکرنشمؤثرونرخمیسس
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 ی کروی ناهمگن تحت فشار داخلی یکنواخت توزیع تنش شعاعی در پوسته 4-4شکل 



 کنواختی کروی ناهمگن تحت فشار داخلی ی توزیع تنش محیطی در پوسته 5-4شکل 



 

61 

 



 ی کروی ناهمگن تحت فشار داخلی یکنواخت در پوسته فون میسستوزیع تنش  6-4شکل 



 ی کروی ناهمگن تحت فشار داخلی یکنواخت در پوستهنرخ کرنش مؤثر توزیع  7-4شکل 

 ساعت 1000بعد از 
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 ی کروی ناهمگنها ترموالاستیک پوسته تحلیل4-5

ناهمگنبهطورپیوستهتغییرموّاد،حرارتیومغناطیسیدرمکانیکیخوّاصهمانطورکهاشارهشد

گیریمکهرابراساستوزیعتوانینسبتبهشعاعکرهدرنظرمیموّادخواّصکند.دراینپژوهشمی

کنند.لذابادرنظرگرفتنمحورهایجزضریبپواسونتغییرمیمکانیکیبهخواّصدرآنفرضشده

هندسهو ضریبانبساتحرارتیگذبارمختصاتو بخشقبلتغییراتمدولالاستیسیتهو اریدر

گیریم.صورتزیردرنظرمیرابهFGموّادبرای

(4-23)E(R)=Ei(
𝑅

𝑅𝑖
)𝑛1=Ei𝑟

𝑛1 , 𝛼(𝑅) = 𝛼𝑖(
𝑅

𝑅𝑖
)𝑛2 = 𝛼𝑖𝑟

𝑛2

شوند.لذامعادلاتساختاریبهفرمزیرنوشتهمیباشد،میضریبناهمگنی𝑛2و𝑛1کهدراینرابطه

(4-24){
𝜎𝑅

𝜎𝜃 = 𝜎∅
} = 𝐸(𝑅) [

𝐴 2𝐵
𝐵 𝐴 + 𝐵

] {
휀𝑅

휀𝜃 = 휀∅
} − E(R)α(R)Θ(r) [

𝐶
𝐶
] 

یمرسید.یتعادلبهمعادلهوپسازسادهسازیبهمعادلهزیرخواهدرمعادلهجایگذاریکهبا

(4-25)𝑟2𝑢𝑟
′′ + (𝑛1 + 2)𝑟𝑢𝑟

′ + 2(𝑛1𝜗
∗ − 1)𝑢𝑟

= 
𝐶𝛼𝑖
𝐴
𝑟2 [𝑟(𝑛1 + 𝑛2)𝛩(𝑟) + 𝑟

2
𝑑𝛩(𝑟)

𝑑𝑟
] 

ربالاد CوBوAباشد.کهضرایبهایناهمگنتحتحرارتمییناویربرایکرهمعادلهاینمعادله،

.تعریفشدهاند

 نتقال حرارت یک بعدیا 4-5-1

معادلهدیفرانسیل𝛩(𝑟)یصکردنرابطهبرایمشخ کنیمکهانتقالحرارتفرضمی(25-4)در

یانتقالحرارتیکبعدیدرحالتپایداربهفرمتباشد.معادلهعدیودرراستایشعاعکرهمیبیک

باشد.زیرمی

(4-26)1

𝑟2
𝜕

𝜕𝑟
(𝜆(𝑟)𝑟2

𝜕𝑇(𝑟)

𝜕𝑟
) = 0 

شود.صورتتوانیزیرتعریفمیبه𝜆(𝑟)دراینرابطه
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(4-27)λ(𝑟) = 𝜆𝑖𝑟
𝑛3 

𝑛3بابررسیدوحالت ≠ 𝑛3و1− = کنیم.میحلّیانتقالحرارترامعادله1−

𝑛3الف: ≠ −1

(4-28)T(𝑟) = 𝑐3𝑟
−(𝑛3+1) + 𝑐4 

گردد.وشرایطمرزیدرجدارداخلوجداربهشرایطمرزیتعیینمیتوّجهبا𝑐4و𝑐3هایکهثابت

صورتزیراست.خارجبه

(4-29)On r=1 ; T(r)= 𝑇𝑖 

(4-30)On r=k ; T(r)= 𝑇𝑜 

آیند.دستمیهب𝑐4و𝑐3هایسازاعمالشرایطمرزیثابتپ

(4-31)𝑐3 = −
(𝑇𝑖 − 𝑇𝑜)

1
𝑘𝑛3+1

− 1
 

(4-32)
𝑐4 =

𝑇𝑖
𝑘𝑛3+1

− 𝑇𝑜

1
𝑘𝑛3+1

− 1
 

ودرنتیجه

(4-33)
T(𝑟) = −

(𝑇𝑖 − 𝑇𝑜)

1
𝑘𝑛3+1

− 1
𝑟−(𝑛3+1) +

𝑇𝑖
𝑘𝑛3+1

− 𝑇𝑜

1
𝑘𝑛3+1

− 1
 

𝑛3یکرهدرحالتزیعدمادرجدارهیتومعادله(33-4)یکهمعادله ≠ است.1−

𝑛3 ب: = −1 

(4-34)𝑇(𝑟) = 𝑐3 ln 𝑟 + 𝑐4 

کهپسازاعمالشرایطمرزی:

(4-35)𝑐3 = −
(𝑇𝑖 − 𝑇𝑜)

ln 𝑘
 

(4-36)𝑐4 = 𝑇𝑖 
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ودرنتیجه

(4-37)𝑇(𝑟) = −
(𝑇𝑖 − 𝑇𝑜)

ln 𝑘
ln 𝑟 + 𝑇𝑖 

𝑛3یکرهدرحالتیتوزیعدمادرجدارهمعادله(37-4)یکهمعادله = وست.ا1−

(4-38)𝜃(𝑟) = 𝑇(𝑟) − 𝑇𝑟𝑒𝑓𝑟𝑒𝑛𝑐𝑒 

پردازیم.یناویرمیمعادلهحلّحالبه

𝑛3:حالت اول ≠ −1

 معادلهرابطهجایگذاریبا در وس38-4)یتوزیعدما ازسادهسازیبه(پس25-4)یرابطهپس(

رسیم.یزیرمیرابطه

(4-39)𝑟2𝑢𝑟
′′ + (𝑛1 + 2)𝑟𝑢𝑟

′ + 2(𝑛1𝜗
∗ − 1)𝑢𝑟

=
𝐶𝛼𝑖
𝐴
𝑟2 [𝑟(𝑛1 + 𝑛2)𝛩(𝑟) + 𝑟

2
𝑑𝛩(𝑟)

𝑑𝑟
] 

(4-40)State 1:  

T(𝑟) =
(𝑇𝑜 − 𝑇𝑖)

1
𝑘𝑛3+1

− 1
𝑟−(𝑛3+1) +

𝑇𝑖
𝑘𝑛3+1

− 𝑇𝑜

1
𝑘𝑛3+1

− 1
 

(4-41)

(4-42)

State 2:  

T(𝑟) =
(𝑇𝑜 − 𝑇𝑖)

ln 𝑘
ln 𝑟 + 𝑇𝑖 

(بهفرمزیراست.39-4ی)عمومیمعادلهحلّ

(4-43)𝑢𝑟
ℎ(𝑟) = 𝐶1𝑟

𝑚1 + 𝐶2𝑟
𝑚2  

فشاردرلایهعمومیمعادلهمیحلّنگربیاhکهبالانویس یکروییداخلیوخارجیپوستهباشد.

باشد.پس:صفرمی

(4-44)𝜎𝑟|𝑟=1 =  0 
𝜎𝑟|𝑟=𝑘 =  0 

آیند.دستمیبااعمالشرایطمرزیصفربه𝐶2و𝐶1هایکهثابت
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 حالت اول:

.باشدبهفرمزیرمی(39-4)صوصیمعادلهخحلّ

(4-45)𝑢𝑝 = 𝑐5𝑟
𝑛2−𝑛3 + 𝑐6𝑟

𝑛2+1 

آیند.دستمیدرمعادلهبهجایگذاریبا𝑐6و𝑐5هایکهثابت

(4-46)
𝑐5 =

𝐶𝛼𝑖
𝐴
(𝑛1 + 𝑛2 − 𝑛3 + 1)𝑐3

(𝑛1 + 𝑛2 − 𝑛3 + 1)(𝑛2 − 𝑛3) + 2(𝑛𝜗∗ − 1)
 

(4-47)
𝑐6 =

𝐶𝛼𝑖
𝐴
(𝑛1 + 𝑛2)𝑐4

(𝑛1 + 𝑛2 + 2)(𝑛2 + 1) + 2(𝑛𝜗∗ − 1)
 

 حالت دوم:

باشد.فرمزیرمیه(ب39-4ی)خصوصیمعادلهحلّ

(4-48)𝑢𝑝 = 𝑐5𝑟
𝑛2+1 ln 𝑟 + 𝑐6𝑟

𝑛2+1 

آیند.دستمیبهدرمعادلهجایگذاریبا𝑐6و𝑐5هایکهثابت

(4-49)
𝑐5 =

𝐶𝛼𝑖
𝐴
(𝑛1 + 𝑛2)𝑐3

(𝑛1 + 𝑛2 + 2)(𝑛2 + 1) + 2(𝑛𝜗∗ − 1)
 

(4-50)
𝑐6 =

𝐶𝛼𝑖
𝐴 {(𝑛1 + 𝑛2)𝑐4 + 𝑐3}

(𝑛1 + 𝑛2 + 2)(𝑛2 + 1) + 2(𝑛𝜗∗ − 1)
 

:تنششعاعید.پسباشمی𝑢𝑟(𝑟)خصوصیمعادلههمانحلّکه

(4-51)𝜎𝑅 = 𝐸(𝑅)[𝐴
𝑑𝑢𝑟
𝑑𝑟

+ 2𝐵
𝑢𝑟
𝑟
− 𝐶𝛼(𝑟)𝜃(𝑟)] 

وتنشمحیطی

(4-52)𝜎𝜃 = 𝐸(𝑅)[𝐵
𝑑𝑢𝑟
𝑑𝑟

+ (𝐴 + 𝐵)
𝑢𝑟
𝑟
− 𝐶𝛼(𝑟)𝜃(𝑟)] 

آیند.دستمیبه
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 بررسی نتایج 4-6

یکرویستآمدهازنتایجالمانمحدود،یکپوستهدیموردیوبررسینمودارهایبهبرایمطالعه

و mm 40بهشعاعداخلیهمگنناجدارثابتگیریم.پوستهاتزیردرنظرمیجدارضخیمبامشخص

می، mm 60خارجیشعاع نظر در الاستیکگیریم.  𝐺𝑃𝑎 200 مدول داخلی جدار ضریبدر و

 0.3پواسون حرارتیباشد.میثابت انبساط ضریب داخلی جدار مرجع1.2e-5در دمای است.

𝑇𝑅𝑒𝑓𝑟𝑒𝑛𝑐𝑒= 25باشد.گرادمیدرجهسانتی25و125ودمادرجدارداخلیوخارجیبهترتیب

آباکوسافزاریهندسیدرنرمسازییکنمونهباشبیه عددیحلّبرمبنایروشالمانمحدود،

دوبعدیدرنظرصورتبهبودن،یکچهارمآنتقارنمحوریشود.دراینمسألهبهدلیلدوانجاممی

 است. هندسهمواّدهمچنینبرایشبیهسازیگرفتهشده بهناهمگن، لایهتقسیم20یموردنظر

باشدالمانمی2400ومدلدارایCAX8Tهایمورداستفادهازنوع،المانتحلیلایندرشدهاست.

درنظرگرفتهشدهاست.المان40کهدرراستایشعاعی

باشد.دمادرجدارداخلیوخارجیمیشرایطمرزی

برایدرمدلرافونمیسستنشو،تنشمحیطیتنششعاعی(توزیع10-4(تاشکل)8-4شکل)

دهد.نشانمیهایناهمگنیمختلفثابت



 

67 

 



 ای کروی ناهمگن تحت گرادیان شعاعی دم توزیع تنش شعاعی در پوسته 8-4شکل 



 ی کروی ناهمگن تحت گرادیان شعاعی دما توزیع تنش محیطی در پوسته 9-4شکل 
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 ی کروی ناهمگن تحت گرادیان شعاعی دما در پوسته فون میسستوزیع تنش  10-4شکل 

ی کروی ناهمگن تحت گرادیان ها پوسته خزش تحلیل 4-7

 شعاعی دما

درزمانصفرموردنیازاست.کهحلّعاعیدما،خزشدرحالتپایادرحضورگرادیانشتحلیلبرای

 حلّاین همان میحلّ، ترموالاستیکمسأله ضخیمترموالاستیکپوستهحلّباشد. کرویجدار ی

باشد.صورتزیرمیناهمگنبه

 n≠-1:الف

(4-53)𝑢𝑟(r) = 𝑐5𝑟
𝑛2−𝑛3 + 𝑐6𝑟

𝑛2+1 

(4-54)
𝑐5 =

𝐶𝛼𝑖
𝐴
(𝑛1 + 𝑛2 − 𝑛3 + 1)𝑐3

(𝑛1 + 𝑛2 − 𝑛3 + 1)(𝑛2 − 𝑛3) + 2(𝑛𝜗∗ − 1)
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(4-55)
𝑐6 =

𝐶𝛼𝑖
𝐴
(𝑛1 + 𝑛2)𝑐4

(𝑛1 + 𝑛2 + 2)(𝑛2 + 1) + 2(𝑛𝜗∗ − 1)
 

 n=-1:ب

(4-56)𝑢𝑟(r) = 𝑐5𝑟
𝑛2+1 ln 𝑟 + 𝑐6𝑟

𝑛2+1 

(4-57)
𝑐5 =

𝐶𝛼𝑖
𝐴
(𝑛1 + 𝑛2)𝑐3

(𝑛1 + 𝑛2 + 2)(𝑛2 + 1) + 2(𝑛𝜗∗ − 1)
 

(4-58)
𝑐6 =

𝐶𝛼𝑖
𝐴
{(𝑛1 + 𝑛2)𝑐4 + 𝑐3}

(𝑛1 + 𝑛2 + 2)(𝑛2 + 1) + 2(𝑛𝜗∗ − 1)
 

باشند.صورتزیرمیکهتنششعاعیومحیطیبه

(4-59)𝜎𝑅 = 𝐸(𝑅)[𝐴
𝑑𝑢𝑟
𝑑𝑟

+ 2𝐵
𝑢𝑟
𝑟
− 𝐶𝛼(𝑟)𝜃(𝑟)] 

(4-60)𝜎𝜃 = 𝐸(𝑅)[𝐵
𝑑𝑢𝑟
𝑑𝑟

+ (𝐴 + 𝐵)
𝑢𝑟
𝑟
− 𝐶𝛼(𝑟)𝜃(𝑟)] 

صورتزیراست.یکرویبهبرایپوستهفونمیسسهمچنینتنش

(4-61)𝜎𝑒𝑓𝑓=𝜎𝜃 − 𝜎𝑅

باشد:رتزیرمیصونرخکرنشخزشیمعادلبه

(4-62)휀�̇�
𝑐𝑟 =

𝑑휀𝑒
𝑐𝑟

𝑑𝑡
= 𝑚𝑏(𝑟)𝜎𝑒

𝑛𝑡𝑚−1 

 برایحالتپایا m=1که برایخزشاولیه 0استو < 𝑚 < پسنرخکرنشخزشیباشدمی1 .

صورتزیراست:معادلدرخزشحالتپایابه

(4-63)휀�̇�
𝑐𝑟 = 𝑏(𝑟)𝜎𝑒

𝑛 

برابراستبا:وتنشمؤثر

(4-64)𝜎𝑒 = 𝜎𝜃 − 𝜎𝑅 
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 بررسی نتایج4-8

مشخیکپوستهیموردیالعهبرایمط ضخیمبا مییکرویجدار نظر در پوستهصاتزیر گیریم.

ثابت ناجدار داخلیهمگن شعاع  mm 40به می، mm 60خارجیشعاعو نظر در مدولگیریم.

درضریبانبساطحرارتیباشد.میثابت 0.3 وضریبپواسونلیجدارداخدر 𝐺𝑃𝑎 200 الاستیک

برواحدساعت،3.125e-14 یدرجدارداخلیخزشموّادهمچنینپارامتراست.1.2e-5جدارداخلی

𝑛0 = ودمادرجدارداخلیوخارجی𝑇𝑅𝑒𝑓𝑟𝑒𝑛𝑐𝑒= 25دمایمرجعگیریم.رادرنظرمی𝑏1=1و1

باشد.گرادمیدرجهسانتی𝑇𝑜=25و𝑇𝑖=125ببهترتی

آباکوسافزاریهندسیدرنرمسازییکنمونهباشبیه عددیحلّبرمبنایروشالمانمحدود،

انجاممی دوبعدیدرنظرصورتبهبودن،یکچهارمآناینمسألهبهدلیلدوتقارنمحوریشود.

لایهتقسیمشدهاستو20دنظربهیمورناهمگن،هندسهوّادمبرایشبیهسازیگرفتهشدهاست.

باشدکهدرراستایشعاعیالمانمی2400مدلدارایکهCAX8Rهایمورداستفادهازنوعالمان

الماندرنظرگرفتهشدهاست.40

است.6-4شرایطمرزیهمانشرایطمرزیتعریفشدهدربخش



ونرخکرنشفونمیسستنش،تنششعاعی،تنشمحیطیزیع(تو14-4تاشکل)(11-4شکل)

دهد.نشانمیهایناهمگنیمختلفبرایثابترمدلرامؤثرد
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 ی کروی ناهمگن تحت گرادیان شعاعی دما توزیع تنش شعاعی در پوسته 11-4شکل               



 ان شعاعی دمای کروی ناهمگن تحت گرادی توزیع تنش محیطی در پوسته 12-4شکل 
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 ی کروی ناهمگن تحت گرادیان شعاعی دما در پوسته فون میسستوزیع تنش  13-4شکل 



 ساعت 8بعد از  ی کروی ناهمگن تحت گرادیان شعاعی دما توزیع نرخ کرنش مؤثر در پوسته 14-4شکل 
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 و پیشنهادهاگیری  نتیجه :5فصل 
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 مقدمه 5-1

یخزشدراینپژوهشتنهابخشکوچکیازمطالعاتانجامشدههایانجامشدهدرزمینهبررسی

هایمختلفیدراینزمینهدرحالگسترشاست.تحلیلروزباشدوروزبهمی

اندونمودارهایمربوطهایکرویهمگنوناهمگنموردبررسیقرارگرفتهدراینپژوهشپوسته

تبارسنجیگردیدهاست.همچنینباآگاهبودنازالمانمحدوداعحلّیباتحلیلحلّبههرکداماز

 دانست.اهمیّتیطراحیحائزتوانتأثیراتآنهارادرزمینهدستآمده،مینتایجبه

 گیری نتیجه 5-2

تحتفشاریکنواختیهمگنوناهمگنهایکرونرخکرنشمؤثردرپوستههاوتوزیعبابررسیتنش

داخلی( جدار در )فشار چهارمهمچنیو و بخشبررسینتایجفصلسوم نگرادیانشعاعیدما)به

تواننتیجهگرفتکه:می)دمایجدارداخلیوخارجیثابت(مراجعشود(

زمینه -1 یکنواختدر پدیدهگرادیاندمایینسبتبهفشار بیشتریدر یخزشیخزشتأثیر

دارد.

 درروندخزشبسیارمؤثراست.FGموّادثابتناهمگنیدر -2

انتخابصحیحومناسبپارامترناهمگنیدرساختوطراحیبرایصنایعمختلفوبستهبه -3

 ایدارد.ویژهاهمیّتنوعنیاز،

βهایکرویناهمگندرحالتیکهدرپوستهکلیّطوربه -4 → تغییراتتنشمؤثرثابتاست0

 خاصیبرخوردارباشد.اهمیّتتوانددرطراحیسازهازکهمی
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 ادهاپیشنه 5-3

هایخزشیمتفاوتاستفادهازمدل -1

 Single Axysymmetricیکرویدرحالتپوستهخزشتحلیل -2

 کند.هایخزشیکهاثرزمانرابررسیمیاستفادهازمدل -3
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Abstract 

In this study, by investigating a heterogeneous thick-walled spherical shell FG under 

mechanical load and radial temperature gradient by the plane elasticity theory, the 

relations related to the steady state creep have been extracted and the results obtained 

from analytical solution using finite element method in software Abacus has been 

compared. The pressure in the inner wall is uniform and also the temperature in the 

inner and outer wall is constant. To derive the equations using the solution of the 

Prandtl-Ross equation and using the relations, the strain compatibility, stresses and 

equivalent creep strain rates are analyzed. The results obtained from the analytical 

solution are in good agreement with the finite element solution. 

Keywords: Creep, Thick spherical shell, FGM, PET, Radial gradient temperature, 

Finite Element. 
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