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و قدرداني  تشكر

و جناب آقاي دكتر اسلامي كه در در ابتدا لازم مي دانم از اساتيد محترم جناب آقاي دكتر شريعتي

تشطول مدت تحصيل از راهنماييهاي ايشان بهره ، از جناب همچنين. كر نمايممند شدم، صميمانه

و راهنماييهاي بيدريغشان كمال تشكر را دارم .آقاي دكتر حسني نيز بخاطر زحمات

و مفيد زمانهاي استراحت با دانشجويان دوره دكتري آقايان دكتر رشيدي، دكتر از بحثهاي جالب

و آقاي مهديزاده بسيار آموختم؛ از تمامي آنان نوروزي، دكتر عباس كمكهاي دوست. سپاسگزارمنژاد

و خانواده محترمش اقامت در تهران را براي من بسيار آسان نمود؛ از عزيزم آقاي جواد شاه حسيني

و سپاس را دارم .آنان نيز كمال تشكر

و در ايام تحصيلم بخش راه زندگياز روشني و مادر عزيزم، كه همواره مشوق من هستند ام، پدر

ميمتحمل رنج فراوان شدند؛  ميخالصانه تشكر و خاضعانه دستشان را و مشقتهاي. بوسمكنم تلاشها

و فاطمه  كه اين رساله– كوچولوهمسرم در به سرانجام رسيدن اين رساله نقش حياتي دارد؛ از وي

و خانواده. صميمانه سپاسگزارم-اش استبخشي از خاطرات كودكي و در پايان از برادران، خواهرم اش

ميهمچنين خانو . نمايماده همسرم تشكر
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و در صورت دانشجو تأييد مي نمايد كه مطالب مندرج دراين رساله نتيجه تحقيقات خودش مي باشد

. استفاده از نتايج ديگران مرجع آن را ذكر نموده است

و نو آوري ناشي از تحقيق موضوع اين رساله كليه حقوق مادي مترتب از نتايج مطالعات، آزمايشات

.باشدمتعلق به دانشگاه صنعتي شاهرود مي

89اسفند
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د

 چكيده

و ماشينكه بسياري از سازه از آنجايي و يا دماي بالا قـرار مـي ها گيرنـد؛ تحليـل ها تحت گراديان دما

طبق تحقيقات، شكست تحت بارهـاي. هاي مهندسي استهاي حرارتي يكي از مهمترين موضوعتنش

و پيچيدهحرارتي يكي از مرسوم ميهاي گسيختگي در سازهترين حالتترين موضـوع اصـلي. باشـد ها

ضـرايب(مورد بحث، بررسي رفتار ترك در مواد مركب تابعي بصـورت محاسـبه پارامترهـاي شكسـت 

و تنش  بـراي محاسـبه پارامترهـاي. باشـد المان گلـركين مـي با استفاده از روش بدون)Tشدت تنش

وJهـاي انتگـرال اينكه روش انتگرال برهم كنش توسعه يافتـه اسـت؛ روش شكست حرارتي، علاوه بر 

سـازي حـوزه نـوك تـرك مدلسازي ترك شامل فرآيند غني. اندها نيز بكار رفتههمبستگي تغييرمكان

با هاي ترموالاستيكيكي ميدانبراي رصد مناسب تكن و اعمال ناپيوستگي متغير ميدان در سطح ترك

ك كه بصورت خطـي در ترموالاستي مسائلدر. اي انجام شده استبردارهاي مرتبهاستفاده از مجموعه

ابتدا ايـن معادلـه بـا. تحليلي حل شده استمعادله هدايت گرمايي گذرا بصورت نيمه نظر گرفته شده؛

 المان گلركين بصورت يك دستگاه معادلات ديفرانسيل مرتبه اول خطي در فضـا در اعمال روش بدون

ودي، حل دستگاه مذكور نسبت به زمان بدسـتمسپس با استفاده از روش تحليلي تجزيه. آمده است

تغييـر در مثالهاي عـددي، صـفحات مسـتطيلي در نظـر گرفتـه شـده اسـت كـه در آنهـا. آمده است

ا ازز توابع پيوسته مثل تابع نماييخصوصيات فيزيكي هم با استفاده و هم با اسـتفاده مدل شده است

توسـعه مـواد مركـب تـابعي ميكرومكانيك مواد مركب بيان شده كه در مراجع مختلف براي هايدلم

حرارتـي بـراي توابـعIهمچنين اثر تغيير خصوصيات فيزيكي، روي ضريب شدت تنش مـود. انديافته

.پيوسته مورد بحث قرار گرفته است

، انتگـرالTضرايب شدت تنش، تنش المان گلركين، مواد مركب تابعي، روش بدون:هاي كليديواژه

.پايستار، تنش حرارتي
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 صفحه فهرست مطالب

مواد مركب تابعي:فصل اول
2مقدمه-1-1
4روشهاي بدون المان-1-2
FGM 8شده مطالعات در شكست حرارتيمرور انجام-1-3
15گيرينتيجه-1-4
15نامهموضوع پايان-1-5
16نامهساختار پايان-1-6

المان گلركينروش بدون:فصل دوم
18مقدمه-2-1
و گسسته-2-2 EFG19سازي معادلات در روشفرمولبندي
27ملاحظات عددي-2-3
30مقيدفرمولبندي مسائل الاستيسيته در روش بدون المان گلركين-2-4
34 (MLS)توابع شكل حداقل مربعات متحرك-2-5
40انتقال حرارت در پيوستار جامد-2-6
42حل عددي معادله هدايت گرمايي-2-7
46هدايت گرمايي گذرا-2-8
48مثالهاي عددي-2-9

مكانيك شكست مواد مركب تابعي:فصل سوم
58مقدمه-3-1
58روشهاي عددي در مكانيك شكست-3-2
64گلركينالمانمدلسازي ترك با روش بدون-3-3
67ايروش مجموعه بردارهاي مرتبه-3-4
74هاي عددي محاسبه ضريب شدت تنشروش-3-5
FGM 83مكانيك شكست-3-6
87مثالهاي عددي-3-7

شكست حرارتي مواد مركب تابعي:فصل چهارم
103مقدمه-4-1
103بررسي ترك در ميدان ترموالاستيك-4-2
107اي براي شكست حرارتيانتگرال ناحيه-4-3
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111هاي عدديمثال-4-4
كنش براي تحليل شكست حرارتي مواد مركب هدفمندانتگرال برهم:فصل پنجم

143مقدمه-5-1
148هاي كمكيميدان-5-2
150كنشفرمولبندي انتگرال برهم-5-3
163استخراج ضرايب شدت تنش-5-4
T163استخراج تنش-5-5
FGM 166يافته برايهاي ميكرومكانيك توسعهمدل-5-6
169هاي عدديمثال-5-7

و پيشنهادنتيجه:فصل ششم گيري
187مقدمه-6-1
188نتايج-6-2
189پيشنهادها-6-3

ضمائم
FGM192چند مدل ميكرومكانيك:ضميمه الف
ب 212اي حوزه نوك تركتوابع زاويه:ضميمه
 214مراجع
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 صفحههاهرست شكلف

 مواد مركب تابعي: فصل اول

3با تغيير پيوسته ساختار ميكروسكوپيFGMنماي كلي از يك-1-1شكل

4تحت شوك حرارتيFGMsهاي ايجاد شده در سطح سراميكيترك-2-1شكل

و روشهاي بدون-3-1شكل 6المانمدل گسسته هندسه در روش المان محدود

و روش المان محدودهاي بدونفرآيند حل مساله با روش-4-1شكل 7المان

 المان گلركينروش بدون: فصل دوم

21مشبندي زمينه در روشهاي بدونشبكهوهانمايش ناحيه حل با گره-1-2شكل

MLS36حاصل از فرايندuh(x)و تابع تقريبيuiپارامترهاي گرهي-2-2شكل

39نقطهيكگاهينمايش ناحيه تكيه-3-2شكل

49تحت بار مكانيكيFGMيك صفحه4-2شكل

50ميدان تغييرمكان در مواد ايزوتروپيك تحت بارگذاري كرنش ثابت-5-2شكل

50هاي تغييرمكان در بارگذاري كرنش معيناثر ارتوتروپي روي مولفه-6-2شكل

51مدول الاستيسيته روي توزيع تنشاثر تغيير ضريب غيرهمگني-7-2شكل

52ميدان تنش حاصل تحت بارگذاري كششي-8-2شكل

53ميدان تنش تحت بارگذاري خمشي-9-2شكل

54توزيع تنش حرارتي براي تغيير دماي يكنواخت-10-2شكل

و تغيير دماي لبه راست-11-2شكل 56توزيع تنش حرارتي براي دماي ثابت لبه چپ

و تغيير دماي لبه راست-12-2شكل 56توزيع تنش حرارتي براي دماي ثابت لبه چپ

57روي ميدان دمااثر مقادير مختلف ضريب غيرهمگني ضريب هدايت گرمايي-13-2شكل

 مكانيك شكست مواد مركب تابعي: فصل سوم

و خطينماي كلي كوپل تقريبهاي غني-1-3شكل 63شده

64گاهي با كاربرد معيار ديدناحيه تكيهمحدود شدن-2-3شكل

65گاهيكاربرد روش پراش براي تصحيح ناحيه تكيه-3-3شكل

67گاهيكاربرد روش شفافيت براي تصحيح ناحيه تكيه-4-3شكل
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LSM69بيان يك فصل مشترك با استفاده از-5-3شكل

x70هاي بردار موقعيت نقطهبصورت مؤلفهψوφنمايش توابع-6-3شكل

72اي براي اعمال معيارهاي مرسوم در مدلسازي تركتوابع مجموعه مرتبه-7-3شكل

Νc73هايمجموعه گره-8-3شكل

Νtip73هايمجموعه گره-9-3شكل

74كاربرد روش همبستگي تغييرمكان براي يك نقطه همبستگي-10-3شكل

77شدت تنش در روش همبستگي تغييرمكانهابرونيابي ضريب-11-3شكل

79منظور كردن اثر رشد مجازي ترك در ميدان تغييرمكان-12-3شكل

و كانتور براي محاسبه انتگرال-13-3شكل J80مختصات محلي نوك ترك

J82نواحي انتگرالگيري براي محاسبه فرم سطحي انتگرال-14-3شكل

84ايغيرهمگن تحت بارگذاري دوردست صفحهنماي كلي صفحه-15-3شكل

و بارگذاري-16-3شكل 88ايحاوي ترك لبهFGPهندسه

FGP89بندي نوك ترك برايگرهوبندي كاملگره،نماي كلي از هندسه-17-3شكل

و ناحيه انتگرال-18-3شكل 89براي نصف مدلJشرايط مرزي

و غنيمقايسه بازشدگي سطح ترك-19-3شكل 90شدهبراي توابع پايه خطي

E(W)/E(0)90بازشدگي سطح ترك برحسب-20-3شكل

98صفحه همگن تحت برش-21-3شكل

و تغييرشكل يافته صفحه محدود-22-3شكل 99حاوي يك ترك مايلFGMهندسه

ب-23-3شكل 100سلولهاي نوك تركدونناحيه انتگرالگيري

100ناحيه انتگرالگيري شامل سلولهاي نوك ترك-24-3شكل

 شكست حرارتي مواد مركب تابعي: فصل چهارم

105.به خط ناپيوستگي ضعيفنسبتتركموقعيت-1-4شكل

108حول نوك تركCحاوي ترك نمايش كانتورFGMصفحه-2-4شكل

A110و سطحDنمايش كانتور-3-4شكل

و نوك تركهندسه صفحه تحت بارگذاري، گره-4-4شكل 112بندي كل ناحيه
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و دماي سرمايشتنشضرايب شدت-5-4شكل 115برحسب طول ترك

و دماي سرمايش-6-4شكل 115ضرايب شدت تنش برحسب طول ترك

و دماي سرمايش-7-4شكل 116ضرايب شدت تنش برحسب طول ترك

و دماي سرمايشضرايب شدت تنش برحسب-8-4شكل 116طول ترك

و دماي سرمايش-9-4شكل 117ضرايب شدت تنش برحسب طول ترك

و دماي سرمايش-10-4شكل 117ضرايب شدت تنش برحسب طول ترك

118توزيع دماي پايا برحسب ضريب غيرهمگني ضريب هدايت گرمايي-11-4شكل

و-12-4شكل 119دماي لبه بدون تركضرايب شدت تنش برحسب طول ترك

و دماي لبه بدون ترك-13-4شكل 119ضرايب شدت تنش برحسب طول ترك

120شدهبرحسب زمان نرماليزهFGPدرگذراتوزيع دماي-14-4شكل

-ضرايب شدت تنش در صفحه-15-4شكل ZrO2/Ti-6Al-4V120ايحالت كرنش صفحه

-ضرايب شدت تنش در صفحه-16-4شكل ZrO2/Ti-6Al-4V121ايحالت تنش صفحه

PE122ضرايب شدت تنش گذرا برحسب ضريب غيرهمگني-17-4شكل

Pν122ضرايب شدت تنش گذرا برحسب ضريب غيرهمگني-18-4شكل

Pα123ضرايب شدت تنش گذرا برحسب ضريب غيرهمگني-19-4شكل

Pk.124ضرايب شدت تنش گذرا برحسب ضريب غيرهمگني-20-4شكل

Pρc125ضرايب شدت تنش گذرا برحسب ضريب غيرهمگني-21-4شكل

125ضرايب شدت تنش گذرا برحسب دماي لبه بدون ترك-22-4شكل

p126برحسب توانFGPتغييرات كسر حجمي سراميك در-23-4شكل

127شدهبرحسب زمان نرماليزهFGPتوزيع دماي گذرا در-24-4شكل

p=5128ايبراي حالت كرنش صفحهSIFات زمانيتغيير-25-4شكل

p=5128ايبراي حالت تنش صفحهSIFتغييرات زماني-26-4شكل

p=1128ايبراي حالت كرنش صفحهSIFتغييرات زماني-27-4شكل

p=1129ايبراي حالت تنش صفحهSIFتغييرات زماني-28-4شكل

p=0.2130ايبراي حالت كرنش صفحهSIFتغييرات زماني-29-4شكل
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p=0.2130ايبراي حالت تنش صفحهSIFتغييرات زماني-30-4شكل

131روي ضريب شدت تنش(pE)اثر تغيير توان پروفيل مدول الاستيسيته-31-4شكل

131روي ضريب شدت تنشpνاثر تغييرات توان پروفيل ضريب پواسون-32-4شكل

132گذرا برحسب مقادير مختلف توان ضريب انبساط حرارتيSIFتغييرات-33-4شكل

SIF132اثر تغييرات ضريب هدايت گرمايي روي مقدار-34-4شكل

و پارامتر غيرهمگنيSIFتغييرات-35-4شكل ρc133نسبت به زمان

p=1133برايZrO2/Ti-6Al-4Vتوزيع دماي گذرا در صفحه-36-4شكل

134ايبراي كرنش صفحهZrO2/Ti-6Al-4Vدر صفحهSIFتغييرات زماني-37-4شكل

134ايبراي تنش صفحهZrO2/Ti-6Al-4Vدر صفحهSIFتغييرات زماني-38-4شكل

135تركبراي اعمال شرايط مختلف دمايي به لبه بدونSIFتغييرات زماني-39-4شكل

136تغييرات تابع تانژانت هيپربوليكومدلسازي لايه مركب با سه لايه-40-4شكل

137توزيع دماي گذرا در صفحه مركب-41-4شكل

138ايبراي حالت كرنش صفحهSIFتغييرات زماني-42-4شكل

138ايبرحسب زمان براي حالت تنش صفحهSIFتغييرات-43-4شكل

140خودسازگاربا مدلFGPدرگذراتوزيع دماي-44-4شكل

و حالت كرنش صفحهSIFتغييرات زماني-45-4شكل 140ايبراي طولهاي مختلف ترك

كنش براي تحليل شكست حرارتي مواد مركب هدفمندانتگرال برهم: فصل پنجم

C(x)148وCtipتفاوت تانسورهاي ساختاري-1-5شكل

و ميدانهاي كمكي ضريب شدت تنشFGMپيوستار دوبعدي-2-5شكل 149شامل ترك

T150ميدانهاي كمكي تنش-3-5شكل

151ايبه فرم ناحيهJتبديل فرم كانتوري انتگرال-4-5شكل

و بارگذاري صفحه ايزوتروپيك حاوي ترك لبه-5-5شكل 175ايهندسه

178.يافته تحت كشش يكنواختصفحه ايزوتروپيك تغييرشكل-6-5شكل

و بارگذاري صفحه همگن تحت برش-7-5شكل 179.هندسه

و بارگذاري صفحه محدود-8-5شكل 180حاوي يك ترك مايلFGMهندسه
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ك

FGP182بنديگرهونماي كلي از هندسه-9-5شكل

182برحسب زمان نرماليزه شدهFGMتوزيع دماي گذرا در صفحه-10-5شكل

184براي فرمولبنديهاي مختلف انتگرال برهم كنشTSIF Iتغييرات زماني-11-5شكل

وبراي حالت كرنش صفحهTSIF Iتغييرات زماني-12-5شكل a/W=0.5184اي

وبراي حالت تنش صفحهTSIF Iتغييرات زماني-13-5شكل a/W=0.5184اي

وبراي حالت كرنش صفحهTتغييرات زماني تنش-14-5شكل a/W=0.3185اي

وحالت كرنش صفحهBتغييرات زماني-15-5شكل a/W=0.3186اي

و كرنش صفحهBتغييرات زماني-16-5شكل 188اي،براي حالتهاي تنش
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ل

فهرست جدولها

اولفصل

و روش المان محدود-1-1جدول 8مقايسه قابليتهاي مختلف روشهاي بدون المان

 مكانيك شكست مواد مركب تابعي: فصل سوم

91تحت كرنش ثابتFGPبرايIضريب شدت تنش مود-1-3جدول

92تحت بار غشايي يكنواختFGPبرايIضريب شدت تنش مود-2-3جدول

93تحت بار خمش خالصFGPبرايIضريب شدت تنش مود-3-3جدول

و بارگذاري كششيJانتگرال-4-3جدول 95براي طولهاي مختلف ناحيه انتگرالگيري

و بارگذاري خمشيJانتگرال-5-3جدول 96براي طولهاي مختلف ناحيه انتگرالگيري

97مقادير گزارش شدهمقايسه نتايج صفحه همگن تحت برش با-6-3جدول

98شدهمقايسه نتايج صفحه ايزوتروپيك با مقادير گزارش-7-3جدول

99با تغيير نمايي مدول الاستيسيتهFGPنتايج ضرايب شدت تنش براي-8-3جدول

 شكست حرارتي مواد مركب تابعي: فصل چهارم

Ti-6Al-4V114وZrO2خصوصيات فيزيكي-1-4جدول

115ضرايب شدت تنش براي سرمايش يكنواخت-2-4جدول

118شده ضريب شدت تنش براي سرمايش غيريكنواخت پايامقادير نرماليزه-4-4جدول

137مقايسه ضريب شدت تنش حرارتي پايا در صفحه مركب-5-4جدول

كنش براي تحليل شكست حرارتي مواد مركبانتگرال برهم:فصل پنجم
 هدفمند

147چگونگي انتخاب ميدانهاي كمكي براي فرمولبنديهاي مختلف-1-5جدول

172شدهمقايسه نتايج صفحه ايزوتروپيك تحت كشش با مقادير گزارش-2-5جدول

173برشدر يك صفحه ايزوتروپيك تحتTو تنش SIFنتايج-3-5جدول

174مقايسه نتايج صفحه ايزوتروپيك حاوي يك ترك مايل-4-5جدول

174حاوي يك ترك مايلFGPنتايج ضرايب شدت تنش براي-5-5جدول

و تنش-6-5جدول FGP177برايTمقايسه نتايج ضرايب شدت تنش
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م

علائم اختصاري
a طول ترك
a MLSضرايب مجهول در تقريب

A MLSدر تقريبmomentماتريس

B MLSماتريس ضرايب در تقريب

b نيروي كالبدي
c گرماي ويژه

C~ تانسور ساختاري
C, Cij ماتريس نرمي هدايت گرمايي
D تانسور ساختاري دو بعدي
E مدول يانگ

F :ايو تنش صفحهF=1+ν:ايكرنش صفحه.ضريب در رابطه ساختاري ترموالاستيسيته
F=1

F بردار نيرو در معادلات گسسته
h ضريب همرفت
H سوبولوففضاي
I ماتريس هماني
J Jانتگرال مستقل از مسير
k,k ضريب هدايت گرمايي
K ضريب شدت تنش
K ماتريس سختي در معادلات گسسته
L فرم مرتبه دو
M ماتريس مودي
n, n و عمود رو به خارج روي كانتور يا مرز بردار يكه
p بردار پايه
P پارامتر غيرهمگني خصوصيات ماده
P باشندها سطرهاي آن ميماتريسي كه بردارهاي پايه گره
q شده روي ناحيه انتگرالگيريتابع وزني تعريف
Q منبع حرارت در پيوستار جامد
r مختصه شعاعي در مختصات قطبي، فاصله تا نوك ترك
s پارامتر كاهنده مودي
S ماتريس براي اعمال شرايط مرزي اساسي
t زمان
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ن

T دماي گرهي در معادلات گسستهبردار
u ميدان تغييرمكان
U پارامتر گرهي تغييرمكان
w MLSدر تقريبتابع وزني

W عرض صفحه
W تابع چگالي انرژي كرنشي
W MLSدر تقريبماتريس تابع وزني

x, xi i=1, 2،مختصات دكارتي عمومي

α ضريب انبساط حرارتي
β =β:پارامتر خصوصيات ماده α/(1-2 ν)

γ ضريب پنالتي
Г Jكانتور انتگرال

δij تابع دلتاي كرونكر
ε, εij ميدان كرنش
η تابع آزمون
θ ميدان كلي دما
θ اي در مختصات قطبيمختصه زاويه
κ (1+ ν)/(ν -3):ايو تنش صفحهκ=3-4ν:ايكرنش صفحه.پارامتر خصوصيات ماده

λ ضريب لامه
Λ معادلات غيركوپل هدايت گرماييطرف راست
µ مدول برشي
ν نسبت پواسون
ρ چگالي
σ, σij ميدات تنش
τ شدهزمان نرمال
φ, φ MLSتابع شكل

Ф MLSمقادير گرهي تابع شكل

ψ متغير زمان در معادلات غيركوپل هدايت گرمايي
Ω قسمتي از فضا كه توسط جسم اشغال شده

 بالانويسها
_ معلوممقدار
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س

. گيري نسبت به زمانمشتق
aux ميدان كمكي
h متغير تقريبي
m بخش مكانيكي
T ترانهاده
th بخش حرارتي
γ پارامتر پنالتي

زيرنويسها
0 مقدار مرجع

∞ مقذار محيطي
A مساحت
c همرفتي
cor همبستگي
e الاستيك
ess شرط مرزي اساسي
i, j, k شمارنده
I تابع آزمون در فرم ضعيف
θ دما
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 فصل اول

 مواد مركب تابعي



 حرارتي-تحت بار مكانيكي FGMشكست

 مقدمه-1-1

و ماشينامروزه در بسياري از موارد، اجزاي سازه مكانيكي در معرض ها علاوه بر نيروهاي ها

و لولهمخازن تحت. گيرندبارگذاري حرارتي نيز قرار مي اي، اجزاي ها در راكتور نيروگاههاي هستهفشار

و بدنه هواپيماهاي فوق و تغيير،سريع در دماهاي بالاداخلي راكتورهاي شيميايي تحت گراديان شديد

ميبررسي. گيرندنوساني دما قرار مي ماخ8در يك فضاپيما كه با سرعت؛دهدهاي عددي نشان

مي 26800مسافت  به،كندمتر را طي به K2066 دما در نوك دماغه -مي K1033و در وسط آن

از]1[،رسد با.]2[ به نقل با توجه به محدوديت خصوصيات مواد همگن در دماهاي بالا، انتخاب مواد

و حرارتي قابل ميقبول از مهمترين چالشهاي طراحي در اين زمينخواص مكانيكي ،براي مثال. باشده

و قابليت و حرارتي، از چقرمگي مكانيكي در اين شرايط موادي نياز است كه علاوه بر مقاومت سايشي

و ياتاقانها، ماده همگني يافت براي ساخت چرخدنده.دنهدايت گرمايي بالايي نيز برخوردار باش ها

و مقاومت سايشي كافي داشته باشدنمي . شود كه در دماهاي بالا چقرمگي

استفاده از پوششهاي سراميكي براي قطعات از جنس سوپرآلياژها گسترش،در سالهاي اخير

يافته است؛ تا بتوان از خصوصيات مطلوب حرارتي سراميكها بهمراه خصوصيات مكانيكي ويژه 

م. سوپرآلياژها بهره برد واد همگن با پوشش ضدحرارتي، داراي مشكلاتي مانند ايجاد اما كاربرد

و جدا شدن پوشش از ماده همگن بخاطر استحكام پايين نسبي تنشهاي حرارتي پسماند بالا در قطعه

و فلز براي رفع اين نقايص بجاي استفاده از پوشش همگن، تركيب پيوست.]3[باشداتصال مي ه پوشش

از بطوريكه در پوشش جديد. همگن پيشنهاد شده است س 100تركيب ماده طح اوليه درصد فلز روي

مي 100بطور پيوسته تا  مواد مركب اين مواد جديد،. كنددرصد سراميك روي سطح پوشش تغيير

. شوندناميده مي1تابعي

1- Functionally Graded Materials- FGMs 
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در ژاپن2سندايو همكارانش در آزمايشگاه ملي هوافضاي1نينوتوسط FGMاولين بار مفهوم

توليد پوششي با مقاومت حرارتي بسيار بالا براي نينوهدف.]2[ معرفي شد3ضدحرارت موادبعنوان 

و افزايش مقاومت در برابر گرما را در پي بدنه هواپيماهاي فوق سريع بود كه كاهش تنش حرارتي

ته تغيير پيوس FGMمهمترين مختصه. كاربردهاي وسيعتري يافته است FGMاما امروزه. داشته باشد

و يا ساختار  خصوصيات فيزيكي است كه بخاطر تغيير پيوسته تركيب، ساختار كلي، ريزساختار

دو FGMمعمولاٌ. افتدكريستالي از يك سطح تا سطح ديگر ماده اتفاق مي بصورت تركيب پيوسته

يك سراميك صنعتي براي مقاومت در برابر.))1-1(مطابق شكل( شودماده مختلف در نظر گرفته مي

و صلبيت در ساخت  و يك فلز سبك براي تامين خصوصيات مكانيكي مثل چقرمگي بارگذاري حرارتي

FGM مي و سراميك FGMخواص،طور كليب. رودبكار علاوه بر پروفيل تركيب، تابع خواص فلز

ميكه از مخلوط شدن سرا FGMخصوصيات. باشدانتخابي نيز مي و فلز بدست آيند؛ با استفاده ميك

ميو مدلهاي ميكرومكانيك4از قوانين اختلاط .شوندبيان

يك-1-1شكل و مواد با تغيير پيوسته ساختار ميكروسكوپي FGMنماي كلي از و تفاوت آن با مواد مركب چند لايه
]5[ همگن

1- Niino 
2- Sendai 
3- Thermal Barrier Materials 
4- mixture laws 
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و آزمايشتحليل ميها تحت شوك حرارتي قرار FGMوقتي سطح سراميكي؛دندهها نشان

در. شودگيرد؛ تركهايي در سطح سراميكي ايجاد مي داجاي FGMچنانكه معمولترين مود گسيختگي

تحت FGMوقتي سطح سراميكي؛دهدنشان مي2هواتانابو1كاواساكيآزمايشهاي. باشداين تركها مي

در مرحله سرد شدن، ممكن است تركهايي در سطح سراميكي ايجاد شود،شوك حرارتي قرار گيرد

از]5[و]4[ مي.]2[به نقل به تواند عمود بر سطحاين تركها )).2-1(شكل(صورت منحني باشندو يا

4ايگرمايش كورهو)3گرمايش ليزري(گرمايش با اشعه ليزر اي طي فرايندهاي تركهاي سطحي لبه

از]9-6[نيز مشاهده شده است .]2[ به نقل

داشتن. در مطالعه اجسام داراي ترك، مكانيك شكست يكي از ابزارهاي بسيار مهم است

و سازهاطلاعاتي در مورد ترك اهميت ويژه و عمر قطعات . ها دارداي در ارزيابي ايمني

]4[ تحت شوك حرارتي FGMتركهاي ايجاد شده در سطح سراميكي-2-1شكل

5بدون المان هايروش-1-2

و هاي روشمحدوديت در حل مسايل عملي منجر به گسترش روز افزون تجربيهاي تحليلي

در بسياري از مسايل مكانيك جامدات، شامل گراديان شديد تغيير. كاربرد روشهاي عددي شده است

 

1- Kawasaki 
2- Watanabe 
3- laser heating 
4- burner heating 
5 - Meshless/Meshfree Methods 
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با, شكل و غيره نياز به روشهايي است كه علاوه بر سادگي بتواند مسايل را رشد ترك يا ناپيوستگي

. لسازي كننددقت مناسب مد

ها بكار المان محدود در تحليل مكانيك شكست سازه روشامروزه روشهاي عددي متداولي مثل

اگر چه روش المان محدود با توجه به قابليتهاي آن بطور گسترده در بررسي مسايل شامل. روندمي

ميتغيير پيوسته هندسه بكار مي تحليل رشد. اشدبرود؛ اما داراي محدوديتهاي جدي در اين رابطه

بندي مجدد هندسه ترك يكي از مواردي است كه استفاده از روش المان محدود در آن نيازمند مش

و زمانبر است،مش مشكلپايهبر در اينگونه موارد استفاده از روشهاي. باشدمي علاوه بر اين،. پرهزينه

مشمنطبق نبودن گره و حتي واگرايي حل ها در در رشد ترك بنديهاي مجدد باعث زياد شدن خطا

ميمي و مشكلاتي در بيان تاريخچه حل از ابتدا پديد اي از روشهاي در سالهاي اخير دسته. آوردشود

:اندبه شرح زير گسترش يافته المانبدون

1-Smooth Particle Hydrodynamics (SPH) 

2-Diffuse Element Method (DEM) 

3-Free Galerkin Method (EFG) Element 

4-h-p clouds 

5-Reproducing Kernel Particle Method (RKPM) 

6-Meshless Local Petrov-Galerkin Method (MLPGM) 

7-Local Boundary Integral Equation Method (LBIEM) 

طبق. دارنداين روشها توانايي قابل قبولي در حل مسايل شامل مرزهاي متغير مثل رشد ترك

مش روشي است كه بدون ريز كردن ناحيهمش، يك روش بدون]10[1ليو تعريف هاي از پيش حل با

از. شده، بتواند دستگاه معادلات جبري را براي كل ناحيه حل بنا كندتعريف هر چند عملاٌ در بسياري

بندي لازم است از مش2گيري عبارتهاي حاصل از اعمال شكل ضعيفمش براي انتگرالروشهاي بدون

.ساده ناحيه حل استفاده نمود

1 - Liu 
2 - weak formation 
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مي،هاالمان با پخش كردن گرههاي بدوندر روش و مرزهاي آن مشخص شكل. شودناحيه حل

و بدون)1-3( ميمدلسازي گسسته يك هندسه با روشهاي المان محدود . دهدالمان را نشان

]10[)پايين( المانو روشهاي بدون) بالا( مدل گسسته هندسه در روش المان محدود-3-1شكل

ميهافرم كلي دستگاه معادلات جبري كه با اين روش آيد؛ شبيه دستگاه معادلاتي است بدست

به،المان معادله مربوط به هر گرهدر روشهاي بدون. شودكه با روش المان محدود ايجاد مي با توجه

و تابع وزنياين گره قرار مي1گاهيتكيههايي كه در ناحيه گره تفاوت. آيدانتخابي بدست مي2گيرند

و روش المان محدود در ايجاد تابع شكل استاساسي روشهاي بدون در روش المان محدود تابع. المان

و قبل از شروع مدلسازي مساله مشخص است؛  شكل براي هر گره با توجه به نوع المان، تعريف شده

و با توجه به انتخاب ناحيه المان تابع شكل گرهولي در روشهاي بدون ها حين مدلسازي مساله

و تابع وزن محاسبه مي و فرآيند كلي حل مساله با روشهاي بدون)4-1(در شكل. شودپشتيبان المان

.روش المان محدود نشان داده شده است

1 - support domain 
2 - weight function 
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و روش المان محدودفرآيند حل مساله با روشهاي بدون-4-1شكل ]10[ المان

و روش المان محدود مقايسه شده استقابليتهاي مختلف روشهاي بدون)1-1(در جدول . المان

ميالمان در تحليل مسايل مكانيك، روشهاي بدون بر. شوندمتعددي بكار گرفته بطور كلي اين روشها

و نوع ناحيه حل دسته و يا ميانيابي مورد استفاده مياساس نوع فرمولبندي مساله، تابع تخمين - بندي

ميروش بدون].10[شوند - المان گلركين يكي از روشهاي مرسوم در تحليل مسايل مكانيك شكست

شد DEMبا توسعه روش1يچكوبل توسط 1994اين روش در سال. باشد ب]10[ معرفي تدريجو

و كاربرد آن در زمينهجنبه المان در روش بدون. هاي مختلف مكانيك تبيين گرديدهاي عددي

و از روش2گلركين از فرم ضعيف معادله ديفرانسيل تعادل روي كل ناحيه حل براي فرمولبندي مدل

ميمتغير ميدان براي ميانيابي3حداقل مربعات متحرك . شوداستفاده

1 - Belytschko 
2 - global weak form 
3 - Moving Least Square- MLS 

 هندسه مساله

 بنديايجاد مش

تابع شكل بر اساس

در هايگره موجود

گاهييه تكيهحنا

شكل از پيش تابع

شده بر اساس تعريف

نوع المان

 بنديايجاد گره

 معادلات سيستم گسسته

و حل معادلات گسسته

 محاسبه متغير اوليه

محاسبه

 متغيرهاي ثانويه

روش المان محدودمشروشهاي بدون
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و روش المان محدود-1-1جدول ]10[ مقايسه قابليتهاي مختلف روشهاي بدون المان

المانروشهاي بدونروش المان محدودقابليت
 ندارد دارد نياز به مش

 گاهي محدودناحيه تكيه برپايه شدهبرپايه المانهاي از پيش تعريف توليد تابع شكل

و متقارن گسسته مدل سختيماتريس  بانددار
و بسته به روش ممكن است بانددار

.متقارن باشد يا نه

 اعمال شرايط مرزي
با روشهاي استاندارد براحتي انجام

 شودمي
مي با روشهاي خاصي  شودانجام

از سريع سرعت محاسبات  المان محدودمعمولا كندتر
از دقيقتر از روش اختلاف محدود دقت  روش المان محدود دقيقتر

سه آناليز تطبيقي  آسانتر از روش المان محدود بعدمشكل بخصوص در
و گسترش يافته ميزان گسترش  در آستانه گسترش كاملا استاندارد

 ندارد داردي در دسترسرافزارهاي تجانرم

 FGMمطالعات در شكست حرارتي شده انجامرورم-1-3

و از جمله مكانيك شكست آنها تقريباً همزمان با هر چند مطالعه رفتار مواد غيرايزوتروپيك

و آشكار شدن جنبه.مواد ايزوتروپيك مطرح شده است 90در دهه FGMهاي كاربردي اما معرفي

و،ميلادي از اينرو در مرور مطالعات انجام شده،. نمود كاربردياين مطالعات را وارد مرحله جديد

كهمطالعاتي ذكر شده بطور كلي مطالعات در زمينه مكانيك. انجام شده است FGMبا رويكرد اند

مي FGMشكست  در دسته اول كه در آن يك رهيافت تحليلي دنبال. توان به دو دسته تقسيم نمودرا

ميمي مسأله با اعمال. شودشود؛ به حل مسأله الاستيسيته يا ترموالاستيسيته شامل ترك پرداخته

ب انشرايط مرزي ترك ميته معادلات و يا عددي حل و بطور تحليلي . شودگرالي تكين تبديل شده

ميمسائلدسته دوم در اين گونه. شوندي هستند كه اساساً در حوزه مكانيك شكست محاسباتي تعريف

مي هاييك روش عددي براي محاسبه كميت مسائل در. شودمكانيك شكست در مسأله بكار گرفته

.بندي فوق بررسي شده استطبق دستهادامه فصل مطالعات

ن-1-3-1 و  تحليليمهيمطالعات تحليلي
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نهايت از را براي تركي در محيط بي3ضريب شدت تنش حرارتي2و جين1، نودا1993در سال

FGM شد].11[محاسبه نمودند با. سطوح ترك تحت شار حرارتي پايا قرار دارد؛در اين بررسي فرض

و مولفه هاي تنش بدست آمد كه با اعمال شرايط استفاده از تبديل فوريه حلي براي تابع تنش ايري

حل اين معادله انتگرالي با قسمت. نوع دوم شد4مرزي، مساله تبديل به معادلات انتگرالي فردهلم

و نهايتا مقادكرنل، ميدان تنش در حوزه نوك5تكين و باز شدن تركيترك را6ر ضريب شدت تنش

و نودا مقادير 1994در سال.دمشخص نمو بي TSIF، جين ) صفحهنيم(نهايت را براي يك محيط نيمه

FGM در اين مطالعه فرض].12[اي موازي با جهت گراديان خواص بدست آوردندحاوي ترك لبه

و ترك خللي در توزيع دما وارد نميصفحه تحت شار حرارتي مرز نيم،شد با اعمال. كندپايا قرار دارد

و استفاده از تبديل فوريه، روابط تنشهاي صفحه ميشرايط مرزي آيد اي به فرم معادلات انتگرالي در

و حل عددي مي TSIFمقادير،كه با درنظر گرفتن هسته تكين آنها با روش آنها همچنين. آيدبدست

حل.]13[گذاري حرارتي گذرا مطالعه نمودندصفحه تحت باردر فصل مشترك دو نيممذكور تركي را 

شدو اين مساله به روش قبل به TSIFوابستگي مقدار،در بررسيهاي مذكور. در فضاي لاپلاس انجام

و انتخاب و ضريب هدايت گرمايي نشان داده شد گراديان خواص ماده بخصوص مدول الاستيسيته

. مورد توجه قرار گرفت TSIFرهاي مربوط به خصوصيات مواد براي رسيدن به كمترين مناسب پارامت

و سپس كاهش TSIFهمچنين نرخ تغييرات سريع تا مقدار نسبت به زمان بصورت افزايش ابتدايي

شد پايا .نشان داده

و بتراج، 1996در سال از جنس8براي يك باريكه TSIFمواد روي مقادير غيرهمگنياثر7ين

باريكه تحت شوك حرارتي بصورت كاهش دما،در اين بررسي.]14[را مطالعه كردند FGMجنس 

 

1 - Noda 
2 - Jin 
3 - Thermal Stress Intensity Factor (TSIF) 
4 - Fredholm 
5 - singular 
6 - Crack Opening Displacement (COD) 
7 - Batra 
8 - layer/strip 
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و موازي با جهت گراديان خواص فرض, ترك روي همين مرز. روي يك مرز قرار گرفت عمود بر آن

و تغيير ضريب هدايت گرمايي به شكل. شد شدتابع همچنين تغيير مدول برشي . نمايي در نظر گرفته

و غيرتكين، مقاديرا نوشتن معادلات الاستيسيته صفحهب و تقسيم كرنل به دو قسمت تكين  TSIFاي

مي. با حل عددي معادله انتگرالي تكين بدست آمد شديدا TSIFدهد؛ مقادير نتايج اين تحقيق نشان

بررسي FGMصفحهو نودا رفتار ترك را در يك نيم1...انعمت. باشدتابع ضريب هدايت گرمايي مي

در. نمودند  در اين بررسي، تغييرات خصوصيات ماده بصورت تابع نمايي در جهت راستاي ترك

كه؛نظرگرفته شد در اين. كردتغيير مي2در دو جهت طبق اين تابع بجز ضريب انبساط خطي

شد]17[و دو جهت]16و15[صفحه تحت بارگذاري حرارتي گذرا در يك جهت مطالعات، نيم . فرض

، معادلات الاستيسيته حاكم در حوزه نوك ترك بصورت معادلات انتگرالي تكين كوشيهادر اين حالت

و. شودظاهر مي مي TSIFبا استفاده از تبديل فوريه حل آنها به دست آمده در. شوداز آنها استخراج

 TSIFو نقش آنها به خصوص ضريب انبساط خطي در كاهش مقادير FGMنهايت اثر تغيير خواص

.بحث شده است

اي تحت بارگذاري حرارتي يك باريكه حاوي ترك لبهدرIمود SIFتغييرات براي4و اردگن3وو

آنها براي هر دو نوع بارگذاري با اعمال.ه كردندئحل تحليلي ارا]19[و مكانيكي]18[حرارتي پايا 

و استفاده از تقارن، مساله را به نيم تركي تبديل نمودند كه تنها صفحه حاوي اصل برهم نهي مناسب

به طور تحليلي5مساله اخير با روش اغتشاشي. نيروي خارجي وارد بر آن، به سطح ترك وارد مي شود

.در نظر گرفته شد6در اين روش ابتدا يك فرم كلي براي حل معادلات نويه. تحليلي قابل حل است

و برخي شرايط مرزي، آن سپس با جايگزيني اين فرم كلي در اين معادلات تعدادي از پارامترهاي

آن. مشخص شد و اعمال شرايط مرزي باقيمانده، توزيع تنش با محاسبه مولفه،پس از هاي تنش

 

1 - Nemat–Alla 
2 - bi-directional FGM 
3 - Wu 
4 - Erdogan 
5 - Perturbation 
6 - Navier 
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و منظور. بصورت معادلات انتگرالي بدست آمد عبارت توزيع تنش در حوزه نوك ترك با تقسيم كرنل

در. كردن قسمت تكين آن در معادله انتگرالي حاصل شد - نظر گرفتن سري چند جملهدر نهايت با

و عبارت ضريب شدت تنش بدست آمد1ايهاي چبيشف . نوع اول، حل معادله انتگرالي تكين مذكور

و اردگنحل ارائه شده توسط و وو به خاطر محدود بودن ابعاد هندسه در يك جهت قابل توجه است

.حلهاي عددي بسياري با استفاده از آن ارزيابي شده است

گو،2008در سال و يك اغتشاشيبا استفاده از روش2نودا و حل معادلات انتگرالي براي

كه تحت شوك سرمايشي قرار داشت؛ ضريب شدت تنش را محاسبه نمودند FGMباريكه از جنس

]20.[

و پائولينو ، ضريب شدت تنش حرارتي را براي يك4مادهاي با استفاده از مدل چند لايه3جين

مدل.]21[ بدست آوردند كه تحت شوك حرارتي قرار داشت FGMاي واقع بر يك باريكه از ترك لبه

براي تحليل مسايل مختلف است كه روابط FGMاي يكي از روشهاي مرسوم مدلسازي چندلايه

و. مكانيك اجسام مركب بر آن حاكم است دقت نتايج اين روش به تئوري مورد استفاده در مدلسازي

و تنشهاي گذراي در اين بررسي، توزيع.ي تغيير خواص در يك لايه بستگي داردفرضيات چگونگ دما

از حرارتي مياي مدل چندلايهبا استفاده مقادير تنشهاي حرارتي متناظر با سپس.شودمحاسبه

حل معادلات انتگرالي تكين. آيدزمانهاي ابتدايي اعمال شوك با حدگيري در فضاي لاپلاس بدست مي

ميدر  نتايج بدست آمده، به زمانهاي ابتدايي.شودفضاي فوريه منجر به محاسبه ضريب شدت تنش

و تركهاي با طول كم محدود مي علاوه بر اين، در اين تحقيق خصوصيات مكانيكي. شودشوك حرارتي

و همكارانش براي بررسي دو ترك در فصل مشترك5ونگ از روش فوق.ماده همگن فرض شده است

لا و چند ترك موازي با مرز در يك باريكه با لايه FGMيه يك و سراميكي استفاده FGMهاي فلزي

 

1 - Chebyshev 
2 - Guo 
3 - Paulino 
4 - multi-layered materials model 
5 - Wang 
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و نودا نيز.]22[ كردند كه تحت بارگذاري حرارتي گذرا قرار داشت همونگ و موازي دو ترك راستا

مدصورت چند لايهبهنيز FGMباريكه اين.]23[ مطالعه كردند FGMمرز را در يك باريكه  ل شد اي

و نودا.و ضرايب شدت تنش با استفاده از حل عددي دستگاه معادلات انتگرالي حاصل بدست آمد

و حاوي ترك عمود پيوسته داراي تغيير خواص به شكل يك تابع FGMهمكارانش يك باريكه دلخواه

و]24[همگن آنها خواص هر لايه را به صورت. اي تحليل كردندبر مرز را با استفاده از مدل چند لايه

بعلاوه فرض شد؛ باريكه تحت تغيير دماي يكنواخت قرار. در نظر گرفتند]25[ يا داراي تغييرات نمايي

و تئوري معادلات در هر دو مدل با استفاده از روش تبديلات انتگرالي، تئوري باقيمانده. دارد ها

و نتايج حاصل با نتايج روش المان محدود مقايسه،انتگرالي تكين ضرايب شدت تنش محاسبه شد

. گرديد

 مطالعات عددي-1-3-2

هاي يك دسته شامل بررسي پديده. توان به دو دسته كلي تقسيم نمودمطالعات عددي را مي

آن FGMشكست در  و تغييرات كيفي, است؛ كه در هدف اصلي اغلب مطالعه كيفيت شكست

ميپار مياين مطالعات نوعا با استفاده از نرم. باشدامترهاي شكست در اين. گيردافزارهاي تجاري انجام

و اغلب به اين. شودآن اشاره نمي جزئيات مطالعات كارايي روش عددي در درجه دوم اهميت قرار دارد

و در محيط نرممشمطالعات معمولاً با المانهاي معمولي،  ارهاي تجاري يا دانشگاهي افزبندي بسيار ريز

محاسبه كميت يا كميتهاي براي اما گروه ديگري از مطالعات با هدف توسعه يك روش. گيردانجام مي

انجام-)ناپيوستگي(و در چند مورد خاص ارائه روش جديدي براي مدلسازي ترك- مكانيك شكست 

معمولاً منجر به توسعه نرم FGMهاي مكانيك شكست براي توسعه روشهاي محاسبه كميت. اندشده

به موجود تحليل مكانيك شكست شده استيافزارهاي دانشگاه  مواد همگنكه كاربرد آنها محدود

.بود
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 را براي يك تركJانتگرال2ايناحيه فرمو همكارانش1والترزبا استفاده از روش المان محدود،

در بعديسه .شد توزيع دما بصورت پايا فرضبررسي در اين].26[توسعه دادند FGM محيطسطحي

رو4ييلديريم،3با استفاده از المانهاي غني شده در فصل مشتركي محيطيفتار تركاردگن

و هسته تحت كاهش دماي6كه در حالت تقارن محوريرا مطالعه كردندو يا موازي با آن5پوشش

براي فواصل مختلف IIوIضرايب شدت تنش مود مقادير،در اين شرايط].27[قرار داشت يكنواخت

و پروفيلهاي مختلف تابع تواني محاسبه و پوشش .شد ترك از فصل مشترك هسته

يكIو همكارانش با استفاده از روش المان محدود، ضريب شدت تنش مود ييلدريم را براي

و نتايج را با حلهاي تحليلي FGMدر پوشش بيضينيم ترك موجود مقايسه مكانيكي معادل بررسي

دار حاوي ترك، تحت بارگذاري حرارتي گذرا بصورت در اين تحقيق يك سطح پوشش.]28[ كردند

و ضريب شدتمعين بطور جداگانه قرار گرفت كرنشو بار مكانيكي كاهش دما از يك دماي معين

شد ANSYS®در محيط تنش براي هر دو حالت با روش المان محدود .محاسبه

اي در يك رفتار ترك لبه،ايبا استفاده از فرمولبندي المان محدود انتگرال ناحيه ييلدريم

در اين مطالعه از المان.]29[ را تحليل نمودIبصورت مود پايا تحت بارگذاري حرارتي FGMصفحه 

شد FRAC2Dافزار در نرم)T10(مثلثي ايزوپارامتريك شامل ده گره  يك همچنينوي. استفاده

و تحت بار حرارتي گذرا را با همين روش بررسي كردسطح پوشش طبق. دار حاوي تركهاي پريوديك

.شده انطباق خوبي داردنتايج اين روش با نتايج روش المان محدود غنياين گزارش، 

و المان7دگ ، ضرايب شدت تنش مود مختلط را T10نيز با استفاده از روش المان محدود

بارگذاري،در اين بررسيها. با تركي عمود بر گراديان خواص بدست آورد FGM براي يك صفحه

 

1 - Walters 
2 - Equivalent Domain Integral-EDI 
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و ماده بصورت ايزوتروپيك در نظر گرفته شد همچنين وي با كاربرد.]30[بصورت حرارتي گذرا

اي در يك صفحه مستطيلي را براي يك ترك لبهIگذراي مود ضريب شدت تنشايانتگرال ناحيه

].31[ محاسبه نمود FGM ارتوتروپيكآزاد 

و روش دو با استفاده از1چن ضربدونمعادلات انتگرالي يب شدت تنش را براياالمان گلركين،

و پوشش محاسبه كرد ].32[ اين سازه تحت بار حرارتي پايا قرار گرفت. تركي در فصل مشترك هسته

شو FGMرشد ترك در يك صفحه از جنس2فوجيموتوو نودا،2000در سال ك حرارتي تحت

گرمايش سطح سراميكي صفحه تحت شوك حرارتي بصورت،در اين بررسي.]33[ را مطالعه نمودند

و سپس مي كاهش ناگهاني دما تا دماي اوليه يكنواخت پايا و تحليل با روش المان محدود. گيردقرار

حداكثر تنش زاويه رشد ترك با استفاده از معيارو انجام شده MSC-MARCافزار در محبط نرم

در محاسبه زاويه رشد ترك صرف نظر شدهTدر مطالعه فوق از تنش. بدست آمده است3مماسي

را روي)34-2(اي تحت شوك حرارتي به شكل آنها اثر متقابل دو ترك لبه 2001در سال. است

دو].34[ مسير رشد يكديگر بررسي نمودند  ضمن اين مطالعات مشخص گرديد، هنگامي كه فاصله

و مسير رشد يكديگر را ترك از يكديگر به حد كافي كم باشد؛ دو ترك روي مسير يكديگر اثر گذاشته

هاي مورد بحث، دو ترك پس از مدتي موازي با مرز صفحه به رشد براي اغلب فاصله. دهندتغيير مي

و ضرايب شدت تنش در هر لحظه با استفاده از روش المان محدود محاسبه. خود ادامه دادند شده

استفاده اين راستابراي تعيين جهت رشد ترك از معيار صفر بودن ضريب شدت تنش مود دوم در 

مي 2006در سال لمبروس مطالعات آزمايشگاهي زير نظرالبته. شده است دهد كه رشد ترك در نشان

FGM 35[ ندارد تطابقتا حدي با اين معيار[.

1 - Chen 
2 - Fujimoto 
3 - maximum hoop stress 
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 گيري نتيجه-1-4

ذكر چند نكته ضروري FGMشده در زمينه مكانيك شكست حرارتي انجاممطالعات در مورد

مي مسائلهر چند بررسي اين.است و قابل اتكا شود؛ اما با رويكرد تحليلي منجر به نتايج ارزشمند

و نيمه : است تحليلي با محدوديتهايي مواجهحل تحليلي

ر،بدليل مشكلات اعمال شرايط مرزي مسأله الاستيسيته-1 وش عموماً محدود به اين

بي مسائلحل  و نيمهشامل محيطهاي . ارنددي كمتركاربرد نهايت شده است كه در عملبي نهايت

حل تحليلي محدود به در نظر گرفتن تغييرات خصوصيات فيزيكي مواد بصورت توابع-2

نم خاصپيوسته  و مثل تابع پواسون گرفتن برخي خصوصيات مثل ضريب ثابت در نظرهمچنين ايي

و يا منظور كردن تغيير خصوصيات يا مدلهاي ميكرومكانيك ديگرپيوسته كاربرد پروفيلهاي. گرددمي

.هايي مواجه استپواسون در اين رهيافت با محدوديتمواد مثل ضريب

و بخصوص ضريب شدت تنش-3 كميت قابل محاسبه در اين روش ضريب شدت تنش

. نشده است گزارشتاكنون- نواحي محدودبخصوص براي-Tتنشحل. باشدميIدوم

سعي بر اين بوده است كه كميتهاي،شدهدر مطالعات عددي نيز در عمده كارهاي انجام

و خصوصاً انتگرال  بندي بسيار ريز در نوك ترك محاسبه شود كه با استفاده از مشJمكانيك شكست

مييباً غيركاربرد آنرا براي قطعات پيچيده تقر مش.سازدممكن بندي بسيار ريز مستلزم منظور كردن

و سختبكار گرفتن امكانات نرم ميافزاري شامل شوك مسائلين مشكلات برايا. باشدافزاري خاص

مي- حرارتي .تر استجدي-باشدكه شامل كميتهاي متغير با زمان

 نامهموضوع پايان-1-5

در،حاضر تحقيقاصلي موضوع بصورت محاسبه تابعي مواد مركببررسي رفتار ترك

و تنش(پارامترهاي شكست  مياده از روش بدونفبا است)Tضرايب شدت تنش . باشدالمان گلركين

.اهداف كلي بصورت زير قابل بيان است



 حرارتي-تحت بار مكانيكي FGMشكست

براي محاسبه ضرايب شدت-بعنوان يك ابزار كارآمد-برهم كنش توسعه روش انتگرال•

.كه تحت بارگذاري حرارتي قرار دارند مواد مركب تابعيدرTو تنش تنش مختلط

و كارآمدي روش بدون• با- المان گلركين براي محاسبه پارامترهاي شكست نشان دادن دقت

و در پيوستارهاي دو بعدي تحت بارگذاري- روشهاي مختلف عددي .حرارتي مكانيكي

 نامهپايانساختار-1-6

ميپايان . باشد؛ رئوس مطالب فصلهاي بعد بشرح زير استنامه حاضر شامل هفت فصل

و هدايت وم، شامل فرمولبندي روش بدوندفصل المان گلركين براي ميدانهاي الاستيسيته

و  و جنبههمچنين گرمايي در اين فصل روش تجزيه. هاي عددي كاربرد اين روش استملاحظات

ر و براي مثالهاي مختلف،وابط مطرح شدهمودي براي بدست آوردن ميدان دماي گذرا بيان شده است

روشهاي،FGMبراي مكانيك شكستم شامل توسعهسوفصل. با نتايج تحليلي مقايسه شده است

و مدلسازي ترك در روش بدون المان گلركين با روشهاي كلاسيك عددي محاسبه ضرايب شدت تنش

در. اي استو استفاده از مجموعه بردارهاي مرتبه در انتها نيز كاربرد اين روشها براي تحليل ترك

و تحت بار مكانيكي در قالب چند مثال بررسي شده است م نتايج چهاردر فصل. صفحات دو بعدي

و همبستگي تغييرمكانها براي محاسبه ضرايب شدت تنش در صفحاتJاستفاده از روش انتگرال

FGM لاوه بر اين، اثر گراديان خصوصيات فيزيكيع. تحت بار حرارتي گذرا آمده استFGM روي

روش انتگرال بر هم كنش پنجمدر فصل. تغييرات زماني ضريب شدت تنش نيز بررسي شده است

و تنش توسعه يافته FGMبراي محاسبه پارامترهاي شكست حرارتي  و ضرايب شدت تنش باTاند

. انداستفاده از اين انتگرال بدست آمده

.و پيشنهادهايي براي ادامه تحقيق آمده است شدهمباحث مطرح گيريم نيز نتيجهششدر فصل
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 فصل دوم

 المان گلركينروش بدون



 حرارتي-تحت بار مكانيكي FGMشكست

 مقدمه-2-1

غالباً از فـرم ضـعيف گلـركين روي1مش بر مبناي فرم ضعيف روي كل دامنهدر روشهاي بدون

گاهي محدود بكـار شود كه در آن، توابع شكل داراي ناحيه تكيهاستفاده مي2كل دامنه تعريف مساله

مش برمبناي فرم ضعيف روي كل دامنـه اولين روش بدون Diffuse   Element  Method -DEM.رودمي

شدو همكارانش3نايرلستوسط 1992باشد كه در سال مي از تقريـب حـداقل DEMدر.]36[معرفي

مي مربعات متحرك ا. شودبراي ايجاد توابع شكل استفاده فرم ضعيف گلـركين روي كـل،ين روشدر

.رودناحيه تعريف مساله براي ساخت دستگاه معادلات گسسته بكار مي

در ايـن.]37[را ارائـه نمودنـد5المان گلركينو همكارانش روش بدون4بليچكو,1994در سال

يب حداقل مربعات متحرك در فرم ضعيف گلركين براي ساخت دستگاه معـادلات جبـري روش از تقر

مي) گسسته( هـا اي از گـره المان گلركين دامنه تعريف مساله با مجموعـه در روش بدون. شوداستفاده

براي ساخت تابع شكل از تقريب. اندشود كه به طور مناسب در دامنه تعريف مساله توزيع شدهبيان مي

ميحدا يك ناحيه مشخص بكاريهاشود كه در آن تعداد محدودي از گرهقل مربعات متحرك استفاده

بندي زمينه نيز براي ارزيابي انتگرلهاي ناشي از اعمال فرم ضعيف گلركين بايد در البته شبكه. روندمي

.نظر گرفته شود

مي بليچكوگزارشهاي  EFGروش, جامـدات مكانيـك مسائلدهد؛ در تحليلو همكارانش نشان

و براساس آزمونهاي عددي، نرخ همگرايي بهتري نسبت به روش المان]38[و]37[دقت مناسبي دارد

1 - meshfree global weak-form methods 

2 - global problem domain 

3 - Nayroles 

4 - Belytschko 

5 - Element  Free Galerkin -EFG 
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رعلاوه بر اين، توزيع نامنظم گره.]37[محدود دارد در حال.]37[ندارد EFGوش ها اثري روي كاركرد

و براي تحليل EFGحاضر، كاربرد روش  ي مهندسي مختلفي در حوزه مسائلنسبتا گسترده شده است

ميمكانيك استفاده مي .توان به برخي موارد اشاره نمودشود كه

و سه بعدمختل مسائل-1 و غيرخطي در دو .]42-39[و]37[ف الاستيك خطي

و رشد ترك مسائل-2 .]46-43[مكانيك شكست

و پوستهتحليل سازه-3 .]49-47[هاي ورق

.]50[1پيزوالكتريك هاي شاملتحليل سازه-4

و مزاياي اين روشـها EFGروش قابليت كوپل شدن با روشهاي عددي ديگر را دارد تا از قابليتها

در EFGروشهاي كوپل. استفاده شود مسائلنيز در تحليل  و كوپل]52[و]51[ با روش المان محدود

و متداول شدن كـاربرد روش. مطرح شده است]55-53[ در2با روش المانهاي مرزي گسترش سريع

EFG مي مسائلدر ي مكانيك محاسباتي اين روش بتدريج به يك دهد؛ در حوزهمختلف مكانيك نشان

و از نظر محاسباتي موثر تبد اين ويژگـي بخـاطر اسـتفاده از تقريـب.ل شده استيرهيافت قابل اعتنا

MLS تقريـب.و فرايند باقيمانده وزني گلركين استMLS و باعـث پايـداري در تقريـب تـابع مطلـوب

بهاس و خوش ايجاد تفاده از فرايند باقيمانده وزني گلركين منجر رفتـار دستگاه معادلات گسسته پايدار

بسياري وجود دارد كه نياز به بررسي مسائلرغم توسعه اين روش هنوز علي.شودبراي كل سيستم مي

.و بهبود دارد

و گسسته-2-2  EFGسازي معادلات در روش فرمولبندي

1 - piezoelectric 
2 - Boundary Element Methods-BEM 
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و شرايط مرزي يك مسئله دوبعدي الاستيسـتيه خطـي بصـورت زيـر معادله ديفرانسيل حاكم

:است

:معادله ديفرانسيل تعادل

)2-1(Ωin 0=+ bσLT

 شرايط مرزي طبيعي

)2-2(tΓon tσn =

 شرايط مرزي اساسي

)2-3(uΓ on uu =

و شرايط مرزي، . عملگر ديفرانسيلي بصورت زير استLكه در معادله فوق
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σ:تنش است تانسور.

u:هاي بردار تغييرمكان يا جابجايي با مولفهuوvاستu={u  v}  . 

b:هاي بردار نيروهاي كالبدي با مولفهbxوbyاستb={bx;by}.

t:است) مرز طبيعي( بردار تنش معلوم روي قسمتي مشخص از مرز مساله.

u:است) مرز اصلي( تغييرمكان معلوم روي قسمتي مشخص از مرز مساله.
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n:و عمود رو به خارج در بخشي از مرز مساله است  بردار يكه

:بصورت زير است)1-2(ي تعادليا ضعيف معادله فرم استاندارد تغييراتي
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حل)5-2( معادله ي بـراي محاسـبه. تعريف شده استΩفرم ضعيفي است كه روي كل ناحيه

شكسـته1اي از المانها يـا سـلولهاي زمينـه به مجموعهΩي حل مسئلهناحيه)5-2(انتگرالهاي رابطه

هممي براي محاسبه انتگرالها روي شرايط مرزي طبيعـي )).1-2(مطابق شكل(ندارند پوشاني شود كه

tΓمي) براي مسئله دوبعدي(يناي از المانهاي منحنيز مجموعه ي نيـز ن ـاين المانهـاي منح. رودبكار

.پوشاني ندارندمانند شبكه داخلي هم

1 - background cells 
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و استفاده از شبكهنمايش ناحيه حل با گره. مش روي كل ناحيهبندي زمينه در روشهاي بدونشبكه-1-2شكل  بندي زمينهها

]10[

ي ناحيه حل مسـاله بـا مجموعـه-در اينجا تغييرمكان- از اين پس، براي تقريب متغير ميدان

ميمناسبي از گره گذاري براي كل ناحيه حل شمارهNتا1ها به ترتيب از اين گره. شودها نمايش داده

هايو تغييرمكان گره MLSبراي تخمين تغييرمكانها در هر نقطه از ناحيه حل از توابع شكل. شوندمي

ميموجود در ناحيه تكيه .شودگاهي نقطه مورد نظر استفاده
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وI ماتريس توابع شكل گرهIΦدر اين رابطه، uh،)9-2( در رابطـه. مكان گرهي استبردار تغييرuIام

مي. نظر تخمين زده شده است بردار تغييرمكاني است كه براي نقطه مورد توانـد يـك نقطـه اين نقطه

و يا يك نقطه انتگرالگيري گوسي باشد بصـورت زيـر)9-2(فرم وردشي معادلـه. دلخواه از ناحيه حل

:است

)2-10(∑=
n
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II

h
)*( uΦu δδ 12

ميهاي كرنش با استفاده از تغييرمولفه :شوندمكانهاي تخميني بصورت زير تقريب زده

)2-11(

∑=

=

















































∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

=


























































∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

==

n

I
II

)*n()n*(

n

n
nn

n

n

n

n
n

nh
)*(

v
u

v
u

xyxy

yy

xx

v
u

v
u

xy

y

x

uB

uB

Luε

1223

1

1

11

1

1

1

1

1

1
13

00

00

00
00

0

0

M

L

L

L

M
L

L

φφφφ

φφ

φφ

φφ
φφ

وBكه در آن، وردشـي كـرنش بـا بطور مشابه، فرم. ام استIماتريس كرنش در گرهBIماتريس كرنش

مي)11-2( توجه به رابطه :آيدبصورت زير بدست
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.بردار تنش در هر نقطه از ناحيه حل بصورت زير قابل محاسبه است1با استفاده از روابط ساختاري.
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مي)5-2(ي، عبارت اول رابطه)12-2(و)11-2( با در نظر گرفتن روابط :آيدبصورت زير بدست
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ميگاهي شمارهها در ناحيه محلي تكيهتا اين مرحله، گره و گذاري هـا هاي محلي گـره شمارهJوIشوند

پس. هستند آنهـا در سيسـتم كـل گـذاري ها از سيستمهاي محلي به شمارهگذاري گرهشماره، از اين

بنـابراين. باشندميNتا1هاي مساله داراي يك شماره واحد از در سيستم كل تمام گره. كندتغيير مي

گـاهي در يك ناحيه تكيهJوIاگر. تغيير كندNتا1تواند از ميJوIهاي شماره گره)14-2( در رابطه

-و در نتيجه مقدار انتگـرال صـفر مـي)14-2(ي واحد قرار نداشته باشند؛ عبارت داخل انتگرال رابطه

مي)14-2(گذاري در كل سيستم رابطه با در نظر گرفتن شماره. شود .شودبصورت زير بيان
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.توان عملگر انتگرالگيري را به داخل عملگرهاي جمع بصورت زير منتقل نمودمي
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:شودبصورت زير تعريف مي2سختي گرهي2×2طبق اين رابطه، ماتريس

1 - constitutive equations 

2 - nodal stiffness matrix 
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)2-17(Ω= ∫Ω dJ
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گاهي يك نقطه انتگرالگيري گوسـي قـرار نداشـته تكيه، هر دو در ناحيهJوIهاي البته اگر گره

مي)16-2(با در نظر گرفتن تعريف فوق، رابطه. صفر است KIJباشند؛ مقدار  .شودبصورت زير بيان
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-2(بسط عبارت سمت راست در رابطه. دهندعملگرهاي جمع در رابطه بالا، فرآيند مونتاژ را انجام مي

مي) 18 مي)16-2(معادله در نهايت، فرم. دهدفرايند مونتاژ را نشان .آيدبصورت زير بدست
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به. ماتريس سختي كل سيستم استKكه در آن، و تعـداد2×2با توجه بودن ماتريس سختي گرهـي

. باشدمي 2N×2N، بعد ماتريس سختي كل برابرNهاي كل مساله،گره
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.بصورت زير است)16-2(با در نظر گرفتن روابط فوق، فرم نهايي رابطه

)2-21(KUUDLuuL TT d δδ =Ω∫Ω )()(

و شامل تغييرمكانهاي گرهي تمام گـرهUدر اين رابطه، بردار هـاي بردار تغييرمكان كل سيستم است

.مولفه دارد U،2Nبردار. باشدمساله مي
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و اسـتفاده از فراينـدي مشـابه فراينـد مـاتريس)9-2(با جـايگزيني راطـه)4-2(عبارت دوم معادله

مي,سختي .شودبصورت زير نمايش داده
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گذاري كل بصورت زير نمـايش داده گذاري محلي به سيستم شمارهعبارت فوق با تغيير سيستم شماره

.شودمي
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مي)24-2( با انتقال عملگر انتگرالگيري به داخل عملگر جمع، رابطه .شودبصورت زير نوشته
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)b(بردار نيروي كالبدي گرهي
IFشودبصورت زير تعريف مي.
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فـرم ماتريسـي آنـرا)25-2(بسط عبارت سمت راست رابطـه. بردار نيروي كالبدي استbكه در آن،

.دهدبصورت زير نمايش مي
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بردار نيروي كالبدي كل است كه با مونتاژ بردارهاي نيروي كالبدي گرهي بصورت F(b)،در عبارت فوق

.آيدزير بدست مي
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-)27-2(تـا)23-2(روابـط-با فرآينـدي دقيقـاً شـبيه نيـروي كالبـدي)4-2(ي عبارت آخر معادله

ميخارجي اين عبارتها براي نيروهاي. بصورت زير قابل بيان است و انتگرالگيري ناحيهمحاسبه اي شود

. شودبا انتگرالگيري روي مرزهاي طبيعي جايگزين مي
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IFشودبصورت زير تعريف مي .

)2-30(Γ= ∫Γ d
t

T
I

t
I tΦF )(

t)(گرهـي خـارجي كل است كـه بـا مونتـاژ نيروهـاي خارجي بردار نيروي F(t)).29-2(در معادله
IF

.آيدبدست مي

1 - nodal traction force 
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مي، رابطه)4-2(در معادله)29-2(و)27-2(،)21-2(با جايگزيني روابط .آيدي زير بدست

)2-32(0)()( =−− tTbTT FUFUKUU δδδ

كهاختياري است؛ معادله بالا هنگامي برقرار ميUδچون مقدار :شود

)2-33(0)()( =−− tb FFKU

 يا

)2-34()()( tb FFKU +=

.توان بصورت زير نمايش دادمعادله فوق را مي

)2-34(FKU =

ميFكه در آن، و بصورت زير تعريف .شودبردار نيروي كل است

)2-35()()( tb FFF +=

مـش روي كـل ناحيـه حـل بـدون شكل نهايي معادلات گسسته سيستم در روشهاي)34-2(ي رابطه

مي)34-2(حل معادله,پس از اعمال شرايط مرزي اساسي.است از. دهدتغييرمكانهاي گرهي را پـس

تـوان مـي)13-2(و)11-2( محاسبه تغييرمكانهاي گرهي يا پارامترهاي گرهي، بـا اسـتفاده از روابـط 

و تنش را بدست آوردمولفه .هاي كرنش

 ملاحظات عددي-2-3
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 انتگرالگيري عددي-2-3-1

حل,در بخش قبل tΓ،خارجيو يا مرز ناحيه براي نيرويΩتمام انتگرالگيريها روي كل ناحيه

حل. انجام شد زمينهي مناسبي از سلولهاي به مجموعهΩبراي محاسبه انتگرالهاي مذكور، كل ناحيه

اي از انتگرالها با اين فرض، انتگرال روي ناحيه بصورت مجموعه)).1-2(مطابق شكل( شودشكسته مي

.شودروي سلولهاي زمينه بيان مي
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و تعداد سلولهاي شـبكهnc در آن، كه بـراي. ام اسـتkناحيـه انتگرالگيـري سـلولkΩبنـدي زمينـه

شود كه معمولاً در روش المان استفاده مي1لژاندر-انتگرالگيري عددي روي اين سلولها از روش گوس

ي شود؛ معادلـه تعداد نقاط گوسي باشد كه در هر سلول در نظر گرفته ميngاگر. محدود كاربرد دارد

:بصورت زير قابل نمايش است)2-34(
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مـاتريس ژاكـوبين ناحيـهJو)xQi(امiفاكتور وزندار گوسي مربوط بـه نقطـه گوسـيiŵدر اين رابطه،

بطـور مشـابه، انتگرالگيـري. در آن واقـع شـده اسـت xQiام است كه نقطه گوسيkانتگرالگيري سلول 

.لژاندر انجام مي شود-عددي روي منحني نيز با استفاده از روش گوس
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1 - Gauss-Legendre quadrature 
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مـاتريس ژاكـوبين انتگـرال رويJو امiضريب وزندار گوسي مربوط به نقطه گوسيiŵدر اين عبارت،

از) جزء منحنـي(تعداد سلولهاي منحني nctو xQiام براي نقطه گوسيlمسير جزء منحني  اسـت كـه

و بدست ميtΓشكستن مرز طبيعي تعداد نقاط گوسي است كه براي هر جزء منحني در نظـر ngtآيد

ي انتگرالگيـري عـددي از رابطـه,بطور عدديKIJگرهي ماتريس سختي براي محاسبه. شودگرفته مي

.شودبصورت زير استفاده مي
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ikبا توجه به رابطه بالا،
IJKشودبا عبارت زير تعريف مي.
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ik،)40-2(رابطه در
IJKماتريس گرهـي)39-2(طبق معادله. است2×2يك ماتريس ،KIJ از مجمـوع

اگر. باشدميJوIگاهي محلي آنها شامل گرهاي شود كه ناحيه تكيهسهم تمام نقاط گوسي حاصل مي

ikنباشد؛ مقدار xQiگاهي محلي نقطه گوسي،در ناحيه تكيهJ يا گرهIگره 
IJKصفر است .

b)(بطور مشابه، مقدار بردار نيروي كالبدي گرهي
IF)بصورت زير قابل محاسبه است))26-2(رابطه.
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bik)(كه در آن،
IFمي2داراي و به شكل زير تعريف .شودمولفه است
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IF)مي))30-2(رابطه .شودنيز با انتگرالگيري عددي محاسبه
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tik)(در اين عبارت،
IFمي لفهوم دو و بصورت زير تعريف .شوددارد

)2-44(D
ikQiIQi
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tik
I w JxbxΦF )()(ˆ)( =

ميدر روشهاي فرم ضعيف بدون شوند؛ ماتريسها بر اساس نقـاط مش كه روي كل ناحيه تعريف

و نقـاط گوسـي تكيههر نقطه گوسي داراي ناحيه. شوندگوسي مونتاژ مي گاهي مخصوص بخود اسـت

و ممكن است گرهمتفاوت داراي نواحي تكيه گاهي دو هاي موجود در ناحيه تكيهگاهي متفاوتي هستند

و ماتريس كـرنشΦاين بدين معناست كه ماتريس تابع شكل. نقطه گوسي يك سلول، يكسان نباشد

Bايـن موضـوع در روش المـان. ممكن است براي نقاط گوسي مختلف، مقادير متفاوتي داشته باشـند

هاي يكساني در روش المان محدود براي تمام نقاط گوسي يك المان از گره. محدود شكل ديگري دارد

مي) هاي المان مورد نظرگره( . شودبراي انجام ميانيابي استفاده

ميهاي فرم ضعيف بدونانتگرالگيري عددي در روش و مش، يكي از موضوعات مورد توجه باشـد

از مطالعات اخير دو نتيجه مهم قابـل ذكـر.]59-57[تحقيقات وسيعي در اين زمينه انجام شده است

:است

,شـود دوبعدي، تعداد نقاط گوسي كه براي كل ناحيه در نظر گرفته مـي مسائلبراي-1

nQهاي ناحيه حل تعداد گره3/2بايد حداقلNو لزوماً،شرط فوق.]60[باشد يك شرط لازم است

 باشد كافي نمي

و همگرايـي انتخاب مناسب تعداد نقاط گوسي روي جنبه-2 هاي عددي مساله مثل دقـت

 مسـائل ها در طبق اين بررسي. اين موضوع با استفاده از مسائل مبنا بررسي شده است. موثر است

هاي مسـاله ارائـه شـده اي براي تعداد مناسب نقاط گوسي با توجه به تعداد گرهبعدي محدودهدو

.است

 خصوصيات ماتريس سختي-2-3-2
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:توان نوشت، متقارن است؛ ميDچون ماتريس خصوصيات ماده،
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ميرابطه .سختي كل متقارن استدهد؛ ماتريسي فوق نشان
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در اين مـاتريس، اگـر حـداقل. آيدماتريس سختي كل با مونتاژ ماتريسهاي متناظر گرهي بدست مي

گـاهي آن قـرار داشـته باشـند؛ در ناحيـه تكيـهJوIهاي داشته باشد كه گرهنيك نقطه گوسي وجود 

0≠IJK.،هاي اگر گرهبعبارت ديگرIوJگـاهي بقدري از هم فاصله داشته باشند كه در ناحيه تكيـه

گاهي در نظـر گرفتـه شـده كه ناحيه تكيه از آنجايي.IJK=0هيچ نقطه گوسي مساله قرار نگيرند؛ 

ر و فضاي وسيعي از ناحيه حل هـا گيـرد؛ بـراي بسـياري از گـرها در بر نمـي براي نقاط، محدود است

0=IJKشود ماتريس سختي كل كه باعث ميKهاي صفر متعددي باشدداراي درايه )sparse باشد .(

.بانددار نيز خواهد بودKگذاري شوند؛ ماتريس سختي كل ها بطور مناسب شمارهاگر گره

در-2-4 1مقيد روش بدون المان گلركينفرمولبندي مسائل الاستيسيته

 EFGفرمولبندي روابط-2-3-1

فرم. شوددرنظر گرفته ميΓو محصور به مرزΩيك مساله دوبعدي مكانيك جامدات در ناحيه

در روش بدون المان گلركين براي سـاخت. آمده است)4-2(تا)1-2(معادلات حاكم در روابط2قوي

، از تقريب حداقل مربعات متحرك  مي (MLS)توابع شكل فاقد خاصيت MLSچون تقريب. شوداستفاده

 

1 - Constrained-EFG 

2 - strong form 
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تابع دلتاي كرونكر است؛ براي اعمال شرايط مـرزي اساسـي در فـرم ضـعيف، از روش گلـرگين مقيـد

: شودبصورت زير استفاده مي

)2-45(0=−−− ∫∫∫ u
TTT Wddd)()( δΓδΩδΩδ

ΓΩΩ

tubuLuDLu

روشهاي مختلفي. كه در آن، عبارت آخر بمنظور اعمال شرايط مرزي اساسي در نظر گرفته شده است

.شودبراي اعمال شرايط مرزي اساسي بكار برده شده است كه به دو روش مرسوم اشاره مي

 روش پنالتي-الف

شرروش پنالتي ساده بصورت زير در نظـرWuدر اين روش،. ايط مرزي اساسي استترين روش اعمال

.شودگرفته مي

)2-46(( ) ( )uuαuu −−= T
uW

2
1

]كه در آن، ]kαα L1=αبراي مسايل دوبعـدي. هاي پنالتي استرماتريس قطري فاكتوk = و2

)توابع پنالتي. باشدمي k=3بعدي براي مسايل سه ) iki α,...,2,1=هـاي مكـاني توانند تابع مختصهمي

و لزوما باهم برابر نيستند مي. باشند -در عمل، اين فاكتورها بصورت اعداد مثبت بزرگي در نظر گرفته

در اسـتفاده از روش بـدون المـان گلـركين،. شوند كه قبل از شروع تحليل بايد مقدار آنها معلوم شود

. شـود تامين مـي MLSسازگاري تابع شكل روي كل ناحيه حل با انتخاب مناسب توابع وزني در تقريب 

. لازم نيست)45-2(عبارت مقيد در فرم ضعيف بدين جهت، براي تامين سازگاري

و تقريب هاي ناحيه تكيهروش، توابع شكل با استفاده از گرهدر اين مي MLSگاهي شـود ساخته

و پارامترهاي گرهي بصورت زيـر تخمـين زده) متغير ميدان(و ميدان تغييرمكان  با كاربرد توابع شكل

:شودمي
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و داراي فرم زير ميΦدر عبارت فوق، .باشدماتريس توابع شكل است

)2-48(
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
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φφ
φφ
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00
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ها مقدار آنها با تغييرمكان گرهو پارامترهاي تغييرمكان هستندuIوvIامIبراي گره)47-2(در معادله

فاقد خاصيت تابع دلتاي كرونكر هستند؛ با جايگزيني MLSچون توابع شكل).2-2شكل(تفاوت دارد 

طـي)2-2(و اعمال فرآيندي دقيقا شبيه آنچـه در بخـش)45-2(عبارت فوق در معادله فرم ضعيف 

:آيدشد؛ معادلات گسسته سيستم با روش بدون المان گلرگين بصورت زير بدست مي

)2-49(αα FFUKK +=+ )(

ماتريس سختي كل استKهاي ناحيه حل، بردار پارامترهاي گرهي تمام گرهUدر اين عبارت،

و كه از مونتاژ ماتريسهاي سختي گرهي بدست مي بردار نيروي خارجي كل است كـه بـا مونتـاژFآيد

،αK، مـاتريس جديـد)27-2(و)23-2(شـود، مطـابق معـادلات بردارهاي نيروي گرهي حاصل مي

اين ماتريس مانند ماتريس سختي كل از مونتاژ ماتريسـهاي سـختي. ماتريس سختي پنالتي كل است

ميپنالتي گره . آيدها، درست با همان روش، بدست

)2-50(∫
Γ

Γ=
u

dJ
T
IIJ αΦΦKα
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αماتريس
IJKبـردار نيـروي)49-2(در رابطه. است2×2، يك ماتريس ،αFبخـاطر شـرايط مـرزي

و بـا كـاربرد بـردار نيـرويFاين بردار با روشي مشابه روش مونتاژ بردار نيروي. شوداساسي ايجاد مي

αپنالتي گرهي
IFار نيروي پنالتي گرهي بصورت زير تعريف مي شودبرد. آيدبدست مي:

)2-51(∫
Γ

Γ=
u

dT
II uαΦFα

و بردار نيروي پنالتي با استفاده)41-2(و)37-2(شبيه معادلات ، انتگرالگيري ماتريس سختي پنالتي

مي از روشهاي استاندارد انتگرالگيري عددي و)49-2(البته انتگرالگيريهـاي اخيـر، روابـط. شودانجام

مي)2-50( -، براي مسايل دوبعدي بصورت انتگرال خطي است كه روي مرزهاي شرط اساسي صورت

نقـش دارنـد كـه درuΓهاي نزديك به مرزهاي اساسي فقط براي گرهαKبنابراين، در ماتريس. گيرد

شكل نهايي معادله سيسـتم)49-2(معادله. گيرندقرار ميuΓگاهي نقاط گوسي واقع بر ناحيه تكيه

گسسته روش بدون المان گلركين است كه در آن با استفاده ار روش پنـالتي، شـرايط مـرزي اساسـي 

آينـد؛ المـان گلـركين بدسـت مـي كه بـا فرآينـد بـدونαKوKماتريسهاي سختي. شوداعمال مي

اگر شرايط مرزي مساله، با فرض جلوگيري از حركت صلب جسم، ماتريس. ماتريسهاي متقارن هستند

αKK مي. است1، مثبت معين+ خطي توان از روشهاي متعارف حل دستگاه معادلات جبريبنابراين

و پارامترهاي تغييرمكـان گرهـي را بدسـت آورد)49-2(براي حل دستگاه معادلات  در. استفاده نمود

. اين بخش، در روابط بدون المان گلركين از روش پنالتي براي اعمال شرايط مرزي اساسي استفاده شد

و مثبت معين بودن، با در نظر گرفتن با كاربرد اين روش خصوصيات ماتريس سختي مثل تقارن، ابعاد

مي. شودفاكتورهاي پنالتي مثبت، حفظ مي و بانددار بودن ماتريس سيستم حفظ -علاوه بر اين، تقارن

 )).48-2(دستگاه معادلات(شود

ميعلي رغم مزاياي فوق، روش پنالتي داراي نقص : باشدهايي نيز

1 - positive definite 
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ميبسته به بزرگي فاكتورهاي پنالتي، شرايط مرزي اساسي بطور تقر-1 از نظـر. شونديبي ارضاء

؛تر شرايط مرزي اساسي را در پـي دارد تئوري، انتخاب مقادير بزرگتر فاكتورهاي پنالتي، ارضاي دقيق

اما انتخاب مقادير بسيار بزرگ اين فاكتورها باعث ايجاد مشكلات عددي در حـل دسـتگاه معـادلات

.شودمي

پ-2 نالتي مناسب براي تمـام انـواع مسـايل مشـكل ارائه روشي براي انتخاب مجموع فاكتورهاي

مي. است و خطا . باشدبراي انتخاب مناسب فاكتورهاي پنالتي نياز به فرآيند سعي

بطور كلي، نتايج حاصل از كاربرد اين روش از دقت كمتري نسبت بـه روش ضـرايب لاگرانـژ-3

. برخوردار است

ميبدليل سادگي هاي فوق، روش پنالتي رغم نقصعلي در تحليـل.شـود بطور گسترده استفاده

.گذرا به روش تجزيه مودي، اين روش بكار گرفته شده است مسايل هدايت گرمايي

 روش ضرايب لاگرانژ-ب

و متداول براي ارضاي شرايط مـرزي بشـمار مـي .]61[رودبا اينكه روش پنالتي يك روش موثر

و رفع نقص برخي. هاي روش پنالتي ارائه شده استروشهاي ديگري براي اعمال شرايط مرزي اساسي

مياز اين روش : باشندها به شرح زير

.]37[روش ضرايب لاگرانژ•

]62[روش تبديل ارتوگنال•

]39[استفاده از اصل تغييراتي اصلاح شده•

]EFM / EFG ]63استفاده از كوپل•

.]64[مقيد MLSروش•

 (MLS)توابع شكل حداقل مربعات متحرك-2-5
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و روش المان محدود در ساختن توابعمهمترين تفاوت روش بدون در. شكل است المان گلركين

.المان گلركين به تفصيل بيان شده استاين بخش، فرآيند محاسبه توابع شكل در روش بدون

و سطح (MLS)در ابتدا تقريب حداقل مربعات متحرك توسط رياضيدانان براي برازش منحني

مي.]66[و]65[پيشنهاد شد امروزه. شونددر اين روش، توابع با استفاده از تكنيك سريها نمايش داده

ميتقريب در روشهاي بدون . شودمش براي ساخت توابع شكل بطور گسترده بكار برده

 MLSفرمولبندي توابع شكل-2-5-1

را MLSباشد؛ تقريبΩحليدر ناحيهxيك تابع اسكالر مجهول از بردار متغير ميدانuاگر

:]67[ توان بصورت زير تعريف كردمي
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)()()()()( apxxx

xT=[x1-هاي مكاني بردار توابع پايه برحسب مختصهp(x)كه در آن، x2]است،-براي مسائل دوبعدي

mايهـاي مثلـث خيـام با استفاده از يـك جملـه پايهتوابع مجموعه غالباٌ. نيز تعداد توابع پايه است–

مثـل در برخـي مسـايل خـاص. را داشته باشـد1بودني كاملشود تا حداقل مرتبهپاسكال ساخته مي

توابـع اي متغير ميدان دقت قابل قبولي نـدارد؛ يكسـري مسائل مكانيك شكست، كه تقريب چندجمله

ميديگر به پايه a(x)،)52-2( در معادلـه. در آن مساله بهبود يابد MLSشود تا كاركرد تقريب ها اضافه

و بصورت زير .دوشميدر نظر گرفته بردار ضرايب است

)2-52(aT(x)={a1(x) a2(x) … am(x)} 

1 - completeness 
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تـوان بـا كمينـه اين ضرايب را مـي. هستندxهاي مكاني تابع مختصهa(x)هاي در بردار ضرايب، مولفه

و وزندار  .محاسبه نمودL2كردن نرم گسسته

)2-53(∑
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و داراي تـابع وزنـيxگـاهي نقطـه هايي است كه در ناحيه تكيـه تعداد گرهnدر آن، كه قـرار دارنـد

ˆ)(0باشندغيرصفر مي ≠− iW xx.uiنيز پارامترهاي گرهي يـا مقـدار تـابع مجهـولuدرx=xiاسـت .

و پارامترهـاي)53-2(ي معادله يك تابعك يا باقيمانده وزنداري است كه با استفاده از مقادير تقريبـي

،چون در اغلب موارد، تعداد گره. ساخته شده استuگرهي تابع مجهول  بكار MLS، كه در تقريبnها

،،رودمي : برابر است باa(x)نسبت بهJ، است؛ مقدار اكسترممmبسيار بيشتر از تعداد ضرايب مجهول

)2-54(0/ =∂∂ aJ

.شودمي بصورت زير دستگاه معادلات جبري خطيرابطه فوق منجر به يك

)2-55(s)()()( UxBxaxA =

هاي موجود براي تمام گره) پارامترهاي گرهي(برداري شامل مقادير گرهي تابع مجهولUsكه در آن،

. گاهي استدر ناحيه تكيه

)2-56(Us={u1 u2 … un}

. است ضرايب ماتريس وزندارA(x)و
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كه uh(x)و تابع تقريبيui پارامترهاي گرهي)2-2(در شكل از uh(x)نشان داده شده است با اسـتفاده

مي. بدست آمده است MLSفرايند  هـا مقـدار پارامترهـاي شود، در گـره همانطور كه در شكل مشاهده

و تابع تقريب حاصل از .يكسان نيست MLS گرهي

 MLSحاصل از فرايند uh(x)و تابع تقريبيuiپارامترهاي گرهي-2-2شكل

و با استفاده از پايه و متقـارن3×3يك مـاتريسm=3(،A(هاي خطي براي يك مساله دوبعدي

:شوداست كه بصورت زير نوشته مي
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.شودبصورت زير تعريف ميB، ماتريس)55-2(ي در معادله

)2-60(])()(ˆ...)()(ˆ)()(ˆ[)( 2211 nnWWW xpxxxpxxxpxxxB −−−=

ميn×2 هاي خطي، يك ماتريسكه براي پايه و بسط آن بصورت زير نمايش داده ;شوداست
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. توان ضرايب مجهول را بصورت زير يافتمي)55-2(با حل معادله

)2-62(a(x)=A-1(x)B(x)Us

مي)51-2(ي بالا در معادله با جايگزيني رابطه  آيد، تقريب تابع مجهول بدست
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با MLSبردار توابع شكلxΦ)(در اين رابطه، وxگاهي نقطـه گره واقع در ناحيه تكيهnمتناظر اسـت

:شودبصورت زير نوشته مي
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T φφφ

.شودام بصورت زير تعريف ميiتابع شكل براي گره
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تقريب حداقل هستند كه بموجب آن امكان حركت پيوستهxتوابعي ازa، بردار ضرايب MLSدر تقريب

مي. آوردمربعات وزندار را فراهم مي تابع-با انتخاب مناسب توابع وزني-شود اين حركت پيوسته باعث

. روي كل دامنه پيوسته باشد MLSشكل
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در. آن بصـورت زيـر نوشـته شـودي مشتقات نسبي توابع شكل، بهتر است رابطهبراي محاسبه

 A-1و مشـتقات A-1مشتقات آن نيازي بـه محاسـبهوΦ شكل جديد روابط، براي محاسبه تابع شكل

ميبطور عددي بسيار وقت A-1محاسبه. باشدنمي و باعث ايجاد خطا در محاسبات .]38[شودگير است

)2-66()()()( xBxγxΦ TT =

 كه در آن

)2-67(1−= Apγ TT

مي متقارن است، معادلهAكهيياز آنجا . توان نوشتبالا را بصورت زير

)2-68(pAγ =

ميبا استفاده از رابطه . را بدست آوردγتوان مشتقات نسبي متغيري فوق
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گيـري جزئـي نسـبت بـه علامـت مشـتق),(و كامـاyوxهاي نماد مختصهkوi،jدر روابط بالا،

تـوان مـي)67-2(با استفاده از روابطijk,γوγ،i,γ،ij,γبا محاسبه. هاي فضايي انديسي استمختصه

. را با عبارات زير بيان كردΦ مشتقات جزئي تابع شكل
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مي)3-2( شكلگاهي مطابق در نقطه مورد نظر، يك ناحيه تكيه MLS براي تقريب . شودساخته

ميهايي كه در اين ناحيه تكيهگره تـابع مجهـول در ايـن MLSگيرند؛ براي تشكيل تقريـب گاهي قرار

. روندنقطه بكار مي

گاهي مستطيلي با ابعاد ناحيه تكيه: پايينrsاي باشعاع گاهي دايرهناحيه تكيه: بالاxQ گاهي نقطه نمايش ناحيه تكيه-3-2شكل

rsx وrsy در جهتx1وx2]10[

آنگاهي بايد بقدري باشد كه تعداد گرهي ناحيه تكيهاندازه پـذير، براي معكوسهاي موجود در

،انتخاب تعداد گره. كافي باشد تا پايداري ميانيابي برقرار شود)62-2(يدر رابطهAبودن ماتريس  -ها

nبه توزيع گره ،، و تعداد تابعهاي پايـه وAبمنظـور اطمينـان از وجـود معكـوس.، بسـتگي داردmها

متاسـفانه بهتـرين مقـدار. شـود در نظر گرفته مـيm>>nمعمولاٌ شرطAرفتار بودن ماتريس خوش

و محاسبات عددي بدست آيددر دسترس نميnتئوري  و خطا و بايد با سعي . باشد
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 انتخاب تابع وزني-2-5-2

مي)82-2(ي معادله و همـوارp، به پيوستگي تـابع پايـه MLSپيوستگي تابع شكل؛دهدنشان

موثر)BوAهمواري(هموار بودن تابع وزني نيز روي شرط دوم. بستگي داردBوA بودن ماتريسهاي

مي MLSبنابراين تابع وزني نقش مهمي در كاركرد تقريب. است در مطالعـاتي كـه تـاكنون. كنـد ايفاء

:شودانجام شده است؛ شرايط عمومي زير براي تابع وزني در نظر گرفته مي

)ˆ)(0(گاهيبودن تابع وزني در تمام ناحيه تكيهمثبت• >− iW xx.

از• )ˆ)(0(گاهيناحيه تكيه صفر بودن تابع وزني خارج =− iW xx.

).گاهيمركز ناحيه تكيه(xي موردنظرداراي تغييرات بطور يكنوا كاهشي از نقطه•

.Ωگاهي،، بخصوص روي مرز ناحيه تكيهبقدر كافي هموار•

و خروج هموار گره اين ناحيه تضـمين گاهي را براي حركت ها به ناحيه تكيهشرط چهارم ورود

مي MLS كند كه باعث ايجاد سازگاري تابع شكلمي گذشته از چهار شـرط. شودروي تمام ناحيه حل

و بيش اختياري استفوق و.، انتخاب تابع وزني كم  يـا توابـع در مسائل عملي اغلـب از توابـع نمـايي

. شوداستفاده مي1اسپيلاين

 در پيوستار جامد حرارت انتقال-2-6

و قـانون. است2نتقال حرارت در اجسام جامد بصورت هدايت گرماييا قانون اول ترموديناميـك

.]69و68[ باشـند معادلات حاكم بـر توزيـع دمـا در جامـدات مـي،هدايت گرمايي فوريه قـانون اول.

مي ترموديناميك تعادل انرژي گرمايي در .كنديك پيوستار جامد را بصورت زير بيان

1 - spline 

2 - heat conduction 
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)2-71(
t
TcQ
∂
∂=+∇− ρq.

و در زمان واحـد،Qبردار شار حرارتي،qكه درآن، نرخ توليد انرژي داخلي در پيوستار در واحد حجم

T،ميدان اسكار دماي مطلقρو قـانون تجربـي هـدايت. حـرارت ويـژه جامـد اسـتcچگالي جرمي

هاي بردار شار حرارتي را به گراديانهـاي دمـا مربـوط مولفه1گرمايي فوريه در يك جامد غيرهمسانگرد

.كندمي

)2-72(T∇−= kq

درحالـت كلـي،.د غيرهمسـانگرد اسـت بردار ثابتهاي هدايت گرمايي براي يك جامـkدر اين عبارت،

ميتابع دما ميkهاي ماتريس مولفه ب را بـا تقريـب ايـن ضـراي توانباشد؛ اما براي گستره كم دمايي،

و ثابت فرض نمود بصورتkو ماتريس هدايت گرماييqبردار شار حرارتي. قابل قبولي مستقل از دما

.شوندزير تعريف مي
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، معادله حاكم بر توزيع دمـا)71-2(در معادله تعادل گرمايي)72-2(با جايگزيني روابط شار حرارتي

ميدر يك پيوستار جامد طي فرايند .آيدهدايت گرمايي بدست

:صورت زير استشرط اوليه معادله حاكم به

1- anisotropic 
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)2-75(T(x,y,z,0)=To(x,y,z)     in     t=0 

:شرايط مرزي نيز به صورت يكي يا تركيبي از شرايط زير است

و برابرS1دماي سطح-1 : باشدTsطي فرايند انتقال گرما معلوم

)2-76(T(x,y,z,t)=Ts on  S1 & t>0 

 طي فرايند انتقال دماS2شار حرارتي منتقل شده از سطح-2

)2-77(& t>0 on S2 qnq ′′=− .

.باشدميS2بردار يكه عمود بر سطح در هر نقطه ازnكه در آن،

.تبادل گرما داشته باشدصورت همرفت جامد با سيالي بهS3روي سطح-3

)2-78(on  S3 0)(. =−+− ∞TThnq

وhدر اين عبارت، .دماي محيط استT∞ضريب همرفت

.در معرض تابش قرار داشته باشدS4سطح-4

)2-79(on S4 & t>0  rqTnq ασε =+− 4.

وαثابت تابش سطح مرزي،ε،1بولتزمن-ثابت استفانσدر اين عبارت، qrضريب جذب سطح مـرزي

.رسدنرخ شار حرارتي واحد سطح است كه به سطح مرزي مي

 حل عددي معادله هدايت گرمايي-2-7

1 - Steffan-Boltzman 
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اين بخش، فرمولبندي مسايل هدايت گرمايي در پيوستار جامد با استفاده از روش باقيمانده در

و قابليتهاي اين. گيردوزني گلركين مورد بحث قرار مي فرم گسسته معادلات حاكم بر هدايت گرمايي

. شودروش براي اعمال شرايط مرزي مختلف نيز بررسي مي

و مكان را براي ميدان دما از يكديگر تفكيكتمي1با استفاده از تقريب كنترويچ وان فضاي زمان

.]70[ نمود

)2-80()(),,(),,,( tTzyxtzyxT θ=

گاهي مربوط هاي ناحيه تكيهگره2در هر نقطه از ناحيه حل، دما با استفاده از پارامترهاي گرهي

:شودبه نقطه مورد نظر تقريب زده مي
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وهاي ناحيه تكيهتعداد گرهnبردار توابع شكل،Φدر اين عبارت، هاي ناحيه بردار دماي گرهΘگاهي

مي. گاهي نقطه مورد نظر استتكيه :شودگراديان دما بصورت زير تقريب زده

1 - Kontrovich 

2 - nodal parameter 
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وBكه در آن، بطـور مشـابه، فـرم. ماتريس عملگر گراديـان گرهـي اسـتBIماتريس عملگر گراديان

مي)81-2( وردشي گراديان دما با توجه به رابطه :آيدبصورت زير بدست

)2-83(∑==∇=∇
n

I
IInnnn

h
)1*1()1*3()1*()*3()1*()*2()1*3( )()( θδδδ BθBθΦθ

ميگاهي شمارهدر ناحيه محلي تكيهها تا اين مرحله، گره و گذاري هـا هاي محلي گرهشمارهJوIشوند

پس. هستند گـذاري آنهـا در سيسـتم كـل ها از سيستمهاي محلي به شمارهگذاري گرهشماره، از اين

بنـابراين. باشندميNتا1هاي مساله داراي يك شماره واحد از در سيستم كل تمام گره. كندتغيير مي

ر -در يك ناحيـه تكيـهJوIاگر. تغيير كندNتا1تواند از ميJوIهاي شماره گره)83-2(ي ابطهدر

و در نتيجه مقدار انتگرال صفر)116-2(ي گاهي واحد قرار نداشته باشند؛ عبارت داخل انتگرال رابطه

ميبصورت زير) 116-2(گذاري در كل سيستم رابطه با در نظر گرفتن شماره. شودمي .شودبيان

)2-84(∫ ∑∑∫ ΩΩ
Ω=Ω∇∇ dd JJ
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T θkBBθθKθ ][)()( δδ

.توان عملگر انتگرالگيري را به داخل عملگرهاي جمع بصورت زير منتقل نمودمي



 حرارتي-تحت بار مكانيكي FGMشكست

)2-85(JJ
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T dd θkBBθθkθ ][)()( ∫∑∑∫
Ω

Ω
Ω=Ω∇∇ δδ

ميبه طبق اين رابطه، ماتريس سختي گرهي :شودصورت زير تعريف

)2-86(Ω= ∫Ω dJ
T
IIJ )()( BkBK

قرار نداشته باشند؛ گاهي يك نقطه انتگرالگيري گوسيي تكيه، هر دو در ناحيهJوIهاي البته اگر گره

مي)85-2(با در نظر گرفتن تعريف فوق، رابطه. صفر است KIJمقدار  .شودبصورت زير بيان

)2-87(JIJ
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T d θKθθKθ ∑∑∫ =Ω∇∇
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δδ )()(

-2(بسط عبارت سمت راست در رابطه. دهندعملگرهاي جمع در رابطه بالا، فرآيند مونتاژ را انجام مي

مي) 112 مي)86-2(در نهايت، فرم معادله. دهدفرايند مونتاژ را نشان .آيدبصورت زير بدست
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و تعداد گره. ماتريس سختي كل سيستم استKكه در آن، هاي كل با توجه به اسكالر بودن ميدان دما

. باشدمي N×N، بعد ماتريس سختي كل برابرNمساله،
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.زير است بصورت)88-2(با در نظر گرفتن روابط فوق، فرم نهايي رابطه

)2-90(KΘΘθKθ TT d δδ =Ω∇∇∫Ω )()(
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و شامل دماي گرهي تمام گرهΘدر اين رابطه، بردار -هاي مسـاله مـي بردار دماي كل سيستم است

.مولفه داردΘ،Nبردار. باشد
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با استفاده از تقريب كنتـرويچ. قابل بيان است)71-2(بطور مشابه، فرم گسسته عبارتهاي ديگر رابطه

مي)71-2(عبارت اول رابطه  .شودبصورت زير نوشته

)2-92(Ω=Ω
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∫∫ ΩΩ
dTcd

t
Tc ηθρηρ &

.باشد، فرم گسسته رابطه بالا بصورت زير ميηبجاي تابع آزمونθبا جايگزيني تابع تقريب

)2-93(Ω=Ω=Ω
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∫∫∫ ΩΩΩ
dcdcd

t
c θθTθTθηT ρδδρρ &&

.بيان استعبارت فوق، برحسب دماهاي گرهي بصورت زير قابل
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:بصورت زير است)71-2(فرم گسسته عبارت متناظر با توليد انرژي داخلي در رابطه

)2-95(∑∫∑∫ ∑∫ =Ω=Ω=Ω
ΩΩΩ
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gen
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I
I
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I
II dQdQdQ δθφδθδθφδ Fθ

 در اين عبارت،

)2-96(∫
Ω

Ω= dQ I
gen
I φF
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بصـورت زيـر)71-2(متناظر با شار حرارتي عبوري از مرزهاي سيستم در رابطـه فرم گسسته عبارت

:است

)2-97(∑∫∑∫ ∑∫ =Ω′′=Ω′′=Ω′′
ΩΩΩ

�

I
I

flux
II

�

I
I

�

I
II dqdqdq δθφδθδθφδ Fθ

 در اين عبارت،

)2-98(∫
Ω

Ω′′= dq I
flux

I φF

شامل دو تـرم)71-2(در رابطه فرم گسسته عبارت متناظر با شرايط مرزي همرفتي مرزهاي سيستم

:بصورت زير است

)2-99(
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ΓΓΓ
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 در اين عبارت،

)2-100 (∫
Γ
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conv

dh JI
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IJ φφK
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 در اين عبارت،

)2-102 (∫
Γ

∞ Γ=
.

.

conv

dh J
conv
I φθF

به)71-2(با جايگزيني روابط فوق در رابطه شكل زير بدسـت، معادله گسسته حاكم بر هدايت گرمايي

. آيدمي
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)2-103 (.... )( radconvfluxgenradconv FFFFFTKKKTC ++++=+++&

 هدايت گرمايي گذرا-2-8

مي) 136-2( معادلات ديفرانسيل مرتبه اولميدان دماي گذرا از حل دستگاه بـراي. آيدبدست

حل دستگاه معادلات مذكور روشهاي مختلفي وجود دارد كه در اينجـا تكنيـك تجزيـه مودهـا مـورد 

تكنيك تجزيه مودها يـك رهيافـت تحليلـي بـراي حـل دسـتگاههاي معـادلات. گيردكاربرد قرار مي

دركاربرد اين روش. ديفرانسيل معمولي است .]60[ كندجوابها تحميل نمي محاسبه خطايي را در

شده به معادلات مستقل از هم اسـت كـه بـا روند كلي اين روش، تبديل دستگاه معادلات كوپل

دستگاه معادلات همگن حاكم بر هدايت گرمايي گذرا بصورت. شوداستفاده از بردارهاي ويژه انجام مي

:تزير اس

)2-104(0=+ TKTC th&

 اگر صورت كلي جواب بصورت زير در نظر گرفته شود. Kth=K+Kconv+Kradدر اين رابطه،

)2-105 ()stexp(T)t(T −=

وT،كه در آن حل.پارامتر كاهش نمايي استsبردارهاي مودي مجهول است ) 105-2(با جايگزيني

. دستگاه معادلات همگن بصورت يك مساله مقدار ويژه قابل بيان است،)104-2(در رابطه

)2-106 (( ) 0=− TCK sth 

و مثبت باشدsر مثبت معين هستند؛ پارامتCو Kthاز آنجائيكه ماتريسهاي حل كامل. نيز بايد حقيقي

.بيان كرديصورت زير توان بصورت تركيبي از تمام بردارهاي ويژه دستگاه دستگاه معادلات را مي

)2-107([ ] )t()t()t( � ψMψTTTT == L21
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اسـت كـهN×Nمـاتريس مربعـيMو استtسهم هر مود در جواب كلي در لحظهiψدر اين رابطه،

 با جايگزيني رابطه فوق در دستگاه معـادلات. دهندبردارهاي ويژه ستونهاي اين ماتريس را تشكيل مي

در)2-104( از چپ، يك مجموعه معـادلات مسـتقل از هـم بصـورت زيـرMTو ضرب عبارت حاصل

.شودحاصل مي

)2-108 ()(** ththTthth
γFFMψKψC +=+&

،كه در آن

)2-109(MKMK thTth =*

)2-110(MCMC T*th =

.معادله مستقل استNمجموعه معادلات فوق شامل

)2-111 ((i=1, 2, …, N) *
ii

i
iii s

C
Λ=+ ψψ&

+Λ=MT(Fthكه در آن، Fγ
th).در اين معادلات، شـرايط اوليـه ψ (0)  بـا توجـه بـه رابطـه T (0) =M ψ(0) 

مي. شودمحاسبه مي و يـا بسته به پيچيدگي طرف راست اين معادلات تـوان آنهـا را بصـورت تحليلـي

0 نياز به حل معادلات از ابتدا يعنـيtدر اين روش براي بدست آوردن حل در لحظه. عددي حل كرد

=tبرخلاف روشهاي مرسوم اختلاف محدود، از آنجائيكه مرتبه زمانهاي انتخـابي بـراي اعمـال. نيست

و  كند؛ اين روش براي بدسـت آوردنميتغيير2تا-6بين معمولاشوك حرارتي بسيار گسترده است

.باشدتوزيع دماي گذرا يك روش بسيار كارآمد مي

 مثالهاي عددي-2-9
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و عرض، صفحهدر مسائل مطرح شده اي از مواد مركب هدفمند ارتوتروپيك بطول نامحدود

مكانيكي بصورت هاي اين صفحه تحت بارگذاري).4-2مطابق شكل(شود در نظر گرفته ميWمحدود 

و گشتاور خمشي روي لبهكرنش معين و بارگذاري حرارتي، تنش كششي يكنواخت و پايين هاي بالا

ميبصورت تغيير دماي لبه و راست قرار تغيير خصوصيات فيزيكي ماده بجز ضريب. گيردهاي چپ

.شودپواسون بصورت تابع نمايي در نظر گرفته مي

)2-112 (xeP)x(P β0=

و ضريب غيرهمگني (P(0))يا x1=0مقدار خصوصيت فيزيكي در0Pكه در آن، بصورت زيرβاست

.شودتعريف مي

)2-113 (







=
)0(
)(ln1

P
WP

W
β

مي ضريب و مدول برشي صفحهمدول الاستيسيته جهت. شودپواسون ثابت منظور اي هاي اصلي

.شوندبصورت زير تعريف مي

)2-114 (10)( x
xxxx

xxeExE β=

)2-115 (10)( x
yyyy

yyeExE β=

)2-116 (10)( x
xyxy

xyeGxG β=

.مدول الاستيسيته به فرم زير است,)با فرض ايزوتروپي موضعي(براي صفحه ايزوتروپيك

)2-117 (10)( xeExE β=
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بارگذاري (c)-بارگذاري كشش(b)-بارگذاري كرنش ثابت (a)– تحت بار مكانيكي FGMيك صفحه از جنس4-2شكل

 گشتاور خمشي

با شرايط))4-2(قسمت هاشورخورده در شكل(براي تحليل صفحه مذكور، بخاطر تقارن نصف صفحه

مي،مرزي نشان داده شده :بصورت زير استx1شرايط مرزي روي محور. شوددر نظر گرفته

)2-118 (000 =),(u

)2-119 (0)0,( 1 =xv

 بارگذاري كرنش ثابت-2-9-1

.شودشرايط بارگذاري به شكل زير بيان مي

)2-120 (0),( εε =±Lx

مي, با استفاده از معادله ساختاري .شودتوزيع تنش بصورت زير حاصل

)2-121 (x
yyxx

yyeEx βεσ 0
0)(

22
=

و اعمـال شـرايط مـرزي-با استفاده از روابط كرنش ميـدان تغييرمكـان) 119و 118-2(تغييرمكان

ميبصورت زير  .آيدبدست

)2-122(
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xxxx
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xxx

xxxxe
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)2-123(1021 ),( xxxv ε=

.براي مواد ايزوتروپيك مبدان تغييرمكان بصورت زير است

)2-124 (
2021

1021

),(
),(

xxxv
xxxu

ε
νε

=
−=

المان گلركين با حل تحليلي مقايسه حاصل از بكارگيري روش بدون ميدان تغييرمكان)5-2(در شكل

10اين نمودارها با فرض. شده است =εاندبدست آمده.

و حل تحليلي تحت)راست(المان گلركينميدان تغييرمكان در مواد ايزوتروپيك حاصل از بكارگيري روش بدون-5-2شكل

 بارگذاري كرنش ثابت

ازy، اثر تغييرات مدول الاستيسيته در جهت)6-2(در شكل روي ميدان تغييرمكانهاي حاصل

در اين حالت، غيرهمگني مـاده. بررسي شده است FGMبارگذاري كرنش معين در صفحه ارتوتروپيك 

ابع تغييـرات مـدولتـ (u(x1))اثـري نـدارد؛ امـا مولفـه افقـي (v(x1))عمـودي تغييرمكـان روي مولفه

هاي تغييرمكان اثري ندارد؛ اما توزيـع در اين حالت، غيرهمگني ماده روي مولفه.باشدالاستيسيته مي

تنش 
22 xxσباشدتابع تغييرات مدول الاستيسيته مي.
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 هاي تغييرمكان در بارگذاري كرنش معيناثر ارتوتروپي روي مولفه-6-2شكل

روي توزيع تنش اثر تغيير ضريب غيرهمگني مدول الاستيسيته-7-2شكل
22 xxσدر بارگذاري كرنش معين 

و خمشي-2-9-2  بارگذاري كششي

.شودبارگذاري كششي بصورت زير اعمال مي

)2-125 (txx Lx σσ =),( 122

ميو بارگذاري خمشي .شودبصورت زير اعمال

)2-126 ()21(),( 1122
x

W
Lx bxx −=σσ
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02توزيع كرنش با حل معادله سازگاري, براي اين بارگذاريها
1

22
2

=∂
∂

x
xxεآيدبدست مي.

)2-127 (BAxxx += 122
ε

در اين دو حالت. اي بصورت زير استتوزيع تنش براي حالت تنش صفحه, با توجه به معادله ساختاري

. وجود داردx1بصورت تابعي ازx2توزيع تنش فقط در راستاي 

)2-128 ()()( 1
0

1
1

22
BAxeEx x

xx += βσ

ميثابتهايي برحسبBوA, كه در آن با اعمال شرايط مرزيو باشندپارامترهاي خصوصيات ماده

از. آيندنيرويي بدست مي :شرايط مرزي نيرويي عبارتند

)2-129 (∫ =
W

xx �dxx
0 11)(

22
σ

)2-130 (∫ =
W

xx Mdxxx
0 111)(

22
σ

گشتاور خمشي اينMو x=W/2نيروي كششي حاصل از برآيند تنشها در راستايN, در اين روابط

و گشتاور خمشي بهNوMمقادير. باشدتنشها مي ترتيب بصورت زير براي بارگذاري كششي يكنواخت

.است

)2-131 (2/, �WMW� t ==σ

)2-132 (6/,0 2WM� bσ==

ميدان تنش حاصل از بكارگيري روش بدون المان گلركين با حـل)9-2(و)8-2(در شكلهاي

در نكته قابل توجه.اندبدست آمدهbσ=1وtσ=1اين نمودارها با فرض. مقايسه شده است يليتحل

بطوريكه براي مقـادير بـزرگ ضـريب. ها استاين نمودارها، كاهش مقدار تنشها در نواحي نزديك لبه
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شود كه در جلـوگيري از رشـد تركهـاي سـطحي غيرهمگني اين تنشها تبديل به تنشهاي فشاري مي

.نقش موثري دارند

 بارگذاري كششيميدان تنش حاصل از بكارگيري روش بدون المان گلركين تحت-8-2شكل

 ميدان تنش حاصل از بكارگيري روش بدون المان گلركين تحت بارگذاري خمشي-9-2شكل

:بارگذاري حرارتي-ج

) بدون ترمهاي ديناميكي(استاتيكي شود شرايط شبهبراي حل مساله ترموالاستيسيته فرض مي

و از عبارتهاي كوپل حرارت ميالاستيك صرف-برقرلر است ميدان دماي پايا براي شرايط. شودنظر
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م و چپ صفحه،علوم روي لبهدمايي با حل معادله هدايت گرمايي به ترتيب زير بدست هاي راست

.آيدمي

)2-133 (
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02فرم كلي توزيع كرنش با حل معادله سازگاري
1

22
2

=∂
∂

x
xxεمي) 160-2(بصورت رابطه با.دشوحاصل

,اي در حالت تنش صفحه. است محاسبهكاربرد معادله ساختاري توزيع تنش حرارتي قابل

0
1133

== xxxx σσتوزيع تنش بصورت زير است ،.

)2-134 ()])()(([)( 0111
0

1
122

2222
TxTxBAxeEx x

xxxx
xx −−+= ασ β

بدست) اعمال بار مكانيكيبا فرض عدم(با اعمال شرايط مرزي نيرويي زيرBوAثابتهاي, كه در آن

 آيدمي

)2-135 (∫ =
W

xx dxx
0 11 0)(
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σ

)2-136 (∫ =
W

xx dxxx
0 111 0)(

22
σ

، تنش حرارتي ناشي از اعمال تغيير درجه حرارت يكنواخت براي دماهاي)10-2(در شكل

مي. رسم شده استنسبي مختلف افتد كه دماي محيط كاربرد كمتر از مدل فوق در كاربردهايي اتفاق

در. دماي ساخت باشد مي FGMبرخلاف مواد همگن، . آيدتحت تغيير دماي يكنواخت، تنش بوجود

ميوجود تنشهاي پسماند كششي در لبه .شودها در اين حالت باعث رشد زودهنگام تركهاي سطحي
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 توزيع تنش حرارتي براي تغيير دماي يكنواخت-10-2شكل

، اثر تغيير دماي يك لبه با وجود ثابت بودن دماي لبه ديگر روي)12-2(و)11-2(در شكلهاي

چپ)11-2(در شكل. تنش حرارتي بررسي شده است و دمايT=T0در (x=0)، دماي لبه سمت ثابت

و در لبه. متغير منظور شده است (x=W)لبه سمت راست  ها در اين حالت، توزيع تنش حرارتي متقارن

و در وسط كششي مي ، توزيع تنش حرارتي را براي دماي متغير لبه سمت)12-2(شكل. باشدفشاري

چپ (x1=W)راست در. دهدنشان ميT=0.5T0در (x1=0)و دماي ثابت لبه سمت در اين حالت، تنش

و لبه چپ.در وسط صفحه فشاري استها كششي تفاوت اصلي دو حالت اخير در مقدار دماي لبه

چپ. است ثابت منظور شده است) برابر با دماي اوليه(T=T0در (x1=0)در حالت اول، دماي لبه سمت

چپو در حالت دوم،  نگه داشته شده) كمتر از دماي اوليه(T=0.5T0در (x1=0)دماي ثابت لبه سمت

. است
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چپ-11-2كلش و تغيير دماي لبه راست(T0)توزيع تنش حرارتي براي دماي ثابت لبه

و تغيير دماي لبه راست(5T0.)توزيع تنش حرارتي براي دماي ثابت لبه چپ تغييرات-12-2شكل

. اثر تغيير ضريب هدايت گرمايي روي توزيع دمـاي پايـا بررسـي شـده اسـت)13-2(در شكل

و بترتيب لبه فرض شده است دماي و راست صفحه معلوم بطور كلي بـا. است95T0.و05T0.هاي چپ

داافزايش ضريب غيرهمگني، توزيع دما در صفحه به دماي لبه چپ  .ردگرايش
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 روي ميدان دما اثر مقادير مختلف ضريب غيرهمگني ضريب هدايت گرمايي-13-2شكل
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 فصل سوم

 تابعيمواد مركب مكانيك شكست
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 مقدمه-3-1

-ها در بارهاي كمتر از مقدار مورد انتظـار مـي ها باعث گسيختگي اين سازهوجود ترك در سازه

و طراحيدر. شود داشـتن. اسـت اساسياجسام داراي ترك، مكانيك شكست يكي از ابزارهاي تحليل

و اطلاعاتي در مورد ترك اهميت ويژه و عمر قطعات در ايـن فصـل.هـا دارد سازهاي در ارزيابي ايمني

ازپس از مرور اجمالي مباحث المـان مكانيك شكست محاسباتي، به مدلسـازي تـرك در روش بـدوني

و در طـرح مـي FGMمكانيك شكست براي يافتهسپس موارد توسعه. شودگلركين پرداخته مي گـردد

. شودچند مثال بكار گرفته مي

 روشهاي عددي در مكانيك شكست-3-2

ميا ترين ساده. شودمروزه روشهاي مختلفي براي تحليل ترك در روش المان محدود بكار گرفته

ا،روش وزه نـوك تـركح اما براي رصد مناسب تكيني ميدان تنش. لمانهاي استاندارد استاستفاده از

ميشمنياز به  المانهاي تكين در حوزه نـوكنبرد بكاربا.باشدبندي بسيار ريز در نزديكي نوك ترك

در ميـان المانهـاي. قبـولي دسـت يافـت قابلبندي بسيار ريز به دقتشمتوان بدون نياز به ترك مي

هاي وسط اضلاع منتهي با انتقال گره4/1در المان. تر استاز بقيه رايج4/1استفاده از المانهاي،تكين

مي serendipityيهگر8در ژاكوبين المان تكيني،نوك ترك گره4/1به نوك ترك به فاصله  -بوجود

معرفي كرده است كه تابع شكل گره نوك ترك در آن تصـحيح شـده اسـت تـاينيز المان1آكين. آيد

.]71[ باشد4/1آن شامل تكيني با مرتبه مشتقات

شـده اسـت، در ايـن تريـك غنـيمروش ديگر رصد ميدانهاي تكين، استفاده از المانهاي ايزوپارا

بغني،روش مياسازي المانها مزيت.]72[ شودكاربرد ميدانهاي حوزه نوك ترك در توابع آزمون انجام

ضر اين حلتيب شدتاروش، محاسبه مستقيم آن نش به عنوان بخشي از  حاصل از فراينـد معمـولي

1 Akin 
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 مسـاله حـل.شده به اندازه آنها بسيار حسـاس اسـت اما نتايج حاصل از بكارگيري المانهاي غني.است

و بـردار نيـر،علاوهبه. روند همگرايي مشخصي نسبت به اندازه المانها ندارد و گسترش ماتريس سـختي

. نمايـد كاربرد اين المانها را قدري پيچيده مـي،براي لحاظ شدن ضرايب شدت تنش به عنوان مجهول

براي مونتاژ به المانهاي واسطه نيـاز،خاطر سازگار نبودن اين المانها با المانهاي استانداردبه، در نهايت

. است

و بخصوص روش بدونمدر روشهاي بدون في براي رصد ميـدان المان گلركين روشهاي مختلش

ش م ـمحاسبه ميدانهاي تكين در روشـهاي بـدون،بطور كلي. شودتكين حوزه نوك ترك بكار برده مي

مياي سادهقابل ملاحظهوربط و روانتر از روشهاي المان محدود انجام .]73[ شودتر

ميمسازي در روشهاي بدونغني .گيردش به دو روش صورت

.شده به توابع آزمونا اضافه كردن توابع غنيب.١

.شده در توابع پايهنظر گرفتن توابع غنيدر.٢

و مسائلبراي) روش اول(سازي توابع آزمون غني بـا شامل چند ترك كارايي بسيار خوبي دارد

اما مجهولاتي كه متناظر بـا ضـرايب.داراي يك ترك قابل كاربرد است مسائلتغييرات كمي نسبت به 

ميوند؛شميشدت تنش اضافه  و در روشهاي مسـتقيم محاسـبه ضـرايب به اغتشاشات حساس باشند

ل محاسـبه البته با استفاده از روشـهاي انـرژي مثـ. توانند مقدار دقيق را ارائه نمايندنمي،شدت تنش

نويسـي ايـن روش برنامـه. شـوند مقادير ضرايب شدت تنش با دقت قابل قبولي محاسـبه مـيJانتگرال

اهميت روش مذكور كاربرد آن براي. تر استپيچيده)هاسازي پايهغني(سازي نسبت به روش دوم غني

.يافته استتوصيف ترك در روشهاي توسعه

مينظر گرفتن توابع خاص در پايه با در ش م ـشـده را در روشـهاي بـدون توان تقريبـي غنـي ها

ميدر مكانيك شكست خطي پايه،براي مثال.]73[ بدست آورد هـاي ميـدان تواننـد شـامل جملـه ها

و يا جمله كليدي تغييرمكان حوزه و تعداد ايـن توابـع بسـتگي بـه. باشندrنوك ترك انتخاب نوع
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ميبه براي رسيدن. دقت موردنظر دارد جـانبي اسـتفادهمهـاي ميـدان توان از تمام جملهدقت بيشتر

به نتايج با دقت كمتر البته توان با سرعت بيشتري ميrدرحاليكه با لحاظ نمودن فقط جمله.نمود

مي هايسازي در بخشدو روش غني. دست يافت .شوندبعد شرح داده

 سازي كامل غني-3-2-1

تمـام جمـلات،مكانيـك شكسـت مسـائل المان گلركين براي سازي كامل تقريب بدوندر غني

بهدر پايه ترك ميدان تغييرمكان مجانبي حوزه نوك ميها . شوندصورت زير منظور

)3-1(






= θθθθθθ sincosr,sinsinr,sinr,cosr,y,x,)(T

2222
1xp

و براي پيوستگي ميدان كلي سه عبارت خطي اول مربوط به ميدان مجانبي تغييرمكان نيستند

ترتيـب تـوان توابـع شـكل را بـهمي فوقبا در نظر گرفتن توابع پايه. اندتغييرمكان در نظر گرفته شده

و ميدان . تغييرمكان را بصورت زير نمايش داد گذشته بدست آورد
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=
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II

hu
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~)(،كه در آن xΦ Iشدهحاصل از كاربرد توابع شكل غني(شده تابع شكل غني(،Uوپارامتر تغيير مكان

)(xhuدر ايـن روش مجهـول،سازي توابع آزمـون برخلاف روش غني. استتغييرمكان تقريب ميدان

-بزرگتر ميA(x)اما به دليل افزايش تعداد توابع پايه، ابعاد ماتريس. شودجديدي به مسأله اضافه نمي

و بدست آوردن توابع شكل مي،شود ،نكته قابل توجه در ايـن روش.طلبدحجم محاسبات بيشتري را

 معمولا. مربوط به توابع شكل استكاهش دقت محاسبات،و در نتيجهAتريس امكان بدرفتار شدن ما

اAبراي جلوگيري از بدرفتار شدن ماتريس مييبزرگترثراز دامنه -هب. شودبراي نقاط گوسي استفاده

و روشاستفاده نميAگيري ماتريس براي محاسبه توابع شكل از معكوس،علاوه دروشرم شود و]74[ح

مي]75[ و،گيري كاملبجاي معكوس،در روش اخير. شودترجيح داده از حل دستگاه معادلات خطي
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كسپس جايگزيني استفاده مي و پايـداريه در مقايسه با روش اول حجم محاسبات كمترشود و دقت

بدرفتار نشدهAماتريس؛البته اگر براي تمام نقاط مسأله از توابع پايه كامل استفاده شود. دارد بهتري

شده با توابـع شـكل ولي در صورت كوپل شدن توابع شكل غني.و اثر سوء روي دقت توابع شكل ندارد

مييه چندجملهحاصل از توابع پا از. باشداي اثر اين پديده قابل اعتنا يكي ديگر از روشهاي جلـوگيري

است كـه2اشميت-1با استفاده از الگوريتم تعامدسازي گرام، قطري كردن آنA بدرفتار شدن ماتريس

 بدليل حجم محاسبات بالا معمولاً،در مكانيك شكست.گرددمي باعث افزايش استقلال خطي معادلات

هـاي اطـراف نـوك تـرك كـاربرد آن بـه گـرهو شودها استفاده نميسازي كامل براي تمام گرهغني از

ميهاي ديگر مسأله توابع پايه چندجملهدر گره. شودميمحدود  -تفاوت تابع پايه در گره. رونداي بكار

مييهاي مختلف مسأله منجر به استفاده از روشهاي كوپل توابع شكل در نواحي مرز . شودكاربرد آنها

 سازي جزئيغني-3-2-2

ميسازي جزئي تقريب بدون المان گلركين غني و فقط در جهت شعاعي صورت محدود به گيرد

ً بـه،در اين حالت.شوددر توابع پايه ميrاستفاده از جمله  صـورت زيـر درنظـر توابع پايه معمـولا

.شوندگرفته مي

)3-3(},,,1{)( ryxT =xp

سازي بدين جهـت در نظـر گرفتـه شـده اين فرم غني. فاصله شعاعي از نوك ترك استrكه در آن،

و.يدانهاي حوزه نوك ترك هموار استمايهاست كه تغييرات زاوي اما تغييرات شعاعي ميدانهاي تنش

.باشدكرنش در نوك ترك تكين مي

1 Gram 

2 Schmidt 
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ميبردار پايهبه در اين روش، و بنابراين محاسبه معكوس هاي اصلي فقط يك عبارت اضافه شود

و نسبت به غنييو در پي آن توابع شكل با مشكلات عددي كمترAماتريس  سازي كامل مواجه است

ميساده مي،بعلاوه. گيردتر صورت رسد كه نياز به روشهاي هموارسـازي محاسـبه تـابع شـكل به نظر

در ايـن وضـعيت،.چـون ناپيوسـتگي در جهـت شـعاعي نـدارد؛براي نقاط اطراف نوك تـرك نباشـد 

. گرددمينتايج سازي كامل باعث كاهش دقت در غنيايناپيوستگي زاويه

و غني-3-2-3  شده كوپل تقريبهاي خطي

و منجـر بـه افـزايش چشـمگير سازي غني ً غيرضروري اسـت تقريب در تمام ناحيه حل عموما

و به شعاع. گرددحجم محاسبات مي در مكانيك شكست، ميدانهاي تكين حوزه نوك ترك محلي بوده

در ادامه دو روش براي كوپل تقريبهاي خطي.]75[)طول ترك استa(شوند محدود ميa1.0تقريبي

ميو غني مي. شودشده بحث مرتبـه صـفر گردد كه پيوستگيدر روش اول از كوپل سازگاري استفاده

.ولي در روش دوم چنين نيست،كندرا حفظ ميCoميدان تغييرمكان 

به،شده به تقريب خطيدر روش اول تغيير تقريب از تقريب غني و تـدريج انجـام در يك ناحيه

مي عبارت ديگر، كوپلبه. شودمي . گيردتقريبها روي يك ناحيه گذرا صورت

المـان روش فوق از روشي گرفته شده است كه براي كوپل ميدانهاي حاصل از روش بـدوندهاي

و روش المان محدود بكار مـي  در اينجـا-ر ميـدان متغي ـتقريـبايدر ناحيـه گـذر.]73[رودگلركين

ميبه-تغييرمكان .شودصورت زير در نظرگرفته

)3-4()()1()()( xxx linenrh uRRuu −+=

xu)(،در عبارت فوق enr و تقريب غني تـابع شـيبR. باشـد تقريب خطـي ميـدان مـي xulin)(شده

ميپيوسته و روي مرز ناحيه غنيايست كه در ناحيه گذرا تعريف r(شده شود = r1(و داراي مقدار يـك

r(روي مرز ناحيه تقريب خطي  = r2(داراي مقدار صفر مي باشد)4-3( مطابق شكل(.(
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: انداي زير به عنوان تابع شيب پيشنهاد شدهتوابع چندجمله
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: توان به صورت زير نمايش دادتقريب كوپل متغير ميدان را مي

)3-6(∑
=

=
n

I
II

hu
1

)(~)( UxΦx

،كه در آن
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IΦمحاسـبه شـده))1-3( رابطـه(شده كامـل تابع شكلي است كه با استفاده از توابع پايه غني

و  xlin)(است
IΦكـاربرد روش كوپـل فـوق،. باشـد تابع شكل حاصل از كاربرد توابع پايـه خطـي مـي

ميسازگاري  پيوستگي ميدان كـرنش بسـتگي بـه پيوسـتگي تـابع. نمايدميدان تغييرمكان را تضمين

امـا؛شـود مكـان مـي خطي منجر بـه پيوسـتگي ميـدان تغيير رچند كاربرد تابع شيبه. داردRشيب 

1rrناپيوستگي ميدان كرنش در  2rrو= 5درجه اسپيلاين استفاده از تابع شيب. شودرا باعث مي=

.و كرنش را در پي دارد مكانپيوستگي ميدانهاي تغيير



 حرارتي-تحت بار مكانيكي FGMشكست

و خطينماي كلي كوپل تقريبهاي غني-1-3شكل  شده

r1ًمقدار شعاع داخلي ناحيه گـذرا؛دهدتجربيات ناشي از حل مثالهاي عددي نشان مي تقريبـا

و  ازميمرز آن اختياري است بايـد بزرگتـر ازr2اما مقدار شعاع خـارجي.نوك ترك شروع شودتواند

. شعاع محدوده تكيني حوزه نوك ترك باشد تا نتايجي با دقت مطلوب حاصل گردد

و تقريب متغير ميدان بطور سادهالبته مي از تقريـبو دفعـي توان از روش كوپل استفاده نكرد

بايد در ناحيه دور از ناحيه حـوزه نـوك تـرك انجـام اين تغيير. شده به تقريب خطي تبديل شودغني

در.گيرد تقريـب نـوع تغييـر مـرز مشكل استفاده از اين روش ايجاد ناپيوستگي در ميدان تغييرمكان

رخ؛است C-1در اين نقطه ميدان تغييرمكان داراي پيوستگي.است يعني در ميدان تغييرمكـان پـرش

امـا اگـر؛ي متغير ميدان در روش گلركين غيرقابل قبول استتئوري ناپيوستگ هرچند از نظر. دهدمي

و اثـر قابـل،نقطه گذر به حد كافي دور از حوزه نوك ترك انتخاب شود انـدازه پـرش كوچـك اسـت

مي گذاردتوجهي روي حل نمي .گرددو در مجموع، همگرايي حل حفظ

 المان گلركين مدلسازي ترك با روش بدون-3-3

و و تابع وزنـي MLSپذيري تقريب مشتق خصوصيات پيوستگي به خصوصيات متناظر توابع پايه

و مشتق. بستگي دارد و وزني معمول منجر به پيوستگي با MLSپذيري تقريب هرچند كاربرد توابع پايه
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دقت نسبتاً بالايي در محيطهاي پيوسته شده است؛ اما توسعه اين تقريب به نواحي داراي ناپيوسـتگي

و  اي براي لحـاظ كـردن ناپيوسـتگي در يا فصل مشترك مواد نيازمند كاربرد روشهاي ويژهمثل تركها

ها در نزديكي مرزهاي غيرمحدب بر مبنـاي گاهي گرهدر روشهاي مرسوم، ناحيه تكيه. باشدتقريب مي

.گرددتئوري پرتوهاي نوري تصحيح مي

1معيار ديد-3-3-1

مياولين روشي كه براي مدلسازي مرزهاي غيرمح در ايـن].37[باشد دب ارائه شد؛ معيار ديد

در ايـن روش تمـام. شـود ها محدود به حوزه ديـد از ايـن گـره مـي گاهي گرهروش ساده، ناحيه تكيه

و خارجي  مي-از جمله ترك-مرزهاي داخلي بنابراين حوزه ديد. شوندمانند سطوح كدر در نظر گرفته

ميتوسط اين مرزها بري) گاهيناحيه تكيه( و محدود در ناحيـهxشرايط قـرار گـرفتن نقطـه. گرددده

مي)2-3(در شكلJياIگاهي يك گره مثل تكيه . توان بصورت زير بيان نمودرا

.قرار داشته باشد) با فرض عدم وجود مرزها(در ناحيه تكيه گاهي كامل گرهxنقطه-1

.هيچ مرزي را قطع ننمايد،و گرهxپاره خط واصل نقطه-2

 گاهي با كاربرد معيار ديدمحدود شدن ناحيه تكيه-2-3شكل

1 - visibility criteria 



 حرارتي-تحت بار مكانيكي FGMشكست

JوIهاي گاهي گرهنقاطي كه در ناحيه هاشورخورده قرار دارند؛ از ناحيه تكيه)2-3(در شكل

و شكل گره. شوندحذف مي ميلحاJوIهايي نظير در نتيجه، اثر ناپيوستگي در تعريف توابع وزني -ظ

. گردد

مثل نوك-هاي نزديك به نقاط انتهاي ناپيوستگيها ضعف روش ديد، مشكلي است كه براي گره

مي-ترك در مكانيك شكست -ناشي از كاربرد معيـار ديـد-گاهي برش جزئي ناحيه تكيه. آيدبوجود

-ناپيوسـتگي منجـر بـه-گاهي آنها شامل نوك ترك است رخ مي دهدهايي كه ناحيه تكيهبراي گره

و طول اين ناپيوستيگ. شودهايي در تقريب اطراف نوك ترك مي بندي اطراف نوك ها تابع گرهيمقدار

و با كاهش فاصله بين گره ها، ناپيوستگي نيز محدود مي دهـد؛ تحقيقـات نشـان مـي. شودترك است

ميعليرغم تقريبهاي ناپيوسته هماي كه در اثر كاربرد معيار ديد بوجود ميآيد، گـردد گرايي حل حفظ

]76.[

1روش پراش-3-3-2

و هموار در نزديكي مرزهاي غيرمحدب با كاربرد روش پراش قابـل دسـتيابي تقريبهاي پيوسته

ها مانند پراش پرتو نور حول يك گوشه تيـز، گاهي گرهطبق اين معيار، ناحيه تكيه].77و74[است 

ميحول مرزهاي غير  )).چپ-3-3(مطابق شكل(شوند محدب پيچيده

1 - diffraction method 
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 حول يك ترك-چپ. حول يك سوراخ-راست: گاهيكاربرد روش پراش براي تصحيح ناحيه تكيه-3-3شكل

مي)چپ-3-3(همانطور كه در شكل شود؛ مطابق معيار پراش وقتي خط واصل بين گره ديده

xI-و نقطه مورد نظر-گاهي آن قرار داردكه نوك ترك در ناحيه تكيهxمي كند؛ فاصـله ترك را قطع

.گرددبين آنها براي محاسبه تابع وزني بصورت زير تصحيح مي

)3-8()x(s)
)x(s

)x(ss(dI 0
0

21 λ+=

cIدر اين رابطه، xxs cxxsفاصله گره تا نوك ترك،1=− فاصله نقطه مورد نظـر تـا نـوك2=−

و  Ixxsترك -براي تنظيم فاصله ناحيه تكيـهλپارامتر. باشدميxو نقطهxIفاصله بين گره0=−

روش پـراش. كـاركرد خـوبي دارد λ=1يا2طبق نتايج عددي،. رودگاهي در آن طرف ترك بكار مي

.))راست-3-3(شكل( براي مرزهاي غيرمحدب ديگر مثل سوراخ نيز داراي كاركرد قابل قبولي است

1روش شفافيت-3-3-3

1 - transparency method 
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در ايـن].77[رود؛ روش شـفافيت اسـت روش ديگري كه براي ساختن تقريب پيوسته بكار مي

ميروش، ترك در منطقه نزديك نوك ترك بعنوان  شـود؛ سطحي داراي شفافيت متغير در نظر گرفته

و در فاصله كوتاهي از آن كاملاً كدر فرض مي . شودبطوريكه در نوك ترك كاملاً شفاف

و-گاهي شامل نوك تـرك داراي ناحيه تكيه-طبق معيار شفافيت، وقتي خط واصل بين گره

براي محاسبه تابع وزني بصـورت زيـرId؛ فاصله))4-3(مطابق شكل(گذرد نقطه تقريب از ترك مي

. گرددتصحيح مي

)3-9(2≥+= λλ)
s

)x(s(d)x(s)x(d
c

c
mIoI

Ixx)x(sكه در آن، طـول قطعـهx(sc(بعلاوه،. استIگاهي گره شعاع ناحيه تكيهmIdو0=−

و نقطه تقريب است اي از ترك است كه طول قطعهcsپارامتر. ترك بريده شده توسط خط واصل گره

ميداراي شفافيت مي و معمولاً بصورت كسري از فاصله گرهي در نظر گرفته كـاربرد روش. شـود باشد

مي شفافيت براي نقاط تقريبي كه در نزديكي ترك قرار دارند؛ .شودبا مشكلاتي مواجه

 گاهيبراي تصحيح ناحيه تكيه شفافيتكاربرد روش-4-3شكل

 اي روش مجموعه بردارهاي مرتبه-3-4
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و در بسـياري از روش مجموعه مرتبه اي يك ابزار عمومي براي توصيف سطوح متحـرك اسـت

مي مسائل ].79و78[گيرد مورد استفاده قرار

و حركت سطح با يـك تـابع حركـت ناپيوستگي با يك تابع فاصله جهتدر اين روش، سطح دار

ميدار با مجموعهتابع فاصله جهت. شودمناسب تعريف مي و نيـازي بـه اي از مقادير گرهي بيان شـود

بعلاوه حركت سطح ناپيوستگي نيز بـا روشـهاي عـددي مثـل اخـتلاف. باشدتوصيف صريح ترك نمي

مكانيك شكست، اين روش امكان توصيف سطوح ترك بسيار پيچيده سائلمدر. گرددمحدود مدل مي

و بدون استفاده از اطلاعات هندسي فراهم مي اي در رهيافت مجموعـه مرتبـه. آوردرا با مقادير گرهي

و يك تابع برداري مجموعه مرتبه -اي توصـيف مـي برداري يك ترك با استفاده از موقعيت نوك ترك

ا. شود و در حقيقـت بـردار موقعيـت دار تعريف مـي اي جهتستفاده از توابع فاصلهتابع مذكور با شـود

هاي اطـراف معمولاً اين تابع براي باند نازكي از گره. نسبت به دستگاه مختصات محلي نوك ترك است

. شودترك در نظر گرفته مي

مي المانتوصيف مذكور امكان استفاده از تقريب جديدي براي ترك را در روش بدون -گلركين

و عمليات محاسـباتي همچنين كاربرد معيار كلاسيك توصيف ترك در روش بدون. دهد المان گلركين

و محاسبه انتگرال حوزه نوك ترك مثل غني ميبا كاربرد اين روش بسيار سادهJسازي . گيردتر صورت

پـراش يـا شـفافيت كاربرد روش جديد تقريب نيازي به استفاده از روشهاي مدلسازي ترك مثل روش

و باعث بهبـودي همگرايـي بهتر از روشهاي قبلي بيان ميrتكنيي،بعلاوه در اين روش. ندارد شود

.كندهاي شامل ترك تغيير نميگاهي گرهدر نهايت، در اين روش ناحيه تكيه. گردددر حل مي

1ايروش مجموعه مرتبه-3-4-1

1 - Level Set Method- LSM 
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اي شامل فصل مشترك متحرك در نظر گرفته مسأله LSMبراي ارائه توضيح مختصري در مورد

مي Γ(t)تابع. شودمي و فصل مشترك را نشان فـرض. كنـد موقعيت اوليه آنرا مشخص مـي Γ(t=0)دهد

مي. كنددر راستاي عمود بر آن حركت ميFشود، فصل مشترك با سرعت مي شود علاوه بر اين، فرض

ميمن بنابراين، ناحيه را به دو بخش مجزاي داخل. ماندحني فصل مشترك در طول حركت بسته باقي

و خارج آن تقسيم مي اسـت كـهφ، نمايش فصل مشترك با مقدار صفر تابع LSMاساس. كندمنحني

برابر صفرtx)(در موقعيتφبا اين فرض كه مقدار تابعφمعادله. استΓ بعد آن يكي بيشتر از بعد

)),((0گذرد يعنياز آن ميtاست كه فصل مشترك در لحظه  =ttxφ.گيـري، اعمـال پس از مشـتق

ــترك مـــي  ــرفتن ســـرعت حركـــت فصـــل مشـ ــر گـ و در نظـ ــري ــوان نوشـــتقاعـــده زنجيـ .تـ

)3-10(0=∇+
∂
∂ φφ F

t

. شودشرط اوليه بصورت يك تابع فاصله جهتدار از منحني اوليه بيان مي

)3-11(
)t(x

Ixxmin)t,x(
0

0
=∈

−±==
Γ

φ

حـل معادلـه LSMدر. براي طرف ديگر آن است)–(و علامت Γ(t)براي يك طرف منحني)+(علامت

.شودفوق با روشهاي محاسباتي روي يك شبكه گره تقريب زده مي

از-5-3شكل  LSMبيان يك فصل مشترك با استفاده

 اي يك ترك نمايش مجموعه مرتبه-3-4-2
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ميبه-اي همانطور كه قبلاً ذكر شد؛ يك تابع مرتبه رود؛ ترتيبي كه در مورد فصل مشترك بكار

ترك در واقع يك مرز داخلي ناحيه حل است كه آنرا بـه دو ناحيـه. باشدبراي نمايش ترك كافي نمي

مي. كندتقسيم مي -در ناحيه دو بعدي، ترك يك مرز منحني باز است كه به نوك يا نوكهاي آن ختم

ب LSMبسط. شود ].78[اي بصورت زير است از، توسط دو تابع مرتبهبراي نمايش يك مرز

و خطوطφاي عمودي تابع مجموعه مرتبه• مماس در نوكهـاي كه بصورت فاصله جهتدار از ترك

.2ê.rr=φشود يعني ترك تعريف مي

بψاي مماسي تابع مجموعه مرتبه• و له جهتدار از خطوط گذرنده از نوكصورت فاصكه  هاي تـرك

.1ê.rr=ψيعني شودعمود بر خطوط مماس آنها تعريف مي

درψشود كـه تعريف ميφاي از مقدار صفر تابع ترك بصورت زير مجموعهطبق تعربف فوق،

در شـكل. اسـتψوφجبهه ترك نيز فصل مشترك دو مقدار صفر توابـع همچنين،. آن منفي است

.نشان داده شده استψوφاي توصيف ترك با استفاده از توابع مجموعه مرتبه)3-6(

xهاي بردار موقعيت نقطه بصورت مؤلفهψوφنمايش توابع-6-3شكل

 اي براي نمايش ناپيوستگي متغير ميدان استفاده از توابع مجموعه مرتبه-3-4-3
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يك ترك در يك پيوستار جامد مرز داخلي است كه ميدان تغييرمكـان در طـول آن ناپيوسـته

و با دقت قابل قبول بايد اين ناپي. است وستگي در تقريب عـددي براي دست يافتن به يك حل منطقي

تشريح خواهـد LSMدر اين بخش، چگونگي تسهيل اعمال ناپيوستگي متغير ميدان توسط. لحاظ شود

. شد

دو. شـود در روشهاي قبلي، يك ترك با استفاده از توصيف صريح هندسي آن مدل مـي فضـاي

و در فضاي سه بعدي، از مجموعهاي از پارهبعدي، از مجموعه انهاي هرمي بـراي لحـاظ اي از المخطها

علاوه بر روشهاي مستقيم-اي در سالهاي اخير، روش مجموعه مرتبه. شوندنمودن ترك بكار گرفته مي

و روش مجموعه مرتبه].79[براي نمايش ترك پيشنهاد شده است-قبلي اي يك روش عـددي اسـت

و توسط ستيان]79[2و ستيان1توسط اوشر د]80[معرفي اسـاس. اده شده اسـت بطور مفصل بسط

اين روش، توصيف يك فصل مشترك يا مرز ناپيوستگي با مقدار صفر يك تابع است كه تابع مجموعـه 

ميمرتبه و دانستن سرعت حركـت-تابع مذكور با استفاده از معادلات هميلتون. شوداي ناميده ژاكوبي

و بروز كردن مي  2001اولـين بـار در سـال. باشـد فصل مشترك در راستاي عمود بر آن، قابل اصلاح

].78[مطرح گرديد3يافتهاي در روش المان محدود توسعهكاربرد تابع مجموعه مرتبه

از مسـائل يافته بـراي حـل در روش المان محدود توسعه بـراي تعيـين LSMمكانيـك شكسـت

مشموقعيت ترك استفاده مي و لازم نيست البتـه. هاي ترك منطبق باشدبندي ناحيه حل به لبهشود

و ترك تفاوتهايي وجود دارد كه در كاربرد  در مدلسازي LSMبين سطوح فصل مشترك در حالت كلي

و ترك يك منحني بـاز اسـت. ترك مؤثر است در حالـت سـه(فصل مشترك يك منحني بسته است

 

1 - Osher 

2 - Sethian 

3 - eXtended Finite Element 
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نمـايش تـرك دو تـابع در نتيجه، براي. كه امكان رشد از نوك ترك را دارد) است بعدي يك سطح باز

. لازم است اسكالرايمرتبه

در روشهاي مرسوم، ناپيوستگي متغير ميدان در توابع شكل از طريق اعمال در توابع وزني لحاظ

و. انداين روشها در بخش قبل بطور مشروح آمده. گرددمي نكتـه قابـل توجـه در كـاربرد ايـن روشـها

ازهمعيارها، روش تشخيص قطع خط واصل بين گر و نقاط تقريب توسـط تـرك اسـت كـه معمـولاً ها

كـاربرد ايـن الگوريتمهـا بـه.]73[ گـردد اسـتفاده مـي1الگوريتمهاي رياضي مثل الگـوريتم سـدويك 

ميعلاوه بر اين، زمان قابل ملاحظه. كدنويسي طولاني نياز دارد اما كـاربرد. گردداي نيز در اجرا صرف

ميالگوريتم سادهاي منجر به توابع مجموعه مرتبه و مماسـي، هاي مرتبهمجموعه. شوداي اي عمـودي

هـاي ايـن دسـتگاه بسـادگي مختصـه. دهنـد يك دستگاه مختصات محلي در نوك ترك تشـكيل مـي 

شـود يـا در شكل توسط ترك قطـع مـيpو نقطه تقريبnكنند كه خط واصل بين گره مشخص مي

.]81[ دهدخير؟ ارضاي شرط زير تقاطع را نشان مي

)3-12(π
ψ
φ

ψ
φ >− )(arctan)(arctan

p

p

n

n

]81[ اي براي اعمال معيارهاي مرسوم در مدلسازي ترككاربرد توابع مجموعه مرتبه-7-3شكل

. نيز بصورت زير قابل بيان استnو گرهpطول كوتاهترين مسير بين نقطه تقريب

1 - Sedwich 
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)3-13(2222
ppnn ψφψφ +++

مشدر روش المان محدود توسعه . شودبندي روي مرزهاي داخلي مثل ترك منطبق نمييافته،

ميزادي اضافي در گرهآدر عوض، درجات گـاهي آن توسـط شود كه ناحيـه تكيـه هايي در نظر گرفته

. ترك بريده شده است

ش كل متناظر با اين درجات آزادي جديد حاصلضرب توابع شـكل معمـولي در تـابع پـرش توابع

)x(Hدربـ. است كه علامت آن در دو طرف ترك متفاوت است نظـر گـرفتن تقريـب نـوك تـرك،ا

.بصورت زير قابل بيان استxدر نقطه) در اينجا تغييرمكان(تقريب متغير ميدان 
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مي،عبارت جمع دوم در طرف راست رابطه بالا شود كه توسط تـرك براي گره المانهايي در نظر گرفته

سـوم عبارت جمـع. كندميدان تغييرمكان باز شدن ترك را بيان ميajدرجات آزادي. شوندبريده مي

و غنيكه نوك ترك در ناحيه تكيههايي است نيز شامل گره در طرف راست سازي گاهي آنها قرار دارد

. شودمعمولاً بصورت تابع علامت در نظر گرفته ميx(H(تابع پرش.شودنوك ترك شامل آن مي

)3-15())x((sign)x(H φ=

 كه در آن،
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ميسازي نوك ترك نيز بصورت يكي از دو فرم زير توابع غني .شوددر نظر گرفته
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)3-18(






= θθθθθθ coscosr,cossinr,sinr,cosr)(B

2222
x

Νcهاي مجموعه گره. باشنددر مختصات محلي نوك ترك ميxهاي نقطه مختصهθوrدر اين روابط،

و ناحيه تكيهدر ناحيه تكيهxهايي است كه نقطه شامل گره گاهي آنها توسط ترك گاهي آنها قرار دارد

گاهيو نوك ترك در ناحيه تكيهxهايي است كه نقطه شامل گره Νtipهاي مجموعه گره. شودبريده مي

 آنها قرار دارد 

و ناحيه تكيهxگاهي آنها شامل نقطه هايي كه ناحيه تكيهگره:Νcهاي مجموعه گره-8-3شكل گاهي آنها توسط ترك بريده است

 شودمي

 استو نوك تركxگاهي آنها شامل نقطه هايي كه ناحيه تكيهگره:Νtipهاي مجموعه گره-9-3شكل

مي EFGبا روش كلاسيكBدر اين روش، ماتريس و بصورت زير تعريف .شودمتفاوت است

)3-19([ ]enrstd BBB =

و در دو بعد بصورت زبر تعريف ميBماتريس استاندارد Bstdكه در آن، .شوداست
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)3-20(
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. باشدBα(x)سازي نوك تركو يا توابع غنيH(x)تواند تابع ميΨI(x)كه در آن،

 سازي تقريب اي براي غنيكاربرد توابع مجموعه مرتبه-3-6-4

تغييرمكان كيفيت حل را بطور سازي ميدان با در نظر گرفتن اطلاعات حوزه نوك ترك در غني

ميقابل ملاحظه هاي مربوطه برحسب فاصله شـعاعي سازي، جملهدر تمام روشهاي غني. دهداي ارتقاء

ميو زاويه و محلي نوك ترك بيان تـوان برحسـب را مـيθوrمتغيرهاي. شوداي در مختصات قطبي

.اي بصورت زير بيان كردتوابع مجموعه مرتبه

)3-22(
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 روشهاي عددي محاسبه ضريب شدت تنش-3-5

و تغييـر1با درنظرگـرفتن فرضـيات مكانيـك شكسـت خطـي مكـان ميـدانهاي تـنش، كـرنش

روشـهاي بخـش، ايـندر. شـوند تعيـين مـي2درحوزه نوك ترك با اسـتفاده از ضـريب شـدت تـنش 

 

1 Linear  Elastic Fracture Mechanics- LEFM 

2 Stress Intensity Factor-SIF 



 حرارتي-تحت بار مكانيكي FGMشكست

بطـور كلـي روشـهاي.شـوند بررسـي مـي LEFMدر محـدوده يب شـدت تـنشااسـتخراج ضـر عددي

: دسته تقسيم مي شوند استخراج ضريب شدت تنش به دو

ــتقيم-1 ــهاي مس ــادير: روش ــايج مق ــتقيم از نت ــور مس ــنش بط ــدت ت ــريب ش ــددي ض ع

.دنشواستخراج مي

ــرژي-2 ــا: رهيافــت ان و ســپس ب ــرژي ــرخ رهــايش ان اســتفاده از آن، ضــريب شــدت ابتــدا ن

. شودتنش محاسبه مي

ــرجيح داده معمــولا ــر روشــهاي مســتقيم ت و ب ــرژي دقيقتــر هســتند ــا مبنــاي ان روشــهاي ب

ــايج. شــوندمــي ــراي چــك كــردن نت و بخصــوص ب ــد ــز قابليتهــايي دارن ــا روشــهاي مســتقيم ني ام

و مـي. باشــندرهيافـت انـرژي مفيــد مـي  محاسـبات دســتي تـوان بــا بيـان ايـن روشــها سـاده اســت

.مقادير ضريب شدت تنش را بدست آورد

 روش همبستگي تغييرمكانها-3-5-1

ــا يكــي از ســاده ــين روشــهايي روش همبســتگي تغييرمكانه ــاريخي، اول ــه لحــاظ ت و ب ــرين ت

و يـك روش مسـتقيم بكـار مـي عـددي است كه بـراي اسـتخراج ضـريب شـدت تـنش از نتـايج  رود

بـه-تغييرمكانهـاي حاصـل از تحليـل عـددي بـراي يـك نقطـه ترين فـرم ايـن روش، در ساده. است

بطـور مسـتقيم در عبارتهـاي تحليلـي ميـدان تغييرمكـان حـوزه نـوك تـرك-1نام نقطه همبستگي

.كاربرد فرم ساده اين روش نشان داده شده است)10-3(در شكل. شودجايگزين مي

1 correlation point 
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 همبستگييك نقطه كاربرد روش همبستگي تغييرمكان براي-10-3شكل

.ميدان تغييرمكان بصورت زير است،در ناحيه كنترل ضريب شدت تنش

)3-23()
2

cos21(
2

sin
22

2 θκθ
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2 θκθ
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−+= rKv I

و در πθو r=ra-b پارامترهـايوbوaنظــر گـرفتن دو نقطــه بـا توجــه بـه روابــط فـوق در شــكل=

.هاي تغييرمكان اين دو نقطه بصورت زير است، تفاضل مؤلفه)3-10(

)3-25()1(
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baIab rKvv

)3-26()1(
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+=− − κ
πµ

baIIab rKuu

ــاي ــا اســتفاده از نت ــوق، طــرف چــپ ب ــاي ف ــي در عبارته ــددي محاســبه م ــن. شــودج ع از اي

.شودروابط، عبارتهاي ضريب شدت تنش بصورت زير استخراج مي
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)3-28(
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وrضريب پواسون،νمدول برشي،µكه در آنها -بهwوu،vفاصله نوك ترك تا نقطه همبستگي

مياين درzوx،yهاي تغييرمكان در راستاهاي ترتيب مولفه . نيز ثابت كلسوف استκ.دنباشنقطه

و بـا تغييرمكـان حـداكثر، انتخـاب مـي شـود تـا معمولا نقطـه همبسـتگي روي سـطح تـرك

ــه حــداقل برســد  ــ.خطــاي نســبي در محاســبه تغييرمكانهــا ب ــه موقعيــت نقطــه نت ايج ايــن روش ب

ــادي دارد ــايج. همبســتگي حساســيت زي ــه نت ــراي رســيدن ب ــذا ب ــوبل در مطل ــد در ايــن روش باي

تـا بـا وجـود قـرار داشـتن نقطـه در ناحيـه كنتـرل؛اب نقطه همبستگي دقت بخـرج داده شـود انتخ

ــب  ــان مناس ــنش داراي تغييرمك ــدت ت ــريب ش ــز ض ــدني ــاي. باش ــراي المانه ــن روش ب ــاربرد اي ك

و. بنـدي ريـزي در حـوزه نـوك تـرك نيـاز دارد غيرتكين به مـش  مزيـت اصـلي ايـن روش سـادگي

.براي هر سه مود شكست استمحاسبه جداگانه ضريب شدت تنش 

محاسبه ضريب شدت گيرد،يكي از روشهايي كه براي حل اين مشكل مورد استفاده قرار مي

سپس يك منحني بر اين نتايج. تنش براي تعدادي از نقاط در ناحيه كنترل ضريب شدت تنش است

ميبرازش مي و مقادير ضريب شدت تنش براي حالتي برونيابي به سمت صفر ميلrشود كه شود

مي در اين حالت، روابط.))11-3(مطابق شكل( كندمي . شودضريب شدت تنش بصورت زير تعريف

)3-30(
r

uu
K

ab

rI
π

κ
µ 2

)1(
)(2

lim
0 +

−
=

→

)3-31(
r

vv
K

ab

rII
π

κ
µ 2

)1(
)(2

lim
0 +

−
=

→



 حرارتي-تحت بار مكانيكي FGMشكست

)3-32(
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 برونيابي ضريب شدت تنش در روش همبستگي تغييرمكانها-11-3شكل

استفاده شود؛ دقت مقادير ضريب شدت4/1اگر از المانهاي نوك ترك در روش المان محدود،

.]82[ يابدتنش محاسبه شده با اين روش بهبود مي

 روش گسترش مجازي ترك-3-5-2

ــرژي اســت ــر پايــه رهيافــت ان ــاركس ايــن روش توســط. روش گســترش مجــازي تــرك ب 1پ

ــنو]83[ ــه]84[2هل ــور جداگان ــده اســت بط ــنهاد ش را. پيش ــذكور ــاركس روش م ــد، پ ــالها بع س

و تغيير ــراي رفتــار غيرخطــي ــزرگ نــوك تــرك تعمــيم داد ب امــا امــروزه ايــن روش.]85[شــكل ب

در. كــاربردي نــدارد فــرم چــون محاســبه نــرخ تغييــرات مــاتريس ســختي نســبت بــه رشــد تــرك

و از طرفـي، ثابـت مـي  شـود؛ فـرم پيوسـته ايـن روش بـا فـرم گسسته آن با مشكلاتي مواجـه اسـت

ــرخ.]86[معــادل اســتJاي انتگــرال ناحيــه انــرژي پتانســيل كــل سيســتم تغييــر در ايــن روش ن

و مجـازي تـرك محاسـبه مـي  برابـر LEFMايـن مقـدار برپايـه فرضـيات. شـود براي گسترش كوچك

 

1 - Parks 

2 - Hellen 

Extrapolated SIF
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در غيــاب( گسســته، بــراي يــك سيســتمΠ،ش انــرژيينــرخ رهــا. باشــدنــرخ رهــايش انــرژي مــي

.بشكل زير است) نيروهاي كالبدي

)3-33(upKuu −=Π T

2
1

وKهـا، بـردار تغييرمكـان گـرهu،كه در آن نـرخ. بـردار نيـروي خـارجي اسـتpمـاتريس سـختي

و مجازي ترك بصورت زير است :رهايش انرژي براي گسترش كوچك
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ــراي ســادگي ــدان تغييرمكــان در فــرض مــي،ب ــرات مي ــرك شــود تغيي ــر رشــد مجــازي ت اث

و سيســتم نيروهــاي خــارجي حــين رشــد تــرك تغييــر نمــي  مقــدار،بنــابراين. كنــدمحــدود اســت

ميو داخل براكت صفر است .شودمعادله بالا بصورت زير ساده
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∂aرا براي محاسبه1تقريب اختلاف محدود پاركس
∂K83[ بكار برد[..
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شـود كـه تحــت تـاثير رشــد تـرك واقــع سـختي المانهــايي محاسـبه مــي مــاتريس آن فقـط كـه در

و تغييرشـكل داده  را. انـد شده ، عـلاوه بـراين. دربـردارد ايـن روش سـاده اسـت؛ امـا خطـاي تقريـب

معمــولا بــراي منظــور نمــودن. نيــاز اســت∆aب مقــدار بــه معيــاري بــراي انتخــا بــراي كــاربرد آن

 

1 Finite Difference Method- FDM 
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ــكل ــابق ش ــت مط ــرك دو حال ــوك ت ــراف ن ــان اط ــدان تغييرمك ــكل در مي ــرد)3-3( تغييرش ر نظ

.شودگرفته مي

:چپ. ترك اي از المانها حول المانهاي نوكحلقه: راست. منظور كردن اثر رشد مجازي ترك در ميدان تغييرمكان-12-3شكل

.المانهاي نوك ترك

ــابر ــبه1ه ــراي محاس ــي را ب ــك روش تحليل ∂aي
∂Kــا قابليت ــه اساس ــود ك ــي نم ــايمعرف  ه

را.]87[دده ـمـي افزايشروش را بـراي فـرم گسسـته روابـط فـوق، روش گسـترش مجـازي تـرك

بــه]89[و]88[ايــن روش را بــراي يــك محــيط پيوســته ارائــه كــرد2دلــورنزي. نماينــدبيــان مــي

ــل از ــاي رهي.]86[نق ــرين مزاي ــتمهمت ــددي اف ــهاي ع ــه روش ــودن روش ب ــدود نب ــته، مح پيوس

و عــدم نيــاز بــه محاســبه نــرخ تغييــرات تعريــف شــده روي ناحيــه حــل مثــل روش المــان محــدود

روش؛نشــان دادنــدنيــز4شــرمنو3ســيلزبنــك. باشــدمــاتريس ســختي نســبت بــه رشــد تــرك مــي

.]90[شوداست كه بعدا بدان اشاره ميJاي انتگرال مذكور بطور رياضي معادل فرم ناحيه

1 - Haber 

2 - deLorenzi 

3 - Bank-Sills 

4 - Sherman 



 حرارتي-تحت بار مكانيكي FGMشكست

ــي ــار م و انتظ ــده ــه ش ــرژي ارائ ــت ان ــاي رهياف ــر مبن ــرك ب ــازي ت ــترش مج رود؛ روش گس

امــا. باشــد يقتــردق تغييرمكانهــاهمبســتگي بنــدي يكســان، از روش درحالــت كلــي، بــراي يــك مــش 

در ايــن روش. همــانطور كــه اشــاره شــد؛ نيــاز اســت كــه نــرخ رهــايش انــرژي كلــي محاســبه شــود

ــدان البتــه ايــن نقــص را مــي. شــوندمودهــاي شكســت از يكــديگر جــدا نمــي  ــه مي ــا تجزي ــوان ب ت

.نمودتغييرمكان مرتفع 
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دو(Jانتگرال-3-5-3 )بعدي حالت

يكي از پارامترهـايي اسـت كـه در مكانيـك شكسـت غيرخطـي بسـيار مـورد توجـهJانتگرال

. درنظـر گرفـت را معـادل نـرخ رهـايش انـرژيJتـوان انتگـرال با فرض رفتار خطـي مـاده مـي. است

و نـرخ رهـايش انـرژي يـك جسـم خطـي بصـورت انتگـرالJفرم ابتـدايي، انتگـرال در روي كـانتور

بـا اسـتفاده از دسـتگاه مختصـات محلـي نـوك تـرك بـا. دوبعدي محصور به اين كـانتور بحـث شـد 

و محورx1محور  .شودبه صورت زير تعريف ميJعمود بر آن، انتگرالx2مماس به لبه ترك
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وnتانسـور تـنش،σچگالي انرژي كرنشـي،w،آن كه در و عمـود رو بـه خـارج كـانتور بـردار يكـه

u8-3(مطابق شكل( بردار تغييرمكان است.(( 

و كانتور براي محاسبه-13-3شكل J انتگرال مختصات محلي نوك ترك

. با برقراري شرايط زير مستقل از مسير است)59-3(شود؛ انتگرال خطي ثابت مي

.هاي كالبدي به سطح محصور به كانتور اعمال نشودنيرو.1

).نيروي سطحي به آنها وارد نشود( سطوح ترك عاري از تنش باشد.2

. داشته باشند) خطي يا غيرخطي(رفتار الاستيكو ايزوتروپيكدموا.3
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ــا نيروهــايJخاصــيت اســتقلال از مســير انتگــرال درحالتهــاي وجــود نيروهــاي كالبــدي ي

.اضافه شود)59-3(شود كه عبارتهايي به رابطه سطحي ترك درصورتي حفظ مي

در طــول)59-3(، ارزيــابي مســتقيم رابطــه روش المــان محــدوددرJكــاربرد اوليــه انتگــرال

حلكانتوري در شبكه  از نقـاط گوسـي شـد كـه معمولا ايـن كـانتور طـوري انتخـاب مـي. بود ناحيه

متاســفانه. شــوندتــري محاســبه مــيچــون در ايــن نقــاط تنشــها بطــور دقيــق.انتگرالگيــري بگــذرد

و بنـدرت خاصـيت اسـتقلالJ كاربرد فرم خطي انتگـرال  در روشـهاي عـددي بـا خطـا همـراه اسـت

شــود تــا محاســبات بــراي رفــع ايــن مشــكل، فرآينــدهايي اتخــاذ مــي. دهــداز مســير را نشــان مــي

.نزديكتر شودJبه مقادير صحيح عددي 

ــي ــي1ل ــه م ــد؛ چگون ــارانش نشــان دادن ــرال خطــيو همك ــوان انتگ ــرالJت ــك انتگ ــه ي را ب

ــادل  ــطحي مع ــود2س ــديل نم ــرال.]91[ تب ــطحي انتگ ــرم س ــاربرد ف ــدود درJك ــان مح  روش الم

كـ سـيلز بنـك. اسـتو بـا نتـايج دقيقتـري همـراه تـر بسيار ساده نيـزJ رد؛ ايـن فـرم انتگـرال ثابـت

.بصورت زير استJ فرم سطحي انتگرال.]90[ باشدخاصيت استقلال از سطح را دارا مي
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وδكه در آن ، يـك تـابع وزنـي اسـت كـه روي سـطح انتگرالگيـري تعريـفq،تـابع دلتـاي كرونكـر

تـوان بعنـوان ميـدان تغييرمكـان در اثرگسـترش مجـازي را مـيqبـه طـور فيزيكـي تـابع.شـود مي

.ترك در نظر گرفت

1 Li 

2 Equivalent Domain Integral- EDI 
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ناحيـه نـوك اي توخـالي كـه ناحيـه دايـره.شـود ناحيه انتگرالگيـري بـه دو روش تعريـف مـي

شـدن كـانتور داخلـي تـاو يـا منقـبض) چـپ-14-3(مطـابق شـكل( تـرك را احاطـه كـرده اسـت 

).راست-14-3(مطابق شكل(نوك ترك 

J نواحي انتگرالگيري براي محاسبه فرم سطحي انتگرال-14-3شكل

هــاي المــان رود؛ در برنامــهانتگرالگيــري بكــار مــي حالــت دوم كــه المانهــاي نــوك تــرك در

ولـي.هسـتند)7-3(ايـن دو حالـت بطـور مفهـومي شـبيه بـه شـكل. محدود بسيار پركاربرد اسـت 

-بوسـيله مقـادير گرهـي تعريـف مـيqتـابع.شـود در اينجا هيچ تغييرمكـان فيزيكـي اعمـال نمـي 

و روي المانهـايي كـه داخـل ناحيـه انتگرالگيـري هسـتند؛ بـا اسـتفاده از فـرم اسـتاندارد توابـع شود

.شودشكل ميانيابي مي

)3-39(∑=
i

iiq�q

)3-40(∑ ∂
∂=

∂
∂

i
j

i

j

q
x
�

x
q

. شـــوندبراحتـــي محاســـبه مـــي هاي عـــدديدر روشـــ)55-3(بقيـــه كميتهـــاي معادلـــه

ــابع ــكلqت ــي در ش ــانتور داخل ــد روي ك ــكل) چــپ-14-3( باي ــرك در ش ــوك ت ــا در ن -14-3(ي

و روي كــانتور خـارجي ناحيـه داراي مقـدار صــفر باشـد)راسـت در فضـاي بــين.، داراي مقـدار يـك

بـراي مثـال، اگـر. شـود دو كانتور نيز بطور معمول يـك تغييـر خطـي بـراي آن در نظـر گرفتـه مـي 
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و از المانهـاي ناحيه ارزيابي فقط المانهـاي اسـتفاده شـده باشـد؛ آنگـاه بايـد4/1 نـوك تـرك باشـد

و درگـره هـاي، در گـره نـوك تـركqمقادير گرهـي بـراي  هـايو در تمـام گـره4/1،75/0يـك

.ديگر المان، صفر باشد

ــه تــرك وارد شــود ــه ســطوح تــرك اعمــال شــود(اگــر نيروهــاي ســطحي ب ــد)تــنش ب ؛ باي

tiنيروهـاي سـطحي تـرك اعمـال بـراي. در نظـر گرفتـه شـودJال ترمهاي اضافي در عبـارت انتگـر

 داريم؛)چپ-14-3(مطابق شكل(
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.بيان شده است)37-3( با معادله

 FGMمكانيك شكست-3-6

منـوط بـه داشـتن اطلاعـاتي از نحـوه تغييـر FGMبيني درست پارامترهـاي شكسـت در پيش

و كرنش در حوزه نوك ترك مي موفقيت مطالعات عددي در زمينه،از سوي ديگر. باشدميدانهاي تنش

 در اين بخش ميـدانهاي دمـا،.ي داردبه فهم درست ميدانهاي نوك ترك بستگ FGMمكانيك شكست 

و كرنش در حوزهتنش خصوصـيات فيزيكـي مـواد روي پارامترهـايو تاثير گراديان FGMنوك ترك

ي. شودمكانيك شكست بررسي مي و نوع تكين بودن ميدانهاي نوك ترك بدليل اهميت ويژه طبيعت

. گيردآنها در معيارهاي شكست نيز مورد بحث قرار مي

و1ايچن، 1987در سال ي غيرهمگن با هندسـه دلخـواه ميدانهاي نوك ترك را در يك صفحه

و وي براي بيان.]92[ اي مطالعه نمودذاري دوردست صفحهتحت بارگ فرم عمـومي ميـدانهاي تـنش

 

1- Eischen 
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در شـكل. استفاده كرد]70[1ويليامز تغييرمكان در حوزه نوك ترك، از گسترش روش بسط تابع ويژه

.يك صفحه الاستيك غيرهمگن حاوي ترك نشان داده شده است)3-15(

]4[اينماي كلي صفحه غيرهمگن تحت بارگذاري دوردست صفحه-15-3شكل

و قيدهاي تغييرمكان روي مرزهاي صفحه اعمال مي از نيروهاي كالبـدي. شودنيروهاي اعمالي

و سطوح ترك عاري از تنش فرض مي νو ضريب پواسونEمدول الاستيسيته. شوندصرف نظر شده

كهبصورت توابعي از موقعيت در نظر گرفته مي و مشـتق پـذير مـي, در صفحه پيوسته شوند -كراندار

01باشند؛ بطوريكه 2
1 >≤≤− E,ν و جـايگزيني. با در نظر گرفتن يك فرم عمومي مناسب براي آن

ي حاكم بر تـابع تـنش بـا روشνوEلورن سه جمله اول بسط مك حول موقعيت نوك ترك، معادله

.ه استهاي تنش در دستگاه دكارتي به صورت زير بدست آمدمولفه.ه استجداسازي متغيرها حل شد
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2از مرتبـه هـاي1ي آخر، عبارتهاي غيرتكينجمله
1r,2

3r21-2(در رابطـه. را در بـردارد ...و(

.)(نمادهاي. باشدميT ترم تنش0xσي جمله θ
−
−fاي ميـدان تـنش مـواد گانه توزيع زاويـه توابع سه

در. همگن هستند :قابل توجه است نوك ترك، نتايج زيربا توجه به ميدان تنش

بـه عبـارت. طبيعت تنش دقيقاٌ به همان شكلي است كه در مواد همگن وجـود دارد-1

. روي طبيعت تكين بودن اثري ندارد FGMناهمگني،ديگر

در-2 .نيز مانند مواد همگن است FGMدرجه تكين بودن

و در بسط مولفه-3 و دوم، متنـاظر بـا تـرم تكـين هاي تنش، شكل كلي عبارتهـاي اول

. گيرندتحت تاثير غيرهمگني مواد قرار نميTمتناظر با ترم تنش)59-3(عبارت سوم در رابطه 

هاي تـنش بـه غيرهمگنـي هاي بالاتر مولفهاي ترمهاي متناظر با مرتبهتغييرات زاويه-4

نواحي دور از نوك ترك، تغييرات خصوصيات فيزيكـي رويدر،عبارت ديگربه. ماده بستگي دارد

. ميدان تنش موثر است

يعني تغييرات ضـريب پواسـون روي؛در صفحه استνنتايج بالا مستقل از تغييرات-5

. ميدان تنش نوك ترك اثري ندارد

و بارگذاري به تغييراتIIKوIKضرايب شدت تنش؛همچنين وي حدس زد علاوه بر هندسه

]93[، اردگنقبل از اين. البته اين مطلب با روش فوق اثبات نشد. مدول الاستيسيته نيز بستگي دارد

و دلالو هرچند مطالعه عميقي درباره ميدان تنش نوك ترك انجام؛انداشاره كرده]94[2اردگن

مي.تنشده اس بودن نوك ترك به غيرهمگني ماده وابسته در بارگذاري مكانيكي تكين،رسداما به نظر

 

1 - nonsingular 

2 - Delale 
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و تحليل براي مدتي،ين فرضابا.نباشد و بار حرارتي مورد تجزيه مسايل شكست تحت بار مكانيكي

.]95[و]94[ قرار گرفت

به نوداو جين، 1994در سال و شار حرارتي در نوك ترك مواد غيرهمگن را ميدانهاي تنش

ايزوتروپيك بررسي FGM ايشان مسايل دو بعدي را براي.]96[ نمودندهمراه تنش پلاستيك مطالعه 

و نتايج آن را براي حالت سه و غيرايزوتروپيك قابل تعميم دانستندكردند با در نظر گرفتن. بعدي

حل حاكم جملات غالب معادلات در در نوك ترك، حل اين معادلات در حوزه نوك ترك، دقيقاٌ شبيه

. مواد همگن بدست آمد

با،و همكارانش ميدان تنش حوزه نوك ترك در يك ماده غيرهمگن1جين، 2004در سال

آنها براي.]97[بررسي كردند2وسترگارد تغيير خطي ضريب الاستيسيته را با استفاده از تابع تنش

جمله6,و حالت تركيبيIIوIبررسي اثر غيرهمگني ماده روي ساختار ميدان تنش در حالت مود 

و  جمله اول بسط را براي حالت4اول بسط ميدان تنش را براي ترك موازي با جهت گراديان ماده

ت. مايل ترك بدست آوردند و غييرمكان خارج از با استفاده از اين جملات، كانتور تنش برشي حداكثر

ندانستن3و خودمشابهو همكارانش بعلت وجود مود مختلط در نوك ترك جين. صفحه را رسم نمودند

و ضريب شدت تنش بحراني را براي رشد ترك ، كاربرد معيارهاي كلاسيك نرخ رهايش انرژي بحراني

 FGMاين مقادير براي آنها علت اين امر را امكان منفي شدن. بيني رشد ترك مناسب ندانستندپيش

و معيار چگالي انرژي كرنشي را پيشنهاد نمودند و نرخ)KIC(چقرمگي شكست بتراو جين. ذكر كردند

و قوانين اختلاط بررسي4بندي روي تركپل را با استفاده از مفهوم FGMدر)GIC(رهايش انرژي بحراني

1 Jain 

2 Westergaard 

3 self-similarity 

4 crack bridging 
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و نرخ رهايش انرژي بحراني فلزGICوKICطبق نتايج اين تحقيق،.]98[كردند (به چقرمگي شكست

metal
ICKوmetal

ICG(و سراميك)cram
ICKوceram

ICG(و كسر حجمي فلز)Vm(ترينو در ساده بستگي دارد

.شكل، به صورت زير است

)3-45(ceram
ICm

metal
ICmIC K)V(KVK −+= 1

)3-46(ceram
ICm

metal
ICmIC G)V(GVG −+= 1

و نرخ رهايش انرژي در مانند مواد همگن با روابط زير بيان FGMهمچنين ضريب شدت تنش

.شودمي

)3-47(

و ضريب پواسون در نوك ترك ميtipνوtipEدر آن،هك در. باشدمقدار مدول الاستيسيته هرچند

و غيرهمگن شباهتهاي زيادي  مورد پارامترهاي مكانيك شكست در حوزه نوك ترك در مواد همگن

. وجود دارد، اما پارامترهاي مربوط به خارج از محدوده نوك ترك در اين مواد تفاوتهاي اساسي دارند

به در مواد غيرهمگنJانتگرال. يكي از مهمترين اين پارامترهاستJانتگرال و مستقل از مسير نيست

سادگي موادبه FGMعلت وابستگي ترمهاي آن به گراديان خصوصيات مواد، محاسبه اين انتگرال در 

و نرخ رهايش انرژي در مواد همگنJروابطي كه بين انتگرال. باشدهمگن نمي و ضريب شدت تنش

اين.]99[ نوك ترك برقرار است در محدودهJبرقرار است؛ در اين مواد فقط براي محاسبه انتگرال

براي محاسبه انتگرال. شودمساله باعث بروز مشكلاتي در كاربرد روشهاي عددي مثل المان محدود مي

Jاستفاده نمود)]100[ طول ترك 10-5طول المانها در مرتبه(در اين مواد بايد از مشهاي بسيار ريز .

 مثالهاي عددي-3-7
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 حرارتي-تحت بار مكانيكي FGMشكست

و تحـت بـار روش بدون المان گلركين براي ارزيابي ضرايب شدت تنش در صفحات حاوي ترك

و،FGMدر مثالهاي شامل. بكار گرفته شده استي در چند مثال مكانيك مـدول الاستيسـيته متغيـر

ميضريب پواسون ثابت  هر. شودفرض و غني(و روش كلاسيكدبراي مدلسازي ترك از -معيار پراش

برو روش)هاسازي كامل پايه مي LSMمبتني محاسبه ضرايب شدت تـنش بـا دو روش. شوداستفاده

انتگـرال عـددي روي. انـد بكار گرفته شده) مكانهاهمبستگي تغيير(و روش مستقيم)Jانتگرال(انرژي 

مي–گوس10×10ها نيز با شبكه سلول . گرددلژاندر انجام

Iاي تحت مود حاوي ترك لبه FGMصفحه-3-7-1

و عرض8بطول FGMاي از صفحه در نظر گرفتـهaاي بطول يك ترك لبه شاملواحد1واحد

و عمود بر لبه آن است. شودمي تـنش، بارگذاري مكـانيكي بصـورت كـرنش ثابـت. ترك وسط صفحه

و خمش خالص  )16-3(هاي مـذكور در شـكل بارگـذاري. گـردد اعمال مـي) تنش خطي(كششي ثابت

.نشان داده شده است

و بارگذارينه-16-3شكل  تنش خمشي (c). تنش كششي ثابت (b).كرنش ثابت (a).ايحاوي ترك لبه FGPدسه

. مدول الاستيسيته بصورت تابع نمايي در نظر گرفته مي شود

)3-48(Wx)xKexp()(E)x(E E ≤≤= 111 00



 حرارتي-تحت بار مكانيكي FGMشكست

،  كه در آن

)3-49()
)(E
)W(Eln(KE 0

=

و تغييرات مدول الاستيسيته دو پارامتر مستقل از هم ميKEو E(0)،طه مدول الاستيسيتهدر راب باشند

و E(0)و يـاKEو E(0)به عبارت ديگر، پروفيل نمايي با مشـخص شـدن دو پـارامتر. كنندرا كنترل مي

E(W) دو مي،طرف صفحه يعني جنس .مقادير عددي منظور شده بصورت زير است. شودكاملاً تعريف

50403020
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ميمسأله در حالت كرنش صفحه. گرددثابت فرض ميν=.30ضريب پواسون در نتايج. شوداي تحليل

و وو  و.مقايسـه شـده اسـت حاصل با نتايج تحليلي ارائه شده توسط اردگن بخـاطر تقـارن بارگـذاري

ميدر روش كلاسيك هندسه،  در. گرددفقط نصف صفحه تحليل امل شكبهش EFGمدل مورد استفاده

شـبكه سـلولي. اي حوزه نوك تـرك در روشـهاي كلاسـيك اسـت ستارهو مدل41×11گرهي منظم 

. نيز براي انتگرالگيري عددي در نظر گرفته شده است10×40

از-17-3شكل  FGPبراي بندي نوك تركگره (c)بندي كامل گره (b)هندسه (a)نماي كلي



 حرارتي-تحت بار مكانيكي FGMشكست

و به طول برحسـب طـولb.است2b×2bناحيه انتگرالگيري بصورت مربعي به مركز نوك ترك

مي)b=0.1 a(ترك  .گرددو يا طول سلولهاي انتگرالگيري مشخص

و ناحيه انتگرال-18-3شكل  براي نصف مدلJشرايط مرزي

شده روي بازشدگي سطح ترك براي بارگذاري تنش اثر كاربرد توابع پايه غني)19-3(در شكل

اثر DCTبا روش مستقيم SIFدر محاسبه مقادير CODاختلاف. كششي يكنواخت نشان داده شده است

. چشمگيري دارد

و-19-3شكل  شدهغنيمقايسه بازشدگي سطح ترك براي توابع پايه خطي

مطـابق شـكل، بـراي. آمـده اسـت)20-3(در شكل E(W)/E(0)بازشدگي سطح ترك برحسب

.بازشدگي سطح ترك بيشتر است) صفحات با مواد نرمتر( E(W)/E(0)مقادير كمتر 



 حرارتي-تحت بار مكانيكي FGMشكست

 E(W)/E(0)بازشدگي سطح ترك برحسب-20-3شكل

مقادير ضريب شدت تنش نرماليزه شده را براي بارگذاريهاي كـرنش)3-3(تا)1-3(در جدول

و خمش خالص نشان مي نرماليزه،aπσبا تقسيم بر مقدار SIFمقادير. دهدمعين، كشش يكنواخت

ــدشــده ــراي كشــش يكنواخــت. ان tσσب ــراي خمــش خــالص= bσσو ب ــرا= ي كــرنش معــينو ب

)v/()(E 2
0 10 −= εσ10با فرض =εباشد مي)σسمت راسـت مقدار تنش در لبه(x1=0) صـفحه بـدون

. بدست آمده است2c=0.2 aنتايج براي ناحيه انتگرالگيري مربع به ضلع.)ترك است



 حرارتي-تحت بار مكانيكي FGMشكست

ثا(يكنواختشكشتحت بار FGMبراي يك صفحهIضريب شدت تنش مود-1-3جدول )بتكرنش

a/KI πσ
E(W)/E(0) روش 

a/W=0.6a/W=0.5a/W=0.4a/W=0.3a/W=0.2

7488/62165/48995/20701/25783/110

Jانتگرال

6767/56615/35969/29108/14988/15

1119/48268/21300/26596/13705/11

2878/33800/28802/15284/13052/12/0

0634/32608/28170/14986/12984/11/0

7776/62341/49052/20351/25339/110

DCT 

7006/56782/36037/28800/14565/15

1359/48417/21391/26323/13311/11

3036/33939/28859/15086/12666/12/0

0767/32744/28214/14801/12536/11/0

6319/62140/48736/20723/25740/110

Erdogan & 
Wu [18] 

 

5704/56573/35730/29118/14936/15

-----1

2981/34031/28751/15330/13058/12/0

1544/33140/28246/15083/12963/11/0



 حرارتي-تحت بار مكانيكي FGMشكست

 يكنواخت غشاييتحت بار FGMبراي يك صفحهIضريب شدت تنش مود-2-3جدول

a/KI πσ
E(W)/E(0) روش 

a/W=0.6a/W=0.5a/W=0.4a/W=0.3a/W=0.2

2169/31791/25906/12191/10052/110

Jانتگرال

4532/33686/27510/13700/11355/15

0383/48268/21132/26596/13705/11

7167/43046/34379/28393/13954/12/0

0124/55030/35674/28592/12950/11/0

3064/31934/26163/19908/010

DCT 

5456/33845/27752/13650/11480/15

1360/48424/21391/26486/13755/11

7800/43139/34597/28303/13809/12/0

0745/55178/35732/28392/12659/11/0

2124/31762/25884/12291/10019/110

Erdogan & 
Wu [18] 

 

4454/33656/27483/13697/11318/15

-----1

7614/43266/34486/28395/13956/12/0

1880/55701/35588/28581/12965/11/0



 حرارتي-تحت بار مكانيكي FGMشكست

 تحت بار خمش خالص FGMبراي يك صفحهIضريب شدت تنش مود-3-3جدول

a/KI πσ
E(W)/E(0) روش 

a/W=0.6a/W=0.5a/W=0.4a/W=0.3a/W=0.2

4304/10367/18054/06593/05669/010

Jانتگرال

5632/11605/19251/07788/06897/05

9335/14984/12613/11254/10632/11

3665/29295/17228/16130/15937/12/0

5813/22502/29615/18771/19046/11/0

4786/10446/18177/06591/05596/010

DCT 

6105/11692/19387/07783/06805/05

9703/15091/12783/11242/10434/11

4072/29408/17285/16064/15706/12/0

6240/22623/29669/18713/18885/11/0

4286/10350/18043/06588/05648/010

Erdogan & 
Wu [18] 

5597/11518/19236/07778/06871/05

-----1

4037/29534/17210/16122/15952/12/0

7170/22151/29778/18859/19040/11/0

المان گلركين انطباق قابل قبولي بـا نتـايج روش بدونبامحاسبه شده SIF،دهدنتايج نشان مي

و وو دارد به-Jدر انتگرال–qتابع وزني. تحليلي اردگن و طـول براي يك ناحيه انتگرالي شكل مربـع

.بصورت زير در نظر گرفته شده است 2cضلع 



 حرارتي-تحت بار مكانيكي FGMشكست

)3-50(
c
x

c
x)x,x(q 21

21 11 −−=

وJهاي مختلف ناحيه انتگـرال براي اندازه SIFمقادير)6-3(تا)4-3(در جدولهاي ارائـه شـده

مقادبر مذكور با كاربرد تابع سهمي بـراي نتـايج جـدول.بررسي شده استJاستقلال از سطح انتگرال 

.بدست آمده است-با رابطه زير–qو تابع هرمي)3-4(
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امـا. باشـد مـيqمستقل از نوع تابع EDI، نتايج محاسبهJاي طبق روابط تحليلي انتگرال ناحيه

تا حداكثرqدهند؛ انتخاب تابع نشان مي2c=0.2 aضلع نتايج عددي براي ناحيه مربعي انتگرالگيري به

هاي مختلـف ناحيـه انتگرالگيـري بهـم اندازهعلاوه بر اين، نتايج براي. روي دقت نتايج موثر است4%

و استقلال از سطح  مي EDIنزديكتر است . شودبهتر ديده



 حرارتي-تحت بار مكانيكي FGMشكست

از SIFمقادير مقادير-4-3جدول و بارگذاري كرنش ثابت براي طولهاي مختلف ناحيه انتگرالگيريJانتگرال حاصل

a/W E(W)/E(0) 
SIF

 نتايج تحليلي
c=0.1 c=0.2 c=0.3 c=0.4

6/0

10 6556/6 6558/6 6568/6 6571/6 6319/6

5 5166/1 5152/1 5001/1 4849/1 5704/5

1 9000/1 9369/1 9431/1 9492/1 -

2./ 3679/2 4551/2 4845/2 5139/2 2981/3

1/0 6005/2 7139/2 7542/2 7928/2 1544/3

5./

10 2253/4 2205/4 2297/4 2201/4 2140/4

5 6689/3 6648/3 6638/3 6641/3 6573/3

1 8320/2 8285/2 8278/2 8279/2 -

2./ 3840/2 3809/2 3804/2 3802/2 4031/2

1/0 2644/2 2615/2 2610/2 2608/2 3140/2

4/0

10 8823/2 8779/2 8775/2 8774/2 8736/2

5 5813/2 5774/2 5771/2 5769/2 5730/2

1 1167/1 1135/1 1134/1 1132/1 -

2./ 8680/1 8653/1 8653/1 8651/1 8751/1

1/0 8050/1 8024/1 8024/1 8022/1 8246/1

3/0

10 0832/2 0800/2 0783/2 0723/2

5 9224/1 9192/1 9177/1 9118/1

1 6686/1 6653/1 6641/1 -

2./ 5356/1 5320/1 5309/1 5330/1

1/0 5051/1 5014/1 5004/1 5083/1



 حرارتي-تحت بار مكانيكي FGMشكست

2/0

10 5872/1 5855/1 5740/1

5 5074/1 5057/1 4936/1

1 3786/1 3769/1 -

2./ 3133/1 3113/1 3058/1

1/0 3007/1 2984/1 2963/1



 حرارتي-تحت بار مكانيكي FGMشكست

از SIFمقادير-5-3جدول و بارگذاري كششيJانتگرال حاصل  براي طولهاي مختلف ناحيه انتگرالگيري

a/W E(W)/E(0) 
SIF

 نتايج تحليلي
c=0.1 c=0.2 c=0.3 c=0.4

6/0

10 1254/3 0185/3 0203/3 0039/3 2124/3

5 3953/3 3137/3 3345/3 3389/3 4454/3

1 0696/4 0481/4 1112/4 1590/4 -- 

2./ 8125/4 8509/4 9536/4 0390/5 6905/4

1/0 1536/5 2177/5 3369/5 4373/5 9956/4

5./

10 1350/2 1741/2 1385/2 1090/2 1762/2

5 3399/2 3939/2 3720/2 3552/2 3656/2

1 8382/2 9281/2 9371/2 9477/2 -- 

2/0 3595/3 4834/3 5189/3 5507/3 3266/3

1/0 5872/3 7244/3 7697/3 8084/3 5701/3

4/0

10 5920/1 6004/1 5641/1 5420/1 5884/1

5 7595/1 7765/1 7499/1 7349/1 7483/1

1 1386/2 1763/2 1733/2 1745/2 -- 

2/0 4708/2 5255/2 5428/2 5552/2 4436/2

1/0 5861/2 6457/2 6698/2 5699/2

3/0

10 2635/1 2655/1 2331/1 2291/1

5 4634/1 4428/1 4099/1 3697/1

1 7919/1 7879/1 7655/1 -- 

2/0 0057/2 0156/2 0023/2 8395/1

1/0 9814/1 0182/2 0119/2 8581/1

2/0 10 9693/0 9772/0 0019/1
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5 1047/1 1189/1 1318/1

1 3602/1 3882/1 -- 

2/0 4145/1 4441/1 3956/1

1/0 3300/1 3514/1 2965/1



 حرارتي-تحت بار مكانيكي FGMشكست

از SIFمقادير مقادير-6-3جدول خم براي طولهاي مختلف ناحيه انتگرالگيريJانتگرال حاصل شيو بارگذاري

a/W E(W)/E(0) 
SIF

 نتايج تحليلي
c=0.1 c=0.2 c=0.3 c=0.4

6/0

10 3728/1 3580/1 3345/1 3100/1 4286/1

5 5166/1 5152/1 5001/1 4849/1 5597/1

1 9000/1 9369/1 9431/1 9492/1 -- 

2./ 3679/2 4551/2 4845/2 5139/2 4037/2

1/0 6005/2 7139/2 7542/2 7928/2 7170/2

5./

10 9981/0 0235/1 9960/0 9780/0 0350/1

5 1283/1 1636/1 1432/1 1316/1 1518/1

1 4851/1 5509/1 5503/1 5556/1 -- 

2./ 9423/1 0477/2 0719/2 0965/2 9234/1

1/0 1779/2 3038/2 3404/2 3742/2 2151/2

4/0

10 7782/0 7986/0 7727/0 7627/0 8043/0

5 9012/0 9301/0 9080/0 9021/0 9236/0

1 2512/1 3062/1 2972/1 3037/1 -- 

2./ 7224/1 8144/1 8251/1 8476/1 7210/1

1/0 9741/1 0864/2 1081/2 1390/2 9778/1

3/0

10 6705/0 6730/0 6557/0 6588/0

5 7952/0 8028/0 7875/0 7778/0

1 1606/1 1857/1 1781/1 -- 

2./ 6747/1 7269/1 7332/1 6122/1

1/0 9582/1 0203/2 0412/2 8859/1
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2/0

10 5423/0 5484/0 5648/0

5 6646/0 6759/0 6871/0

1 0361/1 0652/1 -- 

2./ 5822/1 6409/1 5952/1

1/0 8931/1 9695/1 9040/1

 بار برشياي تحت صفحه حاوي ترك لبه-3-7-2

لبه پـاييني صـفحه بـه. اي در نظر گرفته شده استاي شامل يك ترك لبهدر اين مثال، صفحه

و ثابت شده است طول. قرار دارد τ=1 unitهمچنين، لبه بالايي تحت بار برشي يكنواخت. زمين متصل

. اسـت در نظـر گرفتـه شـده a=W/2=3.5 unitsو طول ترك W=7 units، عرض آن L=16 unitsصفحه 

و با در نظر گـرفتن علاوه بر اين، مساله در حالت كرنش صفحه حـل شـده ν=0.25و E=3 e7 unitsاي

. است

و بارگذاري: راست. تحت برش صفحه همگن-21-3شكل 5(تغييرشكل تحت بار:چپ. هندسه e4 برابر(

.نتايج با مقادير گزارش شده مقايسه شده است)6-3(در جدول



 حرارتي-تحت بار مكانيكي FGMشكست

 با مقادير گزارش شده تحت برش صفحه همگن مقايسه نتايج-6-3جدول

KII KI

)60*40بندي گره( نتايج70/431/33

)46*26بندي گره( نتايج71/410/33

]101[ شدهمقادير گزارش55/434

 دار صفحه حاوي يك ترك زاويه-3-7-3

مي يك ترك مايل در يك پيوستار الاستيك دو بعدي، شرايط بارگذاري در. كندمختلط را مهيا

مي يك صفحه)22-3(شكل بار اعمالي در راستاي عمودي. دهدمحدود حاوي يك ترك مايل را نشان

شرايط مرزي تغييرمكان به لبه پاييني اعمال. گرددو به لبه بالايي بصورت كشش يكنواخت اعمال مي

عـلاوه بـر ايـن،. عمـودي صـفر اسـت هـا روي ايـن لبـه تغييرمكـان بطوريكه براي تمام گره.شودمي

مي. تغييرمكان افقي گره سمت راست نيز صفر است بطوريكه.كندمدول الاستيسيته بطور نمايي تغيير

E(0)=1 .مي : هاي ديگر بصورت زير استداده. شودضريب پواسون نيز ثابت فرض

W.240،ايصفحهحالت تنش
a =،2=W

L3.0و=v.

 حاوي يك ترك مايل FGMصفحه محدودو تغييرشكل يافته هندسه-22-3شكل



 حرارتي-تحت بار مكانيكي FGMشكست

اثـر. مقايسـه شـده اسـت)7-3(نتايج حاصل با نتايج منتشر شده در مراجع مختلف در جدول

از بـا اسـتفاده نتـايح. آمـده اسـت)8-3(در جدول ضرايب شدت تنش تغيير مدول الاستيسيته روي 

.شرح كامل روش در فصل ششم آمده است. اندانتگرال برهم كنش محاسبه شده

 شدهبا مقادير گزارش ايزوتروپيكصفحه مقايسه نتايج-7-3جدول

a/KII πa/KI π

 نتايج6135/04257/1

615/0446/1
و پائولينو(روش المان مرزي سوترادهار

]102 ([ 

و پائولينو(Jkروش انتگرال604/0451/1  ]) 103[كيم

615/0446/1
 FEMروش انتگرال برهم كنش در

و پائولينو( ])104[كيم

 با تغيير نمايي مدول الاستيسيته FGPنتايج ضرايب شدت تنش براي-8-3جدول

a/KII πa/KI πروش 

 فرمولبندي نامتعادل6448/05186/1
E(W)/E(0)=0.5 

 فرمولبندي ناسازگار6842/05081/1

 فرمولبندي نامتعادل5840/03240/1
E(W)/E(0)=2 

 فرمولبندي ناسازگار5448/03405/1

. طبق نتايج فوق، اثر كلي تغييـر مـدول الاستيسـيته روي پارامترهـاي شكسـت يكسـان اسـت

و تنش مي E(W)/E(0)با افزايشTبطوريكه مقادير ضرايب شدت تنش -3(نتايج جـدول. يابدافزايش

نظر از سلولهاي نوك ترك در ناحيه انتگرالگيري براي محاسبه انتگرال برهم كنش حاصـل با صرف)8

ا دو)9-3(در جدول. نشان داده شده است)23-3(ست كه در شكل شده ضرايب شدت تـنش بـراي
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و بـدون سـلولهاي نـوك تـرك–نوع ناحيه انتگرالگيري . مقايسـه شـده اسـت-با سلولهاي نوك ترك

انـد؛ در شـكل سلولهاي انتگرالگيري كه در حالت دوم براي محاسبه ضرايب شدت تنش دخالت داشته

اس)3-24( .تآمده

 نظر از سلولهاي نوك ترك براي محاسبه انتگرال برهم كنشناحيه انتگرالگيري با صرف-23-3شكل

 سلولهاي نوك ترك براي محاسبه انتگرال برهم كنش شاملناحيه انتگرالگيري-24-3شكل

و FGPنتايج ضرايب شدت تنش براي-7-3جدول  E(W)/E(0)=0.5براي انواع ناحيه انتگرالگيري

a/KII πa/KI πروش 

شامل سلولهاي فرمولبندي نامتعادل6448/05186/1 ناحيه انتگرالگيري

 فرمولبندي ناسازگار6842/05081/1 نوك ترك

سلولهايبدونناحيه انتگرالگيري فرمولبندي نامتعادل6577/05346/1

 فرمولبندي ناسازگار7202/05660/1 نوك ترك
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.بشكل زير استفاده شده است1مسطحqدر هر دو حالت از تابع

 براي محاسبه انتگرال برهم كنشqتابع وزني-25-3شكل

1 - plateau function 
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 فصل چهارم

 مواد مركب تابعي شكست حرارتي
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 مقدمه-4-1

و ماشيناز آنجايي كه بسياري از سازه وها مي ها تحت گراديان دما گيرند؛ يا دماي بالا قرار

طبق تحقيقات، شكست تحت. تحليل تنشهاي حرارتي يكي از مهمترين موضوعهاي مهندسي است

و پيچيدهبارهاي حرارتي يكي از مرسوم ميترين حالتهاي گسيختگي در سازهترين . باشدها

اييه، روابط فرم ناحFGMدر اين فصل، پس از بررسي خصوصيات كلي شكست حرارتي

در. شودمرور ميJانتگرال و گذراي دما سپس در مثالهاي عددي ضريب شدت تنش براي توزيع پايا

علاوه براين، اثر تغيير خصوصيات فيزبكي روي ضريب شدت تنش. حالت دو بعدي محاسبه شده است

در. براي تغيير پيوسته آنها در دو مثال يررسي شده است ، FGMبراي تعيين خصوصيات فيزيكي

. علاوه بر توابع پيوسته از مدل ميكرومكانيك نيز استفاده شده است

 بررسي ترك در ميدان ترموالاستيك-4-2

و شار حرارتيگرمخصوصيات محلي ميدانهاي،در اين بخش كرنش،و الاستيك تنش،ايي دما

و مي FGMدر يك پيوستارو تغييرمكان در حوزه نوك ترك سي.شودبررسي در1طيق گزارش

در،ترموالاستيك خطي در مواد همگن مسائل الاستيك مسائلروابط ميدان تنش با روابط مشابه

و يا تغيير درجه آن نمي،بنابراين].105[ يكسان است - حضور شار حرارتي باعث ايجاد تكنيكي جديد

ت،طبق اين گزارش.شود و تغييرمكان حرارتي در حوزه نوك رك خصوصيات محلي ميدانهاي تنش

ميو دقيقا مشابه خصوصيات محلي تنش و توان اين كميتها را با استفاده از تغييرمكان مكانيكي است

.بسط تابع ويژه ويليامز بيان نمود
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مياي موجود در روابط متناظر توابع زاويهg(θ)وf(θ) توابع،در اين روابط در.باشندبراي مواد همگن

و شار حرارتي در نوك ترك مواد غيرهمگن را به همراه تنش 1994سال و نودا ميدانهاي تنش ، جين

و نتايج FGM ايشان مسايل دو بعدي را براي.]96[پلاستيك مطالعه نمودند ايزوتروپيك بررسي كردند

غآن را براي حالت سه و يزوتروپيك قابل تعميم دانستند كه در دو بخش بعد تفصيل آن آمده يرابعدي

.است

 توزيع دما در حوزه نوك ترك-4-2-1

. معادله هدايت گرمايي در يك پيوستار غيرهمگن بصورت زير قابل بيان است

)4-3(
txxxx TTk

k
T

iiii ,,,,
11
κ

=+

. آيدشار حرارتي با توجه به رابطه تجربي فوريه بصورت زير بدست مي

)4-4(
ixi kTq ,−=

وk،زمانt،شار حرارتيq، دمابيانگرT،در اين روابط خشپضريبκ ضريب هدايت گرمايي

مي.گرمايي است وκ خش گرماييپوk يب هدايت گرمايياضر،شودفرض  بصورت توابعي پيوسته

مي،بعلاوه.پذير از موقعيت باشنداي مشتققطعه .اين مقادير در نوك ترك صفر نباشندشود فرض

مي،پذير مذكورمرزهاي بين قطعات مشتق از خطوط در اينجا،.شودخطوط ناپيوستگي ضعيف ناميده

مي جامد ناپيوستگي ضعيف براي تعيين موقعيت كلي ترك در پيوستار مي.شوداستفاده -ابتدا فرض

.منطبق است شود ترك روي يكي از اين خطوط
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.حالت كلي: پايين. ترك فصل مشترك: بالا. به خط ناپيوستگي ضعيف نسبتموقعيت ترك-1-4شكل

در حوزه نوك ترك، عبارت
ii xxT,بنابراين حل تكنيكي. جمله غالب معادله هدايت گرمايي است

.شودتوزيع دما با در نظر گرفتن جمله غالب مذكور حاصل مي

)4-5(0, =
ii xxT

و پايين تـرك معتبـرkايپذيري قطعهبخاطر مشتق . اسـت، معادله فوق براي هر دو ناحيه بالا

اين فرض در زمانهاي ابتدايي تغيير دماي پيوستار مثل. شود، سطوح ترك كاملا عايق هستندفرض مي

و محلـي نـوك تـرك. اعمال شوك قابل قبول است شرط عايق بودن سطوح ترك در مختصات قطبي

.بصورت زير قابل بيان است

و مشتقات آن روي خطوط ايجاب ميkپيوستگي ناپيوسـتگي ضـعيف از جملـه كند توزيع دما

رابطه مجانبي هدايت گرمـايي فـوق. پيوسته باشد-غير از محدوده ترك-خط ناپيوستگي حاوي ترك 

.داراي حلي بصورت زير است

x1

x2

x1

x2

 اپيوستگي ضعيفنخط

 ناپيوستگي ضعيف خط



 حرارتي-تحت بار مكانيكي FGMشكست

)4-6(
2

2 θθ sinr)t(R)t,,r(T =

ميبصورت شار حرارتي مجانبي نيز با توجه به رابطه فوريه .آيدزير بدست

)4-7(
22
θsin

r
)t(Rk

r
Tkq

tip
tip

r −=
∂
∂

−=

)4-8(
22
θ

θθ cos
r

)t(Rk
r

Tkq
tip

tip −=
∂
∂

−=

راt(R(در رابطـه فـوق، جملـه. ضريب هدايت گرمايي در نوك تـرك اسـت ktipدر اين روابط،

و شار حرارتي بدست. توان با تحليل محلي فوق مشخص نمودنمي آمده بـراي مـواد روابط مجانبي دما

سي گزارش شده است؛ يعنـي درجـه غيرهمگن شبيه روابط متناظر براي مواد همگن است كه توسط 

و توزيع زاويه و غيـرهمگن يكسـان تكنيكي شار حرارتي و شار حرارتي براي مواد همگن اي توزيع دما

براي حالتهاي ديگر موقعيت ترك نسبت به خطوط ناپيوستگي ضعيف مثل تركـي كـه بـه يـك. است

ميخط ناپيوستگي ضعيف ختم مي .شودشود نيز نتايج بالا حاصل

 ميدانهاي الاستيك نوك ترك-4-2-2

.شودميرابطه ساختاري ترموالاستيك براي يك ماده غيرهمگن بصورت زير بيان

)4-9(2 ( )ij ij kk ij ijTσ = µε +λε δ −β ∆ δ

وν، ضريب الاستيكE،كه در آن مي. ضريب انبساط حرارتي استα ضريب پواسون شود فرض

و قطعهخصوصيات مذكور  رابطه حاكم بر تابع تنش.پذير از موقعيت استاي مشتقتوابع پيوسته

ميبراي حالت تنش صفحه1ايري .شوداي بصورت زير بيان
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يا.عملگر لاپلاسين است∇2،كه در آن برايν/(1-ν) بهνوE/(1-ν2) بهE اعمال تبديلهايرابطه فوق

؛در نوك ترك صفر نباشدEيتهسضريب الاستي،اگر فرض شود.صادق استايحالت كرنش صفحه

.معادله حاكم بر تنش ايري براي حل تكنيكي در حوزه نوك ترك بصورت زير قابل بيان است

)4-11(022 =∇∇ F

مي،حل تكنيكي براي مواد همگن ت مواد رويااز آنجايي كه خصوصي. كندمعادله بالا را ارضاء

و نيروهاپيوستگي مولفه؛پيوسته هستند،خطوط ناپيوستگي ضعيف در هاي ميدان تغييرمكان نيز

مي.گرددطول اين خطوط حفظ مي :زير رسيدهتوان از روابط مذكور به نتيجبنابراين

و توابع زاويه با ترموالاستيك هايميداناي درجه تكنيكي حوزه نوك ترك براي مواد غيرهمگن

.كميتهاي متناظر براي مواد همگن يكسان است

 براي شكست حرارتيمعادل1ايانتگرال ناحيه-4-3

سهروشهاي انتگرال ناحيه ي مقادير بعدي بر مبناي انتگرالهاي حجمي است كه براي محاسبهاي

شكل اين روش براي جامدات همگن با تغيير. روددر نقاط مختلف روي سطح ترك بكار ميJانتگرال

و حرارتي بكار رفته است در محدوده و يا پلاستيك تحت بارگذاري مكانيكي ]99[گو. الاستيك خطي

و] 106[چنو  هاي دو بعدياين روش را براي تحليل نمونه]103[پائولينوو كيمبا همكارانشان

FGM و همدما توسعه دادند علاوه بر توانايي محاسبه مقادير انتگرال. تحت بارگذاري الاستيك خطي

J،از مي اين روش قابليت محاسبهفرمهاي خاصي -ضرايب شدت تنش در حالت مود تركيبي را دارا

.]29[ شودميمرور اي فرمولبندي فرم دوبعدي انتگرال ناحيه،در اين بخش.دنباش

درنظر گرفته زير حاوي ترك، تحت بارگذاري حرارتي بصورت FGMيك پيوستار دوبعدي از

اي حول نوك ترك است؛ كه از منحني دلخواه بستهCدر اين شكل، )).2-4(مطابق شكل(شود مي

و به سطح بالايي آن ختم مي .شودسطح پايين ترك شروع
→

nت مثبت رو به بردار يكه نرمال، با جه

1- Equivalent Domain Integral-EDI 
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و كرنش صفحه،براي هر دو حالت. خارج است بصورت يك انتگرالJاي فرم عمومي انتگرال تنش

.شودبه صورت زير تعريف ميCخطي روي منحني 

)4-12(
1 ,10

lim ( )ij j iCC
J Wn n u ds

→
= −σ∫

ترتيب بهuiوijσوn عمودهاي بردار مولفهnjتابع چگالي انرژي كرنشي مكانيكي،W،كه در آن

ميمولفه و تغييرمكان وCطول كماني از منحنيs. باشندهاي تنش
j

j x∂
∂= . است,(.)(.)

 حول نوك تركCحاوي ترك نمايش كانتور FGMصفحه-2-4شكل

مي)12-4(بصورت رابطهJفرم عمومي انتگرال رابطه بين نرخ. باشدبرابر نرخ رهايش انرژي

و ضريب شدت تنش مود . آمده است)13-4(در رابطهI رهايش انرژي

)4-13(
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و حالت سه بهمعادله ساختاري براي يك پيوستار ايزوتروپيك :صورت زير استبعدي تنش

)4-14((i,j=1, 2, 3) 2 ( )ij ij kk ij ijTσ = µε +λε δ −β ∆ δ

∆Tو كرونكر تابع دلتايijδضرايب لامه،λوµمولفه كرنش كل،ijε(i,j=1, 2, 3)،كه در آن

وβضريب. تغيير دما نسبت به دماي مرجع است ، ضريب انبساط حرارتيαبرحسب ضرايب لامه

: شودتعريف مي
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)4-15((3 2 )β = λ + µ α

. شود، با رابطه زير محاسبه ميWتابع چگالي انرژي كرنشي مكانيكي،

)4-16((i,j=1, 2, 3) 1
2

m
ij ijW = σ ε

m. بعدي تنش معتبر استاين معادله براي حالت سه
ijεلفهصورت زيربهو هاي كرنش مكانيكي استمو

.شودمحاسبه مي

)4-17((i,j=1, 2, 3) ( )m
ij ij ijTε = ε −α ∆ δ

به)16-4(در معادله)17-4(و)14-4(با جايگزيني روابط ، رابطه تابع چگالي انرژي كرنشي مكانيكي

ميشكل زير :شودساده

)4-18((i,j=1, 2, 3) 2 23( ) ( ) ( )
2 2ij ij kk kkW T Tλ= µε ε + ε −β ∆ ε + βα ∆ 

)0(ايرابطه بالا براي حالت كرنش صفحه 132333 =ε=ε=εو براي حالت تنش)19-4(با رابطه

)0(اي صفحه 132333 =σ=σ=σمي)20-4(با رابطه :شودبيان

)4-19((i, j=1,2) 2 23( ) ( ) ( )
2 2ij ij kk kkW T Tλ= µε ε + ε −β ∆ ε + βα ∆ 

)4-20(
2 2 2 2 2 2 2
11 12 21 22 33

3( ) ( ) ( ) ( )
2 2kk kkW T Tλ= µ ε + ε + ε + ε + ε + ε −β ∆ ε + βα ∆

 

،كه در آن

)4-21(33 11 22( ) ( )
2 2

Tβ λ
ε = ∆ − ε + ε

λ + µ µ + λ

ميبهIاي معادل، انتگرال به صورت يك انتگرال ناحيهJبه منظور بيان انتگرال :شودصورت زير تعريف

)4-22((i,j=1, 2) ,1 1( )ij j iH
I n u Wn qds= σ −∫

H22-4(در رابطه. است)3-4(يك منحني بسته، مطابق شكل(،qو بطور قطعه اي تابع اختياري

چون. باشدداراي مقدار صفر ميFو خارج از منحني1داراي مقدارDپيوسته است كه داخل منحني 

n1لفه12هاي تنشو موσ22وσروي سطوح ترك صفر هستند؛ انتگرال Iبصورت زير ساده مي شود.
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)4-23((i,j=1, 2) ,1 1( )ij j iD
I n u Wn ds= σ −∫

Aو سطحD كانتورنمايش-4-4شكل

در شكلCاز ساعتگرد به پادساعتگرد، اين منحني به منحنيDبا تغييرجهت چرخش روي منحني

مي)4-3( مي. شودتبديل :شودبا توجه به اين نكته، رابطه زير برقرار

)4-24((i,j=1, 2) ,1 1 ,1 1( ) ( )ij j i ij j iD C
I n u Wn ds n u Wn ds= σ − = − σ −∫ ∫

هايي است كه روي جهت مثبت بردار يكه نرمال در هر دو انتگرال، مطابق منحني)24-4(در رابطه

مي)D→0وC→0( به سمت صفر ميل كندDوCهاي اگر شعاع منحني. اندآنها تعريف شده ،-

:توان نوشت

)4-25(I=J 

مي))24-4( رابطه(Iبا استفاده از قضيه ديورژانس، انتگرال .اي بيان كردتوان بصورت انتگرال ناحيهرا

)4-26((I,j=1, 2) ,1 1 ,(( ) )ij i j j
A

I u W q dA= σ − δ∫∫ 

گيري از عبارت داخل با مشتق.است)3-4(در شكلFوDهاي سطح بين منحنيA،كه در آن

و اعمال معادله تعادل  ,0انتگرال =σ jijانتگرال ،Iميبه . آيدصورت زير در

)4-27((i,j=1, 2) ,1 1 , ,1 ,1( ) ( )ij i j j ij i j
A A

I u W q dA u W qdA= σ − δ + σ −∫∫ ∫∫ 

و كرنش صفحه. استx1نسبت بهWعبارت انتگرال دوم شامل مشتق جزئي - براي هر دو حالت تنش

مياي اين :شودعبارت به شكل زير نوشته
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)4-28(
lexp

ij

ij x
W

x
W

x
W









∂
∂+

∂

∂

∂
∂=

∂
∂

111

ε
ε

lWكه exp1, و با رابطه زير محاسبه ميx1نسبت بهWمشتق صريح)( : شوداست

)4-29(exp
1 1 1 1 1 1

( )( )
( )l

W W W W W W T
x x x x x T x

∂ ∂ ∂µ ∂ ∂λ ∂ ∂β ∂ ∂α ∂ ∂ ∆= + + + +
∂ ∂µ ∂ ∂λ ∂ ∂β ∂ ∂α ∂ ∂ ∆ ∂

و اختلاف دما نسبت به و سايرx1عبارتهاي مشتق پارامترهاي خواص مواد با روش عددي

و كرنش. آيدعبارتها بطور تحليلي بدست مي در محدوده الاستيك خطي براي هر دو حالت تنش

ijijWاي، رابطه صفحه σε و رابطه كرنش. برقرار است∂∂= بي-با توجه به اين رابطه نهايت تغييرمكان

)(2،كوچك ,, ijjiij uu +=εمي)28-4(، رابطه : توان به صورت زير بيان كردرا

)4-30(, 1 exp
1 1

( )ij i j l
W Wu
x x

∂ ∂= σ +
∂ ∂

 

.آيدبه صورت زير در ميI، انتگرال)27-4(در معادله)30-4(با جايگزيني رابطه

)4-31(,1 1 , ,1 exp( ) ( )ij i j j l
A A

I u W q dA W qdA= σ − δ −∫∫ ∫∫ 

اي معادل بصورت زير را به صورت يك انتگرال ناحيهJتوان انتگرال برقرار باشد؛ ميD→0اگر شرط

.نمايش داد

)4-32(,1 1 , ,1( )ij i j j
A A

J u W q dA W qdA= σ − δ −∫∫ ∫∫ 

 مثالهاي عددي-4-4

اي درنظـر همگن حاوي يك تـرك لبـه هدفمند اي از مواد مركبدر مثالهاي ذكر شده، صفحه

و ضخامت صفحه براي تحليل كرنش صـفحه. گرفته شده است بـراي تحليـل تـنش اي بسـيار بـزرگ

مياي بقدر كافي نازك صفحه ترك موازي با جهت گراديان خصوصيات ماده در نظر گرفته. شودفرض

. شودمي

و بدون تنش  قرار دارد كه شرايط مرزي دمـايي بـه سـطوحT0 در ابتدا صفحه در دماي ساخت

x1=0 وx1=W مي فرضـيات. وندش ـسطوح ديگر از جمله سطوح تـرك عـايق فـرض مـي. گردداعمال
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ميو بصورت يكx1 دمايي فوق باعث ايجاد جريان دما در جهت بدر تمام حالتهـا، ضـري. گرددبعدي

مي،با تقسيم به عبارت زير،شدهشدت تنش محاسبه .شودنرماليزه

)4-33(0 0(0) (0) (1 (0)).K E T aα π ν= −

و خصوصيات نمايي صفحه با ترك لبه-4-4-1  اي

در نظـر)4-4( مطـابق شـكلaاي به طـول هدفمند شامل ترك لبهيك صفحه از مواد مركب

 1695كه شامل بندي كامل ناحيه حل نمايش داده شده استهگر)(b)4-4( در شكل.شودگرفته مي

و ميگره ستاره40گره منظم .آمده است) (c)5-4( اي نوك ترك در شكلبندي ستارهگره.شوداي

كل ناحيهگره (b). هندسه صفحه تحت بارگذاري (a)-4-4شكل . بندي نوك تركگره (c). بندي

مي،در اين مثال تغييرات بصورت نمايي،دورهشود كه در از دو دسته خصوصيات ماده استفاده

مي،براي مثال.است .شودمدول الاستيسيته بصورت زير در نظر گرفته

)4-34()xPexp()(E)x(E E 11 0=

ميهمگني يب غيراضر .شودبصورت زير تعريف

)4-35(






=
)(E
)W(Eln

W
PE 0

1

(a) (b) (c) 
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)4-36(






=
)(
)W(ln

W
P

0
1

ν
ν

ν

)4-37(






=
)(
)W(ln

W
P

0
1

α
α

α

)4-38(






=
)(k
)W(kln

W
Pk 0

1

)4-39(






=
)(c
)W(cln

W
P c 0

1
ρ
ρ

ρ

ميبراي دسته اول خصوصيات ماده، ضرايب غيرهمگني بصورت شود تا بتـوان اختياري انتخاب

و از طرفيبه شرايطي دست يافت كه حلهاي مرجع در آن بدست آمده تر مواد اثر تغييرات گسترده،اند

 از مقادير زير استفاده شده است،در اين حالت. كندآنها را روي ضريب شدت تنش بهتر مشخص مي

)4-40(E(0)=k(0)=α(0)=ρc(0)=1.0 

)4-41(ν(0)=0.3 

مي ZrO2/Ti-6Al-4V فلز/تركيب سراميك در حالت دوم، .شودبا خصوصيات زير در نظر گرفته

]Ti-6Al-4V ]20وZrO2خصوصيات فيزيكي-1-4جدول

 ماده
مدول

الاستيسيته 
(GPa) 

ضريب
 پواسون

ضريب
انبساط 
 حرارتي

(10-6/K)

ضريب هدايت
گرمايي 
(W/(mK)) 

چگالي
(kg/m3)

گرماي ويژه
(J/(kgK)) 

ZrO2151 33/01009/25331 7/456 
Ti-6Al-4V 7/116 33/05/95/74420 537 

از.شـود مچنين شرايط مرزي دمايي مختلفي در حالت پايا در نظر گرفتـه مـيه در حالـت گـذرا نيـز

و راست استفاده مي .شودشرايط دما معلوم در دو سطح چپ

 تغيير دماي يكنواخت



 حرارتي-تحت بار مكانيكي FGMشكست

)2-4( در جـدول. شـود سـرد مـيTبطور يكنواخت تا دمـايT0در اين حالت صفحه از دماي

و وو با نتـايج منتشرشـده توسـط اردگـن DCTوJمقادير ضرايب شدت تنش بدست آمده با انتگرال

وكي،]18[ .مقايسه شده است]29[ يلدريميو]107[ كيمسي

 اختياريPkو WPE=ln(5) ،WPα=ln(2)ضرايب شدت تنش براي سرمايش يكنواخت-2-4جدول

 بارگذاري
 نوع

 تحليل

 ضريب شدت تنش نرماليزه

و وو شدهمقادير محاسبه  اردگن
]18[

و كي  كيمسي
]107 [

]29[ ييلدريم
DCT EDI 

T1=0.5T0
T2=0.5T0

 كرنش
ايصفحه

0126/00124/00125/00128/00128/0

 تنش
ايصفحه

0090/00088/0-0090/00090./

T1=0.05T0
T2=0.05T0

 كرنش
ايصفحه

0246/00240/00245/00244/0-

و نتايج مذكور وجود دارد البته اين نكته قابل توجه. تطابق قابل قبولي بين مقادير محاسبه شده

با؛استگره 1735است كه مدل مورد استفاده در تحليل شامل  در حاليكه حلهاي عددي منتشرشده

وكيبطوريكه.اندهاي بيشتري به اين نتايج رسيدهتعداد گره و 1966كيم بـا بكـار بـردن سي المـان

.]106[ گره كمترين تعداد گره را در ميان آنها بكار برده است 2937

و طول ترك را روي مقـادير ضـر)6-4(و)5-4( شكلهاي ايب شـدت تـنش اثر دماي سرمايش

و تنش صفحههاي كرنش صفحهلنتايج براي تحلي. دهندنشان مي مطـابق ايـن. انـد اي بدست آمـده اي

-مقدار ضريب شدت تنش به سمت صفر ميـل مـي نتايج، با نزديك شدن طول ترك به عرض صفحه،

.كند

در؛اين مساله قابل انتظار است  دل استاتعچون توزيع تنش حرارتي در صفحه بطور استاتيكي

.)شودنيروي مكانيكي به صفحه وارد نمي(
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و دماي سرمايش-5-4شكل و WPE=ln(10)،ايحالت كرنش صفحه. ضرايب شدت تنش برحسب طول ترك
WPα=ln(2) 

و دماي سرمايش-6-4شكل و WPE=ln(10)،اينش صفحهتحالت. ضرايب شدت تنش برحسب طول ترك
WPα=ln(2) 

اي از مقـادير متنـاظر بـراي براين، مقادير ضريب شدت تنش براي حالت كـرنش صـفحه علاوه

و همكارانش توزيع تنش حرارتي گذرا براي يك باريكه همگن. اي بزرگتر استحالت تنش صفحه نودا

.اندنامحدود را بطور تحليلي بدست آورده

)4-42(( ))t,x(T))(x(CxC)x(Eth
xx 112112

1 1
122

∆να
ν

σ +−+
−

=

)4-43(( )
2 2 1 1 1 2 1 1( ) ( ) ( , ) ,th

x x E x C x C x T x tσ α= + − ∆

بدسـتx1 گشتاور در جهـتو ضرايب مجهولي هستند كه از تعادل نيروC2وC1 ثابتهايكه در آنها،

اي برابر مقـدار متنـاظر بـراي مطابق اين نتايج، توزيع تنش حرارتي براي حالت كرنش صفحه.آيندمي
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مذكور بزرگتر از يـك فاكتور با توجه به اينكه،. باشدمي(ν-1)/1 در فاكتوراي ضربتنش صفحه حالت

و در نتيجه ضريب شدت تنش براي حالت كرنش صفحه؛ است اي بزرگتر بنابراين، توزيع تنش حرارتي

مي)6-4(و)5-4( اي است كه در شكلهاياز حالت تنش صفحه . شودنيز ديده

اثر تغييـرات ضـريب غيرهمگنـي مـدول الاستيسـيته روي مقـادير)10-4(تا)7-4( در شكل

ش و.دت تنش نشان داده شده استضريب مقادير ضريب شدت تنش برحسب طولهاي مختلـف تـرك

و تنش صفحهبراي حالتهاي كرنش صفحه مطابق اين شـكلها، بـا افـزايش ضـريب. انداي رسم شدهاي

و در نتيجه مدول الاستيسيته در كل صفحه مقادير ضريب شدت تنش،غيرهمگني مدول الاستيستيه

.يابدافزايش مي

و دماي سرمايش-7-4شكل  WPα=ln(2)و T/T0=0.5،اينش صفحهكرحالت. ضرايب شدت تنش برحسب طول ترك

و دماي سرمايش-8-4شكل  WPα=ln(2)و T/T0=0.5،اينش صفحهتحالت. ضرايب شدت تنش برحسب طول ترك
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و دماي سرمايش-9-4شكل  WPα=ln(2)و T/T0=0.1،اينش صفحهكرحالت. ضرايب شدت تنش برحسب طول ترك

و دماي سرمايش-10-4شكل  WPα=ln(2)و T/T0=0.1،اينش صفحهتحالت. ضرايب شدت تنش برحسب طول ترك

و پاياي صفحه  سرمايش غيريكنواخت

 در شـكل.يابـد كاهش ميT2وT1تا دماهايT0از x1=Wو x1=0 در اين حالت، دماي سطوح

.انـد مختلف ضريب غيرهمگني ضريب هدايت گرمايي رسم شده مقاديرميدان دماي پايا براي)4-11(

مي؛كه متناظر با مواد همگن است Pk=ln(1) مطابق انتظار، توزيع دما براي بـراي مقـادير.باشدخطي

 توزيع دما در صفحه به دماي سطحي نزديكتر است كه داراي ضريب هدايت گرمـايي بزرگتـري ديگر،

گلاشده با روش بدون علاوه براين، توزيع دماي محاسبه. باشدمي  كين با حـل تحليلـي آن بـرايرلمان

Pk=ln(10) مقايسه شده است .
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 توزيع دماي پايا برحسب ضريب غيرهمگني ضريب هدايت گرمايي-11-4شكل

-4( شـكلهايو)3-4( در مرحله بعد، نتايج حاصل از تحليل ترموالاستيك صـفحه در جـدول

تطابق قابل قبولي را بين نتـايج محاسـبه شـده بـا روشـهاي)3-4( جدول. آمده است)13-4(و) 12

DCT وEDI ميو .دهدهمچنين با نتايج منتشرشده نشان

 WPE=ln(10) ،WPα=ln(2). شده ضريب شدت تنش براي سرمايش غيريكنواخت پايامقادير نرماليزه-4-4جدول
WPkو =ln(10) 

 نوع تحليل بارگذاري

 ضريب شدت تنش نرماليزه

و وو شدهمقادير محاسبه  اردگن
]18[

و كيم كي سي
]107 [

]29[ييلدريم
DCT EDI 

T1=0.2T0
T2=0.5T0

0343/00334/00335/00334/0034/0ايكرنش صفحه
0235/0024/0-0239/00234/0ايتنش صفحه

T1=0.05T0
T2=0.5T0

-0411/00405/00410/00406/0ايكرنش صفحه

اثر دماي لبه داراي ترك روي مقادير ضريب شدت تـنش بـراي)13-4(و)12-4( در شكلهاي

و تنش صفحهحالتهاي كرنش صفحه در.اي آمده استاي ثابـت نگـهT1=0.5T0دمـاي سـطح ديگـر

/T1 طبق نتايج بدست آمده، مقادير ضريب شدت تنش بـا كـاهش نسـبت.شودداشته مي T0افـزايش
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/T1 كاهش نسبت.يابدمي T0و در نتيجـه افـزايش در افزايش گراديان دمـا در نزديكـي لبـه تركـدار

و ضريب شدت تنش را در پي دارد .مقادير تنشهاي حرارتي

و دماي-12-4شكل ، WPE=ln(10)،اينش صفحهكرحالت. لبه بدون تركضرايب شدت تنش برحسب طول ترك
WPα=ln(2) ،WPk=ln(10) وT2 /T0=0.5 

و دماي-13-4شكل ، WPE=ln(10)،اينش صفحهتحالت. لبه بدون تركضرايب شدت تنش برحسب طول ترك
WPα=ln(2) ،WPk=ln(10) وT2 /T0=0.5 

 تغيير دماي گذرا

مياز آنجائيكه تركهاي سطحي در اينجا تغيير دماي؛شوندمعمولاً حين مرحله سرمايش ايجاد

شوك حرارتي بصـورت كـاهش ناگهـاني دمـاي سـطوح.شودگذرا بصورت سرمايش در نظر گرفته مي

وT1=0.2T0در اين مرحله نتـايج بـا فـرض.شوداعمال ميT2وT1 تا دمايT0صفحه از دماي مرجع 

T2=0.5T014-4( شـده در شـكل دماي گذرا در صفحه برحسب زمـان نرمـال توزيع.اندبدست آمده(

ميτشده زمان نرمال.رسم شده است .شودبصورت زير تعريف
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)4-44(t
W

)(c)()(k
2

000 ρτ =

هـاي در زمانهاي ابتدايي اعمال شوك حرارتـي، گراديـان دمـا در نزديكـي لبـه،طبق اين نتايج

ميصفحه قابل توجه است كه منجر به  .گرددتنشهاي كششي بزرگي

 شدهبرحسب زمان نرماليزه FGPدر گذراتوزيع دماي-14-4شكل

در)16-4(و)15-4( شكلهاي تغييرات زماني ضريب شدت تنش حاصل از توزيع گـذراي دمـا

و براي حالتهاي كرنش صفحه،صفحه و تنش صفحهبرحسب طولهاي مختلف ترك مياي -اي را نشان

و سـپس.دهد مطابق اين نتايج، در ابتدا مقادير ضريب شدت تنش تا يك مقدار بيشينه افزايش يافته

.يكسـان اسـت اين تغييرات زماني براي تمام طولهاي ترك.يابدبسرعت تا مقدار حالت پايا كاهش مي

و هم در حالـت پا يـا بعلاوه، مقادير ضريب شدت تنش براي طولهاي كوچكتر ترك هم در حالت گذرا

و در نهايت، مقادير ضريب شدت تنش براي حالت كرنش صفحه اي بزرگتر از حالت تنش بزرگتر است

.اي استصفحه
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اينش صفحهكرحالتدر طول ترك برحسبZrO2/Ti-6Al-4V گذرا در صفحه ضرايب شدت تنش-15-4شكل

اينش صفحهتحالتدر طول تركبرحسب ZrO2/Ti-6Al-4V گذرا در صفحه ضرايب شدت تنش-16-4شكل

تـنش در قالـب تحليـل در اين مرحله، اثر تغييرات خصوصيات ماده روي مقدار ضـريب شـدت

اثر تغيير پارامترهاي الاستيك صفحه يعني)18-4(و)17-4( در شكلهاي.شودحساسيت بررسي مي

و ضريب پواسون مطالعه شده استومد -و حالت كرنش صفحه a/W=0.3بررسيها براي.ل الاستيسيته

اثر قابل تـوجهي روي مقـاديرPE، تغيير ضريب غيرهمگني)17-4( مطابق شكل.اي انجام شده است

و بخصوص مقدار بيشينه آن دارد مي. ضريب شدت تنش زمـان رسـيدن بـه مقـدار؛دهـد نتايج نشان

و زمان رسيدن به حالت پايا براي تمام مقـادير  ايـن مسـاله بخـاطر.تقريبـاً يكسـان اسـتPEبيشينه

اختلاف زمـاني باعث ايجادPEمطابق نتايج، تغيير. استPEدماي گذرا از تغييرات بودن توزيعمستقل

و رسيدن به حالت پايا مي  PE=ln(1)حالـت بعـلاوه،. شودناچيز بين زمانهاي متناظر با مقادير بيشينه

ازآن تغييرات زماني ضريب شدت تنش را براي بـمي FGMدسته لحـاظ الاسـتيك همگـنهدهد كه

و ضريب انبساط گرمـايي خطـي آنهـا تـابع.هستند ولي خصوصيات گرمايي آنها نظير هدايت گرمايي

.نام بردTiC/SiC سراميك از جمله/ توان از برخي مواد مركب سراميكمي،براي مثال.است مكان
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و WPν=ln(1) ،WPα=ln(2)،اينش صفحهكر.PEضريب غيرهمگنيبرحسب گذرا ضرايب شدت تنش-17-4شكل
WPk=ln(10) 

-4(اي در شـكل اثر ضريب پواسون روي تغييرات ضريب شدت تنش براي حالت كرنش صفحه

- غيرهمگنـيبطبق اين نتايج، مقادير ضريب شدت تنش با افزايش مقدار ضري. رسم شده است) 18

Pν،مي ضريب شدت تنش مقدار .يابدكمي افزايش

و WPE=ln(10) ،WPα=ln(2)،اينش صفحهكر.Pνضريب غيرهمگنيبرحسب گذرا ضرايب شدت تنش-18-4شكل
WPk=ln(10) 

ميشده براي حالت تنش صفحهنتايج محاسبه نسـبت شدت تنشمقادير ضريب؛دهداي نشان

و مستقل از آن مي .نتايج مذكور در متن نيامده است.باشدبه تغييرات ضريب پواسون حساسيتي ندارد

-4(روابـط حل تحليلي توزيع تنش حرارتي در يك صفحه بدون ترك از مواد مركب هدفمند بصورت

يك.است)43-4(و) 42 و براي حالتهاي كـرنش اين حل با فرض ايجاد توزيع دماي اي صـفحه بعدي

مطابق اين روابط، تنشـهاي حرارتـي يـك تـابع افـزايش از مـدول. اي بدست آمده استوتنش صفحه
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مي،بعلاوه. باشندالاستيسيته مي كهديده اي مستقل از توزيع تنش حرارتي در حالت تنش صفحه شود

.باشدضريب پواسون مي

ميگرمايي ماده در اين خصوصيات غيرهمگني اثر تغيير ضرايب  در شـكل.گرددمرحله بررسي

روي تغييرات زمـاني مقـدار ضـريبPα ضريب انبساط حرارتي غيرهمگني اثر تغيير ضرايب)4-19(

ضـريب مقـدار بيشـينه،Pαغيرهمگني با افزايش ضريب،طبق اين نتايج. شدت تنش رسم شده است

.بشدت افزايش مي يابد شدت تنش

و WPE=ln(10) ،WPν=ln(1)،اينش صفحهكر.Pαضريب غيرهمگنيبرحسب گذرا ضرايب شدت تنش-19-4شكل
WPk=ln(10) 

و رسيدن  يكسـانPα مقادير براي تمام تقريباً،پايا به حالت البته زمان متناظر با مقدار بيشينه

براي.روند تغييرات زماني ضريب شدت تنش ممكن است بسيار متفاوت باشدPαبسته به مقدار.است

كـوچكتر از مقـدار WPα=ln(1)يـا WPα=ln(2) اگر چه مقدار پاياي ضريب شـدت تـنش بـراي،مثال

بسـيار WPα=ln(2) ضريب شدت تـنش بـراي حالـت ولي مقدار بيشينه.است WPα=ln(0.5)متناظر 

درPk گرمـايي تنش براي مقادير مختلف ضريب هدايت زماني ضريب شدت تغييرات. باشدبزرگتر مي

.داده شده است نشان)20-4(شكل 
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و WPE=ln(10) ،WPν=ln(1.2)،اينش صفحهكر.Pkضريب غيرهمگنيبرحسب گذرا ضرايب شدت تنش-20-4شكل
WPα=ln(2) 

باعث تاخير در رسيدن ضـريب شـدت تـنش بـهPkغيرهمگني كاهش ضريب،طبق اين نتايج

چون افـزايش،البته اين موارد دور از انتظار نيست.گرددمي مقدار حالت پاياو همچنين مقدار بيشينه

كاهش ضريب،علاوه بر اين. شودميk/ρc ضريب هدايت گرمايي موجب افزايش ضريب پخش حرارتي

و رفتار ترك در حالت گذرا WPk=ln(1)براي.گرددباعث افزايش مقدار بيشينه ميPk هدايت گرمايي

و به يك مقدار،در ابتداي اعمال شوك.است متفاوت پايا كاملاً مقدار ضريب شدت تنش افزايش يافته

ومي بيشينه مثبت ميسپس رسد آن.تحليل ترك است مسالهجا تا اين؛ يابدكاهش مسـاله، اما پس از

مي از نتايج.قابل تحليل استتماس مكانيك در حوزه  تغييرات ضريب هـدايت؛ توان نتيجه گرفتفوق

و گـاهي باعـث تغييـر ماهيـت قابل توجهي روي تغييراتگرمايي اثر زماني ضريب شـدت تـنش دارد

در شـكلρc غيرهمگنـي ضريب تنش برحسب تغييرات تغييرات زماني ضريب شدت.گرددمي مساله

تـنش در حالـت مقادير ضريب شـدت؛انتظار است همانطور كه مورد.نمايش داده شده است)4-21(

مقـدار همچنـين. نيـز قابـل مشـاهده اسـت)21-4(كه در شكل؛باشدميρc پايا مستقل از تغييرات

كميWPρc با افزايش به حالت پاياو رسيدن تنش زمان متناظر با مقدار بيشينه ضريب شدت بيشينه

.يابدافزايش مي
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 WPE=ln(10) ،WPν=ln(1.2)،اينش صفحهكر.Pρcضريب غيرهمگنيبرحسب گذرا ضرايب شدت تنش-21-4شكل
 WPα=ln(2)و

)22-4(تـنش در شـكل زماني ضريب شـدت لبه تركدار روي تغييرات اثر تغيير درجه حرارت

. يابـد مقدار ضريب شدت تـنش نيـز افـزايش مـي،T0-T1 با افزايش مقدار، طبق اين نتايج. آمده است

كه تنشـهاي گرددمياز دماي مرجع باعث ايجاد گراديان دماي بزرگتر كاهش بيشتر دماي لبه صفحه

،T0-T1 با افزايش همچنين زمان متناظر با رسيدن به مقدار بيشينه.حرارتي بزرگتري را نيز درپي دارد

.است تقريباً يكسانT0-T1براي تمامي مقادير به حالت پايا ولي زمان رسيدن.يابدافزايش مي

و WPE=ln(10) ،WPν=ln(1.2)،اينش صفحهكر. دماي لبه بدون تركبرحسب گذرا ضرايب شدت تنش-22-4شكل
WPα=ln(2) 
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 اي با تغيير تواني خصوصياتصفحه حاوي ترك لبه-4-4-2

ميلبه حاوي ترك)4-4(مطابق شكل Ni/TiC اي از جنسصفحه .شوداي درنظر گرفته

]Ni]20و TiCخصوصيات فيزيكي-1-4جدول

 ماده
مدول

الاستيسيته 
(GPa) 

ضريب
 پواسون

ضريب
انبساط 
 حرارتي

(10-6/K)

ضريب هدايت
گرمايي 
(W/(mK)) 

چگالي
(kg/m3)

گرماي ويژه
(J/(kgK)) 

TiC 320 195/04/71/254940 134 
Ni 206 312/03/135/908890 5/439 

و بصورت زير درx1 حرارتي در صفحه مطابق تابع تواني در جهتو خصوصيات مكانيكي تغيير

مينظر .شودگرفته

)4-45(
p)W/x))((E)W(E()(E)x( 11 00 −+=

پروفيل خصوصـيات كنندهكه بعنوان پارامتر تنظيم يك مقدار مثبت استp توان،در اين رابطه

؛دهنـده مـاده انتخـاب شـود اجزاي تشكيل تواند مستقل از خصوصياتميpپارامتر چون. رودبكار مي

همين سـببهب.پذيري قابل توجهي برخوردار استانعطافاز، تابع تواني در نمايش تغيير خصوصيات

مي FGM براي نمايش خصوصيات از اين تابع عمليدر بسياري از تحليلهاي  .شوداستفاده

در-23-4شكل pبرحسب توان FGPتغييرات كسر حجمي سراميك
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وpپارامتر،مواد1متناسب خصوصياتبراي بكار يكسان حرارتي براي تمام خصوصيات مكانيكي

بـهتمتفـاوتي نسـبpپارامتر تواندمي هر خصوصيت،2ولي در خصوصيات غيرمتناسب؛شودبرده مي

-ترك اعمـال مـي روي لبه بدون،شرايط مرزي حرارتي مختلفي در اين مثال،علاوه براين. بگيرد بقيه

مي،حرارتي منظور اعمال شوكهب.گردد سرديبطور ناگهان T1=0شود لبه تركدار تا دماي ثابتفرض

h=10 در لبه ديگر شرايط جابجايي با ضريب در حاليكه،شودمي W/(m2K)  محيطي به دمايباوT0

مذكور با فرض خصوصيات نتايج. آمده است)24-4(در شكل توزيع دماي گذرا در صفحه. برقرار باشد

به حالـت پايـا اثر شرايط مرزي جابجايي در زمانهاي نزديك.حاصل شده است p=5متناسب با مقدار 

.استددما مشهو بخوبي در توزيع

شدهبرحسب زمان نرماليزه FGPدر توزيع دماي گذرا-24-4شكل

و زماني ضريب شدت تنش را براي طولهاي مختلف تـرك تغييرات)26-4(و)25-4(شكلهاي

و تنش صفحهحالتهاي كرنش صفحه ضريب شدت تـنش تـا يـك،در اين حالت.دهندمي نشاناي اي

و سپس مقدار آن  مي سرعتبمقدار بيشينه افزايش يافته از. يابد تا به مقدار كمينه برسدكاهش پـس

ب ميبافزا پايا تا مقدار حالت تدريجه آن .يابدش

1- Proportional material 
2- Non-proportional material 
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و حالت كرنش صفحه TSIFتغييرات زماني-25-4شكل  p=5ايبراي طولهاي مختلف ترك

و حالت TSIFتغييرات زماني-26-4شكل  p=5اينش صفحهت براي طولهاي مختلف ترك

و زماني ضريب شدت تنش براي طولهاي مختلف ترك تغييرات)28-4(و)27-4(در شكلهاي

p( خطي خصوصيات ماده توزيع .نشان داده شده است) 1=

و حالت كرنش صفحه TSIFتغييرات زماني-27-4شكل p=1ايبراي طولهاي مختلف ترك
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و حالت TSIFتغييرات زماني-28-4شكل p=1اينش صفحهتبراي طولهاي مختلف ترك

شبيه تغييرات زماني آن بـراي تغييرات زماني ضريب شدت تنش براي تغيير خطي خصوصيات

تـا مقـدار كنـدترو سپس كاهش بيشينه به يك مقدار افزايش سريع.باشدخصوصيات نمايي مواد مي

براي طولهاي ترك كوتاهتر بيشـترو حالت پايا مقادير بيشينه.است روند كلي اين تغييرات پايا حالت

مي براي خصوصيات خطي مواد تركها در حالت پايا.است  كـه در شـكل نشـان داده نشـده شوندبسته

تر(زمان نسبي رسيدن به حالت پايا. است وpدر اين حالت در مقايسه با مقادير ديگر)كبسته شدن

. اي بزرگتر استبطور قابل ملاحظه p<1بخصوص

و، p=0.2با براي تغيير خصوصيات تغييرات زماني ضريب شدت تـنش بـراي طولهـاي مختلـف

و تنش صفحهصفحهحالتهاي كرنش  بـراي. نشان داده شده است)30-4(و)29-4(اي در شكلهاي اي

p=0.2 ًمي تا يك مقدار بيشينه نيز ضريب شدت تنش سريعا و سپس كاهش  تا ترك يابدافزايش يافته

اي بيشـتر تنش بطور قابل ملاحظه ضريب شدت براي طولهاي كوتاهتر ترك مقدار بيشينه.بسته شود

ا.است تركهـاي بـا طـول بطوريكـه.افتـد تفاق مـي كاهش بعدي مقدار ضريب شدت تنش نيز سريعتر

ميكوتاهت . شوندر زودتر بسته
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و حالت كرنش صفحه TSIFتغييرات زماني-29-4شكل p=0.2ايبراي طولهاي مختلف ترك

و حالت TSIFتغييرات زماني-30-4شكل p=0.2اينش صفحهتبراي طولهاي مختلف ترك

-بررسـي مـي در اين مرحله، اثر تغيير خصوصيات ماده روي تغييرات زماني ضريب شدت تنش

در نظر 0.2براي تمام خصوصيات ماده بجز خصوصيت مورد مطالعه، برابرpدر تمام حالتها، توان. شود

اي بدستو حالت كرنش صفحه a/W=0.3ضريب شدت تنش براي طول ترك نسبي. شودگرفته مي

بدليل نزديكي منحنيها بخصوص در منطقه رسيدن به مقدار بيشينه، مقادير محاسبه شده. آمده است

روي(pE)اثر تغيير توان پروفيل مدول الاستيسـيته. در نمودارها نشان داده نشده است DCTبا روش 

، مقدار ضـريبpEمطابق اين شكل، با افزايش پارامتر. آمده است)31-4(ضريب شدت تنش در شكل 

و بخصوص مقدار بيشينه آن، بطور قابل توجهي افزايش مي اما زمان رسيدن به مقدار. يابدشدت تنش

و بسته روي زمان رسيدنpEيعني پارامتر. تقريباً يكسان استpEشدن ترك براي تمام مقادير بيشينه

و يا زمان رسيدن به حالت پايا اثر ناچيزي دارد .به مقدار بيشينه
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 روي ضريب شدت تنش(pE)اثر تغيير توان پروفيل مدول الاستيسيته-31-4شكل

نشـان)32-4(روي ضريب شدت تـنش در شـكلpνاثر تغييرات توان پروفيل ضريب پواسون

و همچنـين زمـانpνطبق شكل مذكور، با كاهش پارامتر. داده شده است ، مقدار ضريب شدت تـنش

ميشدن ترك متناظر با بسته منجـر بـه افـزايش توزيـع ضـريبpνالبته كاهش پـارامتر. يابدافزايش

بسيار بهم p=5و p=1مقدار بيشينه ضريب شدت تنش براي حالتهاي. شودپواسون در كل صفحه مي

 روند تغييرات ضريب شدت تنش تا اندكي پس از زمـان مقـدار بيشـينه شـبيه تغييـرات. نزديك است

ن . مايي استضريب شدت تنش براي تابع

 روي ضريب شدت تنشpνاثر تغييرات توان پروفيل ضريب پواسون-32-4شكل

و)34-4(،)33-4(اثر تغيير خصوصيات گرمايي روي مقدار ضريب شـدت تـنش در شـكلهاي

مي)4-35( تغييرات ضريب شدت تنش گذرا برحسب مقـادير مختلـف)33-4(در شكل. شودبررسي

شكل مذكور، مقدار بيشينه ضريب شدت مطابق. نشان داده شده استPαتوان ضريب انبساط حرارتي 

از سوي ديگر، روند تغييرات ضريب شدت تنش بـه. بزرگتر از حالتهاي ديگر است Pα=0.2تنش براي 
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پس از رسيدن به مقـدار Pα=1و Pα=0.2مطابق شكل، ترك براي مقادير. كاملاً وابسته استPα مقدار

ضـريب شـدت تـنش پـس از رسـيدن بـه مقـدار Pα=5در حاليكه، براي مقدار.شودبيشينه بسته مي

مي محلي بيشينه، تا يك مقدار كمينه آن. شودكم بتدريج تا يك مقدار مثبت پايا افـزايش،اما پس از

.يابدمي

 تغييرات ضريب شدت تنش گذرا برحسب مقادير مختلف توان ضريب انبساط حرارتي-33-4شكل

. آمده است)34-4(اثر تغييرات ضريب هدايت گرمايي روي مقدار ضريب شدت تنش در شكل

و همچنين زمانPkمطابق اين شكل، با افزايش توان ، تأخيري در زمان وقوع رسيدن به مقدار بيشينه

از. گرمايي اسـت تابعي افزايشي از ضريب هدايتk/ρcضريب پخش. دهدرسيدن به حالت پايا رخ مي

بهمي بزرگتر مطابق با كسر حجمي بيشتر فلز با ضريب هدايت گرمايي Pk=0.2،طرفي باشد كه منجر

ي عـلاوه بـر ايـن، بـرا. اسـت Pk=5و Pk=1بيشتر بودن نسبي ضريب هدايت صفحه نسبت به مقادير 

و زمان بسته Pk=5مقدار .هاي ديگر استشدن ترك بزرگتر از حالتمقدار بيشينه ضريب شدت تنش

 اثر تغييرات ضريب هدايت گرمايي روي مقدار ضريب شدت تنش-34-4شكل
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و پـارامتر غيرهمگنـيتتغييرات ضريب شدت تنش نسب نشـان)35-4(در شـكلρcبه زمان

مي. داده شده است يشـينه ضـريب شـدت تـنشباثر چنداني روي مقـدارPρcدهد؛ مقدار نتايج نشان

.ندارد

و پارامتر غيرهمگني-35-4شكل ρcتغييرات ضريب شدت تنش نسبت به زمان

ايـن. يابـد افزايش مـيPρcهمچنين زمان متناظر با مقدار بيشينه ضريب شدت تنش با كاهش

. باشديم هاي ديگردر كل صفحه بيشتر از حالتρc، مقدار Pρc<1پديده قابل انتظار است؛ زيرا براي 

 اثر شرايط مرزي دمايي مختلف-4-4-3

تـنش مـورد زماني ضـريب شـدت اثر اعمال شرايط دمايي مختلف روي تغييرات،در اين بخش

و با پروفيل خطي خصوصـيات اي با يك ترك لبهصفحه.گيردبررسي قرار مي -ZrO2/Tiاز جـنس اي

6Al-4V مي مي. شوددر نظر گرفته بطـور ناگهـانيT1=0.15 T0 لبه حاوي ترك تا دمـاي،شودفرض

 توزيـع)36-4(در شكل. با محيط داراي انتقال حرارت بصورت همرفت استولي لبه ديگر. سرد شود

زمانهـاي بـرايT∞=T0دمـاي محـيطو h=1 W/(m2K)ضـريب همرفـت براي در صفحه دماي گذرا

.استمختلف رسم شده 
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 p=1براي ZrO2/Ti-6Al-4V توزيع دماي گذرا در صفحه-36-4شكل

اي دماي مذكور براي حالتهاي كرنش صفحه زماني ضريب شدت تنش متناظر با توزيع تغييرات

و برحسب طولهاي مختلف تـركو تنش صفحه نشـان داده شـده)38-4(و)37-4(در شـكلهاي،اي

.است

ايبراي كرنش صفحه ZrO2/Ti-6Al-4V تغييرات زماني ضريب شدت تنش در صفحه-37-4شكل

ايبراي تنش صفحه ZrO2/Ti-6Al-4V تغييرات زماني ضريب شدت تنش در صفحه-38-4شكل

و سپس كاهش مـي ابتدا مقدار ضريب شدت تنش سريعاً،طبق اين نتايج تـا يابـد افزايش يافته

مي.ترك بسته شود نهايتاً ). در شكل نشان داده نشـده اسـت( شوندتركهاي با طول بيشتر زودتر بسته

-تنش براي اعمال شرايط مختلف دمايي به لبـه بـدون زماني ضريب شدت تغييرات)39-4(در شكل 

.اي بدست آمده استكرنش صفحهو حالت a/W=0.3 نتايج براي طول ترك. آمده است ترك
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 تركب شدت تنش براي اعمال شرايط مختلف دمايي به لبه بدونتغييرات زماني ضري-39-4شكل

و در نظر گرفتن مقادير شرايط دمايي مختلف بصورت حالتهاي خاصي از شرط دمايي جابجايي

مي معادل عايق بودن h=0. زير اعمال شده استبصورت خاص براي ضريب جابجايي  باشـد لبه صفحه

ضريب جابجايي از آغاز اعمال شوك تـا رسـيدن. ثابت استمعادل شرط دما معلوم يا دما∞=hو نيز 

آن. تنش به مقدار بيشينه اثري ندارد مقدار ضريب شدت تنش براي شرط مرزي ضريب شدت،پس از

مي دما ثابت بـراي شـرط. گـردد در مقدار پاياني بزرگتر متوقف مـي اما در نهايت؛ يابدسريعتر كاهش

از؛تنش از همه كندتر است مرزي عايق تغييرات زماني ضريب شدت اما مقـدار حالـت پايـاي آن نيـز

.حالتها كوچكتر است بقيه

 اي صفحه مركب حاوي ترك لبه-4-4-4

 اي پيوسته خصوصياتقطعه هاي مواد مركب مستلزم لحاظ كردن طبيعتدر سازه تحليل ترك

مركب موجب ناپيوستگي هايسازه دهندههاي تشكيلفصل مشترك لايه. دهنده آن استمواد تشكيل

را شونددر خصوصيات مي ميهاحل مدل اين سازه در ناحيهو خطوط ناپيوستگي ضعيف .آورندبوجود

در،از طـرف ديگـر.روشهاي خاصي مثل روش پنـالتي اسـت لحاظ كردن آنها در مدل نيازمند كاربرد

 دهنـده آن سـاخته مـواد تشـكيلاز همگن مواد مركب هدفمند بين دو لايه لايهيك بسياري از موارد

آن طبيعتاًو شودمي تانژانـت تـابع، در هـر دو مـورد.شـود مـي در نظر گرفته هر سه لايه،در تحليل

تغييرات)40-4(در شكل. مناسبي بيان نمايد تواند تغييرات خصوصيات مواد را با دقتمي هيپربوليك

ميزو مدلسا هيپربوليك را براي مدلسازي مواد مركب تابع تانژانت .دهدي لايه مركب نشان
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 تغييرات تابع تانژانت هيپربوليك (b)مدلسازي لايه مركب با سه لايه (a)-40-4شكل

 كه يك لايـه از مـواد اي مركب از دو ماده مختلف در نظر گرفته شده استصفحه،اين مثال در

مي مركب هدفمند  خصوصيات مـاده بـا تـابع تغييرات،براي تمام صفحه. كندآنها را به يكديگر متصل

مي ترتيب زير تخمينتانژانت هيپربوليك به .شودزده

)4-46())((
2

)()0(
2

)0()()( 11 dxtanhWEEEWExE E +−++= η

تعيـينηE گذرا نيز توسـط پـارامتر اندازه ناحيه.كندمحل پرش را تعيين ميdپارامتره،در اين رابط

و شرايط مـرزي بـراي بارگـذاري، شكل ناحيه)41-4(و)40-4( در شكلهاي.گرددمي موقعيت ترك

و حرارتي حالت  .نشان داده شده است پاياگذرا

و شرايط مرزي صفحه مركب تحت بار حرارتي پايا-41-4شكل  هندسه، موقعيت ترك

و تنش صفحهتحليل براي حالتهاي كرنش صفحه هـاي زيـر انجـام اي با در نظر گرفتن دادهاي

.شده است
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a/W=0.1-0.3, H/W=2. 

d=-0.5, ηE=15, ην= ηα= ηk= ηρc=5 

(E (W), E (0))=(1,3), (ν (W), ν (0))=(0.1,0.3), 

(α (W), α (0))=(0.03,0.01), 

(k (W), k (0))=(3,1), (ρc (W), ρc (0))=(1,1) 

-كـه تطـابق قابـل شده اسـت مقايسه پايا با نتايج منتشرشده در حالت نتايج،)5-4(جدول در

.شودقبولي بين آنها ديده مي

 مقايسه ضريب شدت تنش حرارتي پايا در صفحه مركب با نتايج منتشرشده-5-4جدول
و كيم كي نتايج  طول ترك نوع تحليل]107[سي

DCT EDI 
1/0ايكرنش صفحه9101/08846/08713/0
1/0ايتنش صفحه8200/07971/07841/0
2/0ايكرنش صفحه1573/11351/11700/1

مي،و اعمال شوك حرارتي گذرا براي حالت بطـور T1=0 تـا،حاوي تـرك دماي لبه شودفرض

=T2؛ در حاليكه دماي لبه ديگر در دماي مرجع يابدناگهاني كاهش مي T0دمـاي توزيع.ماندباقي مي

پايـا دمـا در حالـت توزيـع. آمـده اسـت)42-4(شده در شكل نرماليزه برحسب زمان گذرا در صفحه

در،بـراين عـلاوه.دهـد طرفيني صفحه را نشان مـي بخوبي اختلاف ضريب هدايت گرمايي در دو لايه

مي، اين دو لايهنواحي همگن .باشدميمورد انتظار نيزكه؛باشدتوزيع دماي پايا خطي

 توزيع دماي گذرا در صفحه مركب-42-4شكل
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وضريب شدت تنش برحسب تغييرات -حالتهاي كرنش صفحه زمان براي طولهاي مختلف ترك

و تنش صفحه بهاي ،طبق ايـن نتـايج. نشان داده شده است)44-4(و)43-4(ترتيب در شكلهاي اي

مي تنش تا يك مقدار بيشينه ضريب شدت و سپس كاهش .ترك بسته شود يابد تا نهايتاًافزايش يافته

شدن ترك با افزايش طول زمان متناظر با بسته. افتدمي اتفاقترك براي تمام طولهاي ترك شدنبسته

.يابدترك افزايش مي

و حالت كرنش صفحه-43-4 شكل ايتغييرات ضريب شدت تنش برحسب زمان براي طولهاي مختلف ترك

و حالت-44-4 شكل اينش صفحهتتغييرات ضريب شدت تنش برحسب زمان براي طولهاي مختلف ترك
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 تعيين خصوصيات صفحه با مدل ميكرومكانيك-4-4-5

و ماكروسكوپي مواد مركب همواره يكي از مسايل مورد تخمين توجـه در ايـن خصوصيات موثر

مـوادك تعـدادي از مـدلهاي ميكرومكانيـ نيز بعنوان مواد مركب مـدرج FGMبراي.بوده است حوزه

مي براي تعيين خصوصيات1از مدل خودسازگار،در اين مثال.اندمركب توسعه يافته .شودماده استفاده

-مدل خودسازگار يك تخمين ساده براي خصوصيات موثر را بدسـت مـي؛كنداشاره مي2زوكر

روش در ايـن،بـراين عـلاوه.رودمـاده بكـار مـي سـازي مربـوط بـه توزيـع كه در مسايل بهينه؛دهد

كهمي طوري محاسبه خصوصيات ماده فا شوند و كدام فاز بعنوان مـاده از اينكه كدام ز بعنوان ماتريس

مي باشند؛ شوندهحل چـون كسـر. اهميت دارد FGMبخصوص براي اين نكته]. 108[ باشندمستقل

آنحجمي مواد تشكيل مي در محدوده دهنده .كندوسيعي تغيير

 بصورت تـابع تـواني در نظـر تغيير كسر حجمي سراميكمعمولا،متشكل از دو فاز FGMبراي

.شودمي گرفته

)4-47(Vc=1-(x1/W)p

آن كه  لبـه در اينجا.است گراديانپروفيل پارامتر تعيينpو طول تغيير خصوصيات ماده استW، در

x1=0 و متناظر با سراميك ،براي مـواد مركـب دو فـازي.متناظر با فلز خالص است لبهx1=W خالص

مي موثر ماده خصوصيات ].109و 108[ آيداز روابط زير بدست
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مي H=8Wو ارتفاعWبه عرض FGMاي از صفحه عددي،لمثابراي شود كـه در نظر گرفته

از دمـاي حـاوي تـرك كاهش ناگهاني دمـاي لبـه شرايط مرزي دمايي بصورت. است حاوي يك ترك

توزيع دمـاي)45-4( شكل. در نظر گرفته شده است در لبه ديگرو حفظ دماي مرجع T1=0تا مرجع

و اوليه ذكر شده در صفحه تحت گذرا .دهدمي را نشان شرايط مرزي

 با مدل خودسازگار FGPدر گذراتوزيع دماي-45-4شكل

بـراي طولهـاي)46-4(دماي فوق در شكل تنش متناظر با توزيع تغييرات زماني ضريب شدت

و .نشان داده شده استايكرنش صفحه حالت مختلف ترك

و حالت كرنش صفحه SIFتغييرات زماني-46-4شكل ايبراي طولهاي مختلف ترك

 تنش تا يك مقدار بيشينه در ابتداي اعمال شوك مقدار ضريب شدت،آمدهطبق نتايج بدست

ميو سپس بتدريجافزايش يافته سريعاً  مقدار بيشينه،البته براي طولهاي كوتاهتر ترك. يابدكاهش
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ببطور قابل ملاحظه و تر تركزرگاي بزرگتر از طولهاي همينطور نرخ زماني تغييرات نيز بيشتر است

.ضريب شدت تنش براي طولهاي بزرگتر بيشتر است پايا اما در حالت.است
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 فصل پنجم

 كنش براي تحليل شكست انتگرال برهم

 تابعيمواد مركب حرارتي



 حرارتي-تحت بار مكانيكي FGMشكست

 مقدمه-5-1

و كرنش حوزه نوك ترك با يك پـارامتر شكست، ميدان مكانيك تئوريهاي مرسوم در هاي تنش

و يا بازشدگي،Jمثل انتگرال  ميسطح ضريب شدت تنش يـك از طرف ديگر، عملاً.گرددترك تعيين

ناحيه ايننسبي به اندازه، آيد كه كاربرد پارامترهاي ذكر شدهميدر نوك ترك بوجود ناحيه پلاستيك

كه بصورت كوچك بودن ناحيه پلاستيك-1با فرض برقراري شرايط ناحيه تسليم كوچك. بستگي دارد

ط وولدر مقايسه با هاي مشخصه سازه داراي ترك، مثـل طـول تـرك، طـول سـازه در راسـتاي تـرك

مي ضخامت پا-شودتعريف تـوان بـراي رامترهاي ذكرشده بعنوان يك خصوصـيت مـاده را مـي يكي از

اما با فرض بـزرگ بـودن ناحيـه پلاسـتيك نـوك].107[ توصيف ميدانهاي حوزه نوك ترك بكار برد

و. نيسـتك ترك يك پارامتر كافينو، براي تعيين ميدانهاي حوزه2ترك از اينـرو، مطالعـات تجربـي

پارامتر دوم يكي از كميتهايي كه بعنوان.ه استشدانجام عددي براي توصيف اين ميدانها با دو پارامتر 

.باشدميT تنش الاستيك؛مطرح است شكست

و موازي با سـطح تـرك اعمـال مولفهTتنش اي از تنش با مقدار ثابت است كه در جبهه ترك

ومي و شكل و اندازه ناحيه پلاستيك شود مي نوك ترك پايداري بعلاوه، روي. كندچقرمگي را كنترل

بديهي است كه تحليل شكست با دو پارامتر اطلاعات كـاملتري. مسير رشد ترك اثر قابل توجهي دارد

. دهددر مورد نحوه گسيختگي سازه را بدست مي

.ت زير استنوك ترك در يك پيوستار جامد بصور ميدان تنش در حوزه

)5-1(ji
II

ij
/

II
I

ij
/

I T)(f)r(K)(f)r(K 11
2121 22 δδθπθπ ++= −−

1 - small-scale yielding (SSY) 

2 - large-scale yielding 
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 روي زاويـهTتـنش. مولفه تنش غيرتكين اسـت،Tو IIوI ضرايب شدت تنش مودKIIوKI،كه در آن

و رشد همچنين پايداري مسير ترك در ]. 111و 110[ ترك در بارگذاري مود مختلط تأثير دارد شروع

مي].112[ گيردقرار ميT تحت تأثير تنشI بارگذاري مود در،1دهدمطالعات نشان چقرمگـي سـازه

و انـدازه؛ دريافتند3و كارلسون2لارسون]. 113[ بستگي داردTاي به تنش حالت كرنش صفحه  شـكل

ه4بـتگن پـس از آن، ]. 114[ وابسـته اسـتTنوك ترك بـه مقـدار تـنش ناحيه پلاستيك 5نكـكو

حو پلاستيك-ميدانهاي الاستيك نكك اثرهو6دو]. 115[ زه نوك ترك را بررسي نمودنددو پارامتري

].116[ كردنـد پلاسيتك كامـل را مطالعـه-در مواد الاستيك روي ميدانهاي حوزه نوك تركTتنش 

و كردند كه بعنوان شاخصي بـراي ناحيـه تسـليم را ارائهQ-Jتئوري8و شي7ادد بعدها مـرز كوچـك

شدتسليم بزرگ در نظر تبديل آن به ناحيه و شي نشان دادند در تئوري اددهمچنين].117[ گرفته

Q-Jرامي در].118[و در كاربردهاي مهندسي بكـار بـرد اندازه گرفت توان چقرمگي مطالعـات فـوق

و همكارانش نيز با استفاده از روشهاي براي مواد همگن،.انجام شده است مواد همگن حيطه آيت الهي

تميدانهاي مستقيم در  و و مـود مخـتلط محاسـبهI را براي بارگذاريهاي مـودTتنش،غييرمكانتنش

بر مستقيم مثل روش روشهاي]. 119[ كردند  حـوزه نـوك شدهمحاسبه پايه استفاده از كميتهاي فوق

و تغييرمكان حوزه نوك تـرك ميدانهاي در عبارتهاي تحليلي،و بخصوص در راستاي ترك ترك تنش

و تغييرمكان حساسيت زيادي داردبه مقادير محاسبهاًو طبيعت بنا نهاده شده است  از اينرو.شده تنش

١

2 - Larsson 

3 - Carlson 

4 - Betegon 

5 - Hancock 

6 - Du 

7 - O'Dowd 

8 - Shih 
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 از فـرم وردشـي2و رادون1ليـورز.پايه انتگرالهاي پايستار مورد توجه قـرار گرفتنـد روشهاي انرژي بر

كه توسـطJاز انتگرال پايستار3فوري]. 120[ استفاده كردندTانتگرالهاي پايستار براي محاسبه تنش

J مسـتقل از مسـير انتگـرالو همكـارانش از5و كاردو]121[و همكارانش ارائه شده است4كيشيموتو

از].122[ند استفاده نمودIمود بار مكانيكي تحتTتنش براي محاسبه و همكارانش با اسـتفاده چن

].123[ بارگذاري محاسبه نمودندIرا تحت مودTتنش6ريلي-بتيو قضيهJانتگرال 

و شكسـت FGMپس از اينكـه كاربردهـاي را بسـرعت گسـترش يافـت مـود تـرين يـج بعنـوان

و. آغاز شـد FGM شكست اي روي مكانيكمطالعات گسترده گسيختگي اين مواد معرفي شد؛ ويليـامز

-متيـل روي يك نمونه حاوي ترك مايـل از جـنس پلـي] 124[و همكارانش8و يوكيو]110[7اوينگ

اما نتايج آزمايشها براي زاويه شروع ترك با نتايج حاصـل. يشهايي انجام دادندآزما (PMMA)9متاكريل

اثـر قابـل تـوجهيTاين تحقيقات، تنش طبق نتايج. از تئوري ماكزيمم تنش محيطي اختلاف داشت

در زاويه رشد ترك منجر به توسعه تئوري ماكزيممTلحاظ شدن اثر تنش. روي زاويه شروع ترك دارد

براي شكست تـرد مـواد. شده است 10يافتهبصورت معيار ماكزيمم تنش محيطي تعميمتنش محيطي 

 

1 - Leevers 

2 - Radon 

3 - Kfouri 

4 - Kishimoto 

5 - Cardew 

6 - Betti-Rayleigh reciprocal theorem  

7 - Ewing 

8 - Yukio 

9 - polymethyl-methacrylate 

10 - generalized maximum hoop stress criterion 
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. باشـد مـي1rcو اندازه ناحيه شكستTالاستيك خطي، معيار مذكور شامل ضرايب شدت تنش، تنش

و ابعاد قطعه، كوچك فرض ميrcالبته و2مطابق نتايج آزمايشگاهي چـو. شوددر مقايسه با طول ترك

 E=2.76با خصوصـيات فيزيكـي مـدول الاستيسـيته- PMMAهاي استاندارد براي نمونه] 125[3ژنگ

GPa تنش تسليم ،σy=55.2 MPa چقرمگي ،Kc=1.02 MPam½و ضريب پواسونν=0.33-انـدازه ناحيـه

،5و براي آزمايش شكست با كنترل كرنش rc≈0.5 mm،4شكست براي آزمايش شكست با كنترل تنش

در هـر دو حالـت، از انـدازهrcنكته قابل توجه، بزرگتر بـودن. بدست آمده است rc≈0.03 mm،5كرنش

و تحـت شـرايط كـرنش صـفحه   كـه بصـورت؛اي اسـت ناحيه پلاستيك نوك ترك براي شكست تـرد

rp=(Kc/σy)2/8π≈0.0187 mm مي . شودتعريف

و عددي براي بدست آوردنتاكنون و بخصـوص روشهاي تحليلي ضـريب پارامترهـاي شكسـت

نيز تـاTتنش،در اين مطالعات علاوه بر ضريب شدت تنش.ه استگسترش يافت FGMدر شدت تنش

در(σxx-σyy) را بـا اسـتفاده از اخـتلاف تنشـهاي عمـوديTتنش6بكر.حدي در نظر گرفته شده است

و پائولينو با كاربرد ]. 126[ محاسبه كرد (θ=0) راستاي ترك را بـرايTتـنش كنشانتگرال برهمكيم

و اثر آن را روي زاويه شروع رشد ترك بررسي نمودند  -كي]. 128و 127[بارگذاري مكانيكي محاسبه

و كيم نيز فرمولبندي نامتعادل انتگرال براي بارگذاري حرارتيTتنش را براي محاسبه كنشبرهمسي

و تـنش ضرايب شدت براي محاسبهJkهاي از انتگرالدگ]. 129و 107[بكار بردند FGMپايا در  تنش

TدرFGM ايـن روش نيـاز بـه محاسـبه امـا].131و 130[ كـرد تحت بارگذاري مود مختلط استفاده 

1 - fracture process zone size 

2 - Chao 

3 - Zhang 

4 - stress-controlled fracture 

5 - strain-controlled fracture 

6 - Becker 
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تغييرمكان نوك ترك نيز در نظـر بايد ميدانو همچنين ترك دارد چگالي انرژي كرنشي روي سطوح

 مكـانيكي تحت بار FGMدرTو همكارانش نيز از روش فوري براي تعيين تنش1اسلادك. گرفته شود

در روش مذكور انتگرال پايستاري بكار رفتـه اسـت كـه شـامل يـك انتگـرال ]. 132[ استفاده نمودند

و يك انتگرال روي كانتوري است كه به نوك ترك ميل مـي  محاسـبه انتگـرال پايسـتار. كنـد سطحي

و مرزي با مشكلات عددي همراه استمذكور با روشهاي عددي ناحيه حا. اي ، نسـبتIلـت مـود براي

IKaTB π=-كهbiaxiality ratio مي ميبعنوان يك پارامتر بدون-شودناميده شود كه بعد تعريف

و نوع بارگذاري بستگي دارد عـلاوه بـر ايـن، گراديـان. مستقل از اندازه بارگذاري است؛ اما به هندسه

.موثر استBنيز روي اندازه FGMخصوصيات فيزيكي 

و(كنش يك روش كارآمد براي محاسبه پارامترهاي شكست انتگرال برهم ضريب شـدت تـنش

در ايـن. د؛ كه براي مواد مركب هدفمند نيز قابـل كـاربرد اسـت باشمي در سيستمهاي خطي)Tتنش 

يك مواد مركب هدفمندبراي كنش برهم فصل، روش انتگرال و انتخابهاي مختلف ميدانهاي كمكي، با

و قابل توسعه براي برهم كنش خطي ميدانهاي ديگر فرمولبندي مي . گرددرهيافت واحد

و شـامل اين روش برپايه انتگرالهاي پايستار همراه با كاربرد ميدانهاي كمكي توسعه يافته است

: باشدمي زير روابط اساسي مكانيك جامدات

 رابطه تعادل-1

 روابط سازگاري-2

 رابطه ساختاري-3

1 - Sladek 
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و تنشامحاسبه پارامترهاي ضر كـنش نيازمنـد بـا اسـتفاده از انتگـرال بـرهمTيب شدت تنش

و ميـدان تـنش اسـت  در تحليـل. استفاده از ميدانهاي كمكي نظير ميدان جابجـايي، ميـدان كـرنش

ميمعمولاً از ميدانهاي كمكي،FGMمكانيك شكست  اما همانطور كـه بعـدا. شودمواد همگن استفاده

نقاشاره مي بسته بـه اينكـه كـدام يـك از قـوانين مكانيـك. يكي از قوانين بالا را در پي داردضشود؛

ميشود؛ يك فرمولبندي مستقل براي انتگرال برهمضجامدات نق . آيدكنش بدست

كنش مورد كاربرد بـراي مـواد همگـن، شكل كلي فرمولبنديهاي مذكور نسبت به انتگرال برهم

و ديگـري بـدليل نقـ-شامل دو ترم اضافي   يكـي از قـوانينضيكي ناشي از گراديان خصوصيات ماده

چگـونگي انتخـاب ميـدانهاي كمكـي بـراي)1-5(در جـدول. باشـد مـي-اساسي مكانيـك جامـدات

ن.فرمولبنديهاي مذكور نشان داده شده است ميضقسطر آخر جدول نيز قانون . دهدشده را نمايش

 چگونگي انتخاب ميدانهاي كمكي براي فرمولبنديهاي مختلف-1-5جدول

3فرمولبندي تانسور ثابت ساختاري2غيرسازگارفرمولبندي1فرمولبندي نامتعادل

uaux uaux uaux 

auxεauxσauxε

auxaux )( εσ xC=auxaux )( σε xS=aux
tip

aux εσ C=

0≠∇ aux.σaux
sym

aux u∇≠εtip)( CxC ≠

Ctip مي تفـاوت. آيـد تانسور ساختاري است كه با در نظر گرفتن خصوصيات ماده در نوك ترك بدست

Ctip وC(x)نشان داده شده است)1-5(در شكل .

1 - non-equilibrium formulation 

2 - incompatibility formulation 

3 - constant-constitutive-tensor formulation 
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C(x)و Ctipتفاوت تانسورهاي ساختاري-1-5شكل

كنش بطور طبيعـي در فرمولبنـدي ظـاهر ترمهاي اضافي حين عمليات بدست آوردن انتگرالهاي برهم

و نبايد حذف شوندمي aux(فرمولبندي نامتعادل، روابط سازگاري. شوند
sym

aux u∇=ε(و سـاختاري)

مي) ∇≠0(كند؛ ولي رابطه تعـادل را ارضاء aux.σ(فرمولبنـدي. كنـد مـيضرا نقـ

مي غيرسازگار و ساختاري را ارضاء aux(كند؛ اما رابطه سازگاري رابطه تعادل
sym

aux u∇≠ε(ميضنق-

و سازگاري را ارضاء مـي. شود نمايـد؛ امـا بطور مشابه، فرمولبندي تانسور ثابت ساختاري، روابط تعادل

و مستقل از مسيري كه بر مبناي فرضيات بالا انتگرالهاي پايستار. شودميضنق FGMرابطه ساختاري 

و تنش بدست مي و كاربرد آنها براي محاسبه ضريب شدت تنش .، موضوع اين فصل استTآيند

 ميدانهاي كمكي-5-2

و تـنشauxεكرنش،uauxكنش نيازمند كاربرد ميدانهاي كمكي جابجايي بكارگيري انتگرال برهم

auxσو يـا تـنش-ر برحسب نوع كميت مورد محاسبه ميدانهاي كمكي مذكو. است ضريب شدت تنش

T-مي . شودتعريف

تـوان بصـورت ميـدانهاي كمكـي را مـي. انتخابهاي مختلفي براي ميدانهاي كمكـي وجـود دارد

و يا عددي در نظر گرفت بطور معمـول ميـدانهاي كمكـي انتخـابي هـر سـه قـانون مكانيـك. تحليلي

 FGMدر حال حاضر، ميدانهاي كمكي با اين خصوصيت، بطور عددي بـراي. نمايندجامدات را ارضا مي

auxaux )( εσ xC=
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و كاربرد چنداني ندارندبا پروفيل خاص بدست مي نيز معمـولاً از ميـدانهاي تحليلـي FGMبراي. آيند

اما كـاربرد. شود كه براي مواد همگن تحت بار مكانيكي بدست آمده استحوزه نوك ترك استفاده مي

ميميدانهاي كمكي  نقمواد همگن كه بطور تحليلي بدست حـداقل يكـي از قـوانينضآيند؛ منجر به

و حرارتـي بصـورت. شودمكانيك جامدات مي ميدانهاي انتخابي مـذكور بـراي بارگـذاريهاي مكـانيكي

و ديناميكي قابل كاربرد مي . باشنداستاتيكي

 ميدانهاي كمكي ضريب شدت تنش-5-2-1

براي يك ترك تيز در مواد1ت تنش، معمولا از حل تحليلي ويليامزبمنظور محاسبه ضرايب شد

با در نظر گرفتن خصوصيات ماده در نـوك تـرك FGMميدانهاي مذكور براي. شودهمگن استفاده مي

دو)2-5(شكل. آيندبدست مي وو دستگاه FGMبعدي تركي در يك پيوستار هاي مختصات دكـارتي

.دهدقطبي نوك ترك را نشان مي

و ميدانهاي كمكي ضريب FGMپيوستار دوبعدي-2-5شكل و قطبي نوك ترك و دستگاههاي مختصات دكارتي شامل ترك

 شدت تنش

و تنش بصورت زير در نظر گرفته مي :شوندميدانهاي كمكي جابجايي، كرنش

1 - Williams 
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.]128[ شوندمي

بيهاي حاصل از اعمال يك بار نقطهميدان-3-5شكل بياي به نوك يك ترك نيمه - ميدان(نهايت همگن نهايت واقع در محيط

)Tهاي كمكي تنش
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و در راستاي آن اعمال ميfكه در آن، x1نيز مختصهd. گرددنيروي متمركزي است كه به نوك ترك

. ست كه در راستاي اين محور مقيد شده استااينقطه

 كنش فرمولبندي انتگرال برهم-5-3

و قابلكنش در واقع عبارت برهمانتگرال برهم قبول براي سازه كنش دو حالت بارگذاري مستقل

مياست كه در انتگرالحاوي ترك  در اين بخش روند بدست آوردن. آيدهاي پايستار الاستيسيته پديد

. شودانتگرال مذكور براي بارگذاري حرارتي بررسي مي

.براي يك ترك بدون اعمال نيرو به سطوح آن، بصورت زير استJفرم معمول انتگرال
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و دقيقبدليل محاسبه آسان انتگرالهاي سطح بصورت عددي، مناسب است انتگـرال خطـي تر تر

. اي معادل نوشته شودفوق بصورت يك انتگرال ناحيه

ايبه فرم ناحيهJ انتگرالتبديل فرم كانتوري-4-5شكل

ميبه يك فرم ناحيهJبراي تبديل فرم كانتوري انتگرال -اي معادل انتگرال كانتوري زير تعريف
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و فرض بدون تنش بودن سطوح ترك، رابطه فوق بصورت زير سـادهΓ0روي مرز q=0با توجه به اينكه

.شودمي
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.شودنيز بصورت زير حاصل ميMكنش انتگرال برهم

)5-17(

21

111

111

MM

dAq)Wuu(

dAq)Wuu(M

A j,j
int

,i
aux
ij

aux
,iij

A j,j
int

,i
aux
ij

aux
,iij

+=

−++

−+=

∫
∫

δσσ

δσσ

و بصورت زير تعريف مي شودتابع چگالي انرژي كرنشي Wintكه در آن، .مكانيكي برهم كنش است
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هـاي تـوان بصـورت عبـارت كنش را مـي هاي كمكي، فرم عمومي انتگرال برهمبسته به انتخاب ميدان

و قابل تفسساده .بيان نمودريتر

 فرمولبندي نامتعادل-5-3-1

ايـن. آيـد فرمولبندي نامتعادل در اين بخش بدست مـي كنش براساس فرم نهايي انتگرال برهم

روش بر اين اساس نامگذاري شده است كه شرايط تعادل براي ميدان كمكي انتخـابي در حالـت كلـي 

مي FGMميدان تنش كمكي انتخابي با استفاده از تانسور ساختاري. برقرار نيست -بصورت زير بدست

. آيد
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.با رابطه فوق تفاوت دارد
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مي هايمشتق . آيدميدان تنش كمكي انتخابي بصورت زير بدست
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مياما عبارت.صفر استدر اين رابطه، عبارت اول )17-5(در ادامـه، رابطـه. باشندهاي ديگر غيرصفر

. شودبراساس فرمولبندي نامتعادل ساده مي

و كمكي بصورت زير است . رابطه ساختاري براي بارگذاري واقعي
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FGM و توزيع دما تابع مختصه بصـورتx1نسـبت بـه Wintمشتق. هاي مكاني هستندخصوصيات ماده

.زير قابل بيان است
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.توان روابط زير را استخراج نمودمي،)25-5(و)23و22-5(از طرفي، با توجه به روابط
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و همچنـين رابطـه تعـادل و كمكـي و اعمال روابط سازگاري ميدانهاي اصـلي با جايگزيني رابطه فوق

.آيدمياي معادل بصورت زير بدست ميدان اصلي، فرم نهايي انتگرال ناحيه
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كنش بـراي مـواد همگـن انتگرال اول معادل انتگرال برهم. رابطه فوق شامل سه عبارت مشخص است

-اين عبارت در فرم ناحيـه. نسبت به مختصه مكاني است Wintعبارت دوم شامل مشتقات صريح. است

مي FGMبرايJاي انتگرال .آيدنيز بوجود

و كرنش مواد همگن براي مواد غيرهمگن عبارت سوم، ناشي از كاربرد ميدان كمكي تغييرمكان

و سوم بطور طبيعي در فرمولبندي انتگرال برهمعبارت. است و بـراي كنش ظـاهر مـي هاي دوم شـوند

درو همگرايي حفظ استقلال از سطح .نظر گرفته شوندانتگرال بايد

و كـيم فوق، انتگرال برهم كنش توسط كـي هاي كمكي به ترتيببا انتخاب ميدان ] 107[سـي

و تـنش. ارائه شده است تحـت بارگـذاري FGMدرTاز اين انتگرال براي محاسبه ضرايب شدت تنش

نظـر شـده در تحليل مذكور از اثر ترك روي تكيني شار حرارتي صرف. حرارتي پايا استفاده شده است

.است
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و سوم متناظر با مشتق صريح در )43-5(در رابطه) انتگرال دوم( Wintانتگرال دوم، عبارت دوم

. كرنش كل لازم است هايهاي كرنش مكانيكي با استفاده از مولفهدر رابطه اخير، محاسبه مولفه. است

مي r→0براي: كنش فوق كه شامل ترم نامتعادل باشدتگرال برهمعبارت ان . گردددر ادامه ثابت

از Cijkl(x)تانسور الاستيك شـود هستند كه فرض مي ν(r,θ)و E(r,θ)جمله شامل توابع خصوصيات ماده
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و مشتق مي. پذير باشندتوابعي پيوسته لـورن توان با استفاده از بسـط مـك بنابراين تانسور الاستيك را

.بصورت زير نمايش داد
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مي. شودصفر مي و. گيردبنابراين، عبارت سوم مورد بررسي قرار با توجه به اينكه ميـدانهاي جابجـايي

ب r(uaux,(ترتيب بصورته كرنش كمكي براي محاسبه ضريب شدت تنش
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 غيرسازگارفرمولبندي-5-3-2

aux=0(روابط تعادل غيرسازگار، در فرمولبندي
j,ijσو) با فـرض عـدم وجـود نيروهـاي كالبـدي

aux(رابطــه ســاختاري
klijkl
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ij )(S σε x=(ولــي رابطــه ســينماتيك. برقــرار اســت در ميــدان كمكــي
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ــرار نيســت )uu(/2(تغييرشــكل ديگــر برق aux
i,j

aux
j,i
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ij +≠ε.( ــط ــراي)26-5(و)23و22-5(رواب ب

مي غيرسازگارفرمولبندي  به شكل)26-5(در رابطهM2با توجه به روابط فوق، انتگرال.باشدنيز برقرار

.زير قابل بيان است
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و رابطه سازگاري براي ميدان اصلي، انتگـرال و كمكي با توجه به برقراري رابطه تعادل ميدانهاي اصلي

M2شودبصورت زير ساده مي.
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مي غيرسازگارعبارت سوم بخاطر -وجـود انتگـرال بـرهم. آيدبودن ميدان كرنش كمكي بوجود

مي r→0براي غيرسازگاركنش شامل عبارت auxعبارت. گردددر ادامه اثبات
,ijij 1εσتوان بصـورت را مي

.زير نوشت
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هستند كه بنابر فرضيات اوليه تـوابعي ν(r,θ)و E(r,θ)شامل توابع خصوصيات ماده ازجملهx(S(تانسور

و مشتق مي پذير در حوزهپيوسته مي. باشندنوك ترك توان بسط اين تانسور حول نقطه نـوك بنابراين

:ترك را بصورت زير نوشت
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ijkl θميصرفا توابع زاويه ب. باشنداي و كرنش ضريب شدت تنش ترتيـبه ميدانهاي جابجايي

r(uaux,(صورتهب
i θو),r(aux

ij θε قابل بيان است كه با توجه به آن، اثـر عبـارت سـوم بـراي−21

r→0 ازا عبارت : ست



 حرارتي-تحت بار مكانيكي FGMشكست

)5-65(

( ) ( )
( )( )

0
0

2123

0

10

110110

==

=

−=

−=−

→

−−

→

→

→→

∫ ∫
∫ ∫
∫ ∫∫

)r(Olim

qrdrd)r(O)r(O)r(Olim

qrdrdS),r(Slim

qrdrdulimqdAulim

r

rr

r

aux
,kltipijklijklijr

r

aux
,ij

aux
j,iijrA

aux
,ij

aux
j,iijA

θ

θ

θ

θ

θσθσ

θεσεσ

و كـرنش كمكـي بصـورتTبراي تنش r(lnuaux,(ميدانهاي جابجايي
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ij θε قابـل بيـان−1

.بصورت زير است r→0اثر عبارت سوم براي. است
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 فرمولبندي تانسور ساختاري ثابت-5-3-3

.0(فرمولبندي تانسور ساختاري ثابت، رابطه تعادل =aux
jijσبا فرض عدم وجود نيروي كالبدي (

)uu(/2(و شرايط سازگاري aux
i,j
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ij +=ε(مي نقض FGMاما رابطه ساختاري پيوستار. كندرا ارضا

رابطـــه FGMچـــون در حالـــت كلـــي بـــراي پيوســـتار. يعنـــي شـــود؛ مـــي

)()( xCC ijkltipijkl . شـود برقـرار مـي با توجه به توضيح فوق، رابطه. برقرار است≠

ا بنابراين، رابطه انتگرال برهم .ستكنش براساس فرمولبندي تانسور ساختاري ثابت بصورت زير
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و كمكي بدست آمده است و رابطه ساختاري ميدانهاي اصلي انتگرال. رابطه فوق با اعمال رابطه تعادل

و كرنش اصلي است كه بخاطر استفاده از ميدان كمكي برهم كنش فوق شامل گراديان ميدانهاي تنش

مي FGMهمگن براي پيوستار  و باعث بوجود و نهايتـاً كاهش دقت محاسـبه انتگـرال بـرهم آيد كـنش

. جملات عبارت مذكور بصورت زير قابل توضيح است. شودپارامتر شكست مي

tip
ijσو تانسور ساختاري همگن نـوك تـرك اسـت يعنـي؛حاصل از كاربرد ميدان كرنش اصلي

( ) aux
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ij C)x( εσ )عبارت.= )tip

ijij σσ و ميـدان تـنش كننده اختلاف ميدان تـنش بيان− اصـلي

x(aux(از طـرف ديگـر،. باشـد همگن فوق مي
ijσو تانسـور حاصـل از كـاربرد ميـدان كـرنش كمكـي

auxيعني؛است FGMساختاري 
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ij )x( σσ كننده اخـتلاف بيان−

و ميدان  مي FGMتنش ميدان تنش كمكي .باشدكمكي

)،)67-5( در رابطه )
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W).(در اين رابطه، int و تغيير دما شـامل عبارتهـاي زيـر Wintمشتق∂∂ نسبت به خصوصيات ماده

.است
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. ارائه شده است]32[با انتخاب ميدانهاي كمكي به ترتيب فوق، انتگرال برهم كنش توسط چن

و از اين انتگرال بمنظور محاسبه ضرايب شدت تنش براي يك ترك در فصل مشـترك هسـته همگـن

در تحليل مذكور از اثر ترك. ارتوتروپيك تحت بارگذاري حرارتي پايا استفاده شده است FGMپوشش 

ت .نظر شده استكيني شار حرارتي صرفروي
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و رابطه زير، انتگرال براي مـواد همگـن)80-5(با در نظر گرفتن تانسور ساختاري مواد همگن

.قابل كاربرد است

)5-81(ijij δαα =

مي Wintمشتق صريح .شودبه صورت زير بيان
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و دوم)82-5(و)81-5(با توجه به روابط از انتگـرال دوم در رابطـه) خط اول(، عبارتهاي اول

عبارتهـاي همچنـين،. است)67-5(و برابر با انتگرال دوم در رابطه Wint، معادل مشتق صريح)5-80(

و چهارم  . است)67-5(معادل انتگرال سوم در رابطه،)80-5(از انتگرال دوم در رابطه) خط دوم(سوم

. باشدبنابراين، انتگرال بدست آمده در اين بخش، معادل انتگرال ارائه شده توسط چن مي

بـراي ميـدانهاي. شـود در ادامه ثابـت مـي r→0براي،در رابطه فوق سوموجود عبارت انتگرال

r(uaux,(كمكي ضريب شدت تنش 
i θو),r(aux

ij θε ع−21 بصـورت r→0بارت دوم بـراي ترم اول از

. شودزير نوشته مي
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و كرنش كمكـي بصـورتTبراي تنش r(lnuaux,(ميدانهاي جابجايي
i θو),r(aux

ij θε قابـل−1

.بصورت زير است r→0دوم براي ترم اول از انتگرالاثر. بيان است
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 استخراج ضرايب شدت تنش-5-4

.بصورت زير قابل بيان است KIIوKIو ضرايب شدت تنشJرابطه بين انتگرال
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.است بصورت KIIوKIضرايب شدت تنش برحسبM، انتگرال بر هم كنش)14-5(به رابطه با توجه
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هم KIIوKI، ضرايب شدت تنش)IIوIمودهاي خالص(با انتخاب صحيح ميدانهاي كمكي از انتگرال بر

ميMكنش  .آيدبصورت زير بدست
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Tاستخراج تنش-5-5

. كنش قابـل اسـتخراج اسـت از انتگرال برهمT تنش،به نوك تركAبا فرض ميل كردن سطح

در)-2/1 مرتبـه(و جملات تكـين)و بالاتر2/1مرتبه(باعث حذف اثر جملات مرتبه بالا A→0فرض

. شودميTمحاسبه تنش

و نامتعـادل هـاي نشان داده شد؛ عبارت)43-5(با فرض فوق، همانطور كه در رابطه ، غيرسـازگار

ميبرهم هايانتگرال اختلاف تنشها در علاوه براين، عبارت شامل مشتقات صريح تـابع.دنشوكنش صفر

مدول الاستيسيته در نوك ترك،طبق فرضيات اوليه]. 104[گردد چگالي انرژي كرنشي نيز حذف مي

و مشتق لا. پذير استكراندار r(O(يعني؛باشندميrاز مرتبه مثبتµوλهمبنابراين، ضرايب αكـه
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.مشتقات صريح تابع چگالي انرژي كرنشي مكانيكي بصورت زير است
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در-5-6  گرماييهدايت مدلسازي ترك

در)2-5(همانطور كه در بخش و كرنش، شار حرارتي نيـز اشاره شد؛ علاوه بر ميدانهاي تنش

و بايد در مدلسازي عددي لحاظ شود تكيني شار حرارتي براي تركي با سـطوح. نوك ترك تكين است

و براي تركي با سطوح همدما برقرار است و شـار هرچند كه توزيع زاويه. عايق حرارتـي حـوزه اي دمـا

نوك ترك در اين دو حالت متفاوت است؛ مانند مدلسازي ترك در الاستيسيته، براي مدلسازي دقيقتر 

ميميدان دما از توابع غني -براي يك ترك با سطوح همدما تابع غنـي ]. 132[شود سازي زير استفاده

.سازي ميدان دما بصورت زير است
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در MLSبا توجه به خصوصيت بازتوليد تابع شكل و شرايط شـوك حرارتـي، هـر دو تـابع فـوق

ميسازي ميدان دما غني . روندبكار

 FGMيافته براي مدلهاي ميكرومكانيك توسعه-5-7

و يـك(در محدوده وسيعي FGMينكه كسر حجمي اجزاي تشكيل دهندهابا وجود ) بين صـفر

ميتغيير مي -توان با استفاده از مدلهاي ميكرومكانيك پيشكند؛ خصوصيات فيزيكي مؤثر اين مواد را
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در مسايل مكانيك شكست نياز بـه فرآينـدهاي حاصل شدهالبته براي كاربرد خصوصيات. بيني نمود

ميمشتق . باشدگيري عددي

مي FGMدر دهنده مطـابق يـك تـابع كسر حجمي اجزاي تشكيل؛شوددو فازي، معمولاً فرض

.كندتواني تغيير مي

)5-100(Vi=(x1/L)p

جزiانديس كه در آن، نيـز طـول منطقـه گراديـان مـاده راLو پـارامتر است1شدهء اضافهنشاندهنده

وx=0طبق رابطه. كندمشخص مي .خـالص اسـت شدهاضافهمعادل فازL=xمعادل فاز ماتريس خالص

 شـده اضـافه تغييرات كسر حجمي فاز)5-5( شكل.باشدپارامتر تعيين پروفيل گراديان ميp همچنين

. دهدنشان ميpدير مختلف توان را براي مقا

pشده برحسب توان تغييرات كسر حجمي فاز اضافه-5-5شكل

5/0 بين TiCi/Niبرايpبراي مثال، مقدار بهينه. كندپروفيل كسر حجمي را كنترل ميpتوان

يـك دهنده ماده بـا البته در مواردي نيز كسر حجمي اجزاي تشكيل.]133[ گزارش شده است7/0تا

مـين خـاطر، معمـولاً خصوصـياتهبـه. كنـد تغيير مـي نماييو صريح مثل تابع پيوسته تابع مشخص

 

1 - inclusion 
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گيـري عـددي شوند كه منجر به كاربرد مشتقفيزيكي ماده با فرض كسر حجمي گسسته محاسبه مي

. گرددبراي محاسبه مشتق خصوصيات فيزيكي مذكور نيز مي

 مدلهاي ميكرومكانيك انتخابي-5-8

بكار گرفتـه FGMبيني خصوصيات فيزيكي مؤثر در مدلهاي ميكرومكانيك مختلفي براي پيش

برشده توسـعه]135[ اسـاس رهيافتهـاي ديگـرو هم بـر]134[ اساس رهيافت كلاسيك اند كه هم

كا. انديافته دررالبته فرض اصلي در برد مدلهاي ميكرومكانيك كلاسيك براي محاسبه خصوصيات مؤثر

 FGMيااما مبناي تئوري كاربرد ايـن مـدلها بـر. است) RVE(1وجود المان حجمي نمونه،مركبمواد 

 RVEمفهـوم بنابر اين كند؛مي پيوسته تغييرفيزيكي بطور خصوصيات FGMدر!دقيقاً مشخص نيست

و-در ميان مدلهاي مرسوم براي مواد مركب، مدلهاي موري. يكتا نيست،FGMبراي يك پيوستار تاناكا

بنابراين، در اين بخـش،.دارنديرا با دقت قابل قبول FGMخودسازگار قابليت تخمين خصوصيات مؤثر 

س-از مدل موري و كرانهـاي هاشـين كـه تعمـيم-فازيهتاناكا، مدل -يافتـه مـدل خودسـازگار اسـت

شـ-تخمين واقعي از مدول الاستيستيه مواد مركب بدست مـي دهـد- اشتريكمن .ه اسـتداسـتفاده

و روابط كلي آنها در ضميمه .آورده شده است) الف(توضيح مختصري راجع به اين روشها

 اشتريكمن-هاي هاشينكران-5-8-1

و و پايين مدول الاسـتيك مـؤثر مـواد چنـد فـازي را بدسـت كران،اشتريكمن هاشين هاي بالا

نتـايج فـوق بـا كـاربرد اصـول تغييراتـي بـراي.]136[انـد تشكيل شده همگنآوردند كه از چند فاز 

شد همگنالاستيستيه  .ه استو غيرهمگن حاصل

و مدول برشي بصورت زير ارائه شده استبراي مواد دو فازي، كران .هاي مدول حجمي

1 - Representative Volume Element 
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سه-5-8-2  فاز مدل

س و بهمـين دليـل مـدل خـود]137[ حاصل تعميم مدل خودسازگار،فازهمدل سـازگار اسـت

نهايـت بـا ذره در يـك محـيط بـي شـود؛ فـرض مـي،در ايـن مـدل. شودميناميده نيز1تعميم يافته

مي. قرار داردخصوصيات نامعلوم  .]138[ شودمدول برشي از حل معادله درجه دوم زير حاصل
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,μ1) شـده اضـافه برحسب خصوصيات فازهـاي ذرهCوA،Bثابتهاي،كه در آن ν1)و مـاتريس(μ2, ν2)

مي. شودبيان مي .آيدمدول حجمي مؤثر نيز با استفاده از رابطه زير بدست
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 تاناكا-مدل موري-5-8-3

1 - generalized self-consistent 
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و كـرنش،مانند روش خودسازگارنيز تاناكا-در مدل موري ميـدانهاي ميـانگين محلـي تـنش

ميدهنده ماده مركب براي مربوط به اجزاي تشكيل ايده اصلي. رودتخمين خصوصيات مؤثر ماده بكار

و براي منظور كردن بر هم كنش ذرات نيز قابل توسعه است نتايج كاربرد. اين مدل كاملاً رياضي است

و بدون برهم كنش بصورت زير استبا در نظر گرفتن ذرات تاناكا-مدل موري .]139[ كروي
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 مثالهاي عددي-5-9

وTو تنش المان گلركين براي ارزيابي ضرايب شدت تنشروش بدون در صفحات حاوي تـرك

تغييـر،FGMدر مثالهـاي شـامل. بكار گرفتـه شـده اسـت در چند مثال يا حرارتي تحت بار مكانيكي

و يا يك مدل  مي ميكرومكانيكخصوصيات فيزيكي مطابق يك تابع پيوسته براي مدلسازي. شودفرض

و روش سازي كامل پايهغني پراش بهمراهو روشدترك از هر  مي LSMمبتني بر ها . شوداستفاده

 صفحه همگن تحت بار كششي-5-7-1

و عرض8بطول FGMاي از صفحه در نظر گرفتـهaاي بطول واحد شامل يك ترك لبه1واحد

و. شودمي بارگذاري مكـانيكي بصـورت تـنش كششـي ثابـت. عمود بر لبه آن استترك وسط صفحه

و بارگذاري مذكور در شكل. گردداعمال مي .نشان داده شده است)5-5(هندسه
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و بارگذاري صفحه ايزوتروپيك-5-5شكل ايحاوي ترك لبه هندسه

ضرايب. است مقايسه شده)2-5(نتايج حاصل با نتايج منتشر شده در مراجع مختلف در جدول

نتايج براي حالت كرنش.اندبا استفاده از انتگرال برهم كنش محاسبه شدهTو تنشIمود شدت تنش

و مقادير صفحه .اندبدست آمده LSMو با كاربرد روش W=1و H/W=8اي

 شدهبا مقادير گزارش صفحه ايزوتروپيكمقايسه نتايج-2-5جدول

IK/aTB π=T/σ a/KI π

a/W=0.3

شدهنتايج محاسبه3813/0-6129/0-6071/1  

3679/0-6105/0-6597/1Sutradhar & Paulino 
[102] 

3664/0-6141/0--Fett [140] 

3607/0-6142/0-6570/1Sham [141] 

a/W=0.5

شدهنتايج محاسبه1454/0-3895/0-6788/2  

1481/0-4184/0-8241/2Sutradhar & Paulino 
[102] 

1481/0-4182/0--Fett [140] 

1529/0-4314/0-8210/2Sham [141] 
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تغييرشكل صفحات حاوي ترك با طولهاي مختلف تحت كشش يكنواخت نشان)6-5(شكل در

. داده شده است

.a/W=0.3: چپ a/W=0.5: راست. يافته تحت كشش يكنواختصفحه ايزوتروپيك تغييرشكل-6-5شكل

 صفحه همگن تحت بار برشي-5-7-2

و عمود بر لبه در نظر گرفته شده استاي شامل يك ترك لبهصفحه لبه پاييني صـفحه بـه. اي

و ثابت شده است طول. قرار دارد τ=1 unitهمچنين، لبه بالايي تحت بار برشي يكنواخت. زمين متصل

در. در نظر گرفته شده است a=W/2=3.5 unitsو طول ترك W=7 units، عرض آن L=16 unitsصفحه 

و بارگذاري صفحه نشان داده شده است)7-5(شكل علاوه بر اين، مسـاله در حالـت كـرنش.هندسه

و با در نظر گرفتن صفحه .حل شده است ν=0.25و E=3 e7 unitsاي
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و بارگذاري صفحه همگن-7-5شكل .تحت برش هندسه

)3-5(بنديهاي مختلف در جدول براي گرهBو پارامترTتنش،Iضريب شدت تنش مود مقادير

.آمده است

و تنش نتايج-3-5جدول  در يك صفحه ايزوتروپيك تحت برشTضريب شدت تنش

IK/aTB π=T/τ a/KI π

)60×40بندي گره( نتايج3184/01985/30466/10

)46×36بندي گره( نتايج3145/01382/39786/9

 تحت بار مكانيكي دارحاوي يك ترك زاويه FGMازايصفحه-5-7-3

در. كنديك ترك مايل در يك پيوستار الاستيك دو بعدي، شرايط بارگذاري مختلط را مهيا مي

ميمحدود يك صفحه)8-5(شكل . دهدحاوي يك ترك مايل را نشان
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 حاوي يك ترك مايل FGMصفحه محدودو بارگذاري هندسه-8-5شكل

و به لبه بالايي مي بار اعمالي در راستاي عمودي شـرايط. گرددبصورت كشش يكنواخت اعمال

تغييرمكـان هـا روي ايـن لبـه بطوريكه براي تمام گـره.شودمرزي تغييرمكان به لبه پاييني اعمال مي

مـدول الاستيسـيته. علاوه بر اين، تغييرمكان افقي گره سمت راست نيز صفر است. عمودي صفر است

مي. E(0)=1بطوريكه.كندبطور نمايي تغيير مي هـاي ديگـر داده. شـود ضريب پواسون نيز ثابت فرض

: بصورت زير است

W.240اي، حالت تنش صفحه
a =،2=W

L3.0و=v.

 شدهبا مقادير گزارش حاوي يك ترك مايل ايزوتروپيكصفحه مقايسه نتايج-4-5جدول

IK/aTB π=T stress a/KI π

شدهنتايج محاسبه5484/07818/04257/1  

و پائولينو(روش المان مرزي775/0446/1- ])102[سوترادهار

و پائولينو(Jkروش انتگرال787/0451/1- )103[كيم [

و پائولينو( FEMدرMروش انتگرال764/0446/1- ])104[كيم

و دو فرمولبنـدي)5-5(در جدول پارامترهاي شكست براي تغييـر نمـايي مـدول الاستيسـيته

و غيرسازگار باهم مقايسه  .شده استنامتعادل
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 با تغيير نمايي مدول الاستيسيته حاوي يك ترك مايل FGPنتايج ضرايب شدت تنش براي-5-5جدول

IK/aTB π=T stress a/KI πروش 

 فرمولبندي نامتعادل5588/08486/05186/1
E(W)/E(0)=0.5 

 غيرسازگارفرمولبندي5270/07947/05081/1

 فرمولبندي نامتعادل5634/07460/03240/1

E(W)/E(0)=2 
 غيرسازگارفرمولبندي5623/07537/03405/1

و خصوصيات نماييبا ترك لبه FGM صفحه-5-7-4  تحت شوك حرارتي اي

در نظـر)9-5( مطـابق شـكلaاي به طـول يك صفحه از مواد مركب هدفمند شامل ترك لبه

كـه شـامل بندي كامل ناحيه حل نمـايش داده شـده اسـتهگر)وسط9-5( در شكل.شودگرفته مي

و 1695 ميگره ستاره40گره منظم آمده)چپ9-5( اي نوك ترك در شكلبندي ستارهگره.شوداي

.است

از-9-5شكل . بندي كل ناحيهگره: (b). هندسه صفحه تحت بارگذاري:  (a).حاوي ترك عمود بر لبه FGPنماي كلي

(c) :بندي نوك تركگره .

(a) (b) (c)
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و بدون تنش  قرار دارد كه شرايط مرزي دمـايي بـه سـطوحT0 در ابتدا صفحه در دماي ساخت

مي. گردداعمال مي شوك حرارتي بصورت كاهش.شوندسطوح ديگر از جمله سطوح ترك عايق فرض

دم جانبي ناگهاني دماي سطوح مي T(x1=W)=0.5وT(x1=0)=0.5ايصفحه از دماي مرجع تا .شوداعمال

.رسم شده است)10-5( توزيع دماي گذرا در صفحه برحسب زمان نرماليزه شده در شكل

 برحسب زمان نرماليزه شده FGMتوزيع دماي گذرا در صفحه-10-5شكل

و تنش و طول تركTمقادير ضريب شدت تنش با)9-5(در جدول a/W=0.5براي حالت پايا

كيمقادير گزارش و كيم شده توسط كي.، مقايسه گرديده است]107[سي و كيم با تحليـل نتايج سي

افـزار با استفاده از كد شخصي در نرم-و تحليل سه بعدي-FRANC2Dافزار با استفاده از نرم-دو بعدي 

MATLAB-اثالبته نتايج مذكور با صرف. بدست آمده است ر ترك روي ميدان دما بدسـت آمـده نظر از

 ]. 107[است



 حرارتي-تحت بار مكانيكي FGMشكست

با تغيير نمايي مدول عمود بر لبهحاوي يك ترك FGPبرايTو تنش نتايج ضرايب شدت تنشمقايسه-6-5جدول

 الاستيسيته

IK/aTB π=T stress 0K/KIروش 

 شدهنتايج محاسبه

 فرمولبندي نامتعادل3166/30593/00125/0

ايكرنش صفحه  غيرسازگارفرمولبندي7892/30611/00113/0

 تانسور ثابتفرمولبندي6901/30562/00107/0

 فرمولبندي نامتعادل8152/30478/00088/0

ايتنش صفحه  غيرسازگارفرمولبندي2284/40469/00078/0

 ثابتتانسور فرمولبندي6382/30442/00080/0

 شدهنتايج گزارش

66/3067/00128/0FRANC2D 
 اي كرنش صفحه

25/3060/00129/0FEA 3D 

58/3046/00090/0FRANC2D 
ايتنش صفحه

---FEA 3D 

-5(تا)11-5(براي طولهاي مختلف ترك در شكلهايIتغييرات زماني ضريب شدت تنش مود

و تانسور تنش ثابت انتگرال) 13 نشان داده شده است كه با كاربرد فرمولبنديهاي نامتعادل، غيرسازگار

و تنش صفحه اختلاف ضريب شدت تـنش محاسـبه. انداي بدست آمدهبرهم كنش براي حالت كرنش

بطوريكه اين مقـدار. دار بيشينه بيشتر از زمانهاي ديگر استشده با فرمولبنديهاي فوق در نزديكي مق

و غيرسازگار اسـت  . براي فرمولبندي تانسور تنش ثابت كمتر از مقادير متناظر فرمولبنديهاي نامتعادل

البتـه مقـدار پايـاي ضـريب. شودولي در حالت پايا مقادير ضريب شدت تنش به يك مقدار همگرا مي

. نامتعادل نزديكتر به مقادير گزارش شده است شدت تنش براي فرمولبندي
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براي فرمولبنديهاي مختلف انتگرال برهم كنش، حالت تنشIتغييرات زماني ضريب شدت تنش مود-11-5شكل

و صفحه  a/W=0.2اي

نشكربراي فرمولبنديهاي مختلف انتگرال برهم كنش، حالتIتغييرات زماني ضريب شدت تنش مود-12-5شكل

و صفحه  a/W=0.5اي

نشتبراي فرمولبنديهاي مختلف انتگرال برهم كنش، حالتIتغييرات زماني ضريب شدت تنش مود-13-5شكل

و صفحه  a/W=0.5اي
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مطابق اين نتايج، در ابتـدا مقـدار. آمده است)14-5(نسبت به زمان در شكلTتغييرات تنش

بTتنش  و سپس . يابـد سرعت تـا مقـدار حالـت پايـا كـاهش مـيه تا يك مقدار بيشينه افزايش يافته

شـبيهTرونـد تغييـرات تـنش. استIمشابه تغييرات ضريب شدت تنش مودTتنش تغييرات زماني

مطابق اين نتـايج،. اما زمان رسيدن به مقدار بيشينه آنها با هم متفاوت است. ضريب شدت تنش است

ر وTشد ترك در مقادير نزديك به بيشينه ضريب شدت تنش اتفاق بيفتد؛ تنش اگر روي زاويه رشـد

. حتي پايداري آن اثر بيشتري خواهد داشت

و نش صفحهكربراي فرمولبنديهاي مختلف انتگرال برهم كنش، حالتTتغييرات زماني تنش-14-5شكل اي
a/W=0.3 

اي در شـكلو حالت كرنش صفحهa/W=0.3 نسبت به زمان براي طول تركBتغييرات پارامتر

تا يـكBپارامتر مقدار با شروع اعمال شوك حرارتيمطابق اين نتايج،. نشان داده شده است)5-15(

و سپس  بهمقدار بيشينه افزايش يافته ،Bتغييـرات زمـاني پـارامتر. رسـد مقدار حالت پايا مـي بتدريج

طبـق ايـن. دهـد نسبت به نرخ تغييرات ضريب شدت تنش را نشـان مـيTرات تنش نسبت نرخ تغيي

. در مقايسه با ضريب شدت تـنش كوچـك اسـتTنتايج، در ابتداي اعمال شوك حرارتي مقدار تنش 

و با گذشت زمان، انـدازه تـنش بيشـتر ازTولي نرخ رشد آن بسيار بيشتر از ضريب شدت تنش است

. باشداندازه ضريب شدت تنش مي
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وبراي فرمولبنديهاي مختلف انتگرال برهم كنش، حالت كرنش صفحهBتغييرات زماني پارامتر-15-5شكل  اي
a/W=0.3 

و تـنش صـفحه براي حالتهاي كرنش صـفحهBتغييرات زماني پارامتر )16-5(اي در شـكل اي

طبـق. اندغيرسازگار بدست آمدهو فرمولبندي a/W=0.3 مقادير براي طول ترك. نشان داده شده است

، روند تغييرات پارامتر مذكور نيـز بـراي هـر دو حالـت تـنش بهـمBاين نتايج، علاوه بر مقدار پارامتر 

اي، نزديك بودن با توجه به كمتر بودن مقدار ضريب شدت تنش براي حالت تنش صفحه. نزديك است

اي نيـز بهمـان بـراي حالـت تـنش صـفحهT دهد مقدار تنشبراي دو حالت نشان ميBمقدار پارامتر 

.اي استنسبت كمتر از حالت كرنش صفحه

و هايبراي حالتBتغييرات زماني پارامتر-16-5شكل  a/W=0.3وغيرسازگار فرمولبنديهاي،ايكرنش صفحهتنش

 دار تحت شوك حرارتيحاوي يك ترك زاويه FGMاي از صفحه-5-7-5
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حاوي يك تـرك مايـل اسـت؛ تحـت)8-5(كه مطابق شكل FGMدر اين مثال، يك صفحه از

و بدون تنش. گيردشوك حرارتي قرار مي و شوك حرارتي قرار داردT0 در ابتدا صفحه در دماي ساخت

و چپ صفحه تا دماهاي ثابـت بصورت كاهش دماي لبه اعمـال T(x1=W)=0.2وT(x1=0)=0.5 هاي راست

با. شودمي و براي حالت كرنش صفحهبراي يك صفحه همگن اي، مقـادير پارامترهـاي خصوصيات زير

. آمده است)7-5(شكست در جدول 

E = 1e3, ν = 0.3, 

α = 0.01, 

k = 1, ρc = 1. 

 پارامترهاي شكست براي صفحه همگن حاوي ترك مايل تحت شوك حرارتي-7-5جدول 

 زمان نرماليزه

 فرمولبندي غيرسازگار فرمولبندي نامتعادل

KI KII 
T

stress 
B KI KII 

T
stress 

B

4-10 0777/0 0731/0- 2173/1 2208/8 0777/0 0731/0- 2158/1 2103/8

3-10 1909/0 0014/0 0479/1 8794/2 1909/0 0014/0 0470/1 8770/2

2-10 4286/0 0872/0 9506/1 3869/2 4286/0 0872/0 9486/1 3846/2

1-10 2445/0 0818/0 5671/0 2167/1 2445/0 0818/0 5662/0 2149/1

مطابق اين نتايج، روند كلي تغييرات ضرايب شدت تنش در زمانهاي مندرج در جدول شبيه هم

و سپس كاهش است و كمينـهTتغييرات تنش.و بصورت افزايش ابتدايي بصورت نوسان بين بيشـينه

درTبطوريكه مقدار تنش. يابدبا گذشت زمان كاهش ميBاما پارامتر. محلي در زمانهاي مذكور است

دهد نرخ رشـد نشان ميBروند تغييرات پارامتر. است 10-4مقدار آن در زمان%75حدود 10-3زمان 

علاوه بر ايـن، در لحظـات. يابدنسبت به نرخ رشد ضريب شدت تنش به مرور زمان كاهش ميTتنش 
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مي IIاوليه ضريب شدت تنش مود و پس از آن مثبت ت عبارت ديگر، جهت حركـبه. گرددمنفي است

براي هـر دو فرمولبنـدي،. شودسطوح ترك رويهم در زمانهاي ابتدايي اعمال شوك حرارتي عوض مي

را 10-2نيز حداقل دقتTمقادير تنش. انطباق دارند 10-3مقادير ضرايب شدت تنش با حداقل دقت 

ي توزيع دماي گـذرا در صـفحه همگـن بـراي زمانهـا)19-5(تا)17-5(در شكلهاي. دهندنشان مي

اثر وجود ترك عايق در توزيع محلي دما در حوزه نوك ترك بخـوبي. آمده است 10-1تا 10-4نرماليزه

.مشهود است

 10-3توزيع دماي گذرا در صفحه همگن در زمان نرماليزه-17-5شكل

 10-2توزيع دماي گذرا در صفحه همگن در زمان نرماليزه-18-5شكل
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 10-1توزيع دماي گذرا در صفحه همگن در زمان نرماليزه-19-5شكل

 توزيع دماي گذرا در صفحه همگن در حالت پايا-20-5شكل

و تـنش FGMبا فرض تغييرات نمايي مدول الاستيسيته در صفحه ، تغييرات ضريب شدت تنش

Tو براي حالت كرنش صـفحه )9-5(و)8-5(اي، در جـدولهاي در زمانهاي مختلف با خصوصيات زير

در. تفاوت خصوصيات فيزيكي در اين دو مثال، ضريب تغييرات مـدول الاستيسـيته اسـت. آمده است

روند كلي تغييرات پارامترهاي شكست در اين حالت نيز شبيه صفحه. فرض شده است KE=2حالت اول

. باشدهمگن مي

(E (W), E (0))= (1, 2) 1e3, 

(ν (W), ν (0))= (0.3, 0.3), 

(α (W), α (0))= (0.01, 0.009), 

(k (W), k (0))= (2, 1),  

(ρc (W), ρc (0))= (1, 1). 
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 تحت شوك حرارتيو حاوي ترك مايل FGMپارامترهاي شكست براي صفحه-8-5جدول

 زمان نرماليزه

 فرمولبندي غيرسازگار فرمولبندي نامتعادل

KI KII 
T

stress 
B KI KII 

T
stress 

B

4-10 1301/0 0536/0- 4103/1 6881/5 1363/0 0585/0- 4307/1 5066/5

3-10 3100/0 0845/0 5407/1 6068/2 3292/0 0803/0 5708/1 5026/2

2-10 5516/0 1670/0 5397/2 4154/2 5960/0 1552/0 5983/2 2867/2

1-10 1537/0 0285/0 0095/0 0325/0 1686/0 0245/0 0287/0 0894/0

.در نظر گرفته شده است KE=0.5در حالت دوم

(E (W), E (0))= (1, 0.5) 10e3, 

(ν (W), ν (0))= (0.3, 0.3), 

(α (W), α (0))= (0.01, 0.009), 

(k (W), k (0))= (2, 1),  

(ρc (W), ρc (0))= (1, 1). 

 تحت شوك حرارتيو حاوي ترك مايل FGMپارامترهاي شكست براي صفحه-9-5جدول 

 زمان نرماليزه

 فرمولبندي غيرسازگار فرمولبندي نامتعادل

KI KII 
T

stress 
B KI KII 

T
stress 

B

4-10 0611/0 0591/0- 7848/0 7367/6 0598/0 0513/0- 7785/0 8305/6

3-10 1534/0 0085/0- 8547/0 9220/2 1470/0 0065/0- 8430/0 0077/3

2-10 3192/0 0207/0 4908/1 4502/2 3006/0 0182/0 4570/1 5426/2

1-10 0992/0 0044/0 0281/0 1486/0 0929/0 0032/0 0268/0 1512/0
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بخصوص ضريب شدت تـنش. نسبت به صفحه همگن كمتر است FGMدفت نتايج براي صفحه

ــود  ــاIIمـــــــــــــ ــه بـــــــــــــ ــود كـــــــــــــ ــاي مـــــــــــــ ه در زمانهـــــــــــــ

190190190190190190190190190190190190190190190190190190190190190
190190190190190190190190190190190190190190190190190190190190190
190190190190190190190190190190190190190190190190190190190190190
190190190190190190190190190190190190190190190190190190190190190
190190190190190190190190190190190190190190190190190190190190190
. شـود گذشت زمان اختلاف مقادبر آن براي فرمولبنديهاي مختلف بيشتر مـي 190190190190190

. انطباق بهتري استTو تنشIاما دقت ضريب شدت تنش مود

مـدلهاي-تحـت بـار مكـانيكي دار حـاوي يـك تـرك زاويـه FGMاي از صفحه-5-7-6

 ميكرومكانيك

در كشـش يكنواخـت بارگذاري تحت FGMمحدود يك ترك مايل در يك صفحهدر اين مثال،

و خصوصيات فيزيكي مـوثر در ايـن صـفحه بـا.داده شده استنشان)8-5(در شكل نظر گرفته شده

و. استفاده از مدلهاي ميكرومكانيك بدست آمده است ضـريب پواسـون مـوثر بـراي مدول الاستيسيته

سه-مدلهاي موري و كرانهاي هاشينتاناكا، نشان داده)22-5(و)21-5(اشتريكمن در شكلهاي-فاز

. هاي زير استفاده شده استاي از دادهبراي تحليل شكست در حالت تنش صفحه. شده است

(E (W), E (0))= (1, 3), 

(ν (W), ν (0))= (0.3333, 0.2), 
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 براساس مدلهاي مختلف ميكرومكانيك FGMتغييرات ضريب الاستيسيته در صفحه-21-5شكل

و-مطابق شكل مذكور، تغييرات ضريب الاستيسيته در كل صفحه بـراي مـدلهاي مـوري تاناكـا

و پايين هاشينسه علاوه بـر ايـن، تغييـرات ضـريب. اشتريكمن قرار دارد-فاز در محدوده كرانهاي بالا

تغييـرات. اشـتريكمن منطبـق اسـت-هاشـين تاناكا بر كران پـايين-صل از مدل موريالاستيسيته حا

مي-ضزيب پواسون نيز به كرانهاي هاشين اما در اين مورد كران پايين مقـادير. شوداشتريكمن محدود

و پايين مدول برشـي. دهدبيشتري را نسبت به كران بالا مي در واقع كرانهاي مذكور بعنوان حدود بالا

م مي. انددول حجمي تعريف شدهو و ضريب پواسون با استفاده از روابط زير حاصل -مدول الاستيسيته
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 براساس مدلهاي مختلف ميكرومكانيك FGMدر صفحه پواسونتغييرات ضريب-22-5شكل

طبـق نتـايج زيـر، مقـادير. آمده اسـت)10-5(براي اين صفحه، پارامترهاي شكست در جدول

و تنش  علت ايـن امـر، اخـتلاف نـاچيز. براي مدلهاي مختلف بهم نزديك استTضرايب شدت تنش

پ و ضريب ميپروفيل مدول الاستيسيته علاوه بر اين، ضريب شـدت. باشدواسون براي مدلهاي مختلف

 IIاما ضريب شدت تـنش مـود. براي فرمولبنديهاي مختلف با هم انطباق قابل قبولي دارندIتنش مود 

. با هم اختلاف دارند%8حدودTو تنش%5حدود

محاوي ترك مايل FGMپارامترهاي شكست براي صفحه-10-5جدول  يكرومكانيكو مدلهاي

مدلهاي

 ميكرومكانيك

 فرمولبندي غيرسازگار فرمولبندي نامتعادل

KI KII 
T

stress 
B KI KII 

T
stress 

B

اشتريكمن-نهاشي

 كران بالا
5355/1 6551/0 8599/0 5600/0 5242/1 7023/0 7849/0 5150/0

 اشتريكمن-هاشين

 كران پايين
5263/1 6507/0 8502/0 5570/0 5147/1 6954/0 7822/0 5164/0

5263/1 تاناكا- موري 6507/0 8502/0 5570/0 5147/1 6954/0 7822/0 5164/0

5344/1 فازسه 6545/0 8586/0 5595/0 5229/1 7017/0 7839/0 5148/0
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 حرارتي-تحت بار مكانيكي FGMشكست

 فصل ششم

و پيشنهادهانتيجه  گيري
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 مقدمه-6-1

و تنش Tدر اين پايان نامه، شكست مواد مركب هدفمند بصورت محاسبه ضرايب شدت تنش

و حرارتي در نظر گرفته شدهيدو بعدحالتدر مسائل. بررسي شده است و تحت بارگذاري مكانيكي

در. است و علاوهمشامل مسائلپارامترهاي شكست نيز با كاربرد روش انتگرال برهم كنش ود مختلط

درJروش انتگرال بر آن، .شكست محاسبه شده استIودمشامل مسائلو همبستگي تغييرمكانها

درترموالاستيك با كاربرد روش بدون/مدل گسسته مسأله الاستيك  بعدهاي المان گلركين فقط

سازي حوزه نوك ترك براي رصد مناسب مدلسازي ترك شامل فرآيند غني. حاصل شده است مكاني

درتكيني ميدانهاي  با ترموالاستيك و اعمال ناپيوستگي متغير ميدان در سطح ترك اين ناحيه

البته در روشهاي. اي انجام شده استو با استفاده از مجموعه بردارهاي مرتبه EFGروشهاي مرسوم در 

در. اي براي اعمال روش استفاده شده استنيز از پارامترهاي مجموعه بردارهاي مرتبه EFGمرسوم 

-معادله هدايت گرمايي گذرا بصورت نيمهك كه بصورت خطي در نظر گرفته شده؛رموالاستيت مسائل

المان گلركين بصورت يك دستگاه ابتدا اين معادله با اعمال روش بدون. تحليلي حل شده است

سپس با استفاده از روش تحليلي تجزيه. آمده است معادلات ديفرانسيل مرتبه اول خطي در فضا در

حلم . دستگاه مذكور نسبت به زمان بدست آمده است ودي،

وJاز روش انرژي انتگرال. رهاي شكست با روشهاي مختلفي انجام شده استتمحاسبه پارام

استفاده شدهIودمروش مستقيم همبستگي تغييرمكانها بمنظور بدست آوردن ضريب شدت تنش

نيمبراي محاسبه پارامترهاي شكست در حالت. است ز روش انتگرال برهم كنش براي ود مختلط

از هم نامتعادل،لتوسعه يافته است كه حاصل آن سه فرمولبندي مستق FGMبارگذاري حرارتي

و تانسور ثابت الاستيك مي فرمولبنديهاي مذكور ناشي از انتخابهاي متفاوت ميدانهاي. باشدناسازگار

و  مير يك نسبت به انتگرال برهم كنش مواد همگنهكمكي هستند باشند؛ يك داراي دو ترم اضافي

و ترم ديگر-آيدنيز بوجود ميJآن يك ترم در انتگرال شبيهكه-ترم بخاطر گراديان خصوصيات ماده 
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البته ترمهاي اضافي مذكور بطور طبيعي. است FGMبدليل كاربرد بخشي از ميدان كمكي همگن براي

ميبرهم كنش انتگرال در جريان بدست آوردن روابط  و براي حفظ استقلال از سطحايجاد مسير/شوند

.نظر گرفته شوند انتگرال برهم كنش بايد در

ا FGMتغيير خصوصيات فيزيكي مدل شده استز توابع پيوسته مثل تابع نماييهم با استفاده

 FGMو هم با استفاده از چند مدل ميكرومكانيك مواد مركب بيان شده كه در مراجع مختلف براي 

حرارتي برايIهمچنين اثر تغيير خصوصيات فيزيكي، روي ضريب شدت تنش مود. اندعه يافتهتوس

. توابع پيوسته مورد بحث قرار گرفته است

 نتايج-6-2

مدلسازي ترك در مواد مركب هدفمند تحت بار حرارتي با استفاده از روش بدون المان-1

منجر به نتايج با دقت قابل ) XFEMو FEMنسبت به روش(بندي نسبتاً درشت گلركين با گره

.گرددقبول مي

مستقيم همبستگي تغييرمكانها نيز مانند روشهاي انرژي، روشسازي نوك تركبا كاربرد غني-2

ميوJانتگرال  . باشدانتگرال برهم كنش براي محاسبه ضريب شدت تنش قابل استفاده

ث افزايش قابل توجه پارامترهاي شكست اعمال بار حرارتي گذرا بصورت شوك سرمايشي، باع-3

و يا منفي باشندعلي. گرددمي . رغم اينكه ممكن است اين پارامترها در حالت پايا صفر

دابنابراين براي سازه  گذرا تحليل مسأله در حالت؛ندرهايي كه تحت بار حرارتي گذرا قرار

. لازم است

رتي روي مقادير ضريب شدت گراديان خصوصيات فيزيكي ماده بخصوص خصوصيات حرا-4

مي. تنش اثر قابل توجهي دارند از FGM توان براي طراحياز اين مسأله و يا حتي موادي كه

در برابر شكست حرارتي؛باشندميمتغير از نظر خصوصيات حرارتيو نظر الاستيك همگن

.دنمواستفاده 
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و تنش-5 . باشدميTانتگرال برهم كنش يك ابزار كارآمد براي محاسبه ضرايب شدت تنش

شكست، نتايج حاصل از انتگرال برهم كنش دقت بهتري نسبت بهIبطوريكه در حالت مود

انتگرال برهم كنش،بعنوان ميدان كمكيIبا كاربرد ميدان اصلي مود( دارندJنتايج انتگرال 

).گرددميJ تبديل به انتگرال

نسبت به مواد همگن، منظور نمودن آن در تحليل FGMدرTبا توجه به بزرگتر بودن تنش-6

.ترك مثل محاسبه زاويه رشد ترك اهميت بيشتري دارد

و تنش-7 - دهد؛ دقت ضرايب شدت تنش محاسبهنشان ميTنتايج محاسبه ضرايب شدت تنش

.استTشده با فرمولبنديهاي مختلف بيشتر از دقت تنش

 پيشنهادات-6-3

مي ترموالاستيكدر حوزه-1 توان اثر ترم اينرسي را روي پارامترهاي شكست محاسبه خطي

براي تركهاي.پذير استالاستوديناميك با روش تجزيه مودي بسادگي امكانحل معادله. نمود

. باشدساكن، نيز انتگرال برهم كنش شامل يك ترم اضافي مي

براي FGMبمنظور توسعه انتگرال برهم كنش براي بارگذاري حرارتي روش مورد استفاده-2

بطور كلي برهم كنش ميدانهايو3فروالكتريكو2، مگنتوالكتروالاستيك1مواد پيزوالكتريك

و همچنين  مي-شكست الاستيك حالتهاي ساده برايخطي .باشدپلاستيك نيز قابل توسعه

در-3 يافته با استفاده از قوانين تعميمTو تنش با محاسبه ضرايب شدت تنش FGMرشد ترك

. پذير استامكان)Tشامل تنش( FGMرشد ترك در 

1 - piezoelectric 

2 - magnetoelectroelastic 

3 - ferroelectric 
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ئمضما
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 ضميمه الف

 FGMمرور چند مدل ميكرومكانيك
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 مقدمه-1-الفض

و قابل ، يكي از مباحث مورد توجه در تئوري مـواد مركـب گيرياندازهتخمين خصوصيات مؤثر

و كسر حجمي فازهاي تشكيل؛اشدبمي -دهنده ماده مركب بيـان مـي كه معمولاً برحسب خصوصيات

-بيني خصوصيات الاستيك مـواد مركـب پايـه مدلهاي تئوري ميكرومكانيك متنوعي براي پيش. گردد

و بكار گرفته شده توسط محققـينكه-چند مدل ميكرومكانيك مواد مركب،در اين بخش. اندگذاري

ميبطور اجمالي-اندر گرفته شدهبكا FGMsبراي  . شودمعرفي

و توسط روسكو2توسط بروگمن1روش ديفرانسيلي ايده اصلي.]141[ تصحيح شد3معرفي شد

شـونده در آن اضـافه روش مذكور، در نظر گرفتن ماده مركب بعنوان يك مخلوط رقيق است كه ذرات 

و پايين خصوصـ. روي يكديگر كنشي ندارند ت مـؤثر يـك مـاده مركـب همگـن توسـطياكرانهاي بالا

نيز علاوه بر توسعه كاربرد روابط مذكور، آنها را تصحيح6والپل]. 136[ارائه شد5منكاشتريو4شينه

از اين روش براي مدلسازي9كرونر]. 143[معرفي شد8توسط هرشي7روش خودسازگار]. 142[نمود 

روش خودسـازگار بـراي پيوسـتارهاي همچنـين. استفاده نمـود 10مدلسازي رفتار مواد چندكريستالي

 

1 - differential method 

2 - Bruggeman 

3 - Roscoe 

4 - Hashin 

5 - Shtrikman 

6 - Walpole 

7 - self-consistent method 

8 - Hershey 

9 - kroner 

10 - polycrystalline 
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3فـازي مدل سـه. گسترش يافته است] 145و 109[2و هيل] 144[1چندفازي نيز توسط بوديانسكي

روش ]. 137[فرمولبندي شـده اسـت5و لو4خودسازگار توسط كريستنسنبعنوان تعميم مدل3فازي

و تاناكا معر6تاناكا-موري بر. بازنگري شده است7و توسط بنونيست] 138[في نيز توسط موري علاوه

و بـا هـم مقايسـهو همكارانش مدلهاي ميكرومكانيك فوق را مورد بررسـي قـرار8، هوانگبر اين داده

و ونگ. اندنموده  ]. 146[اند نيز مدلهاي فوق را براي پيوستارهاي شامل ترك گسترش داده9هوانگ

ي. اما موضوع مواد مركب هدفمند متفاوت است باشـند كـهك يا چنـد فـاز مـي اين مواد شامل

ــر  ــي متغيـ ــر حجمـ ــه(داراي كسـ ــبت بـ ــهنسـ ــاني مختصـ ــاي مكـ ــتند) هـ ــوزه. هسـ  در حـ

سـازي كـه از همگـن–معمولاً پاسخ يك سيسـتم ماكروسـكوپي همگـن ماكرومكانيك،/ميكرومكانيك

مي-سيستم ميكرومكانيك اصلي بدست آمده است شود كه برحسب پارامترهاي ترموالاستيكي توصيف

ابراي  مي 10لمان حجمي نمونهيك ال. گرددتحت ميدانهاي ترموالاستيك يكنواخت ارزيابي مانهـاي اما

و تحــت ميــدانهاي غيريكنواخــت حجمــي مــذكور بــراي سيســتمهاي شــامل كســر حجمــي متغيــر

. براحتي قابل تعريف نيست،ترموالاستيك

1 - Budiansky 

2 - Hill 

3 - three phase model 

4 - Christensen 

5 - Lo 

6 - Mori-Tanaka method 

7 - Benveniste 

8 - Huang 

9 - Hwang 

10 - Representative Volume Element 
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ماكروسـكوپي مـواد هايي كه براي توصيف خصوصيات روشرغم مشكلات مذكور، تعدادي از علي

در تحليلهـاي مقـدماتي،!انـد نيز بكار رفته FGMsاند؛ براي تحليل ترموالاستيك مركب همگن بنا شده

لي] 147[شناو همكار2فوكويي. اندهبكار گرفته شد1اختلاطقانون رهيافتهاي مبتني بر  و اردگـن3،

تمهاي الاسـتيك اسـتفاده از قـانون اخـتلاط در سيسـ] 149[5و ساندرز4ورثو مارك] 148[اردگن

ــد ــاكوپولوس. كردن ــارانش6جيان ــات] 150[و همك ــورش7و فين در] 151[8و س ــابه را ــت مش رهياف

و متوسـط پارام] 152[ 10و لانوتي9ميلر. پلاستيك بكار بردند-سيستمهاي الاستيك ترهـاي الاسـتيك

ه مياشتريكمن را براي سيستمهايي تخمين زده-شينكرانهاي آناند كه ها را بطور آماري همگـن توان

و قابـل بحثـي اسـت داراي جنبـه FGMsالبته مدلسازي ميكرومكانيـك. در نظر گرفت هـاي مختلـف

 صـرفا رياضـيو تعمـيم روش] 153و 135[ 11روشهاي مرتبه بالاتر با تعميم رهيافت سلولي.]149[

 12علاوه بر اين، زوكـر. اندبكار گرفته شده FGMsدر مدلهاي ميكرومكانيك] 155و 154[ تاناكا-موري

اعتبار روشـهاي1و وراك 13ريتر.و با هم مقايسه نمود روشهاي استاندارد ميكرومكانيك را بررسي كرد
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 حرارتي-تحت بار مكانيكي FGMشكست

بررسـي نمودنـد كـه تحـت بارگـذاري FGMsيابي در ميكرومكانيك را براي كاربرد در حـوزه ميانگين

و حرارتي قرار گرفتند  كـنشو برهم3نش مدلهاي چندمقياسيو همكارا2يين]. 157و 156[مكانيكي

].158[ارائه نمودند كه براي مواد مركب هدفمند قابل كاربرد استرا ذرات

) بدون برهم كنش ذرات(تقريب رقيق-2-الفض

بياضافهشود؛ يك ذره در مخلوط رقيق فرض مي تعبيـر. نهايت قرار داردشونده در يك پيوستار

و فاصله آنها از يكديگر شوندهاضافهفيزيكي اين فرض آنست كه ذرات  زياد اسـت بحديآنقدر كوچك

.اختياري است RVEدر اين مورد، اندازه المان حجمي منظور شده،.كنشي روي يكديگر ندارندكه هيچ 

ض و بدون برهم كنش در يك مخلوط رقيق ذرات اضافه-1- الفشكل  شده

 مدول حجمي

و يدرواسـتاتيكهنهايـت تحـت فشـار كه در يك پيوسـتار بـيaبراي يك ذره كروي به شعاع

0دوردست
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φφθθ،كه در آن σσ هـاي ميـدان تغييرمكـان معادله تعادل فـوق برحسـب مؤلفـه.لحاظ شده است=

:بصورت زير قابل نمايش است
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: وان نوشتتمي،با توجه به مقادير ثابتهاي محاسبه شده
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 مدول برشي

كارتي بصورتددر يك پيوستار همگن تحت تغيير شكل برشي، ميدان تغييرمكان در مختصات

. زير قابل نمايش است
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مي-ماتريسغيرهمگن در سيستم . شودذره، شكل كلي حل بصورت زير فرض
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و پايين مدول الاستيو شينه هته را براي موادسياشتريكمن كران بالا سه فـازيندچندفازي با

و شامل فازهاي همگن محاسبه نمودنـد  و.]53[دلخواه آنهـا از اصـول تغييـرات در الاسـتيتيه خطـي

.آيدتغييرمكان سطحي معين استفاد كردند كه خلاصه آن در زير مي
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ijεو كـر به پ ترتيـب ميـدانهاي معلـوم تـنش يوسـتار الاسـتيك نش يـك

با فرض عدم وجود نيروهـاي كالبـدي، رابطـه سـاختاري.دنباشSو سطحVشكل يافته با حجم تغيير

. شودبصورت زير بيان مي
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ميملا هايترتيب ثابتبه0µو0λكه در آن، مي.باشنده مقدار آنها در تمام؛شودبراي سادگي فرض

تا. پيوستار ثابت است هـاي ور كـرنش برحسـب مؤلفـهنساز طرفي، با توجه به رابطه سينماتيك خطي

مي تغييرمكانميدان  . باشدقابل بيان
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به ميدانهاي مجهول تنش باو كرنش در پيوستار جديد .شـوند نمايش داده مـيijεوijσترتيب

ميتتانسور پلاريزه تنش بصور . شودزير تعريف
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.را بصورت زير محاسبه نمود)21-الفض(در رابطهpij H(pij)توان مقدارمي pij مقداريبا جايگزين
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κو.معرف مدول حجمي است توان رابطه تعـادلمي،Lسط عملگرب با كاربرد رابطه سينماتيك خطي

.در حالت دوم بيان كرد تغييرمكانهاي را برحسب مؤلفه
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و پايين خصوصيات مؤثر مواد چندفازي بدست آمده است دو.مشابه فرآيند فوق، كران بالا براي مـواد

و مدول حجمي بصورت زير است .فازي، كرانهاي مدول برشي
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وiمدول برشي فازμiوiكسر حجمي فازViهمچنين،. نشانگر مقدار مؤثر استeكه در آن، انديس

κiمدول حجمي فازiروابطعلاوه بر اين،. باشدمي ee
12 µµ eeو<

12 κκ .برقرار است<

 روش خودسازگار-4-الفض

يـك فـازي از مـواد چندكريسـتالير پيوسـتارهاي اين روش بعنوان ابزاري براي مدلسازي رفتا

 موجبگيري كاملاً يا تقريباً تصادفي كريستالها ممكن است در اين پيوستارها، جهت. معرفي شده است

در تحليل مواد چندكريستالي با روش خودسازگار،. ناپيوستگي خصوصيات در فصل مشترك آنها گردد

نهايت با خصوصيات يك كريستال غيرهمگن بعنوان يك ذره كروي شكل يا بيضوي در يك پيوستار بي

. شودهمگن مجهول مدل مي

ض  نماي كلي روش خودسازگار-2- الفشكل

مي دورشود، اين سيستم تحت شرايط تنش يا كرنش يكنواخت در فاصلهميفرض -از ذره قرار

گيري شده در ذره برابر مقادير متناظر تنش يا كرنش اعمال سپس متوسط تنش يا كرنش جهت. گيرد

شـده روش ارائـه،ادامـهدر. بدين جهت، اين فرآيند خودسازگار ناميده شده است. شودشده، فرض مي

مي. بطور خلاصه آمده است توسط هيل شود يك ذره با شكل اختياري بيضـوي در ميـان تـوده فرض

به).2-الفضمطابق شكل( قرار داردهمگني از ماده ديگري  وL ترتيب بـا تانسورهاي مدول الاستيك

L1باو بي. شودنمايش داده ميM1وM معكوس آنها متنـاظرεنهايت با كرنش يكنواختجابجايي در

مي،با آن و نيرو در فصل مشترك فازها ضروري است. شودتوصيف نكته اصلي اين. پيوستگي جابجايي

و معرفـي شـدهLكـه بـراي فـاز*Lتانسور مقيـد. دهداست كه ذره بصورت يكنواخت تغييرشكل مي
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با اين*σميدان يكنواخت تنش.شوداست، بعنوان بارگذاري روي فصل مشترك منظور ميMمعكوس

.كرنش يكنواخت متناظر باشد، روابط برقرار است*εاگر. شودبارگذاري سازگار در نظر گرفته مي
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بمؤلفه و جهت آن درSبعديهاي تانسور و نسبت قطرهاي بيضوي توابعي از نسبت مدولهاي الاستيك
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تنشsكه بيان نمود Tsيافته بصورت را در ناحيه تبديل*σ توان تنشبا توجه به اين روابط مي
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.گرددشرايط خودسازگاري نيز با روابط زير بيان مي
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.توان بصورت زير مرتب كردروابط فوق را مي
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و بصورتي در ماتريس توزيع شده باشند كه كل اگر فرض شود، ذرات داراي شكل كروي باشند

تـوان در نظر گرفت، تانسور همگن مرتبه چهارم را بصـورت زيـر مـييكماده مركب را بتوان ايزوتروپ
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-نمايش داده ميSبرحسب تانسورβوαبعد پارامترهاي بدون،با فرض كروي بودن شكل ذرات

.شوند
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س در ايـن روش نيـز ماننـد روش.ه اسـت فاز بعنوان تعميم روش خودسازگار ارائه گرديدهمدل

بيخودسازگار، فرض مي در. فاز ذره را دربرگرفته اسـت،نهايت با خواص مؤثر مجهولشود يك محيط

مي].24[ادامه، روش محاسبه خصوصيات مؤثر با كاربرد اين مدل بطور خلاصه آمده است شود، فرض

دور از مركـز مختصـات اندازه كـافيبهدر فاصله،نهايت تحت شرايط تغييرمكان همگنيك محيط بي

و)3-الفض(مطابق شكل.تقرار گرفته اس لايه بيروني بعنوان فاز همگن معادل در نظر گرفته شـود

بعنوان حل براي اعمال تغييرشـكل)12-الفض(فرم كلي رابطه. داراي خصوصيات مؤثر مجهول است

. شودبرشي ساده در فاصله دور از مركز در نظر گرفته مي



 حرارتي-تحت بار مكانيكي FGMشكست

ض  پيوستار همگن معادل-3. فاز ماتريس-2. شده كرويذره اضافه-1: فازسهميكرومكانيك مدل-3- الفشكل

مي Uφ(r)و Ur(r) ،Uθ(r)توابع ].24[شوند بصورت زير محاسبه
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 تاناكا-روش موري-6-الفض

پي اين روش با و در ريزي تئـوري آن كمتـر بـه پارامترهـاي ديدگاه رياضي محض حاصل شده

توجـه غيـر رقيـقو رقيق فيزيكي مثل كرنش متوسط، تنش متوسط، تانسورهاي تمركز براي شرايط

.شده است

و-وريمروش و مفاهيم كـرنش ويـژه  اسـت backstressتاناكا شامل مراحل پيچيده محاسباتي

شدالبته فرآيندهاي ساده]. 102[ براي تشريح روش مذكور،].11[استهتري نيز براي اين روش ارئه

دو. شودسيستمي از ماده مركب شامل دو فاز در نظر گرفته مي دست كرنشراين سيستم تحت ميدان

ميبراي اين سيستم دو فازي، كرنش متوسط. قرار داردεيكنواخت .شودبصورت زير بيان

2211)72-الفض( εεε cc +=
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.شودبصورت زير تعريف ميCتانسور سفتي مؤثر

εσ)73-الفض( C=

با توجه بـه روابـط سـاختاري. تك تك فازها بيان نمودتوان برحسب روابط ساختاري رابطه فوق را مي

.بصورت زير قابل بيان است)72-الفض(رابطه،فازها
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 اين رابطه، در
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با؛بعنوان فاز ذره در نظر گرفته شود2اگر فاز. باشندتانسورهاي سفتي فازها ميC2وC1 علاوه بر اين،

.توان نوشتمي مخلوط رقيقبرقراري شرايط
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رابطه زير بدست،)76-الفض(و)72-الفض(با تركيب روابط. تانسور تمركز كرنش استTكه در آن

.آيدمي
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. شودبصورت زير تعريف ميAتانسور.بدست آورد) با برهم كنش ذرات(مخلوط غيررقيق شرايط 
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Aتانسـور)79-الـفض(و)78-الـفض(با توجـه بـه روابـط. به تمركز فاز ذره بستگي داردGتانسور

.بيان نمودGتوان برحسب تانسور تانسور را مي
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 حجميو توان مدول برشيميغيررقيق، تاناكا براي يك ذره كروي تحت شرايط-وريمبا كاربرد روش

:]102[را بصورت زير محاسبه كرد

)81-الفض(
( )

( )( ) ( ) ( )[ ]mmmmmmmi

mim

c

c

µκµκµµµµ

µµµµ

268911
1

2

2

+++−−+

−+=

))82-الفض( )
( )( ) 






 +−−+

−+=
mmmi

mim

c
c

µκκκ
κκκκ

3
411

1

2

2

. اشتريكمن انطباق دارد-تاناكا با كران پايين هشين-وريمنتايج حاصل از روش

 مقايسه مدلهاي ميكرومكانيك-7-الفض

مي در اين بخش مدلهايي از ميكرومكانيك با كه در بخشهاي قبل شـرح داده؛شوندهم مقايسه

بـا مـدلهاي (SiC/C)كـربن-خصوصيات فيزيكي سيستم ماده مركب هدفمند كربيد سـيليكن. اندشده

و سپس مقايسه مي مركـب هدفمنـد فـوق خصوصيات الاسـتيك عناصـر مـاده. شوندمذكور محاسبه

. بصورت زير است

ESiC=320 GPa 

EC=28 GPa 

νSiC=0.25 

νC=0.3 
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و برشي مؤثر بـراي مـدولهاي مختلـف)5-الفض(و)4-الفض(در شكلهاي مدولهاي حجمي

در ايـن مـدلها، مـاده بصـورت يـك مـاتريس. ميكرومكانيك ماده مذكور با يكديگر مقايسه شده است

.نظر گرفته شده است پيوسته شامل ذرات كروي در

ض  SiC/C تقريب ضريب الاستيسيته با چند مدل ميكرومكانيك براي-4- الفشكل

ض  SiC/C با چند مدل ميكرومكانيك براي پواسونتقريب ضريب-5- الفشكل

و و ظرفيـت و بررسـي قـرار داد زوكر تعدادي از مدلهاي استاندارد ميكرومكانيك را مورد بحث

ر مـدل ه ـاولين مشخصـه ]. 154[ر روش را براي مدلسازي مواد مركب هدفمند بيان نمودهنيازهاي 

و پايين هشين مي–ارائه تخمين خصوصيات الاستيك مؤثر بين كرانهاي بالا دومين. باشداشتريكمن

در.اسـت مخلوط رقيق مشخصه، انطباق خصوصيات مؤثر تخميني اين مدلها با نتايج حاصل از تقريب 

و بـه ارضـاي فرضـيات،در محدوده كران پايينمخلوط رقيق تقريب كسر حجمي عناصر بدست آمده

روش خودسازگار تخميني از خصوصـيات فيزيكـي مـؤثر منطبـق بـر نتـايج. اين تقريب نزديكتر است

ميمخلوط رقيق تقريب  . نمايدرا ارائه
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ب  ضميمه

اي ميدانهاي الاستيك حوزه نوك تركتوابع زاويه  
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ميتوابع زاويه شكل كلي ميدان تنش. شوداي ميدانهاي تحليلي حوزه نوك ترك در اين ضميمه مطرح

. بصورت زير است
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.ميدان تغييرمكان بصورت زير استايتوابع زاويه
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Abstract 

Thermal stress analysis is one of the most important subjects in engineering, 

since many structures are subjected to elevated temperature. According to 

numerous studies, the thermal fracture is commonly and complicated failure 

mode of structures. The main objective of the current study is the evaluation of 

fracture parameters (stress intensity factors and T stress) for functionally graded 

materials using element-free Galerkin method. An interaction integral is 

developed for calculation of thermal fracture parameters. In addition, the J-

integral and the displacement correlation technique are implemented.  

The level set method is used to model the discontinuities of a crack. 

Furthermore, the crack-tip enrichment facilitates the capture of crack-tip 

singularities for thermoelastic fields. In linear thermoelastic governing 

equations, the semi-analytical mode decomposition method which is the 

convenient technique for thermal shock analysis is used to obtain the transient 

temperature distribution. The profile of material characteristics are determined 

by continuous functions such as exponential function as well as micromechanics 

models. At last, a few parametric analyses are performed to study the influence 

of material properties on the thermal stress intensity factor.  

Keywords: Functionally graded materials, Element-free Galerkin method, Stress 

intensity factors, T stress, Conservation integrals and thermal stresses.   

 


