
 أ

 

 



 ب

 

 

 

 مکانیک و مکاترونیک سیدانشکده مهند

 طراحی کاربردیپایان نامه دوره کارشناسی ارشد مهندسی 

 

 عنوان

دار تحت شوک رتوتروپیک ترکومحاسبه ضرایب شدت تنش در یک محیط محدود ا

گرمایی با در نظر گرفتن تئوری ترموالاستیسیته لرد شولمان و استفاده از روش المان 

 یافتهمحدود توسعه

 

 جوانشیر لطفی نگارنده: 
 

 استاد راهنما

 باقر نظری  دکتر محمد

 8931شهریور 

 

  



 ج

 

  



 د

 

تقدیم صفحه   

 با نام یاد خدا؛

کنم. که صادقانه تمام تلاششان را برای پیشرفت من ام را به مادر و پدرم تقدیم میاینجانب رساله

 کنم. ها میکنم و فقط این رساله را تقدیم به آنانجام دادند. سخن را کوتاه می

 



 ه

 

  صفحه تشکر و قدردانی 

 

 شود، از پیشرفتسخت معتقدم، که هر پیشرفت و حرکتی که برای شخص یا اشخاصی حاصل می

های یک یا چند معلم است. البته که تلاش خود فرد یا افراد اجتماعی گرفته تا تحصیلی نتیجه راهنمایی

به سزایی دارند، اما نقش معلم همانند نقشه راه است که خدایی نکرده اگر اشتباه  نیز در پیشرفت تاثیر

وار رود دیخشت اول چو نهد معمار کج تا ثریا می"شود که باشد مصداق سخن زیبای صائب تبریزی می

باشد و به نظر اینجانب همین وظیفه دهنده راه میهمان معلم یا همان نشان در این بیت معمار "کج!

است تا جایی که حساس معلم است که باعث بالا رفتن مقام معلم در ادبیات و فرهنگ ما شدهطیر و خ

گاه تواند استاد دانشاین معلم می و این مقام بسیار والایی است. ملی در ادبیات ما همان شغل انبیاستمع

ا هرکسی که راه را به م تواند حتی یک دوست باشد به نظر اینجانبتواند خانواده ما باشد میباشد می

 نشان دهد معلم ماست.

باعث افتخار من است که در طول مسیر زندگی خصوصا در این دوره سه ساله کارشناسی ارشد در 

نم. کام و از صمیم قلب از همه این بزرگواران تشکر میدانشگاه صنعتی شاهرود، معلمین خوبی داشته

-ها و زحمات ایشان نبود هرگز نمیندم که اگر راهنماییخصوصا از دکتر محمدباقر نظری استاد دانشم

ند. در اکنم که معلمین زندگی من بودهام تشکر میتوانستم این رساله را بنویسم، از مادر، پدر و خانواده

ادامه از تمام عزیزان معلمین دوره قبل دانشگاه اساتید دانشگاهی و تمام دوستان و سرورانی که مرا در 

 هایکنم. در پایان سخت امیدوارم این معلمین و این دورهاند تشکر میساله یاری کردهنگارش این ر

ند کها را به بهترین نحو حل کرد فرقی نمیتر نگاه کردن به مسائل شود تا بتوان آنتحصیلی باعث عمیق

ا همه م مسئله مکانیکی یا یک مسئله زندگی و اجتماعی سخن را کوتاه کنم، خلاصه این طور نشود که

 شیران ولی شیر علم.
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 تعهدنامه

 طراحی -رشته مهندسی مکانیکدانشجوی دوره کارشناسی ارشد  جوانشیر لطفیاینجانب 

نامه دانشگاه صنعتی شاهرود، نویسنده پایانمکاترونیک و  مکانیکمهندسی دانشکده  کاربردی

دار تحت شوک گرمایی ترک اورتوتروپیکمحاسبه ضرایب شدت تنش در یک محیط محدود 

حت تبا در نظر گرفتن تئوری ترموالاستیسیته لرد شولمان و استفاده از روش المان محدود 

 شوم:متعهد می دکتر محمدباقر نظریراهنمایی 

 نامه توسط اینجانب انجام شده است.* تحقیقات در این پایان

 ستفاده استناد شده است.های محققان دیگر به مرجع مورد ا* در استفاده از نتایج پژوهش

نامه تا کنون توسط خود یا فرد دیگری برای دریافت هیچگونه مدرک یا * مطالب مندرج در پایان

 امتیاز ارائه نشده است.

انشگاه د» باشد و مقالات مستخرج با نام * کلیه حقوق معنوی این اثر متعلق به دانشگاه شاهرود می

 به چاپ خواهد رسید.«   Shahrood University of Technology»و یا « صنعتی شاهرود 

نامه در مواردی که به حوزه اطلاعات شخصی افراد دسترسی یافته * در کلیه مراحل انجام این پایان

 یا از آن استفاده شده است، اصل رازداری، ضوابط و اصول اخلاقی انسانی رعایت شده است.

 

 تاریخ :                                                                        

 امضای دانشجو                                                                        

 مالکیت نتایج و حق نشر

م ای، نرهای رایانه* کلیه حقوق معنوی این اثر و محصولات آن )مقالات مستخرج، کتاب، برنامه

 باشد. افزارها و ...( متعلق به دانشگاه صنعتی شاهرود می

 باشد.* استفاده از اطلاعات و نتایج موجود در پایان نامه بدون ذکر منبع مجاز نمی
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 چکیده
 ورق اورتوتروپیکسازی دل( برای مXFEMیافته ) نامه، از روش المان محدود توسعهدر این پایان

قرار  حرارتی یا مکانیکیمحدودی شامل ترک استفاده شده که در آن وجه دارای ترک در معرض شوک 

. معادلات حاکم بر مسئله در این رساله با سه تئوری ترموالاستیسیته غیرکوپل؛ کوپل و استگرفته

در هر اند. لردشلمان )هر تئوری در یک فصل( در حالت دینامیکی و به کمک روش نیومارک حل شده

 است. و ضرایب شدتیک از این فصول برای رسیدن به مش بندی مطلوب تست همگرایی گرفته شده

در ادامه نیز تغییر زاویه الیاف و تاثیر آن بر روی  اند.بدست آمده Jتنش دینامیکی به روش انتگرال 

مقدار  ن زاویه الیافاست که با بالارفتشده ، و نشان دادهمقدار ضریب شدت تنش دینامیکی بررسی شده

همچنین در فصل پنجم شود. ( بیشتر میK2 و K1های اول و دوم )ضریب شدت تنش دینامیکی مود

)تحلیل با تئوری ترموالاستیسیته کوپل( و ششم )تحلیل با تئوری ترموالاستیسیته لردشلمان( با انجام 

 است. در انتهاقیق و بررسی شدهنیز تح Jتست استقلال از مسیر، مستقل از مسیر بودن روش انتگرال 

نیز با مقایسه نتایج حاصل از سه فصل چهارم، پنچم و ششم )ترموالاستیسیته غیرکوپل، ترموالاستیسیته 

کوپل و ترموالاستیسته لردشلمان( این نتیجه حاصل شده است که مقدار ضریب شدت تنش دینامیکی 

ه های ترموالاستیستنظر زمانی دیرتر از تئوری( در تئوری ترموالاستیسته لردشلمان از K1مود اول )

 شود. کوپل و غیرکوپل بیشینه می

 

 ، ضرایب شدت تنشکامپوزیت، اورتوتروپیک، روش المان محدود توسعه یافته: های کلیدیواژه

 ، تنش مکانیکی، غنی سازی تنش حرارتی دینامیکی،
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 چکیده
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 است که با بالارفتن زاویه الیاف مقدارشده ، و نشان دادهسی شدهمقدار ضریب شدت تنش دینامیکی برر

همچنین در فصل پنجم شود. ( بیشتر میK2 و K1های اول و دوم )ضریب شدت تنش دینامیکی مود

)تحلیل با تئوری ترموالاستیسیته کوپل( و ششم )تحلیل با تئوری ترموالاستیسیته لردشلمان( با انجام 

 است. در انتهانیز تحقیق و بررسی شده Jیر، مستقل از مسیر بودن روش انتگرال تست استقلال از مس

نیز با مقایسه نتایج حاصل از سه فصل چهارم، پنچم و ششم )ترموالاستیسیته غیرکوپل، ترموالاستیسیته 
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𝑎  ،طول ترک(m) 

𝐚𝐧 ایبردار مجهولات گره 

𝐛𝐧 ایبردار مجهولات گره 

𝐁𝐔 ماتریس مشتق توابع شکل جابجایی 
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𝐟  ،بردار نیروی حجمی(3N/m) 

𝐺 مدول برشی 

𝐻  ،ارتفاع باریکه(m) 

𝐻(𝑧) یکهای تابع پله 

𝐽  انتگرال𝐽  ،(N/m) 

𝐽𝑎𝑢𝑥  انتگرال𝐽 برای میدان کمکی 
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𝜅 ضریب کوپل 
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𝜿 تابع دلتای دیراک 

β  مدول تنش دما 
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𝑎𝑢𝑥  مخفف واژهauxiliary مربوط به میدان کمکی ، 
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𝐼 شمارنده، مربوط به تابع شکل ، شمارنده مود ضریب شدت تنش 

(𝑧)  مربوط به تابعz 
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𝑡𝑖𝑝 مربوط به نوک ترک 

j شمارنده، مربوط به بردار نرمال بیرونی 
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 مقدمه  1-1

سایر مواد نسبت به ها استحکام به وزن آننسبت بالای  8های مواد کامپوزیتییکی از مهمترین ویژگی    

زن و ؛ به عبارت بهتر یک ماده کامپوزیتی استحکام بالاتری نسبت به نمونه هممهندسی متعارف است

در  این مواد کاربردهای مهندسی و صنعتیها از جمله فلز دارد که باعث شده تا سایر جنس خود از

ازک های ناین مواد معمولا به صورت لایه، مواد کامپوزیتیومت با توجه به مقا. ابدهای اخیر توسعه یسال

ها های نازک و پوستهها به صورت ورقشوند که رفتاری اورتوتروپیک دارند. رفتار این لایهساخته می

 که در شرایط مختلف است در این مواد هاترین آسیبرایج ایجاد ترک یکی از .باشندبسیار کارآمد می

دهنده آن، ایجاد اومت مواد تشکیلها در اثر عواملی چون وجود ضعف اولیه در مقترک، دهدرخ می

گسیختگی  ها باعثوجود ترک در سازه .شونددر هنگام ساخت حاصل میی و یا وجود نقص خستگ

خوردگی این ها و مشکلات تحلیل ترکاز ویژگی شود.ها در بارهای کمتر از مقدار مورد انتظار میسازه

های مادی آن در زوایای مختلف متفاوت ویژگی تاشود آن است که سبب میایزوتروپیک نبودن ، مواد

 ]8[ گردد

در عمر سازه در های کامپوزیتی به دلیل اثر بالا ها خصوصا سازهزمان ترک و گرما در سازهحضور هم

 روش عددی و تحلیلی. تحلیل مسائل ترک با حضور گرما معمولا به هر دو صنعت اهمیت بسیاری دارند

-که شامل سه بخش اصلی تئوری مکانیک شکست )مطالعه رشد ترک(، تئوری کامپوزیت 2شودانجام می

 وعهها را زیر مجمتوان تئوری مکانیک شکست و کامپوزیتباشد؛ میها و تئوری ترموالاستیسیته می

ر اینگونه مسائل تئوری توان گفت تئوری حاکم بنتیجه میارداد؛ در الاستیسیته قرترموتئوری 

ای دمای غیر هتئوری ترموالاستیسیته، رفتار اجسام الاستیک تحت اثر میدانباشد. ترموالاستیسیته می

 باشد. در چند دهه اخیرکند. و در حقیقت تعمیمی از تئوری الاستیسیته مییکنواخت را توصیف می

                                                           

 

 مواد مرکب 8

 شود.صورت گرفته است که در ادامه توضیح داده می XFEMلازم به ذکر است در این رساله تحلیل با روش عددی رایج  2
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که این مطالعات  است؛استیسیته( انجام شدهدر الاستیسیته )ترموال مطالعات بسیاری درباره حضور گرما

وجود آمدن تئوری کلاسیک ترموالاستیسیته شد؛ در این تئوری معادلات حرکت و یا در ابتدا سبب به

دما هستند؛ اما معادلات انتقال گرما مستقل از میدان کرنش است. پیشرفت بعدی  پارامترتعادل شامل 

این تئوری شامل دو معادله دیفرانسیل  .بود 8356درسال معرفی ترموالاستیسیته کوپل توسط بیوت 

 ها هایپربولیک و دیگری پارابولیکجزئی کوپل شده در بردار جا به جایی و میدان دما است که یکی از آن

 . ]8[  است

 کلاسیکتئوری ترموالاستیسیته دینامیکی براساس معادلات هدایت گرمایی فوریه تئوری 

مایی با شود که اغتشاشات گرشود؛ در تئوری کلاسیک فرض میدینامیکی شناخته میترموالاستیسیته 

 د. نیابهای نا محدود در محیط انتشار میسرعت

های زیادی هم به راه حل8برای تئوری ترموالاستیسیته دینامیکی در حالت کوپل و غیر کوپل 

 هبه آن اشاربخش بعد نطور که در صورت تحلیلی و هم به صورت عددی پیشنهاد شده است؛ منتها هما

تگی ناپیوسسازی از دقت بیشتری برای شبیه یافتهالمان محدود توسعهشد. در حضور ترک روش خواهد

 برخوردار است. سطح ترک و تکینی نوک آن

 مروری برتحقیقات انجام شده  1-2

عات ها و قطسازهشود اغلب همانطور که پیشتر گفته شد طبیعت مواد، فرآیند ساخت و ... باعث می

 های فلزی علاوه برشود ورقمعمولا فرض می ها دارای خصوصیات غیرهمسانگرد باشند. بطوریکهماشین

هستند. از طرفی، وجود عیوب و ترک باعث کاهش  اورتوتروپیککامپوزیتی دارای خصوصیات صفحات 

                                                           

 

( جفت هستند. یعنی با اعمال شوک حرارتی یا هرگونه تغییر دما جا t( با درجه آزادی دما )u,vجایی )در حالت کوپل درجات آزادی جا به  - 8

کنند و بالعکس اما در حالت غیر کوپل یا غیر جفت شده درجات آزادی جا به جایی و دما مستقل از هم هستند. ها نیز تغییر میبه جایی گره

 وپل است که در فصول آتی به طور کامل درباره آن بحث خواهد شد. تفاوت معادلات کوپل و غیر کوپل در ترم ک
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 اورتوتروپیکترک در مواد  تحلیلی مطالعهشود. ظرفیت باربری یا عمر مورد انتظار سازه و ماشین می

[ 9[، سی و همکاران ]2[، لخنیتسکی ]8ی از جمله موشخلیشویلی ]توسط محققانتحت بار مکانیکی 

[ با حل تحلیلی مساله مقدار مرزی در مواد ناهمسانگرد به تجزیه و 4و کارلونی ] ارائه شده است. نوبایل

آبادی و همکاران، از روش المان مرزی علی تحلیل یک ترک ایستا تحت بارگذاری دینامیکی پرداختند.

[. سانچز و 5استفاده کردند ] اورتوتروپیکبرای انتشار ترک و تجزیه و تحلیل دینامیکی ترک در مواد 

 ردناهمسانگ و ترک در مواد جامد الاستیک دوبعدی، همگن، روش المان مرزیبا استفاده از نیز همکارانش 

  [.6دند ]کر را بررسیدینامیکی قرار دارد  که تحت بار

تقریب در مدل المان محدود حول ترک،  8یافته با توسعه دادن محلیروش المان محدود توسعه

دهد ناپیوستگی سطح ترک و تکینی نوک کاستی این روش را برطرف ساخته است. این روش اجازه می

بلک و  بلیچکو 8331سال بندی لحاظ شود. در سازی شود، بدون اینکه صریحا ترک در المانآن شبیه

[. با 3یافته در مسایل مکانیک شکست استفاده کردند ]برای اولین بار از روش المان محدود توسعه

بندی مجدد صورت پذیرد. در این روش تواند بدون شبکهسازی رشد ترک میاستفاده از این روش مدل

جزئیات گردد. دالبو دود اضافه میمح بندی واحد به تقریب المانیکسری توابع خاص در قالب پیکره

ه کردن ها را بیان کرد و روابط پایه جهت اضافسازی آنهای اطراف ترک و غنیمربوط به تعیین گره

توسعه توابع [. 1] کردای ارائه های چهارگرههای ساده با المانرا برای مدل ای واحد و تکینتوابع پله

 پوراسدتوسط  یافته،المان محدود توسعه کاربرد آن در روش و اورتوتروپیکمواد  برایسازی جدید غنی

عشری و تورق در مواد مرکب چندلایه در اثر بار مکانیکی نیز توسط اثنی .[3و همکاران گزارش شد ]

[ گزارش شده است. معتمدی و محمدی ضرایب شدت تنش را برای ترک ساکنی تحت 82محمدی ]

و  [84حسینی و همکاران ][. 89و 82کی را مطالعه کردند ][ و رشد ترک دینامی88بار دینامیکی ]
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یافته به محاسبه ضرایب شدت با استفاده از روش المان محدود توسعه[ 85همچنین گلی و همکاران ]

ایسته و باند. تحت بار حرارتی پایا پرداخته اورتوتروپیکتنش و بررسی رشد ترک در مواد مرکب تابعی 

 کاورتوتروپیهندسه، ضرایب شدت تنش برای یک ترک ساکن در محیط محدود همکاران نیز با روش هم

[ انتشار ترک در مواد 83[. اخیرا بوهالا و همکاران ]86]اند ر گرمایی پایا را گزارش کردهتحت با

رار مورد بررسی ق یافتهبا استفاده از روش المان محدود توسعهمونوکلینیک در شرایط مرزی متفاوت را  

 اند.ضرایب شدت تنش در این حالت را گزارش کرده دادند و

 نامه پایان یناز مباحث مطرح شده در ا ایخلاصه  1-3

 دت تنشضرایب ش ،ایدر حالت دوبعدی تنش صفحه اورتوتروپیکبرای یک ورق  ،در این رساله

انیک مکه در )ک کنشبا استفاده از انتگرال مستقل از مسیر برهم دینامیکی تحت بارگذاری حرارتی

ای جدید از توابع مجموعههمچنین  محاسبه شده است. شود(گفته می J شکست به آن انتگرال

از  با استفاده اورتوتروپیکدر مواد  برای بارگذاری حرارتی و مکانیکی سازی ترکسازی برای مدلغنی

سه تئوری گردیده است. در این رساله مسائل با ارائه  8یافتهمحدود توسعه المان عددی روش 

دا تمام در این رساله ابت اند. همچنینترموالاستیسیته غیرکوپل؛ کوپل )کلاسیک( و لردشلمان حل شده

 اثر درنهایتجلو رفته و  غیرکوپل و سپس کوپل ها بر اساس تئوری کلاسیکها و تحلیلکد نویسی

در  کاورتوتروپیه الیاف ورق تغییر زاویشود. در انتها نیز تاثیر ال و تحلیل میلردشلمان در مسئله اعم

 . خواهدشدمقدار ضرایب شدت تنش بررسی 
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 کامپوزیتی ای بر مواد مقدمه  1-4

 شودمی گردد.کامپوزیتی ارائه میدرباره مواد  اختصارمطالبی به  از رساله در این بخش

 معرفی مواد کامپوزیتی  1-4-1

بیش از یک جزء استفاده  از به موادی اطلاق می شود که در ساختار آن یا مواد مرکب هاکامپوزیت

شدده باشدد. معمولا یک ماده کامپوزیت را به صورت یک مخلوط فیزیکی در مقیاس ماکروسکوپیک از 

و یک یا چند ماده  8)عموما یک ماده نقش ماتریس یا پایه کنندددو یدا چندد مداده مختلف تعریف می

وصیات فیزیکی و شیمیایی خودرا حفظ که این مواد خص ،(2کنندکننده را بازی مینقش الیاف یا تقویت

این مخلوط در مجموع و با توجه به  ].22و81[ کرده و مرز مشدخصددی را با یکدیگر تشددکیل می دهند

که در تک تک ؛ را دارا می باشددد تشددکیل دهنده خود اجزایبرخی معیارها خواص بهتری از هریک از 

سوالی که دراین قسمت ممکن  اما ندارد.مواد مشارکت کننده به صورت مجزاء در همه حالت ها وجود 

وان داد: تپاسخ این سوال را اینگونه می است پیش بیاید این است که تفاوت کامپوزیت با آلیاژ چیست؟

) برای تقویت  Bو الیاف  Aماتریس از مخلوط فیزیکی و ماکروسکوپیک  Cکامپوزیت  کنیمفرض می

اما  .دارد و درحقیقت یک ماده کاملا جدید است خواص جدیدی Cکامپوزیت باشد، شده آن( تشدکیل

آلیاژ یک ماده با خواص جدید نیسدت بلکه همان ماده غالب با بهبود یک یا چندتا از خواص آن اسددت. 

ا زد. بتن ماده ایست ببرای روشن شدن بهتر تفاوت کامپوزیت و آلیاژ برای هرکدام مثالی واقعی خواهیم

بل گرد فولادی استحکام کششی قاکششی پایین، از طرف دیگر میل اسدتحکام فشاری بالا اما استحکام

است دارای ساخته شده 9گرد فولادیتوجهی دارد از این سو بتن آرمه؛ که از ترکیب فیزیکی بتن و میل

                                                           

 

 ای که کثر حجمی بیشتری داردماده 8
 است.ها تاثیر به سزایی در خواص کامپوزیت دارد که خارج از بحث این رساله ها و تعداد آنلازم به ذکر است نحوه چیدمان الیاف 2

 تحت فرآیند فیزیکی آرماتوربندی  9
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. اما درآلیاژها مثلا انواع آلیاژ 8خواص کشدشی و فشاری قابل توجهی است و یک ماده کاملا جدید است

شددود فقط بسددته به ماده اضافه شده جدیدتری تولید نمی فولاد ثابت مانده و ماده فولاد خواص اصدلی

در کامپوزیت توان گفت پس به طور کلی می 2کند.)مثلا کربن یا...( یکسدددری خواص آلیاژها تغییر می

 شود درصورتی که در آلیاژها چنین نیست.جدیدی تولید می ماده

وان تساخت بشر میها از اولین کامپوزیت نیز مرسوم بوده است.استفاده از این مواد در طول تاریخ 

 گل نقش در این مورد کاه نقش تقویت کننده و اشاره کرد. در زمان باسدتان آجرهای گلی گل وبه کاه

در برابر باد و طوفان  گلماده جدید کاه. در حقیقت با اضافه کردن کاه به گل زمینه یا ماتریس را دارد

 مقاوم تر از ماده زمینه یعنی کاه است.

ماتریس  که شامل عموماً دو ناحیه متمایز وجود دارد هادر کامپوزیتکه پیشتر اشاره شد  نطورهما

در یک کامپوزیت به طور می باشددد. الیاف یا فاز ناپیوسددته )تقویت کننده( و  )زمینه( 9فاز پیوسددته یا 

ها را در حالیکه ماتریس آن گرد در مثال بتن آرمه()مثل میل اصلی سازه هستند بربارعضو  کلی الیاف،

 بعنوان یک محیط منتقل کننده بار بین الیاف عمل می کند آرایش مطلوب نگاه داشدددته و در محل و

رطوبت حفظ اثر بالا رفتن دما و  را از صدمات محیطی در هابه علاوه آن ،)مانند بتن در مثال بتن آرمه(

بالا توان شددند که از آن جمله میدارای مزیت هایی نسددبت به سددایر مواد می با کامپوزیت ها می کند.

، نسبت به خوردگی مقاومت بالا، برابر برخی از فولادها(85حتی تا  ها )بودن نسبت مقاومت به وزن آن

 .را نام برد پیچیده و متنوعمکان تولید اشکال و ا )ازجمله دستی و...( وجود روش های مختلف سداخت

 .]22و81[  ها در صنعت شده استها دلیل افزایش کاربرد آنهمین مزیت

 توان به دو دسته تقسیم کرد.ها را میبه طور کلی کامپوزیت

                                                           

 

ست الیاف ادر این کامپوزیت بتن که کسر حجمی بیشتری دارد  ماتریس کامپوزیت است و میل گرد فولادی که برای تقویت بتن استفاده شده 8

 باشد.کامپوزیت می
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نسددبت طول به قطر آنها تقریبا نزدیک یک هایی که به کامپوزیت: ایذرههای  کامپوزیت .8

ها به جهت  کامپوزیتاین نوع  مکانیکی خواصگویند. ای میهای ذرهکدامپوزیت اسدددت

 ها در مقایسه با نوع دوم. و همچنین مدول الاستیسیته این کامپوزیتالیاف بسدتگی ندارد

 بالاتر است.

ها خواص مکانیکی با توجه به زاویه الیاف قابل در این کامپوزیت :های لیفی کدامپوزیدت .2

 [.22]کنترل است 

(  بررسدی شده و 8های تک لایه )لمینابه طور معمول ابتدا رفتار کامپوزیت هادر مطالعه کامپوزیت

قبل از آن لازم است چند تعریف بنیادی در علم شدود. تعمیم داده می (2ها )لمینتسدپس به چندلایه

 کامپوزیت را مرور کنیم.

 )همسانگرد( 3مواد ایزوتروپیک  1-4-1-1

ند مدول الاستیسیته؛ ها مانزمایشگاهی آنمواد ایزوتروپیک موادی هستند که خواص مکانیکی و آ

به عبارت بهتر خواص مکانیکی و آزمایشگاهی  .یکسان استدر تمام جهات و مدول برشی ضریب پوآسون 

یک ماده ایزوتروپیک است اگر و تنها اگر  Aها وابسته به مختصات نیست به طور مثال ماده معلوم آن

یکی باشد یعنی بتوانیم  x,y,z 4هات مختصات دکارتیخواص مکانیکی و آزمایشگاهی آن در تمام ج

 . 5بنویسیم Aرا برای ماده ( 8-8)رابطه 

(8-8) ( , , ) ( , , ) ( , , )x y zE G E G E G      

                                                           

 

8 Lamina 

2 Laminate 
9 Isotropic materials 

 برهم عمودند. xyzهای استفاده شده در این رساله مختصات دکارتی است که محورتنها مختصات لازم به ذکر است که  4
 باشند.توجه شود که هیچکدام از خواص مواد در این تحقیق تابع زمان نمی 5
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 )ناهمسانگرد(  1غیر ایزوتروپیک مواد  1-4-1-2

شود که برخلاف مواد ایزوتروپیک خواص ایزوتروپیک یا ناهمسانگرد به موادی گفته میغیر  مواد

ها مانند مدول الاستیسیته؛ ضریب پوآسون و مدول برشی در تمام جهات آزمایشگاهی آنمکانیکی و 

ها وابسته به مختصات است. به طور به عبارت بهتر خواص مکانیکی و آزمایشگاهی آن  .یکسان نیست

 را برای آن نوشت. (8-8)توان رابطه یک ماده ناهمسانگرد باشد نمی Bمثال اگر ماده 

 2مواد همگن  1-4-1-3

 یکی باشد.  تمام نقاط آن مادهها در شود که خواص آنموادی همگن گفته می به

 3همگنغیر  مواد  1-4-1-4

با یکدیگر متفاوت  نقاط مادهها در تمام این مواد نقطه مقابل مواد همگن هستند. یعنی خواص ان

 است. 

. ها نداردآنباید توجه داشت که همگن بودن یا نبودن مواد ارتباطی به ایزوتروپ بودن یا نبودن 

 درحقیقت در ایزوتروپیک خواص در جهات و در همگن خواص در نقاط اهمیت دارند.

 :هالمینا رفتار مکانیکی   1-4-2

 نوشت  (2-8)به صورت رابطه  توانقانون هوک را می به طور کلی

                                                           

 

8 Non-Isotropic materials  
2 Homogenous 

9Non- Homogenous 
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(8-2) 𝜎𝑖𝑗 = 𝐶𝑖𝑗𝑘𝑙𝜀𝑘𝑙   ,   6,...2,1, ji    

  𝐶𝑖𝑗𝑘𝑙 که خواص ماده را نشان می دهدنام دارد  8سفتیدر این رابطه تانسور .𝜀𝑘𝑙 و 𝜎𝑖𝑗   نیز به

و  4یک تانسور مرتبه 𝐶𝑖𝑗𝑘𝑙 باشند. همانطور که مشخص است کرنش مییب تانسورهای تنش و ترت

𝜀𝑘𝑙 و 𝜎𝑖𝑗   توان از های این تنسورها میباشند. برای بدست آوردن تعداد درایهمی 2تانسورهای مرتبه

  رابطه زیر استفاده کرد.

(8-9) 𝐴 = MN 

باشد. بنابراین در حالت مرتبه تانسور مورد نظر می Nتعداد ابعاد فضا و   Mتعداد درایه، 𝐴در این رابطه 

ها به ترتیب برای تانسورهای سفتی، تنش و کرنش تعداد درایه M=3کلی یعنی فضای سه بعد یعنی 

 .[83]باشد می 3و3، 18برابر 

 زیر بازنویسی کرد. برداری شبه به صورت  تر وساده2توان با استفاده از نوشتار ویت را می (2-8)رابطه 

 

(8-4) jiji C        ,   6,...2,1, ji  

یک  ijCباشد که در آن می ((2-8)رابطه فوق درحقیقت حالت شدبه برداری رابطه اصلی هوک )رابطه 

-8))رابطه  می باشدعضو مستقل  28 دارای ترین حالتدر کلی اینبنابرو متقارن است  6×6ماتریس 

  .]22[ باشندمی 8×6به ترتیب بردارهایی با ابعاد  𝜎𝑖 𝜀𝑗 و. همچنین ((5

                                                           

 

8 Stiffness Matrix 

2 Voight notification   
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(8-5)  
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 حه تقارن به همین شددکل اسددت، بدون داشددتن هیص صددفایزوتروپیکاین ماتریس برای مواد غیر 

به آن که یک جسددم با توجه  .مشددهور هسددتند 8کلینیکتریاین مواد با نام  .ممکن(ترین حالت )کلی

گر خصوصیات مواد دارای اتر کرد. ضرایب سفتی را می توان ساده دارای یک یا چند صفحه تقارن باشد

صفحه  به عنوان مثال اگر دارای  نامیده می شدوند. 2کلینیکمواد مونواین  ،ارن باشددتق یک صففحه

 :]22[است  (6-8رابطه )باشد، ماتریس سفتی به صورت  Z = 0 تقارن

(8-6) 
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واهد خ وجود اگر ماده نسبت به دو صفحه تقارن داشته باشد حتما تقارن نسبت به صفحه سوم نیز

. در این حالت ماتریس سفتی ]22[ نام دارند 9اورتوتروپیک، موادی که دارای این خاصیت باشد داشت

 :]22[ شود( خلاصه می3-8رابطه )به صورت 

                                                           

 

Triclinin8 

Monoclinic2  
  orthotropic- ماده استفاده شده در این رساله 9
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(8-3) 
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 3σ و 1σ  ،2σ تنش های نرمالدر مواد اورتوتروپیک  با توجه به رابطه فوق لازم به ذکر اسدددت که

این  که کلینیکمواد تری ندارند درسددت برخلاف 13γ و  12γ ، 23γ هیص ارتباطی با کرنش های برشددی

همچنین هیص ارتباطی بین تنش های برشددی و کرنش های نرمال و  مولفه ها به هم مرتبط هسددتند.

 دهاکه م توجه شود. همچنین بین تنش های برشی و صفحات کرنشی در صفحات مختلف وجود ندارد

 است.مورد بررسی در این رساله همگن  اورتوتروپیک

وپیک وجود دارد که به آن ایزوتر (بودکه پیشتر بیان شده)و ایزوتروپیک  اورتوتروپیکاما حالتی بین 

 که ها  یک صفحه وجود داردآندر هر نقطه از  گویند. ایزوتروپیک عرضی موادی هستند کهعرضی می

 گاهباشد، آن 2-8وتروپیک صفحه اگر صفحه ایزمثلا . ر تمام جهات مساوی باشدخواص مکانیکی آن د

]22[: 

(8-1) 
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ل می یتقلاگر تعداد صفحات تقارن به تعداد نامحدودی برسد، تعداد ضرایب غیر وابسته به دو عدد 

درباره آن توضیح داده شد. ماتریس  8-8-4-8نامیده می شود که در بخش  یابد، این ماده ایزوتروپیک

 باشد.سفتی در این حالت به صورت زیر می



89 

 

(8-3) 
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باشد. از این پس تنها خواص و نکات مربوط می اورتوتروپیکبا توجه به اینکه این رساله درباره مواد 

 شود.ذکر می اورتوتروپیکبه مواد 

آید. به عبارت بهتر ماتریس نرمی بدسددت می 8با معکوس گرفتن از ماتریس سددفتی ماتریس نرمی

که ماتریس سددفتی )همانطور که  این در صددورتی اسددتکند رابطه بین کرنش با تنش را مشددخص می

به عنوان مثال ماتریس نرمی برای ماده کند.  شد( رابطه بین تنش با کرنش را مشخص مینشدان داده

 به صورت زیر است: اورتوتروپیک

(8-82) 
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8 Compliance  
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1E  ،2E ، 3E  [22] می باشند 9و  2،  8 8جهانی مختصاتدر  یانگمدول به ترتیب . 

باشد به رابطه کرنش تنش معروف می  ((2-8) که معکوس رابطه کلی هوک )رابطه (88-8)رابطه 

بطه بیشتر از را نامه پایانها در ماتریس نرمی در این تر بودن درایهاست. لازم به ذکر است به علت ساده

 .]22و81[ کرنش تنش استفاده شده است

(8-88) 𝜀 𝑖𝑗 = 𝑆𝑖𝑗𝑘𝑙𝜎𝑘𝑙   ,   6,...2,1, ji                                                                     

توان معادله بالا را به صورت شبه برداری زیر ذکر شد می (2-8)مشابه توضیحی که پیشتر برای معادله 

 .[22]نوشت 

(8-82) 𝜀𝑖 = 𝑆𝑖𝑗𝜎𝑖    ,                  𝑖, 𝑗 = 1,2,3 … .6 

 2ها درفضای دو بعداورتوتروپیک  1-4-3

ها دشوار و حجیم تحلیل کامپوزیت 9همانطورکه در بخش قبل نشان داده شد در حالت سه بعدی

 . در اینباشد. از این رو همواره به دنبال ساده کردن مسئله و تبدیل آن به حالت دو بعدی هستیممی

ه . به طور کلی برای تبدیل یک مسئلاستانجام شده دوبعدیرساله نیز تحلیل اورتوتروپیک به صورت 

  کار برد.توان یکی از سه فرض زیر را بهسه بعدی به دو بعدی می

 های متقارن مثل استوانه کاربرد دارد و  با : این فرض تنها برای هندسه4تقارن محوری

صفر و مسئله به یک مسئله دو بعدی  θاعمال این فرض تمامی مشتقات نسبت به محور 

 شود.تبدیل می

                                                           

 

8 Global 

2 2D 
9 3D 
4 Axisimetric 
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 در راستای ضخامت صفر و  کرنشای مولفه در حالت کرنش صفحه  :8ایکرنش صفحه

ای کرنش صفحهتوانیم شرط شود. در صورتی میمی دیلبای دو بعدی تمسئله به مسئله

 ی ضخامتی در راستارا برای مسئله اعمال کنیم که سازه مورد تحلیل ما طویل و بار اعمال

 است.الزامی باشد. توجه شود وجود هر دو شرط برای فرض کرنش صفحه ای

 در راستای ضخامت صفر و مسئله  تنشای مولفه صفحه تنشدر حالت  :2ایتنش صفحه

ی ای را براتوانیم شرط تنش صفحهشود. در صورتی میدیل میبای دو بعدی تبه مسئله

ه ای باشد. توجه شود وجود هر دو حندسه و هم بارگذاری صفمسئله اعمال کنیم که هم ه

 .[28] استالزامی شرط برای فرض تنش صفحه ای

ای برای ساده سازی تنش صفحهری مسئله مورد نظر این رساله فرض با توجه به هندسه و نوع بارگذا

ای فرض تنش صفحهدرصورت استفاده از  زینه است.گترین مسئله و تبدیل آن به حالت دوبعدی مناسب

 9شود.به صورت زیر بازنویسی می ((82-8)معادله تنش کرنش )رابطه 

(8-89)                                                            {

𝜀1

𝜀2

𝜀12

} = |
S11 𝑆12 𝑆16
𝑆21 𝑆22 𝑆26
𝑆16 𝑆26 𝑆66

| × {

𝜎1

𝜎2

𝜎12

}  

 و داریم 

(8-84)        𝑆11 =
1

𝐸1
 , 𝑆22 =

1

𝐸2
 , 𝑆66 =

1

𝐺12
 , 𝑆12 = −

𝜗12

𝐸1
= −

𝜗21

𝐸2
, 𝑆16 = 0 , 𝑆26 = 0 

 

در حالت دوبعدی نیاز به  اورتوتروپیکهمانطور که از روابط بالا مشخص است برای تعریف یک ماده 

انگ تند از مدول یآیند عبارمی های آزمایشگاهی بدستثابت مستقل داریم. این ثوابت که از تست 5

 21G برشی در دو صفحه )و مدول (𝜗21 ، 𝜗12پوآسن ) نسبت، (1E  ،2Eاصلی )در دو جهت محور 

                                                           

 

8 Plane strain 

2 Plane stress  
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 ،12G ) تساوی دو نسبت توجه شود که𝜗12

𝐸1
𝜗21و  

𝐸2
با  1Eو  𝜗12 با𝜗21به معنی تساوی  21Sدر ثابت  

2E ها استباشد و تنها بیانگر تساوی نسبتنمی. 

 بدست (حالت دو بعدی)ماتریس سفتی نیز درحالت دوبعدی با معکوس کردن ماتریس نرمی در 

 آید. و داریم.می

(8-85) 𝑄𝑖𝑗 = 𝑆𝑖𝑗
−1 

                                                                                                       

باشد و به آن ماتریس سفتی اصلاح شده ماتریس سفتی در حالت دوبعدی می  𝑄𝑖𝑗که در این رابطه 

بعدی چه دو های نرمی و سفتی در تمام حالات چه سهماتریسگویند. لازم به یادآوریست که می8

 بعدی متقارن هستند.

 دهد.را ارائه می 8-4-2و  8-4-9بندی از دو بخش ( جمع8-8جدول )

 ( خلاصه از تعدادضرایب مواد1-1جدول 

تعداد ضرایب غیرصفر  نوع ماده

 بعدیدر حالت سه

تعداد ضرایب مستقل 

 بعدیدر حالت سه

تعداد ضرایب 

غیرصفر در 

حالت 

 دوبعدی

تعداد ضرایب 

مستقل در 

 حالت دوبعدی

 6 3 28 96 تری کلینیک

 6 3 89 22 مونوکلینیک

 4 5 3 82 اورتوتروپیک

 2 5 2 82 2ایزوتروپیک

                                                           

 

8 Modified Stiffness Matrix 

 همسانگرد 2
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 Off axisو  on axis اورتوتروپیک  1-4-3-1

در  8زمانی صادق است که خطوط الیاف بر محور مختصات جهانیتمام روابطی که تاکنون ذکرشد 

اما  گویند.می On axis هایکامپوزیت در مبحث کامپوزیت به این موادمنطبق باشد.  مختصات دکارتی

 های کامپوزیتداشته باشد به آن  φ ای ماننددرصورتی که خطوط الیاف با محور مختصات جهانی زاویه

axisff O هاست به طور مثال ماتریس نرمی . تفاوت این دوحالت در ماتریس سفتی و نرمی آن2گویندمی

 شود.از رابطه زیر محاسبه می Off axisدرحالت 

(8-86) 𝑆̿ =  𝑇�̃� × �̃� × 𝑇 ̃ 

ماتریس تبدیل است که به صورت زیر تعریف  Tو  Off axisماتریس نرمی در حالت 𝑆̿   در رابطه بالا 

     .شودمی

(8-83) 
𝑇 = |

𝑐𝑜𝑠𝜑2 𝑠𝑖𝑛 𝜑2 2𝑐𝑜𝑠𝜑𝑠𝑖𝑛𝜑

𝑠𝑖𝑛𝜑2 𝑐𝑜𝑠𝜑2 −2𝑐𝑜𝑠𝜑𝑠𝑖𝑛𝜑

−𝑐𝑜𝑠𝜑𝑠𝑖𝑛𝜑 𝑐𝑜𝑠𝜑𝑠𝑖𝑛𝜑 𝑐𝑜𝑠𝜑2 − 𝑠𝑖𝑛𝜑2

|    

 

 𝑆̿بود ماتریس 26Sو  16S( که دارای دو مولفه صفر On axis)ماتریس نرمی در حالت   Sبرخلاف

، باشد( به علت ضرب در ماتریس تبدیل دارای مولفه صفر نمی Off axisماتریس نرمی در حالت )

 [.22] 3باشدعدد می S، 5آن همچنان مانند ماتریس  لهای مستقاما ثابت

توان از ماتریس نرمی در این حالت هم می Off axisبرای محاسبه ماتریس سفتی در حالت 

  بار برای تنش تکرار کرد. را این (88-8)معکوس گرفت و یا معادله 

                                                           

 

8 Global 

   On axisو  Off axisهایبه طور تخصصی در این رساله اورتوتروپیک 2
ثابت 5ثابت مستقل و در حالت دو بعدی دارای  3در حالت سه بعدی دارای   On axisو جه   Off axisبه طور کلی مواد اورتوتروپیک چه  9

 باشند.مستقل می
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( 2و8(همراه مختصات محلی ( به x,yو مختصات جهانی )( θ)زاویه ناهمسانگردی  8-8شکل در 

 به خوبی قابل مشاهده است. 

 

 

 ]off axis  ]22و   on axis( زاویه ناهمسانگردی برای1-1شکل 
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 کنش و انتگرال برهم 1محدود توسعه یافته المانروش :  2 فصل

 

  2محدود لمانای بر روش امقدمه (8

 محدود توسعه یافته  لماناروش  (2

 محدود توسعه یافته  المانمدل سازی ترک در روش  (9

 روش انتگرال برهم کنش  (4

 

 

 

 

 

 

 

                                                           

 

8  XFEM- Extended Finite Element Method 

2 FEM- Finite Element Method 



22 

 

 ای بر روش المان محدودمقدمه  2-1

 های مختلف برای حل مسئله سه روش پیش روی ماست: طورکلی در پژوهش به

 8تحلیلی روش (8

 2روش تجربی  (2

 9عددی روش  (9

معادلات دیفرانسیلی حاکم بر مسئله به صورت تحلیلی و دقیق در روش تحلیلی سعی بر این است که 

حل شوند. در روش تجربی، مسئله به صورت کاملا واقعی در شرایط آزمایشگاهی آزمایش شده و نتایج 

های عددی امکان حل شود. روششود. و اما در روش عددی مسئله به صورت تقریبی حل میگزارش می

برد را فراهم های تحلیلی و تجربی هزینه و زمان زیادی میبا روش هاای که حل آنمسائل پیچیده

-های زیادی دارند. روش المان محدود یکی از این زیرمجموعههای عددی زیرمجموعهکنند. روشمی

هاست که از دقت بالایی برخوردار است. قبل از بررسی و توضیح مختصر درباره این روش ابتدا به صورت 

 کنیم.از این روش را بیان می ایخلاصه تاریخچه

                                                           

 

8 Exact Analytical Solution 
2 Experimental Method 

9 Numerical Solution 
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 تاریخچه روش المان محدود   2-1-1

جهت حل مسائل الاستیسیته  8362در سدال  8اصدطلاح المان محدود برای اولین بار توسدط کلاف

دوبعدی به کار گرفته شد. هر چند اولین شخصی که عملاً از این روش در حل مسائل پیچش استفاده 

 است. 8349در سال  2نمود، کورانت

رای حل تقریبی معادلات دیفرانسدددیل های عددی بالمان محدود یکی از پرکاربردترین روش روش

های باشد. این روش توسط دانشمندان و مهندسان در گستره وسیعی از مسائل مهندسی در گرایشمی

 ]98  [رود.ها به کار میمتفاوت از جمله برای تخمین شکست دینامیکی سازه

در روش گالرکین؛  در حل معادلات اسدددت. 9نه بارز از روش گالرکینروش المدان محددود یک نمو

شود که در ادامه درباره آن یاب اسدتفاده میدرونبرای محاسدبه درجات آزادی از تابع )المان محدود( 

 شود.توضیحات بیشتری ارائه می

 المان محدودروند حل مسئله در روش   2-1-2

تری به نام المان دسه پیچیده به قطعات کوچکمسئله با هن المان محدودبه طور خلاصه در روش 

شود. سپس برای هر المان ماتریس سفتی محاسبه می گفتهبندی مششود که به این عمل تقسیم می

ماتریس سفتی کل سازه بدست آمده و با جایگذاری  ،هاشده و پس از اسمبل ماتریس سفتی المان

مراحل  یک مسئله به کمک روش المان محدود شود. درحقیقت برای حلشرایط مرزی؛ مسئله حل می

 :]22[شود زیر طی می

                                                           

 

8 Clough 
2 Courant 
9 Galerkin method 
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 1(المان )مش زنی تقسیم بندی مسئله به چندین  2-1-2-1

نیم. کی ساده تقسیم میاحیهپیچیدگی آن ( به چندین ن از در اولین قدم مسئله مورد نظر را ) فارغ

 9هایتشکیل شده است به این نقاط گرهشوند. هر المان از حداقل دو نقطه نامیده می 2المان ،این نواحی

 شکلکنند. به طور نمونه در گذاری میای که دارند نامحسب تعداد گرهها را برگویند. المانالمان می

بندی ( مشQ4یا به اختصار  Quad 4گره ای ) 4های صفحه مستطیلی به ابعاد محدود با المان 2-8

 شده است. 

 .]22  [باشندتوجه شود که المان و گره از مفاهیم بسیار مهم و پایه در روش المان محدود می

                                                           

 

8 Meshing 
2 Element 

9 Nodes  
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 ایگره 4های ( مش بندی صفحه مستطیلی با المان1-2شکل 

ور مختصات حگره در جهت افقی م 82همانطور که در شکل فوق پیداست صفحه مستطیلی دارای 

(X و )82 ( گره در جهت عمودی محور مختصاتYمی ) .باشد 

توان هر نقطه درون هندسه ناحیه را با استفاده ، میناحیهپس از تقسیم هندسه موردنظر به تعدادی 

مل، ترین عهای ناحیه تقریب نمود. برای این تقریب مناسببر حسب مختصات گره وابع درونیابیاز ت

 ای است.یابی چند جملهاستفاده از توابع درون

ی نگاشت دوخط با استفاده از توانمیاز نظر ریاضی ناحیه چهارضلعی مورد نظر را داد که  نشان 8گالرکین

، که دستگاه مختصات تبدیل نماییم 2( η  ،ξ) در دستگاه مختصات  2 × 2ضلاع ابه مربعی متقارن با 

                                                           

 

8 Galerkin method 

2 Local coordinates  
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قابل بیان خواهند  (8-2معادله ) ه صورتتوابع درونیابی ب (2-2شکل . )شودنامیده می 8کایزوپارامتری

 .] 22[ بود

(2-8)   4
1i ii XNx       ,         4

1i iiYNy          

 

   گره ای به یک مستطیل استاندارد 4( نگاشت تبدیل یک ناحیه 2-2شکل 

 

پیداست تعداد  (8-2) و همانطور که از رابطه نامندمی 2شکلیاب را در اصطلاح توابع این توابع درون

تابع  4گره و  Q4 4باشد. به طور مثال در المان های آن المان میدر هر المان به اندازه گره توابع شکل

 توان به موارد زیر اشاره کرد.ها میهای مهم آناز ویژگی  .داریم شکل 

 است( iY  8و  iXدر  iNباشد. )در مختصات گره خودش مقدار یک میتابع شکل هر  (8

 است( iY  2و  iXدر  jNاست ) 2در مختصات گره دیگر  تابع شکلهر  (2

4است ) 8یک المان عدد  کلتوابع شجمع  (9

1
1ii

N


) 

                                                           

 

8 Isoperimetric  

2 Shape function 
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ات صمربع ترسیم شده، در دستگاه مخت توان مختصات هر نقطه درون، میتوابع شکلبا کمک این 

لمان ا توابع شکلبرای نمونه  ( نگاشت. X , Y ایزوپارامتریک را به نقطه مشابه در مختصات اصلی )

 .]22[ باشدمی( 2-2ای به صورت رابطه )گره4

(2-2) 1 1 1 1
(1 )(1 ) (1 )(1 ) (1 )(1 ) (1 )(1 )

4 4 4 4

T

N        
 

         
 

 

ستون  8سطر و  4یک ماتریس با  N. یعنی در محاسبات به معنای ترانهاده است Tکه در آن علامت 

 ( 4×8باشد. )ماتریس می

 خصوصیات مواد   2-1-2-2

 گفته شد برای ماده اورتوتروپیک داریم در فصل اول همانطور که

 ای :صفحه در حالت تنش 

(2-9) 
 

1 12 2

12 2 2

12 21

12 21 12

0
1

0
(1 )

0 0 (1 )

E E

C E E

G




 

 

 
 
 
  

 

 

 در حالت کرنش صفحه ای:

(2-4) 
 

1 1

2 2

12

0

0

0 0 ( )

aE bE

C cE dE

ad bc G

 
 
 
  

 

32231 a  

321312  c  

312321  b  

31131 d  
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 12Gو  ضددریب پواسددون y  ،ijνدر جهت یانگ دول م x  ،2Eدر جهت  یانگدول م 1Eکه در آن 

 باشد.مدول برشی می

 مشخص کردن درجات آزادی هر گره   2-1-2-3

تعداد پارامترهای غیر وابسته که برای مشخص کردن موقعیت یک سیستم فیزیکی در حالت کلی  

به طور مثال اگر مسئله مورد  . ]81[8نامندگیرد را درجه آزادی آن سیستم میمورد استفاده قرار می

شامل دو درجه آزادی  بعدی2درحالت های المان شد هریک از گرهنظر ما فقط تحت بارهای مکانیکی با

u  درجهتX  وv در جهتY  باشد. در این حالت برای هر المان داریم .می 

(2-5) 1

1

2

2

3

3

4

4

{ }

U

V

U

V
u

U

V

U

V

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  

 

 (8-2)معادله  یک مسئله تحت بارهای مکانیکی. در 2گویندبردار درجات آزادی هر المان می uبه بردار 

 به صورت بازشده زیر برای هر المان نوشت.توان را می

(2-6) 4

1

i

i

i i

Uu
N

Vv 

  
   

   
  

                                                           

 

8 DOF  (Degree Of Freedom) 

 تری ارائه خواهد شد. در فصول بعدی درباره چیدمان این بردار توضیحات بیشتر و جامع 2
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 1محاسبه ماتریس سفتی  2-1-2-4

های عددی است. این روش همانطور که پیشتر اشاره شد روش المان محدود زیر مجموعه روش

 2کند. برای هر مسئله ماتریس سفتیمعادلات حاکم را به صورت ماتریسی گسسته کرده و سپس حل می

آید. )در فصول آینده گسسته سازی معادلات ها با گسسته کردن معادلات حاکم بدست میو سایر ماتریس

به  المان 9محلی تمختصادر  برای هر المان گردد( اما در حالت کلی ماتریس سفتیحاکم انجام می

 .]22[  شودنوشته می( 3-2معادله )  صورت

(2-3) 
       

1 1

8 8 8 3 3 3 3 8

1 1

.
T

K B C B j d d 
   

 

    

نیز ماتریس ژاکوبین  j( و ماتریس 9-2ماتریس خواص ماده معادله ) C( ماتریس 3-2در معادله )

به معنی  Bدر بالای ماتریس  Tعلامت  (3-2)توجه به این نکته ضروری است که در رابطه  باشدمی

 .5است Bماتریس 4ترانهاده 

باید محاسبه شود  ( η ، ξ)  محلی که در دستگاه مختصات(  3-2) انتگرال معرفی شده در معادله

 ، کافیه نمود. در روش عددی انتگرال گوسرا می توان با استفاده از روش عددی انتگرال گوس محاسب

است که مقادیر تابع تحت انتگرال را در نقاط خاصی درون المان که نقاط گوس خوانده می شوند، 

این مقادیر می توان مقدار انتگرال را  حساب نموده و آنها را در ضرایب وزنی گوس ضرب کرد. با جمع

  د.نموتعیین 

                                                           

 

8 Stiffens Matrix (K Matrix) 
 در بسیاری از منبع فارسی به اشتباه ماتریس سختی ترجمه شده است. 2

9 Local Coordinate 
4 Transpose  

 مراجعه کنید. 83برای توضیح بیشتر درباره ترانهاده به مرجع  5
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بوده و شامل مشتقات تابع شکل  هاجایی گره جابه کرنشماتریس  Bماتریس  تدر این معادلا

این ماتریس سه سطر دارد و تعداد ستون های آن به تعداد  برحسب مختصات محلی المان هستند.

ای نشان این ماتریس را برای یک المان چهارگره( 1-2 ) وابسته است. معادله {u}سطرهای بردار 

 دهد.می

 

(2-1) 
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در جا به جایی حاصل  Bمشخص است کرنش از حاصل ضرب ماتریس  (1-2) همانطور که در رابطه

 .شودمی

 

شود. )معادله به اصلی استفاده می محلیبرای نگاشت مختصات ( j) از دترمینان ماتریس ژاکوبین

(2-3)) 

(2-3) 
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 (82-2)به صورت معادله  8مختصات جهانیتوان در را می (3-2)معادله  jبا حذف دترمینان 

 بازنویسی کرد

(2-82)        
8 8 8 3 3 3 3 8

T
K B C B dxdy

   
   

 

 هرگرهاندازه ماتریس سفتی است که تابع درجات آزادی ت بسیار مهم در روش المان محدود، از نکا

 آید.بدست می )88-2 (و در حالت کلی از رابطه باشداز المان می

(2-88)  size( ) ( ) ( )
n n

K DOF ND DOF ND


     

 

به طور  باشد.نیز تعداد گره در هر المان می NDتعداد درجات آزادی هر گره و  DOFدر رابطه فوق 

( سایز Q4ای هستند )ها از نوع مربعی چهار گرهدرجه آزادی داریم و المانای که تنها دو مثال در مسئله

 .]22 [ (1=4×2د )باشمی 1×1ماتریس سفتی در هر گره 

 ماتریس سفتی کل  مونتاژ  2-1-2-5

اتریس دیگر که به عنوان این ماتریس ها در یک م ،المان برای هر تیفبعد از محاسبه ماتریس س

تعداد درجات ماتریس سفتی کل نیز از همان  گردند.نصب میشناخته می شود،  تی کلفماتریس س

منتها به جای درجات آزادی هر المان درجات آزادی کل مسئله لحاظ  .رددگمحاسبه می (88-2) رابطه

گره دارد  822درجه آزادی از نوع جا به جایی  و در کل  2ای که هر گره برای مثال در مسئله. شودمی

 .((88-2))مطابق رابطه  باشدمی 222×222اد ماتریس سفتی کل در ابع

                                                           

 

8 Global Coordinate 
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 جاییاعمال شرایط مرزی نیرو و جابه  2-1-2-6

 های مرزی اعمال می شود.نیز به المان 2جاییو جابه 8با توجه به نوع مسئله شرایط مرزی نیرو

 را حل نمود: زیربا بدست آوردن شرایط بالا می توان معادله 

(2-82) FuK


  

 بدست خواهد آمد.  uو در نتیجه بردار 

 روش المان محدود توسعه یافته  2-2

 گردد.در این بخش به صورت خلاصه توضیحاتی درباره روش المان محدود توسعه یافته ارائه می

 ای از روش المان محدود توسعه یافته خلاصه  2-2-1

 کههمان روش المان محدود معمولی اسدددت  9به طور خلاصددده روش المان محدود توسدددعه یافته 

اند. این غنی سدددازی اند یا به عبارت بهتر غنی شددددههای نوک ترک افزایش یافتهدرجات آزادی المان

های گیرد. روش المان محدود توسعه یافته نتیجه کارها صدورت میبرای افزایش دقت و صدحت جواب

 باشد.بیلیچکو و همکارانش می

سددازی لمان محدود، با غنیها با اسددازی ترک( برای مدل سددنتی کلاسددیک ) در مقایسدده با تقریب

زدیک سازی ناست. همچنین غنیشده، نمایش داده، هندسه ترک به صورت مستقل از شبکهناپیوستگی

 است.، به کار گرفته شده، جهت محاسبه درست ضرایب شدت تنشسازینوک ترک در تقریب

                                                           

 

8 Natural boundary condition  
2 Essential boundary condition  

9 XFEM (Extended Finite Element Method) 
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نسبت داده   تابع شکلبه هر گره از المان  )همانطور که اشاره شد( د استاندارددر روش المان محدو

ضرب تابع شکل هر درجه آزادی دارد که ترکیب خطی حاصل 2شدود و در حالت دو بعدی هر گره می

 تواند تغییر مکان نقاط داخل المان را مشدددخص کندای میهای گرهنقطده داخل المان در تغییر مکان

در المان محدود توسددعه یافته از همان توابع شددکل المان محدود اسددتاندارد  .((6-2)ین ک)معادله گالر

( که این  سازیغنی کند )های اطراف ترک افزایش پیدا میشود و تنها درجات آزادی گرهاسدتفاده می

 [29و81. ]شودانجام می 8واحد افرازبر اساس مفهوم  کار

 های محدود غنی شدهواحد المان افراز  2-2-2

 برای افراز واحدیافته مفهوم که پیشتر ذکر شد مفهوم و مبنا روش المان محدود توسعههمانطور 

، Ωدر یک قلمرو مشخص مثل  افراز واحدت. بدون المان اس هاییبرهای محدود غنی شده یا تقالمان

 را ارضا کند. (89-2)است به نحوی که معادله  i(x)یک مجموعه از توابع 

(2-89) 
( ) 1,i

i

x x


    

که بر حسددب بردار  ψدر المان محدود توسددعه یافته این اسددت که هر تابع  افراز واحدخاصددیت 

بازنویسی کرد. به معادله  ψبا  افراز واحدضرب توابع توان به صورت مجموع حاصلموقعیت است را می

 د.توجه کنی( 2-85)

(2-84) 
( ) ( ) ( )i

i

x x x  


  

به صورت معادله  را (6-2) توان معادلهاستفاده از این خاصیت در المان محدود توسعه یافته میبا 

 .]24و81 [ زیر بازنویسی کرد

                                                           

 

8 Partition of unity  
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(2-85) 
( ) ( )u ( ) ( )i i i i

i i

u x N x x x b 
 

    

هایی است های معمولی گرههای معمولی هستند. منظور از گرهدرجات آزادی گره iuدر این رابطه 

د. )در بخش آینده ها حضور ندارنترک شکافته نشده و یا نوک ترک در آنها توسط های آنکه المان

ها نیز توابع شکل در المان محدود کلاسیک هستند. این   iN باره توضیح خواهیم داد.(بیشتر در این

 8بخش انساتز (86-2) بخش دوم در رابطه اند.معرفی شده (2-2)ای در رابطه توابع برای المان چهارگره

سازی شوند تا دقت غنیکه باعث میمجازی هستند  مجهول پارامترهای ibای مقادیر گره شود.نامیده می

های در مکانیک شکست است که حل های مجانبیحلمبتنی بر و  2تابع غنی سازینیز   .بالاتر برود

آیند. بنایراین انساتز لازم نیست دقیقا حل موضوعی برای مسئله مورد نظر باشد. دقیقی به حساب نمی

)در این رابطه )انساتز(؛ )i x یافته )غنی شده( است.  وسعهتابع شکل در حالت ت 

 و )سنتی( کلاسیک محدود المان هایروش در استفاده مورد تقریب برای شکل توابع کلی حالتدر 

 در محدودیتی به منجر یکسان توابع از استفاده اما نباشند؛ یکسان ممکن است (XFEM) یم یافتهتعم

 یعنی:  در این پژوهش این دوتابع یکسان فرض شده است. .]25 [شودمسئله نمی حل

(2-86) ( ) ( )i ix N x   

. کنندرا ارضا می واحدافراز لازم به ذکر است که تمام توابع شکل المان محدود لاگرانژی خاصیت 

  .زیرا این خاصیت برای همگرایی و عبور از آزمون پیوستگی ضروری است

های تحلیل عددی های روش المان محدود توسعه یافته نسبت به سایر روشیکی از بهترین مزیت

ها بندی است. منتمکانیک شکست این است که رشد و موقعیت ترک در این روش کاملا مستقل از مش

 ها باشد.روی یکی از گره تواندنمیک ترک نو

                                                           

 

8 Ansatz 

2 Enrichment Function(s) 
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 1مدل سازی ترک در روش المان محدود توسعه یافته   2-3

شود. قبل یافته شرح داده می سازی ترک در روش المان محدود توسعهدر این بخش مراحل مدل

 کنیم. سازی ترک کاربردیست بیان میکه در مدلرا  از هرچیز چند تعریف

 شوندها به سه دسته تقسیم میها و گرهالمان محدود توسعه یافته المانبه طور کلی در روش 

 .( 9-2)شکل 

ها با کمک از ناحیه ترک واقع شده اند. این المانهایی هستند که دور المان، 2های معمولیالمان (8

 یعنی نیاز به غنی سازی ندارند. شوند.المان محدود کلاسیک تحلیل و حل می

 هااند و ترک در این المانهایی هستند که توسط ترک بریده شدهالمان ،9های اسپلیتالمان (2

سازی دارند که در بخش بعد درباره آن توضیح داده ها نیاز به غنیاین المان 4واقع شده است.

 شود.می

. این 6المانی است که نوک ترک در آن حضور دارد، 5های تیپ(های نوک ترک )المانالمان (9

 سازی دارد.های اسپلیت نیاز به غنیالمانالمان نیز مانند 

 ها:و اما انواع گره

 های معمولی هستند. های المان، گره3های معمولیگره (8

                                                           

 

م ماگویند . تدر بسیاری از مراجع فارسی زبان  به روش المان محدود توسعه یافته، المان محدود غنی شده یا المان محدود تعمیم یافته نیز می 8

تری نسبت به سایر باشد. به نظر نگارنده ترجمه المان محدود توسعه یافته؛ ترجمه بهتر و روانمی  Extended finite elementها ترجمه این

 splitو tip elementاست. غنی سازی بیشتر یه نوع فرآیند است که برای رو در این تحقیق از این ترجمه استفاده شده موارد است. از این

element رود. که ترجه کلمه به کار میEnrichment باشد.می 
2 Normal elements 
9 Split elements 

ارائه نشده است و نگارنده نیز نتوانست ترجمه قابل قبولی را برای این   Split elementsدر اکثر مراجع فارسی زبان ترجمه صحیحی برای  4

 شود.های اسپلیت استفاده میبا نگارش فارسی به شکل المان Split elementمعادله انگلیسی  کلمه پیدا کند. از این رو در این رساله از
5 Tip elements 

 را انتخاب کردند. است که اکثر کتب فارسی آنالمان نوک ترک ترجمه 6

3 Normal nodes  
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 های اسپلیت هستند. های المان، گره8های اسپلیتگره (2

 های المان نوک ترک هستند.ترک، گره 2های نوکگره (9

به طور مثال دو المان مجاور هم را در نظر  لزومی ندارد هر چهار گره یک المان از یک نوع باشند.

بگیرید که اولی از نوع اسپلیت و دومی المان نوک ترک باشد. در این صورت دو گره مرزی این دو المان 

  های نوک ترک هستند.های نوع گرهاز نوع گره

 کند.مطالب بالا را به طور خلاصه بیان می 9-2شکل 

 

 شده یغن یگرهها و ترک شامل افتهی توسعه محدود المان شبکه کی شیمان (3-2شکل 

است؛ المان خاکستری رنگ المان نوک ترک و چهار المان قابل مشاهده 9-2شکل همانطور که در 

 د.های معمولی هستنها نیز المانو سایر المان اند المان اسپلیتکه توسط ترک بریده شدهسمت چپ آن 

                                                           

 

8 Split nodes  

2 Tip nodes 
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نوک ترک وجود دارد که با دایره سیاه مشخص شده اند، در شکل قابل مشاهده است که چهار گره 

های ساده هستند. ها نیز گرهاند و ما بقی گرههشت گره اسپلیت وجود دارد که با ستاره مشخص شده

در  اولویت لزومی ندارد هر چهار گره المان از یک نوع باشند، همانطور که پیشتر در قالب نکته ذکر شد

 های معمولی است.رک سپس اسلیت و در آخر گرهانتخاب گره با گره نوک ت

 سازی غنی بنیادیروابط   2-3-1

 برای افراز واحدیافته مفهوم همانطور که پیشتر ذکر شد مفهوم و مبنا روش المان محدود توسعه

 2Rفضای  در x یک نقطه که فرض کنیدهای  بدون المان است. های محدود غنی شده یا تقریبالمان

به صورت  T ایگرهمجموعه  .داشته باشیدمحدود المان ون مدل ( دربرای محیط دو بعدی )

}m,…,n2,n1={nT  وm غنی  یتقریب تابع( 86-2)، با توجه به معادله است یک المانهای تعداد گره

 ]98و81[ .شودتعریف میبه صورت زیر  u(x)برای میدان جابجایی شده 

 

(2-83) ( ) ( ) ( ) ( )

E
I J

h

I I J J
n J

n T n T

u x N x u N x x u

 

    

 آزادی درجات Ju است ومدل المان محدود  کلاسیک در گره آزادی درجات Iu( 81-2در رابطه )

 . )هماناست حدودالمان ممدل استاندارد  به مجموعه اضافی تغییر مکانی نسبت
ib (86-2)در رابطه) 

 ازیسبه تعداد توابع غنیهر گره اسپلیت یک و به ازا هر گره نوک ترک این درجات آزادی اضافی به ازا 

درضمن تعداد توابع باشیم گره نوک ترک داشته 4گره اسپلیت و  1ای به طور مثال اگر در مسئله .است

 IN باشد.عدد می24های مجازی در این مسئله برابر با باشد در این صورت تعداد گره 4سازی نیز غنی

تابع شکل در حالت توسعه یافته )غنی شده(  jN ( همچنینTهای معمولی )گرهمربوط به  شکل تابع

سازی در این مشاهده شد توابع شکل در حالت کلاسیک و غنی (83-2). همانطور که در معادله است
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شامل تمام نقاطی است که  ETو  یسازغنی )توابع( تابع ψ(x). 8اندتحقیق یکسان درنظر گرفته شده

 اندمشخص شده 9-2شکل در  4و ستاره 9هایی که با دایره توپربه طور نمونه گره 2.گیردرا در بر می ترک

سازی با توجه )تعداد توابع غنی شوندسازی میها همگی با این توابع غنیهای مجازی آنبه همراه گره

 طور به .گردد.(شوند که در ادامه درباره آن توضیحاتی ارائه میبه نوع مسئله و جنس ماده تعیین می

   .گرددمی تعیین ناپیوستگی نوع به توجه با ψ(x) یسازغنی تابع کلی

کردن یک گسستگی دلخواه در  ناپیوسته است می تواند برای مدل Rفضا  هر تابعی که در سرتاسر

(x)hu ؛ دهدتغییر علامت میترک ترین انتخاب، یک تابع ثابت که در طول ولی شاید ساده ،استفاده شود

را  -8را روی یک سمت و  8گیریم که مقدار را در نظر می (H(Z))تابع  زیرتابع  راحتی برایاز این رو 

 ((83-2). )معادله دارددر سمت دیگر 

(2-81) 1 ;
( )

1 ;

y
H z

y

 
 

 
 

به عبارت بهتر اگر  .است ترک مسیر به نسبت نقطه یک موقعیت از تابعی z ،(83-2) در معادله

 -8و در غیر این صورت  8سازی برای آن نقطه مطلوب بالای سطح ترک باشد مقدار تابع ثابت غنی

 ].81و98[ گویندمی پرش از سطح ترکاست. به این تغییر علامت در مکانیک شکست 

نظر این در ماده مورد  سازی ترکمدلسازی داده شد به شرح روابط حال که روابط بنیادی در غنی

 پردازیم.تحقیق یعنی ماده اورتوتروپیک می

                                                           

 

8 NI=NJ 

 ها مجازی اینهای های نوک ترک، اسپلیت و گرهگره 2
 های نوک ترک گره 9

 های اسپلیت گره 4
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 رتوتروپیکودر مواد ا سازی ترکمدل روابط  2-9-2

شد، میدان جا به جایی در روش المان محدود توسعه یافته برای با توجه به مطالبی که پیشتر گفته

توجه شود تعداد توابع غنی  .نوشت( 22-2)توان به صورت معادله یک المان غنی شده شامل ترک را می

 ]23[ باشد.عدد می 4سازی برای ماده اورتوتروپیک معمولا 

(2-83) 

4

1

( ) ( ) ( ) ( )

( ) (r, )

h

n n I I

n I

l

k k l

k J l

u x N x u N x H x b

N x C F 
 

 

 
  

 

 

 
 

های عبارت دوم برای غنی سازی المان ،8عبارت اول مربوط به المان محدود کلاسیکدر رابطه فوق 

، nNهای نوک ترک به کار برده می شود. در این رابطه عبارات سوم جهت غنی سازی المان و اسپلیت

IN و kN های معمولی، اسپلیت و نوک ترک هستند و همانطور که در رابطهتوابع شکل المان به ترتیب 

نیز تابع هویسایدی  H(X)اند. اشاره شد در این تحقیق هرسه این توابع یکسان درنظر گرفته شده( 2-83)

درجات آزادی گره  nU، استهای اسپلیت درنظر گرفته شدهاست که برای پرش از سطح ترک در المان

lو   Ibکلاسیک و 
kC همچنین 2انددرجات آزادی گرهی اضافی .(r, )lF  سازی ماده غنی عتواب

-2)معادله  قابل بیان هستند (,θr)اورتوتروپیک هستند. این توابع برحسب مختصات محلی نوک ترک 

93.) 

این دو باشد. بنابرهای دمایی و مکانیکی میذکر این نکته واجب است که این تحقیق شامل تحلیل

وری با تئ جایی. در تحلیلبه سازی جا سازی دمایی و تابع غنیسازی داریم. تابع غنیجنس تابع غنی

                                                           

 

 های معمولی برای المان 8
سازی ) عدد و برای هر گره نوک ترک به اندازه تعداد توابع غنی 8های مجازی برای هر گره اسپلیت همانطور که قبلا گفته شد تعداد این گره 2

 گیرند.قرار می 5-2معرفی شده در معادله  u( است.  این درجات آزادی در انتهای بردار  4در اینجا 
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 ند.جایی باید یکسان باشسازی دما و جا به شده و یا لردشلمان تعداد توابع غنیترموالاستیسیته جفت

 بیشتر توضیح خواهیم داد. ی ترموالاستیسیتههادر ادامه درباره این تحلیل

 سازی جا به جایی برای مواد اورتوتروپیکتوابع غنی  2-3-2-2

عی نزدیک نوک و میدان تنش در حوزه نوک ترک در جسددم دو بعدی های مماسددی واقجابجایی

 : [23] صورت زیر استهب ig(θ)و  ijf(θ)رتوتروپیک در معرض بارگذاری عمومی با تعریف توابع وا

(2-22) 
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iII
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(2-28)  
)()2()()2( 2
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1

 II

ijII

I

ijIij frKfrK


  

ها بیشتر توضیح آن ادامه درباره)در باشد.می IIو  Iضدرایب شدت تنش مود  IIKو  IKکه در آن، 

 .[23] اندبیان شده به صورت زیر ig(θ)و  ijf(θ) توابع  داده خواهد شد(

(2-22) 














































sincossincos
Re)(

1

1

2

2

21

21
11

If  

(2-29) 












































sincossincos

1
Re)(

1

2

1

2

2

2

21

11

IIf

 (2-24) 












































sincossincos

1
Re)(

1

2

2

1

21

22

If

 (2-25) 




































sincos

1

sincos

11
Re)(

1221

22

IIf

 (2-26) 






































sincos

1

sincos

1
Re)(

2121

21
12

If

 (2-23) 












































sincossincos

1
Re)(

2

2

1

1

21

12

IIf

 



93 

 

 و در ادامه : 

 

(2-21)  
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 به صورت زیر تعریف می شوند: kqو  kpمقدار 

(2-92) 2,11612

2

11  kaaap kkk   

(2-99) 
2,126

22
12  ka

a
aq

k

kk



 

  ریشه معادله مشخصه زیر می باشد: μو 

(2-94) 02)2(2 2226

2

6612

3

16

4

11  aaaaaa   

باشددند که براسدداس فرض تنش اعضدداء ماتریس نرمی کاهش یافته صددفحه می ija فوق در رابطه

 .]28[ باشندمی ijS نرمیصورت تابعی از ماتریس هب یا کرنش صفحه ای ایصفحه

(2-95) 
ijij Sa                  ,       6,2,1, ji  تنش صفحه ای             

(2-96) 

33

33

S

SS
Sa

ji

ijij       ,    6,2,1, ji  کرنش صفحه ای              

چهار ریشدده این معادله را می توان ( چهار ریشدده موهومی دارد. 95-2شددود که معادله )ثابت می 

 :تنوشزیر بصورت 
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(2-93) 
yx i 111         ,     

13    

yx i 222         ,     24    

) برحسب  ترک کهای اطراف نوسدازی گرهای به صدورت زیر برای غنیچهار جمله در نهایت تابع

,r)مختصات محلی نوک ترک  )lF ) [:21] گیردمورد استفاده قرار می 

(2-91) 
1 2

1 2

{ ( , )} { cos ( ), cos ( ),
2 2

sin ( ), sin ( )}
2 2

lF r r g r g

r g r g

 
  


 



 

 ].23[ آیند( بدست می84-2( و )42-2از روابط ) kθ و θkg)(که 

(2-93) 22 )sin()sin(cos)(  kykxkg   

(2-42) 
)

sincos

sin
(






kx

ky

k arctg


  

قابل مشاهده است، توابع غنی سازی برحسب مختصات محلی نوک  (93-2)همانطور که در معادله 

 ].23[  دباشمحلی کاملا منطبق بر نوک ترک می تن مختصای. لازم به ذکر است که ااندترک نوشته شده

 سازی جدید دمایی برای ماده اورتوتروپیک توابع غنی  2-3-2-3

ن باشد و تا کنوکاملا جدید می سازی برای درجه آزادی دماییهمانطور که قبلا نیز ذکر شد توابع غنی

ه سازی جا بروند بدست آوردن این توابع کاملا مشابه روند به دست آوردن توابع غنی است.ارائه نشده

 باشد.جایی می

 :]26[ گیریمدر نظر می (42-2)تابع دما در نوک ترک برای یک جسم اورتوتروپیک به صورت معادله 

(2-48) 
0

1
2 Re[ cos sin ]T h ar

k
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ریشه  µباشند. در ضمن می ((49-2))رابطه  ماتریس رسانش گرمایی kهدایت گرمایی،  0hدر این رابطه 

 ]26[باشد. می ((44-2)معادله مشخصه )معادله 

 

 img>0ل است که وای قابل قبهمانطور که مشخص است این معادله دو ریشه دارد دقت شود، تنها ریشه 

 .]26[داشته باشد 

برحسب مختصات محلی نوک  ترک کهای اطراف نوسازی گرهغنیدر نهایت مانند بخش قبل توابع 

 آیند.به صورت زیر بدست می ترک )مانند حالت جا به جایی(

 

(2-44) 
{ ( , )} { cos ( ), sin ( )}

2 2
lF r r g r g

 
    

  .]26  [آیند( بدست می43-2( و )46-2از روابط ) kθ و θkg)(که 

 

 

-اگر تئوری ترموالاستیسیته مورد استفاده در تحلیل مسائل حرارتی تئوری همانطور که پیشتر ذکر شد

اشد ب برابرباشد، لازم است تعداد توابع غنی سازی دمایی و جا به جایی  8های جفت شده مثل لردشلمان

                                                           

 

 شود.در ادامه در این مورد بیشتر توضیح داده می 8

(2-42) 
11 12

21 22

21 22

, k
k k

k k
k k

 
  
 

 

(2-49) 2

22 12 21 11( ) 0k k k k      

(2-45) 2(cos sin )g      

(2-46) sin
arctan( )

cos sin
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به صورت توام و جفت  )معادلات  ه معادلات انرژی و ناویرک 1جفت شدهترموالاستیسیته زیرا در حالت 

 مطابق معادله uها به صورت یکپارچه در غالب بردار درجات آزادی گرهدر نتیجه  2شوندشده حل می

 مشاهده شد.( (5-2). )مطابق آنچه در معادله (شوندچیده می (2-41)

(2-43) 1

1

2

2

1

2

3

.

.

{ } .

.

.

.

U

V

U

V

u

T

T

T

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

قراردارند.  کوپل داخل یک بردار واحدشود چون تمام درجات آزادی در حالت همانطور که مشاهده می

شود، برای جا به جایی و دما می Bسازی باعث اختلال در ابعاد ماتریس بنابراین عدم برابری توابع غنی

چون  9غیر کوپل آید. اما در حالتحل نشدن معادلات شده و جوابی بدست نمیکه این اتفاق سبب 

ازی ستواند تعداد توابع غنیشوند، میمعادلات انرژی و ناویر )مربوط به دما و جا به جایی( جداگانه حل می

باشد. )همانگونه که در این بخش و بخش قبل معرفی  4سازی جا به جایی و تعداد توابع غنی 2دمایی 

سازی دمایی در حالت کوپل هر دو توابع غنیبا توجه به این توضیحات برای برابر کردن تعداد  شدند(

 کنیم و داریم : ضرب می sin(θ)ای تابع را در تابع زاویه

                                                           

 

  Coupled Thermoelectricityترمو الاستیتیسه کوپل یا  2

 
9 Classic Thermoelectricity  
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(2-41) 
{ ( , )} { cos ( ), sin ( ), cos ( ) sin( )
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 یعنی در حقیقت 

(2-43) 
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F1 { cos ( )}
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F2 { sin ( )}
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F3 {F Sin( )}

F4 {F Sin( )}

r g

r g















 

 

 

 گردد. توضیحات بیشتر در این مورد در فصول آتی ارائه می

 توضیحات تکمیلی  2-3-2-4

ب های مناستوان با انتخاب گرهسازی ارائه گردید میتوضیحاتی که درباره غنیاکنون با توجه به 

های غنی شده ارائه داد. در بندی جدیدی را برای گرهفرمول 2-8-2مشابه بخش  8اسپلیت و نوک ترک

 یابد. های اسپلیت و نوک ترک گسترده تر شده و توسعه میبرای گره Bاین حالت تنها ماتریس 

آزادی خواهد  هدرج 2 ،در حالت دو بعدی 2سازی نداشته باشدنیاز به غنی a اگرگرهل به طور مثا

 ((1-2): )مانند معادله به صورت زیر خواهد بود [B] داشت و سهم آن در ماتریس

(2-52) 
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1, 1,
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B N

N N

 
 

  
 
 

 

                                                           

 

 سی مختلفی وجود دارد که خارج از بحث این تحقیق است های هندبرای این کار روش 8

 گره معمولی باشد 2
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آزادی  هدرج 4در حالت دو بعدی  8داشددته باشددد H(Z)سددازی از طریق تابع نیاز به غنی b اگرگره

 د:آیبه صورت زیر به دست می [B] خواهد داشت و سهم آن در ماتریس

(2-58) 
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 هدرج 82داشته باشد در حالت دو بعدی  2توابع غنی سدازیسدازی از طریق نیاز به غنی c گره اگر

 :]21 [خواهد بود( 59-2رابطه )به صورت  [B] آزادی خواهد داشت و سهم آن در ماتریس

 

(2-52)  
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  شوند.ماتریس سفتی و سفتی کل محاسبه می 2-8-2و به این صورت مانند بخش 

 کنش روش انتگرال برهم  2-4

 معرفی روش انتگرال برهم کنش   2-4-1

 زیر میدان تنش در حوزه نوک ترک در یک پیوسدددتار جامد مطابق معادلهتوان نشدددان داد که می

 باشد:می

                                                           

 

 گره اسپلیت باشد 8
 گره نوک ترک باشد 2
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(2-59) 
)()2()()2( 2
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 II

ijII
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 ]23و92[مود اول و دوم هستند. به ترتیب ضرایب شدت تنش  IIkو Ikدر این معادله 

های زیادی برای محاسبه ضرایب شدت تنش در مواد مختلف پیشنهاد شده در سالیان اخیر روش

 شوند.زیر تقسیم بندی میکلی ها غالبا به دو دسته است، این روش

 از به طور مستقیمهایی هستند که مقادیر ضرایب شدت تنش روشهای مستقیم: روش 

که با استفاده از تغییر مکان  8ایشوند مانند روش انطباق نقطهنتایج عددی استخراج می

 کنند.رایب شدت تنش را محاسبه میها ضگره

 ها ابتدا نرخ رهایش انرژی محاسبه شده و سپس با استفاده های انرژی: در این روشروش

  کنشبرهم شود. مثل روش انتگرالاز آن ضرایب شدت تنش محاسبه می

ای هشوند. اما روشهای مستقیم ترجیح داده میتر هستند و بر روشهای با مبنا انرژی دقیقروشمعمولا 

های حاصل شده از هایی دارند به خصوص برای چک کردن سنجیدن صحت جوابمستقیم نیز قابلیت

 باشند.انرژی مفید می روش

کنش برای محاسبه ضرایب شدت تنش در یک ماده اورتوتروپیک در این بخش از روش انتگرال برهم

 کنش نیازمندبا استفاده از انتگرال برهم محاسبه پارامترهای ضرایب شدت تنش گردد.استفاده می

انیک تحلیل مک های کمکی نظیر میدان جابجایی، میدان کرنش و میدان تنش است. دراستفاده از میدان

 شود. های کمکی مواد همگن استفاده میشکست مواد مرکب معمولاً از میدان

                                                           

 

8 Point matching method 
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 های کمکی در روش انتگرال برهم کنش میدان  2-4-2

ه ب جا های کمکیکنش نیازمند کاربرد میدانبکارگیری انتگرال برهمهمانطور که پیشتر ذکر شد، 

های کمکی مذکور بر حسدددب نوع کمیت مورد اسدددت. میدان auxσ و تنش auxε ، کرنش auxu جایی

 ویاهای عددی ها معمولا یا از روش. این میدانشددودتعریف می یب شدددت تنشاضددر یعنی محاسددبه 

  گیرند.تحلیلی بدست آمده و مورد استفاده قرار می

ر ی دابه منظور محاسددبه ضددرایب شدددت تنش، معمولا از حل تحلیلی ویلیامز برای یک ترک لبه

های مذکور برای مواد اورتوتروپیک با در نظرگرفتن خصددوصیات شدود. میدانمواد همگن اسدتفاده می

ای با مختصددات محلی قطبی توجه کنید، ترک لبه 4-2 شددکلآیند. به ماده در نوک ترک بدسددت می

(r,θ)  و دکارتی(2,X1X) .قابل مشاهده است 

 

 قطبی و دکارتی محلی نوک ترکهای مختصاتای به همراه اورتوتروپیک شامل ترک لبه( صفحه دوبعدی 4-2 شکل

 شوند.در نظر گرفته می 56-2و 55-2توابع کمکی به صورت معادلات  4-2 شکلدر مسئله 

(2-54) 
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(2-55) 
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auxدر این معادلات 
IK  وaux

IIK   ضرایب شدت تنش مودهایI  وII همچنینباشندمی کمکی ، 

 ]99[ (2-9-2-2)بخش  .معرفی گردیده اند نیز در بخش قبل ig(θ)و  ijf(θ) ایتوابع زاویه
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 بندی حل با انتگرال برهم کنش فرمول  2-4-3

کنش دو حالت بارگذاری مسدتقل و قابل قبول برای سازه کنش در واقع عبارت برهمانتگرال برهم

آید. در این بخش روند بدست آوردن می های پایستار الاستیسیته پدیدحاوی ترک است که در انتگرال

 .شودانتگرال مذکور بررسی می

 [:92] برای یک ترک بدون اعمال نیرو به سطوح آن، بصورت زیر است  Jفرم معمول انتگرال

(2-56) 



ss

sjiijj dnuWJ )( 1,1
0

lim   

 Wبردار یکه و عمود رو به خارج منحنی و  jnهای بردار تغییرمکان مولفده iu (41-2) در رابطده

 :((51-2))معادله  صورت زیر استه چگالی انرژی کرنشی مکانیکی ب

(2-53) 
)(

2

1

2

1 th

ijij

m

ijij ij
eW    

صورت عددی، مناسب است انتگرال خطی ههای سطح بتر انتگرالتر و دقیقبدلیل محاسدبه آسان

 ای معادل نوشته شود.فوق بصورت یک انتگرال ناحیه

ای معادل انتگرال کانتوری زیر تعریف فرم نداحیهبده یدک   Jبرای تبددیدل فرم کدانتوری انتگرال

 شود:می

(2-51)   qdmuWI jiijj )( 1,1   

)  .باشدددمی Γ بردار یکه و عمود رو به خارج کانتور imو   Γ sΓ ̵  ++ ΓoΓ = Γ +-که در آن، 

 تابع وزنی دلخواه و همواری می باشددد q( در این رابطه،  sΓروی  in-=  imو  oΓروی  i= n im یعنی

 توجه کنید(.  5-2شکل )به  کند.تغییر می  oΓروی  q = 0تا  sΓروی  q = 1که از 
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 ]11[ یاهیناح فرم به J انتگرال یکانتور فرم لیتبد( 5-2شکل 

 

بدون رض و ف اسددت q = 0مقدار  oΓو با توجه به اینکه روی مرز  ( 52-2)با حدگیری از رابطه 

 شود. ساده می (62-2)رابطه انتگرال به شکل رابطه  ،تنش بودن سطوح ترک

(2-53) 



s

ss

qdmuWIJ jiijj )( 1,1
00

limlim   

 (68-2)رابطه ای معادل انتگرال ناحیه q با کاربرد قضددیه دیورژانس و با توجه تغییرات تابع وزنی

 شود.حاصل می

(2-62)  
A

jjiij
A

jjiij qdAWudAqWuJ ,11,,11, )()(   

برای اعمال  Jبه منحنی اسددت. برای یک سددیسددتم خطی، انتگرالناحیه محصددور  A که در آن،

 :های اصلی و کمکی بصورت زیر قابل بیان استهمزمان بارگذاری
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(2-68) 

qdAuu

dAquuJ

jA
j

aux

ikik

aux

ikik

aux

ii

aux

ijij

A
jj

aux

ikik

aux

ikik

aux

ii

aux

ijij

s

,

11,1,

,11,1,

))((
2

1
))((

))((
2

1
))((





























 

 نوشت:  (69-2)را به صورت رابطه  (62-2)توان رابطه در نتیجه می

(2-62) MJJJ auxs   

 شودحساب می (64-2)از معادله  auxJ که در آن

(2-69)     qdAWudAqWuJ
jA

j

auxaux

i

aux

ij
A

jj

auxaux

i

aux

ij

aux

,
11,,11,     

 که داریم:

(2-64) aux

ik

aux

ik

auxW 
2

1
  

 [:94] شودحاصل می (66-2)نیز از رابطه  Mکنش و در نهایت انتگرال برهم

(2-65) int

,1 ,1 1 ,

int

,1 ,1 1 ,

( )

( )

aux aux

ij i ij i j j

A

aux aux

ij i ij i j j

A

M u u W q dA

u u W qdA

  

  

  

  




 

شدددود کنش اسدددت و تعریف میتددابع چگددالی انرژی کرنشدددی مکددانیکی برهم intWن کدده در آ

 : ]83و94و98[

(2-66) aux

ikikW int  

 استخراج ضرایب شدت تنش  2-4-4

 [:94] بصورت زیر قابل بیان است IIKو  IKو ضرایب شدت تنش کنش برهم رابطه بین انتگرال

(2-63) aux

IIIIII

aux

I

aux

III

aux

II KKcKKKKcKKcM 221211 2)(2   

 و داریم:
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(2-61) 

)Im(
2

)Im(
2

)
1

Im(
2

)Im(
2

21
11

22

21
11

21

22
12

21

2122
11

















a
c

aa
c

a
c

 

ه ها توضیحاتی ارائکه پیشتر درباره آن باشنداعضاء ماتریس نرمی کاهش یافته می ija بالا رابطهدر 

 شد.

  آیدبا حل رابطه زیر بدست می IIKو  IK، های کمکی ضرایب شدت تنشبا انتخاب مناسب میدان 

]94[. 

(2-63) 
)1,0(2

)0,1(2

2212

)2(

1211

)1(





aux

II

aux

IIII

aux

II

aux

IIII

KKKcKcM

KKKcKcM
 

رابطه بدست می آید ) IIKو  IKمقادیر ،  M(2)و  M(1)با حل دو معادله ، دو مجهول بالا بر حسدب 

2-38) ]94[.  

(2-32) 

2

122211

)1(

12

)2(

11

2

122211

)2(

12

)1(

22

4

2

4

2

ccc

McMc
K

ccc

McMc
K

II

I











 

 توان آن مسئله را تحلیل کرد.مسئله می کدر نهایت با داشتن ضرایب شدت تنش در ی
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 تحلیل دینامیکی :  3 فصل
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 مقدمه  (8

 در حالت دینامیکی سازی( معادلات حاکم و گسسته2

 کنش در حالت دینامیکی انتگرال برهم( 9
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 مقدمه   3-1

 از استفاده با رتوتروپیکوا مواد ثابت در ترک دینامیکی تحلیل و تجزیه شبیه سازیبه این قسمت 

 مسددائل دینامیکی گسددترش در واقعاین کار . اختصدداص یافته اسددت توسددعه یافته محدود المانروش 

 تحلیل و تجزیه برای توسعه یافته محدود لمانروش او از  رتوتروپیک است که به تازگی توسعه یافتهوا

 .استفاده می شود مواد اورتوتروپیک شکست

الب یک ق در نوک نزدیک به غنی سازی توابع و هویساید توابع، همانند فصل قبل، نیزفصل  در این

اسددتفاده می  محدود المان روش در ترک و نوک ترک مدل سددازی ناپیوسددتگی برایپیکربندی واحد 

 انتگرال از با استفادهقبل  فصلمانند  8شدت تنش دینامیکیضرایب  شکست، خواص تعیینبرای  شود.

 شود. می رزیابیا کنشبرهم

 در حالت دینامیکی  سازیمعادلات حاکم و گسسته  3-2

ها در این رساله دینامیکی است. از این رو علاوه بر اشاره شد تحلیل 9-8همانطور که در بخش 

شود. از این جهت ابتدا توضیح مختصری مسئله ادغام میزمان نیز در  2های معرفی شده در فصل پارامتر

 شوددرباره پارامتر زمان و اضافه شدن آن در مسئله داده می

 تاثیر پارامتر زمان در معادلات حاکم   3-2-1

و  معادلات حرکتدر این فصل زمان نیز وارد مسأله می شود، در این حالت همانطور که ذکر شدد 

 :باشندمی (2-9) و (8-9)به صورت معادله  لت وجود پارامتر زمان()به ع شرایط مرزی و شرایط اولیه

                                                           

 

8 DSIFs 
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(9-8) 

(9-2) 

ub  .     in      

tn .      on   
t  

0. n      on   
d  

)0(),( uotxu   

)0(),( uotxu    

 چگالی نیروی حجمی است. bتانسور تنش کوشی و  σبردار نرمال یکه می باشد. در بالا  nکه 

 گردد:می 2در فصل  (82-2گزین معادله )یهمچنین معادله زیر جا 

(9-9) 

 

e t
..

xM K u fu   

ماتریس جرم ، M آیند. ماتریسبدست می 2مشابه فصل  K تیفو ماتریس س extfمقدار بردار نیرو 

 آیدباشد و مطابق زیر بدست میمی

 ها محاسبه ماتریس جرم برای انواع المان  3-2-2

 آید:میبه دست  المان  به صورت زیر جرم هرماتریس 

(9-4)   



h

dNNM T

e ][][   

یافته توابع شکل توسعهسازی شده گسستهاتریس م [N] و ماده اسدت چگالی ρ، (2-4در رابطة )

 :ای آن به صورت زیر استهباشد و مولفهمی

(9-5)     4321 b

k

b

k

b

k

b

k

a

j

u

i NNNNNNN   

 در این رابطه:

(9-6) 










i

iu

i
N

N
N

0

0
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(9-3) 










)(0

0)(

jj

jja

j xHN

xHN
N  

 

(9-1) 










 )(0

0)(

4,3,2,1
k

l

kk

k

l

kk

l

bl

k
xFN

xFN
N  

( ذکر 4-2-9-2)بخش  2سازی که در قسمت توضیحات تکمیلی فصل های غنیفقط باید به معیار

 کنیم.شد توجه کرد. برای جلوگیری از اتلاف وقت و حوصله از تکرار مجدد آن مطالب صرف نظر می

ها در المان محدود مانند مونتاژ کردن ماتریس سفتی وکلا تمام ماتریس Mمونتاژ کردن ماتریس 

 توضیح داده شد.  5-2-8-2است که در بخش

 حل مسئله دینامیکی   3-2-3

در این مطالعه، روش وجود دارد.  زیادیهای مسدددائل دینامیکی به روش عددی راه حلبرای حل 

 .گیردمی قرار استفاده مورد 8نیرو کنترل نیومارک

 :بیان شده به طور همزمان گسسته نهایی معادلات ، n در هر مرحله زمانی 

(9-3) 

 

2

1 1 1 1 1

2

1 1

2
2

1 1 1

(1 2 ) ( (1 ) )
2

(1 )

(1 2 )
2

n n n n n
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n n n n

n n n n n

t
F K u tu u C u tu

u
M t K tC
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t
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8  Load control  
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 ، Mباشند. ها میبه ترتیب بردار جابجایی، بردار سرعت و بردار شتاب گره nüو  nu ،nu̇که در آن 

K  وC ،باشند. می )دمپینگ( میرایی ماتریس و سفتی به ترتیب ماتریس جرمF  بردار نیرو وtΔ  افزایش

 در نظر گرفته می شوند =2.25βو  α=2.5باشد. در اینجا، پارامترهای ( میnزمان در هر گام )

 .]96و22و81[

 کنند. رتی که میرایی وجود نداشته باشد روابط بالا به صورت زیر تغییر میودر ص

(9-82) 

 

2

1 1 1

2

1 1

2
2

1 1 1
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 کنش در حالت دینامیکیانتگرال برهم  3-3 

الت حکنش در کنش در حالت اسددتاتیکی، انتگرال برهمبا اضددافه کردن یک ترم به انتگرال برهم

 .[94] ((63-2))رابطه  باشندهای کمکی مانند قبل میآید. میداندینامیکی نیز بدست می

(9-88) qdAuudAqWuuM
A

aux

ii
A

jji

aux

ij

aux

iij   )()( 1,,1

int

1,1,
  

 

های بردار شتاب است، که در بخش مولفه iü و اسدت، های بردار تغییرمکانمولفه iu در این رابطه

 ها بدست آمده است. قبلی برای تمامی گره
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نیز  ijσمقدار تنش  8((1-2) و (4-8)) و جایگذاری در روابط های بردار تغییرمکانمولفهبا توجه به 

( بدسددت 56-2( و )55-2های کمکی نیز با توجه به روابط )جاییآید. مقادیر تنش و جابهبدسددت می

به حد  4-4-2نیز در بخش  IIKو  IKو ضرایب شدت تنش کنش برهم رابطه بین انتگرال خواهند آمد.

 IK( ضرایب شدت تنش  IIو مود  Iهای کمکی ) مود انتخاب مناسب میدان اند.شدهکافی توضیح داده

 شوند.آنچه در آخرین بخش فصل قبل ذکر شد محاسبه میمشابه  IIKو 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

                                                           

 

 روابط تنش کرنش و کرنش جا به جایی  8
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دار تحت شوک حرارتی تحلیل و نتایج ورق اورتوتروپیک ترک:  4 فصل

  1با تئوری غیرکوپل

 

 (مقدمه 8

 سازی و گسستهعرفی معادلات حاکم م( 2

   ایچیدمان درجات آزادی در برنامه رایانه (9

 نتایجهای عددی و تحلیل ( حل مثال4

 

 

 

 

 

 

                                                           

 

8 Un Coupled  
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 مقدمه  4-1

همانطور که در فصول گذشته ذکر شد، در این تحقیق هدف محاسبه ضرایب شدت تنش در یک 

است. برای این منظور جهت تحلیل ورق محدود اورتوتروپیکی است که تحت شوک حرارتی قرارگرفته 

و محاسبه ضرایب شدت تنش به دو معادله ناویر که همان معادلات اساسی الاستیسیته است که بر حسب 

جا به جایی نوشته شده )که خود در فضای دو بعدی شامل دو معادله است(، و معادله انرژی نیاز داریم. 

. در این ]95و83[  معادله انرژی قابل بازنویسی است با توجه به تئوری ترموالاستیسیته مورد استفاده

 .8تاسبررسی شده به ترتیب فصل و فصول آتی نتایج سه تئوری غیرکوپل، کوپل و لرد شلمان

جفت  ، با یکدیگردر ترموالاستیسیته غیرکوپل معادلات حاکم، یعنی معادلات ناویر و معادله انرژی

شود. با توجه به ها در مسئله اعمال میانتها اثر هریک از آنو بررسی شده و در صورت جدا نشده و به

 .]95[شود و بالعکس غیرکوپل، وجود کرنش مکانیکی باعث بالارفتن دما نمیتئوری 

توضیح این نکته ضروری است که معادلات ناویر، همان معادلات حرکت هستند که با تلفیق معادلات 

ات آوردن معادل در فصل بعد نحوه بدست اند.ا نوشته شدهجایی هبهساختاری و سینماتیک برحسب جا

 .]83[است ناویر به طور کامل توضیح داده شده

 سازی معرفی معادلات حاکم و گسسته  4-2

همانطور که در مقدمه ذکر شد معادلات ترموالاستیسیته غیرکوپل شامل معادلات ناویر )در فضای 

گسسته شده و فرم ماتریسی  جدا از همباشند، که له( میدو بعدی دو معادله( و معادله انرژی )یک معاد

 شود.ها نوشته مییافته آنتوسعهالمان محدود 

                                                           

 

 داده شده است .ها توضیح تکمیلی درباره این تئوری 4در فصل ششم بخش  8
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 معادلات ناویر   4-2-1

جا به همانطور که در مقدمه ذکر شد معادلات ناویر همان معادلات حرکت هستند که برحسب 

ت )لازم به ذکر اس است.سازی این معادلات در فصل گذشته انجام شده جایی نوشته شده است. گسسته

 جای معادلاتسازی از معادلات حرکت بهدر فصل گذشته برای سهولت در محاسبات مربوط به گسسته

 یم. کندر اینجا تنها برای یادآوری فرم ماتریسی معادلات و پارامترها را یادآوری می ناویر استفاده شد.(

 فرم ماتریسی معادله حرکت:

(4-8) 

 

e t
..

xM K u fu   

ماتریس جرم ، M آیند. ماتریسبدست می 2مشابه فصل  K تیفو ماتریس س extfمقدار بردار نیرو 

 باشد. و داریم:می

 ماتریس سفتی: 

(4-2)      
T

K B C B d


   

 

 ماتریس جرم: 

(4-9) [ ] [ ]TM N N d


   

 

 قلمرو المان مورد نظر برای انتگرال است.  Ωکه در این روابط 

 رسد:یادآوری و ذکر چند نکته در اینجا ضروری به نظر می

اند. برای حساب کردن در مختصات جهانی نوشته شده (2-4)و  (9-4)های معادلات ماتریس (8

ضرب ( det(j))انتگرال در دترمینان ژاکوبین  (3-2)ها در مختصات محلی باید مانند معادله آن

 شود.
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( ذکر 4-2-9-2)بخش  2سازی که در قسمت توضیحات تکمیلی فصل های غنیباید به معیار (2

 شد توجه کرد.

 انرژی لهمعاد  4-2-2

تعادل انرژی گرمایی در یک پیوسدددتار جامد را به صدددورت زیر بیان می  ،قانون اول ترمودینامیک

 کند:

(4-9) 
t

T
cQqdiv



 )(  

نرخ تولید انرژی داخلی در پیوسدددتار در واحد حجم و زمان  Q بردار شدددار حرارتی ، q که در آن

حرارت ویژه جامد است. قانون تجربی هدایت  c چگالی جرمی و ρ میدان اسکالر دمای مطلق، T واحد،

های دما مربوط های بردار شار حرارتی را به گرادیانگرمایی فوریه در یک جامد غیر همسدانگرد مولفه

 می کند.

(4-4) )(TgradKq cond  

های هدایت گرمایی برای یک جامد غیر همسدددانگرد اسدددت. در بردار ثابت condK در این عبارت،

باشدددد، اما برای گسدددتره کم دمایی، می توان این تابع دما می condK های ماتریسحالت کلی، مولفه

و ماتریس هدایت  q ر شار حرارتیضرایب را با تقریب قابل قبولی مستقل از دما و ثابت فرض نمود. بردا

 به صورت زیر تعریف می شوند:در حالت صفحه ای  condK گرمایی

(4-5) 1

2

q
q

q

 
  
 

 

(4-6) 11 12

21 22

cond
K K

K
K K

 
  
 

 

(، معادله حاکم بر 9-4) تعادل گرمایی در معادله (6-4و ) (5-4با جایگزینی روابط شددار حرارتی )

 .]81[ جامد طی فرآیند هدایت گرمایی بدست می آیدتوزیع دما در یک پیوستار 



62 

 

 است: (3-4معادله )شرط اولیه معادله حاکم به صورت 

(4-3) ),,()0,,,( 0 zyxTzyxT        in  t=0 

 به صورت یکی یا ترکیبی از شرایط زیر است: 8-4شکل شرایط مرزی نیز مطابق 

 باشد: sT طی فرآیند انتقال گرما معلوم و برابر 1S دمای سطح -8

(4-1) sTtzyxT ),,,(     on  1S    &  t>0 

 :طی فرآیند انتقال دما 2S شار حرارتی منتقل شده از سطح -2

(4-3) qnq  .     on  2S    &  t>0 

 می باشد. 2S بردار یکه عمود بر سطح در هر نقطه از n که در آن ،     

 جامد با سیالی به صورت همرفت تبادل گرما داشته باشد. 3S روی سطح -9

(4-82) 0)(.  TThnq     on  
3S   

 دمای محیط است. T∞ ضریب همرفت و h در این عبارت ،

 در معرض تابش قرار داشته باشد.  4Sسطح 

(4-88) rqTnq   4.     on  4S    &  t>0 

ضریب جذب سطح  αثابت تابش سدطح مرزی ،  ε بولتزمن،ثابت اسدتفان  σدر این عبارت ، 

 .]81[ نرخ شار حرارتی واحد سطح است که به سطح مرزی می رسد rqمرزی و 
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 ]11[ یکل حالت در شده اعمال مختلف یمرز طیشرا (1-4شکل  

 معادله انرژی 1فرم ضعیف  4-2-2-2

 (82-4)، رابطه معادله تعادل گرماییر باقیمانده ب توابع شددکلطبق روش گلرکین، با عمود کردن 

 .]22و81[آید:بدست می

(4-82) 
0)( 
















d
t

T
cQqdiv   

 است.  تابع شکل  در این رابطه 

توان فرم ضددعیف رابطه بالا را ، می و انتگرال گیری جز به جز با اسددتفاده از قضددیه انتگرال گاوس

 :( داریم89-6آورد. با در نظر گرفتن رابطه ) بدست

                                                           

 

8 Weak form  
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(4-89)    .. qqq   

 ( به صورت زیر نوشته می شود.82-4عبارت اول رابطه )

(4-84)   


 qddqqd .  

( به انتگرال 84-4طرف راست رابطه ) اولبطور مشدابه ، با استفاده از قضیه انتگرال گاوس عبارت 

 شود:مرزی تبدیل می

(4-85) . .
S

qd q ndS qd  
 

           

 ( منجر به معادله زیر می شود:82-4) ( در رابطه85-4جایگزینی رابطه )

(4-86) . .
S

T
c d q d Q d q n dS

t
    

  


    

     

روی هر قسمت  (88-4تا  1-4) مطابق با شدرایط مرزی مسأله که یکی یا ترکیبی از روابطاکنون 

هایی از مرز شکسته ( به انتگرال روی قسدمت86-4انتگرال روی مرز این معادله ) مرز می تواند باشدد.

 (83-4)رابطه می شدود. با لحاظ کردن شدرایط مرزی فرم ضعیف معادله بر هدایت گرمایی به صورت 

 .]81 [ نوشته می شود

(4-83)  

     4

. .

.

r

q conv rad

S

r

S S

T
c d qd Q d q n dS

t

q n dS h T T dS T q d

    

   

  






   



     

   

  
 

مربوط می های مختلف با رابطه زیر به هم طبق قانون فوریه، گرادیان دما و شار حرارتی در جهت

 شوند:

(4-81) TKq cond   

( ، فرم ضدعیف معادله حاکم بر هدایت گرمایی به صورت 83-4با جایگزینی رابطه بالا در معادله )

 .]81[ زیر نوشته می شود
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(4-83) 

       4

.

. .

r q conv rad

cond

r

S S S S

T
c d K Td Q d

t

q n dS q n dS h T T dS T q dS

   

    

  




    



     

  

   
 

به بعد پس از این  ].22[همان توابع شکل هستند  توابع شکلطبق تقریب المان محدود گالرکین 

 کنیم.استفاده می 8(Nاز تابع شکل ) در روابط به جای

 معادله انرژی و نکات پیرامون آن سازیگسسته  4-2-2-3

 کنیم.میاستفاده  2اکنون از تقریب المان محدود

(4-22) ht N t  

های ناحیه بردار دمای گره tهدای نداحیه  و تعدداد گره nبردار توابع شدددکدل،  Nدر این عبدارت، 

 نوشت:( 8-2)( را می توان به مانند رابطه 22-4گاهی نقطه مورد نظر است. رابطه )تکیه

(4-28) n
h

i i

i

t N t  

درست مانند چیزی که در فصل دوم  دمای گرهی آن است. itام و i تابع شکل گره iNکه در آن ، 

 برای معادلات حرکت )ناویر( داشتیم. 

 شود. نوشته می (22-4)با استفاده از تقریب المان محدود گرادیان دما به شکل رابطه 

(4-22) 

 

1
1 1

1 (3 ) ( 1)
1

n

h th

n n n
n

n n

N N
t t

x x x
t N N B t

N N
t t

y y y

 

    
          

        
        

          

 

                                                           

 

 های یک المان بستگی دارند. توابع شکل درحالت مکانیکی و حرارتی یکسان هستند و تنها به تعداد گره 8

 ( 8-2فصل دوم رابطه ) 2
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اینجا برای ، در  8فصل دوم برای حالت مکانیکی تعریف شد (1-2)که در رابطه  Bمشابه ماتریس 

 .]81[ گویندماتریس عملگر گرادیان میشود، که به آن تعریف می THBحالت حرارتی نیز ماتریس 

برای یک المان مشابه یکی است.  THBو  Bهای دو ماتریس همانطور که قابل مشاهده است ردیف 

به عبارت بهتر  .است THBهای ماتریس برای یک المان مشابه دو برابر ستون Bهای ماتریس اما ستون

های اسپلیت و های مجازی در المانهای یک المان مشدخص باشدد. )با احتسداب گرهتعداد گره nاگر 

 شود.( حساب می29-4نوک ترک( سایز این دو ماتریس از رابطه )

(4-29) ( ) (3 2 )

( ) (2 )TH

size B n

size B n

 

 
 

ها در محاسبات المان محدود )چه کلاسیک و ترین ماتریسدر حقیقت این دو ماتریس، جز اصدلی

 چه توسعه یافته هستند(. 

( به 83-4توان جمله دوم فرم ضددعیف معادله را )رابطه اکنون با توجه به روابطی که ذکر شددد می

 .]22و81[  ( بازسازی کرد24-4صورت رابطه )

(4-24) 
   .

T
n n

T cond th cond th

i i J J

i J

n n
T th T cond th

i i J J

i J

N K t d B t K B t d

N B K B t d

 



   
       

   

   

  



 

 به معنی ترانهاده است.  Bدر بالای ماتریس  Tلازم به یادآوری است علامت 

ها های محلی گرهشماره Jو  iشدوند، ذاری میگگاهی شدمارهها در ناحیه محلی تکیه، گرهتا اینجا

ها در سیستم کل گذاری آنهای محلی به شمارهها از سیستمهسدتند. از این پس، شدماره گذاری گره

ای مساله دارای یک شماره هتمام گره 2ها()بعد از مونتاژ کردن ماتریس کند. در سدیستم کلتغییر می

                                                           

 

 رجوع شود.  1-2؛ به فصل دوم رابطه هاجابه جایی گره کرنش ماتریس 8

 5-2-8-2مشابه بخش  2
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تغییر کند.  nتا  8تواند از می Jو  Iهای ( شماره گره24-4باشند. بنابراین در رابطه )می nتا  8واحد از 

صفر ( 24-4گاهی واحد قرار نداشته باشند؛ عبارت داخل انتگرال رابطه )در یک ناحیه تکیه Jو  Iاگر  

 شود( به صورت زیر بیان می24-4می شدود. با در نظرگرفتن شدماره گذاری در کل سدیسدتم رابطه )

]81[. 

(4-25)    .
n n

T cond T th T cond th

i i J J

i J

N K d N B K B t d
 

       
 

 (.26-4منتقل نمود )رابطه می توان عملگر انتگرالگیری را به داخل عملگرهای جمع 

(4-26) 
   .

n n
T cond T th T cond th

i i J J

i J

N K t d N B K B d t
 

 
       

 
 

 

 آید.ماتریس سفتی حرارتی به صورت زیر بدست می ( رابطه26-4درنهایت از رابطه )

(4-23) th th T cond th

i JK B K B d


   
 

ه دلیل باشد. منتها باین رابطه از لحاظ ماهیت و شکل بسیار شبیه به ماتریس سفتی مکانیکی می

ند. ک، سایز ماتریس سفتی حرارتی با مکانیکی نیز تفاوت می thBبا ماتریس  Bتفاوت در سایز ماتریس 

های مکانیکی و حرارتی اسددت. حقیقت این تفاوت سددایز در تفاوت بین درجات آزادی سددیسددتمدر 

های حال اینکه سیستم (،u,vهای مکانیکی در حالت دوبعدی دارای دو درجه آزادی هستند )سدیستم

را که برای یادآوری دوباره آن (88-2)(، از این رو طبق رابطه tحرارتی تنهدا یدک درجه آزادی دارند )

 برابر 2( در زیر ذکر کردیم سایز ماتریس سفتی در حالت مکانیکی در دوبعد؛ 21-4تحت عنوان رابطه )

سدایز ماتریس سدفتی حرارتی اسدت. یادآوری این نکته ضروری است که این مقایسه تنها و تنها برای 

را با  ن معمولیتوان سایز ماتریس سفتی مکانیکی در یک الماهای مشابه صحیح است. یعنی نمیالمان

سددایز ماتریس سددفتی حرارتی در المان نوک ترک مقایسدده کرد. )زیرا همانطور که بارها ذکر شددد در 

 های اسپلیت و نوک ترک گره مجازی و افزایش سایز داریم.(المان
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(4-21)  size( ) ( ) ( )
n n

K DOF ND DOF ND


     

 

 است. 8و اما در حالت حرارتی برابر  2ابر بر DOFدر حقیقت در حالت مکانیکی 

به صورت  را (26-4، رابطه )(23-4)طبق معادله  ماتریس سدفتی حرارتیبا در نظرگرفتن تعریف 

 :] 81[توان بیان کرد میزیر 

(4-23)    .
n n

T cond T th

i ij j

i j

N K t d N K t


   
 

)همانند چیزی که  ( فرآیند مونتاژ را نشان می دهد23-4بسدط عبارت سدمت راسدت در رابطه )

 .شد (ذکر  2برای حالت مکانیکی در فصل 

توجه به این نکته ) ]83و81[شود: باز می (92-4معادله )( به صورت 23-4در نهایت فرم معادله ) 

هستند و عمل جمع  8مجازی  jو i، یعنی Kضروری است که طبق قواعد جمع اندیسی هر دو اندیس 

 .(]83[ گیرد ها صورت میروی آن

(4-92) 
1 11 1 1 12 2 1 1

2 21 1 2 22 2 2 2

1 1 2 2

...

...

...

n n
T th T th T th T th

i ij J n n

i j

T th T th T th

n N

T th T th T th

N N N N N NN N

N K t N K t N K t N K t

N K t N K t N K t

N K t N K t N K t

   

   

   



 

thکه در آن 
IJK با توجه به نکاتی که پیشددتر در باب سددایز تی کل سددیسددتم اسددت. فماتریس سدد

گره به صورت رابطه  nماتریس سفتی ذکر شد حالت باز شده ماتریس سفتی حرارتی در این مسئله با 

 : است  n×n( و با سایز 4-98)

                                                           

 

8 Dummy  
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(4-98) 





















NNNN

N

N

th

KKK

KKK

KKK

K









21

22221

11211

 

 ( به صورت زیر است.23-4رابطه )، فرم نهایی (98-4)و  (92-4)با در نظرگرفتن روابط 

(4-92)    .T cond T thN K t d N K


   
 

های مسأله ، بردار دمای کل سدیسدتم است و شامل دمای گرهی تمام گرهدر این رابطه، بردار 

 .  باشدمی

(4-99) 1

2

3

4

.

.

.

n

t

t

t

t

t

 
 
 
 
 
  
 
 
 
 
 
  

 

، به طور مثال جمله ( قابل بیان است83-4های دیگر رابطه )به طور مشدابه، فرم گسدسته عبارت

 . ]81[د ازنویسی کر( ب94-4توان به صورت رابطه )( را می83-4اول رابطه )

(4-94) T
c d ct T d

t
   

 


  

 
 

 ، فرم گسسته رابطه بالا به صورت زیر می باشد:η 8به جای تابع  Nشکل با جایگزینی تابع 

(4-95) T
c d cNTt d T N ct d

t
   

  


   

  
 

                                                           

 

 22برای توضیحات بیشتر به مرجع  =N شود که در تقریب المان محدود گالرکین توابع شکل همان توابع شکل هستند یعنی یادآور می 8

 مراجعه کنید.
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 به صورت زیر قابل بیان است. دمای گرهبر حسب  (95-4)عبارت 

(4-96) n n

i i j j

i j

n n

i i j j

i j

T
c d T c N N N N d

t

T N cN N d t

  



 




   



 
 

 

  

   

 .]81[شود به شکل زیر تعریف می 8نسا( ماتریس کامپلی96-4با استفاده از رابطه )

(4-93) th T

i jC N cN d


   
 

 باشند.و چگالی می 2ویژهنیز به ترتیب ظرفیت گرمایی c,توابع شکل و Nدر این تعریف 

 :]81[ ت زیر استر( نیز به صو38-4در رابطه ) 9فرم گسسته عبارت متناظر با تولید انرژی داخلی

(4-91) n n n
gen

I I I i i i

i i i

QNd Q N N d N QN d N F
  

        
 

 شود.انرژی داخلی به صورت رابطه زیر تعریف می در این عبارت

(4-93) gen

i iF QN d


   

( نیز به 83-4حرارتی عبوری از مرزهای سدیستم در رابطه )فرم گسدسدته عبارت متناظر با شدار 

 زیر است:معادله  صورت 

(4-42) 

q q q

n n n
flux

i i i i i

i i iS S S

q Nd q N N dS N Qq dS N F           

 در این عبارت:

                                                           

 

8 Compliance 

2 Specificcapacity 

9 Heat Generation  
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(4-48) 
q

flux

i i

S

F q N dS   

( شامل دو 83-4فرم گسدسته عبارت متناظر با شرایط مرزی همرفتی مرزهای سیستم در رابطه )

 :]81[ ترم به صورت زیر است

(4-42) 

conv conv

n n

I I J J

i jS S

htNd h N N N N dS
  

    
  
    

(4-49) 

conv

n n n
conv

i j i j ij j i

i i iS

N N hN N dS K t N     

 همانگونه که پیشتر تعریف شد: در این عبارات

(4-44) 
conv

conv

ij i j

S

K hN N dS   

(4-45) 
conv

conv

i i

S

F ht N dS   

رابطه  ( ، معادله گسسته حاکم بر هدایت گرمایی به شکل83-4با جایگزینی روابط فوق در رابطه )

 آید:میزیر بدست 

(4-46)   thradconvfluxgenradconvthth fffffTKKKTC   

 .]81[ باشدمی کل سیستم نیز ماتریس کامپلیانس thCو ماتریس سفتی کل سیستم  thK که

طبق . اسدتفاده شده است  نیکلسدون -کرانکاز روش  (46-4)، برای حل معادله تحقیقدر این   

 داریم: این روش

(4-43)     

          11
2

2






nradconvththnthnth

radconvthth

TtKKKCfft

TtKKKC
n

 

 :( بازنویسی کرد41-4را به صورت معادله )( 43-4توان معادله )می
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(4-41)  
n

EQ EQK T F  

 د:نشوو تعریف می

(4-43)  

        
1 1

2

2

EQ th th conv rad

n n nEQ th th th th conv rad

K C K K K t

F t f f C K K K t T
 

      

         

 

 :]22[ داریم  مرحله زمانیدر هر  Tاز این رو برای محاسبه 

(4-52)   1( ) .
n

EQ EQT F K    

 ای چیدمان درجات آزادی در برنامه رایانه  4-3

دلیل استفاده از  استفاده شده است. Matlabافزار ترموالاستیسیته غیرکوپل از نرمبرای حل مسائل 

 باشد.ها میافزار در استفاده و به کارگیری ماتریسافزار، قدرت و توانایی این نرمنرماین 

در این بخش نحوه چیددمدان درجدات آزادی را برای برندامه هدا و نتدایج قبدل از بررسدددی مثدال

همانطور که پیشدددتر توضدددیح داده شدددد در مسدددائل  دهیم.غیرکوپل شدددرح می ترموالاسدددتیسدددیته

شددوند، از این جهت حل می جدا از هممعادلات ناویر )حرکت( و انرژی ترموالاسددتیسددیته غیرکوپل 

شود. برای مرتب کردن درجات آزادی ابتدا درجات ها نیز جدا مرتب و کد نویسی میدرجات آزادی آن

گیرند. از این رو درجات آزادی مکانیکی مطابق زیر کد و سپس مجازی قرار میهای حقیقی آزادی گره

 شوند. نویسی می
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(4-58) 

 

1

1

2

2

1

1

2

2

.

.

.

.

.

.

n

n

n

n

u

v

u

v

u

v
U

du

dv

du

dv

du

dv

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 تا  dv1du,1هدای حقیقی هسدددتند و درجدات آزادی گره n,vnuتدا  v1u,1( 58-4در رابطده )

n,dvndu  های مجازی هستند. درجات آزادی گره 

 برای چیدمان درجات آزادی معادله انرژی )دمایی( نیز داریم: 

(4-52) 

 

1

2

1

2

.

.

.

.

.

.

n

n

t

t

t
T

dt

dt

dt
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درجات آزادی   n dtتا 1dtهای حقیقی هستند و درجات آزادی گره ntتا  1t( نیز 52-4در رابطه )

 های مجازی هستند. گره

های حقیقی و چه مجازی برای محاسبه تمام دجات آزادی یک سیستم چه گره 8-9-2در بخش 

هر گره اسپلیت یک و به ازا هر گره نوک ترک درجات آزادی اضافی به ازا  "این توضدیح داده شد که: 

( برای قسمت مکانیکی 59-4. این مطلب را در کد به صورت رابطه )"اسدت سدازیبه تعداد توابع غنی

 توان نوشت.انرژی( می( برای قسمت حرارتی )معادله 54-4)معادلات حرکت( و رابطه )

(4-59)  2 1 ;unknownDOF A B C D       

(4-54)  1 1 ;THunknownDOF A B C D     

 
ای ههای اسدددپلیت؛ تعداد گرههای حقیقی؛ تعداد گرهگر تعداد گرهبه ترتیب بیان D,C,B,Aکه 

 سازی هستند.نوک ترک و تعداد توابع غنی

 ها حل مسائل عددی و تحلیل آن  4-4

 سنجی کد  ای استاتیکی و صحتترک لبه  4-4-1

معرفی  2)که در فصل   XFEM روشیک مسئله با هم  کنیم،نبال میددر این مثال دو هدف را 

 8ای استاتیکی را که پسترناکشد( حل کنیم و هم کد را صحت سنجی کنیم. از این رو مسئله ترک لبه

ئله به شرح زیر کنیم. مساست را حل کرده و نتایج را مقایسه میحل کرده 2با روش المان مرزی ]93[

 است. 

                                                           

 

8 Pasternak 

2 Boundary Element Method (BEM) 



35 

 

 8-4مطابق جدول  کانیکیبا مشخصات م صفحه اورتوتروپیک محدودیک  2-4شکل ابق طم

ای فرض شده است. شرایط مرزی )همانطور که در شکل مشخص موجوداست. شرایط حل تنش صفحه

نیز برای  0kپارامتر  .ی استنی نیز عایق حرارتآید و لبه پاییپایین می 0θاست( برای لبه بالایی دما تا 

 بعد کردن ضریب شدت تنش مود اول، برحسب دما به صورت زیر تعریف شده است. بی

(4-55) 
0 01 22 11k E a        

 ]33[خواص مکانیکی ماده ( 1-4جدول 

55GPA E11 

21GPA E22 

0.25 12ν 

9.7GPA G12 
1-K6-10×6.3 

11α 
1-K6-10×2 

22α 

3.045/0.35 k11/k22 
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 1-4-4له ئ( شرایط و هندسه مس2-4شکل 

مقایسه  ]93[پسترناک و با چند مش مختلف حل شده و با نتایج  a/wاین مثال با انتخاب نسبت 

 (2-4است. )جدول شده

 کایج با نتایج پسترنا( مقایسه نت2-4 جدول

 

a/w  0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 

K1/k0       

 BEM) 

Pasternak) 

0.576 0.601 0.631 0.645 0.637 

XFEM Mesh size      

 60×160 0.5501 0.5885 0.6204 0.6353 0.6320 

 190×240 0.5600 0.5810 0.6220 0.6361 0.6325 

 120×320 0.5662 0.5846 0.6325 0.6453 0.6330 

 150×400 0.5689 0.5884 0.6356 0.6557 0.6356 

 180×480 0.5701 0.5981 0.6396 0.6598 0.6368 
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های های بدست آمده با جوابشود هرچه مش ریزتر شود، اختلاف جوابهمانطور که مشاهده می

های محاسدددبه شدددده با ریزترین مش درصددد خطا جواب 9-4 شدددود. در جدولتر میپسددترناک کم

 است. داده شدههای پسترناک نشان( با جواب412×812)

 BEMو   XFEMها با روش ( مقایسه جواب3-4 جدول

 

a/w  0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 

درصد خطا با 

 پسترناک 

 1.02 0.4 1.03 2.1 0.1 

 

توان نتیجه گرفت کد نوشته شده صحیح ها بسیار کم است پس میشود خطاهمانطور که مشداهده می

 توان به طور قطعی قضاوت کرد!(است. )البته که با یک مثال نمی

 ای برای ماده اورتوتروپیک در حالت دینامیکی ترک لبه  4-4-2

و  ]6[با روش المان مرزی  است که هم ساچز و همکارانای کنیم مسئلهمسئله دومی که حل می

 ]81[خودشان  یافته با توابع غنی سازی پیشنهادی با روش المان محدود توسعه  هم حاجی محمدی

یافته با توابع غنی سازی . در اینجا قصد داریم مسئله را با روش المان محدود توسعهرا حل کردندآن

های سانچز را با جواب های بدست آمدهفی شد( حل کرده و جوابمعر 2اورتوتروپیک )که در فصل 

 ( حلOff Axis(. در انتها نیز مسئله را با تغییر زوایای الیاف )حالت On Axisدر حالت مقایسه کنیم )

 خواهیم کرد. و اما شرح مسئله به شکل زیر است. 

شود که واحد در نظر گرفته می w =52واحد و ارتفاع  h2 =42رتوتروپیک با عرض ویک صفحه ا

 قرار دارد )مطابق σاست، صفحه تحت تنش ثابت  واحد a = 82ای به طول دارای ترک مستقیم لبه

( داشته باشد. مشخصات ماده αتواند نسبت به محور افقی زاویه )(. ناهمسانگردی می]81 [ 9-4شکل 



31 

 

2.219= 82υ  ،GPa 881.9= 8E  ،GPa 54.1= 2E  وGPa 1.33= 82G  وKg/m32283ρ=  می باشد

در نظر گرفته  1c9/=atow های زمانی برابر. همچنین استپو شرایط تنش صفحه ای فرض شده است

22شده است، که 
1

c
c


  می باشد وc22 تی می باشد، فمولفه ماتریس س(σ = C ε) ]816و[. 

 بعد شده است. مقدار تنش بی( مطابق رابطه زیر برحسب IKدرضمن ضریب شدت تنش مود اول )

(4-56) 
 a

K
K I

In   

بیان ( InKبرحسب مقدار ضریب شدت تنش مود اول بی بعد ) همگی لازم به ذکر است که نتایج

 اند. شده

 

 ب( الف( 

 صفحه یبندمش و وارده یبارها )الف( هندسه یکینامید بار تحت یالبه ترک یدارا اورتوتروپیک صفحه( 3-4شکل 

  )ب(

)مش  31 × 62با مش   های مختلفبرای زمان InK بی بعد یب شدددت تنش دینامیکیمقدار ضددر

آورده شده   4-4شکل  نتایج درو  استشدهمحاسبه   8و زاویه الیاف صدفر درجه ( ]6[انتخابی سداچز 

                                                           

 

8 On Axis 
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[ 6ارائه شدده توسدط سانچز ] InKاسدت. بعلاوه، نتایج بدسدت آمده با ضدریب شددت تنش دینامیکی 

 مقایسه گردیده است.

 

)حل سانچز( در زمان بی بعد  BEM)حل ارائه شده( با حل به روش  XFEMحل به روش  ( مقایسه نتایج4-4شکل 

TOW 

رخ  9.9است که در زمان  5.3در حل ارائه شده  1nKشود ماکزیمم مقدار همانطور که مشاهده می

است. بر این اساس درصد  9.21و  5.1است، در حالی که این مقادیر برای حل سانچز به ترتیب داده

 1nK( در مقدار BEMسازی اورتوتروپیک( با روش ساچز )با توابع غنی XFEMروش ارائه شده )خطا 

 باشد. که قابل قبول است. درصد می 8.53و  8.32و زمان به ترتیب 

با هم  5-4شکل  حل شده و نتایج در  Off Axisر به صورتبااین  XFEMهمین مسئله با روش 

 مقایسه گردیدند.
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 ( حل با زوایای مختلف الیاف 5-4شکل 

زاویه الیاف صفر بیشینه در مقدار ضریب شدت تنش قابل مشاهده است،  5-4شکل همانطور که در 

 .درجه بیشترین مقدار را دارد 62درجه کمترین مقدار و در زاویه الیاف 

  ای برای ماده اورتوتروپیک در حالت دینامیکی تحت بار حرارتیترک لبه  4-4-3

گذاری حرارتی در مسائل مکانیک شکست را راین مسئله که آخرین مسئله این بخش نیز هست، با

-2سازی دمایی جدید )که در فصل دوم رابطه )سازی اورتوتروپیک و توابع غنیبا استفاده از توابع غنی

ی توسط حاجی محمد دهد وررسی قرار میمورد بو تئوری ترموالاستیسیته غیرکوپل ( معرفی شدند( 43

شرح مسئله  ت،نیز حل شده اس و تئوری ترموالاستیسیته غیرکوپل سازی ایزوتروپیکبا توابع غنی ]81[

 به صورت زیر است.

شود که در نظر گرفته می = mm8wو عرض  mm4h =2رتوتروپیک با طول وا دو بعدیصفحه 

  -82دمای  (. صفحه در لبه چپ به سرعت تا6-4شکل ) است = mm 2.4aدارای ترک مستقیم به طول 

سرد می شود. تمامی لبه های دیگر عایق و شرایط کرنش صفحه ای در نظر گرفته شده  (eTدرجه )

 است. 
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 ،  82υ  ،2.23= 89υ  ،2.28= 98υ  ،2.84= 92υ  ،GPa 886.96= 8E =2.21مشخصات ماده 

GPa32.49= 2E  وGPa  91.28= 82G  وKg/m39312ρ=  .ضریب انبساط حرارتی همچنین می باشد

1-K6- 82 × 3.5= 1α  ،1-K6- 82 × 1= 2α ،1-K6- 82 × 3=  3α ظرفیت گرمایی ویژه ،J/kg.K 335= 

C ضریب هدایت حرارتی و W/m.K 23.12k1 =  ،W/m.K 28.25k2 =  مقدار زمان می باشد. وt  و

IK وIIK 81[اند بی بعد شده زیر هایمطابق فرمول[. 

وپل و ترموالاستیسیته کهای لازم به ذکر است همین مسئله در فصل بعد و فصل آخر نیز با تئوری 

 لردشلمان نیز حل شده است. 

(4-53) 
2

Ct/h xxk t

cW
  

(4-51) 
K1= ,

K2=

I

II

K

E W T

K

E W T









 

نیز اختلاف دما اولیه  Tهستند. همچنین  IIKو  IKبعد به ترتیب حالت بی K2و K1 (51-4) رابطه در 

 ((53-4)است. )رابطه  eTو دما معلوم 

(4-53) 0 eT T T    

 ( حساب شده است.62-4مطابق رابطه ) dtهمچنین برای حل این مسئله مقدار 

(4-62) 210
( ),

( )

( )

1000

xx

to
dt c w

k

finaltime starttime
to




   




 

باشند. بنابراین با توجه ثانیه می 2و  8به ترتیب  starttimeو  finaltimeمقدار که در این مسئله 

42.79برابر با  dtبه مشخصات ماده مقدار  10dt   باشد. می 
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)انجام تست همگرایی( و سپس  شودمیبرای رسیدن به همگرایی با چند مش مختلف حل  مسئله  ابتدا

مقایسه سازی ایزوتروپیک( حل مسئله با مش همگرا شده را با حل حاجی محمدی )حل با توابع غنی

 خواهد شد. 

 

 تحت با حرارتی( صفحه اورتوتروپیک ترک دار 6-4شکل 

مش مختلف حل شده  5دهد، در این تست مسئله با ؛ تست همگرایی مسئله را نشان می3-4شکل 

های مسئله ها چک شود. در شکل مشخص است که جواباند تا همگرایی آنو نتایج با هم مقایسه شده

را به عنوان مش همگرا برای مسئله  812×412است. مش شده وارد ناحیه همگرایی 32×242از مش 

 آوریم. انتخاب کرده و تمامی نتایج را با این مش بدست می
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 اورتوتروپیک و جدید  سازیغنی عدار تحت بار حرارتی با توابصفحه اورتوتروپیک ترک تست همگرایی( 3-4شکل 

 کند. مقایسه می On axisرا با حل حاجی محمدی در حالت  8با روش ارائه شده حل مسئله 1-4شکل 

؛ حل آقای حاجی محمدی  isotropicزاویه الیالف،   tetaدر این شکل منظور از لازم به ذکر است که 

 سازی؛ حل نگارنده )حل با توابع غنیorthotropicسازی ایزوتروپیک( و )حل با توابع غنی ]81[

 باشد.( می2اورتوتروپیک و جدید دمایی، معرفی شده در فصل 

                                                           

 

 توابع غنی سازی اورتوتروپیک و توابع غنی سازی دمایی جدید  8
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 حاجی محمدی( مقایسه حل نگارنده با حل 1-4شکل 

 K1=0.043( مقدار isotropicقابل مشاهده است که پیک نمودار حاجی محمدی ) 1-4شکل در 

در زمان  =K1  0.039به ترتیب  Orthotropicباشد. این مقادیر در نمودارمی  2.242بعد در زمان بی

و برای زمان  درصد3در حدود چیزی  K1باشد. که درصد خطای دو نمودار برای می 2.293بعد بی

این بدین معناست که حل پیشنهادی اینجانب نتایج  وباشد درصد می 88در حدود بعد چیزی بی

 صحیحی به همراه دارد. 

ها با یکدیگر مقایسه آن K2و  K1چند زاویه الیاف مختلف حل و نمودار مسئله را برای  نیز ادامهدر 

 ( 82-4شکل و 3-4شکل گردیده است. )
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 . Off axisدر حالت دار تحت بار حرارتی با روش ارائه شده ک ترکیاورتوتروپصفحه  K1مقادیر ( 9-4شکل 

 

 Off axis حالت در شده ارائه روش با یحرارت بار تحت دارترک کیاورتوتروپ صفحه K2 یرمقاد (12-4شکل 

نیز افزایش  K2 و  K1ضریب شدت تنش دینامیکیزاویه ناهمسانگردی مقدار بیشینه با افزایش 

 .می یابد

مشاهده  88-4شکل در  دیگر نیز حل شده است. همانطور که dtنیز همین مسئله با دو  انتها در

 dtهای مختلف برهم منطبق هستند و این یعنی حل مسئله مستقل از مقدار  dtشود، نمودارها در می
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-4)( برقرار باشد. )رابطه numstepهای زمانی )و تعداد استپ dtو تنها باید نسبت ثابتی بین  است

68))  

(4-68) 1 1 2 2( ) ( ) ....dt numstep dt numstep     

 

 dtحل مسئله با چند  (11-4شکل 
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دار تحت شوک حرارتی تحلیل و نتایج ورق اورتوتروپیک ترک:  5 فصل

  1با تئوری کوپل

 

 (مقدمه 8

 سازی عرفی معادلات حاکم و گسسته( م2

   ایچیدمان درجات آزادی در برنامه رایانه (9

 عددی و تحلیل نتایج ( حل مثال4

 

 

 

 

 

                                                           

 

8 Coupled  



13 

 

 مقدمه  5-1

شود. در تئوری کوپل معادلات ناویر و انرژی توام با در این فصل توضیحاتی درباره تئوری کوپل داده می

اعث وجود کرنش مکانیکی بدر این تئوری، بر خلاف تئوری غیرکوپل، شوند. یکدیگر گسسته و حل می

 .]95[شود و بالعکس بالارفتن دما می

کامل توضیح داده شد، برای حل مسئله با تئوری کوپل باید تعداد توابع به طور  2همانطور که در فصل 

 تابع(. 4با یکدیگر برابر باشد )هر کدام  8سازی مکانیکی و حرارتیغنی

باشد یعنی می 2های کوپل و غیرکوپل زیر مجموعه ترموالاستیسیته کلاسیکلازم به ذکر است که تئوری

-. در واقع تئوری کوپل و غیرکوپل به نحوه گسسته]95[هایت است نها بیدر آنانتقال موج گرما  سرعت

 سازی و حل معادلات حاکم به صورت توام و یا جدا اشاره دارد. 

-تهشوند )شکل و روش گسسدلات حاکم معرفی و گسسته میدر این فصل نیز مانند فصل قبل ابتدا معا

ها در برنامه رجات آزادی و چیدمان آنسپس د تفاوت دارد(، 4و9سازی معادلات در این فصل با فصل 

 شده و در انتها مثال عددی حل خواهد شد. ای توضیح دادهرایانه

 سازی معرفی معادلات حاکم و گسسته  5-2

توجه  .توان به شکل زیر نوشتمعادلات حرکت و انرژی حاکم بر مسئله ترموالاستیسیته کوپل را می

 : ]92[ شوداز اندیس گذاری انیشتین استفاده می عادلات حاکمشود برای راحتی در نوشتن م

 

                                                           

 

 (2باشند )فصل سازی حرارتی در این تحقیق جدید میهمانطور که پیشتر ذکر شد توابع غنی 8

2 Classic thermoelectricity  
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(5-8) 

 

 

,

, , 0 , j

0 i, j 1,2 (1)

[ ] 0 i, j 1,2 (2)

ij j i i

ij j i ij i

X u

k t ct t u Q

 

 

   

    

 

همان معادلات حرکت معرفی شده در معادله معادله است،  2(، که در فضای دو بعد شامل 8معادله )

( نیز معادله انرژی در تئوری کوپل است. جمله دوم این معادله شامل ترم کوپل 2هستند. معادله ) (9-8)

u ( که معادله انرژی در تئوری غیرکوپل بود نیز همین جمله 9-4است، تنها فرق این معادله با معادله ،)

 است. 

(8-5در معادلات )
ij های تانسور تنش کوشی،مولفه u جایی،  به میدان جاib های نیروی مولفه

های ماتریس مولفه ijk نرخ تولید انرژی داخلی در پیوستار در واحد حجم و زمان واحد، Q ،8حجمی

حرارت  c چگالی جرمی و ρ دمای اولیه، 0t میدان اسکالر دمای مطلق، t ،((6-4)رابطه ) هدایت گرمایی

( محاسبه 2-5از رابطه ) بعدیفضای سهدر  که شود.نیز مدول تنش حرارت نامیده می.جامد استویژه 

 . ]95[ شود می

(5-2) ij

ij
t





 


 

باشد ( می9-5به صورت رابطه ) یبعدهای حرارتی در فضای سهرابطه تنش کرنش با حضور کرنش

 .]92و28[

(5-9) mechanic

ij ijkl klC   

 توان برحسب کرنش دمایی به صورت زیر بازنویسی کرد( را می9-5رابطه )

(5-4) ( )total thermal

ij ijkl kl klC     

                                                           

 

8 Body force 
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 .]28[  شود( محاسبه می5-5کرنش دمایی نیز به تنهایی از رابطه )

(5-5) thermal

kl kl t    

 داریم:( 9-5( در رابطه )4-5( و )5-5با تلفیق روابط )

(5-6) ( )total

ij ijkl kl klC t      

، ماتریس 8به ترتیب معرف ضریب انبساط دمایی totalو α ،C، σ ،mechanic ،thermalدر روابط فوق 

اتریس و م سفتی ماده اورتوتروپیک، ماتریس تنش، ماتریس کرنش مکانیکی، ماتریس کرنش حرارتی

 .باشندمی 2کرنش کل

 نوشت رابطه زیر را برای  یبعدتوان در فضای سهمی( 6-5( و )2-5با توجه به روابط )

(5-3) ij ijkl klC   

توان به صورت میحالت دوبعدی ( را در 2-5ذکر شد، معادله ) 8با توجه به نکاتی که در فصل 

 (9-4-8)رجوع شود به بخش بازشده زیر نوشت. 

(5-1) 1 11 12 16 1

2 21 22 26 2

12 61 62 33 12

Q Q Q

Q Q Q

Q Q Q

 

 

 

     
        
         

 

( )فصل اول بخش 85-8است که از رابطه ) ماتریس سفتی کاهش یافته Qدر این رابطه ماتریس 

 آید.( بدست می8-4-9

 روابط کرنش جا به جایی نیز به صورت زیر است.

(5-3) 
, ,

1
( ) , 1,2

2
ij i j j iu u i j     

                                                           

 

8 Thermal expansion  

 مجموع ماتریس کرنش مکانیکی و حرارتی  2
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همانطور که در فصل پیش نیز اشاره شد با تلفیق معادلات کرنش جا به جایی و تنش کرنش در 

شود، این معادلات و معادله انرژی معادلات حاکم مسئله معادله حرکت معادلات ناویر حاصل می

 . ]92و83[دهند ترموالاستیسیته کوپل را تشکیل می

)در دستگاه دوبعد شوند ( بازسازی می82-5ت )معادلات ناویر به صور Q و Xبا فرض صفر بودن 

(x1,x2)).  به ذکر است در تمام معادلات این فصل لازمt  نماد زمان وT ندباشنماد میدان دما می. 

(5-82) 2 2 2 2 2 2

1 2 1 2 1 2
11 12 13 13 31 322 2 2

1 1 2 1 2 1 1 2 2

2 2 2

1 2 1
33 33 1 12 2

1 2 1 2 1 2

2 2 2 2 2

1 2 1 2 1
13 32 33 33 212

1 1 2 1 2 1 2

( ) 0 (1)

u u u u u u
Q Q Q Q Q Q

x x x x x x x x x

u u uT T
Q Q

x x x x x x t

u u u u u
Q Q Q Q Q

x x x x x x x

  

     
    

        

   
     

      

    
   

       

2

2
22 2

1 2 2

2 2 2

1 2 1
23 23 12 22 2

2 1 2 1 2

( ) 0 (2)

u
Q

x x x

u u uT T
Q Q

x x x x x t
  




 

   
     

     

 

 شود.معادله انرژی نیز به صورت زیر باز می

(5-88) 22 2 2 2

1
11 21 12 22 1 02 2

1 1 2 1 2 2 1

2 2

2 1
2 0 12 0

2 2

( )

0

uT T T T T
k k k k c t

x x x x x x t x t

u u
T T

x t x t

 

 

    
    

        

 
  

   

 

 

 کنیم: زیر برای درجات آزادی بازنویسی می( را به صورت 6-2رابطه )

(5-82) 
4

( 1, 2)

1

( )

i

i x x i
i

i T

uu

Nv v

T T
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به شکل  Ωالمانی  قلمرودر  ذکر شد معادله اول ناویر 2با توجه به رابطه فوق و نکاتی که در فصل 

شود. لازم به ذکر است برای اختصار در نوشتار از اندیس گذاری نیوتنی استفاده شده زیر متعامد می

 است. 

(5-89) 
11 ,11 1 12 ,12 2 13 ,12 1 ,11 2 31 ,12 1

32 ,22 2 33 ,12 2 ,12 1 1 ,1 12 ,2

[ ( )

( ) ( ) ( )

N (u )] N 0

i i i i i

i i i i i

ii j

Q N u Q N u Q N u N u Q N u

Q N u Q N u N u N T N T

d

 





   

    

  



 

( فرم ضعیف 89-5تر آوردن درجه پیوستگی معادله )همانطور که در فصل قبل ذکر شد، برای پایین

 شود. ( نوشته می84-5آن به شکل معادله )

(5-84) 
11 ,1 j,1 1 12 ,1 ,2 2 13 ,1 j,2 1 ,1 j,2 2

31 ,1 j,2 1 32 ,2 j,2 2 33 ,1 j,2 2 ,1 j,2 1

1 j,1 12 j,2 j 1

[ ( )

( )

( ) ( ) N (u )]

i i j i i

i i i i

ii i i

Q N N u Q N N u Q N N u N N u

Q N N u Q N N u Q N N u N N u

N N T N N T N d F  



  

   

    



 

 باشد.در فرم ضعیف می بیرون از انتگرالهای شامل تمام ترم 1Fدر معادله فوق ماتریس ستونی 

 شود. (نوشته می85-5به این ترتیب فرم ضعیف معادله دوم ناویر نیز به صورت رابطه )

(5-85) 

 
31 ,1 j,1 1 32 ,1 ,2 2 33 ,1 j,2 1 ,1 j,2 2

21 ,1 j,2 1 23 ,2 j,2 2 23 ,2 j,2 1 ,1 j,2 2

2 j,2 12 j,1 j 2

[ ( )

( )

( ) ( ) N (u )]

i i j i i

i i i i

ii i i

Q N N u Q N N u Q N N u N N u

Q N N u Q N N u Q N N u N N u

N N T N N T N d F  



  

   

    



 

 باشد.در فرم ضعیف می بیرون از انتگرالهای شامل تمام ترم 2Fدر معادله فوق ماتریس ستونی 

شود. یعنی ابتدا معادله انرژی به صورت زیر متعامد همین مراحل برای معادله انرژی نیز طی می

 شود.می
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(5-86) 
11 ,11 21 ,12 12 ,21 22 ,22

1 2 11 0 ,1 2 0 ,2 12 0 ,2

[

] 0

i i i i i

i i i j

k N T k N T k N T k N T N cT

T N u T N u T N u N d



  



   

    


 

 انرژی نیز به شکل معادله زیر است.به این ترتیب فرم ضعیف معادله 

(5-83) 
11 ,1 ,1 21 ,1 ,2 12 ,1 ,2

122 ,2 ,2 1 0 ,1

2 12 0 ,2 12 0 ,2

[

]

i j i j i j

i j i j i j

i j i j q

k N N T k N N T k N N T

k N N T N N cT T N N u

T N N u T N N u d F

 

 



 

  

   



 

در فرم ضعیف معادله  بیرون از انتگرالهای شامل تمام ترم 2Fو  1Fنیز مانند  qF(؛ 83-5در معادله )

 باشد.انرژی می

 .]96و22 [باشد( می81-5معادله )در المان محدود فرم کلی معادلات در حالت دینامیکی به صورت 

(5-81) M K uC F    

نیرو به ترتیب ماتریس جرم، دمپر، سفتی، درجات آزادی و M ،C ،K ،∆ ، F( 81-5که در رابطه )

 باشند. می

 توان به صورت زیر باز کرد. ( را می81-5معادله )

(5-83) 11 12 13 1 11 12 13 1

21 22 23 2 21 22 23 1

31 32 33 31 32 33

11 12 13 1 1

21 22 23 2 2

31 32 33 q

M M M u C C C u

M M M u C C C u

M M M T C C C T

K K K u F

K K K u F

K K K T F

       
            
             

    
        

         

 

 

(( برحسب 83-5( و )85-5( و )84-5با مرتب کردن فرم گسسته معادلات ناویر و انرژی )معادلات )

-5( تا )22-5( به صورت روابط )83-5های معادله )های ماتریسمشتقات زمانی درجات آزادی مولفه

 شوند ( محاسبه می46
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(5-22) 
11M i jN N d



   

(5-28) 12M 0  

(5-22) 13M 0  

(5-29) 21M 0  

(5-24) 23M 0  

(5-25) 31M 0  

(5-26) 32M 0  

(5-23) 33M 0  

(5-21) 
22 11M i jM N N d



    

(5-23) 11 0C   

(5-92) 12C 0  

(5-98) 13 0C   

(5-92) 21C 0  

(5-99) 22C 0  

(5-94) 23C 0  

(5-95) 
31 0 1 ,1 12 ,2C i j i jT N N N N d 



    

(5-96) 
32 0 2 ,2i jC T N N d



   

(5-93) 
33 i jC cN N d
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(5-91) 
11 11 ,1 ,1 13 ,1 ,2 31 ,1 ,2 33 ,1 ,2i j i j i j i jK Q N N Q N N Q N N Q N N d



    

 

(5-93) 
12 11 ,1 ,2 13 ,1 ,1 32 ,2 ,2 33 ,1 ,2i j i j i j i jK Q N N Q N N Q N N Q N N d



    

 

(5-42) 
13 1 ,1 12 ,2i j i jK N N N N d 



     

(5-48) 
21 12 11 ,1 ,2 13 ,1 ,1 32 ,2 ,2 33 ,1 ,2i j i j i j i jK K Q N N Q N N Q N N Q N N d



     

 

(5-42) 
22 32 ,1 ,2 33 ,1 ,2 22 ,2 23 ,1 ,2i j i j i i jK Q N N Q N N Q N Q N N d



    

 

(5-49) 
23 12 ,1 2 ,2i j i jK N N N N d 



     

(5-44) 31 0K   

(5-45) 32 0K   

(5-46) 
33 11 ,1 ,1 21 ,1 ,2 12 ,1 ,2 22 ,2 ,2i j i j i j i jK k N N k N N k N N k N N d


    

 

 

آید. )در این رساله شرایط مرزی از بدست میماتریس نیرو نیز با استفاده از شرایط مرزی نیرویی 

 است(. 2برابر  Fنوع جا به جایی است از این رو ماتریس 

 کنیم: نویسی بردار درجات آزادی را به صورت رابطه زیر تعریف می برای ساده
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(5-43) 1

2

u
U

u
T

T

 
   

     
   

 

 

 شود. ( به صورت زیر بازنویسی می83-5معادله ) ( و سایر روابط ذکر شده43-5استتفاده از رابطه )با 

(5-41) 0 00

00 0

uu uu

u

K KM UU U
F

C C K TT T



 

         
           

         
 

 سیم.راست، اگر این ترم صفر باشد به معادلات غیرکوپل میترم کوپل  θuKدر واقع در معادله بالا ترم 

 شوند.( به صورت زیر تعریف می41-5با توجه به تمام روابط ذکر شده، پارامترهای معادله )

(5-43) 11

22

0

0
u

M
M

M

 
  
 

 

(5-52)  31 32uC C C  

(5-58)  33C C   

(5-52) 11 12

21 22

uu

K K
K

K K

 
  
 

 

(5-59) 13

23

u

K
K

K


 
  
 

 

(5-54)  33K K   

 کنیم:تعریف می

(5-55) 0

0

i

U

i

N
N

N

 
  
 

 

(5-56)  iN N   

 

( تعریف شدند.( و 22-4( و )1-2در روابط ) 4و  2)که در فصل   thB و Bاکنون با توجه به تعریف 

( را به 54-5( تا )43-5می توان معادلات )برای ساده سازی و کدنویسی بهتر،  (56-5و ) (55-5) روابط

   های زیر بازنویسی کرد.صورت انتگرال
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(5-53) T

u U UM N N d


   

(5-51) 
0

T T

uC T N B d 


   

(5-53) TC N dc N  


   

(5-62) T

uuK B QB d


   

(5-68) T T

uK B N d 


    

(5-62) th T thK B k B d



   

 توانها میاند. با مونتاژ کردن این ماتریس( تعریف شدهΩها در قلمرو المان )تمامی این ماتریس

 ها را برای کل سازه محاسبه کرد.آن

گردد. با محاسبه، ذکر شد محاسبه می 4و 2ها با توجه به نکاتی که در فصل سایز این ماتریس

( و استفاده از روش حل دینامیکی نیومارک 41-5ها در معادله اصلی )این ماتریسمونتاژو جایگذاری 

 گردد. شد( مقادیر ماتریس درجه آزادی محاسبه میتوضیح داده 9-2-9بخش  9)که در فصل 

 ای رایانه چیدمان درجات آزادی در برنامه  5-3

ها صرف که از تکرار آن شدبه طور کامل درباره درجات آزادی توضیح داده 4-9بخش  4در فصل 

 باشد. می (69-5)درجات آزادی در حالت کوپل به صورت رابطه چیدمان کنیم. نظر می
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(5-69) 

 

1

1

1

2

1

1

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

n

n

n

n

n

u

v

u

v

du

dv

du

dv

T

dT

dT

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

 dv1,du1Td,1های حقیقی هستند و درجات آزادی گره n,vn,unTتا  v1,u1T,1( 69-5در رابطه )

به عبارت بهتر چیدمان درجات آزادی به  .هستندهای مجازی درجات آزادی گره   n,dvn,dunTdتا 

های حقیقی مکانیکی )هرگره دو درجه آزادی ( سپس این صورت است که ابتدا درجات آزادی گره

های حقیقی حرارتی )هر گره یک درجه درجات آزادی مجازی مکانیکی بعد از آن درجات آزادی گره

 زی حرارتی.های مجاآزادی( و در انتها نیز درجات آزادی گره

-4( و )59-4درجه آزادی کل سیستم نیز از جمع درجات آزادی مکانیکی و حرارتی که در روابط )

 گردد. ( ذکر شد محاسبه می54
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 حل مثال عددی و تحلیل نتایج   5-4

در حالت  یکماده اورتوتروپ یبرا ایترک لبه فصل قبل یعنی 4-4-4در این قسمت مسئله 

. برای یادآوری صورت مسئله را دوباره در استبا معادلات کوپل حل شده  یتحت بار حرارت ینامیکید

 معرفی شدند.( 2سازی برای حل این مسئله در فصل )لازم به ذکر است که توابع غنی دهیم.زیر شرح می

شود که در نظر گرفته می = mm8 wو عرض  mm4 h =2رتوتروپیک با طول وا دو بعدیصفحه 

  -82دمای  (. صفحه در لبه چپ به سرعت تا8-5شکل ) است = mm 2.4aطول دارای ترک مستقیم به 

سرد می شود. تمامی لبه های دیگر عایق و شرایط کرنش صفحه ای در نظر گرفته شده  (eTدرجه )

 است. 

 ،  82υ  ،2.23= 89υ  ،2.28= 98υ  ،2.84= 92υ  ،GPa 886.96= 8E =2.21مشخصات ماده 

GPa32.49= 2E  وGPa  91.28= 82G  وKg/m39312ρ=  .ضریب انبساط حرارتی همچنین می باشد

1-K6- 82 × 3.5= 1α  ،1-K6- 82 × 1= 2α ،1-K6- 82 × 3=  3α ظرفیت گرمایی ویژه ،J/kg.K 335= 

C ضریب هدایت حرارتی و W/m.K 23.12k1 =  ،W/m.K 28.25k2 = مقدار زمان . و می باشدt  و

IK وIIK 81[اند بی بعد شده های زیرمطابق فرمول[. 

 

(5-64) 
2

Ct/h xxk t

cW
  

(5-65) 
K1= ,

K2=

I

II

K

E W T

K

E W T









 

نیز اختلاف دما اولیه  Tهستند. همچنین  IIKو  IKبعد به ترتیب حالت بی K2و K1 (56-5)ابطه در ر

 ((66-5است. )رابطه ) eTو دما معلوم 

(5-66) 0 eT T T    



828 

 

 ( حساب شده است.63-5مطابق رابطه ) dtهمچنین برای حل این مسئله مقدار 

(5-63) 210
( ),

( )

( )

1000

xx

to
dt c w

k

finaltime starttime
to




   




 

باشند. بنابراین با توجه ثانیه می 2و  8به ترتیب  starttimeو  finaltimeمقدار که در این مسئله 

42.79برابر با  dtبه مشخصات ماده مقدار  10dt   باشد.می 

 

 

 ( صفحه اورتوتروپیک ترک دار تحت با حرارتی1-5شکل 

رسیدن به مش مطلوب است یعنی ابتدا برای  4-4-4فرایند حل و تحلیل مسئله درست مانند بخش 

-قابل مشاهده 2-5شکل  است. نتیجه تست همگرایی درتست همگرایی را با چند مش انجام داده شده

 است.
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 دیجد و کیاورتوتروپ یسازیغن عتواب با یحرارت بار تحت دارترک کیاورتوتروپ صفحه ییهمگرا تست( 2-5شکل 

باشد و می 862×292در شکل فوق مشخص است مش مطلوب برای حل مسئله مش  ههمانطور ک

ای مش مطلوب بر است. این درحالی است کهها و نتایج این مسئله با این مش گرفته شدهتمام تحلیل

بود. در حقیقت لزومی ندارد که نتایج  812×412( مش 4حل همین مسئله در حالت غیرکوپل )فصل

 های متفاوت یکسان باشد. تست همگرایی برای مسائل یکسان با روش حل

 دهد. نشان می On axisمقایسه حل کوپل و غیرکوپل این مسئله را برای حالت  9-5شکل 

 

 ( مقایسه حل کوپل و غیرکوپل3-5شکل 
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 =K1  0.039به ترتیب  un coupledقابل مشاهده است، پیک نمودار 9-5شکل همانطور که در  

در زمان  K1= 0.029  به ترتیب  Coupledباشد. که این مقادیر برای نمودار می 2.293بعد در زمان بی

درصد و برای زمان 25چیزی در حدود  K1ودار برای که درصد اختلاف دو نمباشد. می2.284بی بعد 

باشد. این اختلاف، اختلاف حل تئوری کوپل و غیرکوپل را نشان درصد می 62بعد چیزی در حدود بی

 دهد. می

ها با یکدیگر مقایسه آن K2و  K1برای چند زاویه الیاف مختلف حل و نمودار  در ادامه نیز مسئله را

 ( 5-5شکل و 4-5شکل گردیده است. )

 

 .Off axis حالت در شده ارائه روش با یحرارت بار تحت دارترک کیاورتوتروپ صفحه K1 ریمقاد( 4-5شکل 
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 .Off axis حالت در شده ارائه روش با یحرارت بار تحت دارترک کیاورتوتروپ صفحه K2 ریمقاد (5-5شکل 

شود مثل حالت غیرکوپل با افزایش زاویه مشاهده می 5-5شکل  و 4-5شکل در همانطور که 

 .نیز افزایش می یابد K2 و  K1دت تنش دینامیکیمقدار بیشینه ضریب شناهمسانگردی 

 کنش تست استقلال از مسیر انتگرال برهم  5-4-2

آن است. یعنی وابسته به ناحیه و مسیر انتخابی  استقلال از مسیر، jاز نکات مهم در انتگرال  یکی

-انتگرالشعاع مختلف  9قابل مشاهده است که نتایج برای  6-5باشد. در شکل گیری نمیبرای انتگرال

 گیری کاملا مشابه و نمودارها منطبق برهم است. 
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 استقلال از مسیر تتس (6-5شکل  
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دار تحت شوک حرارتی تحلیل و نتایج ورق اورتوتروپیک ترک:  6 فصل

  1تئوری لرد شلمانبا 

 

 (مقدمه 8

 سازی گسستهعرفی معادلات حاکم و ( م2

  ایچیدمان درجات آزادی در برنامه رایانه (9

 عددی و تحلیل نتایج ( حل مثال4

 ( توضیحات تکمیلی حول ترموالاستیسیته لردشلمان و کوپل5

 

 

 

 

 

 

                                                           

 

8 Lord-Shulman  )L-S) 
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 مقدمه  6-1

نتقال موج ا کوپل( سرعتبرخلاف تئوری کلاسیک )کوپل و غیردر تئوری ترموالاستیسیته لردشلمان 

در این تئوری معادله انرژی و ناویر توام با یکدیگر گسسته  .]95[ و محدود است بی نهایت نیستگرما 

باره سرعت محدود موج در تئوری ای که درشوند. )به مانند فصل قبل( اما با توجه به نکتهو حل می

 لردشلمان ذکر شد معادله انرژی در آن متفاوت است، ولی معادله ناویر ) همانطور که در فصول قبل ذکر

 شود.( دقیقا شبیه فرم کلاسیک )فصل قبل( است.شد از معادله حرکت نتیجه می

ات شوند، سپس درجدر این فصل نیز به مانند دو فصل قبل ابتدا معادلات حاکم معرفی و گسسته می

حل شده در دوفصل  شده و در انتها مثال عددیای توضیح دادهها در برنامه رایانهآزادی و چیدمان آن

 و نتایج آن تحلیل  خواهد شد.  8حل بار با تئوری لردشلماناینقبل؛ 

 سازی معرفی معادلات حاکم و گسسته  6-2

( فصل قبل معادلات حاکم بر یک سیستم ترموالاستیسیته کوپل را به صورت زیر بیان 8-5رابطه ) در

 شد. 

(6-8) 

 

 

,

, , 0 , j

0 i, j 1,2 (1)

[ ] 0 i, j 1,2 (2)

ij j i i

ij j i ij i

X u

k t ct t u Q

 

 

   

    

 

                                                           

 

 با همان توابع غنی سازی معرفی شده فصل دوم  8
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در تئوری لردشلمان، معادله انرژی کمی تغییر یافته و  محدودانتقال موج گرما  با توجه به سرعت

 :]95[آیند می( در2-6در نتیجه معادلات حاکم به فرم معادلات )

(6-2) 

 

 

,

, , 0 0 , j 0 , j

0 i, j 1,2 (1)

[ ] [ ] 0 i, j 1,2 (2)

ij j i i

ij j i ij i i

X u

k t ct c t t u u Q

 

    

   

      

 

. در معادله انرژی سیستم 8ماندرفت، معادله ناویر در هر دو حالت ثابت باقیهمانطور که انتظار می

(( 2-6لردشلمان )معادله دوم )
0 کشد تا و بیانگر زمانی است که طول می نامیده شده 2زمان تاخیر

 .]95[ را از رابطه زیر محاسبه کرد توان آنگرما انتقال یابد. و می

(6-9) 
0 2

T

k

cC



  

نیز سرعت موج  TCو  حرارت ویژه جامد c چگالی جرمی و ρ هدایت گرمایی؛ kکه در این رابطه 

  باشد.می 9گرما

نرخ تولید انرژی داخلی در پیوستار در واحد حجم و زمان واحد  مانند فصل قبل نیروی حجمی و 

سازی سازی معادلات لردشلمان کاملا مشابه گسستهگسسته  ( X=Q=0گیریم. ) را صفر در نظر می

معادلات کوپل در فصل گذشته است. لازم به ذکر است که به علت وجود ضریب زمان تاخیر در معادله 

(( تنها ماتریس جرم در سیستم 2-6)معادلات حاکم ) uT 4,انرژی سیستم لردشلمان برای جملات 

 گردد. و از رابطه زیر محاسبه می لردشلمان با ماتریس جرم در حالت کوپل تفاوت دارد

                                                           

 

 گذارد.تنها تفاوت معادلات کوپل و لردشلمان سرعت انتقال موج است. که این اختلاف تنها بر روی معادله انرژی اثر می 8
2 Relaxation Time 

 در آزمایشگاه قابل اندازه گیری است. 9
( نمایان Mبه طور کامل توضیح داده شد جملاتی که مشتق مرتبه دوم زمان دارند  در ماتریس جرم ) 2-5بخش  همانطور که در فصل پنجم و 4

 شوند.می
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(6-4) 
0( )LM C M    

باشد، معرفی شده در فصل قبل مینیز ماتریس جرم  Mو همان ماتریس دمپرC در این رابطه 

همچنین 
LM  نیز ماتریس جرم سیستم لردشلمان است که از ترکیب خطی ماتریس دمپر کوپل؛ جرم

 آید.کوپل و زمان تاخیر بدست می

از رابطه فوق به سادگی پیداست که اگر زمان تاخیر صفر باشد ماتریس جرم همان ماتریس جرم 

 گردد. نهایت میشده و سرعت موج انتقال گرما بیسیستم کوپل )کلاسیک( می

 آید.( معرفی شده در فصل قبل به صورت زیر درمی41-5و به این ترتیب معادله )

(6-5) 
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 و مانند فصل گذشته داریم: 

(6-6) 11

22

0

0
u

M
M

M

 
  
 

 

(6-3)  31 32uC C C  

(6-1)  33C C   

(6-3) 11 12
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(6-82) 13

23

u

K
K

K


 
  
 

 

(6-88)  33K K   

 های زیر بازنویسیبرای ساده سازی و کدنویسی بهتر، می توان معادلات فوق را به صورت انتگرال

 کرد. )مانند چیزی که در فصل پیش ذکر شد(
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(6-82) T

u U UM N N d


   

(6-89) 
0

T T

uC t N B d 


   

(6-84) TC N dc N  


   

(6-85) T

uuK B QB d


   

(6-86) T T

uK B N d 


    

(6-83) th T thK B k B d



   

 ای چیدمان درجات آزادی در برنامه رایانه  6-3

ها صرف شد که از تکرار آنبه طور کامل درباره درجات آزادی توضیح داده 5-9بخش  5در فصل 

کنیم. چیدمان درجات آزادی در ترموالاستیسیته لردشلمان کاملا مشابه چیدمان درجات آزادی نظر می

  باشد. داریم:میدر ترموالاستیسیته کوپل 
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(6-81) 
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 تا  dv1,du1dt,1های حقیقی هستند و درجات آزادی گره n,vn,untتا  v1,u1t,1 فوقدر رابطه 

n,dvn,dundt   به عبارت بهتر چیدمان درجات آزادی به این  .های مجازی هستندآزادی گرهدرجات

های حقیقی مکانیکی )هرگره دو درجه آزادی ( سپس درجات صورت است که ابتدا درجات آزادی گره

های حقیقی حرارتی )هر گره یک درجه آزادی( و آزادی مجازی مکانیکی بعد از آن درجات آزادی گره

 های مجازی حرارتی.ات آزادی گرهدر انتها نیز درج

-4( و )59-4درجه آزادی کل سیستم نیز از جمع درجات آزادی مکانیکی و حرارتی که در روابط )

 گردد. ( ذکر شد محاسبه می54
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 حل مثال عددی و تحلیل نتایج   6-4

 یاترک لبه یعنی (که در فصل پیش نیز بررسی شد ) دوفصل قبل 4-4-4در این قسمت مسئله 

ل ح ترموالاستیسیته لردشلمانبا معادلات   یتحت بار حرارت ینامیکیدر حالت د یکماده اورتوتروپ یبرا

دهیم. )لازم به ذکر است که توابع است. برای یادآوری صورت مسئله را دوباره در زیر شرح میشده

 .(8است 5و4در حل این مسئله مانند فصول سازی غنی

شود که در نظر گرفته می = mm8 wو عرض  mm4 h =2رتوتروپیک با طول وا دو بعدیصفحه 

  -82دمای  (. صفحه در لبه چپ به سرعت تا8-6شکل ) است = mm 2.4aدارای ترک مستقیم به طول 

سرد می شود. تمامی لبه های دیگر عایق و شرایط کرنش صفحه ای در نظر گرفته شده  (eTدرجه )

 است. 

 ،  82υ  ،2.23= 89υ  ،2.28= 98υ  ،2.84= 92υ  ،GPa 886.96= 8E =2.21مشخصات ماده 

GPa32.49= 2E  وGPa  91.28= 82G  وKg/m39312ρ=  .ضریب انبساط حرارتی همچنین می باشد

1-K6- 82 × 3.5= 1α  ،1-K6- 82 × 1= 2α ،1-K6- 82 × 3=  3α ظرفیت گرمایی ویژه ،J/kg.K 335= 

C ضریب هدایت حرارتی و W/m.K 23.12k1 =  ،W/m.K 28.25k2 = مقدار زمان . و می باشدt  و

IK وIIK 2.8ضمنا برای حل این مسئله مقدار زمان تاخیر  .]81[اند بی بعد شده های زیرمطابق فرمول 

یعنی  درنظرگرفته شده است.
0 0.1   

(6-83) 
2

Ct/h xxk t

cW
  

(6-22) 
K1= ,

K2=

I

II

K

E W T

K

E W T









 

                                                           

 

 به فصل دوم رجوع شود 8
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نیز اختلاف دما اولیه  Tهستند. همچنین  IIKو  IKبعد به ترتیب حالت بی K2و K1 (22-6رابطه )در 

 ((28-6است. )رابطه ) eTو دما معلوم 

(6-28) 0 eT T T    

 ( حساب شده است.22-6مطابق رابطه ) dtهمچنین برای حل این مسئله مقدار 

(6-22) 210
( ),

( )

( )

1000

xx

to
dt c w

k

finaltime starttime
to




   




 

باشند. بنابراین با توجه ثانیه می 2و  8به ترتیب  starttimeو  finaltimeمقدار که در این مسئله 

42.79برابر با  dtبه مشخصات ماده مقدار  10dt   باشد.می 

 

 

 ( صفحه اورتوتروپیک ترک دار تحت با حرارتی1-6شکل 

یعنی ابتدا برای رسیدن به مش مطلوب تست  قبل استفرایند حل و تحلیل مسئله درست مانند 

 قابل مشاهده است. 2-6شکل  نتیجه این تست در است.همگرایی را با چند مش انجام داده شده
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ید با جد و کیاورتوتروپ یسازی غن توابغ با یحرارت بار تحت دارترک کیاورتوتروپ صفحه ییهمگرا تست( 2-6شکل 

درنظر گرفتن ترموالاستیسیته لرد شلمان و 
0 0.1  

باشد و می 836×932همانطور که در شکل فوق مشخص است مش مطلوب برای حل مسئله مش 

 است.ها و نتایج این مسئله با این مش گرفته شدهتمام تحلیل

نتایج ترموالاستیسیته لردشلمان با نتایج دوفصل  8در شکل زیر برای درک بهتر تاثیر زمان تاخیر

لازم به ذکر است که این مقایسه در است. مقایسه شده 9و غیرکوپل 2قبل یعنی ترموالاستیسیته کوپل

 (9-6شکل انجام شده است. )  K1و برای   on axisحالت 

                                                           

 

در این مسئله  8
0 0.1  

 فصل پنجم 2

 فصل چهارم 9
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 با حل لردشلمان رکوپلیغ و کوپل حل سهیمقا (3-6شکل 

پیک نمودار لردشلمان به دلیل وجود زمان تاخیر  همانطور که در شکل فوق قابل مشاهده است

 افتد. دیرتر از حالت کوپل اتفاق می

ها با یکدیگر مقایسه آن K2و  K1در ادامه نیز مسئله را برای چند زاویه الیاف مختلف حل و نمودار 

 5-6شکل  و 4-6شکل است )  2.8گردیده است. توجه شود که در تمام زوایا مقدار زمان تاخیر همان 

) 
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 .Off axis حالت در شده ارائه روش با یحرارت بار تحت دارترک کیاورتوتروپ صفحه K1 ریمقاد ( 4-6شکل 

 

 .Off axis حالت در شده ارائه روش با یحرارت بار تحت دارترک کیاورتوتروپ صفحهK2  ریمقاد ( 5-6شکل 

نه مقدار بیشیشود مثل قبل با افزایش زاویه ناهمسانگردی که در اشکال فوق مشاهده میهمانطور 

مشهودتر  K1. که این افزایش در مقدار نیز افزایش می یابد K2 و  K1ضریب شدت تنش دینامیکی

 است. 
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 کنش تست استقلال از مسیر انتگرال برهم  6-4-2

یری م گمسیر برای سه مسیر انتخابی انتگرالهمانطور که در فصل گذشته ذکر شد؛ تست استقلال از 

 مطابق شکل زیر انجام شده است.

 

 ریمس از استقلال تست (6-6شکل 

  

گیری شعاع مختلف انتگرال هر سهقابل مشاهده است که نتایج برای  5-6شکل همانطور که در 

 کاملا مشابه و نمودارها منطبق برهم است. 

 توضیحات تکمیلی حول ترموالاستیسته لردشلمان و کوپل   6-5

ا هره ترموالاستیسیته لردشلمان و کوپل که نتایج آناکنون در انتهای این رساله قصد دارم تا دربا

پیش  لدر این فصل و فصل قبل بررسی شد اندکی بیشتر توضیح دهم. همانطور که در این فصل و فص

ازی سشده گسستهترموالاستیسیته کوپل و لردشلمان به صورت جفتمشاهده شد معادلات حاکم در 

 اند( درست برخلاف ترموالاستیسیته غیرکوپل.یاضی حل شدهتحلیلی به صورت ر اند. )و یا در حلشده
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است، هتفاوت اصلی ترموالاستیسیته کوپل و لردشلمان در نوع تئوری انتقال گرما استفاده شده در آن

ه شده شود( تئوری انتقال گرما استفاددر ترموالاستیسته کوپل )که به آن کلاسیک کوپل نیز گفته می

 در مسائل دوبعدی نهایت است.سرعت انتقال موج گرما بیو بر اساس آن  8باشدتئوری کلاسیک فوریه می

آید به از آن بدست می 2انرژی حاکم بر ترموالاستیسیته کوپلمعادله انتقال حرارت فوریه که معادله 

 .]95[صورت زیر است 

(6-29) 
,i , 1,2i ijq k T i j    

باشند. در گرادیان دما می iT,های ماتریس هدایت گرمایی و مولفهijkشار گرمایی؛  iqدر رابطه فوق 

 .]83و95[شود ( محاسبه می24-6مسائل دوبعدی گرادیان دما در هر دوجهت و مطابق رابطه )

(6-24) 
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ه یافته لردشلمان استفاده شده است کاما در ترموالاستیسیته لردشلمان تئوری انتقال گرما توسعه

(، معادله انتقال حرارت 23-6نهایت نیست و محدود است. معادله )براساس آن سرعت انتقال گرما بی

 .]95[  باشدلردشلمان می

(6-25) 
0 ,i , 1,2i i ijq q k T i j     

0 باشد. همانطور که قابل مشاهده است معادله انتقال حرارت در تئوری همان زمان تاخیر می

لردشلمان یک جمله بیشتر از تئوری ترموالاستیسیته کوپل )کلاسیک( دارد. همچین توجه شود که اگر 

                                                           

 

است نه هترموالاستیسته کوپل و غیرکوپل جفت بودن و یا جفت نبودن معادلات آندرست مثل ترموالاستیته غیر کوپل. در حقیقت تنها تفاوت  8

 تئوری استفاده شده. 

 و غیرکوپل  2
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شود. در (( تبدیل می29-6( به معادله تئوری کوپل )رابطه )25-6زمان تاخیر برابر صفر شد معادله )

 کند. تاخیر زمان است که سرعت انتقال موج را کنترل میحقیقت پارامتر 
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 نتیجه گیری کلی و پیشنهادات :  7 فصل

 

 خلاصه نتیجه گیری  (8

 های بعدی پیشنهادات برای پژوهش  (2
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 گیری خلاصه نتیجه  3-1

ه شروع و مقدمتلاش نگارنده این رساله این بوده است که روند نگارش فصول به شکلی باشد که با 

لاصه خ باشد!( اما به هرحال در این بخشگیری به پایان برسد. )انشالله که موفقیت آمیز بودهبا نتیجه

 نتیجه این رساله و تحقیق نگارنده آورده شده است. 

ر د مسائل مکانیک شکستبرای تحلیل دینامیکی  ، روش المان محدود توسعه یافتهدر این رساله

با سه تئوری ترموالاستیسته غیرکوپل؛  تحت بارگذاری حرارتی اورتوتروپیکز مواد های دوبعدی امحیط

، چند مثالبا آوردن به کار رفته است.  (8کوپل و لردشلمان )برای هرکدام یک فصل مجزا از ابتدا تا انتها

ه حهای دیگر مقایسه گردیده است. در انتها مقادیر ضریب شدت تنش در صفبا روش نگارندهدقت روش 

درضمن در این رساله در هر سه فصل نتایج با  رتوتروپیک تحت بارگذاری حرارتی بدست آمده است.وا

حل  سازی دمایی برایر زوایای ناهمسانگردی نیز بدست آمده است. لازم به ذکر است که توابع غنییتغی

 نشده است؛ این مسائل این رساله )در هر سه فصل( جدید بوده و تا به حال توسط شخص دیگری ارائه

 و ها استفاده کرد.های آتی از آنتوان در تحلیلتوابع نتایج خوب و صحیحی را به همراه داشتند و می

در پایان اگر بخواهیم در یک جمله نتایج این رساله را خلاصه کنیم، آن جمله این است که در تئوری 

 ر زمانی،به علت وجود تاخیغیرکوپل های کلاسیک کوپل و نسبت به تئوریترموالاستیسیته لردشلمان 

 رسد. دیرتر به مقدار پیک می( IKشدت تنش دینامیکی مود اول شکست ) ضریب

 های بعدی پیشنهادات برای پژوهش  3-2

 های آتی جالب است. موضوعات زیر به نظر نگارنده برای پژوهش

                                                           

 

  6و  5؛ 4فصول   8



822 

 

  بررسی رشد ترک در مواد اورتوتروپیک 

  های مختلف ترموالاستیسیتهبا تئوریبررسی دما نوک ترک در انواع مواد 

  بررسی ضرایب شدت تنش دینامیکی تحت بار حرارتی و مقایسه ترموالاستیسیته لردشلمان

 و گرین نقدی 

  بررسی ضرایب شدت تنش دینامیکی تحت بار ترکیبی مکانیکی و حرارتی برای انواع مواد

 کامپوزیتی 

  های متناوب با تئوریبررسی ضرایب شدت تنش دینامیکی تحت شار گرمایی

 و ....( FGMترموالاستیسیته تعمیم یافته برای انواع مواد )ایزوتروپیک، 

 

 به پایان آمد این دفتر حکایت همچنان باقیو در آخر به قول سعدی: 
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Abstract 

In this thesis, an extended finite element method (XFEM) is used to 

model a finite orthotropic sheet including cracks in which the crack has been 

subjected to thermal or mechanical shock. The equations governing the 

problem in this thesis are solved dynamically by Newmark's method with 

three non-coupled thermo-elasticity theories, coupled thermo-elasticity 

theories and Lordshellman's thermoelasticity;  In each of these seasons a 

convergence test is taken to obtain the desired grating. And dynamic stress 

intensity coefficients were obtained by J integral method. In addition, the 

variation of fiber angle and its effect on the dynamic stress intensity 

coefficient have been studied, and it has been shown that with increasing the 

fiber angle the dynamic stress coefficient of the first and second modes (K1 

and K2) is increased. Also in Chapter 5 (analysis by coupled thermoelasticity 

theory) and 6  (analysis by Lord Shellman's theory of thermoelasticity) by 

conducting independence test of the path, independent of the path of J 

integral method is also investigated. Finally, by comparing the results of the 

fourth, fifth, and sixth chapters (non-coupled thermoelasticity, coupled 

thermoelasticity and Lordshellman's thermoelasticity), it is concluded that 

the dynamic stress coefficient of the first mode (K1) in the thermoelasticist 

temporal theory Coupled and non-coupled thermoelastic theories are 

maximized. 
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Composite, Orthotropic, Extended finite element method, SIF, Thermal 
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