
 

 





 

 

 

 

 مهندسی مکانیک و مکاترونیک دانشکده

 مهندسی مکانیک گرایش طراحی کاربردی نامه کارشناسی ارشدپایان
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در این صفحه صورت جلسه دفاع را قرار دهید. لازم است پس از صحافی این صفحه 

نامه را تایید مجدداً توسط دانشکده مهر گردد و استاد راهنما با امضای خود اصلاحات پایان

 کند.

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 اثرتقدیم 

ها و در سختییاور من بوده  ر وها یاعزیز و بزرگوارم که همواره در سختیتقدیم به خانواده 

 .انداین راه برای من بوده در پشتیبانی بزرگ

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

 تشکر و قدردانی
استاد گرامیم جناب آقای دکتر احمدی بسیار تشکر کنم زیرا اگر  ازدانم تا بر خود لازم می

 ت.های ایشان نبود امکان انجام این امر پژوهشی وجود نداشها و راهنماییدلسوزی



 

 تعهد نامه

 -رشته مهندسی مکانیکدانشجوی دوره کارشناسی ارشد  سید مرتضی فاطمی مقدماینجانب 

دانشگاه صنعتی شاهرود نویسنده مهندسی مکانیک و مکاترونیک دانشکده  طراحی کاربردی

 .شوممتعهد می دکتر حبیب احمدیتحت راهنمائی  سید مرتضی فاطمی مقدمنامه پایان

 برخوردار است . نامه توسط اینجانب انجام شده است و از صحت و اصالتن پایانتحقیقات در ای 

 . در استفاده از نتایج پژوهشهای محققان دیگر به مرجع مورد استفاده استناد شده است 

 نامه تاکنون توسط خود یا فرد دیگری برای دریافت هیچ نوع مدرک یا امتیازی در هیچ مطالب مندرج در پایان

 ه نشده است .جا ارائ

  دانشگاه » باشد و مقالات مستخرج با نام کلیه حقوق معنوی این اثر متعلق به دانشگاه صنعتی شاهرود می

 به چاپ خواهد رسید .«  Shahrood  University  of  Technology» و یا « صنعتی شاهرود 

 یرگذار بوده اند در مقالات مستخرج از نامه تأثحقوق معنوی تمام افرادی که در به دست آمدن نتایح اصلی پایان

 رعایت می گردد. نامهپایان

 نامه ، در مواردی که از موجود زنده ) یا بافتهای آنها ( استفاده شده است ضوابط در کلیه مراحل انجام این پایان

 و اصول اخلاقی رعایت شده است .

 طلاعات شخصی افراد دسترسی یافته یا استفاده نامه، در مواردی که به حوزه ادر کلیه مراحل انجام این پایان

                                                                                                                                                                      شده است اصل رازداری ، ضوابط و اصول اخلاق انسانی رعایت شده است .

 تاریخ                                                 

 امضای دانشجو                                                 

 

 

 مالکیت نتایج و حق نشر

کلیه حقوق معنوی این اثر و محصولات آن )مقالات مستخرج ، کتاب ، برنامه های رایانه ای ، نرم افزار ها و تجهیزات ساخته 

 باشد . این مطلب باید به نحو مقتضی در تولیدات علمی مربوطه ذکر شود .شده است ( متعلق به دانشگاه صنعتی شاهرود می

 باشد.نامه بدون ذکر مرجع مجاز نمیاستفاده از اطلاعات و نتایج موجود در پایان

 



 

 

 

 

 چکیده
مورد  پوسته مخروطی ناقص مدرج تابعی و کنترل فعال ارتعاشات اجباری در این پایان نامه مطالعه ارتعاشات غیر خطی
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جهت کنترل شوندگی سیستم انجام شده است. هارمونیک و مادون هارمونیک( برای بررسی رفتار سفت شوندگی یا نرم

 رپیزوالکتریک به سیستم اضافه شد که لایه بیرونی مربوط به عملگر و لایه داخلی برای سنسور د فعال سیستم دولایه

های پیزوالکتریک اضافه شده، معادلات حاکم بر سیستم استخراج و به روش قبلی با توجه به لایه نظر گرفته شده است.

والکتریک کنترل فعال ارتعاشات این زهای پیبا استفاده از سنسورمعادلات دیفرانسیل معمولی سیستم بدست آمده است. 

بر روی رفتار نرم شوندگی و یا سفت شوندگی سازه مورد بررسی قرار های پیزوالکتریک سازه و همچنین تاثیر سنسور

های مختلف کسر حجمی برای های مورد نظر برای این سازه در زوایای مختلف راس مخروط، توزیعگرفته است. تحلیل

 مختلف بررسی شده است. بارگذاریو  ماده مدرج تابعی

 والکتریک، ماده مدرج تابعی، پوسته ناقص مخروطی، پیزفعال ارتعاشات غیرخطی، کنترل  کلمات کلیدی:
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 مقدمه 1-1

مواد  ،های مخروطیها و پوستهپوسته کاربرد های ممتد،در این فصل توضیحاتی در زمینه سیستم

FGM شود. های پیشین ارائه میو مروری بر کار 

 

 های ممتدسیستم 2-1

خطی، در فیزیک نیز ها در ریاضیات به دو صورت خطی و غیرهسازی پدیدهای مدلهمانند دیدگاه

فیزیکی که در  هایپدیدههای های پیوسته و گسسته وجود دارد. پارامترچنین دیدگاهی برای سیستم

فیزیکی به صورت  هایپدیدطبیعت در توان به صورت جداگانه مدل کرد، لذا طبیعت وجود دارد را نمی

های از قبیل میله، غشا، تیر، ورق و پوسته جز سیستم هاییه مهندسی سازهباشد. در حوزپیوسته می

های گسسته ها بر خلاف سیستمآیند. برای بررسی رفتار دینامیکی این نوع از سازهممتد به حساب می

ها با ها به جداسازی معادلات حاکم بر این نوع سازهباید پس از بدست آوردن مدل دینامیکی آن

 هایهای پیوسته که در بررسی رفتارویژگی اصلی سیستمهای مختلف پرداخته شود. روش استفاده از

های با سیستم ایملاحظهتفاوت قابل  ودهد ارتعاشات خود را بروز می مخصوصا در تحلیلدینامیکی 

 شات، کنترل و کاهش ارتعاهانحوه انتقال انرژی بین مود ،های ارتعاشیگسسته دارد در تعداد شکل مود

همچنین به علت استفاده زیاد این نوع باشد. می )هندسی، بارگذاری، شرایط مرزی( در شرایط مختلف

های استاتیکی بررسی و تحلیل هاساسیت کاربرد آنح علوم مهندسی و از قطعات در صنایع مختلف و

  .]1[ برخوردار است یها از اهمیت بالاینوع از ساختارو دینامیکی این 

  هاپوسته ها وورق دکاربر 3-1

 ورق ها 1-3-1

های نازک مقدار گویند که در ورقورق می (h)ها را ضخامت فاصله بین دو صفحه تشکیل دهنده ورق

های . بارباشداین ضخامت نسبت به سایر ابعاد هندسی )طول، عرض، ارتفاع، قطر و ...( کوچک می

بارگذاری روی شوند. عمل صورت عمودی وارد میها معمولا به اعمالی استاتیکی و دینامیکی به ورق

را  هاد. بنابراین ورقباشها میها و کابلهای پیوسته مانند تیرت تقریبا مشابه سایر سیستماین قطعا

بسته به  ،ی به هم پیوستههایا شبکه نامحدودی از کابلها و ای از تیرتوان با تعداد نامتناهی شبکهمی

 جا که بارگذاری در صفحات در حالت کلی در دوپذیری سازه تقریب زد. از آنمقدار سختی و انعطاف 

ها در یزوتروپیک و تحمل انواع بارهای اشود و بدلیل اهمیت استحکام پیچشی در ورقبعد انجام می

ای از اهمیت ویژه ،هاهمچنین داشتن ضخامت کم و سفتی بیشتر نسبت به تیر ها،سیستماز  این نوع
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های ترده در انواع زمینهبه طور گس هااین نوع از سازه ،به دلیل مزایای ذکر شده باشند.می برخوردار

های هیدرولیکی ، سازهزیردریاییموشک، کشتی، ابزارآلات صنعتی، راهسازی، ها، ازجمله پل صنعتی

ای اشاره (7-1( تا )1-1)های شکلگیرند. و ... مورد استفاده قرار می (های متحرکپل -هادریچه سد)

 ها دارد.های ورقبه برخی از کاربرد

 

  

 : استفاده از ورق در راهسازی2-1شکل  ای از کاربرد ورق در پل سازی: نمونه1-1شکل 

  

 : استفاده از ورق ها در حمل و نقل4-1شکل  : استفاده از ورق ها در صنایع هوایی3-1شکل 
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 ها در صنعت کشتی سازی: استفاده از ورق6-1شکل  ها در صنعت کشتی سازیاستفاده از ورق 5-1شکل 

 

 دهی : استفاده از ورق ها در خودرو سازی بعد از فرم7-1شکل 

 هاپوسته 2-3-1

 در اصطلاح بیان خواهد شدها در این قسمت برخی از تعاریف و مبانی موجود در پوسته .

که فاصله میان  اند.دو سطح منحنی محدود شدهشود که توسط می پوسته به اجسامی گفته

در فاصله که  . مکان هندسی  نقاطیباشداین سطوح در مقایسه با سایر ابعاد جسم کوچک می

و طول بخشی که عمود  کنندمساوی از دو سطح قرار دارند سطح متوسط پوسته را تعیین می

ها . به طور کلی هندسه پوستهباشدوسته میبر دو سطح منحنی است نشان دهنده ضخامت پ

تمام شود. ها مشخص میو مشخص کردن صفحه میانی آنبا مشخص کردن ضخامت 

باشد، علاوه ها نیز صادق میها بیان شد برای پوستههایی که در قسمت بالا برای ورقویژگی

ها را بر اساس شکل هپوست باشند.ی انحنای اضافی میاها دارها نسبت به ورقپوسته ،بر این

استوانه  هایمدلبه ها پوسته ،بسته به نوع انحنا .کنندهایی که دارند طبقه بندی میمنحنی

تقسیم بندی  سهموی، هذلولوی، هذلولوی سهموی و ... مخروطی، بیضوی، (گردگرد و غیر)

تر است زیرا هها پیچیدنسبت به ورق هاآنتحلیل  ،هابه دلیل وجود انحنا در پوستهشوند. می

شود که قابل صرف نظر کردن سبب ایجاد کشش می هاپوستهانحنای به وجود آمده در این 
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ها بدون انحنا بوده که در برخی موارد به آن یهاها نوع خاصی از پوستهورقنیست. همچنین 

ها بر اساس ها و پوسته، ورقهانظریه عمومی تیر شود.های منحنی نیز گفته میورق

در هنگام اعمال بار با ها آنساز وکار مقاومت ای از مفروضات مشابه هستند. اما موعهمج

منحنی شکل  نازک هایای از ورقتوان به صورت طبقهها را مییکدیگر متفاوت است. پوسته

 .در نظر گرفت

 

 ای از. نمونهدنکنای در مهندسی ایفا میبسیار ویژه نقشهایی هستند که ها سازهپوسته 

که شامل مهندسی عمران، معماری، مکانیک، مهندسی علوم مختلف در  هاهای پوستهکاربرد

های استفاده در سقفران و معماری مدر مهندسی ع :باشد عبارت است ازمیهوافضا و غیره 

ای و های هستهنیروگاههای مهارکننده دارنده مایع مخازن آب، پوستههای نگه، سازهبزرگ

ها، در مهندسی مکانیک اشکال مختلف پوسته در گاهسی شکل این نیروگنبد بتونی قو

 شود.استفاده میآوری مخازن تحت فشار و فنهای توربین کشی، دیسکهای لولهسیستم

مهندسی هواپیما در  هاهواپیما، موشک، کشتی و زیردریایی نیز نمونه هایی از استفاده از پوسته

ها در مهندسی در زمینه بیومکانیک ههای پوستاز کاربردیکی دیگر  .و صنایع دریایی است

ها در اشکال مختلف بیولوژیکی مانند چشم، جمجه، اشکال گیاهی و حیوانی باشد. پوستهمی

  .شودیافت می

 باشد:بخاطر وجود مزایای زیر میها در مهندسی استفاده گسترده از این نوع سازه

 کارایی و توانایی در تحمل بار -1

 ساختار یکپارچه و درجه بالای استحکام  داشتن -2

 وزن. این معیار معمولا برای تخمین باردهی ساختار سازه به نسبتاستحکام بالا  -3

با توجه به این معیار،  تر است.نسبت بزرگتر باشد ساختار مطلوب که اینهر مقدار  .شوداستفاده می

 کنند.عاد مشابه عمل میبا اهای پیوسته بسیستم سایربسیار بهتر از های پوسته سازه

 سفتی بسیار زیاد -4

های معماری دارند. ها ارزش بسیار بالایی در زیباسازی و طرحپوسته ،علاوه بر مزایای مکانیکی

 ها دارد.های به کاربرد پوستاشاره (12-1تا ) (8-1)تصاویر 
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 ریها در معماکاربرد پوسته:9-1شکل کاربرد پوسته ها در مخازن :8-1شکل

  

 هاتوربینبدنه در ها کاربرد پوسته :11-1شکل فضایی علومها در کاربرد پوسته :10-1شکل

 

 ای ها در صنایع هستهکاربرد پوسته:12-1شکل
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 های مخروطیپوسته4-1

ها تا حدودی مشابه های آنویژگی باشندها میهای مخروطی نوع خاص دیگری از پوستهپوسته 

دسی از جمله زاویه راس و مولد با یکدیگر نهای هاما در برخی از ویژگی .باشدای میوانهستهای اپوسته

ها را در صنایع هوافضا و صنایع دریایی برد خاصی از پوستهکار های مخروطیباشند. پوستهمتفاوت می

جاذبه با  های فضایی که برای غلبه برشاتل ها وصنایع هوافضا در دماغه موشکدهد. در ارائه می

های به علت وجود مسائل آیرودینامیکی از قبیل وجود پدید های مافوق صوت مواجه هستندسرعت

بهینه برای سازه در حال حرکت با تغییر زاویه  نیروی بالابرندهبدست آوردن  وگردابه، جدایش و غیره 

قبیل از  نیز، نایع دریاییصکنند. در ها را ایجاد مینوع خاصی از پوسته ،ایهای استوانهراس پوسته

 سازند.به صورت مخروطی می طراحی مسائلبرخی ه علت وجود ها را بها انتهای آنزیردریایی

 اشد.بهای مخروطی میی پوستهها( نشان دهنده برخی از کاربرد16-1( تا )13-1های )شکل

  

 وطی در دماغه موشکهای مخرپوسته: 14-1شکل های مخروطی در دماغه موشکپوسته: 13-1شکل

  

 انتهای زیر دریایی دارای بدنه مخروطی : 16-1شکل انتهای زیر دریایی دارای بدنه مخروطی : 15-1شکل
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  FGM1مواد 1-5    

مواد مدرج تابعی سازی در این قسمت به وضعیت دانش در انتخاب، ساخت، تجزیه و تحلیل و مدل

(FGM)  همچنین در این قسمت  است. ساختاری پرداخته شدهبا تاکید خاص بر شناسایی روابط

وجود دارد بیان شده های عملی مختلف آن ت مواد مدرج تابعی و زمینهخهایی که در زمینه ساچالش

 .است

ای ریزی تکنیکی در طول زمان از اهمیت ویژهمواد برای توسعه و پایه تغییرتوانایی درک و       

مواد نوآورانه را به دلایل اقتصادی و ان و مهندسان اهمیت استفاده از امروزه دانشمند برخوردار است.

ای هستند که برای مدرج تابعی مواد مهندسی پیشرفتهدانند. مواد زیست محیطی حائز اهمیت می

کنند، که این ربندی مکانی به طور پیوسته منتقل میکخواص خود را در یک پی ،ملکرد خاصیعانجام 

مواد مدرج تابعی جز مواد طبیعی رایج  باشد.های این مواد میموقعیت ریزساختار نوعامر به وسیله 

نیست که به طور عمده در صنایع و یا موارد تزئینی بدون هیچ فرایند خاصی مورد استفاده قرار بگیرد. 

ررسی به ب 1972بِوِر و همکاران در سال . باشدلذا فرایند ساخت این مواد پیچیده و همراه با چالش می

اما با توجه به در دسترس نبودن این مواد موفق به  تئوریک مواد مدرج تابعی و کامپوزیتی پرداختند

برای اولین بار در ژاپن در   "مواد مدرج تابعی  "توسعه بیشتر نشدند. حدود یک دهه بعد اصطلاح 

ها آنرارتی خاص توجه به خواص مکانیکی و حو توسعه و تولید این مواد  ارائه گردید. 1984 سال

در  های خاص و تنوعبه علت توانایی .ها شددر زمینه این نوع از ساختار ،باعث رشد توسعه و تحقیق

ها در صنایع پیشرفته مانند هوافضا، مهندسی زیستی آن ی بودن نقشمواد و کاربرداین نوع از  ساختار

به همین علت تعداد  .ه شوندگرفتبسیار مورد توجه قرار  باعث شد تا این مواد ایو صنایع هسته

 تحقیق در طی چند سال اخیر افزایش چشمگیری داشته است. از در این حوزه تحقیقات

 

 ]2[تعداد انتشار سالانه در زمینه مواد مدرج تابعی به استناد پایگاه اسکوپوس: 17-1شکل

                                                           
1 -functionally graded material 
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 ]2[های مختلف در زمینه تولید دانش برای این موادسهم کشور: 18-1شکل

اغلب دارای یک پیکربندی خاص از مواد تشکیل دهنده مانند فلزات، سرامیک و  ،مواد مدرج تابعی

خاص و بهبود خواص )ریخت شناسی(  هایبه مورفولوژیباشند. دستیابی خود میها در ساختار پلیمر

میان ها در ساختاری مانند خواص فیزیکی و مکانیکی این مواد مزیت عمده این نوع از ساختار

 باشد.رج تابعی مییر نشان دهنده شماتیکی از مواد مدشکل ز ی دیگر است.هاکامپوزیت

 

  ]2[ ی و سمت چپ یک کامپوزیتعشکل سمت راست ماده مدرج تاب: 19-1شکل

ها شامل روشها وجود دارد. این های متعددی برای بدست آوردن و تغییر ترکیبات در کامپوزیتروش

تواند به صورت فیزیکی و شیمیایی خواص مورد نظر را باشد که مییع و فاز جامد میما فاز گاز، فاز

، جوش یون، پاشش پلاسما و مخلوط کردن یون، 1(PVD)رسوب بخار شیمیایی  بدست آورد.

 گیرد.ورد استفاده قرار میمهای مبتنی بر گاز است که برای ساخت مواد مدرج تابعی هایی از روشنمونه

و ساخت به علت انعطاف پذیری بالا و میزان بالای رسوب های فاز مایع مانند اسپری پلاسما ندیدر فرا

در روش دهی محبوب کرده است.  های پوششرا برای کاربرد این روش ،های پیچیدههندسه

الکترواستاتیک، گرادیان ترکیب به طور مستقیم به عواملی از قبیل نوع الکترود شیمیایی و انتخاب 

                                                           
1 physical vapour deposition 
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یم این ظسب ماده الکترولیت بستگی دارد. جهت گیری ساده غیر همگن ماده مدرج تابعی و تنمنا

بدلیل پیوستگی  باشد.ساختار بر روی بستر در فرایند تولید از مراحل اصلی ساخت این نوع از مواد می

دا ای پیناطیسی حالت پیوستهغدر توزیع ماده در مواد مدرج تابعی خواص مکانیکی، حرارتی و م

ها شوند و همین تغییرات تدریجی مواد در ساختار آنکنند که موجب استحکام بیشتر ماده میمی

 از ایپیوسته ترکیب ،نوع رایجی از این نوع مواد .شودهای مختلف میموجب استحکام ماده بین لایه

ورتی که در در ص .آیندمی بدست سرامیک و فلز پودر مخلوط از مواد این باشد.فلز می و سرامیک

ای نوعی ناهماهنگی در خواص لایه های الیافی ومواد کامپوزیتی لایه چینی شده، تداخل بین ساختار

 شوند.سیستم مورد نظر را ایجاد کرده و سبب کاهش استحکام ماده و افزایش پدیده تمرکز تنش می

های بزرگ ذاریگسرمایه ،لفهای قابل توجه در فرایند تولید مواد مدرج تابعی مختبا توجه به پیشرفت

تغییرات تدریجی و پیوسته تحقیقاتی توسط صنایع مختلف برای تولید انبوه این مواد انجام شده است. 

این نوع ماده ناهمگن باعث به وجود آمدن خواص مفید ماکروسکوپیک از جمله سختی، مقاومت در 

های فراوانی از جمله در بب کاربردبرابر خوردگی و سایش، حفاظت حرارتی، تراکم توده و غیره س

امروزه  ها شده است.کدر مواد هوشمند مانند پیزوالکتری ش زره برای سربازان و استفادهپوش

شیمیایی، های نازک تهیه شده از رسوبات ، فیلمهابندی شده و ترموالکتریکهای درجهالکتریکدی

سوخت های مدرج ( و الکترودی التراسونیکها)برای استفاده از مبدلهای مدرج تابعی پیزوالتریک

نیز  هاآن های دیگرکاربرد گیرند.انرژی مورد استفاده قرار می هاینهیای در زمجامد به طور گسترده

. توانایی طراحی قطعات با توجه به خواص باشدمیها خازن ها وها، کنتاکتورسنسورهای در زمینه

برای تولید محصولات پیشرفته قرار داده آل ارد را یک گزینه ایدهکتریکی این مولحرارتی، مکانیکی و ا

 است.

 ]3[ارتعاشاتکاربرد تحلیل  6-1

 .خواهد شد اشاره های مختلفآن در بخش تاثیرنقش ارتعاشات و به در این بخش 

 های نوری های متعددی در مهندسی ابزار دقیق به ویژه سیستمسیستم های دقیق:ها و ابزاردستگاه

ها ها، تلسکوپها، دی وی دی خوانجود دارد که در معرض ارتعاشات قراردارند. مانند هارد دیسکو

 های نوریهای موبایل و میکروسکوپ، گوشی

  : ها آسیبرود. این بر اثر ارتعاشات از موارد مهمی بشمار میها تخریب و شکست در سازهتخریب

ها رخ در سیستمبالا  نیک با دامنه بالا و یا با فرکانسر حالت هارمود های بزرگمعمولا بر اثر کرنش

های ساختمانی در اثر شود. همچنین سازههای مکانیکی میکه باعث تخریب در سازه دهدمی

های بزرگ معلق در اثر باد و پل شوند. لرزشدچار آسیب یا تخریب می (زمین لرزهارتعاشات گذار)

 شود.ها میونیک نیز موجب آسیب به این نوع از سازههای هارمقرار گرفتن در معرض نیرو
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 های ان تحت تاثیر تحریکدهد زمانی که انسها و مواردی نیز وجود دارد که نشان میراحتی: مثال

کند. گیرد آسایش و راحتی شخص مختل شده و در زندگی فرد مشکل ایجاد میهارمونیک قرار می

ای از این موارد های صنعتی نمونههای هارمونیک دستگاههای صوتی در صنایع و ایجاد صداآلودگی

یر قرار گرفتن اشخاص بر ثن به مورد بالا اضافه کرد تحت تاتوامیهای دیگری که باشد. از مثالمی

صندلی خودرو، ارتعاشات اثر تحریکات هارمونیک مکانیکی آن هم در مدت طولانی مانند ارتعاشات 

 اشد.بمی قطار، هواپیما و غیره

 ]3[ارتعاشاتکاهش  هایروش 7-1

ها ترین آنمرسومدهند که های مختلفی را پیشنهاد میها روشبرای کاهش ارتعاشات در سیستم

و یا جداسازی ارتعاش از سیستم است. افزایش سفتی سیستم شامل  افزایش سفتی سیستم، میرا کردن

باشد. میرا کردن سیستم تحریک می انستغییر فرکانس رزونانس مجموعه به  فراتر از محدوده فرک

انتشار شامل جلوگیری از و جداسازی  یکاهش قله رزونانس با از بین بردن انرژی ارتعاششامل 

ممکن است به صورت غیر فعال با میرا های حساس مجموعه است. میرایی اختلالات به بخش

و یا با انتقال انرژی به جذب کننده  ، اجزای هیستریتیها، جریان گردابی، الاستومرهای مایعکننده

ی ژی ارتعاشی به انریل انرژها برای تبدتوان از مبدلدینامیکی ارتعاش بدست آید. همچنین می

. اخیرا (1برداشت انرژیالکتریکی استفاده کرد ) یهاخیره در شبکهذالکتریکی برای تخلیه و یا 

در دسترس قرار  (شوند.فعال نیز نامگذاری مییا نیمه غیرنیمه فعال ) یهادستگاه مبه نا تجهیزاتی

های مایع . میرا کنندهباشندبا قابلیت کنترل پذیری می فعالغیر یهااند؛ که شامل دستگاهگرفته

های به عملکرد هاباشند. هنگامی که در مجموعهها مییک نمونه معروف از این دستگاه2 مغناطیسی

گیرد. که این مجموعه های فعال مورد استفاده قرار مید، کنترلرباش بالا برای کنترل ارتعاشات نیاز

 -اینرسی -های )نیروای از عملگرو مجموعه (نیرو -سرعت -شتاب -فشارها )شامل قطعاتی از سنسور

 ( است. 4یا پسخوردی 3کرنشی( و یک الگوریتم کنترلی )بازخوردی

ها و نند چگونگی پیکربندی حسگرطراحی یک سیستم کنترل فعال شامل بسیاری از مسائل ما

. برای استفاده از باشدمی از مسائل مهم در این نوع روش سیستم پایداریو چگونگی حفظ ها عملگر

 یجایگزین ،لذا برای کاهش انرژی .باشدی میها برای کاهش ارتعاش نیاز به توان مشخصاین نوع کنترلر

فعال غیرفعال و  هایمجموعههای ه دارای ویژگیدهند کها را پیشنهاد میبرای این نوع سیستم

  .گویندهای ترکیبی میها کنترلربه این نوع از ساختار باشدمی

                                                           
1 -Energy harvest 
2 - magneto-rheological fluid 
3 -feed back 
4 -feed forward 
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 هاهای کنترل در مجموعهتکنیک 1-7-1

 شوند که جرم میراگر نام به وسیله یک توده جرمی شناخته می 1های دینامیکی ارتعاش بجاذ

گیرند که فرکانس سیستم هدف به اندازه کافی پایدار رار میدارند و برای زمانی مورد استفاده ق

 باشد.های دینامیکی ارتعاش میتصویر زیر شماتیکی ساده از جاذب باشد.

 

 

 ]3[های دینامیکی ارتعاشجاذب: 20-1شکل

 

  تواند با یک نیروی محرک جفت شود است که می اینرسی دارای یک دستگاه2جرم میراگر فعال

با یک  جرم میراگر فعال باشد.  سیستم یعی آن کمتر از فرکانس طبیعی سازه میو فرکانس طب

همچنین عملکرد کنترلی آن نیز به صورت  .شودسنسور سرعت سنج و یا شتاب سنج جفت می

پایداری در کلیدی  ایمسئلهب و صفر متغیر است و این موضوع یک تابع حلقه باز دارای قط

دهنده جرم میراگر فعال در حالت واقعی و شماتیک  نشان زیر هایشکل این نوع سیستم است.

 .است

 
 

 ]3[جرم میراگر فعال : 21-1شکل

                                                           
1 -Dynamic vibration absorber (DVA) 
2-Active mass damper 
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 ساختاری ترکیبی از حالت جاذب  پرداخته شده استها های نوع سومی که به معرفی آنکنترلر

لت حا دینامیکی ارتعاش همراه با میراگر جرم فعال است تا بتوان از مزایای سیستم در دو

استفاده کرد. به این ترتیب با توجه به کاهش فعالیت کنترلر در مقایسه با حالت اول به علت 

وجود جرم میراگر فعال، در حالی که عملکرد سیستم نسبت به حالت اول افزایش یافته است و 

های کنترل ترکیبی در شکل زیر شماتیکی از سیستمتواند گستره وسیع تری را پوشش دهد. می

  داده شده است. نشان

 

 ]3[ترکیبیهای کنترل سیستم: 22-1شکل                

 

و ای ، وابستگی به خواص سازههایی از جمله دامنه ارتعاشدارای محدودیتهای ذکر شده اما روش

های تمسلذا امروزه از سی ییرات محیطی در هنگام ارتعاش است؛هندسی، وزن بالا و عدم سازگاری با تغ

های پیوسته استفاده ها مخصوصا سیستمتمسشات در سیای با مواد هوشمند برای کنترل ارتعکنترل

وزن کم و مقاومت در برابر  ،ها به علت کارایی بالا. از بین این مواد هوشمند پیزوالکتریککنندمی

  برخوردارند. هاسازهای در کنترل ارتعاشات تغییرات محیطی از اهمیت ویژه

 

 ]4[ توسط مواد هوشمندتعاشات کنترل ار 8-1

 :مفهوم پیزوالکتریک  1-8-1

اثر پیزوالکتریکی در مواد به صورت طبیعی و یا مصنوعی وجود دارد. کوارتز، نمک راشل، فسفات 

آمونیوم، پارافین، استخوان و حتی چوب، برخی از مواد پیزوالکتریک طبیعی هستند. همچنین مواد 

-PbZrTio3)تیتانات باشند. زیرکونات ارند که شامل این مواد میپیزوالکتریک مصنوعی نیز وجود د

PbTio3 )( که به عنوانPZTشناخته می )باریوم تیتانات، باریوم استرانیوم تیتانات  ،شوند

(BaSTO،) ( سرب لانتیوم زیرکونات تیتاناتPLZT سولفات لیتیوم و پلی ویندیلین فلوراید ،)
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(PVDFو کوپلیمر )( هاPVDFاز ج )اکثر مواد  ها نام برد.توان از آنمله موادی هستند که می

پیزوالکتریک مصنوعی طبیعتی ایزوتروپیک دارند و برای ایجاد اثر پیزوالکتریکی حالت دوقطبی ندارند. 

از این جهت این مواد باید فرایندی به نام قطبی شدن را تجربه کنند که در این عمل از یک میدان 

 شود.نظیم دو قطبی مولکولی استفاده میقوی برای ت یالکتریک

توان به دو بخش سرامیکی و پلیمری تقسیم کرد. پیزوالکتریک را میاز دیدگاه ساختاری مواد 

ها با توجه به هستند که خواص آن( PZT)های پیزوالکتریک جز محبوب ترین ترکیبات سرامیک

های ها را برای استفاده در کاربردز مواد آنهای خاص قابل تنظیم است. خواص مکانیکی این نوع اکاربرد

 ها در زیر اشاره کرد:توان به چند مورد از آنآل کرده است که میایدهمختلف 

  به عنوان مبدل انرژی الکتریکی 

 استفاده  های صوتی، میکروفون،صوتی به انرژی الکتریکی )دیسکهای انرژی به عنوان مبدل

 (های التراسونیکدر سنسور

 های جوهرافشان ن آلات، پزشکی، پرینتریاستفاده در ماشهای جرقه زنی، تمسد ولتاژ، سیتولی

 و ...

  رفتار مواد پیزوالکتریک 2-8-1

آید که نشان دهنده اتصال ک بر اثر پدیده الکترومکانیکی در مواد جامد خاصی بوجود مییپیزوالکتر

الکتریک های دیال فشار مکانیکی به بلوربوسیله اعم های الکتریکی، مکانیکی و حرارتیبین حالت

. نخستین آزمایش تجربی گرفته شده استاز یک کلمه یونانی به معنای فشار  "پیزو"است. کلمه 

توسط برادران  1880پیزوالکتریک و ساختار کریستالوگرافی در سال ارتباط بین پدیده ماکروسکوپیک 

)تنش یا کرنش(  گیرندر شکل مکانیکی قرار میگزارش شد. وقتی این مواد تحت تاثیر تغیی 1کوری

و برعکس هنگامی که میدان الکتریکی روی این مواد  (اثر مستقیمد )ند بارالکتریکی تولید کننتوانمی

این مواد را  ،دو منظورهشود. کاربرد می (اثر معکوسشود، منجر به تنش یا کرنش مکانیکی )اعمال می

ر مستقیم( و عملگر)اثر معکوس( برای استفاده در کنترل ارتعاشات برای استفاده به عنوان سنسور)اث

ای مواد رفتار پایهنشان دهنده  (24-1( و )23-1)های شکل آل کرده است.های مکانیکی ایدهسیستم

 باشد.می (پیزو سرامیک و پیزو پلیمرپیزوالکتریک )

 

                                                           
1 - Curie brothers 
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 ]4[هابر پیزو خمششماتیک تاثیر : 24-1شکل ]4[هاشماتیک تاثیر نیروی محوری بر پیزو: 23-1شکل

 

باشد که پیزوالکتریک اثر برهمکنش مکانیکی و الکتریکی یک سری از مواد خاص میبه طور خلاصه 

. کنندهای پیوسته استفاده میها برای کاهش و کنترل ارتعاشات در سیستماز این خاصیت پیزوالکتریک

های پیزوالکتریک حسگر ،بر اثر ارتعاشات سیستم ،رلیهای کنتبدین صورت که در این نوع از سیستم

قال داده و سیستم پردازش تتحریکات را به صورت ورودی به سیستم پردازشی به عنوان یک سیگنال ان

این ولتاژ باعث ایجاد  ها تولید کرده کهی را در محدوده این عملگرهای پیزو ولتاژبا استفاده از عملگر

رنش مکانی ایجاد شده در جهت معکوس حرکت سیستم عمل کرده و باعث . کشودمکانیکی میکرنش 

برای کاهش ها کتریکای از کاربرد پیزوال( نمونه25-1شکل ) شود.میسازه کاهش دامنه ارتعاشات 

 باشد.های پیوسته میارتعاشات سیستم

 

 

 هانمونه از است کنترل یک تیر یک سر گیردار توسط پیزوالکتریک: 25-1شکل
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 هاپوسته و کنترل ارتعاشات بر روی ارتعاشات تحقیقاتتاریخچه  9-1

که  پرداخته خواهد شد.ها انجام شده تحقیقاتی که بر روی پوستهای از در این قسمت به تاریخچه

های استوانه ای همراه با تقویت کننده، کنترل ای، ارتعاشات پوستهارتعاشات پوسته های استوانه بترتیب،

های مخروطی، ارتعاشات پوسته باشد. درادامه نیز ارتعاشات پوستههای استوانه میارتعاشات پوستهفعال 

 ی بیان خواد شد.های مخروطی همراه با تقویت کننده، و کنترل فعال ارتعاشات پوسته های مخروط

  ایی استوانههاارتعاشات پوسته 1-9-1

ژانگ  ای پرداخته اند.های استوانهرتعاشات پوستهای از محققان به مطالعه و بررسی بر روی اعده

ای پوشیده از غشا همراه با پیش به بررسی پاسخ های رزونانسی یک پوسته استوانه ]5[ همکاران و

ها با بررسی پارامتر دما بر روی . آنپرداختند و اغتشاشات متناوب کشش اولیه تحت شرایط دمایی

های تواند تاثیر زیادی بر پاسخه رسیدند که پارامتر دما میارتعاشات غیرخطی سیستم به این نتیج

های ارتعاشات غیرخطی سیستم تواند عامل مهمی در کنترل پاسخرزونانسی سیستم داشته باشد و می

ای یک سرگیردار و یک های استوانهخطی پوستهبه بررسی ارتعاشات غیر] 6[ کوریلو و آمابیلی .باشد

ها اند. آنکایتر برای مدل خود استفاده کرده-ساندرزخطی ها از تئوری پوسته غیرناند. آسرآزاد پرداخته

با  د وانهای طبیعی سیستم و با استفاده از تابع ریلی جداسازی کردهبه مد سیستم پیوسته را با توجه

شنگ  ند.اهندسی و دامنه تحریک سیستم پرداخته ،پایداری اتهای عددی به بررسی اثراستفاده از روش

بندی شده که توسط پایه ای درجههای استوانهبه بررسی ارتعاشات غیرخطی پوسته ]7[و همکاران 

ها بر مبنای اصل همیلتون و با استفاده از تئوری غیر خطی اند. آنالاستیک محصور شده است پرداخته

اند. مدل الاستیک دهفون کارمن، تئوری تغییر شکل برشی مرتبه اول معادلات سیستم را استخراج کر

خطی مورد نظر و ها برای بررسی سیستم غیرباشد. آنخطی میپسترناک غیر-محیطی از نوع وینکلر

 اند.های چندگانه استفاده کردهنرم شوندگی( از روش مقیاس-بررسی نوع رفتار ارتعاش )سخت شوندگی

 ایحرکت در یک پوسته استوانهامواج در حال  1مطلقآنالیز فرکانسی  ]8[رحیمی مقدم و همکاران 

گاه الاستیک قرار گرفته است را مورد ای کامپوزیتی نازک در حال چرخش را که بر روی دو تکیهلایه

برای پوسته  ،هایی را برای تعیین فرکانس مطلق امواجهمچنین در پژوهش خود روشاند. بررسی قرارداده

ها با استفاده از تئوری سندرز برای اند. آنکردهای متخلخل در حال چرخش بررسی ای لایهاستوانه

های ، معادلات حاکم بر سیستم را استخراج کرده و در آن اثر تنشها و با توجه به اصل همیلتونپوسته

آید را های گریز از مرکز و اثر نیروی کوریولیس که به علت چرخش سازه به وجود میاولیه هوپ، نیرو

خطی یک پوسته منحنی شکل تحت دامنه به بررسی ارتعاشات غیر] 9[ابیلی آم اند.نیز در نظر گرفته

خطی مرتبه سوم برشی برای بررسی پوسته تحت کشش که همراه است. وی از تئوری غیرداختهربزرگ پ

                                                           
1 - Absolute 
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همچنین نتایج پژوهش خود را با تئوری برشی مرتبه سوم  باشد پرداخته است.های هندسی میبا نقص

ای های استوانهبررسی پایداری و ارتعاشات پوسته ]10[سوفیه و هوی  ه کرده است.کاهش یافته مقایس

یر شکل برشی مرتبه اول مورد یمدرج تابعی همراه با شرایط مرزی ترکیبی را با استفاده از نظریه تغ

ست آمده ای در سیستم با استفاده از نظریه دانل بدحاکم بر پوسته استوانهاند. معادلات مطالعه قرارداده

ها در تحقیقشان ارائه روش حلی به فرم بسته برای مسئله مقدار ویژه با توجه به شرایط آوری آناست. نو

ها در نهایت تاثیر کسر حجمی ماده مدرج تابعی و شرایط مرزی را بر روی مرزی ترکیبی است. آن

 اند.سیستم مورد مطالعه قرارداده

  همراه با تقویت کننده ایی استوانههاارتعاشات پوسته 2-9-1

 اند.ای همراه با تقویت کننده پرداختههای استوانهای از محققان به تحلیل ارتعاشات پوستهعده

های ای با تقویت کننده تحت بارخطی پوسته استوانهبه بررسی رفتار دینامیک غیر ]11[دانگ و نام 

  اند.پرداختهدر بستر الاستیک خمشی 

 

 ]11[ای تقویت شده در  محیط الاستیکبندی پوسته استوانه: پیکر26-1شکل

خطی مدرج تابعی همراه ای غیرهای اولیه یک پوسته استوانهبه بررسی رزونانس ]12 [احمدی و فروتن

ت شوندگی و نرم شوندگی پوسته ها رفتار سفاند. آنختلف پرداختهبا تقویت کننده مارپیچ با زاوایای م

ها در زوایای مختلف مورد بررسی قرار گیری تقویت کنندهقرار های مختلفحالت برایتقویت شده را 

های ای تقویت شده با پلاکتای دایرهتحلیل ارتعاشات پوسته استوانه ]13[مهندس و قاسمی  اند.داده

اده خطی دانل برای فرموله کردن مدل خود استفها از تئوری غیر. آناندرا مورد بررسی قراردادهگرافن 

ها با استفاده شود. آنتسای ارزیابی می-مواد تقویت کننده گرافن توسط مدل هالپیناند. خصوصیات کرده

خطی سیستم با توجه به توزیع های مختلف گرافن به تحلیل ارتعاشات غیر 1های چندگانهاز روش مقیاس

چرخشی را در ارتعاشات های برشی و اینرسی تاثیرات تنش ]15-14[همکاران  سوفیه و اند.پرداخته

داده شده که بر روی بستر الاستیک نوع پاسترناک  ای مدرج ساندویچی پوششهای استوانهپوسته

 .اندها ماده مدرج تابعی را در جهت ضخامت متغیر در نظر گرفتهاند. آنباشد مورد بررسی قراردادهمی

اند. الاستیک استخراج کرده بسترانل بر را با استفاده از تئوری دهمچنین معادلات سیستم مورد نظر 

                                                           
1 -Multiple scale 
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برای حل این معادله ها آن .باشده شش مییافته مرتباهش ها یک معادله جبری کآن معادله پایه سیستم

به  ]16[همکاران  اند. سوفیه وهای عددی استفاده کردههای طبیعی از روشو بدست آوردن فرکانس

تابعی که تحت تاثیر  ای ساندویچی دارای هسته مدرجستوانههای ابررسی پایداری و ارتعاشات پوسته

 اند.های برشی و اینرسی چرخشی است پرداختههمزمان تنش

  ایکنترل ارتعاشات پوسته استوانه 3-9-1

کیم و  .اندرا مد نظر قراردادهای های استوانهبرخی از محققان کنترل ارتعاشات پوسته

به عنوان متغیر طراحی در نظر گرفتند. سپس با استفاده از روش الگوریتم  زاویه الکترود را .]17[همکاران

به مطالعه  ]18[سانگ و همکاران  .ای پرداختندبه کنترل ارتعاشات پوسته استوانه LQGژنتیک و 

ها با استفاده تحت شرایط دمایی پرداختند. آن ای تقویت شده با کربنارتعاشات بر روی نانوتیوب استوانه

رها و عملگرهای پیزو که بر روی سطح داخلی و خارجی استوانه قرار دارد با استفاده از روش سنسو

LQR ها نتیجه گرفتند که و کنترل فیدبک منفی به کنترل ارتعاشات سیستم مورد نظر پرداختند. آن

 در مطالعه ]19[صفرپور و همکاران  دهد.های بهتری ارائه میتحت شرایط دمایی پاسخ LQRروش 

ای نانو تیوب لوله کربنی پیزوالکتریکی خود به تحلیل رفتار ارتعاش آزاد و کمانش یک پوسته استوانه

ها در هر دو حالت ارتعاش آزاد و کمانش، توزیع یکنواخت تقویت شده در حال چرخش پرداختند. آن

ت قبلی و همچنین با اند. دقت مطالعات مدل ارائه شده با مطالعادادهرا مورد بررسی قرار FGالگوهای 

ها و تقویت ها در این طرح بررسی تاثیر ولتاژ بحرانی پیزوروش تحلیلی ناویر تایید شده است. نوآوری آن

ای چرخشی نانوتیوب کربنی انجام شده مختلف در پوسته استوانهمرزی ها و نیز ارضای شرایط کننده

 .است

 

 ]19[ی چرخشیهندسه پوسته پیزوالکتریک استوانه ا: 27-1شکل

ای به بررسی و حل دقیق ارتعاشات آزاد حرارتی، الکترومکانیکی پوسته استوانه ]20[اران کژو و هم

با استفاده از  هاآن.اندبر پایه مکانیک همیلتونی پرداخته کامپوزیتی تقویت شده با فیبر پیزوالکتریک

ها را های فرکانسی و شکل مودپاسخروش مکانیک همیلتونی معادله حاکم بر سیستم را بدست آورده و 

کامپوزیتی تقویت شده با فیبر  ایپوسته استوانه ایفرکانس پایه ها نتیجه گرفتندند. آنااستخراج کرده
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ای از نمونه. کندپیزوالکتریک با افزایش دما یا افزایش ولتاژ الکتریکی به طور یکنواخت کاهش پیدا می

 شود.یمشاهده م( 28-1) این مدل در شکل

 

 ]20 [های تقویتی پیزوای در محیط ترموالاستیک همراه با رشتهاستوانهپوسته  :28-1شکل

های پیزو که به صورت قطری روی ای همراه با پچبه مطالعه یک پوسته استوانه ]21[لی وهمکاران 

زاویه سنسور و عملگر را ها تغییرات اند. آنگاه ساده قرار گرفته است پرداختهای با تکیهپوسته استوانه

ای از پوسته مدل ساده (29-1)شکل  ای را مورد بررسی قراردادند.در کاهش ارتعاشات پوسته استوانه

 های پیزو که به صورت محیطی روی استوانه نصب شده است.ای همراه با پچاستوانه

 

 ]21[ پیزوالکتریکسنسور پیزوالکتریک مورب بر روی پوسته استوانه ای با عملگر : 29-1شکل

و استفاده از اصل همیلتون کنترل فعال ارتعاشات  یهای تحلیلبا استفاده از روش ]22[شنگ و ونگ 

های ها با استفاده از انواع مختلف پیزو. آناندرد مطالعه قراردادهمو مدرج تابعی را ایپوسته استوانه

شنگ  اند.هپرداخت ترل فعال ارتعاشات سیستمو استفاده از الگوریتم فیدبک منفی سرعت به کنسرامیکی 

با استفاده از الگوریتم سرعت منفی و با استفاده از عملگر پیزوالکتریک به مطالعه کنترل  ]23[و ونگ 

-مکانیکیارتعاشات  ]24[کی و همکاران  اند.ای پرداختهاستوانه فعال ارتعاشات غیر خطی پوسته

ها با اند. آنی مورد بررسی قراردادهای پیزوالکتریکپوسته استوانهالکتریکی را برای یک نانو  -حرارتی

های تحلیلی سیستم مورد را در شرایط مرزی مختلف مورد بررسی استفاده از اصل همیلتون و روش

          اند.دادهقرار
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  های مخروطیارتعاشات پوسته 4-9-1

ای که های استوانهها بر روی پوستههشها و پژوای از فعالیتموارد گفته شده در بالا خلاصه

 های انجاماکنون با توجه به این تحقیق به طور خاص به پژوهشباشد. های پیوسته میاز سازه اینمونه

به بررسی ارتعاشات  ]25[ژیانگولانگ و همکاران  های مخروطی پرداخته خواهد شد.شده در زمینه پوسته

با توجه به این که  اند.مخروطی با شرایط مرزی اختیاری پرداخته-ایآزاد و اجباری یک پوسته استوانه

ها ضرایب ای و مخروط ناپیوستگی وجود دارد، آنها در قسمت اتصال بین پوسته استوانههندسه آن

ند. سپس با استفاده از روش المان محدود اعتبار مدل امعادله ارتعاشی را از روش ریلی ریتز بدست آورده

ها یک الگوریتم عمومی مناسب برای تحلیل ارتعاشات ند. روش تحلیل آنابررسی قرار داده خود را مورد

به معرفی یک رابطه یکپارچه برای  ]26[تیانگ و همکاران  های ترکیبی است.آزاد و اجباری سیستم

ها اند. آنهای، مخروطی و کروی با شرایط مرزی دلخواه پرداختها از جمله استوانهاشات پوستهتحلیل ارتع

شف و روش ریلی ریتز برای مدل سازی هندسه مورد ای چبیها و چندجملهاز تئوری کلاسیک پوسته

ها بدون در نظر گرفتن نوع و شرایط ها جابجایی هر نوع از پوستهاند. در مدل آننظر خود استفاده کرده

یلی ریتز ضرایب مربوط به یابد. سپس از طریق روش رشف گسترش میمرزی با استفاده از روش چبی

های خود را با روش آزمایشگاهی مورد تایید پاسخها همگرایی و اعتبار آید. آنمعادله بدست می

در حالت  FGMبه بررسی ارتعاشات با تحریک پارامتریک پوسته مخروطی  ]27[سوفیه  اند.هقرارداد

وی معادله حاکم بر پوسته را با است.  تهپرداخگاه آزاد تکیهاستاتیکی و اعمال بار یکنواخت جانبی با 

ارگیری روش گالرکین معادله حاکم بر سیستم خود استفاده از تئوری دانل استخراج کرده است. او با بک

را جداسازی کرده و به یک معادله دیفرانسیل کاهش یافته معمولی رسیده است، معادله بدست آمده 

گیرد. سپس امتریک پوسته مخروطی مورد استفاده قرار میبرای بررسی ارتعاشات سیستم با تحریک پار

 هایپردازد. وی نتایج خود را با حلبعد را بدست آورده و به بررسی ارتعاشات سیستم میهای بیفرکانس

به تحلیل ارتعاشات آزاد و اجباری پوسته  ]28[کان و همکاران  مورد بررسی قرار داده است. گذشته

ای متصل های مخروطی پلهها برای پوستهاند. روش آنپرداخته اختیاریط مرزی ای با شرایمخروطی پله

ها با استفاده کار آنگیرد. اساس ها مورد استفاده قرار میبه هم با توجه به ناپیوستگی در مکان اتصال پله

ای پلهها نتیجه گرفتند که وجود ناپیوستگی در پوسته از تئوری فلوکوت و روش سری توانی است. آن

یجه گرفتند که افزایش سفتی در هندسه مورد نظر نت های فرکانسی دارد. همچنین تاثیر زیادی بر مود

شود. سپس های رزونانسی میو افزایش دمپینگ سازه باعث کاهش پیکباعث کاهش پاسخ ارتعاشی 

زاده شکوری و کوچک اند.های عددی حاصل از نرم افزار انسیس بررسی کردهنتایج خود را با شبیه سازی 

های های طبیعی پوستهدر مطالعه خود به بررسی یک روش تحلیلی ساده برای تعیین فرکانس ]29[

ها معادلات حاکم بر سیستم را با اند. آنهپرداخت اختیاریای با شرایط مرزی لایهای مخروطی و استوانه

-تاثیر اتصالات کششیاند. سپس ردهاستخراج ک های نازکاستفاده از تئوری دانل مربوط به پوسته
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ها را بر روی ، ضخامت پوسته، شرایط مرزی و توالی لایههاریلناخمشی، زاویه راس مخروط، طول نصف

از پژوهش  از نتایجی که  یند. یکاای و مخروطی مورد بررسی قراردادهفرکانس طبیعی پوسته استوانه

ث افزایش فرکانس طبیعی عاهش طول مخروط باخود بدست آوردند این بود که افزایش ضخامت و ک

های به مطالعه ارتعاش آزاد پوسته ]30[سوفیه  شود.می هاتوالی آن ها وقرارگیری لایه برای تمام زوایای

ای بر اساس تئوری تغییر شکل اصلاح شده مرتبه اول برشی پرداخته است. مخروطی ارتوتروپیک لایه

کم بر سیستم از تئوری دانل استفاده شده است. وی از روش برای بدست آوردن معادله حرکت حا

گالرکین برای حل معادله حاکم و بدست آوردن روابط فرکانسی استفاده کرده است. همچنین تاثیر 

 ایهای پوسته مخروطی لایههای مختلف از جمله تنش برشی و نسبت ابعاد را بر روی فرکانسپارامتر

 .ها مورد بررسی قرارداده استرسی صحت نتایج، پژوهش خود را با سایر کاربرای براو است.  بررسی کرده

 .باشدای مینشان دهنده یک پوسته ارتوتروپیک لایه (30-1)شکل 

 

 ]30[ ای: پوسته مخروطی ارتوتروپیک لایه30-1شکل

ها با آن اند.های مخروطی پرداختهخطی پوستهبه بررسی ارتعاشات غیر ]34-31[ای از محققان عده

خطی در نظر گرفته و با استفاده از رمن سیستم مخروطی را به صورت غیرکا-استفاده از روابط فون

. اندپرداخته له حاکم بر سیستمدبه جداسازی معا مثل گالرکین، سری توانی، ریلی ریتز  و ...های شرو

به بررسی ارتعاشات  ]35[ه سوفی است. های عددی بودهبه صورت الگوریتم عمدتاها های حل آنروش

از تئوری . او است خطی و غیرخطی پوسته مخروطی ناقص ارتوتروپیک بر روی بستر الاستیک پرداخته

باشد. وی بستر الاستیک از نوع پسترناک میسازی پوسته خود استفاده کرده است. مدل دانل برای مدل

ه است. سپس با استفاده از روش هوموتوپی از روش گالرکین برای جداسازی معادله سیستم استفاده کرد

به بررسی  ]36[سوفیه و کوروغلو  پرتوربیشن به تحلیل ارتعاشات سیستم مورد نظر پرداخته است.

به بررسی  ]37[سوفیه عیب اولیه پرداخته است. ارتعاشات یک مخروط ناقص با دامنه بزرگ تحت 

سوفیه ش بالانس هارمونیک پرداخته است. با رو FGMیک مخروط ناقص خطی ارتعاشات آزاد غیر

خطی یک مخروط ناقص کارمن به بررسی کمانش غیرفون-خطی دانلبا استفاده از تئوری غیر ]38[

FGM  تحت اثر بار محوری پرداخته است. او در تحلیل خود مادهFGM  ،را در چهار حالت خطی
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خطی یک به مطالعه ارتعاشات غیر ]39[هاو و همکاران  مربعی، معکوس مربعی و مکعبی پرداخته است.

ها خواص ماده را وابسته به دما و به آن اند.پرداخته in-planeتحت تاثیر نیروی  FGMپنل مخروطی 

راج و سپس با استفاده از اصل اصل همیلتون استخ ها معادلات را با. آناندصورت پایا در نظر گرفته

نتایج پژوهش خود را بر  همچنیناند. لات مورد نظر پرداختهاستفاده از روش گالرکین به جداسازی معاد

های دوشاخگی مورد بررسی های فازی و نمودار، نمودارهای عددی، گراف پوانکارهسازی اساس شبیه

های مخروطی نازک خطی پوستهبه بررسی ارتعاشات آزاد غیر ]40[سوفیه و همکاران  .انددادهقرار

اند. سپس با استفاده از اصل جمع آثار از نظریه تغییر شکل بزرگ دانل پرداختهارتوتروپیک با استفاده 

ها اند. آنیافته خطی دستدیفرانسل معمولی غیر ادله حاکم را حل کرده و به معادلهو روش گالرکین مع

 خطی پوسته مخروطی موردها را بر رفتار ارتعاش غیرهای هندسی و بررسی توالی لایهتاثیر پارامتر

به تجزیه و تحلیل رفتار دینامیکی و ارتعاش آزاد پوسته  ]41 [ستوده و همکاران اند.بررسی قرارداده

اند. خواص های مکانیکی پرداختهمخروطی ناقص مدرج تابعی شده با ضخامت غیر یکنواخت تحت شوک

ندسی و مواد های مختلف هها اثر پارامترمواد در سیستم مورد نظر در جهت ضخامت متغیر است. آن

به بررسی ارتعاشات ] 42[سرخیل و فومنیاند. مورد بررسی قرارداده FGهای مختلف را بر رفتار پوسته

کز با حضور تنش های گریز از مررخش در حضور نیرویمخروطی در حال چ-ایآزاد یک پوسته استوانه

رد نظر نتایج حاصل را با اند. سپس برای اعتبار سنجی مدل مواولیه ناشی از چرخش پوسته پرداخته

مخروطی مورد بررسی -ایهای استوانههای گذشته حاصل از المان محدود برای پوستهنتایج پژوهش

های مختلف مانند سرعت چرخش، زاویه مخروط، طول موج پارامتر تها اثرااند. علاوه بر این آندهقراردا

سوفیه  اند.پیشرونده و پسرونده بررسی کرده ، و ضخامت پوسته در فرکانس امواجنسبت شعاع به ، طول

تحت فشار هیدرواستاتیک با شرایط  FGMهای مخروطی به تحقیق در مورد ارتعاشات پوسته ]43[

مرزی مخلوط پرداخته است. او معادلات را بر اساس پوسته خطی دانل استخراج و با استفاده از روش 

های هیدرواستاتیک در این کار بدست آوردن روابط فشار ویها پرداخته است. نوآوری گالرکین به حل آن

که در نهایت تاثیر شاخص گردایان ماده را مورد بررسی قرار های فرکانسی بوده است لبحرانی و سیک

بر اساس نظریه تغییر شکل برشی مرتبه اول رفتار دینامیکی در پژوهش خود  ]44[تورنابین اند.داده

ای و صفحات حلقوی مدرج تابعی در حالت ضخیم مورد بررسی های مخروطی، استوانهپوسته

است. وی برای بیان توزیع کسر حجمی سرامیک در ماده مدرج تابعی از دو حالت برای بررسی قرارداده

چهار پارامتر در سیستم استفاده کرده است. در حالت اول سطح زیرین ساختار را غنی از سرامیک در 

تواند غنی از فلز یا ترکیب فلز و سرامیک باشد. و در سطح بالای آن می نظر گرفته است در حالی که

به بررسی  ]45[سوفیه ت.حالت دوم قانون کسرحجمی را به صورت متقارن و نامتقارن در نظر گرفته اس

خواص پوسته  ای پرداخته است.ار هارمونیک ضربهپایداری پوسته ناقص مخروطی مدرج تابعی تحت ب

دهنده تاثیر  کند. پژوهش وی نشانبعی به صورت پیوسته در جهت ضخامت تغییر میمخروطی مدرج تا
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هایی مانند زاویه راس مخروط، تغییرات بارگذاری، و تغییر پیکربندی در ساختار ماده در تغیرات پارامتر

رسی به بر ]46[سوفیه کنند.بررسی پایداری سازه است. همچنین نتایج گذشته صحت کار او را تایید می

ستاتیکی قرار اار هیدروکمانش پوسته مخروطی ناقص مدرج تابعی که در معرض فشار کششی و فش

ها در نظر گرفته گاه ساده در لبهته است. او پوسته مخروط مدرج تابعی را به صورت تکیهگرفته پرداخ

پایه الاستیک  های ناقص مخروطی همراه باتجزیه و تحلیل ارتعاشات پوسته ]47[و اشناک  سوفیه است.

ها بدنه باشد. آنپسترناک می-رها از نوع وینکلپژوهش آن الاستیک موجود در بستراند. مد نظر قرار داده

ها اند. آنباشد در نظرگرفتهپوسته مخروطی را از نوع مدرج تابعی که ترکیبی از فلز و سرامیک می

بزرگ، نسبت طول به شعاع، ترکیب مواد الاستیک، تغییرات نسبت شعاع کوچک به شعاع  بسترتاثیرات 

و همکاران  سوفیه اند.بعد بررسی کردههای فرکانس بیحجم تشکیل دهنده را بر روی پارامترو مقدار 

به بررسی ارتعاشات پوسته ناقص مخروطی سرامیک سه لایه که دارای یک لایه ماده مدرج تابعی  ]48[

ها برای اولین بار روابط اساسی اند. آنته است پرداختهاست و در معرض بار فشاری و محوری قرار گرف

و سلبغلو  سوفیه اند.سازگاری را برای پوسته مخروطی سه لایه بدست آوردهمعادلات دینامیکی، تعادل، 

تاثیر مواد مدرج تابعی ساندویچ شده را در ارتعاشات پوسته ناقص مخروطی با توجه به تغییر شکل  ]49[

ها برای بررسی پارامتر فرکانس طبیعی سازه مدرج اند. آنرد تحلیل و بررسی قراردادهبرشی مرتبه اول مو

را در لایه میانی و دو لایه  ت اول سرامیککه در حال ایتابعی را در جهت ضخامت به دو صورت لایه

انش کم ]50[سوفیه. اندمدرج تابعی در اطرف آن و در حالت دیگر ماده فلزی را در وسط در نظر گرفته

اول برشی و تئوری دانل تحت فشار پوسته ناقص مخروطی را با استفاده از تئوری تغییر شکل مرتبه 

به تحلیل ایروترموالاستیسیته  ]51[محمود خانی و همکاران  هیدرواستاتیک مورد بررسی قرار داده است.

در معرض جریان  گاه سادهیک پوسته مخروطی مدرج تابعی درجه بندی شده وابسته به دما با تکیه

ها انتقال حرارت را به صورت پایا در نظر گرفتند. همچنین آن اند.پرداخته هوای مافوق صوت قرار گرفته

های مختلف در راس مخروط، های فلاتر را بر روی پوسته مخروطی مدرج تابعی با زاویهها مرزآن

 ]52[بیچ و همکاران آوردند. های کسر حجمی مختلف بدستهای مختلف درجه حرارت و شاخصتوزیع

های ناقص مخروطی ساخته شده از مواد یک رویکرد تحلیلی به بررسی کمانش خطی پانلبا استفاده از 

. در اندپرداختهها قرار دارد بار مدرج تابعی که در معرض فشار محوری، فشار خارجی و ترکیبی از این

، هندسه ها در پژهش خود تاثیر خواص موادت. آنها خواص ماده مستقل از دما فرض شده استحلیل آن

 ]53[همکاران  یانگ و اند.های مخروطی را مورد بررسی قراردادهپایداری پانل ،و بارگذاری ترکیبی

های داخلی در طول خط یرودینامیک و نیروآ ناقصی را تحت نیروی یمخروط خطی پوستهارتعاشات غیر

ها خواص پوسته را به صورت اند. آنی داخلی مورد بررسی قراردادههاالنهاری مخروط برای رزونانسنصف

اند. توسط یک رابطه توانی در نظر گرفته را وابسته به دما و توزیع ماده مدرج تابعی در جهت ضخامت

های داخلی و رزونانس مادون هارمونیک سیستم های چندگانه رزونانسیاسها با استفاده از روش مقآن
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یک روش دیفرانسل دو بعدی را برای تحلیل  و همکاران ]54[توربیانو اند.ی قراردادهرا مورد بررس

اند. مدرج تابعی را ارائه کرده دایروی صفحات سوراخ دار ای وهای مخروطی، استوانهارتعاشات پوسته

 .اندکرده استفادهافزارهایی مانند آباکوس، انسیس و نسترن روش خود از نرم سنجی ها برای صحتآن

تابعی با استفاده از روش به تحلیل ارتعاشات آزاد یک پنل مخروطی از جنس ماده مدرج  ]55[ ژائو و لی

های برشی و ممان ها با استفاده از تئوری مرتبه اول برشی و استفاده از کرنشاند. آنبدون مش پرداخته

 وطی را در حالت دو( جابجایی پنل مخرKP-Ritzاینرسی چرخشی با بکارگیری روش بدون مش )

 Al/ZrO2 , Ti–6Al–4V/aluminum نوع ماده مدرج تابعی ) ها دواند. آنبعدی بررسی کرده

oxide) اثرات کسر حجمی، زاویه راس مخروط، شرایط اند. همچنین را برای پژوهش خود انتخاب کرده

ملک زاده و اند. فرکانس طبیعی مورد بحث قرارداده هایمرزی و نسبت ضخامت را بر روی ویژگی

های گریز از مرکز و ارتعاشات آزاد پوسته ناقص مخروطی مدرج تابعی همراه با تاثیر نیرو ]56[پور حیدر

 .اندمورد بررسی قرار دادهرا های هندسی و شرایط مرزی مختلف کوریولیس در ترکیب با سایر پارامتر

ار ارتعاشات آزاد یک پوسته ناقص مخروطی تاثیر فشار داخلی را بر روی رفت ]57[همکاران  حیدرپور و

ها برای جداسازی معادلات مورد نظر از روش دیفرانسیل مربعات اند. آنمدرج تابعی مورد بررسی قرارداده

های هندسی را بر روی های زاویه راس مخروط و دیگر پارامترمتراتاثیر تغییرات پارو  انداستفاده کرده

به تحلیل  ]58[دارایی  زاده وملک ند.داخلی مورد بررسی قرار دادفرکانس طبیعی در حضور فشار 

درج تابعی در معرض بار محرک نامتقارن که به صورت یک حلقه درونی مدینامیکی یک پوسته مخروطی 

ا محدود همراه با انتگرال گیری به روش نیومارک معادلات حرکت ها از روش اجزباشد پرداختند. آنمی

و سرعت  ،هندسی سازههای استخراج کردند. همچنین تاثیر تغییرات پارامتر را مکانیدر حوزه زمانی و 

ها نتایج خود اند. آنحرکت بار دینامیکی را در پوسته ناقص مخروطی مدرج تابعی مورد بررسی قرارداده

ناقص به تحلیل ارتعاشات آزاد پوسته  ]59[همکاران  ژیانگ و اند.مقایسه کرده را با سایر تحقیقات

مخروطی و صفحه  ها پوستهحه سوراخ دار دایروی با روش تحلیل موجک پرداختند. آنفمخروطی و ص

اند که در جهت ضخامت توزیع مواد در آن متفاوت سوراخ دار را از جنس مدرج تابعی در نظر گرفته

جه به شرایط مرزی حلیل موجک و انتگرال گیری با توبا جداسازی معادلات، استفاده از تها باشد. آنمی

معادلات دیفرانسیل با مشتقات جزئی در سیستم را به معادلات جبری تبدیل کرده و به تحلیل سیستم 

بررسی یک پوسته ناقص مخروطی مدرج تابعی تحت فشار  به ]60[ زمانی نژاد و همکاران اند.پرداخته

ها از روش وری متغیر است. آندر امتداد جهت مح خواص مواد سازه در سیستم .اندیکنواخت پرداخته

تاثیر بستر الاستیک را  ]61[همکاران  دنیز و اند.دلات سیستم استفاده کردهااجزا محدود برای حل مع

های فرکانس طبیعی پوسته مخروطی مدرج تابعی را بر مبنای تئوری مرتبه یک برشی بر روی پارامتر

ده از روش گالرکین و تئوری مرتبه اول برشی معادلات با استفا همچنینها ناند. آمورد بررسی قرار داده

مختلف هندسی را با توجه به وجود بستر الاستیک بر روی های سیستم را استخراج کرده و تاثیر پارامتر
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ناپایداری دینامیکی را   ]62[همکاران  سوفیه و فرکانس پوسته ناقص مخروطی مورد بررسی قراردادند.

جلیلی  قراردادند.تابعی با استفاده از تئوری مرتبه اول برشی مورد بررسی  در یک پوسته مخروطی مدرج

ای مخروطی کامپوزیتی تحت بار دینامیکی را با استفاده از های استوانهپایداری پوسته ]63[همکاران  و

ها برای انجام آزمایشات در پژوهش خود و اند. آنهای عددی آزمایشگاهی مورد بررسی قراردادهروش

هندسی را بر رفتار دینامیکی سیستم های اند. سپس اثر ناپایداریهیه نمونه از الیاف شیشه استفاده کردهت

به  ]64[ترابی و انصاری  اند.های عددی مورد تحلیل قرار دادهبا استفاده از روش آزمایشگاهی و روش

ها اند. آنرج تابعی پرداختهای، مخروطی، کروی و دایروی مدهای استوانهبررسی ارتعاشات آزاد پوسته

 تحقیق اند. همچنین صحتهای ایزوپارامتریک مرتبه بالا استفاده کردهبرای ساده کردن تحلیل از المان

 اند.های انجام شده مقایسه کردهخود را با سایر و روش

  همراه با تقویت کننده های مخروطیارتعاشات پوسته 5-9-1  

یگائو و اند. خروطی را همراه با تقویت کننده در نظر گرفتههای مبرخی از محققان پوسته

ای مخروطی با تقویت استوانه یک روش اصلاح شده برای تحلیل دینامیک پوسته ]65[همکاران 

های ترکیبی که نقدی برای پوسته-ها از نظریه پوسته نازک رسینراند. آنارائه کردههای حلقوی کننده

ها دو نیروی محوری و مترکز اند. آنباشد استفاده کردهقویت کننده نیز میهای گسسته تانمدارای ال

های خود را برای دوحالت سیستم تقویت بررسیاند. سپس را برای تحلیل ارتعاشات مورد توجه قرارداده

اند. نتایج عددی بدست آمده از نرم افزار انسیس تطابق خوبی با نتایج تقویت نشده انجام دادهو  شده

زاد و اجباری پوسته مخروطی آرتعاش اهای به تحلیل ویژگی ]66[مژیا و همکاران  .ها داشتنآ

از چند بخش تشکیل شده است که  د. هندسه مورد نظرانای با شرایط مرزی اختیاری پرداختهاستوانه

برای ها از تئوری فلوکوت آن باشد.صفحه در محل اتصال می-پوسته و پوسته-به صورت اتصال پوسته

ها به صورت ها تقویت کنندهمدل آناند. در ای مخروطی استفاده کردهاستوانهتوصیف حرکت پوسته 

از معادلات  باشند و برای بدست آوردن معادله حرکتاجزایی جداگانه دارای سطح مقطع مستطیلی می

ای مخروطی استوانه ها برای بیان توابع جابجایی در بخشاند. آنصفحات دایروی توخالی استفاده کرده

. سپس در تحقیق خود شرایط مرزی و شرایط اندنموده ای از توابع موج و بسل استفادهو صفحه

ند. اتطبیق دادهپیوستگی را برای تحلیل سیستم در نظر گرفته و نتایج مربوطه را با روش المان محدود 

ی ارتعاشات آزاد و اثرات نیروی خارجی بر روهای تقویت کننده علاوه بر این تاثیر شرایط مرزی و رینگ

ای همراه پوسته ترکیبی مخروطی استوانه (31-1)شکل  .اندرا بر روی ارتعاشات اجباری بررسی کرده

  باشد.با تقویت کننده می
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 ]66[ : پوسته ترکیبی همراه با تقویت کننده31-1شکل

ای مخروطی تقویت شده با ک پوسته استوانهبه تحلیل ارتعاشات آزاد و اجباری ی ]67[ژیا و همکاران 

 اند.ور در سیال است پرداختههای پایین که به صورت غوطهفرکانس دررینگ تحت شرایط مرزی دلخواه 

د. برای بارگذاری انتقویت کننده( در نظر گرفته-ها سیستم خود را به دو صورت جداگانه )پوستهآن

ای یک تقسیم کرده و محل مورد نظر را به صورت پوسته استوانههای بارسیال، قسمت مخروطی را به نوار

های مخروطی استفاده کرده و تقویت د. سپس از نظریه فلوکوت برای توصیف حرکت نواراندر نظر گرفته

های ها به مقایسه پاسخ. آناندمد نظر قرارداده دارها را نیز به صورت صفحات دایروی سوراخکننده

های خود را با روش المان اجباری بر روی سیستم مورد نظر پرداخته و صحت پاسخ ارتعاشات آزاد و

سپس به این نتیجه رسیدند که اضافه کردن جرم به سیال خارجی اند. محدود مورد سنجش قرارداده

به دهد در حالی که کاهش مایع خارجی منجر به انتقال انرژی از پوسته فرکانس طبیعی را کاهش می

  به پوسته ناقص مخروطی تقویت شده اشاره میکند. (32-1)ود. شکل شمایع می

 

 ]67[ : پوسته تاقص مخروطی تقویت شده با رینگ32-1شکل

ای مخروطی شکل تقویت شده با به بررسی ارتعاشات آزاد پوسته استوانه ]68[کماریان و همکاران 

خواص پوسته  تانکا-موری-اشبلیاز روش ها اند. آنهای کربنی متراکم کامپوزیتی پرداختهنانوتیوب

ند. سپس معادله حرکت سیستم مورد نظر را با استفاده از امخروطی نانو کامپوزیتی خود را برآورد کرده

 ،تئوری تغییر شکل برشی بدست آورده و با استفاده از روش پیشنهادی برای حل معادله حاکم بر مسئله

های تراکم حجمی نانو همچنین تاثیر پارامتراند. هگرفت های طبیعی بهرهجهت بدست آوردن فرکانس

بر روی ارتعاشات آزاد سیستم را مورد های هندسی های تقویت کننده، شرایط مرزی و پارامترکامپوزیت

شکل  اند.های گذشته مقایسه کردههای تجربی کارها نتایج عددی خود را با دادهند. آنابررسی قرارداده

 های کربنی متراکم کامپوزیتی است.های نانوتیوباز تقویت کننده شماتیکی( 1-33)
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 ]68[ های متراکم نانو کامپوزیت کربنی: تقویت کننده33-1شکل          

پنل کامپوزیتی مخروطی زمینه پلیمری تقویت های طبیعی به تحلیل فرکانس ]69[همکاران  کیانی و

اند. ن توزیع شده است پرداختهآیکنواخت یا به صورت تابعی در  های کربنی که به صورتشده با نانو تیوب

سیستم خود استفاده  برای بدست آوردن معادله حاکم برری تغییر شکل برشی و تئوری دانل ها از تئوآن

ها انرژی جنبشی و انرژی پتانسیل را در اصل همیلتون جایگزین کرده و با استفاده از روش اند. آنکرده

سپس براساس  اند.ها را استخراج کردههای طبیعی و شکل مودوش معمول ریتز فرکانسماتریس و ر

های نانو تیوب کربنی تاثیر یک بررسی پارامتریک به این نتیجه رسیدند که نحوه توزیع تقویت کننده

 به مطالعه و تحلیل ]70 [یاس و همکاران های مخروطی کامپوزیتی دارد.زیادی بر روی ارتعاشات پنل

ارتعاشات آزاد پوسته مخروطی تقویت شده با فیبر مبتنی بر نظریه تئوری مرتبه سوم برشی با توسعه 

گاه گیردار گاه ساده و تکیهاند به دو صورت تکیهها در نظر گرفتهاند. سیستمی که آنقانون توانی پرداخته

ها برای حل معادله دینامیکی آن باشد.ت ضخامت به صورت متقارن میبوده و فیبر مورد استفاده در جه

دست ند و به معادلات دیفرانسل معمولی اتوابع جابجایی مناسبی که شرایط مرزی را ارضا کند ارائه داده

 همچنیناند. های طبیعی سیستم را بدست آوردهفرکانس1 (GDQM)اند. سپس با استفاده از روش یافته

انصاری و همکاران  اند.سته مخروطی مورد بررسی قراردادههای هندسی مختلف را بر ارتعاش پواثر پارامتر

های مخروطی مدرج تابعی تقویت شده با نانو تیوب کربنی خطی پوستهبه بررسی ارتعاشات غیر ]71[

با  در حالت ارتعاشات ازاد و اجباری را ها بررسی معادلات دیفرانسیل سیستم مورد نظراند. آنپرداخته

به مطالعه ناپایداری پوسته مخروطی  ]72[دانگ و همکاران  .اندانجام دادهعددی های از روش  استفاده

ها در بررسی بارگذاری مکانیکی پژوهش آناند. تمرکز تقویت شده مدرج تابعی تحت بار مکانیکی پرداخته

مخروطی مورد نظر با کمانشی بر روی سیستم مورد نظر تحت فشار محوری و بار خارجی است. پوسته 

ای تقویت شده است. خواص مواد تشکیل دهنده پوسته در جهت های حلقوی و رشتهویت کنندهتق

ها، مواد، و ابعاد ها اثرات تقویت کننده. آنکندضخامت با توجه به روابط مواد مدرج تابعی تغییر می

خود تحلیل در پژوهش  ]73[دانگ همکاران . اندسیستم را به طور دقیق مورد تجزیه و تحلیل قرارداده

های محیطی را مد نظر رفتار ارتعاشات آزاد پوسته ناقص مخروطی مدرج تابعی همراه با تقویت کننده

کمانش و ارتعاشات یک پوسته ناقص مخروطی مدرج تابعی همراه  ]74[مهری و همکاران اند. قرار داده

                                                           
1-Generalized differential quadrature method 



 

28 

 

تقویت اند. نوع لیل قراردادههای درونی نانو تیوب کربنی تحت بار محوری را مورد تحبا تقویت کننده

ها برای توصیف معادله حرکت ها در این سیستم به صورت تک محور در نظر گرفته شده است. آنکننده

اند. سپس در پژوهش خود تاثیر شرایط مرزی، خطی گرین لاگرانژ استفاده کردهاز روابط سینماتیکی غیر

ها را بر روی پایداری و وه توزیع کربن نانوتیوبزاویه راس مخروط، کسر حجمی ماده مدرج تابعی و نح

ارتعاشات به تحلیل ] 75[حیدرپور و همکاران  اند.ارتعاشات پوسته ناقص مخروطی مورد بررسی قرار داده

اند. پوسته ناقص مخروطی چرخشی مدرج تابعی همراه با تقویت کننده نانو کامپوزیت کربنی پرداخته

های تقویت شده با بر رفتار ارتعاش آزاد کامپوزیتکوریولیس را شتاب رکز و های گریز مها تاثیر نیروآن

ها از طریق یک مدل اند. خواص مواد در سیستم مد نظر آننانو لوله کربنی کامپوزیتی بررسی کرده

تفاده از تئوری مرتبه ها معادلات حرکت سیستم خود را با اسشود. آنمیکرومکانیکی تخمین زده می

ای، شتاب سرعت زاویهاثرات اند. سپس با استفاده از اصل همیلتون استخراج کرده و اول برشی

نانو لوله کربنی های هندسی، توزیع کسر حجمی ماده مدرج تابعی، نحوه توزیع کوریولیس، پارامتر

 ]76[نیون  دین و اند.کامپوزیتی را بر روی فرکانس طبیعی پوسته ناقص مخروطی مورد بررسی قرار داده

نانو لوله کربنی کامپوزیتی که بر روی پاسخ دینامیکی و ارتعاشات پوسته ناقص مخروطی تقویت شده با 

ارتعاشات و کمانش  ]77[انصاری و ترابی  .اندیک بستر الاستیک قرار گرفته است را مورد بررسی قرارداده

 اند.تحلیل کردهعددی  یک پوسته مخروطی مدرج تابعی تقویت شده با نانو تیوب کربنی را به صورت

در پژوهش خود ارتعاشات آزاد پیچیشی پوسته مخروطی کامپوزیتی تقویت شده با نانو لوله  ]78[ کیانی

های تقویت شده در سیستم به صورت کربنی را مورد بررسی قرار داده است. توزیع کربن نانو تیوب

های مخروط پژوهش خود را با نمونهسنجی او برای اعتبار  .باشدیکنواخت و یا درجه بندی شده می

کمانش حرارتی   ]79[داک و همکاران  است. صفحات سوراخ دار دایروی مقایسه کرده وایزوتروپیک 

 های مدرج تابعی بر پایه بستر الاستیکپوسته ناقص مخروطی مدرج تابعی تقویت شده با تقویت کننده

ها سیستم خود را تحت بار حرارتی و فشار اند. آنهبا استفاده از تئوری مرتبه اول برشی تحلیل کرد را

، بستر ها، توزیع متفاوت درجه حرارتتغییر فاصله بین تقویت کنندهاند. همچنین محوری قرارداده

در سیستم از جمله مواردی است که  ها، مواد و خواص هندسیتقویت کنندهالاستیک، هسته داخلی، 

کمانش پوسته مخروط مدرج تابعی همراه با تقویت  ]80[کیانی ند. ادر پژوهش خود در نظر گرفته هاآن

پایداری  ]81[ داک و همکاران اند.کننده گرافن را تحت نیروی خارجی در محیط حراراتی تحلیل کرده

را در محیط های محیطی کننده مکانیکی و حرارتی یک پنل مخروطی مدرج تابعی را همراه با تقویت

پایداری در تحقیقی دیگر،  ]82[داک و همکاران  اند.الاستیک مورد بررسی قراردادهحرارتی بر روی بستر 

های کربنی در بستر الاستیک مکانیکی و حرارتی پوسته مخروطی مدرج تابعی تقویت شده با نانو تیوب

روی  ها، دما و بستر الاستیک را برها تاثیرات هندسی، توزیع نانو تیوبآن اند.همورد بررسی قرارداد
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خطی یک پوسته ناقص مخروطی ارتعاشات غیر ]83[چانگ و همکاران  اند.پایداری سیستم بررسی کرده

  اند.را بر روی بستر الاستیک در یک محیط حرارتی بررسی کرده مدرج تابعی همراه با تقویت کننده

 های مخروطی ارتعاشات پوستهکنترل  6-9-1

های مخروطی را مورد توجه خود قرار رل ارتعاشات پوستهای از پژوهشگران نیز تحلیل کنتعده

های پوسته کامپوزیتی به طراحی کنترلر و بهینه سازی پارامترهای لایه ]84[س و همکاران فارِ اند.داده

چند لایه مخروطی، برای به حداقل رساندن پاسخ دینامیکی و پیدا کردن کمینه مقدار نیروی کنترلی 

پاسخ دینامیکی در  سازیها انرژی کرنشی کل پوسته را به عنوان شاخص بهینهآناند. اعمالی پرداخته

سازی مورد توجه های طراحی بهینهند. ضخامت ورق و جهت زاویه فیبر را به عنوان متغیرانظر گرفته

بلمن برای بدست آوردن پاسخ برای کنترل حلقه بسته استفاده -. سپس از نظریه لیاپانوفاندقرارداده

 ای مخروطیدر پژوهش خود به تحلیل کنترل فعال ارتعاشات پوسته استوانه ]85[شاه و ری  ند.ادهکر

ها مدل المان محدود را برای آن اند.کامپوزیتی نازک با استفاده از مواد پیزوالکتریکی پرداخته ناقص

از روش فیدبک سرعت  هااند. آندادهتوسعه  را های پیزوپوسته مخروطی ناقص تقویت شده همراه با پچ

اثر زاویه راس مخروط و اثر جهت گیری  همچنین ،اندههای پیزو استفاده کردبرای اعمال کنترلر روی پچ

به تحلیل کنترل فعال  ]86[ند. کومار و ری ابر روی عملکرد کنترلر مورد بررسی قرار داده را های پیزوپچ

ها از اصل اند. آنپرداختهستفاده از مواد پیزوالکتریک با ا دوارنازک  ناقصهای مخروطی ارتعاشات پوسته

ند. در مدل مورد نظر اثر اهمیلتون برای بدست آوردن معادلات حرکت پوسته دوار استفاده کرده

 .ه شده استهای اولیه هوپ حاصل از چرخش در نظر گرفتتنش کوریولیس، شتاب جانب به مرکز و

زاویه راس اثر همچنین  ترل فیدبک سرعت استفاده شده وبرای کاهش ارتعاشات سیستم از روش کن

-1شکل ) ند.اهای پیزو مورد بررسی قرار دادهرا با توجه به حضور تکه سرعت چرخشی پوسته مخروط و

 باشد.( نمونه از پوسته مخروطی چرخشی همراه با پیزوالکتریک می34

 

 ]86[ با عملگر پیزوالکتریک خشیمخروطی چرسنسور پیزوالکتریک بر روی پوسته  : 34-1شکل
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به مطالعه، طراحی و آزمایش برای تحلیل کنترل فعال ارتعاشات یک پوسته  ]87[لی وهمکاران 

ها نشان داد که با استفاده از روش کنترل د. نتایج تجربی آنانپرداخته (35-1)مخروطی مطابق با شکل 

 .کندکاهش پیدا می فیدبک سرعت منفی ارتعاشات سیستم به طور قابل توجهی

 

 ]87[جدا کننده پوسته مخروطی با محرک متصل: 35-1شکل

 مدرج مخروطی ناقصهای در مطالعه خود به سرکوب پاسخ ارتعاشات پوسته ]88[س و همکاران فارِ

ها با استفاده از تئوری تغییر شکل برشی مدل هندسی خود اند. آنتابعی با کنترل فعال بهینه پرداخته

با شرایط مرزی مختلف  ناقصهای ارتعاشی برای پوسته مخروطی موله کرده و کمینه سازی پاسخرا فر

ها بهینه سازی انرژی کنترلی کل پوسته با توجه به شرایط مرزی اند. هدف آنهقراردرا مورد بررسی 

نوتیوب و همکاران آنالیز کمانشی پوسته مخروطی تقویت شده با فیبر نا ]89[محمد حاجی  ساده است.

 اند.های پیزوالکتریکی را مورد بررسی قراردادهکربنی همراه با لایه

ای و مخروطی دارای های استوانههای پیوسته شامل پوستهارتعاشات سیستم: جمع بندی و نوآوری

 صنعت هوافضاصنایع مختلف از جمله در  یهای زیادهای مخروطی کاربردپوستهباشد. اهمیت فراوانی می

های ن نوع از سازهیهای اهای سوخت و کشتیرانی دارند. شناخت رفتار و ویژگی، محفظههاه موشکبدن در

د. مرور بر تحقیقات پیشین در حوزه آنالیز باشبسیار مهم میهای مختلف پرکاربرد تحت بارگذاریی

لذا  دهد که تحقیقات اندکی در این خصوص صورت گرفته است؛رزونانسی غیرخطی مخروط نشان می

رسی به برای کاهش آسیب فوقهای در این تحقیق با توجه به ضرورت کنترل ارتعاشات در سیستم

. در این شود، بررسی میه تحلیلی تئوری اغتشاشاتیمهای نبا استفاده از روش ها، اثر کنترلر مناسبآن

تحریک هارمونیک پوسته معادله حاکم بر پوسته مخروطی تحت -ورق هایتحقیق با استفاده از تئوری

عادلات م شود. سپس با استفاده از روش گالرکین معادلات حاکم بر سیستم جداسازی شده تااستخراج می

های برای تحلیل ،خطی سیستم مورد مطالعهتوجه به دینامیک غیربا حاصل شود. دیفرانسیل معمولی 

های مانند روش مقیاس مختلف رزونانسی با استفاده از یک روش نیمه تحلیلی تئوری اغتشاشات

های مربوط به پاسخ فرکانسی در این قسمت آنالیز .شودهای رزونانسی لازم انجام می، تحلیلچندگانه

، زاویه راس مخروط، شماره مود عرضی، های مختلف سیستم بررسی شده و اثر دامنه تحریکبرای پارامتر
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های به وسیله روشدرگام بعد  شود.تم ارائه میبر دامنه پاسخ سیس میرایی و تاثیر توزیع کسر حجمی ماده

های کنترلی . در این گام اثر پارامترشودبررسی می تحت مطالعه، ارتعاشات سیستمکنترلی مناسب 

شود. در نهایت اثر ضرایب کنترلر به صورت تحلیلی مورد ر ارتعاشی سیستم بررسی میمختلف بر رفتا

به طور گیرد. مورد مطالعه قرار می اسخ فرکانسیبه پهای مربوط زبررسی قرارگرفته و اثرات آن در آنالی

 توان بصورت زیر بیان نمود:خلاصه تفاوت و نوآوری تحقیق حاضر را با تحقیقات پیشین می

 آنالیز پاسخ فرکانسی برای سیستم غیر خطی مورد مطالعه با استفاده از روش نیمه تحلیلی -1

 لیز پاسخ فرکانسی با استفاده از روش نیمه تحلیلیبررسی اثر ضرایب کنترلر فوق در آنا -2

 بررسی اثر کنترل فعال در کاهش ارتعاشات سیستم بصورت عددی -3
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معادلات  :  دومفصل 
 حاکم بر سیستم
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 : فرمول بندی سیستم1-2

با د. ناشبمی ]38[و  ]37[( با توجه به منابع شماره 2-2( و بخش )1-2روابط موجود در این بخش )

الخط براساس دستگاه مختصات منحنی 𝐹𝐺𝑀معادلات پوسته مخروطی ناقص  1-2توجه به شکل

.𝑆)بدست آمده است.  𝜃 . 𝑧)   که𝑆  وθ  محیطی راستای به ترتیب محور مولد مخروط روی سطح و

ار عمود بر صفحه دو محور اول بوده و در جهت نرمال درون مخروط قر zمخروط می باشد و محور 

 γباشد. کوچک و بزرگ مخروط ناقص میقاعده به ترتیب شعاع مخروط در قسمت  𝑅2و   𝑅1دارد. 

به ترتیب  𝑆2  و𝑆1باشد. ضخامت مخروط ناقص می ℎطول و  𝐿نشان دهنده زاویه نصف راس مخروط. 

نشان دهنده  𝑤 و 𝑢، 𝑣 ن،یهمچنفاصله از راس مخروط برای قسمت بزرگ و کوچک مخروط ناقص. 

 یی در جهات مختلف برای مخروط )بر اثر بارگذاری( در یک نقطه از صفحه میانی است.    جابه جا

 
 : هندسه پوسته مخروطی ناقص1-2شکل 

 

  و یک فاز سرامیکی '' 𝑚 '' مخلوطی از یک فاز فلزی است که به وسیله  FGMسازه مخروطی 

 که شامل (1-2رابطه ترکیب مواد با توجه به رابطه ) .شودص میمشخ '' 𝑐 ''می باشد که با زیرنویس

 تواند به صورت زیر بیان شود:     میکه  باشدمی یا چگالی  νضریب پواسون  ،𝐸مدول یانگ 

𝑝 = 𝐹𝑚𝑉𝑚 + 𝐹𝑐𝑉𝑐 1-2 

ن به صورتی تابعی از درجه تواباشند. و میبه ترتیب، خواص مواد سرامیکی و فلزی می 𝐹𝑚و  𝐹𝑐که 

 حرارت نیز بیان شود:

2-2 𝑝 = 𝐹0(𝐹−1𝑇
−1 + 1 + 𝐹1𝑇 + 𝐹2𝑇

2 + 𝐹3𝑇
3) 
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𝑇که در آن  = 300 𝐾  ،)دمای اتاق(𝐹0 ،𝐹−1 ،𝐹1 ،𝐹2 ،𝐹3 ضرایب دمایی ،𝑇(𝐾)  بیان شده به

 باشند.ماده می صورت کلوین بوده و جزء مشخصات منحصر بفرد

𝑉𝑐   و𝑉𝑚   باشدزیر می به صورت رابطه آن باشند وکسر حجمی سرامیک و فلز می: 

3-2 𝑉𝑐 + 𝑉𝑚 = 1 

 های مختلف به صورت زیر است:فرض بر این است که روابط کسر حجمی سرامیک برای مرتبه

 خطی -1

4-2 𝑉𝑐 = 𝑧 + 0.5 , 𝑧 = 𝑧
ℎ⁄  

 دومرتبه -2

5-2 𝑉𝑐 = (𝑧 + 0.5)2 

 معکوس مربع -3

6-2 𝑉𝑐 = 1 − (0.5 − 𝑧)2 

 سهمرتبه  -4

7-2 𝑉𝑐 = 3(𝑧 + 0.5)2 − 2(𝑧 + 0.5)3 

توان به را می 𝐹𝐺𝑀( ، مدول موثر یانگ، نسبت پواسون، و چگالی ماده 3-2( و )1-2از معادلات. )

 صورت زیر نوشت:

𝐸(𝑧) = (𝐸𝑐 − 𝐸𝑚)𝑉𝑐 + 𝐸𝑚 

 

𝜈(𝑧) = (𝜈𝑐 − 𝜈𝑚)𝑉𝑐 + 𝜈𝑚 

 

𝜌(𝑧) = (𝜌𝑐 − 𝜌𝑚)𝑉𝑐 + 𝜌𝑚 

8-2 

به ترتیب، مدول یانگ، نسبت پواسون و چگالی برای سطوح سرامیکی  𝐸𝑚 ،𝜈𝑚 ،𝜌𝑚، و 𝐸𝑐 ،𝜈𝑐 ،𝜌𝑐که 

 باشند.و فلزی پوسته ناقص مخروطی می
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های صفحه میانی پوسته ناقص مخروطی به کارمن، کرنش-بر طبق روابط جابجایی غیر خطی فون

الخط در به ترتیب، کرنش های نرمال در دستگاه مختصات منحنی 𝑒𝜃و  𝑒𝑠باشد. که صورت زیر می

𝜑و  کرنش برشی متناظر 𝑒𝑠𝜃روی سطح مرجع، 𝜃و 𝑆جهت  = 𝜃sin (𝛾)   

 

کرنش برای پوسته نازک مخروطی ناقص به صورت زیر -ا روابط تنشهبا توجه به تئوری خمشی پوسته

  آید.بدست می

  (

𝜎𝑠

𝜎𝜃

𝜎𝑠𝜃

) =
𝐸(𝑧)

1−𝜈2(𝑧)
[

1 𝜈(𝑧) 0

𝜈(𝑧) 1 0

0 0 𝜈(𝑧)

] 

[
 
 
 
 𝑒𝑠 − 𝑧

𝜕2𝑤

𝜕𝑆2

𝑒𝜃 − 𝑧(
1

𝑠2

𝜕2𝑤

𝜕𝜑2 +
1

𝑠

𝜕𝑤

𝜕𝑠
)         

𝑒𝑠𝜃 − 𝑧(
1

𝑠

𝜕2𝑤

𝜕𝑠𝜕𝜑
+

1

𝑠2

𝜕𝑤

𝜕𝜑
) ]

 
 
 
 

 

 

10-2 

-ممان بر واحد طول مقطع پوسته ناقص مخروطی به صورت انتگرال زیر تعریف می های نیرو ومنتجه

 شود:

11-2 
[(𝑁𝑠,𝑁𝜃,𝑁𝑠𝜃),(𝑀𝑠,𝑀𝜃,𝑀𝑠𝜃)] = ∫ (𝜎𝑠,𝜎𝜃 ,𝜎𝑠𝜃)[1,𝑧]𝑑𝑧

ℎ/2

−ℎ/2

 

 

 باشد:ها و تابع تنش به صورت زیر میرابطه میان منتجه

(𝑁𝑠,𝑁𝜃,𝑁𝑠𝜃) = (
1

𝑆2

𝜕2Φ

𝜕𝜑2
+

1

𝑠

𝜕Φ

𝜕𝑆
،
𝜕2Φ

𝜕𝑆2
، −

1

𝑆

𝜕2Φ

𝜕𝑆𝜕𝜑
+

1

𝑆2

𝜕Φ

𝜕𝜑
) 12-2 

بدست ها ها و کرنشی میان ممانرابطه ،بعد از بازنویسیو ( 11-2در ) ( 10-2)با جایگذاری رابطه 

 ،آیدمی

 

(

𝑒𝑠

𝑒𝜃

𝑒𝑠𝜃

) = 

[
 
 
 
 
 
 

𝜕𝑢

𝜕𝑠
+

1

2
(
𝜕𝑤

𝜕𝑠
)2

  
1

𝑠

𝜕𝑣

𝜕𝜑
+

𝑢

𝑠
−

𝑤𝑐𝑜𝑡𝛾

𝑠
+

1

2𝑠2
(
𝜕𝑤

𝜕𝜑
)2    

1

𝑠

𝜕𝑢

𝜕𝜑
+

𝜕𝑢

𝜕𝑠
−

𝑣

𝑠
+

1

𝑠
(
𝜕𝑤

𝜕𝑠

𝜕𝑤

𝜕𝜑
)2 

]
 
 
 
 
 
 

 

 

9-2 
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13-2 
𝑁𝑠 = 𝐴10𝑒𝑠 + 𝐴20𝑒𝜃 − 𝐴11 (

𝜕2𝑤

𝜕𝑠2
) − 𝐴21(

1

𝑠2

𝜕2𝑤

𝜕𝜑2
+

1

𝑠

𝜕𝑤

𝜕𝑠
) 

 

14-2 
𝑁𝜃 = 𝐴20𝑒𝑠 + 𝐴10𝑒𝜃 − 𝐴21 (

𝜕2𝑤

𝜕𝑠2
) − 𝐴11(

1

𝑠2

𝜕2𝑤

𝜕𝜑2
+

1

𝑠

𝜕𝑤

𝜕𝑠
) 

 

15-2 
𝑁𝑠𝜃 = 𝐴60𝑒𝑠𝜃 + 𝐴61(−

1

𝑠

𝜕2𝑤

𝜕𝑠𝜕𝜑
+

1

𝑠2

𝜕𝑤

𝜕𝜑
) 

 

16-2 
𝑀𝑠 = 𝐴11𝑒𝑠 + 𝐴21𝑒𝜃 − 𝐴11 (

𝜕2𝑤

𝜕𝑠2
) − 𝐴22(

1

𝑠2

𝜕2𝑤

𝜕𝜑2
+

1

𝑠

𝜕𝑤

𝜕𝑠
) 

 

17-2 
𝑀𝜃 = 𝐴21𝑒𝑠 + 𝐴11𝑒𝜃 − 𝐴22 (

𝜕2𝑤

𝜕𝑠2
) − 𝐴12(

1

𝑠2

𝜕2𝑤

𝜕𝜑2
+

1

𝑠

𝜕𝑤

𝜕𝑠
) 

 

18-2 𝑀𝑠𝜃 = 𝐴61𝑒𝑠𝜃 + 𝐴62(−
1

𝑠

𝜕2𝑤

𝜕𝑠𝜕𝜑
+

1

𝑠2

𝜕𝑤

𝜕𝜑
) 

 به صورت عبارات زیر است: روابط فوقدر  𝐴که مقادیر 

19-2 
𝐴1𝑘 = ℎ𝑘+1 ∫

𝐸(𝑧)

1−𝜈2(𝑧)
𝑧

𝑘
𝑑𝑧

1/2

−1/2
,       𝐴2𝑘 = ℎ𝑘+1 ∫

𝜈(𝑧)𝐸(𝑧)

1−𝜈2(𝑧)
𝑧

𝑘
𝑑𝑧

1/2

−1/2
 ,               

 𝐴6𝑘 = ℎ𝑘+1 ∫
𝐸(𝑧)

1−𝜈(𝑧)
𝑧

𝑘
𝑑𝑧

1/2

−1/2
,    𝑘 = 0.1.2 

طه میان بها راو حل جبری آن (12-2) ( با معادله15-2( تا )13-2مساوی قرار دادن معادلات )با 

  آید.براساس تابع تنش و تابع خیز بدست می های سیستمکرنش

20-2 𝑒𝑠 = 𝑏1 (
1

𝑠2

𝜕2Φ

𝜕𝜑2
+

1

𝑠

𝜕Φ

𝜕𝑠
) + 𝑏2

𝜕2Φ

𝜕𝑠2
− 𝑏3

𝜕2w

𝜕𝑠2
− 𝑏4(

1

𝑠2

𝜕2w

𝜕𝜑2
+

1

𝑠

𝜕w

𝜕𝑠
) 

21-2 𝑒𝜃 = 𝑏2 (
1

𝑠2

𝜕2Φ

𝜕𝜑2
+

1

𝑠

𝜕Φ

𝜕𝑠
) + 𝑏1

𝜕2Φ

𝜕𝑠2
− 𝑏4

𝜕2w

𝜕𝑠2
− 𝑏3(

1

𝑠2

𝜕2w

𝜕𝜑2
+

1

𝑠

𝜕w

𝜕𝑠
) 

22-2 𝑒𝑠𝜃 = 𝑏5 (−
1

𝑠

𝜕2Φ

𝜕𝑠𝜕𝜑
+

1

𝑠2

𝜕Φ

𝜕𝜑
) + 𝑏6(−

1

𝑠

𝜕2w

𝜕𝑠𝜕𝜑
+

1

𝑠2

𝜕w

𝜕𝜑
) 
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 در عبارات بالا به صورت زیر است: 𝑏که مقادیر 

23-2 
𝑏1 = 𝐴10𝐿0

−1,   𝑏2 = 𝐴20𝐿0
−1, 𝑏3 = (𝐴20𝐴21 − 𝐴11𝐴10)𝐿0

−1 ,                                    

𝑏4 = (𝐴20𝐴11 − 𝐴21𝐴10)𝐿0
−1,     𝑏5 =

1

𝐴60
,  𝑏5 =

𝐴61

𝐴60
 , 𝐿0 = 𝐴10

2 − 𝐴20
2   

های سیستم بر اساس ( ممان18-2( تا )16-2( در معادلات )22-2( تا )20-2با جایگذاری معادلات )

  آید.تابع خیز و تابع تنش بدست می

24-2 𝑀𝑠 = 𝑐1 (
1

𝑠2

𝜕2Φ

𝜕𝜑2
+

1

𝑠

𝜕Φ

𝜕𝑠
) + 𝑐2

𝜕2Φ

𝜕𝑠2
− 𝑐3

𝜕2w

𝜕𝑠2
− 𝑐4(

1

𝑠2

𝜕2w

𝜕𝜑2
+

1

𝑠

𝜕w

𝜕𝑠
) 

25-2 𝑀𝜃 = 𝑐2 (
1

𝑠2

𝜕2Φ

𝜕𝜑2
+

1

𝑠

𝜕Φ

𝜕𝑠
) + 𝑐1

𝜕2Φ

𝜕𝑠2
− 𝑐4

𝜕2w

𝜕𝑠2
− 𝑐3(

1

𝑠2

𝜕2w

𝜕𝜑2
+

1

𝑠

𝜕w

𝜕𝑠
) 

26-2 𝑀𝑠𝜃 = 𝑐5 (−
1

𝑠

𝜕2Φ

𝜕𝑠𝜕𝜑
+

1

𝑠2

𝜕Φ

𝜕𝜑
) + 𝑐6(−

1

𝑠

𝜕2w

𝜕𝑠𝜕𝜑
+

1

𝑠2

𝜕w

𝜕𝜑
) 

 شود:در روابط بالا به صورت زیر تعریف می 𝑐مقادیر 

27-2 
𝐶1 = 𝐴11𝑏1 + 𝐴21𝑏2 , 𝐶2 = 𝐴11𝑏2 + 𝐴21𝑏1 ,  𝐶3 = 𝐴11𝑏3 + 𝐴21𝑏4 + 𝐴12  ,  

𝐶4 = 𝐴11𝑏4 + 𝐴21𝑏3 + 𝐴22 , 𝐶5 = 𝐴61𝑏5 , 𝐶6 = 𝐴61𝑏6 + 𝐴62 

 سیستم با توجه به سازگاری و معادله (30-2)تا  (28-2)سیستم با روابط خطی غیرتعادل  معادلات 

 . آیدبدست می (31-2)بصورت رابطه  (9-2)

28-2 𝜕𝑁𝑠

𝜕𝑠
+

1

𝑠

𝜕𝑁𝑠𝜃

𝜕𝜑
+

𝑁𝑠 − 𝑁𝜃

𝑠
= 0 

29-2 𝜕𝑁𝑠𝜃

𝜕𝑠
+

1

𝑠

𝜕𝑁𝜃

𝜕𝜑
+

2𝑁𝑠𝜃

𝑠
= 0 

30-2 

𝜕2𝑀𝑠

𝜕𝑠2
+

2

𝑠

𝜕𝑀𝑠

𝜕𝑠
+

2

𝑠

𝜕2𝑀𝑠

𝜕𝑠𝜕𝜑
−

1

𝑠

𝜕𝑀𝜃

𝜕𝑠
+

2

𝑠2

𝜕𝑀𝑠𝜃

𝜕𝜑
+

1

𝑠2

𝜕2𝑀𝜃

𝜕𝜑2
+

𝑐𝑜𝑡𝛼

𝑠
𝑁𝜃

+ 𝑁𝑠

𝜕2𝑤

∂𝑠2
−

𝑁𝜃

𝑠
(
1

𝑠

𝜕2𝑤

∂𝜑2
+

𝜕𝑤

𝜕𝑠
) − 2𝑁𝑠𝜃 (

1

𝑠

𝜕2𝑤

𝜕𝑠𝜕𝜑
−

1

𝑠2

𝜕𝑤

𝜕𝜑
)

= 𝜌𝑡

𝜕2

𝜕𝑡2
+ �̅�

𝜕

𝜕𝑡
+ �̂�𝑐𝑜𝑠(Ω𝑡) 
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31-2 

𝑐𝑜𝑡𝛾

𝑠

𝜕2𝑤

∂𝑠2
−

2

𝑠

𝜕2𝑒𝑠𝜃

𝜕𝑠𝜕𝜑
−

2

𝑠2

𝜕𝑒𝑠𝜃

𝜕𝜑
+

𝜕2𝑒𝜃

𝜕𝑠2
+

1

𝑠2

𝜕2𝑒𝑠

𝜕𝜑2
+

2

𝑠

𝜕𝑒𝜃

𝜕𝑠
−

1

𝑠

𝜕𝑒𝑠

𝜕𝑠

=
1

𝑠4
(
𝜕𝑤

𝜕𝜑
)
2

−
2

𝑠3

𝜕𝑤

𝜕𝜑

𝜕2𝑤

𝜕𝑠𝜕𝜑
−

1

𝑠2
[
𝜕2𝑤

∂𝑠2

𝜕2𝑤

∂𝜑2
− (

𝜕2𝑤

𝜕𝑠𝜕𝜑
)2] −

1

𝑠

𝜕𝑤

𝜕𝑠

𝜕2𝑤

∂𝑠2
 

( ، 31-2) تا ( 28-2در معادلات تعادل )( 26-2 ات 24-2( و )22-2 تا 20-2(، )12-2روابط )

به رابطه ارضا خواهد شد و معادله حرکت سیستم با توجه  (29-2) و (28-2)روابط  شود.جایگذاری می

𝑆متغیر مستقل  تغییر ،سازی عملیات ریاضی سادهبرای سپس  آید.بدست می (30-2) = 𝑆1𝑒
𝑥  و

𝛷 = 𝛷1𝑒
2𝑥 بجای ،𝑆  و𝛷  بعد از محاسبات طولانی، سیستم معادلات با مشتقات  وجایگذاری شده

 ه صورت زیر بدست آورد.بتوان میرا  𝑤و  𝛷1خطی وابسته به زمان را بر حسب جزئی غیر

𝐿11Φ1 + 𝐿12𝑤 + 𝐿13(Φ1,𝑤) = 0 

2-32  

𝐿21Φ1 + 𝐿22𝑤 + 𝐿23(𝑤,𝑤) = 0 

𝐿𝑖𝑗(𝑖,𝑗 باشد، همچنینرابطه سازگاری می (32-2رابطه دوم )معادله حرکت و  (32-2) اول رابطه =

 گیرد:زیر مورد استفاده قرار میهای دیفرانسیلی هستند و به صورت اپراتور (1,2,3

𝐿11

= 𝐶2𝑒
2𝑥 (

𝜕4

𝜕𝑥4
− 4

𝜕3

𝜕𝑥3
+ 4

𝜕2

𝜕𝑥2
+

𝜕4

𝜕𝜑4
+ 2

𝜕2

𝜕𝜑2
 )

+ (
𝜕2

𝜕𝑥2
+ 3

𝜕

𝜕𝑥
+ 2 ) 𝑆1𝑒

3𝑥𝑐𝑜𝑡𝛾 + 2(𝐶1 − 𝐶5)𝑒
2𝑥 (

𝜕4

𝜕𝑥2𝜕𝜑2
+ 2

𝜕3

𝜕𝑥𝜕𝜑2
+

𝜕2

𝜕𝜑2
 ) 

 

𝐿12

= −𝐶3 (
𝜕4

𝜕𝜑4
+ 2

𝜕2

𝜕𝜑2
+

𝜕4

𝜕𝑥4
− 4

𝜕3

𝜕𝑥3
+ 4

𝜕2

𝜕𝑥2
 )

− 2(𝐶4 − 𝐶6) (
𝜕4

𝜕𝑥2𝜕𝜑2
− 2

𝜕3

𝜕𝑥𝜕𝜑2
+

𝜕2

𝜕𝜑2
 ) − 𝑆1

4𝑒4𝑥(𝜌𝑡

𝜕2

𝜕𝑡2
+ �̅�

𝜕

𝜕𝑡

+ �̂�𝑐𝑜𝑠(Ω𝑡)) 

 

𝐿13

= 𝑒2𝑥 (
𝜕2

𝜕𝜑2
+

𝜕

𝜕𝑥
+ 2)(

𝜕2

𝜕𝑥2
−

𝜕

𝜕𝑥
) + 𝑒2𝑥 (

𝜕2

𝜕𝑥2
+ 3

𝜕

𝜕𝑥
+ 2) (

𝜕2

𝜕𝜑2
+

𝜕

𝜕𝑥
)

− 2𝑒2𝑥(
𝜕2

𝜕𝑥𝜕𝜑
+

𝜕

𝜕𝜑
)(

𝜕2

𝜕𝑥𝜕𝜑
−

𝜕

𝜕𝜑
) 

33-2 
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𝐿21

= 𝑏1𝑒
2𝑥

𝜕4

𝜕𝜑4
+ 2(𝑏5 + 𝑏2)𝑒

2𝑥
𝜕4

𝜕𝑥2𝜕𝜑2
+ 4(𝑏5 + 𝑏2)𝑒

2𝑥
𝜕3

𝜕𝑥𝜕𝜑2

+ 2(𝑏5 + 𝑏2 + 𝑏1)𝑒
2𝑥

𝜕2

𝜕𝜑2
+ 𝑏1𝑒

2𝑥
𝜕4

𝜕𝑥4
+ 4𝑏1𝑒

2𝑥
𝜕3

𝜕𝑥3
+ 4𝑏1𝑒

2𝑥
𝜕2

𝜕𝑥2
 

 

𝐿22

= 𝑏4

𝜕4

𝜕𝜑4
− 2(𝑏6 − 𝑏3)

𝜕4

𝜕𝑥2𝜕𝜑2
+ 4(𝑏6 − 𝑏3)

𝜕3

𝜕𝑥𝜕𝜑2
+ 𝑏4

𝜕4

𝜕𝑥4

− 2(𝑏6 − 𝑏3 − 𝑏4)
𝜕2

𝜕𝜑2
+ 𝑆1𝑒

𝑥𝑐𝑜𝑡𝛾
𝜕

𝜕𝑥
− (𝑆1𝑒

𝑥𝑐𝑜𝑡𝛾 − 4𝑏4)
𝜕2

𝜕𝑥2
+ 4𝑏4

𝜕3

𝜕𝑥3
 

 

𝐿23 = (
𝜕

𝜕𝜑
)2 − 2

𝜕

𝜕𝜑

𝜕2

𝜕𝑥𝜕𝜑
+ (

𝜕

𝜕𝑥
−

𝜕2

𝜕𝑥2
)

𝜕2

𝜕𝜑2
+ (

𝜕2

𝜕𝑥𝜕𝜑
)

2

+ (
𝜕

𝜕𝑥
−

𝜕2

𝜕𝑥2
)

𝜕

𝜕𝑥
 

 

 ستمیس یت اصلدلااحل مع: 2-2

باشد. برای حل گاه ساده میمخروطی ناقص در دو طرف به صورت تکیه 𝐹𝐺𝑀پوسته  شودمیفرض 

 :شودپیشنهاد میبه فرم زیر خیز ( 32-2)معادله 

𝑤 = 𝑓(𝑡)𝑒𝑥[sin(𝛽1𝑥) sin(𝛽2𝜑) + 𝜓 sin2 (𝛽1𝑥)] 34-2 

 𝜓باشد و در حالت خطی می 𝑤بسته به زمان برای تعیین جابجایی تابع نامعین وا 𝑓(𝑡) که یبه صورت

ربندی کباشد. با توجه به پیمی 𝑤متر خطی و غیر خطی در امتری است که تعیین کننده رابطه بین پاراپار

نشان  دوم، عبارتباشد. های بسیار کوچک میفضایی، اولین عبارت مربوط به پایداری برای جابجایی

د.  بزرگ می شو هاکه جابجایی است پذیری درونی داخل پوسته مخروطی هنگامی انعطاف دهنده

𝛽1به ترتیب معادل با  𝛽2و  𝛽1ی هاپارامتر =
𝑚𝜋

𝑥0
 ،𝑥0 = 𝑙𝑛 (

𝑆1

𝑆2
𝛽2و  ( =

𝑛

𝑠𝑖𝑛𝛾
 𝑚باشند، که می 

 .باشددر راستای محیطی می تعداد موج کامل 𝑛ها در طول مولد و تعداد نیم موج

𝑤 یعنیکند میتابع جابجایی شرایط مرزی هندسی مورد نظر را ارضا  = 𝑥در  0 = 𝑥و  0 = 𝑥0  .

حل خصوصی معادله حاصل به صورت زیر بدست و  (32-2)در رابطه دوم  (34-2)با جایگذاری رابطه 

 آید:  می
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 Φ1(𝑥,𝜑,𝑡) = 𝑓(𝑡){Λ1𝑒
−𝑥 sin(𝛽1𝑥) sin(𝛽2𝜑) + Λ3𝜓𝑒−𝑥 cos(2𝛽1𝑥) +

Λ4𝜓𝑒−𝑥 sin(2𝛽1𝑥) + [Λ51𝜓
2𝑓(𝑡) + Λ52𝑓(𝑡) + Λ53𝜓] cos(2𝛽1𝑥) +

𝑓(𝑡)(Λ61𝜓
2 + Λ62) sin(2𝛽1𝑥) + Λ7𝑓(𝑡) cos(2𝛽1𝑥) cos(2𝛽2𝜑) +

Λ8𝑓(𝑡) sin(2𝛽1𝑥) cos(2𝛽2𝜑) + [Λ91𝜓𝑓(𝑡) + Λ92] cos(𝛽1𝑥) sin(𝛽2𝜑) +
[Λ101𝜓𝑓(𝑡) + Λ102] sin(𝛽1𝑥) sin(𝛽2𝜑) + Λ11𝜓𝑓(𝑡) cos(3𝛽1𝑥) sin(𝛽2𝜑) +

Λ12𝜓𝑓(𝑡) sin(3𝛽1𝑥) sin(𝛽2𝜑) + Λ13𝜓
2𝑓(𝑡) cos(4𝛽1𝑥) +

Λ14𝜓
2𝑓(𝑡) sin(4𝛽1𝑥) + Λ15𝑓(𝑡) cos(2𝛽2𝜑) + Λ16𝜓𝑒−𝑥} 

2-35 

𝑖)که = 1,3,4, … ,16)  Λ𝑖   وابسته به خواص مادهFGM  باشد ومی پوسته هایپارامترو 

برای بدست آوردن معادله حرکت سیستم از روش گالرکین به صورت زیر  در ضمیمه آمده است.

 شود.ه میاستفاد

انتگرال گیری و بازنویسی پس از  (37-2) و (36-2) در معادلات (35-2) و( 34-2با جایگذاری عبارات )

 :آیدبدست میمعادلات زیر 

𝐵17(
𝑑2𝑓1
𝑑𝑡2

+ �̅�
𝑑𝑓1
𝑑𝑡

) + 𝐵11𝑓1 + (𝐵12 + 𝐵13 + 𝐵16)𝜓𝑓1
2 + 𝐵14𝜓

2𝑓1
3 + 𝐵15𝑓1

3

= 0 

2-38  

𝐵30𝜓
𝑑2𝑓1
𝑑𝑡2

+ 𝐵23𝜓𝑓1 + (𝐵25 + 𝐵27)𝑓1
2 + (𝐵24 + 𝐵29)𝑓1

2𝜓2 + 𝐵26𝜓
3𝑓1

3

+ 𝐵28𝜓𝑓1
3 = 0 

2-39  

𝑓1(𝑡)که  = 𝑓(𝑡) ℎ⁄  و𝐵𝑖𝑗 , 𝑖 = 1,2,3 ; 𝑗 = 0,1,… ه پوسته مخروطی های وابسته بمتراپار 9,

 با جایگذاری عبارت زیر در معادله باشند که در ضمیمه آورده شده است.های ماده میناقص و مشخصه

(38-2)  

𝜓 = 𝜆𝑓1 2-40  

 ]91[با توجه به منبع شماره  𝜆و  از حالت استاتیک بدست آمده است. 𝑓1و  𝜓رابطه میان پارامتر که  

 :]38[شودزیر تعریف می بصورت( Tartali-cardanoروش )

𝜆 =
𝐵25 + 𝐵27 − 𝐵22𝐵15

(𝐵12 + 𝐵13 + 𝐵16)𝐵22 + 𝐵11𝐵21 − 𝐵23
 2-41  

∫ ∫ [𝐿11Φ1 + 𝐿12𝑤 + 𝐿13(Φ1,𝑤)]𝑒𝑥
2𝜋 𝑠𝑖𝑛𝛾

0

sin(𝛽1𝑥) sin(𝛽2𝜑)𝑑𝜑𝑑𝑥
𝑥0

0

 36-2 

∫ ∫ [𝐿11Φ1 + 𝐿12𝑤 + 𝐿13(Φ1,𝑤)]𝑒𝑥
2𝜋 𝑠𝑖𝑛𝛾

0

sin2(𝛽1𝑥)𝑑𝜑𝑑𝑥
𝑥0

0

 37-2 
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دینامیکی سیستم همراه با در نظر گرفتن  معادله( 38-2)( در معادله 40-2با در نظر گرفتن رابطه )

  :زیر به دست می آید تحریک هارمونیک به صورت

𝑑2𝑓1
𝑑𝑡2

+ �̅�
𝑑𝑓

1

𝑑𝑡
+ 𝜔𝐿

2𝐹(𝑓1) = �̂�𝑐𝑜𝑠(Ω𝑡) 42-2 

 شود:فرکانس طبیعی است و با توجه به ضرایب بصورت زیر تعریف می ω𝐿که 

𝜔𝐿 = √
𝐵11

𝐵17
 

 

𝐹(𝑓1) = 𝑓1 + 𝜆11𝑓1
3 + 𝜆22𝑓1

5  ;    𝜆11 =
(𝐵13 + 𝐵16 + 𝐵12)𝜆 + 𝐵15

𝐵11
 

 

2-43  

𝜆22 =
𝐵14

𝐵11
𝜆2 2-44  

تحلیل باشد. برای و درجه پنج می دودله دیفرانسل غیر همگن غیرخطی مرتبه ا( یک مع42-2معادله )

 ود.شهای چندگانه استفاده مینانسی سیستم از روش مقیاسزوهای راین معادله و بدست آوردن پاسخ

 نانسی سیستمزوهای ر: تحلیل3-2

به های چندگانه در این قسمت به حل نیمه تحلیلی سیستم مورد نظر با استفاده از روش مقیاس

و  2هارمونیکهای ثانویه )مافوقنانسزو، ر1های اولیهسیستم شامل رزونانس ونانسیرزهای تحلیل

 پرداخته خواهد شد. (3هارمونیک  مادون

 س اولیه: رزونان 1-3-2

تقریبا مساوی با فرکانس سیستم  (Ω) اولیه در سیستم باید فرکانس تحریک ونانسزبرای بررسی ر

عباراتی شامل  باید نانس اولیه در سیستم ارتعاشیزوبرای بررسی پدیده ر .شودطبیعی سیستم فرض 

ش سیستم ظاهر میرایی، تحریک و بالاترین مرتبه غیر خطی موجود، در یک مرتبه از پارامتر اغتشا

توان معادله زیر را می 𝑓1به جای متغیر  𝑊بر اساس متغیر جدید  (42-2با بازنویسی معادله ). شوند

 برای سیستم نوشت.

2-45  �̈� + 2𝜇�̇� + 𝜔0
2𝑊 + 𝐺1𝜔0

2𝑊3 + 𝐺2𝜔0
2𝑊5 =  𝐾𝑐𝑜𝑠(Ω𝑡)  

                                                           
1- primary resonance 
2 -super harmonic 
3 -sub harmonic  
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𝐺1𝜔0  با تعریف باشد. همچنین ( می42-2) در معادله 𝜆22، و  𝜆11همان  𝐺2و  𝐺1در رابطه فوق 
2 =

𝑣1̃   و𝐺2𝜔0
2 = 𝑣2̃  ( بدست می46-2رابطه  ).آید                                                                                             

2-64  �̈� + 2�̅��̇� + 𝜔0
2𝑊 + 𝑣1̃𝑊

3 + 𝑣2̃𝑊
5 = �̂�𝑐𝑜𝑠(Ω𝑡)  

 

 :شوندهای جدید به صورت زیر تعریف میپارامتر

47-2 �̅� = ϵ4μ; 𝑣1̃ = 𝜖2𝑣1;  𝑣2̃ = 𝜖4𝑣2; �̂� = 𝜖4𝐾  

2-48  �̈� + 2𝜖4𝜇�̇� + 𝜔0
2𝑊 + 𝜖2𝑣1𝑊

3 + 𝜖4𝑣2𝑊
5 = 𝜖4𝐾𝑐𝑜𝑠(Ω𝑡)  

 ، که بجای فرکانس تحریک معرفی شدهتنظیممتر ایک پار σ باشد.یک پارامتر بسیار کوچک می ϵکه 

( به فرکانس طبیعی Ωمتر به صورت کمی تعرف کننده میزان نزدیکی فرکانس تحریک )ااست. این پار

(𝜔0می )شود.  زیر بازنویسی میاین فرکانس تحریک اعمالی به سیستم به صورت باشد. بنابر 

49-2 Ω = 𝜔0 + 𝜖4𝜎  

 های چندگانه: روش مقیاس 2-3-2

. شودرزونانس اولیه سیستم پرداخته میهای چندگانه به تحلیل در این بخش با استفاده از روش مقیاس

نظر گرفته برای استفاده از این روش ابتدا باید یک بسط از جملات را تا مرتبه مورد نظر برای سیستم در 

 تا در  سیستم جایگذاری شود.

50-2 
𝑊 = 𝑊0(𝑇0،𝑇1,𝑇2,𝑇3,𝑇4) + 𝜖𝑊1(𝑇0،𝑇1,𝑇2,𝑇3,𝑇4) +  𝜖2𝑊2(𝑇0،𝑇1,𝑇2,𝑇3,𝑇4) +

   𝜖3𝑊3(𝑇0،𝑇1,𝑇2,𝑇3,𝑇4) +   𝜖4𝑊4(𝑇0،𝑇1,𝑇2,𝑇3,𝑇4)  

 باشند:های مستقل زمان، و به صورت زیر میمتغیر 𝑇4و  𝑇0  ،𝑇1  ،𝑇2  ،𝑇3که 

51-2 𝑇𝐸 = 𝜖𝐸𝑡; 𝐸 = 0,1,2,3,4  

له را بر ( جایگزین کرده و معاد48-2)را در معادله  �̈�و  �̇�های ( باید اپراتور48-2با توجه به معادله )

 شود.میجدا سازی  ϵاساس مرتبه پارامتر 

52-2 �̇� = (( 
𝜕

𝜕𝑇0
+ ϵ

𝜕

𝜕𝑇1
+ 𝜖2 𝜕

𝜕𝑇2
+ 𝜖3 𝜕

𝜕𝑇3
+ 𝜖4 𝜕

𝜕𝑇4
)𝑊(𝑇0،𝑇1,𝑇2,𝑇3,𝑇4))  



 

44 

 

53-2 
�̈� = (

𝜕2

𝜕𝑇0
2 + 2𝜖

𝜕2

𝜕𝑇0𝜕𝑇1
+ 𝜖2 (

𝜕2

𝜕𝑇1
2 + 2

𝜕2

𝜕𝑇0𝜕𝑇2
) + 2𝜖3 (

𝜕2

𝜕𝑇0𝜕𝑇3
+

𝜕2

𝜕𝑇1𝜕𝑇2
) +

  𝜖4 (2
𝜕2

𝜕𝑇0𝜕𝑇4
+ 2

𝜕2

𝜕𝑇1𝜕𝑇3
+

𝜕2

𝜕𝑇2
2))  𝑊(𝑇0،𝑇1,𝑇2,𝑇3,𝑇4) 

 خواهیم داشت:ϵ مرتب سازی روابط بر حسب ( 48-2( در رابطه )53-2) تا( 50-2با جایگذاری روابط )

54-2 𝐷0
2𝑊0 + 𝜔0

2𝑊0 = 0 

55-2 𝐷0
2𝑊1 + 𝜔0

2𝑊1 = −2𝐷0𝐷1𝑊0 

56-2 𝐷0
2𝑊2 + 𝜔0

2𝑊2 = −2(𝐷0𝐷2𝑊0 + 𝐷0𝐷1𝑊1) − 𝐷1
2𝑊0 − 3𝑣1𝑊0

3 

57-2 

 

𝐷0
2𝑊3 + 𝜔0

2𝑊3 = −2(𝐷0𝐷1𝑊2 + 𝐷0𝐷2𝑊1 + 𝐷0𝐷3𝑊0 + 𝐷1𝐷2𝑊0) − 𝐷1
2𝑊1      

                                      −3𝑣1𝑊0
2𝑊1 

58-2 

𝐷0
2𝑊4 + 𝜔0

2𝑊4

= −3𝑣1(𝑊0
2𝑊2 + 𝑊0𝑊1

2) + 𝐾𝑐𝑜𝑠(𝜔0𝑇0 + 𝜎𝑇4) − 2𝜇𝐷0𝑊0       

− 2(𝐷0𝐷4𝑊0 + 𝐷1𝐷3𝑊0 + 𝐷0𝐷1𝑊3 + 𝐷0𝐷2𝑊2 + 𝐷0𝐷3𝑊1 + 𝐷1𝐷2𝑊1) − 𝐷2
2𝑊0

− 𝐷1
2𝑊2 − 𝑣2𝑊0

5 

 

 شودبه صورت زیر تعریف می 𝐷اپراتور  که

𝐷𝐸 =
𝜕

𝜕𝑇𝐸
 ; 𝐸 = 0, 1,2,3,4 59-2 

 . باشد( به صورت زیر می54-2پاسخ عمومی معادله )

𝑊0 = 𝐴(𝑇1,𝑇2,𝑇3,𝑇4)𝑒
𝑖𝜔0𝑇0 + 𝐴(𝑇1,𝑇2,𝑇3,𝑇4)𝑒

−𝑖𝜔0𝑇0  

 
2-60  

 آید.اری پاسخ عمومی معادله مرتبه صفر در معادله بعد پاسخ معادله مرتبه بعد بدست میبا جایگذ

𝐷0
2𝑊1 + 𝜔0

2𝑊1 = −2𝑖𝜔0

𝜕𝐴(𝑇1,𝑇2,𝑇3,𝑇4)

𝑇1

𝑒𝑖𝜔0𝑇0 + 𝑐𝑐 

 

2-61  

عبارت سکولار به صورت زیر ( و حذف 61-2با حل معادله )باشد. دوج مختلط میزعبارت م 𝑐𝑐که 

 خواهیم داشت:
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−2𝑖𝜔0

𝜕𝐴(𝑇1,𝑇2,𝑇3,𝑇4)

𝑇1

𝑒𝑖𝜔0𝑇0 = 0 

 

2-62  

 𝐴(𝑇2,𝑇3,𝑇4)صورت  به نبوده و 𝑇2,𝑇3,𝑇4بر حسب  𝐴(𝑇1,𝑇2,𝑇3,𝑇4)شود از رابطه بالا نتیجه می

دله ادهد پاسخ معکه نتیجه می. سپس این مقدار را در معادله مرتبه اول جایگذاری کرده ودشبیان می

های حال پاسخ باشد.می 𝑇2,𝑇3,𝑇4های بر حسب پارامتر 𝐴تا این مرحله عبارت  اول صفر بوده و رتبهم

𝑊0  و𝑊1  رای بدست آوردن پاسخ معادله و مراحل گفته شده ب کرده( جایگذاری 56-2)را در معادله

 .شودمینیز تکرار  (56-2)مرتبه یک برای معادله 

63-2 
𝐷0

2𝑊2 + 𝜔0
2𝑊2 = 𝑣1𝐴

3𝑒3𝑖𝑇0𝜔0 + (3𝑣1𝐴
2𝐴 + 2𝑖

𝜕𝐴(𝑇2,𝑇3,𝑇4)

𝑇2
𝜔0)𝑒𝑖𝜔0𝑇0 + 𝑐𝑐 

 

𝑒𝑖𝜔0𝑇0ضریب با حذف  = و حل معادله  𝑊2در حل ولار کعبارت سیعنی جملات ایجاد کننده  0

 :آیدبدست میل پاسخ خصوصی معادله به صورت زیر یدیفرانس

64-2 𝑊2 = 
𝑣1(𝑒3𝑖𝑇0𝜔0𝐴3 + 𝑒−3𝑖𝑇0𝜔0𝐴

3
)

8𝜔0
2  

ولار نتایج حاصل ( قرار داده و با حذف عبارت سک57-2)ر معادله درا  𝑊2و  𝑊0 ،𝑊1های حال پاسخ

 آید.بدست میبه صورت زیر از معادله 

65-2 𝐷0
2𝑊3 + 𝜔0

2𝑊3 = 2𝑖𝜔0

𝜕𝐴(𝑇2,𝑇3,𝑇4)

𝜕𝑇3

𝑒𝑖𝜔0𝑇0 + 𝑐𝑐 

 شود.حل عبارت دیفرانسلی نتیجه زیر حاصل می و 𝑒𝑖𝜔0𝑇0با مساوی صفر قرار دادن ضریب عبارت 

2𝑖𝜔0
𝜕𝐴(𝑇2,𝑇3,𝑇4)

𝜕𝑇3
= 0      

 

2-66  

 خواهد بود.نیز برابر با صفر  𝑊3نبوده و  𝑇3بر حسب  𝐴(𝑇2,𝑇3,𝑇4)که 

( جایگذاری کرده و سپس با 58-2)را در معادله  𝑊3، و 𝑊0 ،𝑊1 ،𝑊2های در این قسمت پاسخ

 پرداخته خواهد شد.فوق سکولار به حذف ضریب  ایجاد کننده ترم مشخص کردن عبارت
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𝐷0
2𝑊4 + 𝜔0

2𝑊4   

= 8𝐾𝑐𝑜𝑠(𝜔0𝑇0 + 𝜎𝑇4) −
(8𝑣1𝐴

5𝜔0
2 + 3𝑣1

2𝐴5)𝑒5𝑖𝜔0𝑇0

8𝜔0
2

−
(40𝑣2𝐴

4𝐴𝜔0
2 + 6𝑣1

2𝐴4𝐴 + 18𝑖𝐴2𝑣1𝜔0
𝜕𝐴(𝑇2,𝑇4)

𝜕𝑇2
) 𝑒3𝑖𝜔0𝑇0

8𝜔0
2

−

(80𝑣2𝐴
3𝐴

2
𝜔0

2 + 3𝑣1
2𝐴3𝐴

2
+ 16𝑖 (𝜇𝐴𝜔0

2 + 𝜔0
3 𝜕𝐴(𝑇2,𝑇4)

𝜕𝑇4
) + 8𝜔0

2 (
𝜕2𝐴(𝑇2,𝑇4)

𝜕𝑇2
2 ))𝑒𝑖𝜔0𝑇0

8𝜔0
2

+ 𝑐𝑐 
 

2-76  

 

 . آیدبدست می در رابطه فوق رابطه زیر 𝑒𝑖𝜔0𝑇0با برابر صفر قرار دادن ضریب 

2𝑖𝜔0

𝜕𝐴(𝑇2 ,𝑇4
)

𝜕𝑇4

+ 10𝑣2𝐴
3𝐴

2
+

3

8𝜔0
2
𝑣1

2𝐴3𝐴
2
+

𝜕2
𝐴(𝑇2 ,𝑇4

)

𝜕𝑇2
2 + 2𝑖𝜇𝜔0𝐴(𝑇2 ,𝑇4

) − 𝐾𝑒𝑖𝜎𝑇4 = 0 2-86  

 توان استفاده کرد می به صورت زیراز فرم قطبی ( 68-2)برای حل معادله 

69-2 𝐴(𝑇2,𝑇4) =
1

2
𝑎(𝑇2,𝑇4)𝑒𝑖𝛽(𝑇2,𝑇4)، �̅� =

1

2
𝑎(𝑇2,𝑇4)𝑒−𝑖𝛽(𝑇2,𝑇4)  

  شود.ت زیر حاصل میارعب (68-2( در )69-2پس از جایگذاری رابطه )

70-2 

1

256𝜔0
2 (80𝑣2𝑎

5𝜔0
2 + 3𝑣1

2𝑎5 + 256𝑖𝜇𝑎𝜔0
3 − 128𝑎𝜔0

2 (
𝜕𝛽(𝑇2,𝑇4)

𝜕𝑇2

)

2

+ 256𝑖𝜔0
2 (

𝜕𝑎(𝑇2,𝑇4)

𝜕𝑇2

) (
𝜕𝛽(𝑇2,𝑇4)

𝜕𝑇2

) + 128𝑖𝜔0
2𝑎

𝜕2𝛽(𝑇2,𝑇4)

𝜕𝑇2
2 + 256𝑖𝜔0

3
𝜕𝑎(𝑇2,𝑇4)

𝜕𝑇4

− 256𝑎𝜔0
3
𝜕𝛽(𝑇2,𝑇4)

𝜕𝑇4

− 128𝐾𝜔0
2(cos(𝜎𝑇4 − 𝛽) + 𝑖𝑠𝑖𝑛(𝜎𝑇4 − 𝛽)) + 128𝜔0

2
𝜕2𝑎(𝑇2,𝑇4)

𝜕𝑇2
2 )

= 0 

  آید.بدست میزیر  عبارت و ساده سازی های موهومی و حقیقیپس جداسازی قسمت

71-2 
80𝑣2𝑎

5𝜔0
2 + 3𝑣1

2𝑎5 − 256𝑎𝜔0
3 𝜕𝛽(𝑇2,𝑇4)

𝜕𝑇4
− 128𝐾𝜔0

2 cos(𝜎𝑇4 − 𝛽) + 128𝜔0
2 𝜕2𝑎(𝑇2,𝑇4)

𝜕𝑇2
2

256𝜔0
2

= 0 

72-2 
𝜔0𝜇𝑎 + (

𝜕𝑎(𝑇2,𝑇4)

𝜕𝑇2

) (
𝜕𝛽(𝑇2,𝑇4)

𝜕𝑇2

) +

𝑎
𝜕2𝛽(𝑇2,𝑇4)

𝜕𝑇2
2

2
+ 𝜔0 (

𝜕𝑎(𝑇2,𝑇4)

𝜕𝑇4

) −
𝐾𝑠𝑖𝑛(𝜎𝑇4 − 𝛽)

2
= 0 
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𝜎𝑇4 با تغییر متغیرل پایا برای بدست آوردن حسپس  − 𝛽 = γ  و حذف عبارات دیفرانسیلی عبارات زیر

 حاصل خواهد شد.

73-2 5𝑎4𝑣2

16𝜔0
+

3𝑎4𝑣1
2

256𝜔0
3 − 𝜎 −

𝐾 𝑐𝑜𝑠(𝛾)

2𝜔0𝑎
= 0 

74-2 𝜇 −
𝐾 𝑠𝑖𝑛(𝛾)

2𝜔0𝑎
= 0 

معادله پاسخ فرکانسی سیستم در حالت رزونانس ساده سازی، ( و 74-2( ، )73-2در روابط ) 𝛾حذف با 

 اولیه به صورت زیر خواهد بود.

75-2 𝐾2

4𝜔0
2𝑎2

= (
5𝑎4𝑣2

16𝜔0
+

3𝑎4𝑣1
2

256𝜔0
3 − 𝜎)

2

+ 𝜇2 

 باشد.لیه می( معادله پاسخ فرکانسی حالت پایای سیستم برای حالت روزنانس او75-2معادله )

 ثانویه های: رزونانس 3-3-2

های ثانویه ناسرزوخواهد شد. تفاوت بین  های ثانویه سیستم پرداختهدر این بخش به بررسی رزونانس

است. در این نوع تحلیل عبارت تحریک سیستم در جمله قرار گرفتن عبارت تحریک  ر نحوهو اولیه د

شود می د و برخلاف حالتی که رزونانس اولیه سیستم بررسیگیراول از مرتبه اغتشاش سیستم قرار می

سیستم مرتب سازی شده است یک معادله غیر همگن  اغتشاش پارامتر مرتبه معادله اولی که بر حسب

 باشد.می

لذا با توجه  .باشندهای ثانویه دارای دو حالت مافوق هارمونیک و مادون هارمونیک میرزونانس

مرتبه غیرخطی  برای هر دو وجود داردپنج مرتبه سه و مرتبه  بارات غیر خطیسیستم ع در به این که

 شود.ن هارمونیک استخراج میومعادله حالت پایای تحلیل فرکانسی برای حالت مافوق هارمونیک و ماد

 مافوق هارمونیک مرتبه سه : رزونانس 1-3-3-2

ایب جدید سیستم برای بررسی ضر باشد( که معادله اصلی سیستم می46-2با توجه به معادله )

 شود.به صورت زیر تعریف می مرتبه سه ن هارمونیکدوهای مافوق و ماتحلیل

76-2 
 

�̅� = 𝜖𝜇; 𝑣1̃ = 𝜖𝑣1;  𝑣2̃ = 𝜖2𝑣2; �̂� = 𝐾  

 باشد معادله جدید سیستم به صورت زیر میلذا 
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2-77  �̈� + 2𝜖𝜇�̇� + 𝜔0
2𝑊 + 𝜖𝑣1𝑊

3 + 𝜖2𝑣2𝑊
5 =  𝐾𝑐𝑜𝑠(Ω𝑡) 

 .باشدیک پارامتر بسیار کوچک می ϵبا توجه به قسمت قبل 

رزونانس ثانویه سیستم پرداخته های چندگانه به تحلیل در این بخش هم با استفاده از روش مقیاس

ای سیستم در . برای استفاده از این روش ابتدا باید یک بسط از جملات را تا مرتبه مورد نظر برشودمی

 نظر گرفته تا در  سیستم جایگذاری شود.

78-2 𝑊 = 𝑊0(𝑇0،𝑇1) + 𝜖𝑊1(𝑇0،𝑇1)  

 باشند:های مستقل زمان، و به صورت زیر میمتغیر  𝑇0  ،𝑇1که 

79-2 𝑇𝐸 = 𝜖𝐸𝑡; 𝐸 = 0,1  

( جایگزین کرده و معادله را بر 77-2)را در معادله  �̈�و  �̇�های ( باید اپراتور77-2با توجه به معادله )

 .کردجدا سازی  ϵاساس مرتبه پارامتر 

80-2 �̇� = (( 
𝜕

𝜕𝑇0
+ ϵ

𝜕

𝜕𝑇1
)𝑊(𝑇0،𝑇1))  

 

81-2 �̈� = (
𝜕2

𝜕𝑇0
2 + 2𝜖

𝜕2

𝜕𝑇0𝜕𝑇1
)  𝑊(𝑇0،𝑇1) 

 ( خواهیم داشت77-2در معادله )( 81-2) و (80-2) (،78-2با جایگذاری روابط )

82-2 

𝐷0
2𝑊0 + 𝜖𝐷0

2𝑊1 + 2𝜖𝐷0𝐷1𝑊0 + 2𝜖2𝐷0𝐷1𝑊1 + 2𝜖𝜇𝐷0𝑊0 + 2𝜖2𝜇(𝐷0𝑊1

+ 𝐷1𝑊0) + 2𝜖3𝜇𝐷1𝑊1 + 𝜔0
2𝑊0 + 𝜔0

2𝜖𝑊1 + 𝜖𝑣1𝑊0
3 + 3𝜖2𝑣1𝑊0

3𝑊1

+ 3𝜖3𝑣1𝑊0𝑊1
2 + 𝜖4𝑣1𝑊1

3 + 𝜖2𝑣2𝑊0
5 + 5𝜖3𝑣2𝑊0

4𝑊1 + 10𝜖4𝑣2𝑊0
3𝑊1

2

+ 10𝜖5𝑣2𝑊0
2𝑊1

3 + 5𝜖6𝑣2𝑊0𝑊1
4 + 𝜖7𝑣2𝑊1

5 − 𝐾𝑐𝑜𝑠(Ω𝑡) = 0 

 شودبه صورت زیر تعریف می Dاپراتور  که

𝐷𝐸 =
𝜕

𝜕𝑇𝐸
 ; 𝐸 = 0, 1 83-2 
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 خواهیم داشت:ϵ مرتب سازی روابط بر حسب  و ( 82-2با توجه به معادله )

84-2 𝐷0
2𝑊0 + 𝜔0

2𝑊0 = 𝐾𝑐𝑜𝑠(Ω𝑡) 

85-2 𝐷0
2𝑊1 + 𝜔0

2𝑊1 = −2𝐷0𝐷1𝑊0 − 2𝜇𝐷0𝑊0 − 𝑣1𝑊0
3 

که خواهد شد  تنظیمطوری  ϵهای در این قسمت عبارت غیرخطی مرتبه سه مد نظر است لذا پارامتر

 دو ظاهر شود. تبهیر خطی مد نظر در معادله مرغعبارت 

 . باشد( به صورت زیر می84-2معادله ) و خصوصی پاسخ عمومی

𝑊0 = 𝐴(𝑇1)𝑒
𝑖𝜔0𝑇0 + 𝐴(𝑇1)𝑒

−𝑖𝜔0𝑇0 + Λ𝑒𝑖Ω𝑇0 + Λ𝑒−𝑖Ω𝑇0  
 

2-86  

Λکه عبارت  =
1

2
𝐾(𝜔0

2 − Ω2)−1 حال با جایگذاری  باشد.می𝑊0 ( 85-2در معادله ):داریم 

 

87-2 

2𝑖𝐴′𝜔0𝑒
𝑖𝜔0𝑇0 − 2𝑖𝐴′𝜔0𝑒

−𝑖𝜔0𝑇0 + 3𝑣1𝐴
2𝐴𝑒𝑖𝜔0𝑇0 + 6𝑣1𝐴Λ2𝑒𝑖𝜔0𝑇0

+ 6𝑣1𝐴Λ2𝑒−𝑖𝜔0𝑇0 + 3𝑣1𝐴𝐴
2
𝑒−𝑖𝜔0𝑇0 + 3𝑣1𝐴

2Λ 𝑒2𝑖𝜔0𝑇0+𝑖Ω𝑇0

+ 3𝑣1𝐴
2Λ𝑒2𝑖𝜔0𝑇0−𝑖Ω𝑇0 + 3𝑣1𝐴Λ2𝑒𝑖𝜔0𝑇0+2𝑖Ω𝑇0 + 3𝑣1𝐴Λ2𝑒𝑖𝜔0𝑇0−2𝑖Ω𝑇0

+ 3𝑣1𝐴Λ2𝑒−𝑖𝜔0𝑇0+2𝑖Ω𝑇0 + 3𝑣1𝐴
2
Λ𝑒−2𝑖𝜔0𝑇0+𝑖Ω𝑇0 + 3𝑣1𝐴

2
Λ2𝑒−2𝑖𝜔0𝑇0−𝑖Ω𝑇0

+ 3𝑣1𝐴Λ2𝑒−𝑖𝜔0𝑇0−2𝑖Ω𝑇0 + 𝑣1Λ
3𝑒3𝑖Ω𝑇0 + 3𝑣1Λ

3𝑒−𝑖Ω𝑇0 + 𝑣1𝐴
3
𝑒−3𝑖𝜔0𝑡

+ 𝑣1Λ
3𝑒−3𝑖Ω𝑇0 + 𝑣1A

3𝑒−3𝑖𝜔0𝑇0 + 3𝑣1Λ
3𝑒𝑖Ω𝑇0 + 6𝑣1𝐴AΛ𝑒−𝑖Ω𝑇0

− 2𝑖𝜇𝐴𝜔0𝑒
−𝑖𝜔0𝑇0 − 2𝑖𝜇ΛΩ𝑒−𝑖Ω𝑇0 + 6𝑣1𝐴𝐴Λ𝑒𝑖Ω𝑇0 + 2𝑖𝜇𝐴𝜔0𝑒

+𝑖𝜔0𝑇0

+ 2𝑖𝜇ΛΩ𝑒+𝑖Ω𝑇0+𝐷0
2𝑊1 + 𝜔0

2𝑊1 = 0 

Ωبا جایگذاری  =
1

3
(𝜔0 + 𝜖𝜎) ( و مرتب سازی برحسب 87-2در معادله )𝑒𝑥𝑝  و حذف ضریب

 .شودعبارت زیر حاصل میعبارت سکولار 

88-2 6𝑣1Λ
2𝐴 + 2𝑖𝜔0(𝜇𝐴 + 𝐴′) + 3𝑣1𝐴𝐴2 + 𝑣1Λ

3𝑒𝑖𝜎𝑇1 = 0 

 توان استفاده کرد از فرم قطبی عبارت می( 88-2)برای حل معادله 

89-2 𝐴(𝑇1) =
1

2
𝑎(𝑇1)𝑒

𝑖𝛽(𝑇1)، �̅� =
1

2
𝑎(𝑇1)𝑒

−𝑖𝛽(𝑇1)  

 ( فرم قطبی عبارت سکولار به صورت زیر خواهد بود.88-2( در معادله )89-2با جایگذاری عبارت )
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90-2 3𝑣1Λ
2𝑎 + 𝜇𝑖𝑎𝜔0 +

3

8
𝑣1𝑎

3 + 𝑖𝜔0𝑎
′ − 𝜔0𝑎𝛽′ + 𝑣1Λ

3(cos(𝜎𝑇1 − 𝛽) + 𝑖𝑠𝑖𝑛(𝜎𝑇1 − 𝛽)) = 0 

𝜎𝑇1تغییر متغیر  (،90-2و موهومی معادله ) یهای حقیقا جداسازی قسمتب − 𝛽 = 𝛾  و همچنین

 آید.فرم حالت پایدار سیستم بدست میذف عبارات دیفرانسیلی از معادله، ح

91-2 𝑟𝑒𝑎𝑙 =
3𝑣1Λ

2

𝜔0
+

3𝑎2𝑣1

8𝜔0
− 𝜎 +

𝑣1Λ
3 cos(𝛾)

𝜔0𝑎
= 0 

92-2 𝑖𝑚𝑎𝑔𝑒 = 𝜇 +
𝑣1Λ

3 sin(𝛾)

𝜔0𝑎
= 0 

 

( و ساده سازی، پاسخ فرکانسی سیستم در حالت رزونانس ثانویه 92-2( ، )91-2در روابط ) 𝛾با حذف 

 مافوق هارمونیک مرتبه سه به صورت زیر خواهد بود.

93-2 Λ6𝑣1
2

𝜔0
2𝑎2

=
9

64

𝑎4𝑣1
2

𝜔0
2 + (

9

4

𝑣1
2Λ2

𝜔0
2 −

3

4

𝑣1𝜎

𝜔0
)𝑎2 +

9𝑣1
2Λ4

𝜔0
2 −

6𝑣1Λ
2𝜎

𝜔0
+ 𝜇2 + 𝜎2 

 مادون هارمونیک مرتبه سه : رزونانس 2-3-3-2

 جایگذاری ،( 87-2) با توجه به رابطه سیستم نانس مادون هارمونیک مرتبه سهرزوحال برای بررسی 

Ω عبارت = 3(𝜔0 + 𝜖𝜎) ( 87-2در معادله ،) سازی برحسب مرتب𝑒𝑥𝑝  و حذف ضریب عبارت

 شود.عبارت زیر حاصل میسکولار 

94-2 6𝑣1Λ
2𝐴 + 2𝑖𝜔0(𝜇𝐴 + 𝐴′) + 3𝑣1𝐴𝐴2 + 3𝑣1Λ𝐴

2
𝑒𝑖𝜎𝑇1 = 0 

  شود.( استفاده می89-2با توجه به معادله )از فرم قطبی عبارت ( 94-2)برای حل معادله 

95-2 
3𝑣1Λ

2𝑎 + 𝑖𝜇𝑎𝜔0 +
3

8
𝑣1𝑎

3 + 𝑖𝜔0𝑎
′ − 𝜔0𝑎𝛽′

+
3

4
𝑣1Λ𝑎2(cos(𝜎𝑇1 − 3𝛽) + 𝑖𝑠𝑖𝑛(𝜎𝑇1 − 3𝛽)) = 0 

𝜎𝑇1(، تغییر متغیر 95-2و موهومی معادله ) یهای حقیقا جداسازی قسمتب − 3𝛽 = 𝛾  و

 آید.( فرم حالت پایدار سیستم بدست می95-2همچنین حذف عبارات دیفرانسیلی از معادله )

96-2 𝑟𝑒𝑎𝑙 =
9

4

𝑣1Λ𝑎2cos (𝛾)

𝜔0
+

9𝑎𝑣1Λ
2

4𝜔0
+

9𝑎3𝑣1

8𝜔0
− 𝜎𝑎 = 0 
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97-2 𝑖𝑚𝑎𝑔𝑒 =
9𝑣1Λ𝑎2sin (𝛾)

4𝜔0
+ 3𝜇𝑎 = 0 

خ فرکانسی سیستم در حالت رزونانس ثانویه ( و ساده سازی، پاس97-2( ، )96-2در روابط ) 𝛾با حذف 

 هارمونیک مرتبه سه به صورت زیر خواهد بود. دونما

98-2 

81𝑣1
2Λ2𝑎4

16𝜔0
2

=
81𝑎6𝑣1

2

69𝜔0
2 + (

81𝑣1
2Λ2

4𝜔0
2 −

9𝑣1𝜎

4𝜔0
)𝑎4 + (

81𝑣1
2Λ4

𝜔0
2 −

18𝑣1Λ
2𝜎

𝜔0
+ 𝜎2 + 9𝜇2)𝑎2 

 

 مافوق هارمونیک مرتبه پنج : رزونانس 3-3-3-2

ضرایب جدید سیستم برای بررسی باشد ( که معادله اصلی سیستم می46-2با توجه به معادله )

 شود.به صورت زیر تعریف می مرتبه پنج ن هارمونیکدوهای مافوق و ماتحلیلی

99-2 �̅� = 𝜖𝜇; 𝑣1̃ = 𝜖2𝑣1;  𝑣2̃ = 𝜖𝑣2; �̂� = 𝐾  

 باشد معادله جدید سیستم به صورت زیر می

2-100  �̈� + 2𝜖𝜇�̇� + 𝜔0
2𝑊 + 𝜖2𝑣1𝑊

3 + 𝜖𝑣2𝑊
5 =  𝐾𝑐𝑜𝑠(Ω𝑡) 

در این بخش هم با استفاده از روش  .باشدیک پارامتر بسیار کوچک می ϵقبل  هایبا توجه به قسمت

. برای استفاده از این روش ابتدا شودرزونانس ثانویه سیستم پرداخته میهای چندگانه به تحلیل مقیاس

 جایگذاری شود.برای سیستم در نظر گرفته تا در سیستم  باید یک بسط از جملات را تا مرتبه مورد نظر

اما با  باشندمی ( مشابه80-2( تا )78-2ونانس ثانویه معادلات )زبا توجه به قسمت قبل برای بررسی ر

( تغییر کرده و به صورت زیر ظاهر 82-2) شاش برای سیستم مرتبه پنج معادلهتامتر اغتوجه به تغییر پار

  شودمی

101-2 

𝐷0
2𝑊0 + 𝜖𝐷0

2𝑊1 + 2𝜖𝐷0𝐷1𝑊0 + 2𝜖2𝐷0𝐷1𝑊1 + 2𝜖𝜇𝐷0𝑊0 + 2𝜖2𝜇(𝐷0𝑊1

+ 𝐷1𝑊0) + 2𝜖3𝜇𝐷1𝑊1 + 𝜔0
2𝑊0 + 𝜔0

2𝜖𝑊1 + 𝜖2𝑣1𝑊0
3 + 3𝜖3𝑣1𝑊0

2𝑊1

+ 3𝜖4𝑣1𝑊0𝑊1
2 + 𝜖5𝑣1𝑊1

3 + 𝜖𝑣2𝑊0
5 + 5𝜖2𝑣2𝑊0

4𝑊1 + 10𝜖3𝑣2𝑊0
3𝑊1

2

+ 10𝜖4𝑣2𝑊0
2𝑊1

3 + 5𝜖5𝑣2𝑊0𝑊1
4 + 𝜖6𝑣2𝑊1

5 − 𝐾𝑐𝑜𝑠(Ω𝑡) = 0 

 خواهیم داشت:ϵ مرتب سازی روابط بر حسب با . شودتعریف می (83-2با توجه به رابطه ) 𝐷که اپراتور 
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102-2 𝐷0
2𝑊0 + 𝜔0

2𝑊0 = 𝐾𝑐𝑜𝑠(Ω𝑡) 

103-2 𝐷0
2𝑊1 + 𝜔0

2𝑊1 = −2𝐷0𝐷1𝑊0 − 2𝜇𝐷0𝑊0 − 𝑣2𝑊0
5 

که  شودمی تنظیمطوری  ϵهای مد نظر است لذا پارامتر پنجدر این قسمت عبارت غیرخطی مرتبه 

( به 102-2معادله ) و خصوصی پاسخ عمومی دو ظاهر شود. تبهخطی مد نظر در معادله مریرغعبارت 

رابطه زیر بدست خواهد ( 103-2در معادله ) 𝑊0جایگذاری حال با  .باشدمی (86-2معادله )صورت 

 :آمد

 

104-2 

𝐷0
2𝑊1 + 𝜔0

2𝑊1 + 2Λ(5𝑣2Λ
4 + 30𝑣2Λ

2𝐴𝐴 + 15𝑣2𝐴
2𝐴

2
+ 𝑖𝜇Ω) 𝑒𝑖Ω𝑇0

+ (20𝑣2𝐴
3Λ2 + 5𝑣2𝐴

4𝐴)𝑒3𝑖ω0𝑇0

+ (2𝑖𝜔0𝐴
′ + 2𝐴 (15𝑣2Λ

4 + 30𝑣2Λ
2𝐴𝐴 + 5𝑣2𝐴

2𝐴
2
+ 𝑖𝜇𝜔0)) 𝑒𝑖ω0𝑇0

+ 𝑣2𝐴
5𝑒𝑖ω0𝑇0 + 5𝑣2𝐴

4Λ𝑒𝑖𝑇0(Ω+4𝜔0) + 10𝑣2𝐴
5Λ3𝑒𝑖𝑇0(3Ω+2𝜔0)

+ 10𝑣2𝐴
3Λ2𝑒𝑖𝑇0(2Ω+3𝜔0) + 5𝑣2𝐴Λ4𝑒𝑖𝑇0(4Ω+𝜔0) + 10𝑣2Λ

3A
2
𝑒𝑖𝑇0(3Ω−2𝜔0)

+ 5𝑣2𝐴Λ4𝑒𝑖𝑇0(4Ω−𝜔0) + 10𝑣2𝐴
3
Λ2𝑒𝑖𝑇0(2Ω−3𝜔0)

+ 30Λ𝐴
2
𝑣2 (Λ2 +

2𝐴𝐴

3
) 𝑒𝑖𝑇0(Ω−2𝜔0) + 20Λ2𝐴𝑣2 (Λ2 +

3𝐴𝐴

2
) 𝑒𝑖𝑇0(2Ω+𝜔0)

+ 30Λ𝐴2𝑣2 (Λ2 +
2𝐴𝐴

3
) 𝑒𝑖𝑇0(Ω+2𝜔0) + 20Λ2𝐴𝑣2 (Λ2 +

3𝐴𝐴

2
) 𝑒𝑖𝑇0(2Ω−𝜔0)

+ 5𝐴
4
𝑣2𝑒

𝑖𝑇0(Ω−4𝜔0) + 10𝑣2Λ
3(Λ2 + 4𝐴𝐴) cos(3Ω𝑇0) + 2𝑣2Λ

5 cos(5Ω𝑇0)

+ 𝑐𝑐 = 0 

Ωبا جایگذاری  =
1

5
(𝜔0 + 𝜖𝜎) ( و مرتب سازی برحسب 104-2در معادله )𝑒𝑥𝑝  و حذف ضریب

 .دهدمعادله زیر را نتیجه میعبارت سکولار 

105-2 30𝑣2Λ
2𝐴 + 2𝑖𝜔0(𝜇𝐴 + 𝐴′) + 60𝑣2𝐴𝐴2Λ2 + 10𝑣2𝐴

3𝐴
2
+ 𝑣2Λ

5𝑒𝑖𝜎𝑇1 = 0 

( در 89-2با جایگذاری عبارت )توان استفاده کرد می (89-2)از فرم قطبی ( 105-2)برای حل معادله 

 ( فرم قطبی عبارت سکولار به صورت زیر خواهد بود.105-2معادله )
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106-2 
15𝑎𝑣2Λ

4 +
15

2
𝑎3𝑣2Λ

2 +
5

16
𝑣2𝑎

5 + 𝑖𝜇𝑎𝜔0 + 𝑖𝜔0𝑎
′ − 𝜔0𝑎𝛽′

+ 𝑣2Λ
5(cos(𝜎𝑇1 − 𝛽) + 𝑖𝑠𝑖𝑛(𝜎𝑇1 − 𝛽)) = 0 

𝜎𝑇1(، تغییر متغیر 106-2های حقیق و موهومی معادله )ا جداسازی قسمتب − 𝛽 = 𝛾  و همچنین

 آید.فرم حالت پایدار سیستم بدست میذف عبارات دیفرانسیلی از معادله ح

107-2 𝑟𝑒𝑎𝑙 =
15𝑣2Λ

4

𝜔0
+

15𝑎2𝑣2Λ
2

2
+

5𝑎4𝑣2

16𝜔0
− σ +

𝑣2Λ
5cos (𝛾)

𝜔0𝑎
= 0 

108-2 𝑖𝑚𝑎𝑔𝑒 =
𝑣2Λ

5sin (𝛾)
𝜔0𝑎

+ 𝜇 = 0 

( و ساده سازی، پاسخ فرکانسی سیستم در حالت رزونانس 108-2( ، )107-2در روابط ) 𝛾با حذف 

 به صورت زیر خواهد بود. پنجثانویه مافوق هارمونیک مرتبه 

109-2 

Λ10𝑣2
2

𝜔0
2𝑎2

=
25

256

𝑎8𝑣2
2

𝜔0
2 +

75𝑎6𝑣2
2Λ2

16𝜔0
2 + (

525𝑣2
2Λ4

8𝜔0
2 −

5𝑣2𝜎

𝜔0
)𝑎4

+ (
225𝑣2

2Λ6

𝜔0
2 −

15𝑣2𝜎Λ2

𝜔0
)𝑎2 +

225𝑣2
2Λ8

𝜔0
2 −

30𝑣2Λ
4𝜎

𝜔0
+ 𝜎2 + 𝜇2 

 پنجمادون هارمونیک مرتبه  : رزونانس 4-3-3-2

 جایگذاری ،( 104-2با توجه به رابطه ) سیستم پنجحال برای بررسی روزنانس مادون هارمونیک مرتبه 

Ω عبارت = 5(𝜔0 + 𝜖𝜎) ( 104-2در معادله ،) مرتب سازی برحسب𝑒𝑥𝑝  و حذف ضریب عبارت

 .آیدرابطه زیر بدست میسکولار 

110-2 30𝑣2Λ
4𝐴 + 2𝑖𝜔0(𝜇𝐴 + 𝐴′) + 60𝑣2𝐴𝐴2Λ2 + 10𝑣2𝐴

3𝐴
2
+ 5𝑣2ΛA

4
𝑒𝑖𝜎𝑇1 = 0 

  شود.( استفاده می89-2با توجه به معادله )از فرم قطبی عبارت ( 110-2)برای حل معادله 

111-2 
15𝑎𝑣2Λ

4 +
15

2
𝑎3𝑣2Λ

2 +
5

16
𝑣2𝑎

5 + 𝑖𝜇𝑎𝜔0 + 𝑖𝜔0𝑎
′ − 𝜔0𝑎𝛽′

+
5

16
𝑣2Λ𝑎4(cos(𝜎𝑇1 − 5𝛽) + 𝑖𝑠𝑖𝑛(𝜎𝑇1 − 5𝛽)) = 0 

𝜎𝑇1(، تغییر متغیر 111-2و موهومی معادله ) یهای حقیقا جداسازی قسمتب − 5𝛽 = 𝛾  و همچنین

 آید.حذف عبارات دیفرانسیلی از معادله  فرم حالت پایدار سیستم بدست می
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112-2 𝑟𝑒𝑎𝑙 =
25

16

𝑣2Λ𝑎4cos (𝛾)

𝜔0
+

75𝑎𝑣2Λ
4

𝜔0
+

75𝑎3𝑣2Λ
2

2𝜔0
+

25𝑎5𝑣2

16𝜔0
− 𝜎𝑎 = 0 

113-2 𝑖𝑚𝑎𝑔𝑒 =
25𝑣2Λ𝑎4sin (𝛾)

16𝜔0
+ 5𝜇𝑎 = 0 

( و ساده سازی، پاسخ فرکانسی سیستم در حالت رزونانس 113-2( ، )112-2در روابط ) 𝛾با حذف 

 به صورت زیر خواهد بود. پنجهارمونیک مرتبه  دونثانویه ما

114-2 

625Λ2𝑣2
2𝑎8

256𝜔0
2

=
625𝑎10𝑣2

2

256𝜔0
2 +

1875𝑣2
2Λ2𝑎8

10𝜔0
2 + (

13125𝑣2
2Λ4

8𝜔0
2 −

25𝜎𝑣2

8𝜔0
)𝑎6

+ (
5625𝑣2

2Λ6

𝜔0
2 −

75𝑣2
2Λ2𝜎

𝜔0
)𝑎4

+ (
5625𝑣2

2Λ8

𝜔0
2 −

150𝑣2
2Λ4𝜎

𝜔0
+ 𝜎2 + 25𝜇2)𝑎2 

 

با تغییر  های مختلف بدست آمد در فصل بعدیبرای پاسخ فرکانسی در حالتبا توجه به معادلاتی که 

 خواهد شد.های سیستم نتایج مربوطه بررسی پارامتر
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نتایج :  سومفصل 
 های رزونانسیتحلیل
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های رزونانسی ارائه های تحلیلابط معرفی شده در فصل دوم نتایج و نمودارودر این فصل با توجه به ر

اولیه سیستم مورد  رزونانسهای حاصل از معادله حالت پایدار نموداردر بخش اول این فصل د. شومی

های ( نمودار98-2( و )93-2)در بخش دوم این فصل با توجه به معادلات  .بررسی قرار خواهد گرفت

د پاسخ فرکانسی برای حالت مافوق هارمونیک و مادون هارمونیک مرتبه سه مورد بحث قرار خواه

های پاسخ ( نمودار114-2( و )109-2. در بخش سوم این فصل نیز با توجه به معادلات )گرفت

 هارمونیک و مادون هارمونیک مرتبه پنج مورد بررسی قرار خواهد گرفت.فرکانسی برای حالت مافوق 

ه توزیع ماده ها تاثیر بارگذاری، اندازه زاویه راس مخروط، میرایی، شماره مود، و نحودر همه این تحلیل

مورد بررسی  (خطی، مربی، معکوس مربعی و مرتبه سهمدرج تابعی در جهت ضخامت در چهار حالت )

  .گیردمی

 و هندسه سیستم مشخصات ماده مورد نظر :1-3

 به صورت زیر است: در جدول ( مشخصات ماده تشکیل دهنده مخروط2-2با توجه به معادله )

 ]37[ته شده : مشخصات ماده بکار گرف1-3جدول 

𝑵𝒊 𝑺𝒊𝟑𝑵𝟒 ضرایب 

𝝆𝒎(𝒌𝒈 𝒎𝟑⁄ ) 𝜈𝑚 𝐸𝑚(𝑝𝑎) 𝜌𝑐(𝑘𝑔 𝑚3⁄ ) 𝜈𝑐 𝐸𝑐(𝑝𝑎) 

𝟖𝟗𝟎𝟎 0.31 2.2395× 1011 2370 0.24 3.4843× 1011 𝐹0 

𝟎 0 0 0 0 0 𝐹−1 

𝟎 0 -2.794× 10−4 0 0 -3.07× 10−4 𝐹1 

𝟎 0 -3.998× 10−4 0 0 -2.160× 10−7 𝐹2 

𝟎 0 0 0 0 -8.946× 10−11 𝐹3 

𝟖𝟗𝟎𝟎 0.31 2.05098 × 1011 2370 0.24 3.2227× 1011 𝑃 

 

 صحت سنجی و اعتبار پژوهش :2-3

 ی قرار گیرد.مورد بررس سازی سیستممدلبار در این بخش ابتدا قبل از بررسی نتایج باید صحت اعت

آمده است اعتبار سنجی نتایج تحقیق  ]37[شماره  چه که در منبعبرای اعتبار سنجی با توجه به آن

پوسته مخروطی مدرج  روابط استخراج شده سنجیصحت برای  تحقیقاین . در د شدهاضر انجام خواح

بعد سیستم و فرکانس بی تابعی، هندسه مورد نظر را به صورت تماما فلز در حالت بی بعد در نظر گرفته

در جدول  اینتایج مربوط به این بررسی و مطالعه مقایسه .گیردیبا نتایج گذشته مورد بررسی قرار م را

بعد بدست فرکانس بیشود خطا بین ارائه شده است. همانطور که از جدول مذکور مشاهده می (3-2)

  باشد.بسیار کم می ]37[بین تحقیق حاضر و مرجع  آمده

(1-3) 𝜔𝑚 = 𝜔𝐿𝑚
𝑅2√(1 − 𝜐𝑚

2 )𝜌𝑚 𝐸𝑚⁄  
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 باشد.بعد سیستم در حالت تماما فلز برای سیستم می( رابطه فرکانس بی1-3رابطه )

 : صحت سنجی پژوهش2-3جدول 

در صد 

 خطا

منبع 

 ]37[شماره

 تحقیق حاضر

فرکانس 

 بعدبی

شماره مود 

 عرضی

4.16 0.7943 0.8359 2 
2.87 0.7085 0.7372 3 
1.7 0.6199 0.6369 4 

0.64 0.5437 0.5501 5 
0.13 0.4896 0.4883 6 
0.66 0.4623 0.4557 7 
0.96 0.4627 0.4531 8 
1.07 0.4882 0.4775 9 

 

 ابعاد پوسته :3-3

 : هندسه پوسته3-3جدول 
0.004m ℎ ضخامت 

0.2m 𝐿 طول 

0.6m 𝑆1 ل یال ناقصاندازه طو 

0.8m 𝑆2 اندازه طول یال مخروط 

0.3m 𝑅1 شعاع قاعده کوچک 

0.4m 𝑅2 شعاع قاعده بزرگ 

 

 سیستم روزنانس اولیه هاتحلیل نتایج حاصل از :4-3

های مختلف مورد بررسی قرار ط مدرج تابعی در موددر این بخش مقدار فرکانس طبیعی سیستم مخرو

دهد بدست آید. سپس با توجه فت تا شماره مودی که در آن کمترین فرکانس طبیعی رخ میخواهد گر

های بعدی مورد بررسی قرار خواهد های رزونانسی در قسمتد نتایج حاصل از تحلیلبه این شماره مو

 گرفت.



 

58 

 

 

 های مختلف: مقدار فرکانس طبیعی سیستم در مود1-3شکل

شاهده است مود شماره هشت کمترین مقدار فرکانس طبیعی را دارا طور که در شکل نیز قابل مهمان

اولیه سیستم مورد بررسی  تاثیر بارگذاری بر روی سیستم در حالت رزونانس( 2-3) شکلدر  باشد.می

. بدین صورت که ابتدا با توجه به دامنه بارگذاری از مقادیر کم بارگذاری شروع کرده و قرار گرفته است

 .شودبر روی نمودار پاسخ فرکانسی سیستم بررسی  تا تاثیر آن دادهفزایش بارگذاری را ا

 

 : تاثیر بارگذاری بر روی پوسته مخروطی در حالت رزونانس اولیه2-3شکل

 



 

59 

 

 

 : تاثیر زاویه راس بر روی پوسته مخروطی در حالت رزونانس اولیه3-3شکل

 

 

 حالت رزونانس اولیه: تاثیر میرایی بر روی پوسته مخروطی در 4-3شکل
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 : تاثیر توزیع ماده در جهت ضخامت روی پوسته مخروطی در حالت رزونانس اولیه5-3شکل

 

 

 پوسته مخروطی در حالت رزونانس اولیه پاسخ فرکانسی شماره مود: تاثیر 6-3شکل
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 زونانس اولیهدر حالت ر با توجه به دامنه تحریک و دامنه پاسخیم ظپارامتر تن: تاثیر 7-3شکل

 

 

 

 با توجه به دامنه تحریک و دامنه پاسخ  تنظیم: تاثیر زایه راس در یک پارامتر 8-3شکل

 



 

62 

 

 

 با توجه به دامنه تحریک و دامنه پاسخ ثابت  تنظیم: تاثیر میرایی در یک پارامتر 9-3شکل

 

 

 منه تحریک و دامنه پاسخ با توجه به داثابت  تنظیمدر یک پارامتر  توزیع ماده: تاثیر 10-3شکل

 



 

63 

 

 

 با توجه به دامنه تحریک و دامنه پاسخ ثابت  تنظیم: تاثیر شماره مود در یک پارامتر 11-3شکل

رزونانسی سیستم  ( تحلیل11-3( تا )2-3های )شکلهای بالا نشان داده شده همانطور که در شکل

ر روی رفتار پاسخ ب تاثیر بارگذاری( نشان دهنده 2-3)باشند. شکل در حالت رزونانس اولیه می

. با توجه به این شکل افزایش بارگذاری در سیستم باعث انحراف نمودار پاسخ فرکانسی سیستم است

سیستم دارای رفتار سفت شونده  است کهاین  ندههو نشان د شدهفرکانسی سیستم به سمت راست 

باعث بوجود آمدن نواحی  لذا .شودمیتر این حالت شدید یابدبوده و هر چه این بارگذاری افزایش 

دار و ایهای سیستم از حالت پایدار به ناپ. در حالتی که پاسخخواهد شددار در سیستم ایپایدار و ناپ

های پایدار . نمودار پاسخ فرکانسی در حالتافتدد پدیده پرش اتفاق مینکنسپس پایدار انتقال پیدا می

یم مقدار پارامتر تنظ زمانی که در یک بارگذاریباشد. تم میهای حدی پایدار سیسنشان دهنده چرخه

رسد که خاص به یک مقدار بیشینه می تنظیمدامنه سازه بر اثر تحریک در یک پارامتر  یابدایش افز

. حال با افزایش پارامتر تنظیم از این نقطه به بعد دامنه سازه این مقدار بیشینه یک نقطه ناپایدار است

اگر همین  اکنون .این پدیده پرش نام دارد .دهدافت شده و به نوسان خود ادامه می به یکباره دچار

 1باز هم سیستم با پدیده پرش شودبه سمت مقادیر کم انجام  تنظیمبرای مقادیر بالای پارامتر  کار

 .گویندمی 3و رفتار دوم را پرش به سمت بالا 2مواجه خواهد شد که رفتار اول را پرش به سمت پایین

ها ناپایدار و دو پاسخ دیگر بودن سه پاسخ برای سیستم است که یکی از پاسخ اراویژگی ناحیه پرش د

های های سیستماز ویژگیاین پدیده  باشد.نشان دهنده پاسخ پایدار با توجه به شرایط اولیه سیستم می

در این بخش  .باشدیمخطی سیستم وابسته به نوع ماده . با توجه به این که ضرایب غیراستغیرخطی 

از  .شودمیپرداخته  خطیربه ناحیه غی و ورود آن سازه ارتعاشی رفتاربه بررسی  افزایش بارگذاریبا 

                                                           
1 -jump Phenomenon 
2 -jump down 
3 -jump up 
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، باشدمی1با توجه به این که از نوع تحریک نرم  ،های رفتار غیرخطی در حالت رزونانس اولیهگیژوی

لذا  .گیرندترین مرتبه اغتشاش قرار میدرون بالا رین مرتبه غیر خطی سیستمبالات وپارامتر تحریک 

ی سیستم نداشته و تغییر خطوابستگی به ضرایب غیر ،در یک بارگذاری خاص بیشنه مقدار نمودار

و روی  شودمیخطی سیستم فقط باعث تغییر مقدار سفت شوندگی و نرم شوندگی سازه ضریب غیر

زاویه راس مخروط بر روی پاسخ صف تاثیر تغییرات ن (3-3)در شکل  .نخواهد داشتدامنه تاثیری 

 برای بارگذاری که باعث( 2-3به نمودار )فرکانسی مورد بررسی قرار گرفته است. برای این کار با توجه 

تاثیر تغییرات زاویه در این بارگذاری در دمای ثابت اتاق و مقدار  خطی سیستم شدهبروز رفتار غیر

لذا ، کندمیماهیت سازه تغییر  ،زاویه راسه با تغییر میرایی ثابت بررسی شده است با توجه به اینک

باشند نیز تغییر فرکانس طبیعی و ضرایب غیرخطی سازه نیز که وابسته به فرکانس طبیعی می

ارگذاری، میرایی و در ب ،( نیز قابل مشاهده است در زوایای کم3-3که در شکل )طور . هماننمایندمی

ر زوایای پایین پرش د تر از زوایای بالاتر است ولی پدیدهتم کممقدار دامنه سیس مشخص، دمای ثابت

( نشان دهنده 4-3شکل ) .افتدهای پایین تر اتفاق میت به زوایای بالا در دامنهدر شرایط ثابت نسب

. همانطور که نشان داده باشدتاثیر عبارت میرایی در معادله به ازای بارگذاری، دما، زاویه راس ثابت می

داده ا حدی که اگر مقدار میرایی افزایش شده ت دامنه پاسخ افزایش میرایی باعث کاهششده است 

باعث حذف پدیده پرش و تغییرات و  کندرفتار سیستم از غیرخطی به خطی تغییر پیدا می شود

های قبلی اشاره شد برای مواد مدرج تابعی توزیع اما همان طور که در بخش شود.ناگهانی دامنه می

تبه سه( انجام شده ردر جهت ضخامت در چهار حالت )خطی، مربعی، معکوس مربعی و مر سازه ماده د

تاثیر توزیع ماده در جهت ضخامت روی پوسته مخروطی در حالت رزونانس اولیه  (5-3شکل )است. 

شود توجه به این شکل مشاهده میباشد. با می با توجه به بارگذاری، دما، میرایی و زاویه راس ثابت

سیستم در حالت مربعی دارای بیشترین مقدار و در حالت معکوس مربعی در حالت کمترین  دامنه

اما شود فرکانسی سیستم می پاسخ باعث تغییر در رفتار نمودار تغییر توزیع ضخامت. باشدمقدار می

شان دهنده ( ن6-3باشد. شکل )ی مقدار ناچیزی میادارها این تغییرات نسبت به بررسی سایر پارامتر

باشد. تاثیر شماره مود عرضی بر روی پاسخ فرکانسی پوسته مخروطی در حالت رزونانس اولیه می

که در شکل نیز قابل مشاهده است با در نظر گرفتن سایر شرایط به طور یکسان با افزایش همانطور 

ی پایین تر هاهای کمتری نسبت به مودپدیده پرش در مقدار دامنهسیستم  شماره مود عرضی در

سهمی را  ها یکمکان هندسی نقاط ماکزیم نمودار (4-3( و )2-3) یهادر نمودار .افتداتفاق می

های خطی در سیستم گویند.می (backbone curveدهد که به اصطلاح به این منحنی )تشکیل می

سیستم در  شود و در صورت نبود میرایی ارتعاشسم میرپاسخ فرکانسی حول محور عمودی  نمودار

خطی در صورت نبود میرایی ارتعاش های غیرباشد. اما در سیستمنهایت میمحل میرایی به سمت بی

                                                           
1- soft excitation 
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 backboneکند و نمودار )نهایت میل میسیستم در محل رزونانس به صورت مجانبی به سمت بی

curveکند.ها نقش مجانب را ایفا می( در این سیستم   

های ارتعاشی غیرخطی در حالت روزنانس اولیه سه نوع ستمبرای بررسی پدیده پرش در سی

( 75-2های پاسخ فرکانسی که به طور مستقیم از رابطه )نمودار از این نوع یکه یک نمودار وجود دارد

های فاز بر حسب های دیگر نمودارهای بالا نیز به آن اشاره شد. نمودارکه در تحلیل آیندبدست می

نیز  رنوع دیگ. آیند( بدست می74-2( و )73-2) ند که از حل عددی روابطباشمی پارامتر تنظیم

در حالت های پاسخ دامنه پدیده پرش با توجه به نمودار در ادامه .باشدهای پاسخ دامنه مینمودار

 رزونانس اولیه مورد بررسی قرار خواهد گرفت. 

 ی در حالت رزونانس اولیه( نشان دهنده تاثیر پارامتر تنظیم روی پوسته مخروط7-3شکل )

تاثیر تغییرات پارامتر مشخص،  توجه به شرایط دما، زاویه راس، میرایی با این نمودار برای .باشدمی

طور که در شکل قابل مشاهده فته است. همانرتنظیم روی نمودار پاسخ دامنه مورد بررسی قرار گ

شود همچنین ملاحظه می .دهدها رخ میودارپدیده پرش در نمباشد با افزایش مقدار پارامتر تنظیم می

های که در مقادیر پایین پارامتر تنظیم این پدیده رخ نداده و رفتار سیستم شبیه به رفتار سیستم

یم ثابت روی پوسته ظتاثیر زایه راس در یک پارامتر تن( نشان دهنده 8-3شکل ) .باشدخطی می

شود که با توجه به نمودار مشاهده می پاسخ دامنه است.برای نمودار  مخروطی در حالت رزونانس اولیه

تا  پنجوبیستتاثیر بسیار زیادی بر روی نمودار پاسخ دامنه داشته و با تغییر زاویه از مقدار  زاویه راس

در مقادیر کمتر کند به طوری که در زوایای کم پدیده پرش رفتار سیستم به شدت تغییر می سی ویک

تاثیر میرایی در یک نشان دهنده  (9-3)شکل  .افتدزوایای بیشتر اتفاق می دامنه تحریک نسبت به

شود که با باشد و مشاهده مییم ثابت روی پوسته مخروطی در حالت رزونانس اولیه میظپارامتر تن

توزیع ماده در یک پارامتر تاثیر  (10-3شکل ) .شودمی دچار کاهشسیستم  پاسخافزایش میرایی 

توجه به این شکل سیستم هد. با را نشان می پوسته مخروطی در حالت رزونانس اولیه یم ثابت رویظتن

 خطینیاز به تحریک کمتری برای بروز رفتار غیردر حالت توزیع رابطه مرتبه دو برای ماده مدرج تابعی 

ارامتر تاثیر شماره مود در یک پنیز نشان دهنده ( 11-3شکل )  .داردنسبت به سایر حالات توزیع ماده 

( هم 6-3همان طور که در شکل ) .باشدمی روی پوسته مخروطی در حالت رزونانس اولیهیم ثابت ظتن

های کمتر تحریک به پدیده پرش در مقدار دامنه نشان داده شد هر چه شماره مود عرضی بیشتر شود

    .فاق خواهد افتادتا
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 ستمرزونانس ثانویه سی هاتحلیل نتایج حاصل از :5-3

های ثانویه سیستم در چهار حالت مافوق و مادون در این بخش به بررسی نتایج حاصل از رزونانس

هارمونیک مرتبه سه و مافوق و مادون هارمونیک مرتبه پنج سیستم پرداخته خواهد شد و تاثیر مواردی 

این بخش نیز های اولیه در سیستم مورد بررسی قرار گرفت برای را که در بخش قبل برای رزونانس

  .شودمیئه اار

 مافوق هارمونیک مرتبه سه : رزونانس 1-5-3

ونانسی فرکانسی مافوق هارمونیک مرتبه سه در رزهای ( نشان دهنده تحلیل16-3( تا )12-3شکل )

 باشد.سیستم می

 

 : تاثیر بارگذاری در حالت رزونانس ثانویه مافوق هارمونیک مرتبه سه12-3شکل

𝑣𝑖𝑏𝑒𝑟که عبارت  = Λ =
1

2
𝐾(𝜔0

2 − Ω2)−1 باشد.می 
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 : تاثیر زاویه راس مخروط در حالت رزونانس ثانویه مافوق هارمونیک مرتبه سه13-3شکل

 

 

 : تاثیر میرایی در حالت رزونانس ثانویه مافوق هارمونیک مرتبه سه14-3شکل
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 مافوق هارمونیک مرتبه سه در حالت رزونانس ثانویه توزیع ماده: تاثیر 15-3شکل

 

 

 : تاثیر شماره مود در حالت رزونانس ثانویه مافوق هارمونیک مرتبه سه16-3شکل

تغییر زاویه راس، تغییر میرایی، نحوه  ،اثرات بارگذاریهای اولیه ها نیز مانند رزونانسدر این تحلیل

نوع ستم مورد بحث قرار گرفته است. های پاسخ فرکانسی سیتوزیع ماده و شماره مورد بر روی نمودار

این تفاوت که  . همچنینباشدمی نرم شونده صورتبه  های اولیهزونانسربر خلاف رفتار در این حالت 

 های پاسخ فرکانسیرزونانسی نمودار هایپیکخطی تاثیری در های اولیه ضریب عبارت غیرزونانسردر 

تغییر در رفتار سفت شوندگی و نرم شوندگی  خطی فقط باعثضریب عبارات غیر یریو تغ هنداشت
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های مافوق هارمونیک مقدار ضریب عبارت غیرخطی تاثیر در حالت رزونانس کرد.سیستم ایجاد می

تاثیر گذاری ضریب  های مختلف تحلیل دارد.های رزونانسی سیستم در حالاتتغییر پیکزیادی در 

در حالت مافوق هارمونیک مرتبه سه در سیستم ( که تاثیر بارگذاری 12-3خطی در شکل )عبارت غیر

ر سیستم در این رفتاشود که ونانس اولیه به وضوح نمایان است و مشاهده میزاست در مقایسه با ر

شکل  زونانس اولیه وارد ناحیه غیر خطی شده است.رنسبت به حالت  بیشتریگذاری حالت به ازای بار

دهد. را نشان می ونانس ثانویه مافوق هارمونیک مرتبه سهتاثیر زاویه راس مخروط در حالت رز( 3-13)

خطی سیستم نیز که وابسته به فرکانس مقدار فرکانس طبیعی و ضرایب غیر تغییر زاویه راس مخروطبا 

رزونانسی سازه و افزایش  کنند. این تغییر زاویه باعث افزایش شدید پیکباشد تغییر میطبیعی می

. بر خلاف تغییرات زاویه شودها مقدار ثابتی است میطی که سایر پارمتردر شرای سیستم دامنه پاسخ

راس  زاویهافزایش یک مرتبه سه هارمون فوقثانویه ما نانسرزوراس در حالت رزونانس اولیه در حالت 

( در حالت رزونانس اولیه مشاهده 3-3ولی با توجه به شکل ) شودسیستم می دامنه پاسخ کاهشعث با

تاثیر میرایی ( نشان دهنده 41-3شکل ) .ه استشد افزایشسیستم دچار  دامنهفزایش زاویه شد که با ا

این رفتار مشابه تاثیر میرایی در حالت  . است در حالت رزونانس ثانویه مافوق هارمونیک مرتبه سه

یک ( تاثیر تغییر توزیع ماده در تحلیل رزونانسی مافوق هامون15-3شکل ) باشد.ونانس اولیه میزر

در حالت توزیع کسر حجمی به صورت شود دهد و همان طور که مشاهده میمرتبه سه را نشان می

 باشد.ترین حالت میکمدر  دامنه پاسخسه  مرتبهو در حالت مقدار  ینبیشتر دامنه پاسخ درمربعی 

رزونانس  حالتدهد. مانند سیستم را نشان می دامنه پاسخ( نیز تاثیر تغییر مود عرضی در 16-3شکل )

های بالا در مود دامنه پاسخاولیه با در نظر گرفتن شرایط ثابت دمایی، هندسی و میرایی و بارگذاری 

   کند.کاهش پیدا می

 مادون هارمونیک مرتبه سه : رزونانس 2-5-3

هارمونیک مرتبه سه در  دونونانسی فرکانسی مارزهای ( نشان دهنده تحلیل21-3( تا )17-3شکل )

 باشد.یسیستم م
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 هارمونیک مرتبه سه مادوندر حالت رزونانس ثانویه  بارگذاری: تاثیر 17-3شکل

 

 

 هارمونیک مرتبه سه مادون: تاثیر زاویه راس مخروط در حالت رزونانس ثانویه 18-3شکل
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 هارمونیک مرتبه سه مادوندر حالت رزونانس ثانویه  میرایی: تاثیر 19-3شکل

 

 

 هارمونیک مرتبه سهمادون در حالت رزونانس ثانویه  توزیع مادهیر : تاث20-3شکل
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 هارمونیک مرتبه سه مادوندر حالت رزونانس ثانویه  شماره مودتاثیر تغییر : 21-3شکل

نانس مادون هارمونیک مرتبه سه برای سیستم با اینکه فرکانس تحریک سه برابر فرکانس زوردر تحلیل 

های مادون تحلیلباشد. در زرگی میدیر دامنه ارتعاشات سیستم مقادیر بباشد اما مقاطبیعی می

ها سیستم دارای سه جواب در نقطه شود. در این نوع از تحلیلنمیهارمونیک پدیده پرش مشاهده 

 اولیهباشد که یک جواب آن بدیهی و صفر است و دو جواب دیگر بسته به شرایط رزونانسی مورد نظر می

شکل  منه اتفاق بیفتد.ایا در مقدار بالای د قدار آن ممکن است در مقدار پایین دامنه ومتغیر است و م

با توجه  .دهدرا نشان می ثانویه مادون هارمونیک مرتبه سهتاثیر بارگذاری در حالت رزونانس  (17-3)

ولیه ایط های غیر بدیهی با توجه به شراصله میان جوابگذاری افزایش پیدا کند فابه شکل هرچه بار

 مقادیر بالای در های رزونانسی با توجه به شرایط اولیهدراین حالت رزونانسی، پاسخ کند.افزایش پیدا می

ر یکه بیان کننده تاثیر تغی (18-3)شکل  افتد.پارامتر تنظیم نسبت حالت مافوق هارمونیک اتفاق می

ه با افزایش زاویه راس در یک ک دهدنشان می استزاویه راس مخروط در تحلیل مادون هارمونیک 

در  م با توجه به شرایط اولیهستهای سیو برای یک پارامتر تنظیم مشخص پاسخگذاری یکسان ارب

همچنین با توجه به شکل  افتند.نسبت به زاوایای کم راس مخروط اتفاق می یهای پایین تردامنه

ماده جایی که زاوایای مخروط کوچک  ودر شرایط یکسان دمایی، میرایی، بارگذاری  شود کهمشاهده می

پاسخ غیر بدیهی وجود دارد اما در زوایای بالا در آن  تنظیمهای ای از پارامتربه ازای بازه هااست پاسخ 

تاثیر میرایی  کاهش دهد کهمینشان ( 19-3شکل ) است.نواحی سیستم فقط دارای پاسخ بدیهی صفر 

( 20-3)شکل  .و بلعکس شودر بدیهی سیستم به یکدیگر میهای بدیهی و غیتر شدن پاسخباعث نزدیک

سرامیک در شرایط توزیع در جهت با توجه به تغییر توزیع کسر حجمی  را رفتار سازه تغییر ناچیز

( تاثیر تغییر مود عرضی بر رفتار سیستم برای تحلیل رزونانس 21-3شکل ) دهد.ضخامت نشان می
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به پاسخ های غیر بدیهی سازه بالا پاسخهای دهد که در مودشان مین کند ومادون هارمونیک را بیان می

 های پایین بیشتر است.باشد ولی اختلاف بین دو پاسخ بدیهی نسبت به مودتر میبدیهی سیستم نزدیک

 مافوق هارمونیک مرتبه پنج : رزونانس 3-5-3

در  پنجهارمونیک مرتبه  فوقونانسی فرکانسی مارزهای ( نشان دهنده تحلیل26-3( تا )22-3شکل )

 باشد.سیستم می

 

 هارمونیک مرتبه پنج مافوقتاثیر بارگذاری در حالت رزونانس ثانویه : 22-3شکل

 

 

 : تاثیر زاویه راس در حالت رزونانس ثانویه مافوق هارمونیک مرتبه پنج23-3شکل
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 یک مرتبه پنجمافوق هارموندر حالت رزونانس ثانویه  میرایی: تاثیر 24-3شکل

 

 

 : تاثیر توزیع ماده در حالت رزونانس ثانویه مافوق هارمونیک مرتبه پنج25-3شکل
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 : تاثیر شماره مود در حالت رزونانس ثانویه مافوق هارمونیک مرتبه پنج26-3شکل

 در این تحلیل فقط عبارت غیرخطی مرتبه پنج حضور داشته و باعث تاثیر در تغییر پیک رزونانسی

های مافوق هارمونیک سیستم ها مشابه تحلیلشود. این تحلیلهای پاسخ فرکانسی سیستم مینمودار

خطی مرتبه پنج از مقدار در حالت مرتبه سه است. با این تفاوت که در این قسمت مقدار ضریب غیر

خش ها نیز قابل مشاهده است در این باست و همانطورکه در شکل کمترخطی مرتبه سه ضریب غیر

 .خطی نیاز استغیر به ناحیهنیاز به بارگذاری بیشتری برای ورود سیستم بخش گذشته نسبت به 

رفتار غیرخطی سازه با توجه به نمودار پاسخ ( در این بخش بیان کننده تاثیر بارگذاری در 22-3شکل )

ود آن به برای تغییر رفتار سیستم و ور شودهمانطور که در شکل مشاهده میو  باشدفرکانسی می

 حالت غیرخطی از حالت خطی نیاز به بارگذاری بیشتری نسبت به حالت مرتبه سه در سیستم است.

 باشد.( مربوط به تاثیر تغییر زاویه راس مخروط بر روی نمودار پاسخ فرکانسی سیستم می23-3) شکل

انسی سیستم و طور که قابل مشاهده است تغییر زاویه راس مخروط به شدت بر روی پاسخ فرکهمان

( تاثیر میرایی بر روی رفتار نمودار پاسخ 24-3شکل ) تغییر پیک رزونانسی تاثیر گذار خواهد بود.

( تاثیر تغییر 25-3در شکل ) دهد.فرکانسی سیستم در حالت مافوق هارمونیک مرتبه پنج را نشان می

ر تاثیشود حظه میاست و ملا های مختلف نشان داده شدهتوزیع کسر حجمی سرامیک در حالت

( تغییر شماره 26-3با توجه به شکل )  باشد.ها ناچیز مینسبت به سایر پارامتر این پارامتر تغییرات

در این  دامنه پاسختاثیر به شدت زیادی در افزایش یا کاهش  ،ر زاویه راسیمود عرضی نیز مانند تغی

 تحلیل دارد.

 

 



 

76 

 

 جهارمونیک مرتبه پن دونما : رزونانس 4-5-3
 

 .باشندمی جه پنبهای مادون هارمونیک مرت( شامل تحلیل31-3( تا )27-3های )شکل

 

 پنجتاثیر بارگذاری در حالت رزونانس ثانویه مادون هارمونیک مرتبه : 27-3شکل

 

 

 پنج: تاثیر زاویه راس در حالت رزونانس ثانویه مادون هارمونیک مرتبه 28-3شکل
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 پنجی در حالت رزونانس ثانویه مادون هارمونیک مرتبه : تاثیر میرای29-3شکل

 

 

 : تاثیر توزیع ماده در حالت رزونانس ثانویه مادون هارمونیک مرتبه پنج30-3شکل
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 : تاثیر شماره مود در حالت رزونانس ثانویه مادون هارمونیک مرتبه پنج31-3شکل

های مادون های این بخش نیز همانند تحلیللشود تحلیها نیز مشاهده میشکلاین طور که در همان

هارمونیک مرتبه سه بوده و رفتار کلی سیستم در حالت مادون هارمونیک مرتبه پنج مشابه رفتار 

سیستم در حالت مادون هارمونیک مرتبه سه است با این تفاوت که در این قسمت فرکانس تحریک 

نیاز به بارگذاری های مادون هارمونیک مرتبه پنج سنانرزودر حالت  باشد.پنج برابر فرکانس طبیعی می

خطی ین تر بودن مقدار ضریب غیریکه علت آن نیز پا باشدبیشتری برای مشاهده رفتار سیستم می

  باشد.مرتبه پنج نسبت به مرتبه سه می
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تاثیر :  چهارمفصل 
های افزودن لایه

پیزوالکتریک
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الکتریک به مخروط ناقص مدرج تابعی و تاثیر افزودن این های پیزودر این بخش تاثیر افزودن لایه

در بخش اول به معرفی  .گیردهای رزونانسی مورد بررسی قرار میها در نتایج حاصل از تحلیللایه

در بخش شود. معادلات مخروط ناقص مدرج تابعی همراه با سنسور و عملگر پیزوالکتریک پرداخته می

های رزونانسی بررسی خواهد شد. و در های پیزوالکتریک بر روی تحلیلدوم تاثیر افزوده شدن لایه

  بخش آخر نیز اثر ضرایب کنترلر بر روی سیستم مورد مطالعه قرار خواهد گرفت.

 معادلات حاکم بر پوسته مخروطی همراه با پیزو الکتریک :1-4

استخراج شده است.  ]90[و  ]89[ ،]38[، ]37[، ]23[، ]22[، ]20[روابط این بخش با استفاده از منابع 

اما در ادامه به روابط موجود باشد. ( مشابه حالت قبل می8-2( تا )1-2) روابطفرمول بندی سیستم در 

معادله  باشد.برای پوسته مخروطی مدرج تابعی عبارات دیگری نیز اضافه خواهد شد که به صورت زیر می

کرنش برای پوسته نازک ناقص مخروطی -روابط تنشها بوده و به تئوری خمشی پوسته( مربوط 10-2)

پیزوالکتریکی های نیز مربوط به روابط تنش و کرنش برای لایه (1-4) ابطهر .کندرا بیان می مدرج تابعی

  باشد که به صورت زیر است.ا توجه به تئوری خمشی در پوسته میپوسته ناقص مخروط ب

  (

𝜎𝑎𝑠

𝜎𝑎𝜃

𝜎𝑎𝑠𝜃

) = [
𝑐𝑎11 𝑐𝑎12 0
𝑐𝑎21 𝑐𝑎22 0
0 0 𝑐𝑎33

] 

[
 
 
 
 
 (𝑒𝑠 − 𝑧

𝜕2𝑤

𝜕𝑆2)

(𝑒𝜃 − 𝑧(
1

𝑠2

𝜕2𝑤

𝜕𝜑2 +
1

𝑠

𝜕𝑤

𝜕𝑠
))         

(𝑒𝑠𝜃 − 𝑧 (
1

𝑠

𝜕2𝑤

𝜕𝑠𝜕𝜑
+

1

𝑠2

𝜕𝑤

𝜕𝜑
))

]
 
 
 
 
 

+ 𝐸𝑎𝑧 1-4 

مدول الاستیسیته  𝑐𝑎. مقادیر باشدنشان دهنده )عملگر( می 𝑎و  (2-4)برابر است با بردار   𝐸𝑎𝑧که 

 ( ذکر شده است.1-4مطابق با جدول ) ]90[منبع که در باشد مربوط به عملگر در جهات مختلف می

2-4 𝐸𝑎𝑧 =

[
 
 
 
 −𝑒𝑎31(−β sin(𝛽 𝑍 ℎ)𝐾(𝑠,𝜑) −

2𝜏(𝑥. 𝜑. 𝑡)

ℎ
)

−𝑒𝑎32(−β sin(𝛽 𝑍 ℎ)𝐾(𝑠,𝜑) −
2𝜏(𝑥. 𝜑. 𝑡)

ℎ
)

0 ]
 
 
 
 

 

.𝜏(𝑥و  دو رابطه بالا روابط تنش و کرنش مربوط به عملگر است. 𝜑. 𝑡)  پارامتر مربوط به ولتاژ اعمالی

 باشد.ها میپیزوبه 
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 (

𝜎𝑠𝑠

𝜎𝑠𝜃

𝜎𝑠𝑠𝜃

) = [
𝑐𝑠11 𝑐𝑠12 0
𝑐𝑠21 𝑐𝑠22 0
0 0 𝑐𝑠33

] 

[
 
 
 
 
 (𝑒𝑠 − 𝑧

𝜕2𝑤

𝜕𝑆2)

(𝑒𝜃 − 𝑧(
1

𝑠2

𝜕2𝑤

𝜕𝜑2
+

1

𝑠

𝜕𝑤

𝜕𝑠
))         

(𝑒𝑠𝜃 − 𝑧 (
1

𝑠

𝜕2𝑤

𝜕𝑠𝜕𝜑
+

1

𝑠2

𝜕𝑤

𝜕𝜑
))

]
 
 
 
 
 

+ 𝐸𝑠𝑧 

 

3-4 

مدول الاستیسیته  𝑐𝑠مقادیر  .باشدشان دهنده )حسگر( مین 𝑠است و  (4-4)برابر است با بردار   𝐸𝑠𝑧که 

 ذکر شده است. (1-4مطابق با جدول ) ]90[منبع باشد که در مربوط به عملگر در جهات مختلف می

4-4 𝐸𝑠𝑧 = [
−𝑒𝑠31(−β sin(𝛽 𝑍 ℎ)Ω(𝑠,𝜑))

−𝑒𝑠32(−β sin(𝛽 𝑍 ℎ)Ω(𝑠,𝜑))
0

] 

.Ω(𝑠,𝜑) ،𝐾(𝑠,𝜑) ،𝜏(𝑥که  تنش و کرنش مربوط به حسگر است. دو رابطه بالا روابط 𝜑. 𝑡)  به

 باشند.ترتیب توابع پتانسیل مربوط به سنسور عملگر و ولتاژ اعمالی به عملگر می

یعنی  های مربوط به ماده مدرج تابعی( با تنش3-4( و )1-4)های بدست آمده از روابط سپس تنش

های آید که ممانزیر بدست میروابط  ،(11-2و با بکارگیری رابطه )مع شده با یکدیگر ج (10-2رابطه )

  .باشدمینیرو و گشتاور برای پوسته ناقص مخروطی همراه با سنسور و عملگر 

5-4 

𝑁𝑠𝑇

= 𝐴10𝑇𝑒𝑠 + 𝐴20𝑇𝑒𝜃 + 𝐴11𝑇 (
𝜕2𝑤

𝜕𝑠2
) + 𝐴21𝑇 (

1

𝑠2

𝜕2𝑤

𝜕𝜑2
+

1

𝑠

𝜕𝑤

𝜕𝑠
) + 𝐴111𝑠Ω(𝑠,𝜑)

+ 𝐴111𝑎K(𝑠,𝜑) + 𝐴222𝑎𝜏(𝑠,𝜑,𝑡)  

 

6-4 

𝑁𝜃𝑇

= 𝐴220𝑇𝑒𝑠 + 𝐴210𝑇𝑒𝜃 + 𝐴221𝑇 (
𝜕2𝑤

𝜕𝑠2
) + 𝐴211𝑇 (

1

𝑠2

𝜕2𝑤

𝜕𝜑2
+

1

𝑠

𝜕𝑤

𝜕𝑠
) + 𝐴111𝑠2Ω(𝑠,𝜑)

+ 𝐴111𝑎2K(𝑠,𝜑) + 𝐴222𝑎2𝜏(𝑠,𝜑,𝑡)  

7-4 
𝑁𝑠𝜃𝑇 = 𝐴60𝑇𝑒𝑠𝜃 + 𝐴61𝑇(−

1

𝑠

𝜕2𝑤

𝜕𝑠𝜕𝜑
+

1

𝑠2

𝜕𝑤

𝜕𝜑
) 
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8-4 

𝑀𝑠𝑇

= 𝐴𝑀11𝑇𝑒𝑠 + 𝐴𝑀21𝑇𝑒𝜃 + 𝐴𝑀𝑀11𝑇 (
𝜕2𝑤

𝜕𝑠2
) + 𝐴𝑀𝑀22𝑇 (

1

𝑠2

𝜕2𝑤

𝜕𝜑2
+

1

𝑠

𝜕𝑤

𝜕𝑠
)

+ 𝐴111𝑠Ω(𝑠,𝜑) + 𝐴111𝑎K(𝑠,𝜑) + 𝐴112𝑎𝜏(𝑠,𝜑,𝑡)  

 

9-4 

𝑀𝜃𝑇

= 𝐴𝑀221𝑇𝑒𝑠 + 𝐴𝑀211𝑇𝑒𝜃 + 𝐴𝑀222𝑇 (
𝜕2𝑤

𝜕𝑠2
) + 𝐴𝑀𝑀12𝑇 (

1

𝑠2

𝜕2𝑤

𝜕𝜑2
+

1

𝑠

𝜕𝑤

𝜕𝑠
)

+ 𝐴111𝑠2Ω(𝑠,𝜑) + 𝐴111𝑎2K(𝑠,𝜑) + 𝐴112𝑎2𝜏(𝑠,𝜑,𝑡) 

10-4 𝑀12𝑇 = 𝐴𝑀61𝑇𝑒𝑠𝜃 + 𝐴𝑀62𝑇(−
1

𝑠

𝜕2𝑤

𝜕𝑠𝜕𝜑
+

1

𝑠2

𝜕𝑤

𝜕𝜑
) 

 

همچنین  باشد.ها میرج تابعی و پیزوهای مربوط به ماده مدها و نیرو( یعنی مجموع ممان𝑇زیر نویس )

 وط به روابط بالا در پیوست ذکر شده است.ضرایب مرب

 𝑒𝑠 ،𝑒𝜃 ،𝑒𝑠𝜃های توان رابطه میان کرنشمی (12-2) ابطه( با ر7-4تا  5-4) وابطبا مساوی قرار دادن ر

   د.، توابع پتانسیل سنسور، عملگر و تابع تنش را بدست آور

11-4 

𝑒𝑠

= 𝑏1 (
1

𝑠2

𝜕2Φ

𝜕𝜑2
+

1

𝑠

𝜕Φ

𝜕𝑠
) + 𝑏2

𝜕2Φ

𝜕𝑠2
+ 𝑏3

𝜕2w

𝜕𝑠2
+ 𝑏4 (

1

𝑠2

𝜕2w

𝜕𝜑2
+

1

𝑠

𝜕w

𝜕𝑠
)

+ 𝑏𝑘𝑒1K(𝑠,𝜑) + 𝑏𝐺𝑒1Ω(𝑠,𝜑) + 𝑏𝑡𝑒1𝜏(𝑠,𝜑,𝑡)  

 

12-4 

𝑒𝜃

= 𝑏22 (
1

𝑠2

𝜕2Φ

𝜕𝜑2
+

1

𝑠

𝜕Φ

𝜕𝑠
) + 𝑏11

𝜕2Φ

𝜕𝑠2
+ 𝑏44

𝜕2w

𝜕𝑠2
+ 𝑏33 (

1

𝑠2

𝜕2w

𝜕𝜑2
+

1

𝑠

𝜕w

𝜕𝑠
)

+ +𝑏𝑘𝑒2K(𝑠,𝜑) + 𝑏𝐺𝑒2Ω(𝑠,𝜑) + 𝑏𝑡𝑒2𝜏(𝑠,𝜑,𝑡)  

 

13-4 
𝑒𝑠𝜃 = 𝑏55 (−

1

𝑠

𝜕2Φ

𝜕𝑠𝜕𝜑
+

1

𝑠2

𝜕Φ

𝜕𝜑
) + 𝑏66(+

1

𝑠

𝜕2w

𝜕𝑠𝜕𝜑
−

1

𝑠2

𝜕w

𝜕𝜑
) 

 

 ضرایب مربوط به روابط بالا در پیوست ذکر شده است.
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ها بر حسب تابع ( روابط مربوط به ممان10-4تا  8-4( در روابط ) 13-4تا  11-4با جایگذاری روابط ) 

 آیند. تنش، تابع خیز، توابع پتانسیل و تابع ولتاژ بدست می

14-4 

𝑀𝑠𝑇𝑇

= 𝑐1 (
1

𝑠2

𝜕2Φ

𝜕𝜑2
+

1

𝑠

𝜕Φ

𝜕𝑠
) + 𝑐2

𝜕2Φ

𝜕𝑠2
+ 𝑐3

𝜕2w

𝜕𝑠2
+ 𝑐4 (

1

𝑠2

𝜕2w

𝜕𝜑2
+

1

𝑠

𝜕w

𝜕𝑠
)

+ 𝑐𝑚1𝑘K(𝑠,𝜑) + 𝑐𝑚1𝑔Ω(𝑠,𝜑) + 𝑐𝑚1𝑡𝜏(𝑠,𝜑,𝑡) 

15-4 

𝑀𝜃𝑇𝑇

= 𝑐22 (
1

𝑠2

𝜕2Φ

𝜕𝜑2
+

1

𝑠

𝜕Φ

𝜕𝑠
) + 𝑐11

𝜕2Φ

𝜕𝑠2
+ 𝑐44

𝜕2w

𝜕𝑠2
+ 𝑐33 (

1

𝑠2

𝜕2w

𝜕𝜑2
+

1

𝑠

𝜕w

𝜕𝑠
)

+ 𝑐𝑚2𝑘K(𝑠,𝜑) + 𝑐𝑚2𝑔Ω(𝑠,𝜑) + 𝑐𝑚2𝑡𝜏(𝑠,𝜑,𝑡) 

16-4 𝑀𝑠𝜃𝑇𝑇 = 𝑐55 (−
1

𝑠

𝜕2Φ

𝜕𝑠𝜕𝜑
+

1

𝑠2

𝜕Φ

𝜕𝜑
) + 𝑐66(−

1

𝑠

𝜕2w

𝜕𝑠𝜕𝜑
+

1

𝑠2

𝜕w

𝜕𝜑
) 

 ضرایب مربوط به روابط بالا در پیوست ذکر شده است.

 سیستم با توجه به سازگاری ( و معادله19-4( تا )17-4)سیستم با روابط خطی غیرتعادل  معادلات

 آید.بدست می (20-4( بصورت رابطه )9-2)

17-4 

𝜕𝑁𝑠𝑇

𝜕𝑠
+

1

𝑠

𝜕𝑁𝑠𝜃𝑇

𝜕𝜑
+

𝑁𝑠𝑇 − 𝑁𝜃𝑇

𝑠
= 0 

 

18-4 

𝜕𝑁𝑠𝜃𝑇

𝜕𝑠
+

1

𝑠

𝜕𝑁𝜃𝑇

𝜕𝜑
+

2𝑁𝑠𝜃𝑇

𝑠
= 0 

 

19-4 

𝜕2𝑀𝑠𝑇𝑇

𝜕𝑠2
+

2

𝑠

𝜕𝑀𝑠𝑇𝑇

𝜕𝑠
+

2

𝑠

𝜕2𝑀𝑠𝑇𝑇

𝜕𝑠𝜕𝜑
−

1

𝑠

𝜕𝑀𝜃𝑇𝑇

𝜕𝑠
+

2

𝑠2

𝜕𝑀𝑠𝜃𝑇𝑇

𝜕𝜑
+

1

𝑠2

𝜕2𝑀𝜃𝑇𝑇

𝜕𝜑2

+
𝑐𝑜𝑡𝛼

𝑠
𝑁𝜃𝑇 + 𝑁𝑠𝑇

𝜕2𝑤

∂𝑠2
−

𝑁𝜃𝑇

𝑠
(
1

𝑠

𝜕2𝑤

∂𝜑2
+

𝜕𝑤

𝜕𝑠
) − 2𝑁𝑠𝜃𝑇 (

1

𝑠

𝜕2𝑤

𝜕𝑠𝜕𝜑
−

1

𝑠2

𝜕𝑤

𝜕𝜑
)

= 𝑠1
4𝑒4𝑥(𝜌

𝜕2𝑤

𝜕𝑡2
+ 𝜇

𝜕𝑤

𝜕𝑡
+ 𝐾𝑐𝑜𝑠(Ω𝑡)) 

 

20-4 

𝑐𝑜𝑡𝛾

𝑠

𝜕2𝑤

∂𝑠2
−

2

𝑠

𝜕2𝑒𝑠𝜃

𝜕𝑠𝜕𝜑
−

2

𝑠2

𝜕𝑒𝑠𝜃

𝜕𝜑
+

𝜕2𝑒𝜃

𝜕𝑠2
+

1

𝑠2

𝜕2𝑒𝑠

𝜕𝜑2
+

2

𝑠

𝜕𝑒𝜃

𝜕𝑠
−

1

𝑠

𝜕𝑒𝑠

𝜕𝑠

=
1

𝑠4
(
𝜕𝑤

𝜕𝜑
)
2

−
2

𝑠3

𝜕𝑤

𝜕𝜑

𝜕2𝑤

𝜕𝑠𝜕𝜑
−

1

𝑠2
[
𝜕2𝑤

∂𝑠2

𝜕2𝑤

∂𝜑2
− (

𝜕2𝑤

𝜕𝑠𝜕𝜑
)2] −

1

𝑠

𝜕𝑤

𝜕𝑠

𝜕2𝑤

∂𝑠2
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ورت به ص  𝜏و  𝑤  ،𝛺 ،𝐾و با در نظر گرفتن  (20-4( در رابطه )16-4( تا )14-4با جایگذاری روابط )

 برای سادهسپس یک معادله دیفرانسل غیر همگن بدست خواهد آمد.  باشد که( می24-4( تا )21-4)

𝑆تغییر متغیر مستقل  ،سازی عملیات ریاضی = 𝑆1𝑒
𝑥  و𝛷 = 𝛷1𝑒

2𝑥  که بجای ،𝑆  و𝛷  جایگذاری

خطی وابسته به زمان را بر بعد از محاسبات طولانی، سیستم معادلات با مشتقات جزئی غیر شود.می

 توان بازنویسی کرد.می 𝑤و  𝛷1حسب 

21-4 𝑤(𝑥. 𝜑,𝑡) = 𝑓(𝑡)𝑒𝑥[sin(𝛽
1
𝑥) sin(𝛽

2
𝜑)] 

22-4 𝐾(𝑥. 𝜑,𝑡) = 𝐾(𝑡)𝑒𝑥 sin(𝛽
1
𝑥) sin(𝛽

2
𝜑) 

23-4 Ω(𝑥. 𝜑,𝑡) = Ω(𝑡)𝑒𝑥 sin(𝛽
1
𝑥) sin(𝛽

2
𝜑) 

24-4 𝜏(𝑥. 𝜑. 𝑡) = (−𝐾𝑣

𝑑Ω(𝑡)

𝑑𝑡
− 𝐾𝑝Ω(𝑡))𝑒𝑥 sin(𝛽

1
𝑥) sin(𝛽

2
𝜑) 

 

  باشند.به ترتیب بهره کنترلی تناسبی و مشتقی سیستم می 𝐾𝑣و  𝐾𝑝که 

 آید.تابع تنش سیستم به صورت زیر بدست می (20-4) با حل معادله دیفرانسل غیر همگن

25-4 

Φ1(𝑥. 𝜑. 𝑡)

= (Λ2024 sin(𝛽
1
𝑥) + Λ3034 cos(𝛽

1
𝑥)) sin(𝛽

2
𝜑) 𝑒𝑥

𝑑Ω(𝑡)

𝑑𝑡

+ ((Λ7 cos(2𝛽
2
𝜑) + Λ52) cos(2𝛽

1
𝑥) + (Λ8 sin(2𝛽

1
𝑥) + Λ15) cos(2𝛽

2
𝜑)

+ (Λ62)sin (2𝛽
1
𝑥)) 𝑓(𝑡)2

+ (((𝑒𝑥Λ2021 + Λ102) sin(𝛽
1
𝑥)

+ (𝑒𝑥Λ3031 + Λ92) cos(𝛽
1
𝑥)) sin(𝛽

2
𝜑))𝑓(𝑡)

+ (Λ2023 sin(𝛽
1
𝑥) + Λ3033 cos(𝛽

1
𝑥)) 𝑒𝑥sin(𝛽

2
𝜑) 𝐾(𝑡)

+ (Λ2022 sin(𝛽
1
𝑥) + Λ3032 cos(𝛽

1
𝑥)) 𝑒𝑥sin(𝛽

2
𝜑) Ω(𝑡)    

 در پیوست ذکر شده است. Λ ضرایب مربوط به

و  ( 19-4) ( در معادله25-4( و )12-2(، )24-4( تا )21-4( ، )16-4( تا )14-4با جایگذاری روابط )

حرکت به صورت زیر بدست  مرتب سازی معادله( و 36-2انتگرال گیری از این معادله مشابه معادلات )

  آید.می

𝐵17 (
𝑑2𝑓

𝑑𝑡2
+ 𝜇

𝑑𝑓

𝑑𝑡
) + (𝐵11)𝑓 + 𝐵15𝑓

3 + 𝐵𝑠𝑒𝑛𝑠𝑝Ω + 𝐵𝑠𝑒𝑛𝑠𝑣

𝑑Ω

𝑑𝑡
+ 𝐵𝑎𝑐𝑡𝑢𝑎𝑡𝑒𝐾

= 𝐾𝑒𝑥𝑐𝑖𝑡𝑒cos (Ω𝑡) 

4-26  
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توابع پتانسل مربوط به سنسور و عملگر گالرکین باید  پس از بدست آوردن معادله حرکت و اعمال روش

تا بتوان تاثیر ضرایب بهره کنترلی و تاثیر آن بر  گیردله اصلی حرکت قرار در داخل معاد محاسبه شده و

 مورد مطالعه قرار داد. را روی پاسخ زمانی و پاسخ فرکانسی سیستم

 ]89[ پیزوهامحاسبه توابع پتانسیل  1-1-4

 

𝐸𝑠
𝑎 = −

𝜕𝐾𝑎

𝜕𝑠
= −sin(

𝜋 (𝑍 −
ℎ
2
)

ℎ𝑎
)

𝜕𝐾𝑎(𝑠. 𝜑. 𝑡)

𝜕𝑠
+

𝑍 −
ℎ
2

ℎ𝑎

𝜕𝜏(𝑠. 𝜑. 𝑡)

𝜕𝑠
 4-27  

𝐸𝑟𝜑
𝑎 = −

𝜕𝐾𝑎

𝜕(𝑟𝜑)
= −sin(

𝜋 (𝑍 −
ℎ
2)

ℎ𝑎
)

𝜕𝐾𝑎(𝑠. 𝜑. 𝑡)

𝜕(𝑟𝜑)
+

𝑍 −
ℎ
2

ℎ𝑎

𝜕𝜏(𝑠. 𝜑. 𝑡)

𝜕(𝑟𝜑)
 4-28  

𝐸𝑍
𝑎 = −

𝜕𝐾𝑎

𝜕𝑍
=

𝜋

ℎ𝑎
cos(

𝜋 (𝑍 −
ℎ
2)

ℎ𝑎
)𝐾𝑎(𝑠. 𝜑. 𝑡) +

𝜏(𝑠. 𝜑. 𝑡)

ℎ𝑎
 4-29  

𝐸𝑠
𝑠 = −

𝜕Ω𝑠

𝜕𝑠
= −sin(

𝜋 (−𝑍 −
ℎ
2
)

ℎ𝑠
)

𝜕Ω𝑠(𝑠. 𝜑. 𝑡)

𝜕𝑠
 4-30  

𝐸𝑟𝜑
𝑠 = −

𝜕Ω𝑠

𝜕(𝑟𝜑)
= −sin(

𝜋 (−𝑍 −
ℎ
2
)

ℎ𝑠
)

Ω𝑠(𝑠. 𝜑. 𝑡)

𝜕(𝑟𝜑)
 4-31  

𝐸𝑍
𝑠 = −

𝜕Ω𝑠

𝜕𝑍
= −

𝜋

ℎ𝑠
cos(

𝜋 (−𝑍 −
ℎ
2)

ℎ𝑠
)Ω𝑠(𝑠. 𝜑. 𝑡) 4-32  

های ( کرنش32-4( تا )30-4و روابط )های الکتریکی مربوط به عملگر ( کرنش29-4( تا )27-4روابط )

 باشند.های الکتریکی به فرم زیر مییعنی میدان جابجایی 𝐷مقادیر  .باشندالکتریکی مربوط به سنسور می

33-4 𝐷𝑠
𝑎 = 𝜖11

𝑎 (−
𝜕𝐾𝑎

𝜕𝑠
) = −𝜖11

𝑎 (sin(
𝜋 (𝑍 −

ℎ
2
)

ℎ𝑎

)
𝜕𝐾𝑎

𝜕𝑠
) 

34-4 𝐷𝜑
𝑎 = 𝜖22

𝑎 (−
𝜕𝐾𝑎

𝜕(𝑟𝜑)
) = −𝜖22

𝑎 (sin(
𝜋 (𝑍 −

ℎ
2
)

ℎ𝑎

)
𝜕𝐾𝑎

𝜕(𝑟𝜑)
) 

35-4 

𝐷𝑧
𝑎 = 𝜖33

𝑎 (−
𝜕𝐾𝑎

𝜕𝑍
) − 𝑒𝑎31𝜀𝑥 − 𝑒𝑎32𝜀𝜃

= −𝜖33
𝑎 𝜋

ℎ𝑎

cos(
𝜋 (𝑍 −

ℎ
2
)

ℎ𝑎

) − 𝑒𝑎31𝜀𝑥 − 𝑒𝑎32𝜀𝜃 
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36-4 𝐷𝑠
𝑠 = 𝜖11

𝑠 (−
𝜕Ω𝑠

𝜕𝑠
) = −𝜖11

𝑠 (sin(
𝜋 (−𝑍 −

ℎ
2
)

ℎ𝑠

)
𝜕Ω𝑠

𝜕𝑠
) 

37-4 𝐷𝜑
𝑠 = 𝜖22

𝑠 (−
𝜕Ω𝑠

𝜕(𝑟𝜑)
) = −𝜖22

𝑠 (sin(
𝜋 (−𝑍 −

ℎ
2
)

ℎ𝑠

)
𝜕Ω𝑠

𝜕(𝑟𝜑)
) 

38-4 

𝐷𝑧
𝑠 = 𝜖33

𝑠 (−
𝜕Ω𝑠

𝜕𝑍
) − 𝑒𝑠31𝜀𝑥 − 𝑒𝑠32𝜀𝜃

= −𝜖33
𝑠 𝜋

ℎ𝑠

cos(
𝜋 (−𝑍 −

ℎ
2
)

ℎ𝑠

) − 𝑒𝑠31𝜀𝑥 − 𝑒𝑠32𝜀𝜃 

 

( جایگزین 38-4)، ( 35-4در روابط ) (9-2های مکانیکی مخروط بوده و از رابطه )کرنش 𝜀𝜃و  𝜀𝑥که 

که در جدول   باشندمی الکتریکی پیزوضریب گذردهی  𝑒𝑠32و  𝑒𝑎31 ،𝑒𝑎32 ،𝑒𝑠31مقادیر  شوند.می

 بیان شده است. (1-4)

 ]90[ماده پیزوالکتریک : مشخصات1-4جدول 
𝑷𝒁𝑻 −  پارامتر 𝟒

138.499 𝑐𝑎11 = 𝑐𝑠11(𝐺𝑝𝑎)  مدول

الاستیسیته 

سنسور و 

 عملگر

77.371 𝑐𝑎12 = 𝑐𝑠12(𝐺𝑝𝑎) 

77.371 𝑐𝑎21 = 𝑐𝑠21(𝐺𝑝𝑎) 

138.499 𝑐𝑎22 = 𝑐𝑠22(𝐺𝑝𝑎) 

114.745 𝑐𝑎33 = 𝑐𝑠33(𝐺𝑝𝑎) 

−5.2 𝑒𝑎31 = 𝑒𝑠31  ضریب

گذردهی 

 الکتریکی 
−5.2 𝑒𝑎32 = 𝑒𝑠32 

1.306 𝜖11
𝑠 = 𝜖11

𝑎 ضریب دی  

𝜖22 1.306 الکتریک
𝑠 = 𝜖22

𝑎  

1.115 𝜖33
𝑠 = 𝜖33

𝑎  

 

.𝑥تصات مخروط سیستم به )حال با تبدیل مختصات بالا بر حسب مخ 𝜑 با توجه به رابطه )𝑆 = 𝑆1𝑒
𝑥 

خواهد شد. با توجه به انرژی پتانسیل سیستم و استفاده از روش حساب  𝜑و  𝑥 بر حسب پارامترو  

 باشند.تغییرات و مقادیر میدان پتانسیل الکتریکی که به صورت زیر می
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39-4 
𝛿𝐾𝑎: ∫ {

𝜕

𝜕𝑥
(−𝐷𝑥

𝑎 sin (
𝜋(𝑍−

ℎ

2
)

ℎ𝑎

)) +
𝜕

𝜕(𝑟𝜑)
(−𝐷𝜑

𝑎 sin (
𝜋(𝑍−

ℎ

2
)

ℎ𝑎

)) +
ℎ

2
+ℎ𝑎

ℎ

2

𝐷𝑧
𝑎 𝜋

ℎ𝑎

cos (
𝜋(𝑍−

ℎ

2
)

ℎ𝑎

)}𝑑𝑍 

40-4 
𝛿Ω𝑠: ∫ {

𝜕

𝜕𝑥
(−𝐷𝑥

𝑠 sin (
𝜋(−𝑍−

ℎ

2
)

ℎ𝑠

)) +
𝜕

𝜕(𝑟𝜑)
(−𝐷𝜑

𝑠 sin (
𝜋(−𝑍−

ℎ

2
)

ℎ𝑎

)) +
−

ℎ

2

−
ℎ

2
−ℎ𝑐

𝐷𝑧
𝑠 𝜋

ℎ𝑎

cos (
𝜋(−𝑍−

ℎ

2
)

ℎ𝑎

)}𝑑𝑍 

 

( از معادله دوم تابع پتانسیل سنسور و از معادله 40-4( و )39-4با جایگذاری روابط بالا در دو معادله )

 (26-4) ا جایگذاری توابع پتانسل در معادله حرکتب آید.اول مقدار تابع پتانسیل عملگر بدست می

 .خواهیم داشتسنسور و عملگر  شامل مخروط مدرج تابعی 

𝐵17

𝑑2𝑓

𝑑𝑡2
+ (𝐵17𝜇 + 𝐵18) 

𝑑𝑓

𝑑𝑡
+ (𝐵11)𝑓 + 𝐵15𝑓

3 = 𝐾𝑒𝑥𝑐𝑖𝑡𝑒cos (Ω𝑡) 

 

4-41  

 تمتاثیر پیزو بر رفتار پاسخ فرکانسی سیس :2-4

به مخروط مدرج تابعی در مقایسه با حالت  های مختلف کنترلیدر این بخش تاثیر افزودن پیزو با بهره

 گیرد.بدون پیزو با توجه با حالت مافوق هارمونیک مرتبه سه مورد بررسی قرار می

 

 : بارگذاری سیستم در حالت مافوق هارمونیک مرتبه سه1-4شکل
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 در حالت مافوق هارمونیک مرتبه سه: بارگذاری سیستم 2-4شکل

 

 و تاثیر گذاری پیزوالکتریک : بارگذاری سیستم در حالت مافوق هارمونیک مرتبه سه3-4شکل

شود که سیستم در مقادیر شده است. مشاهده میداده ( ابتدا سیستم تحت بارگذاری قرار1-3در شکل )

( مقدار این بارگذاری 2-3)شکل رش شده است. در بارگذاری بالا وارد ناحیه غیر خطی و ایجاد پدیده پ

افزایش داده شده است تا رفتار سیستم به طور کامل وارد ناحیه غیر خطی شود حال باتوجه به یکی از 

های کنترلی های پیزوالکتریک با بهرههایی که باعث رفتار غیر خطی سیستم شده است تاثیر لایهحالت

افزایش مقادیر  توان مشاهده کرد باقرار گرفته است. می رد بررسیمو (3-4با توجه به شکل ) مختلف

کاهش ایقابل ملاحظه به حالت بدون پیزو به طور تهای رزونانسی سیستم نسببهره کنترلی مقدار پیک

 کند. پیدا می
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 بررسی پاسخ زمانی سیستم :3-4

های مختلف توزیع ماده در حالتهای پیزوالکتریک بر پاسخ زمانی سیستم در در این قسمت تاثیر لایه

PZTها از نوع )پیزو جهت ضخامت سیستم مورد بررسی قرار گرفته است. −  باشند.( می4

 

 های پیزو بر پاسخ زمانی در حالت توزیع خطی مواد: تاثیر افزونه4-4شکل

 

 معکوس مربعیهای پیزو بر پاسخ زمانی در حالت توزیع : تاثیر افزونه5-4شکل
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 مربعیهای پیزو بر پاسخ زمانی در حالت توزیع : تاثیر افزونه6-4لشک

 

 

 مرتبه سههای پیزو بر پاسخ زمانی در حالت توزیع : تاثیر افزونه7-4شکل

 روترلی پاسخ زمانی سیستم به طشود که با افرودن مقادیر بهره کنمی ههای بالا مشاهدبا توجه به نمودار

سیستم در حالت توزیع مربعی  امنهدشود که همچنین مشاهده می کند.می ای کاهش پیداقابل ملاحظه

 نسبت به بقیه حالات دارای مقدار بیشتری است.
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 وگیری نتیجه :  پنجمفصل 
 پیشنهادات
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 نتیجه گیری :1-5

پرداخته  های ممتدها و معرفی سیستمها و پوستهدر فصل اول این پایان نامه به معرفی کاربردی از ورق

مورد بحث قرار  های مختلفمعرفی کوتاهی از ارتعاشات و نحوه کنترل ارتعاشات سیستمشد. سپس 

های مخروطی و معرفی از تاریخچه موضوع بر روی گرفت. در بخش بعدی این فصل کاربرد پوسته

 بیان شده است. ای و مخروطی های استوانهپوسته

مورد بررسی  ]38[و  ]37[م بر سیستم با توجه به منابع شماره در فصل دوم نحوه استخراج معادلات حاک

ها که برای بدست آوردن معادلات دینامیکی وهشاین نوع از پژوهش بر خلاف سایر پژقرار گرفت. در 

در این پژوهش با توجه به این منابع از  شود.های دینامیکی ممتد از اصل همیلتون استفاده میسیستم

ادله سازگاری برای مخروط برای بدست آوردن معادله دینامیکی سیستم استفاده تابع تنش و مع روش

  شده است.

های تئوری اغتشاشات در فصل سوم به حل نیمه تحلیلی سیستم دینامیکی مورد نظر با توجه به روش

 ت.های اولیه و ثانویه پرداخته شده اسبرای بدست آوردن رابطه حالت پایدار سیستم در حالت روزنانس

در فصل چهارم باتوجه به روابط بدست آمده از فصل دوم و سوم به بررسی رفتار حالت پایدار سیستم و 

های پاسخ اولیه و رسم نمودار های پاسخ فرکانسی و پاسخ دامنه برای حالت رزونانسرسم نمودار

خطی ناحیه غیر برای ورود سیستم به مشاهده شد کههای ثانویه پرداخته شد. فرکانسی برای رزونانس

همچنین ملاحظه شد که  پرش در سیستم بود. پدیده پیدا کند تا بتوان شاهدها افزایش باید بارگذاری

در این  کند.با افزایش مقدار ضریب میرایی سیستم قله پیک نمودار به طور مجانبی کاهش پیدا می

مورد بررسی قرار گرفت.  روی نمودار پاسخ فرکانسیبر های متفاوت کسر حجمی بخش تاثیر توزیع

های زیع کسر حجمی مرتبه دو در جهت ضخامت قله نمودار از حالتوتوان مشاهده کرد که در تمی

توان داشت این است که ها و نتایج فصل سوم مینتیجه گیری کلی که از نمودار دیگر بیشتر است.

رش در پاسخ سیستم نیازمند سیستم مورد نظر برای ورود به ناحیه غیرخطی و بوجود آمدن ناحیه پ

  باشد.های بسیار زیادی میبارگذاری

های پیزوالکتریک وی مخروط مدرج تابعی تاثیر لایهر های پیزوالکتریک بردر فصل پنجم با ایجاد لایه 

و اعمال قانون کنترلی به این سیستم، تاثیر بهره ضرایب کنترلی بر روی نمودار پاسخ فرکانسی و پاسخ 

های پیزوالکتریک و اعمال افزودن لایهشود که تم  مورد بحث قرار گرفته است. مشاهده میزمانی سیس

های پاسخ . همچنین در نمودارشوددر حالت غیرخطی میضرایب کنترلی باعث کاهش دامنه سیستم 

های مختلف ماده در جهت ضخامت ذکر شده است تاثیر ضرایب کنترلی سیستم زمانی که در برای توزیع

  .شودکاهش پاسخ زمانی سیستم مشاهده می در
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 پیشنهادات :2-5

 در حالت استفاده از خطی و مقایسه پاسخ فرکانسی سیستم های غیراستفاده از سایر تئوری

 های مختلفتئوری

 های کنترل مقاوم و کنترل فازی برای های مختلف کنترلی مانند روشاستفاده از الگوریتم

 کاهش ارتعاشات سیستم 

 های طولی و محیطی و یا تقویت های مختلف از جمله تقویت کنندهاده از تقویت کنندهاستف

 های نانو کربنی و بررسی رفتار رزونانسی سیستم کننده

 های ترکیبی و یا های مختلف مانند رزونانسخطی سیستم در بارگذاریبررسی ارتعاشات غیر

 های خارجی مختلفتحریک

 که توسط سیال احاطه شده است و  یته مخروطی برای حالتبررسی ارتعاشات غیر خطی پوس

 کرده است. یطیا زمانی که سیالی را در خود مح
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95 

 

 
پیوست
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Λ1 =
𝐾11

𝑇1
 , Λ3 =

𝐾31

𝑇3
, Λ4 = 0 , Λ51 =

𝐾51𝑇5−𝐾61𝑇6

𝑇5
2+𝑇6

2 , Λ52 =
𝐾52𝑇5−𝐾62𝑇6

𝑇5
2+𝑇6

2  

 

Λ53 =
𝐾53𝑇5−𝐾63𝑇6

𝑇5
2+𝑇6

2 , Λ61 =
𝐾51𝑇6+𝐾61𝑇5

𝑇5
2+𝑇6

2   Λ62 =
𝐾53𝑇6+𝐾62𝑇5

𝑇5
2+𝑇6

2 , Λ63 =
𝐾53𝑇6+𝐾63𝑇5

𝑇5
2+𝑇6

2  

 

Λ7 =
𝐾71𝑇7−𝐾81𝑇8

𝑇7
2+𝑇8

2  . Λ8 =
𝐾71𝑇8+𝐾81𝑇7

𝑇7
2+𝑇8

2 , Λ91 =
𝐾91𝑇9−𝐾101𝑇9

𝑇9
2+𝑇10

2 , 

 

 Λ92 =
𝐾92𝑇9−𝐾102𝑇10

𝑇9
2+𝑇10

2 𝑆1 cot 𝛾, Λ101 =
𝐾91𝑇10+𝐾101𝑇9

𝑇9
2+𝑇10

2 , 

 

 Λ102 =
𝐾92𝑇10+𝐾102𝑇9

𝑇9
2+𝑇10

2 𝑆1 cot 𝛾, Λ11 =
𝐾111𝑇11−𝐾121𝑇12

𝑇11
2 +𝑇12

2 , Λ12 =
𝐾111𝑇13+𝐾121𝑇11

𝑇11
2 +𝑇12

2 , 

 

Λ13 = 0, Λ14 =
𝐾131𝑇14+𝐾141𝑇13

𝑇13
2 +𝑇14

2 , Λ15 =
𝐾151

𝑇15
, Λ16 =

𝐾161

𝑇16
 

 

 A1 

 

𝐾11 = 𝑏4[(𝛽2
2 − 1)2 + 𝛽1

2] + 𝛽1
2[2(𝑏3 − 𝑏6)𝛽2

2 + 𝑏4(𝛽1
2 + 1)], 

 

𝐾31 = −𝑏4(8𝛽1
4 + 4𝛽1

2 + 0.5), 𝐾41 = −2𝑏3𝛽1, 𝐾51 = −𝛽1
2,  

 

𝐾52 = 0.25𝛽1
2𝛽2

2 − 0.5𝛽1
2 + 0.25𝛽2

2, 𝐾53 = −1.5𝛽1
2, 𝐾61 = −0.5𝛽1, 

 

 𝐾62 = 0.25(𝛽1𝛽2
2 + 𝛽1

3 − 𝛽1), 𝐾63 = 𝛽1, 𝐾71 = 0.25[𝛽1
2(2 − 𝛽2

2) + 𝛽2
2],  

 

𝐾81 = −0.25𝛽1(𝛽2
2 + 𝛽1

2 − 1), 𝐾91 = 0.5𝛽1(𝛽2
2 − 𝛽1

2 − 1.5), 𝐾92 = −𝛽1 

 

𝐾101 = −𝛽1
2(𝛽2

2 + 0.25), 𝐾102 = 𝛽1
2, 𝐾111 = −0.5𝛽1(𝛽2

2 + 3𝛽1
2 − 1.5) A2 
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𝐾121 = 𝛽1
2(𝛽2

2 − 13.25), 𝐾131 = 0.25𝛽1
2, 𝐾141 = 𝛽1(0.25 − 𝛽1

2),  

 

𝐾151 = 0.25𝛽2
2(𝛽1

2 + 1), 𝐾161 = 0.5𝑏4 

 

 

𝑇1 = 𝑏1𝛽1
4 + 𝑏1𝛽2

4 + 2𝑏1𝛽1
2 − 2𝑏1𝛽2

2 + 2(𝑏5 + 𝑏2)𝛽1
2𝛽2

2 + 𝑏1,  

 

𝑇3 = 16𝑏1𝛽1
4 + 8𝑏1𝛽1

2 + 𝑏1, 𝑇5 = 16𝑏1(𝛽1
4 − 𝛽1

2), 𝑇6 = −32𝑏1𝛽1
3,  

 

𝑇7 = 16𝑏1(𝛽1
4 − 𝛽1

2) + 32(𝑏5 + 𝑏2)𝛽1
2𝛽2

2 − 8(𝑏5 + 𝑏2 + 𝑏1)𝛽2
2,  

 

𝑇8 = −32𝑏1𝛽1
3 − 32(𝑏5 + 𝑏2)𝛽1𝛽2

2,  

 

𝑇9 = 𝑏1𝛽1
4 − 4𝑏1𝛽1

2 + 2(𝑏5 + 𝑏2)𝛽1
2𝛽2

2 − 2(𝑏5 + 𝑏2 + 𝑏1)𝛽2
2 + 𝑏1𝛽2

4, 

 

𝑇10 = −4𝑏1𝛽1
3 − 8(𝑏5 + 𝑏2)𝛽1𝛽2

2,  

 

𝑇11 = 81𝑏1𝛽1
4 − 36𝑏1𝛽1

2 + 18(𝑏5 + 𝑏2)𝛽1
2𝛽2

2 − 2(𝑏5 + 𝑏2 + 𝑏1)𝛽2
2 + 𝑏1𝛽2

4, 

 

𝑇12 = −108𝑏1𝛽1
3 − 12(𝑏5 + 𝑏2)𝛽1𝛽2

2,  

 

𝑇13 = 256𝑏1𝛽1
4 − 64𝑏1𝛽1

2, 𝑇14 = 256𝑏1𝛽1
3,  

 

𝑇15 = −8(𝑏5 + 𝑏2 + 𝑏1)𝛽2
2 + 16𝑏1𝛽2

4, 𝑇16 = 𝑏1 A3 
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𝐵11 =
4𝛽1

2𝛽2
2(𝐶4+𝐶6)𝜃2−2[𝛽2

2−𝛽2
4−(1+𝛽1

2)
2
]𝐶3𝜃2−2Λ1[(2𝛽2

2−1−2𝛽1
2−𝛽1

4−𝛽2
4)𝐶2−𝛽1

2𝛽2
2(𝐶1−𝐶5)]𝜃2

(2+𝛽1
2)𝑆1

2 −

8Λ1(3+2𝛽1
2)(4+𝛽1

2)𝜃3𝑐𝑜𝑡𝛾

3(9+4𝛽1
2)(2+𝛽1

2)𝑆1
−

8(4+𝛽1
2)

2+𝛽1
2 [

4𝛽2
2(𝛽1

2+2)(𝐶1−𝐶5)𝜃3

3(9+4𝛽1
2)

−
𝑆1𝑐𝑜𝑡𝛾

8
]Λ102𝑐𝑜𝑡𝛾 −

8(4+𝛽1
2)

(2+𝛽1
2)𝛽1𝑆1

[
(12𝛽1

2+5𝛽1
4+6𝛽2

2−3𝛽2
4)𝐶2+2𝛽2

2(𝛽1
2−3)(𝐶1−𝐶5)𝜃3

3(9+4𝛽1
2)

+
1

8
]Λ92𝑐𝑜𝑡𝛾, 

 

𝐵12 =
8(4+𝛽1

2)ℎ

𝛽1
2(2+𝛽1

2)𝑆1
2 〈

Λ91𝛽1

9+4𝛽1
2 [(

5

3
𝛽1

4 + 4𝛽1
2 − 2𝛽2

2 − 𝛽2
4) 𝜃3𝐶2 + 2(

1

3
𝛽1

2 + 1)𝛽2
2(𝐶1 − 𝐶5)𝜃3 −

1

2
(

9

4
+ 𝛽1

2) 𝑆1𝑐𝑜𝑡𝛾] +
Λ101𝛽1

2{16[(𝛽2
4−2𝛽2

2+2𝛽1
2+𝛽2

4)𝐶2+2(𝐶1−𝐶5)𝛽2
2(2+𝛽1

2)]𝜃3−3(9+4𝛽1
2)𝑆1𝑐𝑜𝑡𝛾}

12(9+4𝛽1
2)

+

Λ11𝛽1𝜃3{[324𝛽1
2+(927+648𝛽1

2)𝛽1
4−(8𝛽1

2−9)(2−𝛽2
2)𝛽2

2]𝐶2+(𝐶1−𝐶5)𝛽2
2(18+38𝛽1

2+144𝛽1
4)}

(9+16𝛽1
2)(9+4𝛽1

2)
+

[Λ11(4+7𝛽1
2+9𝛽1

4)−6(2+3𝛽1
2)Λ12𝛽1]𝛽1𝑆1𝑐𝑜𝑡𝛾

8(1+𝛽1
2)(4+𝛽1

2)
+

Λ12𝛽1
2[36(18𝛽1

2+33𝛽1
4−𝛽2

2)+24(𝐶1−𝐶5)𝛽2
2(6+19𝛽1

2)]𝜃3

2(9+16𝛽1
2)(9+4𝛽1

2)
〉  

 

𝐵13

=
8ℎ𝜃3(4 + 𝛽

1
2)

3(2 + 𝛽
1
2)𝑆1

2
{
4Λ1𝛽1

4(8𝛽
2
2 − 4) + 2Λ2𝛽1

(𝛽
1
4 − 7𝛽

1
2 − 9 + 9𝛽

2
2 + 4𝛽

1
2𝛽

2
2) − Λ17(3 + 2𝛽

1
2)(9 + 16𝛽

1
2)

(9 + 16𝛽
1
2)(9 + 4𝛽

1
2)

+
Λ4𝛽1

(8𝛽
1
4 + 16𝛽

1
2 + 9 + 9𝛽

2
2 + 28𝛽

1
2𝛽

2
2) − 2Λ3(8𝛽

1
4 + 66𝛽

1
2 + 27 + 8𝛽

1
4𝛽

2
2)

2(64𝛽
1
4 + 180𝛽

1
2 + 81)

} 

 

𝐵14 = {
2𝛬91𝛽1(𝛽1

4+𝛽1
2−3+𝛽1

2𝛽2
2+4𝛽2

2)+𝛬101𝛽1
2(−𝛽1

2+5+4𝛽1
2𝛽2

2−2𝛽2
2)

32(4+𝛽1
2)(1+𝛽1

2)
−

2𝛬51(𝛽1
2+3+𝛽2

2+𝛽1
2𝛽2

2)+𝛬61𝛽1(𝛽1
2+5+3𝛽2

2)

8(4+𝛽1
2)

−

2𝛬11𝛽1(27𝛽1
2−12𝛽1

4+12−9𝛽1
6−16𝛽2

2−40𝛽1
2𝛽2

2−39𝛽1
4𝛽2

2)−3𝛬12𝛽1
2(65𝛽1

2+45𝛽1
4+20−8𝛽2

2−10𝛽1
2𝛽2

2−12𝛽1
4𝛽2

2)

8(64+224𝛽1
2+196𝛽1

4+36𝛽1
6)

−

𝛬13(6+43𝛽1
2+42𝛽1

4+4𝛽2
2+29𝛽1

2𝛽2
2+70𝛽1

4𝛽2
2)+𝛽1𝛬14(20+75𝛽1

2+85𝛽1
4+12𝛽2

2+33𝛽1
2𝛽2

2−24𝛽1
4𝛽2

2)

64+224𝛽1
2+196𝛽1

4+36𝛽1
6 }

8(4+𝛽1
2)ℎ2

(2+𝛽1
2)𝑆1

2 ,   

 

𝐵15 =
(4+𝛽1

2)ℎ2

(2+𝛽1
2)𝑆1

2 {
2𝛬7(𝛽1

4+3+4𝛽1
2−7𝛽2

2−10𝛽1
2𝛽2

2)+𝛬8𝛽1(𝛽1
4+5+6𝛽1

2−3𝛽2
2+9𝛽1

2𝛽2
2)

2(4+5𝛽1
2+𝛽1

4)
+

𝛬15(𝛽1
2+3−7𝛽2

2−2𝛽1
2𝛽2

2)−2𝛬52(𝛽1
2+3+𝛽2

2+𝛽1
2+𝛽1

2𝛽2
2)−𝛬62𝛽1(𝛽1

2+5+3𝛽2
2)

(4+𝛽1
2)

},  

 B(1) 
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𝐵21 = ℎ𝛽1
4(1 + 4𝛽1

2),    𝐵22 = −4𝛽1
2(1 + 𝛽1

2)𝑆1𝑐𝑜𝑡𝛾 

 

𝐵23 =
16(4+𝛽1

2)(1+𝛽1
2)

𝑆1
2 {

𝐶3(1−16𝛽1
4)𝛽1

2𝜃2+𝐶2[𝛬16(1+4𝛽1
2)+𝛬3(1+6𝛽1

2−32𝛽1
6)−Λ4𝛽1(3+24𝛽1

2+48𝛽1
4)]𝜃2

2(1+4𝛽1
2)(𝛽1

2+1)
−

[48Λ53(32𝛽1
4+76𝛽1

2+36)𝛽1𝐶2+384(Λ63𝐶2𝛽1
4+Λ3𝛽1

2)+24Λ4(28𝛽1
2+9)]𝛽1𝜃3𝑆1𝑐𝑜𝑡𝛾

9(4𝛽1
2+9)(16𝛽1

2+9)
+

[8Λ53(𝛽1
2+1)+3Λ63𝛽1]𝑆1

2𝑐𝑜𝑡2𝛾

16(𝛽1
2+4)

}, 

 

𝐵24 = −
256𝛽1

3𝜃3(4+𝛽1
2)(1+𝛽1

2)ℎ2

3𝑆1
2(4𝛽1

2+9)(16𝛽1
2+9)(1+4𝛽1

2)
{[Λ51𝛽1(32𝛽1

4 + 76𝛽1
2 + 36) + 8Λ61𝛽1

4](4 + 9𝛽1
2) +

16[Λ13𝛽1(221𝛽1
4 + 64𝛽1

2 + 9) − 64Λ14𝛽1
4(4𝛽1

2 + 1)]}𝐶2 +
4ℎ2𝛽1

2𝑐𝑜𝑡𝛾

(9𝛽1
2+4)(9+4𝛽1

2)𝑆1
{[2Λ51(𝛽1

2 + 1) +

3Λ61𝛽1] × (4𝛽1
2 + 9)(9𝛽1

2 + 4)(𝛽1
2 + 1) + 2Λ13(4 + 29𝛽1

2 + 70𝛽1
4)(9𝛽1

2 + 4) + 6Λ14𝛽1(4 +

11𝛽1
2 − 8𝛽1

4)(4𝛽1
2 + 9)}, 

 

𝐵25 =
16ℎ2(4+𝛽1

2)(1+𝛽1
2)𝛽1

3

𝑆1
2 {

4Λ1(1+8𝛽1
2)𝛽1

3𝜃3

3(81+180𝛽1
2+64𝛽1

4)
+

[Λ102𝛽1(1+4𝛽2
2)−2Λ92(5+𝛽1

2−3𝛽2
2)]𝑆1𝑐𝑜𝑡𝛾

32(𝛽1
4+4)

}, 

 

𝐵26 = −
2ℎ3𝛽1

4{2[2Λ51(6𝛽1
2+1)+Λ61𝛽1](𝛽1

2+1)+𝛽1Λ14(20+59𝛽1
2−36𝛽1

4)+Λ13(4+37𝛽1
2+180𝛽1

4)}

(9𝛽1
2+4)𝑆1

2 , 

 

𝐵27 =
8𝛽1

2ℎ2(1+𝛽1
2)

3(4𝛽1
2+9)(16𝛽1

2+9)𝑆1
2 {Λ52[3(16𝛽1

2 + 9)(4𝛽1
2 + 9)(𝛽1

2 + 1)𝑆1𝑐𝑜𝑡𝛾 − 18(𝛽1
2 + 4)(32𝛽1

4 +

76𝛽1
2 + 24)𝐶2𝛽1

2𝜃3] − 8Λ62𝛽1[160(𝛽1
4 + 4)𝐶2𝛽1

4𝜃3 − 9(4𝛽1
2 + 9)𝑆1𝑐𝑜𝑡𝛾]}, 

 

 

 

 

 

 

 

𝐵16 =
(4+𝛽1

2)ℎ 𝑐𝑜𝑡𝛾

(2+𝛽1
2)𝑆1

{
2𝛬53(𝛽1

2+3+𝛽2
2+𝛽1

2𝛽2
2)−𝛬63𝛽1(𝛽1

2+5+3𝛽2
2)

4+𝛽1
2 +

2Λ92𝛽1(𝛽1
4+𝛽1

2−3+𝛽2
2+𝛽1

2𝛽2
2)+𝛬102𝛽1

2(−𝛽1
2+5+4𝛽1

2𝛽2
2−2𝛽2

2)

4(4+𝛽1
2)(1+𝛽1

2)
}, 

 

   𝐵17 = −
2(4+𝛽1

2)𝑆1
4𝜌𝑡

3𝛽1
2(2+𝛽1

2)(𝛽1
2+9)

,           𝜃𝑖 =
𝑒𝑖𝑥0−1

𝑒4𝑥0−1
, 𝑖 = 2،3،6 
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𝐵28 =
𝛽1

3ℎ3

2(9𝛽1
2+4)𝑆1

2 {[2Λ91(5 + 𝛽1
2 − 3𝛽2

2) + Λ101𝛽1(1 + 4𝛽2
2)](9𝛽1

2 + 4)(𝛽1
2 + 1) −

8[2Λ52(6𝛽1
2 + 1) + 5Λ62𝛽1]𝛽1(𝛽1

2 + 1) + 2Λ11[(5𝛽1
2 + 3𝛽1

4 + 5)(4 + 9𝛽1
2) − 12𝛽2

2 −

27𝛽1
2𝛽2

2 + 75𝛽1
4𝛽2

2] + 3Λ12𝛽1(21𝛽1
2 + 27𝛽1

4 + 4 + 16𝛽1
2 + 64𝛽1

2𝛽2
2 − 12𝛽1

4𝛽2
2)}, 

 

𝐵29 = −
4(1+𝛽1

2)𝛽1
4ℎ4

3(9𝛽1
2+4)𝑆1

2 {3[2Λ53(6𝛽1
2 + 1) + 5Λ63𝛽1]𝑆1𝑐𝑜𝑡𝛾 + 256Λ16𝛽1

2𝜃3}, 

 

𝐵30 = −
8(4+𝛽1

2)(1+𝛽1
2)𝛽1

4𝑆1
2𝜌𝑡ℎ

2𝜃6

(9+𝛽1
2)(4𝛽1

2+9)
, 

 

𝐴10𝑎 = 𝑐𝑎11ℎ𝑎 , 𝐴20𝑎 = 𝑐𝑎12ℎ𝑎 , 𝐴11𝑎 =
1

2
ℎ𝑎𝑐𝑎11(ℎ𝑎 + ℎ) , 𝐴21𝑎 =

ℎ𝑎𝑐𝑎12(ℎ𝑎+ℎ)

2
 

𝐴111𝑎 = −((cos(𝛽ℎ𝑎) − 1) cos (
𝛽ℎ

2
) − sin (

𝛽ℎ

2
) sin (𝛽ℎ𝑎))𝑒𝑎31 

𝐴222𝑎 = 2𝑒𝑎31

ℎ𝑎

ℎ
 

𝐴220𝑎 = 𝑐𝑎21ℎ𝑎 , 𝐴210𝑎 = 𝑐𝑎22ℎ𝑎 , 𝐴221𝑎 =
ℎ𝑎𝑐𝑎21(ℎ𝑎+ℎ)

2
  , 𝐴211𝑎 =

ℎ𝑎𝑐𝑎22(ℎ𝑎+ℎ)

2
 

𝐴111𝑎2 = −((cos(𝛽ℎ𝑎) − 1) cos (
𝛽ℎ

2
) − sin (

𝛽ℎ

2
) sin (𝛽ℎ𝑎))𝑒𝑎32 

𝐴222𝑎2 = 2𝑐𝑎32

ℎ𝑎

ℎ
 

𝐴60𝑎 = 𝑐𝑎33ℎ𝑎 , 𝐴61𝑎 = 𝑐𝑎33ℎ𝑎(ℎ𝑎 + ℎ) 
 
 

𝐴10𝑠 = 𝑐𝑠11ℎ𝑠 , 𝐴20𝑠 = 𝑐𝑠12ℎ𝑠 , 𝐴11𝑠 =
1

2
ℎ𝑠𝑐𝑠11(ℎ𝑠 + ℎ) , 𝐴21𝑠 =

ℎ𝑠𝑐𝑠12(ℎ𝑠+ℎ)

2
 

𝐴111𝑠 = ((cos(𝛽ℎ𝑠) − 1) cos (
𝛽ℎ

2
) − sin (

𝛽ℎ

2
) sin (𝛽ℎ𝑠))𝑒𝑠31 

𝐴220𝑠 = 𝑐𝑠21ℎ𝑠 , 𝐴210𝑠 = 𝑐𝑠22ℎ𝑠 , 𝐴221𝑠 =
ℎ𝑠𝑐𝑠21(ℎ𝑠+ℎ)

2
  , 𝐴211𝑠 =

ℎ𝑠𝑐𝑠22(ℎ𝑠+ℎ)

2
 

𝐴111𝑠2 = ((cos(𝛽ℎ𝑠) − 1) cos (
𝛽ℎ

2
) − sin (

𝛽ℎ

2
) sin (𝛽ℎ𝑠))𝑒𝑠32 

𝐴60𝑠 = 𝑐𝑠33ℎ𝑠 

𝐴61𝑠 =
𝑐𝑠33ℎ

2(
1
4

− (−
1
2

−
ℎ𝑠
ℎ

)2)

2
 

 

D
1 

𝐴10𝑇 = 𝐴10𝑠 + 𝐴10 + 𝐴10𝑎 , 𝐴11𝑇 = 𝐴11𝑠 − 𝐴11 − 𝐴11𝑎 ,                                           

 𝐴20𝑇 = 𝐴20𝑠 + 𝐴20 + 𝐴20𝑎, 𝐴21𝑇 = 𝐴21𝑠 − 𝐴21 − 𝐴21𝑎     

 𝐴111𝑠 = ((cos(𝛽ℎ𝑠) − 1) cos (
𝛽ℎ

2
) − sin (

𝛽ℎ

2
) sin (𝛽ℎ𝑠))𝑒𝑠31  

  𝐴111𝑎 = −((cos(𝛽ℎ𝑎) − 1) cos (
𝛽ℎ

2
) − sin (

𝛽ℎ

2
) sin (𝛽ℎ𝑎))𝑒𝑎31    

𝐴222𝑎 = 2𝑒𝑎31
ℎ𝑎

ℎ
    

𝐴210𝑇 = 𝐴210𝑠 + 𝐴10 + 𝐴210𝑎 , 𝐴211𝑇 = 𝐴211𝑠 − 𝐴11 − 𝐴211𝑎  ,                                           

𝐴220𝑇 = 𝐴220𝑠 + 𝐴20 + 𝐴220𝑎, 𝐴221𝑇 = 𝐴221𝑠 − 𝐴21 − 𝐴221𝑎    

D2 
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 𝐴111𝑠2 = ((cos(𝛽ℎ𝑠) − 1) cos (
𝛽ℎ

2
) − sin (

𝛽ℎ

2
) sin (𝛽ℎ𝑠))𝑒𝑠32  

  𝐴111𝑎2 = −((cos(𝛽ℎ𝑎) − 1) cos (
𝛽ℎ

2
) − sin (

𝛽ℎ

2
) sin (𝛽ℎ𝑎))𝑒𝑎32    

𝐴222𝑎2 = 2𝑒𝑎32
ℎ𝑎

ℎ
    

𝐴60𝑇 = 𝐴60 + 𝐴60𝑎 + 𝐴60𝑠 , 𝐴61𝑇 = 𝐴61 + 𝐴61𝑎 + 𝐴61𝑠 
 

𝐴𝑀11𝑇 = 𝐴11 + 𝐴𝑀11𝑎 + 𝐴𝑀11𝑠 , 𝐴𝑀21𝑇=𝐴21 + 𝐴𝑀21𝑎 + 𝐴𝑀21𝑠  

𝐴𝑀𝑀11𝑇 = −𝐴11 − 𝐴𝑀𝑀11𝑎 − 𝐴𝑀𝑀11𝑠                                                                 

𝐴𝑀𝑀22𝑇 = −𝐴22 − 𝐴𝑀𝑀22𝑎 − 𝐴𝑀𝑀22𝑠 

𝐴𝑀111𝑠 =

−
𝑒𝑠31((𝛽(ℎ+2ℎ𝑠) cos(𝛽ℎ𝑠)−𝛽ℎ−2sin (𝛽ℎ𝑠)) cos(

𝛽ℎ

2
)−(𝛽(ℎ+2ℎ𝑠) sin(𝛽ℎ𝑠)−2+2cos (𝛽ℎ𝑠)) sin(

𝛽ℎ

2
))

2𝛽
  

 𝐴𝑀111𝑎 =

−
𝑒𝑎31((𝛽(ℎ+2ℎ𝑎) cos(𝛽ℎ𝑎)−𝛽ℎ−2sin (𝛽ℎ𝑎)) cos(

𝛽ℎ

2
)−(𝛽(ℎ+2ℎ𝑎) sin(𝛽ℎ𝑎)−2+2cos (𝛽ℎ𝑎)) sin(

𝛽ℎ

2
))

2𝛽
                                                 

 

𝐴𝑀112𝑎 =
(ℎ + ℎ𝑎)𝑒𝑎31ℎ𝑎

ℎ
 

 

𝐴𝑀221𝑇 = 𝐴21 + 𝐴𝑀221𝑎 + 𝐴𝑀221𝑠 , 𝐴𝑀211𝑇=𝐴11 + 𝐴𝑀211𝑎 + 𝐴𝑀211𝑠  

𝐴𝑀222𝑇 = −(𝐴22 + 𝐴𝑀222𝑎 + 𝐴𝑀222𝑠) , 𝐴𝑀𝑀12𝑇 = −(𝐴12 + 𝐴𝑀212𝑎 +
𝐴𝑀212𝑠) 
 
 𝐴𝑀111𝑠2=

−
𝑒𝑠32((𝛽(ℎ+2ℎ𝑠)cos(𝛽ℎ𝑠)−𝛽ℎ−2sin (𝛽ℎ𝑠)) cos(

𝛽ℎ

2
)−(𝛽(ℎ+2ℎ𝑠) sin(𝛽ℎ𝑠)−2+2cos (𝛽ℎ𝑠)) sin(

𝛽ℎ

2
))

2𝛽
   

 

𝐴𝑀111𝑎2=

−
𝑒𝑎32((𝛽(ℎ+2ℎ𝑎) cos(𝛽ℎ𝑎)−𝛽ℎ−2sin (𝛽ℎ𝑎)) cos(

𝛽ℎ

2
)−(𝛽(ℎ+2ℎ𝑎) sin(𝛽ℎ𝑎)−2+2cos (𝛽ℎ𝑎)) sin(

𝛽ℎ

2
))

2𝛽
 

 

𝐴𝑀112𝑎2 =
(ℎ + ℎ𝑎)𝑒𝑎32ℎ𝑎

ℎ
 

 

𝐴𝑀61𝑇 = 𝐴61 + 𝐴𝑀61𝑎 + 𝐴𝑀61𝑠 , 𝐴𝑀62𝑇 = 𝐴62 + 𝐴𝑀62𝑎 + 𝐴𝑀62𝑠 
 

 

D3 

𝐿0 = 𝐴10𝑇𝐴210𝑇 − 𝐴20𝑇𝐴220𝑇 
 

𝑏1 =
𝐴210𝑇

𝐿0
 , 𝑏2 =

−𝐴20𝑇

𝐿0
 , 𝑏3 =

−𝐴11𝑇𝐴210𝑇+𝐴20𝑇 𝐴221𝑇

𝐿0
 , 𝑏4 =

𝐴20𝑇 𝐴211𝑇−𝐴210𝑇𝐴21𝑇

𝐿0
 

𝑏𝑘𝑒1 =
−𝐴111𝑎𝐴210𝑇+𝐴111𝑎2 𝐴20𝑇

𝐿0
 , 𝑏𝐺𝑒1 =

−𝐴111𝑠𝐴210𝑇+𝐴111𝑠2 𝐴20𝑇

𝐿0
 ,                                           

𝑏𝑡𝑒1 =
𝐴20𝑇𝐴222𝑎2−𝐴210𝑇 𝐴222𝑎

𝐿0
 

 

𝑏11 =
𝐴10𝑇

𝐿0
 , 𝑏22 =

−𝐴220𝑇

𝐿0
 , 𝑏33 =

−𝐴10𝑇𝐴211𝑇+𝐴21𝑇𝐴220𝑇

𝐿0
 , 𝑏44 =

−𝐴10𝑇𝐴221𝑇+𝐴11𝑇𝐴220𝑇

𝐿0
 



 

102 

 

𝑏𝑘𝑒2 =
−𝐴10𝑇𝐴111𝑎2+𝐴111𝑎𝐴220𝑇

𝐿0
 , 𝑏𝐺𝑒2 =

−𝐴10𝑇𝐴111𝑠2+𝐴111𝑠𝐴220𝑇

𝐿0
 ,                                         

   𝑏𝑡𝑒2 =
−𝐴10𝑇𝐴222𝑎2+𝐴222𝑎𝐴220𝑇

𝐿0
  

 

𝑏55 =
1

𝐴60𝑇
 ,  𝑏66 =

𝐴61𝑇

𝐴60𝑇
 

 
 

D4 

𝑐1 = 𝐴𝑀11𝑇𝑏1 + 𝐴𝑀21𝑇𝑏22 , 𝑐2 = 𝐴𝑀11𝑇𝑏2 + 𝐴𝑀21𝑇𝑏11  
 𝑐3 = 𝐴𝑀11𝑇𝑏3 + 𝐴𝑀21𝑇𝑏44 + 𝐴𝑀𝑀11𝑇  , 𝑐4 = 𝐴𝑀11𝑇𝑏4 + 𝐴𝑀21𝑇𝑏33 + 𝐴𝑀𝑀22𝑇       
𝑐𝑚1𝑘 = 𝐴𝑀11𝑇𝑏𝑘𝑒1 + 𝐴𝑀21𝑇𝑏𝑘𝑒2 + 𝐴𝑀111𝑎 
𝑐𝑚1𝑔 = 𝐴𝑀11𝑇𝑏𝐺𝑒1 + 𝐴𝑀21𝑇𝑏𝐺𝑒2 + 𝐴𝑀111𝑠          

 𝑐𝑚1𝑡 = 𝐴𝑀11𝑇𝑏𝑡𝑒1 + 𝐴𝑀21𝑇𝑏𝑡𝑒2 + 𝐴𝑀112𝑎               
 
 𝑐22 = 𝐴𝑀221𝑇𝑏1 + 𝐴𝑀211𝑇𝑏22 , 𝑐11 = 𝐴𝑀221𝑇𝑏2 + 𝐴𝑀211𝑇𝑏11  
 𝑐33 = 𝐴𝑀221𝑇𝑏4 + 𝐴𝑀211𝑇𝑏33 + 𝐴𝑀𝑀12𝑇   
 𝑐44 = 𝐴𝑀211𝑇𝑏44 + 𝐴𝑀211𝑇𝑏3 + 𝐴𝑀222𝑇       
𝑐𝑚2𝑘 = 𝐴𝑀211𝑇𝑏𝑘𝑒2 + 𝐴𝑀221𝑇𝑏𝑘𝑒1 + 𝐴𝑀111𝑎2 
𝑐𝑚2𝑔 = 𝐴𝑀211𝑇𝑏𝐺𝑒2 + 𝐴𝑀221𝑇𝑏𝐺𝑒1 + 𝐴𝑀111𝑠2          

 𝑐𝑚1𝑡 = 𝐴𝑀211𝑇𝑏𝑡𝑒2 + 𝐴𝑀221𝑇𝑏𝑡𝑒1 + 𝐴𝑀112𝑎2             
 
𝑐55 = 𝐴𝑀61𝑇𝑏55 , 𝑐66 = −(𝐴𝑀61𝑇𝑏66 − 𝐴𝑀62𝑇) 
                         

D5 

 

Λ52 =
𝐹9

𝐹10
 

𝐹9

= (−8𝑏11𝛽2
2 + 2𝑏2 − 2𝑏22)𝛽1

4

+ (−2𝑏1𝛽2
2 + 2𝑏11𝛽2

2 − 4𝑏2𝛽2
2 + 4𝑏22𝛽2

2 + 𝑏1 − 𝑏11 + 3𝑏2 − 3𝑏22)𝛽1
2 − (𝛽2

− 1)(𝛽2 + 1)(𝑏1 + 𝑏2 − 𝑏11 − 𝑏22) 
𝐹10 = 2𝐹8 
 

Λ102 = −
𝐹11

𝐹12
 

 

𝐹11=(𝑆1𝛽1
2 cos(𝛾) (𝑏11𝛽1

4 + ((2𝑏55 + 𝑏2 + 𝑏22)𝛽2
2 + 𝑏1 + 2𝑏2 − 𝑏11 − 2𝑏22)𝛽1

2 +

𝛽1
4𝑏1 + (−2𝑏1 + 𝑏2 + 𝑏22 + 2𝑏55)𝛽2

2 + 2𝑏1 + 2𝑏2 − 2𝑏11 − 2𝑏22)) 
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𝐹12

= sin (𝛾) (𝑏11
2 𝛽1

8

+ (2𝑏11𝛽2
2(2𝑏55 + 𝑏2 + 𝑏22) + 2𝑏1𝑏11 + 𝑏2

2 + (−2𝑏11 − 2𝑏22)𝑏2 + 6𝑏11
2 + 2𝑏11𝑏22

+ 𝑏22
2 )𝛽1

6

+ ((2𝑏1𝑏11 + (2𝑏55 + 𝑏2 + 𝑏22)
2)𝛽2

4

+ ((2𝑏2 − 4𝑏11 + 2𝑏22 + 4𝑏55)𝑏1 + (10𝑏11 + 4𝑏22 + 4𝑏55)𝑏2 − 4𝑏22
2

+ (−2𝑏11 − 4𝑏55)𝑏22 + 8𝑏11𝑏55)𝛽2
2 + 𝑏1

2 + (2𝑏2 + +6𝑏11 − 2𝑏22)𝑏1 + 5𝑏2
2

+ (−10𝑏11 − 10𝑏22)𝑏2 + 9𝑏11
2 + 10𝑏11𝑏22 + 5𝑏22

2 )𝛽1
4

+ (2𝑏1(2𝑏55 + 𝑏2 + 𝑏22)𝛽2
6

+ (2𝑏1
2 + (2𝑏2 − 10𝑏11 − 10𝑏22 − 8𝑏55)𝑏1 + 5𝑏2

2 + (2𝑏22 + 12𝑏55)𝑏2 + 𝑏22
2

+ 4𝑏22𝑏55 + 8𝑏55
2 )𝛽2

4

+ (−4𝑏1
2 + (4𝑏2 + 20𝑏11 + 16𝑏22 + 12𝑏55)𝑏1 + (8𝑏11 + 4𝑏22 + 4𝑏55)𝑏2 − 4𝑏22

2

+ (−4𝑏11 − 4𝑏55)𝑏22 + 4𝑏11𝑏55)𝛽2
2 + 4(𝑏1 + 𝑏2 − 𝑏11 − 𝑏22)

2)𝛽1
2

+ (𝑏1𝛽2
2 − 2𝑏1 − 2𝑏2 − 2𝑏55)

2𝛽2
4) 

 

Λ7 =
𝐹1

𝐹2
 

𝐹1

= −((−2𝑏22 + 2𝑏2)𝛽1
4

+ ((4𝑏2 − 8𝑏11 + 4𝑏22 + 8𝑏55)𝛽2
2 + 𝑏1 + 3𝑏2 − 𝑏11 − 3𝑏22)𝛽1

2

+ (8𝑏1 − 6𝑏2 − 2𝑏22 − 8𝑏55)𝛽2
4 + (−5𝑏1 + 𝑏2 + 𝑏11 + 3𝑏22 + 4𝑏55)𝛽2

2 + 𝑏1 + 𝑏2

− 𝑏11 − 𝑏22)𝛽1
2 

 

𝐹2

= (256𝑏11
2 𝛽1

8

+ (512𝑏11𝛽2
2(2𝑏55 + 𝑏2 + 𝑏22) + 128𝑏1𝑏11 + 64𝛽2

2 + (−128𝑏11 − 128𝑏22)𝑏2

+ 6𝑏11
2 + 128𝑏11𝑏22 + 64𝑏22

2 )𝛽1
6

+ +((512𝑏1𝑏11 + 256(2𝑏55 + 𝑏2 + 𝑏22)
2)𝛽2

4

+ ((128𝑏2 − 256𝑏11 + 2𝑏22 + 4𝑏55)𝑏1 + (640𝑏11 + 256𝑏22 + 256𝑏55)𝑏2 − 4𝑏22
2

+ (−128𝑏11 − 256𝑏55)𝑏22 + 8𝑏11𝑏55)𝛽2
2 + 𝑏1

2 + (2𝑏2 + +6𝑏11 − 2𝑏22)𝑏1 + 5𝑏2
2

+ (−160𝑏11 − 160𝑏22)𝑏2 + 144𝑏11
2 + 10𝑏11𝑏22 + 80𝑏22

2 )𝛽1
4

+ (512𝑏1(2𝑏55 + 𝑏2 + 𝑏22)𝛽2
6

+ (2𝑏1
2 + (32𝑏2 − 96𝑏11 − 10𝑏22 − 8𝑏55)𝑏1 + 320𝑏2

2 + (128𝑏22 + 768𝑏55)𝑏2

+ 𝑏22
2 + 4𝑏22𝑏55 + 8𝑏55

2 )𝛽2
4

+ (−4𝑏1
2 + (128𝑏2 − 640𝑏11 − 640𝑏22 − 512𝑏55)𝑏1 + (8𝑏11 + 4𝑏22 + 4𝑏55)𝑏2

− 4𝑏22
2 + (−4𝑏11 − 4𝑏55)𝑏22 + 4𝑏11𝑏55)𝛽2

2 + 4(𝑏1 + 𝑏2 − 𝑏11 − 𝑏22)
2)𝛽1

2

+ (𝑏1𝛽2
2 − 2𝑏1 − 2𝑏2 − 2𝑏55)

2𝛽2
4) 

 

Λ8 =
𝐹3

𝐹4
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𝐹3

= (4𝑏11𝛽1
6 + ((4𝑏1 + 4𝑏2 + 4𝑏22 + 8𝑏55)𝛽2

2 + 𝑏1 − 𝑏2 + 7𝑏11 + 𝑏22)𝛽1
4

+ ((4𝑏1 + 4𝑏2 + 4𝑏22 + 8𝑏55)𝛽2
4 + (−𝑏1 + 9𝑏2 − 5𝑏11 − 3𝑏22 + 6𝑏55)𝛽2

2 + 𝑏1

− 𝑏2 + 3𝑏11 + 𝑏22)𝛽1
2 + 4(𝛽2 + 1)(𝑏1𝛽2

2 − 0.5𝑏1 − 0.5𝑏2 − 0.5𝑏55)(𝛽2 − 1)𝛽2
2)𝛽1 

𝐹4

= (128𝑏11
2 𝛽1

8

+ ((256𝑏11(2𝑏55 + 𝑏2 + 𝑏22))𝛽2
2 + 64𝑏1𝑏11 + 32𝑏2

2 + 𝑏2(−64𝑏11 − 64𝑏22)

+ 192𝑏11
2 + 64𝑏22𝑏11 + 32𝑏22

2 )𝛽1
6

+ ((256𝑏1𝑏11 + 128(2𝑏55 + 𝑏2 + 𝑏22)
2)𝛽2

4

+ ((64𝑏2 − 128𝑏11 + 64𝑏22 + 128𝑏55)𝑏1 + (320𝑏11 + 128𝑏22 + 128𝑏55)𝑏2

− 128𝑏22
2 + (−64𝑏11 − 128𝑏55)𝑏22 + 256𝑏11𝑏55)𝛽2

2 + 8𝑏1
2

+ (16𝑏2 + 48𝑏11 − 16𝑏22)𝑏1 + 40𝑏2
2 + (−80𝑏11 − 80𝑏22)𝑏2 + 72𝑏11

2 + 80𝑏11𝑏22

+ 40𝑏22
2 )𝛽1

4

+ (256𝑏1𝛽2
6(2𝑏55 + 𝑏2 + 𝑏22)

+ (64𝑏1
2 + (64𝑏2 − 320𝑏11 − 320𝑏22 − 256𝑏55)𝑏1 + 160𝑏2

2

+ (64𝑏22 + 384𝑏55)𝑏2 + 32𝑏22
2 + 128𝑏22𝑏55 + 256𝑏55

2 )𝛽2
4

+ (−32𝑏1
2 + (−32𝑏2 + 160𝑏11 + 128𝑏22 + 96𝑏55)𝑏1

+ (64𝑏11 + 32𝑏22 + 32𝑏55)𝑏2 − 32𝑏22
2 + (−32𝑏11 − 32𝑏55)𝑏22 + 32𝑏11𝑏55)𝛽2

2

+ 8(𝑏1 + 𝑏2 − 𝑏11 − 𝑏22)
2)𝛽1

2 + 128(𝑏1𝛽2
2 − 0.5𝑏1 − 0.5𝑏2 − 0.5𝑏55)

2𝛽2
4) 

 

Λ15 = −
𝛽1

2

32𝑏1𝛽2
2 − 16𝑏1 − 16𝑏2 − 16𝑏55

 

 

Λ62 = −
𝐹5

𝐹6
 

𝐹5

= 𝛽1(4𝑏11𝛽1
4 + ((−12𝛽2

2 + 7)𝑏11 + 4𝑏2𝛽2
2 − 4𝑏22𝛽2

2 + 𝑏1 − 𝑏2 + 𝑏22)𝛽1
2

− (𝛽2 − 1)(𝛽2 + 1)(𝑏1 − 𝑏2 + 3𝑏11 + 𝑏22)) 
𝐹6

= 8(𝛽1
2 + 1)(16𝑏11

2 𝛽1
4 + (8𝑏11

2 + (8𝑏1 − 8𝑏2 + 8𝑏22)𝑏11 + 4(𝑏2 − 𝑏22)
2)𝛽1

2

+ (𝑏1 + 𝑏2 − 𝑏11 − 𝑏22)
2) 

 

Λ92 =
𝐹7

𝐹8
 

𝐹7

= −cos (γ)𝛽1𝑆1((−𝑏2 + 3𝑏11 + 𝑏22)𝛽1
4 + ((2𝑏2 + 2𝑏55)𝛽2

2 + 𝑏1 − 𝑏2 + 3𝑏11

+ 𝑏22)𝛽1
2 − (𝑏1𝛽1

2 − 2𝑏1 − 2𝑏2 − 2𝑏55)𝛽2
2) 
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𝐹8

= sin (γ)(𝑏11
2 𝛽1

8

+ (2𝑏11𝛽2
2(2𝑏55 + 𝑏2 + 𝑏22) + 2𝑏1𝑏11 + 𝑏2

2 + (−2𝑏11 − 2𝑏22)𝑏2 + 6𝑏11
2 + 2𝑏11𝑏22

+ 𝑏22
2 )𝛽1

6

+ ((2𝑏1𝑏11 + (2𝑏55 + 𝑏2 + 𝑏22)
2)𝛽2

4

+ ((2𝑏2 − 4𝑏11 + 2𝑏22 + 4𝑏55)𝑏1 + (10𝑏11 + 4𝑏22 + 4𝑏55)𝑏2 − 4𝑏22
2

+ (−2𝑏11 − 4𝑏55)𝑏22 + 8𝑏11𝑏55)𝛽2
2 + 𝑏1

2 + (2𝑏2 + 6𝑏11 − 2𝑏22)𝑏1 + 5𝑏2
2

− 10𝑏2(𝑏11 + 𝑏22) + 9𝑏11
2 + 10𝑏11𝑏22 + 5𝑏22

2 )𝛽1
4

+ (2𝑏1𝛽2
6(2𝑏55 + 𝑏2 + 𝑏22)

+ (2𝑏1
2 + (2𝑏2 − 10𝑏11 − 10𝑏22 − 8𝑏55)𝑏1 + 5𝑏2

2 + (2𝑏22 + 12𝑏55)𝑏2 + 𝑏22
2

+ 4𝑏22𝑏55 + 8𝑏55
2 )𝛽2

4

+ (−4𝑏1
2 + (−4𝑏2 + 20𝑏11 + 16𝑏22 + 12𝑏55)𝑏1 + (8𝑏11 + 4𝑏22 + 4𝑏55)𝑏2 − 4𝑏22

2

− 4𝑏22(𝑏11 − 𝑏55) + 4𝑏11𝑏55)𝛽2
2 + 4(𝑏1 + 𝑏2 − 𝑏11 + 𝑏22)

2)𝛽1
2

+ (𝑏1𝛽2
2 − 2𝑏1 − 2𝑏2 − 2𝑏55)

2𝛽2
4) 

 

Λ2021 =
𝐹13

𝐹14

 

𝐹13

= 𝑏11𝑏44𝛽1
8

+ (((𝑏22𝑏44 + 𝑏2𝑏44 + (−2𝑏66 + 𝑏3 + 𝑏33))𝛽2
2 + 𝑏1𝑏44 + (−𝑏3 + 𝑏33 − 6𝑏44)𝑏22

+ (𝑏3 − 𝑏33 + 6𝑏44)𝑏2 − 8𝑏11(𝑏3 − 0.125𝑏4 − 𝑏33 + 2.75𝑏44)) 𝛽1
6

+ ((𝑏1𝑏44 + (−2𝑏66 + 𝑏3 + 𝑏33)𝑏22 + (−2𝑏66 + 𝑏3 + 𝑏33)𝑏2 + 𝑏11𝑏4 − 4𝑏55(𝑏66

− 0.5𝑏3 − 0.5𝑏33))𝛽2
4

+ ((−2𝑏66 + 𝑏3 + 𝑏33 − 2𝑏44)𝑏1 + (12𝑏66 − 8𝑏3 + 𝑏4 − 4𝑏33)𝑏22

+ (−12𝑏66 − 5𝑏44 + 12𝑏33)𝑏2 + (46𝑏66 − 15𝑏3 − 2𝑏4 − 31𝑏33)𝑏11 − 8(𝑏3

− 0.25𝑏4 − 𝑏33 + 0.75𝑏44)𝑏55)𝛽2
2 + (−4𝑏3 + 𝑏4 + 4𝑏33 − 2𝑏44)𝑏1

+ (10𝑏3 − 6𝑏4 − 10𝑏33)𝑏22 − (10𝑏3 − 6𝑏4 − 10𝑏33)𝑏2 + 20𝑏11(𝑏3 − 1.1𝑏4 − 𝑏33

− 0.55𝑏4))𝛽1
4

+ (((−2𝑏66 + 𝑏3 + 𝑏33)𝑏1 + (𝑏2 + 𝑏22 + 2𝑏55)𝑏4)𝛽2
6

+ ((4𝑏66 − 2𝑏3 + 2𝑏4 − 2𝑏33 + 𝑏44)𝑏1 + (4𝑏66 + 𝑏3 − 8𝑏4 − 5𝑏33)𝑏22 − 23𝑏11𝑏4

+ 16𝑏55(𝑏66 − 0.25𝑏4 − 𝑏33))𝛽2
4

+ ((6𝑏66 + 𝑏3 − 4𝑏4 − 7𝑏33 − 2𝑏44)𝑏1

+ (−12𝑏66 − 8𝑏3 + 11𝑏4 + 20𝑏33 − 2𝑏44)𝑏22

+ (12𝑏66 − 17𝑏4 − 12𝑏33 − 6𝑏44)𝑏2 + (−24𝑏66 − 16𝑏3 + 46𝑏4 + 40𝑏33)𝑏11

− 8𝑏55(𝑏44 + 𝑏3 + 0.75𝑏4 − 𝑏33))𝛽2
2 + (−4𝑏3 − 2𝑏4 + 4𝑏33 − 3𝑏44)𝑏1

+ (11𝑏3 − 11𝑏33 + 6𝑏44)𝑏22 − (11𝑏3 − 11𝑏33 + 6𝑏44)𝑏2 + 28𝑏11(𝑏3 − 0.392𝑏4

− 𝑏33 + 0.428𝑏44))𝛽1
2 + (𝛽2 − 1)2 𝑏4(𝛽2

4𝑏1 + (−2𝑏1 − 6𝑏2 − 2𝑏22 − 8𝑏55)𝛽2
2

− 3𝑏1 − 6𝑏2 + 12𝑏11 + 6𝑏22)(𝛽2 + 1)2 ) 
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𝐹14

= 𝑏11
2 𝛽1

8

+ (2𝑏11𝛽2
2(2𝑏55 + 𝑏2 + 𝑏22) + 2𝑏1𝑏11 + 𝑏22

2 + (−2𝑏2 − 4𝑏11)𝑏22 + 𝑏2
2 − 4𝑏11𝑏2

+ 18𝑏11
2 )𝛽1

6

+ ((2𝑏1𝑏11 + (2𝑏55 + 𝑏2 + 𝑏22)
2)𝛽2

4

+ ((2𝑏2 − 4𝑏11 + 2𝑏22 + 4𝑏55)𝑏1 − 6𝑏22
2 + (4𝑏2 − 2𝑏11 − 8𝑏55)𝑏22 + 2𝑏2

2

+ (22𝑏11 + 8𝑏55)𝑏2 + 20𝑏11𝑏55)𝛽2
2 + 𝑏1

2 + (4 𝑏2 + 12𝑏11 − 4𝑏22)𝑏1 + 14 𝑏22
2

+ (−28𝑏2 + 56 𝑏11)𝑏22 + 14 𝑏2
2 − 56𝑏11 𝑏2 + 105 𝑏11

2 )𝛽1
4

+ (2𝑏1(2𝑏55 + 𝑏2 + 𝑏22)𝛽2
6

+ (2𝑏1
2 + (8𝑏2 − 46𝑏11 − 16𝑏22 − 8𝑏55)𝑏1 + 5𝑏22

2 + (14𝑏2 + 24𝑏55)𝑏22 + 13𝑏2
2

+ 40𝑏55𝑏2 + 32𝑏55
2 )𝛽2

4

+ (−4𝑏1
2 + (−2𝑏2 + 92𝑏11 + 38𝑏22 + 36𝑏55)𝑏1 − 30𝑏22

2

+ (4𝑏2 − 52𝑏11 − 56𝑏55)𝑏22 + 26𝑏2
2 + (20𝑏11 + 56𝑏55)𝑏2 − 32𝑏11𝑏55)𝛽2

2 + 10𝑏1
2

+ (40𝑏2 − 62𝑏11 − 40𝑏22)𝑏1 + 49𝑏22
2 + (−98𝑏2 + 196𝑏11)𝑏22 + 49𝑏2

2

− 196𝑏11𝑏2 + 232𝑏11
2 )𝛽1

2

+ (𝛽2
4 𝑏1 + (−2𝑏1 − 6 𝑏2 − 2 𝑏22 − 8 𝑏55) 𝛽2

2 − 3 𝑏1 − 6𝑏2 + 12 𝑏11 + 6 𝑏22)
2 

 
 

Λ2022 = −
𝐹15

𝐹16

 

𝐹15

= 𝑆1
2𝑏11(−𝑏𝑡𝑒2𝐾𝑝 + 𝑏𝐺𝑒2)𝛽1

6 + (((−𝑏𝑡𝑒2𝐾𝑝 + 𝑏𝐺𝑒2)𝑏2 + (−𝑏𝑡𝑒2𝐾𝑝 + 𝑏𝐺𝑒2)𝑏22

+ (−𝑏𝑡𝑒1𝐾𝑝 + 𝑏𝐺𝑒1)𝑏11 + 2𝑏55(−𝑏𝑡𝑒2𝐾𝑝 + 𝑏𝐺𝑒2))𝛽2
2 + (−𝑏𝑡𝑒1𝐾𝑝 − 3𝑏𝑡𝑒2𝐾𝑝

+ 𝑏𝐺𝑒1 + 3𝑏𝐺𝑒2)𝑏2 + (−𝑏𝑡𝑒2𝐾𝑝 + 𝑏𝐺𝑒2)𝑏1 + (𝑏𝑡𝑒1𝐾𝑝 + 3𝑏𝑡𝑒2𝐾𝑝 − 𝑏𝐺𝑒1

− 3𝑏𝐺𝑒2)𝑏22 − 𝑏11(−7𝑏𝑡𝑒1𝐾𝑝 − 𝑏𝑡𝑒2𝐾𝑝 + 7𝑏𝐺𝑒1 + 𝑏𝐺𝑒2))𝛽1
4 + (((−𝑏𝑡𝑒1𝐾𝑝

+ 𝑏𝐺𝑒1)𝑏2 + (−𝑏𝑡𝑒2𝐾𝑝 + 𝑏𝐺𝑒2)𝑏1 − (𝑏22 + 2𝑏55)(𝑏𝑡𝑒1𝐾𝑝 − 𝑏𝐺𝑒1))𝛽2
4

+ ((−2𝑏𝑡𝑒1𝐾𝑝 − 7𝑏𝑡𝑒2𝐾𝑝 + 2𝑏𝐺𝑒1 + 7𝑏𝐺𝑒2)𝑏2 + (−𝑏𝑡𝑒1𝐾𝑝 + 2𝑏𝑡𝑒2𝐾𝑝 + 𝑏𝐺𝑒1

− 2𝑏𝐺𝑒2)𝑏1 + (8𝑏𝑡𝑒1𝐾𝑝 − 5𝑏𝑡𝑒2𝐾𝑝 − 8𝑏𝐺𝑒1 + 5𝑏𝐺𝑒2)𝑏22 + (23𝑏𝑡𝑒1𝐾𝑝

− 23𝑏𝐺𝑒1)𝑏11 + 12𝑏55((1/2)𝑏𝑡𝑒1𝐾𝑝 − 𝑏𝑡𝑒2𝐾𝑝 + 𝑏𝐺𝑒2 − (1/2)𝑏𝐺𝑒1))𝛽2
2

+ (5𝑏𝑡𝑒1𝐾𝑝 − 15𝑏𝑡𝑒2𝐾𝑝 − 5𝑏𝐺𝑒1 + 15𝑏𝐺𝑒2)𝑏2 + (3𝑏𝑡𝑒1𝐾𝑝 − 7𝑏𝑡𝑒2𝐾𝑝 − 3𝑏𝐺𝑒1

+ 7𝑏𝐺𝑒2)𝑏1 + (−5𝑏𝑡𝑒1𝐾𝑝 + 15𝑏𝑡𝑒2𝐾𝑝 + 5𝑏𝐺𝑒1 − 15𝑏𝐺𝑒2)𝑏22

− 26𝑏11((5/26𝑏𝑡𝑒1)𝐾𝑝 − 𝑏𝑡𝑒2𝐾𝑝 + 𝑏𝐺𝑒2 − 5/26𝑏𝐺𝑒1))𝛽1
2 − (2(𝛽2

4𝑏1 + (−2𝑏1

− 6𝑏2 − 2𝑏22 − 8𝑏55)𝛽2
2 − 3𝑏1 − 6𝑏2 + 12𝑏11 + 6𝑏22))(((1/2)𝑏𝑡𝑒1𝐾𝑝

− (1/2)𝑏𝐺𝑒1)𝛽2
2 + (1/2)𝑏𝑡𝑒1𝐾𝑝 − 𝑏𝑡𝑒2𝐾𝑝 + 𝑏𝐺𝑒2 − (1/2)𝑏𝐺𝑒1) 
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𝐹16

= (𝑏11
2 𝛽1

8 + (2 𝑏11 (2 𝑏55 + 𝑏2 + 𝑏22)𝛽2
2 + 𝑏2

2 + (−4 𝑏11 − 2 𝑏22) 𝑏2 + 2 𝑏1 𝑏11

+ 18 𝑏11
2 + 4 𝑏11 𝑏22 + 𝑏22

2 ) 𝛽1
6 + ((𝑏2

2 + (2 𝑏22 + 4 𝑏55) 𝑏2 + 2𝑏1 𝑏11

+ (𝑏22 + 2 𝑏55)
2) 𝛽2

4 + (2 𝑏2
2 + (2 𝑏1 + 22 𝑏11 + 4𝑏22 + 8 𝑏55) 𝑏2 + (−4 𝑏11

+ 2 𝑏22 + 4 𝑏55) 𝑏1 − 6 𝑏22
2 + (−2𝑏11 − 8 𝑏55) 𝑏22 + 20 𝑏11 𝑏55) 𝛽2

2 + 14 𝑏2
2

+ (4 𝑏1 − 56 𝑏11 − 28 𝑏22) 𝑏2 + 𝑏1
2 + (12 𝑏11 − 4 𝑏22) 𝑏1 + 105 𝑏11

2 + 56 𝑏11 𝑏22

+ 14 𝑏22
2 )𝛽1

4 + (2 𝑏1 (2 𝑏55 + 𝑏2 + 𝑏22)𝛽2
6 + (13 𝑏2

2 + (8𝑏1 + 14 𝑏22 + 40 𝑏55) 𝑏2
+ 2 𝑏1

2 + (−46𝑏11 − 16 𝑏22 − 8 𝑏55) 𝑏1 + 5 𝑏22
2 + 24 𝑏22 𝑏55 + 32 𝑏55

2 ) 𝛽2
4

+ (26 𝑏2
2 + (−2 𝑏1 + 20 𝑏11 + 4 𝑏22 + 56 𝑏55) 𝑏2 − 4 𝑏1

2 + (92𝑏11 + 38 𝑏22

+ 36 𝑏55) 𝑏1 − 30 𝑏22
2 + (−52 𝑏11 − 56 𝑏55) 𝑏22 − 32 𝑏11 𝑏55) 𝛽2

2 + 49𝑏2
2 + (40 𝑏1

− 196 𝑏11 − 98 𝑏22) 𝑏2 + 10 𝑏1
2 + (−62 𝑏11 − 40 𝑏22) 𝑏1 + 232𝑏11

2 + 196 𝑏11 𝑏22

+ 49 𝑏22
2 ) 𝛽1

2

+ (𝛽2
4 𝑏1 + (−2 𝑏1 − 6𝑏2 − 2 𝑏22 − 8 𝑏55) 𝛽2

2 − 3 𝑏1 − 6 𝑏2 + 12 𝑏11 + 6 𝑏22)
2) 

 

Λ2023 = −
𝐹17

𝐹18

 

𝐹18 = 𝐹16 
𝐹17

= 𝑆1
2 𝑏𝑘𝑒2𝑏11 𝛽1

6 + ((𝑏11𝑏𝑘𝑒1 + 𝑏2𝑏𝑘𝑒2 + 𝑏22𝑏𝑘𝑒2 + 2𝑏55𝑏𝑘𝑒2)𝛽2
2 + (𝑏𝑘𝑒1

+ 3𝑏𝑘𝑒2)𝑏2 + 𝑏𝑘𝑒2𝑏1 + (−𝑏𝑘𝑒1 − 3𝑏𝑘𝑒2)𝑏22 − 7𝑏11(𝑏𝑘𝑒1 + (1/7)𝑏𝑘𝑒2))𝛽1
4

+ ((𝑏𝑘𝑒2𝑏1 + 𝑏𝑘𝑒1𝑏2 + 𝑏𝑘𝑒1(𝑏22 + 2𝑏55))𝛽2
4 + ((2𝑏𝑘𝑒1 + 7𝑏𝑘𝑒2)𝑏2 + (𝑏𝑘𝑒1

− 2𝑏𝑘𝑒2)𝑏1 + (−8𝑏𝑘𝑒1 + 5𝑏𝑘𝑒2)𝑏22 − 23𝑏11𝑏𝑘𝑒1 − 6𝑏55𝑏𝑘𝑒1 − 2𝑏𝑘𝑒2))𝛽2
2

+ (−5𝑏𝑘𝑒1 + 15𝑏𝑘𝑒2)𝑏2 + (−3𝑏𝑘𝑒1 + 7𝑏𝑘𝑒2)𝑏1 + (5𝑏𝑘𝑒1 − 15𝑏𝑘𝑒2) 𝑏22

+ 5𝑏11(𝑏𝑘𝑒1 − 26𝑏𝑘𝑒2(1/5)))𝛽1
2 + (𝛽2

4𝑏1 + (−2𝑏1 − 6𝑏2 − 2𝑏22 − 8𝑏55)𝛽2
2 − 3𝑏1

− 6𝑏2 + 12𝑏11 + 6𝑏22)(𝛽2
2𝑏𝑘𝑒1 + 𝑏𝑘𝑒1 − 2𝑏𝑘𝑒2) 

 

Λ2024 =
𝐹19

𝐹20

 

𝐹20 = 𝐹16 
𝐹19

= 𝑆1
2(𝑏𝑡𝑒2𝑏11 𝛽1

6 + ((𝑏11𝑏𝑡𝑒1 + 𝑏2𝑏𝑡𝑒2 + 𝑏22𝑏𝑡𝑒2 + 2𝑏55𝑏𝑡𝑒2)𝛽2
2 + (𝑏𝑡𝑒1

+ 3𝑏𝑡𝑒2)𝑏2 + 𝑏𝑡𝑒2𝑏1 + (−𝑏𝑡𝑒1 − 3𝑏𝑡𝑒2)𝑏22 − 7𝑏11(𝑏𝑡𝑒1 + (1/7)𝑏𝑡𝑒2))𝛽1
4

+ ((𝑏𝑡𝑒2𝑏1 + 𝑏𝑡𝑒1𝑏2 + 𝑏𝑡𝑒1(𝑏22 + 2𝑏55))𝛽2
4 + ((2𝑏𝑡𝑒1 + 7𝑏𝑡𝑒2)𝑏2 + (𝑏𝑡𝑒1

− 2𝑏𝑡𝑒2)𝑏1 + (−8𝑏𝑡𝑒1 + 5𝑏𝑡𝑒2)𝑏22 − 23𝑏11𝑏𝑡𝑒1 − 6𝑏55(𝑏𝑡𝑒1 − 2𝑏𝑡𝑒2))𝛽2
2

+ (−5𝑏𝑡𝑒1 + 15𝑏𝑡𝑒2)𝑏2 + (−3𝑏𝑡𝑒1 + 7𝑏𝑡𝑒2)𝑏1 + (5𝑏𝑡𝑒1 − 15𝑏𝑡𝑒2)𝑏22 + 5𝑏11(𝑏𝑡𝑒1

− 26𝑏𝑡𝑒2(1/5)))𝛽1
2 + (𝛽2

4𝑏1 + (−2𝑏1 − 6𝑏2 − 2𝑏22 − 8𝑏55)𝛽2
2 − 3𝑏1 − 6𝑏2

+ 12𝑏11 + 6𝑏22)(𝛽2
2𝑏𝑡𝑒1 + 𝑏𝑡𝑒1 − 2𝑏𝑡𝑒2))𝐾𝑣 

 

Λ3031 = −
𝐹21

𝐹22

 

𝐹22 = 𝐹20 = 𝐹16 = 𝐹18 
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𝐹21

= 8𝛽1(−(1/8)𝑏22𝑏44 + (1/8)𝑏2𝑏44 − (1/8)𝑏11(𝑏3 − 𝑏33 + 8𝑏44))𝛽1
6

+ (((−3𝑏44(1/8) + (1/4)𝑏66 − (1/4)𝑏3)𝑏22 + (−5𝑏44(1/8) − (1/4)𝑏66

+ (1/4)𝑏33)𝑏2 + (2𝑏66 − 7𝑏3(1/8) − 9𝑏33(1/8))𝑏11 − (1/4)𝑏55(𝑏3 − 𝑏33

+ 4𝑏44))𝛽2
2 + (3𝑏3(1/4) − (1/8)𝑏4 + 5𝑏44(1/4) − 3𝑏33(1/4))𝑏22

+ ((1/8)𝑏4 + 3𝑏33(1/4) − 3𝑏3(1/4) − 5𝑏44(1/4))𝑏2 + (−(1/2)𝑏44

− (1/8)𝑏3 + (1/8)𝑏33)𝑏1 + 11𝑏11(10𝑏44(1/11) + 𝑏3 − 4𝑏4(1/11)
− 𝑏33)(1/4))𝛽1

4 + (((3𝑏66(1/4) − (1/8)𝑏4 − (1/2)𝑏33 − (1/4)𝑏3)𝑏22

+ (5𝑏66(1/4) − (1/2)𝑏3 + (1/8)𝑏4 − 3𝑏33(1/4))𝑏2 + (−(1/8)𝑏3

+ (1/8)𝑏33)𝑏1 − 𝑏11𝑏4 + (2(−5𝑏33(1/8) + 𝑏66 − 3𝑏3(1/8)))𝑏55)𝛽2
4

+ ((−3𝑏44(1/8) − 11𝑏66(1/4) + 2𝑏33 + 3𝑏3(1/4) − (1/8)𝑏4)𝑏22

+ (−5𝑏44(1/8) + 11𝑏66(1/4) − 11𝑏33(1/4) − 7𝑏4(1/8))𝑏2 + (𝑏66

− (1/8)𝑏3 − 7𝑏33(1/8))𝑏1 + (−7𝑏66 + 5𝑏3(1/8) + 2𝑏4 + 51𝑏33(1/8))𝑏11

+ 3𝑏55(−4𝑏44(1/3) − 𝑏33 + 𝑏3 − 4𝑏4(1/3))(1/4))𝛽2
2 + (5𝑏4(1/4)

+ 11𝑏44(1/8))𝑏22 + (−5𝑏4(1/4) − 11𝑏44(1/8))𝑏2 + (−(1/2)𝑏44 + (1/4)𝑏3

− (1/2)𝑏4 − (1/4)𝑏33)𝑏1 + 11𝑏11(𝑏3 + 20𝑏4(1/11) − 𝑏33

+ 28𝑏44(1/11))(1/8))𝛽1
2 + (1/8)((−3𝑏22𝑏4 − 5𝑏2𝑏4 + (𝑏3 − 𝑏33)𝑏1

− 8𝑏4𝑏55)𝛽2
4 + ((−2𝑏3 + 14𝑏4 + 2𝑏33)𝑏22 + (−6𝑏3 − 6𝑏4 + 6𝑏33)𝑏2 + (−2𝑏3

− 4𝑏4 + 2𝑏33)𝑏1 + 28𝑏11𝑏4 − 8𝑏55(𝑏3 − 𝑏4 − 𝑏33))𝛽2
2 + (6𝑏3 − 11𝑏4

− 6𝑏33)𝑏22 + (−6𝑏3 + 11𝑏4 + 6𝑏33)𝑏2 + (−3𝑏3 + 4𝑏4 + 3𝑏33)𝑏1 + 12𝑏11(𝑏3

− 7𝑏4(1/3) − 𝑏33))(𝛽2 + 1)(𝛽2 − 1) 
 

Λ3032 = −
𝐹23

𝐹24

 

𝐹24 = 𝐹22 = 𝐹20 = 𝐹16 = 𝐹18 
𝐹23

= 𝑆1
2𝛽1((𝑏𝑡𝑒2𝐾𝑝 − 𝑏𝐺𝑒2)𝑏2 + (−𝑏𝑡𝑒2𝐾𝑝 + 𝑏𝐺𝑒2)𝑏22 − (5((𝑏𝑡𝑒2

+ (1/5)𝑏𝑡𝑒1)𝐾𝑝 − (1/5)𝑏𝐺𝑒1 − 𝑏𝐺𝑒2))𝑏11)𝛽1
4 + (((−2𝑏𝑡𝑒2𝐾𝑝 + 2𝑏𝐺𝑒2)𝑏2

+ (−2𝑏𝑡𝑒1𝐾𝑝 + 2𝑏𝐺𝑒1)𝑏22 + (−8𝑏𝑡𝑒1𝐾𝑝 + 8𝑏𝐺𝑒1)𝑏11 − (2((𝑏𝑡𝑒1 + 𝑏𝑡𝑒2)𝐾𝑝

− 𝑏𝐺𝑒1 − 𝑏𝐺𝑒2))𝑏55)𝛽2
2 + ((−𝑏𝑡𝑒2 − 𝑏𝑡𝑒1)𝐾𝑝 + 𝑏𝐺𝑒1 + 𝑏𝐺𝑒2)𝑏1 + ((−5𝑏𝑡𝑒1

+ 5𝑏𝑡𝑒2)𝐾𝑝 + 5𝑏𝐺𝑒1 − 5𝑏𝐺𝑒2)𝑏2 + ((5𝑏𝑡𝑒1 − 5𝑏𝑡𝑒2)𝐾𝑝 − 5𝑏𝐺𝑒1 + 5𝑏𝐺𝑒2)𝑏22

− (25((𝑏𝑡𝑒2 − 3𝑏𝑡𝑒1(1/5))𝐾𝑝 + 3𝑏𝐺𝑒1(1/5) − 𝑏𝐺𝑒2))𝑏11)𝛽1
2 + (((3𝑏𝑡𝑒2

− 𝑏𝑡𝑒1)𝐾𝑝 + 𝑏𝐺𝑒1 − 3𝑏𝐺𝑒2)𝑏1 − (5(𝑏2 + 3𝑏22(1/5) + 8𝑏55(1/5)))(𝑏𝑡𝑒1𝐾𝑝

− 𝑏𝐺𝑒1))𝛽2
4 + (((−6𝑏𝑡𝑒2 − 2𝑏𝑡𝑒1)𝐾𝑝 + 2𝑏𝐺𝑒1 + 6𝑏𝐺𝑒2)𝑏1 + ((−8𝑏𝑡𝑒2

− 10𝑏𝑡𝑒1)𝐾𝑝 + 10𝑏𝐺𝑒1 + 8𝑏𝐺𝑒2)𝑏2 + (10𝑏𝑡𝑒1𝐾𝑝 − 10𝑏𝐺𝑒1)𝑏22 + (28𝑏𝑡𝑒1𝐾𝑝

− 28𝑏𝐺𝑒1)𝑏11 − 8𝑏55(𝑏𝑡𝑒2𝐾𝑝 − 𝑏𝐺𝑒2))𝛽2
2 + ((−𝑏𝑡𝑒2 − 𝑏𝑡𝑒1)𝐾𝑝 + 𝑏𝐺𝑒1

+ 𝑏𝐺𝑒2)𝑏1 + ((−5𝑏𝑡𝑒1 + 4𝑏𝑡𝑒2)𝐾𝑝 + 5𝑏𝐺𝑒1 − 4𝑏𝐺𝑒2)𝑏2 + ((5𝑏𝑡𝑒1 − 4𝑏𝑡𝑒2)𝐾𝑝

− 5𝑏𝐺𝑒1 + 4𝑏𝐺𝑒2)𝑏22 − (20((𝑏𝑡𝑒2 − 4𝑏𝑡𝑒1(1/5))𝐾𝑝 + 4𝑏𝐺𝑒1(1/5)
− 𝑏𝐺𝑒2))𝑏11 
 

Λ3033 = −
𝐹25

𝐹26

 

𝐹26 = 𝐹24 = 𝐹22 = 𝐹20 = 𝐹16 = 𝐹18 
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𝐹25

= 𝑆1
2𝛽1(−𝑏2𝑏𝑘𝑒2 + 𝑏22𝑏𝑘𝑒2 + 𝑏11(𝑏𝑘𝑒1 + 5𝑏𝑘𝑒2))𝛽1

4 + ((8𝑏11𝑏𝑘𝑒1 + 2𝑏2𝑏𝑘𝑒2

+ 2𝑏𝑘𝑒1𝑏22 + 2𝑏55(𝑏𝑘𝑒1 + 𝑏𝑘𝑒2))𝛽2
2 + (5𝑏𝑘𝑒1 − 5𝑏𝑘𝑒2)𝑏2 + (𝑏𝑘𝑒1 + 𝑏𝑘𝑒2)𝑏1

+ (−5𝑏𝑘𝑒1 + 5𝑏𝑘𝑒2)𝑏22 − 15𝑏11(𝑏𝑘𝑒1 − 5𝑏𝑘𝑒2(1/3)))𝛽1
2 + ((𝑏𝑘𝑒1 − 3𝑏𝑘𝑒2)𝑏1

+ (5(𝑏2 + 3𝑏22(1/5) + 8𝑏55(1/5)))𝑏𝑘𝑒1)𝛽2
4 + ((10𝑏𝑘𝑒1 + 8𝑏𝑘𝑒2)𝑏2 + (2𝑏𝑘𝑒1

+ 6𝑏𝑘𝑒2)𝑏1 − 28𝑏11𝑏𝑘𝑒1 − 10𝑏𝑘𝑒1𝑏22 + 8𝑏55𝑏𝑘𝑒2)𝛽2
2 + (𝑏𝑘𝑒1 + 𝑏𝑘𝑒2)𝑏1

+ (5𝑏𝑘𝑒1 − 4𝑏𝑘𝑒2)𝑏2 + (−5𝑏𝑘𝑒1 + 4𝑏𝑘𝑒2)𝑏22 − 16𝑏11(𝑏𝑘𝑒1 − 5𝑏𝑘𝑒2(1/4)) 

Λ3034 =
𝐹27

𝐹28

 

𝐹28 = 𝐹26 = 𝐹24 = 𝐹22 = 𝐹20 = 𝐹16 = 𝐹18 
𝐹27

= 𝑆1
2𝛽1𝐾𝑣(−𝑏2𝑏𝑡𝑒2 + 𝑏22𝑏𝑡𝑒2 + 𝑏11(𝑏𝑡𝑒1 + 5𝑏𝑡𝑒2))𝛽1

4 + ((8𝑏11𝑏𝑡𝑒1 + 2𝑏2𝑏𝑡𝑒2

+ 2𝑏22𝑏𝑡𝑒1 + 2𝑏55(𝑏𝑡𝑒1 + 𝑏𝑡𝑒2))𝛽2
2 + (5𝑏𝑡𝑒1 − 5𝑏𝑡𝑒2)𝑏2 + (𝑏𝑡𝑒1 + 𝑏𝑡𝑒2)𝑏1

+ (−5𝑏𝑡𝑒1 + 5𝑏𝑡𝑒2)𝑏22 − 15𝑏11(𝑏𝑡𝑒1 − 5𝑏𝑡𝑒2(1/3)))𝛽1
2 + ((𝑏𝑡𝑒1 − 3𝑏𝑡𝑒2)𝑏1

+ (5(𝑏2 + 3𝑏22(1/5) + 8𝑏55(1/5)))𝑏𝑡𝑒1)𝛽2
4 + ((10𝑏𝑡𝑒1 + 8𝑏𝑡𝑒2)𝑏2 + (2𝑏𝑡𝑒1

+ 6𝑏𝑡𝑒2)𝑏1 − 28𝑏11𝑏𝑡𝑒1 − 10𝑏22𝑏𝑡𝑒1 + 8𝑏55𝑏𝑡𝑒2)𝛽2
2 + (𝑏𝑡𝑒1 + 𝑏𝑡𝑒2)𝑏1 + (5𝑏𝑡𝑒1

− 4𝑏𝑡𝑒2)𝑏2 + (−5𝑏𝑡𝑒1 + 4𝑏𝑡𝑒2)𝑏22 − 16𝑏11(𝑏𝑡𝑒1 − 5𝑏𝑡𝑒2(1/4)) 
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Abstract  

In this thesis, active vibration control of truncated conical shell under harmonic excitation using 

piezoelectric actuator is investigated. For this purpose, first, dynamic equation of the FGM 

truncated conical shell is derived. Using the Galerkin method the ordinary differential equations 

of the system are obtained. Then, using semi-analytical perturbation theory methods, resonance 

analyzes (primary resonance, supersonic and subharmonics) are performed to investigate the 

hardening or softening behavior of the system. To active control of system, we add the outer layer 

as the actuator and the inner layer as the sensor to the system. Due to the added piezoelectric 

layers, the governing equations of the system are again extracted. Using the piezoelectric sensors, 

active vibration control of this structure are performed, and the effect of piezoelectric sensors on 

the softening or hardening behavior of the structure are investigated. The necessary analysis for 

this structure are represented at different vertex angles of the cone, volume fraction and loading. 

keywords: Nonlinear vibration, active control, piezoelectric layers, functional graded 

material, truncated conical shell 
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