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 تشکر و قدردانی

 

 اد، اکنون که به یاری خداوند ایت دوره را به پایان رسانیده

تریت نعمت الهی در زندگی بیش و پیش از همه، از پدر و مادر عزیزد که بزرگ دانمر خود واجب میب

گزاری نمایم. از دریغ مادیّ و معنوی آنها سپاسهای بیها و حمایتو هستند، به سوب کمک مت بوده

 درگاه خداوند متعال برایشان طلب سلامتی و عمر با عزت دارد. 

آنها  های صمیمانهها و همدلیها، همزبانیدلوندد به خاطر همفکری زد و خواهرزادهنیز، از خواهر عزی

 کنم. تشکر می

و معلم بزرگوار خویش، که به حق تجسم کامل معنای معلم هستند، جناب  فرزانههمچنیت، از استاد 

اره با سعه صدر و همو رسالهایت  که به عنوان استاد راهنما در مراحل مختلفآقای دکتر مهدی قناّد، 

 هایحمایت و های اخلاقی و علمیرویی در کنار مت بودند و در طول مدت تحصیل از راهنماییگشاده

 .با سربلندی را آرزومندد تواد عمر طول ایشان برای و نمایممیتشکر و قدردانی  ،ادایشان بهره جسته

، مو دانشجویی در محضرشان را داشتآموزی اساتیدی که توفیق دانش و از تمامی معلماندر پایان، 

های ها و کمکهمینطور از همکاری چی، سپاسقزارد.خصوج جناب آقای دکتر حمیدرضا ایپکبه

آقایان دکتر محمد پرهیزکار، دکتر مهدی جوّاری، دکتر محمد حسیت سوهانی و دکتر دوستان ارجمندد 

 .زان حست عاقوت خواستارداحد فروندی متشکرد و از درگاه خداوند برای تماد ایت عزی

های خانواده، استادان و دوستان عزیزد را زحمات و همراهیامیدوارد ایت رساله بخشی هرچند ناچیز از 

 جوران کرده باشد. 
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 8931مهرماه 
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 تعهد نامه
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مک کهای ضخیم تحت فشار با جدار متغیر از مواد هایپرامستیک به غیرخطی استوانهامستیک 
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 رجع مورد استفاده استناد شده استبه م ،های محرران دیقردر استفاده از نتایج پژوهش. 

  متیازی در هیچ جا تاکنون توسط خود یا فرد دیقری برای دریافت هیچ نوع مدرک یا ا رسالهمطالب مندرج در

 .ارائه نشده است
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 .خواهد رسید به چاپ« Shahrood  University  of  Technology»و یا « شاهرود

 له ساراند، در مرامت مستخرج از تیثیرگذار بوده رسالهاصلی  دست آمدن نتایجد افرادی که در بهحروم معنوی تما

 رعایت می گردد.

 ضوابط و  ،( استفاده شده استهای آنهایا بافترساله، در مواردی که از موجود زنده )مراحل انجاد ایت  یدر کلیه

 .خلاقی رعایت شده استاصول ا

 اطلاعات شخصی افراد دسترسی یافته یا استفاده شده  ی، در مواردی که به حوزهرسالهمراحل انجاد ایت  یدر کلیه
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 مالکیت نتایج و حق نشر

ها و تجهیزات ساخته شده( افزار، نردایهای رایانه، کتاب ، برنامهاثر و محصومت آن )مرامت مستخرجحروم معنوی ایت  یکلیه

 در تولیدات علمی مربوطه ذکر شود.. ایت مطلب باید به نحو مرتضی باشدمیمتعلق به دانشقاه صنعتی شاهرود 

 .باشدمیبدون ذکر مرجع مجاز نرساله ات و نتایج موجود در استفاده از اطلاع
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 چکیده

 

ای هغیرخطی پوستهی روشی تحلیلی برای بررسی رفتار امستیک ارائه ،هدف از انجاد ایت پژوهش

شده از مواد هایپرامستیک ساخته ،ای و مخروطی جدار ضخیم با ضخامت متغیر تحت فشار متغیراستوانه

ت و همسانقرد بر اساس هایپرامستیک ناهمقی مادهّدر حالت تعادل استاتیکی است. جنس پوسته از 

 ناپذیر با تغییرات خواج دردر حالت ترریواً تراکمنئوهوکیت ای و جملهدو ریولیت-مدل ساختاری مونی

راستای شعاعی پوسته انتخاب شده است. در حالت عمومی تغییرات جدار و فشار داخلی و خارجی 

حوری مسیله در حالت ترارن م وه نظر گرفته شددرصورت تابعی غیرخطی بر حسب متغیر طولی پوسته به

وابط جایی( و رجابه-روابط سینماتیک )کرنشبا فرض برقراری  مسیلهشود. معادمت حاکم بر بررسی می

راج شده استخ اوّلی ی تغییر شکل برشی مرتوهغیرخطی با استفاده از نظریه کرنش(-ساختاری )تنش

اغتشاشات  یتغیر حاکم بر مسیله بر اساس نظریهاست. دستقاه معادمت دیفرانسیل غیرخطی با ضرایب م

یافته، معادمت شده به کمک بسط مجانوی تطویقبرای شرایط مرزی گیردار حل شده است. در روش ارائه

های ضرایب و بردارهای ناهمقنی تا بسط اغتشاشی به همراه ماتریسهای خارجی و داخلی هر یک از حل

هایتاً با اعمال شرایط مرزی و استفاده از شروط انطواقی، یک حل اند. نی دو نشان داده شدهمرتوه

ک و سینماتیکمک روابط  های کوشی بهجایی پوسته ارائه شده و تنشهای جابهبرای مؤلفه یکنواخت

ی نتایج پژوهش جاری نتایج، از طریق مرایسه درستیاست. بررسی  هساختاری غیرخطی محاسوه شد

انجاد شده  ANSYSافزاری اجزای محدود ی نردکمک بسته سازی عددی بهبا نتایج حاصل از مدل

ای و مخروطی جدار متغیر های استوانهسازی عددی برای پوستهنتایج حاصل از حل تحلیلی و مدلاست. 

 دهند.ها را نشان میدر حالت همقت و ناهمقت همقرایی حل

ی ی تغییر شههکل برشههی، نظریهخیم، نظریهجدار ضهه مخروطجدار متغیر،  یاسههتوانه کلمات کلیدی:

 اپذیر.نریولیت، مواد هایپرامستیک ترریواً تراکم-یافته، مدل مونیاغتشاشات، روش بسط مجانوی تطویق
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 هاو نمودار هاشکلفهرست 

 

 81 های مستیکمولکول 8-8شکل 

 83 [1] مستیککرنش مواد شوه-نمودار تنش 0-8شکل 

ی مخروطی های هندسی، بارگذاری و شرایط مرزی در مرطع پوستهمتغیر 8-0شکل 

 ضخیم جدار متغیر

18 

 31 سازی شده و مخروطی شکل مدل ایهای استوانهبندی پوستهی گرهنمونه 8-9شکل 

        محوریهای آزمایش )الف( کشش تککرنش و نمونه-نمودارهای تنش 8-4شکل 

 [888] )ب( برش ساده )ج( حجمی

829 

از مرجع  9در تحلیل )الف( خطی )شکل  MAEو  FSDTاثر ضخامت بر دقت  0-4شکل 

 ایی استوانه[( )ب( غیرخطی پوسته884]

821 

جایی شعاعی حاصل از حل تحلیلی و بر درصد اختلاف جابه kمتغیر اثر 9-4شکل 

iو  Rعددی برای مرادیر مختلف  1 2( )P C C  

821 

 823 ایی استوانههی میانی پوستجایی شعاعی در میهبر جابه kاثر متغیر 4-4شکل 

 823 ایی استوانهی داخلی پوستهجایی محوری در میهبر جابه kاثر متغیر 1-4شکل 

جایی شعاعی حاصل از حل تحلیلی و عددی بر درصد اختلاف جابه اثر متغیر 1-4شکل 

 Rبرای مرادیر مختلف 
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ی میانی و )ج و د( جایی شعاعی در میهبر )الف و ب( جابه اثر متغیر 1-4شکل 

 ایی استوانهی داخلی پوستهجایی محوری در میهجابه

882 

ای ی استوانههای هندسی، بارگذاری و شرایط مرزی در مرطع پوستهمتغیر 1-4شکل 

 متغیرضخیم جدار 

888 

-بعد در راستای )الف( طولی )ب( شعاعی در میهجایی شعاعی بیتوزیع جابه 3-4شکل 

 های مختلف

880 

بعد در راستای )الف( طولی )ب( شعاعی در جایی محوری بیتوزیع جابه 82-4شکل 

 های مختلفمیه

 

889 



 

 ش

استای طولی بعد )الف( محیطی )ب( برشی در رهای کوشی بیتوزیع تنش 88-4شکل 

 های مختلفبرای میه

889 

جایی جایی شعاعی و )ج و د( جابهاثر ضخامت و فشار بر )الف و ب( جابه 80-4شکل 

 ای جدار و فشار متغیر خطیی استوانهی داخلی پوستهمحوری در میه

884 

ی جایی محورجایی شعاعی و )ج و د( جابهاثر شعاع داخلی بر )الف و ب( جابه 89-4شکل 

 ای جدار و فشار متغیر خطیی استوانهی داخلی پوستهدر میه

881 

سازی جایی )الف( شعاعی )ب( محوری حاصل از مدلبعدی جابهنمایش سه 84-4شکل 

مرطع پوسته ) 4/9اجزای محدود در گسترش 
i i1 1

2, ( ) , ( )n P x P h x h  ) 

802 

های مختلف در وری برای میهجایی )الف( شعاعی )ب( محبعد جابهتوزیع بی 81-4شکل 

راستای طولی استوانه )
i i1 1

2, ( ) , ( )n P x P h x h  ) 

808 

      های کوشی )الف( محیطی )ب( محوری )ج( برشی وبعد تنشتوزیع بی 81-4شکل 

 های مختلف در راستای طولی استوانه)د( فشار هیدرواستاتیک برای میه

i i1 1
( 2, ( ) , ( ) )n P x P h x h   

808 

ی میانی در راستای طولی استوانه بعد تنش کوشی شعاعی در میهتوزیع بی 81-4شکل 

) MAEمختلف روش  هایمرتوهبرای 
i i1 1

2, ( ) , ( )n P x P h x h  ) 

808 

ای هبرای ثابت ه در راستای شعاعی پوستههای مادّبعد توانی ثابتتوزیع بی 81-4شکل 

 ناهمقنی مختلف 

809 

جایی شعاعی حاصل از دو روش حل بعد جابهمقنی بر توزیع بیاثر ثابت ناه 83-4شکل 

0.15xی داخلی )ب( شعاعی دردر راستای )الف( طولی میه  

i i1 1
( ( ) , ( ) )P x P h x h  

804 

جایی محوری حاصل از دو روش حل بعد جابهاثر ثابت ناهمقنی بر توزیع بی 02-4شکل 

0.65xی داخلی )ب( شعاعی در ی میهدر راستای )الف( طول  

i i1 1
( ( ) , ( ) )P x P h x h  

804 

بعد )الف( تنش کوشی محوری )ب( فشار اثر ثابت ناهمقنی بر توزیع بی 08-4شکل 

ی داخلی پوسته هیدرواستاتیک در راستای طولی میه

i i1 1
( ( ) , ( ) )P x P h x h  

804 

           بعد تنش کوشی محیطی در راستایناهمقنی بر توزیع بیاثر ثابت  00-4شکل 

0xی داخلی )ب( شعاعی در )الف( طولی میه  (
i i1 1
( ) , ( )P x P h x h ) 

801 

  توزیع توابع فشار داخلی در راستای طولی پوسته 09-4شکل 

 

801 



 ج

 

حوری جایی مجایی شعاعی )ب( جابه)الف( جابهبعد اثر تابع فشار بر توزیع بی 04-4شکل 

ی میانی پوسته )ج( فشار هیدرواستاتیک در راستای طولی میه
1

( 2, ( ) )n h x h  

801 

 

جایی شعاعی )بعد جابهاثر توابع ضخامت بر توزیع بی 01-4شکل 
i i1

2, ( )n P x P ) 803 

جایی محوری )بعد جابهیاثر توابع ضخامت بر توزیع ب 01-4شکل 
i i1

2, ( )n P x P ) 803 

بعد فشار هیدرواستاتیک )اثر توابع ضخامت بر توزیع بی 01-4شکل 
i i1

2, ( )n P x P ) 892 

 898 نمایش توابع فشار متغیر وارد بر مخروط جدار متغیر 01-4شکل 

  جایی )الف( شعاعیبعد جابهزیع بیی خارجی بر توی میهاثر تغییر زاویه 03-4شکل 

ی مخروطی همقت تحت فشار داخلی )ب( محوری در پوسته
i 1 ia

( ( ) , 0.055m)P x P r  

891 

    جایی )الف( شعاعیبعد جابهی داخلی بر توزیع بیی میهاثر تغییر زاویه 92-4شکل 

 ی مخروطی همقت تحت فشار خارجی)ب( محوری در پوسته
o 1 oa

( ( ) , 0.07m)P x P r  

891 

ایی جبعد جابهی خارجی بر توزیع بیی میهبعدی اثر تغییر زاویهنمایش سه 98-4شکل 

 ی مخروطی همقت تحت فشار داخلی)الف( شعاعی )ب( محوری در پوسته
i 6 ia

( ( ) , 0.055m)P x P r  

891 

ایی جبعد جابهی داخلی بر توزیع بیی میهبعدی اثر تغییر زاویهنمایش سه 90-4شکل 

ی مخروطی همقت تحت فشار خارجی )الف( شعاعی )ب( محوری در پوسته
o 6 oa

( ( ) , 0.07m)P x P r   

891 

جایی )الف( شعاعی )ب( محوری بعد جابهاثر تابع شعاع داخلی بر توزیع بی 99-4شکل 

ی مخروطی جدار متغیر همقت تحت فشار داخلی خطی حاصل از در پوسته

MAE  وFEM 

891 

عاعی جایی )الف( شبعد جابهبعدی اثر تابع شعاع داخلی بر توزیع بینمایش دو 94-4شکل 

 ی مخروطی همقت جدار متغیر تحت فشار داخلی خطی)ب( محوری در پوسته

893 

              جاییبعد جابهبعدی اثر تابع شعاع داخلی بر توزیع بینمایش سه 91-4شکل 

ای همقت با جدار داخلی متغیر ی استوانهی در پوسته)الف( شعاعی )ب( محور

 تحت فشار داخلی ثابت

893 

های مختلف در راستای طولی در ی محوری فشار داخلی برای هندسهمؤلفه 91-4شکل 

با جدار داخلی  حالت )الف( مخروط جدار متغیر تحت فشار خطی )ب( استوانه

 متغیر تحت فشار ثابت

 

842 



 

 ض

        ی مخروطی جدار متغیر برایجایی شعاعی پوستهبعد جابهبی توزیع 91-4شکل 

2n)الف(    )2)بn   های مختلف )در راستای طولی میه
1i ( )P x P) 

840 

       ایی مخروطی جدار متغیر برجایی محوری پوستهبعد جابهتوزیع بی 91-4شکل 

2n)الف(    )2)بn   های مختلف )در راستای طولی میه
1i ( )P x P) 

840 

2nی مخروطی جدار متغیر برای )الف( بعد تنش محیطی پوستهتوزیع بی 93-4شکل   

2n)ب(     های مختلف )در راستای طولی میه
1i ( )P x P) 

840 

2nی مخروطی جدار متغیر برای  )الف( بعد تنش طولی پوستهتوزیع بی 42-4شکل   

2n)ب(    های مختلف )در راستای طولی میه
1i ( )P x P) 

840 

2nی مخروطی جدار متغیر برای )الف( بعد تنش برشی پوستهتوزیع بی 48-4شکل   

2n)ب(    های مختلف )در راستای طولی میه
1i ( )P x P) 

849 

     ر متغیر برایی مخروطی جدابعد فشار هیدرواستاتیک پوستهتوزیع بی 40-4شکل 

2n)الف(    )2)بn   های مختلف )در راستای طولی میه
1i ( )P x P) 

849 

های در مخروط جدار متغیر برای ثابت ههای مادّبعد توانی ثابتتوزیع بی 49-4شکل 

 ناهمقنی مختلف

849 

جایی )الف( شعاعی )ب( محوری در بعد جابهابت ناهمقنی بر توزیع بیاثر ث 44-4شکل 

ی داخلی مخروط جدار متغیر )راستای طولی میه
1i ( )P x P) 

844 

بعد تنش کوشی )الف( محیطی )ب( محوری اثر ثابت ناهمقنی بر توزیع بی 41-4شکل 

ی داخلی مخروط جدار متغیر و )ج( فشار هیدرواستاتیک در راستای طولی میه

(
1i ( )P x P) 

844 

جایی )الف( شعاعی )ب( محوری در راستای بعد جابهاثر تابع فشار بر توزیع بی 41-4شکل 

 ی داخلی مخروط جدار متغیر طولی میه

841 

              جایی )الف( شعاعی )ب( محوری و تنش کوشیبعد جابهتوزیع بی 41-4شکل 

های مختلف در راستای طولی استوانه)ج( محیطی )د( محوری برای میه

i i1 1 12( 2, ( ) , ( ) ,MC )n P x P h x h   

811 

جایی )الف( شعاعی )ب( محوری و بعد جابهاثر ثابت ناهمقنی بر توزیع بی 41-4شکل 

ی داخلی پوسته)ج( فشار هیدرواستاتیک در راستای طولی میه

i i1 1 11( ( ) , ( ) ,MC )P x P h x h  

811 

 

 



 ط

 

 

 هافهرست جدول

 

ای ههای ناهمسانقرد پرکاربرد در بافتکرنشی مربوط به مدل انرژیچقالی  8-8جدول 

 [01] ی مختلفزنده

91 

های های همسانقرد پرکاربرد در بافتکرنشی مربوط به مدل انرژیچقالی  0-8جدول 

 [01] ی مختلفزنده

91 

 824 یتریول-مدل مونی هایثابتمشخصات  8-4جدول 

ف های مختلجایی شعاعی برای ثابتضخامت و بارگذاری بر جابه هایمتغیراثر  0-4جدول 

  همادّ

821 

های جایی محوری برای ثابتضخامت و بارگذاری بر جابه هایمتغیراثر  9-4جدول 

  همختلف مادّ

821 

 881 مشخصات توابع فشار متغیر  4-4جدول 

 881 ر متغیر مشخصات توابع فشا 1-4جدول 

ی داخلی جایی و فشار هیدرواستاتیک در مراطع مختلف میهمرادیر جابه 1-4جدول 

2nی ناهمقت برای توابع ضخامت و فشار مشابه )پوسته ) 

892 

 898 مشخصات توابع فشار متغیر  1-4جدول 

ی هاجایی شعاعی برای ثابتجابه ی مخروط و بارگذاری برهای زاویهاثر متغیر 1-4جدول 

 همختلف مادّ

899 

 891 مشخصات توابع شعاع داخلی و خارجی و فشار داخلی مورد مطالعه  3-4جدول 

 819  نئوهوکیتهای مدل مشخصات ثابت 82-4جدول 

های جایی شعاعی برای ثابتهای ضخامت و بارگذاری بر جابهاثر متغیر 88-4جدول 

  همختلف مادّ

814 

های جایی محوری برای ثابتهای ضخامت و بارگذاری بر جابهاثر متغیر 80-4جدول 

  همختلف مادّ

814 

قت ی ناهمجایی و فشار هیدرواستاتیک در مراطع مختلف پوستهمرادیر جابه 89-4جدول 

iهای ناهمقنی مختلفبرای ثابت i1 1 15( ( ) , ( ) ,MC )P x P h x h  

811 



 

 ظ

ی داخلی یی و فشار هیدرواستاتیک در مراطع مختلف میهجامرادیر جابه 84-4جدول 

)16ی ناهمقت برای توابع ضخامت و فشار مشابهپوسته 2,MC )n  

811 
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 فهرست نمادها

 

r پوسته تا محور ترارن آن مادیّی ی هر نرطهفاصله 

z ی میانی آنپوسته تا میه مادیّی ی هر نرطهفاصله 

( )R x پوسته تا محور ترارن آنی میانی ی میهفاصله 

x ایی طولی در دستقاه مختصات استوانهمختصه 

 ایاستوانهی محیطی در دستقاه مختصات مختصه 

i ( )r x شعاع داخلی پوسته 

o ( )r x شعاع خارجی پوسته 

( )h x ضخامت پوسته 

L طول پوسته 

iar  0شعاع داخلی پوسته درx  

ibr  شعاع داخلی پوسته درx L 

i abr  شعاع داخلی پوسته در/ 2x L 

i0r ی )نراط( پوسته به محور دورانشعاع نزدیکتریت نرطه 

oar 0ع خارجی پوسته در شعاx  

obr  شعاع خارجی پوسته درx L 

o abr  شعاع خارجی پوسته در/ 2x L 

ah  0ضخامت پوسته درx  

bh  ضخامت پوسته درx L 

abh  ضخامت پوسته در/ 2x L 

0h )ضخامت مشخصه )کمتریت ضخامت پوسته 

 ی پوسته در ی داخلی میهزاویهx L 

 ی خارجی پوسته در ی میهزاویهx L 

,u  لی اوّجایی محوری در تئوری تغییر شکل برشی مرتوههای جابهمؤلفه 



 

 غ

,w  لاوّ یجایی شعاعی در تئوری تغییر شکل برشی مرتوههای جابهمؤلفه 

, , ,r x zU U U U جاییهای فیزیکی جابهمؤلفه 

P اولّکیرشهف -تانسور تنش پیوم 

F تانسور گرادیان تغییر شکل 

S دکیرشهف دوّ-متانسور تنش پیو 

E مگرانژ-تانسور کرنش گریت 

C گریت راست-تانسور کرنش کوشی 

T تانسور تنش بایت 

U تانسور کشیدگی راست 

σ یتانسور تنش کوش 

τ تانسور تنش کیرشهف 

B گریت چپ-تانسور کرنش کوشی 

0V در پیکربندی نخست حجم پوسته 

V تغییر حجم پوسته 

J (وبیت تغییر شکلنسوت حجمی )ژاک 

1 2 3 4 5 6, , , , , ,...I I I I I I گریت راست )چپ(-پایاهای عددی تانسور کرنش کوشی 

1 2 3, ,   های اصلینسوت کشیدگی 

zz θθ xx zx, , ,S S S S دکیرشهف دوّ-های فیزیکی تانسور تنش پیوممؤلفه 

 ε برداری ویتهمگرانژ در نمایش شو-گریت کرنش 

, , ,zz xx zx    برداری ویتمگرانژ در نمایش شوه-گریت های کرنشمؤلفه 

, , ,zz xx zxC C C C گریت -کوشی های کرنشمؤلفه 

iG  در پیکربندی نخست همقرد یپایهبردار 

i
G  در پیکربندی نخست دگردپا یپایهبردار 

ijG در پیکربندی نخست های ضرایب سنجهمؤلفه 

ig  در پیکربندی جاری همقرد یپایهبردار 

i
g  در پیکربندی جاری پادگرد یپایهبردار 



 ف

 

ijg در پیکربندی جاری رایب سنجههای ضمؤلفه 

X بردار موقعیت 
k

ij  دنوع دوّ کریستوفلنماد 
j

j
ˆ ˆ,i i  مختصات کارتزیت دستقاهبردار پایه در 

iq خط متعامدهای دستقاه خمیدهمختصه 

iU جاییهای همقرد بردار جابهمؤلفه 

iU جاییهای پادگرد بردار جابهمؤلفه 

I تانسور همانی 

 )انرژی کرنشی بر واحد جرد )انرژی کرنشی مخصوج 

0
  در پیکربندی نخستچقالی 

int پتانسیل امستیک کل جسم 

 توان تنش کل جسم 

W تابع )چقالی( انرژی کرنشی 

1 2
ˆ ( , , )W I I J   ناپذیرانرژی کرنشی مربوط به تغییر شکل تراکم 

*

1 2( , )W I I ناپذیر که بر اساس مدل بخشی از انرژی کرنشی تغییر شکل تراکم

 شودی انتخابی تعییت میهمادّ
( )H J ی نندهکناپذیر که تضمیتبخشی از انرژی کرنشی تغییر شکل تراکم

 لیه در جسم استعدد وجود تنش اوّ

W    انرژی کرنشیبخش حجمی 

( )G J ناپذیریتابع خطا به منظور اعمال حدی قید تراکم 

 )پارامتر خطا )ضریب تابع خطا 

k مدول بالک 

 مدول برشی 

  نپواسونسوت 

1 2,C C ریولیت-های مدل مونیثابت 

0p ّی عدد وجود تنشکنندهی فشار هیدرواستاتیک که تضمیتلیهمردار او 

 لیه در جسم استاوّ



 

 م

n ثابت ناهمقنی 

1 2,n nC C ی ناهمقتت در پوستهریولی-های مدل مونیثابت 

nk ی ناهمقتمدول بالک در پوسته 

0np 
-ی ناهمقت که تضمیتی فشار هیدرواستاتیک در پوستهلیهمردار اوّ

 لیه در جسم است ی عدد وجود تنش اوّکننده

P فشار هیدرواستاتیک 

0A سطح مرزی جسم در پیکربندی نخست 

0A y شوندها بر آن وارد میجاییقسمتی از سطح مرزی جسم که جابه 

0σA شوندقسمتی از سطح مرزی جسم که نیروهای سطحی بر آن وارد می 

t زمان 

a شتاب حرکت جسم 

0b نیروی حجمی در پیکربندی نخست 

0t نیروی سطحی در پیکربندی نخست 

y جایی جسمبردار جابه 
*, , ,

,

z

x zx

N N N

N N

 




 
 ی صفرهای تنش مرتوهمنتجه

*, , ,

,

z

x zx

M M M

M M

 




 
 ی یکهای تنش مرتوهمنتجه

*, , ,

,

z

x zx

Q Q Q

Q Q

 




 
 ی دوهای تنش مرتوهمنتجه

SK ضریب تصحیح برشی 

i ( )P x فشار داخلی پوسته 

o ( )P x فشار خارجی پوسته 

izP ی شعاعی فشار داخلیمؤلفه 

ozP ی شعاعی فشار خارجیمؤلفه 

ixP ی طولی فشار داخلیمؤلفه 

oxP ی طولی فشار خارجیمؤلفه 

iaP  0فشار داخلی پوسته درx  



 ک

 

ibP  فشار داخلی پوسته درx L 

i abP  فشار داخلی پوسته در/ 2x L 

oaP  0فشار خارجی پوسته درx  

obP  فشار خارجی پوسته درx L 

o abP  فشار خارجی پوسته در/ 2x L 

iL  های دیفرانسیلی پیشروی خطیعملقر 

iL̂ های دیفرانسیلی پیروی غیرخطیعملقر 

 iF بخش ناهمقنی معادمت اغتشاشی 

(  بعد هر متغیرحالت بی (

  متغیر اغتشاشی 

(i, j)II انتقرال در جهت ضخامت به منظور تسهیل در نمایش معادمت 

0 7,c c گیری در معادمتهای انتقرالابتث 

v  متغیر کمکی تعریف شده به جایu 

2 12 1 9, , ,...,C C Ck Ck به منظور تسهیل در  هشده بر حسب خواج مادّتعریف بعد های بیثابت

 نمایش معادمت
ˆ

sK ور به منظ شده بر حسب ضریب تصحیح برشیتعریف بعد بی ثابت

 تسهیل در نمایش معادمت

  O i xy یجایی در حل خارجی مرتوهبردار جابهi 

 OA ماتریس ضرایب در معادمت حل خارجی 

 OiF یهمقنی در معادمت حل خارجی مرتوهبردار ناi 

 O2

II
F د خارجی شامل ی دوّبخشی از بردار ناهمقنی حل مرتوه( )II x 

 O2

II F د خارجی شامل مشتق ی دوّبخشی از بردار ناهمقنی حل مرتوه( )II x 

x  ( در مرز متغیر سریع )کشیده شده 

 D


ی طولی پوسته مشتق متغیرهای )هندسی و بارگذاری( تابع مختصه 

 نسوت به متغیر سریع مرز 

  i x y یجایی در حل داخلی مرتوهبردار جابهi  در مرز 

     1 2 3, ,  A A A مرز  ماتریس ضرایب در معادمت حل داخلی 



 

 ل

 iF یخلی مرتوهبردار ناهمقنی در معادمت حل داi 

 2

II

F د داخلی شامل ی دوّبخشی از بردار ناهمقنی حل مرتوه( )II x 

 2

DII


F د داخلی شامل مشتق ی دوّبخشی از بردار ناهمقنی حل مرتوه( )II x 

 2

DA


F د داخلی ایجاد شده در اثر ی دوّبخشی از بردار ناهمقنی حل مرتوه

 اولّی های ضرایب حل مرتوهبسط تیلور ماتریس

 2

P

F های دود داخلی شامل بارگذاریبخشی از بردار ناهمقنی حل مرتوه 

 2

DP


F ی دود داخلی شامل مشتق ناهمقنی حل مرتوه بخشی از بردار

 هابارگذاری

 i gen.y  یحل داخلی مرتوهپاسخ عمومی دستقاه معادمتi  در مرز 

 i par.y  یحل داخلی مرتوهپاسخ خصوصی دستقاه معادمتi  در مرز 

im مرز حل داخلی در ی معادمت مرادیر ویژه 

 V مرز حل داخلی در ی معادمت بردارهای ویژه 

i (i 1,2,3)c  مرز حل داخلی در معادمت های پاسخ عمومی ثابت 

 2

pol.

par.y  حل داخلی پاسخ خصوصی دستقاه معادمت در  ایچندجملهبخش

 در مرز  دوّدی مرتوه

 2

exp(mi).

par.y پاسخ خصوصی در  ی مشخصهی معادلهیکسان با ریشهنمایی  بخش

 در مرز  دوّدی حل داخلی مرتوهدستقاه معادمت 

 2

exp(q j).

par.y پاسخ خصوصی در  ی مشخصهی معادلهنمایی متفاوت با ریشه بخش

 در مرز  دوّدی حل داخلی مرتوهدستقاه معادمت 

     0 1 2, ,B B B 
ی مرتوهحل داخلی معادمت  دستقاه خصوصی پاسخضرایب نامعیت 

 دودّ

 0

O


y داخلی مرز چپ بخش مشترک حل خارجی با حل 

 1O


y راست مرز داخلی مشترک حل خارجی با حل بخش 

 comp.y حل کلی یکنواخت پوسته 

 grad عملقر گرادیان 

 div عملقر دیورژانس 

 det عملقر دترمینان 
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 مقدمه 9-9

ها از هپوست سپسشود. ع پیشنهادی رساله و اهمیت آن پرداخته میبه تعریف موضو ایت فصل ابتدادر 

 هاینظریه همچنیت. شودمیها بیان های تحلیل آنبندی شده و نظریههای مختلف دستهدیدگاه

ضمت ، بعدی. در بخش خواهند شدمعرفی  ای از دیدگاه هندسیهای استوانهغیرخطی معروف پوسته

 ،، اصول حاکم بر ایت مواد از دیدگاه مکانیک محیط پیوسته8رامستیکمواد هایپبندی تعریف و دسته

های ساختاری خاج ایت مواد معرفی و مورد و مدل 9مواد هایپرامستیک همسانقرد 0روابط ساختاری

 مورد استفاده مواد هایپرامستیک های انرژی که در تحلیل موادسپس روشبررسی قرار گرفته است. 

های انجاد شده در ، به مطالعه و بررسی پژوهشدر انتهای ایت فصلشده است.  نبیا گیرند،قرار می

 ضرورت نهایی، بندیهای مرتوط با موضوع پیشنهادی ایت رساله پرداخته شده است و با جمعزمینه

  .خواهد شدبیان های نوآوری آن انجاد پژوهش حاضر و جنوه

 دنیای فیزیکی در که هستند هاسازه انواع تریتمتنوع و تتریاز فراوان ای،پوسته هایسازه ها یاپوسته

 اجزای و نیز حیوانات و انسانها سر یجمجمه مانند طویعی اشکال در هاپوسته. شوندمی یافت ما اطراف

  صنایع مختلف در مصنوعی اشکال در شوند؛می مشاهده صدف و مک جانوری مانند انداد محافظ

 هایسازه کلی، طور به هاپوستهند. و ... کاربرد دار  فضا و هوا نظامی، سازی،خودرو نیروگاهی، ساختمانی،

ر تابعاد دیقر آنها بسیار کوچک در مرایسه باها از نظر هندسی، ضخامت ایت سازهخمیده هستند که 

 یمرتوه بامتریت در شده، وارد لنقرهای و برابر نیروها در مراومت و رفتاری کیفیت جهت ازو  است

باشد. می اهمیت حائز نیز آنها تحلیل پیچیدگی مطلوبیت رفتاری، به تناسب .گیرندمی قرار هاسازه کاملیت

 را هاپوسته تئوری که است فرضیاتی اساس بر هاتحلیل پوسته برای موجود ترریوی تحلیلی های روش

 ایاهمیت ویژه از کاربرد، اوانیفر دلیل به ایاستوانه هایها، پوستهپوسته انواع میان دهند. ازمی تشکیل

                                                 
1. Hyperelastic 

2. Constitutive relations 

3. Isotropic 



 . مردمه و مرور مرامت8

9 

 

 توجه مورد امروز به تا دور چندان نه یگذشته از هاگونه پوسته ایت رفتار یبرخوردارند. مطالعه

 یهمادّ و هندسه روی بر تغییرات اعمال پیقیر پژوهاندانش .دارد ادامه همچنان و بوده دانشمندان

 امکان، درصورت و افزایش مکانیکی هایتنش انواع برابر در را آنها مراومت بتوانند که اندبوده هاپوسته

های فشار ها در محیطایت پوسته از همچنیت امروزه به دلیل استفادهدهند.  کاهش را آنها وزن

ها در برخی کاربردها، مهندسان توجه خود را سازی وزن سازهغیریکنواخت و متغیر و اهمیت بهینه

 اند.ا ضخامت متغیر ساختهها بمعطوف استفاده از پوسته

 ای بیت تنش و کرنش در یک جسم تحتامستیسیته یافتت رابطه ینظریهی اساسی در لهییک مس

اکم کرنش ح-ی تنشی خطی بر رابطههای کوچک، امستیسیتهبارگذاری خارجی است. در تغییر شکل

رفتار امستیک غیرخطی با  ، موادی امستیکدر محدوده های بزرگدر تغییر شکل حالی کهاست؛ در 

توانند مواد هایپرامستیک گروهی از مواد هستند که میدهند. از خود نشان می 8عنوان هایپرامستیسیته

توان ی مواد هایپرامستیک میاز جملهداشته باشند.  9پذیرامستیک و بازگشت 0های بزرگتغییر شکل

-های مواد هایپرامستیک ایدهاشاره کرد که توسط مدل 1امستومرهاو 1مستیک، مواد شوه4هابه مستیک

-خودروسازی، نشتهای مربوط به بخشاز ایت مواد در صنایع مختلف از جمله شوند. سازی میآل مدل

 1ردهای زیستی نبافت. شوداستفاده میو ...  ها، تسمههاگیر، ضربههای تعلیقها، سیستمها، درزگیربند

 های زیستی در تشخیص، پیشقیریدهند. بررسی بافترامستیک را از خود نشان مینیز رفتار مواد هایپ

 دهد.های مختلف اطلاعات مفیدی در اختیار دانشمندان قرار میو درمان بیماری

های افزارهای صنعتی و روشگیری از نرداگرچه امروزه حل مسائل با استفاده از کامپیوتر و بهره

های تحلیلی در حل مسائل همچنان به قوت ست؛ اما تمایل به استفاده از روشعددی بسیار رواج یافته ا

                                                 
1. Hyperelasticity 

2. Large deformations 

3. Reversible 

4. Rubbers 

5. Rubber-Like matrerials 

6. Elastomers 

7. Soft biological tissues 
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های تحلیلی در ایت است که ارتواط رفتار سیستم با پارامترهای مزیت استفاده از روشخود پابرجاست. 

آن از قویل هندسه، بارگذاری، شرایط مرزی و .... به راحتی قابل توصیف است. به ویژه زمانی که هدف 

وش باشد، رسازی آن با سعی و خطا پارامتریک اثر یک متغیر بر روی رفتار سیستم و بهینه یلعهمطا

از  ی همزمانتواند زمان محاسوات را به مردار قابل توجهی کاهش دهد. در واقع استفادهتحلیلی می

ا برای تواند ابزاری سودمند رهای هرکداد، میهای عددی و تحلیلی با توجه به محدودیتروش

 پژوهشقران جهت تحلیل مسائل فراهم آورد. 

های پوستهغیرخطی روشی تحلیلی برای بررسی رفتار امستیک  یهدف از انجاد ایت پژوهش ارائه

در حالت ترارن محوری، با فرض متغیر جدار ضخیم با ضخامت متغیر تحت فشار  ای و مخروطیاستوانه

همقت و نای هایپرامستیک هرخطی است. جنس پوسته از مادّغی و ساختاری 8سینماتیکبرقراری روابط 

همسانقرد انتخاب شده است و تغییرات ضخامت و بارگذاری تابعی از متغیر مسیله در راستای طول 

تخراج و اساولّ ی تغییر شکل برشی مرتوه ینظریهپوسته است. معادمت حاکم بر مسیله با استفاده از 

جایی در مرادیر تنش و جابه حل خواهد شد. نهایتاً 0ی اغتشاشاتنظریه دستقاه معادمت حاکم توسط

 .و اثر عوامل مختلف بر حل تحلیلی بررسی خواهد شدی موردی محاسوه صورت مطالعهبه پوسته

 هاپوسته 9-6

های نازک و ضخیم و های تحلیل آنها شامل پوستهها، نظریهبندی پوسهته ضهمت دسهته   در ایت بخش،

 [.8گیرد ]مورد بررسی قرار می هندسی یرخطیهای غنظریه

 هاپوسته بندیدسته 

 .نمودبندی دسته به شکل زیر ی و رفتاریاز دیدگاه هندسی، مادّ توانرا می هاپوسته

                                                 
1. Kinematic relations 

2. Perturbations theory 
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 الف( دیدگاه هندسی

 : از انترال یک منحنی یا سطح مادی در امتداد خط راست خارج از8ی حاصل از انترالپوسته

 شود.می ی قوس، حاصلصفحه

 ی قوس،: از دوران یک منحنی یا سطح مادی حول محور واقع در صفحه0ی حاصل از دورانپوسته

 شود.حاصل می

 )منطوق بر خط انترال یا محور دوران( هر مرطع ای که نسوت ضخامتپوسته :9ی جدار نازکپوسته

1تر از کوچک مرطع آن 4به شعاع انحنای سطح میانی   باشد. 20

هر مرطع )منطوق بر خط انترال یا محور  ای که نسوت ضخامت: پوسته1ضخیمی جدار پوسته

1 از تربزرگ مرطع به شعاع انحنای سطح میانی آن دوران(  باشد. 20

 یب( دیدگاه مادّ

 )درجهات در تماد تلف و ی پوسته در نراط مخهخواج مکانیکی مادّ :1ی همقت و همسانقردپوسته

 .یکسان است از پوسته( هر نرطه

ی پوسته در نراط مختلف جسم یکسان است ه: خواج مکانیکی ماد1ّی همقت و ناهمسانقردپوسته

 یکسان نیست. مختلف در جهاتدر هر نرطه، ولی 

ت نیسی پوسته در نراط مختلف جسم یکسان هخواج مکانیکی مادّ :1ی ناهمقت و همسانقردپوسته

 یکسان است. مختلفدر جهات در هر نرطه، ولی 

ی پوسته هم در نراط مختلف جسم و هم ه: خواج مکانیکی ماد3ّی ناهمقت و ناهمسانقردپوسته

 یکسان نیست.)در هر نرطه از پوسته(  مختلف در جهات

                                                 
1. Shell of translation 

2. Shell of revolution 

3. Thin shell 

4. Middle surface 

5. Thick shell  

6. Homogeneous and isotropic shell 

7. Homogeneous and anisotropic shell 

8. Inhomogeneous and isotropic shell 

9. Inhomogeneous and anisotropic shell 
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 ج( دیدگاه رفتاری

، باریو بی تحت بارایط جایی هر نرطه از پوسته بیت شرهای کوچک: جابهپوسته با تغییر شکل

 کوچک است )رفتار خطی از نظر هندسی(.

کوچک ، باریو بی تحت بارجایی هر نرطه از پوسته بیت شرایط های بزرگ: جابهپوسته با تغییر شکل

 از نظر هندسی(. یرخطینیست )رفتار غ

فرط وابسته به و مدل رفتاری ایت مواد  یرندپذها بازگشت: تغییر شهکل 8امسهتیک پوسهته با رفتار  

 از نظر مادی(. یا غیرخطی )رفتار خطیتغییر شکل جاری هستند 

-ها )کرنشدهد که تنشو هنقامی رخ می یرندناپذها بازگشت: تغییر شکل0پلاستیکپوسته با رفتار 

 از نظر مادی(. یرخطی)رفتار غعوور کنند  حد امستیکهای امستیک( از مردار بحرانی خود یعنی 

همقت و همسانقرد و رفتار نای هاز نوع جدار ضخیم، دارای مادّ رسالهرد مطالعه در ایت ی موپوسته

 ی )امستیک غیرخطی( است.غیرخطی هندسی و مادّ

 هاپوسته تحلیلهای نظریه 

ندی بهای نازک و ضخیم ترسیمی پوستههای تحلیل پوسته به دو بخش نظریهدر ایت بخش نظریه

 گردد.ها بیان میمختصر برخی از ایت نظریهشوند و سپس توضیح می

 های نازکی پوستهنظریه 9-6-6-9

)منطوق Rهر مرطع  به شعاع سطح میانی hپوسته ضخامت نسوت ،با یک انحناء نازک هایدر پوسته

1تر از کوچک بر خط انترال یا محور دوران پوسته(  مونای بر هاپوسته از دسته ایت ییه. نظرباشدمی 20

بعاد بودن یک بعد نسوت به ا کوچک دلیل به کلی طوربه. است شده بنا خطی یامستیسیته ییهنظر

 یته،امستیس روابط سازیساده با بلکه شود؛نمی استفاده بعدی سه یامستیسیته ییهدیقر، نظر

                                                 
1. Elastic behavior 

2. Plastic behavior 
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 ارائه ایهیهنظر نتایج دقت. شودمی استفاده نازک هایپوسته تحلیل برای رریویت-تحلیلی هایروش

 یدرباره (8112) 8فکیرشه. اولیت فرضیات را دارد امستیسیته روابط سازیساده یدرجه به بستقی شده

 هاپوسته ییهنظر (8114) 0ارون. شدکاربرده به های پوستهیهنظر بسط در آن از پس که کرد ارائه هاورم

 عمومی معادمت( 8111) 9مو .نوود کامل وی کار اما کرد، معرفی کیرشهف فرضیات بر موتنی را

-وم ییهنظر یا نازک هایکلاسیک پوسته ییهون به عنوان نظراکن که کرد ارائه را نازک هایپوسته

 :[0]از  عوارتندکیرشهف -مو فرضیات .است مشهور کیرشهف

ی تهپوس) ه به شعاع انحنای سطح میانی در مرایسه با واحد، کوچک استنسوت ضخامت پوست -8

 ؛(نازک

 ؛(خیز کوچک)خیزها در مرایسه با ضخامت پوسته، کوچک هستند  -0

 )تنش تاس یپوشچشم قابل تنش، هایمؤلفه سایر به نسوت میانی سطح بر عمود تنش یمؤلفه -9

 ای(؛صفحه

ی پوسته، پس از بارگذاری و تغییر شکل، همچنان مستوی عمود بر سطح میان و مراطع مستوی -4

 درنظر صفر میانی،بر سطح  عمود کرنش یمؤلفه و برشی هایکرنش فرض، ایت با. مانندو عمود باقی می

 .ای(صفحه )کرنش شوندمی گرفته

 را 1محوری مترارن دوران از حاصل هایپوسته تحلیل مو فرضیات از استفاده با (8380) 4رایسنر

 ردنک لحاظ با را دو یمرتوه ترریب با هاپوسته ییهنظر که بود کسی اولیت (8390) 1فلوگه. نمود ارائه

 شودمی شناخته نازک هایای کوچک ارائه کرد. معادمت وی به عنوان معادمت استاندارد پوستهخیزه

 یهمرتو ترریب با هاپوسته ییهنظر هاآن سازیساده با. باشندمی حل قابل خاج هایحالت در فرط که

 . آیندمی دستبه صفر و یک

                                                 
1. Kirchhoff 

2. Aron 

3. Love 

4. Reissner 

5. Axisymmetric shell of revolution 

6. Flugge 
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 کرد. بندیترسیم گونهیتبه ا توانمی را نازک هایعمومی پوسته ییهنظر

 (؛8غشایی ییهنظر) صفر یبا ترریب مرتوه یهنظر الف(

 (؛0خمشی ییهنظر) یک یبا ترریب مرتوه یهنظر ب(

 لوگه(.ف ییهنظر) دو یبا ترریب مرتوه یهنظر ج(

 ضخیمهای ی پوستهنظریه 9-6-6-6

جدار  های، حل دقیق استوانه4مستوی یامستیسیته ییه( با استفاده از نظر8110) 9اولیت بار ممه

 ائهار همسانقرد و همقت یهمادّ برای تحت فشار یکنواخت داخلیرا  مترارن محوری با جدار ثابت ضخیم

-را با استفاده از معادمت اساسی امستیسیته به ضخیم های( روابط پوسته8392) 1گالرکیت [.9] کرد

 برای حلی قابل معادمت خطی، یامستیسیته ییه( با استفاده از نظر8343) 1ومسف. آورددست 

 ییهاثر برش عرضی و اینرسی دورانی، نظر در نظر گرفتت( با 8311ارائه کرد. نردی ) ضخیم هایپوسته

 کارگیریبه با( 8311) 3هرمان و 1میرسکی. کرد گذاریپایه ضخیم هایهرا برای پوست 1برشی لتغییر شک

را ارائه  ضخیم جدار ایاستوانه هایپوسته ارتعاشی تحلیل ،82اول یییر شکل برشی مرتوهتغ ییهنظر

 مختلف هاییهرا با نظر ضخیم ی جداراستوانه یویژه مرادیر( 8312) 88پت. گرینس[4]کردند 

 .کردمرایسه  یمضخ نازک و هایپوسته

 کرد. بندیترسیم گونهیتبه ا توانرا می ضخیم هایعمومی پوسته ییهنظر

                                                 
1. Membrane theory 

2. Bending theory 

3. Lame´ 

4. Plane elasticity theory (PET) 

5. Galerkin 

6. Vlassov 

7. Shear deformation theory (SDT) 

8. Mirsky 

9. Hermann 

10. First-order shear deformation theory (FSDT) 

11. Greenspon 
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 مستویی ی الاستیسیتهالف( نظریه

را  مجهول 81 توانمی که دارد وجود معادله 81 بعدی،سه یامستیسیته ییهنظربه طور کلی در

-سینماتیک )کرنش یل )تنش(، شش معادلهتعاد یمعادله سه: از اندعوارت معادمت آورد؛دست به

 روتنش )تانس یاند از: شش مؤلفهکرنش( و مجهومت عوارت-رفتاری )تنش یمعادله شش و( جاییجابه

(. جاییجابه بردار) جاییجابه یکرنش )تانسور مترارن کرنش( و سه مؤلفه یمترارن تنش(، شش مؤلفه

 و کندمی توصیف کامل طور به را هاپوسته رفتاری خصاتمش هر چند بعدیسه یامستیسیته ییهنظر

ها آن کارگیریبه عملاً و استحل معادمت آن بسیار پیچیده  ولی ؛شودمی دقیق حل به منجر

 ییتهامستیس ییهنظر و داد کاهش را بام معادمت توانمی یاساده شونده فرضیات با. است ناپذیرامکان

 مراطع هک شودمی فرض مستوی، یامستیسیته ییهنظردر. برد کاربه هاوانهاست تحلیل برای رامستوی 

فشار و تغییر شکل، همچنان مستوی و عمود بر محور  اعمال از پس استوانه، محور بر عمود و مستوی

 رخلافب اما؛ شودمی گرفته درنظر صفر برشی تنش و برشی کرنش حریرت در. ماننداستوانه باقی می

 رنظرد میانی سطح جاییجابه برابر پوسته از نرطه هر جاییجابه نازک، هایپوسته سیککلا ییهنظر

 قردهمسان و همقت یهمادّ از محوری مترارن ثابت جدار یبرای استوانه ممه را یهنظر ایت. شودنمی گرفته

 هایکلاسیک استوانه ییهممه به نظر ینظریه. آورد دستبه هااستوانه در را تنش توزیع و برد کاربه

 ت.مشهور اس ضخیم

 ی تغییر شکل برشینظریه( ب

ه با بلک ؛ودشنمی توصیف میانی سطح جاییجابه با پوسته از نرطه هر جایی، جابهیهنظردر ایت 

ریه، در ایت نظشود می بیان میانی سطح به نسوت نرطه آن جاییجابه و میانی سطح جاییمجموع جابه

. به شودبه کمک بسط تیلور با توابعی با ضرایب متغیر بیان میوسته حول میه میانی جایی پمیدان جابه

) ترارن محور تا پوسته از نرطه هر یطور کلی فاصله )r  میانی از محور ترارن سطح یفاصله برابر با

( )R ی نآن نرطه از سطح میا یفاصله یبعلاوه( )z در ایت صورت:، است  
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(8-8) ,  1
z

r R z
R

   

 نرطه جایی هرگردد و میدان جابهمی zبه   r، از 8و جزء دیفرانسیلی مختصهایت کار، سوب تغییر 

 .خواهد بود (0-8)ی صورت رابطهپوسته به از

(8-0) 

( , , )

( , , )

( , , )
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ی فوم در رابطه
zU ،U 

و  
xU  جایی در راستای شعاعی، محیطی های میدان جابهمؤلفهبه ترتیب

تیجه نمیانی پوسته  یجایی حول میههای میدان جابهلفهؤبا نوشتت بسط تیلور م هستند.و محوری 

 شود:می
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 توان بازنویسی کرد.صورت زیر میفوم را به یرابطه

(8-4) 
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نظر در. شودنوشته می zبر حسب  یاچندجمله یکصورت به جاییجابه ،(4-8) یاساس رابطهبر

0z گرفتت ، ود،ش گرفته درنظراوّل  یجمله فرط اگر. است میانی پوسته سطح جاییجابه نشانقر 

 یهینظر) خمشی ییهنظر مشابه که شودمی جدار ضخیم هایپوسته صفر یمرتوه ترریب با تحلیل

 یمرتوه ترریب با تحلیل شود، گرفته درنظر بسط جمله از ایت دو اگر و( نازک هایدر پوسته یک یمرتوه

                                                 
1. Differential element 
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 هایتهپوس در دو یمرتوه ییهنظر) فلوگه ییهنظر مشابه که شودمیحاصل  جدار ضخیم هایپوسته یک

 .است( نازک

 شهرت 8هرمان-میرسکیاولّ  یمرتوه برشی شکل تغییر ییهنظر به یک یمرتوه ترریب با یهنظر

 ییهنظر در. باشدمی هادر ورم 0یندلیتم ییهنظر یتدر تیرها و همچن وشنکوتیم ییهنظر تعمیم که دارد

 باقی تویمس شکل، تغییر از پس میانی، سطح بر عمود و مستوی مراطع اول، یتغییر شکل برشی مرتوه

 هرچند. شوندنمی درنظر گرفته صفر برشی تنش و برشی کرنش یعنی ؛نیستند عمود الزاماً ولی، مانندمی

 یت کهابه دلیل  ولیشود، یم مسائل دقیق حل به منجر بعدی،سه یامستیسیته ییهنظر کارگیریبه

 ییهنظر از استفاده با( خاج موارد از غیر به) جدار ضخیم هایتاکنون هیچ راه حل کاملی برای پوسته

 ایوستهپ هایسازه تحلیل برای برشی شکل تغییر ییهنظر است، نشده ارائه بعدیسه یامستیسیته

 .باشدروش مناسوی می مرزی شرایط و بارگذاری مواد، جداره، انواع با مختلف

ی اول، توزیع کرنش برشی عرضی در ضخامت ثابت است که تغییر شکل برشی مرتوه ینظریهدر 

نند؛ کشود. سطوح بامیی و پایینی پوسته به وضوح برشی را تحمل نمیمنجر به تنش برشی ثابت می

ت و در طول اس متفاوتلیه است. توزیع واقعی تنش برشی در ضخامت تنها یک ترریب اوّ رایت نتیجهبناب

رش ح بسطوح بام و پاییت دارای مردار صفر است. به همیت دلیل ضروری است که یک ضریب تصحی

  عرضی در معادمت وارد شود.

 ایهای استوانههای غیرخطی پوستهنظریه 

 . [1] شوندمیمعرفی  به طور مختصر ایهای استوانهپوسته مربوط بهغیرخطی  هاینظریهدر ایت قسمت 

  9دانلغیرخطی  ینظریه 9-6-9-9

ی دانل برا ینظریهمفروض است.  Lو طول  h، ضخامت Rای با شعاع میانقیت ی استوانهیک پوسته

                                                 
1. Mirsky-Hermann first-order shear deformation theory 

2. Mindlin theory 
3. Donnel’s nonlinear theory 
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 نظریه،ر ایت ای ارائه شده است. دی استوانه)در جهت شعاعی( یک پوسته wهای بزرگ تغییر شکل

 زیر برقرارند. هایفرض

h,است؛  نازکپوسته  -8 R L. 

برابر است؛ بنابرایت با توجه به فرض  h ی بزرگی ضخامتبا مرتوه wی بزرگی خیز مرتوه -0

w,کوچک است؛ یعنی  Lو  Rاول، خیز نسوت به ابعاد  R L. 

1wشیب در هر نرطه کوچک است؛  -9 x    و  1w R   . 

 ی خطی معتور است. کوچک هستند، بنابرایت امستیسیته کرنشهای تماد مؤلفه -4

ی میانی پوسته قابل ها در جهت عمود بر میهبرقرار است؛ یعنی تنش کیرشهف-موفرضیات  -1

خوبی  هایکنند. ایت فرضیات ترریبصورت خطی با ضخامت تغییر میها بهنظر هستند و کرنش صرف

ها در جهت های نازک هستند. اگرچه در حضور بارهای خارجی عمود بر سطح پوسته، تنشرای پوستهب

ها ی آنها )به جز در همسایقی بارهای متمرکز( از سایر تنشآیند، حتی اگر اندازهبه وجود می عمودی

 تر باشد. کوچک

جایی تنها جملات جابه -بسیار کوچک هستند و در روابط کرنش vو   u های مماسیجاییجابه -1

 شود. نظر می شود. از سایر جملات غیرخطی صرفدیده می wغیرخطی شامل 

 1u، 2uمحوری، محیطی و شعاعی به ترتیب با  هایجهتای دلخواه از پوسته در جایی نرطهجابه

. با توجه هستندی میانی پوسته ای روی میهجایی نرطهجابه wو u، vشود که نشان داده می 3uو 

 شود.نظر گرفته مییی زیر برای پوسته درجا، میدان جابهپنجمبه فرض 

(8-1) 
1 2 3

z
(x, ) , (x, ) , (x, )

w w
u u z u v u w

x R
  



 
    

 
 

 استفاده کرد. 8ای کامل یا ناقصهای استوانهتحلیل پوسته برایتوان می نظریهاز ایت 

                                                 
1. Panel 



 . مردمه و مرور مرامت8

89 

 

 9هنبیر-لور-فلوگه ینظریه 9-6-9-6

 نل نیزدا ینظریه ششمشود. همچنیت فرض نظر می پوسته صرف بودننظریه از فرض نازکدر ایت 

 شود.نظر گرفته میشکل زیر درجایی بهمعتور نخواهد بود. بنایرایت میدان جابه

(8-1) 
1 2 3

z
(x, ) , (x, ) , (x, )

w w
u u z u v v u w

x R
  



  
      

  
 

 اثرنظر گرفتت شود و برای درپوشی نمیاز ضخامت در برابر شعاع و طول چشم نظریهدر ایت 

 شود. هایی استفاده میضخامت از ترریب

 6وفغیرخطی نووژیل ینظریه 9-6-9-9

 ود.شمیدرنظر گرفته  زیرشکل به در پوسته جاییخطی نووژیلف، میدان جابهغیر ینظریهبر اساس 

(8-1) 1 2 3 0, z ,u u z u v u w w z         

  داریم. که در آن

(8-1) 

2

1 1
1

1
1

1 1 1

w v w w u
v

x R R R

w u w v
v

R x x x

u v w u v u v
w

x R R R x R x

  




  

      
         

      

     
       

     

      
      
      

 

تغییر  از های مستریم و عمود بر سطح میانی پوسته پستار ایت کهنووژیلف ایت روابط را با فرض 

آورد.  دستبهشوند؛ مانند و دچار کشیدگی نمیشکل همچنان مستریم و عمود بر سطح میانی باقی می

نیز برقرار  ششم. فرض شودمیدانل  ینظریه پنجمی د در فرض شمارهبخش دوّ جایقزیتایت فرض 

 نیست. 

                                                 
1. Flügge-Lur’e-Byrne nonlinear shell theory 

2. Novozholov nonlinear shell theory 
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 9کویتر-غیرخطی سندرز ینظریه 9-6-9-0

واً . ترریکردی غیرخطی پوسته را در شکل تانسوری ارائه هبهوودیافت ینظریه 8319سندرز در سال 

-آمد، که منجر به معادمت سندرز دستبهنیز  8311همزمان با او همیت معادمت توسط کویتر در سال 

های ارتقول به منظور یافتت عو هاینظریهنظر گرفتت فرضیات مشابه با کویتر گردید. ایت معادمت با در

-شکل اند و برای تغییرآمده دستبهمرتوه انیک پوسته و نیز نقهداشتت جملات همریاضی منطوق با مک

دانل  ینظریه ششی های کوچک مناسب هستند؛ بنابرایت فرض شمارههای محدود با کرنش و دوران

پیچش با توجه  و گردد. تغییرات انحناپوشی میهای عرضی چشمبرقرار نخواهد بود. همچنیت از برش

 کویتر، خطی هستند. -غیرخطی سندرز ینظریهبه 

 غیرخطیاوّل ی تغییر شکل برشی مرتبه ینظریه 9-6-9-9

 8311در سال  0ها نخستیت بار توسط ردیغیرخطی پوستهاولّ ی تغییر شکل برشی مرتوه ینظریه

برای توصیف تغییر  2و  1و دو دوران  wو u ،v جاییمعرفی شد. از پنج متغیر وابسته، سه جابه

ت برای جملاسندرز  ینظریهی جدار ضخیم توان نسخهرا می نظریهشود. ایت شکل پوسته استفاده می

 ت.غیرخطی دانل برای جملات غیرخطی دانس ینظریهخطی و 

  yRو xRیعنی   yو xدر راستاهای  ثابتبا دو انحنای  پوسته برای یک نظریهفرضیات ایت 

 عوارتند از:

نها برای ت نظریهرایت ایت های انحنای اصلی کوچک است، بنابضخامت پوسته در مرایسه با شعاع -8

 های نسوتاً ضخیم مناسب است. پوسته

در  zتوان نشان داد که پوشی است. در حالت کلی میقابل چشم zعرضی  عمودیتنش  -0

ی ترریب خوب نظریههای پوسته، کوچک است. بنابرایت ایت ز در نزدیکی لوه، به جyzو  xzمرایسه با 

                                                 
1. Sanders-Koiter nonlinear shell theory 

2. Reddy 
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 رود.های نسوتاً ضخیم به شمار میاز رفتار پوسته

ی میانی پوسته پس از تغییر شکل همچنیت مستریم باقی عمود بر رویهمستریم و خطوط  -9 

 یست. برقرار ن نظریهکیرشهف در ایت -موی میانی نیستند؛ یعنی فرض مانند، اما لزوماً عمود بر رویهمی

 .شودی دلخواهی از پوسته به کمک روابط زیر توصیف میجایی نرطهمیدان جابه

(8-3) 
1 1 2 2 31 , 1 ,

x y

z z
u u z u v z u w

R R
 

  
          
   

 

ب بامتر )بر حس یمرتوه هاینظریهتوان با اضافه کردن جملات مشابه به میدان برداری فوم، به می

zنظر از جملات  اند، با صرفهای برشی عرضی کوچک فرض شده( نیز دست یافت. از آنجا که کرنش

 آید.می دستبهغیرخطی، معادمت سینماتیک زیر برای برش عرضی 

 (الف8-82)
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 (ب8-82)
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 ای هستند.زاویهمختصات  و  در روابط فوم 

 هایپرالاستیکمواد  9-9

های ساختاری اصول حاکم بر مدلدر ایت قسمت ضمت تعریف مواد هایپرامستیک و بررسی انواع آنها، 

اند. همچنیت های سههاختاری خاج آنها بیان شههده ایت مواد از دیدگاه مکانیک محیط پیوسههته و مدل

 اند.  ناپذیر معرفی شدهانرژی جهت تحلیل مواد هایپرامستیک تراکمهای روش

 هایپرالاستیک موادتعریف  

ذیر پهای بزرگ امستیک و بازگشتتوانند تغییر شکلمواد هایپرامستیک گروهی از مواد هستند که می

روند که تحت ر میکاسازی موادی بهداشته باشند. قوانیت ساختاری مواد هایپرامستیک به منظور مدل
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دهند. ایت قوانیت برای دو حالت اصلی استفاده های بسیار بزرگ رفتار امستیک از خود نشان میکرنش

 شوند. می

باشد. به می 0مواد پلیمری 8سازی رفتار مواد غیرخطی مانند رفتار مستیکیبرای مدلاولّ حالت 

شود. خواج ایت مواد نزدیک به مواد امستیک نیز گفته می مستیکهمیت دلیل به ایت نوع مواد شوه

یر ی بارگذاری بوده و تغیجاری و مسترل از نرخ و سابره ، صرفاً تابعی از کرنشآل است؛ یعنی تنشایده

هستند. همچنیت در برابر تغییر حجم از خود مراومت پذیر هستند. ایت مواد همسانقرد ها بازگشتشکل

در مرابل ایت مواد  همچنیت آنها با فلزات قابل مرایسه است. 9دول بالکصورتی که مدهند؛ بهنشان می

  .دهندبرش مراومت بسیار کمی از خود نشان می

های با قابلیت تغییر شکل  4های پلیمریدوهای بزرگ همچون فسازی تغییر شکلدر مدل دوّدحالت 

 ی بارگذاریایت مواد به نرخ و یا سابرهشود. وابستقی استفاده می (1هاپذیر )مانند اسفنجبزرگ بازگشت

بامیی  1پذیریها دارای تراکمدوها، اغلب فنظر است. بر خلاف مستیکبسیار اندک بوده و قابل صرف

 ها با توجه به ساختاردوهستند؛ به نحوی که مدول بالک و برشی آنها از یک مرتوه هستند. همچنیت ف

 داشته باشند. نیز قردیتوانند خاصیت ناهمسانسلولی خود می

مزد به ذکر است که رفتار مواد پلیمری در حالت کلی به شدت تابع دما، نرخ کرنش و نرخ بارگذاری 

است که میزان هرکداد  3و مستیکی 1، ویسوامستیک1مانندهستند. رفتار ایت مواد شامل سه بخش شیشه

لکولی ایت مواد است. در زیر دمای بحرانی که از ایت سه بخش و جزئیات رفتار آنها وابسته به ساختار مو

شود، پلیمرها رفتاری مشابه شیشه دارند. نزدیک ایت دما، نیز گفته می 82ایبه آن دمای تودیل شیشه

                                                 
1. Rubbery behavior 

2. Polymeric materials 

3. Bulk modulus 

4. Polymeric foams 

5. Sponges 

6. Compressibility 

7. Glassy 

8. Viscoelastic 

9. Rubbery 

10. Glass transition temperature 
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ابد. یها به شدت وابسته به نرخ کرنش هستند و در خود ایت دما، مدول برشی به شدت کاهش میتنش

 .دهدرفتار مستیکی از خود نشان میه در دماهای بامتر از ایت دما، مادّ

 .دهدنمی توضیح دقت با را مواد از شده مشاهده رفتار ،خطی امستیک مدل مواد، از بسیاری برای

 امستیک آلهاید مواد از گروهی برای ساختاری مدل یک واقع در 8امستیک-یا گریت هایپرامستیک مدل

ی هود. مادّشمی استخراج 0کرنشی انرژی تابع یک از کرنش-تنش یرابطه آنها در که باشدمی

 است.  9ی امستیک کوشیههایپرامستیک حالت خاصی از مادّ

 هایپرالاستیک موادانواع  

ستی های زیمستیک، امستومرها و بافتها، مواد شوهتوان به مستیکی مواد هایپرامستیک میاز جمله

 شود.ی هر یک داده میدربارهدر ادامه توضیحی مختصر که نرد اشاره کرد 

آید که ظاهری شیری رنگ دارد. منشی می دستبهمستیک طویعی از تراوشات درخت مستیک 

ی ترشح شده هدهد. مادّمعنی می "درخت گریان"ی هندی است که لغت کائوچو )مستیک( یک کلمه

 ری ازیشود. همچنیت مراددارای مردار زیادی هیدروکربت است که به عنوان مستیک خاد شناخته می

ی تراوش شده برای جدا کردن مستیک هه وجود دارد. به مادّصمغ، مواد معدنی، پروتئیت و آب در ایت مادّ

شناسی از یک خانواده نیستند؛ ولی از نظر گیاه ایت کهها با شود. ایت درختها گرما داده میاز ناخالصی

 ترکیب هیدروکربنی یکسانی دارند. 

ای های بلند زنجیره)الف( نشان داده شده است، از مولکول 8-8ها همانطور که در شکل مستیک

ها توسط باندهای شیمیایی است که اولیت بار با اضافه ، پیوند دادن زنجیره4اند. ولکانشتشکیل شده

)ب( نشان  8-8ی مستیک در شکل کردن سولفور با مستیک طویعی انجاد شد. مولکول ترویت شده

 داده شده است.

                                                 
1. Green-Elastic 

2. Strain energy 

3. Cauchy 

4. Vulcanization 
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 های مستیکمولکول 8-8شکل 

یند ولکانش، مستیک به علت حساسیت شدید نسوت به محیط، کاربرد صنعتی اتا قول از کشف فر

شود. با مردار کمی حرارت نرد و چسوناک و با سرد کردن سخت و شکننده می زیرا ؛چندانی نداشت

 بخشد. خواج فیزیکی مستیک را بهوود می ،ولکانش

مانند کربت  8از یک مستیک پایه )مستیک طویعی(، یک پرکننده های مستیکی معمومًترکیب

ها به دلیل اند. ایت افزودنیهای دیقری تشکیل شدهکننده و افزودنیسیاه یا اکسید روی، یک ترویت

ها تیکشوند. مسبهوود برخی خواج همراه با تضعیف خواج دیقر، بسته به کاربرد مستیک مشخص می

ی مهندسی مکانیک، عمران و برم هستند. دارای کاربردهای مهندسی بسیار وسیعی به خصوج در حوزه

 رهاو واش هابندهای اجزای الکتریکی و ارینگ، آبهاودرو در موارد بسیاری مانند روکشعلاوه بر صنعت خ

ها شها، بورتعاشات در ساختمانایزومسیون ا گیرها و قطعاتلرزهگیرها، ضربهناپذیری(، )خاصیت نشت

روند. دلیل اصلی استفاده از کار میو موارد بسیار دیقری به ها، تسمه، اتصامت چسویهادهندهو اتصال

برابر  1یا  1توانند تا ها می. برخی از مستیکاستآنها  0و چررمقی کشسانیقابلیت  ،اجزای مستیکی

 ی خود تغییر طول دهند. طول اولیه

 توانمی را کرنش-تنش رابطه آنها در که باشندمی مستیکشوه مواد مواد، ایت برای نمونه تریتحواض

رفتار ایت  د.کر بیان کرنش نرخ از مسترل کلی طوربه و همسانقرد خطی،امستیک غیر یرابطه صورتبه

هش یافته و های کوچک و متوسط کاای در کرنشمواد به ایت صورت است که مدول امستیک لحظه

                                                 
1. Filler 

2. Toughness 
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ای افزایش صورت لحظهه سفت شده و مدول امستیک بهمادّ ،های بزرگشود و ناگهان در کرنشنرد می

 (.0-8شود )شکل شکل گفته می Sیابد. به ایت رفتار، رفتار می

 

 
 [1] مستیککرنش مواد شوه-نمودار تنش 0-8شکل 

آل مطابرت دارد، واد هایپرامستیک ایدهاز جمله مواد دیقری که رفتار آنها اغلب با رفتار م

نیز گاهی به کمک مواد  0شدههستند. امستومرهای پر 8ی پرنشدهیافتهامستومرهای ولکانش

است که به دلیل داشتت اتصامت عرضی  پلیمریشوند. امستومر، سازی میآل مدلهایپرامستیک ایده

و به  "امستیک")برگرفته از  "امستو"زیادی دارد. ناد امستومر از دو قسمت  کشسانیقوی، قابلیت 

واد به ایت م برخی از پواسون نسوتاست. ( تشکیل شده"پلیمر")برگرفته از  "مر"( و کشسانیمعنای 

ناپذیر فرض کرد. امستومرها در ساخت محصومت توان آنها را تراکمایت میبسیار نزدیک است و بنابر 1/2

نیت ند. همچروکار میها بهو شلنگ هاکتبرف پاکبندی، های آبزیادی مانند مستیک اتومویل، درزگیر

ا ه، پدهای طوی در کفشهاگیرضربه و هاپوشتوان به کفها و امستومرها میکاربردهای مستیکدیقر  از

که امروزه برای تولید انرژی الکتریکی از نیروهای حرکتی مختلف  9الکتریک امستومریدی هایمودلو یا 

 اند، اشاره کرد. ی وسیع قرار گرفتهها و یا امواج دریا مورد استفادهمثل انرژی انسان، حرکت ماشیت

های فتدهند. باهای زیستی نرد  نیز رفتار غیرخطی مشابه مواد هایپرامستیک از خود نشان میبافت

                                                 
1. Unfilled,vulcanized elastomers 

2. Filled elastomers 

3. Dielectric elastomer transducers 

 تنش مهندسی

 کرنش مهندسی

https://fa.wikipedia.org/wiki/%D9%BE%D9%84%DB%8C%D9%85%D8%B1
https://fa.wikipedia.org/wiki/%D9%BE%D9%84%DB%8C%D9%85%D8%B1
https://fa.wikipedia.org/wiki/%D8%B6%D8%B1%DB%8C%D8%A8_%D9%BE%D9%88%D8%A7%D8%B3%D9%88%D9%86
https://fa.wikipedia.org/wiki/%D8%A8%D8%B1%D9%81_%D9%BE%D8%A7%DA%A9%E2%80%8C%DA%A9%D9%86
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 یدهند. از جملههای مشابه هستند که بر روی هم کار مشخصی را انجاد میای از سلولزیستی مجموعه

 ی عرومانجاد شده بر روی دیواره یمحورتک هایآزمایشاشاره کرد.  8مواد نردتوان به زیستآنها می

با قابلیت تحمل کششی بام در کرنش ایت مواد -ی رفتار غیرخطی تنشدهندهبدن جانداران نشان

ستیک مباشد که همچون مواد شوههای بامتر میتر در کشیدگیهای کمتر و قابلیت کشش پاییتکرنش

 .[1] شودناد برده می 0سختی-از آن تحت عنوان کرنش

-مکتراپذیر یا تراکم ،ناهمسانقردهمسانقرد یا ناهمقت،  همقت یا از مواد توانندمیی عروم دیواره

های زیستی همچون بافت مغز و کود رفتار همسانقرد از خود . بعضی بافتباشندناپذیر و ویسکوامستیک 

. [1] ها رفتار ناهمسانقرد دارندمواد نرد مانند پوست و تاندوندهند. بخش دیقری از زیستنشان می

 یطلاعات مفیدی در زمینهتواند ا( میهای خونیرگهای بررسی رفتار مکانیکی عروم )از جمله دیواره

هایی های قلوی عروقی در اختیار دانشمندان قرار دهد. همچنیت سازهشروع، پیشروی و درمان بیماری

توان به عروم ی آن میسازی کرد که از جملهتوان به کمک ایت مواد مدلدر بدن موجودات زنده را می

 ها هماننده متخصصان در تشخیص بیماریاشاره کرد. کمک ب نراط مختلف بدن موجودات زنده 9خونی

 ایت موادهای سرطانی و یا تومورهای داخل بدن موجودات زنده از طریق بررسی رفتار غیرخطی بافت

 است.  آنهانیز از جمله کاربردهای دیقر 

 از دیدگاه مکانیک محیط پیوسته الاستیک(-)گرین مواد هایپرالاستیک 

رائه شده است که بخشی از آنها واقعی و بخشی انتزاعی هستند تعاریف مختلفی برای تنش و کرنش ا

ها در بیان انرژی داخلی یک جسم کاربرد دارند. اگر از یک نوع کرنش به عنوان که هر کداد ازایت تنش

توان برای های یک جسم استفاده شود، از هر تنش دلخواهی نمیمعیاری برای سنجش تغییر شکل

شود. با بیان می 4های مزدوج از طریق انرژیت مفهود تحت عنوان متغیرسنجش تنش استفاده کرد. ای

                                                 
1. Soft biomaterials 

2. Strain-Hardening 

3. Blood vessels 

4. Energy conjugate  
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)تعریف نرخ انرژی داخلی )e در جسم  8برابر با توان تنشی جسم که نیافتهبر واحد حجم تغییر شکل

 است
0( )eّ[: 1شود که ]ی اثوات می، در مختصات ماد 

(8-88) 
0

1
: : : :

2
P F S E S C T Ue     

ر رود، اگکار میکه برای سنجش نرخ تغییر شکل به متغیریهر معیاری برای سنجش تنش و هر 

توسط نرخ انرژی داخلی به یکدیقر مرتوط شوند، مزدوج از طریق انرژی هستند.  0صورت انرواض دوگانهبه

9کیرشهف اول-و تغییر شکل شامل تنش پیوم های تنشگروه P 4با گرادیان تغییر شکل F تنش ،

1دودّ کیرشهف -پیوم S 1مگرانژ-با کرنش گریت E 1گریت راست-و کرنش کوشی C1، تنش بایت

 T 3با کشیدگی راست U .مزدوج انرژی هستند 
0 ّاست.در پیکربندی مادّی  لیه جسمچقالی او 

 اند.صورت پررنگ )برجسته( نمایش داده شدهی اولّ و دوّد( بههای تانسوری )مرتوهکمیت

W=0نرژی کرنشی ی اصلی مواد هایپرامستیک اصل وجود یک امشخصه     وابسته به یک

انرژی  ناد دارد.  82، پتانسیل امستیکWتانسور تغییر شکل یا کرنش است. ایت تابع انرژی کرنشی

-ستیک کل جسم با انتقرالبرای پتانسیل امناد دارد.  88کرنشی بر واحد جرد یا انرژی کرنشی مخصوج

 :توان نوشتمینیافته واحد حجم تغییر شکلگیری از انرژی کرنشی بر 

(8-80) 
0 0

0 0 0int d d
V V

W V V     

-ه در صورتی هایپرامستیک یا گریتباشد، یک مادّ مگرانژ-گریت کرنشاز تابعی  Wایت کهبا فرض 

اگر تابع پتانسیل امستیکی وجود داشته باشد شود؛ نامیده می امستیک EW W ّی که مشتق ماد

                                                 
1. Stress power 

2. Double contraction 

3. The first Piola-Kirchhoff stress  

4. Deformation gradient 

5. The second Piola-Kirchhoff stress  

6. Green-Lagrange strain 

7. The right Cauchy-Green strain 

8. Biot stress 

9. Right stretch tensor 

10. Elastic potential 

11. Specific strain energy 
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 [.3آن نسوت به زمان با توان تنش برابر باشد ]

(8-89) 
0

D 1
= = = : = :

D 2
S E S C

W
W e

t
 

 ای:با تعریف مشتق زنجیره

(8-84) 
D

= = = :
D

E
E

ij

ij

EW W W
W

t E t

 

  
 

 یو با توجه به رابطه (84-8( و )89-8ی روابط )از مرایسه 1 2E= C-G ،ی ساختاری مواد معادله

 آید. دست میهای تنش و کرنش مزدوج بهآنها برحسب پارامتر مادیّهایپرامستیک در فرد 

(8-81)    
= = 2

E C
S

E C

W W 

 
 

G یرابطه با توجه بهاست.  مادیّی دستقاه بردار پایهT1
( )

J
σ FSF و=τ σJ  8کوشیبرای تنش

( )σ 0و کیرشهف
( )τ نوشت. ی مشابه رارابطه تواندر حالت فضایی نیز می  

(8-81)  
= = 2

B
τ σ B

B

W
J




 

در ایت روابط،  =det FJ است که  (4)نسوت حجمی 9ژاکوبیت det ی دترمینان است. دهندهنشان

B  بندی فضایی بیشتر مورد استفاده قرار گریت چپ است که در فرمول-کرنش کوشیتانسور نیز

  نوشت: توانمی( برای توان تنش کل جسم )گیرد. می

(8-81) 
0 0 0

0 0 0 0ed d d
V V V

V V W V     S : E 

 :توان نوشتمی 2tتا  1t هایزمانی فوم بیت گیری از طرفیت رابطهبا انتقرال

(8-81)    
2 2

1 1

int int int 2 int 1d d

t t

t t

t      E E 

، اریجبه پیکربندی  نخستاز پیکربندی  ییریتغست که در هر ا ( ایت81-8ی )ی مهم رابطهنتیجه

                                                 
1. Cauchy stress 

2. Kirchhoff stress 

3. Jacobian 
4. Volume ratio 
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کار داخلی انجاد شده توسط تنش  S در راستای مسیر کرنش مزدوج آن E  صرفاً به مرادیر نهایی

ها یعنی کرنش 1 1E E t  و 2 2E E t هایو کاملاً مسترل از مسیر تغییر شکلبستقی داشته وا 

ی هایپرامستیک مسترل ههای مادّباشد. بنابرایت خاصیت معمول در مدلمی جاریو  نخستپیکربندی 

 [.82] باشدهای مزدوج با آنها میها در راستای مسیر کرنشاز مسیر بودن کار داخلی حاصل از تنش

فرض شده همسانقرد هایپرامستیک  یهز جنس مادّاز آنجا که در ایت پژوهش جسم مورد تحلیل ا

 [.82( بر حسب پارامترهای زیر قابل نقارش است ]81-8ی )است، تابع انرژی کرنشی با توجه به رابطه

(8-83) 
1 2 3( ) ( ) ( , , )W W W I I I E C 

iI ها پایاهای عددی تانسورC  .ی زیرتوجه به رابطهبا هستند:  

(8-02) 3

3

2
I

J I J

   
  

    
 

 3I)نسوت حجمی( به جای  Jتابعی از  Wسهازی، چقالی انرژی کرنشی تر اسهت که برای سهاده  رایج

 نظر گرفته شود.در

 تاریهای ساخاصول حاکم بر مدل 

 .نوشتتوان بر حسب متغیرهای تنش و کرنش مزدوج ، حرکت و توان تنش را میسینماتیکمعادمت 

(8-08) 

 

   

T

0 0

0

1

2

div 0

:e






 


  






E FF I

FS b x

S E

 

شود که ایت معادمت به تنهایی برای تحلیل مسائل مردار مرزی می مشاهدهاز بررسی معادمت فوم 

های مناسب ه عنوان روابط یک به یک بیت معیارباشند. معادمت ساختاری باجساد جامد کافی نمی

. معادمت سینماتیک و حرکت هستندسنجش تنش و کرنش مزدوج انرژی تحت شرایط مشخص 

ورت صمعادمت دقیری هستند. بر خلاف ایت دو معادله، معادمت ساختاری بر اساس مشاهدات تجربی به

از نظر مکانیک محیط پیوسته بر آنها حاکم آیند؛ هرچند شروط خاصی می دستبهترریوی از واقعیت 
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 .[88] م باشند، در ادامه آورده شده استی قوانیت ساختاری حاکاست. اصولی که باید بر همه

ی حرکت آن : طوق ایت اصل تنش در یک جسم توسط سابره8هااصل جورگرایی برای تنش -8

 شود. جسم تعییت می

 ینظر گرفتت محدودهه، با دراز مادّ در یک نرطه ییت تنش: در تع )اثر محلی( 0اصل موضعی بودن -0

 نظر کردن است.  کوچکی در اطراف ایت نرطه، حرکت در خارج از ایت محدوده قابل صرف

که است ای از خطوط یا سطوح چارچوب مرجع مجموعه: 9هاز چارچوب بودن مادّاصل مسترل  -9

ایت خاصیت که در  روند.می کاربهابت یا متحرک ی ثبه عنوان مرجع برای تعریف مختصات یک نرطه

نیز بیان شده است، اشاره به نکته دارد که معادمت  4هبودن مادّتر تحت عنوان عینیمنابع قدیمی

های آن باید مسترل از کنش بیت بخشهای داخلی یک سیستم فیزیکی و برهمساختاری شامل قید

 چارچوب مرجع خارجی باشد.

ی متناظر : بر اساس ایت اصل، معادمت ساختاری تحت هر انترال دستقاه ماد1ّهاداصل ترارن م -4

 شود، باید بدون تغییر بماند. تعییت می هی مترارن تنش که توسط خواج ترارن آن مادّبا یک مجموعه

ه استفاده از آزمایش تجربی ی ساختاری یک مادّتریت روش برای تعییت معادلهتریت و رایجساده

ه که از ایت آزمایش های مربوط به متغیرهای مادّاست که در اکثر موارد داده 1فشار -محوری کششتک

ش ه خواهند داشت. روبینی ضعیفی از رفتار مکانیکی مادّهای دیقر پیشآیند، در بارگذاریمی دستبه

، 1نند برش خالصهای اضافی ماهای تجربی توسط انجاد آزمایشدر رفع ایت محدودیت، تکمیل دادهاوّل 

های های تجربی بر اساس ترکیب بارگذاری، آزمایشدوّداست. در روش  3محوریو کشش دو 1برش ساده

ای هشود که برای بررسی حالتو تنظیمات یقانه انجاد می با هندسه ی مختلف بر روی یک نمونهساده

                                                 
1. Principle of determinism for stress 

2. Principle of local action 

3. Principle of material frame-indifference 

4. Material objectivity 

5. Principle of material symmetry 

6. Uniaxial tension-compression 

7. Pure shear 

8. Simple shear 

9. Biaxial tension 
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شکل تحت آزمایش همزمان  ایی استوانهتغییر شکل مختلف کافی است؛ به عنوان مثال یک نمونه

ی لهها، تعییت معادنظر گرفتت ایت نوع آزمایشبارگذاری ترکیوی را دارد. با در که شرایط 8پیچش-کشش

گیری نیرو و گشتاور ناشی از کشیدگی و کرنش متناظر با اندازه-ی تنشساختاری به تعییت رابطه

 .ودشی ساختاری مطرح میای تعییت معادلهشود. در ایت حالت سه دیدگاه برپیچیدگی نمونه خلاصه می

ایج های حاصل از نتی دادهالف( انتخاب یک تابع انرژی کرنشی و تعییت ضرایب آن از طریق مرایسه

 ؛بارگذاری تئوریتجربی و 

ب( تعییت وضعیت تنش با استفاده از نتایج تجربی، انتخاب تابع انرژی کرنشی مناسب و تعییت 

 ؛کرنش-های تجربی تنشدهضرایب آن از طریق دا

های نتایج تجربی، انتخاب تابع انرژی کرنشی مناسب ج( تعییت مشتق انرژی کرنشی به کمک داده

 .کرنش-های تجربی مشتق انرژی کرنشیو تعییت ضرایب متناظر آن به کمک داده

وت به سناولّیه گاه ، فرض تابع انرژی کرنشی بدون داشتت دیداستتر که قدیمیاولّ مشکل روش 

 های همقت. در مورد تغییر شکلنیستهای دیقر نیاز به فرض تابع انرژی کرنشی آن است. در روش

ی محوری به دلیل صریح بودن رابطهمحوری، برش خالص و کشش دوهای کشش تکمانند آزمایش

کمیتی که د روشی پیچیده است؛ زیرا شود. روش سوّاستفاده میدودّ تنش و بارگذاری، عموماً از روش 

اولّ  یباید مشتق انرژی کرنشی نسوت به آن گرفته شود، مهم است. در بیشتر کارهای موجود، دو پایا

-شوند. با توجه به کمیت انتخاب شده و شرایط بارگذاری، فرضگریت انتخاب می-تانسور کرنش کوشی

اولّ نشی نسوت به پایاهای ، مشترات انرژی کر0نظر گرفته شود. مثلاً در مدل ریولیتهای اساسی باید در

 نظر گرفته شده است که بدون ایتدردوّد و تابعی از صرفاً پایای  تانسور کرنش به ترتیب ثابت دوّدو 

لیل به د همچنیتها، امکان تعییت هر کداد از مشترات انرژی کرنشی نسوت به پایاها وجود ندارد. فرض

 .شترات انرژی کرنشی آسان نیستوابستقی پایاها و پراکندگی نتایج تجربی، تحلیل م

                                                 
1. Tension-Torsion 

2. Rivlin 
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 روابط ساختاری مواد هایپرالاستیک همسانگرد 

 ناپذیر بررسی خواهد شد.پذیر و تراکممواد هایپرامستیک تراکمروابط ساختاری  ادامهدر 

 پذیرروابط ساختاری برای مواد تراکم 9-9-9-9

 نشان دادند که هر تابع تانسوری همسانقرد 8311[ در سال 3تروسدل و نل ] bf صورت توان بهرا می

ی ایت یا مرادیر ویژه bبا ضرایوی تابع پایاهای تانسور  bبر حسب تانسور  دوّدی ای درجهجملهیک چند

 تانسور نمایش داد. 

(8-00)     2 2 2 2

0 1 2 i i 1 2 3 i 1 2 3( ) , , , , , , i 0,1,2f I I I             b I b b 

گریت -و تانسور کوشی σبندی فضایی برای تنش کوشی ی اشاره شده، در فرمولظریهبر اساس ن

  توان نوشت:توسط تابع تانسوری همسانقرد زیر می Bچپ 

(8-09)   2

0 1 2 1 2 3( ) ( ) ( ) , , ,i i i iI I I I I I I      
B B B B B B B

σ σ B g B B 

گریت -تانسور کوشی بر حسب S دوّدف کیرشه-برای تنش پیوم مادّیبندی همچنیت در فرمول

  :توان نوشتمی C راست

 (الف8-04) 1

0 1 2( ) ( ) ( )i i iJ I J I J I     C C CS S C C G C 

 ب(8-04)  2

0 1 2( ) ( ) ( )i i iI I I     C C CS S C G C C 

1در ایت روابط  2 3, ,iI I I I
C C C C .است G  وg و فضایی  مادّیی دستقاه به ترتیب بردارهای پایه

گفته  8گریت راست و چپ، به آنها پایاهای کرنش-با توجه به یکسان بودن پایاهای تانسور کوشیهستند. 

شود که در اغلب مراجع با نمادمی 1 2 3, ,I I I به ایت شکلتوان از ایت روابط میشوند. نمایش داده می 

هستند. از دیدگاه مکانیکی ایت  0محورهم Cبا  Sو همینطور  Bبا  σهای گیری کرد که تانسورنتیجه

                                                 
1. Strain invariants 
2. Coaxial 
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 8های اصلیدارای محور Bو  σهای ، تانسورست که در مواد همسانقردا ی ایتدهندهمحوری نشانهم

یکسان  in باشند. همچنیت تانسورهای میS  وC دیقر کهای اصلی منطوق بر ینیز دارای محور iN 

 هستند. 

(، در صورتی برای مواد امستیک همسانقرد صادم 04-8( و )09-8صورت روابط )روابط ساختاری به

 Cیا  B صورت یک تابع از پایاهای تانسوردر ایت مواد به Wخواهند بود که چقالی انرژی کرنشی

 باشد.

(8-01) 
1 2 3( , , )W W I I I 

ی بام صدم کند، به عنوان یک هر انرژی کرنشی برای مواد هایپرامستیک همسانقرد که در رابطه

 [.80ی خاج برای ایت مواد قابل استفاده است ]نمونه

 ی مشتقابع تانسوری و قاعدهد توو دوّاولّ ی با استفاده از اصول حاکم بر مشترات جزئی مرتوه 

 توان نوشت:ی ساختاری می(، برای رابطه81-8ی )ای و رابطهزنجیره

(8-01) 
  31 2

1 2 3

= 2 2
W II IW W W

I I I

     
   

       

C
S

C C C C
 

 شود.صورت زیر محاسوه مینسوت به خود ایت تانسور به Cمشتق پایاهای تانسور مترارن 

(8-01) 1 231 2
1 3 1 2, ,

II I
I I I I 

      
  

G G C C C C G
C C C

 

ر شکل پایاهای تانسور کرنش بی ساختاری برای مواد هایپرامستیک همسانقرد بهبنابرایت رابطه

 آید.دست میصورت زیر بهو فضایی به ترتیب به مادّیحسب مختصات 

(8-01) 1

I II 1 II III 3= 2 ( ) +a a I a a I    S G C C 

(8-03) 2

I II 1 II III 3= = 2 ( ) +J a a I a a I   τ σ B B g 

 :که در آن

                                                 
1. Principal axes 
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I (الف8-92) II III

1 2 3

, ,
W W W

a a a
I I I

  
  
  

 

 (ب8-92)  3detJ I F 

 های انرژی کرنشیبسط سری 9-9-9-6

 [:89] زیر شکلصورت یک سری توانی بهبسط چقالی انرژی کرنشی به از

(8-98) p q r

1 2 3 pqr 1 2 3

p,q,r=0

( , , ) ( 3) ( 3) ( 1)W W I I I c I I I


     

یک نمایش دقیق  توانهستند؛ می 8هدّما ثابتها بوده و از تغییر شکل مسترل pqrcضرایب  در آن که

 . دادپذیر ارائه از انرژی کرنشی دلخواه مواد هایپرامستیک همسانقرد در حالت تراکم

تانسور  i یو مرادیر ویژه Cو راست  Bگریت چپ -کوشی تانسوربا توجه به روابط بیت پایاهای 

2Cیو رابطه U کشیدگی راست U توان نوشتمی:  

(8-90) 

2 2 2

1 1 2 3

2 2 2 2 2 2

2 1 2 2 3 3 1

2 2 2

3 1 2 3

I

I

I

  

     

  

   


  




 

ی تانسور کشیدگی راست برای ( را بر حسب مرادیر ویژه98-8ی )توان رابطهدر ایت حالت می

         .پذیر نوشتراکمی هایپرامستیک در حالت تهمادّ

(8-99) 
   

 

p q q p q q

1 2 3 pqr 1 2 3 2 3 1

p,q,r=0

p q q r

3 1 2 1 2 3

( , , ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

 ( ) ( ) ( ) ( ) 6

W W a        

     



    


  



 

pq) همادّ هایثابتدر ایت رابطه نیز  ra )ها هستند. مسترل از تغییر شکل 

 پذیرناروابط ساختاری برای مواد تراکم 9-9-9-9

های شکل سانقرد هستند. در تغییرناپذیر هماندک قابل تودیل به روابط مواد تراکم روابط گذشته با تغییر

                                                 
1. Material constants 
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 .شود، شرایط زیر حاکم استنیز گفته می 8حجمناپذیر که به آنها همتراکم

(8-94)   3 1 2det 1, 1 ( , )J I W W I I    F 

به  IIIaباشد. در ایت حالت تابع د کرنش میو دوّاولّ بنابرایت انرژی کرنشی صرفاً تابعی از دو پایای 

3Wل مشخص نوودن مردار مشتقدلی I   به همیت دلیل در شرایط تراکمنیستقابل محاسوه .-

IIIaناپذیری P شود. وارد روابط می 0به عنوان یک متغیر مجهول متناظر با فشار هیدرواستاتیک

 [.81-84گیرد ]مرزی و تعادل صورت می شرایط کمکبه  Pی متغیر محاسوه

حذف شده و ضرایب مسترل  r( جملات دارای توان 99-8( و )98-8) روابطناپذیر در در مواد تراکم

 شوند. ی میبازنویس pqaو pqcشکل ه بهجدید مادّهای ثابتها با از تغییر شکل

و انرژی کرنشی مواد هایپرامستیک همسانقرد برای تغییر  سازگاریی شود که معادلهمشاهده می

1ی های کوچک در نرطهشکل 2 3I I   3و 1I   یا   1 2 3, , 1,1,1    9کیرشهف-ونانبا مواد ست 

 [.89شوند ]یکسان می

 های ساختاری خاص مواد هایپرالاستیکمدل 

صورت به  Wهای ساختاری مواد هایپرامستیک، چقالی انرژی کرنشیبا توجه به آنچه بیان شد، در مدل

 گریت-کوشی تابعی از پایاهای تانسور 1 2 3, ,I I I ی تانسور کشیدگیو یا مرادیر ویژه 1 2 3, ,    بیان

ها در واقع نسوت iشود. شناخته می 4تحت عنوان تابع انرژی کرنشی  Wشود. به ایت دلیلمی

 های اصلیکشیدگیهستند؛ که معمومً برای سادگی، در مراجع تحت عنوان  1های اصلیکشیدگی

 شوند. شناخته می

                                                 
1. Isochoric 

2. Hydrostatic pressure 

3. St-Venant-Kirchhoff 

4. Strain energy function 

5. Principal stretch ratio 
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 0و حجمی 8ناپذیر، تابع انرژی کرنشی به دو بخش انحرافیتراکمپذیر و ظور تفکیک بخش تراکمبه من

 شود.ترسیم می

(8-91) 
d 1 2 b d 1 2 3 b( , ) ( ) ( , , ) ( )W W I I W J W W J      

)شکلبخش حجمی تابع انرژی کرنشی عموماً به )J  شود که نظر گرفته میدر ه دّثابت ما

)بوده و تابع )x  است.دارای خاصیت زیر 

 (8-91)    0, 0 1x x x     

یم توان به سه گروه ترسی مواد هایپرامستیک را میبه طور کلی توابع انرژی ارائه شده در تاریخچه

 کرد. 

 ه به بررسیبر روی ساختار اساسی مادّاز نقاه بنیادی با تمرکز  9بر اساس رویکرد مکانیکیاوّل  گروه

های و یا نظریه 4پردازند. توابعی که از توصیف فیزیکی فعل و انفعامت مولکولیرفتار آن می

عمومً شوند و مبندی میکنند. توابع انرژی ایت گروه از دیدگاه مولکولی فرمولاستفاده می 1مولکولیماکرو

 تقی دارند. ی مورد نظر بسهپیچیده بوده و به مادّ

شوند. در ایت ه ارائه میبا تمرکز بر رفتار مشاهده شده از مادّ 1شناختیاز نقاه پدیدار دوّد گروه

رنش یا ک شود و یک تابع بر حسب پایاهاینظر گرفته میه به عنوان یک محیط پیوسته دردیدگاه، مادّ

از نیه مادّبرای انعکاس رفتار غیرخطی  نیز مادّیشود. چند پارامتر های اصلی برای آن ارائه میکشیدگی

 ی بارگذاری بستقی دارد. و شیوهه مادّی غیرخطی بودن است که تعداد ایت پارامترها به مرتوه

 نیز ترکیوی از دو دیدگاه اشاره شده است. سودّگروه 

تند؛ از سبندی ههای دیقر نیز قابل ترسیمتوابع انرژی ارائه شده برای مواد هایپرامستیک از نقاه

                                                 
1. Deviatoric 

2. Volumetric 

3. Mechanistic approach 

4. Molecular interply 

5. Macromolecular theory 

6. Phenomenological approach 
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ه از قویل مستیک، پلیمر، فود، ه، جنس مادّناپذیر بودن مادّپذیر یا تراکمتوان به تراکممی آن جمله

 اشاره کرد.برای آنها  8لندل-ی ولنیسفرضیه برقراریهای بیولوژیکی و یا بافت

ها هستند، ی مدلتر و پرکاربردتر از بریههای ساختاری خاج مواد هایپرامستیک که معروفمدل

 در ادامه آورده شده است.

 9بر اساس ترمودینامیک آماری 8341[ در سال 81ایت مدل توسط ریولیت ] :6نئوهوکین( مدل 9

ارائه شده است که تابع انرژی کرنشی را بر حسب پایای  4های متراطعهای پلیمری دارای پیوندزنجیره

های نجیرهست که زا یک و پلیمر بر اساس ایت مدل ایتمستدلیل رفتار مواد شوه کند.کرنش بیان میاوّل 

توانند نسوت به یکدیقر حرکت نسوی داشته باشند. اما در یک حد کشیدگی پلیمر تحت تنش می

کووامنسی، مدول امستیک ایت مواد افزایش قابل توجهی پیدا  های متراطعپیوند حداکثر مجاز از نظر

پذیری بسیار و موادی با تراکم %12تا  %92هایی در حدود کرنش ایت مدل برایکند. به همیت دلیل می

 ناپذیر( مناسب است.محدود )ترریواً تراکم

(8-91)    
2

1 1 13 1W C I D J    

را  1Cوان ثابت ته هستند. بر اساس رفتار مکانیک آماری مردماتی میمادّثابت  1Dو  1Cکه در آن 

1پذیری محدود ایت مواد بینی نمود و با توجه به تراکمپیش 1D C .خواهد بود   

ارائه و توسط  8342[ در سال 81ایت مدل توسط مونی ] :9ایدوجمله ریولین-( مدل مونی6

ریولیت یک مدل -تکمیل شد. مدل مونیبر حسب پایاهای کرنش  8341[ در سال 81ریولیت ]

د و دوّ اولّصورت ترکیوی خطی از پایاهای پدیدارشناختی بسیار رایج است که تابع انرژی کرنشی به

واد است. مها و زیست، پلیمرمستیکشود و مدلی مناسب برای رفتار مواد شوهتانسور کرنش نوشته می

 شود.صورت زیر نمایش داده میابل استفاده است، بهق %822هایی کمتر از ایت مدل که برای کرنش

                                                 
1. Valanis-Landle 

2. neo-Hookean model 

3. Statistical thermodynamics 

4. Cross-Linked polymer chains 

5. Two-term Mooney-Rivlin model 
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(8-91)      
2

1 1 2 2 13 3 1W C I C I D J      

-متناظر با تغییر شکل 1Dه و ثابت های اعوجاجی مادّمتناظر با تغییر شکل 2C و 1C یههای مادّثابت

استفاده از های ساختاری مواد هایپرامستیک است. با . ایت مدل از پرکاربردتریت مدلاستی های حجم

ایت مدل با مدول برشیهای ثابتهای کوچک، توان نشان داد که برای کرنش، می8سازیود خطیمفه

 و مدول بالکk دارای روابط زیر هستند. 

(8-93) 
 

1

1 2

2

2

k D

C C




 
 

بر اساس اصول  8318[ در سال 83ریولیت و ساندرز ] :6ای عمومی( مدل چندجمله9

صورت یک ای را ارائه نمودند که تابع انرژی کرنشی ایت مدل بهپدیدارشناختی مدل چندجمله

کمتر هایی ایت مدل برای کرنش شود.د تانسور کرنش نوشته میو دوّاولّ ای بر حسب پایاهای چندجمله

صورت شود. فرد کلی ایت مدل بهنیز گفته می 9قابل استفاده بوده و به آن مدل عمومی ریولیت %922  از

 زیر است.

(8-42)      
N N

i j 2k

ij 1 2 k

i+j=1 k=1

3 3 1W C I I D J      

Nر گرفتت نظه هستند. با درمادّثابت  kDو  ijCکه در آن  1  و انتخابijC  مناسب، ایت مدل تودیل

نئوهوکیت های به مدل 10 1 01, 0C C C  ایدوجمله ریولیت-و مونی  10 1 01 2,CC C C  می-

 توانآیند؛ از مواد پرکاربرد میمی دستبهای های چندجملهلبامتر، مد Nنظر گرفتت مرادیرشود. با در

ایریولیت پنج جمله-های مونیبه مدل N 2 ایو نه جمله N 3 الوته به دلیل اشاره کرد .

تر از عدد دو استفاده بزرگ Nه با نتایج تجربی، به ندرت از دشوار بودن برازش تعداد زیادی ثابت مادّ

روند که نراط خمیدگی می کاربه %022هایی تا حدود ی بامتر برای کرنشهای مرتوهشود. مدلمی

                                                 
1. Linearization 

2. Generalized polynomial model 

3. Generalized rivlin Model 
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 کنند.بینی میکرنش را بهتر پیش-تنش منحنی

. کردرائه شناختی اایت مدل را بر اساس دیدگاه پدیدار 8310[ در سال 02آگدن ] :9( مدل آگدن0

 کند.های اصلی بیان میایت مدل تابع انرژی کرنشی را بر حسب کشیدگی

(8-48)    i i i

N N
2ki

1 2 3 k

i=1 k=1i

3 1W D J  


  


       

iیت مدل شاملی اهمادّ هایثابت
  وi

  برای بخش اعوجاجی تغییر شکل وkD خش حجمی برای ب

i,kنظر گرفتت آن است که با در 1 1، برای ایت مواد 1D  نظر گرفتت خواهد بود. با درN 1 ،

1 12C   و
1 2   و نئوهوکیت مدلN 2 ،i i2C  ،1 2   2و 2   ریولیت-مدل مونی 

مدل آگدن با مدول برشی و های ثابتی بیت توان نشان داد که رابطهشود. میحاصل می ایدوجمله

 صورت زیر است.های کوچک بهبالک برای کرنش

(8-40) 
1

N

i i

i=1

2

2

k D

  









 

شدن حجم  مدل آگدن معمومً انطوام بسیار خوبی با نتایج تجربی دارد؛ اما به دلیل سنقیت

ا همستیک، پلیمراست. از ایت مدل در بررسی رفتار  ها دشوارمحاسوات، استفاده از ایت مدل در تحلیل

 هایی تا حدودبا کرنشهای بزرگ توان از ایت مدل برای تغییر شکلشود. میمواد استفاده میو زیست

 استفاده کرد. 122%

ی یافته[ ارائه شد، در واقع صورت کاهش08] توسط یئو 8339که در سال  ایت مدل :6ئو( مدل ی9ِ

 شود.کرنش نوشته میاولّ باشد که فرط بر اساس پایای ای میمدل چندجمله

(8-49)    
N N

i 2k

i0 1 k

i=1 k=1

3 1W C I D J     

i0C  وkD  ه هستند. ایت مدل عموماً با مردار مادّثابتN 3 های شود که برای مرادیر کرنشاستفاده می

                                                 
1. Ogden model 

2. Yeoh model 
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 بزرگ تطابق خوبی با نتایج تجربی دارد. 

ار سازی رفت[ جهت مدل00توسط ارودا و بویس ] 8339ایت مدل در سال  :9 بویس-( مدل اِرودا2

ده شهای ایجادها و پلیمرها ارائه شده است. ایت مدل مکانیک آماری از بررسی آماری رفتار زنجیرمستیک

 0آمده که تحت عنوان مدل هشت زنجیری دستبههای المان حجمی مکعوی از مرکز به سمت گوشه

 شود.نیز شناخته می

(8-44)  
25

i ii
1 k2i-2

i=1 L

1
3 ln

2

C J
W I D J



 
    

 
 

ه مادّهای ثابت در ایت مدل iC .دارای معنی فیزیکی بوده و دارای مرادیر زیر هستند 

(8-41) 
1 2 3 4 5

1 1 11 19 519
, , , ,C

2 20 1050 7050 637350
C C C C     

L کند. ایت مدل است که در آن، تنش شروع به افزایش بدون حد می 9یای حدّنیز کشیدگی شوکه

N ازایبه بسط تابع مدل یئو 5  قابل استفاده است. %922هایی کمتر از برای کرنشبوده که 

ریولیت و یا -های مختلف از جمله مدل مونیبرای بخش حجمی تابع انرژی کرنشی در مدل

 ( توابع دیقری نیز ارائه شده است.91-8ی )، با توجه به رابطهنئوهوکیت

 1ارائه شده توسط نلز 4های زیستی نظیر قانون توانیفتی باهای ساختاری دیقری در زمینهمدل

[ 04] 1که به مدل جنت 1های مولکولیو یا مدل قابلیت کشش محدود زنجیره 8311[ در سال 09]

 1همچنیت مدل مواد هایپرفود توسط جنت ارائه شده، نیز موجود است. 8331معروف شده و در سال 

اخته شده و شواهت بسیار زیادی به مدل آگدن دارد، برای رفتار ها نیز شنکه با ناد مدل آگدن برای فود

پذیر اورتان تراکمهای پلینیز برای فود[ 01] 3کو-رود. مدل بلاتزمی کاربهپذیر های شدیداً تراکممستیک

                                                 
1. Arruda-Boyce 

2. Eight chains 
3. Limiting network stretch 
4. Power law 

5. Knowles 

6. Limiting chain extensibility 

7. Gent 

8. Hyperfoam 

9. Blatz-Ko 
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 شود.می در نظر گرفته 01/2مؤثر برای ایت مدل برابر مردار  پواسونشود که نسوت استفاده می

های فیزیکی مواد امستیک غیرخطی را به کمک پاسخ [01میهای و گاریلی ]، 0281در سال 

هستند، مورد بررسی قرار دادند. آنها روابطی را بیت پارامترهای  متغیرهایی که تابع اسکالر تغییر شکل

توان پاسخ غیرخطی های مختلف مواد هایپرامستیک ارائه کردند که به کمک آنها میموجود در مدل

 سازی کرد. ها تا زیست مواد نرد را کمیهای متنوعی از مستیکمدل

-، اتصال9های مختلف مخاطیصورت ترکیوی از پوششهای زیستی از مواد ناهمقت مرکب بهبافت

داری هستند های جهتشکل سلولها عموماً بهاند. ایت بافتو ... تشکیل شده 0، عصوی9، عضلانی6دهنده

های سلولی اضافه احاطه شدند و دارای رفتاری مشابه یک پوشش ناهمسانقرد یسی ماترکه توسط زمینه

ا و هاز الیاف در جهاتی متمایر هستند. نسوت و جهات ماتریس ایدستهی ترویت شده توسط پیوسته

توانند رفتارهای دیقری مانند ، پوست، عضله و ..( بستقی دارد. آنها می9به نوع بافت )شریان الیاف

های ساختاری، را نیز داشته باشند. هدف بسیاری از نظریه سختی و ...-، کرنش2امستیسیتهویسکو

 ،0281در سال  [01] چقنان و همکارانهای ریاضی منطوق بر رفتار واقعی ایت مواد است. ی مدلتوسعه

-راکمت مواد نردبه بررسی رفتار ناهمسانقردی زیست های زندهمکانیک بافتکتاب زیستاوّل در فصل 

 های معروف و پرکاربردرداختند و مدلی غیرخطی پهای مکانیک محیط پیوستهناپذیر بر اساس نظریه

 ی ترویت شده توسطهسازی رفتار مکانیکی یک مادّمدلارائه شده را مورد بررسی قرار دادند. به منظور 

)ی الیاف، ابتدا مزد است جهت الیاف مشخص شود. اگر بردار یکه )i
N ،ی ی راستای اولیهدهندهنشان

)شکل بهاوّلیه اد باشد، تانسور جهت  iالیاف  ) ( ) ( )i i i  N N شود. در طی تغییر شکلمحاسوه می، 

)به جهت جدید  راستای الیاف ) ( )i in FN که  کنندتغییر پیدا می( )i
n  برداری یکه نیست. دیقر 

                                                 
1. Epithelial 

2. Connective 

3. Muscular 

4. Neuronal 

5. Artery 
6. Viscoelasticity 
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 . استمختصات  هایجهتمتناسب با  تعریف پایاهای عددی جدید مندنیاز های جدیدجهتمعرفی 

ه عنوان مثال پایاهای ب
4I  و

5I شکل زیر برای جهت بهi  شوند.تعریف می 

(8-41) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 2 ( ) ( ) 2 ( )

4 5tr( ) . , tr( ) . , ...i i i i i i i iI I   CA N CN C A N C N 

 وماًها عمتوان پایاهای بامتر را برای الیاف در دو راستا تعریف کرد. در پژوهشکلی مشابه میشبه

پایاهای  از (0( و )8اصلی ) در دو جهت مواد نردزیست الیاف برای
4I  و

6I شود. ایت مواد استفاده می

بوده و به همیت دلیل بخش ناهمسانقرد آنها  هانسوت به مستیک یشتریب سختی-عموماً دارای کرنش

رفته نظر گمدل پیشنهادی درهای ثابتای عددی و شکل تابعی نمایی از پایاهدر تابع انرژی کرنشی به

های فهرستی از چقالی انرژی کرنشی مربوط به مدلبه ترتیب  0-8و  8-8 هایجدولشود. در می

 . [01] ی مختلف بدن نشان داده شده استهای زندهنقرد پرکاربرد بافتهمساناهمسانقرد و 

 

 [01ی مختلف ]های زندههای ناهمسانقرد پرکاربرد در بافتچقالی انرژی کرنشی مربوط به مدل 8-8جدول 
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 8-8ی جدول ادامه

 

 

 
 

 [01ی مختلف ]های زندهتهای همسانقرد پرکاربرد در بافچقالی انرژی کرنشی مربوط به مدل 0-8جدول 
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 0-8ی جدول ادامه

 

 

 
 

 ناپذیرجهت تحلیل مواد هایپرالاستیک تراکم های انرژیروش 

1ی معادله(، در واقع 94-8ی )با توجه به رابطه 0J   ناپذیر های جسم تراکمجایییک قید روی جابه

ی به شدت غیرخطی با معادمت حاکم بر مسائل ایت معادلهکند. از آنجا که حل همزمان اعمال می
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اجزای محدود، تلاش  ی حلهای انرژی عمدتاً بر پایهدشوار بوده، بنابرایت بر اساس روش امستیسیته

های انرژی ی ایت روشاز جمله  [.01عادمت و قید اشاره شده صورت گیرد ]زمان ممشود تا حل همی

و ... اشاره  9 ترکیوی )هیورید( حساب تغییراتهای ، روش6، تابع خطا9گرانژتوان به روش ضریب ممی

 . [03] کرد

های دارای قید، هدف پیدا کردن تابعی است که فانکشنال مورد نظر را به سازی فانکشنالدر کمینه

ید های مرزی ضروری، باحداقل ممکت رساند. در ایت حالت تابع مجاز برای فانکشنال علاوه بر شرط

شکلی باشند که شده را نیز ارضا نماید. در واقع تغییرات متغیرها باید بههای )قیدهای( اضافهشرط

های اضافی را نرض نکنند. اولیت روش پرکاربرد درایت زمینه، روش ضریب مگرانژ است. در ایت روش قید

 نال:عنوان مثال، اگر فانکش شوند. بهنظر گرفته میفانکشنال اصلاح شده در در ،قیدهای اضافی مورد نظر

(8-41) ( , ) ( , , , , )

b

a

I u v H x u u v v dx   

)تحت قید  , , , ) 0G u u v v    سازی مردارقرا گیرد؛ در ایت حالت شرط ضروری برای کمینه( , )I u v 

0Iشکل به   است. از آنجا که متغیرهایu وv  باید قید اشاره شده را ارضا نمایند، بنابرایتu وv  

0Gاز طریق شرط   شوند. به یکدیقر مرتوط می 

0Gروش ضریب مگرانژ شامل ضرب    ر متغیر دلخواه دی داده شده گیری در بازه، انتقرال

0Iو اضافه کردن عوارت حاصل به    است. به ضریب دلخواه شود. همان ضریب مگرانژ گفته می

 را تعییت کرد. و  u ،vتوان  ی جدید زیر میفانکشنال اصلاح شدهاوّل از صفر قرار دادن تغییرات 

(8-41) ( , , ) ( , ) ( , , , ) ( )

b b

a a

I u v I u v G u u v v dx H G dx        

ایت روش بر اساس کاهش روش تابع خطا در فصل بعدی به طور کامل توضیح داده خواهد شد. 

سازی بدون قید از طریق معرفی یک تابع خطا مرتوط ی کمینهبه یک مسیلهسازی قیدی ی کمینهمسیله

                                                 
1. Lagrange multiplier method 

2. Penalty function 

3. Hybrid (mixed) variational principles 
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 سازیگیرد. در ایت روش به طور مشابه با روش ضریب مگرانژ، هدف کمینهبا قید مسیله صورت می

ه وارد شد دودّی ی مرتوهصورت یک جملهی جدیدی است که در آن قید حاکم بهفانکشنال اصلاح شده

صورت به شدن متغیری جدیدبدون اضافه ش شرط مسیله در حالت حداقل مربعاتدر ایت رواست. 

های ارائه شده روش6بدشرطیو  9شدگیی قفلبا توجه به ایجاد پدیده. [92،98] شودترریوی ارضا می

های مختلف سعی شده است تا با در پژوهش، 1/2نزدیک به عدد  پواسونبا نسوت  ناپذیردر مواد تراکم

ها بتوانند ایت مشکل را رفع کنند. به عنوان مثال روش مگرانژ )ضریب( اصلاحات در ایت روشانجاد 

شود. در ایت روش علاوه بر ضریب ناپذیر استفاده میهای مختلف در تحلیل مواد تراکمشکلبه 9الحاقی

ب الحاقی یک ضریدر فانکشنال مسیله، از  شکل تابع خطابه ناپذیرینظر گرفتت شرط تراکمدرمگرانژ و 

ریب ضو  جملات تابع خطانظر گرفتت درشود. دیقر به همراه تابع متناظر آن در فانکشنال استفاده می

 [.90شود ]ناپذیری میشدگی نسوت به شرایط تراکمصورت همزمان باعث حذف مشکل قفلالحاقی به

علاوه بر متغیرهای  ی مربوط به مسائل غیرخطی،میدانترکیوی چند حساب تغییرات هایدر روش

ی ثانویه )فشار هیدرواستاتیک( که خود تابعی از ها(، متغیرهای وابستهجایی)جابهاوّلیه ی وابسته

ها، دیبنی ایت فرمولشوند. هدف اصلی از ارائهنظر گرفته میهستند، نیز دراوّلیه ی متغیرهای وابسته

ی غیرمستریم آنها بر حسب متغیرهای حاسوهصورت مستریم به جای می متغیرهای ثانویه بهمحاسوه

ثانویه،  واوّلیه صورت ترکیوی از متغیرهای ها، با نوشتت یک فانکشنال جدید بهاست. در ایت روشاوّلیه 

عنوان  شود. بهو ثانویه اقداد میاوّلیه سازی آن بر حسب متغیرهای سازی و یا بیشینهنسوت به کمینه

) یفانکشنال اصلاح شدهز ایت روش، ا یحالت خاص ه عنوانبروش ضریب مگرانژ در مثال  , , )I u v   

در حالی جایی مردار حداقل خود را داشته باشد؛ تواند نسوت به متغیرهای جابهمی (41-8ی )در رابطه

وی، ینسوت به ضریب مگرانژ مردار حداکثر را داشته باشد. به همیت دلیل به حساب تغییرات ترککه 

                                                 
1. Locking phenomenon 

2. Ill-conditioning  
3. Augmented Lagrangian (multiplier) method 
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 مزیتبه جای نراط حداقل و حداکثر مهم است.  سکونی شود؛ زیرا نرطههم گفته می 9سکوناصل 

ا هاصل در ترکیب معادمت حاکم و تودیل آنها به یک فانکشنال است. ایت فانکشنالاستفاده از ایت 

ها ایت مدلهای اجزای محدود جدید قرار گیرند. های مختلفی از مدلتوانند اساس تشکیل حالتمی

ها )فانکشنال جاییهای اجزای محدود بر اساس جابهها نسوت به مدلتری در تنشمعمومً دقت مطلوب

 .[03،01] دهندانرژی پتانسیل کل( ارائه می

های انرژی اشاره شده یک حل پیوسته در کل توان با استفاده از روشعموماً در مسائل پیچیده نمی

روش ، [99] 9روش ریتز مانند 6های مستریمدر مسائل پیچیده عمدتاً از روش جسم ارائه کرد. بنابرایت

-استفاده می آمده دستبهجهت حل معادمت  و ... 2گالرکیت-، پترو9گالرکیتشامل  4ی وزنیماندهباقی

با  ،قابل استفاده هستند هم شدههای انرژی اشارهروش که برای تماد های ترریویایت روشدر شود. 

توان حلی پیوسته برای مسائل مختلف می 0های ضعیفبندیه از اصول حساب وردشی یا فرمولاستفاد

غیرهای قابل تنظیمی هستند بر حسب مت ی حلها به دنوال ارائهی مکانیک ارائه کرد. ایت روشدر حوزه

ی هبیشین یا مرادیر کمینه و ی سکوننرطهها در فانکشنال مسیله و یافتت که با قراردادن ایت حل

ای هها به ایت دلیل با عنوان روشایت روشتوان آنها را محاسوه کرد. فانکشنال نسوت به ایت متغیرها می

صورت مستریم با استفاده از اصول حساب وردشی به آنها ترریوی هایشوند که حلمستریم شناخته می

صورت ترکیوی از ها حل بهقابل محاسوه هستند. در ایت روشبا استخراج معادمت حاکم  کسانی

ای همحیط حل مسائل مکانیک ایت کهشوند. با توجه به متغیرهای مجهول با توابعی مناسب فرض می

ها دارای ای از توابع محدود قابل نمایش نیستند؛ ایت روششکل مجموعهپیوسته در حالت عمومی به

تعداد  چهئل فیزیکی خواهد بود. هر خطا هستند و حل ارائه شده تنها ترریوی از جواب واقعی مسا

                                                 
1. Stationary principle 

2. Direct methods 

3. Ritz method 

4. Weighted residual method 

5. Galerkin method 

6. Petrov–Galerkin method 

7. Weak formulation 
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ر حل به مردار واقعی نزدیکتنظر گرفته شود، دقت ترریب افزایش یافته و متغیرهای مجهول بیشتر در

 شود.می

 ی پژوهشپیشینه 9-0

یت اهماز گذشته تا به امروز، به دلیل  و مخروطی ایهای استوانهی پوستهبسیاری در زمینه هایپژوهش

ی مواد هایپرامستیک و است. همچنیت مطالعات فراوانی در زمینه شدهانجاد هاآنو کاربرد فراوان 

هایی از جنس مواد هایپرامستیک انجاد شده است. در ایت های ایت مواد و نیز تحلیل سازهگسترش مدل

های موجود که ارتواط نزدیکی با پژوهش حاضر دارند، طور مختصر به بخش اندکی از پژوهشبخش به

، تحلیل غیرخطی هاپوستهی تحلیل امستیک خطی ها در سه زمینهشاره شده است. ایت پژوهشا

 های هایپرامستیک در ادامه آورده شده است.ها و تحلیل پوستههندسی پوسته

 جدار ثابت و متغیر هایپوستهتحلیل الاستیک خطی  

 ویقرار گرفت.  یلمورد تحل [9]ه توسط مم 8110اولیت بار در سال  یبرا یمجدار ضخ یهااستوانه

ی مستو ییسیتهی امستنظر گرفت و با استفاده از نظریهها را همقت و همسانقرد درستوانهجنس ا

 آورد. دستبهها را آن یقمعادمت حاکم را استخراج کرد و حل دق

مت حاکم معاد ی،مستو ییسیتهامستی نظریهبا استفاده از  [94]و چان  هورگان 8333سال  در

قرار  یو خارج یکه تحت فشار داخل FGشده از مواد ساخته یمجدار ضخ هاییسکها و دبر استوانه

 یاستادر ر یصورت توانرا به یسیتهرا ثابت و مدول امست پواسون نسوت یشانکردند. احل  داشتند را

 .کردند فرض یرمتغ یشعاع

ای با جدار متغیر را بر بر مخزن استوانه معادمت حاکم 8310در سال  [91]سوزوکی و همکاران 

 8معادمت حاصل را به کمک سری فروبنیوس آنهاتغییر شکل برشی استخراج نمودند.  ینظریهاساس 

                                                 
1. Frobenius Series 
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 صورت خطی درنظر گرفته شد. جایی در ایت پژوهش بهجابه-حل کردند. روابط کرنش

های طویعی یک مت بر فرکانسبر روی تاثیر تغییرات ضخا 8338در سال  [91]سیواداس و گانست 

مطالعه کردند. ایشان معادمت حاصل  موهای نازک پوسته ینظریهی مخروطی چندمیه، به کمک پوسته

معادمت حرکت یک  [91]را به کمک روش اجزای محدود حل نمودند. دو سال بعد سیواداس و گانست 

 ندردآو دستبهنردی  ینظریهبا استفاده از ای جدار متغیر در حالت مترارن محوری را ی استوانهپوسته

  کردند.ایت معادمت را حل  ،و به کمک روش اجزای محدود

 مییجدار ضخ یاستوانه ی،مستو ییسیتهی امستبا استفاده از نظریه[ 91]جان و همکاران -هونگ

 کپارچهیصورت به را کردیم ییرتغ ییو نما یصورت خطآن به ییسیتهو مدول امست پواسون نسوتکه 

قرار داشت و  یو خارج یقرار دادند. استوانه تحت فشار داخل یلمورد تحل 0221سال  در یه،و چند م

 ی،خط یرخواج متغبا  یکپارچه یاستوانه برای یلیحالت مربوط به حل تحل به غیر ازها حالت یدر تمام

 و کرنش یابه حالت تنش صفحهآمده مربوط  دستبه. حل ه شدنظر گرفتثابت در پواسون نسوت

 بود.  یاصفحه

ناهمقت  یمجدار ضخ یهامعادمت حاکم بر استوانه [93]و همکاران  یفایژ 0221در اوایل سال 

 تنها در حالت کرنش ی،مستو ییسیتهقرار داشتند را با استفاده از امست یکنواختکه تحت فشار 

 یامستیسیتهمدول  یناهمقت را تنها برا یاستوانهخواج در  ییراتتغ آنها. کردنداستخراج  یاصفحه

ه بار با استفاد یکمدل کردند. سپس معادمت حاکم را با دو روش،  یصورت خطنظر گرفتند و بهآن در

که  یحل ممه همراه با روش بازگشت یریکارگبا خواج ثابت و به هایییهکردن استوانه به م یهاز چند م

با  قریو بار د کردیاستفاده م هایهم یتب یشعاع ییجاتنش و جابه یبر رو یوستقیپ یمرز یطاز شرا

 [42]سال، توتونچو همیت بعد در  اندکیحل کردند.  یر،با خواج متغ یکپارچه یاستوانه گرفتت درنظر

 یمخجدار ض یاستوانه ،فروبنیوس یسر یریکارگو به یمستو ییسیتهی امستبا استفاده از نظریه

در ، ردکیم ییرتغ ییصورت نماآن به یسیتهقرار داشت و مدول امست یقت را که تحت فشار داخلناهم

و  یتنش شعاع یعتوز یبر رو یثابت ناهمقن ییرپژوهش اثر تغ یتحل کرد. در ا یاحالت کرنش صفحه
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 مورد مطالعه قرار گرفت. یشعاع ییجاو جابه یطیمح

ای جدار متغیر در حالت ی استوانهعرضی یک پوسته ارتعاشات 0221در سال  [48]دوان و که 

ه خطی امستیسیت ینظریهمترارن محوری را بررسی کردند. در ایت مراله معادمت حاکم با استفاده از 

 فروبنیوس حل شده است.  هایسریاستخراج شده و به روش تحلیلی با استفاده از 

 یهااستوانه یقحل دق یمستو ییسیتهامستی نظریهبا استفاده از  0223در سال [ 40]و پنگ  لی

خواج را در استوانه  یناهمقن یعتوز آنهاآوردند.  دستبهرا  یناهمقت تحت فشار داخل یمجدار ضخ

 یتوان یعوزصورت تبه یسیته،که مدول امست یحالت یرا تنها برا یجاما نتا ؛نظر گرفتندصورت دلخواه دربه

 کردند.  یانب کرد،یم ییرساده شده تغ یو کسر حجم

 یاستوانه ،اول یمرتوه یشکل برش ییری تغبا استفاده از نظریه [49] نژادقناد و  0282سال  در

را در  یقرار دادند و تنش برش یلقرار داشت، مورد تحل یرا که تحت فشار داخل یردارهمقت دو سر گ

به  یتنش برش ،انهدو سر استو یمرزها نشان دادند که در مناطق دور از یشانکردند. ا یاستوانه بررس

 . دناز شعاع استوانه باش تابعی صرفاً یی،جاو جابه تا تنش گرددیو سوب م کندیم یلسمت صفر م

جدار ضخیم متغیر را  ناهمقتهای تحلیل امستیک استوانه [44] و همکارانقناد  0289در سال 

 یتغییر شکل برشی مرتوه ینظریه و اغتشاشات یریهنظبا استفاده از  ،که تحت فشار داخلی قرار داشتند

 پوستهتوانی در راستای ضخامت صورت ارائه کردند. در ایت پژوهش تغییرات مدول امستیک بهاوّل 

 صورت مرداری ثابته به، ایت خاصیت مادّپواسون نسوتنظر گرفته شد و به دلیل تغییرات اندک در

ی رتوهم دیفرانسیل یک دستقاه معادمت، آمده در ایت پژوهش تدسبهشد. دستقاه معادمت حاکم  فرض

ثر . در ایت پژوهش اکردنداغتشاشات اقداد به حل آن  ینظریهیب متغیر بود که با استفاده از ابا ضردو 

گیردار بودن دو سر استوانه و ناهمقنی خواج بر روی رفتار امستیک استوانه و توزیع تنش مورد مطالعه 

 ار گرفت. و بررسی قر

ناهمقت جدار ثابت با تغییرات نمایی  هایاستوانهحل تحلیلی  [41]و قارونی قناد  0284در سال 

ارائه ل اوّی تغییر شکل برشی مرتوه ینظریهخواج مکانیکی در راستای شعاعی استوانه را بر اساس 
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یک ، تحلیل امستسوّدی وهتغییر شکل برشی مرتی نظریهبا استفاده از  0281در سال  [41]دادند. آنها 

های ناهمقت با تغییرات نمایی خواج مکانیکی را برای شرایط مرزی گیردار در دو انتهای استوانه استوانه

ا در هتغییر شکل برشی بر بهوود وضعیت تنشی نظریهی . در ایت پژوهش اثر افزایش مرتوهکردندارائه 

ب دستقاه معادمت حاکم های ضرایچنیت ماتریس. همصورت نمایی بررسی شدحالت تغییر خواج به

در سال  [41]قارونی و همکاران . ای جدید در ایت مراله ارائه شدهای ناهمقت به شیوهبرای استوانه

های ناهمقت را با تغییرات توانی خواج مکانیکی و حرارتی نیز تحلیل ترموامستیک خطی استوانه 0281

ی بام مورد بررسی قرار دادند. ایشان در تغییر شکل برشی مرتوه ینظریهدر راستای ضخامت به کمک 

ایج نهایی های حرارتی نتتغییر شکل برشی در تحلیلی نظریهی ایت مراله نشان دادند که تغییرات مرتوه

 بخشد. ها به شدت بهوود میی تنشرا به خصوج در حوزه

حل امستیک  ،8چندمیه کردن تحلیلیش نیمهبا استفاده از رو 0281در سال  [41]نژاد و همکاران 

ست ده، بدارندهای جدار ضخیم متغیر ناهمقت چرخان را که تحت توزیع دلخواه فشار داخلی قرار استوانه

های مخروطی شکل [ با روشی مشابه، تحلیل امستیک خطی پوسته43آنها در همان سال ]آوردند. 

 به غیر از هادر ایت پژوهشر داخلی متغیر ارائه کردند. جدار ثابت را تحت فشا ناهمقتناقص چرخان 

نظر گرفته شد؛ تغییرات چقالی و مدول امستیک که به دلیل تغییرات اندک ثابت در پواسون نسوت

فرض شد. با استفاده از روش انرژی  و مخروط استوانه طولی صورت توانی در راستای محوربه هاپوسته

ب ناهمقت با ضرای دیفرانسیلدستقاه معادمت به شکل راج گردید که معادمت حاکم بر مسیله استخ

دن یب متغیر با استفاده از روش چندمیه کراناهمقت با ضر دیفرانسیل ایت دستقاه معادمت متغیر بودند.

 ،ثابت که بر روی هم قرار گرفته استجدار ضخیم به چندیت دیسک جداری پوسته مرطع و تودیل

ی و روش صورت تحلیلستقاه معادمت دیفرانسیل ناهمقت با ضرایب ثابت شد که بهتودیل به چندیت د

 ها با توجه به یکسانمعادمت مربوط به شرایط پیوستقی بیت دیسک هستند.های مرسود قابل حل 

   نظر گرفته شد.ها درو انتهای دیسکجایی و شیب در دبودن جابه

                                                 
1. Multilayer method 
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 و متغیر های جدار ثابتتحلیل غیرخطی هندسی پوسته 

های ازروش مگرانژی کامل، رفتار غیرخطی هندسی پوسته استفادهبا  8311در سال [ 12]الیور و انات 

 .کردندمترارن محوری را با روش اجزای محدود بررسی 

ناهمسانقرد با ضخامت  مخروطیی یک پوسته غیرخطیخمش  8331در سال [ 18]یه و هان 

دمت غیرخطی معا ،. آنها با استفاده از تابع گریتکردندتحلیلی بررسی ثابت را با استفاده از یک روش نیمه

سی قرار را مورد برر مختلف بارگذاری توابع توزیعثیر یرا به یک سری معادمت انتقرالی تودیل کرده و ت

با جدار  مخروطیهای راه حلی را برای تحلیل خمش غیرخطی پوسته [10]یه  8331ند. در سال داد

 . کردهای عددی ارائه های مخروطی با استفاده از روشانند پوستهمتغیر هم

ای چهار المان محدود غیرخطی یک المان پوسته بندیفرمول 0220در سال  [19]دی مبام و الرا

ی سه بر روی ضخامت ارائه کردند. آرسینیقا و جایی مرتوهای ایزوپارامتریک را بر اساس میدان جابهگره

خط به ها را در مختصات خمیدهبندی المان محدود غیرخطی پوستهفرمول 0221ل در سا [14]ردی 

برای مواد ناهمقت بر اساس حساب تانسوری ارائه دادند. اولّ ی تغییر شکل برشی مرتوهی نظریهکمک 

برای  اها استفاده کردند و نتایج حاصل از تحلیل ری بام برای ترریب میدانها از توابع مگرانژی مرتوهآن

 ی موردی بیان نمودند. چند مطالعه

های خطی پوستهارتعاشات غیر و کترموامستیتحلیل  [11]و همکاران  شرعیات، 0282در سال 

بندی المان محدود با خواج وابسته به دما را ارائه کردند. ایشان از فرمول FGMای جدار نازک استوانه

جایی و تنش نرمال شعاعی تضمیت شده و دقت ستقی جابهاستفاده کردند تا پیو 8ی سههرمیتی مرتوه

خطی ، معادمت به شدت غیرشوندهگیری زمانی تکراربه کمک یک روش انتقرال آنهاتحلیل افزایش یابد. 

 . کردندحاکم را حل 

میه های مترارن محوری چندپوسته غیرخطیبه تحلیل  [11]پژند و اعرابی ، رضایی8932در سال 

                                                 
1. Third-order Hermitian finite element formulation 
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ها از دو نی بام پرداختند. آتغییر شکل برشی مرتوهی نظریهیزوالکتریک گسترده به کمک ی پبا میه

ی بام برای ترریب بهتر کرنش برشی در راستای ضخامت استفاده کردند و گونه تابع تغییر شکل مرتوه

 رافسون محاسوه کردند. -نیوتتروش حل معادمت را به کمک 

ای ی استوانهیک پوسته غیرخطیارتعاشات آزاد  [11] نو همکارا چویساورج 0289در سال 

ز با استفاده ا مسیلهغیرخطی دانل بررسی کردند. معادمت حاکم بر ی نظریهناهمسانقرد را بر اساس 

-ارتعاشات غیرخطی پوسته [11]اند. در همان سال استروزی و پلیکانو حل شده 8لرکیتاگ-روش بابنف

-سندرزی نظریهبررسی کردند. آنها از به کمک اصل کار مجازی را FGM  ای جدار نازکهای استوانه

ی محدود استفاده کردند و تغییر شکل پوسته را بر سازی ارتعاشات غیرخطی با دامنهکویتر برای مدل

صورت ساده، حسب جملات طولی، محیطی و شعاعی توصیف نمودند. شرایط مرزی در ایت پژوهش به

های ایجایی را در جهت طولی بر حسب چندجملهفته شد. آنها میدان جابهنظر گرگیردار و آزاد در

 و در جهت شعاعی بر حسب توابع هارمونیک، بسط دوگانه دادند.  0شفمتعامد چوی

ها با احتساب غیرخطی کلاسیک پوستهی نظریه، بر اساس 0284در سال  [13]دوک و همکاران 

-، پاسخ غیرخطی مترارن محوری پوسته9ک از نوع پسترناکو بستر امستیاوّلیه هندسی، نرص هندسی 

حرارتی و شرایط مرزی گوناگون بررسی و نتایج حاصل را -تحت بار مکانیکی FGMق کروی عمهای کم

و تابع  کیتلراگ-با نتایج نویسندگان دیقر مرایسه کردند. نتایج پژوهش آنها با استفاده از روش بابنف

ش کمانه و خصوصیات هندسی بر کمانش و پسشار خارجی، دما، مادّثیر بستر امستیک، فیتنش، ت

 دهد.ها را نشان میغیرخطی پوسته

ای جدار متغیر ی استوانه، بار محوری کمانش یک پوسته0283در سال  [12] چیمحووبی و ایپک

صورت بهه وّلیامحاسوه کردند. نرص اولّ ی برشی مرتوه شکلتغییر ی نظریهبه کمک  رااوّلیه دارای نرص 

ترتیب  هوسته بو ساختاری پ ی سینماتیکنظر گرفته شد. رابطهجایی شعاعی مترارن محوری دریک جابه

                                                 
1. Bubnov-Galerkin method 

2. Chebyshev 

3. Pasternak 
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ی پایداری حاصل، یک و قانون هوک فرض شد. معادله 8کارمت-تبندی غیرخطی ففرمول بر اساس

نها ی آن محاسوه شد. آهبا ضرایب متغیر بود که مرادیر ویژ شدهدیفرانسیل خطی جفت دستقاه معادله

  ای مشابه را تحت بارگذاری ترکیوی فشاری و محوری بررسی کردند.ش پوستهن[ کما18]در همان سال 

 های هایپرالاستیکتحلیل پوسته 

. دکربندی توان به دو بخش عمده ترسیمدر رابطه با مواد هایپرامستیک را می شدهانجاد هایپژوهش

 دستبه نتایج با منطوق که است بوده تئوری کرنش-تنش روابط یتوسعه رایبها تلاش، در بخش اول

های ی مدلها با ارائهدر ایت پژوهش .باشند هایپرامستیک مواد روی بر شده انجاد هایآزمایش از آمده

 های تجربیآزمایشها با های موجود، سعی در افزایش انطوام بیت ایت مدلساختاری جدید یا بهوود مدل

شود تا با تکیه بر مفاهیم مکانیک محیط پیوسته، متغیرهای و رفتار واقعی مواد است. همچنیت سعی می

 ی و در بررسیای معرفها( و یا پایاهای عددی آنها به گونهها )کرنشجدید از جنس تنش و تغییر شکل

 هایی مدلهای ارائهیتهای تحلیل ایت مواد و یا محدودنظر گرفته شوند تا محدودیترفتار ایت مواد در

 . شوند( رفع کرنشساختاری بر اساس متغیرهای تنش و کرنش موجود )مانند پایاهای 

هایی از جنس مواد هایپرامستیک شود که بر روی تحلیل سازههایی میشامل پژوهش دوّدبخش 

آل، جهت یدههای مواد هایپرامستیک اها سعی شده است تا از مدل. در ایت پژوهشانجاد شده است

اده شود. ها استفها و پوستههای مختلف نظیر ورمتحلیل استاتیکی، ارتعاشی، دینامیکی و پایداری سازه

 هایپژوهشتجربی  هایآزمایشنتایج  بر اساسمواد هایپرامستیک های ثابتها عموماً در ایت پژوهش

که با  دودّی مربوط به بخش هامهمتریت پژوهشبه . در ایت قسمت شوندنظر گرفته میگذشته در

 شود.می اشارهی حاضر اشتراک بیشتری دارند، رساله

های پوسته ی اجزای محدود مربوط بهبر پایهسازی عمومی مدل [10] ، باشار و دینگ8331در سال 

. جنس ردندکتغییر شکل برشی ارائه ی نظریههای بزرگ را توسط مستیک جدار نازک با تغییر شکلشوه

                                                 
1. von-Karman formulas 
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ناپذیری و شرایط تراکم نظر گرفته شددرنئوهوکیت و  ایدوجمله ریولیت-ناپذیر مونیه از مواد تراکمپوست

حاصل توسط روش اجزای معادمت  در نهایت. شدبعدی منجر به شروط کمکی های دوصورت قیدبه

در حت کشش ای توخالی تی استوانهشده، پوستههای خاج بررسی. یکی از پوستهمحدود حل شد

  راستای طول استوانه بود.

شرایط مزد و کافی مربوط به انرژی کرنشی مواد هایپرامستیک  0228در سال  [19] جیانگ

های برشی مختلف مترارن محوری و قابل کنترل پذیر ناهمسانقرد را برای تحمل تغییر شکلتراکم

قرد ایپرامستیک ناهمسانپذیر همبررسی کرد. در ایت پژوهش سه مدل برای تابع انرژی کرنشی مواد تراک

رشی های ب. همچنیت معادمت تعادل و پارامترهای تنش و کرنش مورد نیاز برای تغییر شکلبررسی شد

با توجه  .ای ارائه شدهای برشی در دستقاه استوانهوجود آمدن ایت تغییر شکلمختلف همراه با شرایط به

 یصورت تابعی از سه پایای عددی اصلی شناخته شدهرنشی بهبه ناهمسانقرد بودن استوانه، تابع انرژی ک

عرضی با  همسانقردنای هی مادّدهندهگریت و دو پایای عددی جدید که نشان-تانسور کرنش کوشی

سه مدل استفاده شده برای مواد ناهمسانقرد شامل مدل  [.14]نظر گرفته شدباشد، درمحور مترارن می

 . بود[ 11] 0هورگان-[ و مدل پلیقنان11]های نرد نیکی بافت[، مدل بیومکا11] 8هادامارد

-شده امستیک غیرخطی تراکمی ترویتتنش را بر یک استوانه، اثر پیش0228در سال  [11] زیدی

ت نظر گرفترا با در مسیله. او معادمت تعادل حاکم بر کردهای مرکب بررسی پذیر تحت تغییر شکل

تحت بارهای ترکیوی پیچشی همراه با برش محوری  کرد. استوانه لح صورت عددیهای برشی بهتنش

؛ به ایت صورت که سطوح داخلی و خارجی استوانه مجاز به پیچش تحت بار بودی )محیطی( روو دای

، ولی در بودندجایی در جهت طول استوانه تحت برش طولی پیچشی و برشی دایروی و مجاز به جابه

ی مدل . جنس استوانه از نوع همسانقرد عرضی ترویت شدهنوودندی جایجهت شعاعی مجاز به جابه

دل دو . در ایت مبودندها شده در بستر ماتریسبعدی تعویهصورت الیاف یککه بهانتخاب شد  بلاتزکو

                                                 
1. Hadamard 

2. Polignone and Horgan 
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تا شد  نظر گرفتهدر شکلیبهعلاوه بر سه پایای عددی رایج  تانسورهای تغییر شکل پایای عددی جدید

ی انرژی کرنشی در رابطه 0و سختی الیاف 8کنندگیدر کنار پارامترهای چقالی ترویتی شوندگاثر ترویت

  شود.وارد 

ی سرخرگ، نشان دادند که ، با بررسی مکانیک دیواره[1] ، هورگان و ساکماندی0229در سال 

ت کشش توان بر اساس روابط قابلیی سرخرگ( را میدیواره های نرد )از جملهی ساختاری بافترابطه

ی سرخرگ سختی ایجاد شده در بافت دیواره-ای مدل کرد. در ایت پژوهش، رفتار کرنشمحدود زنجیره

و  9یهایاش-های تاکامیزاواناپذیر جنت بررسی شده و نتایج حاصل با مدلبه کمک مدل ساختاری تراکم

شامل یک تسمه از جنس  . دو مسیلهاند، مرایسه شدی روابط قانون توانی ارائه شدهکه بر پایه 4فانگ

مستیک تحت فشار داخلی و کشش و یک استوانه از جنس شوه یمحوربافت نرد تحت کشش تک

 رتوط بامو با نتایج تجربی قولی  شدندی مستوی تحلیل امستیسیتهی نظریهمحوری بر اساس تک

 .شدندهای زیستی نرد مرایسه بافت

تحت  1های جدار ضخیم از نظر رفتار انشعابیاستوانه، پایداری 1022در سال  [13] و همکاران زو

 بر اساس را ناپذیرمستیک غیرخطی تراکمی شوههشده از مادّفشار خارجی و بارگذاری محوری ساخته

بعدی تعادل نموی به منظور تحلیل پایداری معادمت سه ،. در ایت پژوهشکردندمدل آگدن تحلیل 

ط و معادمت حاصل توس شدشعابی مترارن محوری و نامترارن بررسی استوانه در دو حالت تغییر شکل ان

 . شدصورت عددی حل به 1ملتت-روش آدامز

پذیر ناهای تراکممعادمت تعادل حاکم بر استوانه [12] ی و همکارنا، د0221در سال 

 .دندکرحل  1شده جفتهای مجانوی هایپرامستیک تحت بار در راستای طولی را توسط روش بسط سری

                                                 
1. Density of reinforcement 

2. Fiber stiffness 

3. Takamizawa-Hayashi 

4. Fung 

5. Bifurcation 

6. Adams-Moulton 

7. Coupled series-asymptotic expansion 
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ر ناپذیای تراکمهای استوانه، تحلیل امستیک غیرخطی پوسته0223در سال  [18] باترا و بهرامی

ای حههای تنش و کرنش صفی مستوی برای حالتامستیسیتهی نظریههایپرامستیک ناهمقت را توسط 

صورت ه بهثابت مادّ ریولیت با دو-شده در ایت پژوهش از نوع مونیی استفادهه. مدل مادّکردندارائه 

 شد.نظر گرفته توانی در راستای شعاع استوانه درناهمقت دارای تغییرات 

توان نشان داد می 8های شکمیسازی اتساع شریانبعدی ریاضی برای شویههای سهمدلبه کمک 

ها یسازشود. ایت مدلها منجر به ایت بیماری میی شریاندیوارهتغییر در ریزساختارهای  که چقونه

-بازسازی می 0سازی کموود امستیتدهند که بخشی از ساختار بافت شریان به منظور خنثینشان می

ی های مختلف مواد و عوامل مرتوط با بازسازی دیوارهاثر مدل ،0223[ در سال 10واتت و هیل ]شود. 

دینامیکی اتساع های شکمی بر نرخ اتساع را مورد تحلیل و آزمایش قرار دادند. آنها خواج شریان

ها را در مراحل مختلف بررسی و تخمینی از قطر حداکثر آنها در حالت فشار خون انرواضی و شریان

توانند می 9های ریاضی مربوط به رشد اتساع عروقیآنها نشان دادند که ایت مدلانوساطی ارائه کردند. 

 ند. ها کمک کندر آینده به دانشمندان در تشخیص و درمان ایت بیماری

شده از مواد های جدارضخیم ساخته، معادمت  مربوط به استوانه0282در سال  [19] و همکاران زو

در دو انتهای آن ارائه کردند. جنس  صفرجایی هایپرامستیک را تحت فشار خارجی و شرایط مرزی جابه

ا و هکرنش شد.گرفته نظر ناپذیر دردر حالت تراکمنئوهوکیت ی هایپرامستیک مدل هاستوانه از مادّ

. آنها معادمت حاصل را برای دو بودشدیداً غیرخطی  با رفتارله از نوع بزرگ ها در ایت مسیجاییجابه

 وزنی یباقیمانده-ی غیرخطی به کمک روش عددی گالرکیتی خطی و امستیسیتهحالت امستیسیته

ی معادمت کنندهای محدود حلافزاری اجزی نردتوسط یک بسته 4کریلر-و حلقر غیرخطی نیوتت

-ه. میدان جابشدهای برشی نیز وارد محاسوات . در ایت مراله اثر تنشکردنددیفرانسیل غیرخطی حل 

جایی شعاعی صرفاً تابعی از شعاع باشد. انطوام مدل که جابهنظر گرفته شد در شکلیبهجایی استوانه 

                                                 
1. Abdominal aortic aneurysm 

2. Elastin 
3. Aneurysm 
4. Newton-Krylor 
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 .دش مشاهده کمهای کرنش با کوچکخارجی برای مرادیر فشار  فرطی خطی و غیرخطی امستیسیته

را برای تغییر  تنشپیشهای توخالی تحت بندی استوانه، فرمول0288در سال [ 14]سراوانان 

 در ایت پژوهش. کردی تعادل ارائه ، کشش و پیچش توسط معادلهفشارهای بزرگ در حالت شکل

 ناپذیرتراکمپذیر و دو حالت تراکم جایی غیرخطی درجابه-کرنش و کرنش-های دارای تنشاستوانه

ه شرط مرزی متناسب با ای تعادل به همرمعادله همچنیت. شدو شرایط صادم بودن حل بیان بررسی 

معادمت  به طور مشابه. برای پیکربندی نهایی نیز تنش در پیکربندی نخست ارائه شدحالت وجود پیش

ر . سپس معادمت دشدناپذیر ارائه ی غیرخطی تراکمهپذیر و مادّی غیرخطی تراکمهحالت کلی مادّبرای 

ناپذیر برای مدل نمایی ارائه شده توسط میرسکی و در حالت تراکم پذیر برای مدل بلاتزکوحالت تراکم

 .است. نتایج ایت پژوهش برای عروم خونی معتور شد[ ساده و حل 11]

محدود اجساد جامد مترارن محوری از ی دامنه گذرای، ارتعاشات 0280در سال  [11] تنویر و زو

 ی ایت اجساد جامد یکریولیت را تحلیل کردند. از جمله-ناپذیر هایپرامستیک مونیجنس مواد تراکم

ت ی حرککه معادله بودی توپر تحت بار فشاری وابسته به زمان در جهت محور طولی استوانه استوانه

افسون ر-نیوتت توسط روش نیومارک به همراه تکنیک ایت استوانه به کمک اصل کار مجازی استخراج و

 . حل شد تکرارشونده

ریولیت، تست پارگی -و مونینئوهوکیت ، بر اساس مدل 0280در سال  [11] هورگان و اسمیدا

اره های اشی مدل. آنها با مرایسهکردندصورت تجربی بررسی مواد نرد بهتحت کش ساده را برای زیست

سیدند که ایجاد محل بریدگی های تجربی حاصل، به ایت نتیجه رلی و آزمایشهای قوشده در پژوهش

 ی پارگی خواهد داشت. در تنش بحرانی آستانه کمیها تیثیر بسیار نظر گرفتت ایت مدلبا در

-ی هایپرامستیک شوههی ساختاری یک مادّ، تعییت معادله0284در سال  [88] لکتز و همکاران

وپر را ای تی استوانهپیچش ترکیوی بر روی یک نمونه-های تجربی کشششمستیک به کمک آزمای

های ماکروسکوپی نظیر نیرو و گشتاور گیری کمیت. در ایت مراله، در مورد چقونقی اندازهکردندبررسی 

ژوهش، در ایت پ. اختاری مواد هایپرامستیک بحث شدی سبا کمتریت میزان فرضیات جهت تعییت رابطه
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رفت؛ نظر گتوان نسوت به آنها درهایی که مشتق انرژی کرنشی را میجدید به عنوان کمیت رمتغیچهار 

 .شدمعرفی  8متناظر با تانسور کرنش هنسکی شامل دو نسوت کشیدگی اصلی و دو پایای لقاریتمی ویژه

می و کریشود. ها ایجاد میی شریانی چربی در دیوارهدر اثر تجمع توده 0هابیماری تصلب شریان

ی چربی را پذیر ایت تودهبا استفاده از روش اجزای محدود بخش آسیب، 0284[ در سال 11همکاران ]

ف مورد آزمایش های افراد مختلاز شریان یهای. نمونهکردندبینی بر اساس محل حداکثر تنش پیش

ستفاده شد. سازی اجزای محدود اآمده در مدل دستبهی هگرفت و خواج مادّ کشش تک محوری قرار

های دارای ایت که شریان دادنشان ایت پژوهش محاسوه شد. ریولیت -مدل مونیهای ثابتبرای  هاتنش

ای ههای سالم برخوردار هستند. همچنیت ایت تودهشریانسختی بسیار بیشتری نسوت به  از ،بیماری

ی ی گسیختقتند و آمادهها هستری نسوت به بافت سلولی دیوارههای بسیار بزرگچربی دارای تنش

تواند اطلاعات مفیدی را در اختیار متخصصان هستند. در نهایت نشان داده شد که نتایج ایت پژوهش می

 پس و ... قرار دهد. های درمانی مانند آنژیوپلاستی، بایدر عمل

 یکی ضخیم هایپرامست، پاسخ دینامیکی یک استوانه0281در سال  [13] راد و همکارانغدیری 

بررسی  MLPG 9روش کمک  بهای مترارن محوری را در برابر بار مکانیکی ضربهنئوهوکیت ناهمقت 

رای کربت که داهای بزرگ مانند پلیمرهای پایهی مورد بررسی از مواد دارای تغییر شکل. استوانهکردند

تابعی از شعاع  ه. خواج ناهمقت مادّنظر گرفته شدناهمقت هستند، درنئوهوکیت ی ساختاری رابطه

. برای حل معادمت تعادل از روش عددی شدنظر گرفته صورت کسر حجمی دراستوانه به

صورت خطی به FGی . به منظور بررسی صحت نتایج، یک استوانهشداستفاده  4رافسون-نیومارک/نیوتت

در  تابع زمان فشار داخلی صورتای به. بار ضربههای موجود مرایسه شدتحلیل شده و با نتایج پژوهش

ی زمانی کوچک حذف شده و سوب دار و سینوسی( که در یک بازههای خطی و غیرخطی )شیبحالت

 . نظر گرفته شدشود، درارتعاش آزاد استوانه می

                                                 
1. Hensky strain tensor 

2. Atherosclerosis 

3. Meshless local Petrov-Galerkin 

4. Newmark/Newton-Raphson technique 
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ار ضخیم تحت فشار ساخته دهای جها و کرهبرای استوانه [12] زاده و همکاران، تری0281در سال 

ی مستوی با صرف نظر کردن از اثر تنش امستیسیته ینظریهاساس  شده از مواد هایپرامستیک بر

یک ی هایپرامستههای صحیح برای رفتار مادّ. آنها از مدل آگدن با توانکردندبرشی، یک حل بسته ارائه 

نیز به عنوان  8و وارگانئوهوکیت ، ریولیت-های کلاسیک مونیمدل بر اساسکه نتایج  کردنداستفاده 

ای ی استوانهباز پوستهبسته و ی یهای انتهانتایج برای حالت .شداز مدل آگدن انجاد  خاصی یهاحالت

ای هایپرامستیک در غیاب نیروی خارجی محوری ی استوانهی پایداری پوستهدهندهکه نشان شدآورده 

 برای هر دو حالت انتهایی باز و بسته است.

ی هایپرامستیک ناهمقت را تحت فشار یک کره شتن، تحلیل 0281در سال  [18] انانی و رحیمی

و معادمت حاصل را برای مدل  کردندامستیسیته مستوی ارائه ی نظریهکمک  بهداخلی و خارجی 

. در مدل کردند[ حل 10] 0یکرهایپرژئومت -شرایط مرزی و تابع گاوس ککم بهنئوهوکیت ناپذیر تراکم

ته شد گرفنظر ع کره درصورت ناهمقت تابعی از شعاه بهابت مادّاستفاده شده در ایت مراله، ثنئوهوکیت 

که توسط  9مارکوارت-برگه در شعاع داخلی کره با توجه به روش بازگشتی غیرخطی لونمادّ که ثابت

  های برشی صرف نظر شده است.. در ایت پژوهش از تنشتعییت شد[ ارائه شده، 19تریلر ]

ی ضخیم دوار تحت فشار داخلی و خارجی که از یک استوانه ،0281در سال [ 14]انانی و رحیمی 

اس ی قول براسای مشابه با مرالهناهمقت تشکیل شده است، به شیوهنئوهوکیت ناپذیر ی تراکمهمادّ

ژوهش . در ایت پکردندهای برشی تحلیل ی مستوی و صرف نظر کردن از اثر تنشامستیسیتهی نظریه

 FG ی هایپرامستیکهناهمقنی مختلف مادّثابت ها برای ها و کشیدگیتنش ی قولی،نیز همانند مراله

مدل هایپرامستیک استفاده شده برای استوانه، برابر با ثابت . شد بررسیدر راستای ضخامت پوسته 

کوارت رما-برگ[ که توسط روش غیرخطی لون11ی باترا ]های مرالهزمایشآحاصل از نتایج  مردار

 . نظر گرفته شددرآمده،  دستبه

                                                 
1. Varga  
2. Gauss-Hypergeometric 

3. Levenberg-Marquardt 
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های هایپرامستیک مربوط به غشاء حاوی املاح ، مدل0281در سال  [11] زاده و همکارانحسیت

 افزار آباکوسسازی اجزای محدود در نردهای تجربی و مدلکمک تست و پروتئیت استخوان ران گاو را به

 تجربی فشار هایآزمایشاز طریق . آنها کردندبررسی کردند و مدل مناسب را برای ایت منظور انتخاب 

شی ، تابع انرژی کرننیروترسیم انرژی کرنشی بر حسب  و بابرش خالص و کشش دومحوری  ،محوریتک

ریولیت و آگدن -های مونی. آنها نشان دادند که مدلکردندمناسب را به نتایج حاصل از آزمایش برازش 

با  توانی انطوام خوبی-نمایی و نمایی-ای نماییهمدلحالی که ؛ در نیستندسازی مناسب برای ایت مدل

 دهند.  نتایج تجربی نشان می

جدار ضخیم چرخان  یاستوانه، معادمت مربوط به یک 0281در سال  [11] باقری و همکاران

 ی مستوی و با صرف نظر کردن ازامستیسیتهی نظریهکمک  بهرا  ی هایپرامستیکهاز مادّ ساخته شده

 نظرهای صحیح دری هایپرامستیک از نوع آگدن با توانه. جنس مادّکردندبرشی ارائه  هایاثر تنش

دیمی های قهای صحیح مدل آگدن با مدلای بیت نتایج تحلیلی برای توان. همچنیت مرایسهگرفته شد

ی خلی چرخان با گنجایش دای چرخان، استوانهاستوانه و وارگا در چهار حالتنئوهوکیت ریولیت، -مونی

اد )بدون قید( تحت ی آزی چرخان جازنی شده روی یک محور چرخان صلب و استوانهصلب، استوانه

های کلاسیک نسوت به مدل های مدل. هدف از ایت مرایسه، بررسی دقت و قابلیتچرخش انجاد شد

ای کلاسیک هموارد نتایج مدل سایری آزاد بدون قید، در که به غیر از استوانه شد. مشاهده بودآگدن 

سوت نی آزاد به دلیل تغییر شکل زیاد، مدل آگدن هم به خوبی با نتایج تجربی مطابرت دارند. در استوانه

ی همادّهای ابتث. بودتر مناسب ،مطابق با نتایج تجربی استوانهبینی رفتار های کلاسیک برای پیشمدل به

 .تخراج شد[ اس19]مربوط به هر مدل نیز با توجه به آزمایش تریلر 

بزرگ بدن را به عنوان یک مخزن همقت تحت  شریان، 0281[ در سال 11ابدصمد و همکاران ]

. دنهای نازک مورد مطالعه قرار دادپوستهی نظریهکمک  ناپذیر در حالت ناپایدار بهفشار سیال تراکم

نظر گرفته در ت ارتعاشات کوچک مترارن محوریی جدار نازک تحجدار شاهرگ به عنوان یک پوسته

 یدر ایت پژوهش، بسط مجانوی جریان سیال ناپایدار با پارامتر اغتشاشی کوچک متناسب با هندسهشد. 
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 مورد کیرشهف-مو و فرضیات های نازکخطی پوستهی نظریهو بر اساس  شاهرگ تطویق داده شد

 شدند.  سازی عددی استخراجکمک شویه ها بهها و تنشتحلیل قرار گرفت و تغییر شکل

 بندیجمع 9-9

از مواد هایپرامستیک )ترریواً(  ای و مخروطی ساخته شدههای استوانهپوستههمانطور که اشاره شد، 

ر دها و زیست مواد نرد دارای کاربردهای متعددی هستند. مستیکی مواد شوهناپذیر در دو حوزهتراکم

ها و مخازن مستیکی حاوی سیال پرفشار اشاره هتوان به لولمستیکی و امستومرها میی مواد شوهحوزه

ها در اثر امواج به کمک فشار هوا از برخورد قایق گیر بههایی که عنوان ضربهکرد. همچنیت استوانه

توان یها ماند. از دیقر کاربردهای ایت سازهکنند، از ایت مواد تشکیل شدهها جلوگیری میی اسکلهدیواره

شاره شوند، اآمت مختلف استفاده میهای ایجاد شده در ماشیتظور میرا کردن لرزشبه قطعاتی که به من

های شکلبندی قطعات مختلف بهبه منظور آب هاو پکینگ نمدهاکاسه بندها،کرد. همچنیت نشت

ه شکل گستردهای هیدرولیک و پنوماتیک بهای و مخروطی از جنس ایت مواد هستند که در جکاستوانه

 یدر حوزهشوند. جازنی میروی قطر داخلی و خارجی سیلندر و پیستون ار داخلی یا خارجی تحت فش

تواند ها( میهای سرخرگها و عروم )از جمله دیوارهمواد نرد، بررسی رفتار مکانیکی شریانزیست

ان های قلوی عروقی در اختیار دانشمندی شروع، پیشروی و درمان بیماریاطلاعات مفیدی در زمینه

ا رتواند متخصصان عروم خونی می تحلیل یدر زمینه شدهانجادهای نتایج پژوهشهمچنیت قرار دهد. 

هایی مانند اتساع گیری و درمان بیماریپس و ... یا پیشهای درمانی مانند آنژیوپلاستی، بایدر عمل

  دهد. یاریها عروقی و تصلب شریان

ای هفت که تا کنون تحلیل امستیک غیرخطی پوستهتوان دریای پژوهش میبا بررسی پیشینه

ای هنظر گرفتت اثر تنشاز جنس مواد هایپرامستیک با در ای و مخروطی ضخیم جدار متغیراستوانه

های جدار متغیر، از پوسته در مورد شدهانجادبرشی انجاد نشده است. در بخش وسیعی از کارهای 

تر برای روابط سینماتیک جهت تحلیل غیرخطی رخطی سادههای غینظریهشونده و یا فرضیات ساده
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-ها نیز عموماً از روشهای جدار متغیر و مخروطها استفاده شده است. در مورد استوانههندسی استوانه

هایی با حجم محاسوات بسیار بام و سرعت کردن( و یا روش میهتحلیلی )مانند روش چندهای نیمه

ه در های ارائه شدوبنیوس( برای سینماتیک خطی استفاده شده است. تحلیلهای فرهمقرایی کم )سری

های جدارنازک با ضخامت کمک روش انرژی، عموماً برای استوانه های هایپرامستیک بهی پوستهزمینه

ی معادمت های زیادی جهت ارائهثابت و از طریق حل عددی معادمت نهایی ارائه شده است. پژوهش

های ساختاری قولی و مطابرت بهتر با نتایج تجربی انجاد شده است. ید برای بهوود مدلساختاری جد

سازی عددی صورت تجربی به همراه مدلی مواد هایپرامستیک بهبیشتر مطالعات انجاد شده در زمینه

 برش های ساده نظیرتحت بارگذاری هایبوده است. کارهای تحلیلی انجاد شده نیز عموماً بر روی سازه

باعث تسهیل در روابط انجاد گرفته است که خالص، برش ساده، کشش تک محوری و دو محوری 

شود. در مواردی نیز برای و ساختاری و کاهش میزان غیرخطی بودن معادمت حاکم می سینماتیک

ای ههای ساده شونده، با استفاده از روشای و همچنیت اعمال فرضشرایطی نظیر تنش و کرنش صفحه

 های هایپرامستیک شده است. ترریوی اقداد به حل معادمت تعادل استوانه-عددی و تحلیلی

ای هغیرخطی پوستهی روشی تحلیلی برای بررسی رفتار امستیک ارائه ،هدف از انجاد ایت پژوهش

 ای و مخروطی جدار ضخیم با ضخامت متغیر تحت فشار متغیر در حالت تعادل استاتیکی است.استوانه

ای هتوان در طراحی و تحلیل رفتار مکانیکی پوستهاز نتایج ایت پژوهش و حل تحلیلی ارائه شده می

وابع ناپذیر و تحت تای و مخروطی ضخیم هایپرامستیک همقت یا ناهمقت در حالت ترریواً تراکماستوانه

غییر تی نظریهکیب های ترها و محدودیتمختلف فشار و ضخامت متغیر استفاده کرد. همچنیت قابلیت

یت مز ها نشان داده شده است.اغتشاشات در استخراج و حل معادمت ایت پوستهی نظریهشکل برشی و 

ناسب مت ست که با تغیرات اندک در ابتدای برنامها های عددی ایتهای تحلیلی نسوت به حلبزرگ حل

بندی نهایی و همچنیت با خطا در مش سازی مجدد و سعی وتوان بدون نیاز به مدلمی مسیلهبا شرایط 

ز توان مسائل را تحلیل کرد. تمرکصورت پیوسته و دقیق مطابق با روابط ریاضی آنها میاعمال توابع به

اپذیر ندر حالت ترریواً تراکمنئوهوکیت ای و ریولیت دوجمله-مونی اصلی نتایج در ایت رساله بر روی مدل
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های دیقر مواد توان در مدلتومری بوده است. اما از روش ارائه شده میمستیک و امسو برای مواد شوه

 یهای مواد زیستای عمومی و یا مدلهای چند جملهتوان به مدلهایپرامستیک نیز بهره برد. از جمله می

کمک روش جاری در معادمت وارد  توان بهها را میروابط ساختاری غیرخطی ایت مدلنرد اشاره کرد. 

 های متعددیرا تحلیل کرد. پژوهش موادبه ایت  ی غیرخطی نزدیکهایی با هندسهو رفتار پوسته کرد

ر آل از نظهای ایدهدر ایت زمینه انجاد گرفته است که تمرکز بخش قابل توجهی از آنها بر روی پوسته

ته  شده از ساخ 8های اخیر رویکرد استفاده از عروم خونی مصنوعیدر سالشکل هندسی بوده است. 

به شدت افزایش یافته است.  نیز 9شریانی هایدر پیوند 0ستومر مخصوج و انداد عروقی مصنوعیمواد ام

ضای ها، اعهای بافتهایی با شکل دلخواه در زمینهتوان سازهبعدی میامروزه با استفاده از پرینترهای سه

شکل ایت عروم مصنوعی بر خلاف [. 13شکل آزمایشی تولید کرد ]مصنوعی و قابل کاشت در بدن به

؛ آل هستندای و یا مخروطی جدار متغیر ایدههای استوانهتر به پوستههای واقعی بسیار نزدیکشریان

های ها از موادی منطوق بر مدلسازی، تحلیل و طراحی ایت سازهتواند در مدلبنابرایت روش جاری می

دی اطلاعات مفید توانمی شده در ایت پژوهشتحلیلی ارائه حل گرفته شود. کاربهاستفاده شده در آنها 

بررسی ، تر برای عروم خونیهای هایپرامستیک واقعیرا برای دانشمندان در خصوج تحلیل مدل

 های چربیها در اثر تجمع پلاکتتغییرات در جدار داخلی یا خارجی عروم خونی ناشی از تصلب شریان

به منظور طراحی عروم مصنوعی ناهمقت و  [30،38،32یا افزایش ست ]یا اتساع عروم در اثر بیماری 

ی حل تحلیلی برای در ایت پژوهش تمرکز اصلی بر ارائهارائه دهد.  [39شریانی ] هایاستفاده در پیوند

ای هتابعی هایپرامستیک و یا آزمایش متغیرمسائل ناهمقت بوده است و در مورد چقونقی ساخت مواد 

صورت وسیع در صنابع و بهایت مواد بر روی ایت مواد بحثی نشده است. زمانی که  شدهانجادتجربی 

تواند یک ابزار قابل اتکای عددی را کاربردهای مهندسی مورد استفاده قرار گیرند، نتایج ایت مطالعه می

از ایت جنس در اختیار مهندسان قرار دهد.  یهایبینی رفتار مکانیکی سازهجهت پیش

                                                 
1. Artificial blood vessels 

2. Artificial vascular prostheses 

3. Vascular graft 
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 توصیف مسأله 6-9

 یهاغیرخطی پوستهی روشی تحلیلی برای بررسی رفتار امستیک هدف از انجاد ایت پژوهش ارائه

ست. امتغیر در حالت تعادل استاتیکی  جدار ضخیم با ضخامت متغیر تحت فشار و مخروطی ایاستوانه

 ریولیت-همقت و همسانقرد بر اساس مدل ساختاری مونیی هایپرامستیک ناهجنس پوسته از مادّ

 تهپوسناپذیر با تغییرات خواج در راستای شعاعی در حالت ترریواً تراکم (نئوهوکیتای )و دوجمله

، مستیکسازی رفتار مواد شوهانتخاب شده است. همانطور که اشاره شد، از ایت مدل ساختاری برای مدل

صورت تابعی غیرخطی بر حسب شود. تغییرات ضخامت و بارگذاری بهفاده میمواد استها و زیستپلیمر

بارگذاری و شرایط مرزی بر روی  ه هندسه، جنس،نظر گرفته شده است. از آنجا کدرمتغیر طولی پوسته 

ت گردد. معادمپوسته نسوت به محور مرکزی آن مترارن است، مسیله در حالت ترارن محوری بررسی می

ستقاه . نهایتاً دشودمیاستخراج اولّ ی ی تغییر شکل برشی مرتوهبا استفاده از نظریه لهمسیحاکم بر 

بر اساس  8یافتهکمک روش بسط مجانوی تطویق معادمت دیفرانسیل غیرخطی با ضرایب متغیر به

 کیو فشار هیدرواستاتتنش جایی، جابهی اغتشاشات برای شرایط مرزی گیردار حل شده و مرادیر نظریه

همچنیت اثر عوامل مؤثر بر حل تحلیلی و ی موردی محاسوه خواهد شد. صورت مطالعهبه پوستهدر 

از طریق  روش ارائه شده سنجیصحتهای تحلیل ارائه شده بررسی خواهد شد. ها و محدودیتقابلیت

ری اجزای افزای نردکمک بسته سازی عددی بهی نتایج پژوهش جاری با نتایج حاصل از مدلمرایسه

 انجاد خواهد شد. 0محدود انسیس

 ی اولی تغییر شکل برشی مرتبهنظریه 6-6

ی مخروطی ضخیم جدار متغیر دارای تغییرات غیرخطی سطوح داخلی و خارجی آن تحت مرطع پوسته

                                                 
1. Matched Asymptotic Expansion (MAE) method 
2. ANSYS 
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 نمایش داده شده است.   8-0فشار داخلی و خارجی متغیر و شرایط مرزی گیردار در شکل 

 

 ی مخروطی ضخیم جدار متغیرندسی، بارگذاری و شرایط مرزی در مرطع پوستههای همتغیر 8-0شکل 

ی، مطابق ادر دستقاه مختصات استوانهاوّل ی ی تغییر شکل برشی مرتوهکارگیری نظریهبه منظور به

 صورتبه rی مخروطی جدار متغیر تا محور ترارن آن پوسته مادّیی ی هر نرطهفاصله 8-0شکل 

)ی میانی تا محور ترارن پوسته ی میهفاصله یه اضافهب zی میانی ی آن نرطه تا میهفاصله )R x 

 [.34] شودبیان می

(0-8) ( ) ( )
( )  , d d ,   ( , , ) ( , , )

2 2

h x h x
r R x z z r z r x z x         

 :شود کهسوب می zبه  rی شعاعی تغییر مختصه

(0-0) ( , ) ( , )r zU r x U z x 

)در روابط فومشود.  )h x ی جدار متغیر است که تابع مختصات طولی است. ضخامت ضخامت پوسته

توان برحسب شعاع داخلی ی میانی پوسته را میو شعاع میه
i ( )r x  و خارجی( )or x  .آن بیان کرد 

(0-9) 
o i

( ) ( ) ( )h x r x r x  

(0-4) i o( ) ( )
( )

2

r x r x
R x
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ی مورد مطالعه در حالت عمومی دارای سطوح داخلی و خارجی متغیر با تابع غیرخطی پوسته

مماس بر سطوح داخلی  هایزاویهبه ترتیب   و شود.ته مینظر گرفدر xی طولیبرحسب مختصه

ییر ی تغی مورد مطالعه و نظریهدهند. با توجه به فرضیات حاکم بر مسیلهو خارجی پوسته را نشان می

شکل زیر ی مخروطی مورد مطالعه بهجایی برای پوسته(، میدان جابه8 فصل)اولّ ی شکل برشی مرتوه

 .مشهور است 8ی اولّمرتوه هرمان-میرسکی ینظریهکه به  گرددبیان می

(0-1) 

0 1

0

0 1

0

( , )
( , ) (0, ) ( ) ( ) ( ) (x)

0

( , )
( , ) (0, ) ( ) ( ) ( ) (x)

z
z z z z

z

x
x x x x

z

U z x
U z x U x z U x z U x w x z

z

U

U z x
U z x U x z U x z U x u x z

z











 
     








      



 

zU ،Uی فوم در رابطه  وxU در راستای شعاعی، محیطی و طولی  جاییهای میدان جابهمؤلفه

 و هستند.  rو  xی میانی پوسته به ترتیب در راستای جایی صفحهجابه  wو  uباشند.می

 هستند.  xی طولیجایی تابعی از مختصههای میدان جابهبعد هستند. تمامی مؤلفههایی بینیز کمیت

در حالت ترارن  مسیله، ه و بارگذاری از جهت مادّ خواجی پوسته، بودن هندسهبا توجه به مسترل

0U) بدون چرخش صلب محوری   و() 0  شود. نظر گرفته میصورت دوبعدی در( به 

 غیرخطی سینماتیکروابط  6-9

 .[82] شودی زیر تعریف میخط با رابطهمگرانژ در دستقاه عمومی خمیده-تانسور کرنش گریت

(0-1)  
 i j

ij

1

2
E  E G G C I 

iدر ایت رابطه
G  نخستدر پیکربندی  0پادگرد یپایهبردار ،TC F F گریت-تانسور راست کوشی ،I 

 گرادیان تغییر شکل است.تانسور  Fو  تانسور همانی

                                                 
1. First-order Mirsky-Hermann's theory 

2. Contravariant 
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(0-1) i i

i i, I G G F g G 

 هستند.  جاریو  نخستدر پیکربندی  ی همقردبه ترتیب بردارهای پایه igو  iGدر روابط اخیر 

در پیکربندی  dX مادیّطول بردار  دوّددر توان  تغییراتمگرانژ در حریرت -تانسور کرنش گریت

سازد تا تغییرات طول را ناظر را قادر می Eبردار موقعیت است. در واقع  Xهد که را نشان می نخست

8های همقردبا درایه Eمحاسوه نماید. بنابرایت تانسور کرنش نخستبا توجه به مختصات 
ijE   که نسوت

نامند. با جایقذاری نیز می 0مادیّتانسور کرنش  را شوندپیکربندی پیش از تغییر شکل تعریف میبه 

ij 9و ضرایب سنجه بر حسب بردارهای پایه Eتانسور  ،(1-0( در )1-0روابط ) i j.G G G  محاسوه

 شود.می

 (0-1)     i j i j i j

ij i j ij

1

2
E G   

 
E G G G g g G G G 

 :توان نشان دادمی

(0-3)   j j

i i , ji j i jii G U F    g G y G G 

iکه در آن  i

i iU U y G G های همقرد تانسور کرنش جایی است. بنابرایت مؤلفهبردار جابه میدان

 اند. شکل زیر قابل محاسوهگریت به

(0-82) 
   

   

ij i j i j ij ij

i ,i j ,i ,i ,j i j j i k i j

1 1
. .

2 2

1 1
. . .

2 2

k

E g G

U U U U

   

     

g g G G

G y G y y y

 

در روابط اخیر،  
,i

جزئی و  مشتقبه معنی    i های به معنی مشتق همقرد است که برای مؤلفه

 شوند.صورت زیر تعریف میهمقرد و پادگرد یک بردار به

(0-88) 
k

i j i,j k ij

i k i

j ,j kj

i

U U U

U U U

   


  

 

                                                 
1. Covariant 

2. Material strain tensor 

3. Metric factors 
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k

ij  رات بردارهای پایه است.بوده و معیاری برای تغیی 8دودّنوع  کریستوفلنماد 

(0-80) k k k k

ij ji i,j j,i. .    G G G G 

 شوند.ی همقرد و پادگرد با توجه به مشترات زیر محاسوه میبردارهای پایه

(0-89) 
j i

i j

i ,i ji j
ˆ ˆ. ,

X q

q X

 
  

 
G X i G i 

jکه در آن 

j
ˆ ˆi i  مختصات کارتزیت و  دستقاهبردار پایه )و یکه( درiq های مربوط به دستقاه مختصه

 خط هستند. خمیده

 مادیّ یتوان موقعیت یک نرطهمیبعدی، سه حالتای در مختصات استوانهدستقاه نظر گرفتت با در

یافته( با ل)تغییر شک جاری)بدون تغییر شکل( و  نخستدر طی تغییر شکل را به ترتیب در پیکربندی 

 , ,r x  و ˆˆ ˆ, ,r x در جهات شعاعی، محیطی و  9و  0، 8های نظر گرفتت اندیسنمایش داد. با در

 :توان نوشتمی( 89-0( تا )82-0طولی در روابط )

(0-84) 

1 2 3

1

1

2

2

3

3

, ,

ˆ ˆ

ˆ
ˆ ,

ˆ

r z

x

q r q q x

r
r




   


  



 

  

G G e e

e
G e G

G G e

 

ê )(، مرادیر غیر صفر نماد کریستوفل 84-0( و )80-0). با توجه به روابط هستندها برداهای یکه )جهت

 شوند. شکل زیر محاسوه میای بهدر مختصات استوانه دوّدنوع 

(0-81) 
1

r r

r

r

r

 

 




   

  

 

شکل به 0های فیزیکیهای همقرد و پادگرد و مؤلفهی بیت مؤلفهبا توجه به رابطه
*

i i iU U g  و

*
i i iU U gتوان نوشتمیای ، در دستقاه مختصات استوانه: 

                                                 
1. Christoffel symbol of the second kind 

2. Physical components 
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(0-81) 

1

1

2

2

3

3

,

r z

x

U U U U

U
U rU U

r

U U U




   



 

  

 

( و ترارن محوری پوسته 0-0ی )با توجه به رابطه 0U ی ی زیر برای مختصات هر نرطه، رابطه

 ر است.ها برقراجاییاز پوسته در پیکربندی جدید بر حسب جابه مادّی

(0-81) 
ˆ ( , )

ˆ ( , )

z

x

r r U z x

x x U z x

 


 
 

 زیر قابل محاسوه است. صورتدر ایت حالت تانسور گرادیان تغییر شکل به

(0-81)  

1 0

0 1 0

0 1

z z

z

x x

U U

z x

U

r

U U

z x

  
  

 
  
 
 
 

 
   

F 

های (، تانسور گرادیان تغییر شکل بر حسب مؤلفه81-0ی )( در رابطه1-0ی )با جایقذاری رابطه

شود. در تمامی روابط ایت بخش، جایی محاسوه میمیدان جابه    x     .است 

(0-83)  

1 0

0 1 0
( )

0 1

w z

w z

R x z

u z

 



 

   
 

  
 
 

   

F 

ی با توجه به رابطه     
T

C F Fآید.دست میگریت راست نیز به-، تانسور کرنش کوشی 

 (الف0-02) 

0

0 0

0

zz zx

xz xx

C C

C

C C



 
 


 
  

C 

 ب(0-02)
     

    

2 2 22

2

1 , 1

1 , 1 1
( )

zz xx

zx xz

C C w z u z

w z
C C C w z u z

R x z


   


   

           

  

             
  

 

های . کرنشکردتوان محاسوه مگرانژ را می-گریت تانسور کرنش، (1-0ی )همچنیت طوق رابطه
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 توان نمایش داد.نیز می 8بردار طوق نمادگذاری ویتصورت شوهمگرانژ را به-گریت

 شوند.صورت زیر محاسوه میهای آن بهکه مؤلفه

 غیرخطی هستند. و u،،wو توابع zها نسوت به متغیر مسترلشود که کرنشمشاهده می

ساختاری، پایاهای تانسورهای تغییر شکل مورد نیاز هستند، در ادامه در معادمت  ایت کهبا توجه به 

ای هی ایت پایاها پرداخته شده است. نسوت حجمی که همان ژاکوبیت تغییر شکل بیت دستقاهبه محاسوه

 صورت زیر قابل محاسوه است. یافته( است، به)تغییر شکل جاریو  نخست

(0-09)          
1

det ( ) 1 1
( )

J R x z w z u z w z
R x z

    
 

                
F 

 det گریت راست-کوشیدهد. پایاهای عددی تانسور کرنش را نشان می 0عملقر دترمینانC  و چپ 

Bشوند.می محاسوهصورت زیر ( به02-0ی )با توجه به رابطه با یکدیقر برابر بوده و 

(0-04) 
1

2

2

2 2

3

zz xx

zz xx zz xx zx

zz xx zx

I C C C

I C C C C C C C

I C C C C C J



 

 

  


   


  

 

                                                 
1. Voigt notation 

2. Determinant operator 

(0-08)    
T

zz xx zx   ε 

(0-00) 

 

 

 

 

2 2

2

2

2 2 2 2
2

2 2

( ) 2 ( )

2 2 2 2

2

zz

xx

zx zx

w zw z

R x z R x z

u w
u u w z z

u w w z
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 خطا تابعروش  6-0

 ناپذیر صرفاً تابعی ازهای تراکمدر تغییر شکلانرژی کرنشی ( اشاره شد، 94-8ی )همانطور که در رابطه

1ی در واقع رابطه. استد کرنش و دوّاوّل دو پایای  0J   های جسم جایییک قید روی جابه

ی به شدت غیرخطی با معادمت حاکم بر جا که حل همزمان ایت معادلهکند. از آنناپذیر اعمال میتراکم

تفاده ناپذیری اسدر ایت پژوهش از روش تابع خطا جهت اعمال قید تراکم است،دشوار  مسائل امستیسیته

 ی اکسترمم بدونمسیلهی اکسترمم به ی مرید شدهروش تابع خطا شامل کاهش یک مسیلهشده است. 

ی افتهیفانکشنال بهوود ،باشد. در ایت حالترفی یک تابع خطا مرتوط با قید مسیله میقید از طریق مع

ر واقع شود. دمیمرتوط با قید مسیله بازنویسی  ی دوتابع درجه کردنانرژی پتانسیل کل از طریق وارد

 [. 90،03شود ]صورت ترریوی در حالت حداقل مربعات ارضا میقید مسیله به

ایت که ناپذیری است؛ بدون یک روش اعمال قید تراکم در مسائل غیرخطی، تابع خطاروش 

نظر ا درپتانسیل انرژی کرنشی ب ثابت باشد. در ایت مسائل،محدود به حالت تغییر شکل حجم ،پیکربندی

 [.31شود ]صورت زیر فرض میگرفتت تابع خطا به

(0-01) 
1 2 1 2

ˆ( , , ) ( , , ) ( )W I I J W I I J W J  

نیز ساختار یک تابع خطا   Wناپذیر است.انرژی کرنشی مربوط به تغییر شکل تراکم  Ŵ ،ایت رابطهدر 

 با حذف شرطعوارتی شامل کار هیدرواستاتیک در واقع کند. ناپذیری را اعمال میاست که قید تراکم

3 1I  انرژی کرنشی گفته  8به آن بخش حجمی [ که31]شده است لی انرژی کرنشی ای چقوارد رابطه

 گیرند.نظر میصورت زیر دررا به Wدر ایت حالت شود.می

(0-01)  
21

( ) ( )
2

W J G J 

G  یک تابع خطا با خاصیت( ) 0 1G J J    0و بوده  از طریق  نیز پارامتر خطا است که

                                                 
1. Volumetric part 
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 [.03]شود ها تعییت میه بر اساس ایت پارامتری قید مسیله با هندسه یا جنس مادّرابطه

-ناپذیری بهقید تراکم ،)معادل مدول بالک( به جای  kنظر گرفتت پارامتردردر ایت عوارت با 

به سمت وضعیت  kشود. در واقع با میل دادن پارامترپذیری اعمال میصورت حدی در بسط تراکم

نسوت تنش  kشود. در ایت حالتناپذیر استفاده میصورت حدی، از وضعیت ترریواً تراکمناپذیر بهتراکم

 .( به کرنش حجمی بوده که مردار ثابتی استPفشار هیدرواستاتیکحجمی )

(0-01) 

0

1

P P
k

JV

V

 
 

 
 

 

J همانطور که قولاً اشاره شد،  C ّهر  ،آلناپذیر ایدهی تراکمهنسوت حجمی است. در یک ماد

kباید صفر باشد؛ یعنی  نوع کرنش حجمی )تغییر حجم( باید   0.5میل کند )معادل با  به .)

1kناپذیر، های ترریواً تراکمعنوان نمونه در مستیک   ( بوده  و )مدول برشی جسم است

4ی توصیه شده برای آن بازه 510 10 kPak    0.49بوده که معادل با 0.499   است 

[31،90،01-31.] 

Ŵ شود.نظر گرفته میصورت زیر درنیز به 

(0-01) *

1 2 1 2
ˆ ( , , ) ( , ) ( )W I I J W I I cH J  

*W ّتشود. ثابی انتخابی تعییت میهساس مدل مادّناپذیر است که بر ا ی تراکمهانرژی کرنشی مادc 

)و تابع  )H J  با خاصیت( ) 0, ( ) 1 1H J H J J    در پیکربندی جسم  کنند کهمی تضمیت

 است.  8فاقد تنش اولیه نخست

)در خصوج بخش حجمی انرژی کرنشی )W توسط پژوهشقران بررسی های مختلفی یز شکلن

) که همقی آنها تابعی از مدول بالکاست  شده )k  و نسوت حجمی( )J ایت بخشی . [13،33] هستند

1دارای خاصیتدر حالت حدی حجمی باید  ( ) 0, ( ) 0, ( )J W J W J W J k       .باشد

                                                 
1. Stress free 
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ابع فرط پذیری در ایت تناتراکم متغیرمدول بالک به عنوان  نظر گرفتتدراست که بسیار مهم ایت  ینکته

-است و شکل عمومی منحنی حجمی مواد هایپرامستیک را تغییر نمی آن 8برای تعییت مرتوه و میزان

ود شهایپرامستیک تعییت می یهمدل انتخابی مادّ هایثابتمدول بالک متناسب با  یدهد. در واقع مرتوه

ی ایت قسمت از انرژی کرنشی متناسب با آن در بخش حجمی انرژی کرنشی، مرتوه نظر گرفتتدرتا با 

 [.33ناپذیر( شود ])بخش مربوط به تغییر شکل تراکم Ŵیمرتوه

)در پژوهش جاری توابع  )G J و( )H J [09،13،822] شوندزیر فرض میصورت به . 

(0-03) 
( ) 1

( ) ln( )

G J J

H J J

 



 

 ایدوجمله ریولین-مدل مونی ساختاریی معادله 6-9

شود. در ایت مدل انرژی کرنشی استفاده می ایدوجمله ریولیت-در پژوهش جاری از مدل ساختاری مونی

 .شودنوشته می شکل زیرکرنش به تانسور ددوّ واوّل  پایاهای از خطی ترکیوی صورتبه

(0-92)    *

1 2 1 1 2 2( , ) 3 3W I I C I C I    

1C 2وC برای ایت مدلریولیت هستند. -های مدل مونیثابت 0 1 22 2c p C C      است که فاقد

تاتیک و فشار هیدرواسلحاظ شود تا  دبایهرگونه تعویر فیزیکی است و صرفاً از نظر تحلیلی در معادمت 

-تابع انرژی کرنشی جفتتوان می در نهایت[. 13،882،082صفر باشند ] نخستدر پیکربندی تنش 

 .[13،882] نوشتشکل زیر به را ناپذیرریولیت در حالت ترریواً تراکم-مدل مونی 0یشده

(0-98)      
2

1 1 2 2 03 3 ln( ) 1
2

k
W C I C I p J J       

ناپذیر( اعوجاجی )تراکم ی تغییر شکلدهنده( نشان98-0ی )است رابطهدر سمت راولّ ی دو جمله

ارد ی چهدر جسم است. جملهاوّلیه ی عدد وجود تنش کنندهتضمیت سودّی . جملههستندانرژی کرنشی 

                                                 
1. Scale 
2. Coupled 
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 مرتوهمدول بالک در ایت جمله به منظور هم وبوده  حجمی انرژی کرنشی ی تغییر شکلدهندهنشان

1 ریولیت-ی مونیهمادّهای ثابت دارایایر جملات انرژی کرنشی که آن با س کردن 2( , )C C هستند ،

الت ریولیت در ح-مونی مدلهای ثابت. روابط مختلفی برای مدول بالک بر حسب شده است درنظر گرفته

 ت:توان نوشرا میزیر  ی[. به عنوان نمونه رابطه11اعلاد شده است ]اوّلیه 

(0-90) 
 

 

2 1

3 1 2
k

 







 

 یعنیاوّلیه ه یا مدول برشهههی مادّههای  ثهابهت  بر حسهههب اوّلیهه  در تمهامی ایت روابط مهدول بهالهک     

 1 22 C C    پواسونهمواره در ایت روابط نسهوت   شهود. نوشهته می ( )  نیز وجود دارد. در مواد

0.49ناپذیری در حدود با توجه به میزان تراکم پواسونناپذیر نسهوت  مترریواً تراک 0.499    درنظر

مدول  یتوان مرتوههایپرامستیک، می یهناپذیری مادّشهود. بنابرایت بر اسهاس میزان تراکم  گرفته می

 [.829،820،33]شکل زیر درنظر گرفت بالک را به

(0-99) 
 

 

2

1 2

3

1 2

0.49 10

0.499 10

k C C

k C C





     


    

 

د توابع و دوّاوّل ی ( و استفاده از اصول حاکم بر مشترات جزئی مرتوه81-8ی )با توجه به رابطه

نش تفیزیکی تانسور  هایی ساختاری بیت مؤلفهتوان معادلهای، میی مشتق زنجیرهتانسوری و قاعده

 .ردکجایی محاسوه ان جابههای میدبر حسب مؤلفه را گریت-کوشیو تانسور کرنش  دوّدکیرشهف -پیوم

(0-94) 
 1 2 31 2

1 2 3

, ,
= 2 2

W I I J II IW W W J

I I J I

      
   

        
S

C C C C
 

صورت زیر محاسوه نسوت به خود ایت تانسور به Cدر ایت رابطه مشتق پایاهای تانسور مترارن 

 شوند.می

(0-91) 2 1 231 2
1 1 2, ,

II I
I J I I 

      
  

I I C C C C I
C C C

 

ی شدهجفتی ساختاری رابطه در نهایت(، 94-0ی )( در رابطه91-0( و )98-0از قرار دادن روابط )

صورت به مادیّدر مختصات  ناپذیرترریواً تراکم حالت برای ی همقت و همسانقردهمادّ ریولیت-مدل مونی
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 [.41،82آید ]دست میزیر به

(0-91)     1

1 2 1 2 02 2 1C C I C kJ J p        S I C C 

 به توانرا می در حالت همقت و همسانقرد kو  1C ،2Cی هایپرامسهتیک شامل  همادّ هایثابت

فشار هیدرواستاتیک (، 01-0ی ). با توجه به رابطهکردتعییت  قول های اشاره شده در فصلکمک روش

برابر  1P k J  شکل زیر قابل بازنویسی است.( به19-0ی )بنابرایت رابطه ؛است 

(0-91)     1

1 2 1 2 02 2C C I C PJ p     S I C C 

، گرادیان تغییر شکل برابر تانسور یکه است؛ یعنی نخستدر پیکربندی  F C I و در نتیجه

   1 2 3, , , 3,3,1,1I I I J  0 یهستند. در حالت عدد وجود جملهp  طوق رابطه، نخستپیکربندی در-

 :توان نوشت( می91-0ی )

(0-91)  1 22 2C C S 

برابر است بااوّلیه یعنی تنش  1 22 2C C به همیت دلیل مردار  . 0 1 22 2p C C  ی مشابه رابطه

 شد.فاقد تنش با ،نخستتا جسم در حالت  شودمی( از تنش کم 0-91)

ی هایپرامسهتیک ناهمقت و همسانقرد دارای خواج یکسان در جهات مختلف است؛ اما ایت  همادّ

ای و مخروطی عموماً در های اسهههتوانهخواج در نراط مختلف متفاوتند. ایت تغییر خواج در پوسهههته

ی مخروطی شههوند. در ایت پژوهش تغییر خواج در یک پوسههتهراسههتاهای شههعاعی یا طولی فرض می

) ضخیم جدار متغیر ناهمقت با تغییرات توانی خواج بر حسب متغیرهای شعاعی )z و طولی( )x  در

 .[824،44] نظر گرفته شده استصورت زیر درحالت عمومی به

(0-93) 

   

   

1 1 2 2

i0 i0

0 1 2

i0

( ) ( )
, , ,

( )
, , 2 2

n n

n n

n

n n n n

R x z R x z
C x z C C x z C

r r

R x z
k x z k p C C

r

     
     
    


  
   

 

 

i0r  1است که  از محور دوران آن از سطح داخلی پوسته با کمتریت فاصلهشعاع نراطیC ،2C وk 
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ی با ای استوانهشوند. در پوستهی ناهمقت فرض میی داخلی پوستهخواج متناظر با ایت نراط در میه

ه طوق ه است. کنترل خواج مادّنیز ثابت ناهمقنی مادّ nاست.  irمتغیر همان  جدار داخلی ثابت، ایت

ی داخلی به محور دوران پوسته با خواج معیت ( از نزدیکتریت قسمت میه93-0توزیع توانی روابط )

1C ،2C وk شعاع  وi0r ی خارجی بر اساس مرادیر مختلف ثابت ناهمقنی به سمت میهn  صورت

)گیرد. در واقع خواج بر حسب متغیر شعاعیمی )z پوسته دارای تریت نراط به طور پیوسته از داخلی

0nتریت نراط پوسته با بیشتریت شعاع در حال افزایش کمتریت شعاع به سمت بیرونی   یا کاهش

0n   صورتتواند متغیر بهدر حالت عمومی جدار خارجی و داخلی پوسته می ایت کهاست. با توجه به 

 xشکل تابع آن نسوت به باشد، مردار خاصیت در سطوح بیرونی و درونی پوسته با توجه به xتابعی از 

)( تغییرات خواج را بر حسب هر دو متغیر شعاعی93-0شود. به همیت دلیل روابط )تعییت می )z  و

)طولی )x ی بازنویس زیر شکلی ساختاری بهانرژی کرنشی و معادلهدر ایت حالت تابع د. ندهنشان می

 شوند.می

(0-42)      
2

1 1 2 2 03 3 ln( ) 1
2

n
n n n

k
W C I C I p J J       

(0-48)     1

1 2 1 2 02 2 1n n n n nC C I C k J J p        S I C C 

 برای مواد هایپرالاستیک مجازیاصل کار  6-2

 انرژی کرنشی مجموع است که پذیر زمانی در حالت تعادلکار مجازی، یک جسم شکل اصلبر طوق 

ها جاییباشد. ایت جابه صفرجایی مجازی ناشی از جابه نیروهای خارجیکار مجازی  ونیروهای داخلی 

از نظر سینماتیکی مجاز باشند؛ یعنی، معادمت سینماتیک را ارضا کرده و با شرایط مرزی سازگار  باید

 های مجازی که از نظر سینماتیکیی بیت تغییر شکلاباشند. هدف اصلی در اصل کار مجازی ایجاد رابطه

 .استناشی از تغییر شکل واقعی جسم  های نیرو و تنشمجاز هستند؛ با متغیر

 شکل:به ی حرکتنظر گرفتت معادلهبا در
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 (0V)روی 

(0-40) 
0 0 0div( ) 0   P b a 

بوده و ل اوّکیرشهف -پیوم مادیّتانسور تنش  Pکه در آن div 0 است. 8نیز عملقر دیورژانس  و

0b  هستند.  نخستبه ترتیب چقالی و نیروی حجمی در پیکربندیa  .نیز شتاب حرکت جسم است

0Aدو سطح امل ش 0Aسطح مرزی  y  0وσA  ها جاییکه به ترتیب جابهاستy  و نیروهای سطحی )بر

به عنوان بردارهای  Fو yبا درنظر گرفتت   شوند.میبر روی آنها وارد  0tنیافته( واحد سطح تغییر شکل

مسیله  کهای مجازی متناسب با قیدهای سینماتیگرادیان تغییر شکل، تغییر شکل تانسور جایی وجابه

 صورت زیر هستند.به

  الف(0-49)
δ grad(δ )F y 

δ  ب(0-49) 0y 

 ایت روابطدر  grad 0است. 0عملقر گرادیانV  0بوده و نخستحجمA y  است  نخستسطح مرزی

 :توان نوشتز اصول مکانیک محیط پیوسته می. با استفاده اشودبر روی آن اعمال می جاییکه جابه

(0-44)  div δ δ .div( ) : grad(δ ) y P y P P y 

گیری روی حجم و انتقرال δyجایی مجازی ( در جابه40-0ی حرکت )معادله 9ایبا ضرب نرطه

 نیافته:تغییر شکل

(0-41)  
0

0 0 0 0δ . div( ) d 0
V

V    y P b a 

 توان نوشت:( می44-0( و )49-0و استفاده از روابط )

(0-41)  
0 0 0

0 0 0δ .div( )d div δ d : d
V V V

V V V   y P y P P δF 

)زمانی  مادیّ( در صورت جایقزینی مشتق 88-8ی )رابطه همچنان معتور  δبا نماد وردشی  .(

                                                 
1. Divergence operator 

2. Gradient operator 

3. Scalar product 

0A)روی y) 
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: تساوی خواهد بود؛ یعنی :P δF S δE  .توان می 8گریت-سوای گبا استفاده از نظریهبرقرار است

 شکل زیر نوشت.ا به( ر41-0ی سمت راست تساوی )اولیت جمله

(0-41)    
0 0 0

0 0 0 0
ˆdiv δ d δ . d δ . d

V A A

V A A   
σ

y P y P N y t 

N̂  0ی نیافتهالمان سطح تغییر شکل ی عمود بریکهبردارdA .است 

توان می بر اساس اصل کار مجازی با استفاده از اصول حساب وردشی و روابط تانسوری در نهایت

 نوشت:

(0-41)  
0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

ext intδ δ δ 0

= δ . d δ . d : δ d
V A V

V A V 

     

    
σ

y b a y t S E
 

ی حرکت به همراه بندی دیقر از معادلهاصل کار مجازی یک فرمول ،شودطور که مشاهده میهمان

( به عنوان کار نیروهای داخلی و خارجی برای هر مدل 41-0ی )شرایط مرزی دینامیکی است. رابطه

 شودی حرکت شناخته میمعادله یفضعبندی و با عنوان فرمول صادم است همسانقردی ساختاری

[829،01،82.] 

iفشار داخلیدر ایت پژوهش  ( )P x و خارجیo ( )P x صورت متغیر با تابعی در حالت عمومی به

های شعاعی و ، مؤلفه8-0شکل با توجه بهشود. نظر گرفته میی طولی پوسته درغیرخطی از مختصه

 [.821ی زیر در حالت عمومی غیرخطی قابل محاسوه هستند ]ری فشار داخلی و خارجی طوق رابطهمحو

(0-43) 

i i

i i

2 2

i i

o o

o o

2 2

o o

iz ix

oz o x

d ( ) d ( )
( ) ( )

d d
,

d ( ) d ( )
1 1

d d

d ( ) d ( )
( ) ( )

d d
,

d ( ) d ( )
1 1

d d

r x r x
P x P x

x x
P P

r x r x
L

x x

r x r x
P x P x

x x
P P

r x r x
L

x x



 

 



 

 

    
       


    

   
   


   
   

    


   
       

 

                                                 
1. Gauss-Green 
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توان های شعاعی و محوری فشار را میدر حالت تغییر خطی سطوح داخلی و خارجی پوسته، مؤلفه

 .[821] نوشت نیز صورت زیربه

(0-12) 
   

   

ii

2 2

ia ib ia ib

oo

2 2

oa o b oa o b

ia ib

iz ix
2 2

oa ob

oz ox
2 2

( )( )
,

( )( )
,

P xP x L
P P

L r r L r r

P xP x L
P P

L r r L r r

r r

r r

 

   

 

   










 

های طولی و کار مجازی ناشی از مؤلفهدر حالت تعادل استاتیکی و در غیاب نیروهای حجمی، 

های سطوح داخلی ی مخروطی جدار متغیر با المانشعاعی فشار داخلی و خارجی متغیر وارد بر پوسته

 شود. محاسوه می صورت زیربه odAو  idAو خارجی 

(0-18) 

0 i

( ) ( )0 0 z x i
2 2

( ) ( )z x o
2 2o

i i o o

ext iz ix

oz ox

δ = .δ d ( )δ ( )δ d

( )δ ( )δ d

d ( )d d , d ( )d d

h x h x

A A

h x h x

A

z z

z z

A P x U P x U A

P x U P x U A

A r x x A r x x 

 

 

  
     


  

   
 

  



 



t y

 

 توان نوشت:می( 18-0ی )( در رابطه1-0ی )جایی طوق رابطههای میدان جابهبا قرار دادن مؤلفه

(0-10) 0

0

i z i x

oz ox

extδ ( ) ( ) ( )
= ( ) ( ) ( ) d

2 2 2 2

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) d

2 2 2

L

L

h x h x h x
P x w P x u R x x

h x h x h x
P x w P x u R x x

   


   


   

    

      
      
      

      
      
      





 

توجه نیز با  مادیّی ساختاری مواد غیرخطی در مختصات کار مجازی نیروهای داخلی برای رابطه

 شود.صورت زیر محاسوه می( به41-0ی )به رابطه

(0-19) 

 
0 0

0 0

0

ij
int ijδ : δ d δ d

d ( )d d d ( ) z d d d

V V

V S V

V r x r x R x z x



 

   


   

 S E

 

 برای ،مگرانژ طوق نمادگذاری ویت-برداری کرنش گریت( و نمایش شوه19-0ی )با توجه به رابطه

 توان نوشت:جدار متغیر می مخروطی شکل یپوسته تغییرات انرژی کرنشی
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(0-14) 

 
( )/2

ij

ij

0 ( )/2

( )/2

zz θθ xx zx

zz θθ xx

0 ( )/2

intδ
δ ( ) 1 d d

2 ( )

δ δ δ ( ) 1 d d
( )

h xL

h x

h xL

zx

h x

z
S R x z x

R x

z
S S S S R x z x

R x




   









  
  

 

 
       

 

 

 

 

هستند.   دوّدکیرشهف -تنش پیومفیزیکی غیرصفر تانسور  هایمؤلفه zxSو  zzS ،θθS ،xxSکه 

صورت از اصول حساب وردشی به ( و استفاده00-0ی )مگرانژ با توجه به رابطه-های گریتتغییرات کرنش

 شوند.زیر محاسوه می

(0-11) 

 

 
 



  

 

zz

θθ 2

xx

2

zx

δ δ δ δ

δ δ
δ ( )

( )

δ δ δ δ δ δ δ

δ δ δ δ

δ δ δ δ δ δ δ

δ δ δ δ δ

w z
R x z w z

R x z

u u u w w u u

w w z z

u u w w w

z

     


 

   

     

     

        

  


    
 



              


          
          


        

 

 شوند.صورت زیر تعریف میبه 8های تنشسازی محاسوات، منتجهبه منظور ساده

(0-11)    
( )/2

TT zz 2

( )/2

1 1 d
( )

h x

z z z

h x

z
N M Q S z z z

R x





 
  

 
 

(0-11)    
( )/2

TT θθ 2

θ θ θ

( )/2

1 d

h x

h x

N M Q S z z z





  

(0-11)    
( )/2

T T
* * * θθ 2

θ θ θ

( )/2

( )
1 d

( )

h x

h x

R x
N M Q S z z z

R x z





 
  

 
 

(0-13)    
( )/2

TT xx 2

( )/2

1 1 d
( )

h x

x x x

h x

z
N M Q S z z z

R x





 
  

 
 

(0-12)    
( )/2

TT zx 2

( )/2

1 1 d
( )

h x

zx zx zx S

h x

z
N M Q K S z z z

R x





 
  

 
 

دلیل ملاحظات تعادل، ضروری است که  و بهبا توجه به توزیع واقعی تنش برشی در جدار پوسته 

                                                 
1. Stress resultants 
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ها بیش از آنچه که هستند محاسوه نشوند. یک ضریب تصحیح برش عرضی در معادمت وارد شود تا تنش

 8شوند، ضریب تصحیح برشیهای تنشی که با استفاده از تنش برشی تعریف میمنتجهبنابرایت در 
SK

5شود. ایت ضریب در پژوهش حاضر برابر مردار نظر گرفته میدر  [.182نظر گرفته شده است ]در 6

(، بر اساس اصل 14-0( و )10-0روابط ) ( در11-0ی )پس از جایقذاری تغییرات کرنش از رابطه

کار مجازی ext intδ δ   ی حاکم بر چهار معادلهگیری جزء به جزء، ی انتقرالبا استفاده از قاعده

 آیند.می دستبههای تنش منتجه بر حسبمسیله 

(0-18) 
  x x zx

i x o x

d
( ) 1

d

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

2 2

R x N u M N
x

h x h x
P x R x P x R x

      

   
       

   

 

(0-10) 
     x x zx z zx zx

ix o x

d
( ) 1 ( ) 1

d

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

2 2 2

R x M u Q M R x N N u M
x

h x h x h x
P x R x P x R x

              

    
       

    

 

(0-19) 
    * *

x x zx θ θ θ

i z oz

d 1
( ) 1

d ( )

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

2 2

R x N w M N N N w M
x R x

h x h x
P x R x P x R x

          

   
       

   

 

(0-14) 

    

  

* *

x x zx θ θ θ

z zx zx

iz oz

d 1
( ) 1

d ( )

( ) 1

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

2 2 2

R x M w Q M M M w Q
x R x

R x N N w M

h x h x h x
P x R x P x R x

  

 

        

    

    
       

    

 

 بندیجمع 6-0

ای و مخروطی شکل تحت فشار متغیر های جدارمتغیر اسهتوانه در ایت فصهل معادمت حاکم بر پوسهته  

رشی ی تغییر شکل بناپذیر به کمک نظریهسهاخته شهده از  مواد هایپرامستیک در حالت ترریواً تراکم  

                                                 
1. Shear correction factor 
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شامل یک ی معادمت حاکم بر مسههیله (، شهکل بسهته  14-0( تا )18-0حاسهوه شهده اسهت. روابط )   م

سمت چپ ایت جملات . شهده با ضهرایب متغیر هسهتند   دسهتقاه معادمت دیفرانسهیل غیرخطی جفت  

هسهتند. سمت راست   جاییهای مجهول بردار جابههای تنش و مؤلفهه، منتجههندسه  شهامل معادمت 

ی متغیر در راسهتای محور طولی پوسههته تشکیل  نیز از جملاتی شهامل فشهار و هندسهه   ایت معادمت 

ی اغتشاشات ارائه اند. در فصهل بعدی، حل تحلیلی دسهتقاه معادمت اشاره شده به کمک نظریه  شهده 

خواهد شد. 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 9فصل 

 حل تحلیلی.9
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 مقدمه 9-9

عادمت سینماتیک و ساختاری و نظر گرفتت جملات غیرخطی مدر فصل قولی مشاهده شد که با در

ول، ی اتغییر شکل برشی مرتوه ینظریهصورت حدی، بر اساس ناپذیری بهاعمال همزمان شرط تراکم

و جدار  فشاردارای هایپرامستیک ناهمقت  شکلمخروطی ای و استوانه هایمعادمت حاکم بر پوسته

 شده با ضرایب متغیر است. در ایت فصلفتج، یک دستقاه معادمت دیفرانسیل غیرخطی ناهمقت متغیر

تشاشات ی اغیافته بر اساس نظریهبسط مجانوی تطویق روشغیرخطی از برای حل ایت دستقاه معادمت 

 [.821شده است ]استفاده 

بعد سازی معادمت، حل خارجی در بعد شوند. پس از بیدر ایت نظریه، مزد است ابتدا معادمت بی

شوند. در نهایت با و سهپس حل داخلی در نواحی مرزی به طور جداگانه محاسههوه می نراط دور از مرز 

 آید.می دستبهکلی  حلهای داخلی و خارجی و نیز اعمال شرایط مرزی، تطویق دادن حل

 معادلات جهت حل اغتشاشی سازیآماده 9-6

i01ی ناهمقت دارای عوارت هها در حالت مادّ(، تمامی تنش48-0( و )93-0بها توجهه بهه روابط )    nr 

ی هایپرامستیک ناهمقت در هخاصیت مادّ 1Cهسهتند. از طرفی همانطور که در فصهل قول اشاره شد،   

است. بنابرایت  i0rریولیت در نزدیکتریت نراط سطح داخلی به محور دوران پوسته در شعاع -مدل مونی

i0با ضهرب عوارت  1

nr C  عوارت(14-0( تا )18-0طرفیت معادمت )در ،i0

nr  تنها در سمت راست ایت

 1Cه نیز نسوت به ثابت ماند و تمامی خواج مادّمی صهورت ضهریب جملات بارگذاری باقی  معادمت به

11شهوند. همچنیت با  بعد میبی C    های فشار را توان مؤلفهایجاد شهده در سهمت راسهت معادمت می

 وند.شنظر گرفته میصورت زیر دربعد بهبعدسازی معادمت، متغیرهای بیبعد کرد. به منظور بیبی
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o الف(9-8) 0i
i o

0 0 0 0 0

( )( )( ) ( )
, , , , , ,

r x hr xx z h x R x
x z h r r R

L h h h h h L
       

 ب(9-8)
0 0

, , ,
u w

u w
h h

       

i پ(9-8) x i0i0 iz i0 oz i0 ox i0
i0 iz ix oz ox

0 1 1 1 1

( )( ) ( ) ( )
, , , ,

nn n nP x rr P x r P x r P x r
r P P P P

h C C C C   
     

شناخته  8با عنوان ضخامت مشخصه 0hبعد آن است. حالت بی یدهندهبروی هر متغیر نشان علامت

ی کمتریت فاصله i0rنظر گرفته شده است. ت پژوهش کمتریت ضخامت استوانه درشود که در ایمی

 است. 1Cدارای خاصیت  است که xی داخلی پوسته از محور طولیمیه

 شوند.صورت زیر بازنویسی میبه xی یک و دو بر حسب بعد مشترات مرتوهدر حالت بی

(9-0) 
2 2

2 2 2

d 1 d d 1 d
,

d d d dx L x x L x
  

جایی( بر حسب های جابهنظر گرفتت بسط مجهومت )مؤلفهو در یکوچک اغتشاشمتغیر با معرفی 

 آن:

(9-9) 
           

   

2 3, ...

, , ,
T

x x x x

u w

     

 

    




1 2 3
y y y y

y
 

مردار  0البجملات غی موازنهبعدسازی شده، از جایی در معادمت بیهای جابهو جایقذاری ایت مؤلفه

1  پ( یک8-9ی )در رابطهبه همیت دلیل  آید.می دستبه فشارهای در مخرج  9صورت تعمدیبه

سازی ببا مرت نظر گرفته شده است تا بتوان جملات بارگذاری را در معادمت اغتشاشی وارد کرد.بعد دربی

 آید. می دستبه، شکل کلی معادمت مرتوهو جداسازی جملات هم هایسب توانجملات حاصل بر ح

(9-4) 
         

              

2

1 2 2

3 2 2

3 3

L L L

L +L , ...

x x x

x x x

 

   

 

    

1 2 1

3 1 2 1 2 3

y y y

y y y F F F
 

                                                 
1. Characteristic thickness 

2. Dominant terms 
3. Bookkeeping 
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iL  و
iL̂ غیرخطی هستند و  9خطی و پیروی 0پیشروی 8های دیفرانسیلیبه ترتیب عملقر iF 

اصلی روش اغتشاشات ایت است که پارامتر اغتشاشی یایدهدهد. نیز بخش ناهمقنی معادمت را نشان می

 مرتوه نووده و ضرایب های مختلف آن از نظر بزرگی همبه قدری کوچک است که ضرایب توانi ها

جایی متناظربردارهای جابه، شوهiی حاصل از ضریب هر . از معادلهبرابر باشدبا هم  باید  xy  را

0,1xمرزی در  یدو میهآورد. وجود  دستبهتوان می  حل داخلی در نزدیکی  یمنجر به دو ناحیه

 . شودمرزها می حل خارجی دور از یناحیه مرزها و یک

 یی تغییر شکل برشی، مشترات بر حسب مختصهی حاضر، با توجه به استفاده از نظریهدر مسیله

هستند.  zگیری در راستای شعاعی )ضخامت(های تنش حاصل از انتقرالبوده و منتجه xطولی

بنابرایت جهت تسهیل در نمایش و امکان نقارش یکسان معادمت برای هر ثابت ناهمقنی دلخواه، انتقرال 

 .شودشکل زیر تعریف میبه در جهت ضخامت پوسته بعدبی

(9-1)  
ji

i+ j+1

0

( )/2

( )/2

(i, j)
(i, j) ( ) d

h x

h x

II
II z R x z z

h





   

,i)انتقرال j)IIهای هندسی، تابع مشخصه( )R x و( )h x و ثابت ناهمقنیn  .در حالت کلی است

(i, j)II تابعx نظر شده است. است که به دلیل مختصرنویسی از نمایش آن صرف 

خارجی و داخلی و امکان تعییت  هایهای ضرایب در حلناپذیری ماتریسبه دلیل رفع معکوس

شود. می( اعمال 14-0( تا )18-0های جوری و خصوصی معادمت حاصل، دو تغییر در معادمت )حل

شکل  ( بوده که ثابت ایت انتقرال به18-0ی )گیری از اولیت معادله یعنی رابطهانتقرال ،اولیت تغییر

   0 i0 10
nc r Cc  ثابت نیزشود. در ایت ظاهر می  صورت تعمدی وارد شده موجود در مخرج به

i0با ضرب همانطور که در ابتدای ایت بخش توضیح داده شد، است.

nr  ( تا 18-0طرفیت معادمت )در

i0، عوارتبعد سازی معادمت( و پس از بی0-14)

nr ماند که می ر سمت راست ایت معادمت باقیتنها د

                                                 
1. Differential operators 

2. Follower terms 

3. Leading terms 
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های پ( در مؤلفه8-9ی )و در سایر معادمت طوق رابطه 0cبعد بی در ثابت انتقرالاولّ ی در معادله

iz,xبعد فشار بی
P  وoz,xP شوند.نظر گرفته میدر 

dرغم وجوددر معادمت علی uبا توجه به عدد وجود مردار  ددوّتغییر  du x متغیر، تعریف 

 صورتجدیدی به d dv u x  :و جایقزینی آن در معادمت است؛ بنابرایت 

(9-1) 
7

1
du v x c



 
  
 

 

 کمک شرایط مرزی تعییت خواهند شد. شده بهحاصل از تغییرات اشارهگیری دو ثابت انتقرال

 sKو 1C،2C،k در معادمت مربوط به حل داخلی و خارجی جملاتی شامل ایت کهبا توجه به 

اند؛ جهت تسهیل ترسیم شده 1Cبعد سازی بر رفیت معادمت حاکم نیز به دلیل بیایجاد خواهد شد و ط

  .شوندهای کمکی زیر تعریف میهای بعدی، متغیردر نمایش معادمت در بخش

(9-1) 

 
 

     

     

     

1 22
2 12

1 1 1

1 2 1 2 1 2

1 2 3

1 1 1

1 2 1 2 1 2

4 5 6

1 1 1

1 2 1 2 1 2

7 8 9

1 1 1

2
ˆ1 , , ,

4 4 2 2 3
, ,

2 4 5 4 6
, ,

8 2 7 2 2 3 2 2 5 6
, ,

s s

C CC k
K K C k C

C C C

C C k C C k C C k
Ck Ck Ck

C C C

C C k C C k C C k
Ck Ck Ck

C C C

C C k C C k C C k
Ck Ck Ck

C C C

 
    


      
   



        



     
  



 

ˆبعد هستند.بی و همادّهای ثابتتمامی ایت متغیرهای کمکی حاصل از ترکیب 
sK  ضریب  بر اساسنیز

 .شودمی تعریف بعدتصحیح برشی بی

 خارجیحل  9-9

 :ای بر حسبصورت چندجملهبه xنظر گرفتت بسط مستریم مجهومت نسوت به متغیربا در

(9-1)          O O1 O2,x x x   y y y 

شهده در قسههمت قول، دستقاه  و جایقذاری ایت بسهط در معادمت حاکم پس از اعمال تغییرات اشهاره  
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 آیند.می دستبهد و دوّاوّل  هایمرتوهمعادمت جوری حل خارجی 

(9-3) 

    

    

     

1

O O1 O1

2

O O2 O2

O2 O2 O2

O( ) :

O( ) :

II II







 






 

A y F

A y F

F F F

 

 جایی مجهولجابه بردار Oiy یدر حل خارجی مرتوهi استشکل زیر به. 

(9-82) 
    

   

T

O1 O1 O1 O1 O1

T

O2 O2 O2 O2 O2

, , ,

, , ,

v w

v w

 

 

 

 


y

y
 

   O1 O,F Aو O2F  د در حل و دوّاوّل  هایمرتوهبه ترتیب ماتریس ضرایب و بردارهای ناهمقنی

از دو بخش دوّدی خارجی هستند. بردار ناهمقنی حل مرتوه O2

II
F و O2

II F به ترتیب شامل( )II x  و

)مشتق )II x تشکیل شده است که O2

II F  .ناشی از جدار متغیر استوانه است 

)ی جدار ثابتدر استوانه )h x،( )R x و در نتیجه( )II x تابعx نووده و بهh،R وII  تودیل

شوند؛ بنابرایت می O2 0II  F  فرط است. اما در مخروط جدار ثابت( )h x تابعx  نووده و تودیل بهh 

iz,xنووده و به xهای فشار تابعشود. در فشار ثابت، مؤلفهمی
P وoz,xP های ایهشوند. درتودیل می

در ادامه آورده شده است. در  معادمت حل خارجی هاناهمقنیبردارهای ضرایب و  هایغیرصفر ماتریس

ایت روابط    d dx  .است 

(9-88) 

 

   

     

 

 

   

   

O 11

O O 113 31

O O 114 41

O 1222

O 33

O O 134 43

O 144

(0, 1)

(0, )

(1, ) (0, 1)

(0, 1)

(0, 1)

(0, ) (1, 1)

2 (1, ) (0, 1) (2, 1)

s

k II n

Ck II n

Ck II n II n

K C II n

k II n

Ck II n k II n

Ck II n k II n II n

  

    

      



  


 


   

     


A

A A

A A

A

A

A A

A
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(9-80)  

i x o x

0

2 2

i x o x

O1

i z o z

2

i z o z

( ) ( )( ) ( )
( ) d ( ) d

2 2

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

2 4 2 4

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

2 2

( ) ( ) ( ) (
( ) ( )

2 4

P x P xh x h x
c R x x R x x

R x h x h x R x h x h x
P x P x

h x h x
P x R x P x R x

R x h x h x R
P x P x

 

   
      

   

   
     

   


   
      

   

 
  

 

 

F

2) ( ) ( )

2 4

x h x h x

 
 
 
 
 
  
 
 
 
 
  

  
   

 

(9-89) 

   

 

2

O2 3 O1 O1 O1
1

O1 O1 O1 O1

2 2

O1 7 O1 O1 O1

2 2

O1 O1 12 O1

O2

(2, 1) (0, 1) 2 (1, 1)

2 (1, ) (0, 1) 2 (0, )

(0, 1) (1, ) (0, )

ˆ(1, 1) 2 (0, 1) (0, 1)s

II

I

Ck II n II n II n w

II n II n v II n v w

II n w Ck II n II n w

k II n II n v K C II n

 



 

 



     

   

       

      
 

F

F 
1

0I










 


 

(9-84) 

   

 

 

 

 

O2 1 O1 O1
2

O1 O1 O1 O1 O1

2 O1 O0 O1

12 O1 O1

O1 O1 O1

O2 1
2

(2, ) (1, 1) (1, )

ˆ (0, 1) (1, ) (0, )

(1, ) (0, )

(0, 1) (1, 1)

ˆ(1, 1) (0, 1)

s

s

s

s

II

II

Ck II n II n II n w

K II n v II n II n w

K Ck II n II n w

K C II n w II n

k II n v K k II n

Ck



  

 



 



     


    

 

    

   



F

F O1 O1 O1 O1(2, ) (1, ) (1, 1) (1, 1)II n II n w II n k II n v 












         
  

 

(9-81) 

   

  

 

2 2

O2 1 O1 3 O1 O1
3

O1 O1 O1 O1

2

7 O1 O1 12 O1 2 O1

2 2

O1 O1 O1 O1

O2 12
3

(1, ) (0, )

2 (1, 1) (0, 1)

(0, ) (0, 1) 2 (0, )

2 (2, 2) 2 (1, 2) (0, 2)

(

s

s

II

II

Ck II n Ck II n v

II n II n w v

Ck II n v K C II n C II n

k II n II n w II n w

K C II

 

 

  

 



    


     

   

       

 

F

F O10, 1)n 
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(9-81) 

   

 

   

 

O2 1 O1 12 O1
4

3 O1 O1 O1 O1 O1

O1 O1 O1 O1 O1 O1

2 2 2 2

O1 O1 O1 2 O1

7 O1

(2, ) (1, 1) (1, 1)

(2, 1) 3 2 2 (0, )

(0, 1) 2 (1, 1) 4 2

(1, ) 3 2 (0, 1) 2 (1, )

(0, )

s

II Ck II n II n K C II n

Ck II n v II n w

II n v v II n w v

II n v II n w C II n

Ck II n v

 

  

 

 

      

   

     

    



F

 

 

2

O1 O1 O1 O1

2

O1 O1 O1

O2 12 O1
4

2 (1, ) 2 (1, 2)

(3, 2) (0, 1) 2 (2, 2)

(1, 1)s

II

w II n v k II n w

II n II n II n w

K C II n



 













      


      


   


F

 

 شکل زیر قابل حل است.( به3-9دستقاه معادمت جوری )

(9-81) 
     

     

1

O1 O O1

1

O2 O O2





 




y A F

y A F
 

 داخلی حل 9-0

توان نتیجه گرفت که می شود،ی معادمت کم میرجه از مرتوهدو د ،با صفر کردن  ایت کهبا توجه به 

0,1xدر    0ی مرزی وجود دارد. اصطلاحاً به نواحی اطرافمیهدوx   1مرز چپ وx   مرز راست

0,1xردهای داخلی دو مرز چپ و راست شود. در حلمی گفته  کشیده  8از متغیرهای سریع یدبامی(

xی(شده


جهت رصد تغییرات شدید رفتار پوسته در اطراف مرزها استفاده کرد. ایت متغیرها در دو  

 .شوندشکل زیر تعریف میمرز به

(9-81) 
 

0

1

0 0,

1
1 1,

x
x x

x
x x








   


    



 

xمتغیر  بهمشترات نسوت  تغییر  باعث ایجاد پارامتر اغتشاشی  د.شومیدر معادمت 

(9-83) 
2 2

2

2 2

d d d d
,

d d d dx x x x 

   

                                                 
1. Fast variables 
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کمک  هستند؛ باید به xی مخروطی با جدار و فشار متغیر، تمامی متغیرهایی که تابعدر یک پوسته

xبسط تیلور حول   در هر مرز بازنویسی شوند. بسط تیلور برای هر متغیر ( )x  در هر یک از دو

xمناسب حول   مرز با انتخاب  های زیر قابل نقارش است.شکلبه 

 الف(9-02)   
d ( )

( ) ( ) 0,1
d x

x
x x x

x 
  




       

 ب(9-02) 
d( )

( ) D 0,1 ; D
d

x x
x

          

اندیس   ی قرار گرفتت دهندهنشانx  متغیرهای  ،در آن متغیر است. بنابرایت در حالت عمومی

)هندسی پوسته شامل  )h x،( )R x  و انتقرال( )II x های بارگذاری فشاری پوسته و همچنیت مؤلفه

iشامل z ( )P x،i x ( )P x،oz ( )P x وoz ( )P x  را در هر یک از دو مرز بر حسبx  توان ناظر با آن مرز میمت

 بازنویسی کرد.

(9-08)  ( ) D , ( ) D , ( ) D 0,1h x h x h R x R x R II x II x II                   

(9-00)  
iz iz iz ix ix ix

oz oz oz ox ox ox

( ) D , ( ) D
0,1

( ) D , ( ) D

P x P x P P x P x P

P x P x P P x P x P

     

     

 


 

    


   

 

x نظر گرفتت بسط مستریم مجهومت نسوت به متغیربا در  :در هر مرز به شکل 

(9-09)          1 2,x x x        y y y 

پس از اعمال تغییرات اشاره شده در قسمت قول، در هر مرز معادمت حاکم  جایقذاری ایت بسط درو 

د در و دوّاولّ ی داخلی مرتوه دستقاه معادمت دیفرانسیل خطی ناهمقت با ضرایب ثابت مربوط به حل

 آید.می دستبه مرز 

(9-04) 

            

            

           

2
1

1 1 2 1 3 1 12

2
2

1 2 2 2 3 2 22

2 2 2 2 2 2

D D D

d d

d d

d d

d d

O( ) :

O( ) :

II A II P P

x x

x x

      

 

      

 

     
    






  




  



    



A y A y A y F

A y A y A y F

F F F F F F
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مجهولجایی بردار جابه iy یدر حل داخلی مرتوهi  در مرز استشکل زیر به. 

(9-01) 
   

   

T

1 1 1 1 1

T

2 2 2 2 2

, , ,

, , ,

v w

v w

    

    

 

 

 




y

y
 

 1A، 2Aو 3A رایب معادمت دیفرانسیل حاکم در مرز های ضماتریس .هستند 1F و 2F  

ی هستند. در بردار ناهمقنی حل مرتوه د در مرز و دوّاوّل  هایمرتوهنیز به ترتیب بردارهای ناهمقنی 

ایه، بخشدوّد 2

II

F و 2

DII


Fبه ترتیب شامل( )II x  وD ( )II x هستند که 2

DII


F  ناشی از جدار

متغیر استوانه است. 2

DA


F ی یک و به دلیل جدار رتوههای ضرایب حل مدر اثر بسط تیلور ماتریس

ظاهر شده است. بردارهای دودّی متغیر استوانه در بردار ناهمقنی حل مرتوه 2

P

F  و 2

DP


F  به ترتیب

iشامل x,z
o

( )P x   وi x,z
o

D ( )P x  هستند که 2

P

F شی از جدار متغیر ونا 2

DP


F  ناشی از فشار متغیر

 است. 

Dی جدار ثابت در استوانه D D 0h R II      هستند؛ بنابرایت     1 1 1

D D
0

II A P
  

    F F F

)شوند. در ایت حالت می )h x ،( )R x  و( )II x  تابعx


شوند. تودیل می IIو h،Rنووده و به 

Dدر مخروط جدار ثابت فرط  0h   و( )h x   تودیل بهh شود. در فشار ثابت نیز میi x,z
o

D 0P   

باعث  1

D
0

P


 F شود. همچنیت میi x,z
o

( )P x  تابعx


iنووده و به   x,z
o

P شوند. متغیرهای تودیل می

 ضرایب و بردارهای ناهمقنی هایهای غیرصفر ماتریسدر هر دو مرز یکسان هستند. درایه فاقد ضریب 

در ادامه آورده شده است. در هر مرز    d dx 
   متناظر با .همان مرز است 

 

(9-01) 

 

 

   

 

1 22

1 1233

1 1 1234 43

1 1244

(2, 1)

(0, 1)

(1, 1)

(2, 1)

s

s

s

k II n

K C II n

K C II n

K C II n

 

 

  

 

  

  



  


 

A

A

A A

A
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(9-01) 

   

   

     

2 212 21

2 2 12 123 32

2 2 12 124 42

(1, 1)

(0, 1) (1, )

(1, 1) (2, ) (1, 1)

s

s

k II n

K C II n Ck II n

K C II n Ck II n II n

  

   

    

   



     


       

A A

A A

A A

 

(9-01) 

 

   

     

 

 

   

   

3 11

3 3 113 31

3 3 114 41

3 1222

3 33

3 3 134 43

3 144

(0, 1)

(0, )

(0, 1) (1, )

(0, 1)

(0, 1)

(0, ) (1, 1)

2 (1, ) (0, 1) (2, 1)

s

k II n

Ck II n

Ck II n II n

K C II n

k II n

Ck II n k II n

Ck II n k II n II n

 

  

   

 

 

   

   

  

    

      

 

 

   

    

A

A A

A A

A

A

A A

A












 

(9-03)  

0 i x o x

2 2

i x o x

1

i z o z

2 2

i z o z

2 2

2 4 2 4

2 2

2 4 2 4

h h
c P x R P x R

R h h R h h
P P

h h
P R P R

R h h R h h
P P

 
     

     
 



 
   

     
 

    
       

    
 

   
      
      

  
    

       
    

    
      

     

F 

(9-92) 

 

   

 
   

 

2
1

2 1 1 1
2

1 1

2 12 1 1 1
3

2 12 1 1 1
4

D

D

D

D

0

D (2, ) D (1, 1) D (1, )

D (1, 1) D (2, 1)

D (1, 1) D (0, 1)

D (2, 1) D (1, 1)

s

s

II

II

II

II

Ck II n II n II n w

k II n v II n

K C II n II n w

K C II n II n w











     

   

     

     





 

 



     

   

       
  

     

F

F

F

F  
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(9-98) 

   

 
   

 

2 1 1 1
1

1 1

2 1 1 1
2

12 1 1 1

D

D

D (1, ) D (0, 1) D (0, )

D (1, 1) D (0, 1)

D (2, ) D (1, 1) D (1, )

D (0, 1) D (1, 1)s

A

A

x Ck II n II n II n w

x k II n II n v

x Ck II n II n II n w

x K C II n w II n

x



      

    

      

     

 





 

     

   

     
 

      
  



F

F

 
   

 

 

1 1

2 1 1 1 1
3

12 1 1 1

1 1

2 1
4

D

D

D (1, 1) D (2, 1)

D (1, ) D (0, )

D (1, 1) D (0, 1)

D (0, 1) D (1, 1)

D (0, 1)

s

A

A

k II n v II n

x Ck II n II n v

x K C II n II n w

x k II n w II n

x Ck II n





    

      

     

    

  



 

 



   

    
 

       
  

     

  

F

F    

   

 
 

1 1 1

1 1

12 1 1 1

1 1

D (1, ) 2

D (0, ) D (2, ) D (1, 1)

D (2, 1) D (1, 1)

D (2, 1) D (0, 1) D (1, 1)

s

v II n v

II n w II n II n

x K C II n II n w

x k II n II n II n w

   

    

     

     





 
























   

    




          
        

 

(9-90)  
   

   

2 2

i x o x

i x o x

2

i z o z

i z o z

D D
D D

2 2 2 2

D D D D D D
2 2

D D
D D

2 2

D D D D D D
2 2

P

P x P xh h
R R

P x P x
h R h R h h h R h R h h

h h
P x R P x R

P x P x
h R h R h h h R h R h h

    
 

   

           



 
     

   

           



   
      

   

    


   

      
   

    

F

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

(9-99)  

2 2

i x o x

2 2

i x o x

2

i z o z

2 2

i z o z

D

D D

2 2 2 2

D D
2 4 2 4

D D
2 2

D D
2 4 2 4

P

P x P xh h
R R

R h h R h h
P x P x

h h
P x R P x R

R h h R h h
P x P x



    
 

     
   



 
     

     
   

    
       

   


         
    

 
   

      
   

   
     

   

F
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(9-94) 

    

   

2 3 1 1 1
1

2

1 1 1

2

1 1 1 1 1

12 1 1 1 1

2 (1, 1) (2, ) (1, )

(0, 1) (2, 1) 2 (1, ) (0, 1)

2 (1, 1) 2 (0, ) (0, 1)

(1, 1) (0, 1)s s

II
Ck II n II n II n w

II n II n II n II n v

II n w II n v w II n w

C K II n II n K w


      

      

       

     

 

 



  

    


      

     

     

F

 

 

   

2

1

2
2

7 1 1 1 1

2

1 1 1 1 1 1 1

ˆ

(1, ) (0, ) 2 (2, 1)

4 (1, 1) 4 (0, 1) 2

sK

Ck II n II n w k II n

II n v II n v w



      

        



  

   

 
  

       

       


 

(9-91) 

   

  
   

 

2 1 1 1 1 1
2

2 1 1 1 1 1 1

1 1 1 12 1 1 1

4 1 1 1

ˆ(1, ) (0, ) (0, 1)

(2, ) (1, )

(0, ) (2, 1) (1, 1)

(0, 1) (1,

s

s

s

s

II
Ck II n II n w K II n v

K Ck II n II n w

II n w w K C II n II n w

K Ck II n v w II


       

       

        

    

 

    

  



   

   


       


    


F

 

 

    

   

1 1 1

5 1 1 6 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1

1)

(2, 1) (3, ) (2, 1)

(1, 1) (1, 1) (2, 1)

(1, ) (3, 1) (2, )

n v

Ck II n Ck II n II n

II n v II n w w II n w

II n w v II n II n v w

  

        

          

          

 

     

   

   

 


 
      



        

       

 

 

  

1

7 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1

2 (2, ) (1, )

ˆ (0, 1) (2, 1) 4

ˆ(1, 1) 4 4 (3, 1)

s s

s

Ck II n II n w

k K II n II n v K

II n v v w K w II n
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(9-91) 

   

   

 

2 1 1 1 1 1 1 1 1 1
3

1 1 1 1 1 1

2

2 1 1 1 1 1 1 1

(2, ) (1, )
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(9-91) 
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(، یک دسهههتقاه معادمت 04-9ی )د رابطهو دوّاوّل  هایمرتوههر یک از معادمت اغتشهههاشهههی 

xدیفرانسهیل غیرخطی ناهمقت با ضرایب ثابت نسوت به     در هر مرز هستند. هر یک از ایت معادمت

 دارای حل کلی شامل یک حل عمومی و یک حل خصوصی است.

(9-91) 
     

     

1 1 1gen. par.

2 2 2gen. par.

  

  

  


 

y y y

y y y
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 شود.نظر گرفته میکلی زیر درشکل د، جواب عمومی بهو دوّاوّل  هایمرتوهدر هر دو حل 

(9-93)    
gen.

exp( )V m x   y 

ی در حل عموم V  وm ی هستند که از جایقذاری رابطه 0و مردار ویژه 8به ترتیب بردار ویژه

 آیند. می دستبه( 04-9( در شکل همقت معادمت )9-93)

(9-42)          2

1 2 3 exp( ) 0m m V m x         A A A 

)expدر حالت کلی ) 0m x   حاصل  9ی غیرخطیی مردار ویژهی یک مسیلهمعادله؛ بنابرایت

 شود.می

(9-48)          2

1 2 3 0m m V       A A A 

 شرط مزد برای جواب داشتت ایت معادله صفر شدن دترمینان ماتریس ضرایب است.

(9-40)       2

1 2 3det 0m m      A A A 

 imی سیستمرادیر ویژههای آن ممجموعه بوده و ریشه یی مشخصه( معادله40-9ی )معادله

شود که از قرار دادن هر ریشه در ی جوری شش ریشه در هر مرز حاصل میهستند. از حل ایت معادله

ی شود. مرادیر ویژه و بردارهای ویژهی متناظر با آن ریشه حاصل می(، بردار ویژه48-9ی )معادله

xها باید در ، جواب4ستند. با توجه به اصل انطوامی مورد بررسی مختلط مزدوج همسیله    محدود

0باشند، بنابرایت در مرز   1با قسمت حریری منفی و در مرز  مرادیر ویژه  با قسمت  مرادیر ویژه

 د.آیمی دستبهشکل زیر حالت جواب عمومی هر مرز به شوند. در ایتنظر گرفته میحریری مثوت در

(9-49)        
3

1 2 i i igen. gen. gen.
i 1

exp( )c V m x      


  y y y 

iکه  (i 1,2,3)c   ها سههه ثابت در هر مرز هسههتند. بنابرایت در حل عمومی در مجموع دو مرز، شههش

                                                 
1. Eigen value 
2. Eigen vector 
3. Nonlinear Eigen value problem 
4. Matching principle 
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 کمک شرایط مرزی تعییت خواهند شد.  شود که بهثابت ایجاد می

از آنجا که 1F اسهت، بنابرایت جواب خصوج حل  اوّل ی در معادمت مرتوه ناهمقنی خطی یک

شکلبه راحتی بهاوّل ی اغتشاشی مرتوه     
1

1 3 1par.  


y A F ایت کهشود. با توجه به محاسوه می 

ناهمقنی  2F  ایچندجملهشههامل جملات غیرخطی  pol. های معادله ، نمایی یکسههان با ریشههه

)i(expمشههخصههه ))m x  های معادله مشههخصهههو نمایی متفاوت از ریشهههj(exp( ))q x   بر حسههب

از روش ضرایب  دوّدی های خصوج مرتوهی جوابهسهتند؛ برای محاسوه اوّل ی های حل مرتوهجواب

 شود.نظر گرفته میشکل کلی زیر درلت جواب خصوصی بهشود. در ایت حاه میاستفاد 8نامعیت

(9-44) 

       

       

        
        

2 2 2 2

2

2 2 1 0

2

2 2 1 0 imi mi mii

2

2 2 1 0 jq j q j q jj

pol. exp(mi) exp(q j)

par. par. par. par.

pol.

par.

exp(mi)

par.

exp(q j)

par.

exp( )

exp( )

B x B x B

B x B x B m x

B x B x B q x

   



  

  

   

   



  

   






y y y y

y

y

y

 

 در ایت روابط 2

pol.

par.y ، 2

e x p ( m i ) .

p a r .y و 2

e x p ( q j ) .

p a r .y های به ترتیب حل خصوصی متناظر با بخش

موجود  یی مشخصهی معادلهی مشخصه و نمایی متفاوت با ریشهی معادلهریشه توانی، نمایی یکسان با

ضرایب  ،(04-9ی )رابطه دوّدی ی مرتوهدر  قسمت ناهمقت معادمت هستند. با قراردادن آنها در معادله

نامعیت 0B، 1Bو 2B شوند.یت میتعی 

 حل کلی یکنواخت 9-9

 هشت ثابت شامل سه ثابت در حل عمومی هر یک از مرزها و دو ثابت
0c 7 وc  تغییر متغیرهای ناشی از

ی انطوام با اعمال همزمان شهرایط مرزی و شروط انطوام طوق قاعده  0-9انتهای بخش  ذکر شهده در 

0xهای مرزی چپ به حل داخلی در در ایت حالت باید شههرط قابل محاسههوه هسههتند. 0ایکدون   و

                                                 
1. Method of undetermined coefficients 
2. Van Dyke’s matching rule 
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1xهای مرزی راسههت به حل داخلی در شههرط  .برای شههرایط مرزی گیردار در حل  اعمال شههوند

 توان نوشت:می iی اغتشاشی مرتوه

(9-41) 
 

 

0 0 0 0 0

1 1 1 1 1

0 0 , , , 0
i = 1,2

1 0 , , , 0

i i i i

i i i i

( )
x x u w

x x u w

 

 

    


   
 

صهورت سه بسط مجزا شامل بسط خارجی های محاسهوه شهده به  حل Oy و دو بسط داخلی مرز

چپ 0y و راست 1y ل یک حیافته، آمده است. با استفاده از روش بسط مجانوی تطویق دستبه

 آید.می دستبه همپوشانی هایبخش کردن های داخلی و خارجی و کمحل از جمع بسط کلی

(9-41)            0 1

comp. O 0 1 O O

 

 

 

     y y y y y y 

ایت رابطه،در  0

O


yو 1O


y های داخلی هستند های مشهترک حل خارجی با هرکداد از حل بخش

 [.821،34]شوند دایک تعییت میی ونطوق قاعدهکه 

 شههکلها بهجاییبردار مجهول جابه در نهایت     comp. , , ,u w  y y های بر حسههب مؤلفه

بعد شههده، طوق جایی بیهای میدان جابهآید. با محاسههوه مؤلفهمی دسههتبهبعد جایی بیمیدان جابه

 پس. را نیز محاسوه کردبعد استوانه های شعاعی و محوری بیجاییتوان مرادیر جابه( می1-0ی )رابطه

(، تانسههورهای 00-0( تا )83-0کمک روابط سههینماتیک ) توان بهجایی، میی میدان جابهاز محاسههوه

قابل  Jو 1,2,3I( به ترتیب پایاهای 04-0( و )09-0آورد. از روابط ) دسهههتبهه را  E و F ،Cکرنش

 S دوّدکیرشهف -و تنش پیوم W، چقالی انرژی کرنشی Pاند. مرادیر فشار هیدرواستاتیکمحاسهوه 

کوشی نیز با توجه به تنش تانسور شهوند.  ( محاسهوه می 48-0( و )42-0(، )01-0به ترتیب از روابط )

یرابطه      
T

1 Jσ F S F نویسههی مربوط به حل شههود. محاسههوات عددی و برنامه تعییت می

و فشار هیدرواستاتیک  جایی، تنشانجاد شهده اسهت. مرادیر جابه   Maple 18افزار تحلیلی توسهط نرد 

 شوند.فته مینظر گرشکل زیر دربعد بهبی

(9-41) 
0 0 i0 i0 o0 o0

, , , , ,z x
z x

U U P P
P P

h h P P P P
U U     

σ σ
σ σ 
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به ترتیب میانقیت فشار داخلی و خارجی حداقل و حداکثر وارد شده  o0Pو  i0Pدر حالت فشار متغیر، 

جی های داخلی و خارار. در حالت فشار ثابت نیز ایت دو مردار به ترتیب برابر فشهستنددر طول پوسته 

 شود.نظر گرفته میدر

 سازی عددی اجزای محدودمدل 9-2

 کمک به مسیلهسازی عددی ایت مدل شده در پژوهش جاری،به منظور بررسی اعتوار حل تحلیلی ارائه

در  PLANE183سازی از المان افزاری اجزای محدود انسیس انجاد شده است. در ایت مدلی نردبسته

ی آزادی در دارای هشت گره و دو درجه شدهاشاره ن محوری استفاده شده است. المانوضعیت مترار

ی سازبندی ترکیوی به منظور شویهدارای قابلیت فرمول و جهت محوری و شعاعی برای هر گره است

 ده ازشجدار متغیر ساخته یو استوانه سازی مخروطناپذیر است. مدلمواد هایپرامستیک ترریواً تراکم

تت کنار هم قرار گرفطریق ی هایپرامستیک ناهمقت با تغییرات توانی خواج در راستای شعاعی، از همادّ

انجاد  ،اندشده 8که با یکدیقر ادغاد در سطح مرطع پوسته هم پیوستهتعدادی میه )سطوح( همقت به

تا محور دوران  ی محور ترارن آن سطحی هر یک از سطوح، متناسب با فاصلههشود. خواج مادّمی

شود. نظر گرفته میی مشابه با حل تحلیلی متناظر درو بر اساس تابع توان 0ایصورت تغییرات پلهپوسته به

ست مرادیر موجود در نراط ها برابر میانقیت حد چپ و رادر محل تماس بیت میه هاجاییها و جابهتنش

ها سوب نزدیکتر شدن توزیع ناپیوسته خواج به شوند. اگرچه افزایش تعداد میهنظر گرفته میمرزی در

عدد، عملاً اثری در نتایج  42های بیشتر از حدود تعداد میهافزایش شود؛ اما ی متناظر میتابع پیوسته

همقت،  یناپذیر در هر میهریولیت در حالت ترریواً تراکم-نظر گرفتت مدل مونینخواهد گذاشت. برای در

 1nCبه ترتیب معادل با اوّل افزار انسیس تعریف شود. دو ثابت باید در نرد dو 10C، 01Cسه ثابت شامل 

ی دارای رابطه ( 42-0)ی ناپذیری موجود در رابطهضریب تراکم هم با سودّهستند و ثابت  2nCو

                                                 
1. Merge 
2. Step-variation 
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. 2nk d  [ 382،828است .] (، ثابت 93-0ی )با توجه به رابطهها ثابتهمانطور که اشاره شد، ایت

و  kو  1C،2Cی داخلی به محور دوران پوسته یعنی ، خواج نزدیکتریت نراط میهnناهمقنی دلخواه

شوند. اعمال بارگذاری فشاری ی محور ترارن هر میه تا محور دوران پوسته تعییت میمتناسب با فاصله

های افزار و نسوت دادن آن به گرهی طولی در نردبر حسب مختصه 8کمک قابلیت تعریف تابع متغیر، به

داخلی و خارجی به ترتیب برای فشارهای داخلی و خارجی انجاد شده است. شرایط مرزی ی روی میه

شود. های دو مرز بام و پاییت از طریق محدود کردن درجات آزادی آنها اعمال میگیردار بر روی گره

 های بزرگ انجاد شده است.تنظیمات حل متناسب با حالت تغییر شکل

ای و مخروطی شههکل مورد بررسی در ایت های اسهتوانه پوسهته  بندیی گره، نمونه8-9در شهکل  

  افزار انسیس نمایش داده شده است.پژوهش به کمک نرد

 

 سازی شده ای و مخروطی شکل مدلهای استوانهبندی پوستهی گرهنمونه 8-9شکل 

 بندیجمع 9-0

 و مخروطی شکل دارای فشارای های استوانهدر ایت فصل، حل تحلیلی دستقاه معادمت حاکم بر پوسته

ناپذیر برای شرایط مرزی گیردار به کمک و جدار متغیر ساخته شده از مواد هایپرامستیک ترریواً تراکم

                                                 
1. Function 

1

X

Y

Z

                                                                                

OCT  4 2019

10:46:19

ELEMENTS

1

X

Y

Z

                                                                                

OCT  4 2019

10:46:19

ELEMENTS

1

X

Y

Z

                                                                                

OCT  4 2019

10:49:40

ELEMENTS
1

X

Y

Z

                                                                                

OCT  4 2019

10:49:40

ELEMENTS

1

                                                                                

OCT  4 2019

10:41:40

ELEMENTS



  . حل تحلیلی9

33 

 

 یی مورد بررسی به کمک بستهسازی عددی مسیلهی مدلتئوری اغتشاشات ارائه شد. همچنیت شیوه

ز ی موردی ا، برای چند مطالعهبررسی نتایجافزاری اجزای محدود انسیس توضیح داده شد. در فصل نرد

ازی سمدلای و مخروطی شکل، اثر عوامل مختلف بر نتایج حاصل از حل تحلیلی و ی استوانههاپوسته

 گیریصورت زیر به منظور اندازهدر فصل بعدی، از تعریف درصد اختلاف بهعددی بررسی خواهد شد. 

 شود.ی عددی استفاده میسازمیزان اختلاف نتایج حل تحلیلی و مدل

(9-41) 
 MAE FEM

, ,

, FEM

,

Diff (%) 100
z x z x

z x

z x

U U
U

U


  

ای ههای مواد هایپرامستیک به شکلتواند برای سایر مدلحل تحلیلی ارائه شده در ایت فصل می

مواد  هایی از جنسپوسته برایتوان از ایت روش حل میای استفاده شود. همچنیت نمایی و چندجمله

-ملهتوابع حجمی، توابع چندج به شکل در راستای شعاعی پوسته خواج توزیع با ناهمقت هایپرامستیک

ت های مختلف گیردار، آزاد و مفصلی ثابتوانند به شکلای و نمایی نیز استفاده کرد. شرایط مرزی نیز می

، با تغییرات جدار داخلی هاییتوان پوستهدر دو مرز در نظر گرفته شوند. همچنیت به کمک ایت روش می

توزیع فشار داخلی و  جدار خارجی و ضخامت به شکل توابعی پیوسته و دلخواه در جهت طولی تحت

 تحلیل کرد.  غیرخطی راخارجی متغیر 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



  . حل تحلیلی9

 

822 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

   

 

 

 

 

 

 

 

 0فصل 

 نتایجبررسی .0

 

 

 

 

 

 

 



  . بررسی نتایج4

 

820 

 

 مقدمه 0-9

ر معرفی شد. د ی مورد بررسیمسیلههای قولی روند استخراج و حل تحلیلی معادمت حاکم بر در فصل

ای همقت جدار ثابت مورد بررسهههی قرار ایت فصهههل، ابتدا عوامل مؤثر بر حل تحلیلی در یک اسهههتوانه

ای جدار های استوانهجایی، تنش و فشهار هیدرواسهتاتیک در پوسههته  خواهد گرفت. سهپس توزیع جابه 

ا هو ضخامت بر ایت پوسته فشارغیرخطی تابع توزیع  و شود. در ادامه اثر ناهمقنیداده می نمتغیر نشا

های مخروطی جدار متغیر به همراه بررسی عوامل مختلف بر بررسی خواهد شد. در بخش بعدی پوسته

 ه بر معادمت حاکم واثر تغییر مدل مادّ ،اند. در انتهای ایت بخشرفتار پوسههته مورد مطالعه قرار گرفته

 اخلی متغیر بیان خواهد شد. ای جدار متغیر تحت فشار دهای استوانهرفتار پوسته

ای در حالت ترریواً جملهریولیت دو-در طول ایت فصهههل بهه غیر از قسهههمهت آخر، از مهدل مونی   

ریولیت در ایت فصل استفاده خواهد شد، -که برای مدل مونیهایی ثابتناپذیر استفاده شده است. تراکم

ا اند و یمستریم از مراجع مختلف انتخاب شدصورت یا بهها ثابتاند. ایت نامقذاری شده 8-4در جدول 

اند. در شهده محاسوه شده و روابط موجود در منابع اشهاره  هاجدولصهورت غیرمسهتریم از نمودارها،   به

نظر گرفته شده پاسکال درمقا 82شهده است، مردار  ه مشهخص ن ناپذیری مادّمواردی که ضهریب تراکم 

ی دهندهنشان ،ای ناهمقتهای اسهتوانه پوسهته  درول موجود در ایت جدهای ثابت[. 888،829اسهت ] 

نیز خواج مربوط به  ناهمقت های مخروطیدر پوستهها ثابتی داخلی پوسته هستند. ایت خواج میه

دهند و خواج سایر نراط بر اساس ی داخلی به محور طولی پوسته را نشان میی میهنزدیکتریت نرطه

در قسههمت آخر ایت فصههل، جدول  یابد.ته افزایش یا کاهش میتابع توانی در راسههتای ضههخامت پوسهه

 ارائه شده است.نئوهوکیت مدل  ثابتمشابهی برای 

توان از طریق وارد کردن مرادیر تنش و افزار انسههیس قابلیتی قرار داده شههده اسههت که میدر نرد

ساده و  شخالص، بر ، برشیو دو محور یآزمایش کشهش )فشهار( تک محور  نتایج  کرنش حاصهل از 
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ریولیت -مواد ههایپرامسهههتیک مورد نظر از جمله مدل مونی ههای  ثهابهت  ، 8همچنیت آزمهایش حجمی 

با وارد کردن  توانمی . به عنوان نمونهکردمحاسههوه با اسههتفاده از روش حداقل مربعات ای را جملهدو

های ثابت[ به 888و حجمی مرجع ]خالص ، برش یهای کشهش تک محور نتایج آزمایش
6MC  .رسید

 شده است. نشان داده 8-4در شکل  از مرجع اشاره شده نمودارها و تصاویر ایت سه آزمایش

 
 های آزمایش کرنش و نمونه-نمودارهای تنش 8-4شکل 

 [888] )ج( حجمی ساده )ب( برش یمحور)الف( کشش تک

                                                 
1. Volumetric test 

 



  . بررسی نتایج4

 

824 

 

 ریولیت-مدل مونیهای ثابتمشخصات  8-4جدول 

1 مرجع هثابت مادّی شناسه (MPa)C 
2 (MPa)C (MPa)k هی مادّنمونه 

1MC [880] 0.242 0.142 10 Natural gum rubbers 

2MC [823] 0.251 0.263 36 TDM 600 

3MC [31] 0.177 0.045 10 Rubber bushes 

4MC [889] 0.16 0.015 10 Rubbers 

5MC [18] 0.1858 -0.01935 10 Rubberlike materials 

6MC [888] 0.423 -0.262 10.5 Silicone elastomers 

7MC [32] 0.09 0.118 10 polyurethane rubbers 

8MC [829] 0.1848 0.0264 10 Rubbers 

9MC [11] 0.552 0.138 10 Rubber seals 

 حل تحلیلی بربررسی عوامل مؤثر  0-6

 و بارگذاری R اثر دو متغیر ضخامت 9-4و  0-4 هایجدولدر 
i 1 2/ ( )P C C در جایی بر میدان جابه

ت. ریولیت بررسی شده اس-ی مونیهمختلف مادّهای ثابتبرای ی جدار ثابت تحت فشار یکنواخت استوانه

دی در عد سازیمدل های حاصل از حل تحلیلی وجاییحداکثر مردار اختلاف جابه ایت کهبا توجه به 

 یتوانند معیار مناسوی برای مرایسهمی هاجدولدهد، ایت ی داخلی استوانه تحت فشار داخلی رخ میمیه

ی هشده از مادّای ساختههای استوانهسازی پوستهشده برای مدلمیزان دقت و اعتوار روش تحلیلی ارائه

ی اعتوار تئوری تغییر خامت بر محدوده، اثر ض0-4در شکل ناپذیر باشند. ریولیت ترریواً تراکم-مونی

ای وانههای استی اولّ و دودّ اغتشاشی در تحلیل پوستهمرتوه ی اولّ و همقرایی بسطشکل برشی مرتوه

ی اعتوار [ آورده شده است که محدوده884از مرجع ] 9نشان داده شده است. در قسمت )الف(، شکل 

FSDT  را برایRدهد. در قسمت )ب( ای نشان میهای استوانههای مختلف در تحلیل خطی پوسته

عاعی جایی شجابه یدر محاسوهی بسط اغتشاشی مرتوهتغییر ضخامت بر دقت همقرایی ، اثر 0-4شکل 

ای )از جنس مواد هایپرامستیک( های استوانهتحلیل غیرخطی پوسته پوسته برای ی داخلیمیهوسط 

جایی شعاعی در ، حداکثر درصد اختلاف دو روش حل برای جابه0-4طوق جدول شده است. بررسی 
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درصد است. به  1حدود  ،1 ی میانی به ضخامتنسوت شعاع میهو  20/2ی هنسوت بار به مراومت مادّ

درصد است. قابل  3جایی محوری نیز دارای حداکثر اختلافی کمتر از ، جابه9-4طور مشابه طوق جدول 

درصد  0 کمتر ازهای بررسی شده کر است که در اکثر نراط استوانه درصد اختلاف برای تمامی حالتذ

جایی متناظر با محل همپوشانی دو حل است؛ اما کمتریت انطوام بیت دو روش حل در مرادیر جابه

ور شود. به طتری نسوت به سایر نراط مشاهده میشکل مشخصداخلی و خارجی در اطراف مرزها به

فزایش ااوّل ی ی تغییر شکل برشی مرتوهو نازکتر شدن استوانه، دقت نظریه Rعمومی با افزایش مردار 

 چه، هر 02های جدار نازک و ضخیم یعنی در اعداد بامتر از هایی بامتر از مرز استوانهRیابد. اما در می

ه بیشتر شود، به دلیل افزایش میزان تغییر شکل پوسته و تر و نسوت بار به مراومت مادّنازک هااستوانه

بر اساس  یابد.پوسته کاهش می تحلیلدر  FEMو   MAE نتایج انطوامتشدید رفتار غیرخطی آن، 

کاهش ضخامت باعث افزایش رفتار  های غیرخطی،در تحلیل توان دریافت که)ب( می 0-4شکل 

دودّ  یی اولّ )خطی( با مرتوهپوسته شده و اختلاف نتایج حل حاصل از بسط اغتشاشی مرتوهغیرخطی 

ی دو و بامتر ضروری کند. در ایت حالت استفاده از حل اغتشاشی مرتوه)غیرخطی( افزایش پیدا می

 سازیمدلهای جدار ضخیم، مطابرت حل تحلیلی و ی پوستهبا کاهش اعتوار نظریهاست. از طرفی 

سازی عددی بر مونای اجزای محدود برای یابد؛ زیرا مدلهای بسیار نازک کاهش میعددی برای استوانه

ییر متناسب با تغو بارگذاری را به شکل دنوالقر  هم اعتوار داردبا رفتار غیرخطی تر های نازکپوسته

های فشار ، مؤلفهلیلیگیرد؛ اما در حل تحدر نظر میی داخلی و خارجی پوسته های بزرگ جدارهشکل

یز های بسیار ضخیم ن. در استوانهشونداعمال می قول از تغییر شکل نخست پوسته یهندسهبر اساس 

ستوی یا ی می امستیسیتهنسوت به نظریه ی اولّمرتوه ی تغییر شکل برشینتایج حاصل از نظریه

-جایی در ضخامتار ضخامت بر جابهی مردشود. دلیل ایت موضوع غلوهاجزای محدود دارای اختلاف می

4Rهای بسیار زیاد ) ) بامتر( درنظر گرفته  هایمرتوهشود توزیع خطی )و احتمامً است که سوب می

 واقعی آنها فاصله بقیرد.  توزیعها در راستای ضخامت پوسته از جاییشده برای جابه
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  همختلف مادّهای ثابتجایی شعاعی برای بارگذاری بر جابههای ضخامت و اثر متغیر 0-4جدول 

 

 

  همختلف مادّ هایثابتجایی محوری برای های ضخامت و بارگذاری بر جابهاثر متغیر 9-4جدول 

 

 

  

 ([884از مرجع ] 9شکل )الف( خطی ) در تحلیل MAEو  FSDTاثر ضخامت بر دقت  0-4شکل 

 ایهی استوانپوسته )ب( غیرخطی

Mat. 

ID 
max,zU

 

i 1 2( ) 1 50P C C    i 1 2( ) 1 100P C C    i 1 2( ) 1 200P C C   

5R   10R   20R    5R   10R   20R    5R   10R   20R   

1MC  FSDT 0.0734 0.2991 1.2127  0.0363 0.1481 0.5943  0.0182 0.0736 0.2952 

FEM 0.0759 0.3047 1.2699  0.0370 0.1488 0.5970  0.0184 0.0737 0.2930 

2MC  FSDT 0.0691 0.2859 1.1754  0.0339 0.1410 0.5760  0.0169 0.0700 0.2812 

FEM 0.0736 0.2913 1.2210  0.0359 0.1407 0.5746  0.0178 0.0706 0.2780 

3MC  FSDT 0.0701 0.2917 1.1863  0.0347 0.1437 0.5810  0.0173 0.0714 0.2876 

FEM 0.0730 0.2957 1.2319  0.0358 0.1442 0.5812  0.0180 0.0717 0.2847 

4MC  FSDT 0.0685 0.2876 1.1771  0.0340 0.1421 0.5763  0.0169 0.0706 0.2861 

FEM 0.0726 0.2921 1.2234  0.0356 0.1430 0.5766  0.0179 0.0712 0.2830 

5MC  FSDT 0.0681 0.2869 1.1762  0.0338 0.1417 0.5760  0.0168 0.0704 0.2855 

FEM 0.0725 0.2930 1.2214  0.0349 0.1419 0.5742  0.0177 0.0710 0.2824 

6MC  FSDT 0.0676 0.2832 1.1371  0.0336 0.1408 0.5682  0.0167 0.0702 0.2836 

FEM 0.0722 0.2902 1.1780  0.0362 0.1421 0.5683  0.0178 0.0708 0.2812 

7MC  FSDT 0.0696 0.2902 1.1871  0.0345 0.1433 0.5810  0.0172 0.0712 0.2875 

FEM 0.0743 0.2969 1.2375  0.0360 0.1440 0.5813  0.0181 0.0716 0.2850 

8MC
 

FSDT 0.0697 0.2899 1.1861  0.0346 0.1425 0.5798  0.0172 0.0712 0.2875 

FEM 0.0742 0.2970 1.2360  0.0365 0.1440 0.5799  0.0180 0.0716 0.2846 

 

Mat. 

ID max,xU  
i 1 2( ) 1 50P C C    i 1 2( ) 1 100P C C    i 1 2( ) 1 200P C C   

5R   10R   20R    5R   10R   20R    5R   10R   20R   

1MC  FSDT 0.0147 0.0453 0.1096  0.0073 0.0231 0.0623  0.0037 0.0117 0.0331 

FEM 0.0151 0.0469 0.1089  0.0076 0.0242 0.0621  0.0038 0.0125 0.0332 

2MC  FSDT 0.0138 0.0453 0.1162  0.0069 0.0227 0.0634  0.0035 0.0113 0.0332 

FEM 0.0149 0.0460 0.1080  0.0073 0.0239 0.0611  0.0037 0.0120 0.0333 

3MC  FSDT 0.0138 0.0445 0.1139  0.0069 0.0226 0.0628  0.0034 0.0114 0.0329 

FEM 0.0149 0.0452 0.1068  0.0075 0.0239 0.0611  0.0037 0.0121 0.0331 

4MC  FSDT 0.0136 0.0445 0.1148  0.0068 0.0225 0.0630  0.0034 0.0113 0.0329 

FEM 0.0148 0.0457 0.1069  0.0075 0.0237 0.0603  0.0037 0.0122 0.0332 

5MC  FSDT 0.0135 0.0441 0.1135  0.0068 0.0224 0.0626  0.0034 0.0113 0.0327 

FEM 0.0148 0.0456 0.1050  0.0073 0.0239 0.0602  0.0037 0.0121 0.0329 

6MC  FSDT 0.0134 0.0408 0.0960  0.0066 0.0216 0.0584  0.0034 0.0111 0.0316 

FEM 0.0145 0.0432 0.0973  0.0073 0.0224 0.0587  0.0037 0.0121 0.0318 

7MC  FSDT 0.0139 0.0454 0.1166  0.0069 0.0228 0.0640  0.0034 0.0114 0.0332 

FEM 0.0150 0.0466 0.1085  0.0075 0.0232 0.0613  0.0038 0.0123 0.0335 

8MC
 

FSDT 0.0137 0.0444 0.1134  0.0068 0.0226 0.0628  0.0034 0.0114 0.0329 

FEM 0.0149 0.0460 0.1063  0.0075 0.0238 0.0610  0.0037 0.0123 0.0328 
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نشان داده شده است. در ایت شکل  9-4ناپذیری بر دقت روش حل تحلیلی در شکل ثر متغیر تراکما

جایی شعاعی حاصل از دور روش حل تحلیلی و عددی برای مرادیر بر درصد اختلاف جابه kاثر افزایش 

و  Rمختلف 
i 1 2/ ( )P C C ای بررسی شده است. مرادیر مختلف ی استوانهی میانی پوستهدر وسط میه

)الف( و )ب( به طور عمومی  9-4است. مطابق شکل  نظر گرفته شدهدر 0-4ایت دو عامل مشابه جدول 

های ضخیم دقت تحلیل انهیابد؛ زیرا برای استومردار درصد اختلاف دو روش کاهش می Rبا افزایش 

ی هه، در استوانباید. از طرفی به دلیل افزایش نسوت بارگذاری به مراومت مادّکاهش می FSDTکمک  به

شده یابد. بنابرایت عوامل اشارهمی افزایش FEMو  MAE اختلاف ها،تر با افزایش میزان تغییر شکلنازک

نیز اشاره شد، در  0همانطور که در فصل گذار هستند. به طور همزمان بر انطوام نتایج دو روش حل اثر

0.49 ناپذیری در حدودبا توجه به میزان تراکم نسوت پواسون ،ناپذیرمواد ترریواً تراکم 0.499   نظر در

 هایثابتنظر گرفتت شود. با درگرفته می
1C   و

2C (99-0ی )و بر اساس رابطه 8-4طابق جدول م، 

1 یی مدول بالک در محدودهمرتوه 100 MPa شود. به طور کلی افزایش میزان نظر گرفته میدر

طوام دو انسوب افزایش رفتار غیرخطی پوسته، سهم بیشتر حل داخلی و کاهش  ناپذیری پوستهتراکم

ی مستیک در محدودههریولیت مواد شو-مونیهای ثابت که برای شودمشاهده میشود. می روش حل

ناپذیری مقاپاسکال و مرادیر بسیار بزرگ تراکم 0تر از ناپذیری کوچکازای ضرایب تراکم، به8-4جدول 

ی مشخصه شکل مختلط مزدوج خود را از دست داده ی معادلهمقاپاسکال، مرادیر ویژه 8222بامتر از 

برای ( 99-0ی )رابطهشده در ایت پژوهش طوق بندی ارائهشود. در واقع فرمولواگرا میو حل تحلیلی 

بت ناپذیری با توجه به مرادیر دو ثاناپذیر دارای نتایج معتور است. اگر میزان تراکمحالت ترریواً تراکم

0.5ناپذیر )اعداد بزرگ یا ریولیت متناظر به سمت حالت تراکم-ی مونیهمادّ  )کند، با از بیت میل

 ناپذیری وضریب تراکم رفتت تناسب بیت
1 2C Cشکل ی مشخصه بههای معادلهی ریشه، امکان محاسوه

ی ضرایب ایت معادله وجود نخواهد داشت. برای حالت به هم خوردن تناسب مرتوهبه دلیل منطری 

با  مرتوههم)اعدادی پذیر تراکم
1 2C Cاید. بناپذیر کاهش میبندی حالت ترریواً تراکم( نیز اعتوار فرمول

 یناپذیری و در نتیجه رابطهی فشار هیدرواستاتیک و اعمال قید تراکمی محاسوهدر ایت حالت شیوه
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اهش کشود که با اهده میکنند. به همیت دلیل مشتابع انرژی کرنشی و معادمت ساختاری تغییر می

نسوت 
i 1 2/ ( )P C C  در اثر افزایش

1 2C Cسازی عددی با حل تحلیلی در حالت ، انطوام نتایج مدل

ناپذیری متناسب با بامتر تراکم هایمرتوهناپذیر در ترریواً تراکم
1 2C C سمت شود. در قمشاهده می

مقاپاسکال و در قسمت )ب(  82تر از ی کاهش درصد اختلاف به سمت اعداد بزرگ)الف( ایت محدوده

شود. در قسمت )ج( که تغییرات مقاپاسکال ایجاد می 82به سمت اعداد کمتر از 
i 1 2/ ( )P C C  نسوت

کمتریت اختلاف از  متناظر با kی نظر گرفته شده است، مرتوهتر دره دو قسمت )الف( و )ب( بزرگب

 کند.مقاپاسکال با کاهش نسوت بار به مراومت تغییر می 02تا  1

  
 

 
 جایی شعاعی حاصل از حل تحلیلی و عددیدرصد اختلاف جابهبر  kاثر متغیر 9-4شکل 

و  Rبرای مرادیر مختلف  
i 1 2/ ( )P C C  

-هی استوانهای شعاعی و محوری پوستهجاییناپذیری بر جابهاثر متغیر تراکم 1-4و  4-4های شکل

ابه ی میانی مشهای مختلف با میهجایی شعاعی در میهدهند. رفتار جابهدر راستای طولی نشان می را ای

ی داخلی ایجاد محوری متفاوت هستند و مردار حداکثر آن در میهجایی در جابهحالی که است؛ در 

ند. ای داخلی رسم شدهجایی محوری در میهی میانی و جابهجایی شعاعی در میهشود. بنابرایت جابهمی
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ی اثر (، محدودهRتر شدن استوانه )افزایش و نازک kشود که مطابق انتظار با افزایش مشاهده می

یابد. با افزایش حل داخلی نسوت به خارجی افزایش می اثرها و در نتیجه جاییشرایط مرزی بر جابه

-جایی شعاعی، حساسیت پوسته نسوت به میزان تراکمناپذیری ضمت کاهش مردار جابهضریب تراکم

 ارد.گذجایی محوری اثر محسوسی نمیحداکثر جابه بر کاهشحالی که شود؛ در ناپذیری نیز کمتر می

 

  

  
 ایی استوانهی میانی پوستهجایی شعاعی در میهبر جابه kاثر متغیر 4-4شکل 

  
 یای استوانهی داخلی پوستهجایی محوری در میهبر جابه kاثر متغیر 1-4شکل 

عاعی جایی شبه منظور بررسهی اثر تغییر طول پوسهته بر نتایج حل تحلیلی، درصههد اختلاف جابه  

 1-4ی میانی در شکل در وسط میه حاصهل از دور روش حل تحلیلی و عددی برای مرادیر مختلف  

نشهان داده شده است. در استوانه با ضخامت ثابت، متغیر  
0h L  معیاری از بلندی استوانه تواند می

اثر تغییر طول را بر  1-4 تر خواهد بود. شهههکلتر باشهههد، اسهههتوانه کوتاهبزرگ  چهه ؛ هر بهاشهههد 
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ای حاصهل از دو روش تحلیل و عددی در راستای  ی اسهتوانه های شهعاعی و محوری پوسهته  جاییجابه

باید. دلیل )کاهش طول( درصد اختلاف نتایج دو روش افزایش می دهند. با افزایش طولی نشهان می 

های داخلی و ی اعتوار حلست که محدودها تر ایتبزرگ های دارای کاهش اندک دقت برای استوانه

تر شههدن و نازک هم حل داخلی نسههوت به خارجیکنند. افزایش سههخارجی با کاهش طول تغییر می

به دلیل کاهش دقت  افزایش اندک اختلاف دو روش حلو  آنتشههدید رفتار غیرخطی سههوب  پوسههته

MAE شود. می 

 

 
 جایی شعاعی درصد اختلاف جابه بر اثر متغیر 1-4شکل 

 R حاصل از حل تحلیلی و عددی برای مرادیر مختلف

  

  
 ی میانی جایی شعاعی در میهبر )الف و ب( جابه اثر متغیر 1-4شکل 

 ایی استوانهی داخلی پوستهجایی محوری در میهو )ج و د( جابه
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 متغیرخارجی تحت فشار داخلی جداری هااستوانه 0-9

جدار متغیر تحت فشار داخلی با تغییرات جدار خارجی آنها مورد بررسی قرار  یهادر ایت بخش استوانه

هندسه، بارگذاری و شرایط مرزی در مرطع پوسته نشان داده شده است. در  1-4گیرند. در شهکل  می

 ایت قسمت
i 0

r  برابر مردار ثابت
i

r  .است 

 
 ای ضخیم جدار متغیری استوانههای هندسی، بارگذاری و شرایط مرزی در مرطع پوستهرمتغی 1-4شکل 

 همگن  یاستوانه 

ی جدار متغیر همقت تحت فشار داخلی ها در استوانهها و تنشجاییجابه، 88-4تا  3-4های در شکل

 کیلو پاسکال با تغییرات ضخامت بر اساس تابع خطی زیر رسم شده است. 1ثابت 

(4-8)  a a b
( )h x h h h x   

 ایت رابطهدر 
a

12mmh   و
b

6mmh    میلیمتر  422و  41ل نیز برابر هسهتند. شهعاع داخلی و طو

ی پوسته مطابق همادّهای ثابتنظر گرفته شهده اسهت.   در
9

MC بودن بتفرض شده است. با توجه به ثا

1xتر شدن جداره در اطراف مرز فشهار داخلی و نازک   ،جایی و تنش به سمت ایت مرز مرادیر جابه

ها دارای تغییرات خطی جاییجابه ،82-4و  3-4های در حال افزایش است. بر اساس قسمت )ب( شکل

های جدار ضخیم که عمومی برای پوسته جدار متغیر هستند. به طوری در راسهتای ضهخامت اسهتوانه   
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ر شکل تغییی نظریهنظر گرفتت توزیع خطی طوق ذاری فشهاری قرار گرفته باشهند، در  فرط تحت بارگ

های دوار و یا تحت تغییرات دمایی، نیاز به توابعی با مناسب خواهد بود. در پوستهاوّل ی برشهی مرتوه 

در  FSDTها پوسته وجود دارد. به خصوج در توزیع تنش ی بامتر به منظور تحلیل دقیق رفتارمرتوه

توان می 88-4 بینی صهحیح رفتار پوسته هستند. از شکل شهده فاقد قابلیت پیش های اشهاره بارگذاری

های فشههاری برای مسههائل   حتی در بارگذاریاوّل ی تغییر شههکل برشههی مرتوه ی نظریهدریافت که 

ها از ی غیرمستریم تنشمحاسوها ارائه دهد. هر دقیری از تنشبینی بسهیا تواند پیشغیرخطی نیز نمی

ی همواره میه ،. در اسههتوانه تحت فشههار داخلی اسههتجایی عامل اصههلی افزایش خطا های جابهمؤلفه

جهت طراحی پوسهههته  ی بحرانیمیهوان داخلی دارای مرادیر بامتر تغییر شهههکل و تنش بوده و به عن

، انطوام نتایج دو روش حل برای های قول اشههاره شههدنطور که در قسههمتشههود. همانظر گرفته میدر

جایی و تنش در تر بیشهههتر اسهههت. تغییرات جابههای کوچکمرادیر متوسهههط بارگذاری در ضهههخامت

با  8هاییی دو مرز تحت تاثیر شهههرایط مرزی دارای قلهی حل خارجی یکنواخت و در محدودهمحدوده

یکنواختی شههدیدتر در مرادیر ها سههوب غیرهای برشههی در اطراف مرزاسههت. وجود تنش زیادتغییرات 

ترریواً  ،)ب( 88-4شود. با توجه به شکل جایی شعاعی میتر نسهوت به جابه جایی محوری کوچکجابه

ها تحت تنش کشههشههی محیطی خارجی در اطراف مرزهای اسههتوانه به غیر از نراطی از میهتماد بخش

های تحت فشار داخلی و جدار خارجی متغیر تیک و تنش محوری در استوانههسهتند. فشار هیدرواستا 

 نیز دارای رفتار مشابهی هستند.  

  
 های مختلفبعد در راستای )الف( طولی )ب( شعاعی در میهجایی شعاعی بیتوزیع جابه 3-4شکل 
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 های مختلفشعاعی در میه بعد در راستای )الف( طولی )ب(جایی محوری بیتوزیع جابه 82-4شکل 

  
 های مختلفبعد )الف( محیطی )ب( برشی در راستای طولی برای میههای کوشی بیتوزیع تنش 88-4شکل 

 

های شههعاعی و جاییاثر ضههخامت، شههعاع داخلی و بارگذاری را بر جابه 89-4و  80-4های شههکل

 د. جدارندهداخلی نشان می غیر در میهای همقت جدار متغیر تحت فشار متی استوانهمحوری پوسهته 

صورت خطی بهآن ( و فشهار  8-4ی )صهورت خطی طوق رابطه به ی مورد مطالعه در ایت بخشپوسهته 

 کند. ی زیر تغییر میطوق رابطه

(4-0)  i
( )

a a b
P x P P P x   

ی پوسهته مطابق  همادّهای ثابت ،هادر ایت شهکل 
9

MC   درنظر گرفته شهده است. همچنیت عوامل

صورت هندسی به
a

10mmh ،
b

5mmh  400وmmL  شکل و عوامل بارگذاری به
a

10kPaP 

،
b

5kPaP   ن افزایش ضخامت و فشار به که میزاشود مشاهده می 08-4اند. طوق شهکل  فرض شهده

جایی شعاعی در اطراف ایت مرز سهمت مرز چپ به شهکلی است که اثر افزایش فشار غالب بوده و جابه  

دارای  با افزایش متناسهب ضخامت و فشار در یک استوانه تری اسهت. در ایت حالت  دارای مردار بزرگ

سههوت ازای شههعاع داخلی و نجدار خارجی و فشههار داخلی متغیرخطی به
a bh h  ثابت، با وجود کاهش

-0.03

-0.02

-0.01

0

0.01

0.02

0.03

-0.5 -0.3 -0.1 0.1 0.3 0.5

MAE FEM (ب)

-0.03

-0.02

-0.01

0

0.01

0.02

0.03

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

MAE FEM (الف)

-6

-4

-2

0

2

4

6

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

MAE FEM(ب)

-12

-8

-4

0

4

8

12

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

MAE FEM(الف)



  . بررسی نتایج4

 

884 

 

کاهش  ایت افزایش اختلاف،یابد. دلیل کاهش می اختلاف نتایج دو روش حل ،هاجاییی جهابهه  مرتوهه 

 های مادّهبارگذاری به ثابت پوسهته است. از طرفی افزایش نسوت  در اثر افزایش ضهخامت  FSDTدقت 

 . شودی تحت تاثیر شرایط مرزی میو افزایش ناحیه تشدید رفتار غیرخطی پوسته باعث

در اسهههتوانه با جدار متغیر خطی ثابت، افزایش شهههعاع داخلی سهههوب افزایش قابل توجه مرادیر  

نشان  89-4ی قسهمت )الف و ج( با قسمت )ب و د( شکل  شهود. به بیان دیقر مرایسهه  جایی میجابه

 گذارد. با افزایشها میجاییری اثر بیشتری بر جابهدهد که افزایش شهعاع داخلی نسهوت به بارگذا  می

نظر گرفته شده است و پوسهته که عددی ثابت در نسهوت شهعاع داخلی به میانقیت ضهخامت در طول    

اغتشههاشات در حل معادمت کاهش ی نظریهافزایش بارگذاری، رفتار غیرخطی پوسهته افزایش و دقت  

حاسوه شده از دو روش حل در قسمت )الف و ب( شکل جایی شهعاعی م یابد. حداکثر اختلاف جابهمی

 درصد است.  1در حدود  4-89

 

  

  
 جایی محوریجایی شعاعی و )ج و د( جابهبر )الف و ب( جابه اثر ضخامت و فشار 80-4شکل 

 ای جدار و فشار متغیر خطیی استوانهی داخلی پوستهدر میه
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 جایی محوریجایی شعاعی و )ج و د( جابهبر )الف و ب( جابه اثر شعاع داخلی 89-4شکل 

 ای جدار و فشار متغیر خطیی استوانهی داخلی پوستهدر میه

 ی ناهمگن استوانه 

ی جدار متغیر ناهمقت تحت فشههار داخلی مطابق با ای اسههتوانهدر ایت قسههمت اثر ناهمقنی بر پوسههته

شههده در . همچنیت قابلیت و دقت حل ارائهاهد شههدخو مطالعه 1-4شههکل هندسههه و شههرایط مرزی 

، تنش و فشار هیدرواستاتیک جاییسازی توابع غیرخطی فشار و ضخامت و اثر ایت دو عامل بر جابهمدل

مختلف که در ایت قسمت به عنوان  . مشخصات توابع ضخامت و فشارگیردمیاستوانه مورد برسی قرار 

شده است. طول  نشهان داده  1-4و  4-4 هایجدولشهده اسهت، در   ی موردی از آنها اسهتفاده  مطالعه

 41و  422ی آن با نتایج بخش قولی به ترتیب برابر استوانه و شعاع داخلی آن به منظور امکان مرایسه

برابر  8-4ی جدارمتغیر نیز طوق جدول نظر گرفته شده است. خواج شعاع داخلی استوانهمتر درمیلی

9
MC    ( در 93-0صورت تابع توانی مطابق روابط )فرض شهده اسهت. در ایت قسهمت تغییرات خواج به

 افزار اجزایی ناهمقت در نردسازی عددی متناظر پوستهکنند. مدلراسهتای شهعاعی پوسته تغییر می  

 انجاد شده است.  1-9محدود انسیس بر اساس توضیحات قسمت 
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ازن مسهتیکی تحت فشار ساخته شده از مواد هایپرامستیک ترریواً  مخ ،از آنجا که در ایت پژوهش

شههاشههات اغتی نظریهتغییر شههکل برشههی و ی نظریهاند، از ترکیب ناپذیر مورد مطالعه قرار گرفتهتراکم

ر های ساخته شده از دیقپوسته اسهتخراج و حل معادمت  برایبه ترتیب یافته( )بسهط مجانوی تطویق 

ریواً های هایپرامستیک ترپرکاربردتریت پوسته توان اسهتفاده کرد. از جمله ک نیز میمواد هایپرامسهتی 

ا تواند بشده در ایت پژوهش میتوان به عروم خونی اشاره کرد. در واقع ارتراء روش ارائهناپذیر میتراکم

رگی و اطلاعات ی پانتایج مفیدی را در اختیار دانشمندان در زمینه ،سهازی اتساع عروم تحلیل و مدل

ها قرار دهد. شریان ایجاد شده در بینی قطر حداکثر و یا تنشهای جراحی بر اساس پیشاز عمل پیش

شده از مواد امستومر مخصوج و های اخیر رویکرد اسهتفاده از عروم خونی مصهنوعی ساخته  در سهال 

شکل ایت عروم مصنوعی بر شهریانی به شدت افزایش یافته است.   هایدر پیوند انداد عروقی مصهنوعی 

 آلای و یا مخروطی جدار متغیر ایدههای اسههتوانهتر به پوسههتههای واقعی بسههیار نزدیکخلاف شههریان

ها از موادی منطوق بر سازی، تحلیل و طراحی ایت سازهتواند در مدلهسهتند؛ بنابرایت روش جاری می 

ریولیت به -و مونینئوهوکیت های اگرچه مدل. [39] کار گرفته شودهای اسهتفاده شهده در آنها به  مدل

 ، اما[881،38] اندکار گرفته شدههای مختلف بهسهازی زیسهت مواد در پژوهش  طور وسهیعی در مدل 

نئوهوکیت یک بخش  دارایتر عروم خونی گرایانههای واقعمدل اشهاره شد، اوّل همانطور که در فصهل  

ر در نظمورد سه ز یی بر اساس پایاهای عددی بامتر اشکل نماسهانقرد و یک بخش ناهمسهانقرد به  مه

ی تغییر فشههار در محدوده تابعی موردی اسههتفاده شههده برای . بنابرایت مطالعههسههتند، گرفته شههده

5kPa(40mmHg) 13kPa(100mmHg) ،که میانقیت فشار عروم نراط مختلف بدن موجودات زنده است 

قلب اسههت و  8میانقیت فشههار انوسههاط و انرواض عضههلانی   100mmHg .شههده اسههت نظر گرفته در

40mmHg  سعی شده است تا نسوت شعاعی داخلی [11،188] عروم است 0فشهار خون بسیار پاییت .

ها و عروم خونی را بر ی کارهای گذشته بر روی مستیکمحدوده ،به میانقیت ضخامت در طول پوسته

                                                 
1. Mean of systolic/diastolic pressure 
2. Hypotension pressure 
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گیری بیشتر به ایت موضوع پرداخته در فصل نتیجه [.881،881،18] ع مختلف پوشش دهداساس مراج

 خواهد شد.

 

 مشخصات توابع فشار متغیر  4-4جدول 

 بارگذاری هایثابت روابط تابع فشار متغیر ی تابع فشارشناسه

i 0
P 

i i0
( ) constantP x P  

i0
9 kPaP  

i1
P  i a a b

( )P x P P P x   a b
13 kPa, 5 kPaP P  

i 2
P   2

i a a b
( )P x P P P x   a b

13 kPa, 5 kPaP P  

i3
P   3

i a a b
( )P x P P P x   a b

13 kPa, 5 kPaP P  

i 4
P   2

i a a a b
( ) 4P x P P P x x    a b a b

5 kPa, 13 kPaP P P   

i5
P    i a a a b

( ) sinP x P P P x   a b a b
13 kPa, 5 kPaP P P   

 

 متغیر  ضخامتمشخصات توابع  1-4جدول 

 هندسی هایثابت روابط تابع ضخامت متغیر ی تابع ضخامتشناسه

0
h 

0
( ) constanth x h  

0
6 mmh  

1
h  a a b

( )h x h h h x   a b
12 mm, 6 mmh h  

2
h   2

a a b
( )h x h h h x   a b

12 mm, 6 mmh h  

3
h   3

a a b
( )h x h h h x   a b

12 mm, 6 mmh h  

4
h   2

a a a b
( ) 4h x h h h x x    a b a b

6 mm, 12 mmh h h   

5
h    a a a b

( ) sinh x h h h x   a b a b
12 mm, 6 mmh h h   

 

ی جدار متغیر ناهمقت هایپرامستیک تحت جایی در اسهتوانه تنش و جابهبه منظور نمایش توزیع 

نظر گرفته شده است. در xفشار متغیر، کاهش خطی ضخامت متناسب با تابع فشار خطی با افزایش 

2nتابعی برابر  متغیری هثابت ناهمقنی مادّ    بعدی نمایش سه ،84-4کل فرض شهده اسهت. در ش

افزار انسیس در گسترش کمک نرد های شهعاعی و محوری حاصل از روش اجزای محدود به جاییجابه

بعد نیز توزیع بی 81-4 نمایش داده شهههده اسهههت. در شهههکل در جهت محیطی مرطع پوسهههته 4/9
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و روش حل آورده های مختلف در راسهتای طولی حاصل از د های شهعاعی و محوری در میه جاییجابه

x شهده است. به دلیل اعمال بار فشاری در راستای شعاعی،  zU U  تر است. با توجه به مرادیر بزرگ

0xها در اطراف مرز جاییجهابهه    توان نتیجه گرفت که افزایش ضهههخامت در اطراف ایت مرز به می

 هایتواند افزایش فشار اطراف آن را جوران کند. بر اساس قسمت )ب( شکلای نووده اسهت که ب اندازه

جایی محوری ترریواً مسههترل از راسههتای شههعاعی اسههت. در  ، در نراط دور از مرز جابه81-4و  4-84

0xاطراف فشهههار حداکثر ) )، دلیل اما به  ؛جایی مثوت محوری داردپوسهههته تمایل به حداکثر جابه

شود. ایت تمایل به حداکثر مردار ایت مردار با فاصله کمی از ایت مرز مشاهده می ،شرایط مرزی گیردار

جایی شهعاعی در اثر فشهار زیادتر اطراف ایت مرز است.   جایی محوری به دلیل ایجاد حداکثر جابهجابه

نراط ، xی طولیایش فاصلهجایی در ایت بخش از سایر نراط پوسته شدیدتر است. با افزتغییرات جابه

حداکثر تغییر شکل  با شدهاشهاره  جایی در جهت طولی به سهمت بخش مختلف پوسهته تمایل به جابه 

شدن به مرز نزدیکدارند که ایت مرادیر در خلاف محور طولی بوده و منفی هستند. مجدداً با  را مثوت

ول ط ایت کهکنند. به دلیل ط مرزی گیردار به سمت صفر میل میبه دلیل شهرای ها جاییجابه ،راسهت 

یی جاتر است، حداکثر مردار جابهجایی مثوت بزرگجابهبخش دارای ایت قسهمت از پوسهته نسوت به   

ی داخلی در تماس با بار فشهههاری، ایت تغییر منفی از مردار مثوت بیشهههتر اسهههت. با فاصهههله از میه 

جایی محوری واکنشههی به حداکثر جابه ،جایی محوری نراط پوسههتهع جابهشههود. در واقتر مییکنواخت

جاد شعاعی حداکثر ای تغییر شکلجایی نیز تابعی از مثوت اطراف فشهار حداکثر بوده که خود ایت جابه 

های فشهار در راستای طولی نسوت به  مؤلفه چهشهده در اطراف ایت نراط تحت بار شهعاعی اسهت. هر    

 ترجایی محوری بزرگیش یابد )در بخش مخروط بررسی خواهد شد(، مرادیر جابهراستای شعاعی افزا

 چهجایی محوری مثوت و منفی در نراط دورتری از مرزها ایجاد خواهند شههد. هر و نراط حداکثر جابه

جایی شعاعی به سمت دور شدن ی ایجاد شده در جابهی فشار شعاعی هم افزایش پیدا کند، قلهمؤلفه

های فشهار در دو راستا و نازکتر شدن پوسته، باعث  کند. بنابرایت افزایش مؤلفهتمایل پیدا می از مرزها

 شود. افزایش سهم حل داخلی تحت تاثیر مرزها و رفتار غیرخطی پوسته می
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های کوشههی محیطی، محوری و برشههی و همچنیت فشههار   بعد تنشمرادیر بی 81-4 در شههکل

های مختلف پوسهته رسهم شده است. در بعضی مراجع از فشار   میههیدرواسهتاتیک در راسهتای طولی   

ی هشود. در مطالعشده در سازه نیز ناد برده میهای اصلی ایجادهیدرواستاتیک به عنوان میانقیت تنش

های محیطی دارای حداکثر مردار بوده و تنش در اطراف مرزها های طولیتنشموردی ایت قسهههمت، 

ی کمتری نیز در اطراف مرزها تحت شرایط مرزی تند. تنش برشی با مرتوهی کمتری هسدارای مرتوه

های شهههعاعی بزرگ جاییبه دلیل جابههای محیطی در نراط دور از مرز، تنششهههود. گیردار ایجاد می

اعی جایی شعمحیطی تحت تاثیر جابه تر هستند. تنشهای محوری دارای مرادیر بزرگنسوت به تنش

های محوری، محیطی و فشههار شههود که تنشیابد. مشههاهده میکاهش می xافزایشبه طور مشهابه با  

هیدرواسهتاتیک در اکثر نراط پوسهته دارای مرادیر مثوت هسهتند. به دلیل تغییر شکل مثوت و بزرگ    

ا رند. بگیهای پوسته در راستای طولی و محیطی تحت کشش قرار میپوسهته در جهت شهعاعی، المان  

گیردار  طجایی شههعاعی در اطراف مرزها، تحت تاثیر شههرای ی داخلی و کاهش جابهدور شههدن از میه

( و توزیع فشههار 01-0ی )نظر گرفتت رابطهکنند. با درها از کشههشههی به فشههاری تغییر پیدا می تنش

0.993صورت ی تغییر ژاکوبیت تغییر شکل بههیدرواسهتاتیک، بازه  1.010J   خواهد بود که در واقع

1Jناپذیر با قید ناپذیر به حالت دقیراً تراکمبودن حالت ترریواً تراکمی نزدیکدهندهنشههان   اسههت. اثر

نشان داده شده است.  81-4یافته بر توزیع تنش شعاعی در شکل ی بسط مجانوی تطویقافزایش مرتوه

های خطی در تحلیل ی اوّلنیز نشههان داده شههد، بسههط اغتشههاشههی مرتوه 0-4همانطور که در شههکل 

های بزرگ باید از بسط اغتشاشی های غیرخطی دارای تغییر شکلاما در تحلیل ؛تواند مناسب باشدمی

د ندهنشان می 81-4 و 0-4های استفاده کرد. شکل های بامتری دوّد و در صهورت نیاز مرتوه تا مرتوه

 را اهتنش در نتیجهها و جاییبینی رفتار پوسته در جابهتواند دقت پیشمی MAEی توهکه افزایش مر

 بهوود دهد. 

 یی نتایج تحلیلی و عددی ایت قسمت دقت قابل قوول روش ارائه شده در تحلیل پوستهمرایسهه 

اثیر شرایط ها تحت تها و تنشجاییدهد. همواره نراطی که تغییرات سهریع جابه ناهمقت را نشهان می 
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شهود، مرز تلاقی حل داخلی و خارجی هستند. حداکثر اختلاف بیت  مرزی در اطراف آنها مشهاهده می 

تر تر و یکنواختتغییرات آراد چهشههود. هر نتایج دو روش تحلیلی و عددی در ایت نراط مشههاهده می

ایت تغییرات هماهنگ تواند با های داخلی با دقت بیشتری میشده در حلباشهد، متغیر سهریع انتخاب  

کل تغییر شی نظریهها توسط بینی رفتار تنششود. در مورد دقت پیشبیشتر می MAEشهود و دقت  

های در میهحالی که در  ؛به تنهایی اثر گذار هسههتند wو  uهای میانی ی اول، در میهبرشههی مرتوه

ها در اطراف دو مرز به خوبی شهههود. تنشاضهههافه می و  ی جی خطای محاسهههوهداخلی و خار

ها و فشار هیدرواستاتیک در نراط در تنش FEMو  FSDTشوند، اما دلیل اختلاف نتایج بینی میپیش

ی سههینماتیک و ها با رابطهسههتریم تنشی غیرمهای داخلی و خارجی پوسههته، محاسههوه میانی میه

جایی های میدان جابهسههاختاری غیرخطی اسههت که منجر به تشههدید خطای اندک موجود در مؤلفه  

 شود. می

 

 
 سازی اجزای محدودجایی )الف( شعاعی )ب( محوری حاصل از مدلبعدی جابهنمایش سه 84-4شکل 

مرطع پوسته ) 4/9در گسترش 
i i1 1

2, ( ) , ( )n P x P h x h  ) 

(الف)

(ب)
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 های مختلفجایی )الف( شعاعی )ب( محوری برای میهبعد جابهتوزیع بی 81-4شکل 

در راستای طولی استوانه )
i i1 1

2, ( ) , ( )n P x P h x h  ) 

  

  
 های کوشی )الف( محیطی )ب( محوری )ج( برشی و )د( فشار هیدرواستاتیک بعد تنشتوزیع بی 81-4شکل 

مختلف در راستای طولی استوانه )های برای میه
i i1 1

2, ( ) , ( )n P x P h x h  ) 

 
 ی میانی در راستای طولی استوانهبعد تنش کوشی شعاعی در میهتوزیع بی 81-4شکل 

) MAEمختلف روش  هایمرتوهبرای 
i i1 1

2, ( ) , ( )n P x P h x h  ) 
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بعد شده صههورت بی( به93-0ه در راسهتای شهعاعی طوق توزیع توانی روابط )  مادّهای ثابتتوزیع 

ناهمقنی دلخواه در  ثابتی مورد مطالعه در ایت بخش و برای ی داخلی پوستهنسهوت به خاصیت میه 

ه نیز توضیح داده شد، تغییرات خواج مادّ 0نشان داده شده است. همانطور که در فصل  81-4شهکل  

ر خارجی پوسته تابعی از راستای طولی جدار متغی ایت کهاما با توجه به  .تابعی از شهعاع پوسهته اسهت   

ی خارجی آن مرطع تعییت ی بیرونی هر مرطع از پوسههته بر اسههاس شههعاع میه اسههت، خاصههیت میه

ه ه در پوستشهود که تابعی از متغیر طولی اسهت. مرادیر مثوت ناهمقنی سوب افزایش مراومت مادّ  می

ادیر منفی ناهمقنی سوب کاهش مراومت مرحالی که  در ؛شودی داخلی آن مینسوت به خاصیت میه

، تنش و فشهههار جاییشهههوند. در ادامه اثر ثابت ناهمقنی بر جابهی بیرونی آن میه به سهههمت میهمادّ

بررسی خواهد شد.  81-4نشان داده شده در شکل  مختلف ناهمقنی هایثابتازای هیدرواسهتاتیک به 

های شههعاعی و محوری جاییبعد جابهوزیع بیبه ترتیب ت 02-4و  83-4های در قسههمت )الف( شههکل

های مختلف در طول آن رسههم شههده اسههت. در قسههمت )ب( دو ازای ناهمقنیی داخلی پوسهته به میه

 جایی شعاعیدارای حداکثر جابه ها در مرطعی از طول پوستهجاییبعدجابهتوزیع بی اشاره شده، شکل

شود که تغییر ناهمقنی از می شده است. مشاهدهو محوری در راسهتای ضخامت آن مرطع نشان داده  

 ثابت ناهمقنی کاهش یابد، در چهشود. هر جایی میمرادیر مثوت به منفی سهوب افزایش مرادیر جابه 

ی ها و رفتار غیرخطی تغییر شکله افزایش یافته و ضهمت افزایش مرتوه واقع نسهوت بار به مرامت مادّ 

جایی محوری در راسهههتای شهههعاعی در باید. تغییر جابهمیپوسهههته، دقت حل تحلیلی اندکی کاهش 

0.65x  ها مسترل از راستای شعاعی هستند. ولی جاییی جابهر اندک است و ترریواً در ایت نواحبسیا

یابند. در  مجموع ی خارجی کاهش میهای شعاعی با توجه به ضخامت پوسته به سمت میهجاییجابه

عد بناهمقنی مختلف بسهیار مطلوب است. توزیع مرادیر بی های ثابتها برای جاییبینی جابهدقت پیش

رسم شده است.  08-4 ی داخلی پوسته در شکلکوشهی محوری و فشار هیدرواستاتیک در میه  تنش

نیز تنش  00-4شکل شهود. در  ها در طول جسهم می تر شهدن تنش سهوب یکنواخت  nمرادیر مثوت 

0xداخلی و )ب( شههعاعی در ی محیطی در دو راسههتای )الف( طولی در میه    .رسههم شههده اسههت
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ر ، بیشتریت تاثیر را دخواج در جهت شعاعیهمانطور که اشهاره شد، تغییر ناهمقنی با توجه به تغییر  

، تغییر ناهمقنی از 00-4جه به قسمت )الف( شکل گذارد. با تومحیطی می تنش روی نراط دور از مرز

 تر شدن تنش محیطی در طول پوستهتر سوب یکنواختتر به مرادیر مثوت بزرگمرادیر منفی کوچک

جایی شهعاعی پوسته است. با توجه به قسمت )ب( شکل، ایت تغییرات سوب  شهود که مشهابه جابه  می

جی ی خارو افزایش مرادیر منفی ایت تنش در میه ی داخلیکاهش مرادیر مثوت تنش محیطی در میه

های های کشههشههی بیشههتر از افزایش تنشاما در مجموع اثر ناهمقنی مثوت در کاهش تنششههود؛ می

شود. های طولی نیز همیت رفتار مشاهده میی خارجی پوسته است. در خصوج تنشفشهاری در نیمه 

ر تری دهای یکنواختجاییکه پوسههته دارای جابهشههود به طور کلی مرادیر مثوت ناهمقنی سههوب می

0nدر پوسته با  هاراسهتای طولی شهود. تنش     ،همادّهای ثابتبه دلیل افزایش در اثر افزایش شعاع 

 ی خارجی با تنشکاهشی و در نیمه شکلبه ی داخلی با تنش مثوتدر نیمهی همقت، هنسوت به مادّ

، اشندبی پوسته مثوت ها در جدارهتمامی تنش در حالتی که. کنندتغییر میافزایشی  لشکبه فشهاری 

. شهههوندمی ها در تماد جدارههای منفی باعث کاهش تنشهای مثوت نسهههوت به ناهمقنینهاهمقنی 

رای طراحی پوسههته از ب و دهندجایی و تنش را کاهش میمرادیر حداکثر جابه ،های مثوتnبنابرایت 

 نظر کاهش تغییر شکل و تنش مناسب هستند. 

 

 
 ناهمقنی مختلف  هایثابتبرای  ه در راستای شعاعی پوستهمادّ هایثابتبعد توانی توزیع بی 81-4شکل 
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 جایی شعاعی حاصل از دو روش حلبعد جابهاثر ثابت ناهمقنی بر توزیع بی 83-4شکل 

0.15xی داخلی )ب( شعاعی در طولی میه در راستای )الف(  (
i i1 1
( ) , ( )P x P h x h ) 

  

 جایی محوری حاصل از دو روش حلبعد جابهاثر ثابت ناهمقنی بر توزیع بی 02-4شکل 

0.65xی داخلی )ب( شعاعی در در راستای )الف( طولی میه  (
i i1 1
( ) , ( )P x P h x h ) 

  
 بعد )الف( تنش کوشی محوری )ب( فشار هیدرواستاتیک اثر ثابت ناهمقنی بر توزیع بی 08-4شکل 

ی داخلی پوسته )در راستای طولی میه
i i1 1
( ) , ( )P x P h x h ) 
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 بعد تنش کوشی محیطی در راستایاثر ثابت ناهمقنی بر توزیع بی 00-4شکل 

0xی داخلی )ب( شعاعی در یه)الف( طولی م   (
i i1 1
( ) , ( )P x P h x h ) 

ت و همچنیت نمایش قابلیت و دق به منظور بررسی اثر توابع فشار متغیر غیرخطی بر رفتار پوسته

های ناهمقت تحت فشهارهای متغیر غیرخطی، چند نمونه تابع فشار  شهده در تحلیل پوسهته  روش ارائه

 09-4. توزیع ایت توابع در شکل شده استای جدار متغیر وارد ی اسهتوانه به پوسهته  4-4جدول  طوق

افزار انسیس های متغیر در نردسازی اجزای محدود فشارنشان داده شده است. قابل ذکر است که مدل

و  های شههعاعیجاییبعد جابهافزار انجاد شههده اسههت. توزیع بیکمک قابلیت تعریف تابع در ایت نرد به

ی نشان داده شده است. مرایسه 04-4در شکل  ی میانی پوستهمحوری و فشار هیدرواستاتیک در میه

در تحلیل پوسته تحت فشار متغیر غیرخطی  MAEروش  دوّدی نتایج دو روش حل، دقت بسط مرتوه

ار مطلوبی است. ی میانی دارای دقت بسههیفشهار هیدرواسهتاتیک میه   ،دهد. در ایت حالترا نشهان می 

های داخلی و خارجی مشهابه حالت فشهار متغیر خطی اسهت. با افزایش فشهار از وضعیت     دقت در میه

جایی و تنش مرادیر جابه ،سههه در حالت محدب، به دلیل افزایش فشههار یای مرتوهخطی به چندجمله

فشار  بودن بخش ابتداییکند. با توجه به یکساندقت حل تغییر محسوسی نمی لیو ؛دنشونیز زیاد می

های متناظر ایت جاییجابه اطراف مرز چپ، ، در نراطاسههتی دو و سههه که بامتر از حالت خطی مرتوه

جایی و فشار هیدرواستاتیک از خطی تر، اختلاف جابهبزرگ xدو فشهار ترریواً  یکسان هستند. اما در 

جایی محوری تغییر محسوسی برای ایت ود. در مرادیر حداکثر جابهشی سه بیشتر میبه سهمت مرتوه 

توان دریافت که تغییر خطی ضخامت شود. در واقع میسه فشار ایجاد نمی
1

h  خطی  متناسب با فشار

i1
P  ا در ها ررهیدرواستاتیک و تنشجایی شعاعی، فشاشود و جابهباعث خنثی شهدن اثر افزایش بار می
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دارد. در انتهای ایت قسههمت اثر توابع فشههار و جدار  تری در طول پوسههته نقه میی یکنواختمحدوده

بار توسط افزایش ضخامت برای  اثرشدن مشابه بر روی رفتار پوسته بررسی خواهد شد تا میزان خنثی

iتوابع غیرخطی نیز نشان داده شود. در توابع فشار  4
P  وi5

P مرادیر فشار حداکثر به ترتیب در وسط و ،

ها و جاییشهود. تغییرات سریعتر ایت دو تابع منجر به تغییرات سریعتر جابه دو مرز اسهتوانه اعمال می 

ی در ناحیههای قولی اشههاره شههد، از دقت حل فشههار هیدرواسههتاتیک شههده و همانطور که در قسههمت

جایی شعاعی و فشار هیدرواستاتیک در شود. حداکثر جابههمپوشانی بسط داخلی و خارجی کاسته می

i5یاید. در هر دو فشهار اشاره شده نسوت به سه فشار ابتدایی افزایش می 
P  فشار حداکثر در اطراف مرز

وب در مرز نازکتر س حالی کهشود؛ در تیک کمتر میتر منجر به تغییر شکل و فشار هیدرواستاضهخیم 

توان نتیجه گرفت که هر جدار ثابت میی پوسته شود. برای جایی و فشهار می افزایش بسهیار زیاد جابه 

جایی و تنش کمتر خواهند مردار حداکثر بارگذاری به مرزها نزدیکتر باشهههد، مرادیر حداکثر جابه چه

جایی های جابهقلهتوان انتظار داشههت که میامت کاهش یابد، شههیب تغییرات خطی ضهخ  چهشهد. هر  

ل مینراط میانی پوسته  به سمتمحوری و فشهار هیدرواسهتاتیک حاصل از فشارهای متغیر غیرخطی   

   .کنند

 

 
  توزیع توابع فشار داخلی در راستای طولی پوسته 09-4شکل 
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 جایی محوری جایی شعاعی )ب( جابهف( جابهبعد )الاثر تابع فشار بر توزیع بی 04-4شکل 

ی میانی پوسته ))ج( فشار هیدرواستاتیک در راستای طولی میه
1

2, ( )n h x h ) 

اهمقت ی نها و فشار هیدرواستاتیک پوستهجاییبعد جابهاثر توابع ضهخامت غیرخطی بر توزیع بی 

 تحت فشهار خطی 
i1

P صورت ها که بهنشان داده شده است. در ایت شکل 01-4تا  01-4های کلدر ش

ها و فشار هیدرواستاتیک را در تمامی نراط پوسته برای توابع جاییتوان جابهاند، میبعدی رسم شدهسه

ه س ی یک تا با یکدیقر مرایسه کرد. توابع ضخامت مرتوه 1-4در جدول  اشاره شدهضهخامت مختلف  

ت محسهوسی از نظر دارای تفاو
xU  وP شعاعی در آنها با افزایش ضخامت به  یجاینیستند؛ اما جابه

 یابد. به طور مشهخص ضخامت ثابت ی سهه کاهش می سهمت تابع مرتوه 
0

h  سوب افزایش بسیار زیاد

رادیر توان ایت مود. بنابرایت با افزایش تدریجی و متناسب ضخامت با فشار میشها و فشار میجاییجابه

حداکثر را کاهش داد. در 
4

h  و
5

h شههود. ضههخامت حداکثر به ترتیب در مرکز و دو مرز مشههاهده می

و فشههار حداکثر نزدیکتر به مرزها باشههد،  ضههخامت حداکثر دورتر از مرزها چهتوان دریافت که هر می

ها و فشهار هیدرواستاتیک در وضعیت مطلوبتری است.  ها، تنشجاییپوسهته از نظر کاهش میزان جابه 

های گیردار نزدیکتر باشههند، مرادیر شههرایط بحرانی فشههار بام و ضههخامت کمتر به مرز چهدر واقع هر 
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 یمانند. با مرایسههههتری باقی میو در سهههطح پاییت تغییر شهههکل و تنش تحت اثر مرزها قرار گرفته

 ی موردی جاری،در مطالعه توان دریافت کهمی 04-4با شهههکل  01-4تا  01-4های مجموعه شهههکل

ر دها نسهوت به توابع ضخامت تاثیرگذارتر هستند.  ها و تنشجاییتوابع غیرخطی فشهار بر سهطح جابه  

شدن ر روی رفتار پوسههته آورده شده است تا میزان خنثیاثر توابع فشهار و جدار مشهابه ب   1-4جدول 

افزایش اثر بار توسهط افزایش ضهخامت با توابع غیرخطی مشابه نشان داده شود. در ایت جدول مرادیر   

 ی داخلیدر مراطع طولی میه حاصل از حل تحلیلی ها و فشهارهیدرواستاتیک جاییبعد جابهعددی بی

ت. مراطع طولی متناسههب با مرادیر حداکثر یا حداقل هر خروجی ناهمقت آورده شههده اسهه یپوسههته

ر تها سوب یکنواختشود که اعمال توابع مشابه ضخامت و فشار در پوستهاند. مشاهده میانتخاب شده

شههود. بر اسههاس ایت و تنش و کاهش مرادیر حداکثر آنها در طول پوسههته می جاییشههدن توزیع جابه

فشار ثابت، حالت جدول، به غیر از جدار و 
5i5

,P h و 
4i4

,P h  به ترتیب دارای کمتریت و بیشتریت فشار

هیدرواسههتاتیک )و تنش( هسههتند. دلیل ایت امر نزدیکتر بودن فشههار حداکثر به مرزها اسههت. بنابرایت 

ه و تاثیر بیشههتری بر رفتار پوسههته همانطور که عنوان شههد، اثر توابع فشههار بر تابع ضههخامت غالب بود

، )با مرادیر حداکثر در اطراف مرزها( گذارد. در مجموع تغییرات خطی و سههینوسههی فشههار و جدار می

 ها خواهند بود. تریت توابع در طراحی ایت پوستهمناسب

های توان در طراحی و تحلیل رفتار مکانیکی پوسههتهشههده در ایت قسههمت می از مسههائل مطرح

ناپذیر و تحت توابع مختلف فشههار و ضخامت ای ضهخیم هایپرامسهتیک در حالت ترریواً تراکم  هاسهتوان 

 ینظریههای ترکیب ها و محدودیتصههورت همقت یا ناهمقت اسههتفاده کرد. همچنیت قابلیتمتغیر به

ها نشان داده شد. اغتشهاشهات در اسهتخراج و حل معادمت ایت پوسته   ی نظریهتغییر شهکل برشهی و   

هایی با تغییرات غیرخطی ی دوّد برای حل معادمت پوستهشود که بسط اغتشاشی مرتوهشهاهده می م

 جدار و فشار مناسب است.
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جایی شعاعی )بعد جابهاثر توابع ضخامت بر توزیع بی 01-4شکل 

i i1
2, ( )n P x P ) 

 

 
حوری )جایی مبعد جابهاثر توابع ضخامت بر توزیع بی 01-4شکل 

i i1
2, ( )n P x P ) 
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بعد فشار هیدرواستاتیک )اثر توابع ضخامت بر توزیع بی 01-4شکل 

i i1
2, ( )n P x P ) 

 ی داخلی جایی و فشار هیدرواستاتیک در مراطع مختلف میهمرادیر جابه 1-4جدول 

2nی ناهمقت برای توابع ضخامت و فشار مشابه )پوسته ) 

 

 مخروط جدار متغیر تحت فشار متغیر داخلی و خارجی 0-0

های مخروطی جدار متغیر همقت و ناهمقت تحت فشههار داخلی و خارجی متغیر در ایت بخش پوسههته

سازی توابع غیرخطی فشار و هندسه شده در مدلبررسی خواهند شد. همچنیت قابلیت و دقت حل ارائه

سی قرار رهای مخروطی مورد بر، تنش و فشهار هیدرواسهتاتیک پوسته  جاییجابه و اثر ایت دو عامل بر

نشان داده شده است. طول  8-0ها در شکل . مشهخصات هندسی و بارگذاری ایت پوسته خواهد گرفت

نظر گرفته شههده است. متر درمیلی 422برابر  ،بخش قولی با ی نتایجمخروط به منظور امکان مرایسهه 

( در حالت همقت و 1-4ی مخروطی مورد بررسههی در ایت قسههمت )به غیر از جدول هاخواج پوسههته
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zU   

xU   P  

0.15x   0.5x   0.85x    0.05x   0.25x   0.7x    0x   0.5x   1x   

i0 0,P h  0.1255 0.1214 0.1255  0.0200 0.0067 -0.0053  17.751 5.402 17.751 

i1 1,P h  0.0921 0.0819 0.0699  0.0155 -0.0099 -0.0268  11.177 3.876 10.419 

i 2 2,P h  0.0924 0.0865 0.0732  0.0167 -0.0067 -0.0283  11.448 4.186 10.893 

i3 3,P h  0.0920 0.0882 0.0761  0.0173 -0.0040 -0.0265  11.455 4.335 11.325 

i 4 4,P h  0.0809 0.0909 0.0809  0.0205 0.0170 -0.0141  11.743 4.407 11.743 

i5 5,P h  0.0914 0.0614 0.0914  0.0054 -0.0165 0.0158  3.741 3.407 3.741 
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 8-4ی داخلی مخروط به محور طولی در حالت ناهمقت طوق جدول ی میهه خواج نزدیکتریت نرطهه 

9برابر 
MC     متغیر مختلف که در طول ایت قسمت به عنوان  فرض شهده اسهت. مشهخصهات توابع فشار

 به عنوان نمونه، آورده شده است. همچنیت 1-4ی موردی از آنها استفاده شده است، در جدول طالعهم

نشان  01-4ی مخروطی در شههکل نمایش توابع فشهار متغیر وارد بر جدار داخلی متغیر خطی پوسهته  

افزار اجزای ی مخروطی همقت و ناهمقت در نردسههازی عددی متناظر پوسههتهداده شههده اسههت. مدل

انجاد شده است. در خصوج فشار متغیر وارد بر جدار  1-9محدود انسیس بر اساس توضیحات قسمت 

)افزار انسیس بر اساس طولمتغیر، نرد )x ی و با توجه به تابع فشاری ی داخلهای هر نرطه از میهگره

در  کند.عمود بر سهههطح آن اعمال میی داخلی را شهههود، مردار فشهههار هر نرطه از میهریف میکه تع

 شود.یند انجاد میخصوج فشار خارجی نیز همیت فرا

 

 مشخصات توابع فشار متغیر  1-4جدول 

 بارگذاری هایثابت روابط تابع فشار متغیر ی تابع فشارشناسه

1
P  i i a ia i b

( )P x P P P x   i a i b
13 kPa, 5 kPaP P  

2
P   2

i ia ia i b
( )P x P P P x   i a i b

13 kPa, 5 kPaP P  

3
P   3

i ia ia i b
( )P x P P P x   i a i b

13 kPa, 5 kPaP P  

4
P   2

i ia ia ia b
( ) 4P x P P P x x    i a i b ia b

5 kPa, 13 kPaP P P   

5
P    i i a ia ia b

( ) sinP x P P P x   i a i b ia b13 kPa, 5 kPaP P P   

6
P 

i i6
( ) constantP x P  

i0
8 kPaP  

7
P 

i i7
( ) constantP x P  

i0
13 kPaP  

 

 
 بع فشار متغیر وارد بر مخروط جدار متغیرنمایش توا 01-4شکل 
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 مخروط همگن  

iو بارگذاری  ی مخروط اثر دو متغیر زاویه 1-4در جدول  1 2( )P C C جایی برای بر میدان جابه

 و  یزاویهمردار  ریولیت در مخروط جدار ثابت بررسی شده است.-ی مونیهمختلف مادّ هایثابت

-ها به ترتیب نشاننشان داده شده است. در مخروط با تغییرات خطی جداره، ایت زاویه 8-0در شکل 

حداکثر مردار اختلاف  ایت کهبا توجه به ی جدار داخلی و خارجی مخروط هستند. ی زاویهدهنده

دهد، ی داخلی مخروط تحت فشار داخلی رخ میاز دو حل تحلیلی و عددی در میه های حاصلجاییجابه

 درمیزان دقت و اعتوار روش تحلیلی ارائه شده  ید معیار مناسوی برای مرایسهتوانمی جدولایت 

دول د. طوق جناپذیر باشریولیت ترریواً تراکمی مونیههای مخروطی ساخته شده از مادّسازی پوستهمدل

 20/2ی جایی شعاعی در نسوت بار به مراومت مادهّ، حداکثر درصد اختلاف دو روش حل برای جابه4-1

6و    های بررسی درصد است. در اکثر نراط استوانه درصد اختلاف برای تمامی حالت 3در حدود

های شعاعی جاییمرادیر جابهدرصد است؛ اما کمتریت انطوام بیت دو روش حل در  9 کمتر ازشده 

شود. ، مشاهده میحل داخلی و خارجی در اطراف مرزهاستحداکثر که متناظر با محل همپوشانی دو 

 سازیمدلبندی غیریکنواخت در مشتر ی بزرگهایی با زاویهدلیل افزایش اختلاف دو روش در مخروط

ی مخروط، دی مربعی است. با افزایش زاویهبناز حالت مش آنها ها و فاصله گرفتتاجزای محدود مخروط

ی بر بندتواند کاهش پیدا کند و تاثیر مشسازی نیز میلو دقت مد افزایش شدهاشاره غیریکنواختی

iدارای  1-4سازی شده در جدول های مدل. مخروطشودمی نتایج نهایی بیشتر b 0.05mr   و

b 0.006mh  82وسته به ضخامت در حدود عدد ی میانی پد. در واقع نسوت میانقیت شعاع میههستن 

یابد. همچنیت در نظر گرفته شده است. در مرادیر بامتر ایت نسوت، اختلاف دو روش کاهش میدر

کمتر از مرادیر نشان داده شده است.  ،مردار خطا حتی برای بارهای بامترتر، های داخلی بزرگشعاع

-وستهپی میانی پوسته به ضخامت در کاهش نسوت میانقیت شعاع میه همانطور که اشاره شد، یتبنابرا

ه با افزایش نسوت بار به مراومت مادّهمچنیت شود. می FSDTباعث کاهش دقت  بسیار ضخیم یها
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شود. در حل معادمت حاکم بر پوسته می MAEافزایش رفتار غیرخطی پوسته سوب کاهش دقت 

iهای شعاعی استوانه و مخروط جدار ثابت برای نسوت مشابه جاییجابه یمرایسه 1 2( )P C C طوق 

10R )برای 0-4 هایجدول  کوچک هایزاویهدهد که برای نشان می 1-4( و( 1) ،  مردار

ار ی شعاعی نسوت به فشبودن مؤلفهکمتر ایت امر، دلیل .تتر اسهای استوانه از مخروط بزرگجاییجابه

د؛ یابی مخروط کاهش میی شعاعی بارگذاری با افزایش زاویه. مؤلفههاستدر مخروط به پوسته اعمالی

 تر افزایشبزرگ هایزاویهجایی شعاعی برای کند. اما جابهی طولی افزایش پیدا میمؤلفهحالی که در 

ش ی مخروط با افزایل ایت پدیده افزایش میزان رفتار غیرخطی و کاهش مراومت هندسهکند. دلیپیدا می

 دهد.ی آن است که مخروط را به سمت مرادیر بیشتر تغییر شکل و تنش میل میزاویه

 

 همختلف مادّ هایثابتجایی شعاعی برای ی مخروط و بارگذاری بر جابههای زاویهاثر متغیر 1-4جدول 

 
 

 

جایی، بر مرادیر جابه مخروط ی داخلی و خارجی و ضهههخامتمیه یزاویهور بررسهههی اثر به منظ

 شوند. نظر گرفته میصورت زیر درمتغیر به جدارهای مشخصات هندسی مخروط

(4-9) i b b 0

1 1 2 2 3 3

0.05m, 0.005m, 0,

0.72, 1.43, 2.15

r h 

     

  


     
 

Mat. 

ID 
max,zU  

i 1 2( ) 1 50P C C    i 1 2( ) 1 100P C C    i 1 2( ) 1 200P C C   

1   3   6    1   3   6    1   3   6   

1MC  
FSDT 0.2710 0.3521 0.4852  0.1343 0.1749 0.2426  0.0668 0.0872 0.1213 

FEM 0.2779 0.3663 0.5180  0.1362 0.1798 0.2562  0.0674 0.0893 0.1274 

2MC  
FSDT 0.2572 0.3321 0.4550  0.1271 0.1644 0.2259  0.0631 0.0817 0.1125 

FEM 0.2681 0.3533 0.4993  0.1315 0.1736 0.2472  0.0651 0.0862 0.1231 

3MC  
FSDT 0.2624 0.3396 0.4665  0.1298 0.1684 0.2324  0.0646 0.0838 0.1159 

FEM 0.2709 0.3570 0.5045  0.1330 0.1755 0.2499  0.0659 0.0872 0.1244 

4MC  
FSDT 0.2592 0.3352 0.4592  0.1281 0.1660 0.2285  0.0637 0.0826 0.1140 

FEM 0.2688 0.3542 0.5003  0.1320 0.1742 0.2480  0.0654 0.0866 0.1235 

5MC  
FSDT 0.2583 0.3339 0.4573  0.1278 0.1655 0.2276  0.0635 0.0824 0.1136 

FEM 0.2682 0.3533 0.4991  0.1318 0.1739 0.2475  0.0653 0.0864 0.1233 

6MC  
FSDT 0.2547 0.3285 0.4489  0.1267 0.1638 0.2251  0.0631 0.0818 0.1126 

FEM 0.2661 0.3500 0.4956  0.1310 0.1728 0.2456  0.0651 0.0861 0.1227 

7MC  
FSDT 0.2618 0.3391 0.4653  0.1295 0.1678 0.2316  0.0644 0.0835 0.1155 

FEM 0.2709 0.3571 0.5048  0.1328 0.1753 0.2498  0.0658 0.0871 0.1243 

8MC
 

FSDT 0.2616 0.3386 0.4648  0.1295 0.1678 0.2316  0.0644 0.0836 0.1155 

FEM 0.2704 0.3563 0.5033  0.1327 0.1752 0.2494  0.0658 0.0871 0.1242 
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بعد بیی خارجی و داخلی مخروط بر توزیع میه یزاویهاثر تغییر  92-4و  03-4های در شهههکهل 

ی خارجی، فشار داخلی ی میههای شهعاعی و محوری نشهان داده شده است. در تغییر زاویه  جاییجابه

نظر گرفته ی داخلی، فشار خارجی متغیر درمتغیر خطی بر مخروط اعمال شهده است و در تغییر زاویه 

ی آن از حالت مربعی بندی مخروط جدار متغیر، مششده است. همانطور که اشاره شد، با افزایش زاویه

م انطوا ایت مورد در قسهمت دارای ضهخامت بیشهتر شدیدتر است؛ به همیت دلیل   که  گیردمیفاصهله  

0xدر اطراف مرز  نتایج دو روش  تربزرگی های شعاعی و محوری برای زاویهجاییی جابهو در قله 

افزایش ضههخامت متناسههب با  سههوب ی خارجیی میهافزایش زاویه، 03-4یابد. در شههکل کاهش می

ی شههود. در افزایش زاویهها و کاهش آنها میجاییتر جابهتوزیع یکنواخت باعث شههده و افزایش فشههار

 هاجاییو رفتار غیرخطی و سطح جابهشهده  تر ، در واقع پوسهته نازک 92-4ی داخلی طوق شهکل  میه

 تاثیری خارجی ی داخلی نسههوت به میهی میهش زاویهشههود که افزایشههود. مشههاهده میبیشههتر می

 گذارد. می MAEها و دقت جاییبر میزان تغییر جابه بیشتری

های خارجی و داخلی پوسته میه یبعدی اثر تغییر زاویه، نمایش سه90-4و  98-4های در شکل

ی خارجی یا افزاش شیب جایی تحت فشهار ثابت رسهم شهده است. با کاهش شیب میه   بر مرادیر جابه

 ی)الف(، در زاویه 98-4های شعاعی تصاعدی است. طوق شکل جاییی داخلی، روند افزایش جابهمیه

1
 0جایی شهههعاعی اطراف مرز با فشهههار ثابت، مردار حداکثر جابهx  شهههود. بنابرایت در ایجاد می

ی داخلی با جایی در نراطی از میهابت تحت فشهههار داخلی ثابت، مردار حداکثر جابهمخروط جهدار ثه  

 ی)الف(، زاویه 90-4د. با توجه به شکل شوایجاد می تربزرگضهخامت  ی میانی به نسهوت شهعاع میه  

3 ط برای یک مخروابه به طور مشدهد. یک مخروط جدار ثابت تحت فشار خارجی ثابت را نشان می

نسههوت شههعاع ی داخلی با جایی در نراطی از میهمردار حداکثر جابه جدار ثابت با فشههار خارجی ثابت،

های در قسمت )الف( شکل و کاهش  شوند. با افزایشایجاد میتر ی میانی به ضهخامت بزرگ میه

ضخامت ی داخلی با نراطی از میه در ،جایی شهعاعی حداکثر ضمت کاهش یافتت ، جابه90-4و  4-98

1xاطراف مرز  کمتر  ی داخلی ی میهی خارجی یا کاهش زاویهی میه. افزایش زاویهشودظاهر می
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ر ضخامت یر متغیر به تغیی جداشود. بنابرایت مخروط نسوت به استوانهتر شدن پوسته میسوب ضخیم

 جایی و تنشجابه مرادیر بل توجهقاصورتی که افزایش اندک ضخامت سوب کاهش تر است؛ بهحساس

سههوب افزایش ضههخامت مرز چپ    ، افزایش98-4 قسههمت )ب( شههکل  درشههود. ها میمخروط در

( 0)x  تر، دارای مرادیر کمتر جایی محوری اطراف مرز چپ آرادتغییرات جابهشود. در ایت حالت می

جایی ، مرادیر جابهbhدر مرز راست با ثابت ماندن ضخامت حالی که شود. در و از مرز پوسته دورتر می

پ غیرخطی مرز چ شود. در واقع رفتارجایی محوری سریعتر میبه مرز پوسته نزدیکتر و تغییرات جابه

 طور مشابه با توجه به قسمت )ب( شکلشود. بهکاهش یافته و به رفتار غیرخطی مرز راست افزوده می

0xافزایش ضههخامت اطراف مرز  ،4-90   کاهش(سههوب کاهش رفتار غیرخطی، آراد )تر شههدن 

جایی و دورتر ، کاهش مردار حداکثر جابهدر طول پوسهههته طراف ایت مرزا جاییتوزیع جهابهه   تغییرات

 .شودمشاهده میشود. در مورد مرز راست خلاف ایت رفتار شدن آن از مرز می

 

  
 جایی )الف( شعاعی )ب( محوریبعد جابهی خارجی بر توزیع بیی میهاثر تغییر زاویه 03-4شکل 

iر داخلی ی مخروطی همقت تحت فشادر پوسته 1 ia( ( ) , 0.055m)P x P r  

  
 جایی )الف( شعاعی )ب( محوریبعد جابهی داخلی بر توزیع بیی میهاثر تغییر زاویه 92-4شکل 

oی مخروطی همقت تحت فشار خارجیدر پوسته 1 o a( ( ) , 0.07m)P x P r   
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 جایی )الف( شعاعیبعد جابهع بیی خارجی بر توزیی میهبعدی اثر تغییر زاویهنمایش سه 98-4شکل 

iی مخروطی همقت تحت فشار داخلی)ب( محوری در پوسته  6 ia( ( ) , 0.055m)P x P r   

 
 جایی )الف( شعاعیبعد جابهی داخلی بر توزیع بیی میهبعدی اثر تغییر زاویهنمایش سه 90-4شکل 

o ی مخروطی همقت تحت فشار خارجی)ب( محوری در پوسته  6 o a( ( ) , 0.07m)P x P r   

ی غیرخطی، در ایت قسمت های مخروطی شکل دارای هندسهبه منظور بررسی امکان تحلیل پوسته

ل گیرد. در جدواثر توابع شعاع داخلی غیرخطی بر رفتار مخروط تحت فشار داخلی مورد بررسی قرار می

1غیرخطی  تغیرم داخلی مشخصات هندسی و بارگذاری برای سه نوع مخروط با جدار 4-3
GP  3تا

GP 

4با جدار متغیر داخلی  آورده شده است. همچنیت سه نوع استوانه
GP  6تا

GP نظر گرفته شده است. در

 

 
 

 

Fig. 7. The effect of external layer angle on dimensionless (a) radial displacement (b) axial displacement 
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 یمرایسه به همراهی مخروطی های پوستهجاییاثر تابع شعاع داخلی غیرخطی بر جابه 99-4در شکل 

ی داخلی بررسی شده است. مطابرت غیرخطی در میه یسازی عددی برای هندسهنتایج تحلیلی و مدل

را  دودّ یتغییر شکل برشی و بسط اغتشاشی تا مرتوهی نظریهبسیار خوب نتایج دو روش، دقت ترکیب 

بعدی توزیع نیز نمایش دو 94-4دهد. در شکل ن میها نشادر استخراج و حل معادمت ایت پوسته

ها در راستای ضخامت و طول پوسته از نماهای مختلف رسم شده است. توجه شود که بر جاییجابه

تت نظر گرفقولی مورد مطالعه قرار گرفت، در با تغییرات ضخامت غیرخطی که در بخش خلاف استوانه

 ی مخروطیشدن ضخامت پوستهشکل مشابه سوب مرعربه ی دو و سه برای ضخامت داخلیدرجه تابع

ور که یابد. همانطی داخلی افزایش میها نسوت به تغییرات خطی میهجاییشود. بنابرایت مردار جابهمی

قولاً هم اشاره شد، مخروط نسوت به یک استوانه با طول و شعاع داخلی ترریواً مشابه، در برابر تغییر 

)ب( مشخص است که با کاهش ضخامت  94-4تر است. از شکل امت حساسهندسه یا افزایش ضخ

ی راست پوسته نسوت به جایی محوری منفی در نیمهصورت غیرخطی، اختلاف مردار حداکثر جابهبه

ی دو و سه کند؛ چون شدت اختلاف توابع درجهسمت چپ آن افزایش پیدا می یی مثوت نیمهقله

1xنسوت به حالت خطی در اطراف   4دیقر پوسته است. قسمت )الف( شکل  یشدیدتر از نیمه-

1های ی محوری فشار داخلی متغیر را برای مخروطمؤلفه ،91
GP  3تا

GP ی ایت دهد. مرایسهنشان می

صورت دهد که با کاهش فشار بهنشان می 94-4ل قسمت با نمای عمود بر مرطع طولی پوسته در شک

 ییاید. فشار در توابع درجهی محوری آن در شعاع داخلی خطی نیز کاهش می، مؤلفهxخطی بر حسب 

 حالی کهشدن جدار داخلی با محور طولی در مرز چپ فاقد مؤلفه است؛ در به دلیل موازی سودّو  دودّ

دو  یتر از درجهی سه بزرگی محوری فشار برای تابع درجهست به دلیل ترعر بیشتر، مؤلفهدر مرز را

ی توابع است. دلیل افزایش اختلاف مردار ها در طول پوسته نیز متناسب با درجهاست. توزیع ایت مؤلفه

 ی محوریهاافزایش مؤلفهی شعاع داخلی، های محوری با افزایش درجهجاییحداقل و حداکثر جابه

1xجایی طولی در شود جابهمی باعثاست که  شدهاشاره  91-4 افزایش بیشتری پیدا کند. شکل 

اخلی ها را تحت فشار دجاییای بر توزیع جابهاستوانه یبعدی اثر تغییرات شعاع داخلی پوستهنمایش سه
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4 ضخامت پوسته در،  xاست که با افزایششکلی تغییرات شعاع داخلی بهدهد. می نشانثابت 
GP و 

5
GP 6در  یابد.کاهش می

GP  .ی محوری فشار داخلی مؤلفهنیز ضخامت کمتر در اطراف مرزها قرار دارد

4 هایثابت برای استوانه
GP  6تا

GP  جایی نشان داده شده است. سطح جابه 91-4قسمت )ب( شکل در

5 شعاعی در
GP  6و

GP  دلیل ایت هستند مطلوبی دارای هندسهکاهش یافته است و از نظر طراحی .

پوسته که تماد فشار داخلی در جهت شعاعی قرار گرفته است، ضخامت پوسته  ست که در وسطا امر ایت

6در  دارای حداکثر مردار خود
GP  در مرزها دارای کمتریت  ی شعاعی فشارمؤلفه حالی کهاست؛ در

ار ی محوری فشکاهش یافته است. اما افزایش مؤلفه ی فشارمؤلفهمردار بوده و ضخامت نیز متناسب با 

6نزدیک مرزها در 
GP جایی محوری نسوت به توابع داخلی دیقر شده است. سوب افزایش مردار جابه

aتوان بدون تغییر عوامل هندسی در دو مرز مانند که می دهدنتایج ایت بخش نشان می
h، b

h، i ar  و

i br ها را کاهش داد.جاییسطح جابه 

 مشخصات توابع شعاع داخلی و خارجی و فشار داخلی مورد مطالعه  3-4جدول 
ی شناسه

 موردی مطالعه
i ( )r x ( )or x i ( )P x 

 (m) هندسی  هایبتثا

 (kPa) و بارگذاری 

1GP  i a i a i br r r x  

 oa oa obr r r x   i a ia i bP P P x  

i a i b

oa o b

ia i b

0.06, 0.05

0.072, 0.056

13, 5

r r

r r

P P

 

 

 

 2GP   2

ia ia i br r r x  

3GP   3

ia ia i br r r x  

4GP  i a i a i br r r x  

o constantr  
i constantP  

i a i b

i a s i ab

o i

0.05, 0.06

0.06, 0.05

0.066, 13

r r

r r

r P

 

 

 

 5GP   3

ia ia i br r r x  

6GP    i as ias iab sinr r r x  

 

  
 جایی )الف( شعاعی )ب( محوریبعد جابهاثر تابع شعاع داخلی بر توزیع بی 99-4شکل 

 FEMو  MAEی مخروطی جدار متغیر همقت تحت فشار داخلی خطی حاصل از در پوسته
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 لف( شعاعی )ب( محوریجایی )ابعد جابهبعدی اثر تابع شعاع داخلی بر توزیع بینمایش دو 94-4شکل 

 ی مخروطی همقت جدار متغیر تحت فشار داخلی خطیدر پوسته

 
 جایی )الف( شعاعی )ب( محوریبعد جابهبعدی اثر تابع شعاع داخلی بر توزیع بینمایش سه 91-4شکل 

 ای همقت با جدار داخلی متغیر تحت فشار داخلی ثابتی استوانهدر پوسته
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 های مختلف در راستای طولی در حالتمحوری فشار داخلی برای هندسهی مؤلفه 91-4شکل 

 با جدار داخلی متغیر تحت فشار ثابت )الف( مخروط جدار متغیر تحت فشار خطی )ب( استوانه

 مخروط ناهمگن  

ی مخروط با تغییرات در ایت قسهمت اثر ناهمقنی بر مخروط جدار متغیر بررسهی خواهد شهد. هندسه   

 شکل زیر خواهد بود.خلی و خارجی مورد مطالعه تا انتهای ایت قسمت بهخطی جدار دا

(4-4) 
i a a

i b b

0.06m, 0.012m

0.05m, 0.005m

r h

r h

 


 
 

ی داخلی مخروط به ی میهاشهاره شد، خواج نزدیکتریت نرطه  4-4 بخشهمانطور که در ابتدای 

محور طولی در حالت ناهمقت دارای شعاع 
i 0

r  برابر  8-4طوق جدول
9MC  فرض شده است. تغییرات

)خواج طوق تابع توانی در راسههتای شههعاعی پوسههته افزایش    0)n   یا کاهش( 0)n  یابد. به می

ا و فشار هتنش ها،جاییبعد جابهبر رفتار پوسته، توزیع بی یهای مثوت و منفی ناهمقنیمنظور مرایسه

نشهان داده شده است.   40-4تا  91-4های در شهکل  2هیدرواسهتاتیک مربوط به دو ثابت ناهمقنی  

ی های ناهمقت اندکهای داخلی نسوت به استوانهسازی عددی در میهمطابرت نتایج حل تحلیلی و مدل

ی مخروطی جدار متغیر بندی یکنواخت در پوسههتهمشکمتر اسههت. ایت اختلاف به خاطر عدد امکان 

شود. سازی عددی پوسته میافزارهای اجزای محدود اسهت که سهوب کاهش دقت مدل  ناهمقت در نرد

شههده در نظر گرفتههای ناهمقت درکاهش همزمان ضههخامت و دو جدار داخلی و خارجی به همراه میه

سههازی بندی پوسههته و کاهش دقت مدلمش راسههتای شههعاعی در کنار یکدیقر سههوب محدودیت در 

سههت که با تغیرات اندک در ابتدای ا های تحلیلی مشهابه پژوهش جاری ایت شهود. مزیت بزرگ حل می
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سازی مجدد و سعی و خطا در ترسیمات توان بدون نیاز به مدلمی مسهیله متناسهب با شهرایط    برنامه

صورت پیوسته و دقیق مطابق با روابط ل توابع بهبندی نهایی و همچنیت با اعماشعاعی و محوری و مش

ریاضی آنها مسائل را تحلیل کرد. الوته در مرادیر منفی ناهمقنی، به دلیل کاهش نسوت بار به مراومت 

 MAEدقت  که استافزایش یافته و انتظار پوسهته   غیرخطیها و رفتار جایی و تنشه، مرادیر جابهمادّ

ی خارجی ه به سمت میهتر شود، با کاهش خواج مادّمقنی منفی بزرگمردار ناه چه. هر یابد کاهش

های محیطی و محوری و فشهار هیدرواسهتاتیک در راستای ضخامت   جایی محوری، تنشتغییرات جابه

جایی، تنش و فشههار هیدرواسههتاتیک نیز افزایش پیدا  شههود. همچنیت مرادیر حداکثر جابهبیشههتر می

در مخروط جدار متغیر  ه رامادّهای ثابتبعد توانی غییرات توزیع بیکه ت 49-4کنهد. طوق شهههکل  می

های مثوت بیشهههتر از nه درمادّهای ثابتدهد، میزان افزایش های مختلف نشهههان میبرای ناهمقنی

ده و با اندکی تاثیرگذارتر از افزایش آنها بوها ثابتمردار مشهههابه منفی آنها اسهههت. اما اثر کاهش ایت 

 41-4و  44-4های شهههود. در شهههکلمیجایی و تنش در جسهههم کهاهش منجر به افزایش زیاد جابه 

ناهمقنی مختلف به های ثابتهای محیطی و محوری و فشههارهیدرواسههتاتیک برای  ها، تنشجاییجابه

تایج نی منفی بر نتوان تاثیرگذاری بیشتر مردار ناهمقی آنها رسم شده است. میمنظور امکان مرایسه

ر جایی و تنش با تغییتغییرات جابه ،را نسههوت به مردار عددی مثوت مشههابه آن دریافت. به ایت دلیل 

های محیطی دهد که تنشهای منفی بیشههتر اسههت. نتایج ایت بخش نشههان میضههخامت در ناهمقنی

تری هستند و در یر بزرگهای شعاعی در اطراف مرز چپ تحت فشار بامتر دارای مرادجاییمانند جابه

شههیب  ،شههود. در ایت مخروطی پوسههته با حرکت به سههمت مرز راسههت از مردار آنها کاسههته میمیانه

 دو های محوری درجاییکنند که جابهشکلی تغییر میضهخامت و فشهار به طور متناسب با یکدیقر به  

 های ناهمقت،استوانه مشابهند. ی چپ و راسهت مخروط ترریواً دارای مردار حداکثر یکسانی هست نیمه

ود؛ در شها و فشار هیدرواستاتیک در جدار داخلی پوسته میضریب ناهمقنی منفی سوب افزایش تنش

ی همقت کاهش هه نسهههوت به مادّمادّهای ثابتایت مرادیر در جدار خارجی به دلیل کاهش حالی که 

 گذارد.وی پوسته میکنند. ناهمقنی مثوت دقیراً عکس ایت تاثیر را رپیدا می
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 ی مخروطی جدار متغیر برایجایی شعاعی پوستهبعد جابهتوزیع بی 91-4شکل 

2n)الف(     )2)بn   های مختلف )در راستای طولی میه
i 1
( )P x P) 

  
 ی مخروطی جدار متغیر برایوری پوستهجایی محبعد جابهتوزیع بی 91-4شکل 

2n)الف(    )2)بn   های مختلف )در راستای طولی میه
i 1
( )P x P) 

  
 ی مخروطی جدار متغیر برایبعد تنش محیطی پوستهتوزیع بی 93-4شکل 

2n)الف(    )2)بn    های مختلف )در راستای طولی میه
i 1
( )P x P) 

  
 ی مخروطی جدار متغیر برایبعد تنش طولی پوستهتوزیع بی 42-4شکل 

2n)الف(      )2)بn   های مختلفدر راستای طولی میه (
i 1
( )P x P) 
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 ی مخروطی جدار متغیر برایبعد تنش برشی پوستهتوزیع بی 48-4شکل 

2n)الف(    )2)بn   های مختلف )در راستای طولی میه
i 1
( )P x P) 

  
 ی مخروطی جدار متغیر برایواستاتیک پوستهبعد فشار هیدرتوزیع بی 40-4شکل 

2n)الف(      )2)بn   های مختلف )در راستای طولی میه
i 1
( )P x P) 

 
 تلف ناهمقنی مخ هایثابتدر مخروط جدار متغیر برای  همادّ هایثابتبعد توانی توزیع بی 49-4شکل 
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 جایی )الف( شعاعی )ب( محوریبعد جابهاثر ثابت ناهمقنی بر توزیع بی 44-4شکل 

ی داخلی مخروط جدار متغیر )در راستای طولی میه
i 1
( )P x P) 

  

 
 بعد تنش کوشی )الف( محیطی )ب( محوریاثر ثابت ناهمقنی بر توزیع بی 41-4شکل 

ی داخلی مخروط جدار متغیر )ستاتیک در راستای طولی میهو )ج( فشار هیدروا
i 1
( )P x P) 

 ی ناهمقت مخروطی شکل با جدار متغیربه منظور نمایش اثر فشار متغیر غیرخطی بر رفتار پوسته

 ،ناهمقت تحت فشارهای متغیر غیرخطیهای شده در تحلیل پوستهو بررسی قابلیت و دقت روش ارائه

شود. توزیع ایت توابع در شکل جدار متغیر وارد می مخروطیی به پوسته 1-4وابع فشار طوق جدول ت

ی داخلی مخروط در میه های شعاعی و محوریجاییبعد جابهنشهان داده شهده است. توزیع بی   4-01

ی نتایج دو روش حل، نشهان داده شهده اسهت. مرایسه    41-4در شهکل   FEMو  MAEبرای دو روش 
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دهد. در تحلیل پوسهته تحت فشهار متغیر غیرخطی را نشان می   MAEروش  دوّدی ت بسهط مرتوه دق

تغییرات سهریع فشار نسوت به سایر توابع و وارد شدن مردار حداکثر  به دلیل  i5Pاختلاف دو روش در 

ار فشکند. ا تشهدید می تر پوسهته ایجاد شهده اسهت که رفتار غیرخطی پوسهته ر    فشهار در بخش نازک 

تر منجر به تغییر شهکل کمتر و در در مرز نازکتر سوب افزایش  در اطراف مرز ضهخیم  ،i5Pدر حداکثر 

مردار حداکثر بارگذاری  چهتوان نتیجه گرفت که هر جدار ثابت میمخروط شههود. برای جایی میجابه

 جایی نیز در مخروط کمتر خواهد شد.ثر جابهبه مرزها نزدیکتر باشد، مرادیر حداک

 

  
 جایی )الف( شعاعی )ب( محوری بعد جابهاثر تابع فشار بر توزیع بی 41-4شکل 

 ی داخلی مخروط جدار متغیر در راستای طولی میه

 ایی استوانهبر روابط و رفتار پوسته همادّ مدلبررسی اثر  0-9

ر روابط ، اثر ایت تغییر بنئوهوکیت ریولیت به -هایپرامستیک از مونیی هدر ایت بخش با تغییر مدل مادّ

یت نئوهوکانرژی کرنشی، ساختاری، معادمت حاکم و نهایتاً رفتار پوسته بررسی خواهد شد. برای مدل 

-اشاره شد، روابط مختلفی بر اساس اولیت پایای عددی تانسور کرنش کوشی 8همانطور که در فصهل  

 یای مشابه رابطهصهورت چندجمله شهده اسهت. یکی از پرکاربردتریت ایت روابط به   گریت راسهت بیان 

مواد نرد پرکاربرد بوده و ها و زیستاست. ایت رابطه برای مستیک 0ریولیت ارائه شهده در فصل  -مونی

ر بینی کند. اولیت تغییه را پیشتواند رفتار مادّدرصهههد می 12تا  92ی ههایی در محهدوده  برای کرنش

ت ناپذیر و همقت اسدر حالت ترریواً تراکمنئوهوکیت ی مدل شهده مربوط به تابع انرژی کرنشهی جفت 
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 [.881،829،33شود ]شکل زیر نوشته میکه به

(4-1)    
2

1 1 03 ln( ) 1
2

k
W C I p J J     

 یهناهمقت، انرژی کرنشههی را بر حسههب ثابت مادّ  یمادهدر 
1

2nn
C  شههکل زیر  توان بهمی

 [.41،388]ه در حالت ناهمقت است ی مادّمدول برشی اولیه nنوشت که 

(4-1)  *

1 1 1( ) 3nW I C I  

در حالت نئوهوکیت ی ساختاری متناظر آن برای مدل شده و معادلهجفت انرژی کرنشینهایتاٌ تابع 

 شوند.بازنویسی میشکل ناپذیر بهناهمقت و ترریواً تراکم

(4-1)    
2

1 1 03 ln( ) 1
2

n
n n

k
W C I P J J     

(4-1)   1

1 0= 2 2 1n n n

W
C k J J P 

     
S I C

C
 

تغیر ای جدارمی استوانهصورت تابع توانی در راستای شعاعی پوستهایت مدل بههای ثابتتغییرات 

 [.14،18شوند ]نظر گرفته میدر

(4-3) 
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د. به صفر خواهد بواوّلیه وجود نداشته باشد، تنش  نخستتیک در پیکربندی اگر فشهار هیدرواستا 

 یفرض شههده اسههت، رابطه اوّلیه در پژوهش جاری جسههم فاقد تنش  ایت کهدلیل 
0 1

2 nn n
P C   

 [.881،820]برقرار خواهد بود 

در ایت قسهههمت  ت کهایتغییر نخواهند کرد. با توجه به  مسهههیلهدر ایت حهالت معادمت حاکم بر  

وند، شای با جدار متغیر خارجی تحت فشار داخلی بررسی میی استوانهمعادمت حاکم برای یک پوسته

i0 بعدسازی معادمت و متغیرها،در بی 9در روابط فصل 
r  برابر مردار ثابت

i
r ی شود. بنابرایت رابطهمی
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 شود.شکل زیر تودیل می( بهپ9-8)

(4-82) i i i
i i

0 1

( )
,

nr P x r
r P

h C
 

 

شود. همچنیت به دلیل شعاع ثابت داخلی، نظر گرفته میصهورت فشار داخلی در بارگذاری فرط به

 بعدشوند. ثابت بیهای طولی فشار حذف میمؤلفه
0

c شودشکل زیر تعریف مینیز در استوانه به. 

(4-88) 0 i

1
0

nc r

C
c


 

 جملاتی شامل ،نئوهوکیتمدل در معادمت مربوط  ایت کهبا توجه به 
1C،k و 

sK  ایجاد خواهد

 بعد سازی برشد و طرفیت معادمت حاکم نیز به دلیل بی
1C تسهیل در نمایش  منظوربهاند؛ ترسیم شده

 شوند. بعد زیر تعریف میهای بی(، در ایت مدل متغیر1-9ی )های کمکی رابطهمعادمت به جای متغیر

(4-80) 
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ت حل خارجی ها در معادمهای ناهمقنیضرایب و بردار های غیرصهفر ماتریس در ایت حالت درایه

 شوند.شکل زیر بازنویسی میبهنئوهوکیت ی هشده از مادّای جدار متغیر ساختهی استوانهپوسته

(4-89) 
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ها در معادمت حل داخلی نیز برای های ناهمقنیضهههرایب و بردار های غیرصهههفر ماتریسدرایهه 

 کنند.شکل زیر تغییر میی مورد بررسی بهپوسته
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ی همقت، ناپذیر، در هر میهدر حالت ترریواً تراکمنئوهوکیت ی هسازی اجزای محدود مادّبرای مدل

معادل با اوّل افزار انسیس تعریف شوند که ثابت د در نردبای  d و دو ثابت شامل
12 nC  بوده و ثابت

.یرابطه ناپذیری دارایضهریب تراکم  هم با دوّد 2nk d    .ها ثابتهمانطور که اشهاره شد، ایت  اسهت

و خواج شهههعاع  n ناهمقنی دلخواه( با توجه به ثابت 3-4ی )ی همقت توسهههط رابطهبرای هر میه

داخلی استوانه یعنی 
1C  وk ی محور ترارن هر میه تا محور دوران پوسته تعییت و متناسب با فاصله

 شوند. می
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، مرادیر فشار داخلی و ضخامت متغیر 9-4ی نتایج با بخش منظور امکان مرایسهدر ایت قسمت به

که نئوهوکیت ی همادّهای ثابتاند. نظر گرفته شدهدر 1-4و  4-4 هایجدولای مطابق ی استوانهپوسته

ند. اطور مستریم یا غیرمستریم استخراج شدهدر ایت قسهمت استفاده خواهند شد، از مراجع مختلف به 

 فرض شده است.مقاپاسکال  82ده است، مردار آن برابر در مراجعی که مدول بالک در آنها مشخص نش

 

  نئوهوکیتمدل  هایثابتمشخصات  82-4جدول 

 هی مادّنمونه  (MPa)k(MPa) مرجع هی ثابت مادّشناسه

11MC [829] 1.55 10 Rubbers 

12MC [31،11] 1.38 10 Rubber seals 

13MC [823] 1.13 9.3 TDM 600 

14MC [802] 0.90 10 Aneurysmal Abdominal Artery  

15MC [883] 0.82 10 Vulcanized rubbers 

16MC [880] 0.662 10 Natural gum rubbers 

17MC [18] 0.398 10 Silicone rubbers 

18MC [888] 0.346 10.5 Silicone elastomers 

 

اوّلیه و نسوت بارگذاری به مدول برشی  Rهای ضهخامت  اثر متغیر 80-4و  88-4 هایجدولدر 

i /P   سی بررنئوهوکیت مختلف مدل های ثابتی جدار ثابت همقت برای جایی استوانهبر میدان جابه

ی داخلی که بیشتریت اختلاف بیت دو جایی در میهمرادیر حداکثر جابه ،هایجدولشده است. در ایت 

سهههوی برای مرایسهههه میزان اعتوار تحلیل اند تا معیار مناحل تحلیلی و عددی وجود دارد، ارائه شهههده

شده باشند. نسوت ارائه
i /P  ینظر گرفته شده است تا با توجه به رابطهصورتی دربه 

1
2C   بتوان

-4ل طوق جدوریولیت مرایسه کرد. -شهده برای مدل مونی شهده در جدول را با نتایج ارائه مرادیر ارائه

ی هجایی شههعاعی در نسههوت بار به مراومت مادّ ، حداکثر درصههد اختلاف دو روش حل برای جابه88

) های بسیار ضخیمحداکثر و در استوانه 5)R   جایی محوری نیز دارای درصد است. جابه 1در حدود

جایی شعاعی و محوری هر دو جابهدرصد است. مردار اختلاف حداکثر برای  3حداکثر اختلافی کمتر از 

ها متناظر با محل همپوشهههانی دو حل داخلی و خارجی در اطراف جاییهای توزیع طولی جابهدر قلهه 



  . بررسی نتایج4

 

814 

 

ی تغییر و نازکتر شدن استوانه، دقت نظریه R شود. به طور عمومی با افزایش مردارمرزها مشاهده می

مردار ن پوسهههته، تر شهههدیابد. اما در بارهای بزرگ با نازکافزایش می اوّلی شهههکهل برشهههی مرتوه 

یابد. همچنیت نیز افزایش می MAEها و رفتار غیرخطی پوسته افزایش و درصد خطای روش جاییجابه

ازای نسهههوت به بها کاهش مردار  
i /P  یابد؛ اما افزایش ا اندکی کاهش میهجاییثابت، مردار جابه

 شود. سهم حل داخلی نسوت به خارجی سوب افزایش اختلاف دو روش حل می

 

  همختلف مادّ هایثابتجایی شعاعی برای های ضخامت و بارگذاری بر جابهاثر متغیر 88-4جدول 

 

 

  همختلف مادّ هایبتثاجایی محوری برای های ضخامت و بارگذاری بر جابهاثر متغیر 80-4جدول 

 

 

Mat. 

ID max,zU  
i 1 100P     i 1 200P     i 1 400P    

5R   10R   20R    5R   10R   20R    5R   10R   20R   

11MC  FSDT 0.0792 0.3192 1.2895  0.0393 0.1587 0.6324  0.0196 0.0778 0.3100 

FEM 0.0799 0.3207 1.3038  0.0394 0.1579 0.6325  0.0195 0.0777 0.3099 

12MC  FSDT 0.0770 0.3144 1.3093  0.0388 0.1561 0.6230  0.0193 0.0770 0.3067 

FEM 0.0791 0.3174 1.3327  0.0387 0.1553 0.6244  0.0192 0.0769 0.3059 

13MC  FSDT 0.0768 0.3102 1.2550  0.0382 0.1538 0.6164  0.0191 0.0766 0.3049 

FEM 0.0778 0.3126 1.3053  0.0383 0.1536 0.6173  0.0190 0.0767 0.3024 

14MC  FSDT 0.0745 0.3023 1.2545  0.0371 0.1497 0.5992  0.0184 0.0745 0.2980 

FEM 0.0764 0.3039 1.2809  0.0378 0.1489 0.6020  0.0186 0.0744 0.2955 

15MC  FSDT 0.0738 0.3002 1.2171  0.0367 0.1487 0.5956  0.0183 0.0740 0.2961 

FEM 0.0761 0.3052 1.2461  0.0374 0.1491 0.5977  0.0184 0.0741 0.2937 

16MC  FSDT 0.0723 0.2961 1.2034  0.0359 0.1465 0.5897  0.0179 0.0721 0.2915 

FEM 0.0758 0.3016 1.2458  0.0371 0.1475 0.5909  0.0182 0.0723 0.2901 

17MC  FSDT 0.0694 0.2901 1.1852  0.0346 0.1434 0.5798  0.0172 0.0713 0.2876 

FEM 0.0730 0.2952 1.2312  0.0366 0.1440 0.5799  0.0178 0.0716 0.2848 

18MC  FSDT 0.0680 0.2899 1.1787  0.0338 0.1426 0.5733  0.0168 0.0705 0.2856 

FEM 0.0728 0.2947 1.2260  0.0357 0.1430 0.5754  0.0174 0.0713 0.2824 

 

Mat. 

ID max,xU  
i 1 100P     i 1 200P     i 1 400P    

5R   10R   20R    5R   10R   20R    5R   10R   20R   

11MC  FSDT 0.0154 0.0469 0.1023  0.0078 0.0249 0.0632  0.0039 0.0122 0.0343 

FEM 0.0159 0.0476 0.1089  0.0080 0.0250 0.0637  0.0040 0.0126 0.0343 

12MC  FSDT 0.0153 0.0463 0.1018  0.0077 0.0245 0.0626  0.0039 0.0119 0.0336 

FEM 0.0158 0.0474 0.1085  0.0080 0.0249 0.0633  0.0038 0.0125 0.0337 

13MC  FSDT 0.0141 0.0455 0.1011  0.0076 0.0242 0.0624  0.0038 0.0118 0.0332 

FEM 0.0149 0.0471 0.1082  0.0078 0.0248 0.0629  0.0038 0.0125 0.0337 

14MC  FSDT 0.0148 0.0447 0.1006  0.0074 0.0241 0.0613  0.0037 0.0117 0.0329 

FEM 0.0150 0.0467 0.1073  0.0076 0.0245 0.0621  0.0038 0.0124 0.0333 

15MC  FSDT 0.0146 0.0447 0.1006  0.0073 0.0240 0.0610  0.0037 0.0117 0.0329 

FEM 0.0150 0.0466 0.1071  0.0076 0.0244 0.0618  0.0038 0.0124 0.0332 

16MC  FSDT 0.0143 0.0445 0.1003  0.0072 0.0228 0.0607  0.0036 0.0115 0.0323 

FEM 0.0149 0.0461 0.1065  0.0075 0.0233 0.0613  0.0038 0.0121 0.0329 

17MC  FSDT 0.0137 0.0441 0.1001  0.0068 0.0225 0.0602  0.0034 0.0113 0.0321 

FEM 0.0148 0.0459 0.1057  0.0074 0.0230 0.0606  0.0037 0.0119 0.0327 

18MC  FSDT 0.0135 0.0440 0.0998  0.0067 0.0224 0.0602  0.0033 0.0113 0.0323 

FEM 0.0148 0.0458 0.1053  0.0074 0.0229 0.0603  0.0037 0.0121 0.0332 
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ی جدار متغیر های محیطی و محوری در اسههتوانههای شههعاعی و محوری و تنشجاییتوزیع جابه

 با خواج جدار داخلینئوهوکیت ی ناهمقت هشههده از مادّسههاخته
12MC  تحت فشههار متغیر خطی در

شده در تحلیل دقت و قابلیت روش ارائه ایت کهرسهم شهده است. ایت نمودارها علاوه بر    41-4 شهکل 

ریولیت و -مونی ی نتایج مدلدهد، امکان مرایسههههای مختلف مواد هایپرامسههتیک را نشههان می مدل

 ، حاصههل9-4از قسههمت  81-4و  81-4های کند. در شههکلرا فراهم مینئوهوکیت 
1 22( )C C  برای

نئوهوکیت ی همتناظر با مادّ ر با ی مورد اسههتفاده برابهمادّ
12MC ها با ی ایت شههکلاسههت. مرایسههه

ی سههاخته نزدیک به یکدیقر بوده و پوسههته هجایی دو مادّدهد که مرادیر جابهنشههان می 41-4شههکل 

دهد. مرادیر حداکثر تنش مربوط به شان میهای مختلف رفتار مشابهی را نه با مدلشده از ایت دو مادّ

12MC اندکی بامتر از 
9MC   ها و فشههار جاییاثر ثابت ناهمقنی بر توزیع جابه 41-4اسههت. در شههکل

ی هی داخلی پوسته برای ثابت مادّهیدرواستاتیک در راستای طولی میه
11MC  .نشان داده شده است

 ی ناهمقتجایی و فشار هیدرواستاتیک در مراطع مختلف پوستهمرادیر جابه 89-4همچنیت در جدول 

ی هناهمقنی مختلف و ثابت مادّهای ثابتبرای 
15MC 41-4 ی مرادیر شکلآورده شده است. مرایسه 

ی ناهمقت از در پوسته مردار  دهد که کاهشنشان می 89-4و جدول 
11MC  به

15MC  برای فشار

شود. همچنیت ها و فشهار هیدرواستاتیک می جاییه و افزایش جابهیکسهان، سهوب کاهش مراومت مادّ  

تر شههدن توزیع آن در طول ک و یکنواختناهمقنی مثوت باعث کاهش فشههار هیدرواسههتاتیهای ثابت

با اعمال  84-4تر هستند. در جدول ی پوسهته شهده و از ایت نظر برای طراحی پوسهته مناسهب    جداره

ی هی ناهمقت از مادّ( به پوسته1-4و  4-4 هایجدولتوابع فشار و ضخامت مشابه )طوق 
16MC مردار ،

 یی داخلی پوسته آورده شده است. مرایسهدرواستاتیک در مراطع مختلف میهها و فشار هیجاییجابه

با کاهش اندک در مردار  حتی دهد کهنشهههان می 89-4بخش توابع خطی ایت جدول با نتایج جدول 

  ایت  ی نتایجاند. مرایسهجایی افزایش یافته(، فشار هیدرواستاتیک و جابهمقاپاسهکال  81/2)حدود

که در آن حاصههل  1-4جدول با جدول 
1 22( )C C ّی هدر ماد

9MC تر از بزرگ ّی هموجود در ماد

16MC ی هها و تنش در مادّدهد که سطح تغییر شکلاست، نشان می
16MC  .مطابق انتظار بامتر است
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جایی و فشار هیدرواستاتیک در نراط اشاره شده، رفتار مشابه پوسته ی تغییرات جابههمچنیت مرایسه

 دهد.را در ایت دو مدل مختلف در مرابل تغییر غیرخطی ضخامت و فشار نشان می

 

  

  
 ی )ب( محوری و تنش کوشی )ج( محیطی )د( محوریجایی )الف( شعاعبعد جابهتوزیع بی 41-4شکل 

iهای مختلف در راستای طولی استوانهبرای میه i1 1 12( 2, ( ) , ( ) ,MC )n P x P h x h   

  

 
 جایی )الف( شعاعی )ب( محوری بعد جابهاثر ثابت ناهمقنی بر توزیع بی 41-4شکل 

iی داخلی پوستهو )ج( فشار هیدرواستاتیک در راستای طولی میه i1 1 11( ( ) , ( ) ,MC )P x P h x h  
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 ی ناهمقتجایی و فشار هیدرواستاتیک در مراطع مختلف پوستهمرادیر جابه 89-4جدول 

iناهمقنی مختلف هایثابتبرای  i1 1 15( ( ) , ( ) ,MC )P x P h x h  

 
 

 ی داخلی جایی و فشار هیدرواستاتیک در مراطع مختلف میهمرادیر جابه 84-4جدول 

)16بع ضخامت و فشار مشابهی ناهمقت برای تواپوسته 2,MC )n  

 

 بندیجمع 0-2

ای و های اسههتوانهی موردی از پوسههتهدر فصههل جاری، نتایج حاصههل از حل تحلیلی برای چند مطالعه

، ثابت ناهمقنی و توابع فشار و ضخامت مختلف بررسی شد. نتایج های مادهمخروطی شکل دارای ثابت

دوّد در  یی اوّل و بسط اغتشاشی مرتوهتغییر شکل برشی مرتوه ینظریهکه دهد ایت فصهل نشان می 

ها و بینی تنشها کارامد هسهههتند و دارای دقت مطلوب در پیشتحلیهل مسهههائل غیرخطی پوسهههته 

ه بهای اشاره شده هستند. های هایپرامستیک ناهمقت برای هندسه و بارگذاریپوسهته  در هاجاییجابه

ی تغییر شههکل برشههی  توان از نظریهی اعتوار حل از نظر هندسههه و بارگذاری، میزهمنظور افزایش با

ی بامتر و یا در نظر گرفتت بارگذاری به شههکل دنوالقر متناسههب با تغییر شههکل پوسههته در طی مرتوه

 بندی نتایج ارائه شده انجاد خواهد شد.گیری و جمعبارگذاری استفاده کرد. در فصل بعدی، نتیجه

 

 

 
( 0.15)zU x    ( 0.65)xU x    ( 0)P x   

0.5z    0z   0.5z     0.5z    0z   0.5z     0.5z    0z   0.5z    

4n    0.1194 0.1112 0.1029  -0.0398 -0.0394 -0.0389  11.340 2.397 -6.544 

2n    0.1495 0.1391 0.1287  -0.0482 -0.0475 -0.0468  13.408 2.235 -8.937 

0n   0.1847 0.1717 0.1588  -0.0578 -0.0568 -0.0559  15.673 1.779 -12.114 

2n    0.2251 0.2092 0.1932  -0.0687 -0.0674 -0.0662  18.127 0.918 -16.291 

4n    0.2707 0.2514 0.2321  -0.0809 -0.0793 -0.0777  20.760 -0.483 -21.726 

 

 
zU   

xU   P  

0.15x   0.5x   0.85x    0.05x   0.25x   0.7x    0x   0.5x   1x   

i0 0,P h  0.2483 0.2403 0.2483  0.0408 0.0159 -0.0125  22.595 6.942 22.595 

i1 1,P h  0.1820 0.1607 0.1372  0.0266 -0.0205 -0.0601  14.484 5.459 13.016 

i 2 2,P h  0.1822 0.1695 0.1443  0.0289 -0.0105 -0.0634  14.827 6.096 13.573 

i3 3,P h  0.1812 0.1727 0.1505  0.0303 -0.0072 -0.0595  14.813 6.401 14.107 

i 4 4,P h  0.1609 0.1782 0.1608  0.0422 0.0389 -0.0319  14.762 6.582 14.762 

i5 5,P h  0. 1708 0.1196 0.1708  0.0085 -0.0301 0.0297  5.617 4.256 5.618 
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 مقدمه 9-9

شده های مخروطی شکل جدار متغیر تحت فشار متغیر ساختهدر ایت پژوهش در حالت عمومی پوسته

از مواد هایپرامسههتیک ناهمقت با تغییرات توانی خواج در راسههتای شههعاع پوسههته در حالت ترریواً    

ای هروابط سینماتیک و ساختاری غیرخطی پوسته دوّداند. در فصل تهناپذیر مورد تحلیل قرار گرفتراکم

ناپذیر ارائه شههدند و دسههتقاه  ای در حالت ترریواً تراکمریولیت دوجمله-اشههاره شههده برای مدل مونی 

های مخروطی جدار متغیر تحت فشار داخلی و خارجی متغیر برای سینماتیک معادمت حاکم بر پوسته

 بعدسههازیپس از بی سههوّدتغییر شهکل برشههی محاسههوه شهدند. در فصههل   ی ظریهن کغیرخطی به کم

اشات( اغتشی نظریهیافته )کمک بسط مجانوی تطویق ی ساختاری غیرخطی، بهمعادمت و اعمال رابطه

نظر گرفته شد و در مسهیله ر نراط دور از مرز برای دو حل داخلی در اطراف مرزها و یک حل خارجی د

های ضهههرایب و بردارهای ناهمقنی آنها اسهههتخراج ها به همراه ماتریساز ایت بخشمعهادمت هر یک  

ها و استفاده از شروط انطواقی، یک حل ی ثابتشهدند. نهایتاً با اعمال شهرایط مرزی گیردار و محاسوه  

 ایهکمک روابط ساختاری و سینماتیک، تنش جایی پوسته ارائه شد و بههای جابهیکپارچه برای مؤلفه

ازی سکوشی و فشار هیدرواستاتیک محاسوه شدند. در فصل چهارد نتایج حاصل از حل تحلیلی و مدل

ای و مخروطی جدار متغیر در حالت همقت و ناهمقت در قالب نمودارها های استوانهعددی برای پوسته

تحلیل ارائه شده های ها و محدودیتهایی ارائه گردید و اثر عوامل مؤثر بر حل تحلیلی، قابلیتو جدول

ی هایپرامسههتیک بر رفتار همادّ ی هندسههه و فشههار متغیر غیرخطی پوسههته و اثر تغییر مدلدر مطالعه

 شود.پوسته مورد بررسی قرار گرفت. در ادامه به تفسیر نتایج پژوهش جاری پرداخته می

 گیرینتیجهبحث و  9-6

 ارائه شده در ایت پژوهش عوارتند از: سازی عددیمهمتریت عوامل اختلاف نتایج حل تحلیلی و مدل
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 یتغییر شکل برشی با افزایش مرتوهی نظریههر دو حل ارائه شهده دارای ترریب هستند. در   (8

یل توان تحلها در راستای ضخامت پوسته میجاییشهده برای توزیع جابه نظر گرفتهترریب در

ها با بینی تنشمورد پیشی مورد بررسههی داشههت. ایت افزایش دقت در  مسههیلهتری از واقعی

تر خواهد بود. حل تحلیلی معادمت تغییر شهههکل برشهههی ملموسی نظریهی افزایش مرتوهه 

دو ارائه  ییافته تا مرتوهاغتشاشات برای بسط مجانوی تطویقی نظریهغیرخطی با استفاده از 

اده از اغتشاشات نسوت به استفی نظریهشهده اسهت. اگرچه به طور عمومی سرعت همقرایی   

های دیقر مشهابه در حل معادمت بسیار بامتر است، اما انجاد حل  و یا روش ی توانیهاسهری 

ج تواند سوب بهوود دقت نتایی غیرخطی بامتر میی بامتر در مسائل با درجهاغتشاشی مرتوه

بندی سههازی عددی نیازمند انجاد ترسههیمات شههعاعی و محوری و مش شههود. از طرفی مدل

 هایی با تغییرات غیرخطی،ا هندسه و بارگذاری پوسته است. بنابرایت برای هندسهمتناسهب ب 

 کند کهصههورت سههعی و خطا تغییر می انتخاب ایت ترسههیمات متناسههب با توابع مختلف به 

 تواند باعث ایجاد خطا شود. می

ها راف آنها تحت تاثیر شرایط مرزی در اطها و تنشجاییهمواره نراطی که تغییرات سریع جابه (0

شود، مرز تلاقی حل داخلی و خارجی هستند. حداکثر اختلاف بیت نتایج دو روش مشاهده می

-تر باشد، متغیر سریع انتخابتر و یکنواختتغییرات آراد چهشود. هر در ایت نراط مشاهده می

 MAEتواند با ایت تغییرات هماهنگ شود و دقت های داخلی با دقت بیشتری میشده در حل

ی مرتوه تغییر شکل برشی ینظریهها توسط بینی رفتار تنششود. در مورد دقت پیششتر میبی

های داخلی و در میهحالی که در  ؛گذار هستندبه تنهایی اثر wو  u های میانیاول، در میه

نظر گرفتت توزیع شود. همچنیت با توجه به دراضافه می و  ی خارجی خطای محاسوه

های داخلی به سمت میه zها در راستای ضخامت پوسته، با افزایش اثر متغیرجاییخطی جابه

 ،دهشیابد. در حل ارائهی میانی پوسته افزایش میو خارجی، امکان کاهش دقت نسوت به میه

 FEMو  FSDTشوند، اما دلیل اختلاف نتایج بینی میها در اطراف دو مرز به خوبی پیشتنش
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 یهای داخلی و خارجی پوسته، محاسوهها و فشار هیدرواستاتیک در نراط میانی میهدر تنش

خطای  به تشدیدی سینماتیک و ساختاری غیرخطی است که منجر ها با رابطهغیرمستریم تنش

شود. در واقع جایی به خصوج در حل خارجی میهای میدان جابهاندک موجود در مؤلفه

ی ثابت محاسوه
0

c کمک شرایط مرزی توسط  که در بخش حل خارجی نیز وجود دارد، به

شود. دور از مرز میجایی در نراط های جابهی مؤلفههای داخلی سوب ایجاد خطا در محاسوهحل

ها تشدید ها و سپس تنشی کرنشتواند با روابط غیرخطی در محاسوهمی اندکایت خطای 

 شود. 

ه در راسههتای شههعاعی در حل تغییرات جدار و فشههار در راسههتای طولی پوسههته و خواج مادّ (9

ر داعمال توابع ایت تغییرات حالی که شههود؛ در صههورت پیوسههته درنظر گرفته می تحلیلی به

شههود. افزار اعمال میشههده برای نردای بر اسههاس تعداد نراط تعریفصههورت نرطهانسههیس به

ته ای به پیوسشدن توزیع نرطهترکسوب نزدیهرچند  ،اعمال یک تابعافزایش تعداد نراط در 

های همقت در شود. افزایش تعداد میهمی مسیلهبندی شهود، اما باعث بروز مشکل در مش می

های جدار متغیر، سهههوب کاهش امکان ی ناهمقت در پوسهههتههای مادّی چندمیهسهههازمدل

سههازی در نراطی از پوسههته بندی یکنواخت در پوسههته شههده و باعث کاهش دقت شههویهمش

 شود.  می

های بار به که در نسوت درصد( 12)بامتر از  تر با میزان کرنش بامترهای بزرگر شکلدر تغیی (4

قر صورت دنوالافزار انسیس بهشود، بارگذاری فشاری توسط نردمتر ایجاد میی باهمراومت مادّ

ی بر اساس شرایط اولیه صورت نادنوالقردر حل تحلیلی بهحالی که شود؛ در نظر گرفته میدر

شود. مهمتریت دلیل اختلاف دو انجاد می که بارگذاری به آن وارد شده است، ای از پوستهمیه

ی بسهههط افزایش مرتوه تر همیت عامل اسهههت.ی بامتر و یا مواد ضهههعیفروش حل در بارها

 تواند تا حدی در بهوود نتایج حل، تاثیرگذار باشد. اغتشاشی نیز می
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 عوامل تاثیرگذار بر نتایج حل تحلیلی به شرح زیر هستند.

 Rت بهای جدار ثابت با متغیر ثای میانی به ضخامت پوسته که در استوانهنسهوت شعاع میه  (8

 یهای ضخیم، مرتوهی میزان نازکی پوسته است. در پوستهدهندهشهود، نشان نشهان داده می 

ی وهتغییر شکل برشی مرتی نظریهجایی بیشتر شده و ی بزرگی جابهبزرگی ضخامت از مرتوه

ینی بل مناسوی پیششکجایی در راسهتای ضهخامت پوسههته را به  تواند تغییرات جابهنمیاوّل 

ها در راسههتای ضههخامت پوسههته جاییی توزیع جابهنماید. در ایت حالت نیاز به افزایش درجه

ای هآورد. به طور کلی برای پوسههته دسههتبهتری از رفتار پوسههته بوده تا بتوان تحلیل واقعی

ع وزینظر گرفتت تقرار گرفته باشههند، در فشههار داخلی یا خارجیجدار ضههخیم که فرط تحت 

و  ارهای دوّمناسب خواهد بود. در پوستهاوّل ی تغییر شکل برشی مرتوهی نظریهخطی طوق 

ه ی بامتر به منظور تحلیل دقیق رفتار پوسهههتیا تحت تغییرات دمایی، نیاز به توابعی با مرتوه

شههده فاقد قابلیت های اشههارهدر بارگذاری FSDT ،هاوجود دارد. به خصههوج در توزیع تنش

و نازکتر شدن استوانه،  R. به طور عمومی با افزایش مردار استرفتار پوسته  دقیقبینی شپی

 های نازک تحتیابد. اما در پوستهافزایش میاوّل ی ی تغییر شهکل برشهی مرتوه  دقت نظریه

 نیزیرخطی های خطی و غاختلاف حل ،تر، با افزایش رفتار غیرخطی پوسهههتهبهارههای بزرگ  

ی دوّد در حل تا بسهط اغتشهاشهی مرتوه    MAEدقت روش رود که انتظار میبیشهتر شهده و   

 یابد. معادمت حاکم کاهش 

با افزایش رفتار غیرخطی پوسته، اختلاف حل داخلی و خارجی افزایش یافته و نیاز به استفاده  (0

 یابد.حل افزایش میبه منظور بهوود ترریب  و یا بامتر دوّدی از حل اغتشاشی مرتوه

در مدل اوّلیه ریولیت )مدول برشههی -افزایش نسههوت بارگذاری به مجموع دو ثابت مدل مونی (9

شههود. مشاهده شد که ها و تنش در پوسهته می ( سهوب افزایش میزان تغییر شهکل  نئوهوکیت

نئوهوکیت در مدل  ه، با کاهش مردار برای یک نسهههوت مشهههخص بارگذاری به ثابت مادّ

 کند. ها نیز کاهش پیدا میجایی و تنشسطح جابه
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سههوب افزایش رفتار غیرخطی پوسته، سهم  ناپذیری پوسهته به طور کلی افزایش میزان تراکم (4

تر پوسته نازک چهشود. هر در حل معادمت می MAEروش بیشتر حل داخلی و کاهش دقت 

ناپذیری ضههمت کاهش مردار زایش ضههریب تراکمبا اف باشههد، ایت رفتار تشههدید خواهد شههد. 

در  شود؛ناپذیری نیز کمتر میجایی شهعاعی، حسهاسهیت پوسهته نسهوت به میزان تراکم     جابه

 ایت کهبا توجه به  گذارد.جایی محوری اثر محسههوسههی نمی بر کاهش حداکثر جابهحالی که 

پذیر دارای نتایج معتور است، ناشهده در ایت پژوهش برای حالت ترریواً تراکم بندی ارائهفرمول

ینی بناپذیری بسههیار کوچک و یا بسههیار بزرگ قادر به پیشازای ضههرایب تراکمحل تحلیلی به

  صحیح رفتار پوسته نخواهد بود.

های خطی و غیرخطی ی حلی نسوی محدودهتغییرات طول پوسهته بیشتریت اثر را در اندازه  (1

، اثر وجود مرزها در حل کمتر شهده و سهههم حل  پوسهته بلندتر باشههد  چهدهد. هر نشهان می 

یاید. همواره با افزایش سهم حل داخلی و تنش افزایش می جاییخارجی در توزیع طولی جابه

سازی عددی در راستای طولی پوسته دو روش حل تحلیلی و مدل اختلاف ،نسوت به خارجی

 یابد. می افزایش

اع داخلی سهههوب افزایش قابل توجه مرادیر ، افزایش شهههعخطیدر اسهههتوانه با جدار متغیر  (1

شهود. در واقع افزایش شهعاع داخلی نسوت به بارگذاری اثر بیشتری بر افزایش   جایی میجابه

گذارد. با افزایش نسههوت شههعاع داخلی به میانقیت ضههخامت در طول ها میجاییسههطح جابه

تحلیل در  MAEو  FSDTپوسهته و افزایش بارگذاری، رفتار غیرخطی پوسته افزایش و دقت  

جدار خارجی و  با افزایش متناسهب ضخامت و فشار در یک استوانه با یابد. کاهش می پوسهته 

ی با وجود کاهش مرتوهدقت حل  ،ازای شهههعهاع داخلی ثهابت  فشهههار داخلی متغیرخطی بهه 

. در ایت حالت اثر هندسه نسوت به بارگذاری بر میزان تغییر کندپیدا میها کاهش جاییجابه

در اثر  FSDTها غالب خواهد بود. دلیل کاهش دقت حل در ایت حالت، کاهش دقت شهههکهل 

 ی تحت تاثیر شرایط مرزی پوسته است.افزایش ضخامت و افزایش ناحیه
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ه از مرادیر منفی به مرادیر مثوت سهههوب های ناهمقت، تغییر ثابت ناهمقنی مادّدر پوسهههته (1

های شههود. همچنیت ناهمقنیر پوسههته میهای شههعاعی و محوری دجاییکاهش میزان جابه

ها و فشههار هیدرواسههتاتیک در پوسههته، باعث توزیع مثوت ضههمت کاهش مرادیر حداکثر تنش

0nشود. در تر فشهار هیدرواسهتاتیک در راسهتای ضهخامت پوسهته می     یکنواخت  ، با افزایش

مثوت در جدار پوسته کاهش  و محوری محیطی هایه در راستای شعاعی، تنشهای مادّثابت

ه شکلی باشد کاگر بارگذاری و هندسه به کنند.های منفی در جدار آن افزایش پیدا میو تنش

تر شدن و کاهش های مثوت سوب یکنواختشده مثوت باشند، ناهمقنیهای اشهاره تماد تنش

ها در التی که تنششهههود. اما در حی پوسهههته میمرادیر حداکثر توزیع تنش در طول جداره

های کششی و ی خارجی فشاری باشند، کاهش تنشی داخلی پوسته کششی و در نیمهنیمه

های مثوت در مجموع به شههکلی خواهد بود که توزیع های فشههاری در ناهمقنیافزایش تنش

ی همقت دارای مرادیر حداکثر کمتری باشهههد. بنابرایت اسهههتفاده از هتنش نسهههوهت به مادّ 

ل تر تغییر شکتر و کوچکتوزیع یکنواختها سوب ای مثوت در طراحی ایت پوستههناهمقنی

 شود.و تنش می

ای و مخروطی جدار متغیر برای های استوانهبررسهی اثر فشار متغیر غیرخطی بر رفتار پوسته  (1

تحت فشههار ها پوسههته ایت در تحلیل MAEو  FSDTچند نمونه تابع فشههار غیرخطی، دقت 

در توابع فشهاری که مرادیر فشار حداکثر در وسط و یا در مرز  را نشهان داد.  متغیر غیرخطی 

ها، یجایتغییرات سهریعتر ایت دو تابع منجر به تغییرات سریعتر جابه  شهود؛ پوسهته اعمال می 

ی همپوشانی بسط داخلی تواند از دقت حل در ناحیهفشهار هیدرواستاتیک شده و می  تنش و

های محوری و محیطی و جایی شهههعاعی، تنشحداکثر جابه ،هالت. در ایت حابکاهدو خارجی 

فشار هیدرواستاتیک نسوت به حالت افزایش یا کاهش یکنواخت بار متناسب با تغییر ضخامت 

مردار حداکثر بارگذاری به مرزها  چهتوان نتیجه گرفت که هر د. مییهاب پوسهههتهه افزایش می 

 د شد. ها در کل پوسته کمتر خواهو تنش هااییجنزدیکتر باشد، مرادیر حداکثر جابه
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وان تبا افزایش تدریجی و متناسب ضخامت با فشار می ضخامت غیرخطی، توابعدر پوسهته با   (3

اعمال توابع مشهههابه ضهههخامت و فشهههار در  جایی را کاهش داد. مرادیر حداکثر تنش و جابه

ادیر حداکثر آنها در و تنش و کاهش مر جاییتر شههدن توزیع جابهسههوب یکنواخت ،هاپوسههته

یا اطراف دو  های ضخامت حداکثر در مرکز وی پوسته در حالتمرایسهشود. طول پوسته می

دورتر از مرزها و فشار حداکثر نزدیکتر  ،ضخامت حداکثر چهدهد که هر مرز پوسته نشان می

تاتیک در ها و فشهار هیدرواس ها، تنشجاییبه مرزها باشهد، پوسهته از نظر کاهش میزان جابه  

 هایشرایط بحرانی فشار بام و ضخامت کمتر به مرز چهوضعیت مطلوبتری است. در واقع هر 

گیردار نزدیکتر باشههند، مرادیر تغییر شههکل و تنش تحت اثر مرزها قرار گرفته و در سههطح   

شهههده در ایت پژوهش، توابع غیرخطی مانند. همچنیت برای موارد مطالعهتری باقی میپهاییت 

 ها نسوت به توابع ضخامت دارند. ها و تنشجاییثر بیشتری بر سطح جابهفشار ا

ای های مخروطی و استوانهتوان نتیجه گرفت که در پوستههای ایت پژوهش میاز مجموع قسهمت 

وان تابع هدف جهت ی داخلی دارای مرادیر بامتر تغییر شهههکل و تنش بوده و به عنتحت فشهههار، میه

شکلی هستند که مردار های بارگذاری فشاری بهشود. همچنیت مؤلفهگرفته مینظر طراحی پوسهته در 

 یی محوری اندکی از مؤلفهها نیز مؤلفهجایی شعاعی نسوت به محوری بیشتر است. در مورد تنشجابه

های فشار در راستای طولی نسوت به راستای شعاعی افزایش یابد، مؤلفه چهمحیطی بامتر هستند. هر 

جایی محوری مثوت و منفی در نراط دورتری از تر و نراط حداکثر جابهجایی محوری بزرگجابه مرادیر

تر و در ی حل خارجی یکنواختجایی و تنش در محدودهمرزهها ایجهاد خواهنهد شهههد. تغییرات جابه   

 هایهایی با تغییرات شهدیدتر است. وجود تنش ی دو مرز تحت تاثیر شهرایط مرزی دارای قله محدوده

شهههود. در جایی مییکنواختی شهههدیدتر در مرادیر جابههای گیردار سهههوب غیربرشهههی در اطراف مرز

های پوسته به غیر از نراطی از ای و مخروطی تحت فشار داخلی، ترریواً تماد بخشهای استوانهپوسهته 

ش کشههشههی هسههتند. فشههار هیدرواسههتاتیک و تنمحیطی تحت تنش  ،هاخارجی در اطراف مرزی میه

ها نیز دارای رفتار مشابهی هستند. به دلیل تغییر شکل مثوت و بزرگ پوسته در محوری در ایت پوسته
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گیرند. با دور شدن از های پوسته در راستای طولی و محیطی تحت کشش قرار میجهت شعاعی، المان

یردار از کششی تحت تاثیر شرایط گها تنشجایی شعاعی در اطراف مرزها، ی داخلی و کاهش جابهمیه

شده در  های اصلی ایجادکنند. از فشار هیدرواستاتیک به عنوان میانقیت تنشبه فشاری تغییر پیدا می

 شود.نیز ناد برده می هاسازه

ای هتوان در طراحی و تحلیل رفتار مکانیکی پوستهشده میاز نتایج ایت پژوهش و حل تحلیلی ارائه

وابع ناپذیر و تحت تامستیک همقت یا ناهمقت در حالت ترریواً تراکمای و مخروطی ضخیم هایپراستوانه

غییر تی نظریههای ترکیب ها و محدودیتمختلف فشار و ضخامت متغیر استفاده کرد. همچنیت قابلیت

زه اگرچه امرو ها نشان داده شد.اغتشاشات در استخراج و حل معادمت ایت پوستهی نظریهشکل برشی و 

های عددی بسیار رواج افزارهای صنعتی و روشگیری از نرداستفاده از کامپیوتر و بهره حل مسائل با

های تحلیلی در حل مسائل همچنان به قوت خود پابرجاست. یافته است؛ اما تمایل به استفاده از روش

ل ویهای تحلیلی در ایت است که ارتواط رفتار سیستم با پارامترهای آن از قمزیت استفاده از روش

ی هندسه، بارگذاری، شرایط مرزی و .... به راحتی قابل توصیف است. به ویژه زمانی که هدف مطالعه

لی باشد، روش تحلیسازی آن با سعی و خطا پارامتریک اثر یک متغیر بر روی رفتار سیستم و بهینه

توان با تحلیلی میهای تواند زمان محاسوات را به مردار قابل توجهی کاهش دهد. همچنیت در حلمی

سازی مجدد و سعی و خطا بدون نیاز به مدل مسیلهمتناسب با شرایط  تغیرات اندک در ابتدای برنامه

صورت پیوسته و دقیق بندی نهایی و همچنیت با اعمال توابع بهدر ترسیمات شعاعی و محوری و مش

های عددی و تحلیلی با توجه اده از روشمطابق با روابط ریاضی آنها مسائل را تحلیل کرد. در واقع استف

 تواند ابزاری سودمند را برای پژوهشقران جهت تحلیل مسائل فراهم آورد. های هرکداد، میبه محدودیت

اپذیر نای در حالت ترریواً تراکمریولیت دوجمله-مونی تمرکز اصلی نتایج در ایت رساله بر روی مدل

 توانری بوده است. اما همانطور که اشاره شد، از روش ارائه شده میمستیک و امستومو برای مواد شوه

ای عمومی های چند جملهتوان به مدلهای دیقر مواد هایپرامستیک نیز بهره برد. از جمله میدر مدل

تر عروم خونی دارای یک بخش گرایانههای واقعمدلههای مواد زیسهههت نرد اشهههاره کرد.  و یها مهدل  
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اس شکل نمایی بر اسها بهرد و یک بخش ناهمسانقرد هستند که در بیشتر پژوهشهمسانقنئوهوکیت 

 پایاهای عددی بامتر تانسهور کرنش 
4 6

( , ,...)I I شوند. روابط ساختاری غیرخطی ایت نظر گرفته میدر

ی غیرخطی سههایی با هندکمک روش جاری در معادمت وارد کرد و رفتار پوسته توان بهها را میمدل

های متعددی در ایت زمینه انجاد گرفته اخیر پژوهش یدههبهه ایت عروم را تحلیهل کرد. در    نزدیهک 

آل از نظر شکل هندسی بوده است. های ایدهاسهت که تمرکز بخش قابل توجهی از آنها بر روی پوسهته  

د امستومر مخصوج و شده از مواهای اخیر رویکرد اسهتفاده از عروم خونی مصهنوعی ساخته  در سهال 

به شدت افزایش یافته است. شکل ایت عروم مصنوعی  نیز شریانی هایانداد عروقی مصهنوعی در پیوند 

ل آای و یا مخروطی جدار متغیر ایدههای استوانهتر به پوستههای واقعی بسیار نزدیکبر خلاف شهریان 

ها از موادی منطوق بر طراحی ایت سازهسازی، تحلیل و تواند در مدلهسهتند؛ بنابرایت روش جاری می 

 کار گرفته شود.شده در آنها بههای استفادهمدل

اطلاعات د توانمی شههدهبه همراه نتایج بررسههی شههده در ایت پژوهشهای حل تحلیلی ارائهقابلیت

 مفیدی را برای دانشمندان در خصوج موارد زیر ارائه دهد.

برای عروم خونی )طویعی یا مصنوعی، همسانقرد یا  ترهای هایپرامسهتیک واقعی تحلیل مدل (8

 ناهمسانقرد(

ها در اثر تجمع بررسی تغییرات در جدار داخلی یا خارجی عروم خونی ناشی از تصلب شریان (0

 [30،38،32عروم در اثر بیماری یا افزایش ست ]های چربی یا اتساع پلاکت

 [39شریانی ] هایبه منظور استفاده در پیوندطراحی عروم مصنوعی ناهمقت  (9

ی حل تحلیلی برای مسههائل ناهمقت بوده اسههت و در مورد  در ایت پژوهش تمرکز اصههلی بر ارائه

 بر روی ایت مواد شدهانجادهای تجربی تابعی هایپرامسهتیک و یا آزمایش  متغیرچقونقی سهاخت مواد  

وسیع در صورت به FGزمانی که امستومرهای  ی ایت پژوهش معترد استاست. نویسنده بحثی نشهده 

ای تواند یک ابزار قابل اتکع و کاربردهای مهندسی مورد استفاده قرار گیرند، نتایج ایت مطالعه میصنای

های از ایت جنس در اختیار مهندسههان قرار دهد. روش بینی رفتار مکانیکی سههازهعددی را جهت پیش
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اد در طراحی مواد جدید، تحلیل تنش و ی موتواند در دو زمینه برای پژوهشههقران حوزهشههده میارائه

اوّل ی هایی از جنس ایت مواد متناسب با کاربردهای مورد نظر مفید واقع شود. در زمینهطراحی سهازه 

 تابعی با متغیرهای مواد در مدل ی تغییر شهههکل و تنشیندی مشهههابه به محاسهههوهتوان با طی فرامی

قداد ا مسیلهبا تابعی مشخص برحسب متغیرهای هندسی  هاثابتی مشخص و تغییر ایت همادّهای ثابت

ها را به ی پوسههتهجایی و تنش در طول جدارهتوانند توزیع جابهپژوهشههقران می دوّدی کرد. در زمینه

ه در طول جداره بر اساس سعی و خطا مادّهای ثابتعنوان متغیر )تابع( هدف از طریق انتخاب و اصلاح 

شود تا با ی اخیر، تلاش میمناسهب دسهت یابند. در شهیوه    FGMهای ثابتع کنترل نمایند تا به توزی

ی تنش، فرکانس ارتعاشی، تغییر شکل و یا هر ه بر اسهاس رسهیدن به توزیع بهینه  مادّهای ثابتتغییر 

ی ناهمقت و تابع توزیع مطلوب خواج را تعییت نمایند. ایت روش در همادّ هایثابتتابع هدف دیقری، 

ها با توجه به ماهیت [. همچنیت در برخی پژوهش808] باشدمی FGترش به مواد امستومری حال گس

تجربی و  هایمستیک و مستیک ناهمقت سعی شده است تا با ترکیوی از آزمایششوه توابع پاسخ مواد

جود و ایت که. با توجه به [883] به تعییت توابع پاسهههخ ایت مواد پرداخته شهههودتحلیلی های برنهامه 

تجربی تعییت خواج ایت  هایآزمایشمستیک سوب بروز پیچیدگی و خطا در ناهمقنی در مواد شهوه 

شود. های تجربی استفاده میی طراحی در کنار آزمایشها از یک برنامهشهود، در ایت پژوهش مواد می

های ایت برنامه بر اسههاس یک مدل سههاختاری خاج با تغییرات مشههخص خواج و منطوق بر سههاختار

ی طراحی حاوی اطلاعات فیزیکی و شهیمیایی مورد نیاز در تغییرات خواج شهکل گرفته است. برنامه  

 کار گرفتهیند طراحی ایت مواد بهاتواند در فرمواد ناهمقت است که می تغیرات خواجی ضروری درباره

سازی ساخت و بهینه تواند در طراحی،شده میهای اشارهشده به همراه پژوهشی حل ارائهشهود. شیوه 

 گرفته شود.  کاربهمستیک ناهمقت مواد شوه

 پیشنهادها 9-9

 ی پژوهش حاضر، موارد زیر قابل بررسی و مطالعه هستند.به منظور توسعه
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 هاهای غیرخطی پوستهنظریهاستفاده از سایر  (8

 ی بامترهای تغییر شکل برشی مرتوهنظریهاستفاده از  (0

 یافتهبامتر در روش بسط مجانوی تطویق هایمرتوهبررسی لزود حل  (9

های دیقر مواد هایپرامستیک )با درجات بامتر، توزیع غیرتوانی و یا بر اساس اسهتفاده از مدل  (4

 های اصلی(کشیدگی

 سازی مواد ناهمقت )تابع نمایی، توزیع حجمی(استفاده از توابع دیقر برای مدل (1

 رد در حالت عدد وجود ترارن محوریهای ناهمسانقی حل مشابه برای پوستهارائه (1

 اغتشاشاتی نظریهکمک  ناپذیر بهتراکم دقیراً بررسی امکان حل معادمت حاکم در حالت (1

 های بزرگنظر گرفتت بار فشاری در تغییر شکلدنوالقر در (1

ا ب هاها و تیرهای کروی، ورممانند پوستهاز جنس مواد هایپرامستیک  های دیقرتحلیل سازه (3

 مشابهروشی 

 تر )بیضوی، هذلولوی، سهموی و ...(های مختصات پیچیدهاستفاده از دستقاه  (82

 و ...شی، خمشی و ...(، حرارتی، چرخشی های مکانیکی )محوری، پیچاعمال بارگذاری  (88

 و کمانش غیرخطی آن های مشابهبررسی پایداری پوسته  (80

 عی و شکل مد سازههای طویی فرکانسو محاسوههای مشابه حل دینامیکی پوسته  (89

در تعییت خواج  سههازی عددیو مدل مشههابه تحلیلی روش، های تجربیاسههتفاده از آزمایش  (84

 مستیک و امستومر و طراحی آنهامواد شوه

در تعییت دقیق سههازی عددی و مدل مشههابه تحلیلی روشتجربی، های اسههتفاده از آزمایش  (81

 های زندهشکل هندسی و خواج بافت
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Abstract 

 

 
The aim of this study is to present an analytical solution for non-linear elastic analysis of 

cylindrical and truncated conical thick shells with variable thickness under non-uniform 

pressure made of hyperelastic materials in quasi-static state. The material of the shell is 

generally considered as hyperelastic functionally graded isotropic material based on two-

term Mooney-Rivlin and neo-Hookean models in nearly incompressible state with 

radially variation of material properties. The variation of the thickness and pressure 

profiles of the vessel are considered in axial direction by linear and/or nonlinear functions. 

As geometry, loading and boundary conditions are symmetric respect to revolution axis 

of the shell, the axisymmetric condition is considered for the problem. Considering non-

linear kinematics (strain-displacement) and constitutive (stress-strain) relations for the 

shell, the governing equations are derived based on first-order shear deformation theory. 

The system of nonlinear coupled ordinary differential equations with variable coefficients 

is solved by the usage of perturbation theory for clamped boundary conditions. By the 

usage of Matched Asymptotic Expansion (MAE) of the perturbation theory, inner and 

outer equations along with coefficient matrices and non-homogeneity vectors up to the 

second-order perturbed expansion are presented. Finally, a composite uniform solution is 

presented for the components of displacements by the usage of matched and boundary 

conditions and Cauchy stresses are calculated indirectly based on non-linear kinematics 

and constitutive relations. In order to validate the results of the current analytical solution, 

a numerical modeling based on finite element method (FEM) by the usage of ANSYS 

software is investigated. The results of analytical solution and numerical simulation for 

cylindrical and truncated conical shells with variable thickness in homogeneous and non-

homogenous cases show the convergence of the presented solutions.  

   

Keywords: Variable thickness cylinder, Thick-walled cone, Shear deformation theory, 

Perturbation theory, Matched Asymptotic Expansion (MAE) method, Mooney-Rivlin 

model, Nearly incompressible hyperelastic materials. 
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