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 تقديم به    
 
     روان پاك پدرم، كه به من درس زندگي آموخت  

       و
       مادر مهربان و همسر فداكارم به پاس تمامي زحماتشان

       و
       دختر عزيزم به اميد فردايي روشن     
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  رتقدير و تشك

پس از حمد، سپاس و ستايش خداوند لازم مي دانم تقدير و تـشكر ويـژه خـود را از زحمـات بـي دريـغ،                          

تلاشهاي بي وقفه و راهنمايي هاي ارزشمند اساتيد گرامي جناب آقاي دكتر مغربي و جنـاب آقـاي دكتـر                    

ا و همكـاري هـاي      همچنين بجاست از راهنمايي ه ـ    . بصيرت تبريزي در راستاي انجام اين رساله ابراز دارم        

جناب آقاي پروفسور ولفگانـگ مـاركوارت رياسـت محتـرم انـستيتوي تحقيقـاتي مهندسـي سيـستمهاي                   

 آخن آلمان كه امكان تحقيق و پژوهش اينجانب در انستيتوي مذكور را فراهم              RWTHفرايندي دانشگاه   

نعتي شـاهرود كـه افتخـار    از اساتيد بزرگوار دانشكده مهندسي مكانيك دانشگاه ص .نمودند قدرداني نمايم

 از زحمات و حمايتهاي پدر، مادر و همسر  نيزدر انتها. شاگردي ايشان را داشته ام نيز صميمانه سپاسگزارم

 همواره مشوق و پشتيبان اينجانب بوده انـد كمـال تـشكر و قـدرداني را                 ،عزيزم كه در طي دوران تحصيل     

  .دارم
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  چكيده

خـواص  . آيندهاي صنعتي مانند ريخته گري و جوشكاري ، پديـده انجمـاد رخ مـي دهـد                در بسياري از فر   

ريز ساختارهاي .  وابسته است2 به ساختار ماده در ريز مقياس1مقياس فيزيكي ماده منجمد شده در درشت

 عوامل متعددي از جمله نرخ سرد كردن ، گراديان دمادر سـطح مـشترك               هتشكيل شده در حين انجماد ب     

  .  مايع، تنش سطحي و سرعت سطح مشترك بستگي داردجامد ـ

براي اطمينان از كيفيت و قابليت اطمينان ماده  منجمد شده و براي دست يابي بـه مـاده اي بـا كيفيـت                        

مهمترين پارامترهايي كه بـر ريـز سـاختار    يكي از . مورد نظر نيازمند به كنترل فرآيندهاي انجماد هستيم         

 در انجماد مواد خـالص و ضـخامت   ، سرعت سطح مشترك جامد ـ مايع استر ماده تشكيل شده تأثير گذا

لذا كنترل دو پارامتر مذكور براي حصول قطعه اي با كيفيـت            .  در انجماد آلياژهاست   3ناحيه دوفازي مياني  

بنـابراين  .  هدف اصلي تحقيق حاضـر خواهـد بـود            در فرايندهاي انجماد فلزات خالص و آلياژها،       مورد نياز 

 شرايط مرزي در سطوح قالب به گونه اي كه منجر به دست يابي به سـرعت مطلـوب و همچنـين         محاسبه

 شود امري ضروري خواهد بود كه اين مسأله در دسته مسائل معكوس حرارتي طبقه               ضخامت ناحيه مياني  

  .بندي مي شود

ــر در  ــساله ا   اكث ــاربرد آن در م ــال حــرارت معكــوس و ك ــه انتق ــه در زمين ــي ك ــشهاي قبل ــاد  پژوه نجم

  .انجام شده، اثر ناحيه مياني لحاظ نشده است) جوشكاري و ريخته گري(آلياژها

 كـه بـه    اسـت  و وابسته به كسري از مـاده  بوده خواص ترموفيزيكي متغير بااين ناحيه يك ناحيه دو فازي       

مـايع  -لذا در اين رساله تلاش بر آن است كه كنترل حركت سـطح مـشترك جامـد    .جامد تبديل مي شود  

 در ايـن تحقيـق ابتـدا تـابع         .ت حضور ناحيه مياني توسط روشهاي انتقال حرارت معكوس صورت گيرد          تح

                                                 
1 Macro scale 
2 Micro scale 
3 Mushy Zone 



ح 

هدف بر مبناي اختلاف دماي بين دماي مطلوب و محاسبه شده در موقعيت مطلوب سطح مشترك تعريف  

  .شده و با استفاده از روش گراديان مزدوج بهينه مي شود

صـحت  . ه موجود، از فرمول بندي آنتالپي استفاده شده اسـت         جهت جلوگيري از حل معكوس در سه ناحي       

روش و كد كامپيوتري نوشته شده ابتدا توسط اعمال شار حرارتي معلوم و ثبت دما در نقـاط مشخـصي از                     

دامنه محاسباتي تاييد و سپس كد تاييد شده براي كنترل سرعت و شكل سطح مشترك در مختصات يك               

  .و دو بعدي استفاده شده است

ايج به دست آمده نشانگر اين مطلب است كه با اعمال شار كنترلي به صـورت همزمـان در دو مـرز، بـه                        نت

شار حرارتي بدست آمده براي كنتـرل       . راحتي مي توان ضخامت و حتي شكل ناحيه مياني را كنترل نمود           

 مـايع  ضخامتهاي ثابت و متغير ناحيه مياني نشان داد كه در سمت جامـد هميـشه سـرمايش و در سـمت         

از آنجا كه كيفيـت آليـاژ تـشكيل شـده در حـين              . بسته به ضخامت ناحيه نياز به گرمايش نيز وجود دارد         

فرآيند انجماد به شدت به ضخامت ناحيه مياني وابسته است، نتيجه مي شود كه مي تـوان بـا اسـتفاده از                      

 براي كاربردهاي مـشخص  روش پيشنهادي در اين رساله به آلياژهايي با كيفيت و خواص مكانيكي مطلوب   

  .دست پيدا كرد

بنا بر اين رساله حاضر به عنوان يك كار تحقيقاتي دانشگاهي از اهميت ويژه اي برخوردار است به نحوي 

كه نتايج حاصل از آن مي تواند در راستاي رفع نيازهاي صنايع مرتبط و بهبود كيفيت قطعات توليد شده 

  .مفيد واقع شود
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  معكوس حرارتيمسائل  -1-1

 رياضـي و    ، در سالهاي اخير مورد توجه علوم مختلفي از جمله مكانيـك، هوافـضا             1مسائل معكوس حرارتي  

 انـدازه گيـري دمـا و يـا شـار            ،ناي مسائل معكوس حرارتي   مب.  شيمي و علوم هسته اي بوده است       ،فيزيك

 مسائل ،به عنوان مثال.   براي تخمين مقادير مجهولي در تحليل يك مسأله دخيل هستند كهحرارتي است

) شار حرارتي در يك مـرز   ( مجهولبه تخمين يك شرط مرزي     مربوط ،)IHCP(معكوس هدايت حرارتي    

بنـابراين در مـسائل مـستقيم    . هـستند   شده در داخل دامنه مـورد نظـر       با استفاده از دماهاي اندازه گيري     

 بوسـيله حـل     ،)ميدان دما در داخل جسم      ( جزو معلومات بوده و اثر       ،)شار حرارتي در مرز     (حرارتي، علت   

 مسائل معكوس حرارتي به تخمين علت مجهول با استفاده از اثر  در اما،معادلات حاكم مشخص خواهد شد

  . پرداخته مي شود مطلوب معلوم يا اثر

 طبقه بندي مي شوند چون ممكن اسـت حـل       2تي از نظر رياضي جزو مسائل ناهنجار      مسائل معكوس حرار  

 همچنـين تـأثير     .چنين مسائلي ناپايدار شود و يكتايي جواب فقط براي حالات خاصي قابـل اثبـات اسـت                

ها به ورودي بسيار حساس است و       خطاهاي پارامترهاي ورودي در پاسخ هاي خروجي شديد بوده و حل آن           

  .]2, 1[به همين جهت براي دستيابي به پاسخ بايد به تكنيك هاي ويژه اي متوسل شد

 L از مسائل معكوس حرارتي، مسأله هدايت حرارتي يك بعدي گذرا در يك ديوار به طول   يبه عنوان مثال  

)اي اوليه ديوار    دم توزيع   .را در نظر بگيرد    )F x      0بوده و براي زمانهايt )يك شـار حرارتـي      < )f t  در

0xمرز   x همچنين مرز  .اعمال مي شود   = L=     در دماي ثابتLT    صورت رياضـي    .نگه داشته مي شود 

   :]3[مسأله فوق به شكل زير خواهد بود

For 0t >  0 x L< <  in ( ) p
T Tk c

x x t
ρ∂ ∂ ∂

=
∂ ∂ ∂

 

                                                 
1 Inverse Heat Transfer Problems (IHTP) 
2 Ill-Posed 
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For 0t >  0x =  at ( )Tk f t
x

∂
− =

∂
 

For 0t >  x L=  at LT T=  

In 0 x L< <  0t =  for ( )T F x=  

  

)براي حـالتي كـه شـرايط مـرزي       )f t  وLT   شـرط اوليـه ،( )F x    و خـواص ترمـوفيزيكيρ ،pc وk 

) دماي عبه تعيين توزي   مشخص باشند مساله فوق    , )T x t     كـه  محدود مي شـود      در داخل جسم مورد نظر

  .مي گرددجزو مسائل مستقيم طبقه بندي 

) شرط مرزي،حال مساله قبلي را به گونه اي در نظر بگيريد كه به عنوان مثال )f t  مجهول باشد اما ساير

)ف مسأله معكوس محاسبه شرط مرزي     هد. پارامترهاي مساله معلوم باشند    )f t          مي باشـد كـه ايـن امـر

) نيازمند معلوم بودن توزيع دماي     , )T x t    اين توزيع دماي  .  در داخل جسم است ( , )T x t ي توانـد بـه    م ـ

پس مسأله معكوس شـامل  . تفاوت مشخص شودوسيله اندازه گيري در نقاط مختلف جسم و در زمانهاي م          

)تخمين تابع    )f t                 مـسأله  . به عنوان شرط مرزي براي رسيدن به توزيع دماي انـدازه گيـري شـده اسـت

)معكوس فوق شامل تخمين شرط مرزي  )f t  شرايط اوليه و خواصاما در دسته اي ديگر از مسائل، بوده 

  . د به عنوان مجهول مسأله در نظر گرفته شوندننترموفيزيكي نيز مي توا

در ايـن  . در دسته اي ديگر از مسائل معكوس، هدف، طراحي و كنترل سيـستم هـاي حرارتـي مـي باشـد                    

مثلاً خواهان اعمال شرايط دمايي و شـار حرارتـي خاصـي            . مسائل انتظار خاصي از سيستم مورد نظر است       

هدف اين مسائل، يافتن ورودي ها براي دستيابي بـه خروجـي مطلـوب مـي      . ستيمروي سطح مشخصي ه   

 امـا شـرايط مجهـول     ،به عبارت ديگر شرايط روي سطح هايي كه سطح هدف نام دارند معلوم اسـت              . باشد

  . مت هاي مسأله بايد تعيين شوندسروي ساير ق
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  مسائل معكوس حرارتي همراه با تغيير فاز  -1-2

در سـطح مـشترك     . هـستند ) ذوب يا انجمـاد     (ر فاز همراه با جذب يا آزاد شدن انرژي          مسائل شامل تغيي  

 حـرارت  ،موجود در اين فرآيندها در حاليكه دو فاز با خواص ترموفيزيكي متفاوت از يكديگر جدا مي شوند          

 دما و سرعت در سـطح مـشترك جامـد ـ     ،در مسائل معكوس شامل تغيير فاز. نهان جذب يا آزاد مي شود

ايع مشخص هستند و دما يا شار حرارتي در مرز براي داشتن چنين دما و سرعتي در سـطح مـشترك از                      م

 سرعت سطح مشترك    ، يكي از مهمترين پارامترها در ريخته گري و رشد كريستالها          .مجهولات مسأله است  

ن تركيـب   عـلاوه بـر اي ـ  .را تعيين مي كند) ريخته شده (جامد ـ مايع است كه كيفيت ماده منجمد شده  

 اندازه ونوع ريز ساختارها را در يك ماده در حال انجماد مـشخص  ،سرعت و گراديان دما در سطح مشترك      

ريز ساختارهاي متفاوتي را در انجماد آلياژها با تغييرات سـرعت      ) 1-1(به عنوان مثال شكل     . ]4[مي كنند 

ملاحظه مي شود كه با كنترل اين       . نشان مي دهد   G، و گراديان دماي سطح مشترك       Vسطح مشترك   

پـس هـدف در حـل مـسائل كنتـرل           . هاي مطلوب دست پيدا كرد    پارامترها مي توان به موادي با كيفيت        

 تعيين شرايط مرزي مجهول براي دستيابي به سرعت و گراديان دماي معلوم             ،انجماد آلياژها و مواد خالص    

  .در سطح مشترك است

 هم براي آلياژها و هم براي مواد خالص مي توانـد صـورت            ،سرعت در سطح مشترك    كنترل گراديان دما و   

) دمـاي ذوب  ( دماي سطح مشترك ثابت بوده و انجماد در يك دمـاي ثابـت               ،ر انجماد مواد خالص   د. گيرد

 انجمـاد در يـك      ،اما در انجمـاد آلياژهـا     . روي مي دهد و مسأله تنها شامل دو فاز مايع و جامد خواهد بود             

 فـاز سـومي بـه نـام         ،دماي ثابت رخ نداده و در يك بازه  دمايي اتفاق مي افتد و علاوه بر فاز جامد و مايع                   

بـوده و خـواص در   ) تركيبي از فاز جامد ـ مايع  (حضور خواهد داشت كه يك ناحيه دو فازي ناحيه مياني 

بنابر اين در انجماد آلياژها ناحيـه سـومي هـم حـضور خواهـد           . اين ناحيه داراي مقادير ثابتي نخواهند بود      

  .ك لحاظ شودداشت كه بايستي در تحليل مسائل معكوس و كنترل سطح مشتر
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  ]5[ساختارهاي مختلف سطح مشترك در گراديان هاي مختلف دما): 1-1( شكل

پژوهشهاي صورت گرفته در مورد مسائل كنترل سطح مشترك در آلياژها فاقد اين قسمت بوده و كنتـرل                  

 در اين پايان نامه تلاش بر ايـن  .صورت گرفته استمياني سطح مشترك بدون در نظر گرفتن اثرات ناحيه        

 كه از اين لحـاظ يـك كـار    ،انجام پذيردناحيه مياني است كه كنترل سطح مشترك جامد ـ مايع با حضور  

  .  محسوب مي شودجديد

  

  مروري بر پژوهشهاي گذشته  -1-3

تند را مي توان در گروههـاي زيـر   هس) ذوب يا انجماد (مسائل معكوس انتقال حرارتي كه شامل تغيير فاز       

  : طبقه بندي نمود 

  .مسأله شامل تخمين خواص و حرارت نهان در طي فرايند انجماد. 1

مسأله انجماد كه شامل محاسبه سطح مشترك جامد ـ مايع و محاسبه شار حرارتي مرزي با استفاده از  . 2

  . اندازه گيري دما در ناحيه مايع و جامد است
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و ) سرعت( و كنترل انجماد كه شامل محاسبه شرايط مرزي لازم براي رسيدن به حركت              مسأله طراحي . 3

   .گراديان دماي مطلوب، درسطح مشترك است

مسأله تخمين مقاومت حرارتي تماسي يا ضريب انتقال حرارت بين مذاب و قالـب در طـي فرآينـدهاي                   . 4

  . انجماد

ندي شده اند هم مربوط به انجمـاد آلياژهـا و هـم             پژوهشهاي صورت گرفته كه در چهار گروه فوق طبقه ب         

 دسته فوق، گروه سـوم از اهميـت فـوق العـاده اي در فرآينـدهاي انجمـاد                   4از ميان   . مواد خالص هستند  

 آلياژها مي توان به مـاده اي بـا           برخوردار است، چرا كه با كنترل پارامترهاي مؤثر بر انجماد مواد خالص يا            

  . طي فرآيندهاي جوشكاري به يك اتصال جوش مقاوم و مطمئن دست يافتكيفيت و شكل مطلوب و در 

مهمترين پارامترهايي كه بر كيفيت قطعه ريخته شده مؤثر هستند، سرعت سطح مشترك جامد ـ مـايع و   

گراديان دماي سطح مشترك در سمت جامد يا مايع هستند كه باعث افـزايش مقاومـت قطعـه در مقابـل                     

 ابتدا نمونه هايي از تحقيقـاتي كـه در زمينـه هـاي مختلـف      ، در ادامه.مي شوند تنشها و خستگي حرارتي     

در سالهاي مختلف انجام پذيرفته معرفي و سپس تاريخچه مسائل مربـوط             انجماد    معكوس مرتبط با مساله  

  .به كنترل سطح مشترك در فرآيندهاي انجماد به تفصيل بررسي خواهد شد

با استفاده از روش انتگرالي، مسأله معكوس شامل تغييـر فـاز را              ]6[و همكارانش  1زاباراس،  1988در سال   

فتن شرايط مرزي مناسب براي رسيدن به سرعت مطلوب  سطح مـشترك             اين روش براي يا   . حل كرده اند  

 همچنين ذكر شده كه مي توان با ايـن روش و اسـتفاده از دماهـاي انـدازه         . است مورد استفاده قرار گرفته   

گيري شده توسط ترموكوپل، حركت سطح مشترك را براي حالتي كه شار سطوح معلوم است، پيش بيني                 

  . نمود

                                                 
1 Zabaras 
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 نيز با استفاده از روش انتگرالي بالانس حرارتي به حل مسأله معكوس انجمـاد پرداختـه                 ]7[1همچنين رن 

 سطح مكان حالتي كه دردر اين تحقيق نيز مسأله يك بعدي انجماد براي هر دو ناحيه جامد و مايع   . است

مشترك به صورت 
1

1 ( )nS βτ=   .  در نظر گرفته شود حل شده است−

كوس شامل تغيير فاز براي پيش بيني رشد لايه هاي  از مسأله انتقال حرارت مع]8[انش  و همكار  2تادراري

اين لايه هـاي محـافظ از       . كرده اند محافظ تشكيل شونده روي ديوارهاي آجري كوره هاي القايي استفاده           

در اين پـژوهش بـا اسـتفاده از شـرايط محـيط             . خورده شدن ديوارها توسط گدازه ها جلوگيري مي كنند        

 يك نقطه داخل ديوار آجـري و بـا اسـتفاده از روش گراديـان مـزدوج،      خارجي كوره و اندازه گيري دما در 

ت ترموكوپـل    و اثر پارامترهاي مختلف از جمله موقعي       شدهضخامت و حركت لايه هاي محافظ پيش بيني         

  .روي آن بررسي مي شود

بـراي  .  ارزيـابي نمـوده انـد      يبراي دو حالت خاص، مسأله معكوس انجماد را به طور تحليل           ]10, 9[راجعم

سطح مشترك به صورت     حالتي كه مكان    
1
2( ) 2 ( 2 2), ( )t t t tξ ξ

−
= + −  باشد، جواب دقيـق مـسأله       =

براي مـاده  خـالص بـا خـواص     (معكوس استفان براي ميدان دما و شرايط مرزي به صورت زير خواهد بود             

  ).ثابت 

1/ 2

1/ 2

( , ) , ( , ) exp(1 2 (1 ) / 2) 1
( ) , ( ) exp(1 2 / 2) 1

t x

t

u x t e u x t x t
t e t tϑ ϑ

− −

−

= = − + + −

= = − + −
 

 و 4روان. نـد نيـز بـه ارزيـابي ضـريب انتقـال حـرارت در انجمـاد آلياژهـا پرداختـه ا          ]11[3اسلوديكا و شپر  

با استفاده از دماهاي اندازه گيري شده در نواحي جامد و مايع، ضريب انتقـال حـرارت          نيز   ]12[همكارانش

  .نموده اند محاسبه  راتماسي بين قالب و قطعه در انجماد آلياژها

                                                 
1 Ren 
2 Tadrari 
3 Slodicka and Schepper 
4 Ruan 
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مـان بـه تعيـين       با استفاده از روش انتقال حرارت معكوس در فرايندهاي انجماد، به طور همز             ]13[ تلجكو

نتـايج محاسـبه ضـريب انتقـال        .  حرارت نهان در طي انجماد فولاد پرداخته است        ضريب هدايت حرارتي و   

  .حرارت هدايتي با نتايج تجربي مقايسه شده و دقت خوبي گزارش شده است

ضريب انتقال حرارت هدايتي و گرماي ويژه  قالب در يك سيستم ريخته              نيز ]14[ و همكارانش  1ماجرزاك

  .كرده اند به طور همزمان بوسيله مسائل معكوس محاسبه  راگري

ت در   سـيليكون بـا درصـدهاي متفـاو        - نيز ضريب انتقال حرارت را براي آلياژهـاي آلومينيـوم          ]15[مرجع

اين ضريب با استفاده از نتايج تجربـي و روش          . انجماد رو به پايين و همچنين رو به بالا بدست آورده است           

  .معكوس محاسبه شده است

و روش معكوس، ) دماهاي اندازه گيري شده در مذاب و قالب(  با استفاده از نتايج تجربي ]17, 16[جع امر

اثر قرار .  محاسبه كرده استSn- Pb و Al- Cuضريب انتقال حرارت بين قالب و قطعه را براي آلياژهاي 

ن مذاب ، تركيب آلياژ، جنس و ضخامت قالب و همچنين اثرات فوق گرم شد   )عمودي يا افقي  (گيري قالب   

  .نيز در اين تحقيق بررسي شده است

 كه در زمينه تعيين ضريب انتقال حرارت بين قالـب و قطعـه   هستند نيز از جمله مقالاتي    ]27-18[مراجع

در تمام كارهاي مذكور اثر ناحيـه ميـاني در نظـر    .  آلياژهاي مختلف به چاپ رسيده اند مواد خالص و  براي

  .گرفته نشده است

 ]29, 28[وي و همكـارانش . ت دانس زاباراسرا مي توان كارهاي      1992 در سال     آغاز مسأله كنترل انجماد   

 دماي مرزي بـراي يـك جـسم در حـال انجمـاد بـا                يابه محاسبه شار حرارتي      1994 و   1992در سالهاي   

مسأله انجماد براي حالت تك جهتي با يك شار حرارتي سينوسي . سرعت مطلوب سطح مشترك پرداختند

 در مرز در نظر گرفته شده و سرعت يا موقعيت مطلوب سطح مشترك از حل مسأله مستقيم بدست آمـده              

                                                 
1 Majchrzak 
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 و منظم سـازي مكـاني   1 اطلاعات آينده بك  معكوس از روشناهنجاردر اين مقاله براي حل مسأله  .است

  . استفاده شده است

بـه كنتـرل سـرعت سـطح مـشترك در يـك هندسـه دو بعـدي                   ]30[ 2زاباراس و كانـگ   ،  1995در سال   

در اين كار نيز هدف يافتن تاريخچه زماني شار حرارتـي مـرزي بـراي دسـت يـابي بـه سـرعت                      . پرداختند

مطلوب سطح مشترك است كه براي بهينه سازي تابع هدف كه به صورت زير تعريف شده از روش الحاقي               

 . ه شده است استفاد3و الگوريتم روش گراديان مزدوج

max
2

0 ( )

1( ) ( ( , ; ))
2

l

t

m
t

S q T T x t q d dt
∂Ω

= − Γ∫ ∫ 

)كه در آن , ; )T x y q توزيع دماي محاسبه شده در سطح مشترك و mT   دماي ذوب يا انجماد داده شـده

حالـت اول مربـوط بـه    . مسأله براي دو حالت مختلف از انجماد يك ماده خالص حـل شـده اسـت             . هستند

در حالـت اول سـرعت      . جماد تك جهتي و حالت دوم مربوط به انجماد در يك گوشـه بـي نهايـت اسـت                  ان

 همچنـين  .مطلوب سطح مشترك از حل مسأله مستقيم با شار حرارتي سينوسي در مرز بدست آمده است         

داراي يـك    ) CGMروش الحـاقي و     (در اين مقاله بيان شده است كه اين روش بهينه سازي تابع هـدف               

 هنگامي كه مقدار حدس اوليه از مقدار واقعي .استهمگرا در زمانهاي طولاني تر نسبت به مقاله قبلي حل 

  .  دقت و نرخ همگرايي حل كاهش پيدا مي كند،حل دور باشد بدليل شرايط پاياني در مسأله الحاقي

 با استفاده از روش الحاقي و الگـوريتم         ]32, 31[1997 و   1995زاباراس و همكارانش در ادامه در سالهاي        

در اين تحقيق . ندگراديان مزدوج به كنترل سطح مشترك جامد ـ مايع در حضور جابجايي طبيعي پرداخت 

مسأله معكوس فقط براي فاز جامد حل شده و جريان جابجايي طبيعي در فاز مايع به صورت مستقيم حل  

هـدف از حـل مـسأله       .  ناحيه جامـد اسـتفاده شـده اسـت         شده و از نتايج آن براي حل مسأله معكوس در         

                                                 
1 Beck’s Future Information 
2 Zabaras and Kang 
3 Conjugate Gradient Method (CGM) 
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ايـن   رسيدن به سرعت مطلوب سطح مشترك در انجماد آلومينيوم خالص بيان شده است و براي    ،معكوس

.  استفاده شده اسـت  FTFET (Front Tracking Finite Element Technique( از روش منظور

ديان مزدوج و با حل مسائل مستقيم، حساسيت و الحاقي         بهينه سازي تابع هدف با استفاده از الگوريتم گرا        

  .  ملاحظه مي شود)2-1(هندسه مورد استفاده اين مقاله در شكل . صورت گرفته است

 
  ]31[انجماد تك جهتي به همراه جابجايي طبيعي: )2-1( شكل

  

 محاسبه شرايط مرزي در ديوار سمت چپ براي سرعت بدون بعد سطح مـشترك برابـر يـك انجـام شـده                     

0x در تحقيق حاضر فقط سرعت سطح مشترك به وسيله شار مرزي در .است كنترل شده و پيشنهاد  =

1xترل شار حرارتي در سطح مشترك از پارامتر كنترل ديگري ماننـد شـار در                شده است كه براي كن     = ،

 .نيروهاي الكترومغناطيسي و يا يك چشمه حرارتي در قسمت مايع استفاده شود

  در توسعه تحقيق قبلي خود علاوه بر حل مساله معكوس در ناحيه              ]33[1يانگ و زاباراس  ،  1998در سال   

در اين پـژوهش از     .  حل مساله معكوس در ناحيه مايع نيز در حضور جابجايي طبيعي پرداخته اند             بهجامد  

حي مـسأله انجمـاد اسـتفاده       الگوريتم اجزاي محدود و استفاده از روش الحاقي و گراديان مزدوج براي طرا            
                                                 
1 Yang and Zabaras 
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 كنترل گراديان دماي سطح مشترك نيز صورت پذيرفته ،علاوه بر كنترل سرعت سطح مشترك. شده است

  . است

هدف اين تحقيق يافتن شرايط مرزي مناسب براي كاهش اثرات جابجايي طبيعي روي سـطح مـشترك و                  

  . اده خالص عنوان شده استرسيدن به سرعت و گراديان دماي مطلوب در سطح مشترك براي يك م

چون هدف از كار حاضر حذف اثر جابجايي طبيعي روي سطح مشترك و رسـيدن بـه سـرعت و گراديـان                      

 مقادير مطلوب و يا طراحي سرعت و شار مرزي سـطح            ،دماي مشخص در سطح مشترك عنوان شده است       

 و فقط هـدايت حرارتـي     هشتمشترك براي حالتي انتخاب شده اند كه هيچگونه جابجايي طبيعي وجود ندا           

دامنـه زمـاني برابـر       .در اين حالت سطح مشترك به صورت عمودي حركت مـي كنـد            .  دارد حضورخالص  

0.36ftبا 53 تكرار بر پايه 200 و محاسبات بعد از = 10ε −=    . اند متوقف شده×

بكار ) شرايط مرزي   ( به عنوان ورودي ها      هابراي مرز  نتايج بدست آمده از حل معكوس        ،براي تعيين اعتبار  

بـدين منظـور شـار      . برده شدند تا نتايج حاصل از حل مستقيم اين حالت با مقادير مطلوب مقايسه شـوند               

)بهينه بدست آمده  ),oq y t
−

1x روي مرز 3.175gθو دماي بدون بعـد  = = 0x در مـرز  −  اعمـال  =

 معرفـي  1شده و ساير مرزها آدياباتيك در نظر گرفته شدند و حل اين مسأله به  عنوان حل طراحي بهينـه              

   .شده استمقايسه ) بدون كنترل(نتايج اين حل با حالت اوليه . شد

ليـاژ دوتـايي    به توسعه پژوهش قبلي پرداخته و مسأله را بـراي يـك آ   ]34[يانگ و زاباراس  در همان سال،    

 و آب بـا غلظـت   NH4Clماده يا آلياژ مورد استفاده محلـول  . حل كرده اند ) NH4Cl – H2Oمحلول (

1h بالاتر از دماي ذوب است كه در يك قالب مستطيلي به ارتفاع 20 و با دماي اوليه اي 1.5ْ% وزني و  =

0.5wعرض   صورت زير تعريف شده  بهدر اين تحقيق سرعت مطلوب سطح مشترك. ته استقرار گرف =

  . است

                                                 
1 Optimal Design 
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)و مقدار حدس اوليه براي      , ) 1olq y t در اين مقاله اشـاره  .  الگوريتم گراديان مزدوج انتخاب شده استدر =

نيز به ) مياني (1 دوفازيو علاوه بر اين سخني از ناحيه     اي به آلياژهاي فلزي و همچنين نيمه هاديها نشده          

  . ميان نيامده است

مسأله معكوس در ناحيه جامد و مايع براي حصول سـرعت و    نيز]35[ و زاباراس2، سامپاس2001در سال   

 حـل   ناحيـه دوفـازي    بدون در نظر گـرفتن       ،گراديان دماي مطلوب در سطح مشترك براي يك قالب روباز         

 سپس بـا بدسـت آمـدن شـرايط     . استSb-8.6% Geماده مورد استفاده در اين پژوهش آلياژ . كرده اند

   .مسأله مستقيم استفاده شده است، از آنها براي حل 3مرزي بهينه

 در اين پژوهش عنوان شده است كه نياز به روشـهاي محاسـباتي ديگـر و جديـدتري بـراي حـل مـسأله                        

علاوه بر اين ذكر شده كه براي افزايش دقت روشهاي عددي مشهاي ريزتـري دربـازه                . معكوس وجود دارد  

 ناحيه دوفازي راحي فرآيندهاي انجماد با حضور      مكاني مورد نياز است كه اين روشها مي تواند به منظور ط           

  . توسعه داده شود

 و همكـارانش صـورت گرفتـه اسـت از ميـدانهاي مغناطيـسي و                زابـاراس در پژوهشهاي ديگري كه توسط      

گراديانهاي ميدان مغناطيسي به عنوان پارامتري جهت كنترل سرعت انجماد استفاده شـده اسـت كـه بـه               

 طبيعي ناشي از اختلاف چگالي حذف شده و سطح مشتركي صفحه اي بين              وسيله آن ها جريان جابجايي    

 انجام پذيرفته است،    2001كه در سال     ]36[اين تحقيق در  . شودمي  جامد و مايع با سرعت مطلوب ايجاد        

 يافتن تاريخچه زمـاني شـرايط مـرزي         ،ميدان مغناطيسي اعمال شده روي قالب ومذاب ثابت بوده و هدف          

                                                 
1 Mushy Zone 
2 Sampath 
3 Optimal 
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حرارتي است به گونه اي كه منجر به حذف جابجايي طبيعي و ايجاد سطح مشتركي صفحه اي با سـرعت                    

 و نتايج حاصل از حل مستقيم با شار بهينـه نـشان             محاسبات براي ماده ژرمانيم انجام گرفته     . مطلوب شود 

  . دهنده نزديك شدن سطح مشترك به حالت مطلوب است

بـا در    صورت گرفتـه اسـت،       2005در سال    ]38, 37[تحقيقات ديگري كه توسط زاباراس و همكارانش      در  

ثابت در مرزهاي قالب، هدف يافتن ميدان مغناطيسي بهينه اي          ) حرارتي(نظر گرفتن شرايط مرزي دمايي      

 كه منجر به حذف اثرات جابجايي و رسيدن به سرعت مطلوب رشد سطح مشترك در حالـت صـفحه     است

 .ي باشـند ا م مربوط به مواد نارسان]37[ مواد رسانا و مرجع حل مذكور براي   مربوط به  ]38[مرجع.  شود اي

مـسأله معكـوس بـراي يـافتن ميـدان          . هر دو حالت مواد خالص و آلياژها در اين دو مقاله بررسي شده اند             

نـد   در ايـن مقـالات نيـز مان     ناحيه دوفـازي  مغناطيسي مناسب فقط در ناحيه جامد و مايع حل شده و اثر             

   .مقالات قبلي بررسي نشده است

 مسأله انجماد براي مواد خالص و       ، انجام گرفته است   ]39[ش و همكاران  1هالدر پژوهش ديگري كه توسط      

در ايـن كـار عنـوان       .  در حالتي كه سرمايش از پايين صورت مي گيرد حل شده است            2آلياژهاي يوتكتيك 

)ح مـشترك    شده است كه كنترل سرعت سـط       )V t               و گراديـان دمـاي سـطح مـشترك در سـمت مـايع

( )LG t     آورده ) 3-1(در شـكل    شماتيك هندسه و مسأله اين پـژوهش        . به طور مجزا صورت پذيرفته است

  .شده است

را كه براي ايجاد گراديان دماي مطلـوب   hTبا توجه به شكل، حل  مسأله در ناحيه مايع، دماي ديوار گرم  

را كـه بـراي      cT در سمت مايع نياز است مشخص مي كند و حل مسأله ناحيه جامد، دمـاي سـطح سـرد                  

)سطح مشترك   ) سرعت(كنترل حركت    )S t)( )V t(  مسأله تأخير زمـاني در     . شخص مي كند  م  نياز است

                                                 
1 Hale 
2 Eutectic 
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)به عنوان مثال كنترل     .  لحاظ شده است   كاراين   )LG t    در زمانt       نياز به تغيير دمـاي( )hT t    در زمـان

pt t−  دارد كهpt  1زمان نفوذ حرارت ازx )تا سطح مشترك جامد ـ مايع يا = )x S t=خواهد بود .  

  

 
  ]39[ هندسه مسأله و نواحي جامد و مايع به همراه شرايط مرزي: )3-1( شكل

  

 دو حالت مختلف در نظر گرفته شده است كه تفاوت آنها در زمانهاي ،به منظور تحليل نواحي جامد و مايع

نفوذ، زمان رسيدن سرعت سطح به سرعت مطلوب و زمان رسيدن گراديان دماي سطح به مقدار مطلـوب                  

38.1L طول قالب    ،براي هر دو مورد   . است mm=     تشكيل شده از يك توزيـع خطـي       ، توزيع دماي اوليه

i(0) با fT T=   0.5و /iG K mm=    14، زمان نفوذpt s=         و مقادير طراحي سرعت و گراديان دما به

0.2ترتيب   /dV mm s=  0.94و /dG K mm=   حداكثر زمان  .انتخاب شده است  max 250t s=  در

 با خواص ، )Sn درصد وزني % Pb-Sn) 61.9ماده انتخاب شده تركيب يوتكتيك . نظر گرفته شده است

 و خواص   ناحيه دوفازي  در اين تحقيق نيز اثر       .ثابت در ناحيه مايع و جامد و چگالي برابر براي دو فاز است            

   .وابسته به دما در نظر گرفته نشده است
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 توسـط زو و  يك كار تجربي ـ عددي جهت كنتـرل سـطح مـشترك در طـي انجمـاد آب      ، 2005ال سدر 

 يك روش عددي براي حل مسأله معكوس به منظور يافتن شـرايط مـرزي               . است  صورت گرفته  ]40[1ناترر

پس نتايج عـددي بـه   س. مناسب و در نتيجه داشتن حركتي مشخص در سطح مشترك استفاده شده است           

 كار تجربي در نظرگرفته شده و نتايج براي سطح مشترك 2عنوان  ورودي يك كنترل كننده و نقطه تنظيم

براي آب در ) سرمايش از پايين قالب (در اين مسأله نيز انجماد جهتي رو به بالا . ندآب ـ يخ بدست آمده ا 

شماتيك هندسه و دستگاه مورد استفاده در اين تحقيق را نمايش مـي  ) 4-1(شكل  .نظر گرفته شده است   

  . دهد

 
  ]40[هندسه و شماتيك دستگاه مورد استفاده : )4- 1( شكل

  

مطابق شكل در پايين قالب يك مبدل حرارتي قرار دارد كه دماي سطح پاييني قالب را با توجه به دمـايي                     

ــي       ــيم م ــت تنظ ــده اس ــت آم ــوس بدس ــل معك ــه از ح ــدك ــرعت   .كن ــراي دو س ــرل ب ــد كنت  فرآين

0.175,0.35 /mm s      بـه  دقيقه هستند كه بـا توجـه    5و10 به ترتيب    3 انجام گرفته است كه گام زماني 

 نيز در اين تحقيق در 4اثر فوق سرمايش. طي مي كند ميليمتر 75/1آنها سطح مشترك در هر  گام زماني  

                                                 
1 Xu and Naterer 
2 Set Point 
3 Time Step 
4 Supercooling 
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 مي رسد هنـوز   cْ -5اين اثر موجب مي شود كه حتي وقتي دماي سطح پاييني به . نظر گرفته شده است

ته هـاي جامـد تـشكيل     قرار گيرد تا نخستين هـس    c ْ -7 تا   5-انجماد شروع نشده و دماي سطح بايد بين         

است در محاسبات نيز لحاظ شده است ) دو گام زماني ( دقيقه  11كه حدوداً   ) زمان تأخير (اين زمان   . شود

 با در نظر گرفتن وسطح مشترك در نظر گرفته شده است و براساس آن مقادير مطلوب و موقعيت مطلوب 

  . ارداين زمان تأخير تطابق خوبي بين نتايج عددي و تجربي وجود د

 توسط نويسندگان قبلي انجام گرفته مجدداً از يـك روش عـددي ـ    2004 در سال در پژوهش ديگري كه

هندسـه مـسأله و    . ]5[تجربي براي كنترل شتاب سطح  مشترك در طي فرآيند انجماد استفاده شده است             

   . تحقيق براي سه حالت مختلف شتاب انجام گرفته است.استساير شرايط مانند پژوهش قبلي 

  ) دماي خنك كن ثابت (شتاب منفي سطح مشترك . 1

10(دماي مرز خنك كن      C− (    در آغاز شروع انجماد بـه دليـل گراديـان دمـاي            . در نظر گرفته مي شود

  . شديد، سرعت زياد و سپس كم مي شود

0.175سرعت ثابت برابر با : ) ثابت سرعت(شتاب صفر . 2 /mm sدر نظر گرفته شده است .   

21حركت سطح مشترك به صورت : شتاب مثبت ثابت. 3
2

y at=لحاظ شده است  .   

 به ارزيابي ضريب انتقال حرارت   1تيخانف با استفاده از الگوريتم ژنتيك و روش منظم سازي           ]41[در مرجع 

   .پرداخته شده است

 شرط مرزي دمايي را براي حالتي كه ،با استفاده از روش انتقال حرارت معكوس ]42[در مرجع 2زو و ناترر 

در اين مقاله از قانون دوم ترموديناميك بـراي افـزايش           . سرعت سطح مشترك ثابت باشد بدست آورده اند       

  . پايداري روش و حذف جوابهاي غير فيزيكي استفاده شده است

                                                 
1 Tikhonov 
2 Xu and Naterer 
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 با توسعه يك روش انتقال حرارت معكـوس بـراي مـسائل كنتـرل و                ]43[ 1لي و اوكاموتو  ،  2007در سال   

دسـتيابي بـه     به محاسبه شار حرارتي بهينـه بـراي          2طراحي انجماد و با استفاده از يك روش منظم سازي         

اثر جابجايي طبيعي ناشي از گراديان دما در جهـت          . سطح مشتركي با شكل و سرعت مطلوب پرداخته اند        

هـر دو روش تمـام دامنـه زمـاني و روش مرحلـه اي در ايـن             . عمودي نيز در اين تحقيق لحاظ شده است       

در نظـر گرفتـه    qبع  براي حل اين مسأله اين شار حرارتي به شـكل تـا  .پژوهش در نظر گرفته شده است

  :شده است 

1
( , )

N

j j
j

q q f y t
=

= ∑ 

مي باشـد بـه نحـوي كـه تـابع       iqها توابعي معلوم هستند و هدف در اين كار تخمين پارامترهاي      ifكه  

  .  در نظر گرفته شده است4 به شكل چند جمله اي با درجه ifدر اين كار . ودهدف مي نيمم ش

وين بوده و ديـوار سـمت چـپ در دمـاي             كل 933ماده در نظر گرفته شده آلومينيوم خالص با دماي ذوب           

دو شكل مطلوب سطح مشترك به صورت صاف و سينوسي بـوده            .  ثابت نگه داشته مي شود      كلوين 1220

21.17ملاحظه مي شوند و سرعت مطلوب سطح مشترك برابر با ) 5-1(كه در شكل  10 /m s−×است .   

 
 [43])سينوسي  (2و حالت ) تخت  (1اشكال سطح مشترك براي حالت : )5-1( شكل

  

                                                 
1 Li and Okamoto 
2 Tikhonov Regularization 
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 ثانيه تقسيم مي شود و      2/0ثانيه به سه بازه با فاصله        [0,0.6] بازه زماني حل مسأله      ،در روش مرحله اي   

محاسبات براي هر كدام از اين بازه ها به صورت مجزا صورت مي گيـرد و بـه عنـوان مثـال توزيـع دمـا و                         

امـا  .  به عنوان شرايط اوليه براي بازه بعدي در نظر گرفته مي شود            [0,0.2]ازه  سرعت محاسبه شده در ب    

 به صورت چند جمله ifد كه در هر دو تابع  در نظر گرفته مي شو[0,0.6]در روش تمام دامنه، كل بازه  

  . اي خواهد بود

كنترل سطح مشترك براي يك ماده خـالص بوسـيله كنتـرل             به   2007 در سال     نيز ]44[نباليهينز و زيگ  

بع هدف بر مبنـاي      كه تا  زاباراس تابع هدف در اين كار  بر خلاف كارهاي           .پرداخته اند دماي يكي از مرزها     

دماي سطح مشترك بود، بر مبناي اختلاف سطح مشترك از حالت ايده آل و با تاثير پارامتر منظم سـازي               

بـه  . بهينه سازي تابع هدف با روش كاهش سريع با كنترل اندازه گام انجام شده اسـت  . صورت گرفته است  

3600ft در زمان cm 40×20د عنوان يك مورد، مطالعه روي سيليكون مايع در يك محفظه به ابعا = 

سطح مشترك مطلوب به صورت خط متحرك زير تعريف شده           .انجام شده و خواص ثابت فرض شده است       

  :است

( , ) 10
180

tf t y
−

= +  

 مايع در فرايندهاي انجماد در      - كنترل سطح مشترك جامد    وراي از پژوهشهاي صورت گرفته در م       خلاصه

  . نشان داده شده است)1-1(جدول 

  نيز از جمله رساله هايي هستند كه در زمينه كنترل مسائل انجماد با استفاده از روشهاي        ]49-45[مراجع

  .به انجام رسيده اندانتقال حرارت معكوس 
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  اهداف پايان نامه -1-4

بـدين  . مـي باشـد   دستيابي به قطعه اي بـا كيفيـت مـشخص    ،ندهاي ريخته گري مهمترين مساله   يآدر فر 

سـاختار متـالورژيكي فلـزات تـابعي از دمـا           . منظور فلز بايستي داراي ساختار متـالورژيكي مطلـوب باشـد          

انجمـاد در    بنابراين يكي از راههاي تغيير ساختار متالورژيكي مواد فلزي، كنترل فرايند             .وتغييرات آن است  

تغيير ساختار متالورژيكي فلزات مختلف با دمـا را مـي      . ريخته گري و تغييرات ميدان دماي درون آنهاست       

نكته مهم در فرايند انجماد در ريخته گري فلزات، الگـوي  . توان با استفاده از نمودارهاي فازي بررسي نمود     

  .مايع مي باشد-جامدسرد شدن قطعه و قالب با زمان و به تبع آن سرعت سطح مشترك 

شيوه هايي كه مهندسان در انجام فرايندهاي ريخته گري به كار مي برند بر اساس نمودارها و نتايج حاصل 

جنس قطعه، ابعاد و (در نتيجه بايستي براي هر كاربرد با توجه به پارامترهاي موثر . از كارهاي تجربي است

ربي را انجام داد و يا با استفاده از نتـايج موجـود، شـرايط               آزمايشي تج ...) هندسه آن، نوع انتقال حرارت و       

از آنجا كه نمونه سازي و انجام آزمايش براي هر كـاربردي نيازمنـد صـرف وقـت و                   . جديد را استنتاج كرد   

  .هزينه زياد است، بنابر اين توسعه روشهاي تحليلي و عددي به منظور مدل سازي اين فرايندها لازم است

 شد كنترل سرعت سطح مشترك در فرايندهاي انجماد يكي از اصلي ترين عوامـل كنتـرل     بنابر آنچه ذكر  

 مـواد خـالص و      در اين رساله هدف، كنترل سطح مشترك در فراينـدهاي انجمـاد           . كيفيت قطعه مي باشد   

آلياژها با استفاده از روش آنتالپي براي بيان معادلات حاكم و روش تفاضلات محدود فشرده به عنوان روش 

در انجماد آلياژها، خواص فيزيكي تابعي از دما بوده و به علت وجـود يـك ناحيـه ميـاني                    . عددي مي باشد  

به عبـارت ديگـر هـدف، يـافتن     . سرعت دو سطح مشترك متحرك بايستي به صورت همزمان كنترل شود        

سـطح  اسـت بـه گونـه اي كـه      با استفاده از روشهاي انتقال حرارت معكوس      شرايط مرزي حرارتي مناسب   

  .مشترك با سرعت مطلوب حركت كند
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  نوآوري هاي رساله -1-5

 در تمـام  )مياني(  دوفازيبر اساس مطالعات انجام شده روي پژوهشهاي مختلف، ملاحظه شد كه اثر ناحيه 

چـون در ايـن   . لذا از اين حيث اين رساله كاري نو و جديد خواهـد بـود           . مقالات در نظر گرفته نشده است     

 نيستند لذا مي توان مساله را براحتي براي انجماد موادي كه خواص آنها حتي در ناحيه ناحيه خواص ثابت 

است تا در حل معادلات از يك  شده علاوه بر اين تلاش   . مايع يا جامد نيز به دما وابسته است گسترش داد         

 .د بـود  روش عددي جديد و با دقت بالا استفاده شود كه خود از جنبـه هـاي نـو آوري ايـن رسـاله خواه ـ                       

همچنين همان گونه كه در مورد يكي از مراجع ذكر شد، در اين رساله نيز علاوه بر كنترل سـرعت سـطح           

مشترك در مختصات دوبعدي، شكل سطح مشترك نيز هم براي مواد خالص و هم براي آلياژها با وجود دو 

  .سطح مشترك متحرك كنترل خواهد شد

رمول بندي آنتالپي به همراه روش گراديان مزدوج است كـه ايـن             از جمله موارد نوآوري ديگر استفاده از ف       

  .روش نياز به حل مسائل معكوس براي نواحي جامد و مايع به طور جداگانه را از ميان مي برد
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  خلاصه پژوهشهاي گذشته و مقايسه با رساله حاضر: )1-1(جدول 

  شماره مرجع  نام محقق
نوع 

  تحقيق
  نوع ماده  هدف

ه اثر ناحي

  مياني
  خواص فيزيكي  روش عددي  پارامتر كنترل

Zabaras et. 

al 
  عددي  ]29, 30[

كنترل سرعت سطح 

  مشترك
  لحاظ نشده  خالص

دما يا شار حرارتي 

  در مرزها
FEM ثابت  

Zabaras & 

Enguyen 
 عددي  ]31[

كنترل سرعت سطح 

  مشترك
 ثابت FEM  شار حرارتي در مرز لحاظ نشده  خالص

Yang & 

Zabaras 
 عددي  ]33[

كنترل سرعت و 

گراديان دماي سطح 

  مشترك

 لحاظ نشده  خالص
دما و شار حرارتي 

  در مرزها
FEM ثابت 

Yang et. al ]35 ,34[  عددي 

كنترل سرعت و 

گراديان دماي سطح 

  مشترك

 لحاظ نشده  آلياژ
دما و شار حرارتي 

  در مرزها
FEM ثابت 

Zabaras et. 

al  
 عددي  ]36, 38, 37[

كنترل سرعت سطح 

  مشترك

خالص و 

  آلياژ
 لحاظ نشده

دما و شار حرارتي 

در مرزها و ميدان 

  مغناطيسي

FEM ثابت 

Hale et. al ]39[  ديعد 

كنترل سرعت و 

گراديان دماي سطح 

  مشترك

خالص و 

  آلياژ
 لحاظ نشده

دما و شار حرارتي 

  در مرزها
GTM ثابت 

Xu & 

Naterer 
]5 ,40 ,42[  

-تجربي

  عددي

كنترل سرعت و 

  شتاب سطح مشترك
 ثابت FVM  دماي مرز لحاظ نشده خالص

Li & 

Okamoto 
 عددي  ]43[

كنترل سرعت و 

  شكل سطح مشترك
 ثابت FEM  شار حرارتي در مرز لحاظ نشده خالص

Hinze & 

Ziegenbalg 
 عددي  ]44[

كنترل سرعت سطح 

  مشترك
 تثاب FDM  دماي مرز لحاظ نشده خالص

Present 

Work 
 عددي  

كنترل سرعت و 

   سطح مشتركشكل

خالص و 

  آلياژ
  لحاظ شده

شار حرارتي در 

  مرزها
Compact 

FDM 
  متغير
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  ومدفصل 
 
 
 
 
 

  مقدمه اي بر انجمادمقدمه اي بر انجماد
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  مقدمه  -2-1

مسائل انتقال حرارت گذرا شامل ذوب و انجماد كه به مسائل تغيير فاز يا مـرز متحـرك موسـوم هـستند،                      

در بسياري از كاربردهاي مهندسي مانند انجمـاد مـواد غـذايي، ريختـه گـري، جوشـكاري،                نقش مهمي را    

حـل چنـين مـسائلي      . ذخيره انرژي گرمايي، رشد كريستالها و بسياري از كاربردهاي ديگر ايفا مـي كننـد              

بدليل وجود مرز مشترك بين فازهاي جامد و مايع كه با آزاد شدن يا جذب گرماي نهان حركت مي كنـد                     

 انجماد در يك درجه حرارت مشخص رخ داده و دو فاز جامـد و مـايع                 ،در انجماد مواد خالص   . وار است دش

  .بوسيله يك سطح مشترك مشخص از هم جدا مي شوند

در سوي ديگر در انجماد مخلوطها، آلياژها و مواد غيرخالص، انجمـاد در يـك محـدوده دمـايي رخ داده و                      

خواص ترموفيزيكي در ايـن  . از هم جدا مي شوند ه دو فازي متحركفازهاي جامد و مايع بوسيله يك ناحي    

  . مرتبط مي شودست تشكيل شده كه آن نيز تابع دما1ناحيه به نسبت جامد

 در ايـن    .انجـام شـد    3 و اسـتفان   2 لامه و كلاپيـرون    اولين جوابهاي تحليلي مسائل شامل تغيير فاز بوسيله       

 يك مسأله هدايت حرارتي بـه شـكل      در  متحرك بود  هم مجهول و هم   كه   موقعيت سطح مشترك     تحليل،

علاوه بر اين جوابهاي دقيق،      .مي بايستي در ناحيه اي كه خود نيز مجهول بود حل شود            سهموي   معادلات

نكتـه   .ارائه شده اسـت    4نيومان ديگري براي مسائل تغيير فاز به شكلهاي كلي تر بوسيله            يجوابهاي تحليل 

وجه شود اين است كه حلهاي دقيق وتحليل محدود بـه شـماري از حالتهـاي                اي كه بايد در اينجا به آن ت       

  .]50[و اوليه ساده شده است مرزي ايده آل شامل نواحي بي نهايت و نيمه بي نهايت و شرايط

غيرممكن بوده و هر موردي بايد به طـور    5 نهي بدليل طبيعت غيرخطي اين مسائل، استفاده از اصلي برهم        

و عـددي   ) شـبه تحليلـي   (، روشهاي تقريبي، نيمه تحليلي    يدر غياب جوابهاي تحليل   . جداگانه بررسي شود  

                                                 
1 Solid Fraction 
2 Lame and Clapeyron 
3 Stefan 
4 Neumann 
5 Superposition 
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 تغييـرات،    حـساب   روش انتگـرال، روش    ،اين روشـها  از جمله   . براي حل اين گونه مسائل پيشنهاد شده اند       

منبع حرارتي متحرك، روش اختلالات، روش مقادير ويژه متغيـر و روشـهاي عـددي كـه امـروزه بواسـطه        

  .، مي باشنددسترسي به كامپيوترهاي ديجيتال پرسرعت به شدت مورد توجه قرار گرفته است

  

  بيان رياضي معادلات حاكم -2-2

 خالص را بـه     مادهدا يك مسأله يك بعدي انجماد        ابت ،جهت نشان دادن معادلات حاكم بر مسائل تغيير فاز        

را در نظر بگيريد كه در يك ناحيه نيمه          fT  با درجه حرارت تغيير فاز     مايعيشكل زير در نظر مي گيريم،       

0 بي نهايت  x< < مـي   fT كـه بـالاتر از   iT ختر ابتدا مايع در درجه حرارت يكنوا    د. قرار گرفته است   ∞

0t در لحظه . باشد، كل ناحيه را پركرده است      0x ، دما در مرز   = b ناگهان به دماي   = fT T<   رسيده و

0t براي 0x انجماد از سطح. همين دما باقي مي ماند در   <   مـايع -آغاز شده و سطح مشترك جامـد  =

( )x s t=    در جهت مثبت محور x  طرح شماتيك ايـن مـسأله انجمـاد          )1-2 (شكل. حركت مي كند  ها  

) هايدما. يك بعدي را نشان مي دهد      , )sT x t   و ( , )lT x t          براي نواحي جامد و مايع با فرض خواص ثابت

   .]50, 51[براي فازهاي جامد و مايع توسط معادلات زير تعيين مي شود

)2-1(   0t >  0 ( )x s t< <  
2

2

( , ) 1 ( , )s s

s

T x t T x t
x tα

∂ ∂
=

∂ ∂
 

)2-2(   0t >  ( )s t x< < ∞  
2

2

( , ) 1 ( , )l l

l

T x t T x t
x tα

∂ ∂
=

∂ ∂
 

) در اينجا )s t موقعيت سطح مشترك است كه مجهول بوده و بايد به عنوان قسمتي از حل مشخص شود        .

  .مي شوند مربوط به نواحي جامد و مايع به ترتيب l و sانديسهاي 
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  )ب(  )الف(

  ذوب)انجماد و ب)يش هندسه و مختصات براي مساله الفنما): 1- 2(شكل 

  

)  بنابراين مسأله داراي سه مجهول , )sT x t ،( , )lT x t و ( )s t از آنجـا كـه   .خواهد بود ( )s t   مجهـول و

اسـتفان  ايـن معادلـه كـه بـه شـرط      . ن نياز به يك معادله اضافي داريممتغير است، براي تعيين موقعيت آ 

)Stefan(                     مشهور است بيان مي كند كه حركت سطح مشترك انجماد به گونه اي اسـت كـه سـرعت آن 

به طور كلي، مـواد خـالص در يـك دمـاي     . است متناسب با پرش در شار حرارتي در خلال سطح مشترك

 در صـورتيكه در  ماي نهان مشخص در طي تغيير فاز هـستند       گرراي يك   مشخص ثابت تغيير فاز داده و دا      

  . رخ ميدهد2 و ليكيدوس1انجماد آلياژها، انجماد در يك بازه دمايي بين دماهاي ساليدوس

)مربوط به    كه    معادله ديگري  )s t                    مي شود، بـا نوشـتن موازنـه انـرژي در سـطح مـشترك جامـد مـايع

( )x s t= به شرح ذيل بدست مي آيد.  

هـا در ناحيـه     xشار حرارتي در جهت منفي محور       (=)نرخ آزاد شدن يا جذب گرماي نهان بر واحد سطح         (

 )ها در ناحيه جامدxشار حرارتي در جهت منفي محور (-)مايع

                                                 
1 Solidus 
2 Liquidus 
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)2-3(   0t >  ( )x s t=  ( )s l
s l

T T ds tk k L
x x dt

ρ∂ ∂
− =

∂ ∂
 

 گرمــاي نهــان بــر واحــد جــرم اســت و چگــالي فازهــاي جامــد و مــايع برابــر فــرض شــده اســت L كــه

)s lρ ρ ρ= ) به اين دليل كه    لازم به ذكر است    .)= )ds t
dt

تابعي از تغييرات دما است اين معادلـه يـك          

از پيوستگي دما در سطح مشترك و همچنين طبيعت مـسائل تغييرفـاز مـي تـوان      .معادله غيرخطي است  

  :نتيجه گرفت كه

)2-4(   ( )x s t=  ( , ) ( , )s l fT x t T x t T= = 

ل اصلي حاكم بر مسائل تغييرفاز هستند كه  سه معادله ديفرانسي)3-2(تا ) 1-2 ( به طور خلاصه، معادلات

ابتـدا بايـد توجـه    . با حل آنها توزيع دما در نواحي جامد و مايع و مكان سطح مشترك محاسبه مـي شـود                 

داشت كه اين معادلات با فرض خواص ثابت فيزيكي براي فازهاي جامد و مـايع نوشـته شـده انـد و بـراي       

  .معادلات بايد اصلاح شوندحالتهاي واقعي كه خواص ثابت نيستند اين 

، دو شرط مرزي را براي معادلات ديفرانسيل مذكور فراهم كرده و شرايط مرزي و اوليه ديگر      )4-2 (معادله

  .نيز با توجه به شرايط و فيزيك حاكم بر مسأله و سطوح مرزي مشخص خواهند شد

 ليلي فقط به چند حالت ايـده      به دليل مشكلات مذكور در حل مسائل شامل تغييرفاز، جوابهاي دقيق و تح            

اين جواب به مسأله يك بعدي در يك محيط بي نهايت يا نيمه بي نهايـت و شـرايط                   .  مي باشد   محدود آل

جواب دقيق با استفاده از يـك حـل تـشابهي           . مرزي ساده مانند دماي مشخص در مرزها محدود مي شود         

 ادغام شده و يك كميت تشابهي از جـنس      t و   xمي آيد به نحويكه دو كميت مستقل        بدست  
1/ 2

x
t

 مـي  

 ارائه مي ذكر شده در بالا براي يك ناحيه نيمه بي نهايتبه عنوان نمونه يك حل دقيق براي مسأله . سازند

 يم كه ابتدا از يك مايع بـا دمـاي يكنواخـت          يك ناحيه نيمه بي نهايت را به گونه اي در نظر مي گير            . شود

i fT T> 0  در لحظه  .رشده است  پt 0xدماي مرز    = b تا دماي  = fT T<     پايين آورده و براي زمانهاي 
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0t فازي مذكور بـراي يـافتن دمـاي نـواحي جامـد و مـايع و        حل مسأله دو.  مي شود ثابت نگه داشته   <

مـشهور   نيومـان    همچنين موقعيت سطح مشترك در زمانهاي مختلف به شرح ذيل خواهد بود كه به حـل               

  .است

  :معادلات حاكم بر نواحي جامد و مايع به شرح ذيل است

)2-5(   0t >  0 ( )x s t< <  
2

2

( , ) 1 ( , )s s

s

T x t T x t
x tα

∂ ∂
=

∂ ∂
 

)2-6(   0t >  0x =  ( , )s bT x t T= 

)2-7(   0t >  ( )s t x< < ∞  
2

2

( , ) 1 ( , )l l

l

T x t T x t
x tα

∂ ∂
=

∂ ∂
 

)2-8(   0t >  x →∞  ( , )l iT x t T→ 

)2-9(   0x >  0t =  ( , )l iT x t T= 

  :و شرايط موجود سطح مشترك به قرار زير خواهند بود

)2-10(   0t >  ( )x s t=  ( , ) ( , )s l fT x t T x t T= = 

)2-11(   0t >  ( )x s t=  ( )s l
s l

T T ds tk k L
x x dt

ρ∂ ∂
− =

∂ ∂
 

) جوابي به شكل زير براي     , )sT x t   و ( , )lT x t             در معادلات ديفرانسيل حاكم و شرايط مـرزي صـدق مـي

  .كنند

)2-12(   1
2

( , )
2( )

s b

s

xT x t T Aerf
tα

⎡ ⎤
⎢ ⎥= +
⎢ ⎥
⎣ ⎦

 

)2-13(   1
2

( , )
2( )

l i

l

xT x t T Berfc
tα

⎡ ⎤
⎢ ⎥= +
⎢ ⎥
⎣ ⎦
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  :خواهيم داشت) 10-2( معادله در) 13-2(و ) 12-2(با بكار بردن معادلات 

)2-14(   
1
2

( ) s
b i f

l

T Aerf T Berfc Tαλ λ
α

⎡ ⎤⎛ ⎞⎢ ⎥+ = + =⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

 

  :در آن كه 

)2-15(   
( )

( )
1
2

1
2

( ) ( ) 2
2

s

s

s t or s t t
t

λ λ α
α

= = 

  .به شرح ذيل بدست مي آيند) 15-2(و ) 14-2 (با استفاده از معادلات B و Aضرايب 

)2-16(   
1
2

f i

s

l

T T
B

erfc αλ
α

−
=

⎡ ⎤⎛ ⎞⎢ ⎥⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

 

( )
f bT T

A
erf λ

−
= 

، توزيع دما در نواحي جامد و مايع به ترتيـب         )13-2(و  ) 12-2 (در معادلات  B و   A با جاگذاري ضرايب  

  .زير خواهد بود

)2-17(   ( )
( )

1
22( , ) ss b

f b

xerf
tT x t T

T T erf
α
λ

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥− ⎣ ⎦=

−
 

)2-18(   ( )
1
2

1
2

2( , ) ll i

f i
s

l

xerfc
tT x t T

T T
erfc

α

αλ
α

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥− ⎣ ⎦=

− ⎡ ⎤⎛ ⎞⎢ ⎥⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

 



 29

با جايگذاري . استفاده مي كنيم) 11-2( در سطح مشترك ، از معادله موازنه انرژيλبراي محاسبه پارامتر 

)عبارت مربوط به     , )sT x t   و ( , )lT x t  معادله زير بـراي محاسـبه    ،  )11-2 (در معادلهλ    بدسـت خواهـد

  :آمد

)2-19(   
22

1
( / )2

1
2( ) ( )( / )

s l
f il s

s l f b ps f b
s l

T Te k e L
erf k T T C T Terfc

λ α αλ α λ π
λ α λ α α

−− −⎛ ⎞
+ =⎜ ⎟ − −⎡ ⎤⎝ ⎠

⎢ ⎥⎣ ⎦

 

)، )19-2(معادله از   λ پس از محاسبه   )s t ،( , )sT x t و ( , )lT x t    2(، )15-2 (بـه ترتيـب از معـادلات-

  .محاسبه خواهند شد) 18-2(و ) 17

، روشـهاي عـددي ماننـد     تغيير فاز غيرممكن مـي شـود   به و دقيق مسائل مربوط  يهنگامي كه حل تحليل   

روشـهاي عـددي بـراي حـل     . اجزاء محدود يا تفاضل محدود براي حل معادلات حاكم بكار برده مي شـود            

  .مسائل شامل تغيير فاز به شرح زير خلاصه مي شوند

 و xΔ ، دامنه مكان و زمان به تعدادي نقطه با فواصل مـساوي بـراي  در اين روشها: روشهاي شبكه ثابت  .1

tΔ    مايع كه متحرك اسـت در حالـت كلـي ممكـن             –در اين روش، مرز مشترك جامد       . شود تقسيم مي 

براي تخمين موقعيت درونيابي مناسب  از روشهاي  استفاده. است در نقطه اي بين دو گره مجاور قرار گيرد         

  .پيشنهاد شده است سطح مشترك در كارهاي گذشته

 زمان به نقاطي با فواصل مساوي فقط در يـك جهـت   -، دامنه مكان در اين روشها  : روشهاي شبكه متغير  .2

در جهت ديگر به گونه اي انجام مي گيرد كه مرز متحرك هميشه روي يكي از نقاط  تقسيم تقسيم شده و

 xΔ ه مـساوي و ثابـت  به تعدادي نقطه بـا فاصـل   مكاني را به عنوان مثال مي توان دامنه. شبكه قرار گيرد 

 xΔرا طوري پيدا كرد كه سطح مـشترك در هـر بـازه زمـاني فقـط بـه انـدازه يـك                    tΔتقسيم كرده و    

با استفاده از  tΔاست چرا كه پيداكردن يك چنين  اين روش از نظر محاسباتي زمان بر. پيشروي مي كند

  .يك روش مبتني بر تكرار انجام مي شود
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اين روش يك روش انتقال مختصات اسـت بـه   . اين روش بيشتر براي مسائل يك بعدي استفاده شده است  

عيـب ايـن روش   . گونه اي كه مكان سطح مشترك را ثابت كرده و نياز به مكان يابي آن را از بين مي بـرد      

 يك مسأله پيچيده با روشهاي عددي دارد كه از نظر محاسباتي بـسيار زمـان بـر                   حل ست كه نياز به   اين ا 

  .است

اين روش نيز تقريباً يك روش شبكه ثابت بوده با اين تفاوت كه بجاي حل مسأله براي دو                  :روش آنتالپي .3

تـابع آنتـالپي، مـسأله فقـط         آنها در سطح مشترك، با تعريف         ارتباط ناحيه جامد و مايع به طور جداگانه و       

براي يك ناحيه ثابت زماني و مكاني حل شده و سپس با استفاده از جواب بدست آمـده بـراي آنتـالپي در                       

در حـل   كارآمـد  اين روش يك روش بسيار .  دما و مكان سطح مشترك محاسبه خواهند شد        ،نقاط مختلف 

يك ناحيه  (ا دو سطح مشترك متحرك     و آلياژها ب    متحرك مسائل انجماد مواد خالص با يك سطح مشترك       

است چرا كه بويژه در انجماد آلياژها، نياز به حل مساله براي سه ناحيه مجزا از هـم كـه                    ) دوفازي متحرك 

  .متحرك نيز هستند را از بين مي برد

استفاده از روشهاي شبكه متغير براي حل مسائل انجماد آلياژها بسيار پيچيده و از نظر محاسـباتي بـسيار                   

كـه   tΔ مسائل شامل سه ناحيه با دو مرز متحرك هستند و پيـدا كـردن    اينگونهان تمام مي شود زيرا   گر

  .بتواند هر دو مرز متحرك را در نقاط شبكه قرار دهد، تقريباً غيرممكن است

  

  وش آنتالپير-2-2-1

، تنهـا  )مانند مسأله قبـل (لپي تحليل مي شوند در مسائل مربوط به تغيير فاز كه با روشي غير از روش آنتا          

بـه   دما به عنوان متغير تابع در نظر گرفته مي شود كه در اين حالت نياز به نوشتن و حل معادلات حـاكم                     

اين دماهاي مختلف درنواحي جامد و مايع بوسيله موازنـه          . طور جداگانه براي دو ناحيه جامد و مايع داريم        
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بنابراين حل ايـن مـسأله بـا روش ذكـر شـده             . ك به يكديگر مرتبط مي شوند     انرژي حرارتي در مرز مشتر    

  .بدليل نياز به تعيين موقعيت سطح مشترك همزمان با حل معادلات پيچيده مشكل مي باشد

يك راه حل براي ساده سازي حل يك چنين مسائلي، استفاده از شكل آنتالپي براي معـادلات حـاكم مـي             

بكـار  )  و دوفـازي جامد، مايع( همه فازها   براي ين است كه يك معادله انرژي     اين روش ا  بزرگ  مزيت  . باشد

بنـابراين هـر   . برده شده و نياز به در نظرگرفتن معادلات براي فازهاي مختلف به صـورت جداگانـه نيـست                 

روش عددي اعم از تفاضلات محدود يا المان محدود مي تواند به سادگي براي اين گونـه مـسائل اسـتفاده               

لاوه بر اين، استفاده از شكل آنتالپي معادلات حاكم يك روش بسيار كارآمد در حل مسائل انجمـاد                  ع. شود

حـضور  دوفـازي   ناحيه جامـد، مـايع و   سهآلياژهاست كه در آنها انجماد در يك محدوده دمايي رخ داده و         

  .ياژها نشان مي دهداي مواد خالص و آلربه طور شماتيك رابطه بين آنتالپي و دما را ب) 2-2 (شكل. دارند

  

  

  

  

  

  )ب(

  

  

  

  

  

  )الف(

  آلياژها) ب(موادخالص و )الف(دما براي - رابطه آنتالپي: )2- 2 (شكل

  

، تغيير فاز در يك دماي مشخص رخ داده و چون گرمـاي نهـان در                 يوتكتيك براي مواد خالص و آلياژهاي    

H ده  شده و   همين دما جذب يا آزاد مي شود يك پرش در نمودار آنتالپي دما مشاه             
T

∂
∂

در اين نقطه بـي      

مشاهده مي شود، براي آلياژها رابطه بين دما و ) 2-2 ( سوي ديگر همانطور كه در شكل از .نهايت مي شود  

T

H  

fT  

sH  

lH  

T

H

solT

sH

lH

liqT  
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 آنتالپي چنين رفتاري از خود نشان نداده و تغييرفاز و آزاد شدن انرژي نهان در يك محدوده دمـايي بـين                    

solT و liqT روي مي دهد.  

  :معادله انرژي حاكم به شكل آنتالپي به صورت زير است

)2-20(   ( ).H k T
t

ρ ∂ = ∇ ∇
∂

 

 دو ناحيـه    كه معادل با معادلات هدايت حرارتي و شرايط موازنه انرژي ذكر شده در سـطح مـشترك بـين                  

  .است

fT ( مواد خالص به گونه اي است كه در فاز جامد          رابطه بين آنتالپي و دما براي      T<(،      مـاده فقـط داراي 

pC برواحد جرم    گرماي محسوس  T     است و در فاز مايع) fT T>(  ،        علاوه بر گرمـاي محـسوس، گرمـاي

  :مي شود به نحويكه اضافه نهان نيزبه آن

)2-21(   f

f

T T
T T
<

>
 

( ),
( ) ,

p f

p f

C T T
H

C T T L
−⎧⎪= ⎨ − +⎪⎩

 

  :و با توجه به عبارت فوق و تعريف آنتالپي، دما از رابطه زير محاسبه خواهد شد

)2-22(   

0

0

H

H L

H L

<

≤ ≤

>

 

f
p

f

f
p

HT
C

T T
H LT

C

⎧
+⎪

⎪⎪= ⎨
⎪ −⎪ +
⎪⎩

 

ه شـكل زيـر خواهـد بـود، كـه           رابطه بين آنتالپي و دما ب      ساليدوس و ليكيدوس،     و براي آلياژها با دماهاي    

  .معمولاً يك رابطه غيرخطي است
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)2-23(   
 جامد

 )مياني(دوفازي
 مايع

sol

sol liq

liq

T T
T T T
T T

<

≤ ≤

>

 
( )

(1 )
( )

s ps f

s s s l

l pl f

H C T T
H f H f H

H C T T L

= −⎧
⎪= + −⎨
⎪ = − +⎩

 

مطابق با روابط زير     2شيليا قانون    1لورقانون  ،   خطي يبوده و مي تواند براساس رابطه      نسبت جامد  sf كه

 .محاسبه شود

)2-24(   1 sol
s

liq sol

T Tf
T T
−

= −
−

 

)2-25(   1 ( )
1

liq
s

p f

T T
f

k T T
−

=
− −

 

)2-26(   
1/ 1

1
pk

f
s

f liq

T T
f

T T

−
⎛ ⎞−

= − ⎜ ⎟⎜ ⎟−⎝ ⎠
 

.  بوده كه توسط دياگرام فازي در يك دماي مشخص محاسبه مـي شـود            3 ضريب تفكيك  pkدر اين روابط،  

ي دوفازي از جامـد و مـايع مـي باشـد، خـواص فيزيكـي                كه ناحيه ا  مياني  لازم به ذكر است كه در ناحيه        

  .مي شوند تعريف برحسب نسبت جامد به شكل زير

)2-27(   (1 )s s s lk f k f k= + − 

)2-28(     (1 )p s ps s plC f C f C= + − 

  

  شكل آنتالپيه بعدسازي معادلات حاكم ببي -2-2-2

 سـازي  بي بعـد ي، پارامترهاي  زير براي با توجه به روابط بين آنتالپي و بيان معادلات حاكم به شكل آنتالپ 

  .معادلات ذكر شده مورد استفاده قرار مي گيرند

                                                 
1 Lever 
2 Scheil 
3 Partition Coefficient 
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 l
l

l pl

k
C

α
ρ

= 
2
ltt

a
α

= xx
a

= 

)2-29(   
l

kk
k

= 
0( )pl f

HH
C T T

=
−

 
0

f

f

T T
T

T T
−

=
−

 

 p

pl

C
c

C
= 

0( )f

qaq
k T T

=
−

 
0( )pl f

LSte
C T T

=
−

 

  

هدايت  lk گرماي ويژه مايع،plC يك دماي مرجع، 0T ،)معمولاً طول قالب(طول مشخصه   a كه در آنها  

با توجه به پارامترهاي فوق     . گرماي نهان مي باشند   بي بعد   يا همان شكل     عدد استفان    Ste حرارتي مايع، 

  :معادله حاكم و روابط بين آنتالپي و دما به شكل زير خلاصه خواهد شد

)2-30(    ( ). ( )H k T T
t

∂
= ∇ ∇

∂
 

)2-31(    0

0

T

T

<

>
 cT

H
cT Ste

⎧⎪= ⎨
+⎪⎩

 

)2-32(   
 جامد

 )مياني(دوفازي
 مايع

sol

sol liq

liq

T T

T T T

T T

<

≤ ≤

>

 ( , ) (1 )
s

s s s l

l

c T

H x t f H f H

c T Ste

⎧
⎪⎪= + −⎨
⎪ +⎪⎩

 

  

  .برابر با يك خواهند شد lk و lc ، براي فاز مايعk و cتعريف كه با توجه به 

)2-33(   (1 )s s s lk f k f k= + − 

)2-34(     (1 )p s ps s plC f C f C= + − 
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  نحوه پيداكردن سطح مشترك-2-2-3

با توجه به معادلات حاكم و با استفاده از شرايط مرزي و اوليه مناسب با توجه به هندسه و شـرايط خنـك            

 آنتالپي و دما، مقادير آنتالپي و دما براي تمام نقاط شبكه پس  از روابط بين استفادهكاري قالب و همچنين

 مزاياي روش آنتالپي اين است كه نياز به پيداكردن سطح  ازقبلاً گفته شد كه. از حل مشخص خواهند شد

مشترك در خلال حل معادلات ندارد و يافتن مكان سطح مشترك در زمانهاي مختلف پس از حـل كامـل              

 دما اتفـاق مـي   -براي مواد خالص كه در آنها يك پرش در نمودار آنتالپي.  خواهد شد  معادلات حاكم انجام  

 مكان و زماني كه اين پرش اتفاق مي افتد ،افتد، كافي است پس از محاسبه آنتالپي در همه مكانها و زمانها

  .محاسبه شود كه دقيقاً همان مكان سطح مشترك است

، سـطح مـشترك از      tΔ  فرض مي كنيم كه دربـازه زمـاني        .نيمبراي اين منظور به ترتيب زير عمل مي ك        

iمكان   xΔ يك بازه شامل اين نقطه      .  مي كند  عبورi xΔ  ،1 1( ) ,( )
2 2

i x i x⎡ ⎤− Δ + Δ⎢ ⎥⎣ ⎦
 مطـابق شـكل     را 

  .در نظر مي گيريم) 2-3(

 

 

 

 

  

  ش مشخص كردن موقعيت مرز مشتركرو: )3- 2 (شكل

در وضـعيت نـشان داده      . فرض مي كنيم كه سطح مشترك از سمت چپ به راست در حال حركـت اسـت                

از ماده تبديل بـه جامـد شـده     ε  فرض كنيم كه به اندازه كسر،ر نظر گرفته شده دxΔ شده و براي بازه  

  :آنتالپي كل را به شكل زير نشان دادمي توان بنابراين براي اين بازه . است

( 1)i x− Δ  ( 1)i x+ Δ

Solid Liquid 

Freezing Front 

i xΔ

Interval 
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)2-35(   (1 )( )i i iH cT cT Steε ε= + − + 

iهنگامي كه سطح مشترك دقيقاً از نقطـه          xΔ    ،1 مـي گـذرد
2

ε 0i و   = fT T= خواهـد شـد پـس       =

  :خواهيم داشت

)2-36(   
2i

SteH = 

 بنابراين هرگاه براي نقطه اي آنتالپي به اندازه       
2

Ste            شود، سطح مشترك در آن نقطه قـرار گرفتـه اسـت .

قرار مي گيرد از فرض تغييرات خطي آنتالپي نـسبت         ام  i كه سطح مشترك در گره     زماني   براي پيداكردن 

n به زمان درباره زماني tΔ و ( 1)n t+ Δ استفاده مي كنيم.  

n هنگامي كه در بازه زماني     tΔ   تا ( 1)n t+ Δ  ،      سطح مشترك از نقطـهi xΔ        عبـور مبـي كنـد خـواهيم

  :داشت

)2-37(   1

2
n
i

SteH + < 
2

n
i

SteH > 

  :با فرض تغييرات خطي آنتالپي با زمان

)2-38(   1(1 )n n n
i i iH H Hθ θ θ+ += − + 

) و براي حالتي كه    )n tθ+ Δ         مربوط به زماني مي باشد كه سطح مشترك از i xΔ               مـي گـذرد، آنتـالپي   

برابر با 
2

Ste و مي توان نوشتخواهد شد :  

)2-39(   ( )1

2
n n n
i i i

SteH H Hθ ++ − = 

  .خواهد شد محاسبه θ و بنابراين پارامتر
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)2-40(   
1

2
n
i

n n
i i

Ste H

H H
θ

+

−
=

−
 

i (ح مشترك در اين مكان، مكان سطح مشترك و زماني كه سطθ با محاسبه xΔ( قرار مي گيرد محاسبه 

)پس سطح مشترك در زمان . خواهد شد )t n tθ= + Δ در مكان i xΔ قرار مي گيرد.  

و ) Solidus Front(ميـاني  -جامـد  روش ذكر شده فوق همچنين براي يافتن مكانهـاي سـطح مـشترك   

 با اين تفاوت كه در انجمـاد آلياژهـا هيچگونـه پـرش      استفاده مي شود)Liquidus Front (مايع-مياني

دما وجود نداشته و براي يافتن مكانهاي ساليدوس و ليكيدوس كافيست نقاطي            -ناگهاني در نمودار آنتالپي   

بـه عنـوان نمونـه بـراي محاسـبه زمـان        .  شـود  lH و   sHپيدا شوند كه آنتالپي در آنها به ترتيـب برابـر            

  .خواهيم داشتام i ساليدوس در گره قرارگيري سطح مشترك

)2-41(   1n
i s solH c T+ < n

i s solH c T> 

)2-42(    
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)2-43(    ( )s st n tθ= + Δ 

  : ليكيدوس و به همين ترتيب براي سطح مشترك

)2-44(   1n
i l liqH c T Ste+ < + n

i l liqH cT Ste> + 

)2-45(    
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)2-46(    ( )l lt n tθ= + Δ 

مناسـب                  به همراه شرايط مرزي و روش معكـوس   فوق، معادلات حاكم پنجمدر ادامه پايان نامه و در فصل      

  . ارائه مي شوند
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   مقدمه-3-1

توسعه كامپيوتر و ابزار محاسباتي، رشد روش هاي عددي را براي مدل سازي پديده هاي فيزيكـي تـسريع       

مـدل  . يـك روش حـل نيـاز اسـت    براي مدل سازي يك پديده فيزيكي به يك مدل رياضـي و     . كرده است 

. سازي مسائل هدايت حرارتي نيز به مانند ديگر پديده هاي فيزيكي با حل معادلات حاكم امكان پذير است

  :براي حل مسائل هدايت حرارتي به اطلاعات زير نياز داريم

 هندسه ناحيه حل 

 شرايط اوليه 

 )دما يا شار حرارتي سطحي(شرايط مرزي  

 خواص ترموفيزيكي 

 . و قدرت ترمهاي منبع در صورتي كه وجود داشته باشندو محل 

ايـن نـوع مـسائل را مـسائل     . پس از حل معادلات حاكم توزيع دما در داخل ناحيه حل به دست مـي آيـد         

اين روش هـا  . عه يافته اندسروش هاي حل مسائل مستقيم از سال ها پيش تو. مستقيم حرارتي مي گوئيم   

علاوه بر اين پايداري و يكتايي اين       . ه و مسائل غيرخطي نيز مي گردند      شامل حل مسائلي با هندسه پيچيد     

  .روش هاي اوليه عمدتاً برمبناي حل هاي تحليلي بوده اند. روش ها نيز بررسي شده است

بـرعكس، روش هـاي     . اين روش ها بيشتر براي مسائل خطي و با هندسه هاي ساده قابل استفاده هـستند               

  .وده و براي كاربردهاي مهندسي بيشتر مورد توجه هستندعددي داراي اين محدوديت نب

. دسته ديگر از اين مسائل كه در دهه هاي اخير مورد توجه قرار گرفته اند، مسائل معكوس حرارتي هستند 

در اين نوع از مسائل يك يا تعدادي از اطلاعات مورد نياز براي حل مـستقيم، داراي مقـدار معلـومي نمـي       

يم از طريق اندازه گيري دما در يك يا چند نقطه از ناحيه مورد نظر، به تخمين مقادير             باشند و ما قصد دار    

  .مجهول بپردازيم
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معلوم، و هـدف    ...) شار حرارتي، هندسه و   (به طور كلي مي توان گفت كه در مسائل مستقيم حرارتي، علت           

در بخـش هـا و يـا تمـام     دمـا   (اما در مسائل معكوس حرارتـي، معلـول       . مي باشد ) ميدان دما (يافتن معلول 

  .است...) شار حرارتي، هندسه و(، معلوم مي باشد، و هدف يافتن علت )ميدان

  

   تاريخچه مسائل معكوس حرارتي-3-2

در همـين سـالها،     .  دانـست  1950شروع تحقيقات بر روي موضوع انتقال حرارت معكوس را مي توان دهـه            

  . در مورد مسائل انتقال حرارت معكوس به ثبت رسيد]52[1مقاله اي روسي توسط شوماكوف

نويسنده در اين مقالـه،     .  گزارش شده است   ]53[2زمينه، توسط استولز  يكي از قديمي ترين مقالات در اين        

ميرسپاسـي  . محدود محاسبه كرده است نرخ انتقال حرارت را در فرآيند آب دهي اجسام با هندسه ساده و              

 اين كار را با روشي مشابه براي اجسام نيمه بي نهايت از طريق عـددي و گرافيكـي انجـام داده                       ]55, 54[

 انگيزه مهمي براي گسترش كاربردها و تحقيقات در زمينـه           1950آغاز سفرهاي فضائي از اواخر دهه     . است

IHCP دماغـه  به عنوان مثال محاسبه نرخ انتقـال حـرارت در اثـر گرمـايش آئرودينـاميكي بـر روي         .  شد 

از جمله مباحث مـورد  ... موشكها و يا اجسامي كه وارد جو زمين مي شوند از قبيل نازل، شيپوره موشكها و   

 مفاهيم و روش هايي را براي تخمـين شـار           1960 طي مقالاتي در دهه    ]59, 58[3بكِ .]57, 56[توجه بود 

ت بـه   حرارتي از طريق اندازه گيري دما ارائه داد كه در آنها امكان استفاده از گام زمـاني كـوچكتري نـسب                    

  .روش استولز امكان پذير بود

در . ي اسـت  يكي ديگر از روش هاي به كار گرفته شده براي حل مسائل معكوس، روش هـاي بهينـه سـاز                   

 تاريخچه و مجموعه اي از روش هاي بهينه سازي كه در حل مسائل معكوس به كـار مـي                  ]60, 59[مرجع

يكي از اين روش ها روش گراديان مزدوج است كه به طور گسترده اي در مسائل بهينـه                  . روند، آمده است  
                                                 
1 Shumakov 
2 Stolz 
3 Beck 
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يكي از نكاتي كه در اين روش حـائز اهميـت اسـت، نحـوه محاسـبه       .  است سازي مورد استفاده قرار گرفته    

روش هاي متعددي براي محاسـبه گراديـان تـابع هـدف در روش      .تابعي است كه مي خواهيم بهينه كنيم     

  .گراديان مزدوج وجود دارد

 استفاده از معادله الحاقي براي محاسـبه گراديـان در      دو روش مشتق گيري مستقيم و      ]61[1پارك وچانگ 

در اين مقاله نتيجه گرفته اند كـه اگـر چـه روش مـشتق               . روش گراديان مزدوج را با هم مقايسه كرده اند        

در عوض بدست . گيري معمولي آسان و دقيق است، اما مدت زمان بيشتري را براي محاسبه طلب مي كند

 معادله الحاقي مي تواند زمان محاسبه را كاهش دهد، هرچند كـه بدسـت    يلكآوردن گراديان از طريق تش    

  .آوردن روابط مورد نياز، داراي پيچيدگي هاي رياضي مي باشد

 مسأله انتقال حرارت هدايتي معكوس در حالت چند بعـدي را بـا اسـتفاده از روش                  ]62[ و ديگران  2جارني

حرارتـي را بـراي يـك        مسأله تخمين شار     ]63[ 3هوانگ. گراديان مزدوج و معادله الحاقي بررسي كرده اند       

  .جسم سه بعدي، در حالتي كه شار به صورت پيوسته روي مرز تغيير مي كند را بررسي كرد

 انجام داد و همچنين اثر ديناميكي ترموكوپل را بر       IHCP مقايسه اي بين روش هاي موجود        ]64[4زيانگ

شيدفر هم در مقالاتي به بررسي تكنيكهاي رياضي        . محاسبات انتقال حرارت معكوس مورد تحليل قرار داد       

و همكارن نيـز بـا اسـتفاده از روش گراديـان مـزدوج و                ]68-66[ كوثري. ]65, 60[ پرداخت IHCPحل  

  . ميزان متغير به بررسي مسائل معكوس هدايت و تشعشع حرارتي پرداخته اند

 و همكـارانش انجـام شـده    ]71-69[ 5حالت ديگري از مسائل معكوس در حوزه تغيير فاز توسط ماركوارت      

در اين پژوهشها مساله معكوس سه بعدي براي جوشـش اسـتخري بـا اسـتفاده از داده هـاي انـدازه           . است

                                                 
1 Park and Chung 
2 Jarny 
3 Huang 
4 Xiang 
5 Marquardt 
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علاوه بر اين چندين پايان نامـه در دانـشگاههاي كـشور در زمينـه مـسائل                 . گيري شده بررسي شده است    

  .]75-72[ معكوس انجام شده و يا در حال انجام استانتقال حرارت

  

  رارتي دسته بندي مسائل معكوس ح-3-3

به دليل كاربرد گسترده مسائل معكوس حرارتي در علوم و صنعت، توسعه دسته بندي ايـن گونـه مـسائل                    

  :در يك دسته بندي مسائل معكوس حرارتي به دو دسته زير تقسيم مي شود. مهم است

 مسائل تخمين پارامتر •

 مسائل تخمين تابع •

 و يا خواص ترموفيزيكي مانند رسانش گرمايي و درمسائل تخمين پارامتر، هدف، تخمين پارامترها، ثابت ها

در حالي كه در مسائل تخمين تابع، هـدف، تخمـين يـك تـابع ماننـد شـار                   . يا ظرفيت گرمايي ويژه است    

  .حرارتي سطحي و يا رسانش تماسي در سطح مشترك است كه با زمان و يا مكان تغيير مي كند

  :به طبيعت مسأله به صورت زير طبقه بندي نمودمسائل معكوس حرارتي را همچنين مي توان با توجه 

 مسائل معكوس هدايت حرارتي •

 )آزاد يا اجباري(مسائل معكوس جابجايي  •

 مسائل معكوس تشعشع سطحي •

 مسائل معكوس تشعشع در محيط هاي موثر در تشعشع •

 مسائل معكوس هدايت و تشعشع همزمان •

 مسائل معكوس جابجايي و هدايت همزمان •

 )ذوب يا انجماد(ر فازمسائل معكوس تغيي •
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 برپايه نوع مشخصه سببي تخميني در نظر      را مي توان   يك دسته بندي ديگر براي مسائل معكوس هدايتي       

  : معرفي شددر زيرگرفت كه 

 مسائل تخمين پارامتر •

 مسائل تخمين شرط مرزي •

 مسائل تخمين شرايط اوليه •

 مسائل تخمين هندسه ناحيه حل •

 مسائل ديگر •

ايـن  . ر، شامل مسائلي مي شوند كه هدف آنها تخمـين يـك يـا چنـد پـارامتر اسـت                   مسائل تخمين پارامت  

پارامترها معمولاً خواص فيزيكي يك جسم مانند ضريب هدايت حرارتي، چگـالي، ظرفيـت گرمـائي ويـژه،                  

  .اين نوع از مسائل معمولاً غيرخطي هستند. مي باشند... ضريب نفوذ حرارتي و

بردترين مـسائل مـورد اسـتفاده در مـسائل معكـوس هـدايت حرارتـي        مسائل تخمين شرط مرزي از پركار 

هستند، زيرا در اكثر مسائل، تخمين شار حرارتي سطحي از روي اندازه گيري دما در داخـل جـسم مـورد                     

  .در برخي مسائل از اين نوع هم هدف يافتن شرط مرزي دما است. توجه مي باشد

 مورد بررسي قرار گرفته اند، زيرا نسبت به ديگـر مـسائل             يه كمتر از ديگر مسائل    لمسائل تخمين شرايط او   

  .معكوس كاربرد كمتري دارند

مسائل تخمين هندسه نيز هنگامي كه هندسه ناحيه حل كاملاً مشخص نيست و يا به دنبال هندسه بهينه      

  .براي يك مسأله خاص باشيم، مطرح مي شوند

  

  

  



 44

   حل مسائل معكوس حرارتي-3-4

 ناهنجـار مقدمه اشاره كرديم مسائل معكوس از ديدگاه رياضي جزو دسته مـسائل             همان طور كه در بخش      

  .بنابراين براي حل اين گونه مسائل مي بايست روش هاي خاصي به كار گرفته شود. هستند

امـا يكتـايي   . وجود جواب براي مسائل معكوس حرارتي را مي توان با استدلال فيزيكي مسأله بررسي كـرد         

همچنين مسائل معكوس نـسبت بـه    . دادي از مسائل به صورت رياضي اثبات شده است        جواب تنها براي تع   

 مسأله بسيار حساس هستند و به همين دليل يخطاهاي اندازه گيري و اغتشاشات در ورودي ها و داده ها     

براي حل اين مشكل تيخونوف     . بايستي روش هاي خاصي را براي يافتن جواب اين گونه مسائل به كار برد             

ي را ارائه دادند كه در آن به منظور كاهش اثر خطاهـاي ناشـي از انـدازه             روش منظم ساز   ]76[1سنينو آر 

اليفانوف نيز روش منظم سازي تكـراري را ارائـه   . گيري دما، جمله هايي به معادله تخمين افزوده مي شود         

در اين روش معيار توقـف      . داد كه در آن بهبود جواب مسأله در يك روند تكراري و متوالي انجام مي گيرد               

  .ند تكرار براساس پايداري جواب نسبت به خطاي موجود در داده هاي ورودي تعيين مي شودرو

  

   طبقه بندي روش ها-3-5

. روش هايي كه براي حل مسائل معكوس هدايت به كار مي روند به طرق مختلف طبقه بنـدي مـي شـوند           

به عنوان .  و خطي استيك طبقه بندي مربوط به توانمندي روش براي حل مسائل اعم از مسائل غيرخطي

مثال روش تخمين تابع و منظم سازي را مي توان براي مسائل غيرخطي نيز به كار برد، در حالي كه روش        

  .هايي مانند تبديل لاپلاس منحصراً براي مسائل خطي به كار مي روند

                                                 
1 Tikhonov and Arsenin 
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 روش ديگر طبقه بندي براساس روش بدسـت آوردن جـواب معادلـه هـدايت حرارتـي اسـت، ماننـد روش               

روش دوهامل تنها براي مسائل خطي كـاربرد        ... . دوهامل، تفاضل محدود، اجزاي محدود و حجم محدود و        

  .دارد در حالي كه ديگر روش هاي ذكر شده در مسائل غيرخطي نيز مي توانند استفاده شوند

نـدي در  دامنه زماني در مسائل انتقال حرارت هدايت معكوس را مي توان به عنوان معياري بـراي طبقـه ب                 

  . به دو گروه تقسيم مي شوندIHCPدر اين تقسيم بندي روش هاي . نظر گرفت

  روش هاي متوالي. 1

  روش هاي تمام دامنه. 2

هركـدام از روش هـاي بـالا        .  اسـت  IHCPاين نوع تقسيم بندي مهم ترين نوع تقسيم بندي روش هـاي             

 مولفه هاي شار حرارتي به شكل گام به         در روش هاي متوالي،   . داراي مزايا و معايب مربوط به خود هستند       

دو روش از اين دسته، يكي روش تطابق دقيق يا اسـتولز            . گام و يكي پس از ديگري تخمين زده مي شوند         

 دماهاي بدست آمده از سنـسور برابـر بـا           ،در روش اول  . است و ديگري روش تخمين متوالي تابع مي باشد        

اين روش از نظر محاسباتي بسيار سريع و . ت انجام مي شوددماهاي محاسبه شده قرار مي گيرند و محاسبا

آسان است اما مشكل آن، اين است كه نسبت به خطاهاي اندازه گيري بسيار حساس و در نتيجـه ناپايـدار     

  .است

در روش دوم از چند دماي اندازه گيري شده در زمان هاي آينده نيز براي تخمين شـار حرارتـي در زمـان         

اين روش كه توسط بكِ ارائه شـد بـرخلاف روش اول بـه خطاهـاي انـدازه گيـري                    . ودحال استفاده مي ش   

اسـتفاده  . حساسيت كمتري دارد و مي توان گام هاي زماني كوچكتري را براي اندازه گيري دما به كار برد                

از گام هاي زماني كوچك اين امكان را به ما مي دهد كه اطلاعات بيـشتري از تغييـرات شـار حرارتـي در                        

  .ول زمان به دست آوريمط
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روش تمام دامنه، روشي كارآمد است كه از تمام دماهاي اندازه گيري شده به طور همزمـان اسـتفاده مـي              

. كند و تمام مولفه هاي شار حرارتي در زمان هاي مختلف را با يكديگر و به طور همزمان تخمين مي زنـد                     

ك مناسـب اسـت، امـا حجـم محاسـبات آن در          اين روش به خاطر امكان استفاده از گام هاي زماني كوچ ـ          

روش هاي بهينـه سـازي از دسـته روش هـاي تمـام دامنـه         . مقايسه با روش مرحله اي خيلي بيشتر است       

  .هستند

طبقه بندي ديگري كه براي حل مسائل معكوس هدايت به كار مي روند، براسـاس ابعـاد مـسأله معكـوس                  

درروش دوهامـل ابعـاد   .  باشد، مسأله يك بعدي اسـت اگر هدف مسأله تخمين تنها يك شار حرارتي  . است

فيزيكي مسأله تأثيري در نحوه حل ندارد بدين معني كه اگر هدف، تخمين تنها يك شـار حرارتـي باشـد،         

اگـر هـدف تخمـين دو يـا چنـد شـارحرارتي بـا               . روال حل براي اجسام يك، دو و سه بعدي يكسان است          

اگر از روش هايي همچون تفاضـل محـدود، اجـزاء    .  بعدي است استفاده از روش دوهامل باشد، مسأله چند      

در مسائل غيرخطي استفاده شود، تعداد مختصات فـضايي كـه بـراي تحليـل فيزيكـي انتقـال                 ... محدود يا 

  .حرارت هدايت در جسم به كار مي رود، بعد مسأله را تعيين مي كند

  

   ارزيابي روش هاي مسائل معكوس هدايت-3-6

  : در نظر گرفتزير را  بايد معيارهايIHCPي روش هاي به كار گرفته شده در به منظور ارزياب

 بايـستي كميت پيش بيني شده در صورتي كه داده هاي اندازه گيري شده داراي دقـت بـالايي باشـند،       . 1

  .دقيق باشد

  ).حساسيت نداشته باشد(روش مي بايست نسبت به خطاهاي اندازه گيري پايدار باشد . 2

بايست داراي پايه هاي آماري باشد و اجازه دهد تا توزيع هاي آماري متنوعي براي خطاهـاي                 روش مي   . 3

  .اندازه گيري وجود داشته باشد
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  .روش نبايد نيازمند اين باشد كه داده هاي اندازه گيري از قبل هموار شده باشند. 4

ت بهتر در تغييرات زمـاني      روش مي بايست براي گام هاي زماني كوچك پايدار باشد اين عمل باعث دق             . 5

  .كميت مجهول مي شود

  .روش مي بايست امكان بهره گيري از چندين سنسور را در اختيار ما قرار دهد. 6

روش نبايد نيازمند مشتقات اول پيوسته مجهول باشد اگر چه روش بايد قـادر باشـد تـا تـوابعي را كـه                       . 7

  .داراي ناپيوستگي هستند، بازيابي كند

معمولاً . ان شروع دقيق كاربرد شار حرارتي سطح يا ترم چشمه مجهول نبايد مورد نياز باشد              دانستن زم . 8

همچنـين زمـان    . زمان ابتداي اعمال شار حرارتي هم زمان با زمان اندازه گيري دما توسط سنسور نيـست               

  .دقيق تغييرات ناگهاني شار حرارتي نيز براي ما معلوم نيست

  . از داده هاي اندازه گيري محدود باشدروش نبايد به تعداد مشخصي. 9

روش مي بايست قادر باشد تا در موقعيت هاي فيزيكي پيچيـده شـامل جامـدهاي مركـب، مرزهـاي                     . 10

حرك، خواص وابسته زماني انتقال حرارت جابجايي يا تشعشعي، مدل هاي تركيبـي از انتقـال حـرارت،                  تم

  .مسائل چند بعدي و هندسه هاي غيرمتعارف عمل كند

  .روش مي بايست جهت برنامه نويسي كامپيوتري ساده باشد. 11

  .هزينه محاسبات مي بايست متعادل باشند.12

روش نبايست به گونه اي باشد كه كاربر براي بهره گيري از آن در اجـسام بـا هندسـه هـاي مختلـف                  . 13

  .نيازمند مهارت بالايي در رياضيات باشد

  .بيش از يك مجهول باشدروش مي بايست قادر به گسترش به . 14
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   كاربرد روش هاي معكوس در مهندسي3-7

محققـين دانـشگاهي و صـنعتي،       . در سالهاي اخير روش هاي معكوس كاربرد زيادي در صنايع يافتـه انـد             

كـاربرد  . مسائل مختلف مدل سازي، آناليز و توسعه روش هاي عددي نـوين را مـورد توجـه قـرار داده انـد         

  :ل حرارتي را به سه دسته زير مي توان تقسيم كردروشهاي معكوس در مسائ

  كاربرد در مسائل تعيين و شناخت. 1

  كاربرد در مسائل طراحي. 2

  كاربردهاي كنترلي. 3

اين نوع مسائل شامل تحليل و آناليز داده . متداولترين كاربرد مسائل معكوس مربوط به دسته اول مي باشد

 هدف تعيين يك تابع و يا ثابت مي باشد كه انـدازه گيـري   ،سائلدر اين دسته از م   . هاي تجربي مي باشند   

  .مستقيم آن مشكل يا غيرعملي است

بلكه رسـيدن   . دسته دوم مسائل كه شامل مسائل طراحي مي باشند معمولاً شامل اندازه گيري نمي باشند              

 مـسئله  به يك طراحي و يا بهينه سازي يك طرح از طريق مينيمم كردن يـك تـابع تعريـف كننـده يـك               

  .به عنوان مثال مي توان به مسئله استفان اشاره كرد. ، مي باشد)تابع هدف(معكوس

با تعيين شرط مرزي مجهول، مي توان سرعت      . در بعضي مواقع انجماد با سرعت خاص مورد نظر مي باشد          

تلف علـوم   كاربردهاي ديگر اين گونه مسائل را مي توان در شاخه هاي مخ           . انجماد مورد نظر را تأمين كرد     

  . يافتن خوردگي در سطح را مشاهده نمود ومهندسي نظير مسائل تصفيه، محاسبه اتلاف مواد

پـارامتر  (در اين نوع مسائل هدف تعيـين علـت        . مسائل كنترلي سومين دسته از مسائل معكوس مي باشند        

ايـد يـك مـسأله      در بـسياري از مـسائل از ايـن نـوع، ب           . با اندازه گيري يك متغير مي باشد      ) كنترل كننده 

  .معكوس را حل نمود
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يكي از متداولترين كاربردهاي مسائل معكوس تعيين شرط مرزي مجهول و يا تخمـين يـك پـارامتر مـي                    

تعيين اين ضـرايب نيـاز بـه تعيـين          . به عنوان نمونه مي توان به تعيين ضرايب جابجايي اشاره نمود          . باشد

  :رابطه زير دارددماي سطحي، دماي سيال و شار حرارتي با توجه به 

)3-1(   ( )s aq h T T= − 

تعيين ضرايب حرارتـي بـا      . شار حرارتي مي باشد    q به ترتيب دماهاي سطحي و سيال بوده و          aTوsTكه  

دماهاي اندازه گيري شده به وسـيله دماسـنجي   .  سطح دارداستفاده از رابطه بالا نياز به اندازه گيري دماي   

اين خطا در مواردي كه سرعت سيال بالا مي باشـد،           . كه بر روي سطح قرار دارد حاوي خطاي بالايي است         

  .راه مناسبتر براي محاسبه، استفاده از يك روش معكوس مي باشد. افزايش مي يابد

نتقال حرارت، زماني كه راهي براي قرار دادن دماسنج داخل در مقاله استولز يك روش براي تعيين ضريب ا

در اين روش جسم مورد نظر را در داخـل يـك فلـز مـايع بـا نقطـه                . جسم وجود ندارد، ارائه گرديده است     

ضـريب انتقـال    . در نتيجه يك لايه از فلز روي جسم به وجـود مـي آيـد              . انجماد پايين غوطه ور مي كنند     

ايـن روش بـراي     . با حل يك مسئله استفان براي سـطح خـارجي بدسـت آورد            حرارت مجهول را مي توان      

  .اجسام بسيار نازك نيز كاربرد دارد

 با فرض انتقال حـرارت يـك         كه مثال ديگر اين كاربرد، تخمين شار حرارتي بر روي ديواره يك كوره است            

يك كاربرد ديگر اين نـوع مـسائل، جهـت تعيـين دمـاي              . ]77[بعدي مي توان شار حرارتي را بدست آورد       

كاربرد ديگر، يك روش براي كنترل . ]78[سطحي يك ترك در يك لوله كه داراي نشت، بررسي شده است

  .]79[فرآيند گرم كردن يك جسم داخل كوره مي باشد

مـسائل مـورد بررسـي در اجـسام         . انتقال حرارت در اجسام متخلخل كاربرد ديگر روشهاي معكوس اسـت          

كاربردهاي مختلف مسائل معكـوس در زمينـه     . متخلخل، تعيين شرط مجهول يا خواص ترموفيزيكي است       

  :ژي را مي توان به صورت زير خلاصه كردرمتالو
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  كنترل فرآيند گرم كردن يك جسم داخل كوره.1

   مدل سازي فرايند سردسازي فولاد به منظور رسيدن به دماي سطحي مورد نظر.2

  مدل سازي فرايند كربنيزه كردن فولاد و بررسي نفوذ كربن در فولاد.3

مثالهاي كه در زمينه روش معكوس بيان گرديد، نشان مي دهد كه بسياري از آنها شامل تعيين يك شرط                 

خواص ترموفيزيكي كه يكي ديگر از كاربردهاي روشهاي معكـوس          در واقع تعيين    . مرزي مجهول مي باشد   

يكي ديگر از كاربردهاي روش هاي معكـوس        . است، در بسياري از مواقع با روشهاي ديگر امكان پذير است          

نفوذ در يك جسم جامد بسيار كند صورت مي گيـرد و معمـولاً              . تعيين قابليت نفوذ يك جسم جامد است      

  . در اين حالت نيز روشهاي معكوس، مي توانند به كار گرفته شوندبه حالت پايدار نمي رسد،

   . بررسي شده است]80[كاربردهاي ديگر از روش هاي معكوس در مرجع
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. در اين فصل به معرفي و بررسي روش هايي كه براي بهينه سازي توابع استفاده مي شـوند، مـي پـردازيم                     

د انجام فرايند بهينه سـازي در  يف مسأله بهينه سازي پرداخته و در ادامه مفاهيم مربوط به رون        عرابتدا به ت  

از آنجـا   . انواع روشهاي مستقيم و غيرمستقيم بهينه سازي معرفي مي شـوند          . يك مسأله معرفي مي شوند    

كه در اين پايان نامه از روش غيرمستقيم براي بهينه سازي استفاده كرده ايم، بنابراين بيشتر به اين روش                   

سبه گراديان تابع الزامي است، بنابراين بررسي خواص و نحـوه           در تمامي اين روش ها محا     . ها پرداخته ايم  

در ادامه شرح مختصري از انواع روش هاي غيرمستقيم بـه همـراه الگـوريتم             . محاسبه آن آورده شده است    

  .محاسباتي آنها آورده شده است

  

   مسائل بهينه سازي4-1

  :يك مسأله بهينه سازي مي تواند به صورت زير بيان شود

1 داربرتعيين  2[ , ,..., ]nX x x x= به گونه اي كه تابع ( )f X  شودتحت شرايط زير مينيمم.  

)4-1(   ( ) 1, 2,...,

( ) 1,2,...,
j

j

l X j p

g X j r

α

β

= =

≤ =
 

)ام بردار طراحي، ه نبعدي ب nيك بردار  X كه در آن  )f X   تـابع هـدف و( )jl X و ( )jg X    بـه ترتيـب

رابطه اي  pيا   r و تعداد قيود  nدر حالت كلي تعداد متغيرها      . قيدهاي برابري و نابرابري ناميده مي شوند      

در مسائلي كه قيودي وجود ندارند      . ك مسأله بهينه سازي مقيد ناميده مي شود       مسأله فوق ي  . با هم ندارند  

  .با يك مسأله بهينه سازي نامقيد روبرو هستيم

) را مينيمم يا نقطه سكون تابع هدف X* نقطه )f X مي ناميم اگر داشته باشيم:  

)4-2(   *| 0
X

f∇ = 
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 معـين مثبـت باشـد آنگـاه حتمـاً نقطـه                      1شرط بالا يك شرط لازم است در صورتي كـه مـاتريس هـسين             

  :يعني اگر داشته باشيم. مينيمم نسبي خواهد بود

)4-3(   *

*

2

[ ]
X

i j X

fH
x x

⎡ ⎤∂
= ⎢ ⎥

∂ ∂⎢ ⎥⎣ ⎦
  

)البته شرط بالا در صورتي صادق است كه تابع  )f Xمشتق پذير باشد.  

  

   دسته بندي روش هاي بهينه سازي4-2

روش هاي حل مسائل مينيمم سازي به دو دسته روش هـاي جـستجوي مـستقيم و روش هـاي كاهـشي           

  .تقسيم بندي مي شوند

ر تابع هدف نياز است مقدابراي استفاده از روش هاي جستجوي مستقيم در محاسبه نقطه مينيمم، تنها به 

بنابراين اغلب، روشهاي غيرگرادياني يا روش هاي مرتبه صفر ناميده . تو نيازي به مشتقات جزئي تابع نيس

اين روش ها بيشتر براي مسائلي كاربرد دارند . مي شوند زيرا از مشتقات مرتبه صفر تابع استفاده مي كنند          

كه تعداد متغيرها كم و يا محاسبه مشتقات تابع مشكل مي باشند و بطور كلي كارايي كمتري نـسبت بـه                     

  .اي كاهشي دارندروشه

روشهاي كاهشي علاوه بر مقدار تابع به مشتقات اول و در برخي موارد به مشتقات مرتبه دوم تـابع هـدف                     

) از طريق مشتقات آن(از آنجا كه در روش هاي كاهشي، اطلاعات بيشتري از تابع هدفي كه . نيز نياز دارند

كارايي بيشتري نسبت به روش هاي جـستجوي        مينيمم مي شود، مورد استفاده قرار مي گيرد، اين روشها           

  .مستقيم دارند

                                                 
1 Hessian Matrix 
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در اين بـين روش هـايي كـه فقـط بـه             . روشهاي كاهشي همچنين روشهاي گرادياني نيز ناميده مي شوند        

مشتق اول تابع هدف نياز دارند، روش هاي مرتبه اول و آنهايي كه به مشتق اول و دوم هر دو نيـاز دارنـد،      

  .روش هايي از هر دو دسته آمده است) 1-4(در جدول. ه مي شوندروش هاي مرتبه دوم ناميد

  

   دسته بندي روشهاي بهينه سازي:)1-4( جدول

  روش هاي جستجوي مستقيم  روش هاي كاهشي

  بيشترين كاهش

  گراديان مزدوج

  روش نيوتن

   ماركورات-روش لونبرگ

  ميزان متغير

  روش جستجوي تصادفي

  جستجوي شبكه

  روش تك متغير

  لگوجستجوي ا

  

  

   راه حل كلي4-3

تمام روش هاي مينيمم سازي نامقيد اساساً تكراري هستند و از اين رو از يك حدس اوليه شروع مي كنند 

نشان داده ) 1-4(طرح كلي اين روش ها در شكل. و به شكل ترتيبي به سمت نقطه مينيمم پيش مي روند

  .شده است

  :يدبايد توجه شود تمام روش هاي مينيمم سازي نامق

  .براي شروع تكرار دارند1X نياز به نقطه اوليه. 1

1iX توليد نقطه بعدي نحوهبا يكديگر تنها در . 2   .تفاوت دارندiX از+
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 شروع كنيد1Xبا نقطه اوليه

 خير ؟شرط همگرايي برقرار است

1iقرار دهيد i= + 

1iقرار دهيد = 

1( )f Xرا بيابيد 

1iXنقطه جديد   را توليد كنيد+

1( )if X  را بيابيد+

 بله

1optقرار دهيد iX X   و توقف كنيد=+

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  نمودار روند بهينه سازي تابع هدف: )1- 4 (شكل

  

   همگرائي نرخ4-4

          p به طور كلي يك روش، همگرايي از مرتبه. روش هاي مختلف بهينه سازي، نرخ همگرايي مختلف دارند

  :دارد اگر داشته باشيم
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)4-4(   
*

1

*
, 0, 1i

p

i

X X
l l p

X X
+ −

≤ ≥ ≥
−

 

1iX وiX كه 1i وi شده در پايان تكرارهاي  نقاط محاسبه   + دهنده  نشان X نقطه بهينه وX*. هستند+

  :است كه از رابطه زير بدست مي آيدX طول يا نرم بردار

)4-5(   2 2 2
1 2 ... NX X X X= + + + 

1p اگر 0 و = 1l≤ 2p و اگر ) متناظر با همگرايي آهسته   (باشد، روش همگراي خطي      ≥ باشد، روش   =

يك روش بهينـه سـازي، همگـراي فـوق          . ناميده مي شود  ) متناظر با همگرايي سريع   (همگراي مرتبه دوم    

  :طي است اگرخ

)4-6(   
*

1

*
lim 0i

pp
i

X X

X X
+

→∞

−
→

−
 

اگر يك روش مينيمم سازي با استفاده از رونـد     : تعريف ديگري براي روش همگرايي مرتبه دوم وجود دارد        

روش همگـراي  . پيدا كنـد  تكرار   n متغيره را در   n دقيق رياضي بتواند نقطه مينيمم يك تابع درجه دوم        

  .مرتبه دوم ناميده مي شود

  

   گراديان تابع4-5

  :مولفه ايست كه با رابطه زير داده مي شود n گراديان تابع، يك بردار

)4-7(   
1 2

, ,...,
T

n

f f ff
x x x

⎡ ⎤∂ ∂ ∂
∇ = ⎢ ⎥∂ ∂ ∂⎣ ⎦

 

بعدي در راستاي گراديان حركت كنيم، مقدار تابع با سريع ترين نرخ افزايش              nاگر از يك نقطه در فضاي       

  .بنابراين جهت گراديان، جهت بيشترين افزايش نيز ناميده مي شود. يابدمي 
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  جهت هاي سريع ترين افزايش: )2- 4 (شكل

  

نـشان داده   ) 2-4(اين مطلب در شـكل    . اما جهت بيشترين افزايش يك خاصيت محلي است و نه سراسري          

 بـه ترتيـب در جهـت هـاي         4و3,2,1 محاسبه شده در نقاط    ∇fدر اين شكل، بردار گراديان      . شده است 

با سريع ترين نـرخ افـزايش        ’11 مقدار تابع در جهت    1بنابراين در نقطه    . قرار دارد  ’44و’33و’22و’11

مي يابد و به همين ترتيب اگر به تعداد بي نهايت مسير كوچك در جهت هاي سريع ترين افزايش حركت                    

  . خواهد بود4-3-2-1 منحني شبيه به منحني كنيم، مسير حركت يك

از آنجا كه بردار گراديان جهت بيشترين افزايش مقدار تابع را نشان مي دهد، منفي بردار گراديـان جهـت                    

بنابراين انتظار داريم روش هايي كـه از بـردار گراديـان بـراي بهينـه                . سريع ترين كاهش را نشان مي دهد      

بنابراين دو قضيه زير    . روش هاي ديگر سريع تر به نقطه مينيمم برسند        سازي استفاده مي كنند نسبت به       

  .را بدون اثبات مي آوريم

3′ 

1

2

1′
2′

3 4

4′ 

X

Y 
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  .بردار گراديان جهت سريع ترين افزايش را نشان مي دهد.1

  . آن نقطه است درديان، برابر اندازه بردار گراX* در هر نقطهfبيشترين نرخ تغيير تابع . 2

  

   محاسبه گراديان4-5-1

) محاسبه گراديان نياز به محاسبه مـشتقات جزئـي         1,2,..., )
i

f i n
x
∂

=
∂

سـه حالـت وجـود دارد كـه         . دارد 

  :محاسبه گراديان را مشكل مي كند

  .تابع در تمامي نقاط مشتق پذير است، اما محاسبه مولفه هاي بردار گراديان غيرعملي است. 1

 رابطه اي براي مشتقات جزئي    . 2
i

f
x
∂
∂

 مي توان بدست آورد، امـا محاسـبه آن نيازمنـد زمـان محاسـباتي                

  .زيادي است

  .گراديان تابع در تمامي نقاط تعريف نشده باشد. 3

  :در مورد اول مي توان از فرمول تفاضل محدود پيشرو براي تخمين مشتق جزئي استفاده كرد

)4-8(   ( . ) ( ) 1,2,...,
m

m i i m

i iX

f X x u f Xf i n
x x

+ Δ −∂
= =

∂ Δ
 

  :براي يافتن نتيجه بهتر مي توان از فرمول اختلاف مركزي محدود زير استفاده كرد

)4-9(   ( . ) ( . ) 1,2,...,
2

m

m i i m i i

i iX

f X x u f X x uf i n
x x

+ Δ − −Δ∂
= =

∂ Δ
 

 ام آن يـك، و مـابقي   i  بعدي است كه مولفهn  برداريiuيك كميت اسكالر كوچك و  ixΔدر روابط بالا    

را مي بايست با دقت انتخاب نمود، زيرا كوچك بودن بـيش از حـد            ixΔ در محاسبات، مقدار  . صفر هستند 

) آن ممكن است اختلاف ميان مقادير محاسـبه شـده تـابع در             . )m i iX x u+ Δ و  ( . )m i iX x u−Δ   را بـسيار

بـه همـين ترتيـب    . كوچك كرده، و موجب افزايش خطاي گرد كردن شود و نتايج را با خطا همـراه سـازد    
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در حالـت دوم    . نيز خطاي برشي را در محاسبه گراديـان ايجـاد مـي كنـد              ixΔبزرگ بودن بيش از اندازه      

براي حالت سوم با توجه به اين نكته كه گراديان          . ي شود استفاده از فرمول هاي تفاضل محدود پيشنهاد م       

بنـابراين در ايـن     . در تمام نقاط تعريف شده نيست، نمي توان از فرمول هاي تفاضل محدود استفاده كـرد               

  .موارد مينيمم كردن فقط با استفاده از روش هاي مستقيم امكان پذير است

  

   تعيين طول گام بهينه در جهت كاهش تابع4-5-2

. ر بيشتر روش هاي بهينه سازي، نياز است كه نقطه مينيمم در يـك راسـتاي مـشخص را تعيـين نمـود                  د

، نـسبت بـه   iS  درراستاي مشخصي مانند  ،iX بنابراين لازم است نرخ تغيير تابع هدف از يك نقطه مانند          

بايد در نظر داشت كه موقعيت هر نقطه در اين راستا را مي توان با توجه                . محاسبه شود  λپارامتري چون   

1i  به صورت  ،  iX به نقطه  i iX X Sλ+ = در  λ بنابراين نرخ تغيير تابع نسبت به ايـن متغيـر    . نشان داد  +

  :را مي توان به صورت زير نشان داد iS راستاي

)4-10(   
1

.
n

j

j j

xdf f
d xλ λ=

∂∂
=

∂ ∂∑ 

  :از طرفي داريم. است iXام -j مولفه jxكه در رابطه فوق 

)4-11(   ( )j
ij ij ij

x
x s sλ

λ λ
∂ ∂

= + =
∂ ∂

 

  : برابر است باiSبنابراين نرخ تغيير تابع در راستاي . هستند iS و iXام -j مولفه هاي ijs و ijx كه

)4-12(   
1

. .
n

T
ij i

j j

df f s f S
d xλ =

∂
= = ∇

∂∑ 

i.*مينيمم كند، در نقطه  iS را در راستاي f تابع λ*در صورتي كه  iX Sλ+ مي توان نوشت:  

)4-13(   
*

. 0T
i

df f S
d λ λλ =

= ∇ = 
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i.* ، در نقطهiS بنابراين مينيمم تابع، در راستاي iX Sλ+ مي باشد.  

  

   معيار همگرائي4-6

  :معيارهاي زير مي توانند براي بررسي همگرائي در محاسبات تكراري به كار روند

 :در صورتي كه تغييرات تابع در دو تكرار متوالي از مقدار معيني كوچك تر شود •

)4-14(   1
1

( ) ( )
( )

i i

i

f X f X
f X

ε+ −
≤ 

 :به اندازه كافي كوچك شود) گراديان مولفه ها(زماني كه مشتقات جزئي  •

)4-15(   2
i

f
x

ε∂
≤

∂
 

 :زماني كه تغييرات بردار مورد نظر در دو تكرار متوالي كوچك شود •

)4-16(   1 3i iX X ε+ − ≤ 

  .مي شوندمقادير معين كوچكي در نظر گرفته  3ε و 1ε ،2ε كه

  

   روش كاهش سريع4-7

در ايـن   . استفاده از قرينه بردار گراديان به عنوان جهت مينيمم سازي اولين بار توسط كوشي انجام گرفت               

ي تكراري با حركت در جهت سريع ترين شروع شده و طي فرآيندها 1Xروش محاسبات از نقطه اي مانند 

مراحل مختلف اين روش را مي توان به صـورت زيـر در نظـر    . نرخ كاهش، نهايتاً به نقطه مينيمم مي رسد    

  :گرفت

) دلخواه به عنوان اولين تكرار 1X شروع محاسبات از يك نقطه. 1 1)i =  

) به صورت iSيافتن جهت . 2 )i i iS f f X= −∇ = −∇  
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*محاسبه طول گام بهينه . 3
1λ  در جهتiS  و قراردادن*

1i i i iX X Sλ+ = *  و يا+
1i i i iX X fλ+ = − ∇.  

1iX بررسي بهينه بودن نقطه   .4 و پايان محاسبات در صورت مينيمم بودن اين نقطه، در غير اين صـورت    +

2iقراردادن    .2 محاسبات از مرحله ادامهو  =

  

   روش گراديان مزدوج4-8

   جهت هاي مزدوج4-8-1

nيك ماتريس متقارن  Aفرض كنيد  n× يك مجموعه از. باشد n بردار يا جهت { }iS  مزدوج ناميده مي

  :شود اگر داشته باشيم

)4-17(   0, , 1, 2,..., 1,2,...,T
i jS AS i j i n j n= ≠ = = 

  .مشاهده مي شود كه جهات متعامد حالت خاصي از جهات مزدوج هستند

  :يك تابع درجه دوم مانند زير باشد f  اگر

)4-18(   1
2

T Tf X AX B X C= + + 

 .تكرار يا كمتر به دسـت مـي آيـد          nكه به شكل تركيبي در جهات مزدوج مينيمم شود، مينيمم تابع در             

ان قابـل تـوجهي   سرعت همگرائي روش كاهش سريع را مي توان با تركيب جهت هاي كاهش تابع به ميـز          

در اين صورت روش گراديان مزدوج را بدست مي دهد كه در آن از جهت هاي مـزدوج بـراي                    . افزايش داد 

روشهاي مينيمم سازي كه از جهت هاي مزدوج بهـره مـي برنـد، همگرائـي              . كاهش تابع استفاده مي شود    

د اين اطمينـان را دهـد كـه         اين خاصيت از اين جهت داراي اهميت بسيار است كه مي توان           . دارند2مرتبه  

  . تكرار پيدا كند n يا كمتر از nمتغيره را در  n بتواند مينيمم يك تابع مرتبه دوم

صورت يـك تـابع درجـه    از آنجا كه هر تابع دلخواهي را در نزديكي نقطه بهينه، مي توان با دقت خوبي به       

. دوم تقريب زد مي توان از اين روش انتظار داشت، كه در تعداد تكرار كمتري نقطه مينيمم را پيـدا كننـد       
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در اين روش با محاسبه گراديان مورد نظر مي توان بعد از هر مينيمم سازي يك بعدي، يك جهت تركيبي 

  .اين روش در ادامه آورده شده استچگونگي ايجاد جهت هاي مزدوج و الگوريتم . را بدست آورد

  

   شرح روش گراديان مزدوج4-8-2

توسعه الگوريتم اين روش با انجام اصلاحاتي بر روي روش كاهش سريع انجام مي گيرد و براي اعمـال بـر                     

)1روي يك تابع درجه دوم مثل        )
2

T Tf X X AX B X C= +  به گونه اي صورت مي گيرد كـه جهـات           +

يند مينيمم يابي و اولين     آنقطه شروع فر   1X متقابلاً با هم مزدوج باشند، فرض كنيد      جديد به وجود آمده     

  :جهت جستجوي منطبق بر جهت سريع ترين نرخ كاهش باشد

)4-19(   1 1iS f AX B= −∇ = − − 

)4-20(   *
2 1 1 1X X Sλ= + 

)4-21(   2 1
1 *

1

X XS
λ
−

= 

*
1λ 1 مقدار تابع را در جهتS مينيمم مي كند بنابراين:  

)4-22(   
2

1 1 | 0
T

XS f∇ = 

* به اين ترتيب مقدار
1λ را مي توان بدست آورد:  

)4-23(   1 11* 1
1

1 1 1

( )
TT

T T
S fS AX B

S AS S AS
λ ∇− +

= = − 

  :در نظر گرفته مي شود ∇2f و 1S زجهت كاهش در مرحله دوم به صورت تركيب خطي ا

)4-24(   2 2 2 1S f Sβ= −∇ + 

  :با تعريف زير مزدوج شوند 2S و 1S به گونه اي محاسبه مي شود كه2β مقدار
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)4-25(   
1 2 0
T

S AS = 
  :رابطه زير را بدست آورد 2β با تركيب روابط فوق مي توان براي

)4-26(   2 2 2 2
2

1 1 11

T T

TT

f f f f
f ff S

β −∇ ∇ ∇ ∇
= =

∇ ∇∇
 

  :بدست آورد ∇3f و 2S و 1S به همين ترتيب جهت كاهش بعدي را مي توان از تركيب خطي

)4-27(   3 2 13 3 3S f S Sβ δ= −∇ + + 

 با استفاده از شرط. دست مي آيدب 2S و 1Sنسبت به  3Sرا با مزدوج در نظر گرفتن  3δ و  3β كه مقادير 

1 3 0
T

S AS 3  مقدار= 0δ  :نيز به صورت زير خواهد شد 3β  مقدار.بدست مي آيد =

)4-28(   3 3
2

2 2

T

T

f f
f f

β ∇ ∇
=
∇ ∇

 

  

 :و در نتيجه

)4-29(   3 23 3S f Sβ= −∇ + 

 :يند تكرارپذير مي توان به شكل زير نوشتآفوق را براي فرصورت كلي دو رابطه 

)4-30(   1i ii iS f Sβ −= −∇ + 

)4-31(   
1 1

T
i i

i T
i i

f f
f f

β
− −

∇ ∇
=
∇ ∇

 

 .دو رابطه اخير مسير جستجوي كاهش تابع را ارائه مي كنند

  

   الگوريتم روش گراديان مزدوج4-8-3

  :ير در نظر گرفتالگوريتم روش تكراري گراديان مزدوج را مي توان به صورت ز

  .1Xشروع محاسبات با نقطه دلخواه . 1
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1 ر جستجو به صورتيقراردادن اولين مس. 2 1 1( )S f X f= −∇ = −∇.    

*به با توجه  2X يافتن نقطه. 3
2 1 11X X Sλ= * كه +

1λ 1 رابطه طول گام بهينه در مسيرS مي باشد.  

2i قراردادن. 4   .براي تكرار بعدي و انجام مرحله بعد =

)محاسبه . 5 )i if f X∇   :و قراردادن ∇=

)4-32(   
2

12
1

.i
i ii

i

f
S f S

f
−

−

∇
= −∇ +

∇
 

* محاسبه طول گام بهينه. 6
iλ در جهت iS و يافتن نقطه جديد: *

1i i iiX X Sλ+ = +.  

1iX بررسي نقطه . 7 1i در غير اين صورت بـا قـرار دادن  . و پايان محاسبات در صورت بهينه بودن      + i= +        

  .به بعد ادامه مي يابد 4ه محاسبات از مرحل

  :در اين زمينه نكات زير قابل توجه مي باشند

در اصل به عنوان روشي براي حل دستگاه معادلات خطي بنيان گذاري شده است و                گراديان مزدوج    روش

از آنجائي كه جهـت     .  در كتاب خود شرح كاملي از تكنيك هاي مختلف اين روش ارائه داده است              1ازسيك

0(مزدوج هستند  A استفاده شده در اين روش با ماتريس       iSهاي  
T
i iS AS ينـد مـي بايـست      آ، اين فر  )=

 به ناهنجارم اين روش براي توابع مرتبه دو. تكرار يا كمتر از آن همگرا شود n براي يك تابع مرتبه دوم در

  .علت اين موضوع خطاي تجمعي گرد كردن است. تعداد بيشتري تكرار براي همگرائي نيازمند است

*بدست مي آيد، هر خطاي ناشي از كم بودن دقت ) 30-4(از رابطه iS چون
iλ  در محاسبه و خطاي ناشي

 مازگردكردن تجمعي در تر   
2

12
1

.i
i

i

f
S

f
−

−

∇

∇
به  iS نيز راه پيدا مي كند و جهت كاهش        iS به مرحله بعدي   

تكـرار            m بنـابراين لازم اسـت تـا بعـد از هـر           . صورت قابل توجهي توسط اين خطاها، منحرف مـي شـود          

                                                 
1 Ozisik 
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1mf خلاف مقدار موجود در الگوريتم، برابر با      بر  1 ريـوز  -فلچر. اين كار شروع مجدد نام دارد     . قرار گيرد  ∇−+

1m مقدار n=   .تعداد متغيرهاي مجهول مي باشد n  كهندرا براي شروع مجدد پيشنهاد داد +

 روش گراديان مزدوج از لحاظ يـافتن مـسيرهاي مـزدوج كـاهش بـسيار      ،وديتهاي گفته شدهبا وجود محد  

  .موثرتر از روش كاهش سريع عمل مي كند

  

   دسته بندي روش هاي گراديان مزدوج4-8-4

روش گراديان مزدوج برحسب چگونگي يافتن جهت مزدوج، به سه نسخه متفاوت تقسيم مي شود در اين                 

  . يك از سه نسخه آورده شده است هرمعادلاتقسمت تنها 

) صورت كلي جهت مزدوج كه خود تابعي از )f X است به صورت زير مي باشد:  

)4-33(   1( ) ( , ) ( ) ( )n n n n n qP X J x y P X P Xγ ϕ−′= − + + 

دوج در و جهـت مـز   ام  n به طوري كه مشاهده مي شود اين جهت تركيبي از منفي گراديان تابع در تكرار              

1n تكرارهاي  درجـه   90با اين كار زاويه بين جهت كاهش و منفي جهت گراديان از             . مي باشد ام  qام و   −

فوق شـماره   در رابطه    q انديس. ند فرآيند يافتن مينيمم را تضمين كند      اكمتر مي شود كه اين امر مي تو       

در  nϕ و nγ  ضرايب.تكراري است كه براي بهبود روش گراديان مزدوج، شروع مجدد در آن رخ داده است

  .هر يك از نسخه هاي گراديان مزدوج با روابطي كه در ادامه مي آيند تعريف مي گردند

بـه   nϕ و nγ  معـروف اسـت ضـرايب   ]3و1[  ريوز-ج، كه به نسخه فلچردر نسخه اول روش گراديان مزدو   

  :صورت زير تعريف مي شوند

)4-34(   
2

00

1 2

0

( )
, 0, 0

( )

L
n

n nx
L

n

x

J dx

J dx
γ γ ϕ=

−

=

′
= = =

′

∫

∫
 

                                                 
1 Fletcher and Reeves 
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  است، با اين تعريف همه گراديان ها به صـورت )31-4(لازم به ذكر است كه رابطه فوق فرم انتگرالي رابطه   

نقطه اي در نظر گرفته شده و محاسبه ضرايب مزدوج از طريق انتگرال گيري گراديان هـاي نقطـه اي بـر                    

براي اين كار تغييرات گراديان بر روي هرالمان به صورت خطي در نظـر              . روي مرز مجهول انجام مي گيرد     

و اصلاح نقاط مرزي براين اساس جهت مزدوج براي هر نقطه نيز داراي مقدار عددي است   . گرفته مي شود  

) با جابجايي هر نقطه در راستاي بردار عمود بر مرز به مقدار )n nP Xβ انجام مي گيرد.  

  : نام دارد، ضرايب اين گونه مي باشند]1[ 1 ريبير-در نسخه دوم كه نسخه پولاك

)4-35(   
1 2

00

1 2

0

( )
, 0, 0

( )

L
n n

n nx
L

n

x

J J dx

J dx
γ γ ϕ

−

=

−

=

′ ′−
= = =

′

∫

∫
 

 ريبير براي محاسبه ضرايب مزدوج مي توانـد زاويـه بـين             - وپولاك  ريوز -استفاده از هر يك از روابط فلچر      

 درجه كمتر كند و در نتيجه مي توان اطمينان داشت كـه مينـيمم   90جهت كاهش و منفي گراديان را از   

  .يي اين دو روش براي مسائل خطي تعيين پارامتر يكسان استآكار. تابع مورد نظر را بيابند

 بيل در روش -م روابط زير را براي ضرايب مزدوج ارائه كردند كه نسخه پاول براساس نسخه دو2بيل و پاول

  .گراديان مزدوج نام دارد

)4-36(   
1

00

1 1

0

( )
, 0 0

( )

L
n n n

n x
L

n n n

x

J J J dx
for n

J J P dx
γ γ

−

=

− −

=

′ ′ ′−
= = =

′ ′−

∫

∫
 

)4-37(   
1

00

1
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( )
, 0 0

( )

L
q q n

n x
L
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J J J dx
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J J P dx
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=
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= = =
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∫
 

                                                 
1 Polak-Ribiere 
2 Bill and Powell 
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از ايـن   .  را مستلزم استفاده از تكنيك شروع مجـدد دانـسته اسـت            )37-4) (36-4(پاول استفاده از روابط     

همچنين زمـاني كـه     .  استفاده مي شود كه گراديان ها در تكرار مورد نظر نامتعامد مي شود             تكنيك زماني 

 جهت مزدوج اصلاح ،جهت بدست آمده به اندازه كافي كاهش تابع را به همراه نداشته باشد با شروع مجدد    

0nϕاين كار با قراردادن     . مي گردد   جزئيات بيشتر در الگوريتمي كه      .گيرد انجام مي    )33-4(در رابطه    =

  .در ادامه مي آيد توضيح داده شده است

  .را با معيار زير مي توان اندازه گيري كردام nميزان نامتعامد بودن گراديانها در تكرار 

)4-38(   1 2

0 0

( ) 0.2 ( )
L L

n n n n

x x

J J J dx J dx−

= =

′ ′ ′ ′− ≥∫ ∫ 

گ بـودن زاويـه بـين جهـت كـاهش و منفـي جهـت                بزر(ميزان كم بودن كاهش تابع در مسير مورد نظر          

  .نمودرا نيز مي توان با هر يك از نامساوي هاي زير بررسي ام n در تكرار) گراديان

)4-39(   2

0 0

1.2 ( )
L L

n n n

x x

P J dx J dx
= =

′ ′≤ −∫ ∫ 

)4-40(   2

0 0

0.8 ( )
L L

n n n

x x

P J dx J dx
= =

′ ′≥ −∫ ∫ 

  .در روابط فوق تجربي مي باشند 0.8 و 1.2، 0.2ضرايب 

1n  براي )33-4( بيل روش گراديان مزدوج جهت كاهش      -در نسخه پاول   مطابق الگوريتم زير محاسـبه      ≤

  :مي شود

1q در صورت برقراري نامساوي، قراردادن) 38-4(بررسي نامساوي • n= − 

 )36-4(از رابطه  nγمحاسبه ضريب  •

1nدر صورتي كه  • q= 0nϕ قراردادن ،+  )37-4(از رابطه nϕو در غير اين صورت محاسبه  =

 )33-4(محاسبه جهت كاهش از رابطه  •
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1nدر صورتي كه     • q= در صورت برقراري هـر يـك از آنهـا،          ) 40-4(و) 39-4(بررسي نامساوي  +

0nϕ قراردادن 0n ، با قـراردادن )33-4(و محاسبه مجدد جهت كاهش از رابطه         = nγ ϕ=  در هـر  =

)تكرار، جهت كاهش  )nP X ان جهت گراديان خواهد شد كه معرف روش كاهش سريع مي باشدهم. 

مطابق الگوريتم ارائه شده با برقراري اين نامساوي در مسائل معكوس كه درجه غيرخطي بودن آنهـا زيـاد                   

 نسبت به دو روش قبل افزايش       باشد با شروع مجدد محاسبات، الگوريتم مي تواند سرعت يافتن مينيمم را           

  .دهد

و  nβ فرآيند تكراري و اصلاح نقاط مرزي مطابق رابطه زير لازم است طول گـام بهينـه يعنـي                 براي انجام   

'گراديان  تابعي     ( )nJ X     محاسـبه ايـن دو مقـدار بـه ترتيـب از حـل معادلـه                . در هر تكرار محاسبه گردد

  .حساسيت و معادله الحاقي انجام مي پذيرد

)4-41(   1( ) ( ) ( ), 1,2,...n n n nf X f X P X nβ+ = + = 

  

   روش نيوتن4-9

 تقريـب مرتبـه دوم تـابع    . روش نيوتن را مي توان براي مينيمم كردن توابع چنـد متغيـره اسـتفاده نمـود                

( )f Xر نقطه  دiX X= با استفاده از بسط سري تيلور به صورت زير است:  

)4-42(   1( ) ( ) ( ) ( ) [ ]( )
2

T T
i i i ii if X f X f X X X X J X X= +∇ − + − − 

] كه ] [ ]
ii XJ J=            ماتريس هسين نام دارد و شامل مشتقات جزئي مرتبه دوم تـابع f   در نقطـه iX   مـي

ت مـي    با مساوي صفر قراردادن مشتقات در رابطه فوق براي محاسبه مينيمم تابع رابطه زيـر بدس ـ                . باشد

  :آيد

)4-43(   0, 1, 2,...,
j

f j n
X
∂

= =
∂
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  :از دو رابطه اخير نتيجه مي شود

)4-44(   [ ]( ) 0ii if f J X X∇ =∇ + − = 

] در صورتي كه   ]iJ             1 در نقطه (غير منفرد باشد، مي توان از رابطه فوق تقريب بسيار خوبيiX X بـه  ) =+

  :صورت زير بدست آورد

)4-45(   1
1 [ ]i i i iX X J f−
+ = − ∇ 

مي توان از يك فراينـد تكـراري بـراي    ) 45-4(و) 42-4(با صرف نظركردن از ترم هاي مرتبه بالا در روابط 

* محاسبه جواب
X بهينه استفاده نمود.  

1 مي توان نشان داد كه دنباله نقاط 2 1, ,..., iX X X * به اندازه كافي به 1Xقطه شروع  در صورتي كه ن+
X 

]نزديك شود و     ]1J       غيرمنفرد باشد، مي تواند به جواب واقعي *
X  همچنين از آنجائي كه در     . همگرا شود

] به فرم ماتريس  (ع مورد نظر    روش نيوتن از مشتقات مرتبه دوم تاب       ]iJ (    روش مرتبـه    ،استفاده مـي شـود 

 مرتبه دوم را    ع در ادامه نشان داده شده كه با روش نيوتن مي توان مينيمم يك تاب              .دوم محسوب مي شود   

  .با يك تكرار محاسبه نمود

  : باشدبه صورت زير f فرض كنيد فرم تابع

)4-46(   1( )
2

T Tf X X AX B X C= + + 

  :در نقطه زير بدست مي آيدf مينيمم تابع

)4-47(   [ ]* 1X A B−= − 

  :به صورت زير خواهد شد) 45-4(بنابراين روش تكراري با استفاده از رابطه

)4-48(   [ ] [ ]( )1
1i i iX X A A X B−
+ = − + 

  :از رابطه فوق جواب دقيق به صورت زير بدست مي آيد. مي باشدام i نقطه شروع در تكرار iX كه
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)4-49(   [ ]* 1
1iX X A B−
+ = = − 

  .شكل زير چگونگي انجام اين كار را نشان مي دهد

  

  

  

  

  

  

  

  مينيمم يك تابع درجه دوم در يك مرحله با روش نيوتن): 3- 4(شكل 

  

 براي جلوگيري از اين اتفاق . ممكن است روش نيوتن واگرا شود      ،تابعي مرتبه دوم نباشد    f در صورتي كه  

  :را مي بايست به صورت زير اصلاح نمود) 45-4(رابطه

)4-50(   [ ] 1* *
1i i iii i i iX X S X J fλ λ −
+ = + = − ∇ 

* كه
iλ      ع در جهت  طول گام براي مينيمم كردن تاب [ ] 1

i iS J f−= − ايـن اصـلاح امتيـازاتي را بـه         . است ∇

اول اينكه اين حالت در مقايسه با روش قبلي در تعداد تكرار كمتري نقطه مينيمم را                . دنبال خواهد داشت  

دوم اينكه در اين روش يافتن نقطه مينيمم براي همه حالات، در صـورتي كـه فرمولاسـيون      . پيدا مي كند  

سـوم اينكـه، ايـن روش منجـر بـه           . لي در برخي موارد، نقطه مينيمم را پيدا كند، امكان پذير مي باشد            اص

با توجه به امتيازات گفته شده، خصوصيات زيـر باعـث مـي          . پيداكردن نقطه ماكزيمم يا عطف نخواهد شد      

  :شود اين روش در عمل آنچنان موثر نباشد

*X

1X

1[ ]i i iS J f−= ∇  
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] در اين روش لازم است ماتريس. 1 ]J با بعد n n× ذخيره شود.  

] محاسبه درايه هاي ماتريس. 2 ]J بسيار مشكل و در مواردي غيرممكن مي باشد.  

] درهرمرحله به محاسبه مقدار. 3 ] 1
i iJ f−   .نياز است ∇

  .در مورد توابع پيچيده با تعداد زياد متغير، غيركاربردي مي كندخصوصيات ذكر شده، اين روش را 

  

  1 لونبرگ- روش ماركارت4-10

دور باشد، كاهش مي دهد،      X* از نقطه بهينه   iX روش كاهش سريع مقدار تابع را براي حالتي كه بردار         

. به نقطه بهينه نزديك باشد، از سرعت همگرائي بالائي برخوردار است           iX روش نيوتن در حالتي كه بردار     

اين روش، درايه هاي قطـري      . روش ماركارت روشي است كه امتيازات هر دو روش گفته شده را در بردارد             

  :ماتريس هسين را به صورت زير اصلاح مي كند

)4-51(   [ ] [ ]i i iJ J Iα⎡ ⎤ = +⎣ ⎦ 

] كه ]I واحد و  ماتريس iα               مقدار ثابتي است كه در اين صورت، مثبـت معـين بـودن مـاتريس iJ⎡ ⎤⎣ در  ⎦

] صورتي كه ]iJ مثبت معين نباشد را تضيمن مي كند.  

] ، ترم )410 از مرتبه ( به اندازه كافي بزرگ باشد     iα مي توان اينگونه گفت كه، وقتي      ]i Iα    بـر تـرم [ ]iJ 

] الب شده و معكوس ماتريسغ ]iJ به صورت زير خواهد شد:  

)4-52(   [ ] [ ] [ ] [ ]
1 1 1 1

i i i i
i

J J I I Iα α
α

− − −⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤= + ≈ =⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦ 

  :به صورت زير خواهد شد iSدر اين صورت جهت كاهش 

)4-53(   1
i i iS J f

−
⎡ ⎤= − ∇⎣ ⎦ 

                                                 
1 Marquardt-Levenberg 
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iS   براي مقادير بزرگ iα     در روش ماركارت، بـراي    . همان جهت كاهش سريع است iα   آغـاز عمليـات    در

تكراري، مقدار بزرگي در نظر گرفته مي شود و اين مقدار درطول تكرارهـاي مختلـف كـاهش مـي يابـد و             

مقدار بزرگ به صفر، جهت جستجو در ايـن روش، از           يك  از   iα نهايتاً به صفر مي رسد، بنابراين با كاهش       

  .وتن در انتها تغيير مي كندروش كاهش سريع در آغاز عمليات تا روش ني

)4-54(   [ ] [ ] 1* *
1i i iii i i i iX X S X J I fλ λ α

−
+ ⎡ ⎤= + = − + ∇⎣ ⎦ 

* كه
iλ بخش جستجوي يك بعدي محاسبه نمودزرا مي توان ا .  

  

   روش شبه نيوتن4-11

  :، را مي توان به صورت زير نوشت)44-4(رابطه اصلي براي گسترش روش نيوتن، رابطه 

)4-55(   [ ]( ) ( ) 0i iif X J X X∇ = − − = 

)4-56(   [ ] 1 ( )i iiX X J f X−= − ∇ 

  :پذير زير نوشته مي شود كه به شكل تكرار

)4-57(   [ ] 1
1 ( )i i iiX X J f X−
+ = − ∇ 

  

] لازم به ذكر است كه ماتريس     ]iJ از مشتقات مرتبه دوم تابع f كه بـراي يـك تـابع    . تشكيل شده است

ايده اصلي در روش شبه نيوتن كـه  . تغيير مي كند iX با بردار) و در حالت كلي غيرخطي(مرتبه دوم    غير

] به روش ميزان متغير نيز شناخته مي شود، تقريب زدن ماتريس           ]iJ     با ماتريس ديگري مثـل [ ]iB   مـي

] اگـر . استفاده مي شود f ط از مشتقات مرتبه اول    باشد كه در آنها فق     ] 1
iJ ]  بـا − ]iB    ،تقريـب زده شـود

  :را مي توان به صورت زير نوشت) 53-4(رابطه
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)4-58(   [ ]*
1 ( )i i ii iX X B f Xλ+ = − ∇ 

* كه
iλ ينه در جهتطول گام به iS مي باشد.  

)4-59(   [ ]i i iS B f= − ∇ 

 مي توان مشاهده نمود كه روش كاهش سريع حالت خاصي از رابطـه فـوق اسـت كـه بـه ازاي قـرار دادن                 

[ ] [ ]iB I= بدست مي آيد.  

]محاسبه   ]iB  :  مـي بايـست مـاتريس معكـوس تقريبـي         ) 55-4( رابطـه    براي استفاده از [ ] [ ] 1
i iB A −= 

بسط  0X حول يك نقطه مرجع اختياري مثل f براي اين كار مي بايست در ابتدا گراديان. محاسبه شود 

  :يعني. تيلور داده شود

)4-60(   [ ]0 00( ) ( ) ( )f X f X J X X∇ ≈∇ + − 

  :، به صورت زيرig و id با تعريف

)4-61(   
1i iid X X+= − 

)4-62(   1i i ig f f+= ∇ −∇ 

  :مي توان رابطه زير را بدست آورد

)4-63(   [ ]i i id B g= 

] كه ] [ ] 1
i iB A ]س  تقريبي از ماتري   =− ] 1

0J درايـه   2n رابطـه بـا    n  رابطه فـوق دسـتگاهي از      .مي باشد  −

] مجهول ماتريس  ]iB    1 بنابراين براي . را نشان مي دهدn ] انتخاب < ]iB           يكتا نمـي باشـد و حتـي مـي

] توان مقدار آن را نزديك به      ] 1
0J  در مقالات مختلـف، روشـهاي متعـددي بـراي محاسـبه           . انتخاب نمود  −

[ ]iB      يعني محاسبه (طي يك فرايند تكراري [ ]1iB ]  با در اختيار داشتن    + ]iB (     پيشنهاد شده است نكتـه

]تقارن و مثبت معـين بـودن  ممهمي كه بايد به آن توجه داشت اين است كه با    ]iB  مـاتريس [ ]1iB نيـز   +

  .متقارن و مثبت معين باقي بماند
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  كنترل فرآيند انجمادكنترل فرآيند انجماد
  يان مزدوجيان مزدوج با روش گراد با روش گراد
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 ابتدا معادلات حاكم بر مسأله و نحوه حل آنها معرفي شده و سپس بـا توجـه بـه آنهـا بـه                        ،در فصل حاضر  

در ادامه، روش گراديان مزدوج به همراه معادلات حساسيت و الحاقي مـورد       . تعريف تابع هدف مي پردازيم    

ابتدا معادلات در حالت يـك بعـدي مـورد بحـث قـرار              . نياز براي مواد خالص و آلياژها بررسي خواهند شد        

  .گرفته و سپس معادلات و الگوريتم حل براي مسائل دو و سه بعدي نيز به اختصار معرفي خواهند شد

  

  معادلات حاكم بر مسأله مستقيم-5-1

 ابتدا معادلات حاكم، روش حل، الگوريتم گراديان مزدوج، معادلات الحاقي و حساسيت بـراي يـك مـسأله                 

يك بعدي شامل انجماد مواد خالص و همچنين آلياژها معرفي شده و در انتها براي هندسه هاي دو و سـه                  

، شار خنـك كـن      )1-5 (فرض مي كنيم كه در قالب نشان داده شده در شكل          . بعدي تعميم داده مي شود    

يق بـوده و بنـابراين      سطوح جانبي عـا   ،   اعمال شده   و بالا به عنوان تابعي از زمان       حرارتي فقط از مرز پايين    

 و انجماد فقط در جهت عمودي و رو به بـالا            فتاددر ناحيه مايع اتفاق نخواهد ا      طبيعي   هيچ گونه جابجايي  

  )حالت يك بعدي(.خواهد بود

بعـد بـراي هندسـه نـشان داده شـده در شـكل                   بـي    معادلات حاكم، شرايط مرزي و شرايط اوليه به شكل        

  .به شرح زير خواهند بود

( ( ) )H Tk T
t x x

∂ ∂ ∂
=

∂ ∂ ∂
 0 x b< < 0 ,ft t< ≤ )5-1(  

( )
0 s

Tk q t
xx

∂
− =

=∂
 0x = 0 ,ft t< ≤ )5-2(  

( )l

Tk q t
x bx

∂
=

=∂
 x b= 0 ,ft t< ≤ )5-3(  

i iT T or H H= = 0 x b≤ ≤ 0.t = )5-4(  

  :كه در معادلات بالا
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( ) ( ) (1 ( )) .s s s lk T f T k f T k= + − )5-5(  

بديهي است براي انجماد مواد خالص بـا فـرض           .محاسبه خواهد شد  وابط ذكر شده در فصل دوم       از ر  sfو  

)، ثابت بودن خواص حرارتي ) 1k T   .خواهد بود =

  

  

  

  

  

  

  

  

  الف

  

  

  

  

  

  

  

  

  ب

  آلياژها)ماد خالص و ب)نمايش شماتيك مساله انجماد براي الف): 1- 5(شكل 

  

حضور دارند  مياني پيداست، در انجماد آلياژها سه ناحيه متفاوت جامد، مايع و) 1-5(همانطور كه از شكل  

س و در انجماد مواد خالص هـدف كنتـرل           ساليدوس و ليكيدو   ح مشترك وكه هدف كنترل سرعت در سط     

قبلاً ذكر شد كه كيفيت مـاده ريختـه         . استسرعت تنها سطح مشترك موجود ميان فازهاي جامد و مايع           

.  وابـسته اسـت  )دوفـازي  (ناحيه مياني ضخامت گري شده به ميزان سرعت در سطح مشترك يا به عبارتي        

است، بنابراين براي    liqT و   solT بارتي دو دماي  بدليل اينكه هدف كنترل دو سرعت سطح مشترك يا به ع          

). lq و sq ( و بـالا سـت  ينرسيدن به اين مهم نياز به دو عامل كنترلي يا دو شار حرارتي در مرزهاي پـاي             

در نظـر گرفتـه    sq  انجماد مواد خالص به دليل وجود يك پارامتر كنترلي، فقطبديهي است كه در كنترل 

fT

Solid 

Liquid 

V

( )sq t

( ) 0lq t =

( )sq t  
 

( )lq t  

Liquid 

Mushy 

Solid 

sV
 

lV
 liqT  

solT  
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رابطه بين آنتالپي و دما براي مواد خالص و آلياژها به ترتيب .  برابر صفر يا عايق فرض شده استlq شده و

  .محاسبه خواهد شد) 7-5(و ) 6-5 (از روابط

)5-6(   

0
0
0

T
T
T

<
=
>

 [0, ]
cT

H Ste
cT Ste

⎧
⎪= ⎨
⎪ +⎩

 

)5-7(   

 جامد
 )مياني(دوفازي

  مايع

sol

sol liq

liq

T T
T T T
T T

<
≤ ≤

>

 (1 )
s s

s s s l

l l

H c T
H f H f H

H c T Ste

=⎧
⎪= + −⎨
⎪ = +⎩

 

  

 بـه ترتيـب دماهـاي سـاليدوس و     liqT و solT  بعد گرمـاي نهـان،   بيعدد استفان يا همان شكل  Ste كه

هدف مسأله مستقيم تعيين توزيع دما و يا آنتالپي با دانستن شارهاي حرارتي در مرزها               . هستندليكيدوس  

از طرف ديگر در يك مسأله معكوس، اين شرايط مرزي مجهول بوده       . مي باشد  معلوم   به عنوان يك پارامتر   

و يا سرعت سطح مـشترك بـه عنـوان          ) مكان سنسورها ( خاصي از هندسه     و بجاي آنها مقدار دما در نقاط      

) شـرايط مـرزي   (به عبارت ديگر هدف در حل مسأله معكوس، يـافتن وروديهـا             . پارامترهاي معلوم هستند  

مـي  ) دما در نقاط سنسورها و يا سرعت مطلـوب سـطح مـشترك    ( براي دستيابي به خروجي هاي مطلوب     

  .مسأله معكوس به همراه روش گراديان مزدوج براي حل آن ارائه خواهد شددر ادامه فرمول بندي . باشد

  

  مسأله معكوس-5-2

همانگونه كه مطرح شد در يك مسأله معكوس طراحي و كنترل انجماد، شرايط حرارتي در مرزها مجهـول               

ه از سـرعت    بوده و با استفاده از دماهاي اندازه گيري شده در نقاطي از هندسه مورد نظـر و يـا بـا اسـتفاد                      

بـه گونـه اي      lq و   sq بنابراين هدف از حل معكوس يافتن     . مطلوب سطح مشترك تخمين زده مي شوند      
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با توجه به رفتـار     .  به مقدار مطلوب برسد    ،است كه دما در نقاط خاصي از دامنه و يا سرعت سطح مشترك            

 سـاليدوس  برابر دمـاي مياني -م انجماد، مي دانيم كه دما در دو سطح مشترك جامد        فيزيكي مواد در هنگا   

  .است دماي ليكيدوس  مايع برابر- ميانيودر سطح مشترك

.  خواهـد بـود    )fT( مايع برابـر دمـاي ذوب        -مشترك جامد همچنين در انجماد مواد خالص، دما در سطح         

ت سطح مشترك، مكان سطح مشترك معلوم بوده و دما در اين مكـان و در زمـان                بنابراين با دانستن سرع   

در نتيجه مسأله كنترل سرعت سطح مشترك مي توانـد          . باشد fTو يا    solT  ،liqT هاي مشخص بايد برابر   

  .ودبا مسأله كنترل دما جايگزين ش

كـه همـان دماهـاي       fTو يـا     solT  ،liqTبرپايه آنچه ذكر شد، تابع هدف برمبناي اختلاف بـين دماهـاي             

  .مطلوب در مكانهاي مطلوب سطح مشترك هستند و دماي محاسبه شده در اين مكانها تعريف مي شود

ل كلاسيك انتقال حرارت معكوس كه در آنها از دماهاي اندازه گيري شده و يا شبيه سـازي شـده          در مسائ 

 تابع هدف برمبناي اخـتلاف بـين دمـاي          ،استفاده مي شود  ...) شرايط مرزي و  (جهت تخمين تابع مجهول     

  :ددر مكان سنسورها به شكل زير تعريف مي شون) تخمين زده شده(اندازه گيري شده و محاسبه شده 

)5-8(   ( )2

10

ft N

i i
i

s Y T dt
=

= −∑∫ 

تعـداد   N ،)مكـان سنـسور  ( ix به ترتيب دماهاي تخميني و برداشت شده در مكـان      iT و   iY كه در آن  

  .از حل مسأله مستقيم محاسبه مي شوند iT دماهاي.  نهايي مي باشند زماننيز ft سنسورها و

يـا دماهـاي انـدازه       iY در مسائل طراحي و كنترل با استفاده از روشهاي انتقال حرارت معكوس بـه جـاي               

دمـاي محاسـبه شـده از حـل      iTه قـرار گرفتـه و       دماي مطلوب در نقطه اي مشخص از دامن        ،گيري شده 

به اين ترتيب براي كنترل سرعت و مكان سـطح مـشترك در انجمـاد               . مستقيم در همان مكان خواهد بود     

  :آلياژها و مواد خالص، تابع هدف به ترتيب زير تعريف مي شود
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)5-9(   
2 2

0 0

[ , ] [ ( , ; , ))] [ ( , ; , ))] .
f ft t

s l sol s s l liq l s ls q q T T x t q q dt T T x t q q dt= − + −∫ ∫ 

)5-10(   2

0

[ ( )] [ ( , ; ( ))] ,
ft

s f m ss q t T T x t q t dt= −∫ 

) كه , ; , )s s lT x t q q  ،( , ; , )l s lT x t q q   و ( , ; ( ))m sT x t q t           به ترتيب دماهاي محاسـبه شـده در مكـان

 مـايع در  -در انجماد آلياژها و دماي محاسبه شـده در سـطح مـشترك جامـد         ساليدوس و ليكيدوس     هاي

بـراي مينـيمم كـردن توابـع هـدف       . هستندارتي در مرز    ، با فرض شارهاي مشخص حر     انجماد مواد خالص  

  .مذكور از روش گراديان مزدوج به همراه روش الحاقي براي محاسبه گراديان تابع هدف استفاده شده است

  

  روش گراديان مزدوج-5-3

) براي محاسبه شرايط مرزي    )sq t   و ( )lq t اديان مزدوج، الگوريتم تكرار زير به كار بـرده  بوسيله روش گر

  . شده است

)5-11(   1( ) ( ) ( ), , , 0k k k k
i i i iq t q t d t i s l tβ+ = − = > 

 تكرار مي باشد و فرآيند تكرار با يك فرض اوليه شروع شده كه اين فرض شماره مربوط به kكه بالانويس 
0 ( ) 0iq t   .است =

  :ر قابل محاسبه استجهت كاهش توسط رابطه زي

)5-12(   

0 ( ) [ ( )],k k
i id t s q t= = −∇  

1( ) [ ( )] ( )k k k k
i i i id t s q t d tγ −= −∇ + 

  .به شكل زير بدست مي آيد) 13-5 (در رابطه بالا، ضريب مزدوج يا ضريب پيوستگي از عبارت

)5-13(   0 0iγ = 
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}{

}{

1

0

1 2

0

[ ( )] [ ( )] [ ( )]
,

[ ( )]

f

f

t
k k k
i i i

k
ti

k
i

s q t s q t s q t dt

s q t dt
γ

−

−

∇ −∇ ∇
=

∇

∫

∫
 

] كه ( )]k
is q t∇      در تكرار ميزان گراديان تابع هدف k  است كه از حل معادله الحاقي و توسط رابطه اي          ام

جستجو با حداقل كـردن  گام  يك عبارت براي اندازه .كه در ادامه فصل ذكر خواهد شد قابل محاسبه است  

  .بدست مي آيد kβبت به نس) )9-5(معادله (تابع هدف 

)5-14(   

1 22 2 12
2

11 22 12

2 11 1 12
2

11 22 12

,

,

k
i

F A F A i s
A A A

F A F A i l
A A A

β

−⎧ =⎪ −⎪⎪= ⎨
⎪ −⎪ =

−⎪⎩

 

  :كه ضرايب معادلات فوق به شرح زير هستند

)5-15(   ( ) ( )2 2

11 , ,
0 0

,
f f

s l

t t
k k

s x s xA T dt T dt= Δ + Δ∫ ∫ 

)5-16(   ( ) ( )2 2

22 , ,
0 0

,
f f

s l

t t
k k

l x l xA T dt T dt= Δ + Δ∫ ∫ 

)5-17(   12 , , , ,
0 0

,
f f

s s l l

t t
k k k k

s x l x s x l xA T T dt T T dt= Δ Δ + Δ Δ∫ ∫ 

)5-18(   ( ) ( )1 , ,
0 0

,
f f

s s l l

t t
k k k k

x sol s x x liq s xF T T T dt T T T dt= − Δ + − Δ∫ ∫ 

)5-19(   ( ) ( )2 , ,
0 0

,
f f

s s l l

t t
k k k k

x sol l x x liq l xF T T T dt T T T dt= − Δ + − Δ∫ ∫ 

 اســـت هنگـــامي كـــه) )27-5(تـــا ) 24-5(معـــادلات (، جـــواب مـــسأله حـــساسيت sTΔ كـــه

, 0k
s s lq d qΔ = Δ = . lTΔ      نيز جواب همين مسأله است با  , 0k

l l sq d qΔ = Δ توجه به اين نكتـه     . =
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) ضروري است كه در انجماد مواد خالص،    )lq t ،k
lβ ،k

ld و k
lγ  همگي صفر بوده و گام جستجو از رابطه

  .زير بدست مي آيد

)5-20(   0

2

0

[ ( , ; ( )) ] ( , ; ( ))
.

[ ( , ; ( ))]

f

f

t
k k

m s f m s
k

ts
k

m s

T x t q t T T x t d t dt

T x t d t dt
β

− Δ
=

Δ

∫

∫
 

بسته به نوع مسأله و شـرايط  . فرآيند تكراري معرفي شده تا زماني ادامه مي يابد كه شرط توقف ارضا شود        

  .گرددد استفاده توقف مي توان شروط آن، انواع مختلفي از

  

  معيار توقف-5-3-1

در صورتي كه مسأله با هيچ خطاي اندازه گيري مواجه نشود، شرط زير براي توقف تكرارها مورد اسـتفاده                   

  .قرار مي گيرد

)5-21(   [ ],s ls q q ε< 

هنگـامي كـه داده هـاي      .  شود يك مقدار كوچك و مشخص است كه از قبل براي مسأله تعيين مي             εكه  

اصل . ستفاده مي شود   ا 1باشند، از اصل اختلاف    σ اندازه گيري شده داراي خطاي ورودي با انحراف معيار        

اختلاف پيشنهاد مي كند كه تكرارها زماني متوقف شوند كه اختلاف بين دمـاي مطلـوب و انـدازه گيـري                    

  :ار خطاهاي اندازه گيري شده به نحوي كهشده برابر با انحراف معي

)5-22(   ( , ; , ) ( , ; , )sol s s l liq l s lT T x t q q T T x t q q σ− ≈ − ≈ 

  :داريم) 10-5 (با جاگذاري عبارت فوق در معادله مربوط به تابع هدف

)5-23(   
22 ftε σ≈ 

                                                 
1 Discrepancy Principle 
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  مسأله حساسيت-5-3-2

) اگر فرض كنيم كه    )sq t   و ( )lq t ترتيب به انـدازه    به  ( )sq tΔ   و ( )lq tΔ          تغييـر كننـد، طبعـاً دمـا و 

T را بـا   T جهت طرح مسأله حـساسيت،    . تغيير خواهند كرد   HΔ و TΔ آنتالپي نيز به اندازه    T+ Δ ،

H  را با H H+ Δ  ،sq    را با s sq q+ Δ و lq  را با l lq q+ Δ     تـا  ) 1-5 (معـادلات (در مسأله مستقيم

مسأله حـساسيت   . جايگزين كرده و سپس معادلات مستقيم را از نتيجه بدست آمده كم مي كنيم             ) )5-4(

  . دست آمده به شرح ذيل خواهد بودبه

)5-24(   0 ,ft t< ≤  0 x b< <  
2

2

( ( ) ) ( ( ) )C T T k T T
t x

∂ Δ ∂
= Δ

∂ ∂
 

)5-25(   0 ,ft t< ≤  0x =  ( )
0 s

k T q t
xx

∂ Δ
− = Δ

=∂
 

)5-26(   0 ,ft t< ≤  x b=  ( )l

k T q t
x bx

∂ Δ
= Δ

=∂
 

)5-27(   0.t =  0 x b≤ ≤  0TΔ = 
  :داريم) 7-5(و با توجه به معادله

)5-28(   

Solid
Mushy
Liquid

 
sol

sol liq

liq

T T
T T T
T T

<
≤ ≤

>

 ( ) (1 ) ( )

s

s
s s s l s l

l

c
fC T f c f c c T c T Ste
T

c

⎧
⎪ ∂⎪= + − + − −⎨ ∂⎪
⎪⎩

 

) ذكر اين نكته ضروري است كه براي مواد خالص،         ) 1C T ) و   = ) 0lq tΔ مسأله حساسيت  . مي باشد  =

, براي انجماد آلياژها يك بار با فرض       0k
s s lq d qΔ = Δ  بـا فـرض   ديگر  و بار    sTΔ براي بدست آوردن     =

, 0k
l l sq d qΔ = Δ طـول گـام   ، lTΔ و sTΔ با بدست آوردن. حل مي شود lTΔ براي بدست آوردن   =

به خواهنـد   محاس ـ) 20-5(و براي انجماد موادخالص از رابطـه        ) 14-5(از رابطه     براي انجماد آلياژها   بهينه

  .شد
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  مسأله الحاقي-5-3-3

)لاگرانـژ  براي بدست آوردن مسأله الحاقي، ابتدا معادلات حاكم بر مـسأله مـستقيم را در ضـريب      , )x tλ 

 تابع هدف اضافه مي كنيم    ) 9-5(ضرب كرده روي دامنه زمان و مكان انتگرال گرفته و حاصل را به معادله             

  : خواهيم داشتو

)5-29(   

2 2

0 0

2

2
0 0

[ , ] [ ( , ; , )] [ ( , ; , )]

( , )[ ]

f f

f

t t

s l sol s s l liq l s l

t b

s q q T T x t q q dt T T x t q q dt

T Hx t k dxdt
x t

λ ρ

= − + − +

∂ ∂
−

∂ ∂

∫ ∫

∫ ∫
 

ــا T بـــا جـــايگزين كـــردن ] بـ ]T T+ Δ ،sq ــا s بـ sq q+ Δ ،lqــا l  بـ lq q+ Δ و [ , ]s ls q q ــا  بـ

[ ][ , ] [ , ]s l s ls q q s q q+ Δ  از عبـارت حاصـل و صـرف    ) 9-5 (و كم كردن معادله اصلي   ) 9-5 (در معادله

  .نظر كردن از عبارتهاي مرتبه بالاتر خواهيم داشت

)5-30(   0 ,ft t< ≤ 0 x b< < 

2

2

( , ) ( , )( ) ( )

2{[ ] ( ) [ ] ( )} 0sol s liq l

x t x tC T k T
t x

T T x x T T x x

λ λ

δ δ

∂ ∂
+ +

∂ ∂
− − + − − =

 

)5-31(   0 ,ft t< ≤ 0x = 0
x
λ∂
=

∂
 

)5-32(   0 ,ft t< ≤ x b= 0
x
λ∂
=

∂
 

)5-33(   .ft t= 0 x b≤ ≤ 0λ = 
  

) كه )δ  عمليات رياضي فوق و ناديده گـرفتن عبارتهـاي شـامل       پس از انجام    . مي باشد ديراك دلتا   تابع   •

( , )T x tΔباقي مي ماندذيل ي، عبارت انتگرال .  
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)5-34(   
0 0

[ , ] (0, ) ( , ) .
f ft t

s l s ls q q t q dt b t q dtλ λΔ = Δ + Δ∫ ∫ 

)2 از آنجا كه ) (0, )fq t L t∈ ،مي توان نوشت:  

)5-35(   
0

( ) [ ( )] .
ft

s q q s q t dtΔ = Δ ∇∫ 

  :و با مقايسه دو معادله اخير خواهيم داشت

)5-36(   [ ( )] (0, ),ss q t tλ∇ = 

)5-37(   [ ( )] ( , ).ls q t b tλ∇ = 

 شكل ذكر شده    نبراي انجماد مواد خالص به شكل زير تبديل شده و شرايط مرزي به هما             ) 30-5 (معادله

  .باقي مي مانند

)5-38(   0 ,ft t< ≤ 0 x b< < 
2

2

( , ) ( , ) 2[ ] ( ) 0f m

x t x t T T x x
t x

λ λ δ∂ ∂
+ + − − =

∂ ∂
 

k  گراديان شارهاي حرارتي، مي تـوان ضـريب مـزدوج          بدين ترتيب با محاسبه   
iγ جهـت كـاهش     و  k

id  را

  .محاسبه كرد) 12-5(و ) 13-5(روابط مطابق 

  

  الگوريتم روش گراديان مزدوج-5-3-4

شد، مي تـوان از الگـوريتم   با توجه به مطالعه روش گراديان مزدوج و معادلات حساسيت و الحاقي كه ذكر   

  .تكرار زير براي تخمين شار حرارتي در مرزها استفاده كرد

0 مشخص كردن يك حدس اوليـه بـراي شـارهاي حرارتـي    : قدم اول
sq  0 و

lq    و قـراردادن شـماره تكـرار 

0k =  
   براي مشخص كردن توزيع دما در قالبمفروضت مستقيم حاكم بر مسأله با شارهاي حل معادلا: قدم دوم
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 برقـرار   رفتن به قدم چهارم، در صـورت       عدم برقراري،     در صورت  ،)توقف(گرايي  همبررسي معيار : قدم سوم 

  .توقف تكرارها، شدن

) حل معادلات الحاقي براي   : قدم چهارم  , )x tλ   م ًĤ5(و  ) 36-5 (حاسبه گراديان با توجه به روابط     و نهايت-

37.(   

k محاسبه ضريب مزدوج: قدم پنجم
iγ  و جهت كاهش k

id 12-5(و ) 13-5 (با استفاده از روابط.(  

  حل معادله حساسيت با توجه به شرايط ذكر شده: قدم ششم

k م بهينهمحاسبه طول گا: قدم هفتم
iβ براي آلياژها و مواد خالص) 20-5 (و) 14-5 (با توجه به معادلات  

  . به قدم دومبرگشتو ) 11-5 (حدس جديد براي شارهاي حرارتي با توجه به رابطه: قدم هشتم

  

  ات دو بعديصمطالعه معادلات حاكم در مخت-5-4

 به انجماد تك جهتـي و در راسـتاي يـك بعـدي بـراي مـواد            معادلات ذكر شده در قسمت گذشته مربوط      

) اگر شار حرارتي  . خالص و آلياژها بود    )sq t               در مرز پايين كه قبلاً تنها تابعي از زمان بود، تابعي از زمان و

راه شرايط شماتيك اين مسأله دو بعدي به هم. باشد، مسأله تبديل به يك مسأله دوبعدي خواهد شد     مكان

  .نمايش داده شده است) 2-5 (مرزي در شكل

معادلات حاكم بر مسائل مستقيم، حساسيت و الحاقي به همراه شرايط مرزي و اوليه مناسب مطابق آنچـه                 

  .در حالت يك بعدي ارائه شد به شرح زير خواهند بود
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  عدينمايش شماتيك مساله انجماد در مختصات دو ب): 2- 5(شكل 

  

   مساله مستقيم-5-4-1

( ( ) ) ( ( ) )H T Tk T k T
t x x y y

∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= +

∂ ∂ ∂ ∂ ∂
 0 x d< < 0 y b< < 0 ,ft t< ≤ )5-39( 

( , )
0 s

Tk q x t
yy

∂
− =

=∂
 0 x d< < 0y = 0 ,ft t< ≤ )5-40( 

( , )l

Tk q x t
y by

∂
=

=∂
 0 x d< < y b= 0 ,ft t< ≤ )5-41( 

0
0

T
xx

∂
=

=∂ 
0x = 0 y b< < 0 ,ft t< ≤ )5-42( 

0T
x dx

∂
=

=∂ 
x d= 0 y b< < 0 ,ft t< ≤ )5-43( 

sΓ  

lΓ  

( , )sq x t  

( , )lq x t  

Solid 

Mushy 

Liquid 

x  

y  

osΓ  

olΓ  
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i iT T or H H= = 0 x b≤ ≤ 0 y b≤ ≤ 0.t = )5-44( 
  

   مساله حساسيت-5-4-2

)5-45(   0 ,ft t< ≤ 0 x d< <  
0 y b< < 

2 2

2 2

( ( ) ) ( ( ) ) ( ( ) )C T T k T T k T T
t x y

∂ Δ ∂ ∂
= Δ + Δ

∂ ∂ ∂
 

)5-46(   0 ,ft t< ≤ 0 x d< <  
0y = 

( , )
0 s

k T q x t
yy

∂ Δ
− = Δ

=∂
 

)5-47(   0 ,ft t< ≤ 0 x d< <  
y b= 

( , )l

k T q x t
y by

∂ Δ
= Δ

=∂
 

)5-48(   0 ,ft t< ≤ 
0x =  

0 y b< < 
0

0
T

xx
∂Δ

=
=∂ 

)5-49(   0 ,ft t< ≤ 
x d=  
0 y b< < 

0T
x dx

∂Δ
=

=∂ 

)5-50(   0.t = 0 x b≤ ≤  
0 y b≤ ≤ 0TΔ = 

  

   مساله الحاقي-5-4-3

)5-51(   

2 2

2 2

( , , ) ( , , ) ( , , )( ) ( ) ( )

2{[ ] ( ) ( ) [ ] ( ) ( )} 0sol s s liq l l

x y t x y t x y tC T k T k T
t x y

T T x x y y T T x x y y

λ λ λ

δ δ δ δ

∂ ∂ ∂
+ + +

∂ ∂ ∂
− − − + − − − =

 

)5-52(   0
0yy

λ∂
=

=∂
 

)5-53(   0
y by

λ∂
=

=∂
 



 88

)5-54(   0
0xx

λ∂
=

=∂ 

)5-55(   0
x dx

λ∂
=

=∂ 

)5-56(   0
ft t

λ =
=

 

  روش گراديان مزدوج-5-4-4

) (از مكان و زمان مي باشددر مختصات دو بعدي كه شارحرارتي در مرزها تابعي          , )sq x t و ( , )lq x t( تابع 

  .هدف به صورت زير تعريف خواهد شد

)5-57(   
[ ]

2 2

22

( 0, ) ( 0, )

2 2

0 0

( , ), ( , )

[ ( , ; , )] [ ( , ; , )]

s f l f

f f

s l

s l sol liqL t L t

t t

sol s s l liq l s l

s q x t q x t T T T T

T T t q q d dt T T t q q d dt

⎡ ⎤Γ × ⎡ ⎤Γ ×⎣ ⎦ ⎣ ⎦

Γ Γ

= − + − =

− Γ Γ + − Γ Γ∫ ∫ ∫ ∫
 

 كمينه  براي .مي باشند و ليكيدوس   ساليدوس  منحني هاي سطوح مشترك      lΓ و   sΓ كه در معادلات بالا   

) ردن تابع هدف فوق، ابتدا يك حدس اوليه براي        ك , )sq x t   و ( , )lq x t    موقعيت سطوح  . در نظر مي گيريم

با حدس اوليه بـراي  . از زمان مشخص مي باشند در هر لحظه   )lΓ و   sΓ( ساليدوس و ليكيدوس     مشترك

شار حرارتي، ابتدا معادلات مستقيم حل شده و توزيع دما در نقاط مختلف در زمانهاي مختلف  بدست مي       

در . بررسـي مـي شـود     )  توقـف (تابع هدف محاسبه شده و شرايط همگرايـي       ،  )57-5 (سپس از رابطه  . آيد

در مرحله بعدي ادامـه پيـدا كـرده و معـادلات الحـاقي بـراي                صورت عدم برقراري معيار توقف، محاسبات       

  .محاسبه گراديان تابع هدف حل مي شوند

)5-58(   [ ( , )] ( , 0, )ss q x t x y tλ∇ = = 

)5-59(   [ ( , )] ( , , )ls q x t x y b tλ∇ = = 

k پس ضريب مزدوج
iγ و جهت كاهش k

id  شداز روابط زير محاسبه خواهند.  
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)5-60(   2

2

1

( [0, ])
21

( [0, ])

( ), ( ) ( )

( )
oi f

oi f

k k k
i i i L tk

i k
i L t

s q s q s q

s q
γ

−

Γ ×

−

Γ ×

∇ ∇ −∇⎡ ⎤⎣ ⎦
=

∇
 

  . به صورت زير تعريف مي شودg و f براي دو تابع 2Lكه حاصلضرب در فضاي 

)5-61(   ( )
2 ( [0, ])

0

,
f

f

t

L t
f g fg d dt

Γ×
Γ

= Γ∫ ∫ 

  .ز رابطه زير تعيين كرد، ضريب مزدوج را مي توان ا)61-5(با توجه به رابطه 

)5-62(   

0 0iγ =

{ }

{ }

1

0

2

0

( , ) ( , ) ( , )

( , )

f

oi

f

oi

t
k k k
i i i

k
ti

k
i

s q x t s q x t s q x t d dt

s q x t d dt
γ

−

Γ

Γ

∇ −∇ ∇ Γ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦
=

∇ Γ⎡ ⎤⎣ ⎦

∫ ∫

∫ ∫
 

  .همچنين جهت كاهش نيز به شكل زير محاسبه خواهد شد

)5-63(   
0 ( , ) ( , )k
i id x t s q x t= −∇ ⎡ ⎤⎣ ⎦ 

1( , ) ( , ) ( , ),k k k k
i i i id x t s q x t d x tγ −= −∇ +⎡ ⎤⎣ ⎦ 

هينه را از رابطـه زيـر       سپس براي محاسبه طول گام بهينه به حل معادلات حساسيت پرداخته وطول گام ب             

  .بدست مي آوريم

)5-64(    

1 22 2 12
2

11 22 12

2 11 1 12
2

11 22 12

,

,

k
i

F A F A i s
A A A

F A F A i l
A A A

β

−⎧ =⎪ −⎪⎪= ⎨
⎪ −⎪ =

−⎪⎩

 

  :كه ضرايب معادلات فوق به شرح زير هستند
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)5-65(   ( ) ( )2 2

11 , ,
0 0

,
f f

s l

s l

t t
k k

s sA T d dt T d dtΓ Γ
Γ Γ

= Δ Γ + Δ Γ∫ ∫ ∫ ∫ 

)5-66(   ( ) ( )2 2

22 , ,
0 0

,
f f

s l

s l

t t
k k

l lA T d dt T d dtΓ Γ
Γ Γ

= Δ Γ + Δ Γ∫ ∫ ∫ ∫ 

)5-67(   12 , , , ,
0 0

,
f f

s s l l

s l

t t
k k k k

s l s lA T T d dt T T d dtΓ Γ Γ Γ
Γ Γ

= Δ Δ Γ + Δ Δ Γ∫ ∫ ∫ ∫ 

)5-68(   ( ) ( )1 , ,
0 0

,
f f

s s l l

s l

t t
k k k k

sol s liq sF T T T d dt T T T d dtΓ Γ Γ Γ
Γ Γ

= − Δ Γ + − Δ Γ∫ ∫ ∫ ∫ 

)5-69(   ( ) ( )2 , ,
0 0

,
f f

s s l l

s l

t t
k k k k

sol l liq lF T T T d dt T T T d dtΓ Γ Γ Γ
Γ Γ

= − Δ Γ + − Δ Γ∫ ∫ ∫ ∫ 

  :ائم بهينه به محاسبه حدس جديد براي شارهاي حرارتي مي پردازيمبا محاسبه طول ق

)5-70(   1( , ) ( , ) ( , ), , , 0k k k k
i i i iq x t q x t d x t i s l tβ+ = − = > 

  .و در صورت برقرار شدن معيار توقف، روند تكرار تا برقراري اين معيار ادامه خواهد يافت

  

  محاسبات عددي حل معادلات-5-5

الحـاقي از روش تفاضـل محـدود    براي حل معادلات حاكم برمسأله شـامل مـسأله مـستقيم، حـساسيت و            

كوتـاي  -از روش تفاضلات محدود فشرده براي تقريب مـشتقات مكـاني و روش رانـگ              . استفاده شده است  

مرتبه سوم فشرده براي پيشروي در حوزه زمان در حل مسائل معكوس مربوط به مواد خالص استفاده شده 

همچنين طبيعت غير خطي معادلات     بدليل وجود دو سطح مشترك متحرك با سرعتهاي متفاوت و           . است

حاكم بر انجماد آلياژها، از طرح تفاضلات مركزي و روش پيشروي ضمني براي حل عددي معادلات در اين 

در اين قسمت جزييات روش عددي استفاده شده در حل معادلات حاكم جهـت              . حالت استفاده شده است   
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ابتدا نحوه محاسبه مشتقات مـادي مكـاني        . استاستفاده در برنامه كامپيوتري بطور كامل شرح داده شده          

  .معرفي شده و سپس الگوي پيشروي در دامنه زماني ارائه خواهد شد

  

  محاسبه مشتقات مكاني-5-5-1

ايـن  . محاسـبه گرديـده اسـت   1تفاضلات محدود فـشرده مشتقات مادي در اين پژوهش با استفاده از روش          

)ايشان مـشتق اول تـابع دلخـواهي ماننـد           .  ارائه شد  ]81[2روش ابتدا توسط ليلي    )f x      را بطـور ضـمني 

  .بيان نموده است) 71-5(مطابق معادله 

)5-71(   1 1 1 1 2 2
2 4 1( ) ( )

3 12j j j j j j jf f f f f f f
x x

α αα α− − + − + −
+ −′ ′ ′+ + = − + −
Δ Δ

 

  

0( بيـانگر شـماره گـره    jكه در آن علامت پرايم نمايانگر مشتق اول،   j J≤ xx/و )  ≥ L JΔ  مـي  =

/1، )71-5(اگر در معادله . باشند 4α 1/3α يا = رحهايي با مرتبه خطاي چهارم  قرار داده شود به ط=

، سـه يـا چهـار    )71-5(كه كه در اين صورت ترم قطري اصلي در طرف راست معادلـه     . يا ششم مي رسيم   

.  در مـاتريس گـردد     3اين مساله مي تواند موجب ايجاد شرايط ناهنجـاري        . برابر كوچكتر از ديگر ترمهاست    

در ايـن   .  ضرب مي كنيم   α/1 آن را در ضريب      براي جلوگيري از اين مساله و اصلاح معادله، هر دو طرف          

  .تغيير شكل خواهد يافت) 72-5(به فرم معادله ) 71-5(صورت معادله 

)5-72(   1 1 1 1 2 2
1 1 2 / 4 1/( ) ( )

3 12j j j j j j jf f f f f f f
x x
α α

α− − + − + −
+ −′ ′ ′+ + = − + −
Δ Δ

 

0jدر مرزها يعني جايي كه       j يا   = J=     سوم يك طرفه ضمني استفاده شده        است، از يك طرح مرتبه 

  .است

                                                 
1 Compact (Pade) Finite Difference 
2 S.K. Lele 
3 Ill-conditioning 
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)5-73(   0 1 0 1 2
12 ( 5 4 )

2
f f f f f

x
′ ′+ = − + +

Δ
 

)5-74(   1 1 2
12 (5 4 )

2J J J J Jf f f f f
x− − −′ ′+ = − −

Δ
 

1jدر همــسايگي مرزهــا يعنــي جــايي كــه  1j يــا = J= در حــالتي كــه ) 72-5( اســت از معادلــه −

1/ 4α ــي شــود اســت اســتفاده= ــرار دادن    .  م ــا ق ــي بحــث شــده اســت ب ــه توســط ليل ــانطور ك هم

(16 32) /(40 1)α α α′ = + 2j هـاي براي گـره  ) 72-5( در معادله    α به جاي    − 2j و   = J= − 

)مي توان پايداري و بقاي عددي معادله  )u f u
t x

∂ ∂
=

∂ ∂
  . را تضمين نمود

/1بطور خلاصه در صورتيكه در شـكل كلـي معادلـه،             4α  قـرار دهـيم، مـاتريس محاسـبات بـه فـرم            =

1 1[ ] [ ] [ ] [ ]n n n n n nA F B F× × × ×
′× = ]هـاي   خواهد بـود كـه در آن مـاتريس    × ]A و [ ]B ي هـا  مـاتريس

]هاي ضرايب و ماتريس ]F و [ ]F ) مقادير تابع ′ )f xباشند و مشتق اول آن مي.  

5 4 1 0
2 2 2

3 30 0

3 30 0 0

[ ]
3 30 0 0

3 30 0

1 4 50
2 2 2

x x x

x x

x x
B

x x

x x

x x x

−⎛ ⎞
⎜ ⎟Δ Δ Δ⎜ ⎟
−⎜ ⎟

⎜ ⎟Δ Δ
⎜ ⎟−⎜ ⎟
⎜ ⎟Δ Δ
⎜ ⎟= ⎜ ⎟

−⎜ ⎟
⎜ ⎟Δ Δ⎜ ⎟

−⎜ ⎟
⎜ ⎟Δ Δ
⎜ ⎟− −⎜ ⎟⎜ ⎟Δ Δ Δ⎝ ⎠

 

1 2 0 0
1 4 1 0
0 1 4 1 0

[ ] ,
0 1 4 1 0

0 1 4 1
0 0 2 1

A

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟

= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

2 مقايسه بين نتايج عددي و حقيقـي مـشتق اول تـابع   ) 3-5(در شكل   cos(3 )y x x= تـوان   را مـي +

هـاي مركـزي    انتظار داريم كه طرحي با مرتبه سوم در مرز و مرتبه خطـاي شـشم در گـره                 . ملاحظه نمود 

 .هاي مرزي و داخلي ترسيم شده استبراي گره) 4-5(ميزان دقت نيز در شكل . داشته باشيم
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2تقريب مشتق اول تابع ): 3- 5(شكل  cos(3 )y x x= +  

  

)مشتق دوم تابع    ) 75-5(معادله   )f x   دهد كه يك طرح اختلاف محدود فـشرده و بـا دقـت              را نشان مي

  .مرتبه چهارم است

)5-75(1 1 1 1 2 22 2

4(1 ) 10 1( 2 ) ( 2 )
3 12j j j j j j j j jf f f f f f f f f

x x
α αα α− + − + + −

− −′′ ′′ ′′+ + = − + + − +
Δ Δ

 

  

/1كه در آن     4α ار گرفته است و براي غلبه بر ايـن         در اينجا نيز مساله ناهنجاري مورد توجه قر       .  است =

در اين صورت معادله به فرم زير تغييـر شـكل           . كنيم ضرب مي  α/1را در ضريب    ) 75-5(مشكل، معادله   

  .خواهد داد

)5-76(   1 1 1 1 2 22 2

1 4(1/ 1) 10 1/( 2 ) ( 2 )
3 12j j j j j j j j jf f f f f f f f f

x x
α α

α− + − + + −

− −′′ ′′ ′′+ + = − + + − +
Δ Δ
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  مرتبه دقت براي مشتق مرتبه اول): 4- 5(شكل 

  

  .به سوم يكطرفه بكار برده مي شود كه به صورت زير استدر مرزهاي جريان، حالت مرت

)5-77(   0 1 0 1 2 32

111 (13 27 15 )f f f f f f
x

′′ ′′+ = − + −
Δ

 

)5-78(   1 1 2 32

111 (13 27 15 )J J J J J Jf f f f f f
x− − − −

′′ ′′+ = − + −
Δ

 

  .توليد مي شود) 79-5(، معادله )73-5(از طرفي با مشتق گيري از معادله 

)5-79(   0 1 0 1 2

12 ( 5 4 )
2

f f f f f
x

′′ ′′ ′ ′ ′+ = − + +
Δ

 

  .را بدست آورد) 80-5(، معادله )79-5(توان از معادله حال به سادگي مي

)5-80(   0 1 0 0 1 2

3 12 ( 4 )
2

f f f f f f
x x

−′′ ′′ ′ ′ ′ ′+ = + + +
Δ Δ

 

/1با فرض  ()73-5(با جايگذاري طرف چپ معادله      4α -5(براي ترمهاي داخـل پرانتـز در معادلـه     ) =

  : به معادله زير مي رسيم)80
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)5-81(   0 1 ( 0) 0 22

3 32 ( )
2x

dff f f f
x dx x=

−′′ ′′+ = − −
Δ Δ

 

. ماني در داخل مرزها به كار برده مي شود كه مقادير تابع و مشتق آنها موجـود باشـند                   ز )81-5(معادله  

  .مشابه اين روابط را مي توان براي خروجي از مرز، هنگامي كه تابع و مشتق آن در دسترس است بكار برد

)5-82(   1 ( ) 22

3 32 ( )
2J J x Lx J J

dff f f f
x dx x− = −

′′ ′′+ = − −
Δ Δ

 

1jنزديك مرزها يعني جايي كـه        1j  و = J=  اسـت از طـرح تفاضـل متنـاهي فـشرده مرتبـه دوم               −

1/10αاستفاده شده است كه با جايگزيني    بطور خلاصه ماتريس  . به دست مي آيد)75-5( در معادله =

1محاسبات به فرم  1[ ] [ ] [ ] [ ]n n n n n nC F D F× × × ×
′′× = ]هاي  خواهد بود كه در آن ماتريس× ]C و [ ]D 

]هاي  هاي ضرايب و ماتريس   ماتريس ]F   و [ ]F ) مقـادير تـابع      ′′ )f x      و مـشتق دوم آن ( )f x′′ مـي -

  .باشند

2 2 2 2

2 2 2

2 2 2 2 2

2 2 2 2 2

2 2 2 2 2

2 2 2 2 2

2 2 2

13 27 15 1 0 0

12 24 12 0

1 4 9 4 1 0
2 2

1 4 9 4 10 0
2 2

[ ]
1 4 9 4 10 0

2 2
1 4 9 4 10

2 2
12 24 120

10 0

x x x x

x x x

x x x x x

x x x x x
D

x x x x x

x x x x x

x x x

x

− −

Δ Δ Δ Δ
−

Δ Δ Δ
−

Δ Δ Δ Δ Δ
−

Δ Δ Δ Δ Δ
=

−

Δ Δ Δ Δ Δ
−

Δ Δ Δ Δ Δ
−

Δ Δ Δ
−

Δ 2 2 2 2
15 27 13

x x x

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎜ ⎟
⎜ ⎟Δ Δ Δ⎝ ⎠

 

1 11 0 0
1 10 1 0
0 1 4 1 0

[ ] ,
0 1 4 1 0

0 1 10 1
0 0 11 1

C

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟

= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

2مقايسه بين نتايج عددي وتحليلـي مـشتق دوم تـابع            ) 5-5(در شكل    cos(3 )y x x= تـوان   را مـي   +

انـد كـه نـشان    ترسـيم شـده   ) 6-5(هاي داخلي و مرزي نيز در شـكل         ميزان خطا براي گره   . ملاحظه نمود 

 .داخلي و مرتبه سوم در مرزهاستدهنده دقت مرتبه چهارم محاسبات در نقاط 



 96

 
2تقريب مشتق دوم تابع ): 5- 5(شكل  cos(3 )y x x= +  

  

 
  مرتبه دقت براي مشتق مرتبه دوم): 6- 5(شكل 
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  الگوي پيشروي در زمان-5-5-2   

ه توسط  ك1براي انجام محاسبات و پيشروي در زمان، از طرح اختلاف زماي رانگ كوتاي مرتبه سوم فشرده

 و جـدول  ) 83-5 (كاربرد اين روش با در نظر گرفتن معادلـه        .  ارائه شده است استفاده مي كنيم      ]81[2راي

  .به صورت ذيل تشريح مي گردد) 5-1(

)5-83(   ( )du R u
dt

= 

  

  طرح پيشروي زماني رانج كوتاي مرتبه سوم): 1-5(جدول 

  زمان  اولين موقعيت  مين موقعيتدو

( )nR u  nu  nt  

( )R R u′ ′=  1
nu u c tR′ = + Δ  1

nt t c t′ = + Δ  

( )R R u′′ ′′=  2 2( )u u c R d R t′′ ′ ′= + + Δ  2 2( )t t c d t′′ ′= + + Δ  

  1
3 3( )nu u c R d R t+ ′′ ′′ ′= + + Δ 1nt t t+ ′′= + Δ  

  

 ، طـرف راسـت معادلـه   tΔ به اندازه) 83-5 (نشان مي دهد كه براي پيشروي زماني معادله      ) 1-5 (جدول

)( )R u(  ،در هر زيربازه زماني، زمان به انـدازه       . بازه زماني است  در سه زير   محاسبه   نيازمند ( )i ic d t+ Δ 

در مرحلـه زمـاني گذشـته     Rدر مرحله زماني حال و     R از   بوسيله يك تركيب خطي    u فزايش يافته و  ا

  .مقادير ثابتند id و ic دد كه در آنمحاسبه مي گر

                                                 
1 Compact, third order, Runge-Kutta time differencing scheme 
2 A. Wray 
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 tΔ بعد از گذر از يك     u محاسبه شده برابر مقدار    u و مقدار  tΔ بعد از گذشت مرحله سوم، زمان برابر      

براي محاسبه ضرايب، با معادل هم قراردادن ضرايب حاصل از سـري تيلـور بـا طـرح مـذكور                    . زماني است 

  .داريم

 
1 2 3 1 2 3 1c c c d d d+ + + + + = 

 
2
111

2

2
2

3

3

2

1
321 =⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++

c
d

c
c
d

c
d

ccc 

 
2

2 22
1 2 3 1 2 1 3

2

11
3

dc c c c c c c
c

⎡ ⎤⎛ ⎞
+ + + + =⎢ ⎥⎜ ⎟

⎝ ⎠⎣ ⎦
 

 
6
1

321 =ccc 

1 براي حل، 0d   .قرار مي دهيم و نتيجه به صورت زير خواهد بود =

  1 1

2 , 0
3

c d= = 

  
12
5,

12
5

22 −== dc 

  3 3

3 4,
5 15

c d= = − 

مثالهايي از مقايسه دقت روش تفاضلات محدود فشرده با ساير روشهاي تفاضـل محـدود در ضـميمه الـف         

  .قابل ملاحظه است

  

   مساله معكوس انجماد آلياژها طرح ضمني براي حل-5-5-3

 حل معادلات حاكم بر مساله معكوس انجماد آلياژها از يك طرح تفاضل محدود ضمني به شـرح                  به منظور 

روش حل فقط براي معادلات حاكم بر مساله مستقيم در حالت يك بعـدي عنـوان    . زير استفاده شده است   
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شايان ذكر است كه در حالت      . عمل شده است  شده و براي مسائل حساسيت و الحاقي نيز به روشي مشابه            

ابتدا معادله حاكم بـر مـساله       .  استفاده شده است   ADIدو بعدي نيز از همين طرح با بهره گيري از روش            

  :را در نظر مي گيريم)) 1-5(معادله (مستقيم 

( ( ) )H Tk T
t x x

∂ ∂ ∂
=

∂ ∂ ∂
 0 x b< < 0 ,ft t< ≤ )5-84(  

 به نمودار و رابطه بين آنتالپي و دما در حالت انجماد آلياژها كه انجماد در يك بازه دمايي مشخص         با توجه 

در موقعيت سطح مشترك همانند مواد خالص وجود ندارد، مـي            رخ داده و پرش ناگهاني در مقدار آنتالپي       

Hتوان براي محاسبه 
t

∂
∂

  .ستفاده كرد از قاعده زنجيري به شكل زير ا

( )p

H H T TC T
t T t t

∂ ∂ ∂ ∂′= =
∂ ∂ ∂ ∂

   )5-85(  

  .حال با توجه به آنچه ذكر شد، معادله حاكم به شكل زير تبديل خواهد شد

( ) ( ( ) )p

T TC T k T
t x x

∂ ∂ ∂′ =
∂ ∂ ∂

   )5-86(  

  .]82[و با استفاده از يك طرح تفاضل مركزي ضمني، معادله فوق به شكل گسسته بدست خواهد آمد
1 1 1 1 1

1 1 11 1
1 12 2
2 2

( )
n n n n n n

n n ni i i i i i
p i i i

T T T T T TC T k k
t x x

+ + + + +
+ + +− +

− +

− − −′ = +
Δ Δ Δ

   )5-87(  

عادلـه مـستقيم،   از آنجا كه الگوريتم حل مساله معكوس مبتني بر تكرار بوده و در هر تكـرار سـه دسـته م             

الحاقي و حساسيت حل مي شوند، لذا به منظور افزايش سـرعت حـل مـساله و خـودداري از يـك فراينـد                 

تكراري ديگر در داخل حلقه محاسباتي روش معكوس، از يك تاخير زماني در مقدار دما در بدسـت آوردن               

k   و pC′  در واقع براي بدست آوردن اين دو خاصيت از دماي لحظه قبل استفاده شده              . ه است  استفاد شد

بنـا بـر   . و جهت كاهش خطاي موجود ناشي از اين اقدام، از گامهاي زماني كوچك تري استفاده شده است          

  .آنچه ذكر شد، اين خواص از روابط زير محاسبه خواهند شد



 100

1 1
1
2 2

n n
n i i

i

T Tk k at+ ±

±

+⎡ ⎤= ⎢ ⎥⎣ ⎦
   )5-88(  

1( ) ( )n n
p i p iC T C T+′ ′=

 
  )5-89(  

  .و سرانجام معادلات گسسته پس از ساده سازي به شكل زير در خواهند آمد
1 1 1

1 1(1 2 )n n n n
i i i i i i iAT B T DT T+ + +

− +− + + − =   )5-90(  

  كه در اين معادله

1
2

2

i

i

i
p

k
tA

C x
− Δ

=
Δ

   )5-91(  

1
2

2

i

i

i
p

k
tD

C x
+ Δ

=
Δ

   )5-92(  

1 ( )
2i i iB A D= +   )5-93(  

معادلات سه قطري شده كه از الگوريتم توماس براي حل ايـن            معادلات فوق منجر به تشكيل يك دستگاه        

بديهي است كه نوشتن معادلات گسسته در حالت دو بعدي منجر به ايجاد يك . دستگاه استفاده شده است

  . بكار برده شده استADIدستگاه بلوكي پنج قطري خواد شد كه براي حل آن روش 

حساسيت نيز به همين روش صورت گرفته با اين تفاوت          گسسته سازي معادلات حاكم بر مسائل الحاقي و         

 .كه به دليل معلوم بودن توزيع دما در تمام نقاط، نيازي به ارزيابي خواص در زمان قبل نيست
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  ششمفصل 
 
 
 
 

 

  نتايج عددينتايج عددي
 
 
 

 فصل 
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  مقدمه-6-1

، نتـايج حاصـل از حـل        قبللهاي  ئه شده و نحوه حل آنها در فص       با توجه به معادلات حاكم ارا     در اين فصل    

بـه منظـور   . مساله معكوس براي موادخالص و آلياژها در هندسه هاي يـك و دو بعـدي ارائـه خواهـد شـد        

ارزيابي و اطمينان از صحت نتايج عددي بدست آمده براي هر مساله خاص، براي هر حالت ابتدا يك شـار                    

، )مكـان حـسگر   (قيم اعمال شده و تاريخچه زماني دما در يك نقطه خاص            حرارتي مشخص به مساله مست    

گيـري شـده و حـل مـساله معكـوس، شـار             سپس بوسيله اين دماهاي انـدازه     . گيري و ثبت مي شود    اندازه

-با مقايسه كمي و كيفي اين دو شار بدست آمده مـي           . حرارتي ورودي در قسمت اول بازسازي خواهد شد       

در نهايت پس از تاييد كد عـددي اسـتفاده شـده، مـساله              . ش استفاده شده پي برد    توان به ميزان دقت رو    

دقـت و صـحت نتـايج    . معكوس به منظور طراحي و كنترل سرعت سطح مشترك در نظر گرفته مي شـود            

  .بدست آمده براي مقادير مختلف سرعت، شتاب و حتي شكل سطح مشترك بررسي شده اند

  

   بعديانجماد موادخالص در حالت يك-6-2

  اعمال شار مرزي معلوم و بازسازي آن-6-2-1

را براي  ) 4-5(تا  ) 1-5(به منظور تحليل مساله معكوس انجماد مواد خالص در حالت يك بعدي، معادلات              

علاوه بر آن توجه به اين نكته نيز لازم است . گيريمحالتي كه ضريب هدايت حرارتي ثابت باشد در نظر مي  

)كه   ) 0lq t همان گونه كه ذكر شد، ابتدا دو شار حرارتي با توابع مشخص كه ذكـر خواهنـد         .  مي باشد  =

شد به عنوان ورودي به مساله مستقيم اعمال شده و سپس با ثبـت دمـا در نقـاط حـسگرها و اسـتفاده از                

شـار  دو  . روش انتقال حرارت معكوس به تخمين و بازسـازي ايـن شـارهاي ورودي پرداختـه خواهـد شـد                   

دليل انتخاب ايـن دو نـوع تـابع بـراي شـار             . اي انتخاب شده اند   حرارتي ورودي با اشكال مثلثي و تابع پله       

حرارتي، تاييد صحت نتايج براي حالتهايي است كه گوشه هاي تيز و يا تغييرات ناگهاني در شـار حرارتـي                    
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 شـار حرارتـي پايـدار بـوده و     وجود دارد، چرا كه روشهاي انتقال حرارت معكوس بايد براي هر نـوع شـكل   

  .توابع زير به عنوان شار حرارتي ورودي در نظر گرفته شده اند. جوابي يكتا توليد نمايد

)6-1(  
0 0.125
0.125 0.25

0.25

t
t

t

≤ ≤
≤ ≤

≥ 

120 15
( ) 120 45

15

t
q t t

− −⎧
⎪= −⎨
⎪−⎩

 

)6-2(    ( ) 10 10 ( 0.15)q t u t= − − − 

)  كه   )u t  توابع فوق براي مقادير مختلف موقيعت مكاني حسگرها، نويز در .  باشد اي هويسايد مي   تابع پله

داده هاي اندازه گيري شده، عدد استفان، توزيع دماي اوليه مـذاب، حـدس اوليـه روش گراديـان مـزدوج                     

  .بررسي و همچنين استقلال حل از شبكه محاسباتي نيز براي اين حالت ارزيابي شده است

0.5iTام قالب از ماده مذاب خالص با دماي يكنواخـت      ابتدا در نظر بگيريد كه تم       پـر شـده، مـرز بـالا     =

0tدر لحظه . ايزوله و انتقال حرارت تنها از مرز پايين صورت گيرد   ناگهان مرز پـايين در معـرض يـك    =

,0] بازه زماني شار حرارتي قرار گرفته و مقدار دما در مكان حسگر براي يك      ]ft   ثبت شده كه بـراي ايـن 

0.3ftمساله    . در نظر گرفته شده است=

شار حرارتي مطلوب و محاسبه شده بوسيله دماهاي ثبت شده در مكان حسگر و الگوريتم حل معكوس در                  

0.5Steحالت مثلثي براي     =،0.1sx =  ،40xN 0.5iT و   = نمـايش داده شـده     ) 1-6( در شـكل     =

لازم به ذكـر اسـت كـه مقـدار حـدس اوليـه بـراي روش              .  موقيت قرارگيري حسگر مي باشد     sxاست كه   

0گراديان مزدوج    ( ) 0sq t 51 و براي توقف الگوريتم بهينه سازي        = 10ε −= .  در نظر گرفته شده اسـت      ×

مطابق اين شكل و طي يك ارزيابي كيفي ملاحظه مي شود كه تخمين و محاسبه اين شار حرارتي از دقت   

ه خوبي برخوردار بوده است و اين نشان دهنده صحت و دقت روش و الگوريتم معكـوس بكـار گرفتـه شـد                     

علاوه بر اين جهت ارزيابي كمي دقت نتايج بدست آمده، مقدار درصد جذر مربعات خطـاي متوسـط          . است

  .تعريف مي شود) 3-6(به شكل رابطه 



 104

)6-3(  
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  .  تعداد كل بازه هاي زماني استM  كه در رابطه بالا 

ملاحظه مـي شـوند كـه    ) 2-6(راه نرخ كاهش نرم بردار گراديان نيز در شكل  نرخ كاهش تابع هدف به هم     

نشان دهنده روند بسيار مناسب همگرايي اين روش به سمت ميزان مطلوب بوده كه ايـن خـود دليـل بـر                      

  .بدست آوردن و حل صحيح مساله الحاقي و انجام پذيري مطلوب مساله بهينه سازي مي باشد

  

 ار حرارتي مطلوب و محاسبه شده مقايسه ش:)1-6 (شكل
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 الف

 ب
 نرخ كاهش نرم گراديان) نرخ كاهش تابع هدف و ب) الف): 2-6(شكل 

  

  بررسي استقلال از شبكه محاسباتي-6-2-1-1

به منظور ارزيابي ميزان وابستگي حل معكوس به تعداد گره هاي شبكه يا به عبارتي اندازه مـشها، تحليـل                 

مقـدار تـابع    . ارتي مذكور براي مقادير مختلفي از نقاط شبكه انجام گرفتـه اسـت            معكوس براي دو شار حر    
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هدف در آخرين گام بهينه سازي، تعداد تكرار هاي لازم براي همگرايـي روش و همچنـين ميـزان خطـاي              

RMS           مطابق اين نتايج، مقدار بهينه     . ارائه شده اند  ) 1-6( براي دامنه اي با شبكه هاي متفاوت در جدول

40xN  ازه شبكهاند علاوه بر اين شار حرارتي محاسبه شده و همچنين نرخ كاهش .  انتخاب شده است=

و بـراي  ) 3-6(تابع هدف نيز براي مقادير مختلف اندازه شبكه براي شار حرارتي مثلثي به ترتيب در شكل              

 اين نتايج ملاحظه مي شـود كـه بـراي           مطابق. آورده شده است  ) 4-6(شار حرارتي پله اي شكل در شكل        

، نـرخ كـاهش تـابع    cNيك شبكه محاسباتي با تعداد گره هاي كمتر، پس از عبور از شماره تكرار بحراني      

  .هدف به ميزان قابل ملاحظه اي كاهش مي يابد

  شبكه هاي مختلف مقادير تابع هدف، متوسط خطا و تكرارهاي مورد نياز براي :)1-6(جدول 

xN   Objective 
Function RMS  Error(%) Iteration 

Triangular 1.1793e-004 2.3307 38 10 Step 3.0274e-004 5.4587 90 
Triangular 9.2799e-006 0.4145 52 20 Step 8.3264e-006 2.2777 84 
Triangular 8.6425e-006 0.2531 49 30 Step 9.7101e-006 2.2512 57 
Triangular 9.5342e-006 0.2416 48 40 Step 9.5967e-006 2.2336 70 
Triangular 9.9314e-006 0.2045 45 50 Step 8.6273e-006 2.2394 75 
Triangular 9.5591e-006 0.2023 49 60 Step 9.9176e-006 2.3862 86 
Triangular 9.7097e-006 0.2019 47 70 Step 9.7766e-006 2.4146 85 

  

بدليل بد وضع بودن طبيعت مساله انتقال حرارت معكوس، هنگامي كه تابع هدف به مقـدار خطـا در داده                  

لـذا  . هاي ورودي نزديك شود، ادامه تكرارها منجر به كاهش تابع هـدف بـا نـرخ بـسيار كمـي مـي شـود                       

) cN(ديان مزدوج پس از رسيدن به شماره تكرار بحرانـي           همانگونه كه آليفانف ذكر كرده است، روش گرا       

اين تكرار بحراني به مقدار خطاي ورودي و همچنين خطاي ناشي از گـرد كـردن در                 . بايستي متوقف شود  

همانگونـه كـه در   . روش عددي استفاده شده براي حل مسائل مستقيم، الحاقي و حساسيت وابـسته اسـت          



 107

 ، نتـايج    40مشهود است با افزايش تعـداد گـره هـا بـه مقـدار               ) 1-6(و جدول   ) 4-6(و  ) 3-6(ي  شكل ها 

اين پديده دور از انتظار نبوده است به اين دليل كه بـا             . حاصل باعث نرخ همگرايي مطلوب تري شده است       

  . يك شبكه محاسباتي ريزتر، خطاي گرد كردن كاهش مي يابد

 الف

 ب
 نرخ كاهش تابع هدف براي شبكه هاي متفاوت با شار مثلثي) ار حرارتي و بش ) الف):3- 6(  شكل
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 الف

 ب
 شار حرارتي و نرخ كاهش تابع هدف براي شبكه هاي متفاوت با شار پله اي): 4- 6(  شكل

 

  بررسي اثر حدس اوليه-6-2-1-2

 قسمت قبـل، مـساله   جهت بررسي اثر حدس اوليه براي شروع تكرارها بر حل مساله معكوس ذكر شده در              

. ترسيم شده است) 5-6(براي شكلهاي مختلفي از حدس اوليه حل شده و نرخ كاهش تابع هدف در شكل  
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آورده شـده  ) 6-6(همچنين مقايسه اي بين شار حرارتي تخمين زده شده براي اين مقادير نيـز در شـكل                 

 شود مي توان نتيجـه گرفـت        ملاحظه مي ) 2-6(و جدول   ) 6-6(و  ) 5-6(بر طبق آنچه در شكلهاي      . است

البته همان گونه كه در شكل مربـوط بـه   . كه مقدار حدس اوليه تاثير عميقي بر روي حل انجام شده ندارد    

0نرخ كاهش تابع هدف مشخص است، هنگامي كه حدس اوليه            15q =  انتخاب مي شود، تعدادتكرارها     −

اين پديده به ايـن دليـل رخ مـي    . به كمترين مقدار خود مي رسدبراي رسيدن به مقدار كمينه تابع هدف  

دهد كه در روش گراديان مزدوج، شار حرارتي تخمين زده شده به سمت مقدار حدس اوليه پيش مي رود                   

چون مقـدار حـدس اوليـه در ايـن     . و دقيقا در آخرين لحظه از شبيه سازي به مقدار حدس اوليه مي رسد 

ي در زمان نهايي برابر است، لذا تعداد تكرار كمتري براي رسيدن بـه ايـن مقـدار          حالت با مقدار شار حرارت    

بنابر اين با در نظر گرفتن نتايج كمي و كيفي به دست آمـده نتيجـه مـي شـود كـه روش      . مورد نياز است  

اب استفاده شده وابستگي به ميزان حدس اوليه ندارد و لذا مي توان با انتخاب هر مقدار حدس اوليه به جو          

البته ذكر اين نكته ضروري است كه انتخاب حدس اوليه مناسب مـي توانـد تعـداد                 . نهايي دست پيدا كرد   

  .تكرارها براي رسيدن به حالت بهينه را كاهش دهد

   مقادير تابع هدف، متوسط خطا و تكرارهاي مورد نياز براي حدسهاي اوليه متفاوت:)2-6(جدول 

  شار مثلثي) الف
0q  Objective Function RMS Error(%) Iteration 

0 9.5342e-006 0.2416 48 
-10 9.2843e-006 0.6392 30 
-15 9.0250e-006 0.8969 18 
-25 9.9349e-006 0.4614 41 
-30 9.1552e-006 0.3185 52 

  شار پله اي) ب
0q  Objective Function RMS Error(%) Iteration 

0 9.7101e-006 2.2512 57 
-1 9.8773e-006 2.2464 72 
-5 9.4771e-006 2.3762 61 

-10 9.9504e-006 2.6654 43 
-15 9.5715e-006 2.6654 44 
-20 9.9718e-006 3.1483 39 
-25 9.7500e-006 2.9533 42 
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 الف

 ب

 شار پله اي)شار مثلثي و ب) تفاوت با الف نرخ كاهش تابع هدف براي شبكه هاي م):5- 6(  شكل
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 الف

 ب
 شار پله اي) شار مثلثي و ب)  شار حرارتي براي حدسهاي اوليه متفاوت با الف):6- 6(  شكل

  

  اثر موقعيت قرارگيري حسگرها-6-2-1-3

اي بدليل اينكه هدف از انجام اين تحقيق كنترل سرعت سطح مشترك در فرايندهاي انجماد بوسيله روشه               

انتقال حرارت معكوس مي باشد و در اين مساله، حسگر دقيقا در موقعيت سـطح مـشترك قـرار داشـته و                      
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لذا به منظور مطالعه اثر حركت حسگر در دامنه مكاني، ابتدا موقعيتهاي مختلفـي در طـول     . متحرك است 

در ايـن نقـاط بـه        براي حسگر در مساله فوق در نظر گرفته شده و دماهاي ثبت شده               1/0قالب به فواصل    

نمونـه اي از  . همراه روش معكوس توصيف شده براي بازگرداني شار حرارتي مورد استفاده قرار گرفته است     

. نمايش داده شده است) الف و ب) (7-6(دماهاي اندازه گيري شده با اعمال شار مثلثي و پله اي در شكل         

اي مختلـف حـسگر بـوده و بيـانگر ايـن            نشان دهنده شار حرارتي بدست آمده براي موقعيته       ) 8-6(شكل  

مطلب است كه با فاصله گرفتن حسگر از مرز فعال يعني مرزي كه شار حرارتي روي آن اعمال مـي شـود،     

دقت نتايج براي بازگرداندن هر دو نوع شار مثلثي و پله اي كاهش مـي يابـد كـه ايـن مطلـب بـراي شـار             

همين مطلـب بـا     . اين شار وجود دارد شديدتر است     حرارتي پله اي به دليل گراديان شديدي كه در شكل           

بنابر اين با توجـه بـه نتـايج حاصـل درمـي      . تاييد مي شود) 3-6(مقايسه مقدار خطاي متوسط در جدول  

يابيم كه براي مساله كنترل سطح مشترك، هرچه حسگر از مرز فعال دورتر شود خطاي محاسـبه بيـشتر                   

  .محاسبات نسبت به حالتي كه حسگر ثابت باشد كاهش يابدشده و بنابر اين انتظار مي رود كه دقت 

   مقادير تابع هدف، متوسط خطا و تكرارهاي مورد نياز براي مكانهاي حسگر متفاوت:)3-6(جدول 

mX  
 Objective 

Function RMS Error(%) Iteration 

Triangular 9.5342e-006 0.2416 48 0.1 Step 9.7101e-006 2.2512 57 
Triangular 9.8761e-006 0.3025 48 0.2 Step 9.6103e-006 3.3333 67 
Triangular 9.4767e-006 0.4406 72 0.3 Step 9.8559e-006 4.3117 103 
Triangular 9.4696e-006 0.7247 59 0.4 Step 9.7985e-006 5.2965 80 
Triangular 9.3580e-006 0.9633 49 0.5 Step 9.7659e-006 7.0355 94 
Triangular 9.6294e-006 1.6509 46 0.6 Step 9.9407e-006 8.4275 89 
Triangular 9.0796e-006 2.8887 60 0.7 Step 9.5036e-006 9.1009 83 
Triangular 9.6501e-006 4.5838 46 0.8 Step 9.7995e-006 10.1428 85 
Triangular 9.9074e-006 5.1826 41 0.9 Step 9.8859e-006 10.0922 68 
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 الف

 ب

 شار پله اي) شار مثلثي و ب)  دماهاي ثبت شده در موقعيتهاي متفاوت سنسور براي الف): 7- 6(  شكل
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 الف

 ب

 شار پله اي) شار مثلثي و ب) شار حرارتي براي حسگرهاي متفاوت با الف): 8-6(شكل 
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  ر عدد استفانبررسي اث-6-2-1-4

يكي از شرايط مطلوب حل مسائل معكوس به ويژه در انجماد مواد خالص و آلياژها، عملكرد مناسـب روش          

به منظور بررسـي عـدم وابـستگي        . و الگوريتم استفاده شده براي مواد گوناگون با خواص مختلف مي باشد           

د مختلف در يك گستره مشخص از تحليل مساله به نوع و جنس ماده مورد بررسي، مساله مذكور براي موا      

اعداد استفان بررسي شده است چرا كه با عوض شدن جنس و ماده تحت انجماد فقط عدد استفان تغييـر                    

شـار حرارتـي    . عدد استفان شكل بدون بعد گرماي نهان آزاد شده در طي فراينـد انجمـاد اسـت                . مي كند 

نتايج حاصل . آورده شده است) 9-6(در شكل بدست آمده از حل معكوس براي گستره اي از اعداد استفان 

مويد اين مطلب است كه حل مساله معكوس چه از نظر روند همگرايي الگوريتم بهينه سازي و چه از نظـر          

اين مطلب را مي توان با مقايسه شـكل       . شار حرارتي محاسبه شده به جنس ماده وابستگي مشخصي ندارد         

  .ملاحظه نمود) 4-6(و جدول ) 6-9(

  

   مقادير تابع هدف، متوسط خطا و تكرارهاي مورد نياز براي اعداد استفان مختلف:)4-6( جدول

Ste 
 Objective 

Function RMS Error(%) Iteration 

Triangular 9.9023e-006 0.1339 44 0.5 Step 9.2675e-006 2.2039 55 
Triangular 9.5271e-006 0.1953 40 1 Step 9.7475e-006 2.1373 67 
Triangular 9.5342e-006 0.2416 48 1.5 Step 9.7101e-006 2.25 57 
Triangular 9.8862e-006 0.3013 56 2 Step 9.8427e-006 2.2766 68 
Triangular 9.9508e-006 0.1366 40 2.5 Step 9.4442e-006 2.2409 57 

  



 116

 الف

 ب

 شار پله اي) شار مثلثي و ب) وت با الفشار حرارتي براي اعداد استفان متفا): 9-6(شكل 
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  اثر ميزان خطا در داده هاي ورودي-6-2-1-5

يكي از مهمترين مسائل مربوط به مسائل معكوس، پايداري و يكتايي جوابها براي حالتي است كه اغتشاش          

ا همان دماي در راستاي بررسي اين اثر، داده هاي ورودي ي. يا خطا در داده هاي ورودي وجود داشته باشد    

 حـول مقـادير انـدازه       ωاندازه گيري شده در موقيعت حسگر با يك مقدار خطاي اندازه گيري مـصنوعي               

  .نوسان داده مي شوند) 4-6(گيري شده مطابق رابطه 

)۶-۴(  ex
m mT T σω= + 

ex رابطه فوق،    كه در 
mT اندازه گيري شده بدون خطاي انـدازه گيـري،            دماي σ    انحـراف معيـار خطاهـاي 

نمونـه اي از    .  از يك توزيع نرمال با متوسط صفر و واريانس يك توليد مي شـود              ωاندازه گيري هستند و     

0.3σ با   دماي اندازه گيري شده به همراه مقدار نوسان يافته آن          خطا در داده هاي    % 12-8 كه حدود    =

  .نشان داده شده است) 10-6(انداز گيري شده مي باشد در شكل 

در حالت وجود خطا در داده هاي ورودي، عليرغم كاهش مقدار تابع هـدف بـا افـزايش تكرارهـا، كيفيـت                      

لذا ضروري است كه محاسبات در يك تكرار . ابدتخمين شار حرارتي ورودي با افزايش تكرارها كاهش مي ي

در نظـر گرفتـه مـي     1 مشخص خاتمه يابد كه اين مقدار با توجه به اصل اختلافεمشخص با يك مقدار 

اين اصل پيشنهاد مي كند كه فرايند بهينه سازي هنگامي خاتمه يابد كه قدر مطلـق اخـتلاف بـين                    . شود

  .و محاسبه شده برابر انحراف معيار خطاي داده هاي ورودي شوددماي مطلوب 

)6-5(  ( , ; ) ( , )s s m sT x t q T x t σ− ≈ 

  در رابطه مربوط به تابع هدف خواهيم داشت) 5-6(با جايگزين كردن رابطه 

)6-6(  2
ftε σ≈ 

  .خواهد يافتتغيير ) 7-6(در صورت وجود چندين حسگر به شكل رابطه ) 6-6( رابطه 

                                                 
1 Discrepancy Principle 
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 الف

 ب

 شار پله اي) شار مثلثي و ب) دماهاي ثبت شده و اغتشاش يافته براي الف): 10-6(شكل 
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)6-7(  2
fM tε σ≈ 

  . تعداد حسگرهاي موجود مي باشدMدر رابطه فوق 

 داده هاي ورودي در نظر گرفته شده و نتايج حاصـل از  در اين رساله مقادير متفاوتي از انحراف معيار براي        

بـراي مقـادير مختلـف      ) 12-6(و نرخ كاهش تابع هـدف در شـكل          ) 11-6(تخمين شار حرارتي در شكل      

علاوه بر اين مقادير خطا و تعداد تكرارهاي مورد نياز براي همگرايـي     . انحراف معيار نمايش داده شده است     

  .درج شده است) 5-6(ع هدف در آخرين تكرار در جدول حل مساله به همراه مقدار تاب

  

   مقادير تابع هدف، متوسط خطا و تكرارهاي مورد نياز در حالت اغتشاش در داده هاي ورودي:)5-6(جدول 

σ   Objective 
Function 

RMS 
Error(%) Iteration 

Triangular 9.5342e-006 0.2416 48 0 Step 9.7101e-006 2.2512 57 
Triangular 2.2973e-004 0.5071 40 0.002 Step 2.3000e-004 2.8987 50 
Triangular 0.0013 0.6200 29 0.005 Step 0.0012 3.1603 54 
Triangular 0.0049 0.7952 29 0.1 Step 0.0049 3.5514 28 
Triangular 0.0198 1.1082 18 0.2 Step 0.0188 4.4240 30 

0.3 Triangular 0.0445 1.3744 14 

  

مطابق آنچه در اين جدول و شكلها ملاحظه مي شود، اين روش از دقت بسيار خوبي حتي با وجود ميـزان                 

برخوردار بوده و طبيعتا با افزايش اين مقدار خطا، از دقـت            %) 12حدودا    (بالاي خطا در داده هاي ورودي       

دليل اين پديده طبيعت بدوضع مسائل معكـوس اسـت          . ي كاسته مي شود   حل مساله به ميزان قابل توجه     

كه نسبت به اغتشاش داده هاي ورودي حساس بوده و يك اغتشاش ورودي كوچك مـي توانـد منجـر بـه                   

  .ايجاد نوسانات بزرگي در جوابهاي توليد شده گردد
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 الف

 ب

 شار پله اي) شار مثلثي و ب) وت نوسانات ورودي الفشار حرارتي بدست آمده و مطلوب براي مقادير متفا): 11-6(شكل 
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 الف

 ب

 شار پله اي) شار مثلثي و ب) روند همگرايي تابع هدف براي مقادير متفاوت نوسانات ورودي الف): 12-6(شكل 
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  اثر دماي اوليه مذاب-6-2-1-6

. ت كه درون قالب ريخته مي شوديكي ديگر از عوامل بسيار مهم در انجماد فلزات اثر دماي اوليه مذابي اس

نتـايج  . لذا روش استفاده شده بايستي داراي عملكرد مناسبي براي مذابهايي با دماهاي اوليه متفاوت باشـد  

و نرخ همگرايي تـابع هـدف نيـز در    ) 13-6(حل معكوس براي مذابهايي با دماهاي اوليه متفاوت در شكل          

  . به نمايش در آمده است) 14-6(شكل 

نيز نشان دهنده مقدار تابع هدف در تكرار نهايي، درصد خطاي محاسـبه شـار               ) 6-6(ر اين، جدول    علاوه ب 

طبق نتـايج نـشان داده مـي        . حرارتي و همچنين تعداد تكرارهاي لازم براي همگرايي تابع هدف مي باشد           

 مثلثـي و    توان دريافت كه روش معكوس استفاده شده عملكرد مناسبي هم از نظر بازگرداني شار حرارتـي               

پله اي و هم از نظر همگرايي به سوي حالت بهينه را دارا بوده و در ضمن بـه توزيـع دمـاي اوليـه مـذاب                           

  .وابسته نيست

  

   مقادير تابع هدف، متوسط خطا و تكرارهاي مورد نياز براي دماهاي اوليه متفاوت:)6-6(جدول 

Initial 
Temperature 

 Objective 
Function RMS Error(%) Iteration 

Triangular 9.0660e-006 0.5276 47 0.001 Step 9.3032e-006 2.2040 69 
Triangular 9.0097e-006 0.4677 47 0.1 Step 9.7719e-006 2.2541 64 
Triangular 9.7225e-006 0.3820 49 0.2 Step 9.9982e-006 2.2838 71 
Triangular 9.4895e-006 0.3530 47 0.3 Step 9.7258e-006 2.2511 72 
Triangular 9.9857e-006 0.2686 46 0.4 Step 9.8910e-006 2.2306 59 
Triangular 9.5342e-006 0.2416 48 0.5 Triangular 9.7101e-006 2.2512 57 

Step 9.7027e-006 0.2016 47 0.6 Triangular 9.4364e-006 2.2225 70 
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 الف

 ب

شار ) شار مثلثي و ب) حرارتي محاسبه شده و مطلوب براي مقادير متفاوت توزيع دماي اوليه مذاب،  الفشار ): 13-6(شكل 
 پله اي
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 الف

 ب

  شار پله اي) شار مثلثي و ب) روند همگرايي تابع هدف براي مقادير متفاوت توزيع دماي اوليه مذاب،  الف): 14-6(شكل 
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  كنترل سرعت وشتاب سطح مشترك-6-2-2

پس از تاييد صحت عملكرد روش استفاده شده نوبت به كنترل حركت سطح مشترك يا به عبارتي سرعت                  

 iTاي مذاب با دماي يكنواخت در اين حالت نيز فرض مي شود كه ابتدا قالب از ماده. و شتاب آن مي رسد

0tپر شده و در لحظه       دماي بدون بعـدي كـه در       . ن در معرض اعمال شار حرارتي قرار مي گيرد         ناگها =

0fT) دماي ذوب (آن تغيير فاز رخ ميدهد        مي باشد كه اين دما در حقيقت همان دمـاي مطلـوب در              =

به عبارت ديگر بـدليل اينكـه دمـا در سـطح     . مايع مي باشد -موقعيت حسگر يا همان سطح مشترك جامد      

 است كافي اسـت بـراي كنتـرل حركـت ايـن سـطح       fTمشتركي كه دو فاز را از هم جدا مي كند برابر با      

در حقيقـت مـي تـوان موقعيـت مطلـوب           .  شود fTمشترك، دما در مكانهاي مطلوب سطح مشترك برابر         

سنسور دانست كه دماي اندازه گيـري شـده يـا مطلـوب آن     سطح مشترك را به عنوان موقعيت قرارگيري    

به منظور ارزيابي صحت نتايج بدست آمده در اين حالت، جوابهاي بدست آمده براي              .  است fTدماي ثابت   

شرايط خاصي كه داراي جواب تحليلي است با جواب تحليلي و سـاير روشـهاي عـددي اسـتفاده شـده در                  

براي مواد خالص در حالتي كه سرعت ثابتي براي سـطح مـشترك             . ي گذشته مقايسه خواهد شد    پژوهشها

مد نظر باشد، جواب تحليلي براي شار حرارتي در مرز كه منجر به ايجاد يك چنين سرعتي مـي شـود بـه             

  .]42[صورت زير است

)6-8(  2(0, ) exp( )q t Ste V V t= − × × 

با مقايسه بين شار تخمين زده شده، حل تحليلي و    .  سرعت سطح مشترك مي باشد     Vكه در رابطه فوق،     

0.5Steساير حلهاي عددي موجود در حالتيكه        2V و   = نشان داده شده است    ) 16-6( كه در شكل     =

ي در تخمين شار مرزي داشته جـز در زمانهـاي           مي توان دريافت كه استفاده از اين روش دقت بسيار بالاي          

اولين عامل مربوط مي شود بـه توزيـع دمـاي اوليـه             . اوليه كه اين پديده ممكن است به دو دليل رخ دهد          
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مذاب درون قالب و دومين دليل مربوط مي شود به طبيعت مسائل كنترلي است كـه در لحظـات ابتـدايي        

  .ده وجود نداردتطابق خوبي بين مقادير مطلوب و محاسبه ش

با اعمال شار حرارتي بدست آمده از تحليل معكوس به عنوان شرايط مرزي براي مساله مستقيم و محاسبه      

توزيع دما و در نهايت موقعيت سطح مشترك مشخص مي شود كه با اعمال اين شار حرارتـي بـه سـرعت                      

ه سمت جـواب بهينـه، نـرخ    جهت مطالعه نحوه همگرايي تكرارها ب    . مطلوب سطح مشترك دست يافته ايم     

نشان داده شده است كه     ) 15-6(همگرايي تابع هدف براي مقادير مختلف سرعت سطح مشترك در شكل            

همچنين . نشان دهنده همگرايي مطلوب روش بهينه سازي استفاده شده به سمت جواب مطلوب مي باشد            

 ذكـر شـده در بـالا و بـا           نشان دهنده موقعيتهاي مطلوب و محاسبه شده بـراي شـرايط          ) ب-16-6(شكل  

 مي باشد كه بيانگر دقت بسيار بالا در كنترل )الف-16-6(استفاده از شار حرارتي نشان داده شده در شكل 

  . سرعت سطح مشترك است

  

روند همگرايي تابع هدف براي كنترل سرعت سطح مشترك): 15-6(شكل   
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 الف

 ب
مقايسه )مقايسه شار بدست آمده با ساير پژوهشها ب)د خالص الفكنترل سرعت سطح مشترك براي موا): 16-6(شكل 

 مكان سطح مشترك در دو حالت مطلوب و محاسبه شده 
شايان ذكر است كه با توجه به نتيجه اي كه در بخش مربوط به موقعيت قرارگيري حسگر شد و اينكه در                     

ور مي شود، نتايج حاصله از دقـت  اين حالت كنترل سرعت، حسگر متحرك بوده و به تدريج از مرز فعال د         

  .مطلوبي برخوردار مي باشند
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 در راستاي ارزيابي صحت و دقت نتايج بدست آمده، شار حرارتـي حاصـل از حـل معكـوس را بـه عنـوان                   

ورودي براي مساله مستقيم در نظر گرفته و سپس با استفاده از روشي كه در فصلهاي گذشته ذكر شد بـه   

همان گونه كـه قـبلا      . مايع در زمانهاي مختلف پرداختيم    -طح مشترك جامد  محاسبه سرعت يا موقعيت س    

ذكر شد بدليل اينكه تغيير سرعت سطح مشترك مي تواند تغييرات اساسي در ريزساختار و درشت ساختار 

ماده تحت انجماد ايجاد كند، مقادير مختلفي براي سرعت سطح مشترك انتخاب شده و سرعت يا موقعيت 

طول قالب مورد نظر بـراي      . نشان داده شده است   ) 17-6(وب و محاسبه شده در شكل       سطح مشترك مطل  

با توجه بـه نتـايج ارائـه        . تمامي مقادير سرعت يكسان بوده و لذا زمانهاي شبيه سازي متفاوت خواهند بود            

مي توان دريافت كه موقعيت و يا به عبارتي سرعت سطح مشترك بـا دقـت بـسيار          ) 17-6(شده در شكل    

يي كنترل شده كه اين مطلب به طور ضمني بيانگر اين است كه در طي فرايند انجماد، قطعه اي با ريز               بالا

نمونه اي از   . ساختار دلخواه، خواص مكانيكي دلخواه و مناسب براي يك كاربرد مشخص حاصل شده است             

0.5Steو محاسبه شده براي     ) تحليلي(شار حرارتي مطلوب     1V و   = به تصوير  ) 18-6( نيز در شكل     =

  .درآمده كه بيانگر تطابق بسيار خوب ميان نتايج تحليلي و عددي حاصله از روش مذكور مي باشد

 موقعيت سطح مشترك براي مقادير مختلف سرعت مرز مشترك ): 17-6(شكل 
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1Vاي مقايسه شار حرارتي تحليلي و عددي بر): 18-6(شكل  =. 
  

همان گونه كه قبلا عنوان شد يكي از مهمترين خصوصيتهايي كه يك حـل معكـوس بـه ويـژه در انتقـال                   

حرارت در حين تغيير فاز بايستي دارا باشد، توانايي حل مساله بـراي طيفـي از مـواد مختلـف بـا خـواص                        

 معادلات به صورت بي بعد در نظـر گرفتـه شـده انـد     بدليل اينكه در اين رساله   . ترموفيزيكي مختلف است  

تنها پارامتر بدون بعدي كه در انجماد موادخالص از ماده اي به ماده ديگر دستخوش تغيير مي شـود تنهـا            

شار حرارتـي تحليلـي بـه همـراه شـار حرارتـي             . شكل بي بعد گرماي نهان يا همان عدد استفان مي باشد          

و موقعيتهـاي  ) 19-6(براي طيفي از اعـداد اسـتفان مختلـف در شـكل       محاسبه شده از الگوريتم معكوس      

2Vمطلوب و محاسبه شده سطح مشترك براي اين طيف و            ارائـه شـده اندكـه      ) 20-6( نيز در شكل     =

نشان دهنده دقت بسيار خوب روش پيشنهادي هم در محاسبه شار حرارتي مورد نيـاز و هـم در محاسـبه          

لذا نتيجه مي شود كه اين روش مي تواند براي تمامي مـواد بـا     . و يا مكان سطح مشترك مي باشد      سرعت  

 يـك   .خواص متفاوت استفاده شده و ماده اي با كيفيت مطلوب براي كـاربردي مـشخص را بدسـت دهـد    

  .ارائه شده است) 7-6(ارزيابي كمي از نتايج بدست آمده براي اعداد استفان متفاوت در جدول 
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 متفاوت) عدد استفان(مقايسه شار حرارتي تحليلي و عددي براي مواد با خواص فيزيكي ): 19-6(شكل 
  

    

    
) عدد استفان(مقايسه موقعيت مطلوب و كنترل شده سطح مشترك براي مواد خالص با خواص فيزيكي ): 20-6(شكل 

  متفاوت
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  ي مورد نياز در كنترل سرعت براي اعداد استفان متفاوت مقادير تابع هدف، متوسط خطا و تكرارها:)7-6(جدول 

Ste Objective Function RMS(%) Iteration 

0.5 4.2331e-007 4.3965 20 
1 1.5547e-006 3.7479 21 

1.5 3.6226e-006 3.6886 20 
2 9.5663e-006 3.6168 18 

  

ل از روش عـددي بـراي محاسـبه    به منظور ارزيابي كمي نتايج بدست آمده و محاسبه درصد خطاي حاص ـ    

مكان سطح مشترك از عبارت زير براي محاسبه ريشه متوسط مربعـات خطـاي محاسـبه سـطح مـشترك          

  .استفاده مي شود

)6-9(  
2

, ,1

2
,1

(1/ ) ( )
100,

(1/ ) ( )

M
desired m computed mm

RMS M
desired mm

M x x
e

M x
=

=

−
= ×

∑
∑

 

 خطاي محاسبه سطح مشترك و شار حرارتي بـراي مقـادير مختلـف سـرعت ثابـت سـطح                    RMSمقادير  

نـشان داده  ) 8-6(رهاي مورد نياز و مقدار تابع هدف در تكرار نهايي در جدول      مشترك به همراه تعدادتكرا   

  . شده اند

   مقادير تابع هدف، متوسط خطا و تكرارهاي مورد نياز در كنترل سرعت براي سرعتهاي مختلف:)8-6(جدول 

V Objective 
Function 

RMS 
Error(q)(%) Iteration RMS 

Error(Xs)(%) 
0.5 3.0071e-007 2.4412 25 0.6192 
1 9.1412e-007 2.7997 27 0.4304 
2 4.2331e-007 4.3965 20 0.5526 

  

جهت ارزيابي صحت نتايج براي حالتي كه سرعت سطح مشترك ثابت نبوده و شتابدار باشـد بـدليل عـدم                    

نظـر  وجود جوابهاي تحليلي، شار بدست آمده از حل مساله معكوس را به عنوان ورودي مساله مستقيم در        

گرفته و با مقايسه بين مكان سطح مشترك در دوحالت مطلوب و محاسبه شده مـي تـوان صـحت نتـايج                      
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مقايسه اي بين مكانهاي سطح مشترك در حالت مطلوب و محاسبه شـده بـراي           . بدست آمده را تاييد كرد    

تيابي به  و شرايط مرزي مورد نياز براي دس      ) 21-6(گستره اي از شتابهاي مختلف سطح مشترك در شكل          

ارزيابي كمي دقت نتـايج عـددي حاصـل بـا           . ملاحظه مي شوند  ) 22-6(اين موقعيتهاي مطلوب در شكل      

ارائـه  ) 9-6(ملاحظه نتايج خطاي متوسط موقعيت سطح مشترك نسبت به حالت مطلوب كـه در جـدول               

، روند مطلوب و در مي يابيم كه روند كاهش تابع هدف) 23-6(با توجه به شكل . شده اند امكان پذير است

  .مناسبي بوده و مساله به خوبي به سمت مقدار بهينه همگرا شده است

   مقادير تابع هدف، متوسط خطا و تكرارهاي مورد نياز در كنترل شتاب براي شتابهاي مختلف:)9-6(جدول 

da  Objective 
Function 

RMS 
Error(Xs)(%) Iteration 

2.5 4.3336e-004 3.8300 29 
3.5 3.3740e-004 2.9388 28 
4.5 4.7640e-004 2.1990 30 
5.5 7.2911e-004 3.1100 30 

  

 مقايسه مكانهاي مطلوب و محاسبه شده سطح مشترك براي مقادير مختلف شتاب سطح مشترك): 21-6(شكل 
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  سطح مشتركمقايسه شار حرارتي بدست آمده براي مقادير مختلف شتاب): 22-6(شكل 
  

 مقايسه نرخ همگرايي تابع هدف براي مقادير مختلف شتاب سطح مشترك): 23-6(شكل 
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  انجماد يك بعدي آلياژها-6-3

براي انجماد آلياژها نيز نخست به بررسي كارايي روش بوسيله آزمودن آن با يك شار حرارتـي مـشخص و                    

در ايـن حالـت     . ن با شار حرارتي ورودي مي پردازيم      ارزيابي كمي و كيفي جوابهاي توليد شده و مقايسه آ         

بـه منظـور   . نيز دو نوع شار حرارتي كه در بخش انجماد موادخالص عنوان شد مورد بررسي قرار مي گيرند         

. گيـريم را در نظر مـي    ) 4-5(تا  ) 1-5(تحليل مساله معكوس انجماد آلياژها در حالت يك بعدي، معادلات           

)كته نيز لازم است كه براي انجماد آلياژها ديگر         علاوه بر آن توجه به اين ن       ) 0lq t  نبوده و داراي مقدار =

مشخص است در انجماد آلياژها سه ناحيه مختلـف بـا خـواص             ) 1-5(همان گونه كه در شكل      . خواهد بود 

در انجمـاد   . فيزيكي متفاوت حضور داشته كه اين سه ناحيه داراي دو مرز متحـرك مـشترك مـي باشـند                  

آلياژها نيز عاملي كه كيفيت قطعه ريخته شده را تعيين مي كند سرعت همـين دو سـطح مـشترك بـين                      

به همين دليل براي كنترل كيفيت مـاده، سـرعت ايـن دو سـطح مـشترك بايـستي                   . نواحي مختلف است  

ده و لـذا عـلاوه بـر    كنترل شود و بدليل وجود دو عامل كنترلي نياز به دو پارامتر يا شار حرارتي ورودي بو              

( )sq t ،( )lq tهمان .  نيز به صورت همزمان بايستي توسط روش ذكر شده در فصل قبل تخمين زده شود

گونه كه در انجماد مواد خالص ذكر شد، ابتدا دو شار حرارتي با توابع مشخص كـه ذكـر خواهنـد شـد بـه            

اله مستقيم اعمال شده و سپس بـا ثبـت تاريخچـه زمـاني دمـا در نقـاط حـسگرها و              عنوان ورودي به مس   

بـه  . استفاده از روش انتقال حرارت معكوس به تخمين و بازسازي اين شارهاي ورودي پرداخته خواهد شد               

اي مطابق روابط ذيل دلايلي كه در قسمت قبل ذكر شد، دو شار حرارتي ورودي با اشكال مثلثي و تابع پله     

  .نتخاب شده اندا

)6-10(  
0 0.125
0.125 0.25

0.25

t
t

t

≤ ≤
≤ ≤

≥ 

8 1
( ) 8 3

1
s

t
q t t

− −⎧
⎪= −⎨
⎪−⎩

 

)6-11(    ( ) 1 1 ( 0.2)sq t u t= − − − 
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 توابع فوق براي مقادير مختلف موقيعت مكاني حسگرها، نويز در داده هاي اندازه گيري شده، توزيع دماي                

يب آلياژها بررسـي و همچنـين اسـتقلال حـل           اوليه مذاب، حدس اوليه روش گراديان مزدوج و نوع و ترك          

  .عددي از شبكه محاسباتي نيز براي اين حالت ارزيابي شده است

براي حالتي كه هدف بازگرداندن شار حرارتي مثلثي و پله اي است، ابتدا مانند آنچه براي مواد خالص ذكر          

سپس در نظـر  . پايين صورت گيردشد، فرض مي كنيم كه مرز بالا ايزوله شده و انتقال حرارت تنها از مرز          

i از آلياژي مذاب با دماي يكنواخت Lبگيريد كه تمام قالب به طول    liqT T>  0 پر شده و در لحظـهt = 

 حسگر براي يك بازه زمـاني  ناگهان مرز پايين در معرض يك شار حرارتي قرار گرفته و مقدار دما در مكان       

[0, ]ft      0.4  ثبت شده كه براي اين مسالهft بدين جهت كه هـدف از حـل        . در نظر گرفته شده است     =

ابتدايي اين مساله تعميم آن به حالت كنترل سرعت سطح مشترك در آلياژهـا مـي باشـد و بـا توجـه بـه               

 متحرك مابين سه ناحيه موجود، دما در دو نقطه مختلف در طول قالب ثبت و بـه                  حضور دو مرز مشترك   

  .عنوان ورودي حل معكوس اعمال مي شوند

  .ارائه شده است) 10-6( مقادير خواص فيزيكي آلياژهاي گوناگون با تركيبهاي متفاوت در جدول

  

   خواص ترموفيزيكي آلياژهاي استفاده شده:)10-6(جدول 

Al-5%Cu  Pb-10%Sn  Properties 

0.56  0.86  Stefan Number  
0  0  Fusion Temperature  

-0.022  -0.15  Liquidus Temperature  
-0.175  -0.31  Solidus Temperature  
0.14  0.31  Partition Coefficient  
2.2  1.5  Solid Conductivity  
1  1  Liquid Conductivity  

0.82  1.1  Solid Heat Capacity 
1  1  Liquid Heat Capacity  
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شار حرارتي مطلوب و محاسبه شده بوسيله دماهاي ثبت شده در مكان حسگر و الگوريتم حل معكوس در                  

 موقيت قرارگيري حسگر mxنمايش داده شده است كه ) 24-6( در شكل Pb-Snحالت مثلثي براي آلياژ 

0س اوليه براي روش گراديان مزدوج       لازم به ذكر است كه مقدار حد      . مي باشد  ( ) 0sq t  و معيـار توقـف      =

83الگوريتم بهينه سازي برابر      10ε −= مطابق اين شكل و طي يـك ارزيـابي         .  در نظر گرفته شده است     ×

اسـت و ايـن   كيفي ملاحظه مي شود كه تخمين و محاسبه اين شار حرارتي از دقت خوبي برخوردار بـوده            

علاوه بـر ايـن جهـت ارزيـابي     . نشان دهنده صحت و دقت روش و الگوريتم معكوس بكار گرفته شده است          

-6(در جـدول    ) 3-6(كمي دقت نتايج بدست آمده، مقدار درصد جذر مربعات خطاي متوسط طبق رابطه              

  .ارائه شده است) 11

) 25-6(كاهش تابع هدف در شـكل       جهت بررسي نحوه همگرايي حل معكوس به سمت جواب بهينه، نرخ            

  .نمايش داده شده است

  

  بررسي استقلال از شبكه محاسباتي-6-2-1-1

يكي از عوامل مهم در تحليل هاي عددي چه در مسائل مستقيم و چـه در مـسائل معكـوس، بررسـي اثـر                

اد گره هـاي  به منظور ارزيابي ميزان وابستگي حل معكوس به تعد. تعداد گره ها بر نتايج بدست آمده است  

شبكه يا به عبارتي اندازه مشها، تحليل معكوس براي دو شار حرارتي مذكور براي مقادير مختلفي از نقـاط                   

  . شبكه انجام گرفته است

مقدار تابع هدف در آخرين گام بهينه سازي، تعداد تكرار هاي لازم براي همگرايي روش و همچنين ميزان                  

مطـابق ايـن نتـايج،      . ارائه شده اند  ) 11-6( متفاوت در جدول      براي دامنه اي با شبكه هاي      RMSخطاي  

50xNمقدار بهينه اندازه شبكه     1شار حرارتي بدست آمده با توجه به .  انتخاب شده است= 0.1mx  و =

1 0.2mx   .ش داده شده استنماي) 24-6( براي تعداد گره هاي مختلف در شكل =
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  . آورده شده است) 25-6(علاوه بر اين نرخ كاهش تابع هدف نيز براي اين مقادير در شكل 

 مقايسه شار حرارتي مثلثي براي اندازه هاي مختلف شبكه محاسباتي): 24-6(شكل 
   

 نرخ همگرايي تابع هدف براي مقادير مختلف اندازه شبكه محاسباتي): 25-6(شكل 
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   مقادير تابع هدف، متوسط خطا و تكرارهاي لازم در انجماد آلياژها براي شبكه هاي مختلف:)11-6( جدول

xN  Objective Function RMS Error 
(%) Iteration 

30 5.6008e-008 0.7928 49 
40 5.5097e-008 0.6484 44 
50 3.3055e-008 0.5690 60 
60 3.9374e-008 0.7164 54 

  

  اثر موقعيت قرارگيري حسگرها-6-2-1-3

در اين بخش نيز همانند آنچه براي مواد خالص ذكر شد، اثر موقعيت قرار گيري حسگرها بررسـي خواهـد               

در انجماد آلياژها به دليلي كه قبلا ذكر شد براي هر مساله به طور همزمـان از دو حـسگر در فواصـل             . شد

)  6/0و3/0(و  ) 4/0و2/0(،  )2/0 و   1/0(حـسگرها در طـول قالـب در فواصـل           لذا  . مختلف استفاده مي شود   

قرار داده شده، با ثبت تاريخچه زماني دما در اين نقاط و استفاده از آن به عنوان ورودي روش معكـوس و                       

  .مقايسه با شار ورودي به بررسي اثر موقعيت قرار گيري حسگر مي پردازيم

و ) 26-6( مختلف حسگر و شارهاي حرارتي مثلثي و پله اي در شـكل              نتايج بدست آمده براي موقعيتهاي    

نيز نشان دهنده روند همگرايي به سمت       ) 27-6(علاوه بر اين شكل     . نشان داده شده است   ) 12-6(جدول  

  .مقدار بهينه مي باشد

  اي مختلف حسگرها مقادير تابع هدف، متوسط خطا و تكرارهاي لازم در انجماد آلياژها براي موقعيته:)12-6(جدول 

Sensor Locations 
 

Objective Function RMS(%) Iteration 

Triangular 3.3055e-008 0.5690 60 
1 0.1mx =  

2 0.2mx =  Step 4.5842e-008 4.4520 96 

Triangular 5.7622e-008 1.6466 55 1 0.2mx =  

2 0.4mx =  Step 4.5335e-008 6.6661 102 
Triangular 5.4964e-008 1.8141 91 1 0.3mx =  

2 0.6mx =  Step 4.5502e-008 7.8048 180 
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 الف

 ب

 شار پله اي)شار مثلثي ب)ر، الفمقايسه شار حرارتي بدست آمده و مطلوب براي موقعيتهاي مختلف حسگ): 26-6(شكل 
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 الف

 ب

شار پله اي )شار مثلثي ب)مقايسه روند همگرايي تابع هدف براي موقعيتهاي مختلف حسگر، الف): 27-6(شكل   
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بنابر اين براي مساله كنترل سطح مشترك، هرچه حسگر از مرز فعال دورتر شود خطاي محاسـبه بيـشتر                   

  .ود كه دقت محاسبات نسبت به حالتي كه حسگر ثابت باشد كاهش يابدشده و بنابر اين انتظار مي ر

  

  اثر ميزان خطا در داده هاي ورودي-6-2-1-5

همانگونه كه قبلا ذكر شد بدليل طبيعت بدوضع مسائل معكوس حرارتي، جواب اين گونه مسائل به شدت                 

و يكتايي جواب را تحت تاثير به اغتشاش در داده هاي ورودي حساس بوده و اين اغتشاش مي تواند وجود         

 در  .قرار دهد چرا كه وجود يك اختلال در ورودي مي تواند موجب نوسانات بزرگي در جواب خروجي شود

اين بخش نيز همانند آنچه در بخش مربوط به مواد خالص ذكر شد، ابتدا دماهاي اندازه گيري شده طبـق                    

ري شده نوسان داده مي شوند و سـپس از ايـن داده             رابطه مربوطه به طور مصنوعي حول مقادير اندازه گي        

نمونـه اي از دماهـاي تغييـر    . هاي آلوده به اغتشاش جهت بازسازي شار حرارتي ورودي استفاده مي شـود      

  .براي شار مثلثي و پله اي ارائه شده اند) 28-6(يافته در شكل 

رودي در نظر گرفته شده و نتايج حاصـل  براي آلياژها نيز مقادير متفاوتي از انحراف معيار براي داده هاي و   

براي مقادير مختلفي از ) 30-6(و نرخ كاهش تابع هدف در شكل ) 29-6(از تخمين شار حرارتي در شكل       

علاوه بر اين مقادير خطا و تعداد تكرارهـاي مـورد           . انحراف معيار داده هاي ورودي نمايش داده شده است        

درج شـده   ) 13-6(قدار تابع هدف در آخـرين تكـرار در جـدول            نياز براي همگرايي حل مساله به همراه م       

  .است

مطابق آنچه در اين جدول و شكلها ملاحظه مي شود، اين روش از دقت بسيار خوبي حتي با وجود ميـزان                 

برخوردار بوده و طبيعتا با افزايش اين مقدار خطـا، از دقـت             %) 20حدودا  (بالاي خطا در داده هاي ورودي       

البته ذكر اين نكته ضروري اسـت كـه بـه دليـل وجـود      . زان قابل توجهي كاسته مي شود   حل مساله به مي   
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گراديان خيلي شديد در شار حرارتي پله اي، حساسيت روش به اغتشاشات ورودي در مورد اين نـوع شـار                    

  .بسيار بالاتر خواهد بود

 الف

 
 ب

 شار پله اي )شار مثلثي ب)افته، الفنمونه اي از دماهاي اندازه گيري شده و اغتشاش ي): 28- 6(شكل  
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 الف

 ب

شار مثلثي )شار حرارتي مطلوب و محاسبه شده براي مقادير مختلف اغتشاش در داده هاي ورودي، الف): 29-6(شكل 
 شار پله اي)ب
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 الف

 ب
 شار پله اي)ثلثي بشار م)نرخ كاهش تابع هدف براي مقادير مختلف اغتشاش در داده هاي ورودي، الف): 30-6(شكل 

  

نيز نشان دهنده موقعيت مطلوب و محاسبه سطوح مشترك براي دو مقـدار انحـراف معيـار               ) 31-6(شكل  

مختلف مي باشد كه حاكي از دقت بسيار خوب روش در پيش بيني و كنترل حركت سطوح مشترك حتي 

  .در مقادير بالاي اغتشاشات ورودي مي باشد
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ف، متوسط خطا و تكرارهاي مورد نياز در انجماد آلياژها در حضور اغتشاش در دادهاي  مقادير تابع هد:)13-6(جدول 

  ورودي

σ  
 

Objective Function RMS Error(%)

Triangular 1.8727e-006 0.8303 0.001 
Step 1.1873e-006 5.4134 

Triangular 9.9331e-005 2.4020 0.01 
Step 9.7438e-005 7.2529 

Triangular 3.9305e-004 3.8526 0.02 
Step 3.9981e-004 8.0213 

Triangular 0.0025 5.3279 0.05 Step 0.0025 8.9716 
0.1 Triangular 0.0099 7.8578 

 له ايمكان مطلوب و محاسبه شده سطوح مشترك براي مقادير متفاوت اغتشاشات ورودي و شار حرارتي پ): 31-6(شكل 
  

  اثر تركيب و نوع آلياژ-6-2-1-5

يكي ديگر از عوامل مهم در تحليل مسائل معكوس، بررسي عدم وابستگي جوابهاي بدست آمـده بـه نـوع،                    

-Al(بدين منظور تحليل معكوس براي يك آلياژ ديگـر          . جنس و خواص فيزيكي ماده مورد نظر مي باشد        
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5%Cu (       با خواص ترموفيزيكي مندرج در جدول)انجام شده و نتايج بدست آمده حـاكي از عـدم           ) 10-6

شـار حرارتـي تخمـين زده شـده توسـط حـل عـددي          . وابستگي جوابها به نوع و تركيب آلياژها مي باشـد         

همچنين . نشان داده شده است) 32-6(معكوس به همراه شار حرارتي مطلوب براي اين نوع آلياژ در شكل 

. نمـايش داده شـده اسـت   ) 33-6(اي اين حالتها در شـكل  موقعيت سطوح مشترك در زمانهاي مختلف بر 

نيز بيانگر مقايسه اي كمي از نتايج بدست آمده بر حسب ميـزان خطـاي متوسـط، تعـداد                   ) 14-6(جدول  

  . تكرارها براي همگرايي و مقدار تابع هدف در تكرار نهايي مي باشد

 Al-Cuلياژ مقايسه شار حرارتي مطلوب و محاسبه شده براي آ): 32-6(شكل 
  

   مقادير تابع هدف و متوسط خطا در انجماد آلياژآلومينيوم و براي موقعيتهاي مختلف قرارگيري حسگرها:)14-6(جدول 

Sensor Locations Objective Function RMS Error(%)

1 0.1mx =  
2 0.2mx =  1.2251e-007 0.9444 

1 0.2mx =  
2 0.4mx =  1.1473e-007 1.4910 

1 0.3mx =  
2 0.6mx =  2.7298e-007 2.1134 
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  Al-Cuمقايسه مكان مطلوب و محاسبه شده سطوح مشترك براي ): 33-6(شكل 
  

  كنترل سرعت سطح مشترك-6-2-2

لي كه در كيفيـت آلياژهـاي ريختـه شـده مـوثر اسـت سـرعت دو سـطح مـشترك                  يكي از مهمترين عوام   

Solidus و Liquidusپس از تاييد صحت نتـايج روش مـورد    . است1 يا به عبارتي ضخامت ناحيه مياني

استفاده در قسمت قبل، در اين بخش به كنترل ضخامت ناحيه مياني پرداخته كه منجر به توليد قطعه اي      

 Pb-Snبدين منظور ابتدا فرض كنيد كه قالب از آلياژ          . راي يك كاربرد خاص مي شود     با كيفيت مطلوب ب   

iبا دماي    liqT T≥       چنانچه پيش از ايـن نيـز ذكـر         . ذكر شد پر شده است    ) 10-6( و خواصي كه در جدول

نحويكه منجـر بـه     شد، هدف از حل معكوس انجماد آلياژها يافتن شرايط مرزي در دو سوي قالب است به                 

در ايـن بخـش شـار       . ايجاد سرعتهاي مطلوب در سطوح مشترك و يا ضخامت مطلوب ناحيه ميـاني شـود              

. حرارتي در مرز بالايي صفر نبوده و بايستي به صورت همزمان با شار حرارتي در مرز پاييني محاسبه شود                  

ف شـده و بـا اسـتفاده از روش          بنابر اين تابع هدف بر مبناي اختلاف دماي مطلوب و محاسبه شـده تعري ـ             
                                                 
1 Mushy zone 
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گراديان مزدوج و معادلات الحاقي به كمينه كردن اين تابع هدف مي پردازيم كه جزييات روش مذكور در                  

  . فصل پنجم عنوان شد

 براي سـرعتهاي مختلـف      )sqوlq(شار حرارتي بدست آمده از حل معكوس براي مرزهاي بالايي و پاييني             

0iTسطح مشترك يا به عبارتي ضخامتهاي مختلف ناحيه مياني در حلتي كه دماي اوليه   باشد در اين =

بدليل عدم وجود جوابهاي تحليلـي و عـددي در ايـن قـسمت جهـت بررسـي          . قسمت بررسي خواهند شد   

ه را به عنوان ورودي مساله مستقيم اعمال كرده و به صحت نتايج بدست آمده، شارهاي حرارتي بدست آمد

  .محاسبه موقعيت سطوح مشترك مي پردازيم

 شار حرارتي محاسبه شده به همراه روند همگرايي تابع هدف و همچنين موقعيتهـاي مطلـوب و محاسـبه     

ف شده سطوح مشترك براي سرعتهاي مختلف سطوح مشترك و يا به عبارت ديگر براي ضخامتهاي مختل               

در تمامي حالتها سرعت سـطح مـشترك        . نشان داده شده اند   ) 37-6(تا  ) 34-6(ناحيه مياني در شكلهاي     

 فرض شده و براي داشتن ضخامتهاي مختلف تنها سرعت سطح مـشترك             2ثابت و برابر    ) lV(مايع  -مياني

 انتخـاب شـده انـد عبـارت اسـت از            sVمقادير مختلفـي كـه بـراي        . كردتغيير خواهد   ) sV(مياني  -جامد

0.25,0.5,1,1.25,1.75sV با ملاحظه نتايج بدست آمده مي توان نتيجه گرفت كه كنتـرل حركـت        . =

دو سطح مشترك موجود بين سه ناحيه در حالتهاي مختلف به خوبي صورت گرفتـه كـه بـا كنتـرل ايـن                       

رعتها ضخامتهاي مختلفي براي ناحيه مياني بدست آمده كه مي توانـد بيـانگر توليـد آليـاژي خـاص بـا                   س

  .كيفيت مورد نظر باشد

علاوه بر حالتهاي قبلي كه سرعت دو سطح مشترك متفاوت بود، براي داشتن ضخامت ثابتي براي ناحيـه                  

ده انجماد در آلياژها با توجه به اينكه بدليل طبيعت پدي. مياني بايستي سرعت دو سطح مشترك برابر باشد

solT   و liqT                     متفاوت مي باشند براي داشتن ضخامت ثابت اين ناحيه فرض مـي شـود كـه سـرعت سـطح 

0tمشترك ساليدوس از لحظه     0.06t تا = 1sVدار  داراي مق=  و از آن لحظه به بعد مقداري برابـر  =
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در مي يـابيم  ) 37-6(بدين ترتيب با در نظر گرفتن شكل . با مقدار سرعت سطح مشترك ليكويدوس باشد   

كه پس از طي زمانهاي ابتدايي كه جواب هنوز به جواب حالـت پايـدار نرسـيده اسـت، سـرعت دو سـطح                        

شـارهاي حرارتـي مـورد نيـاز بـراي          . و ضخامت ناحيه مياني داراي مقدار ثـابتي اسـت         مشترك برابر بوده    

  .دستيابي به اين حالت نيز در شكل نمايش داده شده اند

  

نرخ كاهش ) مكانهاي مطلوب و كنترل شده سطوح مشترك و ج) شار حرارتي در دو مرز، ب) مقايسه الف): 34-6(شكل 

,2تابع هدف براي  0.5l sV V= =  
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نرخ كاهش ) مكانهاي مطلوب و كنترل شده سطوح مشترك و ج) شار حرارتي در دو مرز، ب) مقايسه الف): 35-6(شكل 

,2تابع هدف براي  1l sV V= =  

با دقت در شارهاي حرارتي بدست آمده مي توان نتيجه گرفت كه در مرز پايين هميشه شـار خنـك كـن                      

دليل اين امر را . حرارتي نياز است در صورتيكه در مرز بالا هر دو شار گرمايش و سرمايشي مورد نياز است                

مي توان توزيع دماي اوليه مذاب و مقدار زياد شار خنك كن در مرز پايين دانست چـرا كـه دمـاي اوليـه                        

بنابراين در .  ابتدايي بايد دقيقا روي مرز قرار گيرد است و سطح مشترك ساليدوس در لحظه liqTبيشتر از   

لحظات ابتدايي شار خنك كن زيادي در مرز بايستي اعمال شود كه اين شار خنك كن موجب مـي شـود                     

كه سطح مشترك ليكويدوس نيز با سرعت زيادي حركت كند كه ممكن است از سـرعت مطلـوب بيـشتر                    
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ندن آن به ميزان مطلوب، در مرز بالا در لحظـات ابتـدايي شـار               لذا براي كنترل اين سرعت و بازگردا      . باشد

مقايسه اي بين اين شارها   . مشخص است ) 37-6(تا  ) 34-6(گرمايش بايستي اعمال گردد كه در شكلهاي        

  . نيز ملاحظه مي شود) 38-6(در شكل 

  

نرخ كاهش ) رل شده سطوح مشترك و جمكانهاي مطلوب و كنت) شار حرارتي در دو مرز، ب) مقايسه الف): 36-6(شكل 

,2تابع هدف براي  1.25l sV V= =  
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شايان ذكر است كه با توجه به نتيجه اي كه در بخش مربوط به موقعيت قرارگيري حسگر شد و اينكه در                     

 اين حالت كنترل سرعت، حسگر متحرك بوده و به تدريج از مرز فعال دور مي شود همچنين بدليل وجود                  

 خطـا بـراي مقـادير    RMSمقـادير  . دو حسگر متحرك، نتايج حاصله از دقت مطلوبي برخوردار مي باشند         

مختلف سرعت سطوح مشترك به همراه تعدادتكرارهاي مورد نياز و مقدار تابع هـدف در تكـرار نهـايي در                  

  .نشان داده شده اند) 15-6(جدول 

نرخ كاهش ) مكانهاي مطلوب و كنترل شده سطوح مشترك و ج) و مرز، بشار حرارتي در د) مقايسه الف): 37-6(شكل 

,2تابع هدف براي  2l sV V= =  
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  مقايسه شار حرارتي در مرزهاي پاييني و بالايي براي ضخامتهاي مختلف ناحيه مياني): 38-6(شكل 

  

   مشترك آلياژها و براي سرعتهاي مختلف مقادير تابع هدف و متوسط خطا در كنترل سرعت سطح:)15-6(جدول 
Solidus 
Velocity 

Liquidus 
Velocity 

Objective 
Function 

Iteration 
numbers 

Solidus 

RMSe % 
Liquidus 

RMSe % 

0.25 2 3.1e-4 25 7.23 4.72 
1.25 2 4.078e-4 41 4.25 5.63 
1.75 2 8.33e-4 64 6.43 7.15 

2 2 3.69e-4 70 5.86 4.70 

  

  انجماد مواد خالص و آلياژها در حالت دو بعدي-6-4

همان گونه كه در فصل پنجم معادلات حاكم بر مساله معكوس در مختصات دوبعدي ذكر گرديد، در ايـن                   

ا كـد   در مختصات دو بعدي نيز ابتـد      . بخش به مطالعه نتايج حاصل از حل معادلات فصل قبل مي پردازيم           

عددي استفاده شده با روشي كه براي مختصات يك بعدي گفته شد صحه گذاري شده و سپس نتايج براي 
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مواد خالص و آلياژها در حالتي كه كنترل سرعت و شكل سطح مشترك صورت مـي گيـرد ارائـه خواهنـد           

  .شد

هـدف، يكـي از     علاوه بر معادلات حاكم بر مساله مستقيم و معكوس و همچنين روش بهينه سـازي تـابع                  

اساسي ترين تفاوتهايي كه ميان مساله يك بعدي و دو بعدي وجود دارد تفاوت در وابستگي شـار حرارتـي          

در مختصات يك بعدي، شار حرارتي فقط تابع زمان بوده در صورتيكه در مختصات دو بعـدي              . مرزي است 

مل ديگري كـه در مـسائل دو بعـدي    لذا عا. شار حرارتي مرزي علاوه بر زمان مي تواند تابع مكان نيز باشد      

مي تواند بوسيله روشهاي انتقال حرارت معكوس كنترل بهينه گردد، شكل سطح مشترك مي باشد كه دو                 

  .نوع سطح مشترك تخت و سينوسي در اين رساله مورد بررسي قرار گرفته است

د پـر شـده و در لحظـه    ابتدا در نظر بگيريد كه قالب از ماده خالصي با شرايطي كه در بخش قبلي ذكر ش ـ      

0t   .قرار گيرد) 12-6( مرز پايين ناگهان در معرض يك شار حرارتي تابع زمان و مكان به شكل رابطه =

( , ) 4[1 2 sin ] ( )q x t x f tπ= − + 

)6-12(  0.5 4 , 0 0.125
( ) 1 4( 0.125), 0.125 0.25

0.5, 0.25

t t
f t t t

t

+ ≤ ≤⎧
⎪= − − ≤ ≤⎨
⎪ ≥⎩

ان ورودي مساله معكوس با ثبت تاريخچه زماني دما در نقطه اي از دامنه محاسباتي و استفاده از آن به عنو

شار حرارتي محاسبه شده از حل معكوس و شار حرارتي مفروض براي       . به تخمين شار حرارتي مي پردازيم     

0.5Steتوليد دماهاي اندازه گيري شده در شرايطي كه      بـراي  ) 39-6( انتخاب شـده اسـت در شـكل    =

مطابق آنچه ملاحظه مي شود، روش استفاده شده دقـت          . زمانها و مكانهاي مختلف نمايش داده شده است       

البته واضح است كه دقـت نتـايج در زمـان انتهـايي بـه               . بسيار مناسبي براي بازگرداندن شار حرارتي دارد      

دليلي كه قبلا ذكر شد و همچنين در مرزها بدليل استفاده از تقريب مشتق مرتبه اول با دقت كم، مناسب   

كه در آن شـار حرارتـي در زمانهـا و مكانهـاي         ) 40-6( مي توان با ملاحظه شكل       اين مطلب را  . نمي باشد 
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.  دريافـت ) 41-6(مختلف به طور جداگانه ترسيم شده اند و همچنين كانتورهـاي شـار حرارتـي در شـكل      

به نمـايش درآمـده     ) 42-6(علاوه بر اين موقعيت و شكل سطح مشترك در زمانهاي مختلف نيز در شكل               

 در نتايج بدست آمده مي توان دريافت كه شار حرارتي بازسازي شده بوسيله حل معكوس از                 با دقت . است

نيز نشان دهنده روند بسيار مناسـب همگرايـي تـابع     ) 43-6(شكل  . دقت بسيار خوبي برخوردار بوده است     

  .هدف به سمت مقدار بهينه مي باشد

  الف

  
  ب

  
  شار محاسبه شده از حل معكوس) ل شده براي توليد داده ها و بشار حرارتي اعما)مقايسه بين الف): 39-6(شكل 
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  مقايسه شار حرارتي محاسبه شده و مطلوب در زمانها و مكانهاي مختلف): 40-6(شكل 

بالف

  محاسبه شده) مطلوب، ب) مقايسه بين كانتورهاي شار حرارتي الف): 41-6(شكل 

   

 
   محاسبه شده سطح مشترك در مختصات دو بعديمكانهاي مطلوب و): 42-6(شكل 
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  )12- 6(نرخ كاهش تابع هدف براي مختصات دو بعدي و شار حرارتي رابطه ): 43-6(شكل 

  

صحت روش استفاده شده براي مواد ديگر با خواص ترموفيزيكي متفاوت نيز انجام شده كـه شـار حرارتـي             

,1بدست آمده براي     1.5Ste همچنين موقعيت سـطح مـشترك در       . ارائه شده است  ) 44-6( شكل    در =

1Steدو حالت مطلوب و محاسبه شده براي حالتي كه           . مـشاهده مـي شـود     ) 45-6( اسـت در شـكل       =

نيز به ترتيب نـشانگر مقايـسه اي بـين كانتورهـاي دمـا در حالـت مطلـوب و                 ) 47-6(و  ) 46-6(شكلهاي  

,0.5اي  محاسبه شده بر   1Ste با توجـه بـه نتـايج ارائـه شـده مـشخص اسـت كـه هماننـد                 .  مي باشد  =

  .مختصات يك بعدي، روش پيشنهادي قابل استفاده براي طيف وسيعي از مواد قابل استفاده است

  الف

  

ب

 
1Ste) مقايسه بين شار حرارتي محاسبه شده الف): 44-6(شكل  1.5Ste)  ب= =  
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1Steمكانهاي مطلوب و محاسبه شده سطح مشترك براي ): 45-6(شكل  =  

  

حال پس از بررسي صحت كد كامپيوتري بوسيله اعمال و تخمين شار حرارتي معلوم به كنتـرل حركـت و          

ابتدا فرض مي كنيم كه قالب از ماده خالصي .  پردازيمشكل سطوح مشترك براي مواد خالص و آلياژها مي 

0.5iTبا دماي    شار حرارتي مورد نيـاز    . مايع باشد - پر شده و هدف كنترل سرعت سطح مشترك جامد         =

2Vبراي دستيابي به سرعت ثابت سطح مشترك         0.5Ste براي   = 1.5Ste و   = ) 48-6( در شـكل     =

) 49-6(مقايسه اي بين موقعيتهاي مطلوب و محاسبه شده سطح مشترك در شكل             . نشان داده شده است   

همچنـين ميـزان خطـاي      . براي مواد ذكر شده در قسمت قبل با شـرايط مـذكور نـشان داده شـده اسـت                  

ي و مطلوب در شكل درج شده است كه نشان محاسباتي سطح مشترك بدست آمده نسبت به حالت طراح      

بوده و در زمانهاي % 2مي دهد براي زمانهاي ابتدايي و مياني ميزان خطا در كنترل سطح مشترك حداكثر 

كانتورهـاي  .  مـي رسـد    6-9%مقدار خطا بـه     ) بدليل ميل شار حرارتي به سمت مقدار حدس اوليه        (پاياني  

  . ارائه شده اند) 50-6(نهاي مختلف در شكل بدست آمده براي دما در اين حالت در زما
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Computed  Desired 

    

    

    

    
0.5Steمقايسه بين كانتورهاي دما در حالت مطلوب و محاسبه شده براي ): 46-6(شكل  = 
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Computed  Desired 

    

    

    

    
1Steالت مطلوب و محاسبه شده براي مقايسه بين كانتورهاي دما در ح): 47-6(شكل  = 
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  الف

  

  ب

  
0.5Ste) شار حرارتي محاسبه شده در مختصات دو بعدي براي سرعت ثابت سطح مشترك الف): 48-6(شكل  )  ب=

1.5Ste =  
  الف

  

  ب

  
0.5Ste) شده در مختصات دو بعدي براي سرعت ثابت سطح مشترك الفمكانهاي مطلوب و محاسبه ): 49-6(شكل  = 

1.5Ste) ب =  

علاوه بر حالتي كه سرعت سطح مشترك ثابـت بـوده و يـك شـكل مـسطحي را داراسـت، عملكـرد روش               

رابطه زير داشته باشـد   پيشنهادي براي حالتي كه سطح مشترك مسطح نبوده و يك شكل سينوسي طبق              

2Vدر رابطه زير . نيز ارزيابي شده است   . اختيار شده است=

)6-13(  ( , ) (1 0.05cos( 1))sy x t V x tπ= − − 
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0.5Ste =  1.5Ste =  

    

    

    

    
  ثابت سطح مشترك و اعداد استفان مختلفمقايسه كانتورهاي دما براي سرعت ): 50-6(شكل 
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شار حرارتي بدست آمده براي دستيابي به شكل سينوسي سطح مشترك به صورت تابعي از زمان ومكان و            

مكانهـاي مطلـوب و     . ترسـيم شـده اسـت     ) 51-6(همچنين نسبت به مكان در زمانهاي مختلف در شـكل           

همان گونه كـه قـبلا ذكـر    . ارائه شده اند  ) 52-6(محاسبه سطح مشترك نيز در زمانهاي مختلف در شكل          

شد در اين قسمت نيز با نزديك شدن به زمانهاي نهايي از دقت كنترل كاسته مي شود اما به عنوان مثـال             

0.25tدر   .مي رسد% 2، حداكثر خطا در كنترل سطح مشترك به ميزان حدود =

  
  )13- 6(ه در مختصات دو بعدي و سرعت سطح مشترك طبق رابطه شار حرارتي محاسبه شد): 51-6(شكل 

    

    
  مكانهاي مطلوب و محاسبه شده سطح مشترك در مختصات دو بعدي و سرعت سطح مشترك سينوسي): 52-6(شكل 
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روند همگرايـي و    . نشان داده شده است   ) 53-6(كانتورهاي دماي محاسبه شده در اين حالت نيز در شكل           

نمايش داده شده كه نشان دهنده      ) 54-6(ن تابع هدف به سمت ميزان مورد نظر نيز در شكل            كاهش ميزا 

  .همگرايي بسيار خوب روش انتخاب شده مي باشد

  كانتورهاي دما براي شكل سينوسي سطوح مشترك مواد خالص): 53-6(شكل 
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  )13-6(طح مشترك طبق رابطه نرخ كاهش تابع هدف در مختصات دو بعدي و سرعت س): 54-6(شكل 

  

در حالتي كه هدف بررسي كنترل سطوح مشترك براي آلياژها باشد، ابتدا فرض مي شود كه قالب از آلياژ                       

0iTبا دماي اوليه    بـراي ايـن منظـور    .  پر شده و هدف رسيدن به سرعت مطلوب سطوح مشترك باشد=

Solidus (1sV(ميـاني   -ر سرعت مطلوب براي سطح مـشترك جامـد        ابتدا فرض مي كنيم كه مقدا       و  =

Liquidus (2lV(مايع  -براي سطح مشترك مياني    نـشان دهنـده شـار حرارتـي     ) 55-6(شكل .  باشد =

)(مورد نياز در مرز پاييني     , )sq x t ( و مرز بالايي)( , )lq x t (نتايج بدست آمده بـراي موقعيـت   . مي باشد

ميـزان درصـد خطـاي      . نمايش داده شـده اسـت     ) 56-6(مطلوب و محاسبه شده سطح مشترك در شكل         

با توجه به نتايج بدسـت آمـده در مـي    . متوسط نسبت به حالت مطلوب نيز روي شكل مشخص شده است    

شترك به درستي و با دقت قابل قبولي صورت گرفته و لذا مي توان يابيم كه كنترل سرعت و مكان سطح م

كانتورهاي دمـا بـراي حـالتي كـه سـرعت سـطوح             . به آلياژي با كيفيت و خواص مشخص دست پيدا كرد         

نيـز نـشانگر   ) 58-6(شـكل  . رسم شده است  ) 57-6(مشترك ساليدوس و ليكيدوس ثابت باشند در شكل         

  .روند كاهش تابع هدف مي باشد
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لفا

 
ب

 
شار در مرز ) شار حرارتي محاسبه شده براي آلياژها در مختصات دو بعدي و سرعت ثابت سطوح مشترك الف): 55-6(شكل 

  شار در مرز بالايي) پاييني ب
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مكانهاي مطلوب و محاسبه شده سطوح مشترك براي آلياژها در مختصات دو بعدي و سرعت ثابت سطوح ): 56-6(شكل 

  مشترك
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  كانتورهاي دما براي سرعت ثابت سطوح مشترك آلياژها): 57-6(شكل 
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  نرخ كاهش تابع هدف براي آلياژها در مختصات دو بعدي و سرعت ثابت سطوح مشترك): 58-6(شكل 

  

طح براي انجماد آلياژها نيز لحاظ شده به نحويكه هردو س ـ         )) 13-6(رابطه  (شكل سينوسي سطح مشترك     

شار حرارتي در مرزهاي بـالا و پـايين      . در نظر گرفته شده اند    ) 13-6(ساليدوس و ليكيدوس مطابق رابطه      

  .ارئه شده اند)  الف و ب59-6(به ترتيب در شكلهاي 

نشان داده ) 60-6(همچنين مكانهاي مطلوب و محاسبه شده سطوح مشترك در دو زمان مختلف در شكل 

آمده ملاحظه مي شود كه حداكثر خطاي محاسـباتي روش پيـشنهادي در    مطابق نتايج بدست    . شده است 

نيز نشان دهنده كانتورهـاي دمـا بـراي حالـت     ) 61-6(شكل .  مي باشد3-7%كنترل سطوح مشترك بين     

  .سرعت سطوح مشترك سينوسي مي باشد

 مي توان كيفيت    با توجه به نتايج حاصله مي توان گفت كه با استفاده از روش پيشنهاد شده در اين رساله                 

قطعات توليد شده در حين فرايندهاي انجماد را با تنظيم شار حرارتي در مرزها كنترل كرده و به ماده اي                    

  .با خواص فيزيكي و مكانيكي مطلوبي دست يافت
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الف

 
  
ب

 
شار در ) لفشار حرارتي محاسبه شده براي آلياژها در مختصات دو بعدي و شكل سينوسي سطوح مشترك ا): 59-6(شكل 

  شار در مرز بالايي) مرز پاييني ب
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مكانهاي مطلوب و محاسبه شده سطوح مشترك براي آلياژها در مختصات دو بعدي و شكل سينوسي سطوح ): 60-6(شكل 

  مشترك

  

  



 172

  

    

  

  كانتورهاي دما براي شكل سينوسي سطوح مشترك آلياژها): 61-6(شكل 
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  نتيجه گيري-7-1

بـه  . در اين رساله مساله معكوس انجماد براي آلياژها با در نظر گرفتن اثر ناحيه مياني بررسي شـده اسـت              

دليل كاهش حجم محاسبات و پيش گيري از حل معادلات مساله معكـوس بـراي نـواحي جامـد، مـايع و                      

تحليل وارزيابي مـساله بـراي دو گـروه مـواد خـالص و              . ون آنتالپي استفاده شده است    دوفازي از فرمولاسي  

بـراي هـر گـروه ابتـدا        . آلياژها هم در مختصات يك بعدي و هم در مختصات دوبعدي انجام پذيرفته است             

مساله براي يك شار حرارتي مشخص و استفاده از يك يا چند حسگر ثابت و ثبـت دمـا در آن نقـاط حـل         

  .پس از تاييد صحت و دقت روش، مساله كنترل سطح مشترك مورد تحليل قرار گرفته استشده و 

نحوه كار بدين ترتيب است كه ابتدا با اعمال يك شار حرارتي مـشخص در يكـي از مرزهـا، دمـا در نقـاط                   

از آنجا كه هدف از حـل معكـوس در ايـن حالـت             . مشخصي از دامنه ثبت شده كه دماي مطلوب نام دارند         

تن شار حرارتي مرزي است كه منجر به توليد اين توزيع دمـا در دامنـه اسـت، تـابع هـدف بـر مبنـاي                ياف

كـردن  ) كمينه(به منظور بهينه . اختلاف ميان اين دما و دماي محاسبه شده در اين نقطه تعريف مي شود             

استفاده شـده   تابع هدف از روش گراديان مزدوج به همراه روش الحاقي جهت محاسبه گراديان تابع هدف                

اساس كار بدين نحو است كه ابتدا محاسبات كه مبتني بر يك روش تكـراري اسـت از يـك حـدس                      . است

كه از حل معادلات الحـاقي بدسـت        (اوليه شروع شده و با حركت در جهت منفي بردار گراديان تابع هدف              

 موقعيت حسگر ثابت مـي      لازم به ذكر است كه در مساله مذكور       . به كمينه كردن آن مي پردازيم     ) مي آيد 

  .باشد

پس از تاييد اعتبار كد استفاده شده، مساله مربوط به كنترل سرعت و شكل سطح مشترك بررسـي شـده                    

البته ذكر اين نكته ضروري است كه در ايـن          . كه در اين حالت موقعيت حسگر ثابت نبوده و متحرك است          

ترل سـطح مـشترك از ايـن واقعيـت فيزيكـي            در حالت كن  . حالت، دماهاي اندازه گيري شده وجود ندارند      

مايع بايستي دماي ذوب، در سطح مشترك ساليدوس دماي         -استفاده شده كه دما در سطح مشترك جامد       
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لذا با مشخص بودن سرعت سطح مشترك   . ساليدوس و در سطح مشترك ليكيدوس دماي ليكيدوس باشد        

 مشترك در هر زمان معلـوم بـوده و   جهت دستيابي به كيفيت مشخص ماده تحت انجماد، موقعيت سطوح     

  .لذا دما در اين مكانهاي معلوم بايستي مقادير دماي ذوب، دماي ساليدوس و دماي ليكيدوس باشد

رويه ذكر شده براي انجماد مواد خالص و آلياژها در مختصات يك بعدي و دو بعدي انجام شده كـه نتـايج               

  .آن به شرح ذيل است

ص در حالت حسگر ثابت براي دو نوع شار حرارتي مثلثي و پله اي  مساله معكوس انجماد مواد خال     

تحليل شده و نتايج بدست آمده حاكي از دقت بسيار خوب روش در بازگرداندن شارهاي حرارتـي          

 براي 2% براي شار مثلثي و   2/0% در حدود    RMSمقدار خطاي   . حتي با گراديان شديد مي باشد     

 .شار پله اي بوده است

 داد كه روش پيشنهادي قابل استفاده براي طيف وسيعي از مواد خالص بـا اعـداد          بررسي ها نشان   

استفان متفاوت بوده و با تغيير جنس ماده، تغيير عمده اي در روند حـل مـساله بهينـه سـازي و                      

 .جوابهاي بدست آمده ايجاد نمي شود

صله گرفتن حسگر   اثر موقعيت قرارگيري حسگرها در اين حالت بررسي شده و نتيجه شد كه با فا               

، دقت روش تا حد قابل ملاحظـه اي       )مرزي كه شار حرارتي روي آن اعمال مي شود        (از مرز فعال    

لذا مي توان نتيجه گرفت كه در حالت كنترل سطح مشترك كه حسگر متحرك              . كاسته مي شود  

روي سطح مشترك قرار گرفته، دقت محابات نسبت به حالت حسگر ثابت و نزديك مـرز كـاهش                  

 5%ملاحظه شد كه تا رسيدن حسگر به مرز بالايي، دقت محاسبه شار حرارتي مثلثي حدود                . دياب

 . كاهش مي يابد8%و شار پله اي حدود 

به منظور ارزيابي عملكرد روش هنگام آلودگي داده هاي ورودي به اغتشاش، دماهاي اندازه گيري                

شد كه نتايج حـاكي از عملكـرد   شده به صورت مصنوعي و تصادفي حول همان مقدار نوسان داده  
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در ايـن حالـت، خطـاي       .  اغتـشاش در داده هـاي ورودي مـي باشـد           10%مناسب روش با حـدود      

 . افزايش مي يابد2/1%محاسبات به ميزان حدود 

نتايج بدست آمده نشان داد كه روش استفاده شده به توزيع دماي اوليه ناحيه مـذاب و همچنـين       

مزدوج وابسته نيست و با اطمينان مي تواند بـراي مـذابهايي بـا              مقدار حدس اوليه روش گراديان      

 .نتايج حاصل براي هر دو نوع شار مثلثي و پله اي تاييد شده است. دماهاي متفاوت استفاده شود

در حالت كنترل سطح مشترك مواد خالص در مختصات يك بعدي، نتايج بدست آمده با  جـواب                   

بررسـي  . تحليلي موجود در اين حالت مقايسه شـده اسـت         تحليلي و ساير جوابهاي عددي و نيمه        

 در بازگرداندن شار حرارتـي و     4%هاي كمي نشان مي دهد كه روش استفاده شده خطايي معادل            

 . در كنترل سطح مشترك داشته است%5/0

علاوه بر كنترل سرعت سطح مشترك، شتاب سطح مشترك نيز بـراي حـالتي كـه مكـان سـطح                     

بدليل عدم وجود جواب تحليلـي بـراي        . از زمان باشد بررسي شده است     مشترك تابعي غير خطي     

شار حرارتي در اين حالت، شار حرارتي بدست آمـده از حـل معكـوس بـه عنـوان ورودي مـساله                      

. مستقيم اعمال شده و مكان سطح مشترك محاسبه شده با حالـت مطلـوب مقايـسه شـده اسـت         

 5/3%ح مشترك براي اين حالـت حـدود          مكان سط  RMSنتايج نشان مي دهد كه ميزان خطاي        

 .بوده است

در انجماد آلياژها كه خواص ترموفيزيكي در آن تابع دما بوده و داراي سه ناحيه با دو مرز متحرك  

. مي باشند نيز ابتدا از شارهاي مثلثي و پله اي جهت بررسي صـحت روش، اسـتفاده شـده اسـت                    

 و شار حرارتـي   5/0%رارتي مثلثي در حدود     نتايج بدست آمده نشان داد كه خطاي تخمين شار ح         

شايان ذكر است كه در اين مساله، دمـا در دو مكـان حـسگر ثبـت                 .  مي باشد  5/4%پله اي حدود    

 .شده است
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نتايج بدست آمده در اين حالت نيز نشان داد كه با فاصله گرفتن از مرز فعال، دقت تخمـين شـار                  

 .حرارتي كاهش مي يابد

 20%ده به اغتشاش به عنوان دماهاي ورودي، ملاحظه شد كه نوسان حدود        با اعمال داده هاي آلو     

 4% بـراي شـار مثلثـي و         5%در دماهاي ورودي مي تواند باعث افزايش خطاي متوسط در حـدود             

 .براي شار پله اي شود

تحليل ذكر شده براي آلياژي متفاوت با خواص فيزيكي متفاوت نيز انجـام شـده و نتـايج بدسـت                     

 .ر عدم وابستگي حل به نوع ماده استآمده بيانگ

يكي از عوامل مهم در كنترل كيفيت قطعه در انجماد آلياژها، ضخامت ناحيه مياني اسـت كـه بـا                    

كنترل سرعت و حركت دو سطح مشترك ساليدوس و ليكيدوس مي تـوان بـه ايـن مهـم دسـت                     

ي بـراي ناحيـه     مقادير مختلفي از سرعتهاي سطوح مشترك كه مجر به ضخامتهاي مختلف ـ          . يافت

 بـراي كنتـرل   4-7%مياني مي شود مورد ارزيابي قرار گرفته و نتايج نـشان دهنـده دقـت حـدود          

شارهاي حرارتي بدست آمده در دو مرز سمت جامد و مـايع نـشان    . ضخامت اين ناحيه مي باشند    

 داد كه همواره در مرز پايين شار خنك كن و در مـرز بـالايي در لحظـاتي از زمـان شـبيه سـازي           

دليل اين امر توزيع دماي اوليه ناحيه مذاب بوده و اينكه بـراي داشـتن               . نيازمند گرمايش هستيم  

سرعت مناسب سطح مشترك ساليدوس در ابتدا نياز به يك شار حرارتي خنك كـن بـسيار زيـاد                   

لذا در لحظات ابتدايي به منظور كنترل سرعت سـطح ليكيـدوس و رسـيدن آن بـه مقـدار             . داريم

 نياز به گرمايش در سطح بالايي داريم چراكه مقدار شار خنك كن بـسيار زيـاد در      سرعت طراحي 

 .مرز پاييني باعث خروج سرعت ليكيدوس از مقدار طراحي مي شود

در مختصات دو بعدي نيز ابتدا از يك شار حرارتي معلوم براي توليد داده هاي اندازه گيري شـده                    

ه، شار حرارتي معلوم بـا دقـت بـسيار خـوبي            استفاده شده و سپس توسط روش معكوس ذكر شد        
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اين شار حرارتي داراي شكلي مثلثي در حوزه زمان و سينوسـي در حـوزه               . تخمين زده شده است   

با دقت در جوابهاي بدست آمده مشخص است كه نتـايج حاصـل از دقـت بـسيار                  . مكان مي باشد  

محاسـبات انـدكي كـاهش مـي     بالايي برخوردار هستند و تنها در گره هاي نزديك به مرزها دقت        

 .يابد

علاوه بر تخمين شار حرارتي معلوم، مساله كنترل سرعت و شكل سطح مشترك براي مواد خالص      

نتايج بدست آمده نشان دهنده دقت قابل قبول روش در كنترل سرعت و             . و آلياژها انجام پذيرفت   

 .شكل سينوسي سطح مشترك است

جه گرفت كه با استفاده از روش پيشنهاد شده در ايـن رسـاله مـي      با توجه به موارد ذكر شده مي توان نتي        

  .توان كيفيت و خواص مواد تحت انجماد را با دقت خوبي كنترل كرد

  

  پيشنهادات براي پژوهشهاي آينده-7-2

با ملاحظه آنچه در اين رساله ذكر شد، مواردي براي بهبود و ادامه اين پژوهش به شرح ذيل پيشنهاد مـي      

  :شوند

ل شار حرارتي مرزي در مختصات سه بعدي براي مواد خالص و آلياژها كـه مـورد اول بـراي                   كنتر 

حالتي كه شار حرارتي معلوم براي توليد دماهاي اندازه گيري استفاده مي شود انجـام پذيرفتـه و                  

 .نتايج خوبي حاصل شده است

يير براي بهينـه سـازي   استفاده از ساير روشهاي بهينه سازي با دقت بيشتر مانند روش ميزان متغ           

 )براي مواد خالص در حال انجام است. (تابع هدف

با توجه به اينكه در اين رساله فقط انجماد جهتي رو به بالا در نظر گرفته شده، پيشنهاد مي شود                  

 .اثر جريان سيال و جابجايي طبيعي نيز براي ادامه كار درنظر گرفته شود
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 .يان آن براي كنترل سرعت سطح مشترك آلياژهااستفاده از ميدانهاي مغناطيسي و گراد 

با توجه به محدود بودن جوابهاي تحليلي و نيمه تحليلي براي اين گونه مسائل، تحقيـق در مـورد         

 )در دست اقدام.(امكان حل تحليلي مساله مربوط به آلياژها

 .امكان سنجي و انجام يك كار آزمايشگاهي براي كنترل كيفيت مواد تحت انجماد 
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   رانگ كوتاي مرتبه سوم فشرده ارزيابي دقت روش -1-الف

 كـه بـا دو روش صـريح و رانـگ      زيـر  حل معادله ديفرانسيل ،به منظور ارزيابي دقت بالاي روش ارائه شده       

  :ه است مقايسه مي شودكوتاي مرتبه سوم حل شد

)  )1-الف( ) ( )tdu u t e R u
dt

−= − = − = 

(0) جواب دقيق معادله فوق با شرايط اوليه       1u =  ،( ) tu t e−=  و ) 1-الف (با توجه به معادله   . خواهد بود

، )1-5 (رده، مطابق با جدولشرط اوليه آن و با استفاده از روش اختلاف زماني رانج كوتاي مرتبه  سوم فش       

) مقدار تابع  )u t  0.1 در زمانt 0.1tΔ گام زماني    با = محاسـبه گرديـده    ) 1-الف (به صورت جدول   =

0.1t شايان ذكر است كه مقدار دقيق تابع در. است (0.1) با برابر = 0.904837u   .مي باشد =

مقايسه بين نتايج عددي حاصل از روش رانج كوتاي مرتبه سوم و حل دقيق تـابع مـدل را                   ) 1-الف (شكل

 همچنين ماكزيمم خطا بين نتايج عددي حاصل از روش رانگ كوتا و روش صريح در شـكل  .نشان مي دهد  

  .ودن دقت مرتبه سوم اين طرح مي باشدشده كه به روشني نشان دهنده صحيح برسم ) 2-الف(

  

  طرح پيشروي زماني رانج كوتاي مرتبه سوم در يك گام زماني): 1- الف(جدول 

  زمان  اولين موقعيت  دومين موقعيت

(1) 1R = −  1nu =  0nt =  

( ) 0.9480639R R u′ ′= = − 0.9466u′ =  0.0533t′ =  

( ) 0.9355069R R u′′ ′′= = − 0.935497u′′ =  0.066t′′ =  
  1 0.904836nu + =  1 0.1nt + =  
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  ل دقيق تابع مدلمقايسه بين نتايج عددي حاصل از روش رانج كوتا و ح): 1-الف(شكل 

  
  مرتبه دقت طرح پيشروي زماني براي معادله مدل): 2-الف(شكل 

  

  مقايسه دقت روشهاي تفاضلات محدود فشرده -2-الف

به منظور ارزيابي دقت روش عددي مذكور و مقايسه آن با ساير روشهاي عددي معمول، معادله مـدل زيـر        

  .گيريمير را در نظر ميبه همراه شرايط مرزي و اوليه متناسب به شكل ز
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  )2-الف(
2

2

T T
t x

∂ ∂
=

∂ ∂
 

)  )3-الف( 0) tT x e= = 

)1  )4-الف( 1) tT x e += = 

)  )5-الف( 0) xT t e= = 

xجواب دقيق مساله مفروض برابر با        tT e مراه شرايط مرزي و شرط اوليه      معادله فوق به ه   .  خواهد بود  =+

مقايـسه اي  .  حل شده استFTCS1فوق به هر دو روش تفاضلات محدود فشرده و همچنين طرح صريح        

) 3-الـف ( نسبت به حل دقيق در شكل        FTCSبين خطاي روش تفاضل محدود فشرده و همچنين روش          

اده از اين طرح عددي تفاضلات      بر طبق نتايج ارائه شده بسيار واضح است كه استف         . نمايش داده شده است   

  .محدود فشرده به ميزان قابل توجهي باعث كاهش خطاي محاسبات عددي خواهد شد

 
  ) 2-الف( براي معادله مدل FTCSمقايسه خطاي حاصل از روش تفاضل محدود فشرده و روش ): 3-الف(شكل 

  
 

 
                                                 
1 Forward in Time-Central Space 
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Abstract 
 
Solidification occurs in many industrial processes such as casting and welding. The macro-

scale physical properties of the solidified material depend on its micro-scale structure. The 

product micro-structure during solidification is largely dependent on several factors such as 

cooling rate, temperature gradient at the interface, surface tension and interface velocity. 

We need to control the solidification processes in order to assure the quality and reliability 

of the solidified product. The solid-liquid interface velocity in pure material solidification 

and mushy zone thickness in alloy solidification are the most important factors which affect 

the product micro-structures and quality. The main objective of this research is the control 

of the above mentioned parameters to reach the desired material quality during 

solidification of pure and alloy materials. Thus, it is essential to compute the boundary 

conditions which lead to desired interface velocity and mushy zone thickness. These 

problems are classified in the Inverse Heat Transfer Problems (IHTP). 

The effect of mushy zone thickness is ignored in all previous researches subject to the 

application of IHTP in solidification processes. The mushy zone is a two phase region with 

solid fraction dependent (temperature) properties. The main goal of the thesis is to control 

the mushy zone thickness using IHTP. The objective function is defined based on the 

difference between desired and computed temperatures at the interface and minimized by 

Conjugate Gradient Method (CGM). 

The enthalpy formulation is used to avoid solving the inverse problem for three regions 

respectively. The numerical simulation is validated by applying a known boundary heat 

flux and recording the temperatures inside the domain. Then, this is used for solidification 

control in one and two dimensional problems. 

The numerical results show that the mushy zone thickness, shape and the material quality 

can be controlled by applying two control heat fluxes at the both mold sides, 

simultaneously. The obtained heat fluxes to control constant and variable mushy zone 

thicknesses showed that only cooling is required on solid side and both cooling and heating 

on liquid side, depending on the mushy zone thickness. Thus the obtained results can be 

used in many related industries to improve the solidified material quality. 
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