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 چکیده

یک محیط ایزوتروپیک محدود دارای ترک تحت شوک گرمایی غیرکلاسیک مورد  نامه،در این پایان

-رینتئوری ترموالاستیسیته گ بر اساسمطالعه قرار گرفته است. معادلات ترموالاستیسیته دینامیکی کوپل 

در نظر گرفته شده است. روش المان محدود توسعه یافته برای گسسته سازی معادلات در فضا و روش  1نقدی

قرار گرفته است.  ضرایب شدت تنش که با استفاده از  مورداستفادهزمانی  گیریانتگرالضمنی نیومارک جهت 

ریب میرایی . اثر ضاندشدهایسه های دیگر ترموالاستیسیته مقاند؛ با تئوریکنش محاسبه شدهروش انتگرال برهم

ترک  کنویب شدت تنش و میدان دما مورد بررسی قرار گرفته است. بعلاوه، توزیع دمای ابر تغییرات زمانی ضر

. اندشدهنقدی مقایسه -تئوری گرین IIIو  IIهای مدل بر اساسشود؛ که موجب ایجاد آشفتگی در توزیع دما می

که تئوری  IIگرین نقدی-دهد که ضرایب شدت تنش تئورینشان می نتایج شوک دمایی صفحه دارای ترک

 3انشولم-های کلاسیک و لرداز نتایج مدل یچشمگیر صورتبهنیز گفته میشود  2ترموالاستیسیته بدون اتلاف

دیگر برابر  هایبا تئوری تقریباًبیشینه ضریب شدت تنش تحت شوک شار گرمایی  کهدرحالیبزرگتر هستند. 

 است.
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𝐍𝐀 های شبکهمجموعه گره 

𝐍𝐇 مسیر ترکهای اطراف مجموعه گره 

𝐍𝐂 های نوک ترکهای المانمجموعه گره 

q  ،بعدبیتابع وزنی برای محاسبه انتگرال برهمکنش 

qi هایمؤلفه ( ،2بردار شار گرمایی بر واحد سطحW/m) 

R  تولیدشدهگرمای ( ،3بر واحد حجمW/m) 

r مؤلفه ( ،دستگاه مختصات قطبیm) 

T ( ،دماK) 

Tr  بردار نیروی سطحی بر( ،2واحد سطحN/m) 

t ( ،زمانsec) 

U جایی بردار جابه 

uaux جایی کمکیمیدان جابه 

V ( ،3حجمm) 

𝒗  سرعت مشخصه(m/s) 

W ( ،عرض نمونهm) 

W چگالی انرژی کرنشی مکانیکی 

X1 و X2 هایمؤلفه ( ،دستگاه مختصات دکارتی سراسریm) 

x1 و x2 هایمؤلفه ( ،دستگاه مختصات دکارتی محلیm) 

𝚭 تابع فاصله علامت( ،دارm) 

  های یونانیعلامت

𝜶 ( ،ضریب انبساط گرماییC◦1/) 



 

 ع

 

𝜷  دما-تانسور مدول تنش 

𝜹𝒊𝒋  ،بعدبیدلتای کرونکر 

𝜺  ،بعدبیتانسور کرنش 

𝜺 𝒂𝒖𝒙  ،بعدبیتانسور کرنش کمکی 

𝜽 ( ،تغییر دماK) 

𝝁 و   𝝀 ( ،2ثوابت لامهN/m) 

 𝜿  ،بعدبیضریب کلوسوف 

𝝂  ،بعدبینسبت پواسون 

𝝆 ( ،3چگالیkg/m) 

𝝋 بعدبیدستگاه مختصات قطبی،  مؤلفه 

𝝈 ( ،2تانسور تنشN/m) 

𝝈𝒂𝒖𝒙 ( ،2تانسور تنش کمکیN/m) 

𝚽  بعدبیهای مسیر ترک، برای المان شدهغنیتابع شکل 

𝚿  بعدبیهای نوک ترک، برای المان شدهغنیتابع شکل 

𝝎 بعدبیهای مختصات محلی و سراسری، زاویه بین دستگاه 

𝐘 ایبردار مجهولات گره 

𝜞  در انتگرال  گیریانتگرالمسیرJ 

هابالانویس   

aux های کمکیمربوط به میدان 

S  نهیبرهممربوط به حالت 

T مربوط به دما 

th مربوط به حالت حرارتی 

v  به ترتیب مربوط به جابجایی در جهت محورهای مختصات افقی و قائم   u و 

e المان مبنا 



 

 ف

 

  

  هازیرنویس

𝒈 دهنده مختصات سراسرینشان 

i   مؤلفهشمارنده، مربوط به x دستگاه مختصات دکارتی 

j  مؤلفهشمارنده، مربوط به y دستگاه مختصات دکارتی 

l  دهنده مختصات محلیشکل و همچنین نشانشمارنده مربوط به توابع 

m  نوک ترک  سازیغنیشمارنده، مربوط به توابع 

n دستگاه مختصات هایمؤلفهو  ها، گام زمانیشمارنده، مربوط به گره 
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 مقدمه -1-1

 را هادیدهپ ،هاموقعیت بعضی در توانندکلاسیک نمی پیوسته مکانیک بر مبتنی متعارف قوانین از برخی

تئوری مرسوم هدایت گرمایی فوریه  فوریه است.یکی از این موارد هدایت گرمایی  کنند. توصیف درستیبه

این تئوری، اثر یک اغتشاش گرمایی در مرز یک  بر اساسشود. سهموی در مسئله میبر منجر به معادله حاکم 

ها نیست. از طرف دیگر، آزمایش قبولقابلشود که از نظر فیزیکی جسم بلافاصله در نقاط دور از آن احساس می

های کوتاه و هدایت گرمایی در زمان 1های گرماییاش گرمایی در دماهای پایین، شوکدر مواردی چون اغتش

 در ابتدا حرارتی موج یک عنوانبه گرما انتشار [.1کند ]می تائیددر مقیاس میکرو، سرعت محدود موج گرما را 

 انرژی انتقال .]3و2[شد  پیشنهاد IIهلیم  مایع در گرما انتشار محدود سرعت مشاهده از ، پس1946 سال

قرار گرفته  موردبحث[ 5و4] در ،شودمی نامیده صوت ثانویه اصطلاحبه که جامدات در محدود سرعت با گرمایی

 میکرو گرمای هدایت ،[6] بیولوژیکی مسائل در گرمایی هدایت سرعت محدود تجربی، مشاهدات بعلاوه، .است

در این موارد، نتایج کاربرد قانون فوریه با نتایج  [.7] کنندمی تائید سریع را گرمایی فوق هدایت یا نانو/ 

، منجر 2کلاسیک نقص قانون فوریه و تئوری ترموالاستیسیته ترینمهم[. 8اختلاف فاحش دارد ] آزمایشگاهی

-عمیمتهای مختلف ترموالاستیسیته نهایت موج گرمایی است. برای رفع این مشکل، تئوریبی سرعتبهشدن 

. [12-9شود ]انرژی گرمایی با سرعت محدود در یک جامد پیوسته منتشر می هاآنکه در  اندارائه شده 3یافته

تغییرات  یا نرخ پذیرشکلتغییر نرخ زمانی اعمال شرایط مرزی دمایی بر یک پیوستار  کههنگامیاز طرف دیگر 

شود. یتنش گرمایی تولید مهای موج شود؛جر به تحریک اینرسی باشد و من توجهقابلمنبع تولید گرمای داخلی 

معادلات انرژی و تعادل )معادلات جفت شده  زمانهمهای دما و تنش باید با حل در چنین شرایطی میدان

 [.13یافته ترموالاستیسیته( صورت گیرد ]های تعمیمتئوری

 ایشهای آسانیافته، سرعت انتقال امواج گرما به علت استفاده از زمهای ترموالاستیسیته تعمیمدر تئوری

                                                 
1 Thermal Shock 

2 Classic Thermoelasticity (CTE) 

3 Generalized Thermoelasticity 
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ای هو فرم هذلولوی معادله هدایت گرمایی محدود است. پیدایش اثر صوت ثانویه باعث تقویت و گسترش تئوری

یسیته تعمیم یافته توسط هتنارسکی ترموالاست یهایهنظربررسی  [.6هدایت گرمایی غیرکلاسیک شده است ]

 [.14] ستاشدهو اسلامی انجام 

 مروری بر کارهای پیشین -1-2

 تئوریپیشنهاد شده است.  ]16و15[توسط گرین و نقدی  1990در اوایل نقدی -یافته گرینتئوری تعمیم

 متغیرهای حالت انتخاب  اساس بر و استخراج شده است سازگار صورت ترمودینامیکیبه نقدی-رینگ

 را رماییگ مسائل هدایت از ایگسترده نسبتاً  دامنه که شودمی تقسیم نظریه زیر سه به مستقل ترمودینامیکی

وسته محیط پی مکانیک معمول روش با توجهیقابل تفاوت نظریه این در نقدی و گرین رویکرد .دهدمی پوشش

جای تعادل انرژی عنوان معادله پایه بهبه آنتروپینقدی تعادل -در تئوری گرین [.17] دارد کلاسیک

 ستفادها ترمودینامیک دوم قانون عنوانبهدوهامل -کلازیوس نابرابری این، بر قرار گرفته است. علاوه مورداستفاده

میدانی است که مشتق جایی گرمایی جابهارائه شده است.  1جایی گرماییجابهدر این تئوری مفهوم  شود.نمی

 برای - تواندمی که است ماکروسکوپی کمیت یک گرمایی جاییجابه دهد.زمانی آن دمای تجربی را نتیجه می

 محیط مکانیک بین پل عنوانبه - افتدمی اتفاق گرمایی هدایت در آنچه و ترمودینامیکی متغیرهای بهتر درک

 هایویژگی از دیگر . یکی]18[ شود گرفته نظر در نقدی-گرین نظریه به توجه با مولکولی نظریه و پیوسته

 تنش ورتانس که است( آزاد انرژی تابع) پتانسیل تابع یک از آنتروپی شار بردار استخراج نقدی و گرین روش

منجر به استخراج نتایج تئوری کلاسیک ترموالاستیسیته  Iنقدی نوع -تئوری گرین .شودمی استخراج آن از نیز

موج گرمایی حاصل از  IIنقدی نوع -کند. تئوری گرینبینی میشود و سرعت نامحدود امواج گرما را پیشمی

تر این تئوری است که در حالت کلی قادر به در نیز حالت عمومی IIIنقدی نوع -آن نامیراست. تئوری گرین

برخی تحقیقات  نظر گرفتن اثر میرایی و صوت ثانویه است که سرعت محدود موج گرما را به دنبال دارد.

لی و صورت تحلینقدی به-استفاده از تئوری گرین شده بر روی انتشار موج ترموالاستیک یک بعدی باانجام

                                                 
 1Thermal Displacement 
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 اند.شدههای عددی انجامبرخی با استفاده از روش

برای مطالعه موج یک بعدی در یک نیم فضا از جنس مواد  IIگرین نقدیتئوری ترموالاستیسیته خطی 

انگرد مورد استفاده قرار گرفته است. حل دقیق به صورت فرم بسته با استفاده از تبدیل لاپلاس سهمگن و هم

جهت بررسی بر هم کنش جسم بی نهایت  II. تئوری خطی ترموالاستیسیته گرین نقدی]19[ارائه شده است 

ت پلاس انجام شده اسدارای یک حفره استوانه ای مورد استفاده قرار گرفته است. حل یا استفاده از تکنیک لا

رین گ. برهم کنش ترموالاستیک ناشی از منبع گرمای نقطه ای با استفاده از تئوری ترموالاستیسیته ]20[

-خطی و تبدیل لاپلاس مورد مطالعه قرار گرفته است. حل تحلیلی به شکل یک فرم بسته برای میدانII نقدی

ای و منبع گرمای آشفتگی ناشی از بارهای مکانیکی نقطه. ]21[جایی، تنش و نیز دما ارائه شده است های جابه

های لاپلاس و هنکل در چارچوب داخلی بر مرز یک نیم فضای ترموالاستیک همگن و همسانگرد با اعمال تبدیل

. امواج یک بعدی در یک نیم فضا تحت بارهای ]22[یافته مورد بررسی قرار گرفته است ترموالاستیسیته تعمیم

. فرمول ]23[مورد مطالعه قرار گرفته است  IIگرین نقدیگرمایی با در نظر گرفتن تئوری ترموالاستیسیته 

-رینلیندزی و گ-شولمان، گرین-های لردیافته شامل تئوریهای ترموالاستیسیته تعمیمبندی متحد تئوری

بعدسازی اکم متحد جهت مواد همگن و همسانگرد ارائه شده و پس از بینقدی ارائه شده است. روابط ح

. از فرم متحد ]24[صورت تحلیلی در فضای لاپلاس حل شده و سپس به فضای زمان نگاشت شده است به

لیندزی جهت بررسی انتشار -نقدی و گرین-شولمان، گرین-های لردمعادلات ترموالاستیسیته شامل تئوری

صورت تحلیلی در فضای لاپلاس حل شده و سپس با یک باریکه استفاده شده است. معادلات بهامواج گرما در 

. حل تحلیلی معادلات حاکم ]25[استفاده تبدیل لاپلاس معکوس عددی، نتایج در فضای زمان ارائه شده است 

ه جدار ضخیم انجام در حالت کوپل برای استوان IIگرین نقدی ترموالاستیسیته براساس تئوری ترموالاستیسیته 

شده است. فرض شده که مرز استوانه تحت شوک گرمایی یک بعدی قرار دارد. در نهایت، انتشار امواج گرمایی 

. تحلیل ترموالاستیسیته غیرخطی کلاسیک و ]26[و الاستیک مورد بحث و بررسی قرار گرفته است 

تابعی با خواص وابسته به دما تحت شوک  یافته برای یک استوانه جدار ضخیم مدرجترموالاستیسیته تعمیم

 .]27[های عددی ارائه شده است گرمایی با استفاده از روش
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رفتار ترموالاستیسیته کوپل استوانه جدار ضخیم مدرج تابعی مورد بررسی قرار گرفته است. معادلات حاکم 

استوانه نیز در راستای  برای استوانه به طول محدود تحت شوک گرمایی به صورت عددی حل شده است. خواص

 .]28[شعاعی به صورت توانی متغیر در نظر گرفته شده است  

 ارقر گرما شدید گرادیان تحت که است هاییسازه در شکست عمده مد ها، ترک رشد و ایجاد دیگر، سوی از

 یازن گرمایی هایتنش تحت ترک کامل تحلیل به بار ظرفیت همچنین و سلامت ارزیابی عمر، تخمین .دارند

 شوند. در برخی از تحقیقاتهای تحلیلی مانند پرتوبیشن به مسائل ساده یا شرایط خاص محدود میروش .دارد

 یک .شده است استخراج گرمایی شوک تحت ترک دارای باریکه یک برای I مود 1تنش شدت شده، ضریبانجام

باریکه مدرج تابعی بدون قید مکانیکی دارای تعادل استاتیکی در نظر گرفته شده که دارای ترک داخلی یا 

ای های عمود بر مرز خود باشد. مسئله ترک به یک معادله انتگرالی کاهش داده شده و با استفاده از روشلبه

ی باریکه مدرج تابعی ارائه شده عددی حل شده است. ضرایب شدت تنش گرمایی برای ترک داخلی و سطح

. رفتار شکست صفحه مدرج تابعی تحت شوک گرمایی مورد مطالعه قرار گرفته است. خواص صفحه ]29[است 

های گرمایی و نیز ضرایب شدت تنش دارای ترک، در راستای شعاعی متغیر در نظر گرفته شده است. تنش

مسئله ترموالاستیک غیرکوپل باریکه همگن و همسانگرد  .]30[گرمایی برای صفحه دارای ترک ارائه شده است 

ای در نظر گرفته شده است. معادلات حاکم به یک معادله انتگرالی کاهش داده شده است و شامل ترک لبه

های عددی حل شده است. ضرایب شدت تنش گرمایی برای ترک با طول نسبی سپس با استفاده از روش

 مورداستفادههای عددی نیز برای مطالعه مسائل شکست گرمایی علاوه، روشب .]31[متفاوت ارائه شده است 

 دش پیشنهاد غیرکوپل گرمایی بارگذاری تحت ترک تحلیل برای 2دوگانه مرزی المان قرار گرفته است. روش

 [.34] است شده داده توسعه بعدی سه ترموالاستیک ترک مسائل مطالعه برای روش این همچنین، [.33 و32]

برای تعیین ضرایب شدت تنش صفحه مدرج تابعی دارای ترک تحت  ]63و53[در  3دامنه-روش المان مرزی

 برای لاپلاس فضای در تکین هایالمان با مرزی المان شوک گرمایی کلاسیک پیشنهاد شده است. روش

                                                 
 1 Stress Intensity Factor (SIF) 

 2 Boundary Element Method (BEM) 

 3 Boundary Domain Element Method  (BDEM) 
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 تحت ترک دارای باریکه یک برای جاییجابه همبستگی روش از استفاده با I مود تنش شدت ضریب استخراج

 ]39[ 1یلیندز-گرین و ]83[شولمان  لرد ،]73[ترموالاستیسیته  کلاسیک هایتئوری اساس بر گرمایی شوک

 دارای باریکه یک برای J و انتگرال تنش شدت ضریب بر کوپل و اینرسی اثر .است گرفته قرار مورداستفاده

 اثر .است گرفته قرار موردبحث[ 40] در کلاسیکترموالاستیسیته  تئوری اساس بر گرمایی شوک تحت ترک

 قرار بررسی مورد[ 41] در ترک دارای باریکه تنش شدت ضرایب روی بر شولمان-لرد مدل طبق ثانویه صوت

 رد تنش تکینی محاسبه برای محدود المان روش در تکین چهارضلعی هایالمان مطالعه، این در .است گرفته

 ضریب محاسبه برای J انتگرال .است بر لبه عمود ترک دارای که است گرفته قرار مورداستفاده باریکه یک

 محدود المان مدل که است گرفته قرار مورداستفاده ترک دارای تابعی مدرج باریکه یک در I مود تنش شدت

 میان در [.42] است کلاسیک گرمایی شوک تحت ایگره 8 هایالمان با غیریکنواخت ریز مش شامل آن

 هاینسخه همچنین و 2یافته توسعه محدود المان عددی روش محاسباتی، شکست مکانیک مختلف هایروش

 در [.43] است ترک تحلیل برای قوی و کارآمد ابزار یک عنوانبه یافتهتعمیم محدود المان روش مانند دیگر

 بدون هایروش دقت و ییکارا با کلاسیک محدود المان روش قدرت و سادگی یافته، توسعه محدود المان روش

 محدود المان روش در کلاسیک محدود المان روش در ترک سازیمدل پیچیده مسائل .شودمی ادغام مش

 روش چارچوب در [.44] شوندمی حل، هندسه جایبه تقریبی توابع در ترک گرفتن نظر در با یافته توسعه

 اریبارگذ تحت غیرایزوتروپیک مواد در ترک رشد و تنش شدت ضرایب محاسبات یافته، توسعه محدود المان

 تحت ترک دارای باریکه دینامیکی تنش شدت ضرایب بعلاوه، .است شده گزارش[ 45] در پایا حالت گرمایی

 کنشبرهم انتگرال اخیراً .است شده محاسبه[ 46] در کنشبرهم انتگرال از استفاده با غیرکوپل گرمایی شوک

 اساس بر گرمایی شوک تحت خورده ترک صفحه یک در تنش شدت ضرایب استخراج برای J انتگرال بر مبتنی

 زمانی تاریخچه بر LS تئوری طبق کلاسیک غیر گرمایی شوک اثر [.47] است یافته توسعه لیندزی-گرین مدل

 .است گرفته قرار موردبحث[ 48] در تنش شدت ضرایب

                                                 
 1 Green-Lindsay (GL) 

 2 Extended Finite Element Method (XFEM) 
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 نوآوری -1-3

 زجملهانقدی -طبق تئوری گرین گرماییتحت شوک  برای ترک یافتهاز روش اجزا محدود توسعه استفاده

: در فصل اندشده دهیسازماننامه به شرح ذیل این پایانهای بعدی فصل .است حاضر های پایان نامهنوآوری

ازی سکنش بیان شده است. در فصل سوم به گسستهیافته و روش انتگرال برهمدوم روش اجزا محدود توسعه

و نیز  IIنقدی نوع -یافته دوبعدی بر اساس تئوری گرینحاکم ترموالاستیسیته تعمیم فرم اجزا محدود معادلات

سازی فرم اجزا محدود معادلات ارائه نتایج حاصل از این تئوری پرداخته شده است. در فصل چهارم، گسسته

اصل از این و نیز نتایج ح IIIنقدی نوع -یافته دوبعدی بر اساس تئوری گرینحاکم ترموالاستیسیته تعمیم

در فصل پنجم، معادلات المان محدود در فضای لاپلاس حل شده و روش تبدیل لاپلاس . تئوری ارائه شده است

 .اندشدهپایان نامه ارائه  نیز در فصل ششم هاپیشنهادگیری و نتیجهمعکوس عددی شرح داده شده است. 
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 : 2 فصل

           های المان محدود توسعه یافته وروش

 کنشانتگرال برهم
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 مقدمه -2-1

زمانی که حل  خصوصبههای عددی در حل مسائل مهندسی از فرایندهای گسترده و پرکاربرد است. روش

پذیر شرایط مرزی امکانهای هندسی یا های تحلیلی یا تجربی به علت پیچیدگیچنین مسائلی از طریق روش

سازی ترک در یک صفحه محدود استفاده یافته جهت مدلنامه از روش اجزا محدود توسعهاین پایان نباشد. در

 ار دارد.یافته ترموالاستیسیته قرهای تعمیموریغیرکلاسیک با استفاده از تئ شوک گرماییشده است که تحت 

 یافتهروش المان محدود توسعه -2-2

سازی ترک استفاده شده است. در این برای مدل یافتهاز روش المان محدود توسعه نامه،در این پایان   

 ازیسغنیشوند. توابع می سازیغنیهای مسیر ترک و نوک ترک روش، توابع شکل روش المان محدود در المان

شوند. استفاده های مسیر و نیز نوک ترک نسبت به روش المان محدود میمنجر به افزایش درجات آزادی المان

لخواه های دسازی ناپیوستگیاز روش المان محدود توسعه یافته در ابتدا توسط بلیچکو و همکارانش جهت مدل

سازی ترک با استفاده از روش المان مدل . در]51-49[های المان محدود کلاسیک پیشنهاد شد در شبکه

های حاضر در مسیر و شود و در گام دوم المانمی بندیشبکهدر اولین گام، هندسه مسئله  یافتهتوسعه محدود

 شوند.می سازیغنی، سازیغنینوک ترک با استفاده از توابع 

 ] :52[آید به دست می u(x)وv(x)در دو جهت سازی با استفاده از تقریب زیر در این روش تابع غنی       

(2-1) 𝐔(𝒙, 𝒚, 𝒕) =∑𝑁𝒊(𝐱)𝐚𝒊
∀𝒊

+∑𝝓𝒊(𝐱)𝚿(𝐱)𝐛𝒊
∀𝒊

 

ها توابع شکل روش المان محدود  𝑵𝒊در رابطه فوق، جمله اول تقریب المان محدود کلاسیک است که در آن

 هستند.ها درجات آزادی المان محدود کلاسیک 𝐚𝒊(، 1-2کلاسیک هستند. در رابطه )

سازی تابع غنی 𝚿(𝐱)توابع شکل،  دهندهنشان 𝝓𝒊(𝐱)سازی است. های غنیجمله دوم رابطه شامل عبارت

 پارامترهای مجهول مجازی هستند. 𝐛𝒊و 

کن یافته ممهای المان محدود کلاسیک و تعمیمدر روش مورداستفادهتوابع شکل برای تقریب  ،در حالت کلی
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. در این ]52[شود استفاده از توابع یکسان منجر به محدودیتی در حل مسئله نمیاست یکسان نباشند؛ اما 

 .تحقیق توابع شکل یکسان در نظر گرفته شده است

 یافتهسازی ترک در روش المان محدود توسعهمدل -2-3

شود. مدل المان سازی ترک در روش المان محدود توسعه یافته شرح داده میدر این بخش، فرایند مدل

 ANشود فرض می  (1-2شکل ) نشان داده شده است. مطابق (1-2شکل ) یک جسم دارای ترک در محدود

 HNهای اطراف نوک ترک و های المانتعداد گره CNهای شبکه المان محدود، تعداد تمام گره دهندهنشان

های مسیر ترک و های هاشور خورده، المانالمان این شکل های مسیر ترک باشند. درهای المانتعداد گره

های اند، به ترتیب گرههایی که توسط مربع و دایره مشخص شدهالمان پررنگ شده، المان نوک ترک است. گره

 شوند.شناخته می شدهغنیهای عنوان گرهها، بهنوک ترک و مسیر ترک هستند. مجموع این گره شدهغنی

 

 شدهغنی یهاگره و ترک شامل افتهیتوسعه محدود اجزا شبکه کی شینما  

 

 صورت زیر قابلشامل ترک به شدهغنیجایی برای یک المان هیافته میدان جابدر روش المان محدود توسعه

 ] :53[بیان است 
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(2-2) 

𝐔(𝒙, 𝒚, 𝒕) = ∑ 𝑵𝐧(𝒙, 𝒚)𝐚𝐧(𝒕)

𝐧∈𝐍𝐀

+ ∑ 𝑵𝐧(𝒙, 𝒚)[𝐇(𝚭) − 𝐇(𝚭𝐧)]𝐛𝐧(𝒕)

𝐧∈𝐍𝐇

+∑ ∑ 𝑵𝐧(𝒙, 𝒚)[𝑭𝐦(𝒓,𝝋) − 𝑭𝐦(𝒓𝐧, 𝝋𝐧)]𝐜𝐧𝐦(𝒕)

𝐧∈𝐍𝐂𝐦

 

 ای هستند. این بردارهای مجهول تابع زمان هستند.در رابطه فوق، مجهولات گره 𝐜𝐧𝐦(𝒕)و  𝐚𝐧(𝒕)  ،𝐛𝐧(𝒕)که 

(2-3) 𝐚𝐧(𝒕) = {𝐚𝐧
𝐮(𝒕), 𝐚𝐧

𝐯(𝒕)}𝑻 

(2-4) 𝐛𝐧(𝒕) = {𝐛𝐧
𝐮(𝒕), 𝐛𝐧

𝐯(𝒕)}𝑻 

(2-5) 𝐜𝐧𝐦(𝒕) = {𝐜𝐧𝐦
𝐮 (𝒕), 𝐜𝐧𝐦

𝐯 (𝒕)}𝑻 

 صورت زیر قابل بیان است:تابع هویساید به 𝐇(𝚭) ،(2-2رابطه )در 

(2-6) 𝐇(𝚭) = {
𝟏,       𝚭 > 𝟎
𝟎,       𝚭 ≤ 𝟎

 

 تابعی از موقعیت یک نقطه نسبت به مسیر ترک است. 𝚭در رابطه فوق، 

سازی برحسب مختصات سازی نوک ترک است. توابع غنیای از توابع غنیمجموعه 𝑭𝐦(، 2-2در رابطه )

 .]53[شوند ( ارائه می7-2صورت رابطه )( به𝝋 و  𝒓محلی نوک ترک )

(2-7) {𝑭𝐦} = {√𝒓 𝐬𝐢𝐧 (
𝝋

𝟐
) , √𝒓 𝐜𝐨𝐬 (

𝝋

𝟐
) , √𝒓 𝐬𝐢𝐧(𝝋)𝐬𝐢𝐧 (

𝝋

𝟐
) , √𝒓 𝐬𝐢𝐧(𝝋)𝐜𝐨𝐬 (

𝝋

𝟐
) } 

 -در جهت محورهای مختصات سراسری–یافته جایی در روش المان محدود توسعهمیدان جابه هایمؤلفه

 شوند.زیر تعیین می صورتبه

(2-8) 

𝐮(𝒙, 𝒚, 𝒕) = ∑ 𝑵𝐧(𝒙, 𝒚)𝐚𝐧
𝐮(𝒕)

𝐧∈𝐍𝐀

+ ∑ 𝑵𝐧(𝒙, 𝒚)[𝐇(𝚭) − 𝐇(𝚭𝐧)]𝐛𝐧
𝐮(𝒕)

𝐧∈𝐍𝐇

 

     + ∑ 𝑵𝐧(𝒙, 𝒚) [√𝒓 𝐬𝐢𝐧 (
𝝋

𝟐
) − √𝒓𝐧 𝐬𝐢𝐧 (

𝝋𝐧
𝟐
)] 𝐜𝐧𝟏

𝐮 (𝒕)

𝐧∈𝐍𝐂

 

     + ∑ 𝑵𝐧(𝒙, 𝒚) [√𝒓 𝐜𝐨𝐬 (
𝝋

𝟐
) − √𝒓𝐧 𝐜𝐨𝐬 (

𝝋𝐧
𝟐
)] 𝐜𝐧𝟐

𝐮 (𝒕)

𝐧∈𝐍𝐂
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     + ∑ 𝑵𝐧(𝒙, 𝒚) [√𝒓 𝐬𝐢𝐧(𝝋)𝐬𝐢𝐧 (
𝝋

𝟐
) − √𝒓𝐧 𝐬𝐢𝐧(𝝋𝐧)𝐬𝐢𝐧 (

𝝋𝐧
𝟐
)] 𝐜𝐧𝟑

𝐮 (𝒕)

𝐧∈𝐍𝐂

 

     + ∑ 𝑵𝐧(𝒙, 𝒚) [√𝒓 𝐬𝐢𝐧(𝝋)𝐜𝐨𝐬 (
𝝋

𝟐
) − √𝒓𝐧 𝐬𝐢𝐧(𝝋𝐧)𝐜𝐨𝐬 (

𝝋𝐧
𝟐
)] 𝐜𝐧𝟒

𝐮 (𝒕)

𝐧∈𝐍𝐂

 

  

 

 

 

 

 

 

(2-9) 

𝐯(𝒙, 𝒚, 𝒕) = ∑ 𝑵𝐧(𝒙, 𝒚)𝐚𝐧
𝐯(𝒕)

𝐧∈𝐍𝐀

+ ∑ 𝑵𝐧(𝒙, 𝒚)[𝐇(𝚭) − 𝐇(𝚭𝐧)]𝐛𝐧
𝐯(𝒕)

𝐧∈𝐍𝐇

 

     + ∑ 𝑵𝐧(𝒙, 𝒚) [√𝒓 𝐬𝐢𝐧 (
𝝋

𝟐
) − √𝒓𝐧 𝐬𝐢𝐧 (

𝝋𝐧
𝟐
)] 𝐜𝐧𝟏

𝐯 (𝒕)

𝐧∈𝐍𝐂

 

     + ∑ 𝑵𝐧(𝒙, 𝒚) [√𝒓 𝐜𝐨𝐬 (
𝝋

𝟐
) − √𝒓𝐧 𝐜𝐨𝐬 (

𝝋𝐧
𝟐
)] 𝐜𝐧𝟐

𝐯 (𝒕)

𝐧∈𝐍𝐂

 

     + ∑ 𝑵𝐧(𝒙, 𝒚) [√𝒓 𝐬𝐢𝐧(𝝋)𝐬𝐢𝐧 (
𝝋

𝟐
) − √𝒓𝐧 𝐬𝐢𝐧(𝝋𝐧)𝐬𝐢𝐧 (

𝝋𝐧
𝟐
)] 𝐜𝐧𝟑

𝐯 (𝒕)

𝐧∈𝐍𝐂

 

     + ∑ 𝑵𝐧(𝒙, 𝒚) [√𝒓 𝐬𝐢𝐧(𝝋)𝐜𝐨𝐬 (
𝝋

𝟐
) − √𝒓𝐧 𝐬𝐢𝐧(𝝋𝐧)𝐜𝐨𝐬 (

𝝋𝐧
𝟐
)] 𝐜𝐧𝟒

𝐯 (𝒕)

𝐧∈𝐍𝐂

 

تکین در نوک ترک و نیز ناپیوستگی میدان دما در امتداد ترک  گرماییفرض عایق بودن ترک، منجر به شار 

ابه شود. میدان دمای نوک ترک مششود. برای در نظر گرفتن ناپیوستگی مذکور از تابع هویساید استفاده میمی

 :]54[صورت زیر است ( ترک بهIIIجایی مد پارگی )مد میدان جابه

(2-10) 𝑻 = −
𝑲𝑻
𝒌
√
𝟐𝒓

𝝅
𝐬𝐢𝐧 (

𝝋

𝟐
) 

 است. مورداستفادهضریب هدایت گرمایی ماده  𝒌گرمایی و  شارضریب شدت  𝑲𝑻که در رابطه فوق 

شود؛ اما فقط از اولین تابع رابطه جایی گسسته می(، میدان دما مشابه میدان جابه10-2با توجه به رابطه )

صورت زیر قابل بیان . بنابراین میدان دما به]55[شود استفاده میهای نوک ترک سازی گره( برای غنی2-7)

 است:

(2-11) 𝛉(𝒙, 𝒚, 𝒕) = ∑ 𝑵𝐧(𝒙, 𝒚)𝐚𝐧
𝐓(𝒕)

𝐧∈𝐍𝐀

+ ∑ 𝑵𝐧(𝒙, 𝒚)[𝐇(𝚭) − 𝐇(𝚭𝐧)]𝐛𝐧
𝐓(𝒕)

𝐧∈𝐍𝐇
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     + ∑ 𝑵𝐧(𝒙, 𝒚) [√𝒓 𝐬𝐢𝐧 (
𝝋

𝟐
) − √𝒓𝐧 𝐬𝐢𝐧 (

𝝋𝐧
𝟐
)] 𝐜𝐧

𝐓(𝑡)

𝐧∈𝐍𝐂

 

𝐚𝐧که در رابطه فوق 
𝐓(𝒕) ،𝐛𝐧

𝐓(𝒕)  و𝐜𝐧
𝐓(𝒕) است.  هاآنها برای تابع شکل مربوط به مقدار تغییرات دمای گره

 شوند.صورت زیر بازنویسی می( به11-2( و )9-2(، )8-2روابط )

 

(2-12) 

𝐮(𝒙, 𝒚, 𝒕) = 

         ∑ 𝑵𝐧(𝒙, 𝒚)𝐚𝐧
𝐮(𝒕)

𝐧∈𝐍𝐀

+ ∑ 𝚽𝐧(𝒙, 𝒚)𝐛𝐧
𝐮(𝒕)

𝐧∈𝐍𝐇

+ ∑ ∑ 𝚿𝐧𝐦(𝒙, 𝒚)𝐜𝐧𝐦
𝐮 (𝒕)

𝟒

𝐦=𝟏𝐧∈𝐍𝐂

 

(2-13) 

𝐯(𝒙, 𝒚, 𝒕) = 

         ∑ 𝑵𝐧(𝒙, 𝒚)𝐚𝐧
𝐯(𝒕)

𝐧∈𝐍𝐀

+ ∑ 𝚽𝐧(𝒙, 𝒚)𝐛𝐧
𝐯(𝒕)

𝐧∈𝐍𝐇

+ ∑ ∑ 𝚿𝐧𝐦(𝒙, 𝒚)𝐜𝐧𝐦
𝐯 (𝒕)

𝟒

𝐦=𝟏𝐧∈𝐍𝐂

 

(2-14) 

𝛉(𝒙, 𝒚, 𝒕) = 

         ∑ 𝑵𝐧(𝒙, 𝒚)𝐚𝐧
𝐓(𝒕)

𝐧∈𝐍𝐀

+ ∑ 𝚽𝐧(𝒙, 𝒚)𝐛𝐧
𝐓(𝒕)

𝐧∈𝐍𝐇

+ ∑ 𝚿𝐧𝟏(𝒙, 𝒚)𝐜𝐧𝟏
𝐓 (𝒕)

𝐧∈𝐍𝐂

 

سازی معادلات ، منجر به گسستهموردنظر مسئله( در معادلات حاکم بر 14-2( تا )12-2قرار دادن روابط )

 .شودحاکم می

 کنشانتگرال برهمروش  -2-4

های مرسوم مکانیک شکست،  با یک پارامتر مانند های تنش و کرنش در حوزه نوک ترک در تئوریمیدان

 اندازههبشود. کاربرد پارامترهای بیان شده ، ضریب شدت تنش و یا بازشدگی سطح ترک تعیین میJانتگرال 

ناحیه پلاستیک به وجود آمده در نوک ترک وابسته است. اگر اندازه ناحیه مذکور کوچک باشد، یعنی اندازه 

سازه در راستای ترک  های مشخصه سازه دارای ترک، مثل طول ترک، طولناحیه پلاستیک در مقایسه با طول

وک های تنش و کرنش حوزه ن(؛ برای توصیف میدان1و یا ضخامت کوچک باشد )شرایط ناحیه تسلیم کوچک

 [.56گیرد ]قرار می مورداستفادهخصوصیت ماده  عنوانبه ترک، یکی از پارامترهای فوق

                                                 
 1 Small Scale Yielding (SSY) 
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یک پیوستار جامد (، میدان تنش حوزه نوک ترک در دستگاه مختصات محلی برای 2-2مطابق شکل )

 صورت زیر است:به

(2-15) 𝝈𝒊𝒋 = 𝑲𝑰(𝟐𝝅𝒓)
−
𝟏
𝟐𝒇𝒊𝒋

𝑰 (𝝋) + 𝑲𝑰𝑰(𝟐𝝅𝒓)
−
𝟏
𝟐𝒇𝒊𝒋

𝑰𝑰(𝝋) 

 هستند.تابع زاویه ای میدان تنش نوک ترک  𝒇 و IIو  Iضرایب شدت تنش مود  IIKو  IKدر رابطه فوق، 

های خطی ضرایب شدت تنش در سیستمهای کارآمد جهت محاسبه کنش یکی از روشروش انتگرال برهم

، روش است. در این بخش استفادهقابلهای مختلف ترموالاستیسیته کنش برای تئوریاست. روش انتگرال برهم

جهت محاسبه پارامترهای ضرایب شدت تنش با  شود.نقدی بیان می-کنش برای تئوری گرینانتگرال برهم

جایی، میدان کرنش و میدان تنش های کمکی مثل میدان جابهانکنش، از میداستفاده از روش انتگرال برهم

 شود.استفاده می

 کمکی هایمیدان -2-4-1

 auxσو تنش  auxεکرنش ،auxuجایی های کمکی جابهکنش لازم است میدانبرای استفاده از انتگرال برهم

 هر سه قانون مکانیک معمولاًهای کمکی انتخابی قرار گیرند. میدان مورداستفادهصورت تحلیلی یا عددی به

و  استاتیکی صورتبههای مکانیکی و حرارتی توانند برای بارگذاریها میکنند. این میدانجامدات را ارضا می

 قرار گیرند.  مورداستفادهدینامیکی 

ای در مواد همگن استفاده برای محاسبه ضرایب شدت تنش، از حل تحلیلی ویلیامز برای یک ترک لبه

های مختصات دکارتی و قطبی نوک ، یک ترک در یک صفحه دو بعدی و نیز دستگاه(2-2شکل )شود. در می

 ترک نشان داده شده است.
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 ترک نوک قطبی و دکارتی مختصات هایدستگاه و ترک شامل بعدی دو طیمح 

 

 .ارائه شده است الفبرای یک ترک ایستا در پیوست   های کمکیمیدان

 کنشبرهمبندی انتگرال فرمول -2-4-2

ایستار های پبرای یک پیوستار دارای ترک که در انتگرال قبولقابلکنش دو حالت بارگذاری مستقل و برهم

بارگذاری  کنش برایشود. در این قسمت انتگرال برهمکنش نامیده میآید؛ انتگرال برهمالاستیسیته به وجود می

 شود.نقدی بیان می-حرارتی با استفاده از تئوری گرین

 صورت زیر قابل بیان است:برای یک ترک بدون کشش و نیروی مکانیکی، به Jفرم انتگرال 

(2-16) 𝑱 = 𝐥𝐢𝐦
𝚪𝒔→𝟎

∫ (𝑾𝜹𝒊𝒋 − 𝝈𝒊𝒋𝒖𝒊,𝟏)𝒏𝒋𝒅𝚪𝒔
𝚪𝒔

 

چگالی انرژی  Wبردار یکه عمود رو به خارج منحنی است.  nجایی و بردار جابه هایمؤلفه iuکه در رابطه فوق، 

 شود. صورت زیر بیان میکرنشی مکانیکی است که به
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(2-17) 

𝑾 = ∫
𝟏

𝟐
𝝈𝒊𝒋 �̇�𝒊𝒋𝒅𝝉

𝒕

𝟎

=
𝟏

𝟐
𝑪𝒊𝒋𝒌𝒍𝜺𝒊𝒋𝜺𝒌𝒍 − 𝜷𝒌𝒍𝜺𝒌𝒍∆𝑻 +

𝟏

𝟐
𝜷𝒌𝒍𝜶𝒌𝒍∆𝑻

𝟐

+ 𝜷𝒌𝒍𝜶𝒌𝒍𝒕𝟏∆𝑻�̇� +
𝟏

𝟐
𝜷𝒌𝒍𝜶𝒌𝒍𝒕𝟏

𝟐�̇�𝟐 − 𝒕𝟏𝜷𝒌𝒍𝜺𝒌𝒍�̇� 

 کرنش کلی )مکانیکی و گرمایی( است. هایمؤلفه 𝛆𝒊𝒋در رابطه فوق، 

ای تبدیل به روش عددی، لازم است انتگرال خطی به یک انتگرال ناحیه سهولت در محاسبه انتگرال جهت

 شود. 

 شود. ای معادل تعریف میبه یک فرم ناحیه Jانتگرال کانتوری زیر برای تبدیل فرم کانتوری انتگرال 

(2-18) 𝑰 = ∮ (𝑾𝜹𝒊𝒋 − 𝝈𝒊𝒋𝒖𝒊,𝟏)𝒎𝒋𝒒𝒅𝚪
𝚪

 

و  0Γروی  j=njmاست )یعنی  Γبردار یکه عمود رو به خارج کانتور  jmو  sΓ--+Γ++Γ0Γ=Γدر رابطه فوق، 

jn-=jm  رویsΓنشان داده شده است(. همچنین،  (3-2شکل ) ( )که در q  تابع وزنی دلخواه و همواری است

 شود.( می19-2حدگیری از رابطه فوق، منجر به رابطه )کند. تغییر می 0Γروی  q=0تا  sΓروی  q=1که از 

 

 ]47[ای هیناح فرم به J انتگرال یکانتور فرم لیتبد 
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(2-19) 

𝐥𝐢𝐦
𝚪𝒔→𝟎

𝑰 = 𝐥𝐢𝐦
𝚪𝒔→𝟎

∮ (𝑾𝜹𝟏𝒋 − 𝝈𝒊𝒋𝒖𝒊,𝟏)𝒎𝒋𝒒𝒅𝚪
𝚪

 

= 𝐥𝐢𝐦
𝚪𝒔→𝟎

∮ (𝑾𝜹𝟏𝒋 − 𝝈𝒊𝒋𝒖𝒊,𝟏)𝒎𝒋𝒒𝒅𝚪
𝚪𝟎+𝚪++𝚪−−𝚪𝒔

 

= 𝐥𝐢𝐦
𝚪𝒔→𝟎

[∮ (𝑾𝜹𝟏𝒋 − 𝝈𝒊𝒋𝒖𝒊,𝟏)𝒎𝒋𝒒𝒅𝚪
𝚪𝟎+𝚪++𝚪−

+∮ (𝑾𝜹𝟏𝒋 − 𝝈𝒊𝒋𝒖𝒊,𝟏)𝒎𝒋𝒒𝒅𝚪
−𝚪𝒔

] 

= 𝐥𝐢𝐦
𝚪𝒔→𝟎

[∮ (𝑾𝜹𝟏𝒋 − 𝝈𝒊𝒋𝒖𝒊,𝟏)𝒎𝒋𝒒𝒅𝚪
𝚪𝟎+𝚪++𝚪−

−∮ (𝑾𝜹𝟏𝒋 − 𝝈𝒊𝒋𝒖𝒊,𝟏)𝒎𝒋𝒒𝒅𝚪
𝚪𝒔

] 

مکانیکی هستند. با شود که سطوح ترک بدون کشش و نیروهای بعلاوه، فرض می است. 0Γ ،q=0روی مرز 

 شود.زیر ساده می صورتبه( 19-2استفاده از مفهوم ارائه شده در این جملات، رابطه )

(2-20) 𝑱 = − 𝐥𝐢𝐦
𝚪𝒔→𝟎

𝑰 = 𝐥𝐢𝐦
𝚪𝒔→𝟎

∮ (𝑾𝜹𝟏𝒋 − 𝝈𝒊𝒋𝒖𝒊,𝟏)𝒎𝒋𝒒𝒅𝚪
𝚪

 

-2رابطه ) صورتبه، qای معادل با استفاده از قضیه دیورژانس و با توجه به تغییرات تابع وزنی انتگرال ناحیه

 شود.( تعیین می21

(2-21) 
𝑱 = ∫ (𝝈𝒊𝒋𝒖𝒊,𝟏 −𝑾𝜹𝟏𝒋)𝒒,𝒋𝒅𝑨

𝑨∗
 

+∫ (𝝈𝒊𝒋𝒖𝒊,𝟏 −𝑾𝜹𝟏𝒋),𝒋
𝒒𝒅𝑨

𝑨∗
 

های میدان زمانهممساحت ناحیه محصور به منحنی است. در یک سیستم خطی، با اعمال  ∗𝑨 در رابطه فوق،

 شود:( تعیین می22-2رابطه ) صورتبه Jاصلی و کمکی، انتگرال 

(2-22) 

𝑱𝒔 = ∫ [(𝝈𝒊𝒋 + 𝝈𝒊𝒋
𝒂𝒖𝒙)(𝒖𝒊,𝟏 + 𝒖𝒊,𝟏

𝒂𝒖𝒙)
𝑨∗

−
𝟏

𝟐
(𝝈𝒊𝒌 + 𝝈𝒊𝒌

𝒂𝒖𝒙)(𝜺𝒊𝒌 + 𝜺𝒊𝒌
𝒂𝒖𝒙)𝜹𝟏𝒋]𝒒,𝒋𝒅𝑨 

+∫ [(𝝈𝒊𝒋 + 𝝈𝒊𝒋
𝒂𝒖𝒙)(𝒖𝒊,𝟏 + 𝒖𝒊,𝟏

𝒂𝒖𝒙) −
𝟏

𝟐
(𝝈𝒊𝒌 + 𝝈𝒊𝒌

𝒂𝒖𝒙)(𝜺𝒊𝒌 + 𝜺𝒊𝒌
𝒂𝒖𝒙)𝜹𝟏𝒋],𝒋𝒒𝒅𝑨

𝑨∗
 

 شود.زیر بازنویسی می انتگرال فوق به فرم
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(2-23) 𝑱𝒔 = 𝑱 + 𝑱𝒂𝒖𝒙 +𝑴 

 صورت زیر قابل بیان است.به 𝑱𝒂𝒖𝒙( 23-2در رابطه )

(2-24) 
𝑱𝒂𝒖𝒙 = ∫ (𝝈𝒊𝒋

𝒂𝒖𝒙𝒖𝒊,𝟏
𝒂𝒖𝒙 −𝑾𝒂𝒖𝒙𝜹1𝒋)𝒒,𝒋𝒅𝑨

𝑨∗
 

+∫ (𝝈𝒊𝒋
𝒂𝒖𝒙𝒖𝒊,𝟏

𝒂𝒖𝒙 −𝑾𝒂𝒖𝒙𝜹𝟏𝒋),𝒋
𝒒𝒅𝑨

𝑨∗
 

𝑾𝒂𝒖𝒙 شود.( تعریف می25-2رابطه )صورت در رابطه فوق، به 

(2-25) 𝑾𝒂𝒖𝒙 =
𝟏

𝟐
𝝈𝒊𝒌
𝒂𝒖𝒙𝜺𝒊𝒌

𝒂𝒖𝒙 

 .آیدمی به دست( 26-2رابطه ) صورتبه 𝑴کنش انتگرال برهم

(2-26) 

𝑴 = ∫ (𝝈𝒊𝒋𝒖𝒊,𝟏
𝒂𝒖𝒙 + 𝝈𝒊𝒋

𝒂𝒖𝒙𝒖𝒊,𝟏 −𝑾
𝒊𝒏𝒕𝜹𝟏𝒋)𝒒,𝒋𝒅𝑨

𝑨∗
 

+∫ (𝝈𝒊𝒋𝒖𝒊,𝟏
𝒂𝒖𝒙 + 𝝈𝒊𝒋

𝒂𝒖𝒙𝒖𝒊,𝟏 −𝑾
𝒊𝒏𝒕𝜹𝟏𝒋),𝒋

𝒒𝒅𝑨
𝑨∗

 

= 𝑴𝟏 +𝑴𝟐 

صورت نقدی به-کنش است و برای تئوری گرینتابع چگالی انرژی کرنشی مکانیکی برهم 𝑾𝒊𝒏𝒕در رابطه فوق، 

 ( قابل بیان است.27-2رابطه )

(2-27) 𝑾𝒊𝒏𝒕 =
𝟏

𝟐
(𝝈𝒊𝒋𝜺𝒊𝒋

𝒂𝒖𝒙 + 𝝈𝒊𝒋
𝒂𝒖𝒙𝜺𝒊𝒋

𝒎) = 

𝟐𝝁𝜺𝒊𝒋𝜺𝒊𝒋
𝒂𝒖𝒙 + 𝝀𝜺𝒌𝒌𝜺𝒍𝒍

𝒂𝒖𝒙 − 𝜷(∆𝑻)𝜺𝒌𝒌
𝒂𝒖𝒙 

𝝈𝒊𝒋,𝒋گیری از عبارت داخل پرانتز انتگرال دوم و با توجه به اینکه ( با مشتق27-2با توجه به رابطه )
𝒂𝒖𝒙 = 𝟎 ،

 زیر نوشت. صورتبهتوان را می Mانتگرال 

 

(2-28) 

𝑴 = ∫ (𝝈𝒊𝒋𝒖𝒊,𝟏
𝒂𝒖𝒙 + 𝝈𝒊𝒋

𝒂𝒖𝒙𝒖𝒊,𝟏 −𝑾
𝒊𝒏𝒕𝜹𝟏𝒋)𝒒,𝒋𝒅𝑨

𝑨∗
 

+∫ (𝝈𝒊𝒋,𝒋𝒖𝒊,𝟏
𝒂𝒖𝒙 + 𝝈𝒊𝒋𝒖𝒊,𝟏𝒋

𝒂𝒖𝒙 + 𝝈𝒊𝒋
𝒂𝒖𝒙𝒖𝒊,𝟏𝒋 −𝑾

𝒊𝒏𝒕
,𝟏)𝒒𝒅𝑨

𝑨∗
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 ،که در رابطه فوق

(2-29) 𝑾𝒊𝒏𝒕 = 𝟐𝝁𝜺𝒊𝒋𝜺𝒊𝒋
𝒂𝒖𝒙 + 𝝀𝜺𝒊𝒊𝜺𝒋𝒋

𝒂𝒖𝒙 − 𝜷∆𝑻𝜺𝒋𝒋
𝒂𝒖𝒙 

 شود.صورت زیر ساده میبه 𝑴𝟐در مواد همگن و همسانگرد، انتگرال 

(2-30) 
𝑴𝟐 = ∫ (𝝆�̈�𝒊𝒖𝒊,𝟏

𝐚𝐮𝐱 − (
𝝏𝑾𝐢𝐧𝐭

𝝏∆𝑻

𝝏∆𝑻

𝝏𝒙𝟏
))𝒒𝒅𝑨

𝑨∗
 

 که

(2-31) 𝝏𝑾𝒊𝒏𝒕

𝝏∆𝑻
= −𝜷𝜺𝒋𝒋

𝒂𝒖𝒙 

 استخراج ضرایب شدت تنش -2-4-3

 زیر است: صورتبه IIKو  IKو ضرایب شدت تنش  Jرابطه بین انتگرال 

(2-32) 𝑱 =
𝑲𝑰
𝟐 +𝑲𝑰𝑰

𝟐

𝑬′
 

 IIKو  IKتوان برحسب ضرایب شدت تنش را می M کنشبرهم( انتگرال 23-2همچنین، با توجه به رابطه )

 زیر بازنویسی کرد. صورتبه

(2-33) 𝑴 =
𝟐

𝑬′
(𝑲𝑰𝑲𝑰

𝒂𝒖𝒙 +𝑲𝑰𝑰𝑲𝑰𝑰
𝒂𝒖𝒙) 

   شود:به صورت زیر تعریف می ′𝑬که در رابطه بالا 

     (2-34) 𝑬′ = {
𝑬                   ایصفحه تنش 

𝑬/(𝟏 − 𝝂𝟐) کرنش صفحهای
 

( و نیز IIو  Iهای کمکی )مودهای خالص توان با انتخاب صحیح میدانرا می 𝑲𝑰𝑰و  𝑲𝑰ضرایب شدت تنش     

 آورد. به دستصورت زیر ، بهM کنشبرهمبا استفاده از انتگرال 

(2-35) 
𝑲𝑰 =

𝑬′

𝟐
𝑴(𝟏) , (𝑲𝑰

𝒂𝒖𝒙 = 𝟏,𝑲𝑰𝑰
𝒂𝒖𝒙 = 𝟎) 

(2-36) 
𝑲𝑰𝑰 =

𝑬′

𝟐
𝑴(𝟐) , (𝑲𝑰

𝒂𝒖𝒙 = 𝟎,𝑲𝑰𝑰
𝒂𝒖𝒙 = 𝟏) 
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 نقدی-تئوری گرین -2-5

مند است که این امر با تئوری استاندارد جایی گرمایی و موج گرما بهرهنقدی از مفهوم جابه-تئوری گرین

نقدی مورد توجه بسیاری از محققان قرار گرفته است که در مسائل -فوریه مغایرت دارد. امروزه تئوری گرین

 .]18[یگر کوپل شده است های لزج و برخی موارد دانتشار گرما با الاستیسیته، جریان مورد بررسی آنها،

وری تری را نسبت به تئنقدی یک چارچوب کلی ایجاد کرده است که مسائل گرمایی گسترده-تئوری گرین

قسیم شده تشود. این تئوری به سه نوع مختلف کلاسیک( شامل میترموالاستیسیته استاندارد )فوریه و تئوری 

 .]18[ است

و براساس رابطه ساختاری شار گرمایی تئوری استاندارد فوریه ارائه شده  شده: تحت شرایط خاص ارائه Iنوع 

 است.

 ، انتشار بدون استهلاک موج گرما است.IIنقدی نوع -: مشخصه بارز تئوری گرینIIنوع 

تری از مسائل توصیف محدوده گسترده چارچوبی جهت تحلیل، شرح و IIIنقدی نوع -: تئوری گرینIIIنوع 

های خود را با ساختار ترمودینامیکی قوی و مستحکم ارائه کردند که . در حقیقت گرین و نقدی تئوریاست

های جفت شدگی )کوپل( مثل ترموالاستیسیته علاوه بر انتشار گرما در رساناهای صلب، شامل مواردی از پدیده

 .]18[ شودو سیالات ترموویسکوز می

 نقدی-ساختار جاری تئوری گرین 2-5-1

 تعادل انتروپی 2-5-1-1

-برخلاف فرایند کلاسیک اصل تعادل انرژی )قانون اول( و عدم تعادل انتروپی )قانون دوم(، تئوری گرین

ارائه شده است. رابطه  ]16[گذاری شده است که اولین بار در نقدی براساس بیانی برای تعادل انتروپی پایه

 است. زیرتعادل انتروپی پیشنهاد شده مطابق رابطه 

(2-37) �̇� = −𝑑𝑖𝑣 𝒉 + 𝑠 + 𝜉 

بردار  hبه ترتیب نشانگر انتروپی، منبع خارجی انتروپی و تولید انتروپی داخلی هستند و  ξو  η ،sکه در آن 

است  rو  qدهد. گرین و نقدی فرض کردند که شار ورودی انتروپی تابعی از شار ورودی انتروپی را نشان می
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منبع گرمایی خارجی است که با جریان داخلی انتروپی و دمای مطلق  rبردار شار ورودی گرمایی و  qکه 

 متناسب است. 

(2-38) 𝐪 = θ𝐡  ,    θs = r  ,    θ > 0 

به متغیرهای حالت  qو  hدر تحقیقات اخیر نشان داده شده است که این فرض زمانی درست است که 

 .]18[ وابستگی همگن داشته باشند

 تعادل انرژی، انرژی آزاد و تعادل انتروپی کاهش یافته 2-5-1-2

 آید.( بدست می39-2( در دمای مطلق، رابطه )37-2با ضرب رابطه )

(2-39) θ�̇� = −div𝒒 + θ−1𝒒 ∙ ∇θ + r + θξ 

 ( است.40-2صورت رابطه )رابطه تعادل انرژی به

(2-40) ε̇ = −div𝐪 + r 

 ( است.41-2صورت رابطه )همچنین انرژی آزاد هلمهولتز در واحد جرم به

(2-41) ψ = ε − θη 

 (، معادله انتروپی کاهش یافته گرین و نقدی است42-2رابطه )

(2-42) ψ̇ + ηθ̇ + θ−1𝐪 ∙ ∇θ + θξ = 0 

 اتلاف داخلی است. ξξکه 

 جایی گرماییجابه 2-5-1-3

ها، است. در تمام این تئوری IIIو  II  وIنقدی نوع -( نقطه مشترک بسط ساختاری تئوری گرین42-2رابطه )

 کند.نول را ایفا می-این رابطه نقش نابرابری انتروپی کاهش یافته در فرایند استاندارد کلمن

(2-43) ψ̇ + ηθ̇ + θ−1𝐪 ∙ ∇θ + θξ ≤ 0 

اختلاف که گرین و نقدی فرض کردند که اتلاف داخلی هرگز نباید منفی شود. اختلاف چشمگیر با این 
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ایی جنقدی، متغیرهای حالت جابه-دیگر در هدایت گرمایی استاندارد این است که در هر سه نوع تئوری گرین

 مشتق زمانی دمای تجربی هستند. αگرمایی 

(2-44) α̇ = 𝑇 

تابعی از دمای تجربی است. برای سادگی از این به بعد  𝜃ها فرض شده که دمای مطلق بعلاوه در این تئوری

 شود که دماهای مطلق و تجربی برهم منطبق هستند.فرض می

(2-45) α̇ = 𝜃 

[. در 18مورد استفاده قرار گرفته است ] 1884در ابتدا توسط هلمهولتز در  ییگرما جاییمفهوم جابه    

آن  ییزیکف یراست اما تفس یهیبد ینامیکتعادل ترمود یاساس ینمفهوم در قوان ینا یکه نقش اصل یحال

 دما از موضوعات مطلوب محققان است. یکیاستات-یکیمکان ییرکه شامل تغ مواردی در خصوصبه
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 : 3 فصل

نقدی -تئوری گرین معادلات حاکم استخراج

Iنوع  I 
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 مقدمه -3-1

لاوه بر عنقدی، این تئوری قادر است -به دلیل استفاده از ساختار مستحکم ترمودینامیکی در تئوری گرین

وویسکوز ترمدر مسائل کوپل )جفت شده( مانند ترموالاستیسیته و نیز سیالات مسائل هدایت گرمایی صلب، 

ی نقد-های تئوری گرینقرار گیرد. این تئوری در سه مدل مختلف ارائه شده است. اختلاف مدل مورداستفاده

 صورتبه IIنقدی نوع -شود. متغیرهای حالت تئوری گرینناشی می ترمودینامیکیاز اختلاف متغیرهای حالت 

 زیر پیشنهاد شده است.

(3-1) 𝑆𝐼𝐼 = {𝛼, �̇�, ∇𝛼} 
 دهد.جایی گرمایی است که مشتق زمانی آن، دمای مطلق را نتیجه میجابه دهندهنشان 𝛼در رابطه فوق، 

(3-2) �̇� = 𝑇 

 IIتئوری گرین نقدیمعادلات حاکم  -3-2

 هایمیدان برحسب ترموالاستیک پیوستار یک در حاکم میدان معادلات ،II [16]نقدی-گرین تئوری طبق

 :است زیر شرح به داخلی حرارت تولید منبع و حجمی نیروهای غیاب در یجایبهجا و دما

𝝁𝛁𝟐𝐮 + (𝝀 + 𝝁)𝛁𝛁. 𝐮 − 𝜷𝛁𝑻 = 𝝆�̈� (3-3) 

𝝆𝐜�̈� + 𝜷𝑻𝟎𝛁. �̈� = 𝜿∗𝛁𝟐𝑻 (3-4) 

مدول  βظرفیت گرمایی ویژه،  cچگالی جرمی،  ρجایی و دمای مطلق هستند. به ترتیب بردار جابه T و uکه 

 ثابت ماده است. *κهای لامه و ثابت μو  λدمای مرجع،  0Tدما، -تنش

 صورت زیر قابل بیان هستند:پارامترهای بدون بعد به

�̂� =
𝐱

𝒍
 (3-5) 

�̂� =
𝒕𝒗

𝒍
 (3-6) 

�̂� =
(𝝀 + 𝟐𝝁)

𝒍𝜷𝑻𝟎
𝐮 (3-7) 
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�̂� =
𝑻 − 𝑻𝟎
𝑻𝟎

 (3-8) 

طول و سرعت مشخصه هستند. معادلات حاکم بدون بعد برای مواد همگن همسانگرد در  به ترتیب v و lکه 

 ̂شوند. علامت شکل زیر بیان میجایی بهغیاب نیروهای حجمی و تولید حرارت داخلی برحسب دما و جابه

 برای سادگی حذف شده است.

𝑪𝒔
𝟐𝛁𝟐𝐮 + (𝑪𝒑

𝟐 − 𝑪𝒔
𝟐)𝛁𝛁. 𝐮 − 𝑪𝒑

𝟐𝛁𝑻 = �̈� (3-9) 

�̈� + 𝝐𝛁. �̈� = 𝑪𝑻
𝟐𝛁𝟐𝑻 (3-10) 

 در آن، که

𝑪𝒑
𝟐 =

𝝀 + 𝟐𝝁

𝝆𝒗𝟐
 

𝑪𝒔
𝟐 =

𝝁

𝝆𝒗𝟐
 

𝑪𝑻
𝟐 =

𝜿∗

𝝆𝒄𝒗𝟐
 

(3-11) 

pC ،sC و TC سرعت موج الاستیک اتساعی خالص، موج برشی و گرمایی هستند. بعلاوه،  به ترتیب

/ρc(λ+2μ)2β0=Tϵ است دما-ضریب کوپل کرنش. 

 یافتهبندی المان محدود توسعهفرمول -3-3

در نظر گرفته شده است. طبق فرایند روش  Γدر فضا، با سطح جانبی  Ωیک جسم ترموالاستیک با ناحیه 

به ترتیب بر باقیمانده معادلات حرکت و انرژی متعامد  - δTو  δu–جایی باقیمانده وزنی، تابع تست دما و جابه

 .]57[صورت زیر بیان شوند به تواننداند. فرم انتگرالی باقیمانده وزنی برای معادلات حرکت میشده

∫ (𝑪𝒔
𝟐𝛁𝟐𝐮 + (𝑪𝒑

𝟐 − 𝑪𝒔
𝟐)𝛁𝛁. 𝐮 − 𝑪𝒑

𝟐𝛁𝑻 − �̈�). 𝜹𝐮 𝐝𝛀
𝛀

= 𝟎       (3-12) 

 اند.با استفاده از تئوری گاوس استخراج شده و گیریانتگرالفرم ضعیف معادلات حرکت با 



 

28 

 

(𝜹𝐮. 𝑪𝒔
𝟐𝛁𝐮. 𝐧 + 𝜹𝐮. 𝑪𝒔

𝟐𝛁𝐮𝐓. 𝐧 + 𝜹𝐮. (𝑪𝒑
𝟐 − 𝑪𝒔

𝟐)(𝛁. 𝐮)𝐈. 𝐧 − 𝜹𝐮. 𝑪𝒑
𝟐𝑻𝐈. 𝐧)|

𝚪

−∫ (𝛁𝜹𝐮𝐓: 𝑪𝒔
𝟐𝛁𝐮 + 𝛁𝜹𝐮𝐓: 𝑪𝒔

𝟐𝛁𝐮𝐓

𝐕

+ 𝛁. 𝜹𝐮(𝑪𝒑
𝟐 − 𝑪𝒔

𝟐)𝛁. 𝐮 − 𝛁. 𝜹𝐮𝑪𝒑
𝟐𝛁𝑻 − 𝜹𝐮. �̈�) 𝐝𝛀 = 𝟎       

(3-13) 

 صورت زیر است.فرم انتگرال وزنی معادله انرژی به

∫ (�̈� + 𝝐𝛁. �̈� − 𝑪𝑻
𝟐𝛁𝟐𝑻)𝜹𝑻 𝐝𝛀

𝛀

= 𝟎       (3-14) 

 صورت زیر استخراج شده است.فرم ضعیف معادله انرژی بهبه طریق مشابه، 

−𝜹𝑻𝑪𝑻
𝟐𝛁𝑻. 𝐧|

𝜞
+∫ (�̈�𝜹𝑻 + 𝝐𝛁. �̈�𝜹𝑻 − 𝛁𝜹𝑻𝑪𝑻

𝟐. 𝛁𝑻) 𝐝𝛀
𝜴

= 𝟎       (3-15) 

المان محدود توسعه یافته برای مواد همگن و همسانگرد در غیاب نیروهای حجمی و روش معادلات نهایی 

با جاگذاری فرم گسسته توابع سعی و خطا و نیز توابع  IIنقدی نوع -منبع گرمایی داخلی، طبق تئوری گرین

 شوند.صورت زیر تعیین می( به15-3( و )13-3ضعیف معادلات حاکم ) بندیفرمولتست در 

∑

𝒏𝒆

𝒆=𝟏

([
𝐌𝟏𝟏
𝐞 𝟎

𝐌𝟐𝟏
𝐞 𝐌𝟐𝟐

𝐞 ] �̈� + [
𝐊𝟏𝟏
𝐞 𝐊𝟏𝟐

𝐞

𝟎 𝐊𝟐𝟐
𝐞 ] 𝐘 = 𝐅) (3-16) 

 بردارهای مجهول و نیرو هستند و Fو  Yها، تعداد المان neکه 

𝐌𝟏𝟏
𝐞 = ∫ 𝛗𝐓

𝛀𝒆

𝛗 𝒅𝛀 (3-17) 

𝐌𝟐𝟏
𝐞 = ∫ 𝛗𝐭𝐡

𝐓
𝝐

𝛀𝒆

𝐁𝐭𝐡∗ 𝒅𝛀 (3-18) 

𝐌𝟐𝟐
𝐞 = ∫ 𝛗𝐭𝐡

𝐓

𝑽𝒆

𝛗𝐭𝐡𝒅𝛀 (3-19) 

𝐊𝟏𝟏
𝐞 = ∫ 𝐁𝐓𝐃𝐁𝒅𝑽

𝑽𝒆

 (3-20) 
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𝐊𝟏𝟐
𝐞 = − ∫ 𝐁𝐭𝐡∗

𝐓
𝑪𝒑
𝟐𝛗𝐭𝐡𝒅𝑽

𝑽𝒆

 (3-21) 

𝐊𝟐𝟐
𝐞 = ∫ 𝐁𝐭𝐡

𝐓
𝑪𝑻
𝟐𝐁𝐭𝐡𝒅𝑽

𝑽𝒆

 (3-22) 

 در روابط فوق،

𝛗 = [
𝝋𝟏 𝟎
𝟎 𝝋𝟏

|
𝝋𝟐 𝟎
𝟎 𝝋𝟐

|
…
…
𝝋𝒏 𝟎
𝟎 𝝋𝒏

] (3-23) 

𝝋𝒊 =

{
 
 

 
 𝑵𝒊 هایگره معمولی

[𝑵𝒊 𝑵𝒊(𝑯 − 𝑯𝒊)] هایگره غنی شده با تابع هویساید

[𝑵𝒊 𝑵𝒊𝒔(𝑭𝒋
𝒖 − 𝑭𝒊𝒔 𝒋

𝒖 )] گرههای غنی شده نوک ترک

 (3-24) 

𝛗𝐭𝐡 = [𝝋𝟏
𝒕𝒉|𝝋𝟐

𝑡𝒉| …𝝋𝒏
𝒕𝒉] (3-25) 

𝝋𝒊
𝒕𝒉 =

{
 
 

 
 𝑵𝒊 گرههای معمولی

[𝑵𝒊 𝑵𝒊(𝑯 − 𝑯𝒊)] گرههای غنی شده با تابع هویساید

[𝑵𝒊 𝑵𝒊(𝑭
𝑻 − 𝑭𝒊

𝑻)] گرههای غنی شده نوک ترک

 (3-26) 

 و

𝐁 = [

𝝋𝟏,𝑿𝟏 𝟎

𝟎 𝝋𝟏,𝑿𝟐
𝝋𝟏,𝑿𝟐 𝝋𝟏,𝑿𝟏

|

𝝋𝟐,𝑿𝟏 𝟎

𝟎 𝝋𝟐,𝑿𝟐
𝝋𝟐,𝑿𝟐 𝝋𝟐,𝑿𝟏

|

…
…
…

𝝋𝒏,𝑿𝟏 𝟎

𝟎 𝝋𝒏,𝑿𝟐
𝝋𝒏,𝑿𝟐 𝝋𝒏,𝑿𝟏

] (3-27) 

𝐁𝐭𝐡 = [
𝝋𝟏,𝑿𝟏
𝒕𝒉

𝝋𝟏,𝑿𝟐
𝒕𝒉

|
𝝋𝟐,𝑿𝟏
𝒕𝒉

𝝋𝟐,𝑿𝟐
𝒕𝒉

|…
𝝋𝒏,𝑿𝟏
𝒕𝒉

𝝋𝒏,𝑿𝟐
𝒕𝒉

] (3-28) 

𝐁𝐭𝐡∗ = [𝝋𝟏,𝑿𝟏
𝒕𝒉 𝝋𝟏,𝑿𝟐

𝒕𝒉 𝝋𝟐,𝑿𝟏
𝒕𝒉 𝝋𝟐,𝑿𝟐

𝒕𝒉 …𝝋𝒏,𝑿𝟏
𝒕𝒉 𝝋𝒏,𝑿𝟐

𝒕𝒉 ] (3-29) 

صورت زیر بیان ای در فضای بدون بعد بهتنسور الاستیک است که برای حالت کرنش صفحه Dبعلاوه، 

 شود.می

𝐃 = [

𝑪𝒑
𝟐 𝑪𝒑

𝟐 − 𝟐𝑪𝒔
𝟐 𝟎

𝑪𝒑
𝟐 − 𝟐𝑪𝒔

𝟐 𝑪𝒑
𝟐 𝟎

𝟎 𝟎 𝑪𝒔
𝟐

] (3-30) 
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 گیریرالانتگهای است. به همین دلیل، روش غیرخطیناپیوسته یا  سازیغنیتوابع  شاملتابع زیر انتگرال 

 ندیبتقسیمرایج مانند گاوس کوادراچر به تنهایی کافی نیست. در این مورد، دامنه المان به تعدادی مثلث 

های المان قرار دارند. بعلاوه، برای در نظر گرفتن تکینی توابع شبکه راستای صفحه ترک یا گرهشود که در می

 . ]57[گیرد قرار می مورداستفادهنگاشت انتگرالی قطبی برای المان شامل نوک ترک در نوک ترک، اغلب 

قرار گرفته  مورداستفاده( 16-3زمانی در حل معادلات ) گیریانتگرالدر این تحقیق روش نیومارک برای 

تعیین شده است. در  nاست. در این روش، مشتقات زمانی مرتبه دوم بردار متغیرهای مجهول با گام زمانی 

 اند.صورت زیر محاسبه شدهابتدا، مشتقات زمانی مرتبه اول و دوم به

(𝐌 + 𝑨𝟐𝚫𝒕
𝟐𝐊)�̈�𝒏 = 𝐅 − ((𝟏 − 𝟐𝑨𝟐)

𝚫𝒕𝟐

𝟐
�̈�𝒏−𝟏)  𝐊 (3-31) 

 �̇�𝒏 = 𝑨𝟏𝚫𝒕�̈�𝒏 + (𝟏 − 𝑨𝟏)𝚫𝒕�̈�𝒏−𝟏 + �̇�𝒏−𝟏 (3-32) 

𝐘𝒏 = 𝑨𝟐𝚫𝒕
𝟐�̈�𝒏 + (𝟏 − 𝟐𝑨𝟐)

𝚫𝒕𝟐

𝟐
�̈�𝒏−𝟏 + 𝚫𝒕�̇�𝒏−𝟏 + 𝐘𝒏−𝟏 (3-33) 

پارامترهای  2Aو  1Aنمو زمانی است. بعلاوه،  tΔهای جرم و سفتی هستند و به ترتیب ماتریس Kو  Mکه 

برای پایداری غیرشرطی  0.252A=و 0.51A=کنند. مقادیرنیومارک هستند که دقت و پایداری حل را کنترل می

 .اندمرتبه دوم روش نیومارک انتخاب شده

 نتایج -3-4

رسی عددی مورد بر نتایجابتدا دقت و کارایی فرایند المان محدود توسعه یافته برای استخراج  بخش،در این 

برای باریکه دارای ترک تحت شوک گرمایی گذرای  Iقرار گرفته است. تاریخچه زمانی ضریب شدت تنش مود 

ستفاده از رمایی با اغیرکوپل با نتایج تحلیلی مقایسه شده است. سپس رفتار صفحه دارای ترک تحت شوک گ

 Iدر چند مثال مورد بررسی قرار گرفته است. تاریخچه زمانی ضریب شدت تنش مود II نقدی-گرینتئوری 

تعیین شده است و با  IIنقدی-تئوری گرین بر اساسلبه در باریکه تحت شوک گرمایی  برای ترک عمود بر

یع دما مقایسه شده است. بعلاوه، توز لیندزی-و گرین شولمان-لرد ،کلاسیک ترموالاستیسیتههای نتایج تئوری



 

31 

 

های مهم نتایج مانند اثر موج تنش و موج دما بر تاریخچه زمانی جنبه با نتایج تحلیلی مقایسه شده است.

ا، هقرار گرفته است. در این تحقیق در تمام مثال موردبحثضرایب شدت تنش و توزیع دما با جزئیات کامل 

 است. اعمال نیرورک عایق و بدون ت سطح فرض شده که

 تحت بارگذاری گرمایی گذرای متقارن ایلبهصفحه دارای ترک  -3-4-1

کنش در چارچوب روش المان محدود در مثال اول، ضریب شدت تنش که با استفاده از روش انتگرال برهم

شدت تنش در ، ضریب ]58[ در مرجعتوسعه یافته محاسبه شده است با یک حل تحلیلی مقایسه شده است. 

 3xصفحه عمود است. ضخامت باریکه در جهت  لبهبر  ترککه  شده استارائه  اییک باریکه دارای ترک لبه

دون قیود صفحه بدر ابتدا . باشد برقرارای کافی بزرگ در نظر گرفته شده است تا شرایط کرنش صفحه اندازهبه

ناگهانی تا مقدار  صورتبهقرار دارد. دمای لبه دارای ترک باریکه  K 0T 273= بدون تنش مکانیکی در دمای

0T=0.125 1Tضریب شدت تنش مود یابد. ، کاهش میI  اثربا استفاده از روش تابع وزنی بدون در نظر گرفتن 

 H = 2، ارتفاع W = 1 عرضتعیین شده است. یک صفحه محدود همگن با  دما-کرنش اینرسی و پارامتر کوپل

 عنوان مدل یک باریکه در نظر گرفته شده است. هب (1-3شکل ) مطابق 1xموازی محور  a 0.05 =و طول ترک 

 

 شامل ترک عمود بر لبه تحت شوک گرمایی صفحه مستطیلی 
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های دیگر صفحه و سطوح ترک کند. تمام لبهتغییر می t(H 0T=0.125 1T(دمای سطح ترک طبق رابطه 

فاده ای استهای مستطیلی چهار گرهبا المان سه شبکه مش منظماند. در تحلیل المان محدود از عایق فرض شده

تئوری ترموالاستیسیته در نظر گرفته شده است. معادلات حاکم  Δt =1e-4شده است. همچنین گام زمانی 

دله تئوری معا ،. بنابراینآیدنمی به دست IIنقدی-گرینحاکم صورت مستقیم از معادلات کلاسیک به

گرفته  ماده در نظر خواص در نظر گرفته شده است. کوپل جملهدر این مثال با حذف  کلاسیک ترموالاستیسیته

 نشان داده شده است. (1-3)جدول شده برای باریکه در 

 ]58[در مقاله  باریکهجنس  خواص ( 1-3) جدول

ظرفیت گرمایی ویژه 

(J/kg-K) 
چگالی 

)3(kg/m 
هدایت گرمایی 

(W/m-K) 
ضریب انبساط گرمایی 

/K)6−(10 

نسبت 

 پواسون
مدول یانگ 

(GPa) 

461 7833 17 68/6 3/0 200 

 

مثال، اند. در این در نظر گرفته شده l=0.001 mو  v=0.00471 m/secسرعت و طول مشخصه به ترتیب 

 .است شده بعدبیبا تقسیم بر رابطه زیر  ضریب شدت تنش

𝑲𝟎 = 𝜷(𝑻𝟎 − 𝑻𝟏)√𝒍 
(3-34) 

 (2-3شکل )، در ]58[با مقادیر گزارش شده در مرجع  بعدبی Iتغییرات زمانی ضریب شدت تنش مود 

استخراج شده با ریزتر شدن مش به حل تحلیلی  Iمقایسه شده است. مطابق نتایج، ضریب شدت تنش مود 

است که نشان  6/2 % کمتر از -المان 161×81شامل –شود. خطای نسبی برای ریزترین مش نزدیک می

 استخراج شده تطابق خوبی با نتایج حل تحلیلی دارد. Iدهد ضریب شدت تنش مود می
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 تحت بارگذاری گرمایی شبه ایستا یابرای ترک لبه Iمود  ضریب شدت تنش زمانی تغییرات 

 

 ترک افقی تحت شوک دمایی متقارن -3-4-2

در نظر گرفته  (1-3شکل ) ای مطابقدارای ترک لبه از جنس بیسموت در این مثال، یک صفحه مستطیلی

 ارائه شده است. (2-3)آن در جدول  مکانیکی و گرمایی ه خواصشده است ک

 خواص بیسموت ( 2-3) جدول

ظرفیت گرمایی ویژه 

(J/kg-K) 
چگالی 

)3(kg/m 
هدایت گرمایی 

(W/m-K) 
ضریب انبساط گرمایی 

/K)6−(10 

نسبت 

 پواسون
مدول یانگ 

(GPa) 

052/0 9780 875 75/6 3/0 40 

 

فرض شده است. مطابق  a/W=0.5و طول نسبی ترک  H=40 mm، ارتفاع آن W=10 mmصفحه  عرض

گیری شده است اندازه K ،780 m/sec 3.5نتایج آزمایشگاهی، سرعت موج گرما در بیسموت در دمای کمتر از 
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اند. در نظر گرفته شده l= 0.01 mو  v=1000 m/sec. در این حالت، سرعت و طول مشخصه به ترتیب ]59[

 . صفحه بدون قید وبرقرار باشدای کافی بزرگ فرض شده که شرایط کرنش صفحه اندازهبهضخامت صفحه 

            ترک  لبه شامل صفحهروی  دما . شرط مرزیقرار دارد K 3.5نیروهای مکانیکی در دمای اولیه 

ΔT(0,t)=-0.2 H(t) K  ینقد-گرینتئوری  بر اساسدر نظر گرفته شده است. تغییر زمانی دمای نوک ترکII 

مقایسه شده است. بعلاوه، دمای نوک ترک با در نظر گرفتن تئوری   (3-3شکل ) در ]19[با نتایج تحلیلی 

ود شده است. در مدل المان محد مقایسه IIنقدی-گرینتئوری  باشولمان -و لرد کلاسیک ترموالاستیسیته

ای در نظر گرفته شده است. گام زمانی ستطیلی چهار گرهالمان م 401×101توسعه یافته مش یکنواخت شامل 

مشهود است.  کاملاً در فضای بدون بعد در نظر گرفته شده است. سرعت محدود موج گرما در این شکل 004/0

های تنش و گرما در این شکل به ترتیب در زمان ت؛ موجنشان داده شده اس (3-3شکل )که در  گونههمان

t=0.21  وt=0.641 صورت تئوری یک ناپیوستگی محدود در این زمان در نمودار رسند. بهبه نوک ترک می

دهد که مرکز ؛ اما در روش عددی این ناپیوستگی در یک بازه زمانی رخ می]19[تاریخچه زمانی دما وجود دارد 

 ریگیانتگرالروش  عنوانبهر دارد. همچنین، به دلیل استفاده از روش ضمنی نیومارک قرا t=0.641آن در زمان 

 شود. زمانی، نوسان در تغییرات زمانی دما در نزدیکی نقطه ناپیوستگی در نتایج ارائه شده مشاهده می

 

 تاریخچه زمانی تغییرات دمای نوک ترک 
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 هایبا نتایج حاصل از تئوری کاملاً IIنقدی-گرینتئوری  بر اساستاریخچه زمانی دمای نوک ترک 

ا های گرما یشولمان متفاوت است. دمای نوک ترک تا رسیدن و عبور موج-کلاسیک و لرد ترموالاستیسیته

وک ن هدایت گرمایی و ترموالاستیسیته کلاسیک شولمان-ر تئوری لردد کهدرحالیماند؛ تنش از آن ثابت می

افتد. طبق تئوری ترموالاستیسیته بدون اتلاف انرژی، ر کنار عبور موج اتفاق میترک و نقاط همسایگی آن د

رسد. این به دمای مرز می -که سرعت آن از موج تنش کمتر است–دمای نوک ترک با عبور اولین موج گرما 

-تئوری طبقدما توزیع بر  دما-های کرنشکوپل میدانگزارش شده است. بعلاوه، اثر  ]19[ مرجع تغییر دما در

هنگام عبور موج تنش از نوک ترک در  IIنقدی-گرینشولمان و مدل -، لردکلاسیک های ترموالاستیسیته

انحراف  IIنقدی-گریندر مدل  بق نتایج، دمای نوک ترک از صفراست. مطا مشهود 0.63و  t=0.21های زمان

ای موج تنش به نقطه کههنگامی، ]19[شولمان دارد. مطابق نتایج حل تحلیلی -بیشتری نسبت به تئوری لرد

شود. تاریخچه زمانی ضریب شدت در نتایج عددی مشاهده نمی وضوحبه؛ که کندتغییر میرسد، دما اندکی می

 در IIنقدی-گرینشولمان و -کلاسیک، لردترموالاستیسیته های ناشی از شوک دما طبق تئوری Iتنش مود 

رسد؛ که به نوک ترک می t=0.21در زمان 2.35نشان داده شده است. موج تنش با سرعت   (4-3شکل )

 t=0.63های گرما به نوک ترک در زمان موج بازتاب موج تنش ورسیدن موجب افزایش ضریب شدت تنش تا 

ل لاشود. بعلاوه، جهت بررسی استقاین امر موجب افت نرخ تغییرات ضریب شدت تنش می شود.می t=0.64و 

مختلف در نظر گرفته شده و ضریب شدت  دایروی با شعاعکنش استفاده شده، سه دامنه انتگرال برهم سطح

-3شکل )در دارند. نتایج نزدیکی و تطابق مناسبی  مقایسه شده است. (5-3شکل ) در هاآنتنش مربوط به 

بررسی شده است. تاریخچه زمانی ضریب شدت تنش  I، حساسیت مش در محاسبه ضریب شدت تنش مود (6

در این مثال و مثال بعدی، ضریب یکسان است.  تقریباًهای متفاوت برای سه شبکه مش با تعداد المان Iمود 

 شده است. بعدبا تقسیم بر عبارت زیر بیشدت تنش 

𝑲𝟎 = 𝜷𝑻𝟎√𝒍 
(3-35) 
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  GNIIبرای ترک نرمال تحت شوک گرمایی  Iزمانی ضریب شدت تنش مود  تغییرات  

 

 کنش برای ترک افقی تحت شوک دمایی متقارناستقلال از دامنه انتگرال برهم 
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 ترک افقی تحت شوک دمایی متقارن Iحساسیت مش ضریب شدت تنش مود  

 

 ترک افقی تحت شوک دمایی نامتقارن -3-4-3

جهت تحلیل مسائل ترموالاستیک ترک مورد بررسی  مورداستفادهدر این مثال، اثربخشی و قدرت روش 

در نظر  (7-3شکل )قرار گرفته است. یک صفحه از جنس بیسموت با ترک عمود بر لبه سمت چپ مطابق 

استقلال دامنه  .که تنها نصف لبه دارای ترک تحت شرط مرزی دمایی قرار گرفته است گرفته شده است

نشان   (9-3شکل )و حساسیت مش در  (8-3شکل )در  IIو  Iتاریخچه زمانی ضرایب شدت تنش مود 

انتخاب شده است. با رسیدن موج تنش به  004/0گام زمانی برای تمام موارد شبکه مش برابر با  .اندشدهداده

وج تنش مشود. نرخ تغییرات ضریب شدت تنش با رسیدن بازتاب نوک ترک، ضریب شدت تنش دچار تغییر می

یب رسد؛ ضرموج گرما نخستین بار به نوک ترک می کههنگامیکند. راست تغییر میپس از برخورد به لبه 

-3شکل  )شود که در رسد.  سپس جهت لغزش صفحات ترک عوض میشدت تنش به مقدار بیشینه خود می

نشان داده شده است. جهت بررسی استقلال دامنه ضرایب شدت تنش، چند دایره به مرکز نوک ترک با   (8

ها با حداقل یک گره درون اند. تمام الماندامنه انتگرال در نظر گرفته شده عنوانبهی نسبی متفاوت هاشعاع
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 تقریباً های مختلف دامنه بر اساسضرایب شدت تنش  (،8-3شکل )شوند. مطابق نتایج دایره، وارد محاسبات می

دهد که موج گرما از هنگامی رخ می -Iبرای ضریب شدت تنش مود  ویژهبه–یکسان هستند. حداکثر اختلاف 

نشان داده شده است. شبکه   (9-3) شکلکند. اثر اندازه مش بر ضریب شدت تنش در نوک ترک عبور می

ای در نظر گرفته شده است. نتایج ضرایب شدت تنش برای های چهار گرهمش منظم با تعداد متفاوت المان

در  هامانال تعداداستقلال نتایج از  دهندهنشاناند که ق شدهبر هم منطب تقریباً های متفاوت مش بندی شبکه

 مش بندی مسئله است.

 

 صفحه مستطیلی دارای ترک عمود بر لبه تحت شوک دمایی نامتقارن 
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 IIب( مود  Iمود  کنش برای ترک افقی تحت شوک گرمایی نامتقارن الف(استقلال از دامنه انتگرال برهم 
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 IIب( مود Iضریب شدت تنش برای ترک افقی تحت شوک گرمایی نامتقارن الف( مود حساسیت مش 

 

 ترک افقی تحت شوک شار گرمایی متقارن -3-4-4

شار ناگهانی گرما مدل شوند. در  عنوانبهتوانند برخی از کاربردهای مهندسی، شرایط مرزی گرمایی می در

 (10-3شکل )به لبه دارای ترک صفحه از جنس بیسموت مطابق  �̂�𝟎 = -0.05 H(t)این مثال، شار گرمایی 
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جایی ، شار گرمایی با گرادیان جابه GNIIتئوری  بر اساساعمال شده است. در رابطه ساختاری شار گرمایی 

 گرمایی متناسب است.

(3-36) 𝐪 = −𝑘∇𝛼 

 صورت زیر است:جایی گرمایی است. رابطه ساختاری شار گرمایی برحسب دما به، جابه𝛼که 

(3-37) �̇� = −𝑘∇𝑇 

 شود.صورت رابطه زیر بیان میبهدر فضای بدون بعد  GNIIبنابراین، شرایط مرزی گرمایی تئوری 

(3-38) 𝑘∇𝑇|𝑥1=0 = 0.05 𝛿(𝑡) 

 شود.دلتای دیراک است. شار گرمایی بدون بعد طبق رابطه زیر تعریف می ع، تاب𝛿(𝑡)که در رابطه فوق 

q̂ =
q

𝜌𝑐𝑣𝑇0
 (3-39) 

قرار گرفته است. جهت  مورداستفادهدر محاسبات  Δt=0.004المان و گام زمانی  101×405مش یکنواخت 

بر استفاده شده است. تاریخچه زمانی دمای نوک ترک  r =0.1aای به شعاع ، از دایرهEDIمحاسبه انتگرال 

که –اثر سرعت موج گرما  نشان داده شده است.  (11-3شکل )در   GNIIو  CTE ،LS ،GLهای مدل اساس

 قابل مشاهده است. وضوحبهبر دمای نوک ترک  -است 0.78های دیگر نامحدود و در مدل CTEدر تئوری 
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 ای تحت شوک شار گرماییهندسه و بارگذاری ترک لبه 

 

های مختلف  تا قبل از رسیدن بازتاب موج گرما به نوک تئوری بر اساسدمای نوک ترک  (،11-3شکل )در 

ابت باقی ث تقریباًهای دیگر نرخ تغییرات مدل کهدرحالییکسان هستند. اما با رسیدن این موج،  تقریباً ترک 

شود که منجر به کاهش سریع دمای نوک ترک دو برابر می  GNIIتئوری  بر اساسماند؛ نرخ تغییرات دما می

 شود.می

دچار  t=0.21پس از رسیدن موج تنش به نوک ترک در زمان  Iضریب شدت تنش مود  (،12-3شکل )در 

 )LS ،)=01tGLهای شود. نرخ تغییرات ضریب شدت تنش تا رسیدن موج گرما به نوک ترک برای مدلتغییر می

های از مدل،  GNIIبرای مدل  Iبرابر هستند و سپس نرخ افزایش ضریب شدت تنش مود  تقریباً  GNII و

 رسد. همچنین، بیشینه ضریب شدت تنشها به مقدار بیشینه خود میدیگر کمتر است و دیرتر از سایر تئوری

  یافته از تئوری ترموالاستیسیته کلاسیک بزرگتر است.های تعمیمتئوری بر اساس Iمود 
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  GNIIو  CTE ،L-Sهای تئوری بر اساس دمای نوک ترک 

 

  GNIIو  CTE ،L-Sهای تئوری بر اساس Iمود  ضریب شدت تنشتاریخچه زمانی  
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 تحت شوک دمایی موربترک  -3-4-5

در صفحه از جنس  1xنسبت به محور  =30α ͦو زاویه  0.5a=ای مورب به طول ترک لبه، آخر در مثال

           در نظر گرفته شده است. تغییر ناگهانی دما  2-4-3بیسموت با هندسه، بارگذاری و مشخصات بخش 

0.2 H(t)-ΔT=  3.5=که در دمای اولیه –به لبه دارای ترک K0T اعمال   (،13-3شکل )مطابق -قرار دارد

مقایسه  (14-3شکل )در   GNIIو  CTE ،LSهای مدل بر اساسشود. تاریخچه زمانی دمای نوک ترک می

  اند.شده

 

 ای موربهندسه و بارگذاری صفحه دارای ترک لبه 

 

 

  GNIIو  CTE ،L-Sهای تئوری بر اساستغییرات زمانی دمای نوک ترک  
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متفاوت است. پس از  LSصورت چشمگیری با مدل به  GNIIمطابق نتایج، دمای نوک ترک طبق تئوری 

به دو برابر شرط مرزی گرمایی اعمالی   GNIIبه نوک ترک، مقدار دما در تئوری رسیدن بازتاب موج گرما 

دما شود. مطابق شکل، صفحه به دو بخش همشرط مرزی گرمایی لبه راست صفحه ناشی میرسد که از می

اند؛ متقسیم شده است؛ قبل و بعد از موج گرما. با گذشت زمان دما تا رسیدن بازتاب موج از لبه دیگر ثابت می

                  د. درشوصورت پیوسته طبق قانون فوریه دچار تغییر میبه LSو  CTEهای در تئوری کهدرحالی

شکل در  IIو تغییرات زمانی ضریب شدت تنش مود  I، تغییرات زمانی ضریب شدت تنش مود (15-3شکل )

تا رسیدن موج گرما به نوک ترک   GNIIو  LSاند. تغییرات ضریب شدت تنش برای مدل ارائه شده (3-16)

دت شود. مقدار بیشینه ضرایب شمی هاآنیکسان هستند؛ که رسیدن این موج منجر به افزایش بیشینه  تقریباً

است. الگوی کلی تاریخچه زمانی  CTEو  LSهای دو برابر مدل تقریباً  GNIIطبق مدل  IIو  Iتنش مود 

گرما بر تغییرات ضریب  های تنش ودهد اثر موجیکسان هستند؛ که نشان می تقریباً  GNIIو  LSهای تئوری

تر، به دلیل موج گرمای قوی  GNIIشدت تنش مشابه هستند. هرچند تغییرات ضریب شدت تنش برای مدل 

 بزرگتر است. LSاز مدل 

مقایسه  t=0.50, 0.70و  1های در زمان  GNIIو  CTEهای ، توزیع دمای صفحه برای مدل(17-3شکل )در 

شرط مرزی عایق لبه راست در شکل مشهود است. بعلاوه، یک موج گرمای اند. سرعت محدود موج گرما و شده

شود که ممکن است دما از شرط مرزی اعمالی کمتر شود. این پدیده به دلیل تداخل موج ثانویه ایجاد می

کند تا به دهد. این ناحیه سرد مسیر ترک را دنبال میبازتاب شده از وجوه ترک و موج گرمای اولیه رخ می

 کند تا میرا شود. مطابقترک برسد. سپس موج گرمای ثانویه روی سطح ترک در جهت بازتاب حرکت مینوک 

بر توزیع دمای پایای صفحه منطبق است و مقدار دما در هر نقطه از صفحه،  CTEنتایج، توزیع دمای تئوری 

 بین دمای اولیه و شرط مرزی اعمالی قرار دارد.

مقایسه شده است.  t=0.70و  1های یافته با حالت اولیه آن در زمان تغییر شکل، صفحه (18-3شکل )در 

 مشهود است. وضوحبهجایی با توجه به شکل، سرعت محدود موج جابه
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  GNIIو  CTE ،L-Sهای تئوری بر اساس Iمود  تغییرات زمانی ضریب شدت تنش 

 

  GNIIو  CTE ،L-Sهای تئوری بر اساس IIمود  تغییرات زمانی ضریب شدت تنش 
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)چپ(.  IIنقدی-گرینراست( و تئوری کلاسیک ترموالاستیسیته ) بر اساس توزیع دمای نزدیک نوک ترک 
 (a) t=0.4, (b) t=0.8, (c) t=1.0. 
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 )راست( t=1)چپ( و  t=0.7صفحه دارای ترک در  تغییر شکل 
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 : 4 فصل

 نقدی-استخراج معادلات حاکم تئوری گرین

Iنوع  I I 
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 مقدمه -4-1

تری از مسائل هدایت ، چارچوبی جهت تحلیل، شرح و توصیف محدوده گستردهIIIنقدی نوع -تئوری گرین

در رابطه زیر نشان  IIIنقدی نوع -است. متغیرهای حالت تئوری گرین IIو  Iهای نوع گرمایی نسبت به تئوری

 .]60[داده شده است

(4-1) 𝑆𝐼𝐼𝐼 = {𝛼, �̇�, ∇𝛼, ∇�̇� } 

 .]60[زیر قابل بیان هستند صورتبه IIIنقدی نوع -روابط ساختاری تئوری گرین

(4-2) 𝝈𝒊𝒋 = 𝝀𝜺𝒌𝒌𝜹𝒊𝒋 + 𝟐𝝁𝜺𝒊𝒋 − 𝜸𝜽𝜹𝒊𝒋 

(4-3) 𝑺 = 𝜷𝜽 + 𝜸𝜺𝒌𝒌 

(4-4) 𝒒𝒊 = −(𝜿
∗𝜷𝒊 + 𝒌�̇�𝒊) 

جایی مشتق مکانی جابه 𝜷𝒊، ضریب هدایت گرمایی 𝒌تغییر دما،  𝜽های لامه، ثابت 𝝁و  𝝀در روابط فوق، 

 است.  آنتروپیتغییرات   𝑺و  دما-مدول تنش 𝜷گرمایی، 

شود؛ که در کنار رابطه تعادل، معادلات میدان حاکم ترکیب روابط ساختاری فوق منجر به رابطه انرژی می

 زیر قابل بیان است. صورتبهنقدی هستند. رابطه تعادل -بر مسئله طبق تئوری گرین

(4-5) 𝝈𝒊𝒋,𝒋 + 𝝆𝒃𝒊 = 𝝆�̈�𝒊 

 به ترتیب تانسور تنش، بردار نیروی حجمی ، چگالی و بردار جابجایی هستند. uو  σ،b  ،ρکه 

 IIIنقدی نوع -معادلات حاکم تئوری گرین -4-2

 پیوستار یک در حاکم میدان معادلات ،IIIنقدی نوع -یافته گرینتعمیم ترموالاستیسیته تئوری طبق

برای یک ماده  داخلی حرارت تولید منبع و حجمی نیروهای غیاب در یجایبهجا و دما برحسب ترموالاستیک

 :است زیر شرح به همگن و همسانگرد
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𝝁𝛁𝟐𝐮 + (𝝀 + 𝝁)𝛁𝛁. 𝐮 − 𝜷𝛁𝑻 = 𝝆�̈� (4-6) 

𝝆𝐜�̈� + 𝜷𝑻𝟎𝛁. �̈� = 𝜿∗𝛁𝟐𝑻 + 𝒌𝛁𝟐�̇� (4-7) 

ظرفیت  cچگالی جرمی،  ρضریب هدایت گرمایی،  kجایی و دمای مطلق هستند. به ترتیب بردار جابه T و uکه 

 است.ثابت ماده  *κهای لامه و ثابت μو  λدمای مرجع،  0Tدما، -مدول تنش βگرمایی ویژه، 

های عددی فرایند حل منجر شود؛ تواند به کاهش پیچیدگیاستفاده از پارامترهای بدون بعد در فرایند حل می

 :انددر نظر گرفته شدهصورت زیر پارامترهای بدون بعد به ،بنابراین

�̂� =
𝐱

𝒍
 (4-8) 

�̂� =
𝒕𝒗

𝒍
 (4-9) 

�̂� =
(𝝀 + 𝟐𝝁)

𝒍𝜷𝑻𝟎
𝐮 (4-10) 

�̂� =
𝜽

𝑻𝟎
=
𝑻 − 𝑻𝟎
𝑻𝟎

 (4-11) 

 طول و سرعت مشخصه هستند.  به ترتیب v و lکه 

 شوند.روابط فوق منجر به روابط بدون بعد زیر می

(4-12) 
�̂�𝒊𝒋 =

(𝝀 + 𝟐𝝁)

𝜷𝑻𝟎
𝜺𝒊𝒋 

(4-13) �̂�𝒊𝒋 =
𝟏

𝜷𝑻𝟎
𝝈𝒊𝒋 

معادلات حاکم بدون بعد برای مواد همگن همسانگرد در غیاب نیروهای حجمی و تولید حرارت داخلی برحسب 

 برای سادگی حذف شده است. ̂شوند. علامت شکل زیر بیان میبه نقدی-طبق تئوری گرین جاییجابهدما و 

𝑪𝒔
𝟐𝛁𝟐𝐮 + (𝑪𝒑

𝟐 − 𝑪𝒔
𝟐)𝛁𝛁. 𝐮 − 𝑪𝒑

𝟐𝛁𝑻 = �̈� (4-14) 

�̈� + 𝝐𝛁. �̈� = 𝑪𝑻
𝟐𝛁𝟐𝑻 + 𝑪𝑲

𝟐𝛁𝟐�̇� (4-15) 

 که
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𝑪𝒑
𝟐 =

𝝀 + 𝟐𝝁

𝝆𝒗𝟐
 

𝑪𝒔
𝟐 =

𝝁

𝝆𝒗𝟐
 

𝑪𝑻
𝟐 =

𝜿∗

𝝆𝒄𝒗𝟐
 

𝑪𝑲
𝟐 =

𝒌

𝝆𝒄𝒍𝒗
 

(4-16) 

pC ،sC و TC همچنین سرعت موج الاستیک اتساعی خالص، موج برشی و گرمایی هستند. به ترتیب KC ، ضریب

 .است دما-کرنش پارامتر ترموالاستیک کوپل ρc(λ+2μ)2β0=Tϵ/ و IIIنقدی نوع -میرایی تئوری گرین

 یافتهبندی المان محدود توسعهفرمول -4-3

، فرم ضعیف معادلات حاکم با استفاده از Γسطح جانبی و  Ω مرز خارجییک جسم ترموالاستیک با برای 

جایی و ابهج آزمونبا استفاده از توابع  . فرم انتگرالی باقیمانده وزنیفرایند باقیمانده وزنی استخراج شده است

 دما استخراج شده است. 

∫ (𝑪𝒔
𝟐𝛁𝟐𝐮 + (𝑪𝒑

𝟐 − 𝑪𝒔
𝟐)𝛁𝛁. 𝐮 − 𝑪𝒑

𝟐𝛁𝑻 − �̈�). 𝜹𝐮 𝐝𝛀
𝛀

= 𝟎       (4-17) 

∫ (�̈� + 𝝐𝜵. �̈� − 𝑪𝑻
𝟐𝜵𝟐𝑻 − 𝑪𝒌

𝟐𝜵𝟐�̇�)𝜹𝑻 𝒅𝜴
𝜴

= 𝟎       (4-18) 

 از اندعبارت، معادلات حاکم به فرم ضعیف جزءجزءبهگیری با انتگرال

(𝜹𝐮. 𝑪𝒔
𝟐𝛁𝐮. 𝐧 + 𝜹𝐮. 𝑪𝒔

𝟐𝛁𝐮𝐓. 𝐧 + 𝜹𝐮. (𝑪𝒑
𝟐 − 𝑪𝒔

𝟐)(𝛁. 𝐮)𝐈. 𝐧 − 𝜹𝐮. 𝑪𝒑
𝟐𝑻𝐈. 𝐧)|

𝚪

−∫ (𝛁𝜹𝐮𝐓: 𝑪𝒔
𝟐𝛁𝐮 + 𝛁𝜹𝐮𝐓: 𝑪𝒔

𝟐𝛁𝐮𝐓

𝐕

+ 𝛁. 𝜹𝐮(𝑪𝒑
𝟐 − 𝑪𝒔

𝟐)𝛁. 𝐮 − 𝛁. 𝜹𝐮𝑪𝒑
𝟐𝛁𝑻 − 𝜹𝐮. �̈�) 𝐝𝛀 = 𝟎       

(4-19) 
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−𝜹𝑻𝑪𝑻
𝟐𝛁𝑻. 𝐧|

𝜞
−𝜹𝑻𝑪𝒌

𝟐𝛁�̇�. 𝐧|
𝜞

+∫ (�̈�𝜹𝑻 + 𝝐𝛁. �̈�𝜹𝑻 − 𝛁𝜹𝑻𝑪𝑻
𝟐. 𝛁𝑻 − 𝛁𝜹𝑻𝑪𝒌

𝟐. 𝛁�̇�) 𝐝𝛀
𝜴

= 𝟎       

(4-20) 

ادلات ضعیف معفرم  در آزمونتوابع  تقریبی جاگذاری فرمنقدی با -حاکم تئوری گرینمعادلات فرم ماتریسی 

 شوند.می حاصلصورت زیر ( به20-4( و )19-4حاکم )

∑

𝒏𝒆

𝒆=𝟏

([
𝐌𝟏𝟏
𝐞 𝟎

𝐌𝟐𝟏
𝐞 𝐌𝟐𝟐

𝐞 ] �̈� + [
𝟎 𝟎
𝟎 𝐂𝟐𝟐

𝐞 ] �̇� + [
𝐊𝟏𝟏
𝐞 𝐊𝟏𝟐

𝐞

𝟎 𝐊𝟐𝟐
𝐞 ] 𝐘 = 𝐅) (4-21) 

ای و شار ، شامل نیروهای گرهF ای است. همچنینهای مجهول گرهجاییبردار جابه Y و هاتعداد المان neکه 

 گرمایی است. 

𝐌𝟏𝟏
𝐞 = ∫ 𝛗𝐓

𝛀𝒆

𝛗 𝒅𝛀 (4-22) 

𝐌𝟐𝟏
𝐞 = ∫ 𝛗𝐭𝐡

𝐓
𝝐

𝛀𝒆

𝐁𝐭𝐡∗ 𝒅𝛀 (4-23) 

𝐌𝟐𝟐
𝐞 = ∫ 𝛗𝐭𝐡

𝐓

𝑽𝒆

𝛗𝐭𝐡𝒅𝛀 (4-24) 

𝐊𝟏𝟏
𝐞 = ∫ 𝐁𝐓𝐃𝐁𝒅𝑽

𝑽𝒆

 (4-25) 

𝐊𝟏𝟐
𝐞 = − ∫ 𝐁𝐭𝐡∗

𝐓
𝑪𝒑
𝟐𝛗𝐭𝐡𝒅𝑽

𝑽𝒆

 (4-26) 

𝐊𝟐𝟐
𝐞 = ∫ 𝐁𝐭𝐡

𝐓
𝑪𝑻
𝟐𝐁𝐭𝐡𝒅𝑽

𝑽𝒆

 (4-27) 

𝐂𝟐𝟐
𝐞 = ∫ 𝐁𝐭𝐡

𝐓

𝑽𝒆

𝑪𝒌
𝟐𝐁𝐭𝐡𝒅𝛀 (4-28) 
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 در روابط فوق،

𝛗 = [
𝝋𝟏 𝟎
𝟎 𝝋𝟏

|
𝝋𝟐 𝟎
𝟎 𝝋𝟐

|
…
…
𝝋𝒏 𝟎
𝟎 𝝋𝒏

] (4-29) 

 

𝝋𝒊 =

{
 
 
 

 
 
 

𝑵𝒊

[𝑵𝒊 𝑵𝒊(𝑯 − 𝑯𝒊)]

[𝑵𝒊 𝑵𝒊𝒔(𝑭𝒋
𝒖 − 𝑭𝒊𝒔 𝒋

𝒖 )]

 

 های معمولیگره

 تابع هویسایدبا  شدهغنیهای گره (4-30)

 نوک ترک شدهغنیهای گره

𝛗𝐭𝐡 = [𝝋𝟏
𝒕𝒉|𝝋𝟐

𝒕𝒉|…𝝋𝒏
𝒕𝒉] (4-31) 

 

𝝋𝒊
𝒕𝒉 =

{
 
 
 

 
 
 

𝑵𝒊

[𝑵𝒊 𝑵𝒊(𝑯 − 𝑯𝒊)]

[𝑵𝒊 𝑵𝒊(𝑭
𝑻 − 𝑭𝒊

𝑻)]

 

 های معمولیگره

 هویسایدبا تابع  شدهغنیهای گره (4-32)

 نوک ترک شدهغنیهای گره

 و

𝐁 = [

𝝋𝟏,𝑿𝟏 𝟎

𝟎 𝝋𝟏,𝑿𝟐
𝝋𝟏,𝑿𝟐 𝝋𝟏,𝑿𝟏

|

𝝋𝟐,𝑿𝟏 𝟎

𝟎 𝝋𝟐,𝑿𝟐
𝝋𝟐,𝑿𝟐 𝝋𝟐,𝑿𝟏

|

…
…
…

𝝋𝒏,𝑿𝟏 𝟎

𝟎 𝝋𝒏,𝑿𝟐
𝝋𝒏,𝑿𝟐 𝝋𝒏,𝑿𝟏

] (4-33) 

𝐁𝐭𝐡 = [
𝝋𝟏,𝑿𝟏
𝒕𝒉

𝝋𝟏,𝑿𝟐
𝒕𝒉

|
𝝋𝟐,𝑿𝟏
𝒕𝒉

𝝋𝟐,𝑿𝟐
𝒕𝒉

|…
𝝋𝒏,𝑿𝟏
𝒕𝒉

𝝋𝒏,𝑿𝟐
𝒕𝒉

] (4-34) 

𝐁𝐭𝐡∗ = [𝝋𝟏,𝑿𝟏
𝒕𝒉 𝝋𝟏,𝑿𝟐

𝒕𝒉 𝝋𝟐,𝑿𝟏
𝒕𝒉 𝝋𝟐,𝑿𝟐

𝒕𝒉 …𝝋𝒏,𝑿𝟏
𝒕𝒉 𝝋𝒏,𝑿𝟐

𝒕𝒉 ] (4-35) 

 ای است.تنسور الاستیک برای حالت کرنش صفحه Dبعلاوه، 

𝐃 = [

𝑪𝒑
𝟐 𝑪𝒑

𝟐 − 𝟐𝑪𝒔
𝟐 𝟎

𝑪𝒑
𝟐 − 𝟐𝑪𝒔

𝟐 𝑪𝒑
𝟐 𝟎

𝟎 𝟎 𝑪𝒔
𝟐

] (4-36) 

قرار گرفته  مورداستفاده( 31-4زمانی در حل معادلات ) گیریانتگرالروش نیومارک برای مشابه فصل قبل، 

 است.
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 نتایج -4-4

نقدی در حالات مختلف -یک محیط محدود دارای ترک تحت شوک گرمایی گرینن بخش با بررسی ای

شود. تغییرات قیقات دیگر مقایسه میبا تح IIIنقدی -گیرد و در حالت خاص تئوری گرینمورد مطالعه قرار می

با نتایج تئوری  IIنقدی-گرینای تحت شوک گرمایی زمانی ضرایب شدت تنش در صفحه دارای ترک لبه

 شود.لیندزی مقایسه می-شولمان و گرین-کلاسیک ترموالاستیسیته، لرد

های دما و تنش بر تاریخچه زمانی ضرایب شود. اثر موجبعلاوه، توزیع دما با نتایج تحلیلی نیز مقایسه می

 اند.قرار گرفته موردبحث دقتبهج هستند که بخش نتای ترینمهمشدت تنش و توزیع دمای نوک ترک از 

 تحت شوک دمایی متقارن Iترک مود  -4-4-1

در نظر  ،2-3جدول یک صفحه دارای ترک از جنس بیسموت با خواص مکانیکی و گرمایی ارائه شده در 

در نظر گرفته شده است. همچنین  H=40 mm، ارتفاع W=10 mmصفحه دارای عرض گرفته شده است. 

 ای بر مسئله حاکم باشد. طول نسبیکافی بزرگ در نظر گرفته شده تا شرایط کرنش صفحه اندازهبهضخامت 

 v=1000 m/secو  l= 0.01 mبه ترتیب  طول و سرعت مرجعدر نظر گرفته شده است.  a/W=0.5ترک نیز 

حدود  K 3.5از  . طبق نتایج آزمایشگاهی، سرعت موج گرما در بیسموت در دمای کمتراندشدهدر نظر گرفته 

m/sec780   صفحه بدون قیدهای مکانیکی و نیز در دمای اولیه ]59[تخمین زده شده است .K 3.5  .قرار دارد

 کاهش ناگهانی دما برای وجه دارای ترک، مطابق زیر فرض شده است.

(4-37) 𝛥𝑇(0, 𝑡) = −0.2 𝐻(𝑡)K 

ای و المان مستطیلی چهار گره 101×401 مدل المان محدود توسعه یافته صفحه شامل مش یکنواخت

های مدل بر اساسدر فضای بدون بعد در نظر گرفته شده است. دمای نوک ترک  004/0گام زمانی برابر با 

( 1-4شکل ) شولمان جهت مشاهده تغییرات دمای نوک ترک در-نقدی و تئوری لرد-مختلف تئوری گرین

با نتایج روش  IIIنقدی نوع -نشان داده شده است. بعلاوه، دمای نوک ترک با در نظر گرفتن تئوری گرین



 

56 

 

های زمان رسیدن جبهه موج دهندهنشان، (1-4شکل ) مقایسه شده است. خطوط عمودی در ]19[تحلیلی 

افتد. نتایج روش تحلیلی اتفاق می t=0.641و  t=0.21های تنش و دما به نوک ترک است که به ترتیب در زمان

ناپیوستگی بزرگتر برای موج دما در  و t=0.21وجود یک ناپیوستگی کوچک محدود برای موج تنش در زمان 

قابل  وضوحبه. در روش عددی ناپیوستگی ]19[کند می تائیددما را -در اثر کوپلینگ کرنش t=0.641زمان 

در مقایسه با  IIIو  IIنقدی نوع -های گرینتئوری بر اساسملاحظه نیست. تغییرات زمانی دمای نوک ترک 

 متفاوت است. کاملاًشولمان -( و لردIنقدی نوع -های کلاسیک ترموالاستیسیته)گرینتئوری

 

 GNو  LS ،CTEهای تئوری بر اساسزمانی دمای نوک ترک تاریخچه  

 

رما به سطوح ترک، دمای سرعت موج گرما از تنش کمتر است با رسیدن موج گ کههنگامیدر حالت خاص، 

نشان داده شده است. همچنین نقش  ]19[رسد؛ که این امر در حالت کلی در نوک ترک به مقدار خود می

 III نقدی-سیدن موج تنش در تئوری گرینکرنش بر تغییرات دمایی نوک ترک ناشی از ر-جمله کوپلینگ دما

 نشان داده شده است.

نشان  (2-4شکل ) شولمان در-نقدی و لرد-های گرینطبق تئوری Iتغییرات زمانی ضریب شدت تنش مود 

به دلیل سرعت نامحدود  Iنقدی نوع -داده شده است. در ابتدای شوک گرمایی، ضریب شدت تنش تئوری گرین

 کهدرحالییابد. افزایش می t=0.21موج گرما از صفر شروع شده و تا رسیدن موج گرما به نوک ترک در زمان 
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یابد. نرخ رشد پس از رسیدن موج تنش به نوک ترک افزایش می Iدیگر ضریب شدت تنش مود  هایدلدر م

و موج گرما در زمان  t=0.63پس از رسیدن بازتاب موج تنش به نوک ترک در زمان  Iضریب شدت تنش مود 

t=0.64 یابد.کاهش می 

 

 نقدی-گرین ای تحت شوک گرماییبرای ترک لبه Iتاریخچه زمانی ضریب شدت تنش مود  

 

𝐶𝑘با  IIIطبق تئوری نوع  I، استقلال دامنه ضریب شدت تنش مود (3-4شکل )در 
2 = و در نظر  0.05

داخل  شدهغنیهای گرفتن سه انتگرال دامنه دایروی متفاوت مورد بررسی قرار گرفته است. هر دامنه المان

های ازای دامنه هب Iشود. تاریخچه زمانی ضریب شدت تنش مود مرکز نوک ترک را شامل می هیک دایره ب

ر دمتفاوت جهت بررسی حساسیت مش  تعداد المانمش یکنواخت با  ،ثابت است. همچنین تقریباًمختلف 

 یگام زمان یرتاث ین،علاوه بر ا قرار گرفته است. مورداستفاده( 4-4شکل )ر د Iاستخراج ضریب شدت تنش مود 

 یبررس (6-4شکل )و تاثیر گام زمانی بر دمای نوک ترک در ( 5-4در شکل ) Iشدت تنش مود  یببر ضر

 یزمان یهاگام یبرا Iمود و دمای نوک ترک شدت تنش  یبضر یزمان ییراتتغ یج،است. با توجه به نتاشده

 ست.شده ا عدببیزیر  ا فاکتوردر این مورد و موارد بعدی، ضریب شدت تنش باست.  یکسان یبامختلف تقر

(4-38) 𝑲𝟎 = 𝜷𝑻𝟎√𝒍 
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با  IIIع نقدی نو-گرین متقارن طبق تئوری کنش برای ترک افقی تحت شوک گرماییاستقلال دامنه انتگرال برهم 
𝐶𝑘
2 = 0.05 

 

  III نقدی نوع -برای ترک افقی تحت شوک گرمایی طبق تئوری گرین Iحساسیت مش ضریب شدت تنش مود  
𝐶𝑘با 

2 = 0.05 
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 IIIنقدی نوع -برای ترک افقی تحت شوک گرمایی طبق تئوری گرین Iضریب شدت تنش مود  تاثیرگام زمانی بر 
𝐶𝑘با 

2 = 0.05 

 

   IIIنقدی نوع -برای ترک افقی تحت شوک گرمایی طبق تئوری گرین Iتاثیر گام زمانی بر دمای نوک ترک مود  

𝐶𝑘با 
2 = 0.05 

 

 اثر ضریب میرایی بر ضریب شدت تنش -4-4-2

اوت های ترموالاستیسیته متفنقدی با دیگر تئوری-نقش ضریب میرایی در فرم بدون بعد در تئوری گرین
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است. در این مثال، اثر ضریب میرایی برای یک صفحه دارای ترک با مشخصات مثال قبل، تحت شوک دمایی 

ل، دمای نوک ترک و و شار گرمایی مورد مطالعه قرار گرفته است. در مسئله شوک دمایی همانند مثال قب

نشان داده شده ( 6-4شکل )و  (5-4شکل )، به ترتیب در kCبه ازای مقادیر مختلف  Iضریب شدت تنش مود 

 است.

 

 IIIنقدی نوع -اثر ضریب میرایی بر دمای نوک ترک تئوری گرین 

 

 در شوک دمایی Iاثر ضریب میرایی بر ضریب شدت تنش مود  

 

ارائه شده ( 6-4شکل )برای مقادیر مختلف ضریب میرایی در  Iتاریخچه زمانی ضریب شدت تنش مود 

بیشتری رخ  تأخیرو با  یافتهکاهش I، بیشینه ضریب شدت تنش مود است. با افزایش مقدار ضریب میرایی

 دهد.می
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حاکم بر بسیاری از  تری از شرایط مرزی گرماییاز طرف دیگر، شوک ناگهانی شار گرمایی مدل مناسب

بدون بعد به لبه دارای ترک  در فضای �̂�𝟎 = -0.05 H(t)کاربردهای مهندسی است. در این موارد شار یکنواخت 

 اعمال شده است.( 7-4شکل )نشان داده در ای از جنس بیسموت صفحه

 

 ای تحت شوک شار گرماییهندسه و بارگذاری صفحه دارای ترک لبه 

 

 شود.بعد طبق رابطه زیر تعریف میشار گرمایی بدون 

(4-39) �̂� =
𝐪

𝝆𝒄𝒗𝑻𝟎
 

جایی ، شار گرمایی تابعی خطی از گرادیان جابهIIIنقدی نوع -تئوری گرین گرماییطبق رابطه ساختاری شار 

 گرمایی و گرادیان دما است.

(4-40) 𝐪 = −𝜿𝛁𝜶− 𝒌𝛁𝑻 

 زیر است. صورتبهجایی گرمایی است. معادله ساختاری شار گرمایی برحسب دما ، جابهαکه  

(4-41) �̇� = −𝜿𝛁𝑻 − 𝒌𝛁�̇� 

 زیر است. صورتبه IIIنقدی نوع -بعد تئوری گرینبنابراین، شرط مرزی گرمایی بی
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(4-42) 𝑪𝑻
𝟐𝜵𝑻 + 𝑪𝒌

𝟐𝜵�̇�|
𝒙𝟏=𝟎

= −𝟎. 𝟎𝟓 𝜹(𝒕) 

در نظر گرفته شده  Δt=0.004ای و گام زمانی المان چهار گره 101×405، تابع دلتای دیراک است. مش δکه 

به ازای  IIIنقدی نوع -تئوری گرین بر اساس Iاست. تاریخچه زمانی دمای نوک ترک و ضریب شدت تنش مود 

نشان داده شده است. برخلاف شوک  (9-4شکل )و  (8-4شکل )مقادیر مختلف ضریب میرایی به ترتیب در 

ه ازای مقادیر انتخابی ضریب میرایی به هم نزدیک ب Iدمایی، مقادیر دمای نوک ترک و ضریب شدت تنش مود 

 هستند.

 

 گرمایی شار تحت شوک IIIنقدی نوع -اثر ضریب میرایی بر دمای نوک ترک تئوری گرین 

 

 نقدی تحت شوک شار گرمایی-گرینتئوری  Iاثر ضریب میرایی بر ضریب شدت تنش مود  
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 ترک مورب تحت شوک دمایی -4-4-3

بیسموت با  از جنس در صفحه 1xنسبت به محور  α=30و زاویه  0.5W/a=ای به طول ترک مورب لبه

-4شکل )مفروض است. تغییر ناگهانی دما به لبه دارای ترک مطابق  2-4-4استفاده شده در بخش مشخصات 

 شولمان در-نقدی با تئوری لرد-های گرینمدل بر اساسشود. تاریخچه زمانی دمای نوک ترک اعمال می( 10

ه تاریخچ مقایسه شده است. در ابتدای اعمال شوک گرمایی تا رسیدن موج تنش به نوک ترک،( 11-4شکل )

 شولمان مشابه هستند. -نقدی و تئوری لرد-های تئوری گرینزمانی مدل

 

 حه دارای ترک موربهندسه و بارگذاری صف 

 

 شولمان-نقدی و لرد-های گرینتئوری بر اساستاریخچه زمانی دمای نوک ترک  
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شولمان نزدیک -نقدی و تئوری لرد-تئوری گرین Iپس از رسیدن موج گرما به نوک ترک، دمای مدل 

 دو برابر مقدار شرط مرزی گرمایی در این مثال است. تقریباًدو مدل دیگر  کهدرحالیهستند 

تاریخچه زمانی ضریب شدت تنش مود مختلط، ضریب شدت  به ترتیب( 13-4شکل )و  (12-4شکل )در 

شولمان -و نیز تئوری لرد IIIو  IIهای نشان داده شده است. تاریخچه ضریب شدت تنش مدل IIو  Iتنش مود 

یکسان هستند که موجب افزایش ضریب شدت تنش تا مقدار بیشینه خود تا رسیدن موج گرما به نوک ترک 

 های ترموالاستیسیتهدرصد از مقادیر تئوری 60 تقریباً IIIو مدل  100 تقریباً IIشود. مقدار بیشینه در مدل می

 شولمان بیشتر است.-و لرد کلاسیک

 

  نقدی-شولمان و گرین-های کلاسیک ترموالاستیسیته، لردطبق تئوری Iتاریخچه زمانی ضریب شدت تنش مود  
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-شولمان و گرین-های کلاسیک ترموالاستیسیته، لردتئوری بر اساس IIتاریخچه زمانی ضریب شدت تنش مود  
 نقدی 

 

نقدی در -تئوری گرین IIIو  IIهای طبق مدل مستطیلی توزیع دما در صفحهمقایسه ، (14-4شکل )در 

برای  ویژهبهعایق بودن وجوه ترک و سرعت محدود موج گرما  .است شدهارائه  t=0. 50, 0.70و  1 هایزمان

شود که قابل مشاهده است. بعلاوه، موج گرمای ثانویه )ناحیه سرد( روی لبه ترک ایجاد می وضوحبه IIمدل 

تداخل موج گرمای بازتاب شده از ممکن است دما در آن ناحیه از شرط مرزی گرمایی اعمال شده کمتر باشد. 

 گرمای ثانویه مسیر موج شود.وجوه ترک با موج گرمای اولیه گذرنده از نقاط بالاتر باعث ایجاد این ناحیه می

 میرا شود.موج شود تا رسد و بازتاب میکند و به نوک ترک میترک را دنبال می
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                     )چپ(.  IIراست( و نوع ) IIIنقدی نوع -گرینتئوری  بر اساستوزیع دمای نزدیک نوک ترک  

(a)t=0.4, (b) t=0.6, (c) t=0.8 

 

(GN III, c) 

(GN III, b) 

(GN III, a) 

(GN II, c) 

(GN II, b) 

(GN II, a) 



 

67 

 

 

 

 

 

 

    

   : 5 فصل

حل معادلات المان محدود توسعه یافته در 

 فضای لاپلاس
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 مقدمه -5-1

مسائل کوپل ترموالاستیسیته، گرادیان زمانی در حالت کلی با استفاده از الگوریتم تفاضل محدود گسسته در 

بد. در یااز مقدار اولیه تا رسیدن به پاسخ نهایی ادامه می گامبهگام صورتبهشود. سپس حل مسئله سازی می

یداری عددی و نیز سرعت همگرایی بالا شود. انتخاب شود که منجر به پا ایگونهبهاین شرایط، نمو زمانی باید 

شود که در این موارد، های فوق منجر به صرف زمان و هزینه بیشتر در رسیدن به پاسخ مسئله میمحدودیت

 دیگر حل معادلات المان محدود توسعه یافته در فضای لاپلاس است. مؤثرفرایند 

رفته شده یک ماده کامپوزیت با هندسه از طرف دیگر در مسائل مختلف ممکن است هندسه در نظر گ

حت استاتیکی یا دینامیکی، ت-نامنظم تحت بارگذاری مکانیکی و گرمایی وابسته به زمان، تحت شرایط شبه

شرایط ترموالاستیکی کوپل یا غیرکوپل و دارای سرعت محدود یا نامحدود موج گرما باشد. در چنین شرایطی 

 مستقیم محاسبه شود. صورتبهتواند پاسخ گذرا در هر لحظه می

مزایای استفاده از روش تبدیل لاپلاس در حل مسائل ترموالاستیک، منجر به استفاده گسترده از این روش 

های گرمایی و مکانیکی طبق مطالعه موج، ]26[حسینی و ابوالبشری در حل مسائل ترموالاستیک شده است. 

را ارائه کردند. معادلات حاکم با اعمال تبدیل لاپلاس، در های تحلیلی نقدی با استفاده از روش-تئوری گرین

اند و سپس با استفاده از روش تبدیل لاپلاس معکوس عددی به ها حل شدهفضای لاپلاس با استفاده از سری

، روشی برای حل مسائل ترموالاستیک دینامیکی ]61[چن و ونگ اند. همچنین، فضای زمان نگاشت شده

ر این روش محاسبات المان محدود در فضای لاپلاس صورت گرفته و حل نهایی با استفاده پیشنهاد کردند که د

عددی به فضای زمان نگاشت شده است. در این تحقیق از فرم متحد معادلات  معکوس از روش تبدیل لاپلاس

 استفاده شده است. شولمان-لیندزی و لرد-تئوری گرین حاکم

 اعمال تبدیل لاپلاس -5-2

( با توجه به صفر بودن شرایط اولیه مسئله، منجر به رابطه زیر در 21-4لاپلاس بر رابطه )اعمال تبدیل 

 شود.فضای لاپلاس می
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(5-1) ([
𝐌𝟏𝟏
𝐞 𝟎

𝐌𝟐𝟏
𝐞 𝐌𝟐𝟐

𝐞 ] 𝑠
2 + [

𝟎 𝟎
𝟎 𝐂𝟐𝟐

𝐞 ] 𝑠 + [
𝐊𝟏𝟏
𝐞 𝐊𝟏𝟐

𝐞

𝟎 𝐊𝟐𝟐
𝐞 ]) 𝒀(𝑠) =

1

𝑠
𝑭 

 شود.به فضای زمان نگاشت می ]62[نتایج رابطه فوق با استفاده از روش تبدیل لاپلاس معکوس عددی 

 تبدیل لاپلاس معکوس عددی -5-3

ای دارد و استفاده از تبدیل لاپلاس معکوس عددی تبدیل انتگرالی لاپلاس در علوم مهندسی کاربرد گسترده

های . روش]62 [اهمیت آن است دهندهنشاندر بسیاری از تحقیقات جهت حل معادلات دیفرانسیل و انتگرالی، 

به های فوریه های موجود، تقریب سریتبدیل لاپلاس معکوس عددی وجود دارد. از میان روشمتعددی جهت 

ه در های فوریقرار گرفته است. روش بسط سری موردتوجههای دیگر سادگی و دقت بالاتر نسبت به روش علت

ود این روش را بهبود نیز در مطالعات خ ]64 [قرار گرفت. دورباین مورداستفاده ]63 [ابتدا توسط دابنر و ابیت

 بخشید.

ش منظور افزایکه به انددهی مختلفی در مطالعات خود استفاده کردههای شتابمحققین بسیاری از روش

از فضای لاپلاس به زمان،  f̃(s)گیرند. جهت نگاشت تابع قرار می مورداستفادههای فوریه سرعت همگرایی سری

شوند جمله تقریب زده می Nنهایت جمله با شود و سپس این بیده مینهایت جمله استفاهای فوریه با بیاز سری

دهی منجر به کاهش قابل های شتابشود. برخی از روشدر محاسبات می تجمعیکه موجب ایجاد خطای 

به انتخاب پارامترهای دلخواه در نتایج بستگی دارد. یکی  هاآنشوند، اما اثربخشی می تجمعیملاحظه خطای 

است. در این حالت انتخاب  2تجمعی و 1سازیهای ارائه شده، وابستگی خطاهای گسستهدیگر از معایب روش

صورتی که باعث کاهش یک خطا شود، باعث افزایش خطای دیگر و حتی میل کردن خطا پارامترهای آزاد به

تصحیح پیشنهاد شده است که در آن، -شود. جهت رفع این مشکل روش پیشگویییی( مینهایت )واگرابه بی

شود کاهش یابد. البته دقت این روش  تجمعیتواند بدون اینکه موجب افزایش خطای سازی میخطای گسسته

                                                 
 1Discretization Error 

 2Accumulative Error 
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رامترهای تعیین پا ]62 [نیز به انتخاب پارامترهای آزاد بستگی دارد. در روش ارائه شده توسط هانیگ و هیردس

 شود.های دیگر میصورت بهینه، موجب دقت بالاتر نسبت به روشآزاد به

 روش دورباین -5-3-1

 شوند.( بیان می2-5صورت رابطه )و معکوس آن به f(t)تبدیل لاپلاس تابع حقیقی 

f̃(s) = ℒ{f(t)} = ∫ e−stf(t)dt
∞

0

 الف(-5-2) 

f(t) = ℒ−1{f̃(s)} =
1

2πi
∫ f̃(s)estds
v+i∞

v−i∞

 ب(-5-2) 

sشکل مختلط متغیر استاندارد تبدیل لاپلاس به sدر روابط بالا،  = v + 𝑖w  .استs  باید برای تابع f̃(s)ای گونهبه

بزرگتر باشد. تبدیل لاپلاس معکوس عددی با f̃(s) های تابع از قسمت حقیقی تمام تکین vانتخاب شود که 

 شود.شکل زیر محاسبه میب( به-2-5رابطه )

(5-3) f(t) =
evt

π
∫ [Re{f̃(s)} coswt − Im{f̃(s)} sinwt]dw
∞

0

 

h(t)( و بسط سری فوریه 3-5با استفاده از رابطه ) = e−vtf(t)  0]در بازه, 2T] یک رابطه تقریبی ،

 آید.دست میصورت زیر بهبه

(5-4) 

f(t) =
evt

T
[−
1

2
Re{f̃(s)}

+∑Re {f̃ (v + i
nπ

T
)} cos

nπ

T
t

∞

n=0

−∑Im{f̃ (v + i
nπ

T
)} sin

nπ

T
t

∞

n=0

] 

−Er1(v, t, T)  

,Er1(vکه در آن،  t, T) شود.( بیان می5-5رابطه )شکل سازی نام دارد که بهخطای گسسته 
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(5-5) Er1(v, t, T) = ∑e−2nvTf(2nT + t)

∞

n=1

 

اندازه کافی بزرگ، کاهش یابد. به vتواند با انتخاب سازی می( خطای گسسته5-5با توجه به رابطه )

 شود.صورت زیر بیان میبه تجمعیخطای 

Er2(N, v, t, T) =
evt

T
( ∑ Re

∞

n=N+1

{f̃(v

+ i
nπ

T
} cos

nπ

T
t− ∑ Im{f̃(v + i

nπ

T
)} sin

nπ

T
t

∞

n=N+1

) 

(5-6) 

 شود.در روش دورباین با استفاده از رابطه زیر تخمین زده می f(t)، مقادیر تابع درنهایت

(5-7) 

fN(t) =
evt

T
[−
1

2
Re{f̃(v)}

+∑{Re {f̃ (v + i
nπ

T
)} cos

nπ

T
t − Im {f̃ (v + i

nπ

T
)} sin

nπ

T
t}

N

n=0

] 

 کنندهسازی با استفاده از یک روش تصحیحکاهش خطای گسسته -5-3-2

سازی را کاهش داد. توان خطای گسستهبزرگ، می vT ضربحاصل( و با انتخاب 5-5با توجه به رابطه )

خطای  کننده،تصحیح شود. روشمی تجمعیخطای  بزرگ موجب واگرایی vT(، 6-5اما با توجه به رابطه )

 دهد.، کاهش میتجمعیسازی را بدون افزایش خطای گسسته

 است.صورت زیر (، تخمین مقدار تابع در روش دورباین، به7-5( و )4-5با توجه به رابطه )

f(t) = f∞(t) − Er1(v, t, T) (5-8) 

 .کندکننده از رابطه تقریبی زیر استفاده میروش تصحیح
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f(t) = f∞(t) − e
−2vTf∞(2T + t) − Er2(v, t, T) (5-9) 

,Er1(vسازی خطای گسسته t, T)،  تجمعیاز خطای Er2(v, t, T)  با فرض  .]62[بسیار کوچکتر است

 شود.صورت زیر بیان میکننده بهدر روش تصحیح f(t)(، رابطه تقریبی تخمین 6-5) تجمعیخطای 

(5-10) fNK(t) = fN(t) − e
−2vTfN0(2T + t) 

 شتاب همگرایی -5-3-3

ماکزیمم و روش -، روش مینیممεدهی الگوریتم ، سه روش شتاب]62 [در مطالعه هانیگ و هیردس

ماکزیمم در -و روش مینیمم ε، الگوریتم 1غیریکنوا fN(t)هستند. برای  استفادهقابلمبتنی بر برازش منحنی 

دهند. اما در مواردی چون تبدیلات اویلر توابع ای افزایش میطور قابل ملاحظهحالت کلی نرخ همگرایی را به

 توجهابلقشوند. روش مبتنی بر برازش منحنی در این حالت موجب بهبود می قبولقابلیکنوا منجر به نتایج غیر 

 شود.نتایج می

(5-11) cK =
evt

T
[Re {F (v + i

nπ

T
)} cos

nπ

T
t − Im {F (v + i

nπ

T
)} sin

nπ

T
t]    K = 0, 1, 2, … 

 شود.در روش مبتنی بر برازش منحنی، مقدار تابع با استفاده از رابطه زیر تخمین زده می

(5-12) fN(t) =
1

2
c0 +∑ cK

N

K=1

 

                                                 
1 Non-Monotonous 
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 نتایج -5-4

در نظر  1-4-4سه و خواص ماده استفاده شده در بخش یک صفحه دارای ترک با هنددر این بخش، 

از مش قرار گرفته است.  مورداستفاده( 42-4شرط مرزی گرمایی مسئله طبق رابطه ) گرفته شده است.

 جهت مسئله استفاده شده است.004/0المان مستطیلی و گام زمانی  101×401یکنواخت 

 در نظر گرفته شده است. 5×11ها در حالت دوم تعداد المان

 کامپیوتر متوقف شده است. کمبود حافظهلای محاسبات و در هر دو حالت حل مسئله به دلیل حجم با

 نشان داده شده است. (2-5)و  (1-5) هایدر شکل ی دو حالت فوق،متن خطا

 

 

 المان 101×401متن خطای روش لاپلاس معکوس عددی با مش  
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 المان 5×11با مش  متن خطای روش تبدیل لاپلاس معکوس عددی 
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 : 6 فصل

 و پیشنهادها گیرینتیجه
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  گیرینتیجه -6-1

تحت شوک گرمایی با در نظر گرفتن تئوری  ایستا یب شدت تنش ترکاضر ،نامهپایاندر این 

افته یروش المان محدود توسعه تعیین شده است.در یک محیط محدود دوبعدی نقدی -گرینترموالاستیسیته 

 قرار گرفته است. مورداستفادهنش کنش جهت استخراج ضریب شدت تسازی ترک و انتگرال برهمبرای مدل

-گرین شولمان،-های ترموالاستیسیته مانند لردنقدی با سایر تئوری-های متعدد نتایج تئوری گریندر مثال

لیندزی و کلاسیک مقایسه شده است. اثر ضریب میرایی بر توزیع دمای نوک ترک و ضریب شدت تنش مورد 

ه و نیز حساسیت مش بر نتایج مورد بررسی قرار گرفته است. بررسی قرار گرفته است.  اثر استقلال از دامن

  بخشی از نتایج تحقیق حاضر به شرح زیر قابل بیان هستند.

که است  نقدی یک موج مستطیلی-گرینتئوری  IIمدل  بر اساستغییرات زمانی دمای نوک ترک  .1

انون شده توسط ق بینیبه توزیع دمای پیشهای ترموالاستیسیته متفاوت است و با سایر تئوری

 شود.فوریه همگرا نمی

برای ترک تحت شوک دمایی قبل از رسیدن موج گرما به نوک ترک، تاریخچه زمانی ضریب شدت  .2

شولمان است. قله ضریب شدت تنش تئوری -مشابه مدل لرد IIIو  IIنقدی-تنش تئوری گرین

ضریب شدت تنش  همچنین است.بزرگتر  توجهیقابل طوربههای دیگر از مدل IIIو  IIنقدی-گرین

 شود.موج گرما به نوک ترک بیشینه میبا رسیدن 

به ازای ضرایب میرایی بزرگتر تحت شوک  Iقله ضریب شدت تنش مود III در تئوری گرین نقدی .3

تحت شوک  Iتوزیع دما و ضریب شدت تنش مود  کهدرحالیافتد. می تأخیرو به  یافتهکاهشدمایی 

 ضرایب میرایی مختلف تغییر چندانی ندارد.شار گرمایی به ازای 

گیرد؛ یک ناحیه سرد متحرک در طول مسیر مسیر ترک قرار می تأثیرتوزیع دما تحت  کههنگامی .4

 شود که ممکن است دما در آن ناحیه از شرط مرزی گرمایی اعمال شده کمتر شود.ترک ایجاد می
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 پیشنهادها -6-2

 " هو سازجهت درک بهتر رفتار ترک  " نقدی-گرینبررسی رشد ترک با در نظر گرفتن تئوری 

 "محاسبه ضرایب شدت تنش با در نظر گرفتن تئوری گرین-( نقدی برای مواد تابعیFGM)"  جهت

از این مواد و نیز مقایسه این  روزافزوندرک رفتار مواد تابعی در مقابل ترک با توجه به استفاده 

 مواد با مواد همگن و همسانگرد

 "و خواص مکانیکی و گرمایی  نقدی-شدت تنش با در نظر گرفتن تئوری گرین محاسبه ضرایب

 تر رفتار ماده و مقایسه آن با حالت خواص ثابتبینی دقیقجهت داشتن پیش " دماوابسته به 

 "با استفاده از نتایج روش المان محدود توسعه یافته جهت  " ایاستخراج توابع وزنی ترک لبه

 استقلال تعیین ضرایب شدت تنش از هندسه و بارگذاری
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 الفپیوست 

 ساکن در محیط ایزوتروپیک همگن نوک ترک حوزه های کمکیمیدان

 هامیدان. این های مجانبی نوک ترک هستندمیدان جابجایی کمکی اطراف نوک ترک، های تنش ومیدان

 صورتبهترک ایستا در مختصات محلی نوک ترک  Iهای کمکی مد میدان اند.ارائه شده ]65[توسط ویلیامز 

 ] :66[زیر هستند 

𝜎1 (1-الف)
𝑎𝑢𝑥 =

𝐾𝐼
𝑎𝑢𝑥

√2𝜋𝑟
cos (

𝜑

2
) [1 − 𝑠𝑖𝑛 (

𝜑

2
) 𝑠𝑖𝑛 (

3𝜑

2
)] 

𝜎2 (2-الف)
𝑎𝑢𝑥 =

𝐾𝐼
𝑎𝑢𝑥

√2𝜋𝑟
cos (

𝜑

2
) [1 + 𝑠𝑖𝑛 (

𝜑

2
) 𝑠𝑖𝑛 (

3𝜑

2
)] 

𝜏12 (3-الف)
𝑎𝑢𝑥 =

𝐾𝐼
𝑎𝑢𝑥

√2𝜋𝑟
𝑐𝑜𝑠 (

𝜑

2
) sin (

𝜑

2
) cos (

3𝜑

2
) 

 

 
 

 

 دستگاه مختصات محلی نوک ترک -1-الفشکل 

𝑢1 (4-الف)
𝑎𝑢𝑥 =

𝐾𝐼
𝑎𝑢𝑥

2𝜇𝑇𝑖𝑝
√
𝑟

2𝜋
𝑐𝑜𝑠 (

𝜑

2
) [𝜅𝑇𝑖𝑝 − 1 + 2𝑠𝑖𝑛

2 (
𝜑

2
)] 
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𝑢2 (5-الف)
𝑎𝑢𝑥 =

𝐾𝐼
𝑎𝑢𝑥

2𝜇𝑇𝑖𝑝
√
𝑟

2𝜋
𝑠𝑖𝑛 (

𝜑

2
) [𝜅𝑇𝑖𝑝 + 1 − 2𝑐𝑜𝑠

2 (
𝜑

2
)] 

 .است1کلوسوفضریب 𝜅فوق در روابط 

 :]67[(6-الف)
𝜅 = {

(3 − 𝜈)/(1 + 𝜈)                ایصفحه تنش 

3 − 4𝜈                                 کرنش صفحهای
 

 هستند: قابل بیان زیر صورتبهنیز  IIترک مد  های کمکیمیدان

𝜎1 (7-الف)
𝑎𝑢𝑥 =

−𝐾𝐼𝐼
𝑎𝑢𝑥

√2𝜋𝑟
sin (

𝜑

2
) [2 + 𝑐𝑜𝑠 (

𝜑

2
) cos (

3𝜑

2
)] 

𝜎2 (8-الف)
𝑎𝑢𝑥 =

𝐾𝐼𝐼
𝑎𝑢𝑥

√2𝜋𝑟
sin (

𝜑

2
) 𝑐𝑜𝑠 (

𝜑

2
) cos (

3𝜑

2
) 

𝜏12 (9-الف)
𝑎𝑢𝑥 =

𝐾𝐼𝐼
𝑎𝑢𝑥

√2𝜋𝑟
cos (

𝜑

2
) [1 − 𝑠𝑖𝑛 (

𝜑

2
) 𝑠𝑖𝑛 (

3𝜑

2
)] 

𝑢1 (10-الف)
𝑎𝑢𝑥 =

𝐾𝐼𝐼
𝑎𝑢𝑥

2𝜇𝑇𝑖𝑝
√
𝑟

2𝜋
𝑠𝑖𝑛 (

𝜑

2
) [𝜅𝑇𝑖𝑝 + 1 + 2𝑐𝑜𝑠

2 (
𝜑

2
)] 

𝑢2 (11-الف)
𝑎𝑢𝑥 =

−𝐾𝐼𝐼
𝑎𝑢𝑥

2𝜇𝑇𝑖𝑝
√
𝑟

2𝜋
𝑐𝑜𝑠 (

𝜑

2
) [𝜅𝑇𝑖𝑝 − 1 − 2𝑠𝑖𝑛

2 (
𝜑

2
)] 

های دستگاه مختصات مربوط به مختصات محلی نوک ترک هستند. تنشفوق، های کمکی میدان

 شوند:به دستگاه مختصات محلی تبدیل می با استفاده از روابط زیر سراسری

𝜎1 (12-الف)
𝑔
= 𝜎1

𝑙𝑐𝑜𝑠2𝜔 + 𝜎2
𝑙𝑠𝑖𝑛2𝜔 − 𝜏12

𝑙 sin (2𝜔) 

𝜎2 (13-الف)
𝑔
= 𝜎1

𝑙𝑠𝑖𝑛2𝜔 + 𝜎2
𝑙𝑐𝑜𝑠2𝜔 + 𝜏12

𝑙 sin (2𝜔) 

𝜏12 (14-الف)
𝑔
= 𝜏12

𝑙 cos (2𝜔) + 0.5(𝜎1
𝑙 − 𝜎2

𝑙)sin (2𝜔) 

زاویه بین  𝜔دستگاه مختصات سراسری است.  𝑔دهنده دستگاه مختصات محلی و نشان 𝑙در روابط فوق 

 های مختصات محلی و سراسری است.دستگاه

  

                                                 
1 Kolosov Coefficient 
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Abstract 

In this thesis, a cracked finite isotropic medium under a non-classic thermal shock is studied. 

The fully coupled dynamic thermoelasticity equations based on the Green-Naghdi theory of 

thermoelasticity are considered. The extended finite element method is employed to discrete 

governing equations in the space, and the Newmark scheme is used as the time integration 

method. The stress intensity factors, which are extracted using the interaction integral method, 

are compared with other theories of thermoelasticity. The effect of damping coefficient on the 

time history of stress intensity factors and temperature field is investigated. Furthermore, the 

crack tip temperature distribution, which disturbs the temperature distribution, based on the 

type II and III are compared. The results of a cracked plate under temperature shock 

demonstrated that the stress intensity factors based on thermoelasticity without energy 

dissipation were significantly greater than those based on classic and Lord-Shulman models. 

Whereas, the peak of stress intensity factors under heat flux shock are nearly equal for various 

theories of thermoelasticity.  

 

Keywords 

Stress Intensity Factors (SIFs); eXtended Finite Element Method (XFEM); Thermal shock; 

Green-Naghdi Theory. 
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