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  چکیده

 در بسیاري از جریان هاي غیر هم دما در محیط هاي  بحث پیرامون ویژگی فازهاي سیال و جامد،

 اثر  همچنین وx=0 حاضر اثر تغییر ناگهانی دما در مرز پایان نامهدر . متخلخل بسیار ضروري است

ررسی  نیمه بینهایت مورد ب عدم تعادل حرارتی در یک محیط متخلخلِتولید گرما بر ایجاد شرایطترم 

عدم تعادل حرارتی در حالت گذرا و در وضعیت معادلات انرژي در غیاب جریان سیال، . قرار می گیرد

 معادلات حاکم. ، به عنوان معادلات حاکم مورد استفاده قرار می گیرند در حضور ترم تولید گرمامحلی

 براي محاسبه .استفاده از روش هاي عددي حل شده اندبا شده و سپس  بی بعد در هر فازجزئی 
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 نرخ انتقال حرارت در زمان هاي همچنین براي تست و معتبر سازي نتایجِ. شده استبکار گرفته 

روش اغتشاشات هنگام کار با در . شده استاغتشاشات استفاده تقریبی روش  ،خیلی دور و نزدیک

نرخ انتقال . بکار گرفته شده است که براي حل آن ها روش عددي پرتابی ظاهر می شوندمعادلاتی 

نتایج .  نشان داده شده است در قالب گراف هاي متنوع در وضعیت هاي مختلفحرارت بین فازها

 مهار پس از گذشت زمانیر ناگهانی دما در مرز محیط و اثر ترم تولید گرما  اثر تغی،دنمی دهنشان 

 گرادیان هاي حرارتی هر دو فاز بر اثر ایجاد شرایط تعادل حرارتی محلی در یک مقدار ثابت بر شده و

در این زمان گراف هاي گرادیان حرارتی با یک مقدار ثابت و شیب صفر به . خواهند شدهم منطبق 

و بررسی تغییرات آن ها، نتایج  بی بعدبا تعریف پارامترهاي همچنین . یت حرکت می کنندسمت بینها

  . حرارتیِ فازها حاصل می شود، که به تفضیل آمده است هايمختلفی در رفتار گرادیان
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این برهم کنش ها را کار و گرما . انرژي از طریق برهم کنش هاي سیستم با اطرافش انتقال می یابد

امروزه انتقال گرما در حقیقت موضوعی است مرتبط با سایر علوم و صرفاً بخش جالبی از . می گویند

پدیده هاي انتقال گرما در بسیاري از مسائل صنعتی و محیطی نقش مهمی را . ستعلوم مهندسی نی

هیچ کاربرد ساده اي در زمینه مسائل صنعتی و محیطی نیست که به طریقی با انتقال . ایفا می کنند

در تولید انرژي الکتریکی ناشی از شکافت یا جوش هسته اي، احتراق . گرما سر و کار نداشته باشد

. ، انتقال گرما نقش اصلی را ایفا می کند1 فسیلی و در استفاده از منابع زمین گرماییسوخت هاي

مسائلی در این زمینه شامل فرآیندهاي رسانش، جابجایی و تشعشع هستند و به طراحی وسایلی از 

دغدغه اصلی در اینگونه مسائل این است که . قبیل بویلرها، کندانسرها و توربین ها مربوط می شوند

  . هنگ انتقال گرما به ماکزیمم برسد و ضمناً مواد در دماهاي بالا به صورت مواد اولیه باقی بمانندآ

در ارتباط با طراحی سیستم هایی که از تبدیل انرژي خورشیدي براي گرمایش و تولید انرژي استفاده 

نتقال گرما بر فرآیندهاي ا. می کنند، مسائل انتقال گرمايِ بسیاري پیش روي محققین قرار دارد

عملکرد سیستم هاي پیشران، مانند موتورهاي احتراق داخلی، توربین هاي گاز و موتور جت تاثیر می 

طراحی سیستم هاي گرمایش هوا و آب در طراحی کوره هاي زباله سوز و وسایل ذخیره . گذارند

بوع و بسیاري ، خنک کردن وسایل الکترونی، طراحی سیستم هاي سرمایشی و تهویه مط2کریورژنیک

انتقال گرما با آلودگی آب و هوا . از فرآیندهاي ساخت و تولید، مسائل انتقال گرما نقش عمده اي دارند

  . نیز ارتباط دارد و بر آب و هواي محلی و جهانی تاثیر می گذارد

انتقال حرارت رسانشی به انتقال انرژي ناشی از شیب دما در یک محیط گفته می شود و مکانیزم 

این نوع انتقال گرما با قانون معروف فوریه بیان . زیکی آن از نوع فعالیت هاي اتمی یا مولکولی استفی

. می شود و براي استفاده از این قانون در تعیین شار گرما باید تغییرات دما در محیط معلوم باشد

 را از اصول اولیه قانون فوریه اساس انتقال گرماي رسانشی است، با این مشخصه مهم که نمی توان آن

بدست آورد، بلکه تعمیمی مبتنی بر گواه آزمایشی است و همچنین عبارتی است که یکی از خواص 
                                                
1 Geothermal 
2 Cryogenic 
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این قانون یک عبارت برداري است که نشان می . مهم ماده یعنی رسانندگی گرمایی را تعریف می کند

  .دهد شار گرما بر سطح تک دما عمود بوده و در جهت کاهش دما است

. گرمایی در محیط هاي متخلخل یکی از مباحث مهم در زمینه علوم انتقال حرارت استرسانش 

در نیم . دمیدان تحقیقاتی جدایی را در سه دهه قبل بوجود آوردر این زمینه مطالعه انتقال حرارت 

انتقال حرارت و بطور کلی . افراد زیادي بر روي اصول محیط هاي متخلخل کار کرده اندقرن گذشته 

جایی جرم توسط یک سیال در یک محیط متخلخل شاخه اي از علوم مکانیک سیالات است که جاب

ریان یافته و باعث انتقال جزمینی زیر متخلخل لایه هاي سیال در . صنعتی فراوانی داردکاربردهاي 

 این انتقال انرژي در محیط متخلخل در صنایع زمین گرمایی. جرم و انرژي در بین این مواد می گردد

 از مباحث  نسبت به انتقال جرممتخلخلهاي انتقال حرارت در محیط  .و نفت بسیار پر اهمیت است

بررسی انتقال حرارت در محیط هاي متخلخل براي تحلیل و طراحی  . جدیدتر به حساب می آیدنسبتاً

 مواد با در سیستم هاي عایق کاري،.  اهمیت بیشتري پیدا کردانواع کاتالیزورها و عایق هاي حرارتی

این سیستم . رسانندگی کم با هم ترکیب شده و مواد با رسانندگی گرمایی کمتر را بوجود می آورند

رسانندگی گرمایی موثر به رسانندگی . هاي متخلخل با رسانندگی گرمایی موثر مشخص می شوند

گرمایی و خواص تشعشعی سطح ماده جامد و همچنین به ماهیت و کسر حجمی فضاي حفره اي 

بحث پیرامون انتقال حرارت در محیط هاي متخلخل و کاربرد فراوان آن نیاز به ذکر . بستگی دارد

  .جزئیات دقیق تر دارد که در فصل هاي این پایان نامه به آن اشاره می شود

هدف این پایان نامه بررسی انتقال حرارت هدایتی در محیط هاي متخلخل است، هنگامی که بطور 

در این فصل مقدمه اي کوتاهی پیرامون اهمیت . ا نیز در این محیط رخ می دهدهمزمان تولید گرم

فصل دوم اختصاص به اساس محیط هاي . انتقال حرارت، مخصوصاً در محیط هاي متخلخل بیان شد

در فصل . متخلخل دارد و در آن به تشریح اصول و قوانین حاکم در این محیط ها پرداخته شده است

در فصل . اربردهاي مهم محیط هاي متخلخل همراه با توضیح کامل ارائه شده استسوم دو نمونه از ک

چهارم منابع مرتبط و تحقیقات انجام شده توسط محققین مرور شده و در حد توان مقالات مرتبط با 
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در فصل پنجم روش هاي مورد استفاده در حل عددي و تقریبی . موضوع پایان نامه بررسی شده اند

. این روش ها براي حل معادلات حاکم در محیط متخلخل مورد نظر ارائه شده است. دتشریح شده ان

در فصل ششم این پایان نامه مراحل بی بعد سازي، ساده سازي و حل عددي معادلات انرژي در حالت 

در این فصل عدم تعادل حرارتی، تنها ناشی از تغییر ناگهانی دما در . عدم تعادل حرارتی آمده است

همچنین کلیه نتایج حل عددي در قالب گراف هاي متنوع ارائه . ک محیط متخلخل می باشدمرز ی

. اعتبارسنجی نتایج حل عددي در زمان هاي زود و دیر نیز در این فصل ارائه شده است. شده است

فصل هفتم به بررسی تغییرات نتایج عددي فصل ششم اختصاص داده شده است، زمانی که عدم 

. ناشی از تغییر ناگهانی دما در مرز یک محیط متخلخل در حضور ترم تولید گرما باشدتعادل حرارتی 

همچنین در دو فصل ششم و هفتم سعی شده تا تفسیري کامل پیرامون رفتار گراف هاي گرادیان 

کد عددي مورد استفاده براي حل معادلات حاکم در قسمت پیوست ارائه شده . حرارتی ارائه گردد

  .  مراجع مورد استفاده در بخش انتهایی پایان نامه گنجانده شده استمنابع و. است
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  انتقال حرارت و جرم در محیط متخلخل 2-1

 علمی است که ، یکی از پیشرفت هاي مهمز میان یک محیط متخلخلانتقال حرارت و جرم ا

مطالعه انتقال حرارت میدان . دسان و فیزیکدانان را بیش از یک قرن به خود مشغول کرده استهنم

یک بخش از مبحث آن  تا جایی که مطالعات دتحقیقاتی جدایی را در سه دهه قبل بوجود آور

افرادي . افراد زیادي بر روي اصول محیط هاي متخلخل کار کرده انددر نیم قرن گذشته . جابجایی شد

، پاپ و ]7[ 6، وفایی]6و5[ 5، اینگام و پاپ]4[ 4، کاویانی]3[ 3 بِژان،]2[ 2، بیِر]1[ 1ن اسکینیجرچو

 .   در این زمینه بسیار تلاش کردند]9[ 8، بِژان و همکاران]8[ 7اینگام

انتقال حرارت و جابجایی جرم توسط سیال در یک محیط متخلخل شاخه اي از علوم بطور کلی 

سیال در مواد متخلخلی همچون شن و . ت که کاربردهاي صنعتی فراوانی داردمکانیک سیالات اس

ماسه و خرده سنگ هاي زیر زمینی تحت تأثیر اختلاف فشار محلی جریان یافته و باعث انتقال جرم و 

این انتقال انرژي در محیط متخلخل در صنایع زمین گرمایی و نفت . انرژي در بین این مواد می گردد

به علت مدیریت مناسب سفره هاي زیر زمینی آب و مهندسی سیستم هاي  .همیت استبسیار پر ا

در قرن نوزدهم در  –مدل جریان دارسی  –آبیاري، ایده هاي اصلی در این شاخه از مکانیک سیالات 

متخلخل از مباحث  هاي اما انتقال حرارت در محیط. ارتباط با مهندسی منابع طبیعی بنا نهاده شد

   .یدتر به حساب می آید جدنسبتاً

بررسی انتقال حرارت در محیط هاي متخلخل براي تحلیل و طراحی مبدل هاي گرمایی اهمیت 

آن کوچک سازي وسایل انتقال حرارت است، یعنی اینکه ابعاد به طور قابل  و بیشتري پیدا کرد

دز پایین تر سوق ملاحظه اي کوچک و ساختارها پیچیده هستند و در آن جریان به سمت اعداد رینول

                                                
1 Scheiddeger 
2 Bear 
3 Bejan 
4 Kaviany 
5 Ingham and Pop 
6 Vafai 
7 Pop and Ingham 
8 Bejan et al. 
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بزرگترین نمود چنین تمایلی در سرمایش وسایل الکترونیکی در ابعاد کم و شار حرارتی بالا . می کند

گفته شود محیط هاي متخلخل در مبدل هاي گرمایی منصفانه است که . قابل ملاحظه است

 دیگري را براي  که فضايفرمولاسیون مجددي را پیرامون طراحی و تحلیل این مبدل ها ایجاد کردند

  .]10[  استبوجود آوردهتوسعه تئوري مبدل هاي گرمایی در مقیاس کوچک 

  

   قوانین اصلی2-2

توصیف حرارت و جریان سیال در یک محیط متخلخل اشباع شده با سیال گاز یا مایع، مبتنی بر یک 

یک در  تخلخل. یافت نمی شود  1ل خالصسري مفاهیم خاص می باشد که در انتقال حرارت سیا

  : محیط متخلخل به صورت زیر تعریف می شود 

)2 -1                                                                (  

این فاکتور .  استKمفهوم دیگري که در محیط هاي متخلخل به چشم می آید، فاکتور تناسبی 

در حالت عمومی نفوذپذیري یک .  است2mده و واحد آن  یک محیط متخلخل نامیده ش2نفوذپذیري

ثابت تجربی است که با اندازه گیري افت فشار و دبی جریان از میان یک نمونه ماده متخلخل ستونی 

البته دانشمندان مدل هاي ساده شده اي را براي تعیین نفوذپذیري تخمین زده . شکل بدست می آید

  . چند نمونه از محیط هاي متخلخل آمده است) 1- 2(ل در جدو. اند

 است 3یکی از مدل هاي بسیار پرکاربرد در مبحث جریان در محیط هاي متخلخل مدل جریان دارسی

این مشاهدات اولین بار توسط دارسی  .می باشدکه پایه و اساس آن مشاهدات تجربی ،]12و11[

 یک ستون حاوي مواد متخلخل نسبت مستقیم او کشف کرد که سرعت متوسط سیال در. گزارش شد

   .با گرادیان فشار در آن ستون دارد

  

                                                
1 Pure Fluid 
2 Permeability 
3 Darcy Flow Model 

 حجم فضاي خالی در نمونه محیط متخلخل
 نمونه محیط متخلخلکل جم ح
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Permeability ( 2cm ) Porosity ( ) Material 

4.8e−11 ~ 2.2e−9 0.12 – 0.34 آجر  
5.6e-5 0.45 انواع کاتالیزورها  
1.1e−5 0.17 – 0.49 فیلتر سیگار  

  ذغال 0.12 – 0.02 -
1e−9 ~ 2.3e−7 0.02 – 0.07 بتون معمولی  

3.3e− 6 ~ 1.5e−5 0.09 – 0.34 پودر مس  
  فایبر گلاس 0.93 – 0.88 -
  مو 0.99 – 0.95 -

8.3e− 6 ~ 1.2e−5 - انواع نمد  
9.5e−10 ~ 1.2e−9 0.56 – 0.59 چرم  
2e−11 ~ 4.5e−10 0.04 – 0.10 سنگ آهک  

2e−7 ~ 1.8e−6 0.37 – 0.50 ماسه  
2.9e− 9 ~ 1.4e−7 0.43 – 0.54 خاك  

   

نفوذپذیر در  سیال دیده شد که سرعت متوسط سطح در مجموع با ویسکوزیته بر اساس آزمایشات

  :بر طبق این مدل . نسبت معکوس دارد ماده متخلخل

)2 -2                                                (                                                )(
x
PKu






   

),,(در حالت سه بعدي و در حضور بردار شتاب  zyx gggg مدل دارسی به صورت زیر خواهد بود ،:  

)2 -3                                                                                   (       )( gPKv 


   

در بخش هاي این فصل قوانین پیوستگی، مومنتوم و .  فاکتور تناسبی نفوذپذیري استKکه در آن 

  .  انرژي در محیط هاي متخلخل آمده است

  

   قانون پیوستگی در محیط متخلخل1- 2-2

حجم ا با توجه به  ام.است به صورت سه بعدي هموارهجریان ) 1-2(در حجم کنترلی مطابق شکل 

 جریان سیال و انتقال  و در نتیجهگرفته شدهر نظر  دy و x بسیار بزرگتر از w مورد نظر، کنترل

 ویژگی هاي مواد متخلخل): 1- 2(جدول 

  ]9[ بِژان و همکاران، ]1[ سکینیجرا: منبع
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دبی بنابراین به منظور بررسی . حرارت از میان این محیط به صورت دو بعدي قابل ملاحظه است

   . استy و x، مهمترین نرخ جریان فقط در جهت هاي رمیج

به صورت  x محور جهتدر را  سراسر فضاي خالی  متغیر درتوزیع سرعت، )1- 2(با توجه به شکل 

),( zyu p ورودي به حجم کنترل در جهت نرخ جریاندر نتیجه  .در نظر می گرفته می شود x  به

  :صورت زیر خواهد بود

)2 -4(                                                                        



yy

y

w

px dydzzyum
0

),(     

  

  
  

uAmبا توجه به اینکه   و با در نظر گرفتن ywA می توان نوشت :  

)2 -5       (                                                                  





yy

y

w

p dydzzyu
yw

u
0

),(1  

  :yبه طور مشابه در جهت 

)2 -6(               
 


 

xx

x

xx

x p
vAmw

py dxdzzxv
xw

vdxdzzxum ),(1),(
0

   

yxw توسط سیال را حجم اشغال شده، می توان با توجه به تعریف تخلخل    و حجم اشغال

yxwشده توسط المان را   حالتی که با بکار بردن قانون بقاي جرم در . در نظر گرفتcte:  

)2 -7  (                                                       0)( 










 y

y
m

x
x

myxw
t

yx


  

 توزیع سرعت در فضاي خالی

 حجم کنترل که با ساختار دانه اي نامنظم پر شده است: )1- 2(شکل 
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  :را ساده سازي کرد) 7- 2( می توان رابطه ym و xmبا توجه به تعریف 

)2 -8     (                                                                 0)()(














y
v

x
u

t
  

  

  1 در محیط متخلخل در حالت تعادل حرارتی محلیي انرژه معادل2- 2-2

قانون انرژي، قانون اول ترمودینامیک است، یعنی انرژي در یک سیستم برابر است با مجموع کار و 

  :از قانون اول ترمودینامیک داریم. گرماي مبادله شده از سیستم

)2 -9              (                                                      systemsystemsystem dt
W

dt
Q

dt
dE )()()( 

  

 سیستم tدر زمان .  مشخصه جریان استBابتدا یک حجم کنترل ساکن را در نظر بگیرید که در آن 

 فضایی را طبق شکل t+Δtحرکت کرده و در زمان  tΔسیستم در زمان . منطبق بر حجم کنترل است

  . اشغال می کند) 2- 2(

  
  

  : استنرخ تغییر سیستم مطابق رابطه زیر

)2 -10                              (

0

2311

0

2131

))()()()(lim(

)
)]()([)]()([

lim()(























t

t

system

t
tB

t
ttB

t
tBttB

t
tBtBttBttB

dt
dB

    

                                                
1 Local Thermal Equilibrium (LTE) 

 t+Δt و tحجم کنترل و سیستم در زمان هاي : )2- 2(شکل 
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mبا توجه به اینکه . جمله اول تغییرات حجم کنترل را نشان می دهد
Bb  و V

m می توان

  :نوشت

)2 -11                                                           (                           


 dV
t

b
dt
dB

V
)()(   

ntvxبا توجه به اینکه . دو جمله بعد تغییرات سطح کنترل را نشان می دهد .:  

)2 -12                                                                                     (  dnVb
dt
dB

S ..)(
  

  : می توان نوشتقانون انتقالبراي ) 12- 2(و ) 11- 2(ترکیب روابط از 

)2 -13                    (                                        





CSCVsystem ndSVbdV
t

b
dt
dB .)()(


  

از رابطه . ]13[ براساس بیان فیزیکی سیستم و حجم کنترل بدست آمده است) 13- 2(فرمول تبدیل 

  : به صورت زیر بدست می آیدانتقال، قانون بقاي جرم

)2 -14         (                                   0.)( 



  CSCVsystem ndSVdV
tdt

dmmB


  

. را نوشتقضیه دیورژانس  در بر گرفته شده است، می توان S که با سطح تکه اي Vبراي حجم کنترل 

  :ن کردیعنی می توان انتقال حرارت را در طول مرزهاي سیستم برحسب حجم کنترل بیا

)2 -15                     (                                                                    
CVCS

adVndSa ..  

  :به فرم زیر تبدیل می شود) 14-2(، معادله )15- 2(با استفاده از معادله 

)2 -16         (                                           0)(0)]([ 







 V
t

dVV
tCV





  

  :به فرم زیر تبدیل می شود) 16- 2( در نتیجه رابطه cteبا توجه به اینکه 

)2 -17(                                                                                                       0. V  

  :نوشته می شودرا به فرم زیر ) 13- 2(، معادله )17- 2(و ) 15- 2(ابط با استفاده از رو

)2 -18            (                                                           




CVsystem dVbV

t
b

dt
dB )()(
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ت در طول مرزهاي  حجم کنترل را اشغال می کند، نرخ انتقال حرار، سیستمtاز آنجاییکه در زمان 

dSnqبا انتگرال گیري از نرخ انتقال حرارت . سیستم را می توان برحسب حجم کنترل بیان کرد  از ..

  :، می توان انتقال حرارت را در تمام سطح کنترل بدست آوردdSالمان سطح 

  
  

)2 -19                   (                                            dVqndSq
dt
Q

CVCSsystem ..)(  
  

همچنین در محیط مورد نظر کار انجام شده توسط اختلاف فشار، تنش هاي ویسکوز، نیروي شفت 

ردي که نیروي وارد بر سیستم از ااما براي مو.  صفر در نظر گرفته می شود،محوري و نیروي الکتریکی

  :توان نوشتمی یک جریان الکتریکی خارجی است، 

)2 -20         (                                                                            
CVsystem dVu

dt
W )(  

رابطه ) 9-2(در معادله ) 20- 2(و ) 19- 2(و جایگذاري معادلات ) 18- 2(در نتیجه با استفاده از رابطه 

  :زیر بدست می آید

)2 -21               (                                        



CVCVCV
dVudVqdVeV

t
e .)(


  

  

  :بدست می آیدبا حذف عملیات انتگرالی قانون بقاي انرژي براي حجم کنترل 

)2 -22                       (                                                         uqeV
t
e 

 .  

  :کهبا توجه به این

  بردار شار حرارتی):3- 2 (شکل
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)2 -23       (                                                                                   
t
Tc

t
u

t
e

p 








  

)2 -24                        (                                                                           Tkq  .  

  :معادله انرژي به فرم زیر بدست می آید) 22- 2(در رابطه ) 24- 2(و ) 23- 2(جایگذاري روابط با 

)2 -25                          (                                      qTkTVc
t
Tc 

 )()()(   

وشته، زمانی را در حالت تعادل حرارتی ن) 25- 2(معادله انرژي ) 4- 2(ابتدا در یک منفذ مطابق شکل 

البته این نکته قابل ذکر است که فرض حالت . که سازه متخلخل و سیال در تعادل حرارتی هستند

تعادل حرارتی براي محیط هایی با منافذ کوچک مثل عایق هاي حرارتی صحیح است، اما براي 

ت، این راکتورهاي هسته اي یا قطعات الکترونیکی کوچک که دماي جامد و سیال بسیار متفاوت اس

  .فرض صحیح نمی باشد

  
  

  :  تخلخل به صورت زیر تعریف می شود)4-2(شکل در 

) 2 -26 (                                                                                           
xA
xAp




   

xApکه در آن   جمیفضاي خالی در المان ححجم xA و pAسطح مقطع متوسط فضاي خالی  

براي قسمت جامد و سیال نوشته تا در نهایت را معادله انرژي  با فرض همگن بودن محیط، .استالمان 

معادله انرژي در فاز جامد، با در نظر . معادله انرژي به صورت متوسط براي کل محیط بدست آید

  :حرارتی به صورت ذیل خواهد بودرفتن منبع گ

  متخلخلطسیال عبوري از منفذ محی): 4- 2 (شکل
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) 2 -27(                                                                             ssss q
x
Tk

t
Tc 








2

2

   

  : انتگرالگیري روي حجم اشغال شده توسط فاز جامد خواهیم داشتبا

) 2 -28    (                             spspssp qAAx
x
TkAAx

t
TcAAx 








 )()()( 2

2

   

  : فاز سیال به صورت زیر خواهد بودبا فرض تراکم ناپذیري، معادله انرژيِ

)2 -29                                                             ( 











2

2

)(
x
Tk

x
Tu

t
Tc fppf   

 به واسطه تلفات لزجت یا د نیازموردهنده انرژي  نشان، ) 29- 2(آخرین ترم سمت راست معادله 

ترم برابر با قدرت مکانیکی مورد نیاز براي بیرون کشیدن سیال ویسکوز از این . نتروپی استآافزایش 

سیال روي حجم اشغال شده توسط فاز ) 29- 2 (با انتگرال گیري از معادله مجدد .نفذ استمدرون 

  :خواهیم داشت

)2 -30                      (












pA pfppfpfp dAx

x
TkAx

x
TucAx

t
TcAx  2

2

  

  برابرAu همچنین در ترم آخر سمت چپ معادله
pA pp dAuAuدر نهایت با ترکیب .  است

  :بدست می آیدمعادله انرژي در حالت تعادل حرارتی ) 30- 2(و ) 28- 2(کردن معادلات 
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sfeffباید توجه داشت که ) 31- 2(در معادله  kkk )1(  رسانایی گرمایی کلی محیط .  است

 اگر هدایت حرارتی در فازهاي جامد و .]11[متخلخل به شکل هندسه محیط متخلخل بستگی دارد

ایی گرمایی کل برابر میانگین حسابی وزن دار ضرایب رسانایی سیال در راستاي هم اتفاق بیفتد، رسان

  : استfk و سیال skجامد 

)2 -32                                                                                    (sfA kkk
eff

)1(    
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فازهاي جامد و سیال به صورت سري و به دنبال هم اتفاق بیفتد، رسانایی اما اگر هدایت حرارتی 

  : استfk و سیال skگرمایی کل برابر میانگین همساز وزن دار ضرایب رسانایی جامد 

)2 -33                                                                   (                     
fsH kkk

eff







11  

  

  1معادلات انرژي در محیط متخلخل در حالت عدم تعادل حرارتی محلی 3- 2-2

در اکثر کاربردهاي عملی محیط هاي متخلخل، فرض یکسان بودن دماي فازهاي جامد و سیال برقرار 

در این حالت حجم محلی از فازهاي عدم تعادل حرارتی بر اثر عوامل مختلف ایجاد می شود که . نیست

در ذیل چهار مورد از دلایل ایجاد عدم تعادل حرارتی . جامد و سیال از تعادل حرارتی دور خواهند ماند

  :محلی آمده است

  . کندرییبا زمان تغو ناگهانی  بطور قابل ملاحظه يکه دما در سطوح مرزهنگامی ) 1

 که انتقال حرارت عمده ی زمانیعنی، رخ دهد فازها  ازکی در هر ی حرارت مهمدی که تولیزمان) 2

 متخلخل از طی محي سطوح مرزقی فاز است و انتقال حرارت از طرکی حرارت در دی از تولیناش

  . برخوردار استي کمترتیاهم

  .زمانی که یک سیال بسیار داغ وارد یک ساختار جامد متخلخل بسیار سرد شود) 3

در این  ، متفاوت باشندی حرارتتیب هدای و ضرای حرارتي هاتیرف ظيدارافازهاي جامد و سیال ) 4

  . نخواهد بوديدو فاز مساوهر  ي دما براریی تغینرخ محلصورت 

، ترم دیگري به در حالت عدم تعادل حرارتیي جامد و سیال هابین فازحرارت بررسی انتقال براي 

بین دو فاز را بر مبناي اختلاف دما دو فاز این ترم مقدار انتقال حرارت . معادلات انرژي اضافه می شود

عدم تعادل بیان  براي  تقریبی مختلفیدل هايم. بیان می کند sfhو ضریب انتقال حرارت بین فازي 

                                                
1 Local Thermal Non-Equilibrium (LTNE) 
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ي مدل ها سه نمونه از این ]4[کاویانی .  مطرح شدگذشتهتوسط دانشمندان  sfhحرارتی بر مبناي 

  :را بیان کرده است قریبیت

   1 تقریبی شومان مدل)1

ادله آن بصورت زیر می دو مع. ستاین مدل از ابتدایی ترین، ساده ترین و کم دقت ترین مدل ها

  :باشند
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جایی که 
V
A

A fs0  و سطح مخصوصمساحت fsA مساحت سطح در تماس دو فاز است .

f
p uu و 2هدایت حرارتی محوريدر این مدل .  سرعت متوسط سیال در حفره ها می باشد 

همچنین این مدل فقط براي مسائل گذرا ارائه . انرژي فاز جامد به حساب نیامده اند  در معادله3پخش

  . شده است

  

  

  4 جامد–پیوسته  مدل )2

 sekو  fekب هدایت حرارتی موثر  ضرایدر هر دو فاز با استفاده از محوري در این مدل هدایت حرارت

  :ن مدل به صورت زیر می باشد ای.لحاظ شده اند
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1 Schumann Approximation Model 
2 Axial Heat Conduction 
3 Dispersion - Thermal Diffusion 
1 Continuous-Solid Model 
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  .مده است به صورت تجربی بدست آsfh در این مدل

  1مبنی بر پخش ذرات مدل )3

این مدل به صورت .  است اعمال شده2 جرمآن جمله پخشاین مدل بهبود یافته مدل قبلی است و در 

  :می باشدزیر 
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ssfکه در آن  TT  بر روي sfAبا در نظر گرفتن اینکه .  است
f

p
duPe


و و کاگوییدر 3، واک 

PeDاین مدل پیشنهاد کردند که 

f

d
xx 5.0


ارائه شده بیشترین دقت این مدل از میان سه مدل .  است

این مدل هم فقط . را دارا بوده و بطور گسترده براي بسترهاي حاوي ذرات کروي استفاده می شود

  . براي مسائل گذرا ارائه شده است

 را براي حالت گذرا و  معادلات انتقال حرارت زیر]4[ و کاویانی ]14[ 4نیلد و بژِانبر مبناي مدل دوم 

   :ط متخلخل ارائه کردندارتی در محیدر شرایط عدم تعادل حر

)2 -41                   (                                qTThTk
t

T
c fsff

f
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 )()()(  

)2 -42          (                      qTThTk
t

Tc sfss
s

s 



 )1()()()1())(1(   

                                                
2 Dispersion-Particle-Based Model 
3 Mass Diffusion 
4 Wakao and Kaguei 
1 Neild and Bejan  
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ه به عنوان معادلات حاکم در محیط متخلخل مورد نظر در پایان نام) 42- 2(و ) 41-2(از معادلات 

  . استفاده شده است که مراحل بی بعد سازي آن به تفصیل در فصول آینده بیان خواهد شد

  

   بررسی روابط تجربی ضریب انتقال حرارت بین فازي 3-1- 2-2

طبق روش هاي متوسط گیري  hتلاش هاي فراوانی براي تعیین مقادیر مناسب ضریب انتقال حرارت 

نوشته شده مراجعه شود به کتاب هاي (قین فرضیات مختلفی را درباره آن ارائه کردند انجام شد و محق

 و مقاله ارائه شده توسط ]17[، کوئنتارد و ویتاکر ]16[ 2، کوئنتارد و همکاران]15[ 1توسط ویتاکر

براي با نگاهی دقیق تر در تحقیقات صورت گرفته خواهیم یافت که عبارات بیان شده ). ]18[کوئنتارد 

این دو مقدار از طریق رابطه زیر به هم مربوط .  می باشدh بسیار بیشتر از sfhضریب انتقال حرارت 

  :می شوند

)2 -43(                                                                   
p

sf
Where

sfsf d
aahh )1(6 

    

.  بررسی خواهد شدsfhد نمونه از روابط تجربی و عددي ضریب انتقال حرارت بین فازي در ادامه چن

  : با استفاده از نتایج تجربی رابطه زیر را پیشنهاد کردند]19[واکائو و کاگوئی 

)2 -44                                                                             (
p

f
sf d

k
h

)RePr1.12( 6.03
1


    

در این رابطه 
v

du p
Re0زمانی که .  استRe ِرابطه بالا اتفاق می افتد  حالت مجانبی 

2fsf kdh .0ها بیان کردند زمانیکه  آنRe  اندازه گیري ،sfh شده و عدم قطعیت  سخت تر

، انتقال حرارت جابجایی بین وجهی در مقایسه با 3در رینولدزهاي پایین. آزمایشگاهی بزرگتر می شود

 پیشنهاد شده براي زمانی که  مهم تر می باشد و لذا صحت حالت مجانبیِ،جملات دیگر معادله انرژي

0Re ،نمی تواند به صورت تجربی بررسی گردد .   
                                                
2 Whitaker 
3 Quintard et al. 
1 Low Reynolds Number 
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  : نیز با استفاده از نتایج تجربی و انجام آزمایشات رابطه زیر را پیشنهاد کردند]20[ 1هوانگ و همکاران

)2 -45(                                                    
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در رابطه آن ها 
p

sf d
a

2)1(364.20 
 و pd فرمول ارائه شده . حفره ها می باشد قطر متوسط

  : به صورت زیر است ]21[ 2 دیکسون و کرسوِلتوسط
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 ، رابطه زیر را]22[ 3شبیه سازي عددي جریان در یک محیط متخلخل توسط کیوواهارا و همکاران

  :براي ضریب انتقال حرارت بین فازي نتیجه داد
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  : استنیچناین ، ارائه شد]23[ ویتاکر توسطکه  يگری دیرابطه تجرب
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در این رابطه 
)1(

Re



v

duD
d و  

fsfs
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) 46-2(و ) 45- 2(در روابط .  می باشد166

0Reهنگامی که  این بدین معنی .  باشد، مقدار ضریب انتقال حرارت بین فازي نیز صفر خواهد بود

نتقال حرارتی بین دو فاز مجزا اتفاق نمی افتد و میدان دما است که در محیط متخلخلِ ساکن، هیچ ا

در غیاب جریان سیال، ) 48- 2(و ) 47- 2(، )44- 2(اما در روابط . بطور مستقل تعیین خواهد شد

                                                
2 Hwang et al. 
3 Dixon and Cresswell 
4 Kuwahara et al. 
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نکته بسیار مهم دیگر اینکه، در این حالت . مقدار ضریب انتقال حرارت بین فازي صفر نخواهد بود

  . ستقل از ضریب رسانایی فاز جامد خواهد بودضریب انتقال حرارت بین فازي م

  

  )توسعه قانون دارسی ( معادله مومنتوم در محیط متخلخل4- 2-2

 در زمینه آب شناسی منابع آب در یکی از شهرهاي فرانسه و تجربیاتش ]24[تحقیقات هنري دارسی 

  : صورت زیر معلوم کرددر زمینه جریان یک بعدي دائم، تناسبی را میان نرخ جریان و اختلاف فشار به

)2 -49                                                                                                 (
x
PKu






     

که 
x
P

 گرادیان فشار در مسیر جریان و ضریب . ت ویسکوزیته دینامیک سیال اسK نفوذپذیري 

ویژه نامیده شده و مستقل از طبیعت سیال است اما این ضریب وابسته به هندسه محیط بوده و واحد 

  :معادله دارسی در فرم سه بعدي به صورت زیر قابل تعمیم است.  است2mآن 

)2 -50                                (                                                               PKv   .1    

با کمک مدل هاي . معادله دارسی با نتایج بسیاري از یافته هاي تجربی تحقیق و بازبینی شده است

از جمله . و آماري دیدگاه هاي نظري پیرامون معادله دارسی بازبینی شده است) قطعی(غیر احتمالی 

او نشان داد که داده هاي . ست ا]25[ 1افرادي که پیرامون این موضوعات تحقیقاتی را انجام داد، لیج

  .اصلی دارسی با تغییرات ویسکوزیته ناشی از تغییر دما تحت تاثیر قرار می گیرد

  

   )یقطع( ي غیر احتمالیمدل ها 4-1- 2-2

امکان  لذا به وضوح ،دی بدست آطی هندسه محلهیبوس K  ماده متخلخليری پذفوذ نبیاگر ضر

 ي موضوع تلاش هانی اپیرامون.  شودی مری امکان پذی هندسيبا توجه به پارامترها آن محاسبه

 را به  موثر ذراتوسط توان قطر متی م،در مورد بستر ذرات. ام شدانج ]26[ 2 دالین توسطيادیز

                                                
1 Lage 
1 Dullien 
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 ریبه رابطه ز 1توسط کارمن و کازنی یکیدرولی شعاع هيتئوردر این مورد .  نمودیمعرف pDصورت 

  :منجر شد

)2 -51(                                                                                           
 2

32
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2
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K    

  :که در آن

)2 -52     (                                                                            
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در این رابطه  pDh تابع دانسیته براي توزیع قطر pD51- 2( در معادله 180ثابت .  می باشد( 

ایج رضایت بخشی را براي محیطی که شامل نت کازنی- کارمنمعادله . دارد با نتایج تجربی یانطباق خوب

این معادله براي مواردي که شکل ذرات از شکل کروي فاصله .  به همراه داشت،ذرات کروي شکل بود

کازنی - کارمن تئوري اصلاح شده.  اختلاف اندازه ذرات زیاد می شود معتبر نمی باشد وپیدا می کند

مدل  ]28[ 3 داویس و جیمزمتخلخل فیبري توسطمحیط .  ارائه گردید]27[ 2 لیو و همکارانتوسط

به تخلخل و نسبت جانبی فیبر  کازنی- کارمننشان دادند که ثابت  نیز ]29[ 4 رالی و همکاران.شد

راي گرافیت طبیعی که نمونه اي از  ب]30[ 5 موران و همکارانتوسط کازنی- کارمنرابطه . بستگی دارد

  .رفته شدمحیط متخلخل غیر ایزوتروپیک است، بکار گ

  

  ي آماريمدل ها 4-2- 2-2

اغلب آنها فرض ها و ساده .  استفاده نمودندی قانون دارسدیی تأي براي آمارمی از مفاه بسیاريمحققان

 را یمعادله دارس ]31[ ویتاکر  انجام دادند، امای به قانون دارسدنی را به منظور رسيادی بني هايساز

 محدود ،یابی دستنی ایحت.  بدست آورديادی بني ساده سازهچگونی قابل تراکم بدون هری غالی سيبرا

                                                
2 Carman and Kozeny 
3 Liu et al. 
4 Davis and James 
5 Rahli et al. 
6 Mauran et al. 
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 ی هستند، نمکیودی پری که به لحاظ شکلی متخلخلي هاطی محای همگن  متخلخلِي هاطیبه مح

 در ساختار خود ی ناگهانراتیی تغي دارادی نباطی جا لحاظ شده است که محنی فرض در انی اما ا.باشد

  .باشد

 یاضی رجی بدست آوردن نتاي تواند برای مي باشد، روش همگن سازکیدوی ساختار پري داراطی محاگر

و  ]33[ 2 و همکارانمی، ]32[ 1 ان و پالیسوسکی توسطاتی روش با جزئنیا. ردیمورد استفاده قرار گ

   . شد توضیح داده]34[ان 

  

   ی قانون دارسمیتعم 4-3- 2-2

- 2(و سه بعدي به ترتیب به فرم روابط همانطور که گفته شد معادلات دارسی در حالت یک بعدي 

بسیاري از دانشمندان گذشته در بحث جابجایی محیط هاي متخلخل با بسط . هستند) 50- 2(و ) 49

  :دارسی از رابطه اي به فرم زیر استفاده می کردندمعادله 
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Pvv
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 ترم ]35[ 4 بکِ. بدست آمد3این معادله بوسیله یک مقایسه با معادلات ناویر استوکس vv.  در را

معادله  در  را مناسبیتغییرات ]36[ 5تغییر داد و به دنبال آن جوزف و همکاران )53- 2(معادله 

  : صورت زیر اعمال نمودنددارسی به 

)2 -54               (                                                             vvKcv
K

P fF  2
1


  

 در سرعت هاي بالا درگ شکلی ناشی از موانع طبیعی از . ثابت درگ شکلی بی بعد می باشدFcکه 

 و ]37[ 6دوپیوتوابسته به نام هاي تصحیح معادله اي ) 54- 2( معادله .محیط متخلخل است

                                                
1 Ene and Polisevski 
2 Mei et al. 
3 Navier-Stokes 
4 Beck 
5 Joseph et al. 
1 Dupuit 
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این ترم  این نام با توجه به آخرین ند کهمی نام فورچیمر را معادله معادلهاین .  است]38[ 1فورچیمر

 می بایست یک Fcبر این تصور بود که  ]39[ 2 وارد.انتخاب شده استیعنی ترم فورچیمر معادله 

ا طبیعت محیط متخلخل تغییر می کند و به عنوان  بFcاما مشخص شده است که ، ثابت جهانی باشد

  معادله،پیشنهاد براي معادله دارسی یک .است 1/0  متخلخل از کف فلزمثال براي فیبرهاي فلزي

  :است 3برینکمن

)2 -55                                                                                   (   vv
K

P 2~    

 در معادلات 4اولی ترم دارسی و دومی شبیه ترم لاپلاس. در این معادله دو ترم ویسکوز وجود دارد

هم قرار داد  را برابر ~ و  ضرایب برینکمن.  ویسکوزیته موثر است~ضریب . ناویراستوکس است

 از قانون دارسی برینکمنبسط ) 55- 2(معادله . اما در حالت عمومی چنین فرضی صحیح نمی باشد

.  هیچ ترمی را به معادله دارسی اضافه نکردبرینکمن. نامیده می شود اما این بیان گمراه کننده است

می این رابطه معتبر  و ضریب تخلخل بدست آورد و هنگاKبلکه او یک رابطه بین ضریب نفوذ پذیري 

  ). 6.0( که تخلخل به اندازه کافی زیاد باشد است

 به عنوان معادله مومنتوم بکار گرفته شد، وضعیت رابطه بسیار پیچیده برینکمنهنگاهی که معادله 

نیرو بر ) 55- 2( فشار ذاتی سیال است، همچنین تمامی ترم ها در معادله P ،)55- 2(در معادله . بود

 محاسبه تاثیر تغییرات تخلخل برینکمنگام استفاده از معادله نه. واحد حجم سیال را نشان می دهند

 را در وضعیت هاي برینکمنبعضی از دانشمندان استفاده از معادله . در نزدیکی دیواره بسیار مهم است

حیط متخلخل با سیال مثلاً هنگامی که هدف ما مقایسه سیال در م. خاصی بسیار مناسب می دانند

، معادله K به سمت بینهایت میل می کندKهنگامی که ضریب نفوذپذیري . خالص باشد

، 0K به سمت صفر میل کندK به معادله ناویراستوکس تبدیل می شود و در حالتی که برینکمن

                                                
2 Forchheimer 
3 Ward 
4 Brinkman 
5 Laplace 
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وضعیت دیگر زمانی رخ می دهد که هدف ما . ابد به معادله دارسی کاهش می یبرینکمنمعادله 

  .             تطبیق راه حل ها در یک محیط متخلخل در مجاورت یک سیال ویسکوز باشد

 معادله   ،این رابطهدر نهایت اضافه کردند و ) 54- 2(تعدادي از دانشمندان جمله لاپلاس را به معادله 

دانی چون ندانشم. ین رابطه بسیار واضح نمی باشداعتبار سنجی ا.  نامیده شدفورچیمر-برینکمن

  :این معادله را به صورت زیر نوشتند 2 و چانگ و سو1 تی ان،وفایی
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1 Tien 
2 Chang and Hsu  
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  مقدمه 3-1

انتقال حرارت در یک محیط هاي متخلخل در صنایع مختلف کاربردهاي بسیاري دارند و از این میان 

از آن جمله می توان به تعداد زیادي از . محیط متخلخل از مباحث جدیدتر به حساب می آید

فرآیندهاي حرارتی اشاره کرد که به دانشی از انتقال حرارت و جرم از میان یک محیط متخلخل نیاز 

، تحلیل ]41[، انتقال حرارت در بافت هاي بیولوژیکی ]40[تکنولوژي خشک کردن میوه ها . دارد

، از جمله کاربردهاي محیط هاي متخلخل ]42[حرارتی مشعل هاي متخلخل و پروسه احتراق در آن 

هستند که در آن ها تغییرات حرارتی مشهود است و در فرآیندهایی مثل کاتالیزورهاي شیمیایی در 

. ، تولید گرما نیز بر پروسه انتقال حرارت تاثیر می گذارد]44[ و راکتورهاي صنعتی ]43[صنایع ذوب 

  .هاي متخلخل شرح داده شده استدر این فصل دو نمونه از کاربردهاي محیط 

  

  در کانال مبدل هاي حرارتی 1تیغه متخلخل کاربرد محیط هاي متخلخل به عنوان 3-2

این محیط متخلخل می تواند به . یک کانال می تواند به طور کامل یا ناقص با محیط متخلخل پر شود

مطالعات تجربی و عددي اکثر . صورت یک لایه متخلخل یا به صورت بلوك هاي گسسته از هم باشد

انجام شده پیرامون کانال پر شده با محیط متخلخل نشان می دهد که همواره بطور ذاتی یک افت 

بطور قطع این افت فشار در کانال هایی که به صورت . فشار بالا در چنین کانال هایی اتفاق می افتد

 حداکثر انتقال حرارت، نیازي به بنابراین به منظور. ناقص با محیط متخلخل پر شده اند، کمتر است

 دادند که حضور بلوك هاي  نشان]45[ 2 هوانگ و وفایی.پرکردن کامل کانال با محیط متخلخل نیست

متخلخل در سطح خارجی صفحه در یک کانال به طور قابل توجه ویژگی هاي جریان سیال و انتقال 

ثل اعداد دارسی، رینولدز و پرانتل را بر آن ها تاثیر پارامترهاي مختلف م. حرارت را تغییر می دهند

که انتقال حرارت محلی به دقت به  دادنتایج آن ها نشان .  جریان و انتقال حرارت بررسی کردندمیدان

. گردابه هاي تشکیل شده تاثیر زیادي بر ویژگی هاي انتقال حرارت دارد.  سرعت وابسته استمیدان
                                                
1 Porous Baffle 
2 Huang and Vafai 
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ل پر شده با محیط متخلخل نشان می دهد که در کانال ک مقایسه بین یک کانال خالی و یک کانای

در یک تحقیق عددي، دو شکل  ]46[ 1 تارگویی و کاهالراس.دوم می توان انتقال حرارت را افزایش داد

 محیط متخلخل ،در یکی از کانال ها. مختلف از کانال هاي پر شده با محیط متخلخل را بررسی کردند

نتایج آن ها . در دیگري به صورت شطرنجی جاسازي شده بوددر داخل یک سري شکاف حلقوي و 

 خطوط جریان از حالت طبیعی بسیار  افزایش انتقال حرارت را نشان داد، اگرچه علاوه بر افت فشار بالا،

  . منحرف شده بود

ح گسترده تعداد زیادي از مقالات براي مدل سازي جریان آرام، درهم و انتقال حرارت، کاربرد سطو

این مقالات پیرامون مساحت سطح بهینه، شکل ها و جهت .  را گزارش می کنندین ها و تیغه هامثل ف

در این مبحث هم . فین ها به منظور افزایش انتقال حرارت در یک دبی جرمی مشخص بحث می کنند

ا  عملکرد حرارتی محیط متخلخل ر،]48[ 3و الَ کام و اَل نیمر ]47[ 2 بوهادف و همکارانافرادي مثل

امروزه استفاده از سطوح گسترش یافته متخلخل مثل . در مبدل هاي حرارتی لوله اي بررسی کردند

  . فین ها و بافل ها براي افزایش انتقال حرارت در کنار کاهش افت فشار بسیار قابل توجه است

 به غهتیدر این کانال تعدادي . گیردمی قرار بررسی مورد  جریان سیال در یک کانال در این قسمت

سیال عبوري از این کانال بخار آب می باشد که گاز ایداه آل فرض شده . دیواره داخلی متصل شده اند

  :سایر فرضیات به صورت خلاصه در ذیل آمده است. است

  . سیال متقارن محوري است) 1

  .سیال در حالت سه بعدي، پایدار و بدون تولید گرماي داخلی می باشد) 2

  .  که یک گاز ایدآل فرض شده است باشدمیسیال بخار آب ) 3

  . فیزیکی ماتریس متخلخل و سیال ثابت فرض شده اند- تمامی ویژگی هاي ترمو) 4

  .  هاي متخلخل همگن، ایزوتروپیک و در حالت تعادل گرماي محلی استتیغه) 5

                                                
1 Targui and Kahalerras 
2 Bouhadef et al. 
3 Al-Nimr and Alkam  
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    .یی داردسطح کانال و هواي بیرون با ضریب انتقال حرارت ثابت بطور دائم انتقال حرارت جابجا) 6

 به اندازه اي است که فرض جریان کاملاً توسعه یافته تیغهطول خروجی مبدل حرارتی از آخرین ) 7

  . صحیح باشد

  :مشخصات سیال در ورودي و خروجی کانال به صورت ذیل فرض شده است

  

Flow Rate )( skg  Static Pressure )(Pa  Temperature )( c    
0.01  -  250  Inlet 

-  101325  100  Outlet  
  

این کانال با . کانال با سطح مقطع مستطیلی، بدون درز بوده و تنها یک وروردي و یک خروجی دارد

پیش از . هواي صفر درجه ي بیرون در تماس بوده و به صورت دائم با آن انتقال حرارت جابجایی دارد

سایر ویژگی هاي کانال . داخلی با هواي بیرونی هم دما هستندتیغه هاي ، سطوح کانال و ورود سیال

  :در جدول ذیل آمده است

  

Material  Length )(m  Cross sectional Area )( 2m  
Aluminum  1.5  0.05  

  

  

Temperature of External Fluid )( c  Heat Transfer Coefficient ).( 2 cmw  
0  50  

Outer Wall 
Thermal Condition 

  

در حالت اول . نصب شده در داخل کانال در نظر گرفته می شودتیغه هاي دو حالت مختلف براي نوع 

 ذیل درج شده ویژگی هاي آن ها در جدول. متخلخل بوده و رساناي حرارت هستندتیغه ها تمامی 

  :است

  

 مشخصات سیال ):1- 3(جدول 

  مشخصات کانال):2- 3(جدول 

  مشخصات هواي بیرون):3- 3(جدول 
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ها را با همان ابعاد قبلی اما از جنس آلومینیوم به صورت صلب فرض می تیغه در حالت دوم تمامی 

 کانال مربوطه و )2- 3( و )1- 3( هاي شکل. شرایط وروردي و خروجی سیال همانند قبل است. کنیم

  . هاي نصب شده را نشان می دهندتیغه

  
  

  استفاده شده است 1 شبیه سازي جریانبراي تحلیل و بررسی جریان سیال در داخل کانال، از نرم افزار

پس از مش بندي و .  می باشد2010  در نسخه سالSolid Work از قابلیت هاي جدید نرم افزار که

  .ارائه شده است) 10- 3(تا ) 3- 3( که در شکل هاي  بدست آمدیسیالاتی کانال نتایجتحلیل 

در تحلیل .  کاهش دماي سیال را در هنگام عبور از کانال نشان می دهد)4- 3( و )3- 3(شکل هاي 

هاي صلب در کاهش دماي تیغه .  درجه سلسیوس بود100اولیه فرض دماي سیال در خروج از کانال 

                                                
1 Flow Simulation  Software 

   هاي متخلخلتیغه: )1- 3(شکل 
  نصب شده در سطح داخلی کانال

  مشخصات تیغه هاي متخلخل):4- 3(جدول 

 )1-3(نماي برشی شکل : )2- 3(شکل 
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 هاي متخلخل عمل نمودند، چون باعث چرخش بیشتر جریان سیال و به وجود تیغه سیال بهتر از

  .آمدن گردابه بزرگتر می شوند

  
  

  
  

 ها نشان می تیغهل و برخورد با ا افت فشار سیال را در حین عبور از کان)6- 3( و )5- 3(شکل هاي 

 کمتري در طول کانال ، افت فشار)5- 3( هاي متخلخل در کانال شکل تیغهبه علت وجود . دهند

البته بررسی جریان سیال در این کانال فقط جنبه آزمایشی دارد، . بوجود می آید که مناسب تر است

اما باید توجه داشت که براي خنثی نمودن افت فشار بیشتر در یک کانال می بایست از وسایلی 

  . همچون پمپ یا فن کمک گرفت

  
  

  
  

 ي متخلخل هاتیغهنحوه کاهش دماي سیال در حین عبور از کانال با : )3- 3(شکل 

  هاي صلبتیغه نحوه کاهش دماي سیال در حین عبور از کانال با ):4- 3(شکل 

 نحوه افزایش افت فشار سیال در حین عبور از کانال با تیغه هاي متخلخل: )5- 3(شکل 

 نحوه افزایش افت فشار سیال در حین عبور از کانال با تیغه هاي صلب: )6- 3(شکل 
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تشکیل گردابه . دنشکیل گردابه را در هر دو کانال نشان می ده نحوه ت)8- 3( و )7- 3(شکل هاي 

  .  دیواره کانال و با هواي بیرون می شوددرباعث افزایش انتقال حرارت 

  
   

  
  

  .  بعدي در هنگام عبور از کانال نشان می دهند3 جریان سیال را در حالت )10- 3( و )9- 3(شکل هاي 

  
  

انتخاب نوع، .  شرایط تجربی بیان شده در مقالات را ارضا می کندویژگی هاي موجود در هر دو کانال

 ها بستگی به نوع استفاده، شرایط مورد انتظار تیغهجنس، میزان تخلخل و سایر ویژگی هاي هندسی 

  .و میزان افت فشار مجاز در کانال دارد

  

  

  

 در کانال با تیغه هاي متخلخلتشکیل گردابه : )7- 3(شکل 

 تشکیل گردابه در کانال با تیغه هاي صلب): 8- 3(شکل 

  بعدي سیال از کانال با تیغه هاي متخلخل3جریان ): 10-3( بعدي سیال از کانال با تیغه هاي صلب     شکل 3جریان ): 9- 3(شکل 
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   کاربرد محیط هاي متخلخل در مشعل متخلخل3-3

بهبود سطح زندگی اجتماعی، ملت ها را به استفاده گسترده از سوخت پیشرفت سریع در تکنولوژي و 

همواره در استفاده از سوخت هاي فسیلی دو مشکل وجود دارد، یکی . هاي فسیلی ملزم کرده است

 یک 1احتراق در محیط هاي متخلخل. تقلیل منابع سوخت فسیلی و دیگري آلودگی محیط زیست

احتراق در محیط . وق الذکر است که دامنه گسترده اي دارندروش موجه براي مهار کردن مشکلات ف

از آن .  می کند2 مزایاي بسیار قابل توجهی دارد که آن را قابل مقایسه با احتراق معمولیهاي متخلخل

جمله می توان به افزایش سرعت احتراق، افزایش رنج قدرت دینامیکی، گسترش محدوده اشتعال 

 احتراق در محیط متخلخل بطور قابل ملاحظه اي متفاوت از اشتعال .پذیري و کاهش نشر اشاره کرد

  :این تفاوت به یک سري از فاکتورهاي اصلی مربوط می شود. همگن است

افزایش سطح داخلی محیط متخلخل جامد که یک انتقال حرارت موثر را بین محیط قابل اشتعال ) 1

  .و جامد بی اثر نتیجه می دهد

ده از میان محیط متخلخل، قابلیت نفوذپذیري و انتقال حرارت بین فازها پخش سیال واکنش دهن) 2

این روش پروسه احتراق را در گستره وسیعی از سرعت واکنش دهنده ها و نسبت . را افزایش می دهد

 و منوکسید 3 نیتروژناین روش امکان تشکیل ترکیباتهمچنین . اکسیژن و سوخت تسهیل می کند

  . رساندا به حداقل می  ر4کربن

در سال هاي اخیر محققان زیادي بطور تجربی و تئوري بر روي گسترش تکنولوژي مشعل هاي محیط 

در مورد پیشرفت ها و کاربردهاي محیط هاي  ]49[ 5 تریمیس و دراست.متخلخل متمرکز شدند

 عدم تعادل پروسه هاي نفوذ پذیري در هم ]50[ 6 اُلیورا و کاویانی.متخلخل بازبینی هایی انجام دادند

   .شیمیایی را در پروسه احتراق میان محیط هاي متخلخل بررسی کردندحرارتی و 

                                                
1 Porous Medium Combustion-PMC 
2 Combustion Flame Free  
3 NOX 
4 CO 
5 Trimis and Drust  
6 Oliveria and Kavian 
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   ترکیبات نیتروژنتولیدبسیاري دارد و از آن جمله می توان به مزایاي استفاده از مشعل متخلخل 

ینه کم کردن هزمنوکسید کربن بسیار پایین، تولید ، بسیار پایین حتی خارج از محدوده کاري محصول

  .  اشاره کردهزینه هاي نگهداري بسیار پایین و ها و سرمایه اولیه

  
  

 کاربرد مشعل متخلخل را براي ایجاد شرایط گرمایش لوله هاي پلاستیکی در )12- 3(شکل 

یکی از فاکتورهاي مهم در انتخاب مشعل هاي متخلخل استفاده . راکتورهاي استوانه اي نشان می دهد

مشعل هاي متخلخل ، در مقایسه با سیستم هاي مشعل مرسوم. است 1ش آراماز آن ها براي گرمای

 امکان ،دماي بینهایت متغیر و همگن. مزایاي ویژه اي را به منظور گرمایش بدون شعله ارائه می کنند

احتراق بطور معمول به وسیله الکترود . رفتار آرام گرمایی و کنترل شده یک ماده را فراهم می کند

ود یونیزاسیون براي مشاهده شعله همانند سایر مشعل ها از یک الکتر. رت می گیردجرقه زن صو

  . تفاده می کننداس

  
  

                                                
1 Gentle Heating 

 نمونه اي از مشعل هاي متخلخل): 11- 3(شکل 

 ش لوله هاي پلاستیکی توسط مشعل متخلخلگرمای): 12- 3(شکل 
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. توزیع گرما می تواند در فاصله کوتاهی از سطح مشعل متخلخل اتفاق بیفتددر مشعل هاي متخلخل 

 کاربرد مشعل )13- 3 (در شکل.  از گرمایش کامل موضوع مورد نظر مطمئن می سازد رااین حالت ما

با جایگزینی مشعل . متخلخل را براي پیش گرمایش قالب هاي ریخته گري چدن مشاهده می کنید

 نسبت به قبل کاهش داشته  %30هاي متخلخل به جاي مشعل هاي مرسوم زمان پیش گرمایش تا 

. دفراهم می کنرا همچنین استفاده از این مشعل ها امکان گرمایش در تمام هندسه قالب . است

  .  این مشعل ها قابلیت گرمایش هر نوع قالبی را دارند،صرفنظر از شکل قالب

  
 
 

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

 پیش گرمایش قالب هاي ریخته گري توسط مشعل متخلخل): 13- 3(شکل 
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  مروري بر منابع ـ چهارمفصل * 
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   مقدمه4-1

 ،ز میان یک محیط متخلخلانتقال حرارت و جرم اپیرامون  بیش از یک قرن دانشمندان علوم مختلف

مهندسی ، صنایع زمین گرمایی و نفت محیط هاي متخلخل همچون کاربردهاي فراوان. تحقیق کردند

در این شاخه از مختلف یده هاي محققان را به ارائه ا... صنایع هسته اي و سیستم هاي آبیاري، 

تعداد بیشماري از مقالات در زمینه محیط هاي متخلخل گواه همین . علاقمند کردمکانیک سیالات 

وان، تعدادي از مقالات موجود در زمینه محیط هاي متخلخل مرور در این فصل در حد ت. مطلب است

همچنین در انتهاي . مقالات انتخاب شده در این فصل مرتبط با اهداف پایان نامه می باشد. شده است

  .   این فصل بطور خلاصه، موضوع پایان نامه تشریح خواهد شد

     

  ارتی  تحقیقات انجام شده پیرامون مسئله عدم تعادل حر4-2

عایق هاي گرمایی نمونه اي از محیط هاي متخلخل هستند که از موادي با رسانندگی کم ساخته می 

اما در یک محیط متخلخل عملاً فرض . در این سیستم انتقال حرارت به آرامی صورت می پذیرد. شوند

تخلخل به این مسئله در کاربرد محیط هاي م. یکسان بودن دماي فازهاي جامد و سیال صحیح نیست

همانطور که می دانیم، عدم تعادل حرارتی بر اثر عوامل . عنوان کاتالیزور در راکتورها وجود دارد

نقاط دوردست نمی توانند به سرعت نسبت به تغییر ناگهانی مختلف ایجاد می شود که در این حالت 

  . ه شدتوضیحات کامل این موضوع در فصل دوم ارائ. دما در مرز عکس العمل نشان دهند

 انجام شد تا فرض تعادل  در یک محیط متخلخل تلاش هاي ارزشمندي در زمینه هدایت حرارتی

این مسئله زمانی معتبر است که . حرارتی محلی هنگام مدل سازي محیط متخلخل صحیح باشد

یر بازبینی بسیار خوبی پیرامون تاث ]51[چانگ و سو . میدان دما با یک معادله انرژي تقریب زده شود

در نظر  را 1 متناوبمحیطاین محققین یک . رسانایی در یک محیط متخلخل ساکن انجام دادند

اطلاعات مهمی را براي هدف خود تهیه  آن ها. ند و هدف آن ها تعیین رسانایی گرمایی موثر بودگرفت

                                                
1 Periodic Media 
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ین مدل براي ا. تک دمایی بود که با یک سیال واحد اشباع شده استکردند و آن استفاده از یک مدل 

   .تنها یک معادله انرژي مورد استفاده قرار گرفت

 معادلات انتقال حرارتی را می طلبد وجود حالت عدم تعادل حرارتی محلی در محیط هاي متخلخل،

پذیرش یک مدل دو دمایی ساده براي انتقال سیال در در چنین مواردي . این حالت را ارضا کنندکه 

 عدم سال پیش اولین بار مدل دو دمایی در زمینهدود هشتاد ح در . لازم می باشدمحیط متخلخل

همچنین در معادلات . مورد استفاده قرار گرفت ]53[ 2 و شومان]52[ 1 آنزِلیوس توسطتعادل حرارتی

xTu (4 و حرکت توده اي3آنزِلیوس، ترم هاي نفوذپذیري انرژي ارائه شده توسط . (غایب هستند .

 مطالعات عددي را درباره استفاده از مدل دو دمایی در انتقال گرماي ]54[ 5عد کامبارنسچند دهه ب

 مدل ساده شده دو معادله انرژي را براي انتقال حرارت ]55[سو . جابجایی غیر خطی انجام داد

رسانشی گذرا در یک محیط متخلخل پیشنهاد کرد و اعتبار فرض تعادل حرارتی محلی را نیز بررسی 

در .  تحقیق شده بود]56[او از روش مشابه اي پیروي می کرد که قبلاً توسط کوئنتارد و ویتاکر . کرد

معادلات انرژي ارائه شده توسط سو، ترمی وجود دارد دو معادله را به هم مربوط می کند و انحناي 

  :این معادلات بصورت زیر هستند.  نام دارد6گرمایی

)4 -1                         (                      
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1 Anzelius 
2 Schumann 
3 Diffusion 
4 Advection  
5 Combarnous 
6 Tortuosity Parameter 
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 به sS و fS. رتیب دماي متوسط فازهاي سیال و جامد هستند به تsT وfTدر این معادلات 

ضرایب رسانایی، ظرفیت هاي . ترتیب نرخ تولید گرما را در فازهاي سیال و جامد نشان می دهند

 و ضریب پخش sfhضریب انتقال حرارت بین فازي . گرمایی ویژه و مقادیر چگالی، ثابت فرض شده اند

 براي حالت عدم تعادل حرارتی Gپارامتر . ، به صورت تجربی تعیین می شوندdispersionkحرارتی 

  :بصورت زیر ارائه شده است

)4 -3                                                                          (       2)1(

)1()(
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در این عبارت 
f

s
k

k و stgk رسانایی موثر سکون براي یک محیط متخلخل اشباع شده است و با 

براي ) 4- 2(و ) 4- 1(دستگاه معادلات . استفاده از ساختار مدل به صورت تجربی تعیین می شود

یط متخلخل اشباع شده، حاوي تعدادي ضرایب نامشخص بود که مورد پسند انتقال حرارت در یک مح

 عباراتی را جایگزین آن ]19[ واکائو و کاگویی براي ساده کردن ضرایب موجود در این مدل. واقع نشد

نیز توانستند با  ]57[ 1ناکایاما و همکاران. ها کردند که همگی به صورت تجربی بدست می آمدند

معادلات انرژي روان تري را براي عدم تعادل حرارتی در انتقال حرارت رسانایی و توسعه این مدل، 

جابجایی در محیط متخلخل پیشنهاد کنند، مادامی که در یک ضریب تخلخل ثابت دو معادله انرژي 

براي نمونه مدل پیشنهادي آن ها براي . براي مدلسازي فازها ترکیب و به صورت تحلیلی حل شدند

به ) 1- 4(ت رسانشی در یک شکاف متخلخل اشباع شده با یک سیال واحد مطابق شکل انتقال حرار

  :صورت زیر است
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1 Nakayama et al. 
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  :که در آن
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  . حل دقیق شدند) 5-4(و ) 4- 4(با در نظر گرفتن شرایط مرزي، معادلات 

  
  

با در نظر گرفتن پخش انتقال حرارت گذرا در یک محیط متخلخل ساده ترین معادلات دو دمایی براي 

.  در شرایط عدم تعادل حرارتی ارائه شد]14[ توسط نیلد و بژِان حرارتی و ترم سرعت فاز سیال

معادلات ارائه شده . همچنین محیط در نظر گرفته شده توسط آن ها با یک سیال واحد اشباع شده بود

  :تتوسط آن ها به صورت زیر اس
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در واقع همان معادلات ساده انرژي هستند که با استفاده قانون اول ) 8- 4(و ) 7- 4(عادلات م

این در .  پیوستگی، قانون بقاي جرم و تعریف یک حجم کنترل اثبات می شوندترمودینامیک، قانون

 شکاف پر شده با محیط متخلخل): 1- 4(شکل 
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)(معادلات ترم  fs TTh  انتقال حرارت بین دو فاز را نشان می دهد که بر اثر اختلاف دماي فاز ،

  . جامد و سیال بوجود می آید

در بسیاري از مقالات . محلی استتولید گرما یکی از دلایل موثر در ایجاد شرط عدم تعادل حرارتی 

، سیالدر غیاب جریان . براي بررسی انتقال حرارت رسانشی، سرعت سیال را صفر در نظر می گیرند

 در محیط هاي hولاسیون عددي و تحلیلی را براي ضریب انتقال حرارت بین فازي مدو فر ]58[ 1ریز

 گرماي یکنواخت در سیال وجود داشت این بررسی در حالی انجام شد که تولید . تعیین کردمتخلخل

در ) 8-4(و ) 7-4(معادلات انرژي . و همین موضوع شرط عدم تعادل حرارتی محلی را تقویت می کرد

آن ها فرض کردند . بصورت تحلیلی حل شدند ]59[ 2حالت عدم تعادل حرارتی توسط نظري و کوثري

می دهد که با محیط متخلخل پر شده که انتقال حرارت رسانشی در شرایط دائم بین دو صفحه رخ 

در این محیط یک بعدي در . در حالی که یک تولید گرماي یکنواخت در فاز جامد رخ می دهد. است

غیاب جریان سیال، براي ضریب تخلخل ثابت معادلات حاکم حل تحلیلی شده و در آن اثر 

نتایج حل .  بعد بررسی شدپارامترهایی چون ضریب تخلخل، نسبت رسانایی، ضریب انتقال حرارت بی

  :تحلیلی آن ها بصورت زیر است
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همچنین در ادامه آن ها با استفاده از معادلات انرژي مرتبه سه براي هر فاز و حل آن بصورت عددي، 

  .  توانستند شرایط انتقال حرارت رسانشی را در حالت ضریب تخلخل متغیر بررسی کنند

                                                
1 Rees 
2 Nazari and Kowsary 
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هنگامی که دما . ارت در محیط هاي متخلخل استتغییر ناگهانی دما، یکی دیگر از عوامل انتقال حر

در مرز یک محیط متخلخل به طور ناگهانی با زمان تغییر کند، حجم محلی از فازهاي جامد و سیال 

که در نقاط دوردست قرار دارند، نمی تواند به سرعت عکس العمل نشان دهند و در نتیجه دو معادله 

همانطور که قبلاً هم به آن اشاره . اگانه استفاده می شودانرژي براي مدلسازي سیال و جامد بطور جد

 را حساب می کند، به یکدیگر جفت می 2 یا افزایش دما1شد، این معادلات بوسیله ترمی که افت دما

تاثیر عدم تعادل حرارتی محلی بر انتقال حرارت دائم رسانایی در یک کانال متخلخل در حضور . شوند

یک منبع . مورد بررسی قرار گرفت ]60[ 3وري بروجردي و همکاران نتوسطتولید گرماي داخلی 

از مدل دو دمایی ارائه شده در معادلات . یکنواخت تولید گرما در هر دو فاز جامد و سیال وجود دارد

رت زیر  را بصوآن ها زاویه اختلاف فاز . به عنوان معادلات حاکم استفاده شده است) 8- 4(و ) 7- 4(

  : تعریف کردند

)4 -11                                                         ( sin)1( Qqs      و     cosQq f   

جایی که    222 )1( sf qqQ   و سهم هر فاز را از منبع گرماي کل متفاوت می کند  .

2 و 0حالت 
 در نهایت معادلات حاکم بصورت .  تولید گرما را در یک فاز نشان می دهد

  :زیر خواهند بود

)4 -12                                                                              (0cos)(   H                        

)4 -13                                                                          (0sin)(   H                          

دو پارامتر بی بعد در این معادلات 
fk

hLH


2

 و 
s

f

k
k

)1( 





براي تمام مقادیر .  هستند حل 

  :بصورت زیر خواهد بود) 13- 4(و ) 12-4(تحلیلی معادلات 

)4 -14                                                                         ()cosh(3
2

21 xCxCC    

                                                
1 Heat loss 
2 Heat Gain 
3 Nouri-Borujerdi et al. 



  بر منابع مروري                                                                   فصل چهارم                                                                      
 ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

 42
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  : بصورت زیر هستند و 1C ،2C ،3Cثابت هاي 
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)4 -19                                                                                             ()1(   H  

یال در یک محیط متخلخلِ تاثیر عدم تعادل حرارتی محلی بر رفتار گرادیان حرارتی فازهاي جامد و س

همانطور که می دانیم، . مورد بررسی قرار گرفت ]61[ نوري بروجردي و همکاران توسط یک بعدي

تر اتفاق هنگامی که تعادل حرارتی محلی از بین برود، رسانایی در یکی از فازها نسبت به دیگري زود

آن ها براي مدلسازي عدم . می افتد، هر چند تعادل حرارتی محلی پس از گذشت زمان بوجود می آید

  ارائه شده توسط انرژيمعادلاتتعادل حرارتی محلی در یک محیط متخلخل نیمه بینهایت ساکن، از 

سازي، با استفاده از  آن ها بعد از بی بعد .استفاده کردند ]4[و کاویانی  ]14[توسط نیلد و بژِان 

معادلات حاکم را به ساده ترین شکل ، ]62[ 1متغیرهاي تشابهی ارائه شده توسط کارسلا و جیاگر

  :این متغیرهاي تشابهی در زیر آمده است. تبدیل کردند

)4 -20                                                                            (
t

y
2

       و       Ht  

، 2آن ها از معادلات بدست آمده، شرایط اولیه را استخراج کرده و سپس با استفاده از روش کلر باکس

براي فازهاي جامد و سیال در یک بازه گرادیان هایی حرارتی . معادلات حاکم را حل عددي کردند

از حالت عدم تعادل حرارتی محلی به حالت تعادل حرارتی نشان دهنده تغییر شرایط  ،زمانی مشخص

همچنین آن ها با . معتبر سازي کردند با استفاده از حل مجانبیآن ها نتایج عددي را . محلی است
                                                
1 Carslaw and Jaeger 
2 Keller box method 
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توانستند حل تحلیلی معادلات حاکم را در زمان هاي ) 23- 4(و ) 21- 4(استفاده از سري هاي توانی 

  :هندزود و دیر به صورت زیر ارائه د
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را در یک محیط  محلی حرارتی تاثیر عدم تعادل ]63[ 1ان کیهانی و همکاردر ادامه این تحقیقات،

 و 0yنواحی این محیط متخلخل با . ، بررسی کردندعدي تحت تاثیر تغییر دما در مرزمتخلخلِ دو ب

0x0این محیط در دماي ابتدا .  معین می شوندT دما در مرزهاي به طور ناگهانی داشته و قرار 

0y 0 وx 1 به مقدارTافزایش پیدا می کند .     

  

                                                
1 Kayhani et al. 
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   اهداف پایان نامه4-3

این محیط متخلخلِ .  مطالعه روند پیشروي گرما در یک محیط متخلخل استپایان نامههدف این 

  که انتقال حرارتفرض شده است. ر، با یک سیال واحد تراکم ناپذیر اشباع شده استتغییر شکل ناپذی

بنابراین روند انتقال حرارت فقط در .  از مرزهاي بالایی و پایینی این محیط افقی ناچیز استرسانشی

 در نظر 0v وجود ندارد، الی سانی جر متخلخلطیکه در محنیبا فرض ا. دریک راستا صورت می گی

 یآن بوجود نم در ی القایانی گونه جرچی، لذا هبوده ی در نظر گرفته شده افقطیمح.  شودیگرفته م

محیط .  صورت می گیرد0x اثر افزایش ناگهانی دما در مرز بر در این محیط انتقال حرارت .دیآ

 بطور ناگهانی در  سپس قرار دارد0T را شامل می شود، ابتدا در دماي 0xکه فاصله نیمه بینهایت 

 فازهاي در اثر این افزایش ناگهانی دما، حجم محلی از.  تغییر می کند1T به 0Tاز   دما،0y مرز

همچنین یک تولید گرماي یکنواخت در فاز جامد . دل حرارتی دور خواهند بودجامد و سیال از تعا

  . اتفاق می افتد

با دانستن شرایط موجود در مسئله، مدلسازي انتقال حرارت نیاز به معادلاتی دارد که شرط عدم تعادل 

ب، مراحل بعد از بکارگیري معادلات انرژي حاکم و شرایط مرزي مناس. حرارتی محلی در آن ارضا شود

 1بی بعد سازي انجام شده و در مرحله بعد معادلات حاکم با استفاده از روش اختلاف محدود فشرده

 2براي اعتبارسنجیِ کد عددي در زمان هاي زود و دیر، از روش هاي اغتشاشات. حل عددي می شوند

  .    استفاده خواهد شد3و پرتابی

  

  

  

  

                                                
1 Compact Finite Differnce  
2 Perturbation Method 
3 Shooting Method 
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  فصل پنجم ـ روش هاي حل مسئله* 
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   مقدمه 5-1

. روش هاي بکار رفته در حل معادلات حاکم در محیط هاي متخلخل بررسی شده است فصل نیدر ا

 ی عدم تعادل حرارتطیتحت شراکه   بودهمتخلخلهاي  طی در محي معادلات انرژ،نظرمعادلات مورد 

در  اختلاف محدود فشرده وشبراي حل عددي این معادلات، از ر. می باشند در حضور ترم تولید گرما

 پس از معرفی و . مرتبه چهارم استفاده شده استي در زمان از روش رانج کوتاپیشروي ي برامکان و

توضیح اجمالی پیرامون روش عددي، مثال هاي متنوعی مورد بررسی قرار گرفته است تا صحت و 

 نتایج حل عددي، روش همچنین براي معتبرسازي. دقت روش و کد عددي مورد ارزیابی قرار گیرد

 .هاي اغتشاشات و پرتابی بررسی خواهند شد

  

   معرفی روش تفاضل محدود فشرده5-2

روش هاي تفاضل محدود بسیار زودتر از روش المان محدود بوجود آمد و همواره به عنوان یک روش 

این روش . یردمستقیم و در عین حال بسیار پر کاربرد در گسسته سازي دامنه مورد استفاده قرار می گ

در مسائلی با هندسه پیچیده به عنوان ابزاري کارآمد شناخته می شود و با ساده سازي هندسه مورد 

روش هاي عددي براي مشتق گیري، انتگرال . نظر بسیار سریعتر از روش المان محدود عمل می کند

حدود پایه ریزي گیري و حل معادلات دیفرانسیل معمولی و جزئی، بر اجراي روش هاي تفاضلات م

در روش تفاضل محدود، هدف توسعه داده هاي متقارنی است که در محاسبات و رسیدن به . می شوند

روابط بین تفاضلات محدود و اپراتورها استفاده می شود، زمانی که نیاز به حل معادلات دیفرانسیل 

 تولید 3 و مرکزي2 پسرو،1جدول تفاضلات محدود که توسط اپراتورهاي پیشرو. معمولی و جزئی داریم

ضرایب موجود در این . می شود، کاربرد زیادي در مشتق گیري، انتگرال گیري و میان یابی دارد

                                                
1 Forward  
2 Backward 
3 Central 
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همچنین می . جداول با استفاده از بسط تیلور و جایگذاري در روابط تفاضل محدود بدست می آید

  .  خاصی بدست آورد1توان ضرایب موجود در یک مرتبه مشتق دلخواه را براي مرتبه خطاي برشی

 تکمیل ]65[ 3 معرفی و توسط هریش]64[ 2ایده روش تفاضل محدود فشرده اولین با توسط کریس

مشخصه روش تفاضل محدود فشرده، بالا .  استفاده از این روش را عمومی کرد]66[ 4سپس لل. شد

در شبیه سازي این روش کاربردهاي زیادي داشته و بعنوان یک روش کارآمد . بودن دقت آن است

عددي انواع جریان ها و همچنین در شبیه سازي گردابه هاي بزرگ در جریان توربولانس بکار گرفته 

کارایی این روش را براي شبکه اي منظم در جریان تراکم پذیر  ]67[ 5ناگاراجان و همکاران. می شود

 جریان هاي تراکم ناپذیر ضل محدود فشرده را براياروش تف ]68[ 6 پیلر و استالیو.بررسی کردند

  . توسعه دادند

 تفاضل محدود فشرده 7براي مثال در روش صریح. ایده روش تفاضل محدود فشرده بسیار ساده است

در فضا، یک میان یابی سه نقطه اي براي مشتق مرتبه دو، یک تقریب با خطاي برشی مرتبه دو را 

در همان سه نقطه میان یابی شود، می توان  8اما اگر مشتق مرتبه دو بصورت ضمنی. ارائه می دهد

توزیع سه کمیت مجهول گسسته و مشتقات مرتبه ) 1- 5(شکل . تقریبی با مرتبه بالاتر بدست آورد

 که در یی هاتی خط و کمي شده اند در بالایابی انی که میی هاتیکم. دوم آن ها را نشان می دهد

  .ند خط قرار دارریدر ز ، شوندی استفاده میابی انیم

  
  

  
                                                
1 Truncation Error 
2 Kreiss 
3 Hirsh 
4 Lele 
5 Nagarajan et al. 
6 Piller and Stalio 
7 Explicit 
8 Implicit 

  نقاط پیوسته در یک شبکه براي میان یابی: )1- 5(شکل 
  مرتبه چهار در مشتق مرتبه دو  
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i و iبا تعمیم همه کمیت ها در موقعیت  داریم :  

)5 -1                                          ()(
!3
)(

!2
)(

!1
)( 4

3
)5(

2
)4(

1 hOhhh
iiiii 







   

)5 -2                                                       ()(
!3!2!1

4
3

)5(
2

)4(
1 hOhhh

iiiii    

)5 -3           ()(
!5
)(

!4
)(

!3
)(

!2
)(

!1
)( 6

5
)5(

4
)4(

32

1 hOhhhhh
iiiiiii 










   

)5 -4                                 ()(
!5!4!3!2!1

6
5

)5(
4

)4(
32

1 hOhhhhh
iiiiiii    

iبا حذف   ،i  ،)4(
i 5( و(

i  از چهار معادله بالا معادله دورن یابیthiبصورت زیر خواهد بود :  

)5 -5                                           ()(
)2(

5
6

10
1

10
1 4

2
11

11 hO
h

iii
iii 


 




  

  . فرم ساده اي از روش تفاضل محدود فشرده براي میان یابی است) 5- 5(معادله 

  

   روش تفاضل محدود فشرده در محاسبه مشتقات1- 5-2

مچنین قانون فوریه، شامل مشتقات مرتبه یک و دو معادلات انرژي در محیط هاي متخلخل و ه

روش تفاضل محدود فشرده یک روش آسان براي محاسبه تمامی مراتب مشتق بوده و هدف از . هستند

  . بررسی آن محاسبه مشتقات جزئی در معادلات انرژي است

تق گیري از تقریب تفاضل محدود براي مش. مقادیر یک تابع را در تعدادي از نقاط در نظر بگیرید

براي ساده سازي یک شبکه یکنواخت را . توابع، بصورت یک ترکیب خطی از مقادیر تابع بیان می شود

Niمتغیر مستقل در گره ها براي .  مرتب شده اندiدر نظر بگیرید که نقاط آن با اندیس  1 ،

)1(  ihxiدیر تابع با  است و مقا)( ii xff تقریب تفاضل محدود .  داده می شودif  در مشتق 

)/)((اول  ixdxdf وابسته به مقادیر تابع در نقاط نزدیک ،iمثلاً براي مرتبه دوم و چهارم .  است

ifتفاضل محدود مرکزي،   بترتیب تابع ),( 11  ii ff و ),,,( 2112  iiii ffffدر روش اختلاف .  است

ifمحدود فشرده،  ل اولین بار توسط این مورد  وابسته به تمامی مقادیر گره ها بوده وارائه  ]66[ ل
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دلات حاکم بر جریان و شرایط مرزي را با با استفاده از این روش می توان مشتقات موجود در معا. شد

  :کردیشنهاد  پروي بازه یک بعدي xf)( لل فرم زیر را براي مشتق اول .دقت بالایی محاسبه کرد

)5 -6                (   
4
1

4
221111 )(

12

14

3

211
 
















hOff
x

ff
x

fff jjjjjjj  

Jjکه در آن  0 و JLx x .ل0 ابتدا هاي مرزي ي گرهبرا لj  و انتهاJj  بترتیب 

  : زیر را پیشنهاد کردروابط

)5 -7                                                                    ( 21010 45
2

12 fff
x

ff 


     

)5 -8                                         (                      211 45
2

12  


 JJJJJ fff
x

ff  

1 و 1j(براي گره هاي مجاور مرز  Jj( ل استفاده ازل ،  را بجاي  6-5( در معادله (

  .ا تضمین پایداري رابطه بیان می کنداو استفاده از این رابطه ر. بصورت زیر پیشنهاد کرد

)5 -9                                                                                        (
4
1

)
140

3216(








  

  :کردارائه رابطه زیر  محاسبه مشتق دوم يراهمچنین او ب

)5 -10                                            (



  )2(

3

)11(41
11211 jjjjjj fff

x
fff 


  

    
4
1222 )()2(

12

110
 







 hOfff
x jjj    

Jjو انتهایی  0j ابتدایی هاي مرزي براي گرههمانند قبل،  شد پیشنهاد  بترتیب روابط زیر:  

)5 -11                                                       ()152713(111 3210210 ffff
x

ff 


  

)5 -12                                            ()152713(111 32121  


 JJJJJJ ffff
x

ff  
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1 و 1j(همچنین براي گره هاي مجاور مرز  Jj( ل استفاده ازل ،
10
1

 را بجاي  در 

روابط ارائه شده توسط این محقق براي مشتقات مرتبه اول و دوم از . اد کردپیشنه) 10- 5(معادله 

خطاي حاصل از تقریب هاي ارائه شده براي محاسبه مشتقات، . دقت بسیار بالایی برخوردار است

توسط سري فوریه مورد تحلیل قرار گرفت که بدلیل گستردگی مطلب از ارائه آن صرفنظر می شود، 

  .  دقت این روابط را در چند مثال عددي بررسی خواهد شداما در بخش هاي بعد

  

   روش رانج کوتاي مرتبه چهار5-3

  :روش هاي متعددي براي حل عددي معادلات دیفرانسیل با مقدار اولیه به فرم زیر وجود دارد

)5 -13                                                                       (00 )( yxy      ،    ),( yxfy   

 جمله اول بسط، می توان دقت جواب معادله دیفرانسیل را افزایش nبا بسط سري تیلور و انتخاب 

)(مثلاً در روش اویلر دو جمله اول بسط تا . داد 0xyه می  مورد استفاده قرار می گیرد، لیکن ملاحظ

)(شود که مشتقات مرتبه بالاتر یعنی  0xy  و )( 0xy  براي دقت بیشتر جواب، می توانند مورد 

 روشی را ارائه دادند که کارائی بیشتري نسبت به روش هاي قبلی 1رانج و کوتا. استفاده قرار بگیرند

شتقات مرتبه بالاتر، تنها با استفاده از تابع   داشته باشد، ضمن آنکه بجاي محاسبه مستقیم م

),( nn yxfاین محققان بجاي بسط سري تیلور تا مشتق مرتبه چهارم، فرم .  نتیجه حاصل می شود

  :زیر را پیشنهاد کردند

)5 -14                                                                    (43211 dkckbkakyy nn   

                                                                                                      ),(1 nn yxhfk   

                                                                                      ),( 12 kyhxhfk nn      

                                                                               ),( 213 kkyhxhfk nn     

                                                                     ),( 3214 kkkyhxhfk nn     
                                                
1 Runge and Kutta 
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)(آن ها با استفاده از بسط سري تیلور  hxy n  تا مشتق چهارم و همچنین بسط توابع دو متغیره 

)(اي موضعی از  معادله با خط9، به 1ny و قرار دادن آن ها در رابطه 4k و 2k ،3kتیلور براي  5hO 

کوتاي مرتبه چهار شناخته می - رابطه مشهور زیر یکی از جواب ها است که تحت عنوان رانج. رسیدند

  :شود

)5 -15                                                                 ()22(
6
1

43211 kkkkyy nn   

                                                                                                      ),(1 nn yxhfk   

                                                                                 )2
1,2

1( 12 kyhxhfk nn   

                                                                                )2
1,2

1( 23 kyhxhfk nn    

                                                                                          ),( 34 kyhxhfk nn   

  

     بررسی دقت روش اختلاف محدود فشرده5-4

بررسی خطاي حاصل از روش اختلاف محدود فشرده با استفاده از تحلیل فوریه انجام می شود که 

ل عددي چند معادله اما در این قسمت با ح. بدلیل گستردگی مطلب از ارائه آن صرفنظر شده است

  . ت عددي این روش را بررسی می شوددق، از روش اختلاف محدود فشردهبا استفاده دیفرانسیل 

yxyy ی را بصورتمعادله دیفرانسیل*  x   مکانیکه داراي شرط مرزيدر نظر بگیرید  

  0,0 ty زمانی اولیه  و شرط  xxy 0,روش اختلاف  زابراي حل این معادله دیفرانسیل، .  باشد

استفاده زمان پیشروي در  براي ي مرتبه چهارروش رانج کوتا مشتقات مکانی و از محدود فشرده براي

   .شده است

)5 -16                                                                                                  (  ytfy ,  

با فرض اینکه      fBfA 11 ن سمت راست معادله را بصورت زیر نوشت، می توا:  

)5 -17                                                                              (yIBAxyxyx ]..[ 1
1

1    
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جایی که داریه هاي ماتریس هاي  1A و  1B شوندحاصل می ) 9- 5(تا ) 6- 5( از روابط .  

می ) 15- 5(کوتاي مرتبه چهار و معادلات - یک مسئله مقدار اولیه بوده و از روش رانج) 16- 5(معادله 

  :توان نوشت

)5 -18                                                                 ()22(
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43211 kkkkyy nn    

                                                                       nnn yIBAxtytftk ]....[,. 1
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21
1

123 2
1]....[

2
1,

2
. kyIBAxtkyttftk nnn   

                                                 31
1

134 ]....[,. kyIBAxtkyttftk nnn    

براي . کدنویسی شوند) 18- 5(و ) 17- 5(عادله دیفرانسیل کافی است معادلات براي حل عددي این م

  :  استفاده کرده که بصورت زیر تعریف می شودRMSمقایسه مقدار خطاي حاصل، از معیار 

)5 -19                                                                              (
N

yy
RMS exact 


2)(  

t در اینجا که
exact xey 2تعداد گره هاي مکانی و زمانی و همچنین مقایسه با جواب دقیق در .  است

  :جدول زیر آمده است

  

  تعداد بازه هاي مکانی 10 20 40 50
500000 

10000 
200000 

5000 
20000 

1000 
5000 

  تعداد بازه هاي زمانی 500

4.2498e-004 8.5120e-004 0.0043 0.0087 RMS 

  

 روي فاصله بین صفر و یک، ماتریس هاي  1.0xبراي  1A و  1Bبصورت زیر خواهند بود :  

 تفاضل محدود فشرده براي مثال اولخطاي حاصل از بکارگیري روش : )1- 5(جدول 
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1B  

و با فرض اینکه      fBfA 22   می توان ماتریس هاي ، 2A و  2Bرا بصورت زیر نوشت :  
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yxyyxyمعادله دیفرانسیلی را بصورت *  xxxt 22  که داراي شرایط مرزي  در نظر بگیرید

  0,0 ty و   tety 2,1  آن بصورت اولیه بوده و شرط   20, xxy جواب این معادله  . می باشد

texyدیفرانسیل به صورت  22روش  زاهمانند مثال قبل براي حل این معادله دیفرانسیل، .  باشد می

زمان پیشروي در  براي ي مرتبه چهارروش رانج کوتااختلاف محدود فشرده براي مشتقات مکانی و از 

 با فرض اینکه .استفاده شده است     fBfA 11  و      fBfA 22  می توان سمت راست 

  :صورت زیر نوشتمعادله را ب

)5 -19                                       (NyyIBAxBAxyxyy xxx   ].2....[3 2
1

22
1

2
2  

  : بصورت زیر خواهند بود4k و 1k ،2k ،3k، )15- 5(کوتاي مرتبه چهار و معادلات - از روش رانج

)5 -20                                                                                                (nyNtk ..1   

                                                                                             )
2
1.(.2 nn kyNtk   

                                                                                             )
2
1.(. 23 kyNtk n   

                                                                                                 34 .. kyNtk n    

 مطابق جدول RMS، براي مقایسه مقدار خطا، از معیار )20- 5(و ) 19- 5(پس از کدنویسی معادلات 

  :زیر استفاده استفاده شده است
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  تعداد بازه هاي مکانی 10 20 40 50
500000 

10000 
200000 

5000 
20000 

1000 
5000 

  تعداد بازه هاي زمانی 500

6.6106e-005 6.6360e-005 0.0045 0.00651 RMS 

  

   روش پرتابی5-5

همچنین معادلات . دیفرانسیل بطور کلی به دو دسته خطی و غیر خطی تقسیم می شوندمعادلات 

 و 1اولر. دیفرانسیل خطی خود به دو دسته مسائل مقدار اولیه و مسائل مقدار مرزي تقسیم می شوند

 از جمله روش هایی هستند که براي حل معادلات 3 و آدامز مولتن2اولر تصحیح شده، رانج کوتا، آدامز

روش پرتابی هم در دسته روش هاي . فرانسیل غیر خطی در مسائل مقدار اولیه بکار گرفته می شونددی

  . حل معادلات دیفرانسیل غیر خطی با مسائل مقدار مرزي قرار دارد

روش پرتابی مسئله مقدار مرزي را به یک مسئله مقدار اولیه جهت استفاده کردن از الگوریتم قدرتمند 

در این روش شرایط کلی اولیه سیستم . ي از مسائل مقدار اولیه تبدیل می کندبراي انتگرال گیر

در پایان . معادلات دیفرانسیل حدس زده می شود و از معادلات بصورت پیشرو انتگرال گرفته می شود

مقادیر نهایی محاسبه شده با شرایط مرزي و شرایط اولیه حدسی مقایسه می شوند و در صورت نیاز 

این روند ادامه تکرار می شود تا مقادیر پایانی تعیین شده در بازه، به . آن صورت می گیردتصحیحی بر 

همچنین . یک معیار همگرایی برسند و این فرم عمومی پایه براي خانواده روش هاي پرتابی می باشد

یا دو ممکن است این فرم عمومی را در انتخاب شرایط نهایی، اولیه و انتگرال گیري معادلات در یک 

همچنین می توان مسائل مقدار مرزي را تا زمانی که نتایج مقدار اولیه ثابت شود بکار . مسیر تغییر داد

  .برد و یک سري از حدس هاي خوب را براي شرایط کلی ایجاد کرد

  

                                                
1 Euler Method 
2 Adams Method 
3 Adams-Moulton Method 

 خطاي حاصل از بکارگیري روش تفاضل محدود فشرده براي مثال دوم: )2- 5(جدول 
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  :ابتدا براي یک یا دو دسته از معادلات دیفرانسیل بسط زیر در نظر گرفته می شود

)5 -21                (                            ),,( 212
2 yyxf

dx
dy

       و        ),,( 211
1 yyxf

dx
dy

       

  :با جدا کردن شرایط مرزي

)5 -22                                                                (ff yxy ,22 )(       0,101     و )( yxy    

  :    بصورت زیر حدس می زنیم2yشرایط اولیه را براي ابتدا 

)5 -23        (                                                                                          )( 02 xy  

ایجاد می ) 2- 5( همانند شکل اگر از معادلات سیستم بصورت پیشرو انتگرال گیري شود، دو مسیر

)(از آنجایی که مقدار . شود 02 xy 2 فقط یک حدس بود، مسیرy 0 هدف خود را درx از دست می 

ffداده و شرط مرزي  yxy ,22 )( را ارضا نمی کند  .  

  
  

2),( تحت عنوان fx در 2y، مقادیر محاسبه شده براي حدس  fxyهدف .  طراحی می شود

  : است، هنگامی که شرط مرزي ارضا شود که آن بصورت زیر خواهد بودمطلوب پیدا کردن مقدار 

)5 -24               (                                 0),()(),( ,22,22  ffff yxyyxy   

  : بصورت زیر بیان می شودهمچنین تابع در یک سري تیلور حول 

 مسیرهاي ایجاد شده در اثر انتگرال گیري): 2- 5(شکل 
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)5 -25                                                             (])[()()( 2yO 



 



  

 را به اصطلاح نشانه گیري fx می بایست مقدار مرزي 2yیر براي درست همگرا شدن سیستم، مس

lim)(0این بیان معادل عبارت . کند
0




yy
y

است و در نتیجه :  

)5 -26                                (













 













 









 

),(
]),([)(

2

,220),()( ,22

f

ffyxy

xy
yxy

ff  

ff، صورت کسر  )26- 5(در رابطه  yxyy ,22 ),(    اختلاف بین مقدارff yxy ,22 )(  مرز 

2),(نهایی تعیین شده و  fxy مقدار محاسبه شده نهایی است که با استفاده از حدس  بدست می 

  : می باشدnew براي بدست آوردن مقدار حدس جدید  مقدار تصحیح حدس همچنین . آید

)5 -27                                                                                           (  oldnew  

  :زم باشدگاهی اوقات براي جلوگیري از واگرایی ممکن است یک مرحله تصحیح جزئی لا

)5 -28                                                            (  oldnew       10     که    

  

  روش پرتابیحل معادله دیفرانسیل غیر خطی با استفاده از  1- 5-5

، یک معادله دیفرانسیل غیر خطی را 1در این قسمت با استفاده از توابع تعریف شده در نرم افزار متلب

این معادله دیفرانسیل با استفاده از روش پرتابی حل و سپس با روش . به روش عددي حل شده است

  .تفاضل محدود مقایسه خواهد شد

تیر یک سر گیردار، با شرایط مرزي مشخص مورد ) خیز(معادله دیفرانسیل زیر براي جابجایی * 

  :استفاده قرار می گیرد

)5 -29                        (0
1


xdx

dy ، 0)0(:. xySBC        0       باcos2.02

2

 y
dx

yd  

                                                
1 MATLAB Software 
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براي حل عددي این معادله در بازه بین صفر تا یک، به دلیل نبودن ترم 
dx
dy ِدر معادله دیفرانسیل 

  :ی مواجه شده که می توان آن را بصورت زیر نوشتخیز تیر، با یک معادله غیر خط

)5 -30                                                                (y
dx
dz cos2.0         و         z

dx
dy

  

 بازه مورد نظر  و استفاده از آن در روش پرتابی، این معادله براحتی درODE45با بکارگیري عملگر 

  . کد این برنامه در قسمت پیوست آمده است. قابل حل است

حل یک معادله غیر خطی با استفاده از روش تفاضل محدود صرفاً بدلیل غیر خطی بودن آن، مشکل 

 ها iyبراي حل این مشکل ابتدا معادله را براي گره اول حل می کنیم، با فرض اینکه تمامی . است

)0(0باید توجه داشت که شرط اولیه مسئله که عبارتست از . برابر صفر هستند yxy  برقرار ،

)1(1در گره اول . است yxy  2(2 و در گره دوم( yxy به همین ترتیب براي تمامی .  است

 گره ها yدر قسمت اول فرض بر این بود که مقدار اولیه . ا بدست آورد رyگره ها می توان مقادیر 

 ها داراي یک مقدار اولیه از قسمت yحال در قسمت دوم براي تکرار مجدد، تمامی . برابر صفر است

با استفاده از جدول .  را در گره ها بدست آوردyبا تکرار و مقایسه می توان مقادیر . اول هستند

)(ضرایب مشتق و اپراتور مرکزي با خطاي برشی از  2hOمی توان نوشت :  

)5 -31                                                                    ()(2 2
11

22 hOyyyDh iii     

                                                       11
22 2cos2.0cos2.0   iiiii yyyyhyD   

  :و در نهایت رابطه زیر بدست می آید

)5 -32                                                                    (iiii yhyyy cos1.0
2
1

2
1 2

11    

 در قسمت پیوست کد این روش. می توان نتایج حل عددي بدست آورد) 32- 5(با کد نویسی معادله 

. ، مقایسه اي بین نتایج روش تفاضل محدود و روش پرتابی انجام شده است)3- 5(در شکل . آمده است

 مقدار 0xهر دو روش در . در این شکل هر دو روش شرایط مرزي را براي تیر ارضا کرده اند

0y1  دارند و شیب هر دو نمودار درxبرابر صفر است  .  
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   bvp4c با استفاده از متلبحل مسائل مقدار مرزي در  2- 5-5

برنامه هاي حل مسائل مقدار مرزي به عملگرهایی نیاز دارند که براي توصیف اولیه حل، مقدار آن را 

.  براي حل در نظر بگیریماغلب ممکن است در این میان مجبور شویم تا پارامترهایی را. حدس بزنند

. تئوري مسائل مقدار مرزي مبنی بر مسائل مقدار اولیه براي معادلات دیفرانسیل معمولی هستند

همچنین برنامه هاي موثري براي هر دو وجود دارد که بطور طبیعی آن ها را در برنامه اي براي حل 

  .   پرتابی شناخته می شوداین رهیافت تحت عنوان روش . مسائل مقدار مرزي ترکیب می کنند

 می توان حل bvp4cمثال زیر نشان می دهد که چگونه یک مسئله مقدار مرزي را با استفاده از عملگر 

یک مسئله . این عملگر با استفاده از یک حدس خوب براي حل، سریعترین جواب را ارائه می کند. کرد

تعدادي شرایط مرزي و یک حدس براي مقدار مرزي شامل یک سري از معادلات دیفرانسیل معمولی، 

  :دسته معادلات زیر را در نظر بگیرید. مشخص کردن حل است

)5 -33                                                                                          (
v

uwuu )(5.0 
      

                                                                                                    )(5.0 uwv    

                                                                       
z

uwwyww )(5.0)(10009.0 
  

                                                                                                      )(5.0 uwz   

 انطباق نتایج روش تفاضل محدود و روش پرتابی): 3- 5(شکل 
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                                                                                                   )(100 wyy   

  :در این معادلات شرایط مرزي بصورت زیر هستند

)5 -34                           ()1()1( yw      0(10     و( z     0()0()0(1      و(  wvu   

براي . براي حل احتیاج به حدسی است که به فرم یک تابع بتواند مقادیر را در هر فاصله ارزیابی کند

  :این معادلات، یکی از حدس ها می تواند بصورت زیر باشد

)5 -35                          (                                                                            1)( xu    

                                                                                                                1)( xv         

                                                                                       191.85.4)( 2  xxxw  

                                                                                                            10)( xz  

                                                                                       91.095.4)( 2  xxxy  

،  باید تابعی را تعیین کنیم که معادلات دیفرانسیل bvp4cبراي حل این معادلات با استفاده از عملگر 

  :بصورت زیر در نظر می گیریم را yاجزاي . و باقیمانده را در شرایط مرزي ارزیابی کند

)5 -36                                                                                                      (uy )1(          

                                                                                                               vy )2(        

                                                                                                               wy )3(    

                                                                                                               zy )4(  

                                                                                                               yy )5(  

  : شدخواهندو حل این اجزاء بصورت زیر در نرم افزار کد نویسی 
                                                                   function dydx=F1(x,y) 

dydx=[ 0.5*y(1)*(y(3)-y(1))/2                         
      -0.5*(y(3)-y(1))   
      (0.9-1000*(y(3)-y(5))-0.5y(3)*(y(3)-y(1)))/y(4)  
       0.5*(y(3)-y(1)) 
       100*(y(3)-y(5))]; 

 

function res=F2(ya,yb) 
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res=[ ya(1) – 1 
      ya(2) - 1   
      ya(3) – 1 
      ya(4) – 10 
      yb(3) – ya(5)]; 

 

Solinit=bvprint(linespace(0,1,5),[1 1 1 -10 0.91]); 
 
Sol=bvp4c(@F1,@F2,solinit); 

 

 وظیفه دارد solinitعملگر .  استفاده شده استbvprint و solinitدر پروسه کد نویسی از دو عملگر 

اولاً حدس زده شده روي یک مش را بر رفتار پروسه حل بررسی کرده و ثانیاً حدس زده شده بر حل 

 وظیفه دارد ساختاري منظم براي تک تک حدس ها bvprintعملگر . را در تمامی مش ها ارزیابی کند

  .و حل ها ایجاد کند

  

  اشات روش اغتش5-6

بسیاري از مهندسان، فیزیکدانان و ریاضیدانان، زمان زیادي را براي تعیین حل تقریبیِ مسئله اي که با 

این تقریب ها ممکن است کاملاً عددي، کاملاً تحلیلی یا ترکیبی از . آن مواجه هستند، صرف می کنند

ک تکنیک قدرتمند و روش هاي عددي و تحلیلی در کنار یکدیگر، تشکیل ی. این دو تکنیک باشند

  . تطبیق پذیر را می دهند

 یک پارامتر خیلی در آن ها می باشد که یراي حل مسائلبوش اغتشاشات یکی از روش هاي تقریبی ر

در این روش معادلات بی بعد شده با استفاده از یک سري . باشدکوچک و یا خیلی بزرگ ظاهر شده 

 خیلی کوچک و یا معکوس پارامتر هايارامتر بر پاین سري توانی مشتمل. توانی توسعه داده شوند

پارامتر اغتشاشات توان هاي پس از اعمال این سري، معادلات بدست آمده برحسب . استخیلی بزرگ 

 سري معادلات دیفرانسیل نتیجه این که یک.  مساوي صفر قرار داده می شوندآنمرتب شده و ضرایب 

  . دله براي معادله بعدي مورد استفاده قرار می گیرد که جواب حاصل از هر معاشده ساده تر ظاهر
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   دقت تقریب اغتششات5-6-1

در این پروسه تعدادي از المان ها نگه داشته می . کلید حل مسائل پیشرفته، مدلسازي ریاضی است

براي انجام چنین گامی، اولین اقدام . شوند، تعدادي حذف می شوند و بقیه تقریب زده می شوند

این اقدام با مقایسه آن ها با یکدیگر و با المان هاي .  المان هاي مختلف است1 بزرگیتعیین مرتبه

در نتیجه می بایست قبل از . این پروسه بی بعد سازي نامیده می شود. اصلی سیستم انجام می شود

وش در این قسمت براي آشنایی بیشتر با ر. ]69[اقدام به تقریب زنی، متغیرهاي بی بعد را معرفی کرد 

  .تقریبی اغتشاشات به بررسی چند مثال پرداخته شده است

  :معادله زیر را در نظر بگیرید* 

)5 -37                                                     (0      02      که)2)23   xx   

0232به ) 37- 5( است، معادله 0هنگامی که   xx کاهش می یابد که این معادله داراي 

 و معادله دوم، معادله غیرمغشوش 2، معادله مغشوش)37-5(معادله .  است2x و 1xریشه هاي 

ک یا محدود باشد، انتظار می رود که ریشه ها  کوچهنگامی که .  نامیده می شود3یا معادله کاهیده

اولین گام در تعیین یک حل تقریبی، فرض فرمی براي .  منحرف شوند2x و 1xمقداري از 

  :در اینجا فرض می شود که ریشه ها به فرم زیر توسعه یابند. تعمیم معادله است

)5 -38                (                                                                 2
2

10 xxxx   

گام دوم جایگذاري . در اکثر کاربردها، یک یا دو ترم از فرم بسط معادله مورد محاسبه قرار می گیرد

  :بصورت زیر است) 37- 5(در معادله ) 38- 5(بسط 

)5 -39                      (02))(23()( 2
2

10
2

2
2

10    xxxxxx  

با استفاده از . است... گام سوم انجام عملیات اولیه ضرب، تقسیم، بسط و توسعه، اضافه و کم کردن و 

  :بصورت زیر خواهد بود) 39- 5(توزیع دو جمله اي، اولین ترم معادله 

                                                
1 Order of Magnitude 
2 Perturbed Equation 
3 Unperturbed Equation  or  Reduced Equation 
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)5 -40            ( 2
2

2
12

2
10

2
0

2
2

2
10 )()(2)(  xxxxxxxxx   

                2
2

4
21

32
1

2
20

2
10

2
0 222 xxxxxxxxx   

                                         )2(2 2
120

2
10

2
0 xxxxxx    

  :بصورت زیر مرتب خواهد شد) 39- 5(دومین ترم معادله 

)5 -41       ( 2
3

1
2

02
2

102
2

10 222333))(23( xxxxxxxxx    

                        )23()23(3 12
2

010 xxxxx   

  : صورت زیر تبدیل خواهد شداین معادله ب) 39-5(در ) 41- 5(و ) 40- 5(با جایگذاري معادلات 

)5 -42   (0)232()1232()23( 12
2
120

2
011000  xxxxxxxxxxx   

  :که نتایج آن مطابق زیر است را برابر صفر قرار داده در گام چهارم، کلیه ضرایب توان هاي مختلف 

)5 -43                                                                             (              023 00  xx  

)5 -44                                                                             (01232 0110  xxxx  

)5 -45                                                                            (0232 12
2
120  xxxxx  

همانند حالت کاهش یافته معادله ) 43- 5(نتایج معادله . نجم، حل سه معادله ساده شده استگام پ

10است و آن برابر ) 37- 5( x 20 و xمی باشد  .  

10براي ) 45- 5(و ) 44- 5(نتایج معادلات  x 11 بصورت x 32 و x 20 و براي x  بصورت 

31 x 32 و xبصورت زیر جایگذاري خواهد شد) 38-5(این نتایج در بسط .  خواهد بود:  

)5 -46                                                                           (             231 x  

)5 -47                                                                                    ( 2332 x  

مقایسه ) 37- 5(، می بایست آن را با جواب دقیق معادله )47- 5(و ) 46- 5(براي مقایسه تقریب هاي 

  :ت باکرد که آن برابر اس

)5 -48                                                             (])2(4)23(23[
2
1 2   x  
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                                                                          ]48123[
2
1 2  x یا       

  :که در آن

)5 -49                          (


 2222 )48(
!2

)
2
1)(

2
1(

)48(
2
11481   

                                   222 641)64(
8
1241   

  :داریم) 48- 5(در معادله ) 49- 5(با جایگذاري بسط 

)5 -50                                                                  (













)64123(
2
1

)64123(
2
1

2

2








x  

                                                                                











2

2

31
332



xیا            

  . قابل مقایسه است) 47- 5(و ) 46-5(با تقریب ) 50- 5(حال پاسخ دقیق 

  

2yyy معادله دیفرانسیل*   0(1 را با شرط( y در این معادله . در نظر بگیرید پارامتر ،

  :بسط اغتشاشات زیربا استفاده از . 1اغتشاشات نام دارد که در اینجا 

)5 -51                                                           ( )()()(),( 2
2

10 xyxyxyxy   

                                                                     )()()(),( 2
2

10 xyxyxyxy   

  :کرده و در نتیجه داریمجایگزین را در معادله دیفرانسیل ) 51- 5(حال کافی است تا بسط 

)5 -52                                    ( 22
2

102
2

102
2

10 yyyyyyyyy    

  : خواهیم داشتس از مرتب کردن بر حسب توان هاي مشابه پ

)5 -53                                  (      02 1022
22

01100  yyyyyyyyy   
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  :عبارت هاي مربوط به هر توان مشابه را صفر قرار داده و در نتیجه می توان نوشت

)5 -54                                                                                                 (000  yy   

                                                                                                          2
011 yyy   

                                                                                                    1022 2 yyyy     

  :همچنین شرط مرزي زیر حاصل می شود

)5 -55                     (   1)0()0()0(1)0( 2
2

10
)()()(),( 2

2
10 yyyy xyxyxyxy    

                          0)0()0( 21  yy     0)0(1   و  y  

  

  :بصورت زیر خواهد بود) 54- 5(، پاسخ معادلات )55- 5(با توجه به شرایط مرزي 

)5 -56 (                                                                                               xexy )(0  

                                                                                                 xx eexy   2
1 )(  

                                                                                       xxx eeexy   23
2 2)(  

  :بصورت زیر جایگذاري خواهد شد) 51- 5(در بسط ) 56-5(نتایج 

)5 -52                            (      xxxxxx eeeeeexy 2322 2),(    

بایست آن را با جواب دقیق معادله اصلی مقایسه ، می )52- 5(براي مقایسه تقریب همانند مثال قبل، 

  :کرد که آن برابر است با

)5 -53                                                                                (1))1(1(   xx eey   

  .، اختلاف ناچیزي دارند و xدر مقادیر مختلف ) 53- 5(و ) 52- 5(روابط 
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 در ی عدم تعادل حرارتيمطالعه عددفصل ششم ـ * 

   متخلخل هايطیمح
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    مقدمه6-1

به بررسی مدلسازي و حل عددي انتقال حرارت رسانشی در محیط هاي متخلخل  فصل نیدر ا

 شده و درباره آن توضیحاتی ارائه معادلات حاکم در محیط هاي متخلخل معرفی. پرداخته شده است

سپس شرایط مدلسازي و حل عددي معادلات حاکم در محیط متخلخل مورد نظر، بررسی . می شود

. ما فرض کردیم که انتقال حرارت از مرزهاي بالایی و پایینی این محیط افقی ناچیز است. می شود

انتقال حرارت، در اثر  در این محیط .بنابراین روند انتقال حرارت فقط در یک راستا صورت می گیرد

ین محیط متخلخلِ تغییر شکل ناپذیر، با یک سیال ا. تغییر ناگهانی دما در مرز محیط رخ می دهد

در ادامه شرایط مرزي و تطبیق آن با تعریف شرایط حاکم بررسی . واحد تراکم ناپذیر اشباع شده است

فصل پنجم، نتایج حاصل از آن در قالب پس از طی پروسه حل توسط روش هاي عددي . می شود

گراف هاي گرادیان حرارتی نشان داده شده و توضیحی کامل پیرامون رفتار گرادیان هاي حرارتی با 

در قسمت پایانی این فصل نتایج حاصل از حل عددي با . توجه به گراف هاي حاصله ارائه می شود

     .استفاده از روش هاي فصل پنجم معتبر سازي خواهد شد

  

   معادلات حاکم در محیط هاي متخلخل6-2

قبل از اینکه به توضیح معادلات حاکم بپردازیم، لازم است تا محیط مورد نظر خود را معرفی کرده و 

 را 0xمحیط متخلخل مورد نظر، یک محیط یک بعدي بوده که فاصله .  ارائه نماییمتوضیحاتی را

 به 0T دما از 0x قرار داشته و بطور ناگهانی در مرز 0Tحیط ابتدا در دماي این م. اشغال می کند

1Tلذا هیچ گونه جریان القایی در آن بوده و افقی یک بعدي مفروض،محیط  همچنین . تغییر می کند 

  .بوجود نمی آید

ساده ترین معادلات دو دمایی براي انتقال حرارت گذرا در یک همانطور که قبلاً هم به آن اشاره شد، 

در  ]14[ توسط نیلد و بژِان با در نظر گرفتن پخش حرارتی و ترم سرعت فاز سیالمحیط متخلخل 
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 سیال همچنین محیط در نظر گرفته شده توسط آن ها با یک. شرایط عدم تعادل حرارتی ارائه شد

  :معادلات ارائه شده توسط آن ها به صورت زیر است. واحد اشباع شده بود

)6 -1                                          ()()()()( fsffff
f

f TThTkTVc
t

T
c 




  

)6 -2                                                   ()()()1())(1( sfss
s

s TThTk
t

Tc 



   

ن معادلات ساده انرژي هستند که با استفاده قانون اول در واقع هما) 2-6(و ) 1- 6(عادلات م

ر این د. ترمودینامیک، قانون پیوستگی، قانون بقاي جرم و تعریف یک حجم کنترل اثبات می شوند

 ظرفیت c چگالی، . است مربوط به فاز جامد sمربوط به فاز سیال و اندیس  f اندیس ،معادلات

 از حاصل تقسیم ریب تخلخل ض.  تخلخل محیط است دما و T،  سیالرعتس v،  ویژهحرارتی

  .  بر حجم کل حاصل می شودحجم فضاي اشغال شده توسط محیط متخلخل

)(این معادلات ترم در  fs TTh بین دو فاز را نشان می دهد که بر اثر اختلاف دماي  ، انتقال حرارت

 یک مقدار تجربی ،h همانطور که می دانیم ضریب انتقال حرارت. فاز جامد و سیال بوجود می آید

، )44- 2(روابط با توجه . در فصل دوم هم به این موضوع اشاره شد. دست می آیداست که با آزمایش ب

. در غیاب جریان سیال، مقدار ضریب انتقال حرارت بین فازي صفر نخواهد بود) 48-2(و ) 47- 2(

نکته بسیار مهم دیگر اینکه، در این حالت ضریب انتقال حرارت بین فازي مستقل از ضریب رسانایی 

با توجه به این نکته، می توان ضریب انتقال حرارت بین فازي و به دنبال آن .  خواهد بودskفاز جامد 

در ال اشباع کننده به شکل زیر مقیاس طول طبیعی را بر مبناي ویژگی هاي محیط متخلخل و سی

  :نظر گرفت

)6 -3                                                        (                            
h
k

L
L
k

h ff 
 2

.  

در محیط رسانشی در حال گذرا تحت شرایط مفروض  صرفاً بررسی انتقال حرارت فصلهدف این 

نتیجه در در .  سیال ساکن است، که در این محیطشوداست، بنابراین فرض می مورد نظر متخلخل 

ffترم ) 1- 6(معادله  TVc )(صفر خواهد بود .  
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 در دماي 0tتا لحظه ) 1- 6(متخلخل با توجه به شکل حیط م   به منظور مدل سازي،مسئلهدر این 

   . را صفر قرار می دهیمy انرژي کلیه مشتقات در جهت تبنابراین در معادلا.  قرار دارد0Tثابت 

  
  

 عدم 0xبنابراین در مرز .  افزایش می یابد1T به 0T ناگهان از 0x دما در مرز شودرض می ف

)(تعادل حرارتی محلی رخ می دهد و ترم  fs TTh  جامد و سیال  بین دو فازِي اختلاف دمادلیل به 

 1Tالبته در لحظه اول دماي فازهاي جامد و سیال برابر بوده و افزایش ناگهانی دما به . ارضا می شود

  . در مرز به عنوان شرایط اولیه مسئله فرض می شود

  

   بی بعد سازي6-2-1

  : اده شده استاز روابط زیر استف) 2- 6(و ) 1- 6(براي بی بعد سازي معادلات انرژي 

)6 -4              (                                                                                          t
L

t f
2

ˆ 
  

که در آن 
f

f
f c

k
)(

  ضریب پخش گرمایی فاز سیال و Lمقیاس طول ماکروسکوپیک است  .  

)6 -5           (                                                                                                
L
xx ˆ  

)6 -6           (                                               
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0
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TTTT f

fluidfluidf 


   

)6 -7          (                                                 
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0
010 TT

TTTTTT s
solidsolids 


   

) 2- 6(و ) 1- 6(و جایگذاري در معادلات انرژي ) 7- 6(، )6- 6(، )5- 6 (،)4- 6( با استفاده از روابط

  :داریم

 محیط یک بعدي مفروض): 1-6(شکل 
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)6 -8               (                                                            )(   HFluid xxt  

)6 -9         (                                                               )(   HSolid xxt  

  :پارمترهاي بی بعد به فرم زیر هستند) 9- 6(و ) 8- 6(که در روابط 

)6 -10        (                                                                                               
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ضریب ، نسبت ضریب پخش به ترتیب،  و ،Hپارامترهاي) 12-6(و ) 11- 6(، )10-6(در روابط 

  .  نامیده می شوندقیاس تخلخلنسبت رسانایی در م و انتقال حرارت بین فازي بدون بعد

تاثیر عدم تعادل حرارتی محلی همانطور که در فصل دوم هم به آن اشاره شد، در غیاب جریان سیال، 

ي با تخلخل ثابت، سیال در یک محیط متخلخلِ یک بعدبر رفتار گرادیان حرارتی فازهاي جامد و 

هنگامی که تعادل حرارتی محلی از  . مورد بررسی قرار گرفت]61[ نوري بروجردي و همکاران توسط

بین برود، رسانایی در یکی از فازها نسبت به دیگري زودتر اتفاق می افتد، هر چند تعادل حرارتی 

آن ها براي مدلسازي عدم تعادل حرارتی محلی، از . محلی دوباره پس از گذشت زمان بوجود می آید

 همچنین آن ها بعد .استفاده کردند ]4[ کاویانی  و]14[ط نیلد و بِژان  ارائه شده توس انرژيمعادلات

 معادلات ،]62[از بی بعد سازي، با استفاده از متغیرهاي تشابهی ارائه شده توسط کارسلا و جیاگر 

سپس با استخراج شرایط اولیه از معادلات . حاکم را به فرم ساده تري براي حل عددي تبدیل کردند

همچنین استفاده از متغیرهاي . کس حل عددي را انجام دهندبدست آمده، توانستند از روش کلر با

با استفاده از مقیاس طبیعی پایان نامه  در این .را نیز فراهم می کند Hتشابهی امکان حذف پارامتر

  .برابر واحد خواهد بود پارامتر بی بعداین ، )3- 6(طول 
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 0x حرارتی محلی، بر اثر افزایش ناگهانی دما در مرز با توجه به اینکه در این محیط عدم تعادل

  :ایجاد می شود، شرایط اولیه و مرزي را می توان به سادگی به فرم زیر تعریف کرد

)6 -13(                                                  1)0()0(0  xxt شرط اولیه         

)6 -14        (                                          1)0()0(0  xxx شرایط مرزي     

                                  0)()(0  xxTTTx sf          

 محیط نیمه بینهایت است که 0xحاکی از یک تغییر ناگهانی دما در مرز ) 14- 6(شرایط مرزي 

همچنین شرایط مرزي استفاده شده در حل عددي، . بین فازها را ناشی می شود  حرارتیعدم تعادل

  .ویژگی هاي شرط اولیه را احراز می کنند

 متناظر با سطح افقی، جریان گرمایی به آرامی منتقل می 0yباید توجه کنیم که از سطح مرزي 

شی در این جهت در مقیاس ماکروسکوپیک به طور طبیعی شود و بنابراین فقدان وجود نیروهاي ران

هنگامی که سطح مرزي مایل باشد، یک جریان القایی متناسب با . شرایط عدم جریان را مهیا می کند

در این حالت می بایست قانون دارسی را نیز در معادلات .  در طول سطح ایجاد می شودزاویه شیب 

  . کنیمحاکم وارد 

  

   روش حل6-3

هر کدام از این روش ها از . روش هاي عددي بسیاري براي حل معادلات دیفرانسیل عادي وجود دارد

) 13- 6(با شرایط اولیه و مرزي ) 9-6(و ) 8- 6( معادلات به منظور حل. دقت خاصی برخوردار هستند

 و محاسبه xر مکان براي پیشروي د.  از دو روش عددي متفاوت استفاده شده است،)14-6(و 

 از روش اختلاف محدود فشرده و از تکنیک تکرار شونده رانج کوتاي xx و xxمشتقات مرتبه دوم 

روش هاي عددي براي حل هنگام استفاده از .  استفاده شده استtمرتبه چهار براي پیشروي در زمان 

در ذیل .  تعداد بازه ها در زمان چندین برابر تعداد بازه ها در مکان باشد می بایستچنین معادلاتی

  .آمده است بتفصیل نتایج حاصل از بکارگیري روش هاي فوق در حل معادلات انرژي
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   نتایج حل عددي 6-4

در محیط هاي متخلخل با ) 9- 6(و ) 8- 6(در این قسمت نتایج حاصل از حل عددي معادلات انرژي 

کلیه این نتایج رفتار گرادیان هاي حرارتی فازهاي . آمده است) 14-6(و ) 13- 6(شرایط اولیه و مرزي 

هدف از بررسی گرادیان هاي حرارتی فازهاي جامد . جامد و سیال را نسبت به زمان نشان می دهند

ادل حرارتی به شرایط تعادل حرارتی تبدیل وسیال، نشان دادن مدت زمانی است که شرایط عدم تع

کلیه این نتایج، گرادیان هاي حرارتی فازهاي جامد و سیال را در نقطه اول نشان می دهند . می شود

)0(که به ترتیب   xq f  0( و(  xqs هستند  .  

گراف هاي . ا نشان می دهند گرادیان حرارتی فازهاي جامد و سیال ر)3- 6( و )2- 6(شکل هاي 

به دلیل .  رسم شده اند2.0 ،1 و 2 ،1موجود در هر شکل براي حالات خاص 

گرادیان هاي اختلاف میان . یکسان بودن شرایط اولیه هر دو فاز، گراف ها از یک نقطه شروع شده اند

با .  استf و سیال sحرارتی هر دو فاز به دلیل تفاوت مقدار ضریب پخش حرارتی فازهاي جامد

اما به دلیل تاثیرات دمایی فازها بر هم، این اختلاف کاهش . گذشت زمان این اختلاف بیشتر می شود

انطباق گراف ها نشان دهنده تغییر شرایط، از حالت . م منطبق می شوندگراف ها بر هیافته و دوباره 

در زمان هاي خیلی دیر، شیب گراف ها به صفر . عدم تعادل حرارتی به حالت تعادل حرارتی است

. کاهش یافته و گرادیان هاي حرارتی هر دو فاز با یک مقدار ثابت به سمت بینهایت حرکت می کنند

ا صفر شد، هنوز هم انتقال حرارت بین تمامی گره هاي جامد و سیال هنگامی که شیب گراف ه

صورت می پذیرد، اما باید توجه داشت که مقدار این انتقال حرارت به دلیل حاکم بودن شرایط تعادل 

نکته دیگر که در این گراف حائز اهمیت است، . حرارتی محلی، تا بینهایت همواره ثابت خواهد بود

 نسبت ضریب پخش حرارتی فاز سیال به فاز ،بیان شدهمانطور که . ها استاختلاف میان گراف 

  : باشد1جامد است و هنگامی که 
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در مباحث فیزیکی، این . بیان می کند که گرماي ویژه فاز جامد بیشتر از سیال است) 15- 6(نامساوي 

 1بنابراین هنگامی که . بدین مفهوم است که فاز جامد دیر گرم می شود و دیر سرد می شود

 بالعکس 1 این نتیجه براي. است، گراف فاز جامد همواره بالاتر از گراف فاز سیال قرار می گیرد

12. خواهد بود     

  

  
  

  
  

  1 و 2اي گرادیان حرارتی  براي گراف ه: )2-6(شکل 

  1 و 2.0گراف هاي گرادیان حرارتی  براي : )3-6(شکل 
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 گرادیان حرارتی فازهاي جامد و سیال را به ازاي نسبت هاي مختلف ضریب )5- 6( و )4- 6(  هايشکل

1اي ، ظرفیت گرماي ویژه فاز جامد بر)15- 6(با توجه به نامساوي .  نشان می دهد 1 و ، 

 این )4- 6(نکته قابل توجه در شکل . به ترتیب کوچکتر و بزرگتر از ظرفیت گرماي ویژه فاز سیال است

  .  افزایش یابد، مدت زمان رسیدن به تعادل حرارتی نیز افزایش می یابداست که هر چه مقدار 

  
  

  

  
  

  متفاوت و 1راف هاي گرادیان حرارتی براي گ: )4-6(شکل 

 )4- 6( بزرگنمایی شکل ):5-6(شکل 
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 رسم شده و نشان دهنده 1 و 1همچنین گراف میانی براي حالت خاص در این شکل ها، 

با توجه به معادلات انرژي، در این حالت خاص گراف هاي جامد و .  است 1 و 1مرز میان 

  .هم منطبق خواهند بودسیال بر 

 گرادیان حرارتی فازهاي جامد و سیال را به ازاي نسبت هاي مختلف ضریب )7-6( و )6- 6( هاي شکل

 4 و ضریبهر چه مقدار در این گراف ها .  نشان می دهد افزایش یابد، مدت زمان رسیدن 

  . ه تعادل حرارتی نیز کاهش می یابدب

  

  
  

  در معادله می گذارد، به مراتب بیشتر از ضریب ، تاثیري که ضریب )9- 6(با توجه به معادله 

 را در معادله فاز جامد فراهم کرده و فازها  امکان خنثی کردن ضریب بزرگتر بودن ضریب . است

نمایی دقیق تري از زمان هاي دیر ) 7- 6( شکل .در نقاط بیشتري از دامنه تعریف شده بر هم منطبقند

  . در این شکل انطباق کلیه گراف ها قابل مشاهده است. را نشان می دهد

  

   متفاوت و 4راف هاي گرادیان حرارتی براي گ: )6-6(شکل 
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امد و سیال را به ازاي نسبت هاي مختلف  روند اختلاف بین گرادیان حرارتی فازهاي ج)8- 6(شکل 

از گراف هاي حاصله اینطور نتیجه می شود که هر چه .  نشان می دهد4 و ضریب ضریب 

امد و سیال  افزایش یابد، مقدار این اختلاف کمتر شده و گرادیان حرارتی فازهاي جمقدار ضریب 

 و 1 مقدار اختلاف صفر را براي  پایین ترین قسمت نمودار می تواندر .انطباق بیشتري دارند

1 کرد مشاهده .  

  

 )6- 6(بزرگنمایی شکل ): 7-6(شکل 

   متفاوت و 4مقادیر اختلاف گرادیان حرارتی براي : )8-6(شکل 
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 روند اختلاف بین گرادیان حرارتی فازهاي جامد و سیال را به ازاي نسبت هاي مختلف )9- 6(شکل 

، هر چه مقدار ضریب 1، به ازاي با توجه به این شکل.  نشان می دهد1 و ضریب ضریب 

 1 افزایش یابد، اختلاف میان فازهاي جامد و سیال افزایش پیدا می کند و بالعکس به ازاي ،

به  افزایش یابد، اختلاف میان فازهاي جامد و سیال کاهش پیدا می کند یا هر چه مقدار ضریب 

نکته دیگر . لاف میان فازهاي جامد و سیال بیشتر می شودت، اخ1 با دور شدن از مرز بیان دیگر

 بزرگتر یا کوچکتر از یک باشد، نقطه حداکثر ، صرفنظر از اینکه ضریب اینکه با کاهش ضریب 

استدلال چنین نکته اي با توجه به توضیحات . اختلاف گرادیان حرارتی به زمان هاي زود میل می کند

، گرماي 0ردن آن به سمت صفر  و میل کبا کوچک شدن ضریب . قبل بسیار آسان می باشد

در .  میل می کند0sc و گرماي ویژه جامد به سمت صفر fcویژه سیال به سمت بینهایت 

فاز شروع شده و در همان لحظات ابتدایی به حدکثر خود دو نتیجه از همان لحظه اول اختلاف میان 

 و 1 مقدار اختلاف صفر را براي  در پایین ترین قسمت می توان)9-6(با توجه به شکل .  رسدمی

1رد مشاهده ک.  

  
  

  

 متفاوت  و 1مقادیر اختلاف گرادیان حرارتی براي : )9-6(شکل 
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  اعتبار سنجی نتایج حل عددي   6-5

شات و براي اعتبار سنجی نتایج حل عددي در زمان هاي زود و دیر از روش تقریبی تحلیلی اغتش

بسیاري از همانطور که در فصل پنجم هم اشاره به آن شد، . روش عددي پرتابی استفاده شده است

. محققان زمان زیادي را براي تعیین حل تقریبیِ مسئله اي که با آن مواجه هستند، صرف می کنند

روش هاي . نداین تقریب ها ممکن است کاملاً عددي، کاملاً تحلیلی یا ترکیبی از این دو تکنیک باش

در این . عددي و تحلیلی در کنار یکدیگر، تشکیل یک تکنیک قدرتمند و تطبیق پذیر را می دهند

 یک پارامتر در آن ها می باشد که یراي حل مسائلبوش اغتشاشات یکی از روش هاي تقریبی میان ر

استفاده از یک در این روش معادلات بی بعد شده با . باشدخیلی کوچک و یا خیلی بزرگ ظاهر شده 

 خیلی کوچک و یا معکوس هايارامتراین سري توانی مشتمل بر پ. سري توانی توسعه داده می شود

پارامتر توان هاي پس از اعمال این سري، معادلات بدست آمده برحسب . استپارامتر خیلی بزرگ 

 سري معادلات نتیجه این که یک.  مساوي صفر قرار داده می شوندآنمرتب شده و ضرایب اغتشاشات 

دیفرانسیل ساده تر حاصل می شود که جواب حاصل از هر معادله براي معادله بعدي مورد استفاده 

  . قرار می گیرد

در قسمت هاي بعدي ابتدا با استفاده از یک سري توانی و مشتقات آن، معادلات انرژيِ بی بعد شده 

. ت، فرم نهایی معادلات حاصل می شودسپس با مرتب کردن هر دسته از معادلا. تعمیم داده می شوند

این معادلات به صورت تحلیلی یا عددي می توانند حل شوند که در اینجا از روش عددي پرتابی براي 

سپس با توجه به شرایط مرزي و استفاده از سري توانی، شرایط مرزي . حل آن ها استفاده شده است

ادلات، استخراج نتایج و رسم آن در زمان هاي در نهایت با حل عددي این مع. جدید بدست می آیند

  .        معتبر سازي خواهند شد) 4- 6(مناسب، نتایج حاصل از حل عددي قسمت 
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     تقریب اغتششات براي زمان هاي زود6-5-1

  :سري هاي توانی زیر را براي فازهاي جامد و سیال در نظر بگیرید

)6 -16             (                                   )()()()(),( 3
3

2
2

10 ytytytyty   

)6 -17        (                                         )()()()(),( 3
3

2
2

10 ytytytyty    

,,0 بسیار کوچک است، در نتیجه tدر زمان هاي خیلی زود با توجه به اینکه  32 tt و معادلات 

  : رم زیر تبدیل می شوندبه ف) 17-6(و ) 16- 6(

)6 -18            (                                                                      )()(),( 10 ytyty    

)6 -19(                                                                                  )()(),( 10 ytyty                             

  :به صورت زیر مشتق گیري می شود) 19- 6(و ) 18- 6(از معادلات 

)6 -20       (                                                                                       )(),( 1 ytyt    

                                                                                         )()(),( 10 ytytyy    

                                                                                         )()(),( 10 ytytyyy    

)6 -21                      (                                                                        )(),( 1 ytyt    

                                                                                          )()(),( 10 ytytyy    

                                                                                         )()(),( 10 ytytyyy    

و مرتب کردن آن ها، معادلات ) 9- 6(و ) 8- 6(در معادلات ) 21- 6 (و) 20- 6(مشتقات با جایگذاري 

  :   زیر حاصل می شود
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، می توان شرایط مرزي منطبق با )14- 6(در شرایط مرزي ) 19- 6(و ) 18- 6(با جایگذاري معادلات 

  :را بصورت زیر بدست آورد) 23- 6(و ) 22- 6(معادلات 
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 از گراف گرادیان هاي حرارتی  مقدار اولین نقطهاعتبار سنجی و بدست آوردنپس بطور خلاصه براي 

   .شوند دوباره حل عددي مشخصرایط مرزي کافیست معادلات زیر با شفازهاي جامد و سیال، 

)6 -26                                               ( 0)(1     1)0(0 و             0111    

                                                         0)(1     1)0(0 و        0)( 111    

  

)6 -27                            (                 0)(0  0)0(1  و               1000     

                                                     0)(0     0)0(1 و         1000 )(    

حل ) 27- 6(و ) 26- 6(ابتدا با استفاده از روش پرتابی که در فصل پنجم بدان اشاره شد، معادلات 

محیط با حل این معادلات مقدار گرادیان حرارتی فازهاي جامد و سیال در مرز . عددي می گردند

) 3- 5- 6(توضیحات و گراف هاي مربوطه در قسمت . متخلخل و در زمان هاي زود بدست می آید

  .   بتفصیل آمده است
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     تقریب اغتششات براي زمان هاي دیر6-5-2

سري توانی زیر در این حالت .  را بکار برد)6- 6( قسمت براي زمان هاي خیلی دور هم می توان روش

  :بکار گرفته می شود

)6 -28(                                             )(1)(1)(1)(),( 332210 y
t

y
t

y
t

yty   

)6 -29           (                                   )(1)(1)(1)(),( 332210 y
t

y
t

y
t

yty    

0,1,1 است، در نتیجه tکه در زمان هاي خیلی دیر با توجه به اینکه 
32 

tt
ادلات  و مع

  : به فرم زیر تبدیل می شوند) 29-6(و ) 28- 6(

)6 -30             (                                                                    )(1)(),( 10 y
t

yty    

)6 -31     (                                                                            )(1)(),( 10 y
t

yty                             

  :به فرم زیر مشتق گیري می شود) 31- 6(و ) 30- 6(از معادلات 

)6 -32                                                                                          (2
1 )(),(
t

ytyt


   

                                                                                        )(1)(),( 10 y
t

ytyyy    

)6 -33                      (                                                                    2
1 )(),(
t

ytyt


   

                                                                                        )(1)(),( 10 y
t

ytyyy    

 می نتیجه و مرتب کردن آن ها )9-6(و ) 8- 6(در معادلات ) 33-6(تا ) 32-6(مشتقات با جایگذاري 

  :   شود

)6 -34                (                 0)()( 000111000
2

1   tt  

)6 -35  (                0)())(())(( 000111000
2

1   tt  
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پس بطور خلاصه در روش تحلیلی براي بدست آوردن مقدار آخرین . همانند قبل هستندشرایط مرزي 

، با استفاده از روش پرتابی نقطه در فاز سیال و جامد کافیست معادلات زیر با شرایط مرزي مفروض

  :شوندحل عددي 

  

)6 -36                                  (          0)(0  0)0(1  و                 0000     

                                                   0)(0     0)0(1 و             0)( 000    

واهد داد که مقدار گرادیان ها حرارتی فازهاي جامد و به ما نشان خ) 36- 6(نتایج حل عددي معادلات 

سیال در زمان هاي دیر با خطاي بسیار کمی بر هم منطبق خواهد شد و براي تمامی حالت ها یک 

  .   توضیحات و گراف هاي مربوطه در قسمت بعد بتفصیل ارائه شده است. مقدار ثابت خواهد داشت

  

     نتایج تقریب اغتششات 6-5-3

همانطور که در .  قسمت نتایج تقریب اغتشاشات براي زمان هاي زود و دیر ارائه شده استدر این

توضیح روش تقریبی اغتشاشات بدان اشاره شد، این روش براي معادلاتی استفاده می شود که در آن 

همچنین استفاده از یک سري . ها یک پارامتر کوچک یا معکوس یک پارامتر بزرگ ظاهر شده باشد

 براي تعمیم معادلات، موجب انحراف جواب ها از حالت حل دقیق می شود که در مثال هاي توانی

بنابراین حل تقریبی اغتشاشات با حل عددي مستقیم در . بوضوح قابل مشاهده است) 1- 6- 5(بخش 

زمان هاي خیلی زود و خیلی دیر انطباق نسبتاً خوبی داشته و هر چه در طول زمان پیش می رویم 

  .حل تقریبی با عددي بیشتر خواهد شدانحراف 

می توان نتایج حاصل از حل عددي مستقیم ) 28- 6(و ) 27- 6(، )26- 6(با حل عددي معادلات 

انطباق روش تقریبی  1  و2 در حالت خاص. را معتبر سازي کرد) 2- 6(و ) 1- 6(معادلات 

در زمان هاي زود هر . خواهد بود) 10- 6( با روش عددي مستقیم مطابق شکل در زمان هاي زود و دیر

دو روش انطباق تقریباً خوبی دارند که با گذشت زمان از درجه این انطباق کاسته و خطا بیشتر می 
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 1.0tبدلیل کاسته شدن از اعتبار روش اغتشاشات و واگرایی گراف ها، انطباق نتایج تا زمان . شود

براي نمایش موقعیت گراف هاي حاصل از هر دو روش ) 10- 6(بزرگنمایی شکل . ادامه داده شده است

  . ارائه شده است) 11- 6( در شکل 1.0tتا زمان 

در زمان هاي خیلی دیر هر دو روش با خطاي بسیار کمی همدیگر را دنبال ) 12-6(با توجه به شکل 

اق روش هاي عددي و تقریبی در زمان هاي دیر، به دلیل یکسان شدن شرایط فازهاي انطب. می کنند

کلیه گراف هاي موجود در این فصل، نتایج گرادیان هاي حرارتی فازهاي جامد و . جامد و سیال است

هدف از بکارگیري زمان لگاریتمی به منظور بالا بردن . سیال را در زمان لگاریتمی نشان می دهند

  . نشان دادن اختلاف میان فازهاي جامد و سیال بوده و دلیل دیگري نداردوضوح و 

 نشان می tگرادیان هاي حرارتی فازهاي جامد و سیال را در زمان ) 15- 6(و ) 14- 6(شکل هاي 

یص بدلیل بازه زمانی گسترده، در این شکل ها اختلاف میان گرادیان هاي حرارتی قابل تشخ. دهند

نیست، اما یکسان شدن شرایط فازهاي جامد و سیال و میل کردن تدریجی آن ها به یک مقدار ثابت 

فازهاي جامد و سیال پس از اعمال شرایط تحمیلی و تغییر ناگهانی دما در . بوضوح قابل مشاهده است

  . هندمرز، با توجه به ضریب پخش حرارتی مربوطه خود را به سرعت با تغییر شرایط وفق می د

  

  
  2 و 1  حالتبرايخطاي میان روش هاي عددي و تقریبی : )10-6(شکل   
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 در زمان هاي زود) 10-6 (بزرگنمایی شکل: )11-6(شکل 

 در زمان هاي دیر) 10-6(بزرگنمایی شکل : )12-6(شکل 

 ) 12-6(بزرگنمایی شکل : )13-6(شکل 
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  حل تقریبی حل عددي
RMS دامنه رسم شدهدر نقاط  ابتدا میانی انتها ابتدا میانی انتها  

 

 جامد 1.1281 1.1138 1.0975 1.1281 1.0785 1.0282
0.0591 

 سیال 1.1281 1.1004 1.0707 1.1281 1.0370 0.9574
 زود

 جامد 0.2276 0.0351 0.0334 0.2176 0.0351 0.0334
0.00063 

 سیال 0.2211 0.0351 0.0334 0.2125 0.0351 0.0334
 دیر

  
  

  
  

  
  
  

 t در زمان هاي 1 و 2گراف هاي گرادیان حرارتی براي : )14-6(شکل 

 ) 14-6(بزرگنمایی شکل : )15-6(شکل 

 مقایسه خطاي حاصل از حل عددي و تقریبی : )1-6( جدول
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 فصل ششم در جی نتاراتیی تغیبررسفصل هفتم ـ * 

   گرمادیحضور ترم تول
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    مقدمه7-1

 از کی در هر یهم حرارت مدیتولیکی از عوامل ایجاد اثر عدم تعادل حرارتی محلی، زمانی است که 

در این حالت حجم محلی از فازهاي جامد و سیال از تعادل حرارتی . ي جامد یا سیال رخ دهدفازها

اثر این عامل در کنار تغییر ناگهانی دما در مرز یک محیط متخلخل، در این فصل . دور خواهند ماند

ذاب فلزات استفاده می شود کاتالیزورهاي صنایع مختلف که از آن ها براي تصفیه م. بررسی می شود

ر آن ها تغییر  که دمواردي هستندیا کاربرد محیط هاي متخلخل در صنایع هسته اي از جمله 

به در ابتدا . ددر حضور ترم تولید گرما، شرایط عدم تعادل حرارتی محلی را فراهم می کنناگهانی دما 

 نتایج حل عددي در قالب گراف هاي  و در ادامهمرور خواهد شد معادلات حاکم بی بعد سازيِاجمال 

 رفتار همچنین به موازات آن توضیحی کامل درباره. گرادیان حرارتی فازهاي جامد و سیال آمده است

  .ارائه خواهد شدگرادیان هاي حرارتی 

  

   مدلسازي7-2

بوده که فاصله ) 1- 6(محیط متخلخل مورد نظر در این فصل هم، یک محیط یک بعدي همانند شکل 

0x0این محیط ابتدا در دماي .  را اشغال می کندT 0 قرار داشته و بطور ناگهانی در مرزxدما  

qدر کنار این تغییر ناگهانی، تولید گرماي .  تغییر می کند1T به 0Tاز   نیز در فاز جامد بطور دائم و 

همچنین محیط یک بعدي مفروض، افقی بوده و هیچ گونه جریان القایی در . یکنواخت ایجاد می شود

  . آن بوجود نمی آید

 و  محلیشرایط عدم تعادل حرارتیدر  ]14[ نیلد و بِژان طهمانند فصل قبل از معادلات ارائه شده توس

  :معادلات ارائه شده توسط آن ها به صورت زیر بودند.  تولید گرما استفاده خواهد شددر حضور ترم

)7 -1                                          ()()()()( fsffff
f

f TThTkTVc
t

T
c 




  

)7 -2                                  (qTThTk
t

Tc sfss
s

s 



 )1()()()1())(1(   
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 c چگالی، .  مربوط به فاز جامد استsمربوط به فاز سیال و اندیس  fر این معادلات، اندیس د

q.  تخلخل محیط است دما و T سرعت سیال، vظرفیت حرارتی ویژه،   تولید گرماي یکنواخت 

)(این معادلات ترم در . بر واحد حجم جامد است fs TTh بین دو فاز را نشان می  ، انتقال حرارت

شرایط اولیه و مرزي معادلات حاکم نیز . دهد که بر اثر اختلاف دماي فاز جامد و سیال بوجود می آید

  .دهمانند فصل قبل می باش

),( توجه بهبا 
)(
.

),(
2


 ff

f
refsf c

Lq
TTT


 ]58[ ، و ) 1- 7(براي بی بعد سازي معادلات می توان

  : از روابط زیر استفاده کرد، )2- 7(
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 )2- 7(و ) 1- 7(و جایگذاري در معادلات انرژي ) 4- 7(، )3- 7(، )5- 6(، )4- 6(با استفاده از روابط 

  :معادلات انرژي به فرم زیر تبدیل خواهند شد
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از فصل ششم ) 12- 6(و ) 11- 6(، )10- 6(ابط پارمترهاي بی بعد همان رو) 6- 7(و ) 5- 7(که در روابط 

. ، برابر واحد خواهد بود)3- 6( با استفاده از مقیاس طبیعی طول Hپارامتر ) 6- 7(در معادله . هستند
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، همانند فصل قبل از )14- 6(و ) 13- 6(با شرایط اولیه و مرزي ) 6- 7(و ) 5- 7(به منظور حل معادلات 

 و از روش رانج کوتاي مرتبه xx و xxدود فشرده براي محاسبه مشتقات مرتبه دوم روش تفاضل مح

هنگام استفاده از روش هاي عددي براي حل چنین .  استفاده شده استtچهار براي پیشروي در زمان 

در ذیل نتایج .  در زمان چندین برابر تعداد بازه ها در مکان باشدتعداد بازه هامی بایست معادلاتی، 

  .حاصل از بکارگیري روش هاي فوق در حل معادلات انرژي بتفصیل آمده است

  

   نتایج حل عددي 7-3

در محیط هاي متخلخل با ) 6- 7(و ) 5- 7(در این قسمت نتایج حاصل از حل عددي معادلات انرژي 

کلیه این نتایج رفتار گرادیان هاي حرارتی فازهاي . آمده است) 14-6(و ) 13- 6(شرایط اولیه و مرزي 

جامد و سیال را نسبت به زمان در اثر تغییر ناگهانی دما در مرز محیط متخلخل و در حضور ترم تولید 

هدف از بررسی گرادیان هاي حرارتی فازهاي جامد و سیال، نشان دادن مدت . گرما نشان می دهند

کلیه این نتایج . ه شرایط عدم تعادل حرارتی به شرایط تعادل حرارتی تبدیل می شودزمانی است ک

گرادیان هاي حرارتی فازهاي جامد و سیال را در نقطه اول نشان می دهند که به ترتیب 

)0(  xq f  0( و(  xqs هستند  .  

گراف هاي . جامد و سیال را نشان می دهند گرادیان حرارتی فازهاي )2- 7( و )1-7(شکل هاي 

به دلیل .  رسم شده اند2.0 ،1 و 2 ،1موجود در هر شکل براي حالات خاص 

 همچنین در حضور ترم .یکسان بودن شرایط اولیه هر دو فاز، گراف ها از یک نقطه شروع شده اند

در تمام طول مدت . تولید گرما، تمامی گراف ها در گرادیان هاي حرارتی منفی به پایداري رسیده اند

پروسه انتقال حرارت، شرط اولیه فازهاي جامد و سیال در گره اول ثابت است و در نتیجه با وجود ترم 

گرادیان  ول برسد و سرانجام در زمان هاي دیر،تولید گرما، گره دوم می تواند به دمایی بالاتر از گره ا

اختلاف میان . هاي حرارتی فازهاي جامد و سیال در یک مقدار منفی نسبت به هم پایدار می شوند

 و سیال s گرادیان هاي حرارتی هر دو فاز به دلیل تفاوت مقدار ضریب پخش حرارتی فازهاي جامد
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fهمچنین وجود ترم .  با گذشت زمان این اختلاف تا حدي بیشتر می شود)1- 7(در شکل .  است

 همانطور که. تولید گرما در فاز جامد، رشد این اختلاف را تسریع کرده و مقدار آن را افزایش می دهد

  : باشد1 هنگامی که  نسبت ضریب پخش حرارتی فاز سیال به فاز جامد است و،گفته شد
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در مباحث فیزیکی، .  فاز جامد کمتر از فاز سیال استبیان می کند که گرماي ویژه) 7- 7(نامساوي 

 است، 1ابراین هنگامی که بن. این بدین مفهوم است که فاز جامد زود گرم و زود سرد می شود

در این حالت وجود ترم تولید گرما . گراف فاز جامد همواره پایین تر از گراف فاز سیال قرار می گیرد

در فاز جامد، سرعت کاهش گرادیان حرارتی فاز جامد را نسبت به سیال بیشتر کرده و فاز جامد 

  .  و بدین دلیل گراف ها هیچ گاه با هم تلاقی نخواهند داشتنسبت به قبل بسیار زودتر گرم شده 

با توجه به .  نشان می دهد1، گرادیان حرارتی فازهاي جامد و سیال را در حالت )2-7(شکل 

  فازر نتیجه باشد، ظرفیت حرارتی ویژه فاز جامد بیشتر بوده و د1، هنگامی که )7-7(نامساوي 

اما باز هم . بدین دلیل گراف فاز جامد بالاتر از گراف فاز سیال قرار می گیرد. جامد دیر گرم می شود

در . به دلیل وجود ترم تولید گرما در فاز جامد، میزان دیر گرم شدن فاز جامد کاهش پیدا می کند

ت دمایی فازها بر هم و وجود یک نتیجه اختلاف میان گرادیان هاي حرارتی هر دو فاز به دلیل تاثیرا

در نهایت به دلیل تاثیر مداوم ترم .  کمتر می باشد)1-7(ترم تولید گرما در فاز جامد، نسبت به شکل 

تولید گرما این کاهش اختلاف از بین رفته و در نهایت شاهد انطباق گرادیان هاي حرارتی فازهاي 

جا محدود نشده و با گرم تر شدن گره دوم جامد تاثیر ترم تولید گرما بدین . جامد و سیال هستیم

در زمان هاي خیلی . نسبت به سیال، گرادیان حرارتی فاز جامد پایین تر از فاز سیال قرار خواهد گرفت

دیر، شیب کلیه گراف ها به صفر کاهش یافته و گرادیان هاي حرارتی هر دو فاز با یک مقدار ثابت به 

ان بودن شیب گراف ها حاکی از مهار شدن تاثیرات ترم تولید یکس. سمت بینهایت حرکت می کنند
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هنگامی که شیب گراف ها صفر شد، هنوز هم انتقال حرارت بین گره هاي . گرما در هر دو فاز است

  جامد و سیال صورت می پذیرد، اما باید توجه داشت که مقدار این انتقال حرارت به دلیل خنثی شدن 

  .نهایت همواره ثابت خواهد بوداثر ترم تولید گرما، تا بی

  
  

  
  

 گرادیان حرارتی فازهاي جامد و سیال را به ازاي نسبت هاي مختلف )4- 7( و )3-7(شکل هاي 

 و 1، ظرفیت گرماي ویژه فاز جامد براي بیان شدهمانطور که قبلاً .  نشان می دهندضریب 

 1 و 2گراف هاي گرادیان حرارتی براي : )2- 7(شکل 

 1 و 2.0براي  گراف هاي گرادیان حرارتی: )1- 7(شکل 
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1نکته قابل توجه در شکل .  ، به ترتیب بزرگتر و کوچکتر از ظرفیت گرماي ویژه فاز سیال است

 افزایش یابد، مدت زمان خنثی شدن اثر تولید گرما نیز افزایش  این است که هر چه مقدار )3- 7(

فر به یک مقدار ثابت منفی میل می کنند و تمامی گراف هاي فاز سیال در نهایت با شیب ص. می یابد

  . در مورد فاز جامد هم وضعیت مشابه است. ، تاثیري بر این مقدار نداردتفاوت میان مقادیر مختلف

  
  

  

  
  

 متفاوت  و  1  حرارتی برايگراف هاي گرادیان: )3- 7(شکل 

 )3-7(بزرگنمایی شکل : )4- 7(شکل 
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در اما . ف ها ندارد، تاثیري بر رفتار عمومی گرا تفاوت در مقدار ضریب با توجه به شکل هاي قبل،

، مقدار نهایی و اختلاف نهاییِ گرادیان حرارتی هر دو فاز  ، تغییر ضریب )6- 7( و )5- 7(شکل هاي 

  . را تغییر می دهد

  
      

  
  

سانایی فازها در  نشان دهنده نسبت رضریب ) 12- 6( در رابطه بدان اشاره شد،همانطور که قبلاً 

)sk)1، مقداربا کاهش ضریب . مقیاس تخلخل است  از fk بیشتر خواهد شد یا در واقع در 

  6 و 4گراف هاي گرادیان حرارتی براي : )6- 7(شکل 

  6.0 و 4گراف هاي گرادیان حرارتی براي : )5- 7(شکل 
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)1(جمله   مقدار تخلخل ار حجم فضاهاي خالی در با کاهش تخلخل، مقد.  کاهش خواهد یافت

با توجه به اینکه . محیط متخلخل کاهش یافته یا در بیان دیگر سهم فضاي فاز جامد افزایش می یابد

بالعکس با . تولید گرما در فاز جامد اتفاق می افتد، تاثیر آن به مراتب نسبت به قبل افزایش می یابد

  . طول پروسه انتقال حرارت کاهش می یابدکاهش سهم فضاي فاز سیال میزان اثر گذاري این فاز در 

 و ضریب  گرادیان حرارتی فازهاي جامد و سیال را به ازاي نسبت هاي مختلف ضریب )7- 7(شکل 

4هر چه مقدار با توجه به این شکل.  نشان می دهد ،ان از بین رفتن اثر  افزایش یابد، مدت زم

 مقدار تاثیر گذاري فاز جامد نسبت به همچنین با افزایش ضریب . ترم تولید گرما کاهش می یابد

 این کاهش بقدري است که عملاً اثر گذاري ترم 1000مثلاً براي ضریب . سیال کاهش می یابد

  .  از بین برده استتولید گرما در فاز جامد را 

  
  

 روند اختلاف بین گرادیان حرارتی فازهاي جامد و سیال را به ازاي نسبت هاي مختلف )8- 7(شکل 

 ، هر چه مقدار1شکل، به ازاي این با توجه به .  نشان می دهد1 و ضریب ضریب 

 افزایش یابد، اختلاف میان فازهاي جامد و سیال افزایش پیدا می کند و بالعکس به ازاي ضریب

1 هر چه مقدار ضریب ، افزایش یابد، اختلاف میان فازهاي جامد و سیال کاهش پیدا می کند 

، اختلاف میان گرادیان هاي حرارتی فازهاي جامد و سیال 1 مرز  با دور شدن ازبه بیان دیگریا 

  متفاوت  و 4گراف هاي گرادیان حرارتی براي : )7- 7(شکل 
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 بزرگتر یا کوچکتر ، صرفنظر از اینکه ضریب نکته دیگر اینکه با کاهش ضریب . بیشتر می شود

استدلال چنین . به زمان هاي زود میل می کنداز یک باشد، نقطه حداکثر اختلاف گرادیان حرارتی 

 و میل کردن آن با کوچک شدن ضریب . نکته اي با توجه به توضیحات قبل بسیار آسان می باشد

به سمت  و گرماي ویژه جامد fc، گرماي ویژه سیال به سمت بینهایت 0به سمت صفر 

در نتیجه از همان لحظه اول اختلاف میان فاز شروع شده و در همان .  میل می کند0scصفر 

  . لحظات ابتدایی به حدکثر خود می رسد

  
  

 روند اختلاف بین گرادیان حرارتی فازهاي جامد و سیال را به ازاي نسبت هاي مختلف )9- 7(شکل 

 هر چه مقدار  گراف هاي حاصله نتیجه می شود کهاز.  نشان می دهد4 و ضریب ضریب 

 افزایش یابد، مقدار این اختلاف کمتر شده و گرادیان هاي حرارتی فازهاي جامد و سیال ضریب 

رما در فاز جامد  از بین رفتن اثر ترم تولید گ، اولاً زمانِهمچنین با افزایش . انطباق بیشتري دارند

 است، ثانیاً نقطه تلاقی فازهاي جامد و سیال به زمان )7- 7(ییدي بر گراف شکل کاهش یافته که تأ

  . هاي زود میل می کند

 متفاوت  و 1براي مقادیر اختلاف گرادیان حرارتی : )8- 7(شکل 
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  اعتبار سنجی نتایج حل عددي   7-4

عددي در زمان هاي زود و دیر از روش تقریبی تحلیلی همانند فصل قبل براي اعتبار سنجی نتایج حل 

با ) 6- 7(و ) 5- 7(معادلات انرژيِ بی بعد شده . اغتششات و روش عددي پرتابی استفاده شده است

معادلات . تعمیم داده می شوند) 29-6(و ) 28- 6(، )17- 6(، )16-6(استفاده از سري هاي توانی 

در نهایت با حل عددي این معادلات، . ی حل شده اندحاصل شده با استفاده از روش عددي پرتاب

معتبر ) 3-7(استخراج نتایج و رسم آن در زمان هاي مناسب، نتایج حاصل از حل عددي قسمت 

  .        سازي خواهند شد

  

     تقریب اغتششات براي زمان هاي زود7-4-1

و جایگذاري ) 21-6(و ) 20-6(و در نهایت مشتقات ) 17- 6(و ) 16- 6(با استفاده از سري هاي توانی 

   :، فرم نهایی معادلات به شکل زیر حاصل می شود)6- 7(و ) 5-7(آن ها در معادلات انرژي 

)7 -8                (                         








0

)()(
111

1000
1110001 


 t  

  متفاوت و 4ف گرادیان حرارتی براي مقادیر اختلا: )9- 7(شکل 
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)7 -9      (     
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1110001 


 t  

 از گراف گرادیان هاي حرارتی  مقدار اولین نقطهوردناعتبار سنجی و بدست آپس بطور خلاصه براي 

  :شوند دوباره حل عددي مشخصکافیست معادلات زیر با شرایط مرزي فازهاي جامد و سیال 

)7 -10                                               ( 0)(1     1)0(0 و             0111    

                                                         0)(1     1)0(0 و        0)( 111    

  

)7 -11                       (                 0)(0  0)0(1  و                    1000     

                                               0)(0     0)0(1 و         1000 1)(    

 حل )11- 7(و ) 10- 7(ابتدا با استفاده از روش پرتابی که در فصل پنجم بدان اشاره شد، معادلات 

با حل این معادلات مقدار گرادیان حرارتی فازهاي جامد و سیال در مرز محیط . عددي می گردند

) 3- 4- 7(توضیحات و گراف هاي مربوطه در قسمت . متخلخل و در زمان هاي زود بدست می آید

  .   بتفصیل آمده است

  

     تقریب اغتششات براي زمان هاي دیر7-4-2

و جایگذاري ) 33- 6(و ) 32- 6(و در نهایت مشتقات ) 29- 6(و ) 28- 6(ی با استفاده از سري هاي توان

   :، فرم نهایی معادلات به شکل زیر حاصل می شود)6- 7(و ) 5-7(آن ها در معادلات انرژي 

)7 -12                (                 0)()( 000111000
2

1   tt  

)7 -13  (     01)())(())(( 000
2

111000
2

1   ttt  

پس بطور خلاصه در روش تحلیلی براي بدست آوردن مقدار آخرین . مانند قبل هستندهشرایط مرزي 

، با استفاده از روش پرتابی نقطه در فاز سیال و جامد کافیست معادلات زیر با شرایط مرزي مفروض

  :شوندحل عددي 
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)7 -14                             (          0)(0  0)0(1  و                      0000     

                                              0)(0     0)0(1 و             01)( 000    

رادیان ها حرارتی فازهاي جامد و به ما نشان خواهد داد که مقدار گ) 14- 7(نتایج حل عددي معادلات 

سیال در زمان هاي دیر با خطاي بسیار کم بر هم منطبق خواهد شد و براي تمامی حالت ها یک 

  .   توضیحات و گراف هاي مربوطه در قسمت بعد بتفصیل ارائه شده است. مقدار ثابت خواهد داشت

  

     نتایج تقریب اغتششات 7-4-3

استفاده از سري . تشاشات براي زمان هاي زود و دیر ارائه شده استدر این قسمت نتایج تقریب اغ

براي تعمیم معادلات، موجب انحراف جواب ها از ) 29- 6(و ) 28- 6(، )17- 6(، )16- 6(هاي توانی 

بنابراین حل . بوضوح قابل مشاهده است) 1- 6- 5(حالت حل دقیق می شود که در مثال هاي بخش 

ستقیم در زمان هاي خیلی زود و خیلی دیر تقریباً منطبق شده و تقریبی اغتشاشات با حل عددي م

با حل عددي . هر چه در طول زمان پیش می رویم انحراف حل تقریبی با عددي بیشتر می شود

و ) 5- 7(می توان نتایج حاصل از حل عددي مستقیم معادلات ) 14- 7(و ) 11- 7(، )10-7(معادلات 

  . معتبر سازي کرد 1  و4 را در حالت خاص) 6- 7(

در زمان هاي زود هر دو روش انطباق نسبتاً خوبی دارند که با گذشت زمان ) 10-7(با توجه به شکل 

بدلیل کاسته شدن از اعتبار روش اغتشاشات و . از درجه این انطباق کاسته و خطا بیشتر می شود

در ) 11- 7(با توجه به شکل .  ادامه داده شده است03.0tایج تا زمان واگرایی گراف ها، انطباق نت

انطباق روش هاي . زمان هاي خیلی دیر هر دو روش با خطاي بسیار کمی همدیگر را دنبال می کنند

عددي و تقریبی در زمان هاي دیر، به دلیل یکسان شدن شرایط فازهاي جامد و سیال در مدت زمان 

کلیه گراف هاي موجود در این فصل، نتایج گرادیان هاي حرارتی فازهاي جامد و سیال . نی استطولا

هدف از بکارگیري زمان لگاریتمی به منظور بالا بردن وضوح و . را در زمان لگاریتمی نشان می دهند

  . نشان دادن اختلاف میان فازهاي جامد و سیال بوده و دلیل دیگري ندارد
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 نشان می tگرادیان هاي حرارتی فازهاي جامد و سیال را در زمان هاي ) 13- 7( و )12- 7(شکل هاي 

بدلیل بازه زمانی گسترده، در این شکل ها اختلاف میان گرادیان هاي حرارتی قابل تشخیص . دهند

 مقدار ثابت نیست، اما یکسان شدن شرایط فازهاي جامد و سیال و میل کردن تدریجی آن ها به یک

فازهاي جامد و سیال پس از اعمال شرایط تحمیلی و تغییر ناگهانی دماي . بوضوح قابل مشاهده است

 در حضور ترم تولید گرما، با توجه به ضریب پخش حرارتی مربوطه خود را به سرعت با 0xمرز 

  . تغییر شرایط وفق می دهند

  
  

  

  خطاي میان روش هاي عددي و تقریبی: )10- 7(شکل 
 در زمان هاي زود 4 و 1  حالتبراي 

  خطاي میان روش هاي عددي و تقریبی: )11- 7(شکل 
 در زمان هاي دیر 4 و 1 ت حالبراي 
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يحل عدد   حل تقریبی 
RMS دامنه رسم شدهدر نقاط  ابتدا میانی انتها ابتدا میانی انتها  

 

 جامد 1.1281 1.1256 1.1220 1.1281 1.1166 1.1011
0.0227 

 سیال 1.1281 1.1200 1.1082 1.1281 1.0996 1.0608
 زود

 جامد 0.0972- 0.6562- 0.7304- 0.1109- 0.6691- 0.6728-
0.0127 

 سیال 0.0590- 0.6115- 0.6852- 0.0472- 0.5990- 0.7434-
 دیر

  

  
  

    

 t در زمان هاي 1 و 4گراف هاي گرادیان حرارتی براي : )12- 7(شکل 

 ) 12-7(بزرگنمایی شکل : )13- 7(شکل 

 یبی مقایسه خطاي حاصل از حل عددي و تقر: )1- 7( جدول



  پیوست
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  پیوست ـ کد هاي عددي* 
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  



  پیوست
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  ۴- ۵کد مثال اول بخش 

 
clc 
clear all 
format short 
J=5; 
n=10; 
DeltaX=(1-0)/(J-1);       
DeltaTime=(1-0)/(n-1); 
%--------------------------------------------------------------------- 
         [Mat1,Mat2]=Mat(J,DeltaX); 
%--------------------------------------------------------------------- 
         x=zeros(J); 
         for i=1:J 
            x(i,i)=(i-1)*DeltaX; 
         end 
         N=x*Mat1+eye(J); 
         for i=1:J 
            y(i,1)=(i-1)*DeltaX; 
         end 
         x=y; 
%--------------------------------------------------------------------- 
         for i=1:n 
             time=(i-1)*DeltaTime; 
             k1=DeltaTime*N*y; 
             k2=DeltaTime*N*(y+0.5*k1); 
             k3=DeltaTime*N*(y+0.5*k2); 
             k4=DeltaTime*N*(y+k3); 
             y=y+1/6*(k1+2*(k2+k3)+k4);  
             y(1,1)=0; 
             y2(:,i)=y; 
             yExact(:,i)=x*exp(2*time); 
         end 
%--------------------------------------------------------------------- 
         sum=0; 
         for i=1:J 
             for j=1:n 
                 diff=(y2(i,j)-yExact(i,j))^2; 
                 sum=diff+sum; 
             end 
         end 
         RMS=sqrt(sum/(n*J)) 
                  

   
  ۴- ۵کد مثال دوم بخش 

  
clc 
clear all 
format short 
J=50; 



  پیوست
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n=10000; 
DeltaX=(1-0)/(J-1);       
DeltaTime=(1-0)/(n-1); 
%--------------------------------------------------------------------- 
         [Mat1,Mat2]=Mat(J,DeltaX); 
%--------------------------------------------------------------------- 
         x=zeros(J); 
         for i=1:J 
            x(i,i)=(i-1)*DeltaX; 
         end 
         N=(x^2)*Mat2-x*Mat1+2*eye(J); 
         for i=1:J 
            xx(i,1)=(i-1)*DeltaX; 
            y(i,1)=((i-1)*DeltaX)^2; 
         end 
%--------------------------------------------------------------------- 
         for i=1:n 
             time=(i-1)*DeltaTime; 
             k1=DeltaTime*N*y; 
             k2=DeltaTime*N*(y+0.5*k1); 
             k3=DeltaTime*N*(y+0.5*k2); 
             k4=DeltaTime*N*(y+k3); 
             y=y+1/6*(k1+2*(k2+k3)+k4); 
             y(1,1)=0; 
             y(J,1)=exp(2*time); 
             y2(:,i)=y; 
             yExact(:,i)=xx*exp(2*time); 
         end 
%--------------------------------------------------------------------- 
         sum=0; 
         for i=1:J 
             for j=1:n 
                 diff=(y2(i,j)-yExact(i,j))^2; 
                 sum=diff+sum; 
             end 
         end 
         RMS=sqrt(sum/(n*J)) 
                  

  
  ۵- ۵ بخش کد مثال

  
clc 
clear all 
[x,y]=ode45(@dydxn,[1 0],[fzero(@res,1) 0]); 
plot(x,y(:,1)) 
 
////////////////////////////////////////////////////////////////////// 
function dy=dydxn(x,y) 
dy=[y(2);0.2*cos(y(1))]; 
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////////////////////////////////////////////////////////////////////// 
function r=res(y) 
[x,y]=ode45(@dydxn,[0 1],[y 0]); 
r=y(length(x),1); 
 
////////////////////////////////////////////////////////////////////// 
clc 
clear all 
y=zeros(1,42); 
for i=1:1000 
    for j=2:41 
        y(1)=0; 
        y(j)=0.5*y(j-1)+0.5*y(j+1)-0.1*((1/40)^2)*cos(y(j)); 
        y(42)=y(40); 
    end 
end 
 

  ٣- ۶کد مسئلھ بخش 

  
clc 
clear all 
format short 
tic 
alpha=input('Please Insert Value of alpha = '); 
gamma=input('Please Insert Value of gama = '); 
timefirst=0.001; 
timefinal=1000; 
J=201; 
N=300000; 
DeltaX=(20-0)/(J-1);       
deltatime1=(timefinal-timefirst)/(n-1); 
%--------------------------------------------------------------------- 
         [Mat1,Mat2]=Mat(J,DeltaX); 
%--------------------------------------------------------------------- 
         yfirst=zeros(J,1); 
         ufirst=zeros(J,1); 
         yfirst(1,1)=1; 
         ufirst(1,1)=1; 
%---------------------------------------------------------------------    
[QF,QS,timeVector]=teta(yfirst,ufirst,Mat1,Mat2,timefirst,timefinal, 
                        deltatime1,alpha,gamma,J,n); 
%--------------------------------------------------------------------- 
plot(log10(timeVector),QF,log10(timeVector),QS) 
grid on 
t=toc;t/60 
 
////////////////////////////////////////////////////////////////////// 
function [Mat1,Mat2]=Mat(J,DeltaX) 
ALPHA=1/4; 
ALPHAPrime=(16*ALPHA+32)/(40*ALPHA-1); 
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A1=zeros(J,J); 
B1=zeros(J,J); 
A2=zeros(J,J); 
B2=zeros(J,J); 
%--------------------------------------------------------------------- 
A1(1,1)=1; 
A1(1,2)=2;      
A1(2,1)=1; 
A1(2,2)=4; 
A1(2,3)=1;   
A1(3,2)=1; 
A1(3,3)=1/ALPHAPrime; 
A1(3,4)=1; 
A1(J-2,J-3)=1; 
A1(J-2,J-2)=1/ALPHAPrime; 
A1(J-2,J-1)=1; 
A1(J-1,J-2)=1; 
A1(J-1,J-1)=4; 
A1(J-1,J)=1; 
A1(J,J-1)=2; 
A1(J,J)=1;    
for j=4:J-3 
    A1(j,j-1)=1; 
    A1(j,j)=1/ALPHA; 
    A1(j,j+1)=1; 
end 
%---------------------------------------------------------------------  
B1(1,1)=-5/(2*DeltaX); 
B1(1,2)=4/(2*DeltaX); 
B1(1,3)=1/(2*DeltaX);  
B1(2,1)=-3/(DeltaX); 
B1(2,3)=3/(DeltaX);   
B1(3,1)=-(4-1/ALPHAPrime)/(12*DeltaX); 
B1(3,2)=-(1+2/ALPHAPrime)/(3*DeltaX); 
B1(3,4)=(1+2/ALPHAPrime)/(3*DeltaX); 
B1(3,5)=(4-1/ALPHAPrime)/(12*DeltaX); 
B1(J-1,J-2)=-3/(DeltaX); 
B1(J-1,J)=3/(DeltaX);    
B1(J,J-2)=-1/(2*DeltaX); 
B1(J,J-1)=-4/(2*DeltaX); 
B1(J,J)=5/(2*DeltaX);    
B1(J-2,J-4)=-(4-1/ALPHAPrime)/(12*DeltaX); 
B1(J-2,J-3)=-(1+2/ALPHAPrime)/(3*DeltaX); 
B1(J-2,J-1)=(1+2/ALPHAPrime)/(3*DeltaX); 
B1(J-2,J)=(4-1/ALPHAPrime)/(12*DeltaX); 
for j=4:J-3 
    B1(j,j-2)=-(4-1/ALPHA)/(12*DeltaX); 
    B1(j,j-1)=-(1+2/ALPHA)/(3*DeltaX); 
    B1(j,j+1)=(1+2/ALPHA)/(3*DeltaX); 
    B1(j,j+2)=(4-1/ALPHA)/(12*DeltaX); 
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end   
%--------------------------------------------------------------------- 
A2(1,1)=1; 
A2(1,2)=11;    
A2(2,1)=1; 
A2(2,2)=10; 
A2(2,3)=1; 
A2(J-1,J-2)=1; 
A2(J-1,J-1)=10; 
A2(J-1,J)=1;  
A2(J,J-1)=11; 
A2(J,J)=1;    
for j=3:J-2 
    ALPHA=.25; 
    A2(j,j-1)=1; 
    A2(j,j)=1/ALPHA; 
    A2(j,j+1)=1; 
end 
%--------------------------------------------------------------------- 
B2(1,1)=13/(DeltaX)^2; 
B2(1,2)=-27/(DeltaX)^2; 
B2(1,3)=15/(DeltaX)^2; 
B2(1,4)=-1/(DeltaX)^2;     
B2(2,1)=12/(DeltaX^2); 
B2(2,2)=-24/(DeltaX^2); 
B2(2,3)=12/(DeltaX^2);   
B2(J-1,J-2)=12/(DeltaX^2); 
B2(J-1,J-1)=-24/(DeltaX^2); 
B2(J-1,J)=12/(DeltaX^2);    
B2(J,J-3)=-1/(DeltaX)^2; 
B2(J,J-2)=15/(DeltaX)^2; 
B2(J,J-1)=-27/(DeltaX)^2; 
B2(J,J)=13/(DeltaX)^2;    
for j=3:J-2 
    ALPHA=.25; 
    B2(j,j-2)=(-1/ALPHA+10)/(12*DeltaX^2); 
    B2(j,j-1)=4*(1/ALPHA-1)/(3*DeltaX^2); 
    B2(j,j+1)=4*(1/ALPHA-1)/(3*DeltaX^2); 
    B2(j,j+2)=(-1/ALPHA+10)/(12*DeltaX^2); 
    B2(j,j)=-2*(4*(1/ALPHA-1)/(3*DeltaX^2)+(- 
    1/ALPHA+10)/(12*DeltaX^2)); 
end   
%--------------------------------------------------------------------- 
    Mat2=inv(A2)*B2; 
    Mat1=inv(A1)*B1; 
end 
 
////////////////////////////////////////////////////////////////////// 
function 
[QF,QS,timeVector]=teta(yfirst,ufirst,Mat1,Mat2,timefirst,timefinal, 
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                        deltatime1,alpha,gamma,J,n) 
QF(1,1)=-Mat1(1,1:J)*yfirst; 
y=yfirst; 
QS(1,1)=-Mat1(1,1:J)*ufirst; 
u=ufirst; 
for i=2:n 
    timeVector(i,1)=timefirst+(i-1)*deltatime1; 
    k1=deltatime1*(Mat2*y+(u-y)); 
    k2=deltatime1*(Mat2*(y+.5*k1)+(u-y-.5*k1)); 
    k3=deltatime1*(Mat2*(y+.5*k2)+(u-y-.5*k2)); 
    k4=deltatime1*(Mat2*(y+k3)+(u-y-k3)); 
    H1=deltatime1*(1/alpha)*(Mat2*u+gamma*(y-u)); 
    H2=deltatime1*(1/alpha)*(Mat2*(u+.5*H1)+gamma*(y-u-.5*H1)); 
    H3=deltatime1*(1/alpha)*(Mat2*(u+.5*H2)+gamma*(y-u-.5*H2)); 
    H4=deltatime1*(1/alpha)*(Mat2*(u+H3)+gamma*(y-u-H3)); 
    y=y+1/6*(k1+2*(k2+k3)+k4); 
    u=u+1/6*(H1+2*(H2+H3)+H4); 
    y(1,1)=1;y(J,1)=0; 
    u(1,1)=1;u(J,1)=0; 
    QF(i,1)=-Mat1(1,1:J)*y; 
    QS(i,1)=-Mat1(1,1:J)*u; 
    i 
end 
timeVector(1,1)=timefirst; 
timeVector(n,1)=timefinal; 
end 
 

  
  ۶- ۶کد مسئلھ بخش 

  
clc 
clear all 
format short 
x2=30; 
J=201; 
solinit=bvpinit(linspace(0,x2,J),[1 1 1 1 1 1 1 1]); 
sol=bvp4c(@C1,@C2,solinit); 
x=linspace(0,x2,J); 
y=deval(sol,x); 
x=x'; 
y=y'; 
EarlyTime=10^-3; 
for i=1:5 
    tetaP(i,1)=y(i,2)+EarlyTime*y(i,6); 
    phiP(i,1)=y(i,4)+EarlyTime*y(i,8); 
end 
QF=-tetaP 
QS=-phiP 
 
////////////////////////////////////////////////////////////////////// 
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function dy=C1(x,y) 
alpha=2; 
gama=1; 
dy(1)=y(2); 
dy(2)=y(5)+y(1)-y(3); 
dy(3)=y(4); 
dy(4)=alpha*y(7)-gama*(y(1)-y(3)); 
dy(5)=y(6); 
dy(6)=y(5)-y(7); 
dy(7)=y(8); 
dy(8)=-gama*(y(5)-y(7)); 
 
////////////////////////////////////////////////////////////////////// 
function res=C2(ya,yb) 
res=[ya(1)-1 
     yb(1) 
     ya(3)-1 
     yb(3) 
     ya(5) 
     yb(5) 
     ya(7) 
     yb(7)]; 
 

  
  ٧- ۶کد مسئلھ بخش 

  
clc 
clear all 
format short 
x2=30; 
J=201; 
solinit=bvpinit(linspace(0,x2,J),[1 1 1 1]); 
sol=bvp4c(@D1,@D2,solinit); 
x=linspace(0,x2,J); 
y=deval(sol,x); 
x=x'; 
y=y'; 
QF=-y(1,2) 
QS=-y(1,4) 
 
////////////////////////////////////////////////////////////////////// 
function dy=D1(x,y) 
gama=1; 
dy(1)=y(2); 
dy(2)=y(1)-y(3); 
dy(3)=y(4); 
dy(4)=-gama*(y(1)-y(3)); 
 
////////////////////////////////////////////////////////////////////// 
function res=D2(ya,yb) 
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res=[ya(1)-1 
     yb(1) 
     ya(3)-1 
     yb(3)]; 
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