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 دانشکده مهندسی مکانیک و مکاترونیک

 مهندسی طراحی کاربردینامه کارشناسی ارشد پایان

 

مکانیکی  تغییرات نمایی خواصّ با FGM ضخیم جدار هایکرهکامل  حلّ

 اساس  و حرارتی بر یفشار یتحت بارگذار

 یمستو یالاستیسیته ینظریه

 

 رامین شامکوییان:  نگارنده

 

 راهنما : استاد

 دکتر مهدی قناّد
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 تقدیم اثر

 

عکس روی تو در این آینه پیداست هنوز                  رفتی از چشمم و دل محو تماشاست هنوز           
در سرم شور تو چون باده به میناست هنوز                در دلم عشق تو چون شمع به خلوتگه راز              

 

یی خود، احساس مرا احیا به روح پاک برادرم که با نفس مسیحا کنمتلاش اینجانب بوده تقدیم می  هانامه را که حاصل ماهاین پایان

گانی که لحظات ناب باور بودن، لذت و غرور دانستن، جسارت خواستن، عظمت رسیدن   و . کندمی تقدیم به مهربان فرشت
زیزم.و تمام تجربه های یکتا و زیبای زندگیم، مدیون حضور سبز آنهاست،تقدیم به خانواده ع   
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 تشکر و قدردانی

 

نامه را به پایان رسانمین پایانراهم ساخت تا اشایان نثار ایزد منان که توفيق را رفيق شکر  

 یجودشان بیاسایم و از ریشهدرخت پر بار و خدای را بسی شاکرم که از روی کرم پدر و مادری فداکار نصیبم ساخته تا در سایه
بودنشان تاج افتخاری است بر سرم و  . در راه کسب علم و دانش تلاش نمایم آنها شاخ و برگ گیرم و از سایه وجودشان

 نامشان دلیلی است بر بودنم.

رویی در شادهنامه همواره با سعه صدر و گ در مراحل مختلف این پایانکه  قنّاد مهدی دکتراز استاد فاضل و اندیشمند جناب آقای 
 .نمایمشکر و قدردانی میت  ،امجستههای اخلاقی و علمی ایشان بهره حصیل از راهنماییت ت کنار من بودند و در طول مدّ 

 ش ای که در راه کسب علم و معرفت مرا یاری نمودند، از آنان که در راه کسب دان از تمام استادان فرزانه و فرهیخته
 .باشد، كمال تشکر را دارممی مشاگردی محضرشان از بزرگترین افتخارات 

 .، سپاسگزارمورشان بدرقه ی راهم بودنفس خیرشان و دعای روح پر که یان همچنین از تمام کس 
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 تعهد نامه

گرایش طراحی _رشته مهندسی مکانیکدانشجوی دوره کارشناسی ارشد  رامین شامکوییان اینجانب

امل ک حلّ ینامهنویسنده پایان ،دانشگاه صنعتی شاهرود مهندسی مکانیک و مکاترونیکی دانشکده کاربردی

اساس  و حرارتی بر یفشار یمکانیکی تحت بارگذار تغییرات نمایی خواصّ با FGM ضخیم جدار هایکره

 .شوممتعهد میدکتر مهدی قنّاد تحت راهنمائی  یمستو یالاستیسیته ینظریه

 

 برخوردار است . نامه توسط اینجانب انجام شده است و از صحت و اصالتتحقیقات در این پایان 

  محققان دیگر به مرجع مورد استفاده استناد شده است .در استفاده از نتایج پژوهشهای 

 نامه تاکنون توسط خود یا فرد دیگری برای دریافت هیچ نوع مدرک یا امتیازی در هیچ مطالب مندرج در پایان

 جا ارائه نشده است .

  ه دانشگا» باشد و مقالات مستخرج با نام کلیه حقوق معنوی این اثر متعلق به دانشگاه صنعتی شاهرود می

 به چاپ خواهد رسید .«  Shahrood  University  of  Technology» و یا « صنعتی شاهرود 

 نامه تأثیرگذار بوده اند در مقالات مستخرج از حقوق معنوی تمام افرادی که در به دست آمدن نتایح اصلی پایان

 رعایت می گردد. نامهپایان

 مواردی که از موجود زنده ) یا بافتهای آنها ( استفاده شده است ضوابط  نامه ، دردر کلیه مراحل انجام این پایان

 و اصول اخلاقی رعایت شده است .

 نامه، در مواردی که به حوزه اطلاعات شخصی افراد دسترسی یافته یا استفاده در کلیه مراحل انجام این پایان

                                                                                                                                                                      ست .شده است اصل رازداری ، ضوابط و اصول اخلاق انسانی رعایت شده ا

 تاریخ                                  

 امضای دانشجو                                         

 

 

 

 

 

 

 مالکیت نتایج و حق نشر

کلیه حقوق معنوی این اثر و محصولات آن )مقالات مستخرج ، کتاب ، برنامه های رایانه ای ، نرم افزار 

ی . این مطلب باید به نحو مقتض باشدمیها و تجهیزات ساخته شده است ( متعلق به دانشگاه صنعتی شاهرود 

 در تولیدات علمی مربوطه ذکر شود .

 باشد.میبدون ذکر مرجع مجاز ننامه پایاندر استفاده از اطلاعات و نتایج موجود 
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 چکیده

های جدار ضخیم های ایجاد شده در کرهجایی و تنشسازی جابهی حاضر، تحلیل و مدلهدف از مطالعه

ت باشد. در ابتدا معادلامکانیکی و حرارتی میهای با ضخامت ثابت در حالت تقارن محوری تحت بارگذاری

تحت در راستای ضخامت با تغییرات نمایی خواص  FGی های جدار ضخیم برای مادهّبر کره حاکم

به  رحاکم با اعمال تغییر متغیّنهایی  یمعادلهبارگذاری فشاری شامل فشار داخلی و خارجی استخراج و 

نی مثبت و منفی شود که جواب حلّ آن برای ضرایب ناهمگی هایپرجئومتریک تبدیل مییک معادله

ده جایی آوری موردی، نتایج و نمودارهای مربوط به توزیع تنش و جابهبا انجام مطالعه مادّه متفاوت است.

فزار ابه کمک نرم سازی عددی کرهمنظور بررسی صحّت نتایج حاصل از حلّ تحلیلی، مدلشده است. به

 کهشرایط تقارن محوری  دارای یوس با اعمال فشار داخلی و خارجی به ربع دایرهالمان محدود آباک

ورت صباشد، میی متفاوت و نسبت پواسان ثابت در ضخامت کره لایه با مدول الاستیسیته 02 شامل

 تحلیل ترموالاستیکمنظور بههمچنین ا یکدیگر مقایسه شده است. نتایج دو روش حل بو پذیرد می

 ی ناهمگن حاکم بهحلّ معادله ،بار حرارتی پایاو یکنواخت ی کروی تحت بارگذاری فشاری هاپوسته

انجام پذیرفته و تابع دما با بسط قانون انتقال حرارت فوریه در دستگاه مختصات روش لاگرانژ  کمک

مایی نگرفتن تغییرات ضریب انبساط حرارتی به صورت تابع ی و اعمال شرایط مرزی دمایی و درنظرکرو

یر دلیل تأثدر این حل از تغییرات ضریب انتقال حرارت بهآید، همچنین دست میدر راستای ضخامت به

ی نتایج حاصل با حلّ عددی نشان مقایسه نظر شده است.اندک در نتایج و تسهیل در حلّ معادلات صرف

از دقّت بسیار خوبی ها با شرایط مذکور ی مستوی در تحلیل کرهداده است که تئوری الاستیسیته

توان میحاصل شده از اهمّ نتایج بندی نهایی انجام گرفته که گیری و جمعنهایتاً نتیجهبرخوردار است. 

 شارتحت ف یکرهدر  مواد با ضرایب ناهمگنی مثبتدر جایی شعاعی به مقادیر کمتر تنش مؤثر و جابه

علاوه بر برقراری قانون جمع  ،بار حرارتی پایای تحت بارگذاری فشاری یکنواخت و برای کره اشاره کرد.

 به توانمی ی تحت بار حرارتی پایا،ی تحت فشار یکنواخت و کرهبه صورت مجموعی از نتایج کرهآثار 
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ار ی تحت فشمواد با ضرایب ناهمگنی مثبت در کرهدر جایی شعاعی مقادیر کمتر تنش محیطی و جابه

ی تحت فشار خارجی، مواد با مقادیر منفی ضریب ناهمگنی از تنش کرهکه در داخلی اشاره کرد. درحالی

نیز  پیشنهادهایی  ی پژوهش و ضرورت تحقیق،در انتها با توجه به پیشینه محیطی کمتری برخوردارند.

 ارائه شده است.

ی تغییرات نمای ،ی مستوی، حلّ تحلیلیهای جدار ضخیم، تئوری الاستیسیتهکره واژگان کلیدی:

 .متغیرّ تابعیص، مواد خوا

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 





 ط

 

 فهرست مطالب

 

 7                                                                                       هاهای تحلیل پوسته: مروری بر روش1فصل 

 0                                                                                                                          مقدمه 7-7

 0                                                                                                         هابندی پوستهدسته 7-0

 4                                                                                                     نازک هایپوسته تئوری 7-9

 6                                                                                                             تئوری غشایی 7-9-7

 6                                                                                                            تئوری خمشی 7-9-0

 1                                                                                                   مضخی هایتئوری پوسته 7-4

 8                                                                                             خطی یتئوری الاستیسیته 7-4-7

 3                                                                                                یشکل برش رییتغ یتئور 7-4-0

 72                                                                                                   یکرو هایپوستهکاربرد  7-5

 79                                                                                              مواد با تغییرات تابعی خواص 7-6

 FG                                                                                                     41 مواد هایویژگی 7-6-7

 FG                                                                                                     41 مواد یتاریخچه 7-6-0

 FG                                                                                            41 مواد ریاضی سازیمدل 7-6-9

 73                                                                                                           پژوهش ینهیشیپ 7-1

 01                                                                                                                    بندیجمع 7-8

 

   FGM                                                                  03 یکرو هایپوسته کیالاست لیتحل: 2فصل 

 92                                                                                                                         مقدمه 0-7

 92                                                                                                                 یروابط اساس 0-0

 90                                                                                                     معادلات تعادل تنش 0-0-7

 99                                                                         (جاییجابه-)روابط کرنش کینماتیروابط س 0-0-0

 94                                                                                 کرنش(-)روابط تنش یروابط ساختار 0-0-9

 95                                                            یمستو یتهیسیالاست یو تئور یمسائل متقارن محور 0-0-4
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 91                                                                                                                       تنش مؤثر 0-0-6

 91                                                                                            ناهمگن تحت فشار هایکره لیتحل 0-9

 93                                                                                   ناهمگن تحت فشار یکره کیحلّ الاست 0-9-7

 44                                                                                            یناهمگن بیمثبت ضر ریمقاد 0-9-7-7

 46                                                                                            یناهمگن بیضر یمنف ریمقاد 0-9-7-0

 48                                                                                      ناهمگن تحت فشار یکره یحلّ عدد 0-9-0

 48                                                                                        همگن تحت فشار یکره کیالاستحلّ  0-4

 57                                                                                             جینتا یسهیو مقا یمورد یمطالعه 0-5

 57                                                                                                                     یفشار داخل 0-5-7

 55                                                                                                                    یفشار خارج 0-5-0

 53                                                                                                         یو خارج یفشار داخل 0-5-9

 69                                                                                                         یرگیجهیو نت بندیجمع 0-6

 

   FGM                                                                 65ی کرو هایپوسته کیترموالاست لیتحل: 3فصل 

 66                                                                                                                               مقدمه 9-7

 66                                                                                                                       یروابط اساس 9-0

 66                                                                                                            کره یحرارت لیتحل 9-0-7

 68                                                                                                              دما در کره عیتوز 9-0-0

 12                                                                       پایا یار حرارتبو  ناهمگن تحت فشار هایکره لیتحل 9-9

 17                                                                             ناهمگن تحت فشار یکره کیحلّ ترموالاست 9-9-7

 13                                                                                           یناهمگن بیمثبت ضر ریمقاد 9-9-7-7

 87                                                                                           یناهمگن بیضر یمنف ریمقاد 9-9-7-0

 84                                                                پایا یار حرارتبو  ناهمگن تحت فشار یکره یحلّ عدد 9-9-0

 85                                                                                  همگن تحت فشار یکره کیحلّ ترموالاست 9-4

 81                                                                                            جینتا یسهیو مقا یمورد یمطالعه 9-5

 88                                                                                                         پایا         یار حرارتب 9-5-7
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 37                                                                                             پایا یار حرارتبو  یفشار داخل 9-5-0

 35                                                                                            پایا یار حرارتبو  یفشار خارج 9-5-9

 33                                                                                 پایا یار حرارتبو  یو خارج یداخلفشار  9-5-4

 729                                                                                                     یرگیجهیو نت بندیجمع 9-6

 

  725                                                                                                          یرگیجهیو نت بندیجمع: 4فصل 

 726                                                                                                                           مقدمه 4-7

 726                                                                                                     یرگیجهیو نت بندیجمع 4-0

 723                                                                                                                      شنهادهایپ 4-9

 

 777                                                                                                                                مراجع
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 ها فهرست شکل

 

 77                                                             یمینفت، گاز و پتروش عیدر صنا یکرو یکاربرد پوسته 7-7شکل 

 70                                                                            دیخورش یانرژ یجذب کننده یکرو یگو 0-7شکل 

 70                                                              ییمورد استفاده در خطوط ارتباط فضا یبالون مخابرات 9-7شکل 

 75                                                                             مختلف مواد در خواص تغییرات یمقایسه 4-7شکل 

 97                                                                                یالمان در مختصات کرو کی هایتنش 7-0شکل 

  98                             یو خارج یداخل کنواختیتحت فشار  FGM میجدار ضخ یکره یهندس شینما 0-0شکل 

 93                                                            دبعیشعاع ب یدر راستا تهیسیمدول الاست بعدیب عیتوز 9-0شکل 

 59                                                           یناهمگن تحت فشار داخل یدر کره یتنش شعاع عیتوز 4-0شکل 

 54                                                          یناهمگن تحت فشار داخل یدر کره یطیتنش مح عیتوز 5-0شکل 

 54                                                     یناهمگن تحت فشار داخل یدر کره یشعاع جاییجابه عیتوز 6-0شکل 

 55                                                              یناهمگن تحت فشار داخل یتنش مؤثر در کره عیتوز 1-0شکل 

 51                                                          یناهمگن تحت فشار خارج یدر کره یتنش شعاع عیتوز 8-0شکل 

 51                                                         یناهمگن تحت فشار خارج یدر کره یطیتنش مح عیتوز 3-0شکل 

 58                                                  یناهمگن تحت فشار خارج یدر کره یشعاع جاییجابه عیتوز 72-0شکل 

 58                                                           یناهمگن تحت فشار خارج یتنش مؤثر در کره عیتوز 77-0شکل 

 62                                            یو خارج یناهمگن تحت فشار داخل یدر کره یتنش شعاع عیتوز 70-0شکل 

 67                                           یو خارج یناهمگن تحت فشار داخل یدر کره یطیتنش مح عیتوز 79-0شکل 

 67                                      یو خارج یناهمگن تحت فشار داخل یدر کره یشعاع جاییجابه عیتوز 74-0شکل 

 60                                               یو خارج یناهمگن تحت فشار داخل یتنش مؤثر در کره عیتوز 75-0شکل 

 12         پایا          یار حرارتبو  یکیمکان هاییتحت بارگذار FGM میجدار ضخ یکره یهندس شینما 7-9شکل 

 17                                                      دبعیشعاع ب یدر راستا یانبساط حرارت بیضر بعدیب عیتوز 0-9شکل 

 83                                                       پایا یار حرارتبناهمگن تحت  یدر کره یتنش شعاع عیتوز 9-9شکل 

 32                                                      پایا یار حرارتبناهمگن تحت  یدر کره یطیتنش مح عیتوز 4-9شکل 
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 32                                               پایا یار حرارتبناهمگن تحت  یدر کره یشعاع جاییجابه عیتوز 5-9شکل 

 37                                                        پایا یار حرارتبناهمگن تحت  یتنش مؤثر در کره عیتوز 6-9شکل 

   39                                          پایا یار حرارتبو  یشده تحت فشار داخل بعدیب یتنش شعاع عیتوز 1-9شکل 

 39                                     پایا     یار حرارتبو  یشده تحت فشار داخل بعدیب یطیتنش مح عیتوز 8-9شکل 

 34                                    پایا یار حرارتبو  یشده تحت فشار داخل بعدیب یشعاع جاییجابه عیتوز 3-9شکل 

 34                                           پایا یار حرارتبو  یشده تحت فشار داخل بعدیتنش مؤثر ب عیتوز 72-9شکل 

 31                                  پایا یار حرارتبو  یشده تحت فشار خارج بعدیب یتنش شعاع عیتوز 77-9شکل 

 31                                      پایا یار حرارتبو  یشده تحت فشار خارج بعدیب یطیتنش مح عیتوز 70-9شکل 

 38                                 پایا یار حرارتبو  یشده تحت فشار خارج بعدیب یشعاع جاییجابه عیتوز 79-9شکل 

  38                           پایا                یار حرارتب و یشده تحت فشار خارج بعدیتنش مؤثر ب عیتوز 74-9شکل 

 727                          پایا یار حرارتب و یو خارج یشده تحت فشار داخل بعدیب یتنش شعاع عیتوز 75-9شکل 

  727                پایا          یار حرارتب و یو خارج یشده تحت فشار داخل بعدیب یطیتنش مح عیتوز 76-9شکل 

            720                    پایا یار حرارتب و یو خارج یشده تحت فشار داخل بعدیب یشعاع جاییجابه عیتوز 71-9شکل 

 720                             پایا یار حرارتبو  یو خارج یشده تحت فشار داخل بعدیتنش مؤثر ب عیتوز 78-9شکل 
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 فهرست جداول

 

      60                                            یانیم یهیدر لا FEMو  PETتنش مؤثر حاصل از  ریمقاد سهیمقا 7-0جدول 

 729                                           یانیم یهیدر لا FEMو  PETتنش مؤثر حاصل از  ریمقاد سهیمقا 7-9جدول 
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 فهرست علائم و اختصارات

 

 

u  النهاری، محیطی و نصفجایی شعاعیجابه
, u, Ru 

 , θ, R های مختصات در سیستم کرویمحور
  النهاریهای شعاعی، محیطی و نصفکرنش

, , R 

   النهاریو نصف یطیمح ،یشعاع هایتنش
, , R 
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 مقدمه 1-1

دنیای  در که هستند هاسازه انواع ترینمتنوع و تریناز فراوان ای،پوسته هایسازه یا 7هاپوسته  

 و نیز حیوانات و هاانسان سر یجمجمه مانند طبیعی اشکال در هاپوسته .شوندمی پیدا ما اطراف فیزیکی

 صنایع مختلف در مصنوعی اشکال در شوند؛می مشاهده صدف و لاک جانوری مانند اندام محافظ اجزای

 و ی خودروهابدنه ها،لوله ها،سقف همانند: و هوافضا نظامی خودروسازی، نیروگاهی، ساختمانی،

 .شوندمی تولید هاسفینه و هاموشک ها،کنندهپرتاب و هاپرتابه هواپیماها،

برابر  در مقاومت و رفتاری کیفیت جهت از که هستند خمیده هایسازه طورکلّی،به هاپوسته  

ت مطلوبیّ تناسببه .گیرندمی قرار هاسازه تکاملی یمرتبه بالاترین در شده، وارد لنگرهای و نیروها

تحلیل  برای موجود تقریبی تحلیلی هایباشد. روشمی اهمّیت حائز نیز آنها تحلیل پیچیدگی رفتاری،

-ها، پوستهپوسته انواع میان دهند. ازمی تشکیل را هاپوسته تئوری که است فرضیاتی اساس بر هاپوسته

گونه  این رفتار ی. مطالعهای برخوردارندویژه کاربرد، از اهمیّت فراوانی دلیلبه ای و کرویهای استوانه

-دانش .دارد ادامه همچنان و بوده دانشمندان توجه مورد امروز به تا دور چنداننه یگذشته از هاپوسته

 برابر را در آنها مقاومت بتوانند که اندبوده هاپوسته یمادهّ و هندسه روی بر تغییرات اعمال پیگیر پژوهان

 دهند. کاهش را آنها وزن امکان، درصورت و افزایش حرارتی و مکانیکی هایتنش انواع

 

 هاپوسته بندیدسته 1-2

 .شوندمی بندیدسته رفتاری و یمادّ هندسی، دیدگاه از هاپوسته بخش، این در

 هندسی: دیدگاه از -الف

از  خارج راست خط امتداد در یمادّ سطح یا منحنی یک انتقال از :0انتقال از حاصل یپوسته

                                                           
1 Shells 
2 Shell of Translation 
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 .شودمی حاصل قوس، یصفحه

قوس،  یصفحه در واقع محور حول یسطح مادّ  یا منحنی یک دوران از :7دوران از حاصل یپوسته

 .شودمی حاصل

از  ترکوچک آن 9میانی سطح انحنای شعاع به ضخامت نسبت که ایپوسته :0نازک جدار یپوسته

 .باشد 02/7

از  تربزرگ آن میانی سطح انحنای شعاع به ضخامت نسبت که ای: پوسته4ضخیم جدار یپوسته

 باشد.  02/7

 ی: مادّ دیدگاه از -ب

تابع  و است یکسان جسم مختلف نقاط در پوسته یمادّه مکانیکی خواصّ  :5همگن یپوسته

 .باشدنمی نقاط موقعیت

 تابع و نیست یکسان جسم مختلف نقاط در پوسته یمادهّ مکانیکی : خواصّ 6ناهمگن یپوسته

 .باشدمی نقاط موقعیت

) مکانیکی خواصّ   :1همسانگرد یپوسته , )E  ّیکسان  نقطه، هر به مربوط جهات در پوسته یماده

 .است

)مکانیکی خواصّ  :8ناهمسانگرد یپوسته , )E  ّیکسان  نقطه، هر به مربوط جهات در پوسته یماده

 .نیست

 

 

                                                           
1 Shell of Rotation 
2 Thin Shell 
3 Midsurface 
4 Thick Shell 
5 Homogeneous Shell  
6 Inhomogeneous(Heterogeneous) Shell 
7 Isotropic Shell 
8 Anisotropic Shell 
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 رفتاری: دیدگاه از -ج

باری، بی و بارداری شرایط بین پوسته از نقطه هر جایی: جابه7کوچک هایشکل تغییر با پوسته

 هندسی(. نظر از خطی است)رفتار کوچک

باری، بی و بارداری شرایط بین پوسته از نقطه هر جایی جابه :0بزرگ هایشکل تغییر با پوسته

 هندسی(. نظر از غیرخطی نیست)رفتار کوچک

هوک  عمومی قانون از کرنش-تنش روابط و پذیرند بازگشت هاشکل : تغییر9کشسان رفتار با پوسته

 مادی(. نظر از خطی کنند)رفتارمی پیروی

عمومی  قانون از کرنش-تنش روابط و ناپذیرند بازگشت هاشکل : تغییر4مومسان رفتار با پوسته

 مادی(. نظر از خطی غیر کنند)رفتارنمی پیروی هوک

 

 نازك هایپوسته تئوری 1-3 

 .باشدمی 02/7از  ترکوچکR میانی  سطح شعاع به hپوسته  ضخامت نسبت نازک، هایپوسته در

 کلیّطوراست. به شده بنا خطی )دو بعدی( یالاستیسیته تئوری مبنای بر هاپوسته از دسته این تئوری

 بلکه شود؛نمی استفاده بعدی سه یالاستیسیته تئوری دیگر، ابعاد به نسبت بعد یک بودن دلیل کوچکبه

-دست میبه نازک هایپوسته تحلیل تقریبی برای-تحلیلی هایروش الاستیسیته، روابط سازیبا ساده

 دارد. اولّین الاستیسیته روابط سازیساده یدرجه به بستگی شده ارائه هایتئوری نتایج آورند. دقت

 کارهب هاپوسته بسط تئوری در آن از پس که کرد ارائه هاورق ی( درباره7852) 5کیرشهف را فرضیات

 کامل وی اما کار کرد، فرضیات کیرشهف معرفی بر مبتنی را هاپوسته تئوری (7814) 6ارون .شد گرفته

                                                           
1 Small Deflection 
2 Large Deflection 
3 Elastic Behavior 
4 Plastic Behavior 
5 Kirchhoff 
6 Aron 
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 کلاسیک تئوری عنوان به اکنون کرد که ارائه را نازک هایپوسته عمومی معادلات (7888) 7نبود. لوو

 فرضیات لوو تحلیل از استفاده ( با7370) 0رایسنر .است کیرشهف مشهور-تئوری لوو یا نازک هایپوسته

 تئوری که است کسی اوّلین (7390) 4نمود. فلوگه ارائه را 9متقارن محوری دوران از حاصل هایپوسته

 معادلات عنوان به وی کرد. معادلات ارائه کوچک خیزهای کردن لحاظ با را ی دومرتبه تقریب با هاپوسته

 سازیساده با باشد.می حل قابل خاص هایحالت در فقط و شودمی شناخته های نازکپوسته استاندارد

( 7344) 5بیرنه توسطت فلوگه آیند. نظریامی دستبه صفر و یک یمرتبه تقریب ها باپوسته تئوری آنها

آنها  کارگیریبه که کرد بندیفرمول را نازک هایپوسته خطیغیر تئوری  (7351) 6نقدی .شد تکمیل

و  ارائه کرد مجازی کار اصل از استفاده با را هاپوسته بندیفرمول (7353) 1باشد. سندرزمی مشکل

 معادلات ترتیب اینبه و داد نشان مختلط شکل به را هاپوسته ینظریه یارائه امکان (7364) 8نووژیلف

 .شدند نوشته تریفشرده صورت به

 کرد: بندیتقسیم گونهاینبه توانمی را نازک هایپوسته عمومی تئوری

  3)غشایی تئوری(صفر  یمرتبه تقریب با تئوری -7

  72)خمشی تئوری(یک  یمرتبه تقریب با تئوری -0

      [7])فلوگه تئوری( دو یمرتبه تقریب با تئوری -9

                 

 

                                                           
1 Love 
2 Reissner 
3 Axisymmetric Shell of Revolution 
4 Flugge 
5 Byrne 
6 Naghdi 
7 Sanders 
8 Novozhilov 
9 Membrane Theory 
10 Bending Theory 
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 تئوری غشائی                              1-3-1

)نیروهای  محوری نیروهای تواندمی فقط که است بعدی دو 0تار یک مکانیکی، دیدگاه از 7غشا        

توانند نمی فیزیکی نظر از و است کم خیلی آنها 9خمشی سختی که هاییپوسته .کند تحملّ را غشایی(

 هایاغلب پوسته در داخلی نیروهای شوند. میدانمی تحلیل تئوری این با کنند، تحمل را خمشی لنگرهای

 تأمین تعادل برای غشایی نیروهای جهت از این و شود می تشکیل غشایی نیروهای از عمدتاً  نازک،

-جابه غشایی، تئوری در .است نمعیّ ایستایی نظر از پوسته دیگرعبارتیبه و هستند کافی پوسته ایستایی

 با 5ایصفحهکرنش و 4ایصفحهتنش حالت در مسائل و توصیف میانی سطح جاییجابه با پوسته جایی

 [.0شوند] می شعاعی، تحلیل راستای در عمودی کرنش و عمودی تنش از پوشیچشم

  

 خمشی تئوری 1-3-2

 برشی نیروهای محوری، نیروهای بر علاوه که است بعدی دو 1تیر یک مکانیکی، دیدگاه از 6ورق

از  و باشند توجه قابل آنها خمشی سختی که هاییکند. پوسته تحمل تواندمی نیز را خمشی و لنگرهای

مقدماتی  یشوند. فرضیهمی تحلیل تئوری این با کنند، تحمل را خمشی لنگرهای بتوانند فیزیکی نظر

  فرضیات، همین لوو باو  شد داده تعمیم هاورق مورد ط کیرشهف درتوسّ سپس و ارائه 8توسط ناویر تیرها

 .نمود بندیصورت را خمشی تئوری

 و نیستند کافی خمشی نیروهای آوردن دستبه برای تنهاییبه تعادل معادلات کلّی، حالت در

جایی  جابه با پوسته جاییجابه نیز، خمشی تئوری است. در ننامعیّ ایستایی نظر از پوسته دیگر، عبارتیبه

                                                           
1 Membrane 
2 String 
3 Bending Stiffness 
4 Plane Stress 
5 Plane Strain 
6 Plate 
7 Beam 
8 Navier 
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 -کلاسیک( را فرضیات لوو خمشی )تئوری تئوری و غشایی تئوری فرضیات شود.میانی توصیف می سطح

 [:0از] عبارتند که نامندکیرشهف می

پوسته(است  کوچک واحد، با مقایسه در میانی سطح انحنای شعاع به پوسته ضخامت نسبت -7

 ؛)نازک ی

 ؛)کوچک خیز(هستند  کوچک پوسته، ضخامت با مقایسه در خیزها -0

پوشی است  چشم قابل تنش، هایمؤلفه سایر به نسبت میانی سطح بر عمود تنش یمؤلفه -9

 ؛)ایصفحه تنش(

 همچنان مستوی شکل، تغییر و بارگذاری از پس پوسته، میانی سطح بر عمود مستوی مقاطع -4

 نظر در صفر میانی، برسطح عمود کرنش یمؤلفه و برشی یهاکرنش فرض، این مانند. بامی باقی عمود و

 .)ایصفحه کرنش(شوند می گرفته

 

 ضخیم هایپوسته تئوری 1-4

 های ضخیمدقیق استوانه حلّ ،0بعدی دو یالاستیسیته تئوری از استفاده ( با7850) 7لامه بار اولین       

[، 9کرد] ارائه را و همسانگرد همگن یمادهّ از داخلی یکنواخت فشار تحت ثابت جدار با محوری متقارن

 ( روابط7392) 9گالرکین داشته است. فراوانی کاربرد مهندسی مختلف مسائل حلّ در نیز تاکنون که

 استفاده ( با7343) 4ولاسف .دست آوردبه الاستیسیته اساسی معادلات از استفاده با را ضخیم هایپوسته

 با (7356نقدی )کرد.  ارائه ضخیم هایبرای پوسته حلیّ قابل معادلات خطی، یالاستیسیته تئوری از

 گذاریپایه های ضخیمپوسته برای را 5برشی شکل تئوری تغییر دورانی، اینرسی و عرضی برش اثر لحاظ

                                                           
1 Lame 
2 Plane Elasticity Theory (PET) 
3 Galerkin 
4 Vlassov 
5 Shear Deformation Theory 
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 تحلیل ،0ی اولّمرتبه برشی شکل تغییر تئوری کارگیریبه با (7358) 7هرمان و [. میرسکی4نمود]

-استوانه یویژه مقادیر (7362) 9پنگرینس[. 5کردند] ارائه را ضخیمجدار ای استوانه هایپوسته ارتعاشی

 [. 6نمود] مقایسه ضخیم و نازک هایپوسته مختلف هایبا تئوری را ضخیم ی

 کرد: بندیتقسیم گونهاینبه توانمی را ضخیم هایپوسته عمومی تئوری

 خطی یالاستیسیته تئوری -7

 برشی شکل تغییر تئوری -0

 

 خطی یالاستیسیته تئوری 1-4-1

را  مجهول 75 توانمی که وجود دارد معادله 75 بعدی، سه یالاستیسیته تئوری در کلیّ طور به        

-جابه-سینماتیک )کرنش یمعادله شش تعادل )تنش(، یمعادله سه از: عبارتند معادلات آورد؛ دستبه

 متقارن تنش )تانسور یاز: شش مؤلفه عبارتند مجهولات و کرنش(-رفتاری )تنش یجایی( و شش معادله

 جایی(. تئوریجابه جایی )بردارجابه یمؤلفه سه و کرنش( متقارن )تانسور ی کرنشمؤلفه شش تنش(،

 به منجر و کندمی توصیف کامل طوربه را هاپوسته رفتاری مشخصات بعدی هرچند سه یالاستیسیته

است.  ناپذیرامکان آنها کارگیریبه اً عمل و باشدمی پیچیده بسیار آن معادلات حلّ شود ولیمی دقیق حلّ

 بعدی )مستوی( دو یالاستیسیته تئوری و داد کاهش را بالا معادلات توانمی ایشوندهفرضیات ساده با

 عمود مستوی مقاطع که شودمی فرض مستوی، یالاستیسیته تئوری در .برد کار به برای تحلیل پوسته را

مانند. می باقی سطح میانی بر عمود و مستوی همچنان شکل، تغییر و فشار اعمال از سطح میانی، پس بر

های پوسته کلاسیک تئوری برخلاف اما شودمی گرفته نظر در صفر برشی تنش و برشی حقیقت کرنش در

لامه  را تئوری شود. ایننمی گرفته نظر در میانی سطح جاییجابه پوسته برابر از نقطه هر جاییجابه نازک،

 در تنش را توزیع و برد کاربه همسانگرد و همگن یمادهّ از محوری متقارن ثابت جدار یاستوانه برای

                                                           
1 Mirsky-Hermann  
2 First Shear Deformation Theory (FSDT) 
3 Greenspon 
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 [.8و1است] مشهور ضخیم هایاستوانه کلاسیک تئوری بهی لامه آورد. تئور دستبه هااستوانه

 

 تئوری تغییر شکل برشی 1-4-2

 جایی سطح میانی وهر نقطه به صورت مجموع جابهجایی با استفاده از بسط تیلور و تعریف جابه       

ای لهجمجایی تئوری لامه را به صورت یک چندتوان جابهجایی آن نقطه نسبت به سطح میانی میجابه

های جدار ضخیم به کمک ای در نظر گرفته شود تحلیل پوستهجملهی اولّ چندنوشت. اگر فقط جمله

نازک  هایشود که مشابه تئوری خمشی در پوستهنامیده میی صفر تئوری تغییر شکل برشی مرتبه

های جدار ضخیم به کمک ای در نظر گرفته شود تحلیل پوستهجملهی اوّل چنداست. اگر دو جمله

ازک های نشود که مشابه تئوری فلوگه در پوستهی اولّ نامیده میتئوری تغییر شکل برشی مرتبه

ی نمود. بندی بالاتر را استخراج و فرمولهای تغییر شکل مرتبهئوریتوان تهمین ترتیب می[. به6است]

در این تئوری علاوه بر اثر نیروهای محوری، اثرات برش، خمش، پیچش و نیز اثرات اینرسی دورانی و 

ل ی اولّ به تئوری تغییر شکتوان در نظر گرفت. تئوری تغییر شکل برشی مرتبهمیدان حرارتی را می

در تیرها و همچنین  7هرمان نیز شهرت دارد که تعمیم تئوری تیموشنکو-اولّ میرسکی یبرشی مرتبه

 [.3باشد]ها میدر ورق 0تئوری میندلین

تغییر  از پس میانی، سطح بر عمود و مستوی مقاطع اوّل، یمرتبه برشی شکل تغییر تئوری در        

 در صفر برشی تنش و برشی کرنش یعنی نیستند، عمود الزاماً ولیکن مانندمی باقی مستوی شکل،

این بدان معنی است که تنش و کرنش برشی در سطوح موازی صفحه میانی صفر  .شوندنمی نظرگرفته

مسائل  دقیق حلّ به منجر بعدی، سه یالاستیسیته تئوری کارگیریبه شوند. هرچنددر نظر گرفته می

موارد  از غیر جدار ضخیم )به هایپوسته برای کاملی حلّ راه هیچ تاکنون اینکه دلیلبه ولیکن شود، می

                                                           
1 Timoshenko 
2 Mindlin 
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برای  برشی شکل تغییر تئوری است، نشده ارائه بعدی سه یالاستیسیته تئوری از استفاده خاص( با

حتیّ  مرزی، شرایط و بارگذاری انواع مواد، انواع جداره، انواع با مختلف ایپوسته هایسازه تحلیل

 .باشدمی مناسبی روش ،7محوری نامتقارن

 

 های کرویکاربرد پوسته 1-5

ت ای هستند که در برابر نیرو و لنگرهای وارد شده مطلوبیّ های خمیدههای کروی سازهپوسته        

ای در صنایع هوافضا ها کاربرد گستردههای ساخته شده از کامپوزیتای دارند. در حال حاضر پوستهویژه

دلیل تغییر ناگهانی ساختار مادّه و در نتیجه تغییر ناگهانی در کامپوزیتی بههای دارند. اما این پوسته

های ساخته شده از مواد شود ولی پوستهها میرفتار مواد، سبب تمرکز تنش و گسستگی در مرز لایه

بت به تری نسدلیل تغییر تدریجی خواصّ مکانیکی، حرارتی و مغناطیسی کاربرد مطلوببه FGناهمگن 

دلیل کاربردهای فراوانی که ای بههای کروی و استوانهها، پوستهها دارند. از میان انواع پوستهزیتکامپو

های مختلف مهندسی و صنعت از قبیل صنایع دریایی، صنایع نظامی، صنایع پتروشیمی، صنایع در زمینه

 د. ای برخوردارنهوافضا ، سیلوها و راکتورهای تحت فشار دارند، از اهمیّت ویژه

 یی انسان، سیارات و حتی پوستهی کروی جمجمهتوان به هندسهبه عنوان چند نمونه طبیعی می        

سازی ها و ... اشاره کرد. در کاربردهای صنعتی، مخازن کروی از جمله تجهیزات ذخیرهسخت لاکپشت

ای همناسب پوستهسیالات بوده که در صنایع مختلف کاربرد فراوانی پیدا کرده است. شکل هندسی 

کروی در تحمل فشارهای بالا از یک سو و نحوه ساخت آنها از سوی دیگر کاربری این تجهیزات را 

 دهد. الشعاع قرار میتحت

سازی و مایع سازی گاز در دمای محیط تنها به روش متراکمدر صنایع گاز و پتروشیمی ذخیره        

 ی مناسب قادر به تحمل این فشارهادلیل هندسهازن کروی بهپذیر است و مخنمودن در فشار بالا امکان

                                                           
1 Nonaxisymmetric 
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ای استفاده های کروی و استوانهباشند. همچنین در برخی موارد مانند مخازن گاز از ترکیب پوستهمی

 گردد.می

 

 ی کروی در صنایع نفت، گاز و پتروشیمیکاربرد پوسته 7-7شکل 

در صنایع ساختمانی نیز از شکل هندسی کره در توزیع مناسب نیروهای حجمی حاصل از وزن         

ی زمین و سایر سیارات عامل شود. چرخش و دوران کرهها و ... بسیار استفاده میسازه در گنبدها، طاق

 دان و مهندسینط بسیاری از دانشمنهای چرخان در صنایع مختلف بوده که توسّاصلی استفاده از کره

های ی انرژیتازگی طراحان و مهندسین فعال در زمینهمورد تحقیق و بررسی قرار گرفته است. به

ای های شیشهت انرژی خورشیدی جهت تولید برق از گویتخ جای استفاده از صفحاتپذیر، بهتجدید

بازتاب پرتوهای نور خورشید از دلیل کروی بودن هندسه و برند، چرا که به( بهره می0-7مطابق شکل )

ودن دلیل کروی بتوان استفاده کرد، از سوی دیگر بهکمترین نورهای منعکس شده برای تولید برق می

 د.نباشو سهولت در چرخش جهت جذب حداکثر انرژی بسیار حائز اهمیّت می
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 ی انرژی خورشیدگوی کروی جذب کننده 0-7شکل 

 

برند. ی سوخت فضاپیماها بهره مینیز از مخازن کروی جهت تأمین و ذخیرهدر صنایع هوافضا         

های مخابراتی کروی شکل برای ایجاد خطوط ارتباطی مطلوب از دیگر همچنین استفاده از آنتن

 باشد.های کروی در صنایع هوافضا میکاربردهای پوسته

 

 ییاط فضابالون مخابراتی مورد استفاده در خطوط ارتب 9-7شکل 
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  1خواص تابعی تغییرات با مواد 1-6

ای ی همسانگرد مادهّای است که خواصّ آن در تمام نقاط یکسان است و مادهّی همگن مادهّمادهّ        

ها یکسان است. بیشتر موادی که در صنایع از آنها ی مادی آن در تمام جهتاست که خواصّ هر نقطه

همسانگرد می باشند. با پیشرفت سریع صنایع هوافضا، نظامی، کنیم موادی همگن و استفاده می

پتروشیمی و ... نیاز به موادی با مقاومت مکانیکی و حرارتی بالا به وجود آمده است. مواد همگن و 

کنند، به عنوان مثال در صنایعی که سازه هایی ایجاد میدلیل یکنواختی خواصّ محدودیتهمسانگرد به

های طراح را سیار بالا قرار دارد، استفاده از موادی همگن و همسانگرد که خواستهدر مجاورت دماهای ب

، 0شدت در معرض اکسیداسیونبرآورده کند مشکل است. در حرارت زیاد فلزات و آلیاژهای فلزی به

کی یی تنها از مواد با خواصّ ترمودینامحالی است که استفادهگیرند. این درو ... قرار می 4، خزش9خوردگی

مورد نظر در طراحی مانند چقرمگی و استحکام بالا را  ها، بسیاری از خواصّمطلوب همچون سرامیک

 استفاده برتر خواصّ  با جدید مواد از که اندتلاش بوده در همواره دانشمندان رواز این کنند.برآورده نمی

 دریایی صنایع در 7352یدهه آغاز و 7342 یپایان دهه در 5ها()کامپوزیت مرکبّ مواد یکنند. ایده

 متفاوت فیزیکی خواصّ  که آیندمی وجودبه ی ناهمسازهمادّ چند یا دو ترکیب از مرکبّ شد. مواد عملی

 هالایه مرز در گسستگی ایجاد و تنش تمرکز باعث مواد، رفتار سنخیت عدم دارند. این ناسازگار گاهی و

 ،6ژی )میکروسکوپی(رمتالو دیدگاه از هاکامپوزیت شود.حرارتی می و مکانیکی همزمان بارگذاری اثر در

-می تلقیّ ناهمسانگرد و همگن مکانیکی )ماکروسکوپی(، ازدیدگاه ولیکن هستند، ناهمسانگرد و ناهمگن

 .شوند

                                                           
1 Functionally Graded Materials (FGM) 
2 Oxidation 
3 Corrosion 
4 Creep 
5 Composite Material (Composites) 
6 Metallurgy 
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 وی پس از. [72کرد] بندیلفرمو را مواد ناهمسانگرد یالاستیسیته تئوری (7352) 7لخنیتسکی        

 هایپوسته استاتیکی تحلیل در را برشی شکل تغییر تئوری و کلاسیک تئوری (7314) 0وینسون

 ناگهانی تغییر مرکبّ، مواد یعمده اشکال .داد انجام ایمقایسه روش دو نتایج بین و برد کارکامپوزیتی به

 لذا شود،ها میمرز لایهویژه در ناگهانی رفتار مواد به تغییر موجب نتیجه در که آنهاست خواصّ  و مواد

 ساختار هدفمند در تابعی خواصّ یا مواد با تغییرات مواد. شد ریزیپی مواد خواصّ  تدریجی تغییر یایده

 نیاز که بیرونی یلایه در مثال استخوان عنوان است. به وجود داشته استخوان مانند زنده هایارگانیسم

 به و است برخوردار بیشتری استحکام از دارد، ضربه قبیل از عوامل خارجی برابر در مناسبی مقاومت به

 مواد جذب برای مناسب شرایط تا باشدمی نرم کاملاً که درونی یتا لایه شودمی کم آن سختی از تدریج

شود. مواد می ایجاد تدریجی و پیوسته کاملاً صورت به خواصّ رو تغییرات باشد. از این داشته را غذایی

FGگیرندمی نظر در همسانگرد را ولیکن آنها هستند ، ناهمگن. 

 FG  مواد هایویژگی 1-6-1

دارای  ها(ناهمسانگرد )کامپوزیت مواد و ها(همگن )ایزوتروپ مواد با مقایسه در  FGناهمگن مواد        

 [:77باشند]می زیر شرح به هایویژگی

حرارتی،  هایتنش کاهش با مواد گونه این درحقیقت بالا. دمایی گرادیان برابر در زیاد مقاومت -7

 هاییناحیه در توانمی  FGمواد کمک دهند. بهمی کاهش توجهی قابل نحو به را آنها منفی آثار

  .کرد کنترل را آنها رسند،می بحرانی حالت به حرارتی هایکه تنش

افزایش  را مواد استحکام توانمی FG مواد کمک به .بالا مکانیکی بارهای برابر در زیاد مقاومت -0

 شود. جلوگیری زیادی حدود تا 9شکست حتیّ و مومسان یناحیه به اجسام ورود از تا داد

 بسیاری است. در جامد اجسام در تنش تمرکز ، کاهش FGمواد هایویژگی ترینمهم از یکی -9

شود، می ایجاد جسم نقاطی از در تنش تمرکز هندسی، خاص هایشکل وجود دلیل به از اجسام

                                                           
1 Lekhnitskii 
2 Vinson 
3 Fracture 



75 

 

 تمرکز آثار توانمی FGمواد  کمک ها. بهگشودگی و هاسوراخ نزدیکی و جسم هایلبه مانند

   .داد کاهش گیریچشم صورت را به تنش

  FGهدفمند مواد شود، ترک رشد یا ایجاد مانع که مادّه خواصّ تغییر برای ترکیب بهترین -4

 است.

ی لایه شدن جدا احتمال شود، انجام جدا هایلایه صورت به نرم مواد روی بر 7ترد پوشش اگر -5

 .پذیردمی انجام تدریجی و پیوسته تغییرات با کار ، این FGمواد کمک است. به زیاد بسیار ترد

آن  مختلف هایلایه بین استحکام ، موجبFGمواد  ساختار در خواص تدریجی تغییرات -6

نوعی  الیاف، و زمینه ساختارهای بین تداخل کامپوزیتی، مرکبّ مواد در که درصورتی شود.می

 در کامپوزیت مواد که هنگامی مثال عنوان کند. بهمی ایجاد مکانیکی خواصّ  در ناهماهنگی

 در سپس و ایجاد الیاف و زمینه مرز در ابتدا ترک، گیرند،می قرار بالا حرارتی معرض بارهای

 پیوستگی دلیل، به FGمواد شود. درمی منتشر الیاف و زمینه داخل مقاطع ضعیف و هالایه

 پیدا ایپیوسته حالت آنها گرادیان و هاتنش مغناطیسی، و حرارتی خواصّ مکانیکی، در موجود

 مواد در خواصّ  تغییرات بین ی( مقایسه5-7)شوند. شکل می مادهّ باعث استحکام که کنندمی

 .دهد می نشان را FGو  کامپوزیت همسانگرد،

 
 [77مختلف] مواد در خواص تغییرات یمقایسه 4-7شکل 

                                                           
1 Brittle Coating 
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 FGمواد  یتاریخچه 1-6-2

 از مطرح و ژاپن فضای و هوا سازمان در 7384در  همکارانش و 7نینو توسط  FGMیاوّلیه مفهوم        

 ملیّی پروژه اوّل یمرحله [.79و70شد] شروع کشور این در FGMتولید  سنجیامکان مطالعات 7386

 این ی تحقیق در موردشد. در زمینه انجام ژاپن در 7381-83های سال (( طی FGMگسترش ))فناوری

 یک تولید پیشنهادی، یداشتند. نظریه همکاری مواد ارزیابی و پردازش مواد، گروه ساخت سه پروژه،

 و مناسب حرارتی گرادیان تحمل و بالا حرارتی مقاومت با هاسرامیک از استفاده با بود که جدید یمادهّ

 از مادهّ تدریجی تغییرات که ایگونه به مناسب، حرارتی هدایت ضریب و بالا مقاومت مکانیکی با فلزات

 و مکانیکی شرایط نیز و فضایی شاتل یدماغه بیرونی یلایه دمایی شرایط تا پذیرد فلز انجام به سرامیک

  .شود ارضا شاتل درونی یکاری لایهجوش

 7ضخامت  و مترمیلی 92 قطر به قطعاتی سازیآماده و ساخت که پروژه هدف به یابیدست از پس        

حدود  در دمایی اختلاف و کلوین یدرجه 0222 حدود در دماهایی تحمل به قادر که مترمیلی 72 تا

در  جهانی سمپوزیوم اوّلین در را خود هایپژوهش نتایج ژاپنی، دانشمندان بودند، کلوین یدرجه 7222

 منجر به که شد انجام 7332-37در  ژاپن ملیّ یپروژه دوم یدادند. مرحله قرار همگان اختیار در 7332

 یک فضایی و یسفینه یدماغه پایینی قسمت در استفاده برای مترمیلی 922 ابعاد به مربّعی ورق ساخت

 مین سمپوزیوم[. دوّ 74شد] سفینه یدماغه مخروطینوک  استفاده در برای مترمیلی 52 قطر به کرهنیم

  FGMهایتحلیل سازه ویژهبه و  FGمواد روی بر مطالعات آن، از پس و برگزار 7330 ، در FGMجهانی

 شد. فراگیر

 

                                                           
1 Ninno 
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  FG مواد ریاضی سازیمدل 1-6-3

به  آنها مغناطیسی و حرارتی مکانیکی، خواصّ  و باشندمی ناهمگن اساساً   FGمواد اینکه به توجه با        

 مدل کرد ریاضی، یپیوسته تابع یک با را خواصّ  تغییر توانمی کند،می تغییر تدریجی و پیوسته صورت

 و حرارتی مکانیکی خواصّ  سازیمدل در مرسوم روش گرفت. بهره عددی و تحلیلی هایروش در آن از و

باشد. مادهّ می در خواص یپیوسته توزیع بیان برای نمایی تابع یا توانی تابع یک از ، استفاده FGمواد

 ضریب حرارتی، هدایت ، ضریب7کشسانی مدول تغییرات ،خواص توزیع به مربوط عبارات در معمولاً

 آن، کنند. دلیللحاظ نمی ، را0پواسون نسبت تغییرات و گیرندمی نظر در را چگالی و حرارتی انبساط

 آن ناچیز تغییرات توان ازمی که ایگونه به باشد،میهم به نزدیک بسیار که است پواسون نسبت مقدار

 .گرفت درنظر ایزوتروپ(FG همسانگرد ) ناهمگن را همادّ یعنی کرد، پوشیچشم جسم در

 (0222) 5[، یانگ76توانی] تابع (7333) 4چان و [، هورگان75توانی] ( تابع7334) 9نودا و اُباتا

و همکاران  [، جبّاری73توانی] تابع (0227) 1[، تارن78توانی] تابع (0227) 6[، توتونچو71توانی] تابع

تابع  (0226) 3ژیفای و جون[ و هونگ07نمایی] تابع (0226) 8آکیز و [، اراسلان02توانی] ( تابع0229)

 بردند. کاربه تحلیلی هایروش در [ را00نمایی]

 شود:ر نظر گرفته می( د7-7ی )تابع توانی در اکثر مراجع به صورت رابطه

( )

n

a

z
P z P

a

 
  

 
 (7-7 )  

aP و مشخّص یلایه یک در و ...( حرارتی مادّه )مکانیکی، خاصیتn است ناهمگنی ثابت. 

                                                           
1 Elasticity Modulus 
2 Poisson’s Ratio 
3 Obata & Noda 
4 Horgan & Chan 
5 Yang 
6 Tutuncu 
7 Tarn 
8 Eraslan & Akis 
9 Hongjun & Zhifei  



78 

 

خواصّ  دیگر آلیاژی عناصر برخی افزودن با که است 7سرامیک-فلز ، تلفیق FGیمادهّ ترینرایج

 hثابت ضخامت با  FGMورق یک برای ایهویژ ی(، رابطه7338) 0ردی و شود. پراوینمی تأمین دلخواه

 [: 09نمودند] بیان زیر صورت به ورق در را خواص تغییر ایشان .کردند ارائه

 ( ) n

c m mP z P P V P    (7-0 )  

mP  ّفلز، خواص cP ّسرامیک و خواصV  باشدمی جسم در حجمی نسبت. 

1
,

2 2 2

z h h
V z

h

 
     
 

 (7-9 )  

0n اگر  ،2اگر  آید؛می دستبه سرامیک همگن ورق باشدz h  ،اگر و فلزی خاصیت باشد 

2z h ،معرض در آن بالایی یلبه که اجسامی در مادّه آید. اینمی دستبه سرامیک خاصیت باشد 

 .است مفید بسیار دارند، قرار مکانیکی بارهای تحت آن پایینی یلبه و بالا گرادیان دمایی

 نمود: بیان زیر شکل به خاصیت دو برای ترکلیّ صورت به توانمی را بالا یرابطه

 1 2 2( ) nP z P P V P    (7-4   )  

1P 2وP  باشند.می مختلف یلایه دو درخواص 

ردی و نیز تابع نمایی  و سه مدل تابع توانی ساده، تابع توانی مشابه تابع پراوین (0223توتونچو )

ی ناهمگن تابع نمایی به برای خواصّ مادهّ (0228) 9[. شاو04ُسرامیک ارائه کرد]-فلز به صورت تلفیق

 [: 05کرد] ( ارائه5-7ی )صورت رابطه

1 2
1 2

( )
1( )

,

o

m m

m R R
iA R A e

r r
R R

r r

 



 


 (7-5   )  

 به ترتیب شعاع داخلی و خارجی استوانه و 2rو  1r ثابت ناهمگنی مادّه، imکه در این رابطه 
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mr  میانگین شعاع داخلی و خارجی وoA باشدی خارجی استوانه میخواصّ لایه. 

 کره یدر جداره خواصّ  [ تغییر01( ]0277) 7کلس و کانکر[ و همچنین 06( ]0221توتونچو )

 بیان نمودند: ی زیرتابع نمایی طبق رابطه صورت به را

( ) o

rA r A e   (7-6   )  

 .باشدی خارجی کره مینیز خواصّ لایه oAثابت ناهمگنی مادهّ و  شعاع کره، rکه در آن 

 

 ی پژوهشپیشینه 1-7

دلیل اهمّیت ای و کروی بههای جدار ضخیم استوانههای بسیاری بر روی پوستهتاکنون پژوهش         

باشد های موجود میگردد بخشی از پژوهشی مطلب ذکر میآنها صورت گرفته است. آنچه که در ادامه

 گردد.ارتباط و نزدیکی آنها به پژوهش حاضر ارائه میکه با توجه به 

ی های الاستیسیته مستوی، حلّ دقیق استوانهبا استفاده از نظریه 7850اولین بار لامه در سال         

ی همگن و همسانگرد تحت فشار یکنواخت را ارائه جدار ضخیم متقارن محوری با جدار ثابت از مادهّ

 [.08دست آورد]ی همسانگرد را بههای حرارتی در یک کرهتنش 7813در سال  0[. هوپکینسون9کرد]

دست به الاستیسیته اساسی معادلات از استفاده با را ضخیم هایپوسته روابط 7392در سال گالرکین 

 هایبرای پوسته حلیّ قابل معادلات خطی، یالاستیسیته تئوری از استفاده با 7343ولاسف در  .آورد

 را برشی شکل تئوری تغییر دورانی، اینرسی و عرضی برش اثر لحاظ با 7356کرد. نقدی در  ارائه ضخیم

تئوری  با استفاده از 7314و همکارانش در سال  9. چون[4نمود] گذاریپایه های ضخیمپوسته برای

های توخالی همگن و همسانگرد ها، رفتار ترموالاستیک در حالت گذرا را برای کرهی پوستهاصلاح شده

                                                           
1 Keles & Conker 
2 Hopkinson 
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ها، رفتار ترموالاستیک ی پوستهبا استفاده از تئوری اصلاح شده 7در همین سال راجو [.03بررسی نمودند]

تئوری الاستیسیته اجسام مرکب  7382[. لیختنسکی در 92های جدار نازک توخالی را بررسی نمود ]کره

دلیل تغییر ناگهانی در ساختار مادّه، از اجسام مرکب، بههای ساخته شده گذاری نمود. در پوستهرا پایه

اهد ها ایجاد خوشود. لذا تمرکز تنش و گسیختگی در مرز لایهتغییرات ناگهانی در رفتار مواد ایجاد می

ی منبع حرارتی ی کروی تحت انتقال حرارت گذرا به وسیله[. یک حلّ تحلیلی برای پوسته72شد]

 [. 97انجام شد] 7380سال  در0چرخان توسطّ تاکیوتی

ها و بر روی تنش FGی اثر ترکیب دو جنس مختلف در مواد هدف محققین بررسی و مطالعه        

های ی تنشبه مطالعه 7334در سال  9باشد. اوباتا و نوداای و کروی میی مخازن استوانهطراحی بهینه

در شرایط انتقال حرارت پایدار  FGی توخالی ساخته شده از مواد حرارتی در استوانه و کره

با توزیع  FGMای و کروی جدار ثابت حلّ دقیق مخازن استوانه 0227[. توتونچو در سال 90پرداختند]

و  های شعاعیتوانی مدول الاستیسیته تحت فشار یکنواخت داخلی را ارائه کرد. در این تحلیل تنش

مثبت  هایازای توانزیع توانی مدول الاستیسیته بهی تحت فشار داخلی، با تومحیطی در استوانه و کره

های حرارتی تحت تأثیر انتقال حرارت غیر یکنواخت در [. تحلیل تنش99و منفی بررسی شده است]

، به 0224و همکارانش در سال  5[. یو94ارائه شد] 0220در سال  4توسطّ کیم FGMی توخالی استوانه

 های همگنپرداختند. در این تحقیق، با در نظر گرفتن لایه تحت فشار داخلی FGتحلیل مخازن کروی 

در میانه، روابط مربوط به توزیع تنش ارائه شده  FGهای ناهمگن در جدار داخلی و خارجی کره، و لایه

ی ساخته شده از مواد ناهمگن با تابع توانی خواصّ و تحت بارگذاری [. حلّ تحلیلی و عددی کره95است]

 [.96انجام گرفت] 0225پایا و مکانیکی توسّط اسلامی و همکارانش در سال  حرارتی یک بعدی

                                                           
1 Raju 
2 Takeuti 
3 Obata & Noda 
4 Kim 
5 You 
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دار های جی الاستیسیته مستوی، حلّ کلی استوانهبا استفاده از نظریه 0225قنّاد و همکاران در         

ها و ضخیم متقارن محوری ساخته شده از مواد ناهمگن را ارائه نموده و روابط مربوط به توزیع تنش

استفاده از تئوری تغییر [. همچنین آنها همین پژوهش را با 91جایی شعاعی را استخراج نمودند]ابهج

تبدیلات ، 0تبدیل هنکل هایکارگیری روشبا به 0225در سال  7[. دای98انجام دادند] شکل برشی

 ار ناگهانی،فشی ناهمگن پیزوالکتریک که تحت ، حلّ تحلیلی استوانه و کرهلاپلاس و تبدیلات معکوس

 [. 93حرارتی به صورت همزمان و وابسته به زمان بود ارائه نمود]تحریک الکتریکی و شوک 

 های کرویبه تحلیل اثر بارگذاری الکترومغناطیسی در پوسته 0226و همکارانش در سال  9وانگ

 به کارگیری سریی الاستیسیته مستوی و ، با استفاده از نظریه0221توتونچو در سال  [.42پرداختند]

 یی جدار ضخیم ناهمگن را که تحت فشار داخلی قرار داشت و مدول الاستیسیته، استوانه4فروبنیوس

ای حل کرد. در این پژوهش اثر تغییر ثابت کرد را در حالت کرنش صفحهآن به صورت نمایی تغییر می

 [. 47ورد مطالعه قرار گرفت]جایی شعاعی مناهمگنی بر روی توزیع تنش شعاعی، تنش محیطی و جابه

 FGMی جدار ضخیم ، به بررسی و تحلیل الاستیک استوانه و کره0228در سال  5چن و لین        

خواصّ ی ایشان، ناهمگنی تحت فشار پرداختند و یک حلّ عددی نیز برای آنها ارائه دادند. در مطالعه

 [.40کرد]مادّه به صورت نمایی در راستای شعاع تغییر می

جایی و مقادیر تنش مربوط به استوانه، کره و دیسک توزیع میدان جابه 0223توتونچو در سال          

با تغییرات توانی و نمایی خواصّ مادهّ در راستای شعاع و تحت فشار داخلی را با استفاده  FGMتوخالی 

نژاد و قناّد همین سال، زمانی[. در 49محاسبه نمود] 6ی مستوی و روش تابع متممّاز تئوری الاستیسیته

                                                           
1 Dai  
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3 Wang 
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 FGMهای جدار ضخیم بعدی بر اساس تحلیل تانسوری، رفتار پوستهی دستگاه معادلات سهبا ارائه

 [.44النهّاری را بررسی کردند]ر در راستای نصفحاصل از دوران با انحنای دلخواه و ضخامت متغیّ

 0و توسطّ قوش 7لیندسی-با استفاده از تئوری گرین FGM هایتحلیل عددی ترموالاستیک کره        

ارائه شد. در این پژوهش سطوح داخلی و خارجی کره بدون فشار فرض  0223و همکارانش در سال 

شده و دما در جدار داخلی متغیر با زمان به صورت یک شوک حرارتی در نظر گرفته شده است، در 

حلّ عمومی  9[. در همین سال، کار و کانوریا45ت]ت فرض شده اسکه دما در جدار خارجی ثابحالی

ی جدار ضخیم ناهمگن را تحت شوک حرارتی، با استفاده از اثر سه فاز تأخیری ارائه ترموالاستیک کره

ی اعمال اثر دما بر روی نمودند. در این پژوهش، اثر متقابل بارگذاری حرارتی و مکانیکی در مرحله

تحت فشار در سال   FG[. تحلیل الاستوپلاستیک مخازن کروی46گرفت] مطالعه قرار مرزهای سازه مورد

های کوچک و با استفاده از معیار انجام شد. در این تحقیق با فرض تغییر شکل 4توسطّ آکیس 0223

شار های پلاستیک و فو با در نظر گرفتن حالت الاستیک پلاستیک کامل برای مادهّ، تنش 5تسلیم ترسکا

ی عددی روابط تنش و و همکاران به محاسبه 6، لی0223در سال  [.41آمده است]دست تسلیم به

مدول الاستیسیته و نسبت  دلخواهتغییرات در نظر گرفتن تابع با  FGMی جدار ضخیم جایی کرهجابه

 [.48واسان در راستای شعاع پرداختند]پ

گذاری خارجی را با استفاده از تحت بار FGهای جدار ضخیم حلّ کره 0272در سال  1بُریسف         

پور و [. قربان43شار داخلی یکنواخت فرض شده است]ای ارائه کرده است. در این کار فروش چند لایه

تحت بارگذاری یکنواخت فشاری،  FGMی جدار ضخیم همکاران در همین سال، به حلّ تحلیلی کره

 یرابحرارتی و مغناطیسی پرداخت. خواصّ مادهّ در راستای شعاع و تابع نمایی در نظر گرفته شده است، 

                                                           
1 Green-Lindsay 
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استفاده شده  7جایی از توابع هایپرجئومتریکی روابط میدان تنش و جابهو محاسبهحلّ معادلات حاکم 

ت دسههای توخالی از جنس مواد پیزوالکتریک را بسازهدای و همکاران حلّ تحلیلی  0272[. در 52است]

و مکانیکی قرار داشتند و  ی توخالی که تحت بارهای الکتریکیآوردند. در این پژوهش استوانه و کره

 [.57کرد مورد بررسی قرار گرفت]خواصّ آنها به صورت توانی تغییر می

های مکانیکی را تحت بارگذاری FGMی چگونگی تسلیم کره 0277صادقیان و اختراعی در سال 

دست آوردند. آنها با در نظر گرفتن حالت الاستیک پلاستیک کامل برای مادّه به بررسی اثر و حرارتی به

[. در همین سال، کلس و کانکر حلّ گذرای 50فشار و حرارت بر گسترش ناحیه پلاستیک پرداختند]

با  FGی توخالی ناهمگن تشکلیل شده از مواد انههدایت حرارتی به صورت هذلولوی برای کره و استو

 [.01تغییرات نمایی خواص را ارائه نمودند]

-های جدار ضخیم ناهمگن ساخته شده از مواد ناهمگن تحت بارگذاریتحلیل تئوری و عددی کره        

تغییرات  توسطّ بیات و همکارانش انجام گرفت. در این مطالعه، 0270های حرارتی و مکانیکی در سال 

استفاده  جایی باها و جابهخواصّ مکانیکی به صورت تابع توانی در نظر گرفته شده و روابط حاکم بر تنش

های و نتایج حاصل از حلّ تحلیلی با داده ی مستوی به صورت کلیّ استخراج شدهاز تئوری الاستیسیته

[. همچنین بیات و قناّد 59شده است]محدود مقایسه افزار الماندست آمده از حلّ عددی توسطّ نرمبه

های چرخان با در نظر گرفتن بارگذاری های جدار ضخیم همگنحلّ عددی و تحلیلی کره 0270در سال 

ای ثابت ی مورد نظر با سرعت زاویهمکانیکی و حرارتی را مورد مطالعه قرار دادند. در این پژوهش کره

و خارجی قرار داشت. برای حلّ تحلیلی این مسأله  در حال چرخش بوده و تحت فشار یکنواخت داخلی

ی نژاد با استفاده از نظریه[. اندکی بعد، قنّاد و زمانی54از روش تابع پتانسیل استفاده شده است]

های جدار ضخیم که تحت فشار داخلی ی مستوی و تعریف روابط ساختاری، حلّ کامل کرهالاستیسیته

دست آوردند. ی حاکم بههای حقیقی، دوگانه و مختلط از معادلهیشهو خارجی قرار داشتند را برای ر

                                                           
1 Hypergeometric 
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ایشان ناهمگنی خواصّ برای مدول الاستیسیته را به صورت توانی در نظر گرفتند و فرض کردند نسبت 

 FGMی جدار ضخیم ، حلّ تحلیلی کره0270نژاد و همکاران در سال زمانی [.55پواسان ثابت باشد]

ا ارائه کردند. ایشان تغییرات مدول الاستیسیته را به صورت شبه نمایی در نظر تحت فشار یکنواخت ر

محدود لمانافزار اسازی توسطّ نرمباشد. همچنین آنها با شبیهگرفتند و فرض کردند نسبت پواسان ثابت 

 [.56ی نتایج آن با نتایج حلّ تحلیلی پرداختند]به حلّ عددی و مقایسه

 یی مستوی، حلّ تحلیلی و عددی کرهی الاستیسیتهبا استفاده از نظریه 0270دای و همکاران در 

جدار ضخیم ناهمگن ساخته شده از مواد پیزوالکتریک را با در نظر گرفتن خزش ارائه دادند. در این 

ک برای مواد پیزوالکتری ی رفتار وابسته به زمان خزش و یافتن طرحی بهینهتحقیق که با هدف مطالعه

های مکانیکی، حرارتی، الکتریکی و مغناطیسی قرار داشته ی کروی تحت بارگذاریرفت، پوستهانجام گ

[. در همین سال، کرمی و 51کرد]ی خواصّ آن به صورت توانی در راستای شعاع تغییر میو کلیهّ

تحت  FGMی جدار ضخیم ی مستوی یک حلّ تحلیلی برای کرهی الاستیسیتههمکاران به کمک نظریه

 [.85ارائه دادند] 7ار یکنواخت با تغییرات مدول الاستیسیته به صورت تابعی سهمویفش

با تغییرات  FGMهای جدار ضخیم ، به تحلیل ترموالاستوپلاستیک کره0279داورپناه در سال         

ی مستوی پرداخت. در این تحقیق که با هدف بررسی توانی خواصّ مکانیکی به کمک تئوری الاستیسیته

ی بر اساس جایی انجام گرفته، حلّ تحلیلسلیم کره با توجه به رفتار الاستوپلاستیک و یافتن تنش و جابهت

محدود افزار المانبرای حلّ عددی توسطّ نرم 0میزسمعیار ترسکا صورت گرفته و از معیار تسلیم فون

 [.53استفاده شده است]

با تغییرات FGM ی جدار ضخیم چرخان ستیک استوانه، بابایی به حلّ کامل ترموالا0274در سال         

ی مستوی پرداختند. شرایط بارگذاری به صورت نمایی خواصّ ناهمگنی بر مبنای تئوری الاستیسیته

                                                           
1 Parabolic 
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در جدار داخلی و خارجی بوده و اثر چرخش به عنوان نیروی حجمی  ایپا یبار حرارتو  یکنواخت فشار

سازی به روش اجزای محدود، به حلّ عددی کره ایشان با مدلدر معادلات ظاهر شده است. همچنین 

همان نژاد و همکاران در زمانی [.62پرداختند و نتایج حاصل از آن را با نتایج حلّ تحلیلی مقایسه کردند]

تحت  FGMی جایی کرهی تکرارشونده، به محاسبه روابط تنش و جابهبا حلّ نیمه تحلیلی به شیوه سال،

فشار داخلی یکنواخت با تغییرات نمایی خواصّ مادهّ در راستای ضخامت پرداختند. همچنین نتایج 

[. 67محدود مقایسه گردید]افزار المانحاصل از این پژوهش با نتایج حاصل از حلّ عددی توسط نرم

ارائه  FGM ی چرخان جدار ضخیم، یک تحلیل ترموالاستیک برای کره0275در سال  اختراعیبیات و 

را به صورت توانی و اثر چرخش را به صورت یک نیروی حجمی در نظر آنها تغییرات خواص کردند. 

، معادلات حاکم 7های لژاندرگرفتند و با بیان شرایط مرزی نامتقارن حرارتی و مکانیکی و به کمک سری

[. 60عددی را مقایسه کردند] افزاری و حلّ عددی، نتایج حلّ تحلیلی وسازی نرمرا حل کردند و با مدل

پیزوالکتریک به کمک  FGMهای چرخان جدار ضخیم در همین سال، سواری تحلیل ترموالاستیک کره

را ارائه کرد. در این پژوهش، توزیع دما به صورت  ی مستوی با توزیع توانی خواصی الاستیسیتهنظریه

تابعی از شعاع در نظر گرفته شده و نتایج برای بارگذاری حرارتی، الکتریکی، مکانیکی و 

 [.69الکتروترمومکانیکی محاسبه و با نتایج حلّ عددی به روش اجزای محدود مقایسه شده است]

تحلیلی و به کمک توابع متمّم توانستند فاده از روش نیمهو همکاران با است 0، چِلبی0276در سال         

تحت اعمال فشار و حرارت یکنواخت در جدار  FGMی جدار ضخیم جایی را برای کرهروابط تنش و جابه

 [.64باشد]دست آورند. در این تحقیق، تغییرات خواصّ مادهّ به صورت نمایی میداخلی و خارجی به

تحت  FGM، به تحلیل رفتار وابسته به زمان در مخازن کروی جدار ضخیم 0276و همکاران در  خاتمی

بارگذاری مکانیکی و شار حرارتی در راستای شعاع پرداختند. با فرض تغییرات توانی خواصّ در راستای 

و  9روس-کارگیری روابط پراندتلشعاع و ثابت بودن نسبت پواسان و با استفاده از روابط الاستیسیته و به

                                                           
1 Legendre Series 
2 Celebi 
3 Prandtl-Reuss 



06 

 

ی جایی را در لحظه، توانستند میدان تنش، میدان کرنش و بردار جابه7ی ساختاری نورتونرابطه

 [. 65بارگذاری و همچنین نرخ تغییرات آنها را در طی زمان محاسبه کنند]

در حالت گذرای  FGMهای جدار ضخیم ، وزیری تحلیل ترموالاستیک استوانه0271در سال         

واص، خ. در پژوهش ایشان، تغییرات ی اوّل را ارائه دادری تغییر شکل برشی مرتبهحرارتی به کمک تئو

ن اند. همچنیتوانی و در راستای شعاع فرض شده و معادلات حاکم با استفاده از روش انرژی استخراج شده

 [.66سازی به روش اجزای محدود، صحّت نتایج تحلیلی را دریافتند]آنها با مدل

جدار ضخیم متشکل از دو فاز  FGMی و همکاران، به تحلیل رفتار کره 0سال، پاوار همین در        

ا ر کره پرداختند. آنها تغییرات خواصو فلز و تحت تأثیر منبع حرارتی غیر یکنواخت در داخل  سرامیک

نمایی و در راستای شعاع در نظر گرفتند و برای محاسبه میدان تنش و کرنش از روش اختلاف محدود 

تحت فشار و  FGMی جدار ضخیم ، قناّد و پرهیزکار به حلّ استوانه0271سال در  .[61]ستفاده کردندا

در جدار داخلی پرداختند. در این پژوهش، روابط به کمک روش انرژی و بر اساس تئوری  ایپا یبار حرارت

-توانی تغییر میدر راستای شعاع به صورت ل استخراج شده و خواص ی اوّ تغییر شکل برشی مرتبه

ی جدار ضخیم تحت اعمال فشار و ، به تحلیل ترموالاستیک کرههمین سالدر نیز  9گانسی [.86کنند]

را به صورت دلخواه به این ترتیب که برای مدول الاستیسیته  پرداخت. وی تغییرات خواص ایپا یبار حرارت

تابعی از شعاع و برای ضریب انبساط حرارتی تابعی از شعاع و دما باشد، در نظر گرفت. ایشان اثر جمع 

[. جباّری و همکاران 63محدود مقایسه کرد]سازی المانآثار را برای دو حالت بررسی و نتایج را با شبیه

ی جدار ضخیم ساخته شده از مواد متغیر تابعی که در جدار داخلی و سال، به تحلیل کره در همیننیز 

وده رتی دو بعدی بخارجی پیزوالکتریک می باشد پرداختند. کره تحت بارگذاری مکانیکی و هدایت حرا

                                                           
1 Norton 
2 Pawar 
3 Gonczi 
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به صورت توانی و در راستای شعاع در نظر گرفته شده است. آنها برای حلّ معادلات   و تغییرات خواص

 .[12]بهره بردند 7های لژاندر و معادلات دیفرانسیل اویلرایجملهناویر از چند

 

بندیجمع 1-8  

 مسأله که ایگونهبه یکنواخت، فشار ثابت و جدار با ناهمگن و همگن ضخیم هایکره تحلیل برای        

که از دقت بالایی  ی مستویالاستیسیته تئوری از توانمی نشود، خارج بعدی دو یالاستیسیته حالت از

ها ی آندهندهی تشکیلها و همچنین مادهّدلیل اهمیّت تحلیل پوستهبه کرد. باشد استفادهبرخوردار می

با تغییرات نمایی خواصّ تحت  FGM کلفت جدار هایو با توجه اینکه تاکنون حلّ تحلیلی برای کره

 تئوری به کمکهای فشاری و حرارتی به طور همزمان ارائه نشده است؛ در این پژوهش بارگذاری

مایی خواصّ یرات نهای کروی جدار ضخیم با تغیی حلّ تحلیلی برای پوستهبا ارائهی مستوی الاستیسیته

حلّ تحلیلی با نتایج حلّ عددی به منظور بررسی صحتّ ی بین نتایج حاصل از ا، مقایسهدر راستای شعاع

 نتایج صورت پذیرفته است.

 شده انجام مطالعات کلفت، و نازک هایپوسته تئوری مرور ضمن این پژوهش، ابتدا درفصل اولّ        

تعریف و ضمن  خواص تابعی تغییرات با همچنین مواد .است های کروی ارائه شدهخصوص پوسته در

 یها مورد بررسی قرار گرفته و پیشینهسازی ریاضی آنهای مدلها، شیوههای آنبیان تاریخچه و ویژگی

های جدار ارائه شده است. فصل دومّ شامل مروری بر روابط اساسی حاکم بر پوسته FGپژوهشی مواد 

با  FG یی مستوی برای مادهّتهضخیم و سپس استخراج معادلات حاکم با استفاده از تئوری الاستیسی

ی همگن تحت بارگذاری فشاری شامل فشار داخلی و خارجی و همچنین مادهّتغییرات نمایی خواص 

رده جایی آوهای مربوط به توزیع تنش و جابهی موردی، نتایج و نمودارباشد. در نهایت با انجام مطالعهمی

                                                           
1 Euler 
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ی مورد نظر نیز سازی عددی کرهحلّ تحلیلی، مدلمنظور بررسی صحّت نتایج حاصل از شده است. به

به منظور تحلیل م نیز در فصل سوّ شده است.  ارائه شده و نتایج دو روش حل با یکدیگر مقایسه

های جدار ضخیم های کروی، پس از استخراج معادلات دیفرانسیل حاکم بر کرهترموالاستیک پوسته

ی مستوی، حلّ همگن بر مبنای تئوری الاستیسیته متقارن محوری تشکیل شده از مواد ناهمگن و

ی موردی تحت فشار ارائه و به صورت مطالعه حرارتیی و های کروی تحت بارگذاری فشارعمومی پوسته

سپس داخلی و دمای یکنواخت در سطوح داخلی و خارجی برای شرایط مرزی مختلف حل شده است. 

عددی حاصل از حلّ با نتایج  نتایج حاصل از حلّ تحلیلیی مورد نظر، ی حلّ عددی برای کرهبا ارائه

 ها در فصل چهارم انجام شده است.ی پیشنهادبندی نهایی و ارائه، جمعگیرینتیجهمقایسه شده است. 
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 مقدمه 2-1

ای از میان انواع پوسته های مورد استفاده در صنعت، پوسته های جدار کلفت از اهمیّت ویژه       

ی پژوهان به دنبال اعمال تغییرات بر روی ضخامت و مادهّبرخوردار هستند و همواره محققان و دانش

ت ها افزایش داده و در صورگذاریاند تا بتوانند مقاومت آنها را در برابر انواع بارها بودهاین دسته از پوسته

توان به مخازن تحت فشار نفت، گاز و پتروشیمی امکان از وزن آنها بکاهند. از جمله کاربردهای آنها می

 و بسیاری تجهیزات صنعتی و فضایی اشاره کرد.

های جدار ضخیم کروی، شرایط در این فصل ابتدا معادلات و فرضیات اساسی حاکم بر پوسته       

جدار  هایقارن محوری و تئوری الاستیسیته مستوی بیان شده و به کمک آنها، معادلات حاکم بر کرهت

دست آمده است. سپس به کمک روابط اساسی ذکر های متفاوت بهدر بارگذاری FGMضخیم همگن و 

کلیّ  یشده و در نظر گرفتن شرایط متقارن محوری و با استفاده از تئوری الاستیسیته مستوی، معادله

تحت فشارهای داخلی و خارجی استخراج شده و به حلّ  FGMهای جدار ضخیم ناهمگن حاکم بر کره

مگن های هشود، در ادامه حلّ الاستیک کرهتحلیلی آن برای مقادیر متفاوت ثابت ناهمگنی پرداخته می

 گرفته توسطّ تحت فشار بررسی شده و در نهایت، نتایج حاصل از حلّ تحلیلی با حلّ عددی صورت

 مقایسه و نتایج در قالب نمودارها و جداول ارائه شده است. 7افزار المان محدود آباکوسنرم

 

 روابط اساسی 2-2

های موجود در یک المان دلخواه از یک جسم در مختصات کروی به صورت زیر نمایش داده تنش       

 شود.می

                                                           
1 Abaqus 
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 های یک المان در مختصات کرویتنش 7-0شکل 

های تانسور مجهول مواجه هستیم. مجهولات شامل مؤلفه 07در مسائل تحلیل تنش در مجموع با        

های حجمی و در نظر گرفتن تغییر باشند، با فرض عدم وجود ممانجایی میتنش،کرنش و بردار جابه

 ند.یابعدد کاهش می 75های تنش و کرنش متقارن شده و مجهولات به های کوچک، تانسورشکل

 این مجهولات در دستگاه مختصات کروی عبارتند از:       
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مجهول، پانزده معادله را در سه گروه معادلات تعادل، روابط سینماتیک و روابط  75برای حلّ این        

 ساختاری در اختیار داریم.

به صورت نمایی و تنها در   FGمکانیکی برای مواد که تغییرات خواصّ در ادامه با توجه به آن       

ردازیم. پمعادلات حاکم در دستگاه مختصات کروی می راستای شعاعی در نظر گرفته شده است، به بیان

 دهد.ت را در طی ضخامت کره نشان می( توزیع نمایی هر خاصی4ّ-0ی )معادله

 (0-4)                                                                                                  ( 1)Pr( ) Pr n r

iR e  

شعاع داخلی کره و  iRت مورد نظر، نماینده خاصیّ Prکه در آن        
i

R
r

R
 بعد شده پارامتر بی

 ت در طیبدیهی است که اگر ضریب ناهمگنی برابر صفر در نظر گرفته شود؛ خاصیّ باشد.شعاع می

نکته حائز اهمیّت دیگر آن است که تغییرات  همگن است. ماند، یعنی مادهّثابت باقی میضخامت کره 

باشد، لذا روابط با فرض ثابت ماندن و در طی ضخامت کره، بسیار ناچیز می FGنسبت پواسان در مواد 

 شوند.این نسبت ارائه می

 

 معادلات تعادل تنش 2-2-1

 به صورت زیر است:ی حرکت در حالت کلیّ معادله       

 (0-5                                                                                               )div b a    

بردار شتاب صفر بوده و به بردار شتاب است،  aبردار نیروهای حجمی و  bچگالی، که در آن       

 رسیم.ی تعادل تنش میمعادله

(0-6                                                                                                   ) 0div b   
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 شود.، سه معادله حاصل می( ,R,θ)دستگاه مختصات کرویی فوق در با بسط رابطه       

(0-1)             
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 جایی(جابه-روابط سینماتیک )روابط کرنش 2-2-2

 شود:ی سینماتیک به صورت زیر بیان میدر حالت کلیّ، معادله       

(0-8                                                                                      )  
1

( ) ( )
2

Tu u     
 

 

 رسیم:ی زیر میسازی در دستگاه مختصات کروی، به شش معادلهکه با ساده       
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 (کرنش-روابط ساختاری )روابط تنش 2-2-3

کرنش است که برای موادّ الاستیک -های تنشی حلّ باقیمانده، روابط بین مؤلفهشش معادله       

 شوند:ی به صورت زیر بیان میخطی و همسانگرد، در حالت کلّ

(0-72)                                                                                                     2 ( )Itr     

(0-77)                                                                                   
1

( )
2 3 2

Itr


  
  

 
  

 
 

          مکانیکی مادهّ می باشند. های لامه بوده و خود تابعی از خواصّثابت و  که در آنها        

(0-70)                                                                                                    
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 های مختصات کروی خواهیم داشت:با بیان معادلات ساختاری در قالب مؤلفه       
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(0-75                                                        )
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 مستویی مسائل متقارن محوری و تئوری الاستیسیته 2-2-4

ها، شرایط مرزی و خواصّ مادّه در تمامی زوایا نسبت به یک در مسائلی که هندسه، بارگذاری       

 تر شدن روند حلّ محور تغییری نداشته باشند؛ شرایط تقارن محوری برقرار بوده که این امر به ساده

لذا دو محور تقارن  ی جدار ثابت استی مورد نظر کرهکند. در این تحقیق، هندسهمسأله کمک می

ها و تمامی خواصّ تنها در راستای شعاعی و متقارن داریم و شرایط مرزی متقارن بوده و بارگذاری

هایشان باهم برابر خواهد بود. هاری به همراه کرنشالنّباشند. در نتیجه مقدار تنش محیطی و نصفمی

د بر محور مرکزی کره بعد از کند که صفحات مستوی عمواز سوی دیگر تئوری کلاسیک بیان می

قارن ها نیز متمانند، لذا تغییر شکلبارگذاری و تغییر شکل همچنان مستوی و عمود بر محور باقی می

جایی شعاعی تنها به شعاع وابسته عبارت دیگر جابهبوده و در راستای محیطی هیچ تغییری نداریم. به

و  یهای برشوری دو جانبه در کره، مقادیر تمام تنشاست. بنابراین این تئوری و با توجه به تقارن مح

 روند.شمار می های اصلی بهها همان تنشباشند و تنشبرشی صفر می هایکرنش

 

 



96 

 

 بنابراین خواهیم داشت:       

 (0-76  )                                        

   
0   ,    0

                 ,    

u u 

   

 

   

 
   

 
  

 

 (0-71)                                                                                                   
0

0

R R

R R

  

  

  

  

  


  
 

عدد کاهش یافته و معادلات تعادل تنش، روابط سینماتیک و  5در این صورت تعداد مجهولات به        

 شوند؛روابط ساختاری به ترتیب به صورت زیر بازنویسی می

(0-78)                                                                                 2
( ) 0R

R R

d
b

dR R



      

(0-73 )                                                                                                  
R

R

R

du

dR

u

R
 



 





  


 

(0-02                                                                        )
2 ( 2 )

2 ( 2 )

R R R

R



   

    

     

  


   
 

(0-07)                                                              

1
( 2 )

2 3 2

1
( 2 )

2 3 2

R R R

R



   


   

  


    

  

  
    

  


        

 

 توان بدین صورت نیز نمایش داد:کرنش را می-روابط تنش       

(0-00                                                                    )2
( )

R RA B
E R

B A B 
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 شوند:صورت زیر تعریف میبه  B و Aهایثابت       

(0-09)                                                       
(1 )(1 2 )

B


 


 
    ,     

1

(1 )(1 2 )
A



 




 
 

 

 تنش مؤثر 2-2-6

-مؤثر بر مبنای تئوری تسلیم فونی نتایج، تنش منظور تحلیل و مقایسهدر تحقیق پیش رو به       

افتد دست آمده است. طبق این تئوری، نارسایی در اثر تسلیم وقتی در یک جسم اتفاق میبه 7میزس

کل در ی انرژی تغییر شچگالانرژی تغییر شکل در حالت تنش کلیّ برابر  چگالیای از جسم که در نقطه

نتایج آزمایش برای اجسام نرم داشته و به  آزمایش کشش ساده گردد. این معیار هماهنگی خوبی با

  ها کاربرد زیادی دارد.همین علّت در طراحی

 باشد:های اصلی به صورت زیر میاین معیار بر حسب تنش        

 (0-04)               
2 2 2 2

1 2 2 3 3 1 2 eff            

 

 های ناهمگن تحت فشارتحلیل کره 2-3

و  iRبه شعاع داخلی FGMی جدار ضخیم همسانگرد بخش، کرهی مورد بررسی در این هندسه       

بارگذاری تنها از نوع فشاری بوده و فشارهای وارد بر  (0-0مطابق شکل ) باشد.می oRشعاع خارجی 

 شوند. مشخص می oP و iPسطوح داخلی و خارجی کره به ترتیب با 

                                                           
1 Von Mises 
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 تحت فشار یکنواخت داخلی و خارجی FGMی جدار ضخیم نمایش هندسی کره 0-0شکل 

همچنین  ها وباشند که در اکثر تحلیلمی مدول الاستیسیته و نسبت پواسان توابعی از شعاع کره       

ل شود. تغییرات مدوثابت در نظر گرفته میدر این تحقیق، به علّت تغییرات جزئی نسبت پواسان 

 شود.( تعریف می05-0ی )الاستیسیته نسبت به شعاع کره نمایی بوده و با رابطه

(0-05)                                                                                                       1 ( 1)
( )

n r

iE R E e


 

 در این رابطه        
i

R
r

R
 بعد است. مختصات شعاع بیiE مدول الاستیسیته در سطح داخلی و

 1n باشد.ضریب ناهمگنی مادهّ می  

ی ر کرهبعد دشعاعی بیبعد شده را نسبت به مختصات ی بی( توزیع مدول الاستیسیته9-0شکل )       

 دهد.ازای مقادیر مختلف ثابت ناهمگنی نشان میناهمگن و همسانگرد به
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 بعدبعد مدول الاستیسیته در راستای شعاع بیتوزیع بی 9-0شکل 

 

 ی ناهمگن تحت فشارحلّ الاستیک کره 2-3-1

( به صورت 78-0ی تعادل )در حالتی که نیروهای حجمی در مسأله وجود نداشته باشند؛ معادله       

 شود:زیر نوشته می

(0-06                                                                                )2
( ) 0R

R

d

dR R



    

 صورت سازی شعاع بهبعدبا بی
i

R
r

R
 ،0) محیطیهای شعاعی و ی تعادل بالا، روابط تنشمعادله-

 شوند:صورت زیر نوشته می( به 05-0( و تابع مدول الاستیسیته )73-0(، روابط )00

(0-01                                                                                 )2
( ) 0R

R

d

dr r



    

(0-08)                                                                            
2

( )
R RA B

E r
B A B 

 

 

    
    

    
 

0.4

0.6

0.8

1

1.2

1.4

1.6

1.8

2

1 1.1 1.2 1.3 1.4 1.5

E
 /

 E
i

R / Ri

n = -1n = -0.5

n = 0 n = +0.5 n = +1
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(0-03)                                                                                                         

r
R

r

du

dr

u

r
 



 





  


 

(0-92                                                                                                     )1 ( 1)
( )

n r

iE r E e


 

-0( و استفاده از )01-0ی تعادل )( در معادله08-0های شعاعی و محیطی از )با جایگذاری تنش       

 آید.دست میبهی حاکم بر کره (، معادله92-0( و )03

(0-97 )                                              
2

2 2 *

1 12
( 2 ) (2 2) 0r r

r

d u du
r r n r n r u

dr dr
     

*که در آن         B

A
  باشد.می 

ر و جایگذاری عبارت با استفاده از روش تغییر متغیّ       
2

( )r

w
u r

r
 ( معادله97-0در ،)ی حاکم به 

 گردد:ی هایپرجئومتریک زیر تبدیل میمعادله

(0-90)                                                       
2

*

1 12
( 2) ( 1)2 0

d w dw
r n r n w

dr dr
     

 باشد. می 1n( وابسته به علامت 90-0ی هایپرجئومتریک )حلّ معادله       

ی حاکم، برای مقادیر مخالف صفر که روش پیش رو جهت حلّ معادلهی قابل توجه آن است نکته       

تر نیز به آن اشاره گونه که پیشمانقابل ارائه بوده و در صورت صفر شدن این ضریب، ه 1nاز ضریب 

اشاره  ( به آن4-0ی همگن تبدیل شده و باید از حلّ کلاسیک که در بخش)شد، جنس کره به یک مادهّ

 خواهد شد، به تحلیل کره پرداخت.
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 [:12و 63همگنی عبارت است از]( به ازای مقادیر مثبت ضریب نا90-0ی )پاسخ معادله       

(0-99)                                                                       1 *

1 1( 2 , 2; )        ,        0
n r

w e J rn n
                                                                      

 و برای مقادیر منفی ضریب ناهمگنی داریم:       

(0-94                                                        )*

1 1(2 2, 2; )        ,        0w J rn n     

 که در آنها        

(0-95                     ) 1

1 2( , ; ) ( 1,2 ; ) ( 1,2 ; )bJ a b z z C a b b z C a b b z                                

(0-96                                                )
1

1 1

0

( )
( , ; ) (1 )

( ) ( )

zt a b ab
a b z e t t dt

a b a

  
  

    

(0-91                                                          )1 1

0

1
( , ; ) (1 )

( )

zt a b aa b z e t t dt
a


     

  

 شود:که در روابط بالا از آن استفاده شد؛ به صورت زیر تعریف می 7تابع گاما       

(0-98                                                                                     )  1

0

t xx e t dt


    

( و همچنین استفاده از 94-0( و )99-0( در )95-0با جایگزینی )       
2

( )r

w
u r

r
ی ، پاسخ معادله

   ( عبارت است از:0-97)

(0-93                                                                          )   1 2( )ru r C M r C N r  

تر شدن عبارات، توابع به منظور کوتاه        M r  و N r ی روابط به ازای مقادیر که در برگیرنده

 کنیم:باشند را، به صورت زیر تعریف میمثبت و منفی ضریب ناهمگنی می

                                                           
1 Gamma function 
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(0-42                                              )  1

3
*1

1 1

3 *

1 1 1

(3 2 ,4; )                0

(2 1,4; )             0

n r

n r
n r n

M r e

n r n r n






  

 
    

 

(0-47                                            )  1

3
*1

1 1

3 *

1 1 1

(3 2 ,4; )                  0 

(2 1,4; )               0

n r

n r
n r n

N r e

n r n r n






  

 
    

 

شوند، از آنجا که شرایط مرزی را برای با استفاده از شرایط مرزی تعیین می 2Cو  1Cهای ثابت       

-0ی )( و همچنین استفاده از رابطه03-0( در )93-0جایگذاری )تنش شعاعی در اختیار داریم؛ لذا با 

 آوریم:دست میبه 2C و 1Cهای (، تنش شعاعی را بر حسب ثابت08

(0-40              )
   

1 ( 1)

1 2( ) ( ( ) 2 ) ( ( ) 2 )n r

R i

M r N r
r E e C AC r B C AD r B

r r
   

    
 

 

که توابع         
 dM r

C r
dr

  و 
 dN r

D r
dr

 :عبارتند از 

(0-49   ) 

 

 

1 1

4 *3 4
1* *1 1

1 1 1

4 *

13 * *

1 1 1 1

3 - 2-
(3 - 2 ,4; ) (4 - 2 ,5; )          0

4

2 1
(2 1,4; ) (2 2 ,5; )           0

4

n r n r

n rn n r
n r n r n

e e
C r

n r
n n r n r n


 


 


    


 


        


 

(0-44   ) 

 

 

1 1

4 *3 4
1* *1 1

1 1 1

3 * 4 * *

1 1 1 1 1

3 - 2-
(3 - 2 ,4; ) - (4 - 2 ,5; )          0

- (2 1,4;- ) - 2 1 (2 2 ,5;- )               0

n r n r

n rn n r
n r n r n

D r e e

n n r n r n r n


 

  


   

 
      


 

 شرایط مرزی برای تنش شعاعی عبارت است از:       

(0-45                                                                                        )1
( )

( )

R ir

R or k

r P

r P
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oکه        

i

R
k

R
 1های (، ثابت40-0ی )باشد، با داشتن شرایط مرزی و استفاده از معادلهمیC  2وC 

 شوند.محاسبه می

(0-46                         )

1

1

1

1

( 1)

1
( 1)

( 1)

2
( 1)

( )
( ( ) 2 ) ( (1) 2 (1))

( )
( (1) 2 (1))( ( ) 2 )

( )
                ( (1) 2 (1))( ( ) 2 )

( )
( ( ) 2 ) ( (1) 2 (1))

( (1)

n k

i o

n k

i

n k

i o

n k

i

N k
P e AD k B P AD BN

kC
M k

E e AD BN AC k B
k

N k
AC BM AD k B

k

M k
P e AC k B P AC BM

kC

E e AD









  




  



   



   




( )

2 (1))( ( ) 2 )

( )
               ( (1) 2 (1))( ( ) 2 )

M k
BN AC k B

k

N k
AC BM AD k B

k














 

  


 
   



 

های شعاعی، محیطی (؛ تنش08-0( و )03-0( و استفاده از )93-0با جایگذاری مقادیر فوق در )       

 آیند.دست میو جابجایی شعاعی به

(0-41                 )   1 ( )

( ) ( ( ) 2 ) ( ( ) 2 )
n r k

R

M r N re
r G AC r B H AD r B

F r r


  
    

 
 

(0-48)       
   1 ( )

( ) ( ( ) ( ) ) ( ( ) ( ) )
n r k M r N re

r G BC r A B H BD r A B
F r r


  

      
 

 

 (0-43)                                                                 
1 ( 1)

1
( ) ( ( ) ( ))R n k

i

u r GM r HN r
FE e 

  

 

(0-52)                                      

( )
( (1) 2 (1))( ( ) 2 )

( )
       ( (1) 2 (1))( ( ) 2 )

M k
F AD BN AC k B

k

N k
AC BM AD k B

k
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(0-57                                )1 ( 1) ( )
( ( ) 2 ) ( (1) 2 (1))n k

i o

N k
G P e AD k B P AD BN

k

    

 

(0-50)                              1 ( 1) ( )
( ( ) 2 ) ( (1) 2 (1))n k

i o

M k
H P e AC k B P AC BM

k

     

 میزس عبارت است از:اساس معیار تسلیم فونمقدار تنش مؤثر بر       

(0-59                                    )
0.5

2 2 21
( ) ( ) ( ) ( )

2
eff R Rr                  

با توجه به           گردد:خلاصه میی مقدار تنش مؤثر به این صورت رابطه 

(0-54                                                                                      )( )eff Rr     

( به صورت زیر بازنویسی 43تا  41-0معادلات ) 1nحال با توجه به مقادیر ضریب ناهمگنی        

 شوند:می

 

 مقادیر مثبت ضریب ناهمگنی 2-3-1-1

(0-55                       )

1

1

1

( ) 3 4

1 1
1

4

1
1

3 4

1 1

(1 ) ( 1) 3 5
( ) ( ,4, )

(1 )(1 2 ) 1

(3 5 ) 4 6
                            ( ,5, )

4(1 )(1 2 ) 1

(1 ) ( 1)
                            

(1

n r k

R n r

n r

e n n r
r K n r

J e

n r
n r

e

n n r
L

  


  

 

  

 

      
   

   

 
  

   

  


 1

1

1

4

1
1

3 5
( ,4, )

)(1 2 ) 1

(3 5 ) 4 6
                            ( ,5, )

(1 )(1 2 ) 1

n r

n r

n r
e

n r
n r

e
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(0-56)                                 

1

1

1

( ) 3 4

1 1
1

4

1
12

3 4

1 1

(1 ) 3 5
( ) ( ,4, )

(1 )(1 2 ) 1

(3 5 ) 4 6
                            ( ,5, )

4(1 )(1 2 ) 1

(1 )
                            

(1 )(1 2

n r k

n r

n r

e n n r
r K n r

J e

n r
n r

e

n n r
L



  


  

  

  

 



     
   

   

 
  

   

 


  1

1

1

4

1
12

3 5
( ,4, )

) 1

(3 5 ) 4 6
                            ( ,5, )

(1 )(1 2 ) 1

n r

n r

n r
e

n r
n r

e



 

  

  

 
 



  
  

   

 

 

(0-51        )
1 1 1

3 3

1 1
1 1( 1)

1 3 5 3 5
( ) ( ,4, ) ( ,4, )

1 1
R n k n r n r

i

n r n r
u r K n r L n r

JE e e e

 

 

      
       

      
 

 که در آنها       

(0-58)

1 1

1 1

3 4 4

1 1 1
1 12 2

3 4 4

1 1 1
1 12 2

(1 ) ( 1) 3 5 (3 5 ) 4 6
( ,4, ) ( ,5, )

(1 2 ) 1 4(1 2 ) 1

(1 ) ( 1) 3 5 (3 5 ) 4 6
        ( ,4, ) ( ,5, )

(1 2 ) 1 (1 2 ) 1

   

n k n k

n n

n n k n k
J n k n k

e e

n n n
n n

e e

    

     

    

     

      
    

      

      
    

      

1 1

1 1

3 4 4

1 1 1
1 12 2

3 4 4

1 1 1
1 12 2

(1 ) ( 1) 3 5 (3 5 ) 4 6
     ( ,4, ) ( ,5, )

(1 2 ) 1 (1 2 ) 1

(1 ) ( 1) 3 5 (3 5 ) 4 6
        ( ,4, ) ( ,5, )

(1 2 ) 1 4(1 2 ) 1

n k n k

n n

n n k n k
n k n k

e e

n n n
n n

e e
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(0-53)                                        

1

1

1

1

3 4
( 1) 1 1

1

4

1
1

3 4

1 1
1

4

1

(1 ) ( 1) 3 5
( ,4, )

(1 )(1 2 ) 1

(3 5 ) 4 6
         ( ,5, )

(1 )(1 2 ) 1

(1 ) ( 1) 3 5
         ( ,4, )

(1 )(1 2 ) 1

         

n k

i n k

n k

o n

n n k
K P e n k

e

n k
n k

e

n n
P n

e

n

  

  

 

  

  

  


     

   
   

 
  

   

    
  

  


1

1

(3 5 ) 4 6
( ,5, )

(1 )(1 2 ) 1
n

n
e

 

  

  
 

   

 

 

(0-62                                )

1

1

1

1

3 4

1 1
1

4

1
1

3 4
( 1) 1 1

1

4

1

(1 ) ( 1) 3 5
( ,4, )

(1 )(1 2 ) 1

(3 5 ) 4 6
       ( ,5, )

4(1 )(1 2 ) 1

(1 ) ( 1) 3 5
       ( ,4, )

(1 )(1 2 ) 1

(3 5 )
       +

4

o n

n

n k

i n k

n n
L P n

e

n
n

e

n n k
P e n k

e

n k

  

  

 

  

  

  





     
   

   

 
  

   

    
  

  


1

1

4 6
( ,5, )

(1 )(1 2 ) 1
n k

n k
e



  

 
 

   

 

 

 مقادیر منفی ضریب ناهمگنی  2-3-1-2

(0-67         )

1 ( ) 3 4

1 1
1 1

3 4

1 1
1 1

1 2
( ) ( ,4, ) ( ,5, )

1 2 1 4(1 2 ) 1

1 2
                         ( ,4, ) ( ,5, )

1 2 1 (1 2 ) 1

n r k

R

e n n r
r V n r n r

U

n n r
W n r n r
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(0-60         )

1 ( ) 3 4

1 1
1 1

3 4

1 1
1 1

1 2
( ) ( ,4, ) ( ,5, )

1 2 1 4(1 2 ) 1

1 2
                         ( ,4, ) ( ,5, )

1 2 1 (1 2 ) 1

n r k
e n n r

r V n r n r
U

n n r
W n r n r



 


   

 

   

    
        

     

   
       

     

 

 

(0-69  )
1

3 3

1 1 1 1( 1)

1 1 1
( ) ( ) ( ,4, ) ( ) ( ,4, )

1 1
R n k

i

u r V r n r W r n r
UE e

 

 

      
                

 

 

 که در آنها       

(0-64                           )

3 4

1 1
1 1

3 4

1 1
1 1

3 4

1 1
1 1

( ) 1 2
( ,4, ) ( ,5, )

1 2 1 4(1 2 ) 1

( ) 1 2
         ( ,4, ) ( ,5, )

1 2 1 (1 2 ) 1

( ) 1 2
        ( ,4, ) ( ,5, )

1 2 1 (1 2 ) 1

     

n n k
U n k n k

n n
n n

n n k
n k n k



   



   



   

  
      

    

  
      

    

  
      

    

3 4

1 1
1 1

( ) 1 2
    ( ,4, ) ( ,5, )

1 2 1 4(1 2 ) 1

n n
n n



   

   
      

     

 

 

(0-65               )

1

3 4
( 1) 1 1

1 1

3 4

1 1
1 1

( ) 1 2
( ,4, ) ( ,5, )

1 2 1 (1 2 ) 1

( ) 1 2
        ( ,4, ) ( ,5, )

1 2 1 (1 2 ) 1

n k

i

o

n n k
V P e n k n k

n n
P n n



   



   


   

        
     

   
       

     

 

 

(0-66             )
1

3 4

1 1
1 1

3 4
( 1) 1 1

1 1

( ) 1 2
( ,4, ) ( ,5, )

1 2 1 4(1 2 ) 1

( ) 1 2
        ( ,4, ) ( ,5, )

1 2 1 4(1 2 ) 1

o

n k

i

n n
W P n n

n n k
P e n k n k
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 ی ناهمگن تحت فشارحلّ عددی کره 2-3-2

 افزارسازی نرمنامه، حلّ عددی با استفاده از روش اجزای محدود و به کمک مدلدر این پایان       

0276 Abaqus ی سازی کرهی مدلصورت گرفته است. در این بخش به توضیح در رابطه با نحوهFGM 

 پرداخته شده است.

استفاده شده  CAX8R 7ایهشت گرههای متقارن محوری بندی کره، از المانبه منظور المان       

متر با رسم مقطعی به صورت ربع دایره میلی 62متر و شعاع میلی 42کره به شعاع داخلی  [.17]است

 سازی شده است.از آن در حالت تقارن محوری، مدل

برای ایجاد خواص ناهمگنی که به صورت شعاعی در پوسته کروی در نظر گرفته شده است؛ با        

ی مساوی و نسبت دادن خواص مدول الاستیسیته در هر لایه لایه 02ی کره به تعداد جداره تقسیم

ی (، در نهایت پوسته92-0ی )ی داخلی به صورت تابع نمایی طبق رابطهی مرکز از لایهبسته به فاصله

ها در محلّ شود. این لایهچسبیده تشکیل میهم ی همگن و همسانگرد و بهکره 02کروی مورد نظر از 

ها، حدّ میانگین چپ و راست مرز دو لایه در نظر اند و خواص در محلّ اتصال لایههم پیوستهاتصال به

های موجود در سطوح داخلی و خارجی مقطع های داخلی و خارجی نیز به گرهشوند. فشارگرفته می

 شوند.ترسیم شده اعمال می

 

 ی همگن تحت فشارحلّ الاستیک کره 2-4

 ی جدار ضخیم همگن و همسانگرد، مدول یانگ و نسبت پواسان هردو ثابت هستند.در کره       

(0-61                                                                                                 ).E const 

                                                           
1 Node 
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ی تعادل توان از معادلهشود، در این بخش نیز میاز آنجا که هیچ نیروی حجمی به کره وارد نمی       

(، 61-0( و )03-0(، )08-0ی تعادل و معادلات )( استفاده کرد. با استفاده از این معادله01-0تنش )

 جایی شعاعی عبارت است از:معادله ناویر حاکم بر حسب جابه

(0-68        )                                                                    
2

2

2
2 2 0r r

r

d u du
r r u

dr dr
   

 باشد:( به صورت زیر می68-0ی )حلّ معادله       

(0-63                                                                                  )1 2

1 2( )
m m

ru r C r C r  

 ( عبارت است از:68-0ی )ی مشخصه مربوط به معادلهمعادله       

(0-12                                                                                          )2 2 0m m   

 ی حقیقی خواهیم رسید.ی مشخصه، به دو ریشهبا حلّ معادله       

(0-17                                                                                                   )1

2

1

2

m

m




 
 

 ( داریم:63-0ی )با جایگذاری دو ریشه در معادله       

(0-10                                                                                        )2
1 2

( )r

C
u r C r

r
  

این شرایط شود، از آنجا که ، از شرایط مرزی استفاده می2Cو  1Cهای ی ثابتمنظور محاسبه به       

(، تنش شعاعی را 10-0( و )03-0(، )08-0را برای تنش شعاعی در اختیار داریم؛ با استفاده از روابط )

 نویسیم.می 2Cو  1Cهای به صورت زیر و برحسب ثابت

(0-19                                                   )          2
1 3

( 2 ) 2( )R

C
E A B C A B

r
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( 45-0ی )باشد، در رابطههای داخلی و خارجی میای که تحت فشارشرایط مرزی برای کره       

 شوند.محاسبه می 2Cو  1Cهای (، ثابت19-0معرفی شده است. با اعمال این شرایط در )

(0-14                                                                            )

3

1 3

3

2 3

( 1)( 2 )

( )

2 ( 1)( )

i o

i o

P k P
C

E k A B

k P P
C

E k A B

 


 


 
  

 

 ( داریم:03-0( و )08-0( و همچنین استفاده از )10-0، در )2Cو  1Cبا جایگذاری        

(0-15            )                                      3 3

3

1
( ) ( ) ( )( )

1

H

R i o o i

k
r P k P P P

k r


 
      

 

(0-16)                                                         
3

3

3 3

1
( ) ( ) ( )

1 2

H

i o i o

k
r P k P P P

k r


 
    

  
 

(0-11)                                                
3

3

3

( ) ( )
( ) ( )

( 1) 2 2( )

H i o i o
R

r P k P P P k
u r

E k A B A B r

  
  

   
 

 

های جدار ضخیم هستند، یعنی در کره Eو A،Bمستقل از  و  Rتوان مشاهده کرد که می        

های شعاعی و محیطی مستقل از ی مشابه و تحت فشار یکسان، تنشهمگن و همسانگرد با هندسه

 کنند.خواص مکانیکی مانند مدول الاستیسیته و نسبت پواسان عمل می

 ( داریم:11-0در ) Bو Aبا جایگذاری مقادیر       

(0-18                           )
3

3

3 3
( ) ( )(1 2 ) ( )(1 )

( 1) 2

H

R i o i o

r k
u r P k P P P

E k r
 

 
      

  
 

 شود.( محاسبه می54-0ی )میزس با استفاده از رابطهتنش مؤثر نیز بر اساس تئوری تسلیم فون       
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 ی نتایجی موردی و مقایسهمطالعه 2-5

دست آمده از حلّ ی نتایج حاصل از حلّ تحلیلی با مقادیر بهی موردی و مقایسهمنظور مطالعهبه       

 42ی جدار ضخیم ناهمگن و همسانگردی را به شعاع داخلی افزاری؛ کرهسازی نرمعددی به کمک مدل

 گیریم.متر در نظر میمیلی 62متر و شعاع خارجی میلی

)شود که نسبت پواسانبوده و فرض می GPa 022 = iEمدول یانگ در سطح داخلی کره         ) ،

داراست. نتایج را برای سه حالت بارگذاری تنها فشار داخلی، تنها  را در طی ضخامت  9/2 مقدار ثابت

کنیم. مقادیر این فشارها برابر                                    زمان فشار داخلی و خارجی بررسی میفشار خارجی و اعمال هم

MPa 82 (در نظر گرفته شده استMPa 82=  o= P iP = P .) 

 ند.باشی حلّ عددی صورت گرفته میهای کوچک نمایندهخطوط ممتد نشانگر حلّ تحلیلی و دایره      

 

 فشار داخلی 2-5-1

دهد، مقدار تنش بعد شده را در طی ضخامت کره نمایش می( توزیع تنش شعاعی بی4-0شکل )       

های داخلی و خارجی برای تمامی مقادیر ضریب ناهمگنی با هم برابر بوده و در هر دو شعاعی در لایه

/لایه نسبت  H

R R  .برابر یک است 

ن ی همگازای مقادیر منفی ضریب ناهمگنی، مقدار تنش شعاعی نسبت به مادهّدر طول دیواره و به       

یابد. لذا افزایش یا کاهش مقادیر تنش شعاعی به مقدار های مثبت، افزایش می nازای کاهش یافته و به

n ازای اعمال فشار داخلی، این مقادیر منفی هستند.بستگی دارد و به 

مقدار  دهد.نمایش می بعد شدهبعد شده را نسبت به شعاع بی( توزیع تنش محیطی بی5-0شکل )       

ازای مقادیر مختلف از ضریب ناهمگنی، یکسان های داخلی و خارجی و بهاین تنش در هیچ کدام از لایه
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/نبوده و در هیچ کدام از سطوح، نسبت  H

   ازای برابر یک نیست. مقدار تنش محیطی بهn  های

باشد. در ی خارجی کمتر از آن میی همگن، و در نیمهداخلی کره، بیشتر از مادهّ یمنفی و در نیمه

 ازای مقادیر مثبت از ضریب ناهمگنی، عکس این قضیه برقرار است.که بهحالی

5/2nبرای مقادیر منفی ضریب ناهمگنی و همچنین          شعاع، تنش محیطی کاهش ، با افزایش

7nیابد. منحنی مربوط به می  دهد که توزیع تنش محیطی نسبت به شعاع کره کمترین نشان می

نترل تی برای کماند که این خود مزیّتغییرات تنش را داشته و مقدار آن در طی ضخامت تقریباً ثابت می

هم نزدیک شده و ها به، منحنیی داخلی کرهشود که در نیمهباشد. مشاهده میها میتنش در طراحی

 رفتار مشابهی دارند.

هد. دبعد شده نمایش میبعد شده را نسبت به شعاع بیجایی شعاعی بی( توزیع جابه6-0شکل )       

/در هیچ یک از نقاط، نسبت  H

r ru u ضریب ناهمگنی، مقدار  ازای مقادیر منفی ازبرابر یک نیست. به

ها باشد. این نسبتهای مثبت، کوچکتر از آن می nی همگن و برای جایی شعاعی بزرگتر از کرهجابه

ازای مقادیر مختلف ضریب ها بهباشند و منحنیدر تمام ضخامت دیواره، تقریباً دارای مقدار ثابتی می

 دهند.ی همگن از خود نشان میدر مقایسه با کرهناهمگنی، رفتار مشابهی را 

n 7که به ازای دلیل آنبه         جایی که جابهشود، در صورتیجایی در کره ایجاد میکمترین جابه

با این ضریب ناهمگنی  FGی ی تحت فشار باشد، انتخاب مادهّشعاعی عامل تعیین کننده در طراحی کره

 شود.پیشنهاد می

طور که دهد. همان( نشان می54-0ی )بعد شده را طبق معادله( توزیع تنش مؤثر بی1-0شکل )       

/های داخلی و خارجی کره، نسبت شود، در هیچ یک از لایهملاحظه می H

eff eff   برابر یک نبوده و

 شود.های مؤثر یکسانی ایجاد نمیر ضرایب ناهمگنی، تنشازای هیچ یک از مقادیبه
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ی میانی، با افزایش مقدار ضریب ناهمگنی، شاهد کاهش های کمتر از شعاع لایهازای شعاعبه       

ی خارجی کره، با افزایش مقدار ضریب ناهمگنی، شاهد افزایش مقادیر مؤثر و برای نیمه مقادیر تنش

ز آنجا شود، ابه شکل افزایش ضریب ناهمگنی سبب ایجاد نمودار هموارتر میاین تنش هستیم. با توجه 

n 7ازای که تنش مؤثر ایجاد شده در کره به   علاوه بر داشتن کمترین مقدار، کمترین تغییرات را نیز

طراحی آن باشد که تنش ایجاد شده در کره عامل تعیین کننده در در طی ضخامت دارد؛ در صورتی

7nبا ضریب ناهمگنی  FGی انتخاب مادهّ  شود.پیشنهاد می 

 

 

 ی ناهمگن تحت فشار داخلیتوزیع تنش شعاعی در کره 4-0شکل 
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 ی ناهمگن تحت فشار داخلیتوزیع تنش محیطی در کره 5-0شکل 

 

 

 

 ناهمگن تحت فشار داخلیی جایی شعاعی در کرهتوزیع جابه 6-0شکل 
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 ی ناهمگن تحت فشار داخلیتوزیع تنش مؤثر در کره 1-0شکل 

 

 فشار خارجی 2-5-2

( آورده شده است. 8-0بعد شده نسبت به ضخامت کره در شکل )نمودار توزیع تنش شعاعی بی       

، برای مقادیر مختلف ضریب ناهمگنی یکسان بوده و نسبت های داخلی و خارجی کرهمقدار تنش در لایه

/ H

R R  ازای مقادیر منفی ضریب ناهمگنی، ی کره و بهبرابر یک است. تنش شعاعی در طول دیواره

ش یابد. میزان کاهش یا افزایازای مقادیر مثبت این ضریب کاهش میی همگن افزایش و بهنسبت به کره

 است. nتنش وابسته به 

دهد. مقدار بعد شده را در طی ضخامت کره نشان می( نمودار توزیع تنش محیطی بی3-0شکل )       

های داخلی و خارجی و برای هیچ یک از مقادیر ضریب ناهمگنی یکسان این تنش در هیچ کدام از لایه

/و نسبت   نبوده H

   .ازای مقادیر منفی ضریب ناهمگنی، تنش محیطی در به برابر یک نیست
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تر از ی خارجی کره، کوچکی همگن و در نیمهتر از تنش ایجاد شده در مادهّی داخلی کره، بزرگنیمه

 افتد.باشد، عکس این قضیه برای مقادیر مثبت ضریب ناهمگنی اتفاق میآن می

5/2nازای تنش محیطی به         تقریباً مقدار ثابتی را در طی ضخامت کره داراست که ویژگی ،

ی داخلی کره ها در لایهشود که منحنیچنین ملاحظه میآید. همها به حساب میخوبی در طراحی کره

 دهند.نشان میبه یک مقدار واحد میل کرده و رفتار مشابهی از خود 

دهد. در ی کره نمایش میبعد شده را در طول دیوارهجایی شعاعی بی( توزیع جابه72-0شکل )       

/هیچ یک از نقاط، نسبت  H

r ru u جایی ایجاد شده در کره منفی بوده و با افزایشبرابر یک نیست. جابه 

n، ر از تجایی برای ضرایب ناهمگنی منفی بزرگای که مقادیر جابهیابد، به گونهمقدار آن کاهش می

ها در تمام ضخامت باشد. این نسبتی همگن و برای ضرایب ناهمگنی مثبت کوچکتر از آن میهمادّ

تار ناهمگنی، رفها به ازای مقادیر مختلف ضریب باشند و منحنیدیواره، تقریباً دارای مقدار ثابتی می

 دهند.ی همگن از خود نشان میمشابهی را در مقایسه با کره

ی دهد. در نیمهی کره نشان میبعد شده را در دیواره( نمودار توزیع تنش مؤثر بی77-0شکل )       

ی میانی، با افزایش مقدار ضریب ناهمگنی، شاهد کاهش های کوچکتر از لایهازای شعاعداخلی کره و به

 ی دیگر کره، شاهد افزایش این مقدار هستیم.مقادیر تنش مؤثر بوده و در نیمه

های داخلی و خارجی، و در هیچ کدام از لایه nازای هیچ یک از مقادیر در این نمودار نیز به       

/مقادیر تنش مؤثر یکسان نبوده و نسبت  H

eff eff   برابر یک نیست. با در نظر گرفتن تمام ضخامت

های منفی  nری از تنش مؤثر را نسبت به تتر و تغییرات کمکهای مثبت، مقادیر کوچ nازای کره به

مثبت برای ضریب ای که تنها تحت فشار خارجی باشد، با انتخاب مقادیر شاهد هستیم. لذا در کره

 یرد.گی تسلیم مادهّ قرار میهای ایجاد شده نسبت به نقطهتری از نظر تنشناهمگنی، کره در ناحیه ایمن
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 ی ناهمگن تحت فشار خارجیتوزیع تنش شعاعی در کره 8-0شکل 

 

 

 

 ی ناهمگن تحت فشار خارجیتوزیع تنش محیطی در کره 3-0شکل 
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 ی ناهمگن تحت فشار خارجیشعاعی در کره جاییتوزیع جابه 72-0شکل 

 

 

 

 ی ناهمگن تحت فشار خارجیتوزیع تنش مؤثر در کره 77-0شکل 
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 فشار داخلی و خارجی  2-5-3

دهد. بعد شده را نسبت به ضخامت کره نشان می( نمودار توزیع تنش شعاعی بی70-0شکل )       

برای مقادیر مختلف ضریب ناهمگنی یکسان بوده های داخلی و خارجی کره، مقدار تنش شعاعی در لایه

/شود و نسبت ها ارضا میو شرایط مرزی در این لایه H

R R  .برابر یک است 

باشد. تنش شعاعی برای ضرایب برای حالت همگن تنش شعاعی در راستای ضخامت کره ثابت می       

حالت همگن افزایش داشته و برای ضرایب ناهمگنی مثبت های میانی نسبت به ناهمگنی منفی در لایه

 های میانی نسبت به حالت همگن کاهش داشته است.در لایه

دهد. بعد شده را نسبت به ضخامت کره نشان می( نمودار توزیع تنش محیطی بی79-0شکل )       

یک از مقادیر مختلف های داخلی و خارجی کره و برای هیچ مقدار تنش محیطی در هیچ کدام از لایه

/ضریب ناهمگنی یکسان نبوده و نسبت  H

   باشد.برابر یک نمی 

ی داخلی کره، بزرگتر از تنش ایجاد ازای مقادیر منفی ضریب ناهمگنی، تنش محیطی در نیمهبه       

عکس این قضیه نیز برای باشد، ی خارجی کره، کوچکتر از آن میی همگن و در نیمهشده در مادهّ

افتد. در واقع مقادیر تنش محیطی برای ضرایب ناهمگنی منفی مقادیر مثبت ضریب ناهمگنی اتفاق می

ای که حالت همگن گونهیابد، بهمی افزایشو برای ضرایب ناهمگنی مثبت  کاهشدر راستای ضخامت 

 باشد.دارای تنش محیطی ثابت در راستای ضخامت و برابر تنش شعاعی می

دهد. در ی کره نمایش میبعد شده را در طول دیوارهجایی شعاعی بی( توزیع جابه74-0شکل )       

/هیچ یک از نقاط، نسبت  H

r ru u جایی ایجاد شده در کره منفی و در راستای برابر یک نیست. جابه

جایی ای که مقادیر جابهیابد، به گونه، مقدار آن کاهش میnباشد، و با افزایش ضخامت افزایش می

ی همگن و برای ضرایب ناهمگنی مثبت کوچکتر از آن برای ضرایب ناهمگنی منفی بزرگتر از مادهّ

ها نحنیم باشند وها در تمام ضخامت دیواره، تقریباً دارای مقدار ثابتی میباشد. مانند قبل این نسبتمی
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ی همگن از خود نشان ازای مقادیر مختلف ضریب ناهمگنی، رفتار مشابهی را در مقایسه با کرهبه

 دهند.می

دهد. مقدار تنش ی کره نشان میبعد شده را در دیواره( نمودار توزیع تنش مؤثر بی75-0شکل )       

های خارجی افزایش کاهش و در لایههای داخلی مؤثر برای ضرایب ناهمگنی مثبت و منفی در لایه

علاوه بر کاهش مقدار تنش مؤثر، از تغییرات این تنش در  nیابد. با توجه به شکل با کاهش اندازه می

ای که تنش مؤثر برای حالت همگن در تمام ضخامت کره گونهشود، بهراستای ضخامت نیز کاسته می

  مقدار ثابت صفر است.

 

 ی ناهمگن تحت فشار داخلی و خارجیتوزیع تنش شعاعی در کره 70-0شکل 
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 ی ناهمگن تحت فشار داخلی و خارجیتوزیع تنش محیطی در کره 79-0شکل 

 

 

 

 ی ناهمگن تحت فشار داخلی و خارجیجایی شعاعی در کرهتوزیع جابه 74-0شکل 
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 فشار داخلی و خارجیی ناهمگن تحت توزیع تنش مؤثر در کره 75-0شکل 

 

های را برای حالت FEMو  PET( مقادیر تنش مؤثر حاصل از تحلیل کره به دو روش 7-0جدول )       

 دهد.ی میانی کره نمایش میزمان داخلی و خارجی، در لایهفشار داخلی، فشار خارجی و فشار هم

 میانیی در لایه FEMو  PETمقایسه مقادیر تنش مؤثر حاصل از  7-0جدول 

(MPa)eff σ 

 

Pressure 

(MPa) 
7n = 5/2n = 2n = 5/2n = - 7n = - 

35/32 9/83 29/81 85 98/80 PET 82= iP 

36/32 4/83 29/81 33/84 4/80 FEM 

99/30 7/32 25/81 33/89 71/82 PET 82= oP 

95/30 0/32 25/81 84 73/82 FEM 

98/7 8/2 2 27/7 00/0 PET 82= o= P iP 

91/7 8/2 2 27/7 07/0 FEM 
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 گیریبندی و نتیجهجمع 2-6

ی ناهمگن به کمک تئوری های حاصل از تحلیل کرهجایی و تنشبا بررسی توزیع جابه       

خوبی  آباکوس، انطباق افزارط نرمی آنها با حلّ عددی صورت گرفته توسّی مستوی و مقایسهالاستیسیته

بر رفتارهای مکانیکی، با انتخاب  FGی مادهّ ضریب ناهمگنی در خواصّ در نتایج مشاهده شد. تأثیر 

 باشد.ها قابل مشاهده می، در گرافnمقادیر مختلف برای 

ایی جی جدار ضخیم با ضخامت ثابت، فشار داخلی یکنواخت سبب ایجاد جابهدر کره مطابق انتظار       

ت شود. برای کره تحجایی منفی در کره میخارجی یکنواخت نیز باعث ایجاد جابهشعاعی مثبت و فشار 

جایی در کره هر سه حالت بارگذاری، مواد ناهمگن با مقادیر ثابت ناهمگنی مثبت سبب کاهش جابه

عاعی جایی شکه مقادیر ثابت ناهمگنی منفی باعث افزایش جابهشود، در حالینسبت به مادهّ همگن می

عاعی برای ثابت ناهمگنی منفی جایی ششود. در واقع همواره مقادیر جابهی همگن میبه مادهّنسبت 

 باشد.ی همگن و ثابت ناهمگنی مثبت میجایی برای مادهّتر از مقادیر جابهگبزر

با افزایش مقدار ضریب ناهمگنی و برای هر یک از دو نوع بارگذاری فشار داخلی و فشار خارجی،        

ی خارجی آن افزایش ی داخلی کره کاهش و در نیمهمقادیر تنش محیطی و تنش مؤثر، در نیمه

 یابند.می

ر یابد، دافزایش میی تحت فشار داخلی با افزایش ضریب ناهمگنی، مقدار تنش شعاعی در کره       

 . یابدی تحت فشار خارجی مقدار تنش شعاعی با افزایش ضریب ناهمگنی کاهش میکه در کرهحالی

7nمادهّ با ضریب ناهمگنی          ی ناهمگن تحت فشار تواند بهترین انتخاب برای تولید کرهمی

 جایی شعاعی، دارایداشتن کمترین مقادیر در تنش مؤثر و جابهداخلی یا خارجی باشد، چرا که علاوه بر 

ی هاتواند در طراحی کرهباشد. این اطلاّعات میتوزیع با گرادیان تغییر مقادیر اندک در جدار کره می

 تحت فشار مورد استفاده قرار گیرد. FGMجدار ضخیم 
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3فصل   

 

 

 

 

 کروی هایتحلیل ترموالاستیک پوسته

FGM 
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 مقدمه 3-1

-یژه بود و مقاومت منحصردر ابتدا به منظور کاربردهای حرارتی آنها در شرایط و FGطراحی مواد        

های حرارتی، محققان را بر آن داشت تا به بررسی در برابر بارگذاری FGMهای جدار ضخیم فرد پوستهبه

 مکانیکی و حرارتی بالا نیاز دارند، بپردازند.و تحلیل عملکرد آنها در مسائلی که به مقاومت 

های کروی، پس از بیان روابط اساسی با استخراج در این فصل برای تحلیل ترموالاستیک پوسته        

های جدار ضخیم متقارن محوری تشکیل شده از مواد ناهمگن بر مبنای معادلات دیفرانسیل حاکم بر کره

های یکنواخت داخلی تحت فشار FGMهای جدار ضخیم عمومی کره ی مستوی، حلّ تئوری الاستیسیته

های جدار ضخیم همگن با ارائه شده است. سپس حلّ ترموالاستیک کره ایپا یبار حرارتو خارجی و 

محدود آباکوس برای  افزار المانط نرمی حلّ عددی توسّبارگذاری مشابه بررسی شده و در ادامه با ارائه

، نتایج حاصل از حلّ تحلیلی به کمک  ایپا یبار حرارتهای یکنواخت داخلی و خارجی و ی تحت فشارکره

ین طراحی تراند. در نهایت، بهینهی مستوی با نتایج حاصل از حلّ عددی مقایسه شدهتئوری الاستیسیته

 شود.های ناهمگن با بارگذاری مذکور ارائه میبرای کره

 

 روابط اساسی 3-2

 حرارتی کرهتحلیل  3-2-1

هنگامیکه بین دو سطح داخلی و خارجی کره اختلاف دما وجود داشته باشد؛ توزیع دمای مشخصی        

گیرد. لذا علاوه بر کرنش الاستیک، بخشی از کرنش ایجاد شده در هر نقطه از جسم، در ضخامت شکل می

 باشد.ه میی آن نقطمربوط به کرنش حرارتی ناشی از اختلاف دمای اولیه و ثانویه

(9-7                                                                                                          )
e T
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(9-0                                                                                 )    1
( ) ( )

2

Tu u     
 

 

(9-9                                                              )*( ) ( )  ,  ( ) ( )
T

R R I R T T R T        

(9-4                                                                                                    )2 ( 1)
( )

n r

iR e  
 

)که در آن         )T R  ،توزیع دما*T  ،دمای اولیه( )R  ضریب انبساط حرارتی وI  ماتریس همانی

 باشد.می

 توان بدین صورت بازنویسی کرد:لذا روابط ساختاری را می       

(9-5                                          )
2 ( 2 ) (3 2 ) ( ) ( )

2 ( 2 ) (3 2 ) ( ) ( )

R R R

R

r r

r r



   

        

         

    


     
 

 (9-6 )                                           

1
( 2 ) ( ) ( )

2 3 2

1
( 2 ) ( ) ( )

2 3 2

R R R

R

r r

r r



   


     

  


      

  

  
     

  


         

 

 کرنش را به صورت ماتریسی نمایش داد.-توان روابط تنشدر اینجا نیز می       

(9-1)                                     2
( ) ( ) ( ) ( )

R RA B C
E R E R R R

B A B C 

 
 

 

      
       

      
   

 به صورت زیر است: Cکه ثابت       

(9-8                                                                                                            )1

1 2
C
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 توزیع دما در کره 3-2-2

 شود:ی زیر نوشته میبه شکل کلّ 7قانون انتقال حرارت فوریه       

(9-3                                                                                  )2 ( ( ) )t p

dq dT
K R T C

dt dt
   

(9-72                                                                                              )3 ( 1)
( )

i

n r

t tK R K e


    

)که در آن         )tK R  ،ضریب هدایت حرارتیdq

dt
نرخ تولید گرما،  

pC  گرمای ویژه و  چگالی

 مادّه است.

 توان در مختصات کروی به صورت زیر نمایش داد:ی هدایت حرارتی را میمعادله       

(9-77 )

2

2

1 ( ( ) ( )) ( ( ) ( ))
( cos ) ( )

cos cos

cos ( ( ) ( ))
                                 ( )

t t
p

t

dT K R T R R K R T R
C R

dt R R R R

R K R T R dq

R dt

 
   



 

     
   

   

 
  
   

 

با در نظر گرفتن مسأله در حالت پایا، بدون منبع حرارتی و توزیع دما تنها در راستای شعاع،        

 شود:( به صورت زیر نتیجه می77-9ی )رابطه

(9-70                                                                            )2

2

1 ( ( ) ( ))
( ) 0td d K R T R
R

R dR dR
 

)3ثابت ماندن ضریب انتقال حرارت در طی ضخامت کره  با فرض        0)n ( را 70-9ی )، رابطه

 توان به صورت زیر بازنویسی کرد:می

(9-79                                                                                                 )2( ) 0
d dT

R
dR dR

 

                                                           
1 Fourier’s law of  heat transfer 
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 داریم: rبعدی فوق و نوشتن معادله بر حسب پارامتر بیگیری از رابطهبا دو بار انتگرال       

(9-74                                                                                                    )1
2( )

C
T r C

r
  

 رایط مرزی حرارتی در کره عبارتند از:ش       

(9-75                                                                                                                  )1
( )

( )

ir

or k

T r T

T r T





 




 

(9-76 )                                                                                                                          o

i

R
k

R
 

       iT  وoT  به ترتیب دمای سطوح داخلی و خارجی کره وoR باشد.شعاع سطح خارجی آن می 

 کنیم.(، شرایط مرزی حرارتی را اعمال می74-9ی )در معادله 2Cو  1Cهای منظور یافتن ثابتبه       

(9-71                                                      )                                                      
1

2
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1

1

o i

o i

k T T
C

k

kT T
C
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 لذا توزیع دما در کره عبارت است از:       

 (9-78                                                                                     )( 1) ( )
( )

( 1)

o ikT r T r k
T r

r k
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 ایپا یبار حرارتهای ناهمگن تحت فشار و کره تحلیل 3-3

در شعاع  ایپا یبار حرارتو  oPو خارجی  iPی کروی جدار ضخیم تحت فشار داخلی یک پوسته       

 گیریم. ( در نظر می7-9را مطابق شکل ) oRو خارجی  iRداخلی 

 

 ایپا یبار حرارتمکانیکی و  تحت بارگذاری FGMی جدار ضخیم نمایش هندسی کره 7-9شکل 

از آنجا که تغییرات نسبت پواسان در طی ضخامت بسیار جزئی است، مقدار آن را ثابت در نظر         

( تعریف 73-9ی )شعاع کره نمایی بوده و با رابطهگیریم. تغییرات ضریب انبساط حرارتی نسبت به می

 باشد.ی کره می( مدول الاستیسیته نیز دارای توزیع نمایی در دیواره05-0ی )شود. طبق رابطهمی

(9-73                                                                                                 )2 ( 1)
( )

n r

iR e  
 

در این رابطه        
i

R
r

R
 بعد است. مختصات شعاع بیi  ضریب انبساط حرارتی در سطح داخلی

ی کره را دیواره( توزیع ضریب انبساط حرارتی در 0-9باشد. شکل )ضریب ناهمگنی مادهّ می 2nکره و 

 دهد.بعد و به ازای مقادیر ثابت ناهمگنی مختلف نشان مینسبت به مختصات شعاع بی
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 بعدبعد ضریب انبساط حرارتی در راستای شعاع بیتوزیع بی 0-9شکل 

 

 ی ناهمگن تحت فشارحلّ ترموالاستیک کره 3-3-1

گیرند؛ توزیع دمای شکل قرار می ایپا یبار حرارتدر حالتی که سطوح داخلی و خارجی کره تحت        

های الاستیک ناشی از سایر های حرارتی در کنار کرنشی کره باعث ایجاد کرنشگرفته در دیواره

ود؛ ششود. با توجه به اینکه انتقال حرارت تنها در راستای شعاع فرض میهای مکانیکی میبارگذاری

-ی مستوی جهت تحلیل کرهتوان از تئوری الاستیسیتههمچنان شرایط تقارن محوری برقرار بوده و می

 یکنواخت داخلی و خارجی استفاده کرد. یبار حرارتهای ناهمگن تحت فشار و 

( همچنان معتبر 06-0ی تعادل تنش )شود، لذا معادلههیچ نیروی حجمی به مجموعه وارد نمی       

ی (، معادله03-0ی )همچنین استفاده از رابطه ( و01-0( و جایگذاری آن در )1-9بعد سازی )است. با بی

 آید:دست می( به07-9حاکم به صورت )
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(9-07)                                                        
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(9-04)                                                                                                        
2
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( 1)

o id k
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 T*به ترتیب اختلاف دمای سطوح داخلی و خارجی نسبت به دمای مرجع  oو  iکه در آن        

ی حاکم بر (، ترم ناهمگنی معادله00-9( در رابطه )04-9( و )09-9(، )73-9باشد. با جایگذاری )می

 شود.صورت زیر محاسبه می کره به

(9-05                      )
2 ( 1)2

1 2 2

( 1) ( ) ( )
( ) ( )( )

( 1) ( 1)

n r o i o i
i

C k r r k k
f r r e n n

A r k r k

   
      

   
   

کنیم که طبق آن، جواب (، از روش لاگرانژ استفاده می07-9ی ناهمگن )منظور حلّ معادلهبه       

ی همگن متناظر و یک حلّ خصوصی از ی ناهمگن به صورت مجموعی از حلّ عمومی معادلهمعادله

 شود.ی ناهمگن بیان میمعادله

 (9-06                                                                                    )( ) ( ) ( )H P

r r ru r u r u r  

ی هایپرجئومتریک ی همگن متناظر، یک معادلهگونه که در فصل قبل مشاهده شد؛ معادلههمان       

باشد. لذا در این بخش نیز، با توجه به می 1nی بوده و حلّ آن کاملاً وابسته به علامت ضریب ناهمگن

 ند.شوهای معادله به دو گروه برای مقادیر مثبت و منفی ضریب ناهمگنی تقسیم می، پاسخ1nعلامت 

 ی حاکم عبارت است از:ی همگن متناظر با معادله(، حلّ عمومی معادله93-0ی )با توجه به رابطه       
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(9-01                                                                              )
1 2( ) ( ) ( )H

ru r C M r C N r  

)که در آن         )M r  و( )N r ( محاسبه می47-0( و )42-0از روابط ).شوند 

 ی همگن عبارتند از:دو حلّ خصوصی مربوط به معادله       

(9-08                                                                             )1 2( ) ( )    ,      ( ) ( )u r M r u r N r                

 شودی ناهمگن به صورت زیر محاسبه میحلّ خصوصی معادله       

(9-03            )                                                                   
1 1 2 2( ) ( ) ( ) ( ) ( )P

ru r u r r u r r   

)1که توابع         )r  2و ( )r آیند.دست میی زیر بهاز رابطه 

 (9-92)                1
2

1 2

( ) ( )
( )

( , )

u r f r
r dr

W u u
  ,            2

1

1 2

( ) ( )
( )

( , )

u r f r
r dr

W u u



  

)1دو تابع  7رونسکین        )u r  2و ( )u r 1ی فوق با که در رابطه 2( , )W u u صورت  نمایش داده شده؛ به

 شود:زیر محاسبه می

(9-97                                     )
1 2

2 1
1 2 1 21 2

( )   ( )
( ) ( )

( , )  ( ) ( )( ) ( )

u r u r
du r du r

W u u u r u rdu r du r
dr dr

dr dr

   

 ( داریم:47-0( و )42-0( و استفاده از روابط )97-9( در )08-9با جایگذاری )       

(9-90                                                             )
1

1

3

1
1* 2

1 2 3

1
1* 2

(4)
       0

(3 2 )
( , )

(4)
        0

(2 1)

n r

n r

n
n

r e
W u u

n
n

r e





 


 
 

 
 

 

 صورت زیر بازنویسی کرد: توان به( می90-9( و )05-9( را با توجه به )92-9ی )رابطه       

                                                           
1 Wronskian 
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(9-99     )

2

1 2

*
( 1)* 5

1 1 2

12

1

*
( 1)* 5

1 1 2

(3 2 )
(3 2 ,4; ) ( )

(4)

( 1) ( ) ( )
                        ( )                       0

( 1) ( 1)

( )

(2 1)
(2 1,4; ) (

(4)

n ri

o i o i

n r n ri

C
n r r e n n

A

k r r k k
dr n

r k r k

r

C
n r r e n n

A

 


   



 




 

 
  



   
 

  



 
   







12

)

( 1) ( ) ( )
                        ( )                       0

( 1) ( 1)

o i o ik r r k k
dr n

r k r k

   














        



 

(9-94   )





2

1 2

*
( 1)* 5

1 1 2

12

2

*
( 1)* 5

1 1 2

(3 2 )
(3 2 ,4; ) ( )

(4)

( 1) ( ) ( )
                           ( )             0

( 1) ( 1)

( )

(2 1)
(2 1,4; ) ( )

(4)

   

n ri

o i o i

n r n ri

C
n r r e n n

A

k r r k k
dr n

r k r k

r

C
n r r e n n

A

 


   



 




 

 
  



   
 

  



 
   







12

( 1) ( ) ( )
                        ( )             0

( 1) ( 1)

o i o ik r r k k
dr n

r k r k

   














        

 

 

صورت صریح بر (، به 91-0( و )96-0توان با استفاده از روابط )را  نمی و  از آنجا که توابع        

دست ( و در نتیجه به94-9( و )99-9ی روابط )بایست برای محاسبهدست آورد؛ لذا میبه  rحسب 

( برای توابع 96-4( و )95-4ی حاکم، از تعریف دیگری به صورت روابط )آوردن حلّ تحلیلی برای معادله

  و .بهره برد 

(9-95                                           )

1
1 1

0

*

0

0

( )
( , ; ) (1 )

( ) ( )

( )
               ( , ; )

( ) !

( ) ( 1)...( 1),     (a) 1

zt a b a

k

k

k k

k

b
a b z e t t dt

a b a

a z
a b z

b k

a a a a k
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(9-96                      )



 

1 1

0

1

0

1
( , 1; ) (1 )

( )

( 1)
                 ( , 1; ) ln( )

! ( )

( )
                 ( ) (1 ) (1 )

( 1) !

( 1)! ( )
                 

( ) (1 ) !

zt a b a

b

k

k

k k

k b

k

k

a b z e t t dt
a

a b z z
b a b

a z
a k k b k

b k

b a b z

a b k

  


   









    



   

 


       

 

 
  

 





1
*

0

1 1

0

( , ; )

(1 )
( )

1

b

k

z

a b z

t
z dt

t
 





















 
   







 

 باشد. می 5110/2ثابت اویلر بوده و مقدار آن برابر  ... که در آن        

 جای خود این تابع داریم:  تابع نمایی به 7تیلورهمچنین با استفاده از بسط        

(9-91                                                                                                  )
0 !

k
x

k

x
e

k





 

)1توان ( می91-9و ) (96-9(، )95-9حال با استفاده از روابط )        )r  2و ( )r .را محاسبه کرد 

 آید.دست میی حاکم به(، پاسخ معادله06-9( در )01-9( و )03-9با جایگذاری )       

(9-98                                                      )1 1 2 2( ) ( ( ) ) ( ) ( ( ) ) ( )ru r r C M r r C N r     

ی حاکم، تنها به ازای مقادیر مخالف دست آمده برای معادلهی قابل توجه آن است که پاسخ بهنکته        

ی همگن باشد. لذا در صورت صفر بودن این ضریب، جنس کره به یک مادهّبرقرار می 1nصفر از ضریب 

 پردازیم استفاده شود.ادامه همین فصل به آن میشود و باید از حلّ کلاسیک کره که در تبدیل می

    

 

                                                           
1 Taylor expansion 
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 (، تنش شعاعی در کره عبارت است از:1-9( و استفاده از )03-0( در )98-9با جایگذاری )    

(9-93                       )

1 1

2 2

( )
( ) ( ) ( ( ) )( ( ) 2 )

( )
                        +( ( ) )( ( ) 2 ) ( ) ( )

R

M r
r E r r C AC r B

r

N r
r C AD r B C r r

r

 

  


   




  


 

)توابع         )C r  و( )D r ( محاسبه می44-0( و )49-0از روابط ).شوند 

و  1Cهای توان ثابت( در آن می45-0ی تنش شعاعی و اعمال شرایط مرزی )حال با داشتن رابطه       

2C .را محاسبه کرد 
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(9-42             )

1

1

2

( 1)

( 1)

1

( 1)

2 2

1

1

( )
( ( ) 2 ) ( (1) 2 (1))

( )
( )( (1) 2 (1))( ( ) 2 )

( )
( ( ) 2 ) ( (1) 2 (1))

( )
( (1) 2 (1))( ( ) 2 )( ( ) ( ))

(1)(

n k

i o

n k

i

n k

i i i o

N k
P e AD k B P AD BN

k

M k
E e k AD BN AC k B

k

N k
C AD k B C e AD BN

k

N k
AD BN AD k B k r

k

A

C



   

 










   




   



    

    







1

1

1

( 1)

( 1)

( 1)

2

2

( )
(1) 2 (1))( ( ) 2 )

( )
( (1) 2 (1))( ( ) 2 )

( )
( (1) 2 (1))( ( ) 2 )

( )
( (1) 2 (1)) ( ( ) 2 )

(1)( (1) 2 (1))( ( ) 2

n k

i

n k

o i

n k

i

N k
C BM AD k B

k

M k
E e AD BN AC k B

k

N k
AC BM AD k B

k

M k
P AC BM P e AC k B

k

E e AD BN AC k B

C










  



 
   




   



   

  



2

1

( 1)

1 1

2

( 1)

( )
)

( )
( (1) 2 (1)) ( ( ) 2 )

( )
( (1) 2 (1))( ( ) 2 )( (1) ( ))

( )
( )( (1) 2 (1))( ( ) 2 )

( )
( (1) 2 (1))( ( ) 2 )

( (1) 2

n k

i o i i

n k

i

M k

k

M k
C e AC BM C AC k B

k

M k
AC BM AC k B k

k

N k
k AC BM AD k B

k

M k
E e AD BN AC k B

k

AC

   

 












    

    


   



 
   



 
( )

(1))( ( ) 2 )
N k

BM AD k B
k











































 

  
 

های شعاعی و (، تنش1-9( و )03-0( و استفاده از )98-9ها در )با جایگذاری مقادیر این ثابت       

 آیند.دست میجایی شعاعی بهمحیطی و جابه
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(9-47             )

 

 

1 ( )
*

1

* *

2

( ) ( ( ) )( ( ) 2 )

                         ( ( ) )( ( ) 2 ) ( ) ( )

n r k

R

M re
r F r G AC r B

F r

N r
F r H AD r B F C r r

r

 

  

 
   




    



                             

(9-40         )

 

 

1 ( )
*

1

* *

2

( ) ( ( ) )( ( ) ( ) )

                         ( ( ) )( ( ) ( ) ) ( ) ( )

n r k M re
r F r G BC r A B

F r

N r
F r H BD r A B F C r r

r

 

  

 
    




     



 

(9-49                                 )* *

1 2*

1
( ) ( ( ) ) ( ) ( ( ) ) ( )Ru r F r G M r F r H N r

F
       

 که در آنها       

(9-44                                            )

( )
( (1) 2 (1))( ( ) 2 )

( )
        ( (1) 2 (1))( ( ) 2 )

M k
F AD BN AC k B

k

N k
AC BM AD k B

k


   




   



 

(9-45         )

1

1

2

( 1)

( 1)

2 2

( 1)

1

( )
( ( ) 2 ) ( (1) 2 (1))

( )
      ( (1) 2 (1))( ( ) 2 )( ( ) ( ))

( )
      ( ( ) 2 ) ( (1) 2 (1))

      ( )( (1) 2 (1))( ( )

n k

i o

n k

i

n k

i i i o

N k
G P e AD k B P AD BN

k

N k
E e AD BN AD k B k r

k

N k
C AD k B C e AD BN

k

k AD BN AC k

 

   










    



    



    

  

1

( )
2 )

( )
      (1)( (1) 2 (1))( ( ) 2 )

M k
B

k

N k
AC BM AD k B

k
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(9-46           )

 1

1

2

( 1)

( 1)

1 1

( 1)

2

( )
( (1) 2 (1)) ( ( ) 2 )

( )
       ( (1) 2 (1))( ( ) 2 )( (1) ( ))

( )
       ( (1) 2 (1)) ( ( ) 2 )

       (1)( (1) 2 (1))( ( )

n k

o i

n k

i

n k

i o i i

M k
H P AC BM P e AC k B

k

M k
E e AC BM AC k B k

k

M k
C e AC BM C AC k B

k

AD BN AC k

 

   









    


    



    

  

2

( )
2 )

( )
       ( )( (1) 2 (1))( ( ) 2 )

M k
B

k

N k
k AC BM AD k B

k





   



 

(9-41                                                                                                 )1 ( 1)* n k

iF E Fe


 

 شود.( محاسبه می54-0ی )تنش مؤثر براساس تئوری تسلیم فن میزس، با استفاده از رابطه       

 کنیم.بازنویسی می 1nادیر مثبت و منفی ضریب ناهمگنی ( را برای مق49تا  47-9معادلات )       

 

 مقادیر مثبت ضریب ناهمگنی 3-3-1-1

(9-48      )

1

1

1

( ) 3 4

1 1
1

4
*1

1 1

3 4

1 1

( (1 ) ( 1)) 3 5
( ) ( ,4; )

(1 )(1 2 ) 1

(3 5 ) 4 6 3 5
             ( ,5; ) ( ( ,3; ) )

4(1 )(1 2 ) 1 1

( (1 ) ( 1))
             

(1 )(1

n r k

R n r

n r

e n n r
r n r

J e

n r
n r J MA n r K

e

n n r

  


  

  

   

 



     
  

  

  
   

   

  


  1

1

1 2

1

4
*1

1 1

( 1) ( 1)

3 5
( ,4; )

2 ) 1

(3 5 ) 4 6 3 5
             ( ,5; ) ( ( ,4; )

(1 )(1 2 ) 1 1

( 1) ( )
             

(1 2 ) ( 1)

n r

n r

n k n ri i o i

n r
e

n r
n r L J MB n r

e

E J k r r k
e e

r k
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(9-43      )

1

1

1

1

( ) 3 4

1 1
1

4
*1

1 12

3 4

1 1

( (1 ) ) 3 5
( ) ( ,4; )

(1 )(1 2 ) 1

(3 5 ) 4 6 3 5
             ( ,5; ) ( ( ,3; ) )

4(1 )(1 2 ) 1 1

( (1 ) )
             

(1 )(1 2 )

n r k

n r

n r

n

e n n r
r n r

J e

n r
n r J MA n r K

e

n n r

e



  


  

   

   

 

 

    
  

  

  
   

   

 


 

1

1 2

1

4
*1

1 12

( 1) ( 1)

3 5
( ,4; )

1

(3 5 ) 4 6 3 5
             ( ,5; ) ( ( ,4; )

(1 )(1 2 ) 1 1

( 1) ( )
             

(1 2 ) ( 1)

r

n r

n k n ri i o i

n r

n r
n r L J MB n r

e

E J k r r k
e e

r k





   

   

  



 

 
 



  
   

   

   
  

  

 

(9-52)              

1 1

1

3
* 1

1 1( 1)

3
* 1

1 1

1 3 5 3 5
( ) ( ( ,3; ) )( ( ,4; ))

1 1

3 5 3 5
( ( ,4; )( ( ,4; ))

1 1

R n k n r

i

n r

n r
u r J MA n r K n r

JE e e

n r
L J MB n r n r

e

 

 

 

 



  
   

 

 
   

  

 

 که در آنها       

(9-57                                                                             )1 4 2 3J AM AM AM AM  

(9-50     )    
 



1 1

2

( 1) ( 1)

3 1 1 3 2 2

( 1)

3 1 1 1 4 1 2 3

( ( ) ( ))

      ( ) (1)

n k n k

i o i

n k

i i i o

K P e AM P AM E e AM AM k r

C AM C e AM k AM AM AM AM

 

     

 



    

   
 

(9-59     )  
 



1 1

2

( 1) ( 1)

2 4 2 4 1 1

( 1)

2 4 2 1 4 2 2 3

( (1) ( ))

      (1) ( )

n k n k

o i i

n k

i o i i

L P AM P e AM E e AM AM k
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(9-54                                                                       )
1 ( 1)

*

3 5
(1 ) ( )

1

(4)(1 )

n k

iE e

J J
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(9-55    )

1 1
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3 4 4

1 1 1
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3 4 4
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(9-56                )

2 ( 1)* 5

1 2
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(9-51)               

2 ( 1)* 5

1 2
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 منفی ضریب ناهمگنیمقادیر  3-3-1-2

(9-58                )

1 ( ) 3 4

1 1
1 1

*

1

3 4

1 1
1 1
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(9-62              )
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 که در آنها       

 

(9-67                                                                                   )1 4 2 3U CM CM CM CM  

 

(9-60              )
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(9-69             )
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(9-64                                                                       )
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(9-65                             )

3 4

1 1
1 1 1

3 4

1 1
2 1 1

3 4

1 1
3 1 1

3 4

1 1
4 1

1 2
( ,4; ) ( ,5; )

1 2 1 1 2 1

1 2
( ,4; ) ( ,5; )

1 2 1 4(1 2 ) 1

1 2
( ,4; ) ( ,5; )

1 2 1 1 2 1

1 2
( ,4; ) ( ,5;

1 2 1 4(1 2 ) 1

n n
CM n n

n n
CM n n

n n k
CM n k n k

n n k
CM n k



   



   



   



   

 
     

   

 
     

   

 
     

   

 
     

   
1 )n k














 

 

(9-66        )

2 1( 1)* 5

1 2

2

( 1) ( )
( , ; ) ( , ; ) ( )( )

( 1)

( )
                      

( 1)

n r n r o i
i

o i

k r r k
MC a b c a b c r e e n n

r k

k
dr

r k

 


 

    
   




 

 


 

 

(9-61        )

2 1( 1)* 5

1 2

2

( 1) ( )
( , ; ) ( , ; ) ( )( )

( 1)

( )
                      

( 1)

n r n r o i
i

o i

k r r k
MD a b c a b c r e e n n

r k

k
dr

r k

 


 

    
   




 

 


 

 

 

 

 



84 

 

 ایپا یبار حرارتی ناهمگن تحت فشار و حلّ عددی کره 3-3-2

های حرارتی و مکانیکی توضیح داده تحت بارگذاری FGMی سازی کرهی مدلدر این بخش نحوه       

 شده است.

های چهار ضلعی و ی کره، از المانبندی کره و برای تحلیل توزیع حرارت در جدارهبه منظور المان       

  استفاده شده است. CAX8RT  ایمحوری هشت گره متقارن

متر با رسم مقطعی به صورت ربع دایره میلی 62متر، شعاع خارجی میلی 42 به شعاع داخلی کره       

 سازی شده است.از آن در حالت تقارن محوری، مدل

گرفته شده است؛ با ی کره در نظر برای ایجاد خواص ناهمگنی که به صورت شعاعی در پوسته       

ی مساوی و نسبت دادن خواص مدول الاستیسیته و ضریب انبساط لایه 02تقسیم جدار استوانه به تعداد 

( و 92-0ی داخلی به صورت تابع نمایی طبق روابط )ی مرکز از لایهحرارتی در هر لایه بسته به فاصله

هم چسبیده تشکیل ن و همسانگرد بهی همگکره 02ی کروی مورد نظر از (؛ در نهایت پوسته9-73)

میانگین چپ و  ها، حدّاند و خواص در محلّ اتصال لایههم پیوستهها در محلّ اتصال بهشود. این لایهمی

های موجود در سطوح های داخلی و خارجی نیز به گرهشوند. فشارراست مرز دو لایه در نظر گرفته می

شوند. همچنین برای اعمال شرایط دمایی، با در نظر میداخلی و خارجی مقطع ترسیم شده اعمال 

های موجود در سطوح داخلی و خارجی کره، مقدار اختلاف دمای مربوط به هر یک از گرفتن کل گره

 کنیم.این سطح را با دمای محیط به عنوان بارگذاری حرارتی اعمال می
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 ی همگن تحت فشارحلّ ترموالاستیک کره 3-4

 آید.دست میی همگن بهی حاکم بر کره(؛ معادله1-9( و )61-0(، )03-0با استفاده از روابط )       

(9-68                                                                )
2 2

2

2
2 2R R

R

d u du C r d
r r u

dr dr A dr

 
   

ی حاصل جمع جواب خصوصی معادلهتوان به روش لاگرانژ و با ی ناهمگن فوق را میحلّ معادله       

ی فوق را به دست آورد. اما در روشی دیگر، معادلهی همگن متناظر بهناهمگن و جواب عمومی معادله

 پردازیم.ی حاکم میگیری از آن، به حلّ معادلهدرپی نوشته و با انتگرالصورت مشتقات پی

(9-63                                             )                               2

2

1
( )R

d d C d
r u

dr r dr A dr

  
 

 
 

 ی فوق، داریم:گیری از رابطهبا دو بار انتگرال       

(9-12                                                                           )2
1 2 2

( )
( )R

C C I r
u r C r

r Ar


   

 که در آن       

(9-17                                                                                            )2

1
( ) ( )

r

I r r r dr  

       ( )r 9( و )1-9(، )03-0شود. تنش شعاعی با استفاده از روابط )( محاسبه می09-9ی)از رابطه-

 باشد.به صورت زیر می 2Cو  1Cهای ( و برحسب ثابت12

(9-10                                 )*2
1 3 3

2 2
( ) ( 2 ) ( ) ( 1)R

C C I
r E A B C B A

r r


 

 
      

 
 

 شوند.محاسبه می 2Cو  1Cهای ی فوق، ثابت( در معادله45-0با اعمال شرایط مرزی )       
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(9-19                                                 )
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 که در آن       

(9-14                                                                                              )* 2
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های شعاعی، محیطی و (، تنش1-9(، )03-0( و استفاده از )12-9در ) 2Cو  1Cبا جایگزینی        

 آیند.دست میجایی شعاعی بهجابه
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 شوند.( به صورت زیر بازنویسی می8-9( و )09-0روابط فوق با جایگزینی روابط )       

 (9-18                            )
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 (9-13                  )
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 شود.( استفاده می54-0ی )میزس از رابطهی تنش مؤثر فوندر اینجا نیز برای محاسبه       

 

 ی نتایجی موردی و مقایسهمطالعه 3-5

دست آمده از حلّ نتایج حاصل از حلّ تحلیلی با مقادیر به یی موردی و مقایسهمنظور مطالعهبه       

 42ی جدار ضخیم ناهمگن و همسانگردی به شعاع داخلی افزاری، کرهسازی نرمعددی به کمک مدل

گیریم. مدول یانگ و ضریب انبساط حرارتی در متر را در نظر میمیلی 62متر و شعاع خارجی میلی

و   GPa 022 = iEدیر سطح داخلی به ترتیب دارای مقا
C


 0/7=  iα باشند. همچنین فرض میمی

در طی ضخامت است. دمای سطوح داخلی و خارجی کره  9/2شود که نسبت پواسان دارای مقدار ثابت 

به سطوح داخلی و   MPa 82  =o= P iP = Pفشار بوده و C 705= oTو C 05 = iTبه ترتیب

شود. نتایج را برای چهار حالت بارگذاری عدم اعمال فشار داخلی و خارجی، تنها فشار خارجی وارد می

باشند می ایپا یبار حرارتزمان فشار داخلی و خارجی که تحت داخلی، تنها فشار خارجی و اعمال هم

 شود. ارائه می

-دیگر فرض شده و خطوط ممتد نشانگر حلّ تحلیلی و دایرهبرابر یک 2nو  1nهای ناهمگنی ثابت       

 باشند.ی حلّ عددی صورت گرفته میهای کوچک نماینده
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 ایپا یبار حرارت 3-5-1

دهد. مقدار تنش بعد شده در راستای ضخامت کره را نشان می( توزیع تنش شعاعی بی9-9شکل )       

های داخلی و خارجی کره، برای مقادیر مختلف ضریب ناهمگنی یکسان بوده و شرایط شعاعی در لایه

/شود و مرزی در این نقاط ارضا می H

R R  شود تنش شعاعی برابر یک است. همانطور که مشاهده می

برای تمام مقادیر ضریب ناهمگنی مثبت و کششی بوده، همچنین با افزایش ضریب ناهمگنی مقدار تنش 

 یابد.شعاعی نیز افزایش می

مقدار تنش  دهد.بعد شده را نسبت به ضخامت کره نشان می( توزیع تنش محیطی بی4-9شکل )       

های داخلی و خارجی و برای هیچ یک از مقادیر مختلف ضریب ناهمگنی ی در هیچ کدام از لایهمحیط

/یکسان نبوده و نسبت  H

   باشد.برابر یک نمی  

ها تمام ضرایب ناهمگنی در حال کاهش است و منحنیمقادیر تنش محیطی برای ، > r 9/7در        

، مقدار < r 9/7دهند، این در حالی است که در و رفتار مشابهی را از خود نشان میشوند هم نزدیک میبه

ی همگن در حال افزایش و برای ضرایب ناهمگنی منفی تقریباً تنش برای ضرایب مثبت ناهمگنی و مادهّ

 یابد.ثابت است. در تمام ضخامت کره مقدار تنش محیطی با افزایش ضریب ناهمگنی افزایش می

د. در دهبعد شده نشان میبعد شده را نسبت به شعاع بیجایی شعاعی بی( توزیع جابه5-9شکل )       

/هیچ یک از نقاط نسبت  H

r ru u ازای مقادیر منفی از ضریب ناهمگنی، مقدار به باشد.برابر یک نمی

. این باشدتر از آن میز ضریب ناهمگنی بزرگمقادیر مثبت اازای ی همگن و بهجایی کوچکتر از کرهجابه

 ازای مقادیر مختلفها بهباشند و منحنیها در تمام ضخامت دیواره، تقریباً دارای مقدار ثابتی مینسبت

 دهند.ی همگن از خود نشان میاز ضریب ناهمگنی رفتار مشابهی را نسبت به کره

ر دهد. مقدار تنش مؤثنسبت به ضخامت کره نشان میبعد شده را ( توزیع تنش مؤثر بی6-9شکل )       

 یابد.های خارجی آن افزایش میهای داخلی کره کاهش و در لایهدر لایه
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های میانی با کاهش ضریب ناهمگنی، با توجه به شکل در تمام نقاط ضخامت کره به غیر از لایه       

ناهمگنی منفی علاوه بر اینکه کوچکترین ای که مقادیر ضریب گونهیابد بهتنش مؤثر نیز کاهش می

ایی یّت بالها از اهمباشند. لذا در طراحیی تغییر نیز میمقادیر تنش مؤثر را دارند، دارای کمترین دامنه

 برخوردارند.

 

 ایپا یبار حرارتی ناهمگن تحت توزیع تنش شعاعی در کره 9-9شکل 
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 ایپا یبار حرارتی ناهمگن تحت توزیع تنش محیطی در کره 4-9شکل 

 

 

 ایپا یبار حرارتی ناهمگن تحت جایی شعاعی در کرهتوزیع جابه 5-9شکل 
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 ایپا یبار حرارتی ناهمگن تحت توزیع تنش مؤثر در کره 6-9شکل 

 

 ایپا یبار حرارتفشار داخلی و  3-5-2

دار دهد. مقبعد شده نمایش میبیبعد شده را نسبت به شعاع ( توزیع تنش شعاعی بی1-9شکل )       

هم برابر بوده و در هر ای تمامی مقادیر ضریب ناهمگنی باهای داخلی و خارجی برتنش شعاعی در لایه

/دو لایه نسبت  H

R R  های تمامی ضرایب شود منحنیطور که مشاهده میبرابر یک است. همان

ه شکل باشند. مشابباشند و دارای مقادیر تنش شعاعی منفی مییناهمگنی بسیار به یکدیگر نزدیک م

ازای مقادیر منفی از ضریب ناهمگنی در طول دیواره، مقدار تنش شعاعی تنش شعاعی فصل گذشته، به

 یابد.ازای ضرایب ناهمگنی مثبت افزایش میهمگن کاهش یافته و به ینسبت به مادهّ

قدار دهد. مبعد شده نمایش میبعد شده را نسبت به شعاع بی( توزیع تنش محیطی بی8-9شکل )       

های داخلی و خارجی و برای هیچ یک از مقادیر ضریب ناهمگنی تنش محیطی در هیچ کدام از لایه

/نسبت  H

R R  باشد.برابر یک نمی 
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ی های میانبا افزایش ضریب ناهمگنی مقدار تنش محیطی کاهش و در لایه های داخلی کرهدر لایه        

به   = 4/7rو    = 705/7rها در طول دیواره روند کاهشی داشته و در حدود یابد. منحنیافزایش می

 ی همگن همگرا می باشند.کره

هد. دشده نمایش می بعدبعد شده را در راستای شعاع بیجایی شعاعی بی( توزیع جابه3-9شکل )       

/در هیچ یک از نقاط نسبت  H

r ru u ازای مقادیر منفی از ضریب ناهمگنی، مقدار به باشد.برابر یک نمی

. این باشدازای مقادیر مثبت از ضریب ناهمگنی کوچکتر از آن میی همگن و بهجایی بزرگتر از کرهجابه

ها در طول ضخامت کره باشند و منحنیتقریباً دارای مقدار ثابتی میها در تمام ضخامت دیواره، نسبت

جایی مثبت با روند کاهشی داشته و رفتار مشابهی ازای مقادیر مختلف از ضریب ناهمگنی، مقادیر جابهبه

 دهند.ی همگن از خود نشان میرا نسبت به کره

ار این دهد. رفتبعد شده نشان میشعاع بیبعد شده را نسبت به ( توزیع تنش مؤثر بی72-9شکل )       

ای هی تغییرات تنش مؤثر بزرگتر گردیده ولی منحنیباشد، تنها دامنه( می8-9شکل کاملاً مشابه شکل )

 اند.هم نزدیکتر شده( به8-9ضرایب ناهمگنی نسبت به شکل )
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 ایپا یبار حرارتبعد شده تحت فشار داخلی و توزیع تنش شعاعی بی 1-9شکل 

 

 

 ایپا یبار حرارتبعد شده تحت فشار داخلی و توزیع تنش محیطی بی 8-9شکل 

 

-1

-0.8

-0.6

-0.4

-0.2

0

1 1.1 1.2 1.3 1.4 1.5

σ
R

/ 
P

r

PET

FEM

n = -1 n = -0.5

n = 0
n = +0.5n = +1 n = 0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

1.4

1.6

1.8

1 1.1 1.2 1.3 1.4 1.5

σ
θ

/ 
P

r

PET

FEM

n = +1n = +0.5

n = 0 n = -1

n = -0.5



34 

 

 

 ایپا یبار حرارتبعد شده تحت فشار داخلی و جایی شعاعی بیتوزیع جابه 3-9شکل 

 

 

 ایپا یبار حرارتبعد شده تحت فشار داخلی و توزیع تنش مؤثر بی 72-9شکل 
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 ایپا یبار حرارتفشار خارجی و  3-5-3

قدار دهد. مبعد شده نمایش میبعد شده را نسبت به شعاع بی( توزیع تنش شعاعی بی77-9شکل )       

هم برابر بوده و در هر های داخلی و خارجی برای تمامی مقادیر ضریب ناهمگنی باتنش شعاعی در لایه

/دو لایه نسبت  H

R R  شوند. مشابه شکل تنش ه کاملاً ارضا میبرابر یک است و شرایط مرزی مسأل

ازای مقادیر منفی ضریب ناهمگنی، نسبت ی کره و بهشعاعی فصل گذشته، تنش شعاعی در طول دیواره

یابد، در واقع در تمام ضخامت کره ازای مقادیر مثبت این ضریب کاهش میی همگن افزایش و بهبه مادهّ

جاد دلیل تنش فشاری ایها بهیابد. تمام منحنیشعاعی کاهش میبا افزایش ضریب ناهمگنی مقدار تنش 

 باشند.شده، مطابق انتظار دارای تنش شعاعی منفی با افزایش مقدار در راستای ضخامت می

دهد. مقدار بعد شده را در طی ضخامت کره نشان می( نمودار توزیع تنش محیطی بی70-9شکل )       

های داخلی و خارجی و برای هیچ یک از مقادیر ضریب ناهمگنی یکسان این تنش در هیچ کدام از لایه

/نبوده و نسبت   H

   .برابر یک نیست 

ی داخلی کره، بزرگتر از تنش ایجاد ازای مقادیر منفی ضریب ناهمگنی، تنش محیطی در نیمهبه       

باشد، عکس این قضیه برای مقادیر تر از آن میکی خارجی کره، کوچی همگن و در نیمهشده در مادهّ

داخلی  یافتد، در واقع با افزایش ضریب ناهمگنی تنش محیطی در نیمهمثبت ضریب ناهمگنی اتفاق می

ها در شود که منحنیچنین ملاحظه مییابد. همخارجی ضخامت کره افزایش می یکاهش و در نیمه

حالی دهند، این درمیل کرده و رفتار مشابهی از خود نشان میی داخلی کره به یک مقدار واحد لایه

 دهد.است که در نیمه خارجی عکس این اتفاق روی می

دهد. در ی کره نمایش میبعد شده را در طول دیوارهجایی شعاعی بی( توزیع جابه79-9شکل )       

/هیچ یک از نقاط، نسبت  H

r ru u جایی ایجاد شده در کره منفی بوده و با افزایش. جابهبرابر یک نیست 

n، ر از       تایی برای ضرایب ناهمگنی منفی بزرگجای که مقادیر جابهگونهیابد، بهمقدار آن کاهش می
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ضخامت ها در تمام باشد. این نسبتتر از آن مین و برای ضرایب ناهمگنی مثبت کوچکی همگمادهّ

ازای مقادیر مختلف ضریب ناهمگنی، رفتار ها بهباشند و منحنیدیواره، تقریباً دارای مقدار ثابتی می

( فصل 72-0دهند. با مقایسه این شکل با شکل )ی همگن از خود نشان میمشابهی را در مقایسه با کره

 ها رسید.جاییار جابهدر کاهش مقد ایپا یبار حرارتتوان به تشابه آنها و تأثیر گذشته، می

ی دهد. در نیمهی کره نشان میبعد شده را در دیواره( نمودار توزیع تنش مؤثر بی74-9شکل )       

ی میانی، با افزایش مقدار ضریب ناهمگنی، شاهد کاهش های کوچکتر از لایهازای شعاعداخلی کره و به

زای اافزایش این مقدار هستیم. در این نمودار نیز بهی دیگر کره، شاهد مقادیر تنش مؤثر بوده و در نیمه

های داخلی و خارجی، مقادیر تنش مؤثر یکسان نبوده و و در هیچ کدام از لایه nهیچ یک از مقادیر 

/نسبت  H

eff eff   .در هیچ یک از این سطوح برابر یک نیست 

شوند، ها رفتار مشابهی داشته و به یک مقدار واحد نزدیک میداخلی کره، منحنیی در نیمه       

/، نسبت 0/7بنابراین تنها در شعاع حدود  H

eff eff  شود. با در نظر گرفتن تمام ضخامت برابر یک می

های منفی  nتر و تغییرات کمتری از تنش مؤثر را نسبت به های مثبت، مقادیر کوچک nازای کره به

ای که تنها تحت فشار خارجی باشد، با انتخاب مقادیر مثبت برای ضریب شاهد هستیم. لذا در کره

 یرد.گی تسلیم مادهّ قرار میهای ایجاد شده نسبت به نقطهتری از نظر تنشناهمگنی، کره در ناحیه ایمن
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 ایپا یبار حرارتبعد شده تحت فشار خارجی و توزیع تنش شعاعی بی 77-9شکل 

 

 

 ایپا یبار حرارتبعد شده تحت فشار خارجی و توزیع تنش محیطی بی 70-9شکل 
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 ایپا یبار حرارتبعد شده تحت فشار خارجی و جایی شعاعی بیتوزیع جابه 79-9شکل 

 

 

 ایپا یبار حرارتبعد شده تحت فشار خارجی و توزیع تنش مؤثر بی 74-9شکل 
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 ایپا یبار حرارتفشار داخلی و خارجی و  3-5-4

دهد. بعد شده را نسبت به ضخامت کره نشان می( نمودار توزیع تنش شعاعی بی75-9شکل )       

های داخلی و خارجی کره، برای مقادیر مختلف ضریب ناهمگنی یکسان بوده مقدار تنش شعاعی در لایه

/و نسبت  H

R R  شود.ها ارضا میبرابر یک است و شرایط مرزی در این لایه 

های میانی نسبت به حالت همگن افزایش داشته تنش شعاعی برای ضرایب ناهمگنی منفی در لایه        

های میانی نسبت به حالت همگن کاهش داشته است. در واقع با ناهمگنی مثبت در لایه و برای ضرایب

 شود.افزایش ضریب ناهمگنی از مقدار تنش شعاعی کاشته می

دهد. مقدار بعد شده را در طی ضخامت کره نشان می( نمودار توزیع تنش محیطی بی76-9شکل )       

ی و خارجی و برای هیچ یک از مقادیر ضریب ناهمگنی یکسان های داخلاین تنش در هیچ کدام از لایه

/نبوده و نسبت   H

   .برابر یک نیست 

جاد ر از تنش ایتی داخلی کره، بزرگازای مقادیر منفی ضریب ناهمگنی، تنش محیطی در نیمهبه       

باشد، عکس این قضیه برای مقادیر می ی خارجی کره، کوچکتر از آنی همگن و در نیمهشده در مادهّ

افتد. در واقع با افزایش ضریب ناهمگنی، مقادیر تنش محیطی در مثبت ضریب ناهمگنی اتفاق می

شود که چنین ملاحظه مییابد. همی خارجی آن افزایش میی داخلی کره کاهش و در نیمهنیمه

دهند، ه و رفتار مشابهی از خود نشان میی داخلی کره به یک مقدار واحد میل کردها در لایهمنحنی

نسبت   9/7دهد. لذا تنها در شعاع حدود حالی است که در نیمه خارجی عکس این اتفاق روی میاین در

/ H

   کنیم.ها مشاهده میبرابر یک را برای منحنی 

دهد. در ی کره نمایش میطول دیوارهبعد شده را در جایی شعاعی بی( توزیع جابه71-9شکل )       

/هیچ یک از نقاط، نسبت  H

r ru u جایی ایجاد شده در کره منفی و با افزایش برابر یک نیست. جابهn ،
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ی ادهّم تر ازایی برای ضرایب ناهمگنی منفی بزرگجای که مقادیر جابهیابد، به گونهمقدار آن کاهش می

ت ها در تمام ضخامباشد. مانند قبل این نسبتهمگن و برای ضرایب ناهمگنی مثبت کوچکتر از آن می

ازای مقادیر مختلف ضریب ناهمگنی، رفتار ها بهباشند و منحنیدیواره، تقریباً دارای مقدار ثابتی می

جایی دارای مقدار جابه = n 7 دهند. در منحنیی همگن از خود نشان میمشابهی را در مقایسه با کره

جایی ایجاد شده در کره عامل تعیین رو در صورتی که جابهتقریباً ثابت و نزدیک به صفر است. از این

 شود.پیشنهاد می = n 7ی ناهمگن با ضریب ناهمگنی کننده در طراحی آن باشد، انتخاب مادهّ

 دهد.ت به ضخامت کره نشان میبعد شده را نسب( توزیع تنش مؤثر بی78-9شکل )       

های ضرایب باشد، با این تفاوت که منحنی( می6-9ها در این شکل مشابه شکل )رفتار منحنی        

ت همیّباشند که این موضوع امنفی ناهمگنی دارای مقادیر تنش مؤثر کوچکتر با تغییرات بسیار اندک می

های ضرایب مثبت ناهمگنی دهد. از سوی دیگر منحنیها نشان میاستفاده از آن ضرایب را در طراحی

دهد در این شرایط تر نشان میی تغییرات بیشی همگن و دامنهر از مادهّتبا مقادیر تنش مؤثر بزرگ

 رود.به شمار نمی FGی بارگذاری، انتخاب مطلوبی برای مادهّ
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 ایپا یبار حرارتبعد شده تحت فشار داخلی و خارجی و توزیع تنش شعاعی بی 75-9شکل 

 

 

 ایپا یبار حرارتبعد شده تحت فشار داخلی و خارجی و توزیع تنش محیطی بی 76-9شکل 

 

-1.1

-1

-0.9

-0.8

1 1.1 1.2 1.3 1.4 1.5

σ
R

/ 
P

r

PET

FEM
n = +1 n = +0.5

n = 0 n = -0.5n = -1

-1.8

-1.6

-1.4

-1.2

-1

-0.8

-0.6

-0.4

-0.2

1 1.1 1.2 1.3 1.4 1.5

σ
θ

/ 
P

r

PET

FEM
n = +1

n = -1n = -0.5

n = 0 n = +0.5



720 

 

 

 ایپا یبار حرارتبعد شده تحت فشار داخلی و خارجی و جایی شعاعی بیتوزیع جابه 71-9شکل 

 

 

 ایپا یبار حرارتبعد شده تحت فشار داخلی و خارجی و توزیع تنش مؤثر بی 78-9شکل 
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را  FEMو  PET( مقادیر تنش مؤثر حاصل از تحلیل ترموالاستیک کره به دو روش 7-9جدول )       

ی میانی کره نمایش زمان داخلی و خارجی، در لایههای فشار داخلی، فشار خارجی و فشار همبرای حالت

 دهد.می

 ی میانیدر لایه FEMو  PETمقایسه مقادیر تنش مؤثر حاصل از  7-9جدول 

(MPa)eff σ 

 

Pressure 

(MPa) 
7n = 5/2n = 2n = 5/2n = - 7n = - 

4/84 28/86 6/89 8/82 0/13 PET 82= iP 

56/84 76/86 3/89 3/82 9/13 FEM 

10/34 0/39 88/32 08/81 04/84 PET 82= oP 

56/34 77/39 35/32 94/81 90/84 FEM 

96/9 76/4 16/9 4/0 28/2 PET 82= o= P iP 

44/9 04/4 10/9 48/0 28/2 FEM 

 

 گیریبندی و نتیجهجمع 3-6

 ند. باشعددی، دارای تطابق بسیار خوبی می ی ومانند فصل گذشته نتایج حاصل از حلّ تحلیل       

ی تحت فشار با افزایش ضریب ناهمگنی شعاعی در کرهجایی دهد که مقدار جابهبررسی نتایج نشان می

مال افتد. اععکس این قضیه اتفاق می ایپا یبار حرارتجایی حاصل از که در جابهحالی یابد. درکاهش می

 اییجی تحت فشار داخلی باعث افزایش مقادیر جابهبا شرایط ذکر شده در قبل، در کره ایپا یبار حرارت

های تحت فشار خارجی و فشار داخلی و خارجی سبب کاهش  مقادیر نسبت به فصل گذشته و در کره

کند و با توجه به برقراری قانون جمع آثار، جایی مثبت تولید میجابه ایپا یبار حرارتشود، چرا که آن می

 گردد.جایی مثبت میمنفی و افزایش مقدار جابه جاییباعث کاهش مقادیر جابه
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ی ناهمگن تحت فشار داخلی و توانند بهترین انتخاب برای کرهبا ضرایب ناهمگنی مثبت می مواد       

باشند و برای حالت اعمال فشار خارجی، موادّ با ضرایب ناهمگنی منفی انتخاب  ایپا یبار حرارتخارجی و 

تغییرات کمتری در ضخامت کره ی باشند، چرا که علاوه بر ایجاد تنش مؤثر کوچکتر دامنهمناسبی می

 دارند.

دارای مقادیر مثبت بسیار اندکی است لذا جمع آثار آن با  ایپا یبار حرارتتنش شعاعی حاصل از        

نتایج فصل گذشته تغییرات چندانی در نتایج مربوط به تنش شعاعی در حالات بارگذاری مختلف پدید 

 آورد.نمی

ی ناهمگن در حالات بارگذاری فشار خارجی و اعمال فشار داخلی های تنش محیطی کرهمنحنی       

 یای که در نیمهگونهباشند، بهدارای رفتاری مشابه فصل گذشته می ایپا یبار حرارتو خارجی تحت 

ی خارجی آن افزایش داخلی کره با افزایش ضریب ناهمگنی مقدار تنش محیطی کاهش و در نیمه

 یابد. می
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 گیریبندی و نتیجهجمع

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



726 

 

 مقدمه  4-1

 شده در اثر انواع جادیا یهامناسب تنش عیتوز تیّقابلاز تقارن در هندسه،  لیبه دل یمخازن کرو        

 ییدما انیو لنگرها، گراد روهاین ،یو خارج یداخل یانواع فشارها قبیلاز  ،یمتقارن محور یهایبارگذار

ا ههای مختلف تحلیل این گروه از پوستهیابی به روشدست .برخوردار هستند گریمتنوعّ د هاییو بارگذار

تا باشد. در همین راسی پژوهشگران و نیاز صنعتگران میبا تغییرات هندسه، مادهّ و بارگذاری مورد علاقه

توی برای ی مستهبر مبنای تئوری الاستیسی یی روش حلّ تحلیلدر این رساله سعی شده است تا با ارائه

ی جدار ضخیم با ضخامت ثابت در حالت تقارن محوری تحت بارگذاری فشاری شامل فشار داخلی کره

ی کره ناشی از گرادیان دما، اثر هر یک در جداره ایپا یبار حرارتو خارجی و بارگذاری حرارتی به صورت 

کروی بررسی شود. در این فصل ضمن ی جایی پوستهها بر روی مقادیر تنش و جابهاز این بارگذاری

گیری جامعی از مباحث مربوط به هر فصل صورت پذیرفته است و های قبل، نتیجهنگاهی گذرا به فصل

 نهایتاً پیشنهادهایی برای ادامه و تکمیل کار ارائه شده است.

 

 گیریبندی و نتیجهجمع 4-2

ر( در حالت متقارن محوری تحت ثابت یا متغیّ های جدار ضخیم )با جداربه طور کلیّ تحلیل کره        

ی رتبهدیفرانسیل م یی مستوی منجر به ایجاد معادلهها با استفاده از تئوری الاستیسیتهانواع بارگذاری

به  توانر میشود. این معادله را با استفاده از روش تغییر متغیّجایی شعاعی کره میدوّم بر حسب جابه

هایپرجئومتریک اصلاح شده تبدیل کرد. در این صورت معادله دارای حلّ دقیق بوده و در ی یک معادله

 باشد.حالت بارگذاری فشاری قابل حل می

باشد. این روش بر های حلّ معادلات دیفرانسیل ناهمگن، استفاده از روش لاگرانژ مییکی از روش        

ی حاصل با حلّ عمومی نتیجه ی ناهمگن و جمعدست آوردن یک حلّ خصوصی برای معادلهمبنای به

کند. از آنجا که توابع معرفی شده برای حلّ دقیق معادله در بخش اولّ ی همگن متناظر عمل میمعادله
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ست دتوان از این شکل توابع در روش لاگرانژ و در بهباشند، لذا نمیهای معین میصورت انتگرال خود به

کرد. پیشنهادی که برای حلّ معادله در این وضعیت ارائه شد، استفاده از آوردن حلّ خصوصی استفاده 

توان حل به روش لاگرانژ را پیش جای خود آنها بود. در این صورت به سادگی میی توابع بهبسط فوریه

 ی حاکم رسید. برده و به جواب معادله

 ارن محوری که در آنها تنش و یا کرنشی مستوی در حلّ مسائل متقاستفاده از تئوری الاستیسیته        

از  باشد. در صنعت مسائلیبرشی ایجاد نشود بسیار مناسب بوده و نتایج حاصل از آن بسیار دقیق می

 شوند.این دست به وفور یافت می

 

 FGMهای کروی وستهپحالت اوّل: تحلیل الاستیک 

جایی وابسته به ها و جابهتحت فشار تنش ی ناهمگنهمانطور که در فصل دوّم اشاره شد، در کره        

جایی شعاعی به ثابت ناهمگنی، نسبت پواسان و مدول ای که جابهگونهباشند، بهخواصّ مکانیکی می

سی توزیع کنند. با بررها مستقل از مدول الاستیسیته عمل میکه تنشالاستیسیته وابسته است در حالی

ی سهی مستوی و مقایی ناهمگن به کمک تئوری الاستیسیتهکرههای حاصل از تحلیل جایی و تنشجابه

توان شود. میافزار آباکوس، انطباق خوبی در نتایج مشاهده میآنها با حلّ عددی صورت گرفته توسطّ نرم

 جاییی جدار ضخیم با ضخامت ثابت، فشار داخلی یکنواخت سبب ایجاد جابهنتیجه گرفت در کره

 شود. برایجایی شعاعی منفی در کره میرجی یکنواخت نیز باعث ایجاد جابهشعاعی مثبت و فشار خا

ایی جکره تحت هر سه حالت بارگذاری، مواد ناهمگن با مقادیر ثابت ناهمگنی مثبت سبب کاهش جابه

ایی جکه مقادیر ثابت ناهمگنی منفی باعث افزایش جابهشود در حالیی همگن میدر کره نسبت به مادهّ

شود. با افزایش مقدار ضریب ناهمگنی و برای هر یک از دو نوع بارگذاری ی همگن میمادهّ نسبت به

ی ی داخلی کره کاهش و در نیمهفشار داخلی و خارجی، مقادیر تنش محیطی و تنش مؤثر، در نیمه

 ریابند. با افزایش ضریب ناهمگنی، کاهش در مقدار تنش شعاعی در کره با فشاخارجی آن افزایش می
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خارجی قابل مشاهده است. در بارگذاری داخلی کره، مقدار تنش شعاعی با افزایش ضریب ناهمگنی 

ی ناهمگن تحت تواند بهترین انتخاب برای تولید کرهمی  = n 7یابد. مادهّ با ضریب ناهمگنی افزایش می

 جایی شعاعی،جابهفشار داخلی یا خارجی باشد، چرا که علاوه بر داشتن کمترین مقادیر تنش مؤثر و 

د باشد. لذا با انتخاب هوشمندانه موای کره میدارای توزیع با گرادیان تغییر مقادیر بسیار اندک در دیواره

 توان اثرات بارگذاری را به مقدار قابل توجهی کاهش داد.می

 

   FGMهای کروی حالت دوّم: تحلیل ترموالاستیک پوسته

به سطوح داخلی و خارجی کره و  ایپا یبار حرارتبا توجه به آنچه در فصل سومّ بیان شد، اعمال         

کر است جایی دارد. لازم به ذدمایی در آن، تأثیر بسزایی بر مقادیر تنش و جابه در نتیجه تشکیل پروفیل

تحت  یباشند.در کرهانیکی میجایی شعاعی کاملاً وابسته به خواصّ مکها و جابههمچون بخش قبل تنش

 یابد، درجایی شعاعی افزایش میی خارجی مقادیر جابهی داخلی به سمت لایهاز لایه ایپا یبار حرارت

ی خارجی کاهش ی داخلی به سمت لایهها از لایهجایی و تنشی تحت فشار داخلی، جابهکه در کرهحالی

ت که توان نتیجه گرفباشند. میعددی، دارای تطابق خوبی میکنند. نتایج حاصل از حلّ تحلیل پیدا می

 یبا افزایش مقدار ضریب ناهمگنی، مقادیر تنش محیطی و تنش مؤثر در حالت فشار خارجی در نیمه

یابند. علاوه بر آن، با افزایش ضریب ناهمگنی در این ی دیگر افزایش میداخلی کره کاهش و در نیمه

 یابند.جایی شعاعی کاهش میو جابه حالت، مقادیر تنش شعاعی

 یجای تحلیل کرهتوان از خاصیّت جمع آثار بهی الاستیک، میدلیل تحلیل در ناحیههمچنین به        

فشاری و حرارتی استفاده کرد، به عنوان مثال جابجایی نهایی برابر مجموع  تحت بارگذاری همزمان

رای باشد، این خاصیّت بمی ایپا یبار حرارتجایی ناشی از جابه جایی ناشی از اعمال فشار یکنواخت وجابه

 ها نیز صادق است.ی تنشمحاسبه



723 

 

 پیشنهادها 4-3

 ی حلیّهایی که در گذشته در رابطه با موضوع این رساله انجام شده و شیوهبا توجه به پژوهش        

فراوانی در تحلیل مسائل مشابه که تا توان دریافت که قابلیّت بسیار که در این پژوهش ارائه شد، می

منظور تکمیل این گردید، وجود دارد. بهسازی حل میی غیر تحلیلی و با سادهپیش از این به شیوه

 گردد:های کروی پیشنهادات زیر ارائه میها و با توجه به کاربرد وسیع و متنوّع پوستهبررسی

 ی ناهمگنتحلیل مسأله با در نظر گرفتن خاصیّت پیزوالکتریک برای مادهّ -7        

های دینامیکی و نیروهای حجمی با حفظ شرایط تقارن تحلیل مسأله در معرض بارگذاری -0        

 محوری

 با تغییرات توانی خواص ی ناهمگن تحت انتقال حرارت گذراحلّ تحلیلی کره -9        

 خواص نمایی راتییبا تغ گذراناهمگن تحت انتقال حرارت  یکره یلیحلّ تحل -4        

 ر با زمانی ناهمگن تحت فشار غیر یکنواخت و متغیّحلّ تحلیلی کره -5        

 رت ناپایا با تغییرات نمایی خواصی ناهمگن تحت انتقال حراحلّ تحلیلی استوانه -6        
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Abstract: 

The aim of this study is to investigate and modeling the associated stress and displacement 

in thick walled heterogeneous sphere under mechanical and thermal loading. The 

governing equation of thick sphere have been extracted for exponentially varying 

properties of material under internal and external pressure, The solution of the final 

equation has been indicated and by case study, results and graphs of the stress and 

displacement distribution have been indicated. For investigation the accuracy of results 

conducted from analytical solution, the numerical modeling of sphere has been done and 

the results of two methods compare. Also thermo-elastic analysis of the spherical shells 

under pressure and uniform heat flux has been conducted and comparing the results with 

that of numerical show that plane elasticity theory is a very efficient method on thermo 

elastic analysis. Finally conclusion, discusion and seggestion have been indicated. 

key words: Thick spheres, Plane elasticity theory, Analytical solution, Exponentially 

varying propertise, Functionally graded material. 
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