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زیزم  مهربانممادر  و  مرحوم پدر ع

 به پاس آنچه از  وصف ایشان است  در کلام  من نگنجد 

 به پاس  آنکه  هزار بار ترک برداشتن و یک بار دم از شکست نزدن

ام از هستی شماستمن از شما من شدم؛ هستی  

  ت روی سر...ابابای خوبم  روحت شاد و مادر مهربانم سایه

  

 



 

 سپاسگزاری 

 فرمایند:امام صادق)ع( می

ند و نیز کمترین سپا» ند و جز او علّتی برای آن ندا وند  سگزاری این است که انسان نعمت را از خدا بدا به آنچه خدا

 «.وسیله مخالفت با امر و نهی او قرار ندهدعطایش کرده، خرسند باشد و با نعمت او مرتکب گناه وی نشود و نعمت خدا را 

یی است که در تمامی مراحل زندگیس  سپا   ام لطف حضورش را از من دریغ نکرد.من  از آن خدا

اد کهتویی ، نمیمایهاستاد گران
ّ

صمیمانه  و  توانم معنایی بالاتر از تقدیر و تشکر بر زبانم جاری سازم ام ، جناب دکتر مهدی قن

 گزارم.، سپاس از تمامی زحمات و الطافی که در حق بنده روا داشتید

  



 

 

 تعهدنامه

دانشگاه   مکانیک و مکاترونیکدانشکده  طراحی کاربردیرشته مهندسی  کارشناسی ارشددانشجوی دوره  احسان ضامنیاینجانب 

 FGMی همگن و ناهمگن شده با دو لایههای جازنیحلّ تحلیلی و عددی استوانهصنعتی شاهرود نویسنده رساله با عنوان 

 متعهد می شوم:دکتر مهدی قنّاد کهتوئی  تحت راهنمائی شیرختحت بارگذاری فشاری و چ

 تحقیقات در این پایان نامه توسط اینجانب انجام شده است و از صحت و اصالت برخوردار است. •

 در استفاده از نتایج پژوهشهای محققان دیگر به مرجع مورد استفاده استناد شده است. •

رای دریافت هیچ نوع مدرک یا امتیازی در هیچ جا ارائه نشده یا فرد دیگری ب ودمطالب مندرج در پایان نامه تاکنون توسط خ •

 است.

و « دانشگاه  صنعتی شاهرود » کلیه حقوق معنوی این اثر متعلق به دانشگاه شاهرود می باشد و مقالات مستخرج با نام                  

 ید.به چاپ خواهد رس                  Shahrood University of Technology» یا 

 پایان نامهحقوق معنوی تمام افرادی که در به دست آمدن نتایح اصلی پایان نامه تأثیرگذار بوده اند در مقالات مستخرج از  •

 رعایت می گردد.

صول ا در کلیه مراحل انجام این پایان نامه ، در مواردی که از موجود زنده ) یا بافتهای آنها ( استفاده شده است ضوابط و •

 ت شده است.اخلاقی رعای

در کلیه مراحل انجام این پایان نامه، در مواردی که به حوزه اطلاعات شخصی افراد دسترسی یافته یا استفاده شده است اصل  •

 رازداری ، ضوابط و اصول اخلاق انسانی رعایت شده است.

 

 تاریخ

 امضای دانشجو             

 

 

 

 

 

 

 مالکیت نتایج و حق نشر

و کلیه حقوق معنوی این اثر و محصولات آن )مقالات مستخرج، کتاب، برنامه های رایانه ای، نرم افزار ها  •

در تولیدات دانشگاه شاهرود می باشد. این مطلب باید به نحو مقتضی متعلق به  تجهیزات ساخته شده است (

 علمی مربوطه ذکر شود.

 .بدون ذکر مرجع مجاز نمی باشد مهاستفاده از اطلاعات و نتایج موجود در پایان نا •

 





 أ 

 چکیده

ها روند. تحلیل و بررسی رفتار این سازهشمار میهای مهندسی بهسازه کاربردترینیکی از پر هاپوسته

مندان و محقّقان زیادی را باشد که علاقهمهندسی میهای مختلف، یکی از مسائل مهم تحت بارگذاری

های مختلف مهندسی از جمله کشتی، هواپیما، زیردریایی و موشک، است. سازه به سمت خود کشیده

، هاپوستهگیرند. بنابراین طراحی درست قرار می دلیل کاربردهایشان تحت بارگذاری مکانیکی اً بهعمدت

ویژه در اطراف در مورد تغییر شکل و توزیع تنش در نقاط مختلف ورق بهمستلزم دانستن اطلاعات دقیق 

 یهااستوانهی حلّ تحلیلی و عدد الاستیسیته مستوی، تئوریگشودگی است. در تحقیق حاضر، به کمک 

 ایصفحهتنش حالتی و چرخشی در فشار بارگذاری  تحت FGMهمگن و ناهمگن  یلایهدو  شدهجازنی

 خطی غیر صورتبه همادّ خواص است؛ و فشاری چرخشی از بار ترکیبی صورتبهشود. بارگذاری ارائه می

 جاییجابه آوردن دستبه برای. شودمی فرض ثابت پواسون نسبت و کندمی تغییر شعاع به نسبت

 شده استفاده تعادل معادله حلّ  برای پارامترها تغییر روش چنینهم و اویلر-کوشی معادله از شعاعی،

. آیندمی دستبه محیطی شعاعی، هایتنش ساختاری، هایمعادله در جاییجابه تابع جایگزینی با. است

 نشان هاتنش و جاییجابه توزیع در را ناهمگنی یرتأث تا شوندمی انتخاب خواهدل تحقیق این در مقادیر

تحلیلی، در تمام حالات بارگذاری برای پوسته سنجی نتایج حلّ از روش اجزای محدود برای راستی .دهند

 است.ناهمگن استفاده شده

، مستوی، حلّ تحلیلی یالاستیسیتهتئوری ، FG، استوانه شدهجازنی یهااستوانه کلیدواژگان:

 .محدود یااجز حلّ
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همگن -ناهمگن یلایهدو  یشدهجازنی یهااستوانهنش محیطی در یع تتوز 



 ک 

 68 )آلومینیم(

ناهمگن -دو لایه همگن )فولاد( شدهجازنی یهااستوانهشعاعی  جاییجابهتوزیع  

 70 تحت فشار داخلی

ناهمگن -همگن )فولاد( یلایهدو  یشدهجازنی یهااستوانهتوزیع تنش شعاعی در  

 70 تحت فشار داخلی

ناهمگن -دو لایه همگن )فولاد( یهشدجازنی یهااستوانهتوزیع تنش محیطی در  

 71 تحت فشار داخلی

ناهمگن -ومینیم(دو لایه همگن )آل شدهجازنی یهااستوانهشعاعی  جاییجابهتوزیع  

 73 تحت فشار داخلی

-همگن )آلومینیم( یلایهدو  یشدهجازنی یهااستوانهتوزیع تنش شعاعی در  

 73 ناهمگن تحت فشار داخلی

-ومینیم(دو لایه همگن )آل یشدهجازنی یهااستوانهتوزیع تنش محیطی در  

 74 ت فشار داخلیناهمگن تح

همگن )فولاد( -دو لایه ناهمگن شدهجازنی یهااستوانهشعاعی  جاییجابهتوزیع  

 74 شار داخلیتحت ف

همگن )فولاد( -ناهمگن یلایهدو  یشدهجازنی یهااستوانهتوزیع تنش شعاعی در  

 75 تحت فشار داخلی

همگن )فولاد( -دو لایه ناهمگن یشدهجازنی یهااستوانهر ش محیطی دتوزیع تن 

 75 خلیتحت فشار دا

همگن )آلومینیم( -دو لایه ناهمگن شدهجازنی یهااستوانهشعاعی  جاییجابهتوزیع  



 ل 

 76 تحت فشار داخلی

همگن -ناهمگن یلایهدو  یشدهجازنی یهااستوانهاعی در توزیع تنش شع 

 76 )آلومینیم( تحت فشار داخلی

همگن -دو لایه ناهمگن یشدهجازنی یاهاستوانهتوزیع تنش محیطی در  

 77 )آلومینیم( تحت فشار داخلی

 81 تحت فشار داخلی و چرخش FGMناهمگن -همگن یلایهدو  یاستوانهمقطع  

-همگن )فولاد( یلایهدو  یشدهجازنی یهااستوانهشعاعی در  جاییجابهتوزیع  

 89 ناهمگن تحت فشار و چرخش

ن ناهمگ-همگن )فولاد( یلایهدو  یشدهجازنی یهااستوانهتنش شعاعی در  توزیع 

 90 تحت فشار و چرخش

ناهمگن -همگن )فولاد( یلایهدو  یشدهجازنی یهااستوانهتنش محیطی در  توزیع 

 91 تحت فشار و چرخش

ناهمگن -همگن )فولاد( یلایهدو  یشدهجازنی یهااستوانهدر  میزسفنتنش  یعوزت 

 92 تحت فشار و چرخش

-همگن )آلومینیوم( یلایهدو  یشدهجازنی یهااستوانهشعاعی در  جاییجابهتوزیع  

 93 و چرخشناهمگن تحت فشار 

-همگن )آلومینیوم( یلایهدو  یشدهجازنی یهااستوانهتنش شعاعی در  توزیع 

 93 ناهمگن تحت فشار و چرخش

-همگن )آلومینیوم( یلایهدو  یشدهجازنی یهااستوانهمحیطی در ش تن توزیع 

 94 شار و چرخشناهمگن تحت ف



 م 

-همگن )آلومینیوم( یلایهدو  یشدهجازنی یهااستوانهدر  میزسفن تنش توزیع 

 94 ناهمگن تحت فشار و چرخش
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 فهرست علائم و اختصارات
 

ur شعاعی یایججابه  

uθ محیطی جاییجابه 

r, θ, x  ایاستوانه دستگاهمحورهای مختصات در 

εr, εθ, εx های شعاعی، طولی و محیطیکرنش 

λ, μ ضرایب لامه 

𝜈  پواسوننسبت 

E مدول الاستیسیته 

ri, a شعاع داخلی 

ro, b شعاع خارجی 

rm, c شعاع فصل مشترک 

ni نیمگضریب ناه 

pc فشار جازنی 

pi فشار داخلی 

ρ چگالی 

ω سرعت دورانی 

σr, σθ, σx های شعاعی، محیطی و طولیتنش 

G مدول برشی 
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 مقدمه 1-1

 دنیای فیزیکی در که دتنهس هاسازه انواع ترینمتنوع و تریناز فراوان ای،پوسته هایسازه یا 1هاهپوست

 اجزای و نیز حیوانات و هاانسان سر یجمجمه مانند طبیعی اشکال در هاپوسته .شوندمی پیدا ما اطراف

صنایع مختلف:  در مصنوعی اشکال در شوند؛می مشاهده صدف و لاک جانوری مانند اندام محافظ

 و ی خودروهابدنه ها،لوله ها،فقس همانند: فضا و هوا نظامی، خودروسازی، نیروگاهی، ساختمانی،

 .شوندمی تولید هاسفینه و هاموشک ها،کنندهپرتاب و هاپرتابه هواپیماها،

برابر  رد مقاومت و رفتاری کیفیت جهت از که هستند خمیده هایسازه کلیّ، طوربه هاپوسته

مطلوبیت  به تناسب .گیرندمی ارقر هاسازه تکاملی یمرتبه بالاترین در شده، وارد لنگرهای و نیروها

تحلیل  برای موجود تقریبی  تحلیلی یهاروشباشد. می اهمیّت حائز نیز هاآن تحلیل پیچیدگی رفتاری،

، هاپوسته انواع میان ازد. دهنمی تشکیل را هاپوسته تئوری که است فرضیاتی براساس هاپوسته

گونه نای رفتار یبرخوردارند. مطالعه تریویژه اهمیّت از کاربرد، فراوانی دلیل به ایاستوانه یهاپوسته

-دانش .دارد ادامه همچنان و بوده محققّان توجهّ مورد امروز به تا دور چندان نه یگذشته از هاپوسته

 را در هاآن مقاومت بتوانند که اندبوده هاپوسته یماده و هندسه روی بر تغییرات اعمال پیگیر پژوهان

 دهند. کاهش را هاآن وزن امکان، درصورت و افزایش مکانیکی هایشتن  برابر

 هاپوسته بندیدسته 1-2

 .شوندمی بندیدسته رفتاری و مادی هندسی، دیدگاه از هاپوسته بخش، این در

 هندسی: دیدگاه از -الف

از  خارج راست خط امتداد در مادی سطح یا منحنی یک انتقال از :2انتقال از لحاص یپوسته .1

                                                 
1 Shells 

2  Shell of Translation 
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 .شودمی حاصل قوس، یهفحص

قوس،  یصفحه در واقع محور حول مادی سطح یا منحنی یک دوران از :1دوران از حاصل یپوسته .2

 .شودمی حاصل

3یانمی سطح انحنای شعاع به ضخامت نسبت که ایپوسته :2نازک جدار یپوسته .3
 زا کوچکتر آن 

1
20

 .باشد  

از  رتبزرگ آن میانی سطح انحنای شعاع به ضخامت نسبت که ایهتوس: پ4جدارضخیم یپوسته .4

1
20

 باشد.  

 مادی:  دیدگاه از -ب

تابع  و است یکسان جسم مختلف نقاط در پوسته یماده مکانیکی خواص :5همگن یپوسته .1

 .باشدنمی نقاط موقعیت

 و نیست یکسان جسم مختلف نقاط در پوسته یماده مکانیکی : خواص 6ناهمگن یپوسته .2

 .باشدمی نقاط موقعیت تابع

) مکانیکی خواص :7همسانگرد یپوسته .3 , )E  نقطه، هر به مربوط جهات در پوسته یماده 

 .یکسان است

                                                 
1
  Shell of Revolution 

2  Thin Shell 

3  Midsurface 

4  Thick Shell 

5  Homogeneous Shell 

6  Inhomogeneous (Heterogeneous) Shell 

7  Isotropic Shell 
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)مکانیکی خواص :1ناهمسانگرد یپوسته .4 , )E  نقطه، هر به مربوط جهات در پوسته یماده 

 .یکسان نیست

 رفتاری: دیدگاه از -ج

 است ، کوچکتحت بار پوسته از نقطه هر جایی: جابه2کوچک هایشکل تغییر با پوسته .1

 هندسی(. نظر از خطی رفتار)

 نیست ، کوچکتحت بار پوسته از نقطه ره جایی جابه :3بزرگ هایشکل تغییر با پوسته .2

 هندسی(. نظر از غیرخطی رفتار)

 عمومی قانون از کرنش-تنش روابط و ذیرندپتبازگش هاشکل : تغییر 4کشسان تارفر اب پوسته .3

 مادی(. نظر از خطی رفتار) کنندمی پیرویهوک 

 قانون از کرنش-تنش روابط و پذیرندنابازگشت هاشکل : تغییر 5مومسان رفتار با پوسته .4

 مادی(. نظر از خطی رفتار غیر) کنندنمی پیروی عمومی هوک

 نازك یهاپوسته ریتئو 1-3

1از کوچکتر Rمیانی  سطح شعاع به hپوسته  ضخامت نسبت نازک، یهاپوسته در
20

 تئوری .باشدمی 

 دلیل کوچک به کلیّ طوربهاست.  هشد بنا خطی یالاستیسیته تئوری یبرمبنا هاپوسته از دسته این

 سازیبا ساده بلکه شود؛نمی استفاده بعدی سه یسیتهتیسلاا تئوری دیگر، ابعاد به نسبت بعد یک بودن

 نتایج آورند. دقتدست میبه نازک یهاپوسته تحلیل برای تقریبی-تحلیلی هایروش الاستیسیته، روابط

                                                 
1  Anisotropic Shell 

2
  Small Deflection 

3  Large Deflection 

4  Elastic Behavior 

5  Plastic Behavior 
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 1کیرشهف را فرضیات یناولّدارد.  الاستیسیته روابط سازیدهاس یدرجه به بستگی شده ارائه هایتئوری

 (1874) 2ارون .شد گرفته کاربه هاپوسته بسط تئوری در آن از پس که کرد ارائه هاقرو ی( درباره1850)

 معادلات (1888) 3نبود. لوو کامل وی ا کارامّ کرد، فرضیات کیرشهف معرفی بر مبتنی را هاپوسته تئوری

-تئوری لوو ای کناز یهاپوسته کلاسیک تئوری عنوان به اکنون کرد که ارائه را نازک یهاستهوپ عمومی

 دوران از حاصل یهاپوسته فرضیات لوو تحلیل از استفاده ( با1912) 4رایسنر .است کیرشهف مشهور

ی مرتبه یبتقر با هاپوسته تئوری که است کسی یناوّل (1932) 6نمود. فلوگه ارائه را 5متقارن محوری

 ی نازکهاپوسته استاندارد ادلاتعم نعنوا به وی کرد. معادلات ارائه کوچک خیزهای کردن لحاظ با را دو

 با هاپوسته تئوری هاآن سازیساده با باشد.می حل قابل خاص هایحالت در فقط و شودمی شناخته

نقدی  .شد ( تکمیل1944) 7نهبیر آیند. نظریات فلوگه توسطمی دستبه صفر و یک یمرتبه تقریب

باشد. می مشکل هاآن کارگیریبه که کرد دیبنفرمول را نازک یهاپوسته خطیغیر تئوری  (1957)

 (1964) 9و نووژیلف ارائه کرد مجازی کار اصل از استفاده با را هاپوسته بندیفرمول (1959) 8سندرز

 تریفشرده صورتبه معادلات ترتیب این به و داد انشن مختلط شکل به را هاپوسته ینظریه یارائه امکان

 .شدند نوشته

 کرد: بندیتقسیم گونهاینبه توانمی را نازک یهاپوسته میعمو تئوری

                                                 
1  Kirchhoff 

2  Aron 

3  Love 

4
  Reissner  

5  Axisymmetric Shell of Revolution 

6  Flugge 

7  Byrne 

8  Sanders 

9  Novozhilov 
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 (1ییغشا تئوری(صفر  یمرتبه تقریب با تئوری .1

 (2یخمش تئوری(یک  یمرتبه تقریب با تئوری .2

 [1])فلوگه تئوری(دو  یمرتبه تقریب با تئوری .3

 تئوری غشایی 1-3-1

 را محوری )نیروهای غشایی( نیروهای اندتومی فقط که است بعدی دو 3تار یک مکانیکی، دیدگاه غشا از

 توانند لنگرهاینمی فیزیکی نظر از و است کم خیلی هاآن 4خمشی سختی که ییهاپوسته .کند تحمّل

 نازک، یهاپوستهاغلب  در یخلدا نیروهای شوند. میدانمی تحلیل تئوری این با کنند، تحمل را خمشی

 ایستایی تأمین تعادل برای غشایی نیروهای جهت این از و شودمی تشکیل غشایی نیروهای از عمدتاً

 جاییجابه غشایی، تئوری در .است معین ایستایی نظر از پوسته دیگر عبارتی به و هستند کافی پوسته

-چشم با 6ایصفحهکرنش و 5ایصفحهتنش  لتحا در لمسائ و توصیف میانی سطح جاییجابه با پوسته

 .[2]د شونیم شعاعی، تحلیل راستای در یودعم کرنش و عمودی تنش از پوشی

 خمشی ئوریت 1-3-2

و  برشی نیروهای محوری، نیروهای بر علاوه که است بعدی دو 8تیر یک مکانیکی، دیدگاه از 7ورق   

از  و ندباش توجّه قابل هاآن خمشی سختی که ییهاپوستهکند.  تحمل تواندمی نیز را خمشی لنگرهای

                                                 
1 Membrane Theory 

2 Bending Theory 

3  String 

4
  Bending Stiffness 

5  Plane Stress 

6  Plane Strain 

7  Plate 

8  Beam 
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مقدماتی  یشوند. فرضیهمی یلتحل تئوری این با کنند، تحمل را خمشی لنگرهای بتوانند فیزیکی نظر

 فرضیات، و لوو باهمین شد داده تعمیم هاورق مورد کیرشهف درتوسط  سپس و ارائه 1توسط ناویر تیرها

 .نمود بندیصورت را خمشی تئوری

به  و نیستند کافی خمشی نیروهای آوردن دستبه برای ییتنها به تعادل معادلات کلّی، حالت در

جایی جابه با پوسته جاییجابه نیز، خمشی تئوری است. در نامعین ایستایی نظر از تهپوس دیگر، عبارتی

 -کلاسیک( را فرضیات لوو خمشی )تئوری تئوری و غشایی تئوری شود. فرضیاتمیانی توصیف می سطح

 :[2] از دعبارتن که نامندکیرشهف می

-پوسته(است  کوچک واحد، با مقایسه در میانی سطح انحنای شعاع به پوسته ضخامت نسبت .1

 ؛)نازک ی

 ؛)کوچک خیز(هستند  کوچک پوسته، ضخامت با مقایسه در خیزها .2

 پوشی است؛ چشم قابل تنش، هایمؤلفه سایر به نسبت میانی سطح بر عمود تنش یمؤلفه .3

 مستوی همچنان ل،شک تغییر و بارگذاری از پس پوسته، میانی سطح بر عمود مستوی مقاطع .4

 میانی، سطحر ب عمود کرنش یمؤلفه و برشی یهاکرنش فرض، این مانند. بامی باقی عمود و

 د.شونمی گرفته ظردرن صفر

 ضخیم یهاپوسته تئوری 1-4

 یهااستوانهدقیق  حلّ ،3(PET) بعدی دو یالاستیسیته تئوری از استفاده با (1852) 2لامه بار ینلوّا 

 ارائه را و همسانگرد همگن یماده از داخلی یکنواخت فشار تحت ثابت جدار با یمحور متقارن ضخیم

( 1930) 4گالرکین .است داشته فراوانی کاربرد مهندسی مختلف لمسائ حلّ در نیز نونتاک ، که[3]کرد

                                                 
1  Navier 

2  Lame 

3  Plane Elasticity Theory 

4  Galerkin 
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 ( با1949) 1ولاسف .دست آوردبه الاستیسیته اساسی معادلات از هاستفاد با را ضخیم یهاپوسته روابط

 2پننسکرد. گری ارائه ضخیم یهاپوستهبرای  حلیّ قابل معادلات خطی، یالاستیسیته تئوری از استفاده

 نمود مقایسه ضخیم و نازک یهاپوسته مختلف هایبا تئوری را ضخیم یاستوانه یویژه مقادیر (1960)

[4] . 

 خطی یالاستیسیتهتئوری  1-4-1

 دستبه را مجهول 15 توانمی که وجود دارد معادله 15 بعدی، سه یالاستیسیته تئوری در کلیّ طوربه

جایی( و جابه-سینماتیک )کرنش یمعادله شش تعادل )تنش(، یمعادله سه از: عبارتند معادلات آورد؛

 تنش(، متقارن ورتنش )تانس ی: شش مؤلفهزا عبارتند مجهولات و کرنش(-رفتاری )تنش یشش معادله

 جایی(. تئوریجابه جایی )بردارجابه یهمؤلف سه و کرنش( )تانسور متقارن ی کرنشمؤلفه شش

 به منجر و کندمی توصیف کامل طوربه را هاپوسته رفتاری مشخصات بعدی هرچند سه یالاستیسیته

 ناپذیرامکان هاآن کارگیریبه عملاً و باشدمی یدهپیچ بسیار آن معادلات حلّ شود ولییم دقیق حلّ

بعدی  دو یالاستیسیته تئوری و داد کاهش را بالا معادلات نتوامی ایشوندهفرضیات ساده است. با

 مقاطع کهشودمی فرض مستوی، یالاستیسیته تئوری در .برد کاربه هااستوانه برای تحلیل را )مستوی(

 بر عمود و مستوی همچنان شکل، تغییر و فشار اعمال از استوانه، پس زیمرک محور بر عمود مستوی

 رخلافا بام شودمی گرفته نظررد صفر برشی تنش و برشی حقیقت کرنش انند. درممی باقی استوانه محور

 گرفته درنظر میانی سطح جاییجابه پوسته برابر از نقطه هر جاییجابه ی نازک،هاپوسته کلاسیک تئوری

 همسانگرد و همگن یماده از محوری متقارن ثابت جدار یاستوانه رایب هرا لام تئوری د. اینوشنمی

 ضخیم یهااستوانه کلاسیک تئوری آورد. تئوری لامه به دستبه هااستوانه در تنش را توزیع و برد کاربه

 .[5] است مشهور

                                                 
1  Vlassov 

2  Greenspon 
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 بر مواد ناهمگن ایقدمهم 1-5

 مواد ناهمگن یتاریخچه 1-5-1

قبیل: مقاومت مکانیکی، مقاومت حرارتی، مقاومت ص از خوا اختیدلیل یکنوبه همسانگردمواد همگن و 

هایی در صنایع نظامی، محدودیتدر برابر خوردگی و سایش، مقاومت در برابر خزش و خستگی و ... 

اند؛ که از ان همواره در تلاش بودهمحقّقکنند. بنابراین . ایجاد میهوافضا، نفت و گاز، خودروسازی و ..

و آغاز  1940یها( در پایان دههیتی مواد مرکب )کامپوزر استفاده کنند. ایدهبرت خواصموادی جدید با 

ی ناهمساز در دیدگاه . مواد مرکب از ترکیب دو یا چند مادهدر صنایع دریایی عملی شد 1950ی دهه

ار رفت ند. این عدم سنخیتآیند، که خواص فیزیکی متفاوت و گاهی ناسازگار داروجود میکپی بهماکروس

ها از دیدگاه شود. کامپوزیتاثر بارگذاری می ها درو ایجاد گسستگی در مرز لایه واد، باعث تمرکز تنشم

ماکروسکوپی(، همگن یکروسکوپی(، ناهمگن و ناهمسانگرد هستند، اما از دیدگاه مکانیکی )متالورژی )م

 شوند.و ناهمسانگرد محسوب می

ست، که درنتیجه موجب تغییر هاآند و خواص موا هانیی مواد مرکب، تغییر ناگاشکال عمده

 ریزی شد.تدریجی خواص مواد پیی تغییر شود، لذا ایدهها میویژه در مرز لایهناگهانی رفتار مواد به

عنوان های زنده مانند استخوان وجود داشته است. بهرگانیسمختار ادر سا 1مواد با تغییرات تابعی خواص

یرونی که نیاز به مقاومت مناسبی در برابر عوامل خارجی از قبیل ضربه دارد؛ ی بلایهمثال، استخوان در 

ی درونی که کاملاً نرم شود تا لایهتدریج از سختی آن کم میحکام بیشتری برخوردار است و بهاز است

لاً کام صورتتغییرات خواص به روشد؛ تا شرایط مناسب برای جذب مواد غذایی را داشته باشد. ازاینبامی

صورت مواد که خصوصیات آن تحت یک تابع ریاضی به گونهاینشود. پیوسته و تدریجی ایجاد می

 . [6]شوند یا مواد ناهمگن، نامیده می FG، مواد کندتدریجی تغییر می

                                                 
1 Functionally graded material 
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در سازمان هوافضای ژاپن 1984نش در سال کاراو هم 1ی مواد ناهمگن توسط نینویهاولّمفهوم 

 اولّی ید آن، در این کشور شروع شد. مرحلهتول سنجیمطالعات امکان1986مطرح گردید و از سال 

 .[7] در ژاپن انجام شد 1989-1987های ( طی سالیاوری گسترش مواد متغیر تابعملی )فنّ یپروژه

 
 نمای مقطع استخوان 

 ی پیشنهادی،روژه، سه گروه: ساخت، پردازش و ارزیابی مواد همکاری داشتند. نظریهین پدر ا

رادیان حرارتی ها با مقاومت حرارتی بالا و تحمل گی جدید بود که با استفاده از سرامیکک مادهید یتول

ت تدریجی ییراه تغای کگونهمناسب و فلزات با مقاومت مکانیکی بالا و ضریب هدایت حرارتی مناسب، به

ل فضایی و نیز شرایط شات یغهی بیرونی دماماده از سرامیک به فلز انجام پذیرد تا شرایط دمایی لایه

یابی به هدف پروژه که ساخت و تی درونی شاتل ارضاء شود. پس از دسمکانیکی و جوشکاری لایه

 دود که قادر به تحمل دماهایی در ح mm10تا mm1 تضخامو  mm30سازی قطعاتی به قطرآماده

Ko2000 و اختلاف دمایی در حدود Ko 1000  ،های خود را در ان ژاپنی، نتایج پژوهشمحقّقبودند

 در اختیار همگان قرار دادند.1990ین سمپوزیوم جهانی در سالاوّل

انجام شد، که منجر به ساخت ورق مربعی  1991-1990 پن در سالی ملی ژاپروژهی دوم مرحله

 50کره به قطری فضایی و یک نیمی سفینهمت پایینی دماغهقس ه درتفادبرای اس mm300 به ابعاد 

                                                 
1 Niino 
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mm ی سفینه شد. دومین سمپوزیوم جهانی مواد متغیر تابعی در در نوک مخروطی دماغه برای استفاده

هایی از این جنس، فراگیر ویژه تحلیل سازهو به FGروی مواد  آن، مطالعات بررگزار و پس از ب1992سال 

 شد.

 باشند:هایی به شرح زیر میدارای ویژگی مگن در مقایسه با مواد همگنهاد نموا

 مقاومت زیاد در برابر گرادیان دمایی بالا. .1

 مقاومت زیاد در برابر بارهای مکانیکی بالا. .2

مواد ناهمگن، کاهش تمرکز تنش در اجسام جامد است. در ی هاترین ویژگییکی از مهم .3

های خاص هندسی، تمرکز تنش در نقاطی از جسم لد شکبسیاری از اجسام به دلیل وجو

صورت توان آثار نامطلوب تمرکز تنش را بهشود، که به کمک مواد ناهمگن میایجاد می

 گیری کاهش داد.چشم

 یا رشد ترک شود، مواد ناهمگن است. که مانع ایجاد غییر خواص مادهبهترین ترکیب برای ت .4

ی های جدا انجام شود، احتمال جداشدن لایهیهت لاصوراگر پوشش ترد بر روی مواد نرم به .5

ترد بسیار زیاد است. به کمک مواد ناهمگن، این کار با تغییرات پیوسته و تدریجی انجام 

 پذیرد.می

های مختلف آن بین لایه ناهمگن، موجب استحکامخواص در ساختار مواد تغییرات تدریجی  .6

نه و الیاف، نوعی ین ساختارهای زمیخل بتدا در مواد مرکب کامپوزیتی، اماّشود. می

که مواد کامپوزیت در عنوان مثال هنگامیکند. بهناهماهنگی در خواص مکانیکی ایجاد می

و سپس الیاف ایجاد ز زمینه و بتدا در مرند، ترک، اگیرمعرض بارهای حرارتی بالا قرار می

دلیل ناهمگن، بهر مواد . دشودها و مقاطع ضعیف داخل زمینه و الیاف منتشر میدر لایه

حالت  هاآنها و گرادیان پیوستگی در خواص مکانیکی، حرارتی و مغناطیسی، تنش

ی بین تغییرات مقایسه 2-1شکل  شوند.کنند؛ که باعث استحکام ماده میای پیدا میپیوسته

 .[7]دهد می نشانرا  خواص در مواد ایزوتروپ، کامپوزیت و ناهمگن
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 تغییرات خواص در مواد مختلف 

 ریاضی مواد ناهمگن سازیمدل 1-5-2

کند.  یصورت تدریجی و پیوسته تغییر ممطابق توضیحات داده شده، خواص مکانیکی در مواد ناهمگن به

 .[7]صورت عمده از این قرارند این توابع به

 انیتوزیع توالف( 

(1-1) 
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 ترتیببه خاصیت ماده  iX ،oXاستوانه وترتیب شعاع داخلی و خارجی به  ir ،orدر روابط فوق 

توانند خاصیت مکانیکی، حرارتی و الکتریکی از قبیل: باشد، که میداخلی و خارجی جسم می یلایهدر 

 3ی، ضریب انبساط خطی حرارت2ضریب هدایت حرارتی ،1گالینسبت پوآسون، مدول الاستیسیته، چ

تواند که ثابت ناهمگنی فقط می (1-1)ی ز رابطهاصیت است؛ جنی خاهمگدر روابط فوق ثابت ن nباشند. 

تواند اختیار مقادیر حقیقی منفی را نیز می (3-1)و  (2-1) مقادیر حقیقی مثبت را اختیار کند؛ در روابط

nد. کن نسبت شعاع به شعاع داخلی  rچنینهمی مواد همگن است، دهندهی توابع، نشاندر کلیه =0

 باشد.به داخلی مینسبت شعاع خارجی  kو

 تحقیق یپیشینه 1-6

 بیان 5-1بخش در که گونههمان مختلف، هایروش به همسانگرد و همگن ایاستوانه یهاپوسته تحلیل

 گردد،پیش برمی قرن نیم حدود به ناهمسانگرد یهااستوانه است. تحلیل طولانی نسبتاً قدمتی دارای شد،

 روی بر شدهمطالعات انجام بخش، این است. در اخیر یههد به مربوط ناهمگن یهااستوانه تحلیل ولی

 شود.می گزارش ه با موضوع پروژهبطرا رد ناهمگن و همگن یهااستوانه

 ی مستوی،الاستیسیته تئوری از استفاده با 1852 بار لامه در یناولّ برای همگن: یهااستوانه

 داخلی یکنواخت تحت فشار همسانگرد و نهمگ ثابت جدار  محوری متقارن ضخیم یهااستوانه دقیق حلّ

 جدارضخیمی هاپوسته حاکم بر روابط 1930. گالرکین در[5, 3] کرد ارائه را ایکرنش صفحه حالت در

 تئوری از با استفاده 1949در  4آورد. ولاسف دستبه الاستیسیته اساسی معادلات از استفاده با را

 1985 ن درمیرسکی و هرماکرد.  ارائه ضخیم یهاپوسته برای حلّ  قابل معادلات خطی، یالاستیسیته

                                                 
1 Density 

2 Heat Conduction Coefficient 

3 Thermal Linear Expansion Coefficient 

4 Vlassov 
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 کردند ارائه را ضخیم ایاستوانه یهاپوستهتحلیل  ،اولّ یمرتبه برشی لکش تغییر تئوری کارگیریبه با

 و نازک یهاپوسته مختلف هایتئوری پن بارا گرینس ضخیم یاستوانه یویژه مقادیر 1960. در[8]

-میرسکی تئوری کارگیریبه با 1973 در 1زیو و پرل .[4] نمود مقایسه یکدیگر با و محاسبه ضخیم،

  . [9] آوردند دستبه را بلندنیمه یهااستوانه پاسخ ارتعاشی محدود، تفاضل عددی روش و هرمان

در  2، فوکویی و یاماناکا1990در  FGMجهانی سمپوزیوم یناوّل از پس ناهمگن: یهااستوانه

-صفحه کرنش در حالت را خلیاد فشار تحت FGM جدارضخیم هایلوله بر محاک الاستیک روابط 1992

 1990در سال  .[10] حل کردند کوتا-رانگ عددی روش به را هاآن و استخراج لامه معادلات کمک به ای

که یک سطح آن، تحت دمای ثابت و در - تروپیک همگنارتو یهااستوانههای حرارتی گذرا در تنش

و  3. آشیدا[11] توسط کاردوماتس مطالعه گردید -باشدمی جاییجابهسطح دیگر آن انتقال حرارت 

گرد عرضی ته گذرا برای جامدهای همسانیعمومی ترموالاستیستکنیک حلّ  1993همکاران در سال 

 استوانه در را پایدار حرارتی هایتنش 1994و نودا در  . اُباتا[12] ارائه کردند ایاستوانهرا در مختصات 

 ارتعاشات 1999در  4. لوی و ردی[13] آوردند دستبه را بهینه یماده و استخراج  FGMتوخالی یکره و

 روش کمک به را هاآن و استخراج کیرشهف-لوو تئوری از استفاده با را FGM ایاستوانهنازک  یهاپوسته

 M FGتوخالی یاستوانه یک بر کمحا معادلات 1999در  5انهورگان و چ .[14] حل کردند ریتز-ریلی

 .[15] آوردند دستبه را تنش توزیع و استخراج لامه معادلات کمک به ایصفحه حالت کرنش در را

. اوباتا و همکاران [16] کردند بررسی  FGMاردوّ دیسک یک در را هاتنش روش، ینمه با 1999در  ایشان

 دندبعدی را تحلیل کرتحت توزیع دمای گذرای دو FG جدارضخیم یهای حرارتی برای استوانهتنش

                                                 
1 Ziv & Perl 

2 Fukui & Yamanaka 

3 Ashida 

4 Loy & Reddy 

5 Horgan & Chan 
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مگن را تابع خطی نسبت به شعاع درنظر گرفتند و ی ناههای مادهو همکاران ویژگی 1. زیمرمن[17]

 حلّ دقیق  2001توتونچو در  .[18]صورت یک بعدی ارائه دادند را به FG یهااستوانهحل تحلیلی 

 داخلی فشار یکنواخت تحت الاستیسیته مدول توانی توزیع با  FGMثابت جدار کروی و ایاستوانه مخازن

 توزیع و خراجاست تئوری لامه کمک به ایصفحه کرنش حالت در را استوانه معادلات کردند. ایشان ارائه را

 تنش نمودار و ایشان، رابطه یمقاله آورد. در دستبه مشخصه معادله مثبت هایریشه ازایبه را تنش

 است شده نیز استفاده پسین هایپژوهش از برخی در که است اشتباه شعاعی تنش نمودار و محیطی

 تحت  FGMی توخالیاستوانه یک در حرارتی و مکانیکی هایتنش 2002 در همکاران و . جبّاری[19]

ترا در ادست آوردند. ولِ و ببه را [21] حرارتی نامتقارن بارهای تحت 2003 در و  [20]ن متقار بارهای

ات ماده در جهت که خصوصی- FGبعدی در ورق مستطیلی های حرارتی گذرای سهتنش 2003سال 

انیکی . لیو و همکاران تحلیل رفتار ترمومک[22] را تحلیل کردند -ضخامت، با سری تیلور بیان می شود

باشد، ارائه که استوانه شامل تعداد زیادی استوانه همگن میرا با فرض این FG جدارضخیم یاستوانه

توسط  FG جدارضخیمی بعدی برای کره حالت یکهای مکانیکی و در . حل عمومی تنش[23] ردندک

 با FGMتوخالی یاستوانه دقیق حلّ 2006در  2شای وژیانگ  .[24]د اسلامی و همکاران ارائه ش

 همکاران . ژیفای و[25] کردند ارائه همگن را هایلایه با شعاعی راستای یانگ در مدول نمایی تغییرات

 روش با را FGMی استوانه خطی، و توانی صورتبه الاستیسیته مدول گرفتن تغییرات درنظر با 2007 در

 بردندپی نامبرده یمقاله اشتباه به و درنتیجه مقایسه [19] با حلّ توتونچو و تحلیل کردن، ایلایه چند

 مدول توزیع نمایی با ایصفحه کرنش حالت در را  FGM یستوانهاتحلیل  2007 در 3توتونچو .[26]

 FGاز مواد  شدهتشکیلتوخالی  یهااستوانهمکانیکی تحلیل ترمو  2008در  4شاو. [27] کرد ارائه یانگ،

                                                 
1 Zimmerman 

2 Hongjun & Zhifei 

3 Tutuncu 

4 Shao 
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ای مکانیکی و افزایش خطی دمای مرزی را با انتقال معادلات هی خواص تحت باربا تغییرات نمای

. توتونچو [28] ها انجام داداستفاده از روش حل به کمک سریی لاپلاس و دیفرانسیل حاکم به حوزه

 FGMی توخالی و کرهمربوط به دیسک، استوانه  و مقادیر تنش جاییجابهنیز توزیع میدان  2009در 

 یالاستیسیتهبا تغییرات نمایی و توانی خواصّ ماده در راستای شعاع تحت فشار داخلی را توسط تئوری 

-تنش بعدییکنژاد و رحیمی حلّ مانیز 2009. در سال [29] تعیین نمود 1مستوی و روش تابع متممّ

نژاد و قناّد در . زمانی[30] تحت فشار را ارائه کردند FGمدوّر جدارضخیم  یاستوانههای حرارتی در 

  FGM جدارضخیمی هاپوستهتحلیل تانسوری، رفتار  براساسبعدی سه ی دستگاه معادلاتبا ارائه 2009

 . قنّاد[31] ا بررسی کردندالنهّاری ربا انحنای دلخواه و ضخامت متغیر در راستای نصف حاصل از دوران

 یالاستیسیته تئوری یبرمبنا را  FGM ضخیم جدار یهااستوانه عمومی حلّ 2010 در همکاران و

-استوانه و ایصفحهکرنش ای،صفحهتنش در شرایط مختلط و مضاعف حقیقی، هایریشه ازای به مستوی

 تئوری برمبنای را FGM ضخیم جدار یهااستوانه عمومی حلّ 2011 در نیشا. ا[32] کردند ارائه بسته ی

و  . پنگ[33] نمودندمقایسه  مستوی یالاستیسیته تئوری حلّ با را آن نتایج و ارائه برشی، شکل تغییر

. [34] را تحلیل کردند FG ر چرخانهای مدوّهای حرارتی در دیسکی تنشمسأله 2010در سال   2لی

 یتوانهسااثر ناهمگنی را بر روی رفتار الکتریکی، حرارتی و مکانیکی یک  2011قربانپور و همکاران در 

با تغییرات توانی خواص تحت فشار داخلی و خارجی بررسی و معادلات  FGPM3 جدارضخیمچرخان 

حل عمومی پاسخ گذرای  2013اد و افشین در سال نژزمانی. [35] اصل را برای این استوانه حل کردندح

 .[36] دست آوردندتحت شرایط مرزی عمومی را به جدارضخیم ایاستوانهی هاپوستهترموالاستیک 

 

                                                 
1
 Complementary Function  

2 Peng & Li 

3 Functionally Graded Porous Materials   
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 فشاریجازنی  1-6-1

ای، صنایع غذایی، صنایع نظامی، نفت، های هستهمخازن تحت فشار کاربردهای مختلفی در نیروگاه

نیاز روز افزون صنایع باعث تمرکز مهندسین بر روی این این  ودارند  1و گازهای فشردهحمل سوخت 

از مواد محققان  ینهبه یها و استفادهبخش از طراحی مهندسی شده است. از طرفی لزوم کاهش قیمت

پلاستیک  -مرسوم الاستیک نکرده و رهیافت الاستیک هایروشرا بر آن داشت که خود را محدود به 

یکی  2جازنیقرار دهند. عملیات  توجّهسازد مورد ی مؤثرتر از مواد موجود را امکان پذیر میکه استفاده

های جنگی و ادوات نظامی در توپتر بیشتحت فشار بوده که  مخازنقدیمی برای تقویت  هایروشاز 

 گیرد.مورد استفاده قرار می

های پرس هیدرولیک و فورجینگ، ای در دستگاهکاربردهای گسترده شدهجازنی هایاستوانه

 مخازنبرای افزایش ظرفیت  سازی گاز و... دارند.خیرهذای، و هسته ینیروگاه برق، نیروگاه شیمیای

 یاستوانهاند تا به شکل با تفاوت مختلف قطری با یکدیگر منقبض شده نهتوااس چند ، دو یاضخیمجدار

در کاربردهای جهان واقعی منجر  شدهجازنیهای استوانهیند ساخت و مونتاژ ادر بیایند. فر شدهجازنی

شود که  توجّههای پسماند ممکن است قابل شود. مقدار این تنشهای پسماند میبه تولید مقداری تنش

-های محیطی گسترشتوانند با تنشهای پسماند میتواند نادیده گرفته شود. این تنشصورت نمی نآ رد

دست آید. توسط در سیلندر به ،محیطی تنش بیشینهشوند و مقدار  دلیل فشار داخلی جمعیافته به

و وزن  دادندپیشنهاد  را شدهجازنیی استوانهسازی دو فلزی بهینه 2006در  [37]مجذوبی و همکاران 

های انقباضی تلرانس ها ومتغیرها، شعاع .برای یک فشار خاص به حداقل رسیده بود شدهجازنی یاستوانه

استفاده سازی برای شبیه nsysAمحدود  المان افزارو از نرم سازیبرای بهینه sqp3از تکنیک  هاآنبودند. 

تر تر و ارزانرا تا حدی با فشار پایین، مواد سبک مخازنتوانند فشار بالای نتیجه گرفتند که می کردند و

                                                 
1 Compact natural gas 

2 Shrink fit 

3 Sequential Quadratic Programming 
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( یک sqpنویسی درجه دوم متوالی )را کاهش دهند. برنامهمخازن های ین کنند تا وزن و هزینهزجایگ

سازی زیر مسأله  حل هه از بهینیک دنبال sqp هایروش. سازی غیرخطی استروش تکراری برای بهینه

ها بهینه کند. توسط پاتیل در سازی محدودیتکند، که یک مدل درجه دو  موضوع هدف برای خطیمی

تلرانس انقباضی قطر بیرونی و  ،فصل مشترک ارائه شده و در شدهجازنییه های دو لااستوانه 2005

 .[38] حداقل برسدبه  لایه دو یشدهجازنیی استوانهبهینه شده بود تا حجم 

 شدهجازنی یاستوانه 1-6-2

ی حل الاستیک و به کمک تئوری نیروها، توزیع بر پایه 1994 در 1، سینگجازنیدر مورد فرایند 

تعیین نمود. توانه سابرای یک مخزن نازک و به ازای پارامترهای مختلف  را های طولی و مماسیتنش

. آوردند دستبه شدهجازنیتنش و تغییرشکل را برای یک دیسک نازک  1983در  نیز 2و لانس گامر

ها صورت تابعی از میزان تداخل شعاعبه ایصفحهرا در حالت تنش  استوانه فشار در مرز بین دو هاآن

وارد  هااستوانهگرفته تا درنظربزرگ ی کافی مقدار تداخل شعاعی را به اندازه ها. آنمشخص نمودند

ها در یک تغییرشکل توزیع تنش و 2005در و همکاران  3. توسط اوزل[39] ی پلاستیک شوندناحیه

محوری، به ت و توپی در روش جازدن های مختلف شفگرفتن شکلدرنظرو با  4یاتصال شفت و توپ

نشان دادند که روابط لامه  هاآن. صورت استاتیکی مورد بررسی قرارگرفتمحدود و به المانکمک حل 

خصوصاً در نقاط ابتدایی و انتهایی اتصال قابل قبول نیست، چرا که بسته به شرایط  در تعیین توزیع تنش

نشان دادند که  چنینهمد. ی پلاستیک نیز بشوحیهدر این نقاط، وارد نا هندسی ممکن است تنش

ت چشمگیری داشته و ممکن است تا حد پلاستیک ی تماس هر نقطه، تغییراین لحظهاولّمقادیر تنش در 

ها داخل استوانههای پسماند ناشی از جازدن های چندجداره، تنشمادهّ نیز برود. در مخازن یا لوله

                                                 
1 Singh 

2 Gamer & Lance 

3 Ozel 

4 Hub 
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تأثیر این فرایند را بروی یک مخزن  [41]. کلالی [40] شوندزن مییکدیگر، باعث افزایش ظرفیت مخا

این بررسی را  اورد. آودسترا برحسب معیار تنش معادل ترسکا به دولایه بررسی کرده و شعاع بهینه

بیشتر نیز تعمیم داده و روابط حاکم را تعیین نمود. تا کنون تحقیقاتی در  ییهلابرای مخازن با تعداد 

عنوان مثال انجام شده است. بهجازنی مختلف فرایند  هایروشدی در مورد برخی از پارامترهای کاربر

با روش اجزای محدود، روش بهینه برای جازدن گرمایی در  2007در سال  [42]و همکارانش  1کیم

سازی وزن بهینه  2006در قمی مجذوبی وتقال قدرت خودرو تعیین نمودند. اتصالات مربوط به اجزای ان

یک مخزن دولایه تحت فشار کاری خاص را براساس شعاع مرز و مقدار تداخل شعاعی انجام داده و با 

تواند می جازنینشان دادند که فرایند  هاآن .[37] محدود و آزمایشگاهی مقایسه نمودند المان هایروش

نشان دادند  چنینهماظر آن کاهش دهد. متن یلایهدرصد وزن مخزن تک  60وزن مخازن فولادی را تا 

داخلی  که با افزایش فشار کاری، میزان تداخل شعاعی در حل بهینه، افزایش یافته و شعاع مرز به شعاع

این مطلب بوده که  هاآنسازی شده در بهینهگرفتهدرنظرترین قیدهای شود. یکی از مهمنزدیکتر می

، کوچکتر مساوی تنش تسلیم ماده باشد. این مطلب در ستوانهاهای داخلی دو های معادل در شعاعتنش

. طبق نتایج [43] به روش آزمایشگاهی بررسی شده است  2004و همکاران در  ی دیگر مجذوبیمقاله

های داخلی هر دو مخزن را به حد آن تحقیق، فشار در مرز دو سیلندر بایستی در حدی باشد که شعاع

به روش آزمایشگاهی، شعاع مرز بهینه را برای تحمل بیشتر فشار ترکیدن  هاآنلاستیک خود برساند. پ

 2بنگری و مکدند. أیید نمومحدود ت المانتعیین نموده و با حل  ،نمونه 30مخزن دولایه با بررسی 

سازی فرایند شبیه .[44] اندپلاستیک پرداخته-از دیدگاه الاستیک جازنیبه بررسی فرایند  1994در

 توجهّمحدود نیز مورد  المانافزارهای ، در نرم3عبور ماندرل وو یک شفت  استوانهیک  ،استوانهجازدن دو 

 .[47-45] های اخیر بوده استبسیاری از محققان در سال

                                                 
1 Kim 

2 Belgtri & mack 

3 Mandrel 
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 بندیجمع 1-7

 از مسأله که ایگونهبه ثابت و فشار یکنواخت جدار با ناهمگن و همگن یمضخ یهااستوانه تحلیل برای

. به دلیل  کرد استفاده ی مستویالاستیسیته تئوری از توانمی نشود، خارج بعدی دو یالاستیسیته حالت

 اینکه تاکنون حلّ تحلیلی توجهّو با  هاآنی دهندهی تشکیلماده چنینهمو  هاپوستهتحلیل  اهمیّت

 گذاری فشاری و چرخشی در تحت بار  FGMهمگن و ناهمگن  یلایهدو  شدهجازنی یهااستوانهبرای 

ی حلّ تحلیلی برای رائهارائه نشده است، در این پژوهش با ا زمانهم طوربه ایصفحهت تنشحال

با نتایج حلّ  حاصل از حلّ تحلیلی ی بین نتایجامقایسه ،جدارضخیم یلایهدو  ایاستوانهی هاپوسته

 صحت نتایج صورت پذیرفته است.بررسی عددی به منظور 

 شدهانجام مطالعات ،ضخیم و نازک یهاپوسته تئوری مرور ضمن این پژوهش، اوّلفصل  ابتدا در

 تغییرات با مواد چنینهم .است ارائه شده دو لایه یهااستوانهو جازنی  ایاستوانهی هاپوستهخصوص  در

شوند. فصل دومّ شامل استخراج بیان می هاآنهای ضمن تعریف تاریخچه و ویژگی (FGM)خواص  تابعی

ی با استفاده از تئوری الاستیسیته مستوی برای ماده دو لایه یشدهجازنی یهااستوانهمعادلات حاکم بر 

موردی،  یمطالعهباشد. سپس روش حلّ معادلات نهایی بیان و با انجام می تحت بارگذاری فشاریهمگن 

-آورده شده است. به ایصفحهبرای حالت تنش جاییجابههای مربوط به توزیع تنش و نتایج و نمودار

شده مورد نظر نیز ارائه  یاستوانهعددی  سازیمدلمنظور بررسی صحت نتایج حاصل از حلّ تحلیلی، 

عادلات حاکم بر صل سومّ شامل استخراج مشده است. ف یکدیگر مقایسهو نتایج دو روش حل با 

ت با تغییرا FGMی استفاده از تئوری الاستیسیته مستوی برای ماده بادو لایه  یشدهجازنی یهااستوانه

 یمطالعهباشد. سپس روش حلّ معادلات نهایی بیان و با انجام می توانی خواص تحت بارگذاری  فشاری

آورده شده  ایصفحهبرای حالت تنش ییجاجابههای مربوط به توزیع تنش و موردی، نتایج و نمودار

مورد نظر نیز  یاستوانهعددی  سازیمدلبررسی صحت نتایج حاصل از حلّ تحلیلی، منظور است. به

در فصل چهارم برای تحلیل الاستیک شده است.  ارائه شده و نتایج دو روش حل با یکدیگر مقایسه

استخراج معادلات دیفرانسیل حاکم بر  ن، باچرخا یلایهدو  یشدهجازنی ایاستوانهی هاپوسته
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تئوری ی برمبناهمگن ناهمگن و از مواد  شدهتشکیلحوری متقارن م یلایهدو  یشدهجازنی یهااستوانه

تحت بارگذاری دورانی  شدهجازنی ایاستوانهی هاپوستهی حلّ عمومی مستوی، ضمن ارائه یالاستیسیته

چرخان  یشدهجازنی یهااستوانهموردی برای  یمطالعه صورتبه جاییجابهو فشاری، توزیع تنش و 

تحت فشار یکنواخت داخلی ارائه شده است. سپس نتایج حاصل از حلّ تحلیلی به کمک تئوری 

نهایی و  بندیجمع، گیرینتیجه مستوی با نتایج حاصل از حلّ عددی مقایسه شده است. یالاستیسیته

 انجام شده است. پنجمفصل  ها دری پیشنهادارائه
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با دو  شدهجازنی یهااستوانهحلّ تحلیلی  :2 فصل

 یفشارهمگن تحت بارگذاری  یلایه

  



24 

 مقدمه 2-1

ای برخوردار ویژه اهمیّتاز  ضخیمی جدار هاپوستهی مورد استفاده در صنعت، هاپوستهاز میان انواع 

ی توپ و نندهکهای پرتاپحت فشار، لولهخازن تتوان به تولید ممی هاآنهستند. از جمله کاربردهای 

تغییرات در این همواره به دنبال ایجاد تجهیزات نظامی و فضایی دیگر اشاره کرد. لذا محققان از بسیاری 

ها افزایش داده و تا حد امکان از وزن برابر انواع بارگذاریدر را  هاآنومت ااند تا بتوانند مقها بودهسازه

بیشتری را تحمل  فشار داخلی این است که شوددنبال می هااستوانهدر  هدافی کهاز ایکی  .بکاهند هاآن

و یا بدون افزایش ضخامت، جنس مورد نظر را  توان ضخامت جداره را زیادمی ند و برای این مهمنک

ر راه همین خاطبه. گرددها میافزایش هزینه ها سبباستفاده از هر دوی این روشکه  تر کردمرغوب

در جدار داخلی خیلی  تنشکه به این توجّهبا » کند که:این راه حل بیان می است. هشدحل سومی ارائه 

 یلایهتر نسبت به بهتر است لایه داخلی را از یک جنس مرغوب است؛ جدار خارجی در تنشبیشتر از 

سازد نس مرغوب میا از جکند و نه کل استوانه رخارجی بسازیم و چون این روش نه ضخامت را زیاد می

 «.آمدپیش شدهجازنی یهااستوانهمورد قبول واقع شد، که در نتیجه بحث 

 روابط اساسی 2-2

این مجهولات در مجهول وجود دارند.  15 ، در محاسباتای تنش و کرنشتانسورهبودن علّت متقارنبه

 عبارتند از: ایاستوانهدستگاه مختصات 

(2-1) 

 

[σ̃] = [

σr τrθ τrx
τrθ σθ τθx
τrx τθx σx

]

 

(2-2) [ε̃] =

[
 
 
 εr

γrθ
2⁄

γrx
2⁄

γrθ εθ
γθx

2⁄
γrx

2⁄
γθx

2⁄ εx ]
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(2-3) (u⃗ ) = (

ur
uθ
ux
) 

 مجهول، پانزده معادله را در سه گروه معادلات تعادل، روابط سینماتیک و روابط 15برای حلّ این 

گرفته شده؛ به بیان  درنظربه آن که خواص مکانیکی مواد ثابت  توجهّدر ادامه با  وجود دارد.ری ساختا

 .شودپرداخته می ایاستوانهمعادلات حاکم در دستگاه مختصات 

 شمعادلات تعادل تن 2-2-1

 :زیر است صورتبهی حرکت در حالت کلی معادله

(2-4) 
 

div σ̃ + ρb⃗ = ρa⃗ 

 

بردار شتاب است. در حالت سکون یا حرکت با   𝑎یروی حجمی و ار نبرد  �⃗�چگالی،  𝜌 که در آن 

 مطابق زیر خواهد شد.ی تعادل تنش سرعت ثابت، بردار شتاب صفر بوده و معادله

(2-5) div σ̃ + ρb⃗ = 0⃗ 

 

,r) ایاستوانهی فوق در دستگاه مختصات با بسط رابطه θ, x)شود.، سه معادله حاصل می 

(2-6) 

{
 
 

 
 
∂σr
∂r

+
1

r

∂τrθ
∂θ

+
∂τrx
∂x

+
1

r
(σr − σθ) + ρbr = 0

∂τrθ
∂r

+
1

r

∂σθ
∂θ

+
∂τθx
∂x

+
2

r
τrθ + ρbθ = 0           

∂τrx
∂r

+
1

r

∂τθx
∂θ

+
∂σx
∂x

+
1

r
τrx + ρbx = 0           

 

 (جاییجابه-روابط سینماتیک )روابط کرنش 2-2-2

 شود:بیان میزیر  صورتبهک ی سینماتیادلهی، معدر حالت کل

(2-7) ε̃ =
1

2
[(∇⃗⃗ u⃗ ) + (∇⃗⃗ u⃗ )

T
] 
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 شود.حاصل میی زیر ی، شش معادلهاهاندر دستگاه مختصات استو گذاریجای که با 

(2-8) 

{
 
 

 
  εr =

∂ur
∂r
                  

εθ =
1

r

∂uθ
∂θ

+
ur
r
   

εx =
∂ux
∂x
                

  ,   

{
 
 

 
 γrθ =

1

r

∂ur
∂θ

+
∂uθ
∂r

−
uθ
r

γθx =
∂uθ
∂x

+
1

r

∂ux
∂θ
         

γrx =
∂ux
∂r

+
∂ur
∂x
             

 

 کرنش(-روابط ساختاری )روابط تنش 2-2-3

خطی و الاستیک  دموا برایهای تنش و کرنش است که ی حل باقیمانده، روابط بین مؤلفهشش معادله

 شود:بیان میزیر  صورتبهی همسانگرد، در حالت کل

(2-9) σ̃ = 2με̃ + λĨtr(ε̃) 

(2-10) ε̃ =
1

2μ
[σ̃ −

λ

3λ + 2μ
Ĩ  tr(σ̃)] 

 باشند.بعی از خواص مکانیکی مادهّ میهای لامه بوده و خود تاثابت λو    μ هاآنکه در 

(2-11) 

{
 

 μ =
E

2(1 + υ)
             

λ =
ν E

(1 + ν)(1 − 2ν)

 

 شود:روابط زیر حاصل می ایاستوانههای مختصات ساختاری در قالب مؤلفهبا بیان معادلات 

(2-12) 

{
 
 

 
 
σr = 2μεr + λ(εr + εθ + εx)

σθ = 2μεθ + λ(εr + εθ + εx)

σx = 2μεx + λ(εr + εθ + εx)
τrθ = μγrθ                                  
τθx = μγθx                                 
τrx = μγrx                                                

 

(2-13) 

{
  
 

  
 εr =

1

2μ
[σr −

λ

3λ + 2μ
(σr + σθ + σx)]

εθ =
1

2μ
[σθ −

λ

3λ + 2μ
(σr + σθ + σx)]

εx =
1

2μ
[σx −

λ

3λ + 2μ
(σr + σθ + σx)]

  ,   

{
 
 

 
 γrθ =

τrθ
μ

γθx =
τθx
μ

γrx =
τrx
μ

 

 



27 

 1مسائل متقارن محوری 2-2-4

ت به یک محور ها، شرایط مرزی و خواص مادهّ در تمامی زوایا نسبدر مسائلی که هندسه، بارگذاری

ه کمک مسأل ترشدن حلّبوده که این امر به سادهتغییری نداشته باشند؛ شرایط تقارن محوری برقرار 

 کند.می

. شرایط مرزی متقارن بوده و جدار ثابت هستند یهااستوانه ،ی مورد نظردر این تحقیق، هندسه

. علاوه بر آن، تمامی خواص، در شودمتقارن اعمال می صورتبهدر راستای شعاعی و بارگذاری تنها 

 ین خواهیم داشت:نابرااستوانه ثابتند. لذا شرط تقارن محوری برقرار است. ب محیطیراستای 

(2-14) 
∂(  )

∂θ
= 0  , uθ = 0 or const. 

 داریم: (12-2)ز و استفاده ا (8-2) یبا اعمال این تغییرات در رابطه

(2-15) {
γrθ = γθx = 0
τrθ = τθx = 0

 

نماتیک هش یافته و معادلات تعادل تنش، روابط سیدد کاع 10در این صورت تعداد مجهولات به 

 شوند:زیر بازنویسی می صورتبه ترتیببه ساختاری و روابط 

(2-16) {

∂σr
∂r

+
∂τrx
∂x

+
1

r
(σr − σθ) + ρbr = 0

∂τrx
∂r

+
∂σx
∂x

+
1

r
τrx + ρbx = 0            

 

(2-17) 

{
 
 
 

 
 
 εr =

∂ur
∂r
              

εθ =
ur
r
                 

εx =
∂ux
∂x
              

γrx =
∂ur
∂x

+
∂ux
∂r

 

                                                 
1 Axisymmetric 
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(2-18) {

σr = 2μεr + λ(εr + εθ + εx)

σθ = 2μεθ + λ(εr + εθ + εx)

σx = 2μεx + λ(εr + εθ + εx)
τrx = μγrx                                  

 

(2-19) 

{
 
 
 
 

 
 
 
 εr =

1

2μ
[σr −

λ

3λ + 2μ
(σr + σθ + σx)]

εθ =
1

2μ
[σθ −

λ

3λ + 2μ
(σr + σθ + σx)]

εx =
1

2μ
[σx −

λ

3λ + 2μ
(σr + σθ + σx)]

γrx =
τrx
μ
                                                        

   

  حل نخواهد شد . اما هچنان معادلاتپیدا کرده استه عدد کاهش به د تا اینجا تعداد مجهولات

 .شوداستفاده می مستوی یتئوری الاستیسیته ازلذا  آیند.دست نمیبهو مجهولات 

 (PET)مستوی  یالاستیسیتهتئوری  2-2-5

یر شود که مقاطع مستوی عمود بر محور مرکزی استوانه، پس از بارگذاری و تغیاین تئوری فرض میدر 

شده نسبت به های ایجاد مانند. تغییر شکلمیمستوی و عمود بر محور مرکزی باقی  همچنانل شک

شعاعی  جاییجابهکند، علاوه بر آن محور متقارن بوده و مقدارشان در امتداد طول استوانه تغییر نمی

. در شودگرفته می رنظدرر فص 𝜏𝑟𝑥تنش برشی و   𝛾𝑟𝑥تنها تابع شعاع استوانه است. لذا کرنش برشی 

های اصلی های عمودی، همان تنشرهای اصلی و تنش، همان محوایاستوانهنتیجه محورهای دستگاه 

 باشد.تنش و کرنش طولی در راستای طول استوانه می هستند. از دیگر نتایج این تئوری، ثابت ماندن

(2-20) {

γrx = 0  , τrx = 0     
∂σx
∂x

= 0  ,   
∂εx
∂x

= 0
 

-2) مستوی؛ معادلات یالاستیسیتهشرایط تقارن محوری و استفاده از تئوری  درنظرگرفتنلذا با 

 شوند.بازنویسی می (24-2)تا  (21-2)روابط  صورتبه ترتیببه  (19-2)تا  (16

(2-21) 
∂σr
∂r

+
1

r
(σr − σθ) + ρbr = 0 
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(2-22) 

{
 
 

 
 εr =

dur
dr

εθ =
ur
r
  

εx =
dux
dx

 

(2-23) {

σr = 2μεr + λ(εr + εθ + εx)

σθ = 2μεθ + λ(εr + εθ + εx)

σx = 2μεx + λ(εr + εθ + εx)
 

(2-24) 

{
  
 

  
 εr =

1

2μ
[σr −

λ

3λ + 2μ
(σr + σθ + σx)]

εθ =
1

2μ
[σθ −

λ

3λ + 2μ
(σr + σθ + σx)]

εx =
1

2μ
[σx −

λ

3λ + 2μ
(σr + σθ + σx)]

 

 توان بدین صورت نیز نمایش داد:کرنش را می-روابط تنش

(2-25) {
σr
σθ
} = E(r) [

A B
B A

] {
εr
εθ
} 

(2-26) σx = β(σr + σθ) 

 .شوندبه شرایط انتهای استوانه تعیین می توجهّبا  𝛽و  A ،B هاثابت

 (ایصفحهتوانه با دو سر باز )تنش اس 2-2-6

(2-27) 

{
 
 

 
 A =

1

1 − ν2

B =
ν

1 − ν2

β = 0          

 

 (ایصفحهاستوانه با دو سر بسته )کرنش  2-2-7

(2-28) 

{
 
 

 
 A =

1 − ν

(1 + ν)(1 − 2ν)

B =
ν

(1 + ν)(1 − 2ν)
β = ν                            
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 تنش مؤثر  2-2-8

 1میزسفنتئوری تسلیم مؤثر برمبنای نتایج، تنش  یمقایسهو در تحقیق پیش رو به منظور تحلیل 

افتد که، در آمده است. طبق این تئوری، نارسایی در اثر تسلیم وقتی در یک جسم اتفاق میدستبه

ی انرژی تغییر شکل در دانسیتهتنش کلی برابر ل در حالت ییر شکانرژی تغای از جسم، دانسیته نقطه

زمایش برای اجسام نرم داشته و به آزمایش کشش ساده گردد. این معیار هماهنگی خوبی با نتایج آ

 همین علت در طراحی کاربرد زیادی دارد.

 باشد:می زیر صورتبهاصلی های این معیار برحسب تنش

(2-29) (σ1 − σ2)
2 + (σ2 − σ3)

2 + (σ3 − σ1)
2 = 2σM

2  

 همگن تحت فشار یهااستوانهتحلیل  2-3

همسانگرد و همگن به شعاع  یلایهدو  ضخیمجدار  یاستوانهی مورد بررسی در این بخش، هندسه

های و فشارباشد. بارگذاری تنها از نوع فشاری بوده می 𝑟𝑚و شعاع مشترک  𝑟𝑜و شعاع خارجی  𝑟𝑖داخلی 

 .(1-2شکل ) دشومشخص می 𝑝𝑖 با داخلی سطحوارد بر 

                                                 
1. Von Mises 
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 همگن تحت فشار داخلی یلایهدو  جدارضخیم یاستوانهمقطع  

 همگن تحت فشار داخلی یلایهدو  یهااستوانهحل الاستیک  2-3-1

برای  زیر صورتبه (21-2)ی تعادل ته باشند؛ معادلهنداش در حالتی که نیروهای حجمی در مسأله وجود

 شود:نوشته می هر لایه

(2-30) 
dσr
dr

+
1

r
(σr − σθ) = 0 

و  (30-2)ی تعادل در معادله (25-2)ی از رابطههای شعاعی و محیطی تنش گذاریجای با 

 .آیددست میبه جاییجابه برحسب حاکم بر استوانه دیفرانسیل ی، معادله(22-2) استفاده از چنینهم

(2-31) r2  
d2u

dr
 + r 

du

dr
− u = 0 
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(2-32) ur(r) = C1r +
C2
r

 

 باشد:زیر می صورتبه ی و خارجیداخل یاستوانهشعاعی برای  جاییجابهبنابراین 

(2-33) {
uri(r) = c1ir +

c2i
r

uro(r) = c1hr +
c2h
r

 

 یلایهی برای طمحی های شعاعی وتوزیع تنش (33-2)و  (22-2) ،(25-2)به روابط  توجهّبا 

 آید.در می (35-2)و  (34-2)روابط  صورتبه ترتیببه  داخلی و خارجی

(2-34) {
σr = Ei(A(c1i −

c2i
r2
) + B(c1i +

c2i
r2
))

σθ = Ei(B(c1i −
c2i
r2
) + A(c1i +

c2i
r2
))

 

(2-35) {
σr = Eo(A(c1h −

c2h
r2
) + B(c1h +

c2h
r2
))

σθ = Eo(B(c1h −
c2h
r2
) + A(c1h +

c2h
r2
))

 

که  شود. از آنجااز شرایط مرزی استفاده می 𝑐2ℎو  𝑐1𝑖 ،𝑐2𝑖 ،𝑐1ℎهای ی ثابتمحاسبهبه منظور 

 در اختیار داریم؛  جاییجابهین شرایط را برای تنش شعاعی و ا

(2-36) r = a → (σr(r))i = −pi 

(2-37) r = c → (σr(r))i = (σr)o 

(2-38) r = c → u(r)o − u(r)i = δ 

(2-39) r = b → (σr(r))o = 0 

 داریم: (39-2)تا  (36-2)در شرایط مرزی  (35-2)و  (34-2)، (33-2) گذاریجای با 

(2-40) Ei(A(c1i −
c2i
a2
) + B(c1i +

c2i
a2
)) = −pi 

(2-41) Ei (A (c1i −
c2i
c2
) + B (c1i +

c2i
c2
)) 
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                  = Eo(A(c1h −
c2h
c2
−) + B(c1h +

c2h
c2
)) 

(2-42) c1hc +
c2h
c
− c1ic −

c2i
c
= δ 

(2-43) Eo(A(c1h −
c2h
b2
) + B(c1h +

c2h
b2
)) = 0 

زیر ماتریسی  صورتبه را (43-2)تا  (40-2)روابط  ،های مجهولآوردن ثابتدستبهاکنون برای 

 داریم:

(2-44) 
[
 
 
 
 
 
 
 (A + B)Ei

(B − A)Ei
a2

0 0

(A + B)Ei
(B − A)Ei

c2
−Eo(A + B) −

Eo
c2
(B − A)

−c −
1

c
c

1

c

0 0 Eo(A + B)
Eo
b2
(B − A) ]

 
 
 
 
 
 
 

∗ {

c1i
c2i
c1h

c2h

}

= {

−pi
0
δ

0

} 

 آید.دست میهای مجهول بهثابت (44-2)ی از رابطه

 همگن تحت فشار داخلی یدو لایه یهااستوانهحلّ عددی  2-3-2

 Abaqusر افزانرم سازیمدلدر این پایان نامه، حلّ عددی با استفاده از روش اجزای محدود و به کمک 

 1ایمحوری هشت گرهی متقارن هاالمان، از هااستوانهبندی المانبه منظور  .ه استصورت گرفت .16.14

CAX8R  به  ایصفحهو در شرایط تنش و کرنش  هاپوستهدر تحلیل  الماناستفاده شده است. این

تبدیل  C3D20R  نالماداخلی به  صورتبهبالا بردن سرعت تحلیل،  چنینهمدقت و منظور افزایش 

یابد که درجات آزادی شود. به هر گره دستگاه مختصاتی با دو راستای شعاعی و طولی اختصاص میمی

 کنند.آن را مشخص می

                                                 
1 Node 
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irشعاع داخلیهمگن به  یشدهجازنی یلایهدو  یهااستوانه mm=150فصل  ، شعاع میانی(

mrمشترک( mm=200خارجیعاع ، شor mm= Lطول ،250 mm= mm/و تداخل 800 =0 با  1

 .ندشده ا سازیمدلدر حالت تقارن محوری،  هارسم مقطع مستطیلی از آن

 فولاد و یا مقداری برا GPa200 ( دارای مقدارEiی داخلی )های یانگ در سطح داخلی لایهمدول

GPa70 شود که نسبت پواسون برای آلومینیوم بوده و فرض می(ν)  داراست.  را 3/0ثابت مقدار

 فشار جازنی و فشار داخلی زمانهمنتایج را برای دو حالت بارگذاری تنها فشار جازنی و اعمال 

ip MPa=140 عمال شرایط گرفته شده است. برای ا درنظرمکانیکی ثابت ص خوا .کنیمبررسی می

های موجود ، بسته به شرایط انتهایی درجات آزادی مربوط به گرههااستوانهمرزی موجود در دو انتهای 

، نیاز به اعمال هیچ قیدی به دو سر استوانه ایصفحه. در شرایط تنش شودمقیدّ می استوانهدر دو انتهای 

 شوند.ارهای داخلی نیز به سطح داخلی مقطع ترسیم شده اعمال میفش. باشدنمی

 نتایج یمقایسهموردی و  یمطالعه 2-4

آمده از حلّ عددی دستنتایج حاصل از حلّ تحلیلی با مقادیر به یمقایسهموردی و  یمطالعهبه منظور 

 شعاع داخلی نگرد را به ساهمدو لایه همگن و  یشدهجازنی یهااستوانهافزاری؛ نرم سازیمدلبه کمک 

ir mm=150، فصل مشترک( شعاع میانی(mr mm=200شعاع خارجی ،or mm= طول ، 250

L mm= mm/و تداخل 800 =0   گیریم.می درنظر 1

برای فولاد   GPa200  دارای مقدار(  Eoخارجی ) ( وEi) اخلید یهااستوانههای یانگ در مدول

داراست.  را 3/0بت مقدار ثا (𝜈)شود که نسبت پواسون فرض می برای آلومینیوم بوده GPa70  و یا مقدار

  فشار جازنی و فشار داخلی زمانهمنتایج را برای دو حالت بارگذاری تنها فشار جازنی و اعمال 

ip MPa=140 کنیمبررسی می. 
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 فولاد-ی فولادهالایهبارگذاری ناشی از فشار جازنی برای  2-5

داخلی  یلایهدر  جاییجابهدهد. نسبت شعاع نمایش می برحسب شعاعی را جاییجابهتوزیع  2-2شکل 

در اثر فشار جازنی فشرده شده است.  داخلی یلایهثابتی است، یعنی  دارای مقداری منفی و تقریباً

خارجی در اثر فشار  یلایهخارجی دارای مقداری مثبت و تقریبا ثابتی است، یعنی  یلایهدر  جاییجابه

 باشد.داخلی بیشتر می یلایهخارجی نسبت به فشردگی  یلایهجازنی کشیده شده است.مقدار کشیدگی 

 
 فولاد-همگن فولاد یدو لایه یشدهجازنی یهانهاستواشعاعی برای  جاییجابه توزیع 

 
 فولاد-همگن فولاد یدو لایه یشدهجازنی یهااستوانهشعاعی برای تنش  توزیع 

-0/5

-0/3

-0/1

0/1

0/3

0/5

1 1/1 1/2 1/3 1/4 1/5 1/6 1/7

(u
r/

r i)
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0
0

0

r/ri
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0

1 1/1 1/2 1/3 1/4 1/5 1/6 1/7

σ
r/

p
i

r/ri

PET

FEM
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 فولاد-همگن فولاد یدو لایه یشدهجازنی یهااستوانهبرای  تنش محیطی توزیع 

دهد. مقادیر تنش دو لایه نشان می یاستوانهت ضخام توزیع تنش شعاعی را در طی 3-2شکل 

دو لایه دارای مقادیر مساوی صفر  یاستوانهشعاعی در طول ضخامت منفی و در شعاع داخلی و خارجی 

که در فصل  در جداره پیوسته است. مقدار ماکزیم تنش شعاعی عاعیش توزیع تنش چنینهمباشند. می

 باشد. می 1شار تماسیابر فافتد برمشترک دو لایه اتفاق می

توزیع  اولّاًدهد. دو لایه نشان می یاستوانهتوزیع تنش محیطی را نسبت به شعاع  4-2شکل 

 یلایهداخلی منفی و در  یلایهمقادیر تنش در  تنش محیطی در فصل مشترک شکستگی دارد. ثانیاً

داخلی و خارجی تقریبا با هم  یلایههای محیطی در نیمم تنشو می مقادیر ماکزیمخارجی مثبت است. 

خود در شعاع داخلی به مقدار  بیشینهداخلی از مقدار  یلایهی که تنش محیطی در طوربهبرند؛ برا

 خارجی وجود دارد.   یلایه، همین روند نیز برای رسدشعاع خارجی میمینیمم خود در 

 

 

 

                                                 
1. Contact Pressure  
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 آلومینیم-آلومینیم یهالایهنی برای بارگذاری ناشی از فشار جاز 2-5-1

دهد. روند نمایش می را شدهجازنی یاستوانهی شعاعی در طول جداره جاییجابهتوزیع  5-2شکل  

 یلایههر دو  جنس قتیو جاییجابهباشد و این یعنی مقادیر می 2-2شکل تغییرات و حتی مقادیر مانند 

 به جنس وابسته نیست.  و یکی باشند شدهجازنی یاستوانهداخلی و خارجی 

دهد. در این شکل نیز روند تغییرات توزیع تنش شعاعی را نسبت به شعاع نشان می 6-2شکل 

 یاستوانهدر شعاع داخلی و خارجی  که مقادیر تنش، فقط ین تفاوتباشد با امی 3-2شکل مانند 

 8 حدود اختلاف در فصل مشترک برابرند ولی در نقاط دیگر اختلاف دارند طوری که این شدهجازنی

کاهش پیدا کرده و  مگاپاسکال 8 یباشد؛ یعنی تنش شعاعی در فصل مشترک به اندازهمیمگاپاسکال 

 چرخدنده گشتاور کمتری انتقال یابد.بردی مانند شفت و اهای کارشود در جاین باعث می

در اینجا دهد. دو لایه نمایش می یاستوانهتوزیع تنش محیطی را در طی ضخامت  7-2شکل 

 40 یدیر به اندازهمامی مقادارد در عین حال ت 4-2شکل نیز توزیع تنش محیطی رفتاری شبیه 

 اند.ستهباهش یافته است، پس مقادیر تنش محیطی به جنس واکمگاپاسکال 

 
 آلومینیم-آلومینیم همگن یلایهدو  یشدهجازنی یهااستوانهشعاعی برای  جاییجابه 
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 آلومینیم-آلومینیم همگن یلایهدو  یشدهجازنی یهااستوانهشعاعی برای  تنش 

 
 آلومینیم-آلومینیم همگن یلایهدو  یشدهجازنی یهااستوانهبرای  طیمحی تنش 

 آلومینیم-فولادی هالایهارگذاری ناشی از فشار جازنی برای ب 2-5-2

دهد. روند تغییرات ی مرکب را نمایش میی استوانهجایی شعاعی در طول جدارهوزیع جابهت 8-2شکل 

ی خارجی بیشتر نسبت به حالت ی داخلی کمتر و لایهباشد با این تفاوت که لایهمی 5-2شکل  مانند

 اند. جا شدهجنس جابههم

باشد ولی ماکزیمم جنس میی همی دو لایهروند تغییرات توزیع تنش شعاعی مانند حالت استوانه
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 آلومینیوم و فولاد قرار دارد.جنس هم یدار تنش شعاعی بین دو حالت دو لایهمق

 اند.باشد ولی مقادیر در هر دو لایه افزایش پیدا کردهمی 7-2شکل توزیع تنش محیطی نیز شبیه 

 
 آلومینیم-فولاد همگن یلایهدو  یشدهجازنی یهااستوانهشعاعی برای  جاییجابه 

 
 آلومینیم-فولاد همگن یلایهدو  یشدهنیجاز یهااستوانهتنش شعاعی برای  
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 آلومینیم-فولاد همگن یلایهدو  یشدهجازنی یهااستوانهبرای  محیطی تنش 

 فولاد -آلومینیمی هالایهبارگذاری ناشی از فشار جازنی برای  2-5-3

 
 فولاد-آلومینیم همگن یلایهدو  یشدهجازنی یهااستوانهشعاعی برای  جاییجابه 
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 فولاد-آلومینیم همگن یلایهدو  یشدهجازنی یهااستوانهشعاعی برای  تنش 

 
 فولاد-آلومینیم  همگن یلایهدو  یشدهجازنی یهااستوانهتنش محیطی برای  

خارجی  یلایهخارجی باشد، کشیدگی  یلایهتر نسبت به داخلی نرم یلایهوقتی که جنس 

تر نسبت داخلی خارجی نرم یلایهابد. وقتی که جنس یایش میداخلی افز یلایهکاهش و فشردگی 

یابد. تنش شعاعی برای داخلی کاهش می یلایهخارجی افزایش و فشردگی  یلایهباشد، کشیدگی 

 لایه با دو جنس متفاوت تقریبا مشابه یکدیگرند. دو یهااستوانه
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داخلی مدول  یلایهف، وقتی و جنس مختلدو لایه با د یهااستوانهتنش محیطی برای  بیشینه

برای طراحی مهم نباشد و تنش  جاییجابهشود. پس جاهایی که یانگ بالاتری داشته باشد، کمتر می

مهم و  جاییجابهکنیم و جاهایی که تر استفاده میداخلی مرغوب یلایههست، از استوانه با  توجهّقابل 

 .کنیماستفاده می جی مرغوبخار یلایهدو لایه با  تنش مهم نیست از استوانه

 تحت بارگذاری فشارفولاد( -)فولادهمگن  یلایهدو  یشدهجازنی یهااستوانه 2-5-4

  داخلی

 یاستوانهبرای مثبتند و ها جاییجابهدهد. ها را نسبت به شعاع نمایش میجاییجابهتوزیع  14-2شکل 

 یلایه جاییجابهباشد. تک لایه پیوسته می یاستوانهیوسته و برای ناپ ازنیفشار جبه دلیل وجود  یهدو لا

 خارجی یلایه جاییجابهیک لایه کاهش و  یاستوانه جاییجابهنسبت به دو لایه  یاستوانهداخلی 

 تک لایه افزایش یافته است. یاستوانه جاییجابهبه  نسبت دو لایه یاستوانه

های شعاعی در شعاع داخلی و خارجی تنششود. توزیع تنش شعاعی مشاهده می 15-2شکل در 

ی طوربهباهم تفاوت دارند،  تنش شعاعیی نقاط در بقیهباشند، ولی یک لایه و دو لایه یکی می یاستوانه

طوری است  اختلافن رسد. ایمقدار می ینبیشتر دو لایه به یاستوانهدر فصل مشترک  که این اختلاف

 باشد.تک لایه می یاستوانهدو لایه بیشتر از  یاستوانه که مقدار تنش شعاعی در فصل مشترک

توزیع تنش محیطی  در این شکل نیز دهد.های محیطی را نمایش میتوزیع تنش 16-2شکل 

 یاستوانهداخلی  یلایههای محیطی در . تنشباشدمی دو لایه به خاطر فشار جازنی ناپیوسته یاستوانه

 یاستوانهدو لایه نسبت به  یاستوانهخارجی  یلایهکاهش و در تک لایه  یاستوانهنسبت به دو لایه 

 یاستوانهتنش محیطی  بیشینهاز  ن لایهتنش محیطی ای بیشینه ی کهطوربهافزایش یافته  تک لایه

های محیطی باشد؛ که از همین ویژگی برای متعادل کردن تنشکمتر می تک لایه در شعاع داخلی آن،

 شود.استفاده می

 

 



43 

 
تحت بارگذاری فشار  فولاد-همگن فولاد یدو لایهفولاد و  یلایهتک  یاستوانهشعاعی  جاییجابه 

 داخلی

 
 لیفشار داختحت بارگذاری فولاد -همگن فولاد یلایهتک لایه و دو  یاستوانهتنش شعاعی برای  
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 تحت بارگذاری فشار داخلی فولاد-همگن فولاد یلایهتک لایه و دو  یاستوانهتنش محیطی برای  

تحت بارگذاری آلومینیم( -)آلومینیم همگن یلایهدو  یشدهجازنی یهااستوانه 2-5-5

  فشار داخلی

 
 ذاری فشار داخلیتحت بارگ آلومینیم-آلومینیمهمگن  یدو لایهو  شعاعی استوانه تک لایه جاییجابه 
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تحت بارگذاری فشار آلومینیم -همگن آلومینیم یلایهتک لایه و دو  یاستوانهتنش شعاعی برای  

 داخلی

 
تحت بارگذاری فشار  آلومینیم-آلومینیمهمگن  یلایهتک لایه و دو  یاستوانهتنش محیطی برای  

 داخلی
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تحت بارگذاری  آلومینیم( -)فولادن همگ یلایهدو  یشدهجازنی یهااستوانه 2-5-6

 فشار داخلی

 
 تحت بارگذاری فشار داخلیآلومینیم -فولادهمگن  یدو لایه و تک لایه یهااستوانهشعاعی  جاییجابه 

 
 تحت بارگذاری فشار داخلیآلومینیم -فولادهمگن  یلایهتک لایه و دو  یاستوانهتنش شعاعی برای  
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 تحت بارگذاری فشار داخلی آلومینیم-فولادهمگن  یلایهلایه و دو  تک یانهاستوتنش محیطی برای  

تحت بارگذاری فشار  (فولاد-)آلومینیم همگن یلایهدو  یشدهجازنی یهااستوانه 2-5-7

  داخلی

 
 تحت بارگذاری فشار داخلی فولاد-همگن آلومینیم یدو لایهو  تک لایه یهااستوانهشعاعی  جاییجابه 
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 تحت بارگذاری فشار داخلی فولاد-لومینیمآهمگن  یلایهتک لایه و دو  یاستوانهبرای  نش شعاعیت 

 
 تحت بارگذاری فشار داخلی فولاد-آلومینیمهمگن  یلایهتک لایه و دو  یاستوانهتنش محیطی برای  

 

 

 

-1

-0/8

-0/6

-0/4

-0/2

0

1 1/1 1/2 1/3 1/4 1/5 1/6 1/7

σ
r/

p
i

r/ri

PET

FEM

0/4

0/8

1/2

1/6

2

2/4

2/8

1 1/1 1/2 1/3 1/4 1/5 1/6 1/7

σ
θ
/p

i

r/ri

PET

FEM



49 

هم  یلایهدو  یهااستوانهبرای  جازنی فرایند یبهینهتعیین شعاع و فشار  2-6

 جنس

و فشار  cشعاع تماس  بادو لایه  یشدهجازنی یاستوانهدهد یک نشان می 1-2شکل ه ک طورهمان

های شعاعی و محیطی برای دو لایه تنش یاستوانهباشد. برای این می piو فشار داخلی  pcجازنی 

 ز:عبارتند ا ترتیببه داخلی و خارجی  یاستوانه

(2-45) 

σr = pi
a2(r2 − b2)

r2(b2 − a2)
− pc

c2(r2 − a2)

r2(c2 − a2)
 

σθ = pi
a2(r2 + b2)

r2(b2 − a2)
− pc

c2(r2 + a2)

r2(c2 − a2)
 

(2-46) 

σr = pi
a2(r2 − b2)

r2(b2 − a2)
+ pc

c2(r2 − b2)

r2(b2 − c2)
 

σθ = pi
a2(r2 + b2)

r2(b2 − a2)
+ pc

c2(r2 + b2)

r2(b2 − c2)
 

 از: است در هر لایه عبارت با استفاده از معیار ترسکا، تنش برشی

(2-47) τi =
σθ − σr
2

=
1

r2
(pi

a2b2

b2 − a2
− pc

a2c2

c2 − a2
) 

(2-48) τo =
σθ − σr
2

=
1

r2
(pi

a2b2

b2 − a2
+ pc

b2c2

b2 − c2
) 

 دهد و داریم:برشی در شعاع داخلی هر لایه رخ میتنش بیشینهاین فرمول به این اشاره دارد که 

(2-49) τmaxi =
1

2
(pi

2a2b2

a2(b2 − a2)
− pc

2c2

c2 − a2
) 

(2-50) τmaxo =
1

2
(pi

2a2b2

c2(b2 − a2)
+ pc

2b2

b2 − c2
) 

مشخص  𝜏𝑎𝑙𝑙با فرض اینکه ماده برای دو لایه یکسان است و حداکثر تنش برشی مجاز توسط 

 به حد تسلیم برسند، یعنی: زمانهماید ر دو لایه بآوردن یک راه حل بهینه، هدستشود. برای بهمی

(2-51) τmaxi = τmaxo = τall 
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ی پارمترها برحسب 𝑝𝑐، (51-2)ی در رابطه (50-2)و  (49-2) یهارابطه گذاریجای اکنون با

𝑝𝑖 ، 𝑎  ،𝑏  ،𝑐 :عبارتند از 

(2-52) pc = pi(
1 −

a2

c2

1 −
a2

b2

−
1 −

a2

c2

1 −
a2

c2
+ 1 −

c2

b2

) 

 آید:دست میهزیر ب صورتبهتنش برشی در هر لایه  بیشینه (49-2)و  (52-2) براساس روابط

(2-53) 
τmax = (

pi

2 −
a2b2 + c4

b2c2

) 

 صورتبهشعاع تماسی  یبهینه، مقدار 𝑐نسبت به شعاع تماسی  (53-2) یگیری از رابطهمشتقبا 

 آید:دست میزیر به

(2-54) 
∂τmax
∂c

= 0                 →         c = √ab 

 شود:اصل میبهینه ح بیشینهتنش برشی  (53-2) یدر رابطه (54-2) یرابطه گذاریجای  با

(2-55) τmax =
pi

2(1 −
a
b
)

 

 برابر است با:فشار جازنی بهینه  چنینهم

(2-56) pc = pi
b − a

2(b + a)
 

توزیع تنش برشی در  (48-2)و  (47-2)ی در رابطه (54-2)و  (56-2) یرابطه ذاریگجای با 

 آید:دست میی هر لایه بهطول ضخامت دیواره

(2-57) τi = (
a

r
)2

pi

2(1 −
a
b
)
= (

a

r
)2τmax 

(2-58) τo = (
c

r
)2

pi

2(1 −
a
b
)
= (

c

r
)2τmax 

 افتد.تنش برشی در شعاع داخلی هر لایه اتفاق می بیشینهدهد که رابطه نشان میاین 
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 گیرینتیجهو  بندیجمع 2-7

 جازنی فشاری 2-7-1

 جاییجابه ولاد دقیقا یکی است، بنابراینآلومینیوم و فها برای جاییجابهجنس باشند وقتی دو لایه هم

ها جاییجابهس دو لایه متفاوت است، وقتی جن به جنس وابسته نیست. در حالت تنها جازنی فشاری

 متفاوت است.

های محیطی در فصل مشترک ناپیوسته ها و تنشجاییجابه ،فشار جازنی تحت در بارگذاری فقط

فشار  خارجی مثبتند. یلایهداخلی منفی و در  یلایهطی در های محیو تنشها جاییجابهباشند،می

 تر باشند.باشند کمتر از حالتی است که جنس دو لایه سفتتر وقتی جنس دو لایه نرمجازنی 

 تحت بارگذاری فشار جازنی و فشار داخلی 2-7-2

لی وقتی شوند ویطی میهای محجنس باشند، فرایند جازنی باعث بهبود تنشدر حالتی که دو لایه هم

نسبت به  های شعاعی در فصل مشترکتنش کنند.ها افزایش پیدا میجنس نیستند، تنشدو لایه هم

 یابد.افزایش میآلومینیوم -به جز ترکیب فولادها ی ترکیبتک لایه در همه یاستوانه

 یاستوانهتی ها وقجاییبهجاها وقتی دو لایه آلومینیوم و فولاد هستند از مقادیر جاییجابهمقادیر 

 تک لایه فولادند بیشترند. یاستوانهها وقتی جاییجابهاند کمتر و از مقادیر تک لایه آلومینیوم
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با  شدهجازنی یهااستوانهحلّ تحلیلی  :3 فصل

تحت  FGMهمگن و ناهمگن  یلایهدو 

 بارگذاری فشاری
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 مقدمه 3-1

در شرایط ویژه بود و مقاومت منحصر به  هاآننیکی کاربردهای مکامنظور  بهدر ابتدا  FGطراحی مواد 

( در برابر بارهای مکانیکی، محققان را بر آن داشت تا به بررسی و FGM) جدارضخیم یهااستوانهفرد 

 د.ندر مسائلی که به مقاومت مکانیکی بالا نیاز دارد، بپرداز هاآنتحلیل عملکرد 

همگن و ناهمگن،  یلایهدو  یشدهجازنی ایتوانهاسی هاپوسته در این فصل برای تحلیل الاستیک

 جدارضخیم یهااستوانه برای هر یک ازپس از بیان روابط اساسی با استخراج معادلات دیفرانسیل حاکم 

عمومی مستوی، حلّ  یالاستیسیتهی تئوری برمبناشده از مواد ناهمگن متقارن محوری تشکیل

ارائه شده است.  ایصفحهنواخت داخلی در شرایط تنش تحت فشار یک FGM جدارضخیم یهااستوانه

سی شده و ربر فصل قبل با بارگذاری مشابه و ناهمگن همگن یلایهدو  یاستوانهسپس حل الاستیک 

تحت فشار  یو لایهی دمحدود آباکوس برای استوانه المانافزار ی حلّ عددی توسط نرمدر ادامه با ارائه

مستوی با نتایج حاصل از  یالاستیسیتهصل از حلّ تحلیلی به کمک تئوری اخت، نتایج حاداخلی یکنو

 .اندحل عددی مقایسه شده

 روابط اساسی 3-2

 ناهمگن تحت فشار داخلی همگن و یلایهبا دو  شدهجازنی یهااستوانهتحلیل  3-2-1

د و همگن همسانگرداخلی  یلایه دو لایه با شدهجازنی یهااستوانهی مورد بررسی در این بخش، هندسه

 rmو شعاع مشترک  roو شعاع خارجی  riبه شعاع داخلی  ،همسانگرد و ناهمگنخارجی  یلایه و

شکل ) شودمشخص می piباشد. بارگذاری تنها از نوع فشاری بوده و فشار وارد بر سطح داخلی با می

3-1). 
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 تحت فشار داخلی FGMناهمگن -همگن یلایهجدارضخیم دو  یانهاستومقطع  

 یلایهدر ثابت فرض شده است. مدول الاستیسیته هر دو لایه نسبت پواسون در طول دیواره 

ریف تع (1-3) یت توانی نسبت به شعاع بوده و با رابطهدارای تغییراخارجی  یلایهثابت و در  داخلی

بعد به ازای مقادیر ثابت را نسبت به مختصات شعاعی بی توزیع مدول الاستیسیتهاین رابطه  شود.می

  دهد.نشان میناهمگنی مختلف 

(3-1) E(r) = Ei(
r

ri
)n 

Rدر این رابطه  = (
r

ri
مدول الاستیسیته در سطح داخلی لایه  Eiبعد است. مختصات شعاع بی (

  باشد. ضریب ناهمگنی مادهّ می nو  شدهجازنی یاستوانهخارجی 

 همگن و ناهمگن  یلایهبا دو  شدهجازنی یهااستوانهالاستیک  حلّ 3-2-2

توان استفاده کرد. می ی تعادلثابت باشند و هیچ حرکتی نداشته باشند از معادله هااستوانههنگامی که 

 :شودینوشته می تعادل را دوباره اینجا معادله

(3-2) 
∂σr
∂r

+
1

r
(σr − σθ) + ρbr = 0 
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 صورتبه (21-2)ی تعادل در حالی که نیروهای حجمی در مسأله وجود نداشته باشند؛ معادله

 شود:زیر نوشته می

(3-3)   
∂σr
∂r

+
1

r
(σr − σθ) = 0 

ی ، معادله(1-3)ی استفاده از رابطه چنینهمو  (2-3)در  (25-2)و  (22-2) گذاریجای با 

 آید:دست میزیر به صورتبه هااستوانهبرای حاکم 

(3-4)  r2  
d2u

dr
 + (n + 1) r 

du

dr
+ (n(𝜈∗) − u) = 0 

 
* B

A
 =  

باشند که البته اند میکه هنوز جازنی نشده هااستوانهته به شرایط انتهایی وابس Bو  Aهای ثابت

دو تا استوانه داخل هم جازده  ایصفحهباشد چون فقط در حالت تنش می ایصفحهمنظور حالت تنش 

 و حالت بسته را داشت. ایصفحه، کرنش ایصفحهالت تنش توان سه حشوند، و بعد جازنی میمی

 باشد:زیر می صورتبه (4-3) یحل معادله

(3-5)                                                ur(r) = C1r
m1 + C2r

m2 
 

 عبارت است از: (5-3)ی ی مربوط به معادلهمعادله مشخصه

(3-6)                                                m2 + nm − (1 − nν∗) = 0 

(3-7) Δ = n2 + 4(1)(1 − nν∗) 

 

 خواهیم رسید. زیر ی حقیقیبا حلّ معادله مشخصه، به دو ریشه

(3-8)                                                m1,2 =
−n ± √△

2
 

 باشد داریم:داخلی که همگن می یوانهاستبرای 

                                             n = 0   →   √△= ±1  
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 {
m1 = +1
m2 = −1

 

-می (8-3) یهای معادله مشخصه همان رابطهریشه باشدبیرونی که ناهمگن می یاستوانهبرای 

داخلی و  یاستوانهبرای  (5-3)ی در معادله m2و  m1 معادله مشخصه هایریشه ذاریگجایبا  اشد.ب

 ی داریم:خارج

(3-9)                                                {
ui = c1ir +

c2i
r
              

uo = c1hr
m1 + c2hr

m2

 

داخلی  یلایههای شعاعی و محیطی برای توزیع تنش (9-3)و  (22-2)، (25-2) به روابط توجّهبا 

 آید.در می (11-3)و  (10-3) روابط صورتبه ترتیببه و خارجی 

(3-10)                                                {
σr = Es(A(c1i −

c2i
r2
) + B(c1i +

c2i
r2
))

σθ = Es(B(c1i −
c2i
r2
) + A(c1i +

c2i
r2
))

 

(3-11) {
σr = Es (

r

c
)
n

(A(m1c1hr
m1−1 +m2c2hr

m2−1) + B(c1hr
m1−1 + c2hr

m2−1))

σθ = Es (
r

c
)
n

(B(m1c1hr
m1−1 +m2c2hr

m2−1) + A(c1hr
m1−1 + c2hr

m2−1))
 

شود. از آنجا که از شرایط مرزی استفاده می 𝑐2ℎو  𝑐1𝑖 ،𝑐2𝑖 ،𝑐1ℎهای ی ثابتبه منظور محاسبه

 در اختیار داریم؛  جاییجابهاین شرایط را برای تنش شعاعی و 

(3-12)                                                r = a → (σr(r))i = −pi 

(3-13) r = c → (σr(r))i = (σr)o 

(3-14) r = c → u(r)o − u(r)i = δ 

(3-15) r = b → (σr(r))o = 0          

 (15-3)تا  (12-3) در شرایط مرزی گذاریجای با (11-3)و  (10-3)، (9-3) به روابط توجّهبا 

 داریم:

(3-16)                                                Ei(A(c1i −
c2i
a2
) + B(c1i +

c2i
a2
) = −pi 



58 

(3-17) 

Ei(A(c1i −
c2i
c2
) + B(c1i +

c2i
c2
)) 

         = Ei (
c

c
)
n

(A(m1c1h +m2c2hc
m2−1) + B(c1hc

m1−1

+ c2hc
m2−1)) 

(3-18) c1hc
m1 + c2hc

m2 − c1ic −
c2i
c
= δ 

(3-19) Ei (
b

c
)
n

(A(m1c1hb
m1−1 +m2c2hb

m2−1) + B(c1hb
m1−1 + c2hb

m2−1)) 

ماتریسی زیر  صورتبهرا   (19-3)تا  (16-3) های مجهول روابطآوردن ثابتدستاکنون برای به

  داریم:

(3-20)                                                
[
 
 
 
 
 
 
 (A + B)Ei

(B − A)Ei
a2

0 0

(A + B)Ei
(B − A)Ei

c2
−Eic

m1−1(Am1 + B) −Eic
m2−1(Am2 + B)

−c −
1

c
cm1 cm2

0 0 Ei(
b

c
)nbm1−1(Am1 + B) Ei(

b

c
)nbm1−1(Am2 + B)]

 
 
 
 
 
 
 

∗ {

c1i
c2i
c1h
c2h

} = {

−pi
0
δ
0

} 

 

 آید.دست میهای مجهول بهافزار میپل ثابتبا ماتریس معکوس گرفتن در نرم (20-3) یاز رابطه

همگن و ناهمگن تحت فشار  یلایهبا دو  شدهجازنی یهاهاستوان عددی حلّ 3-3

 داخلی

 صورتبهکه  بیرونی یلایهباشد. برای ایجاد خواص ناهمگنی در همانند فصل قبل می سازیمدلی نحوه

 یلایه 20جداره استوانه به تعداد گرفته شده است؛ با تقسیم  درنظر ایاستوانهی شعاعی در پوسته

لی داخ یلایهی مرکز از به فاصله با توجهّدن خواص مدول الاستیسیته در هر لایه اوی و نسبت دامس

همگن و همسانگرد به  یاستوانه 20خارجی از  یلایه ، نهایتاً(1-3) یهرابطبق تابع توانی ط صورتبه
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اند و خواص در محلّ اتصال پیوسته  اتصال به همدر محلّ هالایهشود. این هم چسبیده تشکیل می

 شوند.گرفته می درنظر، حد میانگین چپ و راست مرز دو لایه هالایه

 نتایج یمقایسهموردی و  یمطالعه 3-4

از حلّ عددی آمده دستبهنتایج حاصل از حلّ تحلیلی با مقادیر  یمقایسهموردی و  یمطالعهبه منظور 

 شعاع داخلیرا به  ناهمگن همگن و یدو لایه یشدهجازنی یهاهاستوانفزاری؛ انرم یسازمدلبه کمک 

ir mm=150فصل مشترک( ، شعاع میانی(mr mm=200شعاع خارجی ، or mm=  طول ،250

L mm= mm/ و تداخل 800 =0  .گیریممی رنظرد 1

 برای فولاد و یا مقدار GPa200 ( دارای مقدارEiداخلی ) یلایهسطح داخلی های یانگ در مدول

GPa70 شود که نسبت پواسون برای آلومینیوم بوده و فرض می(ν)  داراست.  را 3/0مقدار ثابت

 فشار جازنی و فشار داخلی زمانهمر جازنی و اعمال ذاری تنها فشانتایج را برای دو حالت بارگ

ip MPa=140 کنیمبررسی می. 

-ی حلّ عددی صورت گرفته میهای کوچک نمایندهخطوط ممتد نشانگر حلّ تحلیلی و دایره

 د.باشن

 ناهمگن -)فولاد( همگنجازنی فشاری  3-4-1

دهد. درهیچ مکانی ی استوانه نشان میبعد شده را در طول دیوارهشعاعی بی جاییجابهتوزیع  2-3شکل 

شعاع یکسانی را شاهد نبوده و  یجایجابهاز استوانه و به ازای هیچ یک از مقادیر ضریب ناهمگنی، 

  نسبت چنینهم
ur

ri
 یلایه جاییبهجاخلی منفی و دا یلایه جاییجابه .ندنیست هم ابرردر هیچ مکانی ب  

با هم  چندانی، تفاوت های ناهمگنی مختلفها به ازای ثابتجاییجابهمقادیر  باشد.خارجی مثبت می

 باشد.خارجی برعکس می یلایهافزایش و در  جاییجابه، مقدار nداخلی با افزایش  یلایهندارند ولی در 

 دهد.دو لایه نشان می یاستوانهبعد شده را در طی ضخامت بییع تنش شعاعی توز 3-3شکل 

ف ازای مقادیر مختلباشد. به شود تنش دارای مقادیر منفی در طول دیواره میکه مشاهده می ورطهمان
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نسبت  چنینهمیکسان بوده و  شدهجازنی یاستوانهها در سطوح داخلی و خارجی ثابت ناهمگنی، تنش

σr

pi
nیابد. این مقدار به ازای ، مقدار تنش شعاعی نیز کاهش میnبا کاهش  باشد.می صفررابر ب   < 0 ،

nهمگن و به ازای  یاستوانهکوچکتر از تنش ایجاد شده در  > باشد. تنش شعاعی ، بزرگتر از آن می0

nدر فصل مشترک به ازای  = کاربردی شود در جاهای باشد واین باعث میدارای بیشترین مقدار می  1+

 مانند شفت و چرخدنده گشتاور بیشتری انتقال یابد.

دهد. مقدار این تنش در سطوح داخلی و بعد شده را نشان میتوزیع تنش محیطی بی 4-3شکل 

نسبت  باشد.، به ازای هیچ یک از ضرایب ناهمگنی یکسان نمیشدهجازنی یاستوانهخارجی 
σθ

pi
در   

1

3
 

مقادیر  nباشند و با افزایش ها منفی میداخلی تنش یلایهدر  .خارجی یکسان هستند یلایهداخلی 

در  ، تقریباnًها مثبت و با افزایش خارجی تنش یلایهیابد. در تنش افزایش می
1

3
خارجی  یلایهداخلی  

 و در ، تنش محیطی کاهششدهجازنی یاستوانه
2
3
خارجی  یلایهیابد. لذا در افزایش میاین لایه دیگر   

n، تنش به ازای 4/1های کمتر از حدود در شعاع < nدارای مقادیر بزرگتر و به ازای   0 > دارای  0

باشد. تنها در همین شعاع است که نسبت مقادیر کوچکتری نسبت به حالت همگن می
σθ

pi
برابر یک   

 باشد.می

ر د
1

3
باشند. ها به یکدیگر نزدیک شده و دارای رفتار مشابهی میخارجی، منحنی یلایه داخلی 

nمنحنی مربوط به  چنینهم = ی ، تغییرات اندکی را در طی ضخامت داشته که می تواند نکته1+

 به حساب آید. هااستوانهمهمی در طراحی این 
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 ناهمگن-(فولاد)همگن  یدو لایه یدهشجازنی یهااستوانه شعاعی جاییجابه توزیع 

 

 
 ناهمگن-)فولاد( همگن یلایهدو  یشدهجازنی یهااستوانهتوزیع تنش شعاعی در  

 

 

  

-0/5

-0/3

-0/1

0/1

0/3

0/5

1 1/1 1/2 1/3 1/4 1/5 1/6 1/7

(u
r/

r i)
*1

0
0

0

r/ri

PET

FEM

n=+1

-0/1

-0/08
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-0/02

0
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σ
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p
i

r/ri

PET

FEM

n=+1
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 ناهمگن-فولاد() همگن یلایهدو  یشدهجازنی یهااستوانهتوزیع تنش محیطی در  

 ناهمگن -)آلومینیم( همگن جازنی فشاری 3-4-2

دهد. نشان می شدهجازنی یاستوانهی بعد شده را در طول دیوارهشعاعی بی جاییجابهوزیع ت 5-3شکل 

فشار  زیرا برای این دو حالت شرایط مرزی یکسان است و باشد،می 2-3شکل مانند دقیقا این شکل 

ی شار جازنی رابطه مستقیم ولی با جنس رابطهنیز با ف اییججابهی مستقیم است و جازنی با جنس رابطه

 .شودمعکوس دارد پس اثر جنس خنثی می

ها تنش دهد.بعد شده را در طی ضخامت استوانه دو لایه نمایش میتوزیع شعاعی بی 6-3شکل 

ا در سطوح هت ناهمگنی، تنشیر مختلف ثابباشند. به ازای مقاددارای مقادیر منفی در طول دیواره می

نسبت  چنینهمیکسان بوده و  شدهجازنی یاستوانهداخلی و خارجی 
σr

pi
 باشد. می برابر صفر  

nاین مقدار به ازای  .یابدمی کاهش، مقادیر تنش شعاعی n با کاهش 3-3شکل همانند   < 0 ،

nهمگن و به ازای  یاستوانهه در تنش ایجاد شداز  کوچکتر > باشد. تنش شعاعی از آن می بزرگتر، 0

nدر فصل مشترک به ازای  = شود در جاهای کاربردی باشد واین باعث میرین مقدار میدارای بیشت  1+

دارد با این  3-3شکل این نمودار رفتاری مشابه  مانند شفت و چرخدنده گشتاور بیشتری انتقال یابد.

 اند.کاهش پیدا کرده تفاوت که مقادیر تنش
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 .دهدنشان می شدهجازنی یاستوانهتوزیع بی بعد تنش محیطی را در راستای ضخامت  7-3شکل 

 تنش کاهش پیدا کرده است.فقط مقادیر  ،دارد 4-3شکل این شکل نیز رفتاری مشابه 

 
 ناهمگن-(آلومینیم)همگن  یدو لایه یشدهجازنی یهااستوانهشعاعی  جاییجابه وزیعت 

 
  ناهمگن-)آلومینیم( همگن یلایهدو  یشدهجازنی یهااستوانهتوزیع تنش شعاعی در  
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 ناهمگن-()آلومینیم نهمگ یلایهدو  یشدهجازنی یهااستوانهتوزیع تنش محیطی در  

 (فولاد) همگن-جازنی فشاری ناهمگن 3-4-3

دهد. این نمودار دولایه نشان می ی استوانهبعد را در طول جدارهشعاعی بی جاییجابهتوزیع  8-3شکل 

 دارد.  2-3شکل نیز رفتاری بسیار نزدیک مانند 

دهد. دو لایه نشان می یاستوانهبعد شده را در طی ضخامت توزیع تنش شعاعی بی 9-3شکل 

باشد. به ازای مقادیر مختلف شود تنش دارای مقادیر منفی در طول دیواره میکه مشاهده می طورهمان

نسبت  چنینهمن بوده و یکسا شدهیجازن یاستوانهر سطوح داخلی و خارجی ها دثابت ناهمگنی، تنش

σr

pi
nیابد. این مقدار به ازای ، مقدار تنش شعاعی نیز افزایش میnباشد. با کاهش می صفربرابر    < 0 ،

nهمگن و به ازای  یاستوانهبزرگتر از تنش ایجاد شده در  > باشد. تنش شعاعی ، کوچکتر از آن می0

nدر فصل مشترک به ازای  = شود در جاهای کاربردی باشد واین باعث میمقدار میرای بیشترین دا  1−

 مانند شفت و چرخدنده گشتاور بیشتری انتقال یابد.

دهد. مقدار این تنش در سطوح داخلی بعد شده را نشان میوزیع تنش محیطی بیت 10-3شکل 

نسبت  چنینهمباشد. رایب ناهمگنی یکسان نمیهیچ یک از ض ، به ازایشدهجازنی یاستوانهو خارجی 
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σθ

pi
ش باشند و با افزایها منفی میداخلی تنش یلایهنیست. در  صفردر هیچ یک از این دو سطح برابر   

n تقریباً در ،
2
3

1، تنش محیطی کاهش و در شدهجازنی یاستوانهداخلی  یلایهداخلی  
3

لایه دیگر این   

n، تنش به ازای 25/1های کمتر از حدود داخلی در شعاع یلایهیابد. لذا در میافزایش  < دارای  0

nمقادیر بزرگتر و به ازای   > باشد. تنها در همین دارای مقادیر کوچکتری نسبت به حالت همگن می 0

شعاع است که نسبت 
σθ

pi
 باشد.میرای تمامی ثابت ناهمگنی یکسان ب  

ر د
2

3
باشند. ها به یکدیگر نزدیک شده و دارای رفتار مشابهی می، منحنیداخلی یلایهی داخل 

nمنحنی مربوط به  چنینهم = ی در طی ضخامت داشته که می تواند نکته، تغییرات اندکی را 1+

 به حساب آید. هااستوانهمهمی در طراحی این 

 یابند.ش میها کاه، تنشnها مثبتند و با افزایش خارجی تنش یلایهدر 

 
 فولاد() همگن-ناهمگن یدو لایه یشدهجازنی یهااستوانهشعاعی  جاییجابه وزیعت 
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 فولاد() همگن-ناهمگن یلایهدو  یشدهجازنی یهااستوانهتوزیع تنش شعاعی در  

 

 
 د(فولا) همگن-همگننا یلایهدو  یشدهجازنی یهااستوانهتوزیع تنش محیطی در  

 

 

 

-0/1

-0/08

-0/06

-0/04

-0/02

0

1 1/1 1/2 1/3 1/4 1/5 1/6 1/7

σ
r/

p
i

r/ri

PET

FEM

-0/6

-0/4

-0/2

0

0/2

0/4

0/6

1 1/1 1/2 1/3 1/4 1/5 1/6 1/7

σ
θ
/p

i

r/ri

PET

FEM

n=+1 

n=+1 



67 

 (آلومینیم) همگن-فشاری ناهمگن جازنی 3-4-4

 دهد.نشان می شدهجازنی یاستوانهی بعد را نسبت به جدارهشعاعی بی جاییجابهتوزیع  11-3شکل 

دلیل وجود فقط نیز به  یجایجابهن و ها دقیقاً یکساباشد، زیرا ثابتمی 8-3شکل این شکل دقیقاً مانند 

 نیست. اثر جازنی به جنس وابسته

 یلایهبا دو  شدهجازنی یهااستوانهبعد نسبت به ضخامت توزیع تنش شعاعی بی 12-3شکل در 

دارد ولی مقادیر تنش کمتر  9-3شکل شود. این شکل نیز روندی مانند ناهمگن و همگن مشاهده می

 باشند.می

نمایش  شدهجازنی یاستوانهی بعد را در راستای دیوارهتوزیع تنش محیطی بی 13-3شکل 

هش پیدا تنش محیطی کادارد با این تفاوت که مقادیر  10-3شکل دهد. این شکل رفتاری شبیه می

  اند. کرده

 
 )آلومینیم( همگن-ناهمگن یدو لایه یشدهجازنی یهااستوانهشعاعی  جاییجابه وزیعت 
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 آلومینیم() همگن-ناهمگن یلایهدو  یشدهجازنی یهااستوانهتوزیع تنش شعاعی در  

 
 لومینیم(آ) همگن-همگننا یلایهدو  یشدهجازنی یهااستوانهتوزیع تنش محیطی در  

بارگذاری فشار  تحت ناهمگن-)فولاد( همگن یلایهدو  یشدهجازنی یهااستوانه 3-4-5

 داخلی

دهد. درهیچ ی استوانه نشان میبعد شده را در طول دیوارهشعاعی بی جاییجابهتوزیع  14-3شکل 

یکسانی را شاهد نبوده  یشعاع جاییجابهاهمگنی، قادیر ضریب ناستوانه و به ازای هیچ یک از م مکانی از
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نسبت   چنینهمو 
ur

ri
خارجی مثبت  یلایهداخلی و  یلایه جاییجابه .ندنیست ابر همردر هیچ مکانی ب  

داخلی و خارجی با افزایش  یلایههای ناهمگنی مختلف، در ها به ازای ثابتجاییجابهباشد.مقادیر می

nباشد. داخلی بیشتر می یلایهخارجی نسبت به  یلایه جاییجابهبد. میزان یا، کاهش می 

دهد. دو لایه نشان می یاستوانهبعد شده را در طی ضخامت یتوزیع تنش شعاعی ب 15-3شکل 

ل شده است؛ لذا اعما شدهیجازن یاستوانهدر جهت مثبت محور مختصات به  داخلی ازآنجا که فشار

ها به ازای مقادیر مختلف ثابت ناهمگنی، تنش باشد.تنش شعاعی دارای مقادیر منفی در طول دیواره می

نسبت  چنینهمیکسان بوده و  شدهجازنی یاستوانهدر سطوح داخلی و خارجی 
σr

pi
در سطح داخلی    

، مقدار تنش شعاعی nباشد. با کاهش میبرصفر طح خارجی برادر س و برابر یک شدهجازنی یاستوانه

nزای یابد. این مقدار به انیز کاهش می < همگن و به ازای  یاستوانه، کوچکتر از تنش ایجاد شده در 0

n > دو لایه به ازای تمامی  یاستوانهتنش شعاعی درسطح داخلی  بیشینهباشد. ، بزرگتر از آن می0

 یاستوانهکمترین تنش شعاعی در سطح خارجی  ،اده استنی اتفاق افتهای ناهمگثابتمقادیر 

 است.آمده  وجودهب شدهجازنی

دهد. مقدار این تنش در سطوح داخلی بعد شده را نشان میتوزیع تنش محیطی بی 16-3شکل 

نسبت  چنینهمباشد. ان نمیناهمگنی یکس ، به ازای هیچ یک از ضرایبشدهجازنی یاستوانهو خارجی 

σθ

pi
 ها مثبتتنشوخارجی  داخلی  یلایههر دو نیست. در  همدر هیچ یک از این دو سطح برابر   

تقریباً  خارجی  یلایهدر  یابد،می داخلی کاهش یلایهمحیطی در مقادیر تنش ، nبا افزایش . باشندمی

در 
1

3
2طی کاهش و در ، تنش محیشدهازنیج یاستوانه خارجی یلایهداخلی  

3
دیگر این لایه افزایش   

n، تنش به ازای 4/1های کمتر از حدود خارجی در شعاع یلایهیابد. لذا در می < دارای مقادیر بزرگتر  0

nو به ازای   > باشد. تنها در همین شعاع است دارای مقادیر کوچکتری نسبت به حالت همگن می 0

سبت که ن
σθ

pi
 باشد.می برابر هم  
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در 
1

3
باشند. ها به یکدیگر نزدیک شده و دارای رفتار مشابهی میخارجی، منحنی یلایهداخلی  

nمنحنی مربوط به  چنینهم = ی ، تغییرات اندکی را در طی ضخامت داشته که می تواند نکته1+

 به حساب آید. هااستوانهمهمی در طراحی این 

 
 ناهمگن تحت فشار داخلی-فولاد() یه همگندو لا شدهجازنی یهااستوانهی عشعا جاییجابهیع توز 

 
 ناهمگن تحت فشار داخلی-همگن )فولاد( یلایهدو  یشدهجازنی یهااستوانهتوزیع تنش شعاعی در  
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 ار داخلیناهمگن تحت فش-دو لایه همگن )فولاد( یشدهجازنی یهااستوانهتوزیع تنش محیطی در  

تحت بارگذاری  ناهمگن-آلومینیم() همگن یلایهدو  یشدهجازنی یهااستوانه 3-4-6

 فشار داخلی

دهد. درهیچ ی استوانه نشان میبعد شده را در طول دیوارهشعاعی بی جاییجابهتوزیع  17-3شکل 

شعاع یکسانی را شاهد نبوده  جاییجابه ب ناهمگنی،مکانی از استوانه و به ازای هیچ یک از مقادیر ضری

نسبت   چنینهمو 
ur

ri
خارجی مثبت  یلایهداخلی و  یلایه جاییجابه نیست. ابر همردر هیچ مکانی ب  

داخلی و خارجی با افزایش  یلایه، در های ناهمگنی مختلفها به ازای ثابتجاییجابهباشد.مقادیر می

nمقادیر باشد. داخلی بیشتر می یلایهخارجی نسبت به  یلایه جاییجابهبد. میزان یا، کاهش می

شکل خارجی ناهمگن است ) یلایهداخلی فولاد و  یلایهها در این شکل نسبت به حالتی که جاییجابه

 باشد.بیشتر می (،3-14

دهد. دو لایه نشان می یاستوانهبعد شده را در طی ضخامت ش شعاعی بیتوزیع تن 18-3شکل 

اعمال شده است؛ لذا  شدهجازنی یاستوانهازآنجا که فشار داخلی در جهت مثبت محور مختصات به 

 هاباشد. به ازای مقادیر مختلف ثابت ناهمگنی، تنشر طول دیواره میتنش شعاعی دارای مقادیر منفی د

نسبت  چنینهمیکسان بوده و  شدهجازنی یاستوانهاخلی و خارجی در سطوح د
σr

pi
در سطوح داخلی   
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یابد. این ، مقدار تنش شعاعی نیز کاهش میnباشد. با کاهش می و صفر برابر یک ترتیببه و خارجی 

nای مقدار به از < nازای  همگن و به یاستوانه، کوچکتر از تنش ایجاد شده در 0 > بزرگتر از آن  ،0

های ناهمگنی دو لایه به ازای تمامی مقادیر ثابت یاستوانهتنش شعاعی درسطح داخلی  بیشینهباشد. می

 وجود آمده است.به شدهجازنی یاستوانهاتفاق افتاده است، کمترین تنش شعاعی در سطح خارجی 

تنش در سطوح داخلی دهد. مقدار این د شده را نشان میبعحیطی بیتوزیع تنش م 19-3شکل 

نسبت  چنینهمباشد. ، به ازای هیچ یک از ضرایب ناهمگنی یکسان نمیشدهجازنی یاستوانهو خارجی 

σθ

pi
ها مثبت داخلی  وخارجی تنش یلایهنیست. در هر دو  همدر هیچ یک از این دو سطح برابر   

خارجی  تقریباً  یلایهیابد، در هش میداخلی کا یلایه، مقادیر تنش محیطی در nیش د. با افزاباشنمی

در 
1

3
2، تنش محیطی کاهش و در شدهجازنی یاستوانهخارجی  یلایهداخلی  

3
دیگر این لایه افزایش   

nی ، تنش به ازا4/1های کمتر از حدود خارجی در شعاع یلایهیابد. لذا در می < ی مقادیر بزرگتر دارا 0

nو به ازای   > باشد. تنها در همین شعاع است دارای مقادیر کوچکتری نسبت به حالت همگن می 0

که نسبت 
σθ

pi
 باشد.می دیگربرابر یک  

در 
1

3
باشند. ها به یکدیگر نزدیک شده و دارای رفتار مشابهی میخارجی، منحنی یلایهداخلی  

nه نی مربوط بمنح چنینهم = ی تغییرات اندکی را در طی ضخامت داشته که می تواند نکته ،1+

 به حساب آید. هااستوانهمهمی در طراحی این 
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 تحت فشار داخلی ناهمگن-آلومینیم() دو لایه همگن شدهجازنی یهااستوانهشعاعی  جاییجابهتوزیع  

 

 
ناهمگن تحت فشار -گن )آلومینیم(هم یلایه دو یشدهجازنی یهااستوانهتوزیع تنش شعاعی در  

 داخلی
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ناهمگن تحت فشار -دو لایه همگن )آلومینیم( یشدهجازنی یهااستوانهتوزیع تنش محیطی در  

 داخلی

بارگذاری فشار  تحت )فولاد( همگن-ناهمگن یلایه دو یشدهجازنی یهااستوانه 3-4-7

 داخلی

 
 همگن )فولاد( تحت فشار داخلی-لایه ناهمگن شده دوزنیهای جااستوانهجایی شعاعی توزیع جابه 

1

1/2

1/4

1/6

1/8

2

1 1/1 1/2 1/3 1/4 1/5 1/6 1/7

σ
θ
/p

i

r/ri

PET

FEMn=+1

0/9

1/2

1/5

1/8

2/1

1 1/1 1/2 1/3 1/4 1/5 1/6 1/7

(u
r/

r i)
*1

0
0

0

r/ri

PET

FEM

n=+1
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 فولاد( تحت فشار داخلی) همگن-ناهمگن یلایهدو  یشدهجازنی یهااستوانهتوزیع تنش شعاعی در  

 
 همگن )فولاد( تحت فشار داخلی-دو لایه ناهمگن یشدهجازنی یهااستوانهتوزیع تنش محیطی در  

 

 

 

-1

-0/8

-0/6

-0/4

-0/2

0

1 1/1 1/2 1/3 1/4 1/5 1/6 1/7

σ
r/

p
i

r/ri

PET

FEM

n=+1

1

1/2

1/4

1/6

1/8

2

2/2

1 1/1 1/2 1/3 1/4 1/5 1/6 1/7

σ
θ
/p

i

r/ri

PET

FEM

n=+1
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تحت بارگذاری  (آلومینیم) همگن-ناهمگن یلایهدو  یشدهجازنی یهااستوانه 3-4-8

 فشار داخلی

 
 آلومینیم( تحت فشار داخلی) همگن-دو لایه ناهمگن شدهجازنی یهااستوانهشعاعی  جاییجابهتوزیع  

 

 
همگن )آلومینیم( تحت فشار -ناهمگن یلایهدو  یشدهجازنی یهااستوانهتوزیع تنش شعاعی در  

 داخلی

 

3

3/5

4

4/5

5

5/5

1 1/1 1/2 1/3 1/4 1/5 1/6 1/7

(u
r/

r i)
*1

0
0

0

r/ri

PET

FEM

-1

-0/8

-0/6

-0/4

-0/2

0

1 1/1 1/2 1/3 1/4 1/5 1/6 1/7

σ
r/

p
i

r/ri

PET

FEM

n=+1

n=+1 
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همگن )آلومینیم( تحت فشار -دو لایه ناهمگن یشدهجازنی یهااستوانهطی در یع تنش محیتوز 

 داخلی

 گیرینتیجهو  بندیجمع 3-5

 یاستوانهداخلی منفی و در  یاستوانهدر  جاییجابهدو لایه تحت بارگذاری جازنی هست،  یاستوانهوقتی 

گیرد بر اثر فشار شار داخلی قرار میبارگذاری فهمین استوانه تحت  کهزمانی باشد. ولیبیرونی مثبت می

 شود.مثبت می دو لایه یاستوانهدر سرتاسر شعاع  جاییجابهجازنی غلبه کرده و 

 ناهمگن-همگن یلایهدو  یانهاستو 3-5-1

های محیطی در حدود شعاع یابد. تنشافزایش می nمقدار فشار جازنی با افزایش 
1
3

ناهمگن  یاستوانه 

های تنش nبیرونی با افزایش  یاستوانهی همگرایی در شوند و قبل این نقطهیهم برابر مبیرونی با 

 یابند.افزایش می nی همگرایی با افزایش محیطی کاهش ولی بعد از نقطه

 

 

 

1

1/3

1/6

1/9

2/2

2/5

1 1/1 1/2 1/3 1/4 1/5 1/6 1/7

σ
θ
/p

i

r/ri

PET

FEM

n=+1
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  همگن-ناهمگن یلایهدو  یاستوانه 3-5-2

های محیطی در حدود شعاع یابد. تنشکاهش می nمقدار فشار جازنی با افزایش 
2

3
ناهمگن  یهاستوان 

های تنش nداخلی با افزایش  یاستوانهی همگرایی در شوند و قبل این نقطهداخلی با هم برابر می

 یابند.افزایش می nی همگرایی با افزایش حیطی کاهش ولی بعد از نقطهم

 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

با دو  شدهجازنی یهااستوانهحلّ تحلیلی  :4 فصل

بارگذاری تحت  FGMهمگن و ناهمگن  یلایه

 شاری و چرخشیف
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 مقدمه 4-1

در  هاآنباشند. لذا بررسی و تحلیل تنش در چرخان دارای کاربرد وسیعی در صنعت می یهااستوانه

 هاآندر  FG هایی که از مواد اکثر سازه چنینهم. است برخوردار بالایی اهمیّتکاری از شرایط مختلف 

ها، فضایی، موشکهای دارند؛ از قبیل سازهرایط کاری شود و نیاز به مقاومت بالا در شاستفاده می

تحلیل باشند. از اینرو های دوّار رآکتور اتمی و ... به غیر از نیروهای مکانیکی، دارای دوران نیز میسازه

 باشد.می اهمیّتو بررسی این نوع بارگذاری حائز 

جدار  یهااستوانهبر کلی حاکم  یمستوی، معادله یالاستیسیتهدر این فصل با استفاده از تئوری 

ناهمگن چرخان تحت فشار داخلی استخراج شده و سپس به حلّ -همگن یلایهدو  یشدهجازنی ضخیم

در ادامه  شود.و برای مقادیر متفاوت ثابت ناهمگنی پرداخته می ایصفحهتنش تحلیلی آن در شرایط 

 ر بررسی شده و سپس، نتایجتحت فشا گنناهم-همگن یلایهدو چرخان  یهااستوانهحلّ الاستیک 

مقایسه و نتایج محدود آباکوس  المانافزار حاصل از حل ّ تحلیلی با حلّ عددی صورت گرفته توسط نرم

 ئه شده است.اار اولّدر قالب نمودارها و جد

 ناهمگن چرخان تحت فشار  یهااستوانهتحلیل  4-2

و از جنس مواد  اند خل هم جازده شدهکه در دا مضخیجدار  یاستوانهدو در این فصل نیز روابط برای 

باشند، ارائه می rm (c) و شعاع مشترک ro (b)و شعاع خارجی ri (a )متغیر تابعی با شعاع داخلی 

شود؛ استوانه دارای چرخش با سرعت که به سطوح داخلی وارد می piشود. علاوه بر فشار داخلی می

 باشد. ینیز م  ωای ثابت زاویه
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 تحت فشار داخلی و چرخش FGMناهمگن -همگن یلایهدو  یاستوانهطع مق 

و چگالی هر نسبت پواسون در طول دیواره هر دو لایه ثابت فرض شده است. مدول الاستیسیته 

-4)ی خارجی دارای تغییرات توانی نسبت به شعاع بوده و با رابطه یلایهثابت و در  داخلی یلایهدر دو 

 شود.تعریف می (2-4)و  (1

(4-1)                                                ρ(r) = ρ
i
(
r

rm
)
n1

 

(4-2) E(r) = Ei(
r

rm
)n2 

Rدر این رابطه  = (
r

rm
در سطح داخلی لایه  الاستیسیتهمدول  ρiبعد است. مختصات شعاع بی (

توزیع چگالی  (1-4) یرابطهباشد. ضریب ناهمگنی مادّه می n2 و n1و  شدهجازنی یاستوانهخارجی 

دو لایه به ازای مقادیر ثابت  یشدهجازنی یاستوانهبعد در بعد شده را نسبت به مختصات شعاعی بیبی

 .(شونددر نظر گرفته میn برابر  n2و  n1البته در اینجا ) دهدمیشان نی مختلف نناهمگ
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تحت همگن و ناهمگن چرخان  یلایهدو  شدهجازنی یهااستوانهحلّ الاستیک  4-2-1

 فشار

با سرعت ثابت در حال چرخش باشند؛ شتاب مجموعه برابر صفر  شدهجازنی یهااستوانههنگامی که 

برای تحلیل آن استفاده کرد. نیروی ایجاد شده در اثر شتاب  (21-2) عادله تعادلتوان از مبوده و لذا می

شود. لذا وارد می هااستوانهیک نیروی حجمی و در راستای شعاع به تمام نقاط  صورتبهکز گریز از مر

شرایط تقارن  همچنانت. در نتیجه گرف درنظر متقارنتوان نسبت به محور، این بارگذاری را نیز می

 توان از روابط ذکر شده در این حوزه استفاده کرد.محوری برقرار است و می

 ، برابر است با:ωای ثابت در اثر چرخش با سرعت زاویه هااستوانهل شده به نیروی حجمی اعما

                                                br = ρ(r)rω
2 

 یشود؛ این نیرو تنها تابعی از شعاع استوانه بوده و مستقل از دو مختصهکه ملاحظه می طورهمان

x   وθ شود:می زیر بازنویسی صورتبه تنشی تعادل معادله باشد.می 

(4-3)                                                
dσr
dr

+
1

r
(σr − σθ) + ρ(r)rω

2 = 0 

ی معادله، (2-4)و  (1-4)استفاده از روابط  چنینهمو  (3-4)در  (25-2)و  (22-2) گذاریجای با

 آید: یدست مر بهزی صورتبهحاکم 

(4-4)                                                r2  
d2u

dr2
 + (n + 1) r 

du

dr
+ (n(𝜈∗) − 1)u = f(r) 

 که در آن 

(4-5)                                                f(r) = −
ρi
Ei

r3ω2

A
 

آمده  دومدر فصل  هاآند که مقادیر باشنه میایی استوانوابسته به شرایط انته 𝐵و  𝐴های ثابت

باشد که طبق آن، جواب ، روش لاگرانژ می(4-4) ی ناهمگنحل برای معادله هایروشیکی از   است.

ی همگن متناظر و یک حلّ خصوصی از مجموعی از حلّ عمومی معادله صورتبهی ناهمگن معادله

 شود.همگن بیان میی ناعادلهم

𝑟یر با تغییر متغ = 𝑒𝑡  :داریم 
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(4-6)                                                r
du

dr
=
du

dt
 

(4-7) r2
d2u

dr2
=
d2u

dt2
−
du

dt
 

 رسیم:ی زیر میبه رابطه (4-4)در  (7-4)و  (6-4)، (5-4) گذاریجای با 

(4-8)                                                
d2u

dt2
−
du

dt
+ (n + 1)

du

dt
− (1 − nν∗)u = −

ρi
Ei

e3tω2

A
 

 م:سازی داریبا ساده

(4-9)                                                
d2u

dt2
+ n

du

dt
− (1 − nν∗)u = −

ρi
Ei

e3tω2

A
 

 مشخصه عبارتند از: معادله

(4-10)                                                 m2 +mn − (1 − n(𝜈∗)) = 0 

(4-11) Δ = n2 + 4(1)(1 − n(𝜈∗)) 

(4-12) √Δ = M⟶ m1,2 =
−n ±M

2
 

 جواب عمومی:

(4-13)                                                ut
h(t) = c1e

m1t + c2e
m2t 

 جواب خصوصی:

(4-14)                                                ut
p(t) = v1u1 + v2u2 

 رونسکین:

(4-15)                                                w = |
u1 u2
u1
′ u2

′ | 

(4-16) v1
′ =

−u2f(t)

w
 

(4-17) v2
′ =

u1f(t)

w
 

(4-18) u1 = e
m1t 

(4-19) u2 = em2t 
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 رونسکین عبارت است از: (15-4) یبه رابطه توجهّبا 

(4-20)                                                w = |
em1t em2t

m1e
m1t m2e

m2t
| = (m2 −m1)e

(m1+m2)t 

 شود:زیر بازنویسی می صورتبه (17-4)و  (16-4) در نتیجه روابط

(4-21)                                                v1
′ =

ρiω
2

AEi(m2 −m1)
e(3−m1)t 

(4-22) v2
′ = −

ρiω
2

AEi(m2 −m1)
e(3−m2)t 

 داریم: (22-4)و  (21-4) گیری از روابطبا انتگرال

(4-23)                                                v1 =
ρiω

2

AEi(m2 −m1)
∗
e(3−m1)t

(3 − m1)
 

(4-24) v2 = −
ρiω

2

AEi(m2 −m1)
∗
e(3−m2)t

(3 −m2)
 

 آید:می دستزیر به صورتبهجواب خصوصی  (14-4) یهابطبه ر توجهّدرنتیجه با 

(4-25)                                                

ut
p(t) =

ρiω
2

AEi(m2 −m1)
∗

e3t

(3 − m1)
−

ρiω
2

AEi(m2 −m1)
∗

e3t

(3 − m2)

=
ρiω

2e3t

AEi(m2 −m1)
(

1

3 − m1
−

1

3 −m2
) 

𝑟 یرهدوبا متغیربا تغییر  = 𝑒𝑡  :داریم 

(4-26)                                                ur
p(r) =

ρiω
2r3

AEi(m2 −m1)
(

1

3 − m1
−

1

3 −m2
) 

 آید:دست میزیر به صورتبهجواب کلی معادله 

(4-27)                                                

ur(r) =  ur
h(r) + ur

p(r) 

                      = C1r
m1 + C2r

m2 +
ρiω

2r3

AEi(m2 −m1)
(

1

3 − m1
−

1

3 −m2
) 

 همگن باشد:داخلی  یاستوانهبا فرض اینکه 

(4-28)                                                n = 0 →  m1,2 = ±1 

(4-29) ui(r) = C1ir +
C2i
r
−
ρiω

2r3

8AEi
 

 خارجی ناهمگن باشد داریم: یاستوانهبا فرض اینکه 
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(4-30)                                                uh(r) = C1hr
m1 + C2hr

m2 +
ρiω

2r3

AEi(m2 −m1)
(

1

3 −m1
−

1

3 −m2
) 

 یلایههای شعاعی و محیطی برای توزیع تنش (30-4)و  (25-2)، (22-2) به روابط توجهّبا 

 شود.بیان می (36-4)و  (35-4)خارجی با روابط  یلایهبرای و  (32-4)ی با رابطه داخلی

(4-31)                                                

{
 
 

 
 σr = Ei(A(c1i −

c2i
r2
−
3ρiω

2r2

8AEi
) + B(c1i +

c2i
r2
−
ρiω

2r2

8AEi
))

σθ = Ei(B(c1i −
c2i
r2
−
3ρiω

2r2

8AEi
) + A(c1i +

c2i
r2
−
ρiω

2r2

8AEi
))

 

 آید:دست میروابط زیر به صورتبهسازی با ساده

(4-32)                                                

{
 
 

 
 σr = Ei((A + B)c1i + (B − A)

c2i
r2
−
ρiω

2r2

8AEi
(3A + B))

σθ = Ei((A + B)c1i + (A − B)
c2i
r2
−
ρiω

2r2

8AEi
(3B + A))

 

 ناهمگن بیرونی: یاستوانههای شعاعی و محیطی برای تنش

(4-33)                                                

σr = Ei (
r

rm
)
n

(A(m1C1hr
m1−1 +m2C2hr

m2−1

+
3ρiω

2r2

AEi(m2 −m1)
(

1

3 − m1
−

1

3 −m2
)) + B(C1hr

m1−1

+ C2hr
m2−1 +

ρiω
2r2

AEi(m2 −m1)
(

1

3 − m1
−

1

3 −m2
))) 

(4-34) 

σθ = Ei (
r

rm
)
n

(B(m1C1hr
m1−1 +m2C2hr

m2−1 +
3ρiω

2r2

AEi(m2 −m1)
(

1

3 − m1

−
1

3 −m2
)) + A(C1hr

m1−1 + C2hr
m2−1

+
ρiω

2r2

AEi(m2 −m1)
(

1

3 − m1
−

1

3 −m2
))) 

 نی داریم:ناهمگن بیرو یاستوانههای شعاعی و محیطی برای سازی روابط تنشبا ساده

(4-35)                                                

σr = Ei (
r

rm
)
n

((Am1 + B)C1hr
m1−1 + (Am2 + B)C2hr

m2−1

+
ρiω

2r2

AEi(m2 −m1)
(

1

3 − m1
−

1

3 −m2
)(3A + B)) 
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(4-36) 

σθ = Ei (
r

rm
)
n

((Bm1 + A)C1hr
m1−1 + (Bm2 + A)C2hr

m2−1

+
ρiω

2r2

AEi(m2 −m1)
(

1

3 − m1
−

1

3 −m2
)(3B + A)) 

شود. از آنجا که از شرایط مرزی استفاده می 𝐶2ℎو  𝐶1𝑖 ،𝐶2𝑖 ،𝐶1ℎهای ی ثابتبه منظور محاسبه

-4)و  (35-4)، (32-4) به روابط توجهّبا  داریم؛ در اختیار جاییجابهاین شرایط را برای تنش شعاعی و 

  داریم: (39-2)تا  (36-2) در شرایط مرزی گذاریجای با  (36

(4-37)                                                Ei((A + B)c1i + (B − A)
c2i
a2
−
ρiω

2a2

8AEi
(3A + B)) = −pi 

(4-38) 

Ei((A + B)c1i + (B − A)
c2i
c2
−
ρiω

2c2

8AEi
(3A + B))

= Ei(
c

rm
)n((Am1 + B)C1hc

m1−1 + (Am2

+ B)C2hc
m2−1 +

ρiω
2c2

AEi(m2 −m1)
(

1

3 − m1

−
1

3 −m2
)(3A + B)) 

(4-39) 

C1hc
m1 + C2hc

m2 +
ρiω

2c3

AEi(m2 −m1)
(

1

3 − m1
−

1

3 −m2
) − C1ic −

C2i
c

+
ρiω

2c3

8AEi
= d 

(4-40) 
Ei(
b

c
)n((Am1 + B)C1hb

m1−1 + (Am2 + B)C2hb
m2−1

+
ρiω

2b2

AEi(m2 −m1)
(

1

3 − m1
−

1

3 −m2
)(3A + B)) = 0 

زیر  ماتریس صورتهبرا  (40-4)تا  (37-4) های مجهول روابطآوردن ثابتدستاکنون برای به

 داریم:
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(4-41)                                                

[
 
 
 
 
 
 
 
 (A + B)

(B − A)

a2
0 0

(A + B)
Ei
c2
(B − A) −(Am1 + B) (

c

a
)
m1−1

−(Am2 + B) (
c

a
)
m2−1

−
c

a
−
a

c
(
c

a
)m1 (

c

a
)m2

0 0 (Am1 + B) (
b

a
)
m1−1

(Am2 + B) (
b

a
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 آید.دست میهای مجهول بهافزار میپل ثابتبا ماتریس معکوس گرفتن در نرم (41-4) یاز رابطه

مگن و ناهمگن تحت ه یلایهو با د شدهجازنی یهااستوانهحلّ عددی  4-3

 و چرخشفشار داخلی بارگذاری 

همگن و ناهمگن در حال چرخش، همانند فصل  یدو لایه یشدهیجازن یهااستوانه سازیمدلی نحوه

 (2-4)و  (1-4) یهادر هر لایه، از رابطه و مدول یانگ باشد. به منظور اعمال تغییرات چگالیقبل می

 شود.استفاده می

به تمامی  brی چرخش استوانه، با تعریف تابع نیروی حجمی ایجاد شده در مجموعه بواسطه

 شود.های موجود اعمال میگره

 نتایج  یمقایسهموردی و  یمطالعه 4-4

آمده از حلّ عددی دستقادیر بهحلیلی با منتایج حاصل از حلّ ت یمقایسهموردی و  یمطالعهنظور به م

شعاع داخلیرا به  ناهمگندو لایه همگن و  یشدهجازنی یهااستوانهافزاری؛ نرم سازیمدلبه کمک 
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ir mm=150فصل مشترک( ، شعاع میانی(mr mm=200شعاع خارجی ، or mm=  طول ،250

L mm= mm/و تداخل  800 =0  گیریم.درنظر می 1

 برای فولاد و یا مقدار GPa200 ( دارای مقدارEiی داخلی )های یانگ در سططح داخلی لایهمدول

GPa70 سوبرای آلومینیوم بوده و فرض می سبت پوا ست.  را 3/0ر ثابت مقدا (ν)ن شود که ن دارا

 فشطططار جازنی و فشطططار داخلی زمانهمنتایج را برای دو حالت بارگذاری تنها فشطططار جازنی و اعمال 

ip MPa=140 کنیمبررسی می. 

  GPa  200( دارای مقدار Ei)خارجی  یلایهو در سطح داخلی داخلی  یلایهدر های یانگ مدول

kgدارای مقادیر چگالی نیز  برای آلومینیوم بوده و  GPa 70مقدار ولاد و یا برای ف

m3 7860  برای فولاد و

kg

m3 2710 شود که نسبت پواسون فرض میباشد. برای آلومینیم می(ν)  در طی را  3/0مقدار ثابت

p)   تحت فشار داخلی ،شدهجازنی یاستوانهضخامت داراست. 
i
= 140MPa) ای با سرعت زاویه بوده و

ω ثابت = 300 
rad

s
  باشد.در حال چرخش حول محور مرکزی می 

ارائه  ایصفحهبرابر یکدیگر فرض شده و نتایج برای حالت تنش  𝑛2و   𝑛1های ناهمگنی ثابت

-ه میی حلّ عددی صورت گرفتهای کوچک نمایندهخطوط ممتد نشانگر حلّ تحلیلی و دایرهشوند.می

 .باشند

 فشار وو ناهمگن فولاد تحت  )فولاد( همگن یدو لایه یشدهجازنی یهااستوانه 4-4-1

 چرخش

دهد. در هیچ مکانی از ی استوانه نشان میبعد شده را در طول دیوارهبی جاییجابهتوزیع  2-4شکل 

شعاعی یکسانی را شاهد نبوده و  اییججابهنی، استوانه و به ازای هیچ یک از مقادیر ضریب ناهمگ

بت نس چنینهم
ur

ri
ایجاد شده در استوانه مثبت بوده و با  جاییجابهدر هیچ مکانی برابر یکدیگر نیست.  

nها به ازای جاییجابهای که گونهیابد. به، مقدار آن کاهش میnافزایش  < تر و دارای مقادیر بزرگ 0

nبه ازای  >  باشد.ی همگن میتری نسبت به مادهّر کوچکارای مقادید 0
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ناهمگن تحت فشار و -فولاد() همگن یلایهدو  یشدهجازنی یهااستوانهشعاعی در  جاییجابهتوزیع  

 چرخش

𝑛به دلیل آن که به ازای  = شود؛ در صورتی که در استوانه ایجاد می جاییجابهکمترین  1+

ها در ی پرتابهتحت فشار باشد )مانند لوله یاستوانهطراحی  ن کننده درشعاعی عامل تعیی جاییجابه

با ضریب ناهمگنی متفاوت  FGمحدودیت در تولید مادهّ  در صورت داشتن چنینهمصنایع نظامی( و 

در طول  جاییجابهشود. تغییرات برای خواص مکانیکی، انتخاب مادّه با این ضریب ناهمگنی پیشنهاد می

همگن از  یاستوانهناهمگن رفتار مشابهی را نسبت به  یاستوانهبوده و از این جهت  ریباً اندکدیواره تق

 دهد.خود نشان می

دهد. از آنجا که طی ضخامت استوانه نشان میبعد شده را در توزیع تنش شعاعی بی 3-4شکل 

اند؛ لذا تنش ختصات به استوانه اعمال شدهثبت محور مهم فشار و هم نیروی حجمی، هر دو در جهت م

ها در باشد. به ازای مقادیر مختلف ثابت ناهمگنی، تنششعاعی دارای مقادیر منفی در طول دیواره می

نسبت  چنینهمیکسان بوده و  شدهجازنی یاستوانهسطوح داخلی و خارجی 
σr

pi
در سطوح داخلی و  

، مقدار تنش شعاعی نیز به مقدار اندکی کاهش nبا کاهش  باشد.می صفرو  رابر یکب ترتیببه خارجی 

1

1/2

1/4

1/6

1/8

2

2/2

1 1/1 1/2 1/3 1/4 1/5 1/6 1/7

(u
r/

r i)
*1

0
0

0

r/ri

PET

FEM

n=+1
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nیابد. این مقدار به ازای می < nهمگن و به ازای  یاستوانهتر از تنش ایجاد شده در ، کوچک0 > 0 ،

 باشد.بزرگتر از آن می

 
شار و همگن تحت فنا-فولاد() همگن یلایهدو  یشدهجازنی یهااستوانهتنش شعاعی در  توزیع 

 چرخش

طوح داخلی و دهد. مقدار این تنش در سبعد شده را نشان میتوزیع تنش محیطی بی 4-4شکل 

نسبت  چنینهمباشد. ، به ازای هیچ یک از ضرایب ناهمگنی یکسان نمیشدهجازنی یاستوانهخارجی 

σθ

pi
 .ندنیست همبرابر  در هیچ یک از دو سطح 

، مقادیر تنش محیطی در nباشند. با افزایش ها مثبت میداخلی  وخارجی تنش یلایهدر هر دو 

خارجی تقریباً در  یلایهیابد، در داخلی کاهش می یلایه
1

3
، شدهجازنی یاستوانهخارجی  یلایهداخلی  

2تنش محیطی کاهش و در 
3

های کمتر از خارجی در شعاع یلایهدر یابد. لذا دیگر این لایه افزایش می  

n، تنش به ازای 4/1حدود  < nدارای مقادیر بزرگتر و به ازای   0 > ادیر کوچکتری نسبت دارای مق 0

باشد. تنها در همین شعاع است که نسبت به حالت همگن می
σθ

pi
 باشد.برابر یکدیگر می  
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ناهمگن تحت فشار و -فولاد() همگن یلایهدو  یشدهازنیج یهااستوانهتنش محیطی در  توزیع 

 چرخش

در 
1

3
باشند. دارای رفتار مشابهی میها به یکدیگر نزدیک شده و خارجی، منحنی یلایهداخلی  

nمنحنی مربوط به  چنینهم = ی ، تغییرات اندکی را در طی ضخامت داشته که می تواند نکته1+

 آید. به حساب هااستوانهمهمی در طراحی این 

، در طی ضخامت نشان (29-2)ی معادله براساسبعد شده را بی میزسفنوزیع تنش ت 5-4شکل 

د ایجا میزسفنهای چرخش آن با سرعت ثابت، تنش چنینهمدهد. با اعمال فشار داخلی به استوانه می

ها به ازای هیچ یک از مقادیر ضریب ناهمگنی، ارای مقادیر مثبتی خواهد بود. این تنشاستوانه، دشده در 

، مقادیر یکسانی نداشته و نسبت شدهجازنی یاستوانهدر سطوح داخلی و خارجی 
σM

pi
در هیچ کدام از   

 این سطوح برابرهم نیست.

 

0

0/4

0/8

1/2

1/6

2

2/4

1 1/1 1/2 1/3 1/4 1/5 1/6 1/7

σ
θ
/p

i

r/ri

PET

FEM

n=+1



92 

 
ناهمگن تحت فشار و -فولاد() همگن یلایهدو  یشدهجازنی یهااستوانهدر  میزسفنتنش  توزیع 

 چرخش

 4/1های کمتر از حدود ، به ازای مقادیر منفی از ضریب ناهمگنی و در شعاعمیزسفنمقدار تنش 

تری از ، دارای مقادیر کوچک4/1های بزرگتر از حدود در شعاع کهحالیی همگن بوده در بزرگتر از مادهّ

، شدهجازنی یاستوانهخارجی  یلایهدهد. در های مثبت رخ می nقضیه برای باشد. عکس این میآن 

شوند. ها رفتار مشابهی داشته و به یک مقدار واحد نزدیک می، منحنی4/1های کمتر از حدود در شعاع

، نسبت 4/1بنابراین تنها در شعاع حدود 
σM

pi
 شود.می برابر هم  

nبه ازای  = باشد. لذا انتخاب این عدد ات اندکی در طی ضخامت میارای تغییرتنش مؤثر د، 1+

 شود.چرخان تحت فشار داخلی توصیه می یهااستوانهبرای ضریب ناهمگنی، در طراحی 

بارگذاری  ناهمگن تحت-)آلومینیوم( همگن یلایهدو  یشدهجازنی یهااستوانه 4-4-2

 فشاری و چرخشی

شود که دیده می طورهماندهد. ی استوانه نشان میبعد را در طول دیوارهبی جاییهجابتوزیع  6-4شکل 

( ولی میزان 2-4شکل داخلی از جنس فولاد باشد ) یاستوانهروند تغییرات مانند حالتی است که 

 بیشتر است. هاجاییجابه

1
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های دهد. در شعاعبعد تنش شعاعی را در طی ضخامت استوانه نمایش میتوزیع بی 7-4شکل 

nمیانی به ازای  =  یاستوانهها نسبت به حالتی که دارای بیشترین مقدار تنش هست. مقدار تنش 1+

 شته است.داخلی فولاد باشد مقداری کاهش دا

 
ناهمگن تحت فشار و -آلومینیوم() همگن ییهلادو  یدهشجازنی یهااستوانهشعاعی در  جاییجابهتوزیع  

 چرخش

 
ناهمگن تحت فشار و -آلومینیوم() همگن یلایهدو  یشدهجازنی یهااستوانهتنش شعاعی در  توزیع 

 چرخش
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ناهمگن تحت فشار و -آلومینیوم() همگن یلایهدو  یشدهجازنی یهااستوانهتنش محیطی در  توزیع 

 چرخش

 
ناهمگن تحت فشار و -آلومینیوم() همگن یلایهدو  یشدهجازنی یهااستوانهر د میزسفن تنش توزیع 

 چرخش

که  طورهماندهد. ی استوانه نشان میبعد تنش محیطی را در طول دیوارهتوزیع بی 8-4شکل 

نس فولاد باشد ولی با این داخلی از ج یاستوانهشود روند تغییرات مانند حالتی است که مشاهده می
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بیرونی  یاستوانههای محیطی افزایش ولی در داخلی تنش یاستوانهناظر در های مت nتفاوت که به ازای 

 یابد.کاهش می

 که دیده طورهمان دهد.را نسبت به شعاع نمایش می میزسفنبعد تنش توزیع بی 9-4شکل 

داخلی  یاستوانههای متناظر در  nباشد با این تفاوت به ازای می 5-4شکل غییرات  مانند شود روند تمی

 یابد.بیرونی کاهش می یاستوانهافزایش ولی در  میزسفنهای تنش

 گیرینتیجهو  بندیجمع 4-5

شود که رفتار چندان زیاد، مشاهده میهای نه عتبه تأثیر بسیار کم بارگذاری دورانی برای سر توجهّبا 

اما  باشد.استوانه تحت بارگذاری دورانی و فشاری بسیار مشابه رفتار استوانه تحت بارگذاری فشاری می

 300چرخش با سرعت ثابت 
rad

s
نسبت به  ییجاجابهها و ، تغییرات نسبتا کمی را در مقادیر تنش

 یاستوانهدر شعاع داخلی  میزسفنباعث تغییر مقدار تنش این سرعت  کند.همگن ایجاد می یاستوانه

nداخلی فولاد و آلومینیوم باشد )برای حالت  یاستوانهداخلی برای وقتی که  = برابر ترتیببه ( 1+

MPa8/37 وMPa16/13 حدود ترتیببه ینیوم  برای فولاد و آلوم جاییجابهاختلاف  ست.ا m

ای تا جایی که باعث بگیریم که سرعت زاویه درنظرالبته باید این نکته را  باشد.یم m85/29 و 3/30

تواند افزایش یابد. در جدول زیر سرعت جدایش به ازای فشار جازنی( نشود میجدایش )صفر شدن 

nفولاد و آلومینیوم آورده شده است.ختلف برای های م 

 هااستوانهسرعت جدایش  4-1 جدول

Angular velocity(
rad

s
) 

n = +1 n /= +0 5 n =0 n /= −0 5 n = −1 Power indices 

613 616 621 625 628 Steel 

617 621 625 630 634 Aluminium 
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 گیرینتیجهو  بندیجمع :5 فصل
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 مقدمه 5-1

های داخلی و خارجی، متقارن محوری، به دلیل مقاومت بالا در برابر انواع فشار جدارضخیم یهااستوانه

اند. پیدا کردهصنعت های متنوعّ دیگر کاربرد فراوانی در نیروها و لنگرها، گرادیان دمایی و بارگذاری

مورد  با تغییرات هندسه، ماده و بارگذاری هاپوستهمختلف تحلیل این گروه از  هایروشیابی به دست

سعی شده است تا با  نامهپایانباشد. در همین راستا در این ی پژوهشگران و نیاز صنعتگران میعلاقه

ت ثابت در حالت تقارن محوری تحت ضخام با جدارضخیم یهااستوانهی روش حلّ تحلیلی برای ارائه

ها بر روی مقادیر تنش و اری، اثر هریک از این بارگذدورانی با سرعت ثابت بارگذاری فشاری و بارگذاری

های صورت گرفته در این کار بندیجمعبررسی شود. در این فصل ضمن  ایاستوانهی پوسته جاییجابه

فته است و نهایتاً پیشنهادهایی برای ادامه و تکمیل کار نیز پذیر جامعی صورت گیرینتیجه، نامهپایان

 شده است. ارائه

حمل این است که استوانه فشار داخلی بیشتری را ت شوددنبال می هااستوانهدر یکی از اهدافی که 

و یا بدون افزایش ضخامت، جنس مورد نظر توان ضخامت جداره را زیاد کرد کند و برای این هدف می

که استفاده از هر دوی این روش افزایش هزینه را در بر دارد. به همین خاطر راه  انتخاب کردتروبا مرغر

 کند که:که این راه حل بیان می شودمیسومی ارائه حل 

کند به این که فشار در جدار داخلی خیلی بیشتر از فشاری که جدار خارجی تحمل می توجهّبا 

خارجی بسازیم و چون این روش نه  یلایهتر نسبت به س مرغوبیک جنبهتر است لایه داخلی را از 

سازد مورد قبول واقع شد، که در نتیجه را از جنس مرغوب میکند و نه کل استوانه ضخامت را زیاد می

 .آیدوجود میبه )دو لایه( شدهجازنی یهااستوانهبحث 

 گیرینتیجهو  بندیجمع 5-2

 مجزّا بیان شده است. طوربهری نتایج مربوط به انواع بارگذا
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 همگن تحت فشار داخلی یلایهدو  ایاستوانهی هاپوسته: تحلیل اوّلحالت  ❖

همیشه  σrهای شعاعی حاصل از جازنی یعنی د تنششها مشاهده به شکل توجهّکه با  طورهمان

شار خارجی ای فباشد. تنش محیطی شکستگی دارد، برپیوستگی دارد و همواره کوچکتر از صفر می

 باشد.مواره مثبت میخارجی( ه یاستوانهداخلی( همواره منفی و برای فشار داخلی ) یاستوانه)

 یجایدو لایه یکی باشد و تحت بارگذاری فشار جازنی قرار گیرد جابه یاستوانهوقتی که جنس 

ا ضخامت ثابت، فشار بیه دو لا ضخیمجدار  یاستوانهاشاره شد، در  نیز که قبلا طورهمانیکسان است. 

تر وقت که جنس دو لایه نرمشود. شعاعی مثبت در استوانه می جاییجابهداخلی یکنواخت سبب ایجاد 

 دهد.آید و در جایی  مانند توپی وشفت گشتاوری کمتری انتقال میوجود میباشد فشار جازنی کمتری به

تحت فشار وجود  یلایهدو  یاستوانهر ددی در مجموع مطابقت قابل قبولی بین حلّ تحلیلی و حلّ عد

 دارد.

 فشار تحت FGMناهمگن -همگن یلایهدو  ایاستوانهی هاپوسته حالت دوّم: تحلیل ❖

 داخلی

 چنینهمخارجی مثبت است و  یلایهداخلی منفی و در  یلایهها در بارگذاری فشار جازنی در جاییجابه

nبه ازای  جاییجابهمقدار  = خارجی برعکس  یلایهداخلی بیشتر از حالت همگن ولی در  یلایهدر   1+

بیرونی ناهمگن  یاستوانهداخلی همگن و  یاستوانهدر حالتی که    nفشار جازنی با افزایش  باشد.می

ها جاییجابه یابد.کاهش میگن و بیرونی همگن باشد، داخلی ناهم یاستوانهباشد افزایش، و در حالتی که 

 باشد.ر داخلی در هر دو لایه مثبت میفشااری در بارگذ

nماده با ضریب ناهمگنی  = تواند بهترین انتخاب برای تولید استوانه تحت فشار داخلی می 1+

شعاعی، دارای توزیع با گرادیان  جاییجابهباشد چرا که علاوه بر داشتن کمترین مقادیر در تنش مؤثر و 

 باشد. ه میواناست یتغییر مقادیر بسیار اندک در دیواره
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تحت فشار  FGMناهمگن -همگن یلایهدو  ایاستوانهی هاپوستهحالت سوم: تحلیل  ❖

 و چرخش داخلی

توان سرعت را افزایش داد چرا که باعث غلبه دو لایه تحت چرخش تا هر سرعتی نمی یهااستوانهبرای 

یابد تا جایی ر جازنی کاهش میشاای فشده، یعنی با افزایش سرعت زاویه هااستوانهی یهاوّلبر تداخل 

 گردد.که باعث جدایش شده و بنابراین فشار جازنی و تداخل صفر حاصل می

شود که های نه چندان زیاد، مشاهده میبا تأثیر بسیار کم بارگذاری دورانی برای سرعت توجهّبا 

باشد. به عبارت دیگر می ریمشابه رفتار استوانه تحت بارگذاری فشارفتار استوانه تحت بارگذاری دورانی 

چرخان تحت فشار نیز صادق  یاستوانههای مربوط به بارگذاری فشاری برای بررسی رفتار گیرینتیجه

با ضخامت ثابت،  ضخیمجدار  یاستوانهنیز اشاره شد، در  چهارمکه در طول فصل  طورهماناست. 

حداکثر مقدار تنش محیطی  ینچنهمشود. می شعاعی بسیار اندکی جاییهجابچرخش سبب ایجاد 

radایجاد شده توسط دوران با سرعت ثابت / s300  کمتر ازMPa6/40 باشد که این میزان در می

چرخان تحت فشار  یاستوانهتوان برای . می(n=+1)به ازای  باشدمی دیگرح وسطح داخلی بیشتر از سط

جداگانه، نتایج حاصل را با استفاده  طوربههای دورانی و فشاری هر یک از بارگذاری رگرفتننظدرداخلی با 

نهی با یکدیگر جمع نمود. در مجموع مطابقت قابل قبولی بین حلّ تحلیلی و حلّ عددی از اصل برهم

 ی و فشاری وجود دارد. های دورانتحت بارگذاری در استوانه

  



101 

 پیشنهادها 5-3

چه در این پژوهش انجام شده و آن نامهپایاندر رابطه با موضوع این  رهایی که در گذشتهکابه  توجّهبا 

پیشنهادات  ایاستوانهی هاپوستهبه کاربرد وسیع و متنوع  توجهّها با ارائه شد، جهت تکمیل این بررسی

 گردد:زیر ارائه می

تحت فشار و بار    FG نمگهمگن و ناه چرخان یلایهدو  یهااستوانهحلّ تحلیلی و عددی  .1

 با استفاده از تئوری تغییر شکل برشی حرارتی گذرا

چرخان تحت بارگذاری   FG همگن و ناهمگن یلایهدو  ایاستوانهی هاپوستهسازی بهینه .2

 مستوی یالاستیسیتهه از تئوری فشار داخلی با استفاد

تحت فشار متغیرّ  FG اهمگنن ی همگن ودو لایه ایاستوانهی هاپوستهتحلیل ترموالاستیک  .3

 در طول استوانه با استفاده از تئوری تغییر شکل برشی

با تغییرات نمایی  FG  ی همگن و ناهمگندو لایه ایاستوانهی هاپوستهتحلیل ترموالاستیک  .4

 الاستیسیته مستوی خواص تحت بار حرارتی گذرا با استفاده از تئوری
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Abstract 

Plates and shells are most applicable structures in engineering. Analysis and investing 

this structures under different loading is one of most important engineering problems that 

many scientists are interested in. Different engineering structures such as ships, airplanes, 

submarines and rockets are always subtended to mechanical loading in order to their 

application; Therefor it is necessary to know accurate information about deformation and 

stress distribution in different points of shell. In this paper, analytical and numerical solution 

of shrink fitted cylinders with two homogeneous and FGM layers under pressure and rotation is 

presented under plane stress assumptions, using plane elasticity theory. The loading is in 

the form of rotational and mechanical at the same time. The material properties are assumed 

to vary non-linearly in the radial direction, and the Poisson ratio is assumed constant. To obtain 

displacement through the radial direction, Cauchy-Euler equation  and method of 

variation of parameters is used to solve equilibrium equation. By substituting 

displacement function in constitutive equation radial and circumferential stresses are 

obtained. The values used in this study are arbitrarily chosen to demonstrate the effect of 

time and inhomogeneity on the distribution of temperature, displacements and stresses. to 

check the results accuracy of analytical solution, a finite element solution has been used in all 

cases of  loadings  for inhomogeneous shell. 

Keywords: Shrink fited cylinders, FG Cylinders, Plane elasticity theory, Analytical 

solution, FEM. 
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