
 
 

 

 

 

 

 



 ب
 

 

 
 

 

 دانشکده مهندسی مکانیک و مکاترونیک

مه کارشناسی ارشد مهندسی طراحی کاربردیناپایان  

 

 

 

 

 هدفمند های مخروطی جداره متغیرتحلیل کمانش حرارتی پوسته

 یلیتحلمهینبه کمک روش اجزا محدود  

 

پورنگارنده: مهزیار عالی  

 

 استاد راهنما:

لیرضا شاطرزادهدکتر ع  

 

 

 

7931شهریور 

 

 



 ج
 

 

 

 

 

 

 



 د
 

 تقدیر و تشکر

 

نامه را به فرجام برسانم. بر خود ان که توفیق را رفیق راهم ساخت تا این پایانشکر شایان نثار ایزد منّ

دانم تا از عزیزان و بزرگوارانی که با کراماتی چون خورشید، سرزمین دل را روشنی بخشیدند و گلشن می

 تشکر نمایم. وهای خویش بارور ساختند، تقدیر دانش را با راهنماییسرای علم و 

                   محبت و لطف پاسبهاده فرهیخته و اندیشمندم، جناب آقای دکتر علیرضا شاطرز از استاد

 .دارم رادادند، نهایت تشکر و قدردانی گشا و انگیزه و امیدی که به بنده میهای راهوافر، راهنمایی
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 تقدیم:

  گیشان از کلمه ایثار و ازخودگذشتپاس تعبیر عظیم و انسانیبه

پاس عاطفه سرشار و گرمای امیدبخش وجودشان که در این سردترین روزگاران بهترین پشتیبان به

 .است

  .گرایدهای بزرگشان که فریادرس است و سرگردانی و ترس در پناهشان به شجاعت میپاس قلببه

  .کنددریغشان که هرگز فروکش نمیهای بیاس محبتپو به

 .کنماین مجموعه را به پدر و مادر عزیزم تقدیم می
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نعتی صدانشگاه  مکانیکی دانشکده ، ازمهندسی مکانیک یکارشناسی ارشد رشته یدانشجوی دورهپور مهزیار عالیاینجانب 

هدفمند به کمک روش اجزا  های مخروطی جداره متغیرمانش حرارتی پوستهتحلیل ک ینامهشاهرود نویسنده پایان

 متعهد می شوم.یرضا شاطرزاده دکتر عل یتحت راهنمای یلیتحلمهینمحدود 
 نامه توسط اینجانب انجام شده است و از صحت و اصالت برخوردار است.تحقیقات در این پایان 

 به مرجع مورد استفاده استناد شده است.های محققان دیگر در استفاده از نتایج پژوهش 

 تاکنون توسطططط خود یا فرد دیگری برای دریافت هیو نود مدرا یا امتیازی در هیو جا ارا ه  نامهمطالب مندرج در پایان

 نشده است.

   شاهرود  صنعتیدانشگاه » شاهرود می باشد و مقالات مستخرج با نام صنعتی  معنوی این اثر متعلق به دانشگاهکلیه حقوق

 به چاپ خواهد رسید.« Shahrood  University of Technology»                        و یا « 

 هنامپایاناند در مقالات مسططتخرج از نامه تأثیرگذار بودهدسططت آمدن نتایا اصططلی پایانحقوق معنوی تمام افرادی که در به 

 گردد.رعایت می

 ها ( استفاده شده است ضوابط و اصول های آن، در مواردی که از موجود زنده ) یا بافتامهنی مراحل انجام این پایاندر کلیه

 اخلاقی رعایت شده است.

 یا استفاده شده  اطلاعات شخصی افراد دسترسی یافته ینامه، در مواردی که به حوزهی مراحل انجام این پایاندر کلیه

رعایت شده است ، ضوابط و اصول اخلاق انسانی است اصل رازداری

.                                                                                                                                                                    

 تاریخ                                                                 

 امضای دانشجو مهزیار عالی پور                                                                         

 

 

 

 

 

 

 مالکیت نتایج و حق نشر

 ای، نرمهای رایانهی حقوق معنوی این اثر و محصولات آن )مقالات مستخرج، کتاب، برنامهکلیه-

باشد. این مطلب باید به ات ساخته شده( متعلق به دانشگاه صنعتی شاهرود میافزارها و تجهیز

 نحو مقتضی در تولیدات علمی مربوطه ذکر شود.

 باشدنامه بدون ذکر مرجع مجاز نمیاستفاده از اطلاعات و نتایج موجود در پایان. 
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 چکیده

 

ته است. پوس شدهپرداخته متغیرّ جدارمخروطی با پوسته به بررسی کمانش حرارتی  نامهانیپا نیدر ا

شامل مدول  پوسته و حرارتی انیکیخواص مکاست. تابعی  متغیرّاز جنس مواد  مورد بررسیمخروطی 

پیوسته  تصوربهدر راستای ضخامت و محور پوسته و ضریب انبساط حرارتی  ضریب پواسونالاستیسیته، 

تئوری تغییر شکل برشی مرتبه سوم  ازجابجایی  -کنند. جهت استخراج روابط کرنشتغییر می

محدود  اجزاینسیل و به کمک روش است و در ادامه با اعمال اصل کمینه انرژی پتا شدهاستفاده

محوری  تقارن مورد بررسیهندسه پوسته  ازآنجاکهاست.  شدهمحاسبهبحرانی کمانش ی دمای لیتحلمهین

 کیپارامترزویاهای ی و به کمک المانلیتحلمهینمحدود  اجزایدارد، پوسته مخروطی با استفاده از روش 

مدل شده است. بارگذاری از نود حرارتی بوده  گرهر هدر ی خطی مرتبه دو با پنج درجه آزادی اگرهسه 

افزایش دمای یکنواخت در راستای ضخامت پوسته و متقارن محوری فرض شده است. شرایط  صورتبهو 

 ازجملهپارامترهای مختلف  تأثیر است. شدهگرفتهدر نظر  و سادهمرزی در این پژوهش از نود گیردار 

شرایط مرزی  جدار ورأس مخروط، تغییرات ضخامت  نیم ، زاویهتابعی متغیرّه نحوه توزیع خواص مادّ 

 است. قرارگرفته مطالعه مورد متغیّر جدارمختلف بر رفتار کمانشی پوسته مخروطی 
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ی، لیتحلمهینمحدود  اجزایتابعی، کمانش حرارتی، روش  مخروطی جدار متغیرّ، مواد متغیّر پوسته 

 شی مرتبه سومتئوری تغییر شکل بر
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 مقدمه -1-1

ها های اخیر با پیشرفت روزافزون صنایع مختلف مانند هوافضا، ساخت راکتورها، مخازن و توربیندر سال

 نقرار گرفتبهتلف در این صنایع و با توجه ی مخهاشکلدر  هاپوستههمچنین استفاده گسترده از  و

ها در برابر ی رفتار پوستهسازهیو شبها در معرض بارهای مکانیکی و حرارتی، نیاز به مطالعه آن

 .شودیماحساس  شدتبه مختلفی هایبارگذار

 به چند مورد زیر اشاره کرد: توانیم هاپوستهاز ویژگی 

 ارگذاریدر برابر اعمال ب قبولقابلرفتار  .7

 استحکام بالا نسبت به وزن سازه .2

 های با توجه به ابعاد آناپوستهی هاسازهوجود فضای کافی در درون  .9

اسططتفاده  منظوربهی کم کردن ضططخامت تا حد ممکن اپوسططتهی هاسططازههدف اصططلی طراحی  درواقع  

ست. سازسبکبهینه از مواد و همچنین  سازه ا ستهی  ی اصفحهرارتی، تحت انواد بارگذاری ح هاپو

ش سایر ابعاد آن کمانش. رندیگیمی قرار وبر سه با  سته در مقای ضخامت پو یکی از  7به علت کم بودن 

است  یامسئله هاسازه. به همین دلیل تحلیل رفتار کمانشی این باشدیم هاآنعوامل تخریب  نیترمهم

ر که بار اعمالی ب افتدیمنی اتفاق بسططیاری از محققان بوده اسططت. این پدیده زما موردتوجهکه تاکنون 

ی آن قسمت از سازه هاییابججاپوسته در حال افزایش باشد و قسمتی از سازه دچار ناپایداری شود و 

به ترتیب اثر کمانش حرارتی  توانیم( 2-7( و )7-7های )شطططرود به افزایش ناگهانی کند. در شطططکل

 ای مشاهده کرد.نیروی باد( را بر مخزن استوانهی( و کمانش مکانیکی )ناشی از سوزآتش)ناشی از 

                                                           
1Buckling  
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 ]7[ی سوزآتشی ناشی از ااستوانهکمانش حرارتی مخزن  (1-1شکل )

 

 
 ]2[ای ناشی از اثر باد کمانش مکانیکی مخزن استوانه (2-1شکل )

مواد  است. در این شدهانتخاب 7در این پژوهش جنس پوسته مخروطی شکل از نود مواد متغیّر تابعی

د. این کننملایم و پیوسته از یک سطا به سطا دیگر تغییر می صورتبهخواص مکانیکی و حرارتی 

 لهازجمآید. می به دستها آن دهندهلیتشکتغییر یکنواخت در نسبت حجمی مواد  لهیوسبه ویژگی

 مهندسی پزشکیای، صنایع شیمیایی و به استفاده در راکتورهای هسته توانیمهای این مواد کاربرد

 اشاره کرد.

                                                           
1 Functionally Graded Materials(FGM) 
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ها استفاده در مخازن و توربین مورداستفادههای انواد صفحات و پوسته در ساختهمچنین این مواد  

 زیرا توانایی بالایی در برابر کمانش حرارتی دارند. شوند،می

قیق خ دتوانایی در محاسبه پاس باوجودها ی تحلیلی برای حل دقیق معادلات پوستههاروشاستفاده از 

توان شرایط بارگذاری و مرزی ی پوسته همراه است. بنابراین نمیسازمدلهایی در ها، با پیچیدگیآن

 قبولقابلی عددی با خطای هاروشاعمال کرد. به همین دلیل استفاده از  مسألهمتنوعی را بر هندسه 

 ترمناسبمتفاوتی هستند یی که دارای شرایط بارگذاری و مرزی هاسازهدر پاسخ نهایی برای تحلیل 

 7یلیتحلمهینمحدود  هش، حل عددی به کمک یک روش اجزایدر این پژو شدهاستفادهاست. روش حل 

 .ستا 2بر پایه تئوری تغییر شکل برشی مرتبه سوم

 هاتعریف پوسته -1-2

دسی نه است. مکان همحدودشدشود که توسط دو سطا انحنادار گفته می یاسازهپوسته به ی طورکلبه

شود و فاصله ، سطا میانی نامیده میقراردادندانحنادار  دو سطامساوی از  فاصلهکنقاطی که در ی

عمودی بین دو سطا انحنا ضخامت پوسته نام دارد. هندسه پوسته با مشخص شدن شکل سطا میانی 

 .]9[گردد و ضخامت پوسته در هر نقطه تعیین می

 ی کرد:بنددستهزیر  صورتبهی متفاوت بر اساس انحناها توانیم ها راپوسته

 9ی مخروطیهاپوسته .7

 4یااستوانهی هاپوسته .2

 5ی کرویهاپوسته .9

                                                           
1 Semi-analytical finite element method 
2 Third -order shear deformation theory(TSDT) 
3 Conical shells 
4 Cylindrical shells 
5 Spherical shells 
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 7ی سهمویهاپوسته .4

 2ی بیضویهاپوسته .5

 9ی هذلولیهاپوسته .6

های با سطوح انتقالی، سطوح ها به پوستهبر اساس ایجاد سطا هندسی آن توانیمها را همچنین پوسته

های دورانی های مخروطی از نود پوستهپوسته که ی نمودبندمیتقستلط دورانی و سطوح خطی مخ

تقارن( وجود دارد. با دوران خط مولد دوران )محور  عنوانبههستند. در این سطوح یک خط راست 

ی تشکیل نحوه توانیم( 9-7آید. در شکل )می به وجودپیرامون محور دوران پوسته مخروطی شکل 

 ده کرد.پوسته مخروطی را مشاه

 

ی تشکیل پوسته مخروطینحوه (3-1شکل )  

 

مود. ی نبندمیتقسبه دو نود جدار نازا و جدار ضخیم  تریکلی بنددستهدر یک  توانیمرا  هاپوسته

. این تعریف ]9[ند که ضخامت آن در مقایسه با ابعاد کلی پوسته کوچک باشد نامیمی را نازا اپوسته

 (r)و شعاد انحنای سطا میانی  (h)اضی و با ایجاد رابطه بین ضخامت پوسته ری صورتبه توانیمرا 

 زیر بیان کرد. صورتبه

                                                           
1 Paraboloidal shells 
2 Ellipsoid shells 
3 Hyperbolic paraboloidal shells 

 خط مولد
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 ی مخروطی در صنعتهاپوستهکاربرد  -1-3

مهندسی مانند مکانیک، عمران و هوافضا  های مختلفنهیزم دری پرکاربردی هستند که هاسازه هاپوسته

اخت ر سکه د های مخروطی شکل استها، پوستهانواد پوسته نیترمهموانی دارند. یکی از ی فراکاربردها

-7شکل ). در شودیماستفاده  هاییایردریزو  هایکشتهای هوا و فضا، مخازن نگهداری سیالات، سازه

 ها را مشاهده کرد.توان چند نمونه از کاربرد آن( می4
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 191 نگیبو موتور جت و نازل خروجی هواپیمای  -ب 921 رباسیاواپیمای ه 7دماغه مخروطی -الف

  

  
 ضدزنگمخزن مخروطی از جنس فولاد  -د کلتیموتورساگزوز  -ج

 
 های مخروطیکاربردهای صنعتی پوسته (4-1شکل )

 

 

 

 

                                                           
1 Nose cone 
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 ی تحلیل مسائل مهندسیهاروش -1-4

لی ی تحلیهاروش. شودیماهی و عددی استفاده برای حل مسا ل مهندسی از سه روش تحلیلی، آزمایشگ

ا با ه. این روشدنگردیمپیوسته در دامنه حل  صورتبهی هستند که منجر به یافتن حل دقیق هاروش

 ریذپامکانیی نیز همراه هستند. همچنین یافتن روش تحلیلی مناسب برای تمام مسا ل هاتیمحدود

اما  ،انددادهی مهندسی را تشکیل هالیتحلبخش مهمی از های تجربی و آزمایشگاهی نیز . روشستین

ها ی آزمایشگاهی همواره استفاده از آنهایسازهیشببه علت هزینه بالای ساخت و مشکل بودن برخی 

روش  .انددادهی مهندسی را تشکیل هالیتحلی عددی بخش مهمی از هاروش. بنابراین ستین ریپذامکان

ی برای رسیدن به حل تقریبی در بسیاری از مسا ل فیزیکی و مهندسی یک روش عدد 7اجزای محدود

ش از . در این روشودیمتوسط یک یا چند معادله دیفرانسیل بیان  مسألهاست که در آن رفتار حاکم بر 

. هدف اصلی در این شودیماستفاده  موردنظربرای تقریب کمیت مجهول  2یاچندتکهتوابع پیوسته 

ه است. در این روش ناحی ترسادهپیچیده از طریق جایگزینی آن با یک مدل  مسألهروش، یافتن حل یک 

. در شودیمدر نظر گرفته  9به نام المان همبهمتصلی کوچک هاهیناح ریزی از امجموعه صورتبهحل 

برای کل  هاالمان 4و پس از مونتاژ کردن شودیمادامه برای هر المان یک حل تقریبی مناسب فرض 

. با ارضای این شرایط جواب تقریبی برای کمیت شودیمه شرایط تعادل کلی سیستم استخراج ساز

. برای مثال ستیی نیز اهاتیمحدودو  بیمعا. روش اجزای محدود دارای دیآیم به دست موردنظر

حل  دررونداحتمال بروز خطا  نیبنابرای ورودی حجیم هستند هادادهو  هاتیکمدر این روش  معمولاً

 تواندیمی زیادی هستند که هاهیدرادارای  هاسیماتردر این روش  معمولاً. همچنین ابدییمافزایش 

از یک  هاتیمحدودرا افزایش دهد. در این پژوهش برای جلوگیری از بروز این  مسألههزینه و زمان حل 

 .ودشیمضیا داده کامل تو طوربهاست که در فصل دوم  شدهاستفادهی لیتحلمهینروش اجزای محدود 

                                                           
1 Finite element method 
2 Piecewise 
3 Element 
4 Assemble 
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 پیشینه و کاربرد مواد متغیّر تابعی -1-5

ی پیشین در صنایع هوافضا از مواد سرامیکی خالص جهت پوشش و روکش قطعات در هاسالدر 

ی بسیار خوبی بودند اما مقاومت زیادی هاقیعا. این مواد شدیمیی با درجه حرارت بالا استفاده هاطیمح

جاد ای ازجملهی پسماند در این مواد ایجاد مشکلات زیادی هاتنش داشتند.ن پسماندی هاتنشدر برابر 

ی استفاده شد. اما این مواد اهیلااز مواد کامپوزیت  برای رفع این مشکل بعدها. نمودندیمحفره و ترا 

 دهذکرش. با توجه به مشکلات شدندیم 7شدن هیلاهیلاای به نام ی حرارتی دچار پدیدههاتنشنیز در اثر 

داشته شدن ن هیلاهیلای که هم مقاومت حرارتی و مکانیکی بالایی داشته باشد و هم مشکل اهمادّنیاز به 

است. سرانجام در سال  شدهانجامهای بسیاری باشد ضرورت پیدا کرد. در این زمینه مطالعات و آزمایش

گردید. از این مواد در  ژاپن مطرح 2توسط گروهی از دانشمندان در دانشگاه سندا ی FGMنام  7384

مواد متغیرّ تابعی  .شودیمها و صنایع هوافضا استفاده رها، توربینهای راکتوساخت صفحات و پوسته

ه پیوسته از یک سطا ب صورتبهها باشند که خواص مکانیکی آنمواد مرکب با ریزساختار ناهمگنی می

 ژهیوبهی و ریگجهتترکیبات شیمیایی، توزیع،  تغییر در واسطهبهکند. این خاصیت سطا دیگر تغییر می

 توانآید. همچنین میتغییر یکنواخت در نسبت حجمی طبق یک مدل مشخص ریاضی به دست می

لز و ف دو فازاز  معمولاًتغییر خواص را در هر راستایی از سازه )پوسته( در نظر گرفت. مواد متغیّر تابعی 

ز و ی گریز از مرکگرختهیرگوناگونی مانند متالورژی پودر و  های ساختو با روش شدهلیتشکسرامیک 

، نیترید 4، کاربید زیرکونیم9توان به موادی مانند زیرکونیاشوند. در فاز سرامیکی می... تولید می

 و در فاز فلزی به موادی مانند آلومینیم، مس و نیکل اشاره کرد. 1وآلومینا 6، کاربید سیلیکون5سیلیکون

                                                           
1 Delamination 
2 Sendai 
3 ZrO2 
4 ZrC 
5 Si3N4 
6 SiC 
7 Al2O3 
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. ستیوسته اپ کاملاً صورتبهغیّر تابعی تغییر فاز از فلز به سرامیک از یک سطا به سطا دیگر در مواد مت

خواص مکانیکی و حرارتی از خصوصیات فاز  شدهاستفادهبا توجه به جهتی که مادهّ متغیّر تابعی در آن 

سر که شده و پیوسته تغییر کرده و با پیشروی در آن جهت از کسر حجمی فاز اول کاست صورتبهاول 

 املاً کسرامیکی و در طرف دیگر  کاملاً، پوسته طرفکدر ی که یصورتشود. به ی فاز دوم زیاد میحجم

 توان نمای ساختاری از یک مادهّ متغیرّ تابعی را مشاهده کرد.( می5-7) در شکل. ستفلزی ا

 
 ای ساختاری مواد متغیّر تابعینم (5-1شکل )                                                      

درجه حرارت  تواندیممادهّ ساختاری سرامیک به علت ضریب انتقال حرارت کم و مقاومت حرارتی بالا، 

ی را مؤثر یریپذانعطافتواند بسیار بالا را تحمل کند و مادهّ ساختاری فلز در مقابل بارهای مکانیکی می

ین است که قادر به تحمل درجه حرارت بسیار بالا و اختلاف فراهم کند. مزیت استفاده از این مواد ا

در مقابل شکست مقاومت  نیهمچنباشند و دمای بالا بوده و مقاوم در مقابل خوردگی و سایش می

غییر ها با تی برجسته این مواد امکان بهینه کردن تغییرات تنش در آنهایژگیوبالایی دارند. یکی از 

توان به عدم گسستگی در محل اد ساختاری است. از دیگر مزایای آن میمناسب پروفیل تغییرات مو

 ها به دلیل ترکیب پیوسته سرامیک و فلز اشاره کرد.اتصال لایه
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 ی تحقیقات پیشینتاریخچه -1-6

های در معرض بارگذاری سازه خصوصبههای متنود و ها در اثر بارگذاریبحث کمانش پوسته ازآنجاکه

ی هاپوستههای عمده محققان است، در این خصوص تحقیقات زیادی بر روی نگرانی حرارتی یکی از

 ی و کروی آورده شده است.ااستوانهی مخروطی، هاپوستهکه در ادامه برای  شدهانجاممختلف 

از مواد متغیرّ  شدهساختهی مخروطی هاپوستهکمانش حرارتی و ارتعاشات آزاد  ]4[بی هنگل و همکاران 

 برای استخراج معادلات هاآنرا بررسی کردند.  رداریدوسرگتحت اثر دماهای بالا و با شرایط مرزی تابعی، 

ی استفاده لیتحلمهیناز یک روش اجزای محدود  هاآنو برای حل  7از تئوری تغییر شکل برشی مرتبه اول

 کردند. 

ه الیاف و نسبت شعاد به ضخامت زاوی ریتأثدانل به مطالعه  معادلاتبا استفاده از  ]5 [وو و همکارانش

های مخروطی ناقص پرداختند و به این نتیجه رسیدند که پوسته آزادبر کمانش حرارتی و ارتعاشات 

        ی هندسی دارند.هاتیکم، وابستگی بسیاری به هاپوستهکمانش حرارتی و ارتعاشات آزاد این 

 شدهساختههای مخروطی رتعاشات و کمانش پوستهبه حل ا 2با استفاده از تئوری پوسته دانل ]6 [صوفیه

به بررسی کمانش  ]1[ پرداخت. اژدری و همکاران 9از مواد متغیّر تابعی با استفاده از روش گالرکین

بر  هاآنهای مخروطی کامپوزیتی چندلایه با استفاده از روش تحلیلی و اجزای محدود پرداختند. پوسته

به های مخروطی را بار کمانش فشاری و محوری پوسته 4ن و ریتزاساس تئوری دانل و روش گالرکی

محوری را  فشارتحتهای مخروطی کامپوزیتی کمانش پوسته ]8 [شادمهری و همکارانآوردند.  دست

 هانکردند. آ یاول بررسی و بر اساس تئوری تغییر شکل برشی مرتبه لیتحلمهینبا استفاده از یک روش 

                                                           
1 First-order shear deformation theory(FSDT)  
2 Donnell shell theory 
3 Galerkin method 
4 Ritz method 
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ی مخروطی شکل نازا و با طول کوتاه با افزایش زاویه نیم هاپوستهه برای به این نتیجه رسیدند ک

 .دیبایممخروط بار بحرانی کمانش کاهش  7رأس

برای  هاآنهای مخروطی کامپوزیتی را بررسی کردند. کمانش پوسته ]3 [حسینی و طالبی توتی 

 استفاده کردند و در ادامه بااستخراج معادلات تعادل سیستم از تئوری تغییر شکل برشی مرتبه اول 

، مخروط رأسها پرداختند. همچنین اثر زاویه نیم آنبه حل  2روش گالرکین و تفاضل مربعات دیفرانسیلی

همچنین در پژوهش  ]71 [هاآنزاویه الیاف و شرایط مرزی مختلف را بر پاسخ کمانش بررسی کردند. 

را با  ی متغیّر تابعیهانانولولهبا  شدهتیتقوزا های مخروطی کامپوزیتی جدار نادیگری کمانش پوسته

ی هندسی و شرایط مرزی متنود را بر پاسخ کمانش پارامترهانمودند و اثر  لیتحلاستفاده از روش مشابه 

از مواد متغیرّ  شدهساختههای مخروطی کمانش حرارتی پوسته ]77 [تحلیل کردند. اکبری و همکاران

و از  9هاپوستهتئوری کلاسیک  ازبرای استخراج معادلات تعادل سیستم  هاآنتابعی را مطالعه نمودند. 

د. ها استفاده کردنی برای حل معادلات پایداری و حرارتی پوستهلیفرانسیدروش عددی تفاضل مربعات 

ی و پارامترهای مواد متغیرّ تابعی را بر پاسخ کمانش مرزمخروط، شرایط  رأسزاویه نیم  ریتأثهمچنین 

ی متغیرّ هاتینانو کامپوزاز  شدهساختههای مخروطی کمانش پوسته ]72 [کردند. جم و کیانی بررسی

عرضی را با استفاده از تئوری تغییر شکل برشی مرتبه اول و با روش حل عددی تفاضل  فشارتحتتابعی، 

ی مخروطی هاپوستهکمانش حرارتی  ]79[ . ترابی و همکارانقراردادند مورد بررسیمربعات دیفرانسیلی 

 هاآن را مطالعه نمودند. 4ی کربنیهانانولولهبا توزیع هدفمند  شدهتیتقوی هاتیکامپوزاز  شدهساخته

ل دانی خطریغتغییر مکان  -برای استخراج روابط از تئوری تغییر شکل برشی مرتبه اول و روابط کرنش

ی هالولهنانوکسر حجمی و نود توزیع  اصل همیلتون استفاده کردند و به این نتیجه رسیدند که مقدار و

از  هشدساختههای مخروطی ی حرارتی پوستهداریپای بر توجهقابل ریتأثکربنی در راستای ضخامت، 

                                                           
1 Semi-vertex angle 
2 Generalized differential quadrature method(GDQM) 
3 Classic shell theory 
4 Carbon nanotube 
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ی مخروطی ناقص هاپوستهبرای ناپایداری  یحلراه ]74 [دارد. ناج و همکاران تیکامپوزمواد نانو 

 مکانیکی و حرارتی ارا ه نمودند. زمانهماز مواد متغیّر تابعی تحت بارگذاری  شدهساخته

نوشتند.  7ی سندرزرخطیغها معادلات حاکم را بر اساس تئوری تغییر شکل برشی مرتبه اول و روابط آن 

دمای یکنواخت و با شرایط مرزی  عیتوزهای مخروطی ناقص تحت پس کمانش پوسته ]75 [چانگ و لو

داقل دی در حزیا ریتأثبه ضخامت  شعادرسیدند که نسبت به این نتیجه  هاآنساده را بررسی کردند. 

های مخروطی ناقص تحت بارگذاری حرارتی کمانش حرارتی پوسته ]76 [تانیدمای کمانش دارد. 

ثر رسید که ا جهینتیکنواخت را با روش تحلیلی و با استفاده از معادلات دانل مطالعه کرد. او به این 

 است. توجهقابل کاملاًها انش حرارتی پوستهی متقارن در کمتغییر شکل اولیه

از مواد متغیرّ تابعی دوبعدی  شدهساختهی ااستوانهی هاپوستهکمانش  ]71 [محمد زاده و همکاران 

)تغییرات در دو جهت شعاعی و محوری(، تحت بارهای ترکیبی محوری و فشار خارجی را بر اساس 

با استفاده از روش مربعات دیفرانسیلی، بار بحرانی کمانش  هاآنی کردند. بررس هاپوستهتئوری کلاسیک 

های آورده و نتایج را با بار بحرانی کمانش پوسته به دستی را دوبعدی متغیّر تابعی ااستوانههای پوسته

به این نتیجه رسیدند که بار بحرانی کمانش در حالت  تیدرنهای مقایسه کردند. بعدکی یااستوانه

بحرانی  ی بر بارتوجهقابلاثر  مسألهی بیشتر است و این بعدکبحرانی کمانش در حالت یدوبعدی از بار 

را بررسی  شدهتیتقوی مخروطی کامپوزیتی هاپوستهکمانش  ]78 [کمانش دارد. گلدفلد و آربوکس

و  . شرعیاتابدییممخروط بار بحرانی کمانش کاهش  رأسکردند و دریافتند که با افزایش زاویه نیم 

وابسته به دما  تابعی ناقص  یااستوانه یهاو پس کمانش پوسته یرخطیغ یکمانش حرارت ]73[ صغریا

 از تئوری تغییر شکل برشی مرتبه سوم و روش اجزای محدود هاآنرا بررسی کردند. ضخامت متغیرّ  و با

بحرانی کمانش را ی دماها اثر متغیّر بودن ضخامت بر روی استفاده کردند. همچنین آن مسألهبرای حل 

اساس  بر را 2های حاصل از دوارنپوسته حرارتی پس کمانش ]21 [همکاران و شاطرزادهبررسی کردند. 

                                                           
1 Sanders 
2 Shells of revolution 
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درویزه  .کردند بررسی یلیتحلمهینی اجزای محدود عدداول و با روش  مرتبه برسی شکل تغییر تئوری

های مختلف را بر اساس تئوری ریای کامپوزیتی تحت بارگذاهای استوانهکمانش پوسته ]27 [و همکاران

 ی بررسی کردند.لیتحلمهینتغییر شکل برشی مرتبه اول و با استفاده از روش اجزای محدود 

ی کمانش و پس کمانش لیتحلمهینبه کمک روش  در مجموعه کارهای خود ]26-22 [پاتل و همکاران 

ای پیچشی، فشار جانبی و فشار های و مخروطی کامپوزیتی ناقص تحت بارگذاریهای استوانهپوسته

 -روابط کرنش با فرضاز تئوری تغییر شکل برشی مرتبه اول همراه  هاآنمحوری را مطالعه کردند. 

تعادل حاکم با استفاده از اصل مینیمم کردن انرژی پتانسیل  معادلات جابجایی خطی استفاده کردند.

مخروط، تعداد  رأسزاویه نیم  ریتأث هاآن همچنین .اندشدهحلو توسط روش ریتز نیز  آمدهدستبه

 شرایط مرزی، نسبت طول به شعاد و نسبت شعاد به ضخامت را بر کمانش بررسی کردند. ،هاهیلا

ی ناقص را با استفاده از تئوری ااستوانهی هاپوستهی رخطیغحرارتی  کمانش ]21 [ی و همکارانجانیعل

 ریأثتهمچنین  هاآنی بررسی کردند. لیتحلمهینمحدود تغییر شکل برشی مرتبه اول و با روش اجزای 

های مواد متغیّر تابعی و کامپوزیت را بر پاسخ بررسی کردند. هانگ و شرایط هندسی مختلف، پارامتر

ی دوار ارا ه دادند. هاپوستهی رخطیغی برای تحلیل لیتحلمهینیک روش اجزای محدود  ]91-28 [تنگ

 ی نازا را بررسیهاپوستهوجود نقص در کمانش و پس کمانش  ریتأثوش همچنین با استفاده از این ر

از مواد متغیرّ  شدهساختهای ی استوانههاپوستهکمانش حرارتی   ]92-97 [شاه سیاه و اسلامی کردند.

ی هاپوستهدانل برای تحلیل ناپایداری حرارتی  افتهیبهبوداز معادلات  هاآنتابعی را بررسی کردند. 

ی ااستوانهی هاپوستهکمانش حرارتی و ارتعاشات آزاد  ]99 [ی بهره گرفتند. شنگ و وانگااستوانه

ی کشسان و تحت بارهای مکانیکی و حرارتی با در اهمادّ در  قرارگرفتهاز مواد متغیّر تابعی  شدهساخته

رویزه دی برشی عرضی در طول ضخامت پوسته را بررسی کردند. هاکرنشنظر گرفتن اینرسی چرخشی و 

ی کامپوزیتی ضخیم تحت بارگذاری حرارتی ااستوانههای ی پوستهلیتحلمهینبه مطالعه  ]94 [و همکاران

 شدهادهسبا استفاده از تئوری مرتبه اول برشی پرداختند و برای محاسبه ماتریس سفتی هندسی از تئوری 

زاویه الیاف دمای بحرانی کمانش مشاهده کردند با افزایش  هاآنو ساده نشده سندرز استفاده کردند. 
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ندرز س شدهساده. همچنین به این نتیجه رسیدند که دمای بحرانی کمانش در تئوری ابدییمافزایش 

 هایرفتار کمانشی و پس کمانشی حرارتی پوسته ]96-95 [کمتر از تئوری ساده نشده سندرز است. شن

ز مواد ا شدهساختهی هانانولولهبا  شدهتیتقو یااستوانههای ی کامپوزیتی و همچنین پوستهااستوانه

 .قرارداد مورد مطالعهمتغیّر تابعی را 

از مواد متغیّر تابعی  شدهساختهی ااستوانههای کمانش و ارتعاشات خطی پوسته ]91 [گنسنکادولی و  

های پوسته یحرارتکمانش  ]98 [و تحت بارگذاری حرارتی را مطالعه نمودند. رادهامون و انکاتارامانا

ی سندرز تحت بارگذاری حرارتی را رخطیغبا استفاده از تئوری  برگلاسیفابا  شدهتیتقوای استوانه

ی بر اساس معادلات ااستوانهی هاپوستهبه مطالعه کمانش حرارتی  ]93 [بررسی کردند. ژو و همکاران

مقدار ویژه محاسبه  مسألهیک  ها بار کمانش را با استفاده از حلدانل و اصل همیلتون پرداختند. آن

کردند و به این نتیجه رسیدند که با افزایش طول پوسته دمای بحرانی کمانش کاهش و با افزایش 

رفتار  ]42-41 [شین من قاتیتحق. در سری ابدییمضخامت پوسته دمای بحرانی کمانش افزایش 

 ست.ا قرارگرفته مورد بررسی تلفمخی هایتئوری با استفاده از ااستوانهی هاپوستهکمانش غیرخطی 

ای ایزوتروپیک همگن با جدار متغیّر را با های استوانهارتعاشات آزاد پوسته ]49[گنسن و سیواداس 

طی وابع ختها از تحلیلی بررسی کردند. آناستفاده از تئوری پوسته لاو و یک روش اجزای محدود نیمه

 ]44 [نارایانا استفاده کردند. محوریته در راستای ن تغییرات ضخامت پوسو درجه دوم برای مدل کرد

ای کامپوزیتی تحت بارگذاری مکانیکی با استفاده های استوانهی پوستهرخطیغبه مطالعه کمانش خطی و 

مورد ها ضخامت و شعاد را بر رفتار کمانشی پوسته ریتأثاز روش اجزای محدود پرداخت. همچنین 

ت ی تحتابعاز مواد متغیّر  شدهساختهی ناقص ااستوانهی هاپوستهنش کما ]45[قرارداد. شرعیات  بررسی

 جابجایی -فشار محوری و فشار خارجی را بررسی کرد. او برای نوشتن معادلات کرنش زمانهمبارگذاری 

ها از روش اجزای محدود استفاده کرد. همچنین ی مرتبه سوم و برای حل آنبرشاز تئوری تغییر شکل 

وابستگی خواص به دما، توان  ریتأثاو   به دما فرض شده است. وابستهه متغیرّ تابعی اص مادّدر کار او خو

های کمانش پوسته ]46 [نگویان و همکارانر اعمالی را بر کمانش بررسی کرد. نسبت حجمی و ترکیب با
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. راردادندق رسیمورد برمتغیرّ تحت بارگذاری فشاری را با استفاده از روش گالرکین  باضخامتی ااستوانه

 ]41 [است. سپیانی و همکاران مؤثرنتیجه گرفتند که تغییر ضخامت بر ظرفیت تحمل بار کمانش  هاآن

از مواد متغیّر تابعی تحت بارگذاری استاتیکی و  شدهساختهی ااستوانهی هاپوستهارتعاشات و کمانش 

 رشی مرتبه اول مطالعه کردند.دینامیکی را با استفاده از تئوری کلاسیک و تئوری تغییر شکل ب

بار  ی برتوجهقابلی هندسی و نحوه ترکیب مواد متغیّر، اثر هاتیکمبه این نتیجه رسیدند که  هاآن 

و نیروی  دهدیمفلزی رخ  کاملاً ی هاپوستهی کمانش برای بحرانحداقل بار  کهیطوربهکمانش دارد 

ی ااستوانهی هاپوستهکمانش  ]48 [دارد. هونگ و هن های بر ارتعاشات آزاد پوستهتوجهقابلبرشی اثر 

 -محوری را با استفاده از تئوری پوسته دانل و روابط کرنش فشارتحتاز مواد متغیرّ تابعی،  شدهساخته

 شدهساختهی ااستوانههای پس کمانش پنل ]43 [ی بررسی نمودند. لیو و همکارانشرخطیغجابجایی 

برای دستیابی به  هاآنر را تحت بارگذاری فشاری محوری بررسی نمودند. ی متغیّهاتیکامپوزاز نانو 

 استفاده کردند. ربانی 2شدهاصلاحدر کنار روش نیوتون رافسون  7مسیر پس کمانش از روش طول قوس

ی متغیرّ تابعی که بر روی ااستوانهی هاپوستهارتعاشات و کمانش غیرخطی  ]51 [بیدگلی و همکاران

ط برای نوشتن رواب هاآنرا بررسی کردند.  دنباشیمیک قرار دارند و حاوی سیال ویسکوز بستر الاست

 [تفاضل مربعات استفاده کردند. یزدانی و رحیمی روشو برای حل آن از  9حاکم از تئوری پوسته میندلین

 طیشرای تحت بارگذاری محوری در ااستوانهی هاپوستهبه بررسی تجربی مقاومت کمانشی  ]57

مارپیو از  4یهاکنندهتیتقوو تقویت نشده پرداختند و به این نتیجه رسیدند که اثر  شدهتیتقو

  ]52 [ی محیطی در مقاوم کردن پوسته در برابر کمانش بیشتر است. شاطرزاده و فروتنهاکنندهتیتقو

د. در کار ی کردنی مایل بر بستر الاستیک را بررسهاکنندهتیتقوی با ااستوانهی هاپوستهپس کمانش 

برای استخراج معادلات  هاآناست.  شدهانتخاباز مواد متغیرّ تابعی  کنندهتیتقوجنس پوسته و  هاآن

                                                           
1 Arc length 
2 Modified newton-raphson 
3 Mindlin’s shell theory 
4 Stiffeners 
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 ]95 [استفاده کردند. میرزاوند و اسلامی 7کارمنی فونرخطیغو روابط  هاپوستهاز تئوری کلاسیک 

 ی پیزوالکتریکهامحرار تابعی که دارای از مواد متغیّ شدهساختهی ااستوانهی هاپوسته کمانش حرارتی

حرارتی و ولتاژ ثابت با شرایط مرزی ساده تحلیل نمودند.  زمانهمرا تحت بارگذاری  باشندیمسطحی 

فاده است سندرزی رخطیغبرای نوشتن معادلات از تئوری تغییر شکل برشی مرتبه بالا و روابط  هاآن

ی پوسته و توان نسبت حجمی مواد متغیرّ تابعی را بر دمای ولتاژ، شرایط هندس ریتأثکردند و همچنین 

های کروی شکل کامپوزیتی کمانش حرارتی پوسته ]54 [کمانش مطالعه نمودند. درویزه و همکاران

ی لیتحلمهینرا با استفاده از تئوری تغییر شکل برشی مرتبه اول و با روش اجزای محدود  دارسوراخ

به بررسی کمانش  ]55 [ویه الیاف را بر رفتار کمانشی مطالعه نمودند. هونگبررسی کردند. همچنین اثر زا

خارجی پرداخت. او همچنین  فشارتحتدوسرگیردار،  عمقکمی کروی جدار نازا هاپوستهنامتقارن 

رفتار کمانشی  ]56 [ی هندسی مختلف را بر بار کمانشی پوسته محاسبه کرد. تیلمنپارامترها ریتأث

تحلیلی و آزمایشگاهی بررسی کرد. گنسن  صورتبهیکنواخت را  فشارتحت عمقکمی ی کروهاکلاهک

ایزوتروپیک تحت تغییرات دمایی  یکرو مینی هاپوستهکمانش حرارتی و ارتعاشات آزاد  ]51 [کادولیو 

 ی بررسی نمودند.لیتحلمهینمحدود  روش اجزایمحوری متقارن را با 

 حاضر نامهانیپامعرفی  -1-7

تی کمانش حرار ینهیدرزمی اژهیو پژوهشنتیجه گرفت که  توانیمتحقیقات پیشین  مروربه وجهبا ت

ت. ی انجام نگرفته اسلیتحلمهینهای مخروطی شکل جدار متغیرّ با استفاده از روش اجزای محدود پوسته

ی متغیّر تابع از مواد شدهساختهی مخروطی جدار متغیّر هاپوستهدر این پژوهش تحلیل کمانش حرارتی 

یی خطی با استفاده از تئوری تغییر شکل ابججا -است. روابط کرنش شدهانجامتحت بارگذاری حرارتی 

 شدهشتهنوی سندرز شدهسادهی با استفاده از تئوری رخطیغیی ابججا -برشی مرتبه سوم و روابط کرنش

                                                           
1 Von karman 
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و با یک روش اجزای محدود  شدهراجاستخ 7از شرایط پایداری ترفز استفادهبا  مسألهاست. معادله تعادل 

دسی ی هنپارامترهاآوردن نتایج کمانش اثر تغییر ضخامت،  به دست. برای شده استحلی لیتحلمهین

 کمانش رفتارتا  شدهیبررسپوسته، شرایط مرزی و همچنین پارامترهای مواد متغیّر تابعی بر بار کمانش 

اضر برای اولین بار از روش اجزای محدود ی مختلف مشخص شود. در کار حهاحالتپوسته در 

 است. شدهاستفادهی برای تحلیل کمانش حرارتی پوسته مخروطی جدار متغیّر لیتحلمهین

 مسألهفرضیات  -1-8

 های مخروطی جدار متغیّر موارد زیر فرض شده است.در تحلیل کمانش حرارتی پوسته

 غیرّمتی مدل کردن تغییرات ضخامت، جدار پوسته مخروطی با استفاده از یک تابع مشخص برا 

 فرض شده است.

 و در جهت محور  با استفاده از مدل ردی خواص مکانیکی و حرارتی پوسته در جهت ضخامت

 کنند.پیوسته تغییر می صورتبهبه کمک قانون نمایی پوسته 

  حوری افزایش دمای یکنواخت و متقارن م صورتبهاز نود حرارتی بوده و  شدهاعمالبارگذاری

 در طول ضخامت پوسته است.

 شدهاستفادهسوم  مرتبهجابجایی از تئوری تغییر شکل برشی  -برای استخراج روابط کرنش 

 است.

  ی خطی مرتبه دو با پنج درجه آزادی اگرهی سه هاالمانبرای مدل کردن پوسته مخروطی از

 است. شدهاستفادهدر هر گره 

  است. شدهلاعماای فرض تنش صفحه مسألهدر تحلیل 

 باشد. تابع زمان نمی مسأله 

                                                           
1 Trefftz 
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 روابط جدار متغیّر -1-9

ا ب توانیماست.  شدهگرفتهدر نظر  متغیرّرو جدار پوسته مخروطی در امتداد محور آن پیش در پژوهش

استفاده از توابع ریاضی مختلفی مانند توابع خطی، توابع درجه دوم، توابع نمایی و مثلثاتی متغیّر بودن 

نمای کلی پوسته مخروطی متغیّر تابعی با جدار متغیّر را نشان ( 6-7ی کرد. شکل )سازمدلرا ضخامت 

 دهد.می

 
 نمای کلی پوسته مخروطی متغیّر تابعی با جدار متغیّر (6-1شکل )

، ]94[7از نود خطی شدهانتخابطول لایه میانی پوسته است. در کار حاضر توابع  L( 6-7در شکل ) 

 است. انیبقابلزیر  صورتبه هاآنروابط  که باشندمی ]37[9و نمایی ]94[2درجه دوم

 یی:نماتابع

ℎ(𝑥) = ℎ0𝑒
𝛽𝑥
𝐿  

(7-2)  

 

                                                           
1 Linear 
2 Quadratic  
3 Exponentially 

ℎ(𝑥) 𝐿 

𝑧 

𝑥 

𝜃 
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 تابع خطی:

ℎ(𝑥) = ℎ0 (1 +
𝛽𝑥

𝐿
) 

(7-9)  

 تابع درجه دوم:

ℎ(𝑥) = ℎ0 (1 +
𝛽𝑥2

𝐿2
) 

(7-4)  

مقادیر مثبت در حالت  تواندیماست که  7ضریب تغییرات ضخامت β( 4-7( و )9-7(، )2-7در روابط )

ت کاهش ضخامت در جهت افزایش ضخامت در جهت محوری پوسته و همچنین مقادیر منفی برای حال

برای  xنیز ضخامت اولیه پوسته است. نمودار تغییر ضخامت در راستای   ℎ0محوری پوسته داشته باشد.

 ( آمده است.3-7( و )8-7(، )1-7ی )هاشکلدر  شدهانتخابتوابع 

 

 

                                                           
1 Exponent of the thickness variations 

 
 یینماتابعسب نمودار تغییر ضخامت برح (7-1شکل )



20 
 

 

 

 
 نمودار تغییر ضخامت برحسب تابع خطی (8-1شکل )                                            

 

 درجه دوم نمودار تغییر ضخامت برحسب تابع (9-1شکل )                                         
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 ی بارگذارینحوه -1-11

  متقارن محوری فرض شده است. وافزایش دمای یکنواخت است  صورتبهبارگذاری حرارتی 

 شرایط مرزی -1-11

ی مبتنی بر این روش باید در نظر گرفت هالیتحلو  اجزای محدود درروشمواردی که  نیترمهمیکی از 

شرایط مرزی به دودسته  اجزای محدود درروشی طورکلهبشناخت و اعمال صحیا شرایط مرزی است. 

یک یا چند درجه آزادی را  ماً یمستق. اگر یک شرط مرزی شوندیمی بندمیتقس 2و طبیعی 7ضروری

 . ردیگیممحدود کند، در مجموعه شرط مرزی ضروری قرار 

ن را تحت تأثیر قرار دهند، ای مانند جابجایی و دورادرجات آزادی گره ،هاگر این محدودیتا گریدانیببه

 .شودطبیعی محسوب می در گروه شرایط مرزی صورت نیادر غیر  و شرط مرزی از نود ضروری است

شرط مرزی ضروری در  صورتبهکه هردو  شدهانتخاب 4و ساده 9مرزی گیردار دو شرطحاضر  کاردر 

و در دوسر پوسته یکسان متقارن  صورتبهاست. همچنین اعمال شرط مرزی  شدهاعمال هالیتحل

 باشد.می

 

 

 

 

                                                           
1 Essential boundary condition 
2 Natural boundary condition 
3 Clamped  
4 Simply supported 
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 مدل ریاضی مواد متغیّر تابعی -1-12

 مشخص جهتکپیوسته در ی صورتبهمکانیکی در مواد متغیّر تابعی  شد خواصکه گفته  طورهمان

ا نمایی ی و یرخطیغتوان با استفاده از یک تابع ریاضی خطی، کنند. این تغییر ملایم را میتغییر می

برای توزیع مکانی خواص مکانیکی  9و تانیگاوا 2، اردوگان7های ریاضی مختلفی مانند ردیدلمدل کرد. م

حاضر خواص مادهّ متغیرّ تابعی در راستای ضخامت و  در کاراست.  شدهارا هو فیزیکی مواد متغیرّ تابعی 

وانی برای از مدل ریاضی ردی یا همان مدل ت .کندیم رییتغهمچنین در جهت محوری پوسته مخروطی 

اعمال تغییرات پیوسته خواص در راستای ضخامت و همچنین از قانون نمایی برای تغییرات در جهت 

 است. شدهاستفادهمحوری 

 زیر نوشت. صورتبهرابطه کسر حجمی هر فاز از مواد متغیّر تابعی را  توانیم

 

(7-5) 

𝑉𝑚𝑒𝑡𝑎𝑙 =
𝑣𝑚𝑒𝑡𝑎𝑙

𝑣𝑚𝑒𝑡𝑎𝑙 + 𝑣𝑐𝑒𝑟𝑎𝑚𝑖𝑐
 

 

𝑉𝑐𝑒𝑟𝑎𝑚𝑖𝑐 =
𝑣𝑐𝑒𝑟𝑎𝑚𝑖𝑐

𝑣𝑚𝑒𝑡𝑎𝑙 + 𝑣𝑐𝑒𝑟𝑎𝑚𝑖𝑐
 

 

 هاآنند که رابطه زیر بین هستبه ترتیب حجم فاز سرامیکی و فلزی  metalV و ceramicVدر رابطه بالا 

 برقرار است.

(7-6) 𝑉𝑚𝑒𝑡𝑎𝑙 + 𝑉𝑐𝑒𝑟𝑎𝑚𝑖𝑐 = 1 

تی برای مدل کردن خواص مواد متغیّر تابعی وجود دارد که یک روش کلی برای بیان ی متفاوهاروش

مجمود  صورتبهی از مادهّ مؤثراست. با توجه به این قانون هر خاصیت  4هامخلوطها قانون خواص آن

                                                           
1 Reddy 
2 Erdogan 
3 Tanigawa 
4 Rule of mixtures 
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 توجهبا  اکنون شودیم انیب هاآنکسر حجمی  درضربآن  دهندهلیتشکی هر یک از مواد هاتیخاص

 زیر نوشت: صورتبهخواص مواد متغیرّ تابعی را  توانیمانون کسر حجمی به ق

(7-1) 𝑃 = 𝑃𝑚𝑒𝑡𝑎𝑙𝑉𝑚𝑒𝑡𝑎𝑙 + 𝑃𝑐𝑒𝑟𝑎𝑚𝑖𝑐𝑉𝑐𝑒𝑟𝑎𝑚𝑖𝑐  

تواند هر خاصطططیت مکانیکی و حرارتی از قبیل مدول به ترتیب می metalPو  ceramicP(  1-7در رابطه )

سیته  ستی ضر)E(الا سون ،  ساط حرارتی و (ν)یب پوا شد که از ( α) ضریب انب سرامیکی و فلزی با فاز 

 است. محاسبهقابلبه شکل زیر  ]85[7رابطه تولوکیان

(7-8) 𝑃𝑚𝑒𝑡𝑎𝑙 𝑜𝑟 𝑐𝑒𝑟𝑎𝑚𝑖𝑐 = 𝑃0(1 + 𝑃1𝑇 + 𝑃2𝑇
2 + 𝑃3𝑇

3) 

(7-3) 𝑇 = 𝑇0 + ∆𝑇 

. دباشنیمبه دما خواص مواد فلزی و سرامیکی  وابستهضرایب  3Pو  0P ،1P، 2Pدما و  T( 8-7در رابطه ) 

دمای اولیه  𝑇0و  نیز مقدار افزایش دمای محیطی است که پوسته در آن قرا دارد 𝑇∆( 3-7در رابطه )

را با تابع توانی مدل کرد. به صورتی که  یو فلز. ردی نسبت حجمی فازهای سرامیکی باشدیمپوسته 

ابطه ر صورتبهتابع توانی در راستای ضخامت  صورتبهی یکی از فازهای فلزی و سرامیکی کسر حجم

 .شودیمزیر بیان 

(7-71) 
𝑉𝑚𝑒𝑡𝑎𝑙(𝑧) = (

2𝑧 + ℎ

2ℎ
)
𝑛

 

توان  nهمچنین  مختصات در راستای ضخامت است. z وپوسته  بیانگر ضخامت h(  71-7در رابطه )

. با جایگذاری رابطه باشدیم ات خواص مواد در راستای ضخامتتغییر شدتبیانگر و  2نسبت حجمی

 آورد. دست بهزیر  صورتبه توانیم( کسر حجمی فاز سرامیکی را 6-7) ( در رابطه7-71)

(7-77) 
𝑉𝑐𝑒𝑟𝑎𝑚𝑖𝑐(𝑧) = 1 − (

2𝑧 + ℎ

2ℎ
)
𝑛

 

                                                           
1 Touloukian formula 
2 Power-law index 
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یا حرارتی مواد متغیرّ تابعی خواص مکانیکی  توانیم( 1-7با جایگذاری تابع توانی در رابطه ) تیدرنها 

 آورد. به دستدر راستای ضخامت پوسته مخروطی  را

(7-72) 
𝑃 = (𝑃𝑚𝑒𝑡𝑎𝑙 − 𝑃𝑐𝑒𝑟𝑎𝑚𝑖𝑐) (

2𝑧 + ℎ

2ℎ
)
𝑛

+ 𝑃𝑐𝑒𝑟𝑎𝑚𝑖𝑐 

نند. کگفته شد خواص مواد متغیرّ تابعی در راستای محوری پوسته نیز تغییر می قبلاً که  طورهمان

رابطه کلی تغییرات خواص در راستای ضخامت و محور  (72-7با اعمال قانون نمایی به رابطه ) جهیدرنت

 است. انیبقابلزیر  صورتبهپوسته 

(7-79) 
𝑃 = {(𝑃𝑚𝑒𝑡𝑎𝑙 − 𝑃𝑐𝑒𝑟𝑎𝑚𝑖𝑐) (

2𝑧 + ℎ

2ℎ
)
𝑛

+ 𝑃𝑐𝑒𝑟𝑎𝑚𝑖𝑐} 𝑒
𝜇𝑥
𝐿  

μ)( اگر در حالت 79-7است. در رابطه ) 7ضریب قانون نمایی µکه در رابطه بالا  = حد پایین توان ، (0

بالای توان نسبت حجمی خواص  حد درو  دیآیمنسبت حجمی جایگزین شود خواص فاز فلزی به دست 

ی( در مدل رد) شدهگرفتهاست. بنابراین با استفاده از تابع توانی در نظر  محاسبهقابلفاز سرامیکی 

 دست بهرا  موردنظرخواص  توانیماز قانون نمایی در راستای محوری  راستای ضخامت و با استفاده

 آورد.

 نامهانیپاهای معرفی فصل -1-13

ی ی مخروطهاپوستهاست. فصل اول شامل مقدمه، کاربردهای  شدهنیتدو چهارفصلدر  روشیپ نامهانیپا

نامه حاضر، پایان های تحلیل مسا ل مهندسی، تاریخچه مطالعات پیشین، معرفیدر صنعت، روش

توصیف هندسه پوسته مخروطی جدار متغیّر، روابط جدار متغیّر، معرفی مواد متغیرّ ، مسألهفرضیات 

با استفاده از تئوری  مسأله. در فصل دوم معادلات حاکم بر پردازدیمتابعی، شرایط مرزی و بارگذاری 

ده تا ی بازنویسی شلیتحلمهیندود تغییر شکل برشی مرتبه سوم نوشته و با توجه به روش اجزای مح

 معادله تعادل کمانش حرارتی مشخص شود. 

                                                           
1 Exponential-law exponent 
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 شدهانجامی هالیتحلی از ریگجهینتی و ارا ه نتایج کمانش حرارتی و گذارصحهفصل سوم شامل 

و  شدهپرداختهی این پژوهش هالیتحلی مربوط به هایریگجهینت. در فصل چهارم به خلاصه باشدیم

 است. شدهارا هیی برای گستردگی بیشتر نتایج ادهاشنهیپهمچنین 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 
 

 

 

 دوم فصل

اجزای روش تحلیل کمانش با 

یلینیمه تحل محدود
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 مقدمه -2-1

بر هندسه پوسته مخروطی جدار متغیرّ و معادله  شدهاعمالدر بخش اول این فصل دستگاه مختصات 

در ر ادامه شود. دبیان می شدهنوشتهبرشی مرتبه سوم  که بر اساس تئوری تغییر شکل مسألهحاکم بر 

بخش آخر این فصل  در .شودیمی روابط بازنویسی لیتحلمهینی محدود دوم با اعمال روش اجزا بخش

 است و دمای بحرانی کمانش شدهنوشتهنیز با استفاده از اصل کمینه انرژی پتانسیل معادله کمانش 

 .شودیممحاسبه 

 لهمسأهندسه  -2-2

مختصات  انگریب xاست.  شدهاستفاده (x,θ,z)برای تحلیل هندسه پوسته مخروطی از دستگاه مختصات 

مختصات را در راستای ضخامت نشان  zبیانگر مختصات در راستای محیطی و  θدر راستای طولی، 

 2R و شعاد بزرگ 1Rکوچک ، شعاد ∅ رأس، زاویه نیم Lپوسته مخروطی با طول ( 7-2. شکل )دهدیم

 u ،v با به ترتیب zو عمود بر پوسته  θ، محیطی xیی پوسته در سه جهت طولی ابججادهد. را نشان می

 .شودیممشخص  wو 

  

 سیستم مختصات پوسته مخروطی شکل (1-2شکل )

 

 
∅ 

𝑥, 𝑢 𝑧, 𝑤 

𝑅1 

𝐿 

𝑅2 
𝑅(𝑥) 

𝐿0 

𝜃, 𝑣 
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 .رددگیمزیر بیان  صورتبهبر روی پوسته  ( شعاد پوسته مخروطی در هر نقطه7-2به شکل ) با توجه

(2-7) 

 

𝑅(𝑥) = 𝑅1 + 𝑥 sin(∅) 

 یلیتحلمهینی محدود روش اجزا -2-3

در تحلیل مسا لی که دارای تقارن هستند استفاده کرد. در  توانیمی لیتحلمهینی محدود از روش اجزا

زمان  جهیدرنتی کمتری هستند، هاهیدرادارای  معمولاً هاسیماتر اجزای محدوداین روش برخلاف روش 

 کمترنیز  ازین موردی هایورودتعداد  مسأله. همچنین با کاهش ابعاد کندیمل معادلات کاهش پیدا ح

بخش کار انتخاب یک تابع درون یاب مناسب برای  نیترمهمی لیتحلمهین اجزای محدود درروش .ستا

 به دستحتمال ، زیرا در صورت انتخاب تابع اشتباه اباشدیمی هر المان اگرهی هاییجابجامدل کردن 

، مسألهیک  اجزای محدودزیاد است. اولین گام در حل  هاهای نادرست و یا همگرا نشدن آنآمدن حل

 لهیوسبهرا  نظر موردناحیه  توانیمهای مناسب است. تعداد المان لهیوسبهگسسته سازی جسم 

 کرد. 7یبندشبکهی بعدسهی و دوبعدی، بعدکی یهاالمان

خطی  2کیپارامتر زویای اگرهیک المان سه  لهیوسبه xپوسته مخروطی شکل در جهت  مهناانیپادر این  

 ( مدل شده است.2-2مرتبه دوم همانند شکل )

 

                                                           
1 Mesh generation 
2 Isoparametric element 
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 ]4[ کیپارامتر زویای اگرهالمان سه  لهیوسبهالمان بندی پوسته مخروطی  (2-2شکل )                        

 

د و در جهت دورانی باشیمی اچندجمله صورتبه( xی تصهتابع شکل در جهت محوری پوسته )مخ

یی ابججاد، به این معنی که میدان شویمدر نظر گرفته  7سری مثلثاتی صورتبه( θی پوسته )مختصه

با سری فوریه به شکل زیر بیان  θبه جهت دورانی وابسته است. بنابراین میدان جابجایی در جهت 

 .شودیم

 

 

 

 

 

(2-2) 

𝑢0(𝑥, 𝜃) = ∑ 𝑢0𝑚(𝑥) cos(𝑚𝜃)

∞

𝑚=1

 

𝑣0(𝑥, 𝜃) = ∑ 𝑣0𝑚(𝑥) sin(𝑚𝜃)

∞

𝑚=1

 

𝑤0(𝑥, 𝜃) = ∑ 𝑤0𝑚(𝑥) cos(𝑚𝜃)

∞

𝑚=1

 

𝜓𝑥(𝑥, 𝜃) = ∑ 𝜓𝑥0𝑚(𝑥) cos(𝑚𝜃)

∞

𝑚=1

 

𝜓𝜃(𝑥, 𝜃) = ∑ 𝜓𝜃0𝑚(𝑥) sin(𝑚𝜃)

∞

𝑚=1

 

                                                           
1 Trigonometric series 
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( را به شکل 2-2رابطه ) توانیم. همچنین باشدیم 7اٌمین مد محیطی m شماره m( 2-2که در رابطه )

 ماتریسی زیر تبدیل کرد.

 

(2-9) 

{
 
 

 
 
𝑢0
𝑣0
𝑤0
𝜓𝑥
𝜓𝜃}
 
 

 
 

= ∑

[
 
 
 
 
cos(𝑚𝜃) 0 0 0 0

0 sin(𝑚𝜃) 0 0 0
0 0 cos(𝑚𝜃) 0 0
0 0 0 cos(𝑚𝜃) 0
0 0 0 0 sin(𝑚𝜃)]

 
 
 
 ∞

𝑚=0

{
 
 

 
 
𝑢0𝑚
𝑣0𝑚
𝑤0𝑚
𝜓𝑥𝑚
𝜓𝜃𝑚}

 
 

 
 

 

 

. است 𝜓𝑥و  𝑢0،𝑣0،𝑤0،𝜓𝜃ی ایزوپارامتریک دارای پنج درجه آزادی شامل اگرههر گره از المان سه 

ی هر المان باشد. بردار جابجای، هر المان دارای پانزده درجه آزادی میهاگرهبنابراین با توجه به تعداد 

 است. شدهنوشتهزیر  صورتبهبرای هر گره 

(2-4) {𝑑𝑒}
𝑇 = {𝑢0𝑖   𝑣𝑜𝑖   𝑤0𝑖   𝜓𝑥𝑖   𝜓𝜃𝑖}              𝑖 = 1,2,3 

 شماره گره هر المان است. iدر رابطه بالا  

 تابع شکل المان 2-4

ای گره مقادیر برحسبغیرّ میدان را در هر نقطه از المان هستند که مقدار مت یابیدرون، توابع شکلتوابع 

 توان بهمی که وجود دارد های متعددی برای تعیین معادلات توابع شکلکنند. روشآن میانیابی می

ا ی انتخاب شود که باگونهبه. تابع شکل باید نموداشاره توابع هرمیتی و  لاگرانژ یهایاچندجملهروش 

 به حل تحلیلی آن نزدیک شود. مسألهی مناسب حل اجزای محدود هاالماناستفاده از تعداد 

 زیر است. صورتبهبا توجه به انتخاب المان مرتبه دوم رابطه تابع جابجایی برای هر گره 

(2-5) 𝑑𝑖 = 𝑎1 + 𝑎2𝑥 + 𝑎3𝑥
2          𝑖 = 1,2,3 

 

                                                           
1 Circumferential mode 
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 ر نوشت.ی زیسیماتررا به شکل ( 5-2رابطه ) توانیمهمچنین 

(2-6) 𝑑𝑖 = [1   𝑥   𝑥2]{𝑎1   𝑎2   𝑎3}
𝑇     𝑖 = 1,2,3 

 

 
 ی ایزوپارامتریک مرتبه دوماگرهی المان سه هاییجابجا (3-2شکل )

 

. تابع شکل مربوط به هر گره مقداری برابر با یک دهدیمرا نشان  e2L( یک المان با طول 9-2شکل )

معروف  7ی دیگر صفر است. این ویژگی به خاصیت دلتای کرانیکرهاگرهارد و در تمام در همان گره د

زیر بیان  صورتبه( را برای مختصات سه گره 6-2( و )5-2روابط ) توانیماست. با توجه به این نکته 

 .]53[ کرد

 

 

 

(2-1) 

 

 

𝑎𝑡  𝑥 = −𝐿𝑒                [𝑑1   𝑑2   𝑑3] = [𝑑1   0    0]     

                                     𝑑1 = 𝑎1 + 𝑎2𝐿𝑒 + 𝑎3𝐿𝑒
2       

 

𝑎𝑡  𝑥 = 0                   [𝑑1   𝑑2   𝑑3] = [ 0    𝑑2    0]     

                                     𝑑2 = 𝑎1       

 

𝑎𝑡  𝑥 = +𝐿𝑒                [𝑑1   𝑑2   𝑑3] = [ 0    0      𝑑2]     

                                     𝑑3 = 𝑎1 − 𝑎2𝐿𝑒 + 𝑎3𝐿𝑒
2       

                                                           
1 Kronecker delta 
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 .( را به شکل ماتریسی زیر تبدیل کرد1-2رابطه ) توانیماکنون 

(2-8) 
{

𝑑1
𝑑2
𝑑3

} = [
1 −𝐿𝑒 𝐿𝑒

2

1 0 0
1 𝐿𝑒 𝐿𝑒

2
] {

𝑎1
𝑎2
𝑎3
} 

 

 آورد. به دستشکل زیر  بهرا  𝑎3و  𝑎1 ،𝑎2مقادیر ضرایب  توانیم( 8-2با معکوس کردن رابطه )

(2-3) 

{

𝑎1
𝑎2
𝑎3
} = [

1 −𝐿𝑒 𝐿𝑒
2

1 0 0
1 𝐿𝑒 𝐿𝑒

2
]

−1

{

𝑑1
𝑑2
𝑑3

} 

 است. محاسبهقابلزیر  صورتبه 𝑑𝑖( 6-2( در رابطه )3-2با جایگذاری رابطه )

(2-71) 

𝑑𝑖 = [1   𝑥   𝑥2] [
1 −𝐿𝑒 𝐿𝑒

2

1 0 0
1 𝐿𝑒 𝐿𝑒

2
]

−1

{

𝑑1
𝑑2
𝑑3

} 

 ی کرد.سیبازنوبه شکل زیر  توانیمرابطه بالا را  تیدرنها

(2-77) 
𝑑𝑖 = [𝑁𝑖] {

𝑑1
𝑑2
𝑑3

} 

و  𝑁1 ،𝑁2. مقادیر باشدیمی خطی مرتبه دو اگرهان سه ماتریس توابع شکل برای الم 𝑁𝑖در رابطه بالا  

𝑁3  زیر است. صورتبهبرای هر گره 

(2-72) 
[𝑁1   𝑁2   𝑁3] = [

𝑥2 − 𝑥𝐿𝑒

2𝐿𝑒
2      

𝐿𝑒
2 − 𝑥2

𝐿𝑒
2      

𝑥2 − 𝑥𝐿𝑒

2𝐿𝑒
2 ] 
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 ایی پوسته مخروطیمیدان جابج -2-5

 zو  x ،θتغییر مکان هر نقطه دلخواه از پوسته در راستای  (x,θ,z)با توجه به انتخاب دستگاه مختصات 

 .]73[د زیر بیان کر صورتبهبر اساس میدان جابجایی تئوری تغییر شکل برشی مرتبه سوم  توانیمرا 

 

(2-79) 

𝑢(𝑥, 𝜃, 𝑧) = 𝑢0(𝑥, 𝜃) + 𝑧𝜓𝑥 −
4𝑧3

3ℎ2(𝑥)
(𝜓𝑥 + 𝑤0,𝑥) 

𝑣(𝑥, 𝜃, 𝑧) = 𝑣0(𝑥, 𝜃) + 𝑧𝜓𝜃 −
4𝑧3

3ℎ2(𝑥)
(𝜓𝜃 + 𝑤0,𝜃) 

𝑤(𝑥, 𝜃, 𝑧) = 𝑤0(𝑥, 𝜃) 

و 𝜓𝑥 هستند.  zو  x ،θهای سطا میانی در جهت به ترتیب جابجایی 𝑤0و  𝑢0 ،𝑣0( 79-2که در رابطه )

𝜓𝜃   عمود بر سطا میانی در صفحات  هایدوراننیزx-z و θ-z باشند.می 

 جابجایی -ی کرنشرابطه -2-6

ی کرنش نرمال و کرنش برشی خطی در یک سیستم مختصات منحنی الخط متعامد طبق هامؤلفه

 باشدیمشکل زیر  به هاپوستهرابطه برای  نیا ی بردار جابجایی رابطه دارند.هامؤلفهتئوری الاستیسیته با 

]61[. 

 

(2-74) 

 

휀𝑖 =
𝜕

𝜕𝛼𝑖
(
𝑢𝑖

√𝑔𝑖
) +

1

2𝑔𝑖
∑

𝜕𝑔𝑖

𝜕𝛼𝑘

3
𝑘=1

𝑢𝑘

√𝑔𝑘
                           𝑖 = 1,2,3                   

          

𝛾𝑖𝑗 =
1

√𝑔𝑖𝑔𝑗
[𝑔𝑖

𝜕

𝜕𝛼𝑗
(
𝑢𝑖

√𝑔𝑖
) + 𝑔𝑗

𝜕

𝜕𝛼𝑖
(
𝑢𝑗

√𝑔𝑖
)]                𝑖 = 1, 2, 3     𝑖 ≠ 𝑗        

ی بردار جابجایی هامؤلفه، 7الخطیمنحنی دستگاه هامؤلفهبه ترتیب بیانگر  igو  iα ،iu( 74-2در رابطه )

ی کرد سازمعادلزیر  صورتبه هاپوسته برای توانیممقادیر را  نیا .باشدیم 2و فاکتور مقیاس هندسی

]61[. 

                                                           
1 Curvilinear co-ordinates 
2 Geometrical scale factor  
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(2-75) 

 

𝛼1 = 𝑥     ,       𝛼2 =  𝜃     ,       𝛼3 = 𝑧         

 𝑢1 = 𝑢      ,      𝑢2 = 𝑣     ,      𝑢3 = 𝑤                   

 

 𝑔1 = 𝐴1
2 (1 +

𝑧

𝑅1
)
2

,   𝑔2 = 𝐴2
2 (1 +

𝑧

𝑅1
)
2

 ,   𝑔3 =

1        

 2Rو  1A ،2A ،1Rمقادیر  توانیم، دهدیم( که هندسه پوسته مخروطی را نشان 7-2به شکل ) با توجه

 ت زیر محاسبه کرد.صوربهرا 

 

 

 

(2-76) 

𝐴1 = 1 

 

 𝐴2 = 𝑟 

 

𝑅1 = ∞ 

 

𝑅2 =
𝑟

𝑐𝑜𝑠(∅)
 

. با توجه دنباشیم 9و مختصه ضخامت 2، شعاد انحنا7به ترتیب ضرایب لامه zو  iA ،iR( 75-2در رابطه )

 توان نوشت.می 4کودازی-ی گاوسسازسادهبه روابط 

 

 

                                                           
1 Lame’s parameters 
2 Curvature radius 
3 Thickness co-ordinate 
4 Gauss-codazzi condition 

 

 

(2-71) 

 

𝜕 [𝐴1 (1 +
𝑧
𝑅1
)]

𝜕𝜃
= (1 +

𝑧

𝑅2
)
𝜕𝐴1
𝜕𝜃

 

 

𝜕 [𝐴2 (1 +
𝑧
𝑅2
)]

𝜕𝑥
= (1 +

𝑧

𝑅1
)
𝜕𝐴2
𝜕𝑥
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 -معادلات کرنش توانیم( 71-2( و با توجه به روابط )74-2در معادلات ) (75-2ت )با جایگذاری معادلا

 جابجایی پوسته را به شکل زیر نوشت.

 

 

 

 

(2-78) 

 

휀𝑥 = 
1

𝐴1 (1 +
𝑧
𝑅1
)
(
𝜕𝑢

𝜕𝑥
+
𝑣

𝐴2
+
𝐴1𝑤

𝑅1
) 

 

휀𝜃 = 
1

𝐴2 (1 +
𝑧
𝑅2
)
(
𝜕𝑣

𝜕𝜃
+
𝑢

𝐴1
+
𝐴2𝑤

𝑅2
) 

 

휀𝑧 = 
𝜕𝑤

𝜕𝑧
 

 

𝛾𝑥𝑧 = 𝐴1 (1 +
𝑧

𝑅1
)
𝜕

𝜕𝑧
(

𝑢

𝐴1 (1 +
𝑧
𝑅1
)
) +

1

𝐴1 (1 +
𝑧
𝑅1
)
(
𝜕𝑤

𝜕𝑥
) 

 

𝛾𝑧𝜃 = 𝐴2 (1 +
𝑧

𝑅2
)
𝜕

𝜕𝑧
(

𝑣

𝐴2 (1 +
𝑧
𝑅2
)
) +

1

𝐴2 (1 +
𝑧
𝑅2
)
(
𝜕𝑤

𝜕𝜃
) 

 

𝛾𝑥𝜃 =
𝐴1 (1 +

𝑧
𝑅1
)

𝐴2 (1 +
𝑧
𝑅2
)

𝜕

𝜕𝜃
(

𝑢

𝐴1 (1 +
𝑧
𝑅1
)
)

+
𝐴2 (1 +

𝑧
𝑅2
)

𝐴1 (1 +
𝑧
𝑅1
)

𝜕

𝜕𝑥
(

𝑣

𝐴2 (1 +
𝑧
𝑅2
)
) 
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1)ریب با استفاده از تق و همچنین (78-2در روابط ) (79-2با جایگذاری معادلات ) +
𝑧

𝑅
) ≅ برای   1

 معادلات زیر را بنویسیم. میتوانیمنازا  ی جدارهاپوسته

 

(2-73) 

 

 

휀𝑥 = 
1

𝐴1

𝜕𝑢0
𝜕𝑥

+
𝑣0
𝐴1𝐴2

𝜕𝐴1
𝜕𝜃

+
𝑤0
𝑅1
+
1

𝐴1

𝑧𝜕𝜓𝑥
∂x

+
𝑧𝜓𝜃
𝐴1𝐴2

𝜕𝐴1
𝜕𝜃

−
4𝑧3

3ℎ2(𝑥)𝐴1
(
𝜕𝜓𝑥
𝜕𝑠

−
2𝛽

𝐿
𝜓𝑥) −

4𝑧3

3ℎ2(𝑥)𝐴1
(
𝜕2𝑤0
𝜕𝑥2

−
2𝛽

𝐿

𝜕𝑤0
𝜕𝑥

)

−
4𝑧3

3ℎ2(𝑥)𝐴1𝐴2

𝜕𝐴1
𝜕𝜃

(𝜓𝜃 +
1

𝑅

𝜕𝑤0
𝜕𝜃

)        

 

휀𝜃 = 
1

𝐴2

𝜕𝑣

𝜕𝜃
+

𝑢0
𝐴1𝐴2

𝜕𝐴2
𝜕𝑥

+
𝑤0
𝑅2
+
1

𝐴2

𝑧𝜕𝜓𝜃
∂θ

+
𝑧𝜓𝑥
𝐴1𝐴2

𝜕𝐴2
𝜕𝑥

−
4𝑧3

3ℎ2(𝑥)𝐴2
(
𝜕𝜓𝜃
𝜕𝜃

+
1

𝑅

𝜕2𝑤0
𝜕𝜃2

)

−
4𝑧3

3ℎ2𝐴1𝐴2

𝜕𝐴2
𝜕𝑥

(𝜓𝑥 +
𝜕𝑤0
𝜕𝑥

)        

 

휀𝑧 = 0 

 

𝛾𝑥𝑧 = 𝜓𝑥 +
𝜕𝑤0
𝜕𝑥

1

𝐴1
−

4𝑧2

ℎ2(𝑥)
(𝜓𝑥 +

𝜕𝑤0
𝜕𝑥

)  

 

𝛾𝑧𝜃 = 𝜓𝜃 −
4𝑧2

3ℎ2(𝑥)
(𝜓𝜃 +

1

𝑅

𝜕𝑤0
𝜕𝜃

)

−
1

𝑅2
(𝑣0 + 𝜓𝜃𝑧 −

4𝑧3

3ℎ2(𝑥)
(𝜓𝜃 +

1

𝑅

𝜕𝑤0
𝜕𝜃

)) +
1

𝐴2

𝜕𝑤0
𝜕𝜃
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𝛾𝑥𝜃 =
1

𝐴2
(
𝜕𝑢0
𝜕𝜃

+ 𝑧
𝜕𝜓𝑥
𝜕𝜃

−
4𝑧3

3ℎ2(𝑥)
(
𝜕𝜓𝑥
𝜕𝜃

+
𝜕𝑤0
𝜕𝑥𝜕𝜃

))

−
1

𝐴1𝐴2

𝜕𝐴1
𝜕𝜃

(𝑢0 + 𝑧𝜓𝑥 −
4𝑧3

3ℎ2(𝑥)
(𝜓𝑥 +

𝜕𝑤0
𝜕𝑥

))

+
1

𝐴1
(
𝜕𝑣0
𝜕𝑥

+ 𝑧
𝜕𝜓𝜃
𝜕𝑥

−
4𝑧3

3ℎ2(𝑥)
(
𝜕𝜓𝜃
𝜕𝑥

+
1

𝑅

𝜕𝑤0
𝜕𝑥𝜕𝜃

)

+
8𝛽𝑧3

3𝐿ℎ2
(𝜓𝜃 +

𝜕𝑤

𝜕𝜃
))

−
1

𝐴1𝐴2

𝜕𝐴2
𝜕𝑥

(𝑣0 + 𝑧𝜓𝜃 −
4𝑧3

3ℎ2(𝑥)
(𝜓𝜃 +

𝜕𝑤0
𝜕𝜃

)) 

 

 به شکل کلی زیر بازنویسی کرد. را (73-2جابجایی ) -معادلات کرنش توانیم

 

 

 

(2-21) 

휀𝑥 = 휀𝑥
(0) + 𝑧휀𝑥

(1) + 𝑧3휀𝑥
(3) 

 

휀𝜃 = 휀𝜃
(0) + 𝑧휀𝜃

(1) + 𝑧3휀𝜃
(3) 

 

𝛾𝑥𝜃 = 𝛾𝑥𝜃
(0) + 𝑧𝛾𝑥𝜃

(1) + 𝑧3𝛾𝑥𝜃
(3) 

 

𝛾𝑥𝑧 = 𝛾𝑥𝑧
(0) + 𝑧2𝛾𝑥𝑧

(2) 

 

𝛾𝜃𝑧 = 𝛾𝜃𝑧
(0) + 𝑧2𝛾𝜃𝑧

(2) 

 

휀𝑥،در روابط بالا 
(0) 휀𝜃

𝛾و  (0)
𝑥𝜃

(0)
ی هاکرنش 𝛾𝜃𝑧و  𝛾𝑥𝑧ی سطا میانی، وبرشی نرمال هاکرنشبه ترتیب  

휀𝑥،برشی عرضی و 
(1,3) 휀𝜃

𝛾𝑥𝜃 و  (1,3)
 تغییر در انحناها می باشند.(1,3)
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 ی کرد.سازساده به شکل زیر ( را73-2روابط ) توانیم( 76-2با استفاده از شرایط هندسی )

 

 

 

 

(2-27) 

휀𝑥 =
𝜕𝑢0
𝜕𝑥

+
𝑧𝜕𝜓𝑥
∂x

−
4𝑧3

3ℎ2(𝑥)
(
𝜕𝜓𝑥
𝜕𝑥

−
2𝛽

𝐿
𝜓𝑥)

−
4𝑧3

3ℎ2(𝑥)
(
𝜕2𝑤0
𝜕𝑥2

−
2𝛽

𝐿

𝜕𝑤0
𝜕𝑥

)        

 

 

휀𝜃 = 
1

𝑅

𝜕𝑣0
𝜕𝜃

+
𝑢0
𝑅
sin(∅) +

𝑤0
𝑅
cos(∅) +

𝑧

𝑅

𝜕𝜓𝜃
∂θ

+
𝑧𝜓𝑥
𝑅
sin(∅)

−
4𝑧3

3ℎ2(𝑥)𝑅
(
𝜕𝜓𝜃
𝜕𝜃

+
1

𝑅

𝜕2𝑤0
𝜕𝜃2

) −
4𝑧3

3ℎ2𝑅
sin(∅) (𝜓𝑥 +

𝜕𝑤0
𝜕𝑥

)       

 

𝛾𝑥𝑧 = 𝜓𝑥 +
𝜕𝑤0
𝜕𝑥

−
4𝑧2

ℎ2(𝑥)
(𝜓𝑥 +

𝜕𝑤0
𝜕𝑥

)  

 

𝛾𝑧𝜃 = 𝜓𝜃 −
4𝑧2

3ℎ2(𝑥)
(𝜓𝜃 +

1

𝑅

𝜕𝑤0
𝜕𝜃

)

− (
cos ∅

𝑅
𝑣0 +

zcos ∅

𝑅
𝜓𝜃 −

4𝑧3 cos∅

3ℎ2(𝑥)𝑅
(𝜓𝜃 +

1

𝑅

𝜕𝑤0
𝜕𝜃

))

+
1

𝑅

𝜕𝑤0
𝜕𝜃

 

 

𝛾𝑥𝜃 =
1

𝑅
(
𝜕𝑢0
𝜕𝜃

+ 𝑧
𝜕𝜓𝑥
𝜕𝜃

−
4𝑧3

3ℎ2(𝑥)
(
𝜕𝜓𝑥
𝜕𝜃

+
𝜕𝑤0
𝜕𝑥𝜕𝜃

))

+ (
𝜕𝑣0
𝜕𝑥

+ 𝑧
𝜕𝜓𝜃
𝜕𝑥

−
4𝑧3

3ℎ2(𝑥)
(
𝜕𝜓𝜃
𝜕𝑥

+
1

𝑅

𝜕𝑤0
𝜕𝑥𝜕𝜃

)

+
8𝛽𝑧3

3𝐿ℎ2
(𝜓𝜃 +

𝜕𝑤

𝜕𝜃
))

−
sin(∅)

𝑅
(𝑣0 + 𝑧𝜓𝜃 −

4𝑧3

3ℎ2(𝑥)
(𝜓𝜃 +

𝜕𝑤0
𝜕𝜃

)) 
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های مخروطی جابجایی برای پوسته -( شکل کلی معادلات کرنش27-2با توجه به روابط ) جهیدرنت

 است. انیببلقازیر  صورتبهشکل، بر اساس تئوری تغییر شکل برشی مرتبه سوم 

 

 

 

 

 

(2-22) 

휀𝑥 = 
𝜕𝑢

𝜕𝑥
 

 

휀𝜃 = 
1

𝑅
(
𝜕𝑣

𝜕𝜃
+ u sin(∅) + w cos(∅)) 

 

𝛾𝜃𝑧 = 
1

𝑅
(
𝜕𝑤

𝜕𝜃
− v cos(∅)) +

𝜕𝑣

𝜕𝑧
 

 

𝛾𝑥𝜃 = 
1

𝑅
(
𝜕𝑢

𝜕𝜃
− v sin(∅)) +

𝜕𝑣

𝜕𝑥
 

 

𝛾𝑥𝑧 = 
𝜕𝑤

𝜕𝑥
+
𝜕𝑢

𝜕𝑧
 

 

زیر  ورتصبهی الاستیسیته رخطیغی مخروطی نیز بر مبنای تئوری هاپوستهی برای رخطیغی اهکرنش

 .دنشویممحاسبه  

(2-29) 

휀𝑥
𝑁𝐿 =

1

2
((
𝜕𝑢

𝜕𝑥
)
2

+ (
𝜕𝑣

𝜕𝑥
)
2

+ (
𝜕𝑤

𝜕𝑥
)
2

) =
1

2
(𝑒11
2 + 𝑒21

2 + 𝑒31
2 ) 

 

휀𝜃
𝑁𝐿 =

1

2
(

1

𝑅 (1 +
𝑧
𝑅)
)

2

((
𝜕𝑣

𝜕𝜃
+ 𝑤)

2

+ (
𝜕𝑢

𝜕𝜃
)
2

+ (
𝜕𝑤

𝜕𝜃
− 𝑣)

2

) =
1

2
(𝑒22
2 + 𝑒12

2 + 𝑒32
2 ) 
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𝛾𝑥𝜃
𝑁𝐿 = (

1

𝑅 (1 +
𝑧
𝑅)
)((

𝜕𝑢

𝜕𝜃

𝜕𝑢

𝜕𝑥
) + (

𝜕𝑣

𝜕𝑥
) (
𝜕𝑣

𝜕𝜃
+ 𝑤) + (

𝜕𝑤

𝜕𝑥
) (
𝜕𝑤

𝜕𝜃
− 𝑣))

= (𝑒11𝑒12 + 𝑒22𝑒21 + 𝑒31𝑒32) 

 

1)( و با استفاده از تقریب 29-2( در رابطه )79-2با جایگذاری رابطه ) +
𝑧

𝑅
) ≅ های برای پوسته 1

 آید.زیر به دست می روابط ی نازامخروط

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

(2-24) 

𝑒11 =
𝜕𝑢

𝜕𝑥
=
𝜕𝑢0
𝜕𝑥

+
𝜕𝜓𝑥
∂x

z −
4𝑧3

3ℎ2(𝑥)
(
𝜕𝜓𝑥
𝜕𝑥

−
2𝛽

𝐿
𝜓𝑥)

−
4𝑧3

3ℎ2(𝑥)
(
𝜕2𝑤0
𝜕𝑥2

−
2𝛽

𝐿

𝜕𝑤0
𝜕𝑥

)       

 

 

𝑒21 =
𝜕𝑣

𝜕𝑥
=
𝜕𝑣0
𝜕𝑥

+ 𝑧
𝜕𝜓𝜃
𝜕𝑥

−
4𝑧3

3ℎ2(𝑥)
(
𝜕𝜓𝜃
𝜕𝑥

+
1

𝑅

𝜕𝑤0
𝜕𝑥𝜕𝜃

) +
8𝛽𝑧3

3𝐿ℎ2
(𝜓𝜃 +

𝜕𝑤

𝜕𝜃
)       

 

𝑒31 =
𝜕𝑤

𝜕𝑥
=
𝜕𝑤0
𝜕𝑥

 

 

𝑒22 = (
1

𝑅
) (
𝜕𝑣

𝜕𝜃
+ 𝑤)

= (
1

𝑅
)(
𝜕𝑣0
𝜕𝜃

+ 𝑤0 + 𝑧
𝜕𝜓𝜃
𝜕𝜃

−
4𝑧3

3ℎ2(𝑥)
(
𝜕𝜓𝜃
𝜕𝜃

+
1

𝑅

𝜕2𝑤0
𝜕𝜃2

)) 

 

 

𝑒12 = (
1

𝑅
) (
𝜕𝑢

𝜕𝜃
) = (

1

𝑅
)(
𝜕𝑢0
𝜕𝜃

+ 𝑧
𝜕𝜓𝑠
𝜕𝜃

−
4𝑧3

3ℎ2(𝑥)
(
𝜕𝜓𝑠
𝜕𝜃

+
𝜕𝑤0
𝜕𝜃𝜕𝑥

)) 

 

𝑒32 = (
1

𝑅
) (
𝜕𝑤

𝜕𝜃
− 𝑣) = (

1

𝑅
)(
𝜕𝑤0
𝜕𝜃

− 𝑣0 − 𝑧𝜓𝜃 +
4𝑧3

3ℎ2(𝑥)
(𝜓𝜃 +

1

𝑅

𝜕𝑤0
𝜕𝜃

)) 
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 گرفت. در نظرزیر  صورتبه zی هاتوان برحسبرا  32eو  31e توانیم

 

(2-25) 

𝑒31 = 𝛽1𝑧
0 + 𝑧1𝛾1 + 𝑧

3𝛼1 

 

𝑒32 = 𝛽2𝑧
0 + 𝑧1𝛾2 + 𝑧

3𝛼2 

 توانیمی برشی عرضی، هاکرنشاز  نظر کردنصرفبا  ]67[سندرز  شدهسادهدر ادامه طبق تئوری 

 زیر نوشت. صورتبهی را رخطیغی هاکرنش

 

 

(2-26) 

휀𝑥
𝑁𝐿 =

1

2
𝑒31
2  

 

휀𝜃
𝑁𝐿 =

1

2
𝑒32
2  

 

𝛾𝑥𝜃
𝑁𝐿 = 𝑒31𝑒32 

 3zو  0z ،1z( ضرایب 29-2با رابطه ) سهیو مقا( 26-2( در رابطه )25-2اکنون با جایگذاری رابطه )

 هستند. انیبقابلزیر  صورتبه

 

(2-21) 

𝛽1 =
𝜕𝑤0
𝜕𝑥

, 𝛾1 = 0 , 𝛼1 = 0          

𝛽2 =
1

𝑅

𝜕𝑤𝑥
𝜕𝑥

−
𝑣0
𝑅
cos(∅) , 𝛾2

=  −
𝜓𝜃
𝑅
cos(∅) , 𝛼2 =

4 cos(∅)

3𝑅ℎ2
(𝜓𝜃 +

1

𝑅

𝜕𝑤0
𝜕𝜃

)        

 

 کرنش -ی تنشرابطه -2-7

خروطی ی مهاهپوستکرنش برای  -تنش رابطهبه قانون هوا و با فرض رفتار الاستیک پوسته  با توجه

 زیر است. صورتبهتحت بارگذاری حرارتی 

(2-28) {𝜎} =  [𝐷] ({휀} − {휀𝑇}) 
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ای همؤلفهبه ترتیب بردار تنش و کرنش کل پوسته مخروطی هستند که  {휀}و  {𝜎}( 28-2در رابطه )

 .دنباشیمزیر  صورتبه هاآن

(2-23) {𝜎}𝑇 = {𝜎𝑥   𝜎𝜃   𝜏𝑥𝑧   𝜏𝜃𝑧   𝜏𝑥𝜃} 

{휀}𝑇 = { 휀𝑥   휀𝜃   𝛾𝑥𝑧    𝛾𝜃𝑧   𝛾𝑥𝜃} 

  {휀𝑇} شودیمزیر تعریف  صورتو بهنیز بردار کرنش حرارتی است. 

(2-91) {휀𝑇}
𝑇 = ∆𝑇 {𝛼   𝛼   0   0   0  } 

 شدهمحاسبه( 79-7ر تابعی است که در رابطه )ضریب انبساط حرارتی مادّه متغیّ α( 91-2رابطه )در 

یک  لهیوسبهآن را  توانیمکه  باشدیممقدار افزایش دما در جهت ضخامت پوسته مخروطی  ΔTاست. 

 زیر بیان کرد. صورتبهسری فوریه 

(2-97) ∆𝑇 =  ∑ ∆𝑇𝑚 cos(𝑚𝜃)

∞

𝑚=0

 

( نیز 28-2باشد. در رابطه )اُمین مد محیطی می mمقدار افزایش دما به ازای  𝑇𝑚∆در رابطه بالا 

موقعیت  باشد و بهماتریس الاستیسیته است که شامل خواص مکانیکی مادهّ متغیرّ تابعی می [𝐷]ماتریس

 در راستای ضخامت پوسته وابسته است. رابطه این ماتریس به شکل زیر برای پوسته قابل بیان است.

 

 

(2-92) 𝐷(𝑥, 𝑧, 𝑇) =  
𝐸(𝑥, 𝑧, 𝑇)

1 − 𝑣2(𝑧)

(

 
 
 
 
 
 

1 𝜗(𝑧) 0 0 0

𝜗(𝑧) 1 0 0 0

0 0
1 − 𝜗(𝑧)

2
0 0

0 0 0
1 − 𝜗(𝑧)

2
0

0 0 0 0
1 − 𝜗(𝑧)

2 )
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 پتانسیل انرژی -2-8

 .شودیمزیر تعریف  صورتبههای مخروطی شکل رابطه انرژی پتانسیل کل برای پوسته

(2-99) П = 𝑈 −𝑊 

راین . بنابباشدیمی رخطیغژی کرنشی کل است که شامل انرژی کرنشی خطی و انر U( 99-2در رابطه )

 زیر نوشت. صورتبهتوان رابطه انرژی کرنشی کل را می

(2-94) 𝑈 = 𝑈𝐿 + 𝑈𝑁𝐿 

انرژی کرنشی خطی  جهیدرنتخطی است.  صورتبهجابجایی  -قبل از پدیده کمانش رابطه کرنش 

 .شودیمزیر محاسبه  صورتبه

(2-95) 𝑈𝐿 = 
1

2
∫(({휀𝐿}

𝑇 − {휀𝑇}
𝑇){𝜎})

𝑉

𝑑𝑉 

{휀𝐿}(95-2در رابطه )
𝑇  رابطه آن با بردار جابجایی را به شکل زیر  توانیمبردار کرنش خطی است که

 نوشت.

(2-96) {휀𝐿} = [𝐵𝐿]{𝑑𝑒} 

 شدهلیتشک هاآنکه از توابع شکل و مشتقات  باشدیمی جابجای -ماتریس کرنش [𝐵𝐿]( 96-2در رابطه )

. با جایگذاری باشدیمی هر المان اگرهنیز بردار تغییر مکان  {𝑑𝑒}آمده است.  نامهانیپاو در پیوست 

زیر محاسبه  صورتبهانرژی کرنشی خطی پوسته را  توانیم( 95-2( در رابطه )96-2( و )91-2روابط )

 کرد.

 

 

(2-91) 

𝑈𝐿 = 
1

2
 ∫({𝑑𝑒}

𝑇[𝐵𝐿]
𝑇 − {𝛼}𝑇∆𝑇)[𝐷]([𝐵𝐿]{𝑑𝑒} − {𝛼}∆𝑇) 𝑑𝑉

𝑉

 

 

𝑈𝐿 = 
1

2
{𝑑𝑒}

𝑇∫([𝐵𝐿]
𝑇[𝐷][𝐵𝐿]) 𝑑𝑉

𝑉

{𝑑𝑒} − {𝑑𝑒}
𝑇∫([𝐵𝐿]

𝑇[𝐷]{𝛼}∆𝑇) 𝑑𝑉
𝑉

+
1

2
∫({𝛼}𝑇[𝐷]{𝛼}(∆𝑇)2) 𝑑𝑉
𝑉
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 شامل کار نیروهای خارجی و برابر است با: W( 99-2در رابطه )

(2-98) 𝑊 = 𝑊𝑏 +𝑊𝑠 +𝑊𝑝 

bW ،sW  وpW  بر پوسته مخروطی  شدهاعمالبه ترتیب کار نیروهای خارجی حجمی، سطحی و متمرکز

روی نی گونهویهشده است و همچنین  نظرصرف. با توجه به اینکه در کار حاضر از وزن پوسته باشدیم

. لازم به ذکر باشدیمسطحی و حجمی وجود ندارد، بنابراین در این پژوهش کار نیروهای خارجی صفر 

ست که اثر بارگذاری حرارتی  شاهدهقابل( 95-2که در رابطه ) گونههمانا شی  م ست، در انرژی کرن ا

 خطی پوسته لحاظ شده است.

و با گرفتن مشتق اول از انرژی پتانسیل نسبت به بردار جابجایی و برابر صفر قرار طبق اصل کار مجازی 

 ( را به شکل زیر نوشت.99-2رابطه ) توانیمدادن آن 

(2-93) 𝛿П = 0 

(2-41) 𝛿𝑈 = 0 

 

زیر  صورتبه(، تغییرات اول انرژی کرنشی خطی 41-2( و )91-2اکنون با توجه به روابط )

 است. محاسبهقابل

(2-47) 
𝛿𝑈𝐿 =  𝛿{𝑑𝑒}

𝑇∫([𝐵𝐿]
𝑇[𝐷][𝐵𝐿]) 𝑑𝑉

𝑉

{𝑑𝑒} − 𝛿{𝑑𝑒}
𝑇∫([𝐵𝐿]

𝑇[𝐷]{𝛼}∆𝑇) 𝑑𝑉
𝑉

 

 آورد. به دستروابط زیر را  توانیم( 41-2( در رابطه )47-2رابطه ) قرار دادنبا 

(2-42) [𝐾] = ∫([𝐵𝐿]
𝑇[𝐷][𝐵𝐿])

𝑉

𝑑𝑉 

(2-49) {𝐹𝑇} = ∫([𝐵𝐿]
𝑇[𝐷]{𝛼}∆𝑇) 𝑑𝑉

𝑉

 

اٌمین مد محیطی و بردار بار حرارتی المان  mبه ترتیب ماتریس سفتی هر المان برای  [𝐹𝑇] و [𝐾]که 

 . باشندیم
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لمان حرارتی در ادامه بعد از مونتاژ کردن و اعمال شرایط مرزی و محاسبه ماتریس سفتی و بردار بار ا

ی ارهگی هاییجابجا افتهیکاهشطبق رابطه تعادل استاتیکی بردار  توانیمبرای کل پوسته مخروطی 

 آورد. به دسترابطه زیر  لهیوسبهپوسته را 

(2-44) {𝐹𝑇} = [𝐾]{𝑑} 

 یهاتنشی هر المان را که به آن هاتنشبردار  توانیمی کل پوسته هاییجابجاآوردن  به دستپس از 

 آورد. به دستزیر  صورتبهشود پیش کمانش گفته می

(2-45) {𝜎𝑒}
0 = [𝐷]([𝐵𝐿]{𝑑𝑒} − {𝛼}∆𝑇) 

اینکه بعد از وقود پدیده  لیبه دلبرای یافتن معادله عمومی کمانش ابتدا  مسألهدر ادامه روند حل 

یر ز صورتبهی نیز رخطیغ انرژی کرنشی ستیبایمی است، رخطیغجابجایی  -کمانش رابطه کرنش

 محاسبه شود.

 

(2-46) 

𝑈𝑁𝐿 = 
1

2
∫({휀𝑁𝐿}

𝑇{𝜎}0)
𝑉

𝑑𝑉 

 

𝑈𝑁𝐿 = 
1

2
∫{(휀𝑥)

𝑁𝐿𝜎𝑥
0 + (휀𝜃)

𝑁𝐿𝜎𝜃
0 + (휀𝑥𝜃)

𝑁𝐿𝜏𝑥𝜃
0 }

𝑉

 

نیز  {휀𝑁𝐿}آمدند.  به دست( 45-2در رابطه ) ی پیش کمانش هستند کههاتنش 0{𝜎}( 46-2در رابطه )

 است. شدهمحاسبه( 26-2ی مخروطی است که در رابطه )هاپوستهی برای رخطیغی هاکرنشبردار 

 

 

 

 



  47 
 

ی و همچنین رابطه آن با رخطیغی هاکرنشبردار  توانیم( 21-2( و رابطه )26-2با استفاده از رابطه )

 زیر نوشت. صورتبها ی هر المان راگرهی هاییجابجا

(2-41) {휀𝑁𝐿}
𝑇 = {𝛽1   𝛽2   𝛾1   𝛾2   𝛼1   𝛼2} 

(2-48) {휀𝑁𝐿} = [𝐵𝑁𝐿]{𝑑𝑒} 

 شدهلیتشکی است که از توابع شکل و مشتقات آن رخطیغماتریس کرنش جابجایی  [𝐵𝑁𝐿]در رابطه بالا 

ی هر المان اگرههمانند قبل بردار تغییر مکان  {𝑑𝑒}آمده است.  نامهانیپاوست است. این ماتریس در پی

 می باشد.

 زیر بازنویسی کرد. صورتبه توانیم( را 45-2ی پیش کمانش در رابطه )هاتنشدر ادامه ماتریس 

(2-43) [𝜎]0 = [𝑍]𝑇[𝜎][𝑍] 

( 41-2( و )43-2ست. اکنون با استفاده از رابطه )در پیوست آورده شده ا [𝜎]و  [𝑍]ی هاسیماترکه 

  زیر نیز نوشت. صورتبه( را 46-2رابطه )   توانیم

(2-51) 
𝑈𝑁𝐿 = 

1

2
∫({휀𝑁𝐿}

𝑇[𝑍]𝑇[𝜎][𝑍]{휀𝑁𝐿})
𝑉

𝑑𝑉 

هر ی هر گره برای هاییجابجا برحسبی را رخطیغانرژی کرنشی  توانیم( 48-2با کمک رابطه )

 المان نوشت.

(2-57) 
𝑈𝑁𝐿 = 

1

2
∫({𝑑𝑒}

𝑇[𝐵𝑁𝐿]
𝑇[𝑍]𝑇[𝜎][𝑍][𝐵𝑁𝐿]{𝑑𝑒})

𝑉

𝑑𝑉 

کمانش، تغییرات مرتبه دوم انرژی پتانسیل  مسألهی تعادل بایست برای یافتن معادلهدر ادامه بحث، می

داری یی( بر اساس شرایط پایابججا -ی رابطه کرنشطرخیغبا در نظر گرفتن بخش خطی و )کل پوسته را 

 .قراردادبرابر صفر  زفتر

(2-52) 𝛿2П = 0 

(2-59) 𝛿2𝑈 = 𝛿2𝑈𝐿 + 𝛿
2𝑈𝑁𝐿 = 0 
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 .شودیمزیر بیان  صورتبهی انرژی کرنشی رخطیغ( تغییرات دوم بخش خطی و 59-2در رابطه )

(2-54) 
𝛿2𝑈𝐿 =  𝛿{𝑑𝑒}

𝑇∫([𝐵𝐿]
𝑇[𝐷][𝐵𝐿]) 𝑑𝑉

𝑉

𝛿{𝑑𝑒} 

(2-55) 
𝛿2𝑈𝑁𝐿 =  𝛿{𝑑𝑒}𝑇∫𝑇𝑐𝑟([𝐵𝑁𝐿]𝑇[𝑍]𝑇[𝜎]∗[𝑍][𝐵𝑁𝐿])

𝑉
𝑑𝑉𝛿{𝑑𝑒} 

ی پیش کمانش به ازای هاتنشنیز ماتریس   ∗[𝜎]دمای کمانش بحرانی است. ماتریس 𝑇𝑐𝑟 در رابطه بالا 

 به دست( رابطه زیر 59-2( در )55-2( و )54-2با جایگذاری روابط ) .باشدیمافزایش دمای واحد 

 خواهد آمد.

(2-56) [𝐾𝐺]𝑇 =  ∫([𝐵𝑁𝐿]𝑇[𝑍]𝑇[𝜎]∗[𝑍][𝐵𝑁𝐿])
𝑉

𝑑𝑉 

رای هر المان در اثر افزایش دمای واحد است. با ماتریس سفتی هندسی ب 𝑇[𝐾𝐺](  56-2در رابطه )

معادل تعادل کمانش پوسته  توانیم تیدرنهامونتاژ کردن ماتریس سفتی هندسی برای کل پوسته، 

 زیر نوشت. صورتبهاز مواد متغیّر تابعی را  شدهساختهمخروطی جدار متغیرّ 

(2-51) ([𝐾] + 𝑇𝑐𝑟[𝐾𝐺]𝑇)𝛿{𝑑} = 0 

 :ستیبایمی غیر صفر هاجواب( برای یافتن 51-2) در رابطه

(2-58) ([𝐾] + 𝑇𝑐𝑟[𝐾𝐺]𝑇) = 0 

را  (crTکمانش )برای یک بارگذاری حرارتی مقدار دمای بحرانی  توانیممقدار ویژه بالا  مسأله با حل

 محاسبه کرد.

 ی عددی با روش گاوسریگانتگرال -2-9

است. برای  شدهانجامی متلب و میپل افزارهانرمی در سیکد نوده از در این پژوهش روند حل با استفا

 افزارنرماز  zو  xی در راستای ریگانتگرالمیپل و برای  افزارنرماز  (θ)ی در راستای محیطی ریگانتگرال

 یجابهی ریگانتگرالاست. استفاده از روش حل عددی برای  شدهاستفادهمتلب و روش عددی گاوس 

 شده است. مسألهیلی باعث کاهش زمان حل روش تحل



  49 
 

نقطه درنظرگرفته شده است. مختصات  4 هر جهتی با استفاده از روش عددی گاوس در ریگانتگرالبرای 

 ( آمده است.7-2در جدول ) (𝑤𝑖) هاآنو وزن  (𝑥𝑖)نقاط گاوسی

 

بر روی حجم در روابط ماتریس سفتی، بردار بار  گانهسههای انتگرال، θگیری در جهت بعد از انتگرال

 توانیمال دوگانه بر روی سطا المان تبدیل خواهند شد. حال حرارتی و ماتریس سفتی هندسی به انتگر

 ی کرد.سیبازنوزیر  صورتبهرا  (56-2( و )49-2(، )42-2ی عددی گاوس روابط )ریگانتگرالبا توجه به 

 

(2-53) [𝐾] ≅∑∑𝑤𝑖𝑤𝑗[𝐵𝐿(𝑥𝑖, 𝑧𝑗)]
𝑇
[𝐷]

4

𝑗=1

4

𝑖=1

[𝐵𝐿(𝑥𝑖, 𝑧𝑗)] 

(2-61) {𝐹𝑇} ≅∑∑𝑤𝑖𝑤𝑗[𝐵𝐿(𝑥𝑖, 𝑧𝑗)][𝐷]

4

𝑗=1

4

𝑖=1

{𝛼(𝑥𝑖, 𝑧𝑗)}∆𝑇 

(2-67) 

[𝐾𝐺]𝑇

≅∑∑𝑤𝑖𝑤𝑗[𝐵𝑁𝐿(𝑥𝑖, 𝑧𝑗)][𝑍(𝑧𝑗)][𝜎]

4

𝑗=1

4

𝑖=1

[𝑍(𝑧𝑗)][𝐵𝑁𝐿(𝑥𝑖, 𝑧𝑗)] 

 مسألهگوریتم حل ال -2-11

کمانش حرارتی پوسته مخروطی متغیّر تابعی با جدار متغیّر با استفاده از روش  مسألهالگوریتم حل 

 زیر بیان کرد: صورتبه توانیمی را لیتحلمهین محدوداجزای 

 انتخاب المان مناسب با در نظر گرفتن هندسه پوسته مخروطی جدار متغیرّ .7

 ( و مونتاژ آن برای کل پوسته53-2حل انتگرال رابطه ) آوردن ماتریس سفتی با به دست .2

 ( و محاسبه آن برای کل المان61-2محاسبه بردار بار حرارتی با حل انتگرال رابطه ) .9

 افتهیکاهشاعمال شرایط مرزی و محاسبه ماتریس سفتی هندسی و بردار نیروی حرارتی  .4

 مختصات و وزن نقاط گاوسی (1-2جدول )
 (𝑤𝑖)وزن نقاط گاوسی (𝑥𝑖)ط گاوسیمختصات نقا تعداد نقاط گاوسی

4 
𝑥1, 𝑥4 = ±0.8611363116 

𝑥2, 𝑥3 = ±0.3399810436 

0.3478548451 

0.6521451549 
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( و با توجه به 44-2استاتیکی ) حل معادله تعادل لهیوسبهی اگرهمحاسبه بردار جابجایی  .5

 آمد. به دستکه در مرحله چهارم  افتهیکاهشماتریس سفتی و بردار بار حرارتی 

ی اگره( و بردار جابجایی 45-2ی پیش کمانش با استفاده از رابطه )هاتنشیافتن بردار  .6

 در مرحله قبل شدهمحاسبه

 ( و مونتاژ آن برای کل پوسته67-2محاسبه ماتریس سفتی هندسی با حل انتگرال رابطه ) .1

 افتهیکاهشبرای محاسبه ماتریس سفتی هندسی  مسألهاعمال شرایط مرزی حاکم بر  .8

اٌمین مد کمانش و همچنین ترسیم m آوردن دمای بحرانی در  به دستحل معادله تعادل و  .3

 نمودار دمای بحرانی برحسب مد کمانش

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

 

 

 

 فصل سوم

 

نشنتایج تحلیل کما
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مقدمه -3-1  

نوشتن کدهای مربوطه در  نیهمچنو نوشتن معادله کمانش،  مسألهی بندفرمولپس از تکمیل 

عی با تاب متغیرّوم، در این فصل نتایج کمانش حرارتی پوسته مخروطی در فصل د ذکرشدهی افزارهانرم

خروط، م رأسزاویه نیم است. نتایج شامل بررسی اثر تغییر ضخامت، ابعاد پوسته،  شدهارا ه متغیّر جدار

 .باشدیمتابعی  متغیرّه شرایط مرزی و همچنین جنس مادّ

 تابعی متغیّر انیکی و حرارتی موادمک مشخصات -3-1-1

ا، و آلیاژ تیتانیوم و در فاز سرامیکی از آلومین ضدزنگتابعی از فولاد  متغیّره در کار حاضر در فاز فلزی مادّ 

( نحوه چینش لایه فلزی و سرامیکی در 7-9است. در جدول ) شدهفادهاست 7زیرکونیا و سیلیکون نیترید

است. ضرایب وابسته به دما خواص مکانیکی و حرارتی مواد  شدهنوشتهراستای ضخامت پوسته مخروطی 

( برای 4-9( و )9-9(، )2-9های )است، در جدول شدهاشارهها ( به آن8-7تابعی که در رابطه ) متغیّر

 .]58 [رده شده استآو ذکرشدهمواد 

 

 

 

 

                                                           
1 Si3N4 

 خصوصیات مواد متغیّر تابعی مورد استفاده در تحلیل حاضر (1-3جدول )
 لایه داخلی لایه بیرونی فاز سرامیکی فاز فلزی تابعی متغیّرپوسته مخروطی 

 سرامیکی فلزی آلومینا ضدزنگفولاد  7ه مادّ

 سرامیکی فلزی زیرکونیا آلیاژ تیتانیوم 2ه مادّ

 فلزی سرامیکی سیلیکون نیترید ضد زنگفولاد  9ه مادّ
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]ضرایب وابسته به دما برای مدول یانگ  (2-3جدول )
𝑁

𝑚2]  
 0P 1P 2P 3P جنس

 0 -10×6.534-7 10×3.079-4 10×9201.04 ضدزنگفولاد 

 0 0 -10×4.586-4 10×9122.56 آلیاژ تیتانیوم

 -.101×10673 10×4.027-7 -10×3.853-4 10×9349.55 آلومینا

 10×3.681-10 10×1.214-6 -10×1.371-3 10×9244.27 زیرکونیا

-10×8.946- 10×2.16-7 -10×3.07-4 10×9348.43 سیلیکون نیترید

11 

 

 /C]o[1ضرایب وابسته به دما برای ضریب انبساط حرارتی  (3-3جدول )
 0P 1P 2P 3P جنس

 0 0 10×8.086-4 10×12.33-6 ضدزنگفولاد 

 0 -10×3.147-6 -10×6.638-4 10×7.5788-7 انیومآلیاژ تیت

 0 0 10×1.838-4 10×6.8269-6 آلومینا

-10×6.778- 10×1.006-5 -10×1.491-3 10×12.766-6 زیرکونیا

11 

 0 0 10×9.09-4 10×5.87-6 سیلیکون نیترید

 

 ضرایب وابسته به دما برای ضریب پواسون (4-3جدول )

 0P 1P 2P 3P جنس

 0 10×3.797-7 -10×42.002 0.3263 گضدزنفولاد 

 0 0 10×1.121-4 0.2884 آلیاژ تیتانیوم

 0 0 0 0.26 آلومینا

 0 0 10×1.133-4 0.2882 زیرکونیا

 0 0 0 0.24 سیلیکون نیترید
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 شرایط مرزی -3-1-2

 در شرایط مرزی دوسرگیردار تمام درجات آزادی واقع در دوسر پوسته مخروطی صفر هستند. در حالت

باشند. شرایط مقید نیستند و بقیه درجات آزادی صفر می  𝜓𝜃و  𝜓𝑥دوسر ساده فقط درجات آزادی 

 شدهاعمالهایی که در دوسر پوسته مخروطی قرار دارند های گرهزیر توسط جابجایی صورتبهمرزی 

 است. 

 شرط مرزی دوسرگیردار:

(9-7) 𝑥 = 0, 𝐿         𝑢0 = 𝑣0 = 𝑤0 = 𝜓𝑥 = 𝜓𝜃

= 0 

 شرط مرزی دوسر ساده:

(9-2) 𝑥 = 0, 𝐿         𝑢0 = 𝑣0 = 𝑤0 = 0 

 S-Sو برای شرط مرزی دوسر ساده از  C-Cدر ادامه برای بیان شرط مرزی دوسرگیردار از 

 است. شدهاستفاده

 ی نتایج کمانش حرارتیگذارصحه -3-2

با محاسبه ماتریس سفتی و ماتریس سفتی هندسی برای کل پوسته مخروطی و در ادامه با کمک حل               

آورد. در قدم اول برای بررسی درستی  به دستنش پوسته را دمای بحرانی کما توانیم( 58-2معادله )

متلب، ابتدا همگرایی نتایج کمانش حرارتی  افزارنرمی با استفاده از سیکد نواز  آمدهدستبهنتایج 

و آلومینا است. سایر شرایط  ضدزنگشده از جنس فولاد تابعی انتخاب متغیرّه است. مادّ  شدهیبررس

 ( آمده است.5-9جدول )ر ی پوسته مخروطی دهندس

 برای بررسی همگرایی شده کاربردهبهی ورودی پارامترها (5-3جدول )
Boundary 

Condition 
𝜇 𝛽 ∅ 𝑛 ℎ0(𝑚) 

𝐿

ℎ0
 

𝑅1
ℎ0

 

C-C 0.50 0.20 o15 1 0.005 1 300 
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 حسببر متغیّر جدارتابعی با  متغیّر( همگرایی نمودار دمای بحرانی کمانش پوسته مخروطی 7-9شکل ) 

که کد  شودیم. با توجه به شکل مشاهده دهدیمی مختلف نشان هاالمانمد محیطی را برای تعداد 

با توجه به وجود همگرایی  نیبنابرات. متلب از همگرایی خوبی برخوردار اس افزارنرمدر  شدهنوشته

وده ی مناسب باگرهی هاییجابجاشده برای مدل کردن یاب انتخاب نتیجه گرفت که تابع درون توانیم

 است.

است.  شدهاستفادهالمان  51در ادامه کار برای بالا بردن دقت در نتایج تحلیل کمانش حرارتی از تعداد  

 ها در تعداد المان پایین است.ی همگرا شدن پاسخلیتحلمهین وداجزای محدیکی از مزایای روش 

 
 با جدار متغیّر FGM بررسی همگرایی دمای بحرانی کمانش حرارتی پوسته مخروطی (1-3شکل )

 

ثابت  ارجدتابعی با  متغیرّنتایج برای کمانش حرارتی پوسته مخروطی  مسألهپس از بررسی همگرایی 

 دارجتابعی با  متغیّرای ی شده است. همچنین نتایج برای پوسته استوانهرگذاصحه ]77[طبق مرجع 

 مقایسه شده است. ]73[ی شده و با مرجع گذارصحه ]95[ثابت نیز با کمک مرجع 

T
(o

C
) 
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ما در است. د شدهاستفادهبر پایه تئوری تغییر شکل برشی مرتبه اول  GDQMاز روش  ]77[در مرجع  

فرض شده است. همچنین جنس پوسته مخروطی از  گرادیسانته درج 21 یمخروطسطا فلزی پوسته 

 ( آمده است.6-9در جدول ) شدهاستفادهاست. مقادیر هندسی  شدهگرفتهدر نظر  7ه نود مادّ

 جدارر تابعی با گذاری نتایج کمانش حرارتی پوسته مخروطی متغیّه( پارامترهای ورودی برای صح6-9جدول )

 ]77[ثابت 

 Boundary 

Condition ∅ ℎ0(𝑚) 
𝐿

ℎ0
 

𝑅1
ℎ0

  

 C-C o15 0.005 304.7896 252.5573 

 

. اختلاف دهدیمرا نشان  ]77[حاضر و مرجع  در کار( مقادیر دمای بحرانی کمانش حرارتی 1-9جدول ) 

ی عددی اهروش نیهمچنسوم و  و مرتبهی مرتبه اول هایتئورتفاوت در  لیبه دلدر نتایج  آمدهشیپ

 .باشدتحلیل می درروند شدهاستفاده
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 ت ثاب جدارر تابعی با ی نتایج کمانش حرارتی پوسته مخروطی متغیّگذارصحه (7-3) جدول

 oT( n(C اختلاف نتایج )درصد(

  حاضرکار  ]77[مرجع  

0.13 % 150.23 150.44 0 

0.54 % 180.06 181.04 0.5 

1.30 % 198.11 200.79 1 

0.79 % 248.36 246.39 5 

1.50% 265.41 261.41 10 

1.67% 272.89 268.32 15 

1.15 % 288.85 285.5 100 

1.25 % 290.94 287.3 1000 

 

ت و اس شدهاستفادهبر پایه تئوری تغییر شکل برشی مرتبه سوم  اجزای محدوداز روش  ]73[در مرجع 

ست. در ا شدهاستخراج هاپوستهپایه تئوری کلاسیک  نتایج با کمک روش تحلیلی و بر ]95[در مرجع 

کلوین فرض شده است.  911است و دمای محیط  9ه ای از نود مادّ جنس پوسته استوانه ذکرشدهمراجع 

 ( آمده است.8-9در جدول ) شدهاستفادهمقادیر هندسی 

 ابت ث جدارر تابعی با ای متغیّوانهگذاری نتایج کمانش حرارتی پوسته استهپارامترهای ورودی برای صح (8-3جدول )

 Boundary 

Condition ∅ ℎ0(𝑚) 
𝐿2

𝑅1ℎ0
 

𝑅1
ℎ0

  

 
C-C o0 0.005 300 400 
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 ثابت را در مقایسه با مراجع جدارای متغیر تابعی با ( نتایج کمانش حرارتی پوسته استوانه2-9شکل )

 آمدهشیپدهد. اختلاف از دما نشان می مستقلهای خواص وابسته به دما و برای حالت ]73[و  ]95[

ی عددی و تحلیلی هاروش نیهمچنسوم و کلاسیک و  مرتبهی هایتئورفاوت در در نتایج به دلیل ت

 مراتببهکه در شکل مشخص است میزان خطا در کار حاضر  طورهمان. باشدحل می درروند شدهاستفاده

 کمتر است. ]73[از نتایج مرجع 

پارامتری را  توانیم متغیّر جدارگذاری نتایج کمانش حرارتی پوسته مخروطی در ادامه برای صحه

 زیر تعریف کرد. صورتبه ]73[ ضریب بار کمانش حرارتی عنوانبه

(9-9) 
𝜆𝑐𝑟 =

Δ𝑇𝑐𝑟
Δ𝑇𝐵𝑎𝑠𝑒𝑙𝑖𝑛𝑒

 

  صفر است. µو یا  β ،nمقدار افزایش دمای بحرانی به ازای  BaselineTΔکه در رابطه بالا 

 

  
 دمای بحرانی کمانش در حالت خواص مستقل از دما -ب دمای بحرانی کمانش در حالت خواص وابسته به دما -الف

 ثابت جداربا  FGM ایی نتایج کمانش حرارتی پوسته استوانهگذارصحه (2-3شکل )
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جع را در مقایسه با مر متغیرّ جدارتابعی با  متغیرّای ه( نتایج کمانش حرارتی پوسته استوان9-9شکل )

 دهد.از دما نشان می مستقلهای خواص وابسته به دما و برای حالت ]73[

βدر این مقایسه  = µو  0.2− =  طیو شرااست. تابع تغییر ضخامت از نود نمایی  شدهگرفتهدر نظر  0

 شدهاستفادهی عددی متفاوت هاروشلیل در نتایج به د آمدهشیپمرزی دوسر ساده است. اختلاف 

نتیجه گرفت که وجود این اختلاف  توانیم( 2-9. همچنین با توجه شکل )باشدمی مسألهحل  درروند

 باشد.دور از انتظار نمی

 

 

 

 

  
 ت خواص مستقل از دمابار بحرانی کمانش در حال -ب                بار بحرانی کمانش در حالت خواص وابسته به دما -الف             

 رمتغیّ جداربا  FGMای رتی پوسته استوانهی نتایج کمانش حراگذارصحه (3-3شکل )
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 دارجر تابعی با ی مخروطی متغیّهاپوستهنتایج کمانش حرارتی  -3-3

  متغیّر

ر این د ثابت، اکنون جدارتابعی با  متغیرّی نتایج کمانش حرارتی برای پوسته مخروطی گذارصحهپس از 

 تغیرّم جدارتابعی با  متغیرّپارامترهای مختلف بر دمای بحرانی کمانش پوسته مخروطی  ریتأثبخش 

است. شرایط هندسی  ذکرشدهدر هر بخش  شدهاستفادهتابعی  متغیّره . جنس مادّ شودیمبررسی 

مربوطه  ر بخشد( آمده است و در صورت استفاده از پارامترهای متفاوت، 8-9در جدول ) شدهاستفاده

 است. ذکرشده

  غیّرمت جدارتابعی با  متغیّرشده در تحلیل کمانش حرارتی پوسته مخروطی  کاربردهبهی ورودی پارامترها (9-3جدول )

Boundry Condition 𝜇 𝛽 ∅ 𝑛 ℎ0(𝑚) 
𝐿

𝑅1
 

𝑅1
ℎ0

 

C-C -0.50 0.20 o30 1 0.005 1 300 

 

βی هاحالت( را برای 3-7در بخش ) شدهانتخاب متغیرّ جدار توابع ریتأث( 4-9شکل ) = ±0.20 

که  طورهمان .دهدیم)افزایش و کاهش ضخامت در راستای محوری پوسته( برحسب مد محیطی نشان 

مثبت به دلیل افزایش ضخامت در جهت محوری  β( مشخص است، هر سه تابع در حالت 4-9از شکل )

یی بیشترین افزایش دمای کمانش را در بین سه نماتابعکه  شوندیمش پوسته باعث افزایش دمای کمان

منفی به دلیل کاهش ضخامت در  βکه با قرار دادن  شودیمدارد. همچنین مشاهده  شدهانتخابتابع 

یی کمترین کاهش دمای کمانش را در نماتابعاست و  افتهیکاهشراستای محوری پوسته دمای کمانش 

 دارد. دهشانتخاببین توابع 



60 
 

   
 متغیّر جدار FGM کمانش حرارتی پوسته مخروطیبر  β ریتأث (4-3شکل )                          

 

مدل تغییر ضخامت در راستای محوری پوسته  عنوانبهیی نماتابعبرای ادامه کار از  با توجه به شکل

 است. شدهاستفاده

بر دمای بحرانی کمانش را در حالت خواص وابسته  غیرّمت جدارجنس پوسته مخروطی  ریتأث( 5-9شکل )

مقدار ضریب انبساط  توانیم( 79-7( و رابطه )9-9. با توجه به جدول )دهدیمنشان  β برحسببه دما و 

ضریب انبساط حرارتی بالاتری دارد،  2ه که مادّ شودیمرا محاسبه کرد. مشاهده  2و  7ه حرارتی مادّ

ه مقاومت کمتری در مقابل کمانش حرارتی نتیجه گرفت که این مادّ توانیمهمچنین با توجه به شکل 

کاهش دمای  توانیممثبت  βکه در شکل مشخص است با انتخاب  طورهمان. دهدیماز خود نشان 

نیز افزایش ضخامت پوسته در راستای محوری  7ه جبران کرد. همچنین برای مادّ 2ه کمانش را در مادّ

برای تحلیل نتایج کمانش حرارتی  7ه از مادّ کار. در ادامه شودیمبحرانی کمانش باعث بهبود دمای 

 است. شدهاستفاده

 T
(o

C
) 
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 متغیّر با جدار FGM کمانش حرارتی پوسته مخروطی بره جنس مادّ ریتأث (5-3شکل )                          

 

 .دهدیممد محیطی نشان  برحسب ار دماتابعی به  متغیّره وابستگی خواص مادّ ریتأث( 6-9شکل )

که در شکل مشخص است در حالتی که خواص مستقل از دما هستند دمای بحرانی کمانش  طورهمان

 که خواص وابسته به دما هستند. تسای زمانپوسته مخروطی بالاتر از  

7ه مادّ  
2ه مادّ  

T
(o

C
) 
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 جداربا  FGM مخروطی ر تابعی به دما بر کمانش حرارتی پوستهه متغیّوابستگی خواص مادّ  ریتأث (6-3شکل )

 رمتغیّ

 

عی با تاب متغیّرشرایط مرزی دوسرگیردار و ساده بر کمانش حرارتی پوسته مخروطی  ریتأث( 1-9شکل )

نشان  βمقادیر مختلف  برحسبدر حالت خواص وابسته به دما و خواص مستقل از دما را  متغیّر جدار

 .دهدیم

ال شرایط مرزی دوسر ساده به دلیل اینکه این نود گرفت که اعم جهینت توانیمبا توجه به شکل  

، باعث کاهش دمای بحرانی دهدیمی سازه را کاهش داریو پای بیشتری دارد ریپذانعطاف گاههیتک

 کمانش خواهد شد.

با افزایش ضخامت در راستای  سر سادهشرایط مرزی دو  در حالتکه در شکل مشخص است  طورهمان 

حدی دمای کمانش را بهبود داد. در حالت دوسرگیردار نیز این قضیه صادق  تا توانیممحوری پوسته 

. انتخاب مقادیر شودیمشرایط مرزی بر دمای کمانش کمتر  ریتأثاست، همچنین با افزایش ضخامت 

 نیز باعث کاهش دمای کمانش در هر دو حالت خواهد شد. βمنفی 

T
(o

C
) 
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 با جدار متغیّر FGM رایط مرزی بر کمانش حرارتی پوسته مخروطیش ریتأث (7-3شکل ) 

 

به ازای شرایط مرزی مختلف را بر دمای بحرانی کمانش پوسته  نسبت طول به شعاد ریتأث( 8-9شکل )

که در شکل مشخص است با افزایش  طورهمان. دهدیمنشان  متغیرّ جدارتابعی با  متغیرّمخروطی 

 .ابدییموابستگی دمای بحرانی کمانش به شرایط مرزی کاهش  نسبت طول به شعاد پوسته

T
(o

C
) 
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 رمتغیّ جداربا  FGM کمانش حرارتی پوسته مخروطینسبت طول به شعاد بر شرایط مرزی و  ریتأث (8-3شکل )

 

ریب قانون ( و ضβ(، پارامتر تغییر ضخامت )nتوان نسبت حجمی ) ریتأث زمانهمدر ادامه برای تحلیل 

 ]76[ ضریب بار کمانش حرارتی عنوانبهپارامتری  توانیم( بر دمای بحرانی کمانش µنمایی )

 زیر تعریف کرد. صورتبه

(9-9) 
𝜆𝑐𝑟 =

Δ𝑇𝑐𝑟
Δ𝑇𝐵𝑎𝑠𝑒𝑙𝑖𝑛𝑒

 

 صفر است. µو یا  β ،nمقدار افزایش دمای بحرانی به ازای  BaselineTΔکه در رابطه بالا 

. در دهدیممختلف را نشان  µو  βبر ضریب بار حرارتی کمانش به ازای  nافزایش  ریتأث( 3-9)شکل 

. در است افتهیکاهشضریب انبساط حرارتی دمای کمانش  توجهقابلمثبت به دلیل افزایش  µحالت 

 وانتیممنفی به دلیل کاهش ضریب انبساط حرارتی دمای کمانش زیاد شده است. بنابراین  µحالت 

ی بالاتر املاحظهقابل طوربهضریب انبساط حرارتی در راستای محوری  تارییتغ ریتأثنتیجه گرفت که 

 است.

T
(o

C
) 
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βدر حالت کاهش ضخامت پوسته در جهت محوری ) < ی پوسته ریپذانعطاف( به دلیل افزایش 0

 تواندیم nاست افزایش  مشاهدهقابلکه در شکل  طورهمان. کندیممخروطی دمای کمانش کاهش پیدا 

 ریتأثت گرف جهینت توانیمبر دمای کمانش نیز  µو  β ریتأثکند. با مقایسه  جبرانتا حدی این کاهش را 

 ( است.µ(  بیشتر از ضریب قانون نمایی )βپارامتر تغییر ضخامت )

                                   
 رمتغیّ جدار با FGM نش حرارتی پوسته مخروطیهای مربوط به جنس و ضخامت بر کماپارامتر ریتأث (9-3شکل )

 

 β ببرحس متغیّر جدارتابعی با  متغیرّبر دمای بحرانی کمانش پوسته مخروطی  µ ریتأث( 71-9شکل )

با در نظر گرفتن یک مقدار  توانیمکه در شکل مشخص است  طورهمان. دهدیممتفاوت را نشان 

βضخامت )ش را که ناشی از کاهش تا حدی کاهش دمای کمان µمناسب منفی برای  < در جهت  (0

به دلیل افزایش  µنتیجه گرفت که با افزایش  توانیممحوری مخروط است را جبران کرد. همچنین 

شود. بنابراین برای هردو بر دمای بحرانی کمانش کاسته می متغیّر جدارضریب انبساط حرارتی از اثر 

 استفاده کرد. µمنفی مثبت و منفی بهتر است از مقادیر  βحالت 
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 رمتغیّ جدار با FGM متفاوت بر کمانش حرارتی پوسته مخروطی βبه ازای  µ ریتأث (11-3شکل )

 

ی مختلف را بر دمای بحرانی کمانش پوسته مخروطی هاطولضخامت و  رییتغ پارامتر ریتأث( 77-9شکل )

خص شد که با افزایش طول به دلیل . در نتایج قبل مشدهدیمنشان  متغیرّ جدارتابعی با  متغیّر

ل که در شک طورهمان. اکنون کندیمی کمانش کاهش پیدا دمای بیشتر پوسته مخروطی ریپذانعطاف

با افزایش ضخامت پوسته در جهت محوری  توانیمی بالا هاطولمشخص است، برای پوسته مخروطی با 

(β > ی کم هاطولشخص است که در م نیهمچناز میزان کاهش دمای کمانش جلوگیری کرد.  (0

 .دهدیمدمای بحرانی کمانش را کاهش  βاستفاده از مقادیر منفی 

T
(o

C
) 
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 با جدار متغیّر FGM پوسته مخروطی حرارتی کمانشبر  و نسبت طول به شعاد β ریتأث (11-3شکل )

 

ه با توجه ب. دهدیمی اولیه مختلف نشان هاشعادپارامتر تغییر ضخامت را برحسب  ریتأث( 72-9شکل )

 شودیمبیشتر  کاهش شعاد اولیه پوسته به دلیل اینکه سفتی پوسته مخروطی با شودیمشکل مشاهده 

βضخامت )با افزایش  توانیمی اولیه بالا هاشعاد. در کندیمدمای کمانش نیز افزایش پیدا  > در  (0

 راستای محوری پوسته از کاهش دمای کمانش تا حدی جلوگیری کرد.

T
(o

C
) 
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 با جدار متغیّر  FGM پوسته مخروطی حرارتی کمانشو نسبت شعاد به ضخامت اولیه بر  β ریتأث (12-3)شکل 

 

 متغیرّمخروط بر دمای بحرانی کمانش پوسته مخروطی  رأسافزایش زاویه نیم  ریتأث( 79-9شکل ) 

ه این نتیجه رسید که ب توانیمبا توجه به شکل  .دهدیممختلف را نشان  βبه ازای  متغیّر جدارتابعی با 

ا مثبت ت βبا انتخاب  توانیمکه  کندیممخروط دمای کمانش کاهش پیدا  رأسبا افزایش زاویه نیم 

مخروط وابستگی دمای بحرانی  رأسحدی این کاهش را جبران کرد. همچنین با افزایش زاویه نیم 

 .شودیمکمتر  βکمانش به 

T
(o

C
) 
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 با جدار متغیّر FGM پوسته مخروطی حرارتی کمانشبر  βو  رأسزاویه نیم  ریتأث (13-3شکل )

 

مخروط و ضریب قانون نمایی مختلف بر دمای بحرانی کمانش  رأسافزایش زاویه نیم  ریتأث( 74-9شکل )

که در شکل مشخص است با  طورهمان. دهدیمرا نشان  متغیرّ جدارتابعی با  متغیرّپوسته مخروطی 

در راستای محوری پوسته بر دمای  مثبت و منفی( µیب انبساط حرارتی )اثر ضر رأسافزایش زاویه نیم 

)افزایش ضریب  µ در صورت انتخاب یک مقدار مثبت توانیم. همچنین کندیمکمانش کاهش پیدا 

 مخروط کاهش دمای کمانش را جبران کرد. رأسبا کاهش زاویه نیم  (حرارتی انبساط

 

T
(o

C
) 

o 
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 با جدار متغیّر FGM پوسته مخروطی حرارتی کمانشبر  µ و رأسزاویه نیم  ریأثت (14-3شکل )

 

های متفاوت بر دمای بحرانی کمانش مخروط و ضخامت رأسافزایش زاویه نیم  ریتأث( 75-9شکل )

که در نتایج قبلی مشخص شد  طورهمان. دهدیمرا نشان  متغیرّ جدارتابعی با  متغیرّپوسته مخروطی 

. ندکیمبه دلیل کاهش پایداری سازه دمای کمانش بحرانی کاهش پیدا با افزایش شعاد اولیه مخروط 

ی متفاوت به هم هاضخامتانش برای کممخروط دمای بحرانی  رأسهمچنین با افزایش زاویه نیم 

 .شودیم کمتر تربزرگی هاشعاددر  رأساثر افزایش زاویه نیم  گریدعبارتبهاست،  ترکینزد

T
(o

C
) 

o 
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 با جدار متغیّر FGM پوسته مخروطی حرارتی کمانشو شعاد بر  رأسیه نیم زاو ریتأث (15-3شکل )

 

های مختلف بر دمای بحرانی کمانش پوسته مخروط و طول رأسافزایش زاویه نیم  ریتأث( 76-9شکل )

که در نتایج قبلی مشخص شد با افزایش  طورهمان .دهدیمرا نشان  متغیرّ جدارتابعی با  متغیرّمخروطی 

مخروط  رأس. همچنین با افزایش زاویه نیم کندیمسته مخروطی دمای کمانش کاهش پیدا طول پو

ی بالا، هاطولهای مخروطی با است و در پوسته ترکینزدی متفاوت به هم هاطولدمای کمانش برای 

 .شودیمبر دمای کمانش کمتر  رأساثر افزایش زاویه نیم 

T
(o

C
) 

o 
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 با جدار متغیّر FGM پوسته مخروطی حراتی کمانشطول بر و  رأسزاویه نیم  ریتأث (16-3شکل )

 

مخروط مقاومت  رأسبه این نتیجه رسید که با افزایش زاویه نیم  توانیمی بالا هاشکلبا توجه به 

 .ابدییمکاهش  متغیّر جدارحرارتی پوسته 

 

 

 

 

 

   

T
(o

C
) 

o 
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گیری و پیشنهادهانتیجه
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 مقدمه -4-1

ون ی گوناگپارامترها ریتأث . در قسمت اول به بررسی خلاصه نتایجباشدیماین فصل شامل دو بخش 

است. در قسمت دوم  شدهپرداختهمانند جدار متغیّر، شرایط مرزی، شرایط هندسی و جنس پوسته 

 است. شدهارا هدر راستای کار حاضر  ی بیشتر نتایجگستردگیی برای شنهادهایپ

ی برای بررسی کمانش حرارتی پوسته مخروطی لیتحلمهین اجزای محدودرو، یک روش پیش در پژوهش

است. معادلات حاکم بر  شدهیمعرفاز مواد متغیرّ تابعی تحت بارگذاری حرارتی  شدهساختهجدار متغیّر 

ی س تئوری بر اسارخطیغبر اساس تئوری تغییر شکل برشی مرتبه سوم و روابط کرنش جابجایی  مسأله

 است. شدهنوشته سندرز شدهساده

 خلاصه نتایج -4-2

 است. شدهارا هاز انجام این پژوهش در این بخش  آمدهدستبهخلاصه نتایج 

 ی انتخاب طورکلبهβ  مثبت )افزایش ضخامت در راستای محوری( وβ کاهش ضخامت ) یمنف

ی هاتیمز. از شودیمدر راستای محوری( به ترتیب باعث افزایش دمای کمانش و کاهش آن 

اهش به ک توانیمکمک مدل کردن آن با توابع ریاضی مشخص  متغیّر باجدار  از پوستهاستفاده 

اره کمتر اش شدهاشغالی پوسته و همچنین فضای سازسبکبرای ساخت پوسته،  ازیموردنمواد 

 کرد.

  ه با ک ابدییم مخروط مقاومت پوسته در برابر کمانش حرارتی کاهش رأسبا افزایش زاویه نیم

تا حدی از  توانیم)افزایش ضخامت در راستای محوری پوسته(  βانتخاب یک مقدار مثبت 

 متفاوت جلوگیری کرد. رأسی نیم هاهیزاوکاهش دمای کمانش در 

  ی بر رفتار کمانشی پوسته مخروطی جدار متغیرّ تحت بارگذاری توجهقابل ریتأثشرایط مرزی

پایداری سازه را کاهش داده  رتریپذانعطافی هاگاههیتکدر نظر گرفتن  کهیطوربهحرارتی دارد، 
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. افزایش ضخامت پوسته در راستای محوری تا حدی دمای کمانش کندیمو دمای کمانش را کم 

. از طرفی با افزایش نسبت طول به شعاد سازه وابستگی دمای بحرانی کمانش بخشدیمرا بهبود 

 .ابدییمبه شرایط مرزی کاهش 

 ّی که ضریب انبساط حرارتی بیشتری دارد مقاومتش در برابر کمانش حرارتی کمتر است.اهماد 

  استفاده ازµ  ی ریکارگبهمثبت به دلیل افزایش ضریب انبساط حرارتی باعث کاهش وµ  منفی

 . بنابراین تغییراتشودیمبه دلیل کاهش ضریب انبساط حرارتی باعث افزایش دمای کمانش 

 است. رگذاریتأثاط حرارتی در راستای محوری پوسته بسیار ضریب انبس

  شودیمافزایش نسبت توان حجمی باعث افزایش دمای کمانش حرارتی. 

 کندیمی با افزایش طول پوسته، مقاومت پوسته در برابر کمانش حرارتی کاهش پیدا طورکلبه 

 هش آن جلوگیری کرد.تا حدی از کا توانیمکه با افزایش ضخامت در راستای محور پوسته 

  خاب . با انتکندیمی، دمای کمانش حرارتی کاهش پیدا طورکلبهبا افزایش شعاد اولیه پوستهβ 

 دمای کمانش را بهبود داد. توانیممثبت 

 

 پیشنهادها -4-3

تر در صنایع گوناگون، نیاز به انجام مطالعات و تحقیقات گسترده هاپوستهبا توجه به کاربرد روزافزون 

 .شودیمموارد زیر برای گسترش کار پیشنهاد   نیبنابرا. شودیمحساس ا

 های مخروطی جدار متغیرّبرسی کمانش مکانیکی و ترمومکانیکی پوسته 

  ای و کروی جدار متغیرّی استوانههاپوستهتحلیل کمانش حرارتی و ترمومکانیکی 

 دارخهای مخروطی جدار متغیّر سوراتحلیل کمانش ترمومکانیکی پوسته 
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  کنندهتیتقوهای مخروطی جدار متغیرّ دارای ترمومکانیکی پوسته کمانشتحلیل پس 

  های حل عددیی استفاده از روشجابهی حل تحلیلی هاروشاستفاده از 
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 :هاوستیپ

 پیوست الف:

 :متغیّر جداری طخطی پوسته مخرو ییجاجاب -ماتریس کرنش

 

𝐵𝐿
(𝑖) =

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 𝐵𝐿

(𝑖)(1,1) 𝐵𝐿
(𝑖)(1,2) 𝐵𝐿

(𝑖)(1,3) 𝐵𝐿
(𝑖)(1,4) 𝐵𝐿

(𝑖)(1,5)

𝐵𝐿
(𝑖)(2,1) 𝐵𝐿

(𝑖)(2,2) 𝐵𝐿
(𝑖)(2,3) 𝐵𝐿

(𝑖)(2,4) 𝐵𝐿
(𝑖)(2,5)

𝐵𝐿
(𝑖)(3,1) 𝐵𝐿

(𝑖)(3,2) 𝐵𝐿
(𝑖)(3,3) 𝐵𝐿

(𝑖)(3,4) 𝐵𝐿
(𝑖)(3,5)

𝐵𝐿
(𝑖)(4,1) 𝐵𝐿

(𝑖)(4,2) 𝐵𝐿
(𝑖)(4,3) 𝐵𝐿

(𝑖)(4,4) 𝐵𝐿
(𝑖)(4,5)

𝐵𝐿
(𝑖)(5,1) 𝐵𝐿

(𝑖)(5,2) 𝐵𝐿
(𝑖)(5,3) 𝐵𝐿

(𝑖)(5,4) 𝐵𝐿
(𝑖)(5,5)]

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

𝐵𝐿
(𝑖)(1,1) = 𝑃𝑖𝑐 

𝐵𝐿
(𝑖)(1,2) = 0 

𝐵𝐿
(𝑖)(1,3) = −

4𝑧3

3ℎ2(𝑥)
(𝑄𝑖c −

2𝛽

𝐿
𝑃𝑖𝑐) 

𝐵𝐿
(𝑖)(1,4) = −

4𝑧3

3ℎ2(𝑥)
(𝑃𝑖𝑐 −

2𝛽

𝐿
𝑁𝑖𝑐) 

𝐵𝐿
(𝑖)(1,5) = 0 

𝐵𝐿
(𝑖)(2,1) =

𝑁i
𝑅
sin(∅) 

𝐵𝐿
(𝑖)(2,2) =

m

𝑅
𝑁𝑖𝑐 

𝐵𝐿
(𝑖)(2,3) =

𝑁i
𝑅
cos(∅) −

4𝑧3𝑚2𝑁𝑖𝑐

3ℎ2(𝑥)𝑅2
−
4𝑧3𝑃𝑖𝑐

3ℎ2𝑅
sin(∅) 

𝐵𝐿
(𝑖)(2,4) =

𝑧𝑁𝑖
𝑅
sin(∅) −

4𝑧3𝑁𝑖
3ℎ2𝑅

sin(∅) 

𝐵𝐿
(𝑖)(2,5) =

𝑧𝑚𝑁𝑖𝑐

𝑅
−
4𝑧3𝑚𝑁𝑖𝑐

3ℎ2(𝑥)𝑅
 

𝐵𝐿
(𝑖)(3,1) = 0 

𝐵𝐿
(𝑖)(3,2) = 0 
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𝐵𝐿
(𝑖)(3,3) = 𝑃𝑖𝑐 −

4𝑧2𝑃𝑖𝑐

ℎ2(𝑥)
 

𝐵𝐿
(𝑖)(3,4) = 𝑁𝑖c −

4𝑧2𝑁𝑖𝑐

ℎ2(𝑥)
 

𝐵𝐿
(𝑖)(3,5) = 0 

𝐵𝐿
(𝑖)(4,1) = 0 

𝐵𝐿
(𝑖)(4,2) =

𝑁𝑖cos ∅c

𝑅
 

𝐵𝐿
(𝑖)(4,3) =

4𝑧2𝑚𝑠𝑁𝑖
3ℎ2(𝑥)𝑅

+
4𝑧3𝑚𝑠𝑁𝑖 cos ∅

3ℎ2(𝑥)𝑅2
−
𝑚𝑠𝑁𝑖1

𝑅
 

𝐵𝐿
(𝑖)(4,4) = 0 

𝐵𝐿
(𝑖)(4,5) = 𝑁𝑖s −

4𝑧2𝑁𝑖s

3ℎ2(𝑥)
−
z𝑁𝑖scos ∅

𝑅
+
4𝑧3𝑁𝑖s cos ∅

3ℎ2(𝑥)𝑅
 

𝐵𝐿
(𝑖)(5,1) = −

𝑚𝑁i𝑐

𝑅𝜕𝜃
 

𝐵𝐿
(𝑖)(5,2) = 𝑃i𝑠 −

𝑁𝑖 sin(∅)

𝑅
 

𝐵𝐿
(𝑖)(5,3) =

4𝑧3𝑃𝑖𝑚𝑠

3𝑅ℎ2(𝑥)
+
4𝑧3𝑃𝑖𝑚𝑠

3Rℎ2(𝑥)
−
8𝛽𝑧3𝑁𝑖𝑠

3𝐿ℎ2
−
4𝑧3𝑁𝑖𝑠 sin(∅)

3Rℎ2(𝑥)
 

𝐵𝐿
(𝑖)(5,4) = −

z𝑚𝑁𝑖𝑠

𝑅
+
4𝑧3𝑚𝑁𝑖𝑠

3𝑅ℎ2(𝑥)
 

𝐵𝐿
(𝑖)(5,5) = 𝑧𝑃𝑖s −

4𝑧3𝑃𝑖s

3ℎ2(𝑥)
+
8𝛽𝑧3𝑁𝑖
3𝐿ℎ2

−
sin(∅)𝑧𝑁𝑖𝑠

𝑅
+
4𝑧3𝑁𝑖sin(∅) 𝑠

3Rℎ2(𝑥)
 

𝐵𝐿 = [ 𝐵𝐿
1     𝐵𝐿

2     𝐵𝐿
3] 

𝑖در روابط فوق  = 𝑐 باشد. همچنینمی المان هر گرهو شماره   1,2,3 = cos𝑚𝜃 ،𝑠 = sin𝑚𝜃 ،m 

 .هستند xنسبت به  هر المان مشتق دوم توابع شکل 𝑄𝑖مشتق اول و 𝑃𝑖  شماره مد محیطی،

 

 :یوست بپ

 یشدهسادهبر اساس تئوری  متغیرّ جداری طپوسته مخروبرای  خطییی غیرجاجاب -ماتریس کرنش

 سندرز:
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𝐵𝑁𝐿
𝑖 = 

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
0 0 𝑃𝑖𝑐 0 0

0
−𝑁𝑖 s cos ∅

𝑅

−𝑁𝑖𝑚𝑠

𝑅
0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0
−𝑁𝑖 s cos ∅

𝑅

0 0 0 0 0

0 0
−4𝑚𝑁𝑖 s cos ∅

3ℎ2𝑅2
0

4𝑁𝑖 s cos ∅

3ℎ2𝑅 ]
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

𝐵𝑁𝐿 = [𝐵𝑁𝐿
1     𝐵𝑁𝐿

2      𝐵𝑁𝐿
3 ] 

 

𝑖در روابط فوق  = 𝑐باشد. می المان هر گرهشماره و   1,2,3 = cos𝑚𝜃 ،𝑠 = sin𝑚𝜃 ،m  شماره مد

 .هستند  xنسبت به  توابع شکل هر المان مشتق اول 𝑃𝑖  و محیطی

 

 :یوست جپ

 ی سندرز:شدهسادهتئوری  برحسب متغیرّ جدارپوسته مخروطی  برای [𝑆]ماتریس

 

[𝜎] = [
𝜎𝑥 𝜏𝑥𝜃
𝜏𝑥𝜃 𝜎𝜃

] 

 ی سندرز:شدهسادهتئوری  برحسب متغیرّ جدارپوسته مخروطی  برای [𝑍]ماتریس

𝑧 = [1 0 𝑧 0 𝑧3 0
0 1 0 𝑧 0 𝑧3

] 
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Abstract 

In this dissertation, thermal buckling of variable thickness conical shells is studied. The 

considered conical shell is made of functionally graded materials, and mechanical 

properties of the shell vary continuously along thickness and the axis of the shell. Third-

order shear deformation theory is used to derive the displacement strain correlations and 

then, buckling temperature is calculated using the minimum potential energy principle 

and semi-analytic finite element method. Since the considered shell is axisymmetric, the 

conical shell is modeled using a semi-analytic finite element method with second order 

5-degree of freedom 3-node isoparametric elements. Thermal loading is applied 

axisymmetrically and with a uniform temperature increase along the shell thickness. 

Clamped and simple boundary conditions are assumed. The influence of different 

parameters such as property distribution of functionally graded material, Semi-vertex 

angle, wall thickness variations and various boundary conditions on strain behavior of 

variable thickness conical shells is studied. 

 

Key Words 

Variable Thickness Conical Shells, Functionally Graded Materials, Thermal Buckling 

Analysis, Semi Analytical Finite Elements Method, Third-order Shear Deformation 

Theory 
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