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کمالتشکررادارم.
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 تعهد نامه
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لیندزی و استفاده -دارای ترک تحت شوک حرارتی با درنظر گرفتن تئوری گرین همسانگرد محدود دوبعدی

یافتهاز روش المان محدود توسعه زاده رخی دکتر محمدباقر نظری و دکتر مسعود مهدیتحتراهنمایی

شوم:متعهدمی

.*تحقیقاتدراینپایاننامهتوسطاینجانبانجامشدهاست

هایمحققاندیگربهمرجعمورداستفادهاستنادشدهاست.*دراستفادهازنتایجپژوهش

*مطالبمندرجدرپایاننامهتاکنونتوسطخودیافرددیگریبرایدریافتهیچگونهمدرکیاامتیازیدرهیچجا

ارائهنشدهاست.

دانشگاهصنعتی»باشدومقالاتمستخرجبانامرودمیکلیهحقوقمعنویایناثرمتعلقبهدانشگاهصنعتیشاه*

بهچاپخواهدرسید.« Shahrood University of Technology»ویا«شاهرود

انددرمقالاتمستخرجازرساله*حقوقمعنویتمامافرادیکهدربدستآمدننتایجاصلیرسالهتاثیرگذاربوده

گردد.رعایتمی

انجاماینرسالهدرمواردیکهبهحوزهاطلاعاتشخصیافراددسترسییافتهیاازآناستفادهشده*درکلیهمراحل

است،اصلرازداری،ضوابطواصولاخلاقانسانیرعایتشدهاست.

تاریخ:

 امضایدانشجو



 مالکیت نتایج و حق نشر

ای،نرمافزارهاو...(متعلقهایرایانه*کلیهحقوقمعنویایناثرومحصولاتآن)مقالاتمستخرج،کتاب،برنامه

باشد.بهدانشگاهصنعتیشاهرودمی

باشد.اتونتایجموجوددررسالهبدونذکرمنبعمجازنمی*استفادهازاطلاع
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 چکیده

اینپایان دوبعدیدارایترکساکندر محدود یکمحیطهمسانگرد ضرایبشدتتنشدر نامه،

یافتهباگیریازروشالمانمحدودتوسعهبرایاولینباربااستفادهازروشانتگرالبرهمکنشوبهره

(محاسبهG-Lلیندزی)-یافتهبرپایهمدلگرینترموالاستیسیتهکوپلتعمیمدرنظرگرفتنتئوری

مستهلک ترم است. درشده ناحیه از انرژیکرنشیجهتحفظخصوصیتاستقلال چگالی کننده

انتگرالبرهمکنشبرایمحاسبهضرایبشدتتنشدرنظرگرفتهشدهاست.معادلاتگسستهحاکم

انتگرا روش از استفاده شدهلبا حل زمان قلمرو در نیومارک اثرگیری عددی، مثال چند در اند.

اثرموجگرمابرتوزیعدمابراساسمدلموج هایگرماوتنشرویضریبشدتتنشوهمچنین،

تغییراتضریب روند گرما، سرعتامواجتنشو اساسنتایج، بر است. گرینلیندزیبررسیشده

کند.ضرایبشدتتنشهایاولیهاعمالشوکگرماییکنترلمیخصوصدرزمانشدتتنشرابه

گرماییبارسیدنموجتنشمکانیکیبهنوکترکنسبتبهبارگذاریگرمایی-دربارگذاریمکانیکی

اگرچهبرایشوکمکانیکیافزایشمی نسبتبه-یابد. گرماییکلاسیکضریبشدتتنشازابتدا

مابارسیدنموجگرمابهنوکترک،ضریبشدتتنشبرایمدللیندزیبزرگتراست؛ا-مدلگرین

شود.علاوهبراین،اثرموجمکانیکیبرتغییراتزمانیضریبشدتتنشلیندزیبزرگترمی-گرین

تراست.لیندزینمایان-درمدلگرین

 ان واژگ دکلی

انتگرالبرهمکنش،(،XFEMیافته)لیندزی،روشالمانمحدودتوسعه-،مدلگرینشوکحرارتی

ضرایبشدتتنش.
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A (،مساحتالمانm
2)

A
mمساحتناحیهانتگرالبرهمکنش،) *

2)

A (،طولترکm)

A ایمربوطبهتوابعشکلالمانمحدودبردارمجهولاتگره

B (،بردارنیرویکالبدیبرواحدحجمN/m
3)

Bx و By هایبردارنیرویکالبدیبرواحدحجم،)مولفهN/m
3)

B شدهباتابعهویسایدایمربوطبهتوابعشکلغنیبردارمجهولاتگره

C شدهنوکترکایمربوطبهتوابعشکلغنیبردارمجهولاتگره
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ظرفیتگرمایی   

ct (،ظرفیتگرماییویژهJ/(kg.
◦
K))

سرعتموجدما   

[D] (،ماتریسخواصمادهN/m
2)

E (،مدولیانگN/m
2)

F وهایگرهبردارنیر(،ایN)

ایمیدانتنشنوکترکتابعزاویه  

Fm (،توابعغنیسازینوکترکm
0.5)

جایینوکترکایمیدانجابهتابعزاویه  

H تابعهویساید
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J(،N/m)انتگرال  

ماتریسژاکوبی   

K (،هدایتگرماییW/(m.
◦
K))

[K] ماتریسسفتی

N.m،)ضریبشدتتنشIمد   
-1.5)

ضریبشدتتنشبیبعد،      

N.mضریبشدتتنشمددوم،)    
-1.5)

N.mضریبشدتتنشحرارتی،)   
-1.5)

طولمشخصه  

L (،طولنمونهm)

M بردارنرمالبرمسیرانتگرالگیریدرانتگرالJ 

[M] (،ماتریسجرمkg)

M (،انتگرالبرهمکنشN/m)

تعدادتوابعشکلالمانمحدودتوسعهیافته   

N تابعشکلروشالمانمحدود

هایشبکهمجموعهگره   

هایاطرافمسیرترکمجموعهگره   

هاینوکترکهایالمانمجموعهگره   
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(26-3پارامترتعریفشدهبارابطه)   
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(mدار،)تابعفاصلهعلامت  

  های یونانیعلامت

/1ضریبانبساطگرمایی،)  
◦
C)

دما-تانسورمدولتنش  

و  دینیومارک،بیبعدبنپارامترهایفرمول  

دلتایکرونکر،بیبعد    



 ف

 

تانسورکرنش،بیبعد  

تانسورکرنشکمکی،بیبعد      

◦تغییردما،)  
K)

و  N/mثوابتلامه،)  
2)

و  هایایزوپارامتریکهایدستگاهمختصاتمحلیدرالمانمولفه  

ضریبکلوسوف،بیبعد   

نسبتپواسون،بیبعد  

kg/mچگالی،)  
3)

مولفهدستگاهمختصاتقطبی،بیبعد  

N/mتانسورتنش،)  
2)

N/mتانسورتنشکمکی،)     
2)

هایمسیرترک،بیبعدتابعشکلغنیشدهبرایالمان  

هاینوکترک،بیبعدتابعشکلغنیشدهبرایالمان  

هایمختصاتمحلیوسراسری،بیبعدگاهزاویهبیندست  

ایبردارمجهولاتگره  

Jمسیرانتگرالگیریدرانتگرال  

هابالا نویس  

Aux هایکمکیمربوطبهمیدان

S مربوطبهحالتبرهمنهی

T مربوطبهدما

u بهترتیبمربوطبهجابجاییدرجهتمحورهایمختصاتافقیوقائم  v و 

 هانویسزیر 

مختصاتسراسریدهندهنشان  



 ص

 

H هادریکالمانشمارنده،مربوطبهگره

i  شمارنده،مربوطبهمولفهxدستگاهمختصاتدکارتی

J شمارنده،مربوطبهمولفهyتگاهمختصاتدکارتیدس

L دهندهمختصاتمحلینشانهمچنینشمارندهمربوطبهتوابعشکلو

M وطبهتوابعغنیسازینوکترکشمارنده،مرب

N هایدستگاهمختصاتها،گامزمانی،ومولفهشمارنده،مربوطبهگره

Ne هادرالمانشمارنده،مربوطبهگرهe 

Ns یافتهشمارنده،مربوطبهتوابعشکلالمانمحدودتوسعه

Tip مربوطبهنوکترک
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 مروری بر کارهای پیشین-6-6

نیومن فرضیه و فوریه قانون ترموالاستیسیته، کلاسیک تئوری معادلات-در عنوان به دوهامل

ساختاریشارگرماییوتنشدرنظرگرفتهمی نتروپیبصورتترکیباینمعادلاتبارابطهآشوند.

شودکهنتیجهآن،سرعتویمییکتابعخطیازدماوکرنش،منجربهمعادلهانرژیباطبیعتسهم

نامحدودانتقالانرژیگرماییاست.اینموضوعبدانمعناستکهوقتییکاغتشاشگرماییبرروی

تاثیرآنبهمرزمحیطاعمالمی مشاهدهمیشود، مرز از نقاطدور نظرطورهمزماندر شودکهاز

حدودموجگرمادرمسائلبیولوژیکی[.مشاهداتآزمایشگاهیسرعتم1فیزیکیقابلقبولنیست]

بنامکند.تاکنونچندتئوری[راتاییدمی3[ودرمقیاسمیکرو/نانویاهدایتگرماییفوقسریع]2]

یافتهیاهذلولویبرایحلمشکلتئوریکلاسیکترموالاستیسیتههایترموالاستیسیتهتعمیمتئوری

یافته،سرعتانتقالانرژیبهعلتترموالاستیسیتهتعمیمهای[.دربیشترتئوری7-4اند]مطرحشده

 فرمهذلولویمعادلههدایتگرماییمحدوداست.

نتروپیگرینوپایهنابرابریتولیدآیافتهترموالاستیسیتهبر[،یکتئوریتعمیم8گرینولیندزی]

مدلگرین9لاوز] درمعادلاتانتروپیوتنشلیندزی،دوزمانتاخیرنرخدمارا-[پیشنهاددادند.

اند.دراینتئوری،نتروپیعلاوهبرتغییراتدمابهنرخدماهموابستهکند.بنابراین،تنشوآمعرفیمی

البته،درصورتتابعیازگرادیاندماونرخدماتعریفمیشکلکلیشارگرماییفوریهنیزبه شود.

[.8]شودمدلگرینلیندزیقانونفوریهنقضنمی

یابد.هاباوجودعیوبیاترکهاکاهشمیازطرفدیگر،عمرموردانتظاریاظرفیتبارگذاریسازه

مرسوم ترک رشد و ایجاد هستند؛ دمایی گرادیان یا بالا دمای تحت که قطعاتی موددر ترین

بهعلتمحدودیتروش روشگسیختگیاست. حلیلهایعددیبرایتهایآزمایشگاهیوتحلیلی،

[،بااستفادهاز11[.تماورایلکار]11طورگستردهتوسعهیافتند]مسائلمختلفترموالاستیسیتهبه

تاثیر عددی، معکوس لاپلاس روش یک کاربرد سپس و لاپلاس فضای در محدود المان روش

درمسائلترموالاستیسیتهتعمیمزمان وتوزیعتنشناشیازآنرا کوپلتهغیریافهایتاخیربردما
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هایتقریبیبرایمسائلترمومکانیکیبامعادلاتترموالاستیسیتهدینامیکیکوپلبررسیکردند.حل

،تماورایلکار]13[،لیووپانگ]12[وغیرکوپلبااستفادهازروشالمانمحدودتوسطتینگوچن

[بادرنظرگرفتن19ونامبرو][وتما18ارائهشدهاست.تما]]17و16[وتماونامبورو]15و14[

درمعادلاتدینامیکیترموالاستیسیته،نوساناتعددیدرتوزیعدماوتنشرا1ویسکوزیتهمصنوعی

روشانتگرال از استفاده با دستآمدهحذفکردندکه دارگوشگیریمستقیمزمانیبه چنو اند.

یافتهرادریکسالهترموالاستیسیتهتعمیم[بااستفادهازروشالمانمرزیدرفضایلاپلاس،م21]

اسلامی]نیم حسینیتهرانیو روشالمانمرزیتاثیرضریب21صفحهحلکردند. از استفاده با ]

بینمیدان راکوپل یکفضایمحدود ارتعاشاتدر دامنه فرکانسطبیعیو کرنشبر و هایدما

[بابکارگیریروشالمانمرزیدرفضای22می]مطالعهکردند.علاوهبراین،حسینیتهرانیواسلا

جابه توزیعتنشبهمراه تحتشوکگرماییبراساسلاپلاس، یکفضایمحدود در را دما جاییو

ونگ]تئوری چنو کردند. لیندزیمقایسه گرین و شلمان لرد روشالمان23هایکلاسیک، از ]

زمان اثر گرفتن نظر در جهت لاپلاس فضای در تئوریمحدود تاخیر تعمیمهای برهای یافته

[روشنیومارکصریح/ضمنیبرپایهروش24هایدماوتنشاستفادهکردند.پریوستوتائو]میدان

[معرفیشدراجهتمحاسبهتوزیعدما،تنش26و25کهتوسطهیوزولیو]2بندیناحیهحلتقسیم

جابه یکو یکصفحه بکاربعدیایزوتروپیکتحتجاییدر لیندزی، مدلگرین با شوکگرمایی

[ همکاران و تیان گرین27بردند. معادلاتگسسته حل منظور روشنیومارکبه از لیندزیدر-[

براییکنیم محدود بهمحیطالمان نتایج در شده نوساناتایجاد آنها کردند. استفاده علتصفحه

یحذفکردند.هایهموارسازاستفادهازروشنیومارکراتوسطتکنیک

جهتمدلکردنیکترکدلخواهدریکماده3[روشالمانمرزیدوگانه28آبادی]پورتلاوعلی

برایتحلیلترکترموالاستیکگذرایغیرکوپل مرزیدوگانه یکروشالمان کردند. پیشنهاد را

                                                           
1
 Artificial viscosity 

2
 splitting method 

3
 Dual boundary element method 
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شبه29] ترک رشد و ][ ترمومکانیکی بارگذاری تحت سه31استاتیکی مسائل برای و بعدی[

توسطعلی اخلاکفوهمکاران31آبادیوهمکاران]ترموالاستیکدارایترک، [توسعهیافتهاست.

[ازیکروشترکیبیرویدامنهحلومرزآنجهتمحاسبهضریبشدتتنشبراییک33و32]

تهایازجنسموادتابعیتحتشوکگرماییبادرنظرگرفتنتئوریترموالاستیسیترکدرصفحه

فضایلاپلاسجهت در مرزیرا روشالمان همکاران حسینیتهرانیو کردند. کلاسیکاستفاده

تحت بعدی، ایزوتروپیکدو فضایمحدود در اولبراییکترک، محاسبهضریبشدتتنشمود

نظرگرفتنتئوریترموالاستیسیتهکلاسیک] در لردشلمان]34شوکگرماییبا گرین35[، و ]-

تاثیرضرایباینرسیوکوپلبرضریبشدتتنشموداولبر36لیندزی] همچنین، بردند. بکار ]

یدومرا[گزارششدهاست.زمانیوهمکاراناثرصدا37اساستئوریترموالاستیسیتهکلاسیکدر]

[.38ایشاملیکترکعمودیبررسیکردند]لمانبرضریبشدتتنشبرایباریکهش-درمدللرد

اینت الماندر شدههایتکینبرایحقیقاز نوکترکاستفاده حوزه رصدتکینیمیدانتنشدر

شبکه از استفاده تابعیبا جنسمواد از یکباریکه اولدر محاسبهضریبشدتتنشمود است.

[گزارششده39]مرجعهایمربعی،تحتشوکگرماییکلاسیکدرایباالمانگره8غیریکنواخت

هاییتحلیلیراجاییوتحلیلمجانبی،عبارتهایجابهبهکمکپتانسیل]41[کارانلیوهماست.

جاییدرنوکیکترکدینامیکیتحتبارگذاریترمومکانیکیدرموادهایتنشوجابهبرایمیدان

 تحلیلشکستدینامیکیترموالاستیکغیرکوپلبراییکترکساکن،همچنینتابعیارائهکردند.

سازینوکترکبرضریبشدتتنشگرماییغیرکوپلبااثیرجملاتدرجهبالاترتابعغنی[وت41]

یافتهبرایتحلیلروشالمانمحدودتوسعهگزارششدهاست.[42یافته]روشالمانمحدودتوسعه

[43مسائلشاملترکتحتبارگذاریترمومکانیکیاستاتیکیوغیرکوپلتوسطحسینیوهمکاران]

هایشکستموادتابعیتحتشوکبااستفادهازاینروش[44]رخیزادهمهدیرگرفتهشد.بهکا

موردبررسیوتحلیلقراردادند.حاجی-حرارتی [بااستفادهازروشالمان45]محمدیمکانیکیرا

اینهمچنین،رفتارترکرادرموادارتوتروپیکتحتبارحرارتیبررسیکردند.یافته،محدودتوسعه
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روشدرترموالاستیسیتهشبهاستاتیکیبرایمحاسبهضریبشدتتنشورشدترکتوسطگلیو

در[جهتمدلکردنترکعایقوهم47[وبایستهوهمکاران]46همکاران] موادتابعیبکاردما

گرفتهشدهاست.

 نوآوری-6-2

کنشبرهم(،استخراجانتگرالIIوIهایاینتحقیقشاملدرنظرگرفتنمدترکمختلط)نوآوری

روشاجزا-برایتئوریگرین از استفاده برایمحاسبهضرایبشدتتنشو آن کاربرد لیندزیو

توسعه کاربردهایاینتحقیقمیسازیمدلبرای1یافتهمحدود جمله از توانبهمخازنترکاست.

N2وO2هایتولیدویشیمیاییواجزایدستگاههادرراکتورهاای،لولههایهستهمایعدرنیروگاه

ولیزراشارهنمود.Xیانتقالاشعه

یافتهبرایتحلیلشکستصفحهنامه،ازروشاجزامحدودتوسعهطورکهگفتهشددراینپایانهمان

 درفصلاینپایاندوبعدیدارایترکاستفادهشدهاست. نامهبهشرحذیلسازماندهیشدهاست:

محدودتوسعهدومروش درفصلسومبهگسستهاجزا محدودیافتهبیانشدهاست. سازیفرماجزا

تعمیم ترموالاستیسیته حاکم گرینمعادلات اساستئوری بر دوبعدی شده-یافته پرداخته لیندزی

 درفصلچهارم، جهتاستخراجضریبشدتتنشموداولیادوم،توسط انتگرالبرهمکنشاست.

 دهندهگرینلیندزیتوسعهیافتهاست.درفصلپنجمنتایجارائهشدهاست.معادلاتتشکیل









                                                           
1
 Extended Finite Element Method (XFEM) 



6 

 





























 

 

 

 

 

 

 



7 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 فصل دوم

 

 یافته روش اجزا محدود توسعه
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 مقدمه-2-6

هاایهاایعاددیاسات.اساتفادهازروشهایحلمسائلمهندسی،روشیکیازمهمترینروش

هاایتحلیلاییااتجربایباهعلاتتاساتکاهحالمساالهازطریاقروشعددیزمانیحائزاهمی

پاذیرنباشاد.درایانتحقیاقازروشاجازامحادودهایهندسییاشارایطمارزیامکاانپیچیدگی

 سازیترکاستفادهشدهاست.یافتهجهتمدلتوسعه

 یافته های ایزوپارامتریک تعمیمالمان-2-2

مطابقشکل)باتوجهبهروابطریاضییکناحیه نگاشت2×2(بهیکمربع1-2چهارضلعیرا

.]48[آیند(بدستمی1-2نقاطدرالماناولیهازرابطه) و شود،مختصاتمی

 
المانایزوپارامتریک-1-2شکل

 

 شود.دستگاهمختصاتایزوپارامتریکنامیدهمی( η ،ξ)دستگاهمختصات

(2-1)  ∑    

 

   

    ∑    

 

   

    

 شوند.(بیانمی2-2هایایزوپارامتریکبارابطه)توابعشکلاجزامحدودهستندکهبرایالمانها  

(2-2)  (   )  
 

 
(     )(     )    
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 کهاینرابطهرامیتوانبهصورتزیربازنویسیکرد:

(2-3)
 (   )  [

 

 
(   )(   )

 

 
(   )(   ) 

                         
 

 
(   )(   )

 

 
(   )(   )] 

 گیری عددی انتگرال-2-9

هاایساازیمعاادلات،ازروشهایحاصالازگسساتهدرروشاجزامحدودبرایمحاسبهانتگرال

گیاریگااوسهاایانتگرالایازروشانتگارالشود.دراینجابرایمحاسبهعباارتعددیاستفادهمی

دراینروش،لازماستمقادیرتابعتحتانتگرالدرنقاطگاوسای)درونالماان(استفادهشدهاست.

محاسبهشوندواینمقادیررادرضرایبوزنیگاوسضربنمود.باجمعکردنایانمقاادیر،جاواب

∫دراینروشعبارتآید.انتگرالبهدستمی  ( )  
 

  
:]49[شودبهصورتزیرمحاسبهمی

(2-4)∫  ( )  
 

  

 ∑ (  )  

  

   

 

رابطهفوق   در تعدادنقاطگوسیدرحالتیکبعدی  مقادیرنقاطگوسیو  توابعوزنی،

 است.

انتگرال بیشتر محدود اجزا روش در که آنجا گیریاز المانها سطوح روی انجامبر ها

هاراتواناینانتگرالهایدوگانهاست.بهکمکروشگاوسمیشوند،لذانیازبهمحاسبهانتگرالمی

بهصورتزیرمحاسبهنمود:

(2-5)∫ ∫  (   )    
 

  

 

  

 ∑∑ (     )  

  

   

  

   

   



11 

 

 یافته محدود توسعه  اجزاروش -2-5

استفادهشدهاست.دراینروش،(XFEM)یافتهاجزامحدودتوسعهسازیترکازروشبرایمدل

هایمسیرترکونوکترکشودبااینتفاوتکهالمانازتوابعشکلروشاجزامحدوداستفادهمی

نتوابعغنیسازیبهتوابعشکلهابااضافهنمودشوند.یعنیدرجاتآزادیاینالمانغنیسازیمی

 کلاسیک محدود میافاجزا بزایش توسط روش این همکارانشیابد. و مدللیچکو سازیجهت

.بهطورکلیروش]52-51[هایالمانمحدودکلاسیکپیشنهادشدهایدلخواهدرشبکهناپیوستگی

یهندسهمسالهومرحلهدوم،یافتهشاملدومرحلهاست.مرحلهاول،شبکهبنداجزامحدودتوسعه

 هایمسیرترکونوکترکاست.سازیالمانغنی

:]53[تواندبهکمکتقریبزیربهدستآیدسازیمیدراینروشتابعغنی

(2-6) ( )  ∑  ( )  
  

 ∑  ( ) ( )  
  

 

توابعشکل  شودکهدرآندکلاسیکمیدراینرابطهجملهاولشاملتقریباجزامحدو ها

آیند.(بهدستمی2-2هایایزوپارامتریکازرابطه)روشاجزامحدودکلاسیکهستندوبرایالمان

 هاهمدرجاتآزادیاجزامحدودکلاسیکهستند.  

شاملعبارت رابطه دوم آنهایغنیجمله در ( )  سازیاستکه تواب تابع( ) عشکل،

پارامترهایمجهولمجازیهستند.  سازیوغنی

یافتهیکسانباشند،امااگرچهلازمنیستتوابعشکلبرایتقریباجزامحدودکلاسیکوتعمیم

( )  توانتوابعیکسانیدرنظرگرفتیعنیمی .دراینتحقیقتوابعشکلیکسان]53[( )   

گرفتهشدهاست.درنظر

 یافته در روش اجزا محدود توسعه سازی ترکمدل-2-4

تعدادتمامگرهNAشودفرضمی2-2شکلمطابق محدود، هایتعدادگرهNCهایشبکهاجزا

درهایالمانتعدادگرهNHهایاطرافنوکترکوالمان 2-2شکلهایاطرافمسیرترکباشند.
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الالمان هاییهایمسیرترکوالمانپررنگشده،الماننوکترکاست.گرهمانهایهاشورخورده،

هایغنیشدهنوکترکومسیرترکهستند.اند،بهترتیبگرهکهتوسطمربعودایرهمشخصشده

 

هایغنیشدهیافتهشاملترکوگرهنمایشیکشبکهاجزامحدودتوسعه2-2شکل

 

راییکالمانغنیشدهشاملترکمیدانجابجاییبهقرارزیریافتهبدرروشاجزامحدودتوسعه

:]48[است

(2-7)

 (     )  ∑   (   )  ( )

    

 ∑   (   )[ ( )   (  )]  ( )

    

 ∑ ∑   (   )[  (   )    (     )]   ( )

     

 

 ایهستند.اینبردارهاتابعزمانهستند.مجهولاتگره( )   و( )  ،( )  هفوقدررابط

(2-8)  ( )  {  
 ( )   

 ( )}  

(2-9)   ( )  {  
 ( )   

 ( )}  

(2-11)    ( )  {   
 ( )    

 ( )}  
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 تابعهویسایدبهقرارزیراست:( ) (7-2)دررابطه

(2-11) ( )  {
            
            

 

 تابعیازموقعیتیکنقطهنسبتبهمسیرترکاست. دررابطهفوق

( رابطه 7-2در غنی  (، توابع غنیمجموعه توابع هستند. ترک نوک برحسبسازی سازی

:]48[(عبارتنداز  و مختصاتمحلینوکترک)

(2-12){  }  {√    (
 

 
)  √    (

 

 
)  √    ( )   (

 

 
)  √    ( )   (

 

 
) } 

جاییدرهایمیدانجابه(،مولفه7-2(دررابطه)12-2(و)11-2(تا)8-2باجایگذاریروابط)

 آیند)درمختصاتسراسری(:تزیربهدستمییافتهبهصورروشالمانمحدودتوسعه

(2-13)

 (     )  ∑   (   )  
 ( )

    

 ∑   (   )[ ( )   (  )]  
 ( )

    

 

      ∑   (   ) [√    (
 

 
)  √     (

  
 
)]    

 ( )

    

 

      ∑   (   ) [√    (
 

 
)  √     (

  
 
)]    

 ( )

    

 

      ∑   (   ) [√    ( )   (
 

 
)  √     (  )   (

  
 
)]    

 ( )

    

 

      ∑   (   ) [√    ( )   (
 

 
)  √     (  )   (

  
 
)]    

 ( )

    

 

 











 (     )  ∑   (   )  
 ( )

    

 ∑   (   )[ ( )   (  )]  
 ( )

    

 

      ∑   (   ) [√    (
 

 
)  √     (

  
 
)]    

 ( )

    

 

      ∑   (   ) [√    (
 

 
)  √     (

  
 
)]    

 ( )

    

 

      ∑   (   ) [√    ( )   (
 

 
)  √     (  )   (

  
 
)]    

 ( )
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(2-14)      ∑   (   ) [√    ( )   (
 

 
)  √     (  )   (

  
 
)]    

 ( )

    

 

برایدرنظرگرفتناین لذا بافرضعایقبودنترک،میداندمادرامتدادترکناپیوستهاست.

شود.شارحرارتینیزدرنوکترکتکیناست.میداندمایناپیوستگیازتابعهویسایداستفادهمی

 :]54[(ترکبهقرارزیراستIIIگی)مدجاییمدپارنوکترکمشابهمیدانجابه

(2-15)   
  
 
√
  

 
   (

 

 
) 

 ضریبهدایتحرارتیاست. ضریبشدتتنشحرارتیو  دررابطهفوق

شود،امافقطازاولینتابعجاییگسستهمی(میداندمامثلمیدانجابه15-2باتوجهبهرابطه)

برایغنی12-2رابطه) بهقرارزیر]55[شودهاینوکترکاستفادهمیسازیگره( میداندما لذا .

است:

(2-16)

 (     )  ∑   (   )  
 ( )

    

 ∑   (   )[ ( )   (  )]  
 ( )

    

 

      ∑   (   ) [√    (
 

 
)  √     (

  
 
)]   

 ( )

    

 

  دررابطهفوق
 ( )،  

  و( ) 
هابرایهرتابعشکلهستند.روابطمقادیرتغییراتدمایگره( ) 

توانبهصورتزیربازنویسیکرد:(رامی16-2(و)2-14(،)2-13)

 

(2-17)

 (     )   

         ∑   (   )  
 ( )

    

 ∑   (   )  
 ( )

    

 ∑ ∑   (   )   
 ( )

 

       

 

(2-18) 

 (     )   

         ∑   (   )  
 ( )

    

 ∑   (   )  
 ( )

    

 ∑ ∑   (   )   
 ( )
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(2-19) 

 (     )   

         ∑   (   )  
 ( )

    

 ∑   (   )  
 ( )

    

 ∑    (   )   
 ( )

    

 

جاییودماهستندکهبهترتیبمسیرونوکهایجابهسازیمیدانتوابعغنی و درروابطفوق

(اینتوابعبهصورتزیراستخراج16-2(و)14-2(،)13-2کنند.باتوجهبهروابط)ترکراغنیمی

 شوند:می

(2-21)  (   )    (   )[ ( )   (  )] 

(2-21) 

  (   )    (   ) [√    (
 

 
)  √     (

  
 
)  √    (

 

 
)  √     (

  
 
)  

                   √    ( )   (
 

 
)  √     (  )   (

  
 
)  

                  √    ( )   (
 

 
)  √     (  )   (

  
 
)] 

دادنروابط) قرار )17-2با تا درمعادلاتحاکمبرمسالهموردنظرمعادلاتحاکمرا2-19( )

 نمود.سازیتوانگسستهمی

 سازی گیری عددی برای توابع غنی انتگرال-2-1

غنی توابع انتگرال محاسبه تواناییروشگاوسدر علتعدم المانبه نوکسازی و هایمسیر

دوروشبرایحلاینمشکلارائهنمود.روشاولبدینگونهاستکهالماندارای]56[ترک،دالبو

هایمثلثیبرسطحهایالمانایکهلبهطرفترکبهگونههایمثلثیکوچکتردردوترکبهالمان

تقسیممی المانترکمنطبقباشند، به المانترکخورده ایناستکه روشدوم هایچهارشود.

شود.ترتقسیممیضلعیکوچک

اینپایان مطابقشکل)در است. روشدوماستفادهشده المان3-2نامهاز ترکبه( هایمسیر

گیریعددی،موقعیتشوند.لذابرایمحاسبهتابعهویسایدوانتگرالتریتقسیممیایکوچکهمربع
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بنابرایناگرمرکزمربعدریکطرفترکمرکزهرمربعکوچکنسبتبهترکسنجیدهمی شود.

شوند.باشد،کلنقاطگاوسیرویآنمربعدرهمانطرفترکدرنظرگرفتهمی

الماننوکترکمطابقجهتحذفاثرتکینگی نوکترکدرعبارتزیرانتگرال،لازماستتا

ترتقسیمشود.(بهچندمثلثکوچک4-2شکل)





گیریعددیهایشاملترکبرایانتگرالتقسیمبندیالمان-3-2شکل




گیریعددیتقسیمبندیالمانشاملنوکترکبرایانتگرال-4-2شکل
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 نسبت به مسیر ترک تشخیص موقعیت نقاط-2-7

برایمحاسبهتابعهویسایدوتشخیصموقعیتنقاط)گره ترک، نسبتبهمسیر گاوسی( اییا

هایشاملترکحائزاهمیتاست.هایعددیرویالمانگیریانتگرال

 محاسبه برای الگوریتمی برداری، روابط از نقاط Zجهتتشخیصموقعیت رابطه (11-2)در

الگوریتمبهصورتزیراست:شود.اینمطرحمی

بخشتقسیمشودطوریکههربخشیکخطراستباشد.مطابقnکنیممسیرترکبهفرضمی

نقاط5-2شکل) )AوBوانتهایبخش نقاطابتدا نقطهاممسیرترکدرنظرمیnرا Cگیریم.

نقطهنقطهدلخواهیاستکهمی تشخیصدهیم. بررویCنقطهتصویرOخواهیمموقعیتآنرا

شود:بهقرارزیرتعریفمی  است.پارامترABخط

(2-22)   
  

  
 
     

|  | 
 

 مقدار به توجه   با نقطه تصویر Cموقعیت نقطه یعنی ،Oمی اگرمشخص  شود.

      د.اگرقراردارBوAروینقاطOبهترتیببدینمعناستکهنقطه    و    

 نقطه که معناست Oبدین نقاط Aبین اگرBو دارد.  قرار

 قراردارد.BوبعدازنقطهAقبلازنقطهOبهترتیببدینمعناستکهنقطه    و    





موقعیتیکنقطهدلخواهنسبتبهمسیرترک-5-2شکل
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شود:بهصورتزیرتعریفمی  پارامتر

(2-23)   
     

|  | 
 

علامت به توجه علامت  با   وقتیکه نقطه Cمنفیباشد، سمتراستبردار وABدر

باشد،نقطه    قراردارد.همچنیناگرABدرسمتچپبردارCمثبتباشد،نقطه  علامت

CبررویبردارAB.قراردارد 

توانباشود،میدرجهبیشترنمی91هربخشنسبتبهبخشقبلیازبافرضاینکهتغییرزاویه

،موقعیتنقاطرانسبتبهترکسنجید.  و  توجهبهپارامترهای
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 فصل سوم

 

 استخراج معادلات حاکم
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 مقدمه-9-6

ترموالا کوپل معادلات حل نحوه فصل این الماندر از استفاده با لیندزی گرین هایستیک

شود.یافتهبیانمییافتهوبهکمکروشاجزامحدودتوسعهایزوپارامتریکتعمیم

 استخراج معادلات ترموالاستیک کوپل گرین لیندزی-9-2

انرژی شکلکوپلمعادلاتترموالاستیکو تحتشوکحرارتیبایداز جهتتحلیلیکسازه

استفادهشود.

:]57[هایتنشعبارتاستازمعادلهحرکتبرحسبمولفه

(3-1)           ̈  

بردار چگالیو ،iبردارنیرویکالبدیبرواحدحجمدرجهت  تانسورتنش، دررابطهفوق

 زیراست:جاییهستند.رابطهسینماتیکبرایتغییرشکلهایبسیارکوچکبهقرارجابه

(3-2)    
 

 
(         ) 

 [:8معادلهتنشگرینلیندزیعبارتاستاز]تانسورکرنشکلاست. دررابطهفوق

(3-3)     (         )            (   ̇      )    

بادما،دماوزمانتاخیرتنشهستند.-بهترتیبتانسورمدولتنش  و ، دراینرابطه

هابهصورتزیربدستجایی(معادلهحرکتبرحسبجابه1-3(درمعادله)3-3جایگذاریمعادله)

 آید:می

(3-4)[ (         )]   [          ̇    ]        ̈  

فوق رابطه (     )   در اندیس(    )  و دادنبه مقدار با فوقاست. هایرابطه

 برایمسائلدوبعدیمعادلهحرکتبهقرارزیراست:
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(3-5)[      ]   [ (         )]   [          ̇    ]        ̈  

(3-6)[ (         )]   [      ]   [          ̇    ]        ̈  

عبارتنداز: و درروابطفوق

(3-7)  
 

 (   )
    

(3-8)   
  

(   )(    )
 

:]8[رتاستازمعادلهساختاریانتروپیعبانسبتپواسوناست. دراینروابط

(3-9)   
   
  
[(    )     ̇]  

  
  
           

  کهدرآن و  ظرفیتگرمایی، زمانتاخیرانتروپی  ثابتارتباطدهندهشارحرارتیودما

 :]57[یراستمعادلهساختاریشارحرارتیبهقرارزاست.

(3-11)    (          ̇) 

رابطهفوق ناهمسانگرد   در ثابتارتباطدهندهشار  و1تانسورهدایتگرماییبراییکماده

 :]8[هستند.باتوجهبهقانوناولترمودینامیکبرایتئوریگرینلیندزیداریمدمانرخحرارتیو

(3-11)(      )      ( ̇     ̈)    (  
 

  
)      ̇    

رابطهفوققانونتعادلحرارتیبرایتئوریگرینلیندزیرادریکجامدناهمسانگردناهمگنبیان

 (بهقرارزیراست:11-3رابطه)گرمایویژهاست.براییکجامدهمسانگرد  کند.کهدرآنمی

(3-12)(    )      ( ̇     ̈)    (  
 

  
)    ̇    

نرخ با معادله) اگردرجسمگرما (بهصورتزیراصلاح12-3برواحدحجموزمانتولیدشود،

 شود:می

                                                           
1
 Anisotropic material 
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(3-13)(    )      ( ̇     ̈)    (  
 

  
)    ̇      

(وقانوناول4-3بدینترتیب،معادلاتحاکمترموالاستیسیتهکوپلگرینلیندزیازمعادلهحرکت)

معادلاتحاکمتئوریگرینلیندزیبراییکجامدهمگن(تشکیلمی13-3ترمودینامیک) شوند.

 بجاییودمابهقرارزیراست:هایجاهمسانگردبرحسبمولفه

(3-14)[ (         )]   [          ̇    ]        ̈  

(3-15) (    )      ( ̇     ̈)    (  
 

  
)    ̇      

یروهایکالبدیمعادلاتحاکمرامیتوانبهصورتزیرنوشت:درصورتعدموجودمنبعگرماییون

(3-16)[ (         )]   [          ̇    ]     ̈  

(3-17) (    )      ( ̇     ̈)    (  
 

  
)    ̇    

  ابراینبن    اگر
 

  
    باصرفنظرازجملهلذا

  
معادله وساده17-3)در سازی(

رسیم:(بهروابطزیرمی17-3مجددرابطه)

(3-18)(   )              (     ̇     )    ̈  

(3-19)         ( ̇     ̈)       ̇    

 شوند:شرایطمرزیحرارتیبصورتزیربیانمی

(3-21)                         

(3-21)                   

 شود:شرایطمرزیمکانیکیبصورتزیردرنظرگرفتهمی

(3-22)   
                                

   دررابطهفوق
برداریکهنرمال هایتنشسطحیبررویسطحمرزپیوستاراست.بردارمولفه 

 باشد.برسطحمی
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شوند:بعدمی((بااستفادهازروابطزیربی19-3(و)18-3برایسادگی،معادلاتحاکم)روابط)

(3-23) ̂  
 

 
 

(3-24)  ̂  
  

 
, ̂  

   

 
  ̂  

   

 
 

(3-25)  ̂  
(    )  
    

 

(3-26)  ̂  
    
  

 

(3-27) κ=T0β2/ρc(λ+2μ) 

(3-28)  ̂  
 

    
 

(3-29)  ̂  
 

    
 

(3-31)  ̂   
  

    
 

(3-31)   ̂  
 

    
 

 روابطفوق،  در می و توانندهرمقداریرابهترتیبطولمشخصهوسرعتمشخصههستندو

[:37توانازروابطزیراستفادهنمود]بگیرند.امادرحالتخاصمی

(3-32)  √(    )   

(3-33)   
 

   
 

توانبهشکلزیرنوشت:(رامی19-3(و)18-3بعدسازیفوقمعادلات)بااستفادهازروابطبی

(3-34) ̂ ̂     ( ̂   ̂) ̂     ( ̂    ̂  ̇̂  )   ̂ ̈̂    

(3-35)  ̂ ̂     ̇̂   ̂  ̈̂    ̇̂      

آید:رمیبعدسازیبهشکلزیرد(پسازبی3-3همچنینمعادلهتنش)

(3-36) ̂    ̂( ̂     ̂   )   ̂ ̂        ̂ ̂     ̂ ̂  ̇̂    
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خصوصیات   استمادّیکیاز بهه باید آنگزارشنشدهو چونمقدار صورتتجربیتعیینشود.

بعدسازیمعادلهشارحرارتیوبی    بادرنظرگرفتنبراینشود.بنااست،صفردرنظرگرفتهمی

 (داریم:3-11)

(3-37) ̂    ̂   ̂   

(رامیتوانبهصورتزیربازنویسی35-3(،معادله)35-3بنابراینباجایگذاریاینرابطهدرمعادله)

 کرد:

(3-38) ̂     ̇̂   ̂  ̈̂    ̇̂      

 بهقرارزیراست:  ودما  امواجتنشهمچنینباتوجهبهمعادلاتحاکم،سرعت

   √( ̂    ̂)  ̂⁄  
(3-39)  

   √ ̂  ̂ ⁄  

(3-41)  

صرفنظرشده̂بعداست،اماجهتسادگی،ازنوشتنعلامتازینپستماممعادلاتدرفضایبی

است.

 سازی معادلات ترموالاستیک کوپل گرین لیندزیگسسته-9-9

(کهeشود.براییکالمانمبنا)برایگسستهسازیمعادلاتحاکمازروشگلرکیناستفادهمی

جاییوتغییردمابهقرارهایجابهاند؛مولفهسازی،غنیشدههایآنتوسطهردوتابعغنیتمامیگره

است:زیر

(3-41)  (     )    (   )  
 ( )    (   )  

 ( )     (   )   
 ( ) 

(3-42)   (     )    (   )  
 ( )    (   )  

 ( )     (   )   
 ( ) 

(3-43)   (     )    (   )  
 ( )    (   )  

 ( )     (   )   
 ( ) 
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جاییوتغییردماهایجابهمولفه(است.دراینروابطeهایالمانمبنا)تعدادگره  درروابطفوق

توابعشکل تابعزمانهستند. گره هر (   )  در ،  (   ) متغیرهای(   )   و تابعیاز

 جاییوتغییردمابهقرارزیراست:هایجابهمکانهستند.مشتقاتمرتبهاولودوممولفه

(3-44) ̇ (     )    (   ) ̇ 
 ( )    (   ) ̇ 

 ( )     (   ) ̇  
 ( ) 

(3-45)  ̈ (     )    (   ) ̈ 
 ( )    (   ) ̈ 

 ( )     (   ) ̈  
 ( ) 

(3-46)  ̇ (     )    (   ) ̇ 
 ( )    (   ) ̇ 

 ( )     (   ) ̇  
 ( ) 

(3-47)  ̈ (     )    (   ) ̈ 
 ( )    (   ) ̈ 

 ( )     (   ) ̈  
 ( ) 

(3-48)  ̇ (     )    (   ) ̇ 
 ( )    (   ) ̇ 

 ( )     (   ) ̇  
 ( ) 

                       

 تقریبگلرکینبهقرارزیراست:،(   )  ماندهوزنینسبتبهتوابعوزنیبااستفادهازانتگرالباقی

(3-49)∫ (           ̈ )    
 ( )

                                    

 یافتهبهصورتزیرهستند:،توابعشکلاجزامحدودتوسعه(   )  (توابعوزنی49-3دررابطه)

(3-51)   {                                        }              

 (واستفادهازتئوریگاوسداریم:49-3بهاولینعبارترابطه)1بندیضعیفبااعمالفرمول

(3-51)∫ (     )    
 ( )

 ∫          
 ( )

 ∫
   
   

     
 ( )

           

هایبرداریکهنرمالخارجیبررویمرزپیوستارهستند.باجایگذاریرابطهمولفه  دررابطهفوق

 (داریم:49-3(دررابطه)3-51)

(3-52)∫          
 ( )

 ∫
   
   

     
 ( )

 ∫       
 ( )

  ∫   ̈     
 ( )

         



                                                           
1
 Weak formulation 
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 (بهقرارزیراست:52-3(عبارتاولرابطه)22-3باتوجهبهفرمولکوشی)

(3-53)∫          
 ( )

 ∫    
     

 ( )

       

 رسیم:(بهرابطهزیرمی52-3(درعبارتدومرابطه)36-3ازرابطه)   گذاریباجای

(3-54)
∫

   
   

     
 ( )

 

 ∫
   
   

[ (         )                     ̇   ]  
 ( )

    

 شود:(،معادلهزیرحاصلمی52-3(درمعادله)54-3(و)53-3باجایگذاریروابط)

(3-55)
∫   ̈     
 ( )

 ∫
   
   

[ (         )          ]  
 ( )

 

 ∫ (       ̇)
   
   

  
 ( )

 ∫       
 ( )

 ∫    
     

 ( )

               

هایآنشاملهردوتابعگرهداردوتمامیگره  کهتعدادeحالبادرنظرگرفتنالمانمبنای

تغییردمایاینالمان)معادلات)هایجابهشوندوجایگذاریمولفهسازیمیغنی تا41-3جاییو )

 توانآنرابهصورتزیرتفکیکوبازنویسیکرد:(،می55-3((دررابطه)3-43)

(3-56)

(∫        
 ( )

)  ̈ 
  (∫        

 ( )

)  ̈ 
  (∫         

 ( )

)  ̈  
  

 ∫     [(    )(      
        

          
 )

 ( )

  (      
        

          
 )]   

 ∫      (      
        

          
        

        
 

 ( )

         
 )   ∫      (    

      
        

 )  
 ( )

 

 ∫        (   ̇ 
     ̇ 

      ̇  
 )  

 ( )
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 ∫       
 ( )

 ∫    
     

 ( )

    

(3-57) 

(∫        
 ( )

)  ̈ 
  (∫        

 ( )

)  ̈ 
  (∫          

 ( )

)  ̈  
  

 ∫      (      
        

          
        

        
 

 ( )

         
 )   

 ∫     [(    )(      
        

          
 )

 ( )

  (      
        

          
 )]   

 ∫      (    
      

        
 )  

 ( )

 

 ∫        (   ̇ 
     ̇ 

      ̇  
 )  

 ( )

 

 ∫       
 ( )

 ∫    
     

 ( )

    

                                  

 (عبارتاستاز:38-3تقریبگلرکینمعادلهانرژی)

(3-58)∫ (      ̇     ̈    ̇   )    
 ( )

                 

 :]57[بهقرارزیراست    فرمانتگرالیگرادیانشارحرارتیبرایمسائلدوبعدی

(3-59)
∫         
 ( )

 ∫ (
   
  

 
   

  
)     

 ( )

 ∫ (    )    
 ( )

 ∫   
   
   

  
 ( )

                              

است،کهتحتشارحرارتیقراردارد.باجایگذاریرابطه مساحتمرزیالمان( ) دررابطهفوق

 رسیم:(بهمعادلهزیرمی58-3(درمعادله)3-59)
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(3-61)
∫  ̇     ̈    
 ( )

 ∫   
   
   

  
 ( )

 ∫   ̇       
 ( )

  

 ∫ (    )    
 ( )

                     

جایگذاریمولفه   جاییهایجابهبا تغییردما روابط) و )41-3از تا رابطه)3-43( در )3-

 آید:ژیکوپلبدستمی(،شکلگسستهشدهمعادلهانر61

(∫         
 ( )

)  ̈ 
  (∫         

 ( )

)  ̈ 
  (∫          

 ( )

)  ̈  
   

(∫       
 ( )

)  ̇ 
  (∫       

 ( )

)  ̇ 
  (∫        

 ( )

)  ̇  
   

(∫             
 ( )

)  
  (∫             

 ( )

)  
  (∫              

 ( )

)   
   

(∫             
 ( )

)  
  (∫             

 ( )

)  
  (∫              

 ( )

)   
   

(∫          
 ( )

)  ̇ 
  (∫          

 ( )

)  ̇ 
  (∫           

 ( )

)  ̇  
   

(∫          
 ( )

)  ̇ 
  (∫          

 ( )

)  ̇ 
  (∫           

 ( )

)  ̇  
  

  ∫ (    )    
 ( )

 ∫ (    )    
 ( )

 

(3-61)                                               

مرتبکردنمعادلات) )(56-3با ،3-57( و میتوانآن3-61( بازنویسی(، بهصورتزیر را ها

 کرد:

(∫        
 ( )

)  ̈ 
  (∫        

 ( )

)  ̈ 
  (∫         

 ( )

)  ̈  
   

(∫            
 ( )

)  ̇ 
  (∫            

 ( )

)  ̇ 
  (∫             

 ( )

)  ̇  
   

(∫ [(    )                  ]
 ( )

  )  
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(∫ [(    )                  ]
 ( )

  )  
   

(∫ [(    )                    ]
 ( )

  )    
   

(∫ [                   ]  
 ( )

)   
  (∫ [                   ]  

 ( )

)  
   

(∫ [                     ]  
 ( )

)    
  ∫      (    

      
        

 )  
 ( )

 

(3-62)  ∫       
 ( )

 ∫    
     

 ( )

    

(∫        
 ( )

)  ̈ 
  (∫        

 ( )

)  ̈ 
  (∫         

 ( )

)  ̈  
   

(∫            
 ( )

)  ̇ 
  (∫            

 ( )

)  ̇ 
  (∫             

 ( )

)  ̇  
   

(∫ [                   ]  
 ( )

)   
  (∫ [                   ]  

 ( )

)  
   

(∫ [                    ]  
 ( )

)    
   

(∫ [          (    )        ]  
 ( )

)  
   

(∫ [          (    )        ]  
 ( )

)  
   

(∫ [           (    )         ]  
 ( )

)    
   

(3-63) ∫      (    
      

        
 )  

 ( )

 ∫       
 ( )

 ∫    
     

 ( )
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(∫         
 ( )

)  ̈ 
  (∫         

 ( )

)  ̈ 
  (∫          

 ( )

)  ̈  
   

(∫       
 ( )

)  ̇ 
  (∫       

 ( )

)  ̇ 
  (∫        

 ( )

)  ̇  
   

(∫ [                     ]  
 ( )

)   
  (∫ [                     ]  

 ( )

)  
   

(∫ [                       ]  
 ( )

)    
  (∫          

 ( )

)  ̇ 
   

(∫          
 ( )

)  ̇ 
  (∫           

 ( )

)  ̇  
  (∫          

 ( )

)  ̇ 
   

(∫          
 ( )

)  ̇ 
  (∫           

 ( )

)  ̇  
  

(3-64)   ∫ (    )    
 ( )

 ∫ (    )    
 ( )

 

                                               

ا64-3(تا)62-3معادلات) میتواندرغالبیکمعادلهماتریسیدرکنارهمقرارداد. ین(را

 یافتهاستکهبهشکلزیربدستمیآید:معادلهماتریسی،همانمعادلهکوپلاجزامحدودتوسعه

(3-65)[ ]{ ̈}  [ ]{ ̇}  [ ]{ }  { } 

{ }هایجرم،میرایی،وسفتیهستند.بهترتیبماتریس[ ]و[ ]،[ ]هایدررابطهفوقماتریس

مجهولاتگره بردار نیروها{ }ایو )یگرهبردار براییکالمانمبنا اینماتریسeایاست. و( ها

 بردارهابهصورتزیربدستمیآیند:

(3-66)

[ ]( )

 [

[   ] [   ] [   ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]

[ ] [ ] [ ] [   ] [   ] [   ] [ ] [ ] [ ]

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [   ] [   ] [   ]
] 

(3-67) [ ]( )  [

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [   ] [   ] [   ]

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [   ] [   ] [   ]

[   ] [   ] [   ] [   ] [   ] [   ] [   ] [   ] [   ]
] 
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(3-68) 

[ ]( )   

[

[   ] [   ] [   ] [   ] [   ] [   ] [   ] [   ] [   ]
[   ] [   ] [   ] [   ] [   ] [   ] [   ] [   ] [   ]

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [   ] [   ] [   ]
] 

(3-69) 
{ }( )  {  

    
     

    
    

     
    

    
     

 }
 
    

                     

(3-71) { }( )  

{
 
 
 

 
 
 ∫       

 ( )

 ∫    
     

 ( )

∫       
 ( )

 ∫    
     

 ( )

∫      
 ( )

 ∫ (    )    
 ( )

 ∫ (    )    
 ( ) }

 
 
 

 
 
 

 

-3هاییهستندکهازمعادلات)هایجرم،میراییوسفتی،ماتریسهایماتریسهریکازمولفه

 شوند:(بهصورتزیراستخراجمی64-3(تا)62

(3-71)[   ]  [   ]  [∫        
 ( )

]   

(3-72)[   ]  [   ]  [∫        
 ( )

] 

(3-73)[   ]  [   ]  [∫         
 ( )

] 

(3-74)[   ]  [∫         
 ( )

]   

(3-75)[   ]  [∫         
 ( )

] 

(3-76)[   ]  [∫          
 ( )

] 

(3-77) 
[   ]  [ ∫            

 ( )

] 

(3-78) 
[   ]  [ ∫            

 ( )

] 
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(3-79) 
[   ]  [ ∫             

 ( )

] 

(3-81) 
[   ]  [ ∫            

 ( )

] 

(3-81) 
[   ]  [ ∫            

 ( )

] 

(3-82) 
[   ]  [ ∫             

 ( )

] 

(3-83) 
[   ]  [∫          

 ( )

] 

(3-84) 
[   ]  [∫          

 ( )

] 

(3-85) 
[   ]  [∫           

 ( )

] 

(3-86) 
[   ]  [∫          

 ( )

] 

(3-87) [   ]  [∫          
 ( )

] 

(3-88)[   ]  [∫           
 ( )

]  

(3-89)[   ]  [∫       
 ( )

] 

(3-91)[   ]  [∫       
 ( )

] 

(3-91)[   ]  [∫        
 ( )

] 

(3-92)[   ]  [∫ ((    )                  )
 ( )

  ] 

(3-93)[   ]  [∫ ((    )                  )
 ( )

  ] 

(3-94)[   ]  [∫ ((    )                    )
 ( )

  ] 
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(3-95)[   ]  [∫ (                   )  
 ( )

] 

(3-96)[   ]  [∫ (                   )  
 ( )

] 

(3-97)[   ]  [∫ (                     )  
 ( )

]      

(3-98)[   ]  [ ∫          
 ( )

] 

(3-99)[   ]  [ ∫          
 ( )

] 

(3-111)[   ]  [ ∫           
 ( )

] 

(3-111)[   ]  [∫ (                   )  
 ( )

] 

(3-112)[   ]  [∫ (                   )  
 ( )

] 

(3-113)[   ]  [∫ (                     )  
 ( )

] 

(3-114)[   ]  [∫ (          (    )        )  
 ( )

] 

(3-115)[   ]  [∫ (          (    )        )  
 ( )

] 

(3-116)[   ]  [∫ (           (    )         )  
 ( )

] 

(3-117)[   ]  [ ∫          
 ( )

]   

(3-118)[   ]  [ ∫          
 ( )

] 
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(3-119)[   ]  [ ∫           
 ( )

] 

(3-111)[   ]  [∫ (                     )  
 ( )

] 

(3-111)[   ]  [∫ (                     )  
 ( )

] 

(3-112)[   ]  [∫ (                       )  
 ( )

] 

ماتریسمولفه سهای و میرایی جرم، )های المان برای میeفتی را زیر( ماتریسی فرم به توان

بازنویسیکرد:

(3-113)[   ]  [   ]  ∫  [ ] [ ]  
 ( )

   

(3-114)[   ]  [   ]  ∫  [ ] [ ]  
 ( )

 

(3-115)[   ]  [   ]  ∫ [ [ ] [  ]  [ ] [  ]  [ ] [  ]  [ ] [  ]]
 ( )

   

(3-116) 
[   ]  ∫   [ ] [ ]  

 ( )

   

(3-117) 
[   ]  ∫   [ ] [ ]  

 ( )

   

(3-118) 
[   ]  ∫ [  [ ] [  ]   [ ] [  ]   [ ] [  ]   [ ] [  ]]

 ( )

   

(3-119) 
[   ]   ∫    [   ] [ ]  

 ( )

 

(3-121) 
[   ]   ∫    [   ] [ ]  

 ( )

 

(3-121) [   ]   

 ∫ [   [   ] [  ]    [   ] [  ]    [   ] [  ]    [   ] [  ]]  
 ( )

 

(3-122) 
[   ]   ∫    [   ] [ ]  

 ( )
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(3-123) 
[   ]   ∫    [   ] [ ]  

 ( )

 

(3-124) [   ]   

 ∫ [   [   ] [  ]    [   ] [  ]    [   ] [  ]    [   ] [  ]]  
 ( )

 

(3-125) 
[   ]  ∫  [ ] [  ]  

 ( )

 

(3-126) [   ]  ∫  [ ] [  ]  
 ( )

 

(3-127)[   ]  ∫ [ [ ] [  ]  [ ] [  ]  [ ] [  ]  [ ] [  ]]  
 ( )

 

(3-128)[   ]  ∫  [ ] [  ]  
 ( )

 

(3-129)[   ]  ∫  [ ] [  ]  
 ( )

 

(3-131)
[   ]   

∫ [ [ ] [  ]  [ ] [   ]  [ ] [   ]  [ ] [   ]]
 ( )

   

(3-131)[   ]  ∫ [ ] [ ]  
 ( )

 

(3-132)[   ]  ∫ [ ] [ ]  
 ( )

 

(3-133)[   ]  ∫ [[ ] [  ] [ ] [  ] [ ] [  ] [ ] [  ]]  
 ( )

 

(3-134)[   ]  ∫ ((    )[   ]
 [  ]   [   ]

 [  ])
 ( )

   

(3-135)[   ]  ∫ ((    )[   ]
 [  ]   [   ]

 [  ])
 ( )

   

(3-136)[   ]   [∫ ((    )[   ]
 [  ]   [   ]

 [  ])
 ( )
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∫ ((    )[   ]
 [  ]   [   ]

 [   ])
 ( )

   

∫ ((    )[   ]
 [  ]   [   ]

 [   ])
 ( )

   

∫ ((    )[   ]
 [  ]   [   ]

 [   ])  
 ( )

] 

(3-137)[   ]  ∫ ( [   ]
 [  ]   [   ]

 [  ])  
 ( )

 

(3-138)[   ]  ∫ ( [   ]
 [  ]   [   ]

 [  ])  
 ( )

 

(3-139)

[   ]   

∫ [( [   ]
 [  ]   [   ]

 [  ]) ( [   ]
 [   ]   [   ]

 [  ])
 ( )

 

( [   ]
 [   ]   [   ]

 [  ]) ( [   ]
 [   ]   [   ]

 [  ])]   

(3-141)[   ]   ∫  [   ]
 [ ]  

 ( )

 

(3-141)[   ]   ∫  [   ]
 [ ]  

 ( )

 

(3-142)
[   ]   

 ∫ [ [   ]
 [  ]  [   ]

 [  ]  [   ]
 [  ]  [   ]

 [  ]]
 ( )

   

(3-143)[   ]  ∫ ( [   ]
 [  ]   [   ]

 [  ])  
 ( )

 

(3-144)[   ]  ∫ ( [   ]
 [  ]   [   ]

 [  ])  
 ( )

 

(3-145)

[   ]   

∫ [( [   ]
 [  ]   [   ]

 [  ]) ( [   ]
 [   ]   [   ]

 [  ])  
 ( )

 

( [   ]
 [   ]   [   ]

 [  ]) ( [   ]
 [   ]   [   ]

 [  ])]   
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(3-146)[   ]  ∫ ( [   ]
 [  ]  (    )[   ]

 [  ])  
 ( )

 

(3-147)[   ]  ∫ ( [   ]
 [  ]  (    )[   ]

 [  ])  
 ( )

 

(3-148)

[   ]  [∫ ( [   ]
 [  ]  (    )[   ]

 [  ])  
 ( )

 

∫ ( [   ]
 [  ]  (    )[   ]

 [   ])  
 ( )

 

∫ ( [   ]
 [  ]  (    )[   ]

 [   ])  
 ( )

 

∫ ( [   ]
 [  ]  (    )[   ]

 [   ])  
 ( )

] 

(3-149)[   ]   ∫  [   ]
 [ ]  

 ( )

 

(3-151)[   ]   ∫  [   ]
 [ ]  

 ( )

 

(3-151)
[   ]   

 ∫ [ [   ]
 [  ]  [   ]

 [  ]  [   ]
 [  ]  [   ]

 [  ]]
 ( )

   

(3-152)[   ]  ∫ (  [   ]
 [  ]    [   ]

 [  ])  
 ( )

 

(3-153)[   ]  ∫ (  [   ]
 [  ]    [   ]

 [  ])  
 ( )

 

(3-154)

[   ]   

∫ [(  [   ]
 [  ]    [   ]

 [  ]) (  [   ]
 [  ]    [   ]

 [   ])
 ( )

 

(  [   ]
 [  ]    [   ]

 [   ]) (  [   ]
 [  ]    [   ]

 [   ])]   

بهقرار  =4ایبابراییکالمانچهارگرههاوبردارهایاستفادهشدهدرروابطفوقماتریس

زیرهستند:
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(3-155)[ ]  [                 ] 

(3-156) [ ]  [        ] 

(3-157) [ ]  [        ] 

(3-158) [  ]  [               ] 

(3-159) [  ]  [               ] 

(3-161) [  ]  [               ] 

(3-161) [  ]  [               ] 

(3-162) [  ]  [                ] 

(3-163) [  ]  [                ] 

(3-164) [  ]  [                ] 

(3-165) [  ]  [                ] 

(3-166) [  ]  [                    ] 

(3-167) [  ]  [                    ] 

(3-168) [  ]  [                    ] 

(3-169)  [  ]  [                    ] 

(3-171) [  ]  [                    ] 

(3-171) [   ]  [                    ] 

(3-172) [   ]  [                    ] 
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(3-173) [   ]  [                    ] 

(3-174) [   ]  [                             ] 

(3-175) [   ]  [                             ] 

شوندکهبردارجامینویسی،معادلاتبهصورتیجابههادربرنامهحالجهتسادهشدنماتریس

فرضاینکهبهطورکاملغنیeایبراییکالمان)مجهولاتگره با بهشکلزیر( سازهشدهباشد،

 تبدیلشود:

(3-176){ }( )  {  
    

    
    

     
     

    
    

     
 }

  

                 

 (بهشکلزیردرمیآیند:eهایجرم،میراییوسفتیبرایالمانمبنای)بنابراینماتریس

(3-177)[ ]( )  [
[  ] [ ]     

[ ]     [  ]     
] 

(3-178) [ ]( )  [
[ ]     [  ]     
[  ] [  ]

] 

(3-179) [ ]( )  [
[  ] [  ]

[ ]     [  ]
] 

 بردارنیرویالمانمبنابهصورتسادهشدهزیراست:

(3-181){ }( )  

{
 
 

 
 ∫ [ ] {  }  

 ( )

 ∫ [ ] {  }  
 ( )

 ∫ (         )[  ]
   

 ( ) }
 
 

 
 

 

 هایجرم،میراییوسفتیبهقرارزیرهستند:هایماتریسهمچنینالمان

(3-181)[  ]  ∫  [ ] [ ]  
 ( )

   

(3-182) [  ]  ∫   [  ] [  ]  
 ( )

 



41 

 

(3-183) [  ]  ∫  [  ] [  ]  
 ( )

   

(3-184) [  ]  ∫ [  ] [  ]  
 ( )

 

(3-185) [  ]   ∫    [  ] [  ]
 ( )

   

(3-186) 
[  ]  ∫ [  ] [ ][  ]

 ( )

   

(3-187) 
[  ]   ∫  [  ] [  ]

 ( )

   

 است،داریم:       ازآنجاکهبرایموادهمسانگرد

(3-188)[  ]  ∫  [  ] [  ]  
 ( )

 



 درروابطفوق:

(3-189)[  ]  [                 ] 

[ ]   

[
                       
                       

] 

(3-191) 

[  ]  [                                     

(3-191)                                      ] 

(3-192) 

[  ]  [

                            
                      

                                        

 

                         

                         
                                       

] 
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(3-193) 

[  ]   

[
                                           
                                           

] 

روابطفوق برایحالتکرنشصفحه[ ]در استو بهخصوصیاتمواد ایوماتریسیوابسته

 ایبهترتیببهقرارزیربدستمیآید:تنشصفحه

(3-194)[ ]  
 

(   )(    )
[

     
     

  
    

 

]    

(3-195) [ ]  
 

    
[

   
   

  
   

 

] 

 پواسوناست.نسبت مدولارتجاعیوEدرروابطفوق

 عبارتنداز:{  }واثراتسطحی{  }همچنینبردارهاینیروهایکالبدی

(3-196){  }  {
  
  
} 

(3-197) {  }  {
   

 

   
 } 

هاینوکترک،فقطازیکسازیالمانتقریبدمادرغنی(،واینکهبرای19-2باتوجهبهرابطه)

بنابراینروابط)سازیاستفادهمیتابعغنی )176-3(،)43-3شود، بایدبه193-3(و)3-189(، (را

 صورتزیراصلاحنمود:

(3-198)
  (     )    (   )  

 ( )    (   )  
 ( )     (   )  

 ( )  

         

(3-199) { }( )  {  
    

    
    

     
     

    
    

    
 }
 
                 

(3-211) [  ]  [                      ] 

(3-211) [  ]  [
                                      
                                      

] 
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المان از جهتمحاسبهماتریسدرصورتاستفاده [  ]هایهایایزوپارامتریک، ،[  ] [  ]و

(بهدستآیندوسپس , توابعشکلنسبتبهدستگاهمختصاتمحلی)لازماستابتدامشتقات

(انتقالیابند.ماتریسژاکوبیبهقرار , بهدستگاهمختصات)[  ]بااستفادهازماتریسژاکوبی

 زیراست:

(3-212)[  ]  [
      
      

] 

 :]58[هایاینماتریسعبارتندازمولفه

(3-213)

    
  

  
 ∑      

 

   

      
  

  
 ∑      

 

   

   

    
  

  
 ∑      

 

   

      
  

  
 ∑      

 

   

 

 د:بهشکلزیرتعیینمیشون[  ]و[  ]هایبنابراینماتریس

(3-214)

[  ]   

 

   (  )
[

         
         
              

]

[
 
 
 
 
            

            

            
            

 

            

            

            
            

              

              

              
              ]

 
 
 
 

 

(3-215) 

[  ]  
 

   (  )
[
       
       

] 

[
                                      
                                      

] 

هایماتریستواندرایهدترمینانماتریسژاکوبیاست.دربرنامهنویسیمی(  )   درروابطفوق

ازماتریس [  ] کهتوابعغنیسازینوکترکبرحسبمولفه[  ]را ازآنجا هایبرداشتکرد.

مختصاتقطبینوکترک)  دستگاه تعریفشده و استبرایمشتق( بنابراینلازم گیری،اند،
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و  هایمختصاتدکارتیمحلینوکترک)هایمختصاتقطبیاینتوابعبرحسبمولفهمولفه

 (بهصورتزیرنوشتهشوند:  

(3-216)  √  
    

          
  
  
     

هایدستگاهتواننسبتبهمولفهرامیF(مشتقهرتابعدلخواهمثل217-3بااستفادهازرابطه)

 :]48[(بهدستآوردyوxهایدستگاهمختصاتسراسری)مختصاتدکارتیمحلیبرحسبمولفه

(3-217)
           ( )         ( ) 

           ( )         ( ) 

روابطفوق مختصاتسراسریاست. در مختصاتمحلینوکترکودستگاه زاویهبیندستگاه

 شوند.مرتبطمی و (به1-2بااستفادهازرابطه)yوxهمچنین

 روش نیومارک-9-5

نیومارک دینامیکسازه1روش در دوم درجه معادلات عددی حل زمینهبرای سایر و هایها

این است. گرفته قرار استفاده مورد گسترده طور به سالگذشته طیپنجاه در مهندسیمکانیک،

سازیشدهاستوبهصورتزیربیانگسستههابرایحلمعادلهحرکتروشازپرکاربردترینروش

:]59[شودمی

(3-218)[ ]{ ̈   }  [ ]{ ̇   }  [ ]{    }  {    } 

(3-219) {    }  {  }    { ̇   }    
 (     ){ ̈ }    

  { ̈   } 

(3-211) { ̇   }  { ̇ }    (   ){ ̈ }     { ̈   } 

 تعیینکنندهمشخصاتپایداریودقتالگوریتمهستند. و درروابطفوقپارامترهای

                                                           
1
 Newmark method 
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ایاستکهخیلیشناختهشدهوپرکاربردهستند.یکیازهایویژهخانوادهنیومارکشاملروش

روششتابمتوسطروش برایکاربردهای1هایپرکاربرد، که ایمناسباست.کسازهدینامیبوده

 =25/1و =5/1باشد.درروششتابمتوسطاینروشپایداریبیقیدوشرطآنمیویژگی

نامهازروششتابمتوسطبرایحلمعادلاتحاکماستفادهشدهاست..دراینپایان]59[هستند

روششتابمتوسطمعادلات) از استفاده )218-3با تا بهشکل3-211( تبدیلمی( شوندزیر

]61[:

(3-211)[    
   ][ ̈   

   ]  [    
   ][ ̇   

   ]  [    
   ][    

   ]  [    
   ] 

(3-212) [    
   ]  [  

   ]    [ ̇ 
   ]  

   

 
([ ̈ 

   ]  [ ̈   
   ]) 

(3-213) [ ̇   
   ]  [ ̇ 

   ]  
  

 
([ ̈ 

   ]  [ ̈   
   ]) 

  دررابطهفوق
نوشتهشده    استکهبرمبنایتوابعشکلدرزمان  درزمان بردار   

 رسیم:هزیرمی(بهمعادل211-3(دررابطه)213-3(و)212-3است.حالباجایگذاریروابط)

(3-214)
([    

   ]  
  

 
[    
   ]  

   

 
[    
   ]) [ ̈   

   ]  [    
   ]   

[    
   ] ([ ̇ 

   ]  
  

 
[ ̈ 
   ])  [    

   ] ([  
   ]    [ ̇ 

   ]  
   

 
[ ̈ 
   ]) 

آید.باقراردادنبردارشتابدررابطهبهدستمی    پسازحلمعادلهفوق،بردارشتابدرزمان

-3گردد.پسازاینباقراردادنبردارهایشتابوسرعتدررابطه)(بردارسرعتحاصلمی3-213)

 .]61[شودجاییحاصلمی(بردارجابه212







                                                           
1
 Average acceleration method 
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 فصل چهارم

 

 ل برهمکنشانتگرا
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 مقدمه-5-6

هایتنشوکرنشحوزهنوکترکبایکپارامترمثلهایمرسوممکانیکشکست،میداندرتئوری

بازشدگیسطحترکتعیینمیJانتگرال یا ضریبشدتتنشو به، اینپارامترها کاربرد اما شود.

درنوکترکوابستهاست ناحیهپلاستیکبهوجودآمده اینناحیهکوچکباشد،اندازه اگراندازه .

هایمشخصهسازهدارایترک،مثلطولترک،طولیعنیاندازهناحیهپلاستیکدرمقایسهباطول

کوچک تسلیم ناحیه )شرایط باشد کوچک ضخامت و ترک راستای در توصیف1سازه برای (؛

میمیدان پارامترهایهایتنشوکرنشحوزهنوکترک بهعنوانخصوصیتتوانیکیاز فوقرا

[.61مادهبیانکرد]

براییکپیوستارجاماد(دردستگاهمختصاتمحلی1-4مطابقشکل)حوزهنوکترکمیدانتنش

بهقرارزیراست:

(4-1)        (   )
 
 
    
 ( )     (   )

 
 
    
  ( ) 

جااییناوکومیادانجاباهfتوابعضرایبشدتتنشموداولودومهستند.KIIوKIدررابطهفوق،

ترکدرپیوستالفآوردهشدهاست.

هاایخطای،انتگارالهایکارآمدجهتمحاسبهضرایبشدتتانشدرسیساتمیکیازروش

راینفصال،هایمختلفترموالاستیسیتهقابلاستفادهاست.دبرهمکنشاست.اینروشبرایتئوری

شود.کنشبرایتئوریگرینلیندزیبیانمیروشانتگرالبرهم

هایکنشلازماستازمیدانجهتمحاسبهپارامترهایضرایبشدتتنشبااستفادهازانتگرالبرهم

جایی،میدانکرنشومیدانتنشاستفادهشود.کمکیمثلمیدانجابه

                                                           
1
 - small-scale yielding (SSY) 



47 

 

 های کمکی   میدان-5-2

هاایکمکایکانشلازماساتمیادانشدبارایاساتفادهازانتگارالبارهمهمانطورکهگفته

تاوانباهصاورتهایکمکیرامایمیدان بهکارگرفتهشوند.σauxوتنشεauxکرنش،uauxجاییجابه

هایکمکیانتخابیمعمولاهرسهقاانونمکانیاکجاماداتراتحلیلییاعددیدرنظرگرفت.میدان

هایمکانیکیوحرارتیباهصاورتاساتاتیکیوتوانبرایبارگذاریهارامییدانکنند.اینمارضامی

دینامیکیبهکاربرد.

ایدرموادهمگنبهکاربرایمحاسبهضرایبشدتتنش،حلتحلیلیویلیامزبراییکترکلبه

کارتیوهایمختصاتد(یکترکدریکصفحهدوبعدیونیزدستگاه1-4شود.درشکل)بردهمی

 شود.قطبینوکترکمشاهدهمی



هایمختصاتدکارتیوقطبینوکترکدوبعدیشاملترکودستگاهمحیط1-4شکل

 بیانشدهاست.براییکترکایستادرپیوستب هایکمکیمیدان
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 بندی انتگرال برهمکنش  فرمول-5-9

قبولبراییکمستقلوقابلانتگرالبرهمکنش،عبارتاستازبرهمکنشدوحالتبارگذاری

آید.درایانقسامتانتگارالهایپایستارالاستیسیتهبهوجودمیپیوستاردارایترککهدرانتگرال

شود.برهمکنشبرایبارگذاریحرارتیبااستفادهازتئوریگرینلیندزیبیانمی

 بهقرارزیراست:Jشود،فرمانتگرالبراییکترککههیچنیروییبهسطوحآنواردنمی

(4-2)     
    

∫ (            )     
  

 

چگالیWبرداریکهوعمودروبهخارجمنحنیاست.nجایی،هایبردارجابهمولفهuiدررابطهفوق،

 انرژیکرنشیمکانیکیبهقرارزیراست:

(4-3)

  ∫
 

 
     ̇   

 

 

 
 

 
                     

 

 
        

             ̇

 
 

 
        

  ̇           ̇ 

هایکرنشکلاست.لفهمو   دررابطهفوق،

هایسطحبهروشعددی،لازماستانتگرالخطیفاوقبهمنظورسهولتدرمحاسبهانتگرال

ایتبدیلشود.بهیکانتگرالناحیه

-ایمعادل،انتگرالکانتوریزیرتعریفمیبهیکفرمناحیهJبرایتبدیلفرمکانتوریانتگرال

شود.

(4-4)  ∮ (            )     
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mi=njاسات)یعنایΓبرداریکهوعمودروبهخاارجکاانتورmiوΓ=Γ0+Γ++Γ--Γsدررابطهفوق،

تابعوزنیدلخواهوهماواریاساتکاهازq(.همچنین،2-4()مطابقشکلΓsرویmi=-njوΓ0روی

q=1رویΓsتاq=0رویΓ0ازرابطهفوقداریم:کند.باحدگیریتغییرمی



ایبهفرمناحیهJکانتوریانتگرالتبدیلفرم-2-4شکل

(4-5)

   
    

     
    

∮ (            )     
 

 

    
    

∮ (            )     
    

       

 

    
    
[∮ (            )     
    

    
 ∮ (            )     

   

] 

    
    
[∮ (            )     
    

    
 ∮ (            )     

  

] 

توانرابطهاستوهمچنینفرضبدونتنشبودنسطوحترک،میΓ0،q=0ازآنجاییکهدررویمرز

 فوقرابهصورتزیرسادهنمود:
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(4-6)      
    

     
    

∮ (            )     
 

 

ایمعادلبهصورتزیر،انتگرالناحیهqهدیورژانسوباتوجهبهتغییراتتابعوزنیبااستفادهازقضی

آید:بدستمی

(4-7)

  ∫ (            )     
  

 

 ∫ (            )     
  

 

نحنیاست.براییکسیستمخطی،بااعمالهمزماانمساحتناحیهمحصوربهم  دررابطهفوق،

بهشکلزیرنوشتهمیشود:Jهایاصلیوکمکی،انتگرالمیدان

(4-8)

   ∫ [(       
   )(         

   )  
 

 
(       

   )(       
   )   ]     

  
 

 ∫ [(       
   )(         

   )  
 

 
(       

   )(       
   )   ]     

  
 

 انتگرالفوقرامیتوانبهصورتزیرتجزیهکرد:

(4-9)            

بهقرارزیراست:    (9-4دررابطه)

(4-11)

     ∫ (   
       

           )     
  

 

 ∫ (   
       

           )  
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عبارتاستاز:    دررابطهفوق

(4-11)     
 

 
   
      

    

بهصورتزیربدستمیآید: کنشانتگرالبرهم

(4-12)

  ∫ (       
       

         
      )     

  
 

 ∫ (       
       

         
      )  

   
  

 

       

کانشاساتوبارایتئاوریگارینتابعچگالیانرژیکرنشیمکاانیکیبارهم    دررابطهفوق،

لیندزیعبارتاستاز:

(4-13)
     

 

 
(      

       
      

 )   

        
           

     (      ̇)   
    

( رابطه به توجه 12-4با مشتق( اینکهبا به توجه با و دوم انتگرال پرانتز داخل عبارت از گیری

     
توانبهصورتزیرنوشت:رامیM،انتگرال     



(4-14)

  ∫ (       
       

         
      )     

  
 

 ∫ (         
            

       
          

   
  )   

  
 

شود:بهصورتزیرتبدیلمیM،انتگرالσij,j= 0 درحالتاستاتیکیبااعمالمعادلهتعادل
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(4-15)

  ∫ (       
       

         
      )     

  
 

 ∫ (        
       

          
   

  )   
  

 

باهجاایمعادلاهتعاادل،انتگارال    σij,j+Xiمیکیوبااستفادهازمعادلهحرکتبرایحالتدینا

کنشبهقرارزیراست:برهم


(4-16)

  ∫ (       
       

         
      )     

  
 

 ∫ (  ̈     
            

       
          

   
  )   

  
 

چگالیهستند.عبارتانتگرالدومشااملمشاتقجزئایρهایبردارشتابومولفه ̈ دررابطهفوق،

 شود:بهصورتزیرمحاسبهمیاستوx1نسبتبه    

(4-17)     

   
 
     

    

    

   
 
     

    
   

    
   

   
 
     
   

   

   
 
     

  ̇

  ̇

   
 

داریم:،درمحدودهالاستیکخطی

(4-18)     

    
      

        
          

    

(4-19)      

    
                   (      ̇)        

     
   

      
    (4-21) 

     

  ̇
        

    (4-21) 

(باه17-4(،رابطه)2-3نهایتکوچک)تغییرمکانبی-بنابراینباتوجهبهروابطفوقورابطهکرنش

شود:صورتزیرتبدیلمی
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(4-22)     

   
         

       
             

   
 (  )

   
       

   
  ̇

   
 

تاروقابالهاایساادهکنشبهصاورتعباارتهایکمکی،فرمعمومیانتگرالبرهمباانتخابمیدان

گردد.تفسیرتبدیلمی

 استخراج ضرایب شدت تنش-5-5

بهصورتزیراست:KIIوKIوضرایبشدتتنشJرابطهبینانتگرال

(4-23)  
  
     

 

    
 

باهKIIوKIرامیتوانبرحسبضرایبشادتتانشMکنش(،انتگرالبرهم9-4باتوجهبهرابطه)

صورتزیرنوشت:

(4-24)  
 

    
(    

          
   ) 

،Mکانشااستفادهازانتگارالبارهام(وبIIوIهایکمکی)مودهایخالصباانتخابصحیحمیدان

 رامیتوانبهصورتزیربدستآورد:   و  ضرایبشدتتنش

(4-25)   
    

 
 ( )  (  

         
     ) 

(4-26)     
    

 
 ( )  (  

         
     )
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55 

 



















 فصل پنجم

 

 ارائه نتایج
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 مقدمه-4-6

این تنشبفصلدر و دما صحتتوزیع دقتو ، براییکنیمه تحتشوکدستآمده صفحه

ایگرماییبادرنظرگرفتنتئوریگرینلیندزیونیزضریبشدتتنشبراییکصفحهباترکلبه

درمثالسومضریبشدتتنشبررسیشدهاست.2و1هایترتیبدرمثالییبهتحتشوکگرما

درجهتصحت است. براییکصفحهتحتشوکحرارتیازجنسبیسموتبررسیشده سنجی،

مثال 4های ترکلبه5و با تحتشوکضرایبشدتتنشبراییکصفحه مایل ایعمودیو

ضرایب7و6هایسپسدرمثالشدهاست.بررسییندزیبادرنظرگرفتنتئوریگرینلحرارتی

ایعمودیومایلتحتشوکترمومکانیکیبادرنظرگرفتنشدتتنشبراییکصفحهباترکلبه

مثالهشتمتاثیرزمانتئوریگرینلیندزیارائهشدهاست. پارامترکوپلدر برهایتاخیرو کننده

تنش تئوضریبشدت گرفتن نظر در با لیندزی گرین است.بررسیری ازشده استفاده با نتایج

اند.اجشدهراستخMATLABافزارنرم

 فرضیات حاکم بر مساله-4-2

ههابسیارکوچک،خصوصیاتمستقلازدماوتغییردمادرمقایسهبادمایاولیتغییرشکل -1

 .کوچکاست)ترموالاستیسیتهخطی(

 است.جامدهمگنهمسانگرد -2

 وجودندارند.ونیروهایکالبدیمنبعگرمایی -3

.سطحترکعایقاست -4

 صفحه با شرط مرزی دمایی مثال اول: نیم-4-9

صحت منظور نیمبه یک حل، روش فصسنجی با(X1>0)حه همسانگرد و همگن مواد از

درنظرگرفته(1-5)تحتشوکگرماییمطابقشکل(1-5)جدولمندرجدرخصوصیاتمکانیکی

رو در است. طولشده یکناحیهمستطیلیبا بعدبهدرفضایبیWوعرضLشالمانمحدود،

هایتنشودماازاینمدلتاانعکاسموجالبته(.2-5شود)شکلصفحهفرضمیعنوانمدلیازنیم
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صفحهواردصورتتغییرناگهانیدمادرقسمتیازلبهآزادنیملبهمدلمعتبراست.شوکگرماییبه

علتتقارنفقطنیمیازصفحهدرنظرگرفتهشدهاست.(.به2-5مطابقشکلOAطولشود)می


 [27]صفحهخواصمکانیکینیم1-5جدول

λ   

(GPa) 

μ  

(GPa) 

ν α 

(1      

ρ  

(Kg/ m
3
) 

77.6 38.6 0.3 1.78 e-5 8945 





صفحهتحتشوکدمایینیم 1-5شکل
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 [72]صفحهمدلفرضشدهبراینیم2-5شکل

نشاندادهشدهاست.سرعتمحدودیا(3-5)درشکلt=0.12درزمانXتوزیعدمابرحسب

-3)مشهوداست.طبقمعادله(3-5)رود،درشکلانتظارمی(35-3)رفتارموجیدماکهازمعادله

√بعد،سرعتموجدمادرفضایبی(41
 

    
بهt=0.12است.بنابراین،موجدمادرزمان     

شود.بهعلتاستفادهتاییدمی(3-5)رسدکهدرشکلمی                 مکان

جایپرشبه       ازروشنیومارکبرایانتگرالزمانی،کاهشدمادریکمحدودهبهمرکز

[کهدرشکل27]افتد.علاوهبراین،توزیعدمابهنتایجگزارششدهدرمقالهدرایننقطه،اتفاقمی

توزیعتنشبرحسب(5-3) نزدیکاست. بانتایجt=0.06)محورتقارن(،درزمانXآمدهاست، ،

انتظارمی(4-5)[درشکل27مقاله] توجهبهسرعتموجتنش، با رودکهقلهمقایسهشدهاست.

مکان تنشدر نتایجمرج                  موج با که باشد داشته ]قرار [27ع

 شود.انطباقدارد.نوساناتعددیناشیازانتگرالزمانیدرتوزیعتنشنیزدیدهمی
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t=0.12صفحهدرزمانتوزیعدماینیم3-5شکل


t=0.06صفحهدرزمانتوزیعتنشنیم4-5شکل

 ای تحت شوک گرماییمثال دوم: صفحه همگن با ترک لبه-4-5

انتگرالبرهمکنشومدلسنجیمحاسبهضرامنظورصحتبه از استفاده سازییبشدتتنشبا

روشالمانمحدودتوسعه یکصفحهترکبا است. حلتحلیلیموجودمقایسهشده نتایجبا یافته،
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-5)مطابقشکلa=0.05mmدارایترکیبهطولL=2mmوطولW=1mmهمگنباعرض

تحتشوک(5   حه)درجهتمحوردرنظرگرفتهشدهاست.ضخامتصفحرارتی، برایفرض(

ایبهاندازهکافیبزرگاست.صفحهدرشرایطاولیه)بدونتنش(تحتدماییکسانکرنشصفحه

         لحظه در دارد. به     قرار صفحه ترک دارای لبه بهدمای ناگهانی طور

هایصفحهازجملهترکشود.سایرلبهیابدودرایندمانگهداشتهمیکاهشمی        

 میعایق شوندفرض شامل شبکه یک گره55×115. چهار مربعی زمانیالمان گام با ای

می           قرار استفاده مورد مدلجهتحلعددیمساله در اولینگیرد. سازیترک،

اند.غنیشدهسازینوکترک،هایاطرافالماننوکترکتوسطتوابعغنیحلقهازالمان

ازعبارت]62[دراینمثالبهخاطرانطباقشرایطحلمسئلهباشرایطحلتحلیلیلیوسیم

-5ینباریکهدرجدول)شود.خواصمکانیکیانظرمیگرماییدرمعادلهانرژیصرف-لمکانیکیپکو

ناحیهانتگرال(2 همچنین، شوضریبشدتگیریبرایمحاسبهانتگرالبرهمکنآوردهشدهاست.

درنوکترکدرنظرگرفتهشدهاست.0.1mm×0.1mmتنشگرمایی،یکناحیهمربعیباابعاد

بااستفادهازروابطوزماندستآمدهمنظورمقایسهبانتایجتحلیلی،ضرایبشدتتنشعددیبهبه

.]62[اندبعدشدهزیربی

(5-1)        (   ) {  (     ) 
   }⁄    

(5-2)         
 ⁄  
-5)درشکل]62[ضریبشدتتنشعددیمحاسبهشدهدراینتحقیقبانتایجتحلیلیلیوسیم

ضرایبشدتتنشگرماییعددیوتحلیلیمطابقتقابل(6-5)است.مطابقشکلمقایسهشده(6

قبولیبایکدیگردارند.

 [62]صفحهخواصمکانیکی2-5جدول

E (GPa) Ct (J/kg
◦
K) ν α  

      ) 

ρ  

(Kg/m
3
) 

k 

(W/m
◦
K) 

117 615.6 0.333 7.118 e-6 5600 2.036 
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 مشخصاتوبارگذاریصفحهباترکافقی5-5شکل






استاتیکیایتحتبارگذاریشبهضریبشدتتنشبرحسبزمانبرایترکلبه6-5شکل
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 کلاسیک ای تحت شار حرارتیصفحه همگن با ترک لبهم: مثال سو-4-4

میداندمایمحاسبهضرایبشدتتنشبااستفادهازانتگرالبرهمکنشوسنجیمنظورصحتبه

حلنوکترک نتایجبا است.عددی، مقایسهشده همگنازیک7-5مطابقشکل موجود صفحه

a=0.5باترکیبهطولL=4وطولW=1رضوباع3-5جنسبیسموتباخواصمندرجدرجدول

ضخامتبعد،تحتشوکحرارتیبااستفادهازتئوریکلاسیکدرنظرگرفتهشدهاست.درفضایبی

ترکموازیباایبهاندازهکافیبزرگاست.(جهتتحلیلکرنشصفحه  صفحه)درجهتمحور

در        ش(تحتدماییکساناست.صفحهدرشرایطاولیه)بدونتن  محور قراردارد.

q=-0.045بعدبامقداربیلبهدارایترکصفحهبهطورناگهانیتحتشارسرمایشی    لحظه

هاآزمونبرایانتخابتعدادالمان8-5مطابقشکلدیگرصفحهعایقهستند.هایلبهگیرد.قرارمی

ایجهتحلالمانمربعیچهارگره111×415یکشبکهشاملنهمگراییانجامشدهاست.بنابرای

درنظرگرفتهشدهاست.         عددیمسالهاستفادهشدهاست.گامزمانی

مقایسهشدهاست.دماینوک9-5[درشکل38توزیعدماینوکترکبرحسبزمانبانتایج]

توزیعدمامطابقآترک از مینچه بهتدریانتظار مطابقشکلجکاهشمیرود، ضریب11-5یابد.

بیشترین11-5باتوجهبهشکل[مقایسهشدهاست.38بانتایج]شدتتنشمداولنسبتبهزمان

 و دستآمده به 38نتایج]اختلافبیننتایج ] از 11کمتر است. مثال% اینمثالو هایبعد،در

.[38]شودبعدمیضریبشدتتنشبااستفادهازرابطهزیربی

(5-3)      √  

 [38]خواصمکانیکیصفحه3-5جدول

E  

(GPa) 

Ct  

(J/kg
◦
K) 

ν α 

(1      

ρ 

(Kg/m
3
) 

k 

(W/m
◦
K) 

40 0.052 0.3 6.75 e-6 9780 875 
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مشخصاتوبارگذاریصفحهباترکافقیتحتشارحرارتی7-5شکل

 


هایمتفاوتشباتعدادالمانآزمونهمگراییضریبشدتتن8-5شکل
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توزیعدماینوکترک9-5شکل
 

 

ضریبشدتتنشصفحهبرحسبزمان11-5شکل
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گرین  ای تحت شوک حرارتیم: صفحه همگن با ترک لبهچهارمثال -4-1

 لیندزی

بارگذاریاستفادهازروشنیومارک،علتنوساناتعددیبهایجادجلوگیریازجهتدراینمثال

بابهصورتشارسرمایشیحرارتیشوک،11-5مطابقشکلشود.رتیبهصورتشاراعمالمیحرا

بهلبهدارایترکاعمالمیq=-0.045بعدمقداربی براساسمطالعاتتجربی،سرعتموجشود.،

 دمای در ،.K 3.5دما بیسموت             برای [63]است تاخیر زمان با  . ،

جایگ )  ذاری معادله 41-3در ،)             
می       دست همچنینبه آید.

بی مقدار آن        بعد ترمودینامیکی محدودیت به توجه با [،8]       است.

فضایبی            در است. نظرگرفتهشده توزیعدماینوک12-5درشکلبعددر ،

شود.بهطورکلی،هدایتکبرحسبزمان،برایهردومدلکلاسیکوگرینلیندزیمشاهدهمیتر

گرماییبراساسمدلگرینلیندزیباترموالاستیسیتهکلاسیکمتفاوتاست.

 

 

مشخصاتوبارگذاریصفحهباترکافقیتحتبارحرارتی11-5شکل



66 

 

 

گرینلیندزیدماینوکترکبرایمدلکلاسیکو12-5شکل
0.78سرعتموجدمابراساسمدلکلاسیکنامحدودودرمدلگرینلیندزی،محدودوبرابر

درمدلگریندرفضایبی بهنوکترکمی-بعداست. دمایآنبهلیندزی،وقتیموجدما -رسد،

بهt=0.64(،موجدمادرزمان41-3یابد.طبقمعادله)تدریجوبهصورتتقریباخطیکاهشمی

کند.راتاییدمی12-5رسدکهنتایجشکلنوکترکمی

گرین مدلکلاسیکو اولبرحسبزمانبرایشوکحرارتیطبقدو ضریبشدتتنشمود

مقایسهشدهاست.سرعتموجتنش)الاستیک(درهردومدلکلاسیکو13-5لیندزیدرشکل

پسازاعمالشوکحرارتیبهلبهدارایبعددرفضایبی2.35گرینلیندزییکسانوبرابر است.

سمتچپبهراستصفحهحرکتمی از موجتنشکه زمانترک، در نوکترکt=0.21کند؛ به

کهقسمتفشاریکندتازمانیرسد.ازاینپس،ضریبشدتتنشبهآرامیشروعبهافزایشمیمی

باعثبستهشدنتموجتنشبهنزدیکینوکترکمی نتیجهکاهشضریبشدترسدو رکودر

شود.پسازاین،ضریبشدتتنشبارسیدنامواجدماوتنشبازگشتیبهنوکترکبهتنشمی

زمان t=0.641ترتیبدر رسیدندومینموجتنشبهسرعتافزایشمیt=0.6394و پساز یابد.
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اهشگرادیاندماروندبهنوکترکوکt=1.066بازگشتیضعیفازلبهسمتچپصفحهدرزمان

شود.پسازاین،بارسیدنامواجبازگشتیدماوتنشدرزمانصعودیضریبشدتتنشمتوقفمی

t=1.92آرامیافزایشمی ضریبشدتتنشبه گذشتزمانبرایآخرینبار با این، پساز یابد.

بهنوکترک،t=2.34کند.سپسبارسیدنموجتنشبازگشتیدرزمانضریبشدتتنشافتمی

تغییراتضریبشدتتنشبراساسشوککلاسیکنرخنزولضریبشدتتنشکاهشمی یابد.

بنابراین،بلافاصلهپسازاندکیمتفاوتاست.طبقتئوریکلاسیک،گرمادرصفحهپخشمی شود.

بهt=0.21کهموجتنشدرزمانیابدتازمانیاعمالشوک،ضریبشدتتنشبهتدریجافزایشمی

دهد.باگذشتزمانوضعیفشدنرسدونرخصعودضریبشدتتنشراافزایشمینوکترکمی

اثرموجگرمادرمدلگرینلیندزیتغییراتضریبشدتتنشنسبتبهزمانبرایهردومدلبه

طورکلیشبیهبههماست.

 

 

گرینلیندزیهایکلاسیکوضریبشدتتنشبرحسبزمانبرایتئوری13-5شکل



68 

 

ای مایل تحت شوک حرارتی گرین ترک لبه : صفحه همگن باپنجممثال -4-7

 لیندزی

خصوصیاتمکانیکی یکصفحهمستطیلیبا اینمثال، در ابعاد شدهو گرفته نظر در مثالقبل،

T0=3.5 Kاستکهدردمایاولیهα=30،صفحهدارایترکمایلبازاویه14-5است.مطابقشکل

ضریبشدتتنششود.بهنیمهبالاییصفحهاعمالمیبعدبیq=-0.045داردوشارسرمایشیقرار

گزارششدهاست.همانطورکهدرمثالقبلگفتهشد،15-5مداولودومبرحسبزماندرشکل

بهنوکt=0.184سرعتموجتنشازدمابیشتراست.پسازاینکهموجتنشبرایاولینباردرزمان

کنند.بارسیدنموجدمابهنزدیکنوکرسد،ضرایبشدتتنشازصفرشروعبهتغییرمیترکمی

بارسیدنمیهسرعتشروعبهافزایشترک،ضرایبشدتتنشمداولودومب کنند.پسازاین،

نرخرشدضرایبشدتتنشکاهش نوکترک، به لبهسمتراستصفحه موجتنشبازگشتیاز

اماضریبشدتتنشمددومتاافزایشمیt=1.2ریبشدتتنشمداولتازمانیابد.ضمی یابد،

یابد.درشکلافزایشمیt=2.36رسد؛یعنیهنگامیکهموجتنشبرایششمینباربهنوکترکمی

نشاندادهشدهاست.عایقبودنترکوسرعتمحدودموجt=2توزیعدمایصفحهدرزمان5-16

درt=2شود.همچنیننمایتغییرشکلیافتهصفحهدرزمانشکلبهخوبیمشاهدهمیدمادراین

،ارائهشدهاست.17-5شکل
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صفحهباترکمایلحرارتیمشخصاتوبارگذاری14-5شکل



تئوریگرینلیندزیبرحسبزماندرضرایبشدتتنشمداولودومتغییرات15-5شکل
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 t=2صفحهدرزمانتوزیعدمای16-5شکل

 

 

 t=2درزماننمایتغییرشکلیافته17-5شکل

 حرارتی-ای تحت شوک مکانیکیمثال ششم: صفحه همگن با ترک لبه-4-1

وابعادمثالسومدرنظر3-5دراینمثالیکصفحهمستطیلیباخصوصیاتمکانیکیجدول

سرمایشیکهمقدارآندرفضایشوکگرماییبهصورتشار،18-5مطابقشکلگرفتهشدهاست.

بهلبهدارایترکاعمالمیq=-0.045بعدبی علاوهبراین،تنشکششییکنواختبااست، شود.

گردد.بهدولبهبالاییوپایینیصفحهبطورهمزمانباشوکگرماییواردمیσ0=0.01 بعدمقداربی
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علاوهبراین،است.K3.5یاولیهصفحهشوند.دماهایدیگرصفحهبدونتنشوعایقفرضمیلبه

شدهاست.فرضبعددرفضایبی           

 




مشخصاتوبارگذاریترمومکانیکیصفحهباترکافقی18-5شکل

 

،توزیعدماینوکترکبرحسبزمان،برایهردومدلکلاسیکوگرینلیندزی19-5درشکل

است شده سرعتموجدنشانداده مدلگرینلیندزی،. در و اساسمدلکلاسیکنامحدود بر ما

بهنوکt=0.96(،موجدمادرزمان41-3بعداست.طبقمعادله)درفضایبی0.52محدودوبرابر

کند.راتاییدمی19-5رسدکهنتایجشکلترکمی
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 دماینوکترکبرایمدلکلاسیکوگرینلیندزی19-5شکل



وداولبرحسبزمانبرایشوکترمومکانیکیطبقدومدلکلاسیکوگرینضریبشدتتنشم

سرعتموجتنشطورکهدرمثالچهارمگفتهشد،همانمقایسهشدهاست.21-5لیندزیدرشکل

بعداست.پسدرفضایبی2.35)الاستیک(درهردومدلکلاسیکوگرینلیندزییکسانوبرابر

لبهدارایترک،موجتنشگرماییکهازسمتچپبهراستصفحهحرکتازاعمالشوکگرماییبه

ازاینپس،ضریبشدتتنشبهآرامیشروعبهبهنوکترکمیt=0.21کند؛درزمانمی رسد.

رسدوباعثبستهشدنکهقسمتفشاریموجتنشبهنزدیکینوکترکمیکندتازمانیافزایشمی

شود.پسازاین،ضریبشدتتنشبارسیدناولیندتتنشمیترکودرنتیجهکاهشضریبش

کند.ازطرفدیگر،موج،بهنوکترکشروعبهافزایشمیt=0.64بازگشتیدرزمان تنشگرمایی

زمان شودنرخافزایشضریبشدترسدکهباعثمیبهنوکترکمیt=0.85تنشمکانیکیدر

شودشیبرسدکهباعثمیبهنوکترکمیt=0.96زمانتنشاندکیبیشترشود.موجدمانیزدر

ازلبهسمتچپ-افزایشضریبشدتتنشبازهمبیشترشود.دومینموجتنشگرماییبازگشتی
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-رسدکهباعثتوقفروندافزایشضریبشدتتنشمیبهنوکترکمیt=1.07درزمان-صفحه

 در بازگشتی تنشگرمایی موج سومین رسیدن کاهشt=1.49شود. طرفی از و ترک نوک به

می باعث دما، تنشگرادیان موج چهارمین رسیدن با بماند. ثابت تنشتقریبا ضریبشدت شود

 زمان در بازگشتی افزایشمی1.92=1گرمایی آرامی تنشبه بایابدضریبشدت این، پساز .

تنشگذشتزمانضریبشدتتنشافتمی پنجمینموج زمانیکه تا بازگشتیگرماییدرکند،

t=2.34می ترک نوک تنشمیبه شدت افزایشضریب باعث و تنشمکانیکیشرسد موج ود.

 نوکترکمیt=2.55بازگشتیدر مدلبه سببافزایشضریبشدتتنشبخصوصدر و رسد

یابد،تازمانیکهششمینموجشود.پسازاین،ضریبشدتتنشمجدداکاهشمیگرینلیندزیمی

زمانتن نوکترکمیt=2.77شگرماییبازگشتیدر نرخنزولضریبشدتتنشرابه و رسد

طبقکاهشمی است. متفاوت اساسشوککلاسیکاندکی تنشبر ضریبشدت تغییرات دهد.

شود.بنابراین،بلافاصلهپسازاعمالشوک،ضریبشدتتئوریکلاسیک،گرمادرصفحهپخشمی

رسدونرخبهنوکترکمیt=0.21کهموجتنشدرزمانیابدتازمانیمیتنشبهتدریجافزایش

افزایشمی مدلصعودضریبشدتتنشرا در گذشتزمانوضعیفشدناثرموجگرما با دهد.

گرینلیندزیتغییراتضریبشدتتنشنسبتبهزمانبرایهردومدلبهطورکلیشبیهبههم

است.

 شکل شوکم21-5در است.اثر کانیکیرویتغییراتزمانیضریبشدتتنشبررسیشده

به انعکاسآن یا تنشمکانیکیو وقتیموج صفحه، زماناعمالشوکمکانیکیبه هایترتیبدر

t=0.85وt=2.55رسد؛تغییراتزمانیضریبشدتتنشروندافزایشیپیدامیبهنوکترکمی-

کند.
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هایکلاسیکوگرینلیندزیشبرحسبزمانبرایتئوریتغییراتضریبشدتتن21-5شکل

 
 

 
تحتشوکحرارتیوگرینلیندزیتغییراتضریبشدتتنشبرحسبزمانبرایتئوری21-5شکل

 ترمومکانیکی
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-ای مایل تحت شوک مکانیکیمثال هفتم: صفحه همگن با ترک لبه-4-3

 حرارتی

،22-5مثالقبل،درنظرگرفتهشدهاست.مطابقشکلابهدراینمثال،یکصفحهمستطیلیمش

 زاویه با مایل ترک دارای α=30صفحه اولیه دمای در که شارT0=3.5 Kاست و دارد قرار

شود.بهنیمهبالاییصفحهاعمالمیq=-0.045سرمایشی

 


مشخصاتوبارگذاریترمومکانیکیصفحهباترکمایل22-5شکل



شکلیاضرتغییرات حسبزماندر بر دوم اولو است.23-5بشدتتنشمد گزارششده

پسازاینکهموجتنشهمان بیشتراست. طورکهدرمثالقبلگفتهشد،سرعتموجتنشازدما

رسد،ضرایبشدتتنشازصفرشروعبهتغییربهنوکترکمیt=0.184برایاولینباردرزمان

دمنکمی موج که هنگامی ند. زمان در زمانt=0.451ا در بازگشتی تنشگرمایی موج اولین و

t=0.666نوکترکمی بهبه دوم، و اول ضرایبشدتتنشمد رفتنرسد، بالا به سرعتشروع
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،جهتلغزشترکباتوجهt=0.7447کنند.بارسیدنموجتنشمکانیکیبهلبهبالاییدرزمانمی

کند.همچنینبارسیدنموجتنشمکانیکیدومتغییرمیبهمثبتشدنشیبضریبشدتتنشمد

،دومینموجt=0.9574،موجتنشمکانیکیلبهپایینیدرزمانt=0.7447بهلبهبالاییدرزمان

سومینموجتنشگرماییبازگشتیدرزمانt=1.03تنشگرماییبازگشتیدرزمان ،t=1.52و

بالاt=1.73ضرایبشدتتنشمداولودومتازمانt=1.63اولینموجدمایبازگشتیدرزمان

کنند،تازمانیکهچهارمینموجتنشروند.پسازاین،باگذشتزمانضرایبشدتتنشافتمیمی

زمان بازگشتیدر نوکترکمیt=1.88گرمایی اندکیبه را اول ضریبشدتتنشمد و رسد

یابدتازمانیکهپنجمینموجتنششدتتنشادامهمیدهد.پسازاینروندنزولیضرایبافزایشمی

هایبالاییوپایینیواولینامواجتنشبازگشتیمکانیکیازلبهt=2.368گرماییبازگشتیدرزمان

بهنوکt=2.534ودومینموجدمایبازگشتیدرزمانt=2.66وt=2.44هایبهترتیبدرزمان

باعثافزایشضریبشترکمی و ضرایبشدتتنشمجددادتتنشمیرسد این، پساز شود.

یابند.کاهشمی


ضرایبشدتتنشمداولودومتئوریگرینلیندزی23-5شکل
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شکل زمان24-5در در عایقبودنترکوt=1.6توزیعدمایصفحه است. شده نشانداده

می خوبیمشاهده اینشکلبه در دما موج همچنیننسرعتمحدود شکلیافتهشود. مایتغییر

،ارائهشدهاست.25-5درشکلt=1.6صفحهدرزمان








t=1.6توزیعدمایصفحهدرزمان24-5شکل





t=1.6شکلتغییریافتهصفحهدارایترکدرزمان25-5شکل
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کننده در صفحه  های تاخیر و پارامتر کوپل مثال هشتم: بررسی اثر زمان-4-61

 ای تحت شوک حرارتیلبههمگن با ترک 

کنندهمعادلاتترموالاستیسیته،هایتاخیروپارامترکوپلدراینمثالبهمنظوربررسیتاثیرزمان

جدول در خصوصیاتمکانیکیمندرج جنسبیسموتبا مستطیلیاز 3-5یکصفحه عرضو با

W=1وطولH=4باترکیبهطولa=0.5مطابقشکلدهاست.درنظرگرفتهشبعد،درفضایبی

است،بهلبهq=-0.045بعدشوکگرماییبهصورتشارسرمایشیکهمقدارآندرفضایبی،5-26

است.K3.5صفحهشوند.دمایاولیههایدیگرصفحهعایقفرضمیشود.لبهدارایترکاعمالمی

توانبعداست؛میبی2.3464(برایبیسموت39-3ازآنجاکهسرعتموجتنشباتوجهبهرابطه)

(بهدستآورد.41-3راباتوجهبهرابطه)t2هایمختلفموجدمامقداربرایسرعت

 

مشخصاتوبارگذاریصفحهباترکافقیتحتبارحرارتی26-5شکل
رسد.بنابراینافزایشناگهانیموجدمادیرتربهنوکترکمیt2،باافزایشمقدار27-5مطابقشکل

افتد.دیرتراتفاقمیt2باافزایشمقدارشدتتنشضریب
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هایتاخیرمتفاوتبازمانبرحسبزمانمداولضریبشدتتنش27-5شکل
برضریبشدتتنشبررسیشدهاست.جهتبررسیتاثیرپارامترکوپل،تاثیر28-5مطابقشکل

تهشدهاست.هاثابتدرنظرگرفدرهمهحالتt1=t2=0.125پارامترکوپل




باپارامترهایکوپلمتفاوتبرحسبزمانضریبشدتتنشمداول28-5شکل
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شودوضریبشدتباافزایشمقدارپارامترکوپلانرژیبیشتریمستهلکمی،28-5مطابقشکل

یابد.تنشکاهشمی
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 گیری نتیجه-1-6

حرارتی-نامه،ضرایبشدتتنشبراییکصفحهترکدارتحتشوکحرارتیومکانیکیدراینپایان

توسعه روشالمانمحدود از استفاده ترکبا است. یافتهبراساسمدلگرینلیندزیمحاسبهشده

چگا بخشمستهلکشونده است. ناحیهلیانرژیکرنشیجهتحفظمدلشده مسیر استقلالاز

انتگرال بهعلتمحدودبودنسرعتموجدما،دماینوکترکبرهمکنشدرنظرگرفتهشدهاست.

باتوجهبهنتایجعددی،سرعتکند.درمدلگرینلیندزینسبتبهمدلکلاسیکدیرترتغییرمی

قابلملاحظه تاثیر دما شروعشوکایبرضرامواجتنشو حرارتیایبشدتتنشبهخصوصدر

مداولضریبشدتتنشحرارتی-هایاولیهپسازاعمالشوکحرارتییامکانیکیدارد.درزمان

بهنوکترکضریبشدتتنشتئوریگرین رسیدنموجدما با اما تئوریکلاسیکبیشتراست،

حرارتیضرایبشدتتنش-امکانیکیبرایترکمایلتحتشوکحرارتییشود.لیندزیبزرگترمی

کنند.بارسیدنموجدمابهمداولودومپسازرسیدنموجدمابهنوکترکشروعبهافزایشمی

است.شودکهبهمعنایتغییرجهتلغزشترکنوکترکشیبضریبشدتتنشمددوممثبتمی

رسد،ضریبکیبهنوکترکمیوقتیموجتنشمکانیحرارتی-همچنیندرحالتبارگذاریمکانیکی

کند.شدتتنشنسبتبهبارگذاریحرارتیروندافزایشیپیدامی

نتایجعددی به توجه با افزایشمقدار نوکترکمیt2با به دیرتر بنابراینافزایشموجدما رسد.

افتد.دیرتراتفاقمیt2ناگهانیضریبشدتتنشباافزایشمقدار

ایبرضرایبشدتتنشدارد.توانپیبردکهپارامترکوپلتاثیرقابلملاحظهمیباتوجهبهنتایج

افزایشمقدارپارامترکوپلانرژیبیشتریمستهلکمی شودوضریبشدتتنشکاهشبنابراینبا

یابد.می
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 پیشنهادها-1-2

 بررسیرشدترکبادرنظرگرفتنتئوریگرینلیندزی (1

 (FGMدرنظرگرفتنتئوریگرینلیندزیبرایموادتابعی)محاسبهضرایبشدتتنشبا (2

محاسبهضرایبشدتتنشبادرنظرگرفتنتئوریگرینلیندزیوتوزیعدمایغیرخطی (3
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 پیوست الف

 جایی نوک ترک های تنش و جابه ای میدانتوابع زاویه

پیوستبیانشدهاستهایتحلیلیحوزهنوکترکدراینایمیدانتوابعزاویه کلیمیدانرابطه.

 نوکترکبهقرارزیراست:تنش

(1-)الف  
      (   )

 
 
    
 ( )     (   )

 
 
    
  ( ) 

بهقرارزیراست:میدانتنشایتوابعزاویه

(2-)الف  
   
 ( )     

 

 
(     

 

 
   
  

 
) 

(3-)الف  
   
  ( )      

 

 
(     

 

 
   

  

 
) 

(4-)الف  
   
 ( )     

 

 
(     

 

 
   
  

 
) 

(5-)الف  
   
  ( )     

 

 
   

 

 
   

  

 
 

(6-)الف  
   
 ( )     

 

 
   

 

 
   

  

 
 

(7-)الف  
   
  ( )     

 

 
(     

 

 
   
  

 
) 

جاییبهقرارزیراست:جابهفرمکلیمیدان

(8-)الف  

     √
  

 
  
 ( )     √

  

 
  
  ( ) 
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قرارزیراست:جاییبهجابهمیدانایتوابعزاویه

(9-)الف  
  
 ( )  

 

 
[(    )    

 

 
    

  

 
] 

(11-)الف  
  
  ( )  

 

 
[(    )    

 

 
    

  

 
] 

(11-)الف  
  
 ( )  

 

 
[(    )    

 

 
    

  

 
] 

(12-)الف  
  
  ( )   

 

 
[(    )    

 

 
    

  

 
] 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



86 

 

 پیوست ب

 های کمکی نوک ترکمیدان

( شکل میدان1-بمطابق میدان(، همان ترک نوک اطراف کمکی جابجایی تنشو هایهای

 ویلیامز توسط که هستند ترک نوک در]64[مجانبی ایستا ترک برای بنابراین است. شده ارائه

:]65[بهقرارزیرهستندIکیبرایمدهایکممختصاتمحلینوکترکمیدان

  (1-ب)
    

  
   

√   
   (

 

 
) [     (

 

 
)    (

  

 
)] 

  (2-ب)
    

  
   

√   
   (

 

 
) [     (

 

 
)    (

  

 
)] 

    (3-ب)
    

  
   

√   
   (

 

 
)    (

 

 
)    (

  

 
) 




 



دستگاهمختصاتمحلینوکترک-1-بشکل
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  (4-ب)
    

  
   

     
√
 

  
   (

 

 
) [           

 (
 

 
)] 

   (5-ب)
    

  
   

     
√
 

  
   (

 

 
) [           

 (
 

 
)] 

:]66[استکهبهقرارزیراست1ضریبکلوسوف درروابطفوق

}  (6-ب)
ایصفحه                (   ) (   ) تنش 

ایصفحه                                      کرنش 
 

هقرارزیرهستند:هایکمکیبنیزمیدانIIبرایترکمد

  (7-ب)
    

    
   

√   
   (

 

 
) [     (

 

 
)    (

  

 
)] 

  (8-ب)
    

   
   

√   
   (

 

 
)    (

 

 
)    (

  

 
) 

    (9-ب)
    

   
   

√   
   (

 

 
) [     (

 

 
)    (

  

 
)] 

   (11-ب)
    

   
   

     
√
 

  
   (

 

 
) [           

 (
 

 
)] 

   (11-ب)
    

    
   

     
√
 

  
   (

 

 
) [           

 (
 

 
)] 

هایکمکیارائهشدهمربوطبهمختصاتمحلینوکترکهستند.بااستفادهازروابطزیرمیدان

:]67[شوندهایدستگاهمختصاتسراسریبهدستگاهمختصاتمحلیتبدیلمیتنش

   (12-ب)
 
   

         
          

     (  ) 

   (13-ب)
 
   

         
          

     (  ) 

    (14-ب)
 
    

     (  )     (  
    

 )    (  ) 

                                                           
1
 Kolosov coefficient 
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 روابطفوق نشان در مختصاتمحلیو دستگاه مختصاتسراسرینشان دهنده دستگاه دهنده

 ایمختصاتمحلیوسراسریاست.هنیززاویهبیندستگاه است.

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



89 

 

 منابع

 
 

[1] Chester M. (1963) “Second Sound in Solids.” Phys Rev., 131, pp 2013–2015. 

[2] Mitra K., Kumar S., Vedavarz A. and Moallemi MK. (1995) “Experimental 

evidence of hyperbolic heat conduction in processed meat.” Trans. ASME, J 

Heat Transfer., 117, pp 568–573. 

[3] Tzou DY. (1995) “The generalized lagging response in small-scale and high-rate 

heating.” Int J Heat Mass Transfer., 38, pp 3231–3234. 

[4] Chandrasekharaiah DS. (1986) “Hyperbolic thermoelasticity: a review.” Appl 

Mech Rev., 51, pp 705–729. 

[5] Chandrasekharaiah DS. (1998) “Hyperbolic thermoelasticity: a review of recent 

literature.” Appl Mech Rev., 51, pp 705–729. 

[6] Joseph DD. and Preziosi L. (1989) “Heat waves.” Rev Mod Phys., 61, pp 41–

73. 

[7] Joseph DD. and Preziosi L. (1990) “Heat waves: addendum.” Rev Mod Phys., 

62, pp 375–391. 

[8] Green AE. and Lindsay KA. (1972) “Thermoelasticity.” J Elasticity., 2, pp 1–7. 

[9] Green AE. and Laws N. (1972) “On the entropy production inequality.” Arch 

Rational Mech Anal., 45, pp 47–53. 

[10] Tamma KK. and Namburu RR. (1997) “Computational Approaches with 

Applications to Non-classical and Classical Thermo-Mechanical Problems.” 

Appl Mech Rev., 50, pp 514-551. 

[11] Tamma KK. and Railkar SB. (1990) “Evaluation of Thermally Induced Non-

Fourier StressWave Disturbances via Specially Tailored Hybrid Trans-finite 

Formulations.” Comput and Struct., 34, pp 5-16. 

[12] Ting E. C. and Chen H. C. A (1982) “Unified Numerical Approach for Thermal 

Stress Waves” Comp. and Struct., 15, pp 165-175. 

[13] Liu W. K. and Zhang Y. F. (1983) “Unconditionally stable implicit-explicit 

algorithms for coupled thermal stress waves” Comp. Struct., 17, pp 371-374. 

[14] Tamma K. K. and Railkar S. B. (1987) “A generalized hybrid transfinite element 

computational approach for nonlinear/linear unified thermal/structural analysis” 

Comp. and Struct., 26(4), pp 655-665. 

[15] Tamma K. K. and Railkar S. B. (1987) “Transfinite element methodology 

towards a unified thermal/structural analysis” Comp. and Struct., 25(5), pp 

649-660. 

[16] Tamma K. K. and Railkar S. B. (1987) “Nonlinear/Linear unified thermal stress 

formulations: Transfinite element approach” Comp. Meths. Appl. Mech. Eng., 

64, pp 415-428. 

[17] Tamma K. K. and Railkar S. B. (1988) “On Heat Displacement Based Hybrid 

Transfinite Element Formulations for Uncoupled/Coupled Thermally Induced 

Stress Wave Propagation” Comp. Struct., 30(5), pp 1025-1036. 



91 

 

[18] Tamma K. K. (1996) “Numerical Simulations for Hyperbolic Heat 

Conduction/Dynamic Problems Induenced by Non-Fourier/Fourier 

Effects.” Thermal Stresses IV,  edited by R. Hetnarski, Elsevier, Amsterdam. 

[19] Tamma KK. and Namburu RR. (1992) “An Effective Finite Element 

Modeling/Analysis Approach for Dynamical Thermoelasticity due to Second 

Sound Effects.” Comput Mech., 9, pp 73–84. 

[20] Chen J. and Dargush GF. (1995) “BEM for Dynamic Proelastic and 

Thermoelastic Analysis.” Int J Solids Struct., 32(15), pp 2257–2278. 

[21] Hosseini Tehrani P. and Eslami MR. (1998) “Two-Dimensional Time Harmonic 

Dynamic Coupled Thermoelasticity Analysis by BEM Formulation.” Engng 

Anal B. E., 22, pp 245–250. 

[22] Hosseini Tehrani P. and Eslami MR. (2000) “Boundary Element Analysis of 

Coupled Thermoelasticity With Relaxation Times in finite Domain.” AIAA J., 

38(3), pp 534–541. 

[23] Chen TC. and Weng CI. (1988) “Generalized coupled transient thermoelastic 

plane problems by Laplace transform/finite element method.” J Appl Mech., 

55, pp 377–382. 

[24] Prevost JH. and Tao D. (1983) “Finite element analysis of dynamic coupled 

thermoelasticity problems with relaxation times.” J Appl Mech., 50, pp 817–

822. 

[25] Hughes TJR. and Liu WK. (1978) “Implicit-Explicit Finite Element in Transient 

Analysis: Stability Theory.” ASME J APPL MECH., 45, pp 371-374. 

[26] Hughes TJR. and Liu WK. (1978) “Implicit-Explicit Finite Element in Transient 

Analysis: Implementation and Numerical Examples.” ASME J APPL MECH., 

45, pp 375-378. 

[27] Tian X., Shen Y., Chen C. and He T. (2006) “A direct finite element method 

study of generalized thermoelastic problems.” Int J Solids Struct., 43(7–8) , pp 

2050–2063. 

[28] Portela A. and Aliabadi MH. (1992) “The Dual BEM Effective Implementation 

for Crack Problems.” Int J Num Meth Eng., 33, pp 1269–1287. 

[29] Prasad NNV., Aliabadi MH. and Rooke DP. (1996) “The Dual Boundary 

Element Method for Transient Thermoelastic Crack Problems.” Int J Solids 

Struct., 33, pp 2695–2718.  

[30] Prasad NNV., and Aliabadi MH. (1994) “Incremental Crack Growth in 

Thermoelastic Problems.” Int J Frac., 66, pp 45–50. 

[31] Dell’Erba DN., Aliabadi MH. and Rooke DP. (1998) “Dual Boundary Element 

Method for Three-Dimensional Thermoelastic Crack Problems.” Int J Frac., 94, 

pp 89–101. 

[32] Ekhlakov AV., Khay OM., Zhang Ch., Sladek J. and Sladek V. (2012) “A 

BDEM for transient thermoelastic crack problems in functionally graded 

materials under thermal shock.” Comput Mater Sci., 57, pp 30-37.  



91 

 

[33] Ekhlakov AV., Khay OM., Zhang Ch., Sladek J. and Sladek V. (2012) 

“Thermoelastic crack analysis in functionally graded materials and structures by 

a BEM.” Fatigue & Fract of Eng Mater & Struct., 35, pp 742-766.  

[34] Hosseini-Tehrani P., Eslami MR. and Daghyani HR. (2001) “Dynamic Crack 

Analysis Under Coupled Assumption.” Trans ASME J Appl Mech., 38, pp 

584–588. 

[35] Hosseini-Tehrani P., and Hosseini-Godarzi AR. (2004) “Dynamic crack analysis 

under thermal shockconsidering Lord–Shulman theory.” Int J Therm Sci., 43, 

pp 1003-1010. 

[36] Hosseini-Tehrani P., Eslami MR. and Azari SH. (2006) “Analysis of 

Thermoelastic Crack Problems Using Green–Lindsay Theory.” J Therm 

Stress., 29, pp 317–330. 

[37] Hosseini-Tehrani P., Hosseini-Godarzi AR. and Tavangar M. (2005) “Boundary 

element analysis of stress intensity factor K-I in some two-dimensional dynamic 

thermoelastic problems.” Eng Anal Bound Elem., 29, pp 232–240. 

[38] Zamani A., Hetnarski RB. and Eslami MR. (2011) “Second Sound in a Cracked 

Layer Based on the Lord-Shulman Theory.” J Therm Stress., 34(3) , pp 181-

200. 

[39] Zamani A. and Eslami MR. (2009) “Coupled Dynamical Thermoelasticity of a 

Functionally Graded Cracked Layer.” J Therm Stress., 32, pp 969–985. 

[40] Lee K. H., Chalivendra V. B. and Shukla A. (2009) “Dynamic crack-tip stress 

and displacement fields under thermomechanical loading in functionally graded 

materials” J. Appl. Mech., 75(5), pp 1-7. 

[41] Zamani A. and Eslami MR. (2010) “Implementation of the Extended Finite 

Element Method for Dynamic Thermoelastic Fracture Initiation.” Int J Solids 

Struct., 47, pp 1392-1404. 

[42] Zamani A., Gracie R. and Eslami MR. (2010) “Higher Order Tip Enrichment of 

Extended Finite Element Method in Thermoelasticity.” Comput Mech., 46, pp 

851–866. 

[43] Hosseini S., Bayesteh H. and Mohammadi S. (2013) “Thermo-mechanical xfem 

crack propagation analysis of functionally graded materials.” Mater Sci Eng A., 

561, pp 285–302. 

تحلیلعددیگسترشترکدریکصفحه“(،رسالهدکتری،1391) م،زادهرخیمهدی [44]

دانشگاهصنعتیدانشکدهمکانیک،”ازجنسمادهتابعیتحتباردینامیکیوشوکحرارتی

 شاهرود.

رامترهایدینامیکیشکستدرمحاسبهپا“نامهارشد، (،پایان1392) م،حاجیمحمدی [44]

محدودتوسعهیافته روشاجزا حرارتیبا مکانیک،”موادمرکبتحتبار دانشگاهدانشکده

 صنعتیشاهرود.

[46] Goli E., Bayesteh H. and Mohammadi S. (2014) “Mixed mode fracture analysis 

of adiabatic cracks in homogeneous and non-homogeneous materials in the 



92 

 

frame-work of partition of unity and the path-independent interaction integral.” 

Eng Fract Mech., 131, pp 100–127. 

[47] Bayesteh H., Afshar A. and Mohammadi S. (2015) “Thermo-mechanical 

fracture study of inhomogeneous cracked solids by the extended isogeometric 

analysis method.” Eur J Mech A/Solids., 51, pp 123–139. 

[48] Mohammadi S. (2008) “Extended Finite Element Method” Blackwell 

Publishing Ltd. 

 انتشارات جهاد دانشگاهی.” محاسبات عددی، آنالیز عددی کاربردی( “3131پورپاک ع. م. ) [44]

[50] Kirugulige M. S. (2007), Ph.D thesis, “A study of mixed-mode dynamic fracture 

in advanced particulate composites by optical interferometry, digital image 

correlation and finite element methods”, Auburn University. 

[51] Belytschko T. and Black T. (1999) “Elastic crack growth in finite elements with 

minimal remeshing” Int. J. Nume. Meth. Engin., 45, pp 601-620. 

[52] Moës N., Dolbow J. and Belytschko T. (1999) “A finite element method for 

crack growth without remeshing” Int. J. Nume. Meth. Engin., 46, pp 131-150 

[53] Belytschko T., Gracie R. and Ventura G. (2009) “A Review of 

Extended/Generalized Finite Element Methods for Material Modelling” 

Modelling Simul. Mater. Sci. Eng., 17(4), pp 1-24. 

[54] Duflot M. (2008) “The extended finite element method in thermoelastic fracture 

mechanics” Int. J. for Num. Methods in Engin., 74, pp 827-847. 

[55] Zamani A., Eslami M. R. (2010) “Implementation of the extended finite element 

method for dynamic thermoelastic fracture initiation” Int J Solids and Struct., 

47, pp 1392-1404. 

[56] Dolbow J. E., (1999) Ph.D thesis “An extended finite element method with 

discontinuous enrichment for applied mechanics” Northwestern University, 

USA. 

[57] Hetnarski R. B. and Eslami M. R. (2009) “Thermal Stresses – Advanced 

Theory and Applications” Springer. 

[58] Melenk J. M. and Babuska I. (1996) “The partition of unity finite element 

method: Basic theory and applications” Computer Meth. Appl. Mech. and 

Engin., 39, pp 289-314. 

[59] Hughes T. J. R. (1987) “The finite element method” Prentice-Hall, INC., 

Englewood Cliffs, New Jersey. 

[60] Réthoré J., Gravouil A. and Combescure A. (2005) “A combined space–time 

extended finite element method” Int. J. Numer. Meth. Engng., 64, pp 260-284. 

[61]  KC A. and Kim J. H. (2008) “Interaction integrals for thermal fracture of 

functionally graded materials” Eng. Frac. Mech. 75, 8, pp 2542-2565. 

[62] Lee K. Y. and Sim K. (1990) “Thermal Shock Stress Intensity Factor by 

Bueckner’s Weight Function Method” Eng. Fract. Mech., 37, pp 799-804. 

[63] Narayanamurti V, Dynes RC. (1972) “Observation of Second Sound in 

Bismuth.” Phys Rev., 28, pp 1461–1464. 

[64] Williams M. L. (1957) “On the stress distribution at the base of a stationary 

crack” J. Appl. Mech., Trans. ASME, 24(1), pp 109-114. 



93 

 

[65] Anderson T. L. (1995) “Fracture mechanics” 2
nd

 edition, CRC Press LLC, 

Florida, USA. 

[66] Menouillard T., Song J.-H., Duan Q. and Belytschko T. (2010) “Time dependent 

crack tip enrichment for dynamic crack propagation” Int. J. Fract., 162, pp 33-

49. 

)بی [76] اف. مازورکد. و تی. دیولفج. جانستونر.، “مقاومت مصالح”(1387یرف.،

ص دانشگاه علمی انتشارات موسسه م.، ملکان و ر. م. افضلی ترجمه نعتیویرایشپنجم،

 شریف.

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 





1 

 

Abstract  

In this paper, the stress intensity factors (SIFs) are computed for a stationary crack in an 

isotropic 2D finite domain under thermal shock using the eXtended Finite Element 

Method (XFEM) and the interaction integral method. The fully coupled generalized 

thermoelasticity theory based on Green- Lindsay (G-L) model is considered. An 

interaction integral is developed to compute the stress intensity factors in which the 

dissipated part of the strain energy density is accounted to preserve domain-

independency of. The Newmark time integration scheme is used to solve semidiscrete 

governing equations. In several numerical examples, the effect of stress and heat waves 

on the SIFs as well as the heat wave on the temperature distribution based on the G-L 

model is studied deeply. According to the results, the speed of stress and temperature 

waves controls the trend of stress intensity factors especially at early time of the thermal 

shock. When the mechanical stress wave reaches to the crack tip, the thermomechanical 

SIFs begins greater than thermal SIFs. Moreover, the effect of the mechanical stress 

wave on the SIFs in G-L model is more evident. 

Keywords  

thermal shock, Green- Lindsay model, eXtended Finite Element Method (XFEM), 

interaction integral, stress intensity factors. 
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