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 تقدیر و تشکر

 :به نمایممی تقدیم امتنان و افتخار کمال در و بیکران سپاس و تشکر ضمن را نامهپایان این

 انجام امزندگی مختلف دوران در که آمیزی محبت هایتلاش یهمه خاطر به خانواده عزیزم ارزشمند محضر –

 .اندآموخته من به را زیستن چگونه انیبا مهرب و اندداده

 .نمودند یاری مرا معرفت و علم کسب راه در که ایفرهیخته و فرزانه استادان به –

 .بود راهم یبدرقه پرورشان روح دعای و خیرشان نفس که آنان به –

 .بپوشانم عمل یجامه آنان یخواسته به و کنم دین ادای بتوانم تا کن کمک من به الها –

 .نما مقدر آنان برای را سعادت و سلامت عاقبت، حسن پروردگارا –

 شکوفایی و رشد جهت پژوهش و دانش و علم با همسو و همراه و نشاط و شور از سرشار خدمتی توفیق خدایا –

 بفرما. عنایت کهنسال ایران

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 
 

 

آقای  جناب فرزانه و استاد فرهیخته از است شایسته بسی«  الخالق یشکر لم المخلوق یشکر لم من» مصداق به

 و علم سرای گلشن و بخشیدند روشنی را دل سرزمین خورشید، چون کرامتی با چی کهدکتر حمیدرضا ایپک

 .نمایم تشکر و تقدیر، ساختند بارور سازنده و ساز کار هایراهنمایی با را دانش

 

 
 

 

 

 

 



 
 

 تعهد نامه
 

  
 انجام شده است و از صحت و اصالت برخوردار است. تحقیقات در این پایان نامه توسط اینجانب 

  ی محققان دیگر به مرجع مورد استفاده استناد شده است.هاپژوهشدر استفاده از نتایج 

 .مطالب مندرج در پایان نامه تاکنون توسط خود یا فرد دیگری برای دریافت هیچ نوع مدرک یا امتیازی در هیچ جا ارائه نشده است 

  دانشگاه صنعتی شاهرود"و مقالات مستخرج با نام  باشدیموی این اثر متعلق به دانشگاه شاهرود کلیه حقوق معن"  

 به چاپ خواهد رسید. " Shahrood  University of Technology "و یا 

  یمرعایت  پایان نامه در مقالات مستخرج از اندبودهاصلی پایان نامه تأثیرگذار  جینتاآمدن  دستبهحقوق معنوی تمام افرادی که در

 .گردد

 است ضوابط و اصول اخلاقی  شدهاستفادهها( های آندر کلیه مراحل انجام این پایان نامه، در مواردی که از موجود زنده )یا بافت

 رعایت شده است.

  است اصل رازداری  شدهفادهاستدر کلیه مراحل انجام این پایان نامه، در مواردی که به حوزه اطلاعات شخصی افراد دسترسی یافته یا

 ، ضوابط و اصول اخلاق انسانی رعایت شده است. 

                                                                                                                                                                        

 تاریخ                                                                  

 امضای دانشجو                                                                         

 

 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 مالکیت نتایج و حق نشر

 های صولات آن )مقالات مستخرج، کتاب، برنامهکلیه حقوق معنوی این اثر و مح

ای، نرم افزارها و تجهیزات ساخته شده است( متعلق به دانشگاه شاهرود رایانه

 باشد. این مطلب باید به نحو مقتضی در تولیدات علمی مربوطه ذکر شود.می

 

 نامه بدون ذکر مرجع مجاز استفاده از اطلاعات و نتایج موجود در پایان 

 .شدبانمی



 

 
 

 چکیده

ن و های حلقوی با خیز کوچک در حالت نامتقارنامه، تحلیل ارتعاشات آزاد و اجباری ورقدر این پایان

شود. رفتار ورق ، به کمک تئوری تغییر شکل برشی مرتبه اوّل مطالعه میهای حلقوی ویسکوالاستیکعقطا

شود. شرایط ویسکوالاستیک با مدل جامد استاندارد خطی در برش و الاستیک در بالک درنظر گرفته می

صورت اری، بارگذاری بهش اجبدر ارتعا آزاد در هر لبه برای ارتعاش آزاد ومرزی به صورت گیردار، ساده یا 

و شرایط مرزی، ساده است. معادلات حاکم با اصل هامیلتون استخراج شده که شامل پنج معادله  عرضی

دیفرانسیل با مشتقات جزئی و کوپل به هم با ضرایب متغیر  است. برای حل معادلات حاکم بر سیستم، از 

های شود. تعیین فرکانسریه استفاده میهای فوتحلیلی مبتنی بر تئوری اغتشاشات و سرینیمه روش 

-طبیعی، شکل مد و پاسخ مدنظر بوده و حساسیت نتایج به پارامترهای هندسی و مکانیکی نیز بررسی می

 شوند.مقایسه می اجزاء محدودافزار آمده از این تحقیق با نتایج سایر مراجع و نرم دستگردد. نتایج به

ی مرتبه اول، متقارن، تئوری تغییر شکل برشستیک، ارتعاشات ناحلقوی ویسکوالا: ورق واژگان کلیدی

 تئوری اغتشاشات
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 تاریخچه و مرور مقالات         



 مقدمه-1-1
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 مقدمه -1-1

. است اهمیت حائز موردنظر یمادهّ از کافی شناخت ای،مادهّ هر برای مکانیکی تحلیل نوع هر انجام منظوربه

. شودمی پرداخته آنها مکانیکی خواص و ویسکوالاستیک مواد معرفی به ابتدا فصل این در دلیل همین به

 و ویسکوالاستیک مواد سازیمدل در مورداستفاده رئولوژیکی هایمدل کرنش،-تنش بنیادین معادلات سپس

 ایسازه اجزای یدرباره مختصری توضیح ادامه، در. است شدهبیان مواد این تنش تحلیل در متداول فرضیات

 .شودمی پرداخته هاورق تئوری معرفی به ازآنپس. است شدهداده

 ستیکویسکوالا مواد -1-2

 دقت دینامیکی، پایداری صوت، کنترل ارتعاشات، بررسی برای مهمی دینامیکی پارامتر( میرایی) دمپینگ

-سرعت با آلاتماشین موتورها، هایپره قبیل، از کاربردها از بسیاری. است ضربه مقاومت و خستگی موقعیت،

 مواد در کاربردها و هاویژگی نای. هستند بالایی دینامیکی 1کارایی و سبک وزن نیازمند بالا های

 . شودمی یافت ویسکوالاستیک

 شکل تغییر تحت کههنگامی را الاستیک و ویسکو ویژگی دو هر که است مواد از خاصیتی ویسکوالاستیک

 گذشت با تنش اعمال هنگام در کرنش و برش جریان مقاومت ویسکوز، مواد در. دباشمی دارا گیردمی قرار

. گرددمی باز اولیه مقدار به سرعتبه کرنش مقدار تنش، حذف با الاستیک مواد در. است یخط صورتبه زمان

 خاصیت. دارند هم با را زمان به وابسته کرنش چنینهم و شده ذکر خاصیت دو هر ویسکوالاستیک مواد

 یا هااتم شدن پخش ینتیجه ویسکوز کهدرحالی است ماده یبلوره صفحات مقید کشش ینتیجه الاستیک

 و سلولز راین، ابریشم، مانند الیافی از متشکل مواد پلیمری، مواد از برخی. است متبلور غیر مواد هایمولکول

 بالا دماهای در فلزات چنینهم و هاماهیچه و پوست مانند( زیستی مواد) 2هابیومتریال ها،سرامیک ها،شیشه

 .[1] دشون مدل خطی الاستیک ویسکو هایمدل با توانندمی

                                                        
1 Performance 
2 Bio-Material 
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 رفتار یعنی،. دارند انحراف ویسکوالاستیک آلایده رفتار از نوعیبه مواد، این از بسیاری واقعی، محیط در

 فلزات،: مانند مواد، از برخی در الاستیک حالت از انحراف اما دارد، وجود مواد اکثر در ویسکوالاستیک

 گونهاین در. باشدمی زیاد بدن، نسوج و هاچوب پلیمرها، مانند دیگر، برخی در و ناچیز ها،سنگ و استخوان

 میرایی حالت. است زمان تابع( ماده خواص) کرنش-تنش یرابطه الاستیک، مواد برخلاف مواد،

 برای آن، داخلی دمپینگ مکانیسم و کندمی پیدا بروز ایشیشه و پلیمری مواد از بسیاری در ویسکوالاستیک

 پلیمر شبکه بازگشت و رهایش از میرایی. است اهمیت حائز بسیار تعاشاتار کاهش منظوربه میرایی، افزایش

 .شودمی ناشی شکل تغییر از بعد

 خطی یویسکوالاستیسیته رفتار -1-3

. شودمی بیان خطی الاستیسیته در هوک قانون از استفاده با کوچک، هایکرنش در جامدات، از بسیاری رفتار

 یرابطه بعد، یک در الاستیک مواد برای. کنندنمی تغییر زمان با کرنش و تنش پارامترهای صورت این در

 .[2] است زیر صورتبه کرنش با تنش

(2-1)  E  

E 1کامپلیانس آن عکس و یانگ مدول J 1) است
E

J
) ،  تنش و باشدکرنش می. 

 است، برگشت قابل نیرو حذف از بعد خارجی، نیروی اعمال اثر در آن شکل تغییر که الاستیک مواد برخلاف

 .[2] کندمی پیروی زیر یرابطه از و یابدمی جریان خارجی بار اعمال تحت ویسکوز یماده یک

(2-2) 
 

d
dt

 

کند. در حالت جریان پایا، بر اساس حرکت( پیدا می) اثر اعمال بار خارجی ماده جریان در مواد ویسکوز بر

 شود.صورت نسبت تنش برشی به نرخ برش تعریف میتعریف، ویسکوزیته به

                                                        
1 Compliance 
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(2-3) 



  

 باشد که واحد آن نیوتنی( سیال می) 1ی برشیویسکوزیتهPa.s  .است  و  به ترتیب نرخ کرنش و

 استفاده دمپرها و فنرها ترکیب از خطی ویسکوالاستیک یماده یک یهمطالع برایتنش برشی هستند. 

 .باشندمی خطی دیفرانسیل صورتبه هامدل این رفتاری معادلات. شودمی

ای، شود. پاسخ به کرنش پلهای انجام میمواد ویسکوالاستیک، با اعمال یک کرنش یا تنش پله 2آزمایش

 .[2] باشدمی 4زشای، خو پاسخ به تنش پله 3رهایش تنش

 .[2] شامل افتدمی اتفاق ویسکوالاستیک مواد در که هاییپدیده از برخی

 (.خزش) یابدمی افزایش کرنش زمان، باگذشت بماند؛ باقی ثابت تنش اگر 

 (.رهایش) یابدمی کاهش تنش زمان، باگذشت بماند؛ باقی ثابت کرنش اگر 

 ویسکوالاستیک مواد بر حاکم معادلات -1-4

 دیفرانسیلی و انتگرالی کلی شکل دو به ویسکوالاستیک، مواد در کرنش-تنش بنیادین دلاتمعا بیان

 .شودمی پرداخته دیفرانسیلی روش بیان به ادامه در که است پذیرامکان

 است، حساس نیز کرنش و تنش مشتقات به آن پاسخ که ایزوتروپیک یماده یک برای ساختاری یمعادله

 .[1] شودمی نوشته زیر کلی صورتبه

(2-4)       ( , , ,..., , , ,..) 0f  

 .است زیر صورتبه فوق یمعادله اپراتوری شکل. باشندمی وابسته زمان به کرنش و تنش آن در که

(2-5)  ( ) ( )( ) Q( )
ij ij

t tP D D  

                                                        
1 Shear Viscosity 
2 Test 
3 Stress Relaxation 
4 Creep 
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)که  )P D  وQ( )D گردد.صورت زیر تعریف میبه 

(2-6) 
 

 
  

 0 0

,( ) Q( )
r rN N

r tr r
r r

P D P D Q
t t

 


d

D
dt

 اند.باشند که به مدل رئولوژیکی انتخابی وابستهثابت می rQو  rPو  

تنش را از هم  2یبالکو  1جهت توصیف رفتار ویسکوالاستیک یک سیستم تحت کشش محوری، قسمت برشی

باشد. با توجه به می بالکی ویسکوالاستیک به برش و کنند. این قاعده به دلیل پاسخ متفاوت مادهجدا می

 .[1] صورت زیر جدا کردتوان بهرا می بالکهای برش و مؤلفهاین نکته، 

(2-7) 
 

 





1 1

2 2

Q

Q

d d

ij ij

ii ii

P

P
 

 باشند.اپراتورهایی به شکل کلی زیر می 2Qو  1P ،2P ،1Qبرشی و معرف بخش  dبالانویس 

(2-8) 
2

1 0 1 2 2
..

n

n n
p p p pP

t t t
    

  

  
 

 باشد.صورت زیر میی مدول الاستیسیته و ضریب پوآسون برحسب مدول رهایش و برش بهرابطه

(2-9) 


 
 
0 0

0 0

,
9 3 2

E
3 6 2

K G K G

K G K G
 

G  0وK شوند.صورت زیر تعریف میهای رهایش برش و بالک هستند و بهبه ترتیب مدول 

(2-10)  1 2
0

1 2

1 1
( ), ( )

2 Q 3 Q

P P
G K  

صورت زیر بازنویسی توان بهی ویسکوالاستیک، میرا برای ماده (10-2)، معادله (9-2)ی با توجه به معادله

 کرد.

                                                        
1 Deviatoric 
2 Dilatational 
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 ویسکوالاستیک مواد در متداول فرضیات -1-5

 است، برزمان و مشکل ویسکوالاستیک مواد خصوصیات برای زمان به وابسته اطلاعات آوریجمع ازآنجاکه

 بنابراین. است ضروری ماده خصوصیات روی بر هاییفرض اعمال حوزه، این در تنش تحلیل مسائل حل برای

 و شودمی تعریف E(t) یانگ مدول یا G(t)برش  مدول خصوصیات از یکی ویسکوالاستیک، یماده برای اغلب

 .شودمی تعیین زیر فرضیات از یکی اساس بر دیگر مدول

 تراکم حالت در خطی، الاستیک مسائل یحوزه در کوچک هایتغییرشکل برای: ناپذیری تراکم 

 یک برای مشابه، شرایط تحت. است نهایتبی بالک مدول یا 5/0 با برابر پوآسون ضریب ناپذیری،

. باشدمی نهایتبی بالک مدول و 5/0 با برابر پوآسون ضریب ویسکوالاستیک، ناپذیر تراکم یماده

  (.باشد نظرصرف قابل حجم تغییر) باشدمی صفر یبالک هایکرنش شرط، این وجود با بنابراین

  0ثابت  : در این حالت مدول بالک، مقداربالکالاستیک درK  0را داشته و( ) ( )K t K H t باشدمی 

)که  )H t است. این فرض بر این اساس است که تغییرات مدول بالک نسبت به مدول  1ایتابع پله

فرض رفتار ن است. پوآسون، تابعی از زمابرشی، با دما و زمان بسیار کم است. در این حالت ضریب 

 فرض مناسبی است. معمولاً، بالکی ویسکوالاستیک در الاستیک، برای ماده

 شود که نسبت مدول بالک به برشی مقدار مدول بالک و برشی: در این حالت فرض می 2زمانیهم

)1طوری که ثابتی باشد، به ) ( )K t c G t  1کهc بت است. بنابراین در این حالت وابستگی مقداری ثا

 به وابسته شدتبه فرض این صحت. باشدمی متفاوت آنها مقادیر فقط و بوده زمانی این دو یکسان

 .[1] است ثابت مقداری پوآسون ضریب حالت این در. دماست

 ویسکوالاستیک مواد رئولوژیک هایمدل -1-6

                                                        
1 Heaviside Step Function 
2 Synchronous 
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 و فنر قبیل از ویسکوز، و الاستیک مواد توسط تیک،ویسکوالاس مواد مکانیکی تحریک به پاسخ سازیمدل

 رفتار تفسیر جهت حالت ترینساده خطی، مکانیکی هایمدل این از استفاده شودمی انجام دمپر

 را سیستم( اتلافی) رفتار دمپر و پاسخ( الاستیک) ناگهانی رفتار فنر. باشدمی مواد ویسکوالاستیسیته

 .[1] کندمی سازیشبیه

  ولماکس مدل 1-6-1

 .[3] (2-1 شکل) است سری دمپر و فنر شامل 1ماکسول مدل

 

 ماکسول مدل  2-2 شکل

 .نوشت زیر صورتبه توانمی مدل، این برای را کرنش و تنش کلی یرابطه

(2-12) 
 




 
G

 

رفتار سیال است، همچنین این مدل،  کنندهتوصیف معمولاًرفتار برای بسیاری از مواد مناسب نیست و  این

 کند.بینی نمیرفتار مناسبی را برای خزش پیش

  کلوین ویت مدل 1-6-2

 کندمی توصیف را خزشی رفتار خوبیبه و (3-1 شکل) است دمپر با موازی فنر یک شامل 2کلوین ویت مدل

 .[3]بینی رهایش نیست لی مدل مناسبی برای پیشو

                                                        
1 Maxwell Model 
2 Kelvin-voigt Model 
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 ویت-کلوین مدل  3-2 شکل

 .است زیر صورتبه مدل این در کرنش-تنش یرابطه

(2-13) G     

  1مدل زنر(جامد استاندار خطی ) 1-6-3

 توصیف را ویسکوالاستیک جامد یک خزشی رفتار فقط نیز کلوین مدل و تنش رهایش رفتار ماکسول، مدل

 جامد طورمعمولبه آنچه. نیستند مناسب ویسکوالاستیک جامد عمومی رفتار ارائه برای کدامهیچ اماّ کند،می

 المان یا (4-1 شکل) فنر با سری صورتبه ویت-کلوین المان از ترکیبی شود،می نامیده المانی سه استاندارد

 .[3] است (5-1 شکل) فنر با موازی ماکسول

 

 خطی استاندارد جامد مدل اولین  4-2 شکل

                                                        
1 Standard Solid (Zener) Model 
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  خطی استاندارد جامد مدل دومین  5-1 شکل

 .است (14-1) یرابطه ورتصبه مدل اولین برای بنیادین یمعادله

(2-14) 
 

   
 
  
 

   
1 2 1 2 2

1 1

G G G G G
 

 .گرددمی تعیین زیر یمعادله با رهایش مدول تنش، رهایش آزمایش از استفاده با

(2-15) 



 
 
 
 

  


1
2 1

0 1 2

( )( )
( )

tt G
G t G G e

G G
 

ی اخیر که در رابطه
 

2
G

 است. 

 .است( 16-1) یرابطه صورتبه بنیادین یمعادله مدل، دومین برای

(2-16)   
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1 1
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 :صورتبه نیز رهایش مدول

 

 

 

(2-17) 
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 ایسازه اجزای -1-7

. شودمی طراحی وارده بارهای انتقال و تحمل منظوربه که است بعدیسه جسم یک کلی حالت در سازه یک

 این از یک هر بر حاکم روابط. است شدهتشکیل بعدیسه ترساده هایبخش از خود بعدیسه جسم این

 تحلیل و طراحی در سهولت منظوربه لیکن. است بعدیسه الاستیسیتة بر حاکم روابط همان درواقع ها،بخش

 هایسازه با را آنها توانمی باشند، خاصی شرایط حائز سازه، هایزیرمجموعه کهدرصورتی موردنظر، سازة

 زیر. داد کاهش شدتبه را هازهسا گونهاین تحلیل و طراحی هزینة و زمان و حل کرد بعدییک یا دوبعدی

، 3، صفحه2، تیر1خرپا :از اندعبارت شوندمی گرفته نظر در بزرگ هایسازه در غالباً که استانداردی هایسازه

های استاندارد فوق تخمین زده شود، به یک از گروهبعدی با کدامو ... . اینکه هر جزء سه 5، غشاء4پوسته

توان ای می، ولی با توجه به وظیفه آن جزء در کل سازه و ابعاد آن جزء تا اندازهتجربه طراح سازه بستگی دارد

عنوان نمونه اگر دو بعد سازه در مقایسه با یک بعد دیگر ای مربوط به آن جزء را مشخص کرد. بهگروه سازه

سازی آن مدلاز خرپا برای  معمولاًآن کوچک باشد و آن جزء تحت گشتاور خمشی نیز قرار نگرفته باشد، 

کنند، ولی اگر شرایط هندسی مذکور را داشته باشد، ولی تحت گشتاور خمشی نیز قرارگرفته استفاده می

توان برای صفحه، تیر خواهد بود. مشابه همین مطالب را می معمولاًسازی آن باشد، سازة مناسب برای مدل

ای است یک جزء سازه پرداخته خواهد شد. صفحهحه در این پروژه تنها به بررسی صف .غشاء و ... هم بکار برد

بارهایی قرار ملاحظه باشد و تحتای )طول و عرض( آن در مقایسه با ضخامتش قابلکه ابعاد درون صفحه

شود. در بیشتر موارد، ضخامت صفحه در آن منجر به خمش آن نیز می 6کشیدگی گیرد که علاوه بر ایجادمی

کند. به همین دلیل، استفاده از تجاوز نمی دهمیک)طول و عرض( آن از ای نسبت به ابعاد درون صفحه

تر دوبعدی استفاده کرد. هرچند این توان از معادلات سادهبعدی لزومی ندارد و میمعادلات الاستیسیتة سه

 .[4] گرددبعدی میسازی در بعضی از حالات باعث اختلافاتی نسبت به حالت سهساده

                                                        
1 Truss 
2 Beam 
3 Plate 
4 Shell 
5 Membrane 
6 Extension 
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 هاورق تئوری -1-8

 :کنندمی بندیتقسیمزیر  صورتبهعمده  دستهرا به سه  هاورق های موجود برای تحلیلریتئو

 1تئوری ورق کلاسیک 

  2اول یا میندلین مرتبهتئوری 

 3بالاتر مرتبههای تئوری 

 .های فوق در ذیل شرح داده خواهند شدهریک از تئوری

 کلاسیک ورق تئوری 1-8-1

 را کیرشهف فرضیات که گردد انتخاب ایگونهبه آن جابجایی نمیدا که است اینظریه کلاسیک، ورق تئوری

 :شامل کیرشهف فرضیات. سازد برآورده

 همچنان نیز شکل تغییر از پس شکل، تغییر از قبل 4 میانی صفحه بر عمود مسطح صفحات 

 .بمانند باقی مسطح

 نشوند طول تغییر دچار ورق، میانی صفحه بر عمود مسطح صفحات. 

 میانی در مقایسه با ضخامت ورق کوچک است بنابراین شیب آن نیز کوچک و از ی خیز صفحه

 کرد. نظرصرفتوان مجزور شیب در مقایسه با یک می

 است. نظرصرفهای تنش قابل ی میانی در مقایسه با سایر مؤلفهتنش نرمال بر صفحه 

 که خطی شکل این رد. است شدهداده نشان صفحه از بخشی روی کیرشهف فرضیات ،(6-1 شکل) در

 .باشد نیز صفحه وسط در دلخواهی صفحه هر تواندمی درواقع است، شدهداده نشان صفحه لبه عنوانبه

                                                        
1 Classical Plate Theory(CPT) 
2 Mindlin or First-order Shear Deformation Theory(FSDT) 
3 Higher-order Shear Deformation Theory(HSDT) 
4 Transverse normal 
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 کیرشهف فرضیات با ورق یلبه شکل تغییر از بعد و قبل وضعیت  6-2 شکل

 :از عبارت استمیدان جابجایی در تئوری کلاسیک 

(2-18) 

0
0

0
0

0

( , , )
( , , , ) ( , , )

( , , )
( , , , ) ( , , )

( , , , ) ( , , )

w x y t
u x y z t u x y t z

x
w x y t

v x y z t v x y t z
y

w x y z t w x y t


 




 




 

0 0 0
( , , )u v w  میانی در سه جهت دستگاه مختصات هستند صفحهجابجایی نقاط. 

 (میندلین) ورق اول مرتبه برشی هایشکل تغییر تئوری 1-8-2

عمود بر صفحه میانی  مقاطع مسطح اینکه جزبهز صادق است های ورق کلاسیک، برای ورق میندلین نیفرض

بر صفحه میانی ورق عمود نباشند.  ممکن است مانند، ولیپس از تغییر شکل نیز مسطح باقی می

رو، این تئوری خواهد بود. ازاین (z) ضخامت تابعی خطی از مختصات yو  xدیگر جابجایی در جهات عبارتبه

تفاوت این تئوری با تئوری ورق کلاسیک منجر به تفاوت  .برشی مرتبه اول گویند هایرا تئوری تغییر شکل

شود. این های ارتعاشی و بارهای کمانش میها، فرکانستغییر شکل ها نظیرهای حاصل از این تئوریدر جواب

دهد، می تدسبهها را کمتر از تئوری مرتبه اول تئوری ورق کلاسیک تغییر شکل صورت است کهتفاوت بدین

. این اختلاف در [4] زندها و بارهای کمانش را بیشتر از تئوری مرتبه اول تخمین میکه فرکانسدرحالی
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-بنابراین بهتر است که برای ورق شود.نسبت ضخامت )نسبت ضخامت به ابعاد صفحه( بالا، بیشتر نمایان می

شکل )شده در بالا و با توجه به به فرضیات مطرح با توجه ز تئوری مرتبه اول استفاده شودنسبتاً ضخیم ا های

 صورت زیر نوشت:توان به، میدان جابجایی تئوری مرتبه اول را می(1-7

(2-19) 




 

 



0

0

0

( , , , ) ( , , ) ( , , )

( , , , ) ( , , ) ( , , )

( , , , ) ( , , )

x

y

u x y z t u x y t z x y t

v x y z t v x y t z x y t

w x y z t w x y t

 

بردن قید  وان دریافت که چگونه از بینتاین میدان جابجایی با میدان جابجایی ورق کلاسیک، می مقایسهبا 

 دو تابع مجهول ظاهر شدنعمود بودن باعث 
x

 و 
y

 توابع درواقع. به مجموعه توابع مجهول شده است 
x

 

 و
y

 .باشندمی xو  yحورهای نرمال حول م صفحههمان چرخش  

 

 اول مرتبه تئوری فرضیات با ورق یلبه شکل تغییر از بعد و قبل وضعیت  7-2 شکل

 چرخش ، توابعزکبرای ورق نا
x

 و 
y

 :کنندمیانی میل می صفحهمقدار شیب  به 

(2-20) 





0 ,
x

w

x







0
y

w

y
 

 :نوشت زیر صورتبه توانمی را مفروض جابجایی میدان برحسب ورق هایکرنش
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(2-21) 
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 برشی هایکرنششود، که در روابط اخیر مشاهده می گونههمان
xz

و  
yz

بیانگر  هستند و این zمستقل از  

 برشی غیر صفر در سطوح آزاد ورق هایتنشوجود  
2

h
z بایست در این سطوح می است که در حقیقت

نیروهای برشی توسط میندلین  بر 1برابر صفر باشد. جهت جبران این خطا، اعمال ضریب تصحیح برشی

 .پیشنهاد شد

 بالاتر مرتبه برشی هایشکل تغییر تئوری 1-8-3

است.  پذیردلخواهی امکان درجهتا هر  (z) در حالت کلی بسط میدان جابجایی برحسب مختصات ضخامت

دارد، عملاً  بالا وجود مرتبههای مشکلات محاسباتی که در تئوریبری و های جپیچیدگی به علت وجودبااین

سوم  درجه سوم توصیه نشده است. دلیل اینکه از میدان جابجایی مرتبههای بالاتر از استفاده از تئوری

) برشی عرضی هایکرنشاین است که  شوداستفاده می
xz

و  
yz

) عرضی برشی هایتنشو  (
xz

و  
yz

) 

. لذا ردو پایین صفحه صفر ک ها در سطوح آزاد بالاها و تنشاین کرنش توانخواهد بود و میدوم  درجهاز 

های بالاتر به تئوری عدم نیاز نیست اول مطرح شد، نیازی مرتبهدیگر به ضریب تصحیح برشی که در تئوری 

شود. در یافت می. [5] جعدر مر بعدی میدان نیز نتیجه گرفت. این مطلبتوان از حل سهرا می 3 مرتبهاز 

که افزایش  شدهدادهاست، نشان  شدهاستفادهورق  برای بررسی ارتعاشات 2ریتز-که از روش ریلی این مرجع

سوم یا بالاتر از آن  مرتبههای تئوری. ندارد آمدهدستبه هایفرکانس تأثیری در همگرایی ،3 بیش از  z درجه

 نامهپایانمتفاوتی داشته باشند. اما در این  های جابجاییشان ممکن است میدانهای اولیهبا توجه به فرض

 .شودمعروف است، ذکر می 3سوم ردی مرتبهسوم که به تئوری  مرتبهتنها یک نوع تئوری 

                                                        
1 Shear correction factor 
2 Rayleigh-Ritz 
3 Reddy 
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 بالاتر و سوم مرتبه تئوری فرضیات با ورق یلبه شکل تغییر از بعد و قبل وضعیت  8-2 کلش

 :کندزیر فرض می صورتبهسوم ردی، میدان جابجایی را  مرتبهتئوری 

(2-22) 
  

  


   




   




3 0
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3 0
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     2)h این میدان جابجایی  شود.تئوری مرتبه اول حاصل می و با صفر قرار دادن آن،باشد می

ا در سطوح آزاد بالا و برشی عرضی ر هایتنشصفر بودن  شرط خودخودبهاست که  شدهانتخاب ایگونهبه

 .کندورق ارضاء میپایین 

(2-23)     ( , , ) ( , , ) 0
2 2xz yz

h h
x y x y  

ی محاسباتی پایین، تئوری ورق مرتبه اول اغلب یک توصیف با دقت کافی از علاوه بر سادگی ذاتی و هزینه

-های نازک فراهم میهای طبیعی ارتعاشات( برای ورقهای عمومی )مانند خیز، بار کمانشی و فرکانسپاسخ

 آورد.
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 مقالات مرور -1-9

. وی از داد قرارو مطالعه  مورد بررسیجامع  طوربهای و حلقوی را رهیداهای ارتعاشات خطی ورق [6] 1لیزا

معادلات  حلو توابع بسل برای  عمومی آوردن معادلات و از بسط فوریه دستبهتئوری کلاسیک برای 

ارگیری روش ویلیامز کارتعاش اجباری ورق مدوّر ویسکوالاستیک را با به [7] 2روبرتسون استفاده کرد.

 [8] 3کونگ و پاو ها و اثر برشی بررسی کردند.)الگوریتم فاکتورگیری عددی( و با در نظر گرفتن اثر چرخش

ارتعاشات خمشی غیرخطی ورق دایروی الاستیک، با شرایط مرزی گیردار را با استفاده از روش گالرکین و با 

ر دادند و سپس نتایج تحلیلی خود را با نتایج آزمایشگاهی نظر گرفتن یک جمله از بسط، مورد مطالعه قرا در

ای با داشتن شرایط مزری قسمتی ساده یا دایره هایورقارتعاشات  [9] 4هیرانو و اکازاکی مقایسه کردند.

با استفاده از  را بر محیط خود ورق هایجابجاییادغام شرایط قیود برای  آنهاقسمتی گیردار را بررسی کردند. 

ای دایره را برای سه نمونه انجام دادند: ورقکردند و محاسبات عددی  بندیفرمولاقیمانده وزنی روش ب

 یبخش گاه ساده و بخش دیگر آزاد؛تکیهبخشی  ؛گیردار بر روی بخشی از مرز و ساده در بخش باقیمانده

 [10] 5آلوار و ناس دادند. هآزاد را ارائ-در انتها برخی مقادیر تجربی برای لبه گیردار .گیردار و بخشی آزاد

های ایهای دایروی تحت بارهای گذرا را بررسی نمودند. آنها چند جملهپاسخ دینامیکی غیرخطی ورق

ی زیاد تحت بارهای گذرا با در نظر گرفتن میرایی و نامیرایی استفاده های با دامنهچف برای حرکتچبی

ای خارج از مرکز را با سکوالاستیک با مرزهای داخلی دایرهارتعاشات خطی ورق مدور وی [11] 6کردند. ناگایا

 7استفاده از تئوری کلاسیک برای شرایط مرزی مختلف به کمک روش عددی مطالعه کرد. یامادا و تاناکا

شده است را بررسی کردند. با در  که در امتداد چند بخش شعاعی مقیدای دایره ورقتعاش آزاد یک ار [12]

بارهای هارمونیک نامعلوم، پاسخ ثابت صفحه به این  عنوانبهالعمل بر چند بخش ای عکسنظر گرفتن نیروه
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مدهای طبیعی ورق مدور ویسکوالاستیک  [13] 1بیلی و چنن کردند. با استفاده از تابع گرین بیارا بارها 

چرخش بدون های نازک و در نظر گرفتن اثر اتلاف مکانیکی و خطی را با تعمیم تئوری خمش کلاسیک ورق

تحلیل محاسباتی ارتعاشات غیرخطی ورق به  [14] 2هانگ و والکر آوردند. دستدر نظر گرفتن اثر برش را به

و غیرقابل حرکت است، هایی که لولا متحرک با جرم صلب متمرکز برای حالت ،مدور الاستیک لولا شده

کانترویچ  3روش میانگین زمانی وسیلهبه. معادلات دیفرانسیل جزئی غیرخطی با حذف متغیر زمانی پرداختند

 دسترا بههای پاسخ حل نیوتنی،با استفاده از روش تکرار  غیرخطی معمولی تبدیل وبه معادله دیفرانسیل 

ای را بررسی کردند. آنها با های چندلایه تحت بار ضربهپاسخ دینامیکی ورق [15] 4سدرباوم و ابودی .آوردند

ی فرکانسی لاستیک بولتزمن و با استفاده از روش تحلیلی تبدیل فوریه در محدودهاستفاده از مدل ویسکوا

تحلیل  [16] 5سیواکوماران تحلیل را انجام دادند. تئوری ورق مورد استفاده آنها تئوری برشی مرتبه اول بود.

را مطالعه ها ام لبهای و حلقوی با شرایط مرزی آزاد در تمکامپوزیتی نامتقارن دایره هایارتعاشات آزاد ورق

حل  [17]و ردی  6خدیر .طبیعی از روش ریلی ریتز استفاده کردهای آوردن فرکانس دستنمود و برای به

-ی بالا ورقی متقارن متعامد را با استفاده از تئوری تغییر شکل برشی مرتبهدقیق پاسخ گذرای ورق چندلایه

د مودها و تکنیک متغیرهای حالت، به بررسی پاسخ دینامیکی ها ارائه کردند. آنها با استفاده از روش تعام

گاه ساده با های مستطیلی با تکیههای دقیق حل را برای ورقی متقارن متعامد پرداختند. آنها جوابچندلایه

با مرور کلی بر کارهای  [18] 7میندلین و کلاسیک مقایسه کردند. وینسل-های ریتزبارهای مختلف با حل

برای ورق توپر و حلقوی الاستیک بر اساس تئوری برشی و کلاسیک ارائه کرد. وی اثر شرایط  انجام شده

با  [19]هادیان و نایفه  مرزی، خواص مکانیکی و ابعاد هندسی ورق بر فرکانس طبیعی را بررسی نمود.

 دستبه های چندگانه برایکارمن در مختصات قطبی و استفاده از روش مقیاس-استفاده از معادلات فن

 های مدوّر را با در نظر گرفتن اثر میرایی بررسی کردند.آوردن معادلات حرکت، پاسخ مودهای متقارن ورق
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ی غیرخطی که در معرض بار های مدور ویسکوالاستیک با هندسهپایداری ورق [20] 1سدربام و دراوشی

عددی رانج کوتاه مرتبه چهار برای حل  ها بودند را بررسی کردند. آنها از روششعاعی و ممان خمشی در لبه

الاستیک  ورقبا دامنه زیاد یک  متقارنارتعاشات غیرخطی  [21]ابراهیمی و نائی  معادلات استفاده کردند.

بررسی  را ای شکل با یک جرم صلب متمرکز برای شرایط مرزی مختلف با استفاده از روش اجزاء محدوددایره

های الاستیک پیچشی، گاهلی غیرقابل حرکت، مفصلی متحرک، گیردار، تکیههای مفصگاه. انواع تکیهندکرد

ارتعاشات آزاد و ها روی پاسخ سیستم را ارائه نمودند. همچنین تحلیل گاهفنردار و اثر ضریب الاستیک تکیه

ام های جرم را انجو نسبت جرم شعاع هایسیستم فوق تحت بار سینوسی برای انواع نسبت اجباریارتعاشات 

ای ناهمسانگرد قطبی ضخامت متغیر خطی در ارتعاشات نامتقارن صفحات دایره [22] 2گوپتا و انصاری .دادند

روش  ازرا  مسأله تقریبیحل  ای بر پایه تئوری کلاسیک بررسی ومعرض نیروی هیدرواستاتیکی درون صفحه

ق حلقوی الاستیک با شرایط مرزی ارتعاش عرضی ور [23]و همکاران  3رومانلی آوردند. دستریلی ریتز به

ی خارجی آزاد را بررسی نمودند. آنها با استفاده از تئوری کلاسیک های میانی در ورق( و لبهگاهمیانی )تکیه

 4امابیلی و کواک آوردند. دستهای بنیادی ورق را بهها و استفاده از روش تربیع دیفرانسیلی فرکانسورق

حل  آنها .ستر سطح سیال آزاد را مطالعه کردندای بر بدایره هایعاشات آزاد ورقسطح آزاد بر ارت امواج [24]

ارتعاشات نامتقارن  [25]گوپتا و انصاری آوردند.  دستبه بدیل هنکلو ت را با استفاده از تکنیک اغتشاشات

تئوری بر پایه مدور ناهمسانگرد قطبی ضخامت متغیر خطی بر بستر الاستیک )نوع وینکلر(  هایورق

ا روش ب را نتایج استفاده کرده وطبیعی  هایفرکانس آوردن دستاز روش ریتز برای به. کلاسیک بحث کردند

تحت تحریک  ارتعاشات نامتقارن غیرخطی صفحه مدور گیردار [26] 5یئو و لی .اجزاء محدود مقایسه نمودند

تحلیل میرایی و ارتعاشی صفحه  [27]چن  وانگ و هارمونیک را با استفاده از تئوری کلاسیک بررسی نمودند.

و نتایج را حلقوی کامپوزیتی سه لایه با لایه میانی ویسکوالاستیک را به روش اجزاء محدود بررسی کردند 

رهایش دینامیکی با  [28] صالحی و آقایی حلقوی کامپوزیتی نامتقارن و متقارن ارائه کردند. هایورقبرای 
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مدور ویسکوالاستیک نامتقارن با در نظر گرفتن برش عرضی و تئوری تغییر  هایهای بزرگ ورقتغییر شکل

معادلات غیرخطی د استاندارد خطی را ارائه نمودند و شکل برشی مرتبه سوم و با فرض مدل جام

-ویژگی [29] 2پراکاش و گاناپاتی .و تفاضل محدود حل کردند 1با ترکیب روش رهایش پویارا  آمدهدستبه

از روش اجزاء با استفاده را  3ای هدفمنددایره هایورقآزاد نامتقارن و پایداری ترموالاستیک  های ارتعاش

و در راستای ضخامت  را که دارای توزیع یکنواخت روی سطح ورقمیدان دما آنها . محدود بررسی کردند

ارتعاشات غیرخطی روابط حاکم بر  [30]زاده و همکاران  وردیالله .فرض شده است در نظر گرفتندمتغیر 

بندی کارمن، فرمول-اساس معادلات دینامیکی فن های نازک دایروی هدفمند را برمتقارن محوری ورق

کردند و اثرات دامنه ارتعاش و کسر حجمی را بر تنش اعمالی در ورق بررسی کردند. آنها از تئوری کلاسیک 

های ورقارتعاشات غیرخطی  [31]اشماتوف  .آوردن معادلات و حل استفاده کردند دستو حل عددی برای به

را  آمدهدستبهی غیرخطی وی معادله .بررسی کرد شدهاصلاحویسکوالاستیک را بر اساس تئوری تیموشنکو 

 هویسکوالاستیسیت ریتأثی تربیع حل کرد و در انتها، ی قاعدهگالرکین و روش عددی بر پایه-به روش بابنوف

صفحات حلقوی هدفمند  بعدیسهارتعاشات آزاد  [32] 4دونگ ات ورق را نشان داد.و ناهمگنی مواد بر ارتعاش

 ریتز-چفمطالعه کرد و همگرایی روش چبی ریتز-چفچبیبا استفاده از روش  را با شرایط مرزی مختلف

 هایورقتحلیل غیرخطی هندسی  [33] 5گانس و ردی .بررسی گردید و نتایج را با سایر مراجع مقایسه کرد

با  ،صورت محلیبه مؤثر راخواص مواد  آنها .را انجام دادنددور هدفمند در معرض بارهای مکانیکی و حرارتی م

 [34] پورسعیدی و آتشی .تاناکا است ارزیابی نمودند-موری که بر اساس رویه 6سازیاستفاده از روش یکسان

را  ر اساس تئوری برشی مرتبه اولهای ضخیم مستطیلی همسانگرد عرضی بحل تحلیلی ارتعاشات آزاد ورق

ی برشی مرتبه های همسانگرد عرضی بر پایه تئورجدیدی از معادلات حرکت ورق بندیفرمول انجام دادند و
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ارتعاشات  [35]و همکاران  1ویسواناتان .اول را ارائه دادند و برای حل معادلات، از سری فوریه استفاده کردند

را بررسی کردند. معادلات حاکم  2اسپیلاینی با استفاده از تابع تقریبی آزاد نامتقارن صفحات مدور حلقو

دستگاه معادلات دیفرانسیل کوپل برحسب توابع آنها . ییر شکل برشی و اینرسی دورانی استشامل اثرات تغ

مرتبه  اب 3نوع بیکلی اسپیلاینبا استفاده از توابع را این توابع  آوردند و دستجابجایی و توابع چرخشی به

سازی پاسخ ی مدل اجزاء محدود با قابلیت شبیهمحاسبه [37 و 36] 4آسیه و الطاهر مناسب تقریب زدند.

های ویسوالاستیک را ارائه دادند. روش حساب تغییرات برای نوشتن معادلات حرکت و معادلات ی بدنهضربه

سازی میرایی ین مدل ویچرت برای شبیهشده بودند، بکار گرفته شد. همچنبنیادی که به فرم انتگرالی بیان

یردار گ یکسر ورقارتعاشات غیرخطی  [38]بختیاری و نظری  رفتار ویسکوالاستیک ماده بکار گرفته شد.

کارمن و با استفاده -ی غیرخطی فنهای ویسکوالاستیک را بررسی کردند. بر اساس هندسهیهلاهمسانگرد با 

شده را تحلیل و حل نمودند بعد بیدود، معادلات حرکت غیرخطی های چندگانه و تفاضل محاز روش مقیاس

 [39] 5گوپتا و کومار استفاده کردند.آوردن شکل مودهای ارتعاش عرضی ورق  دستبهو از روش ریتز برای 

که ضخامت آن در جهت شعاع  ویت(-ارتعاشات آزاد خطی ورق دایروی ناهمگن ویسکوالاستیک )مدل کلوین

باشد را با استفاده از کند و در معرض یک توزیع دمای خطی در این جهت میییر میصورت خطی تغبه

با استفاده از روش  [40]فلاحتگر و صالحی  کمک روش تقریبی ریلی ریتز بررسی کردند.تئوری کلاسیک و به

حت ی غیرخطی ترهایش پویا و تفاضل محدود به مطالعه رفتار خمشی قطاع حلقوی میندلین حاوی هندسه

تحلیل چند مقیاسی  [41]ای گیردار و لولا پرداختند. معصومی و همکاران فشار جانبی یکنواخت با قیود لبه

ویسکوپلاستیک را با استفاده از روش تربیع دیفرانسیلی -های کامپوزیتی چندلایه ویسکوالاستیکورق

نهی بولتزمن و اصل برهم تفاده ازبا اس را رفتار ویسکوالاستیکی ماتریسبررسی کردند. آنها  6یافتهتعمیم

توصیف رفتار ویسکوپلاستیک ماتریس از  مدل کردند و برایبا استفاده از سری پرونی  کامپلیانس خزش را

                                                        
1 Viswanathan 
2 Spline 
3 Bickley 
4 Assie and Eltaher 
5 Gupta and Kumar 
6 Gneralized Differential Quadrature 



 معادلات استخراج   2 فصل

 

21 

 

ها و فرکانس شده اضافهجرم  [42] و همکاران 2تاریوردیلو .استفاده نمودند 1کریسمن-نال زاپاسمدل فانکش

با  بررسی کردند. آنهامدور گیردار در تماس با سیال  ازجمله ورقه کوپل را برای ارتعاش آزاد نامتقارن دستگا

تابع پتانسیل سرعت برای  لزج و تراکم ناپذیر، از نوسانات کوچک ناشی از ارتعاش ورق در سیال غیرتوجه به 

ارتعاشات غیرخطی و پایداری  [43] سماعیل زاده خادمجلالی و ا استفاده کردند.توصیف حرکت سیال 

شده با نانولوله کربنی ویت( کامپوزیتی تقویت-ورق مربعی ویسکوالاستیک )مدل کلوین امیکی یک میکرودین

ا استفاده از ب میکرو ورقمعادلات حرکت غیرخطی را تحت بار الکتروستاتیکی را مورد بررسی قرار دادند. 

رکین و تئوری مقیاس چندگانه ترکیبی از روش گال کارگیریبهو با  استخراجکارمن -نروش نیوتن و تئوری ف

اثرات غیرخطی هندسی بر تحلیل ارتعاشات آزاد و به بررسی  [44]امینی و همکاران  .را حل کردند هامعادله

بر خواص مواد در راستای ضخامت  پرداختند. آنها از تغییرات ضخیم نسبتاًهدفمند حلقوی  ورقاجباری 

استفاده کردند و کارمن -نی مرتبه اول ورق و رابطه فاساس توزیع نمایی و از تئوری تغییر شکل برش

برای ارتعاشات خطی و را و نتایج  ررسی نمودندبرا آزاد و اجباری حالت پایدار  تحلیل ارتعاشهمچنین 

آوردن پاسخ  دستبرای به [45] 3خلفی و روس پیک با دیگر منابع آوردند.غیرخطی صفحه حلقوی ایزوترو

صورت سری پرونی مدل کردند. ی ویسکوالاستیک را بهای ویسکوالاستیک، هستههگذرای ورق مستطیلی لای

آوردند؛ همچنین معادله حرکت را با استفاده از تبدیل فوریه  دستی حرکت را از معادله لاگرانژ بهآنها معادله

شرعیات و  کردند.نظر های نرمال نیز صرفحل کردند. آنها تنها برش عرضی را مدنظر قرار دادند و از تنش

ی ناهمگن با بستر الاستیک ارتعاشات آزاد ورق مدور ویسکوالاستیک ضخامت متغیر از ماده [46]همکاران 

ی ورق را بررسی کردند. در این تحقیق فرض شد خواص ویسکوالاستیک ورق در جهت ضخامت و در لبه

 [47] 4لال و آلاوات های توانی حل کردند.ی سریوسیلهآمده را بهدستشعاع متغیر است. آنها معادلات به

 ای یکنواختمدور هدفمند در معرض بار درون صفحه هایورقنتایج عددی و تحلیلی برای ارتعاشات متقارن 

                                                        
1 Zapas–Crissman 
2 Tariverdilo 
3 Khalfi and Ross 
4 Lal and Ahlawat 
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برای حل معادله دیفرانسیل حرکت  1روش تبدیل دیفرانسیل ازبر اساس تئوری کلاسیک ارائه دادند.  را

اثر شاخص کسر حجمی و پارامتر نیروی آنها . و ساده استفاده کردندبا شرایط مرزی گیردار صفحات مدور 

 رتعاشات غیرخطیا [48]رضایی و جهانگیری  .ی بر سه فرکانس اول را مورد بررسی قرار دادندادرون صفحه

ساندویچی تابعی با بستر پاسترناک غیرخطی که همزمان تحت نیرویی هارمونیک عرضی و  هایورق

برشی مرتبه اول  شکلتغییر  شدهاصلاحاساس تئوری  بره کردند. مطالعرا ای قرار دارد هصفح درون استاتیکی

 دستورق را بهکارمن و اصل همیلتون، معادلات غیرخطی حاکم بر حرکت -نف کارگیری تئوریو با به هاورق

اشات اجباری ارتع [49] و نثیرقاهری  .را حل کردند حاکم گالرکین، معادلات با اعمال روش آوردند و

ها و ای از جنس مواد هدفمند را با استفاده از تئوری کلاسیک ورقهای نازک دایرهغیرخطی نامتقارن ورق

ارتعاشات غیرخطی ورق مستطیلی ویسکوالاستیک  [05] 2. امابیلیدادند قراری بررس موردروش اغتشاشات 

رض نازک بودن ورق از تغییر شکل برشی و ویت( را با استفاده از روش عددی حل کرد. وی با ف-)مدل کلوین

 .کرده است نظرصرفاینرسی دورانی 

 

 

 

 

 

 

 

 

                                                        
1 Differential Transform 
2 Amabili 
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 بندیجمع -1-10

-معادلات بنیادین تنشهای این مواد، ار و ویژگیدر این فصل، ابتدا به معرفی مواد ویسکوالاستیک، رفت

ای های رئولوژیکی این مواد پرداخته شد. سپس انواع اجزای سازهکرنش در شکل دیفرانسیلی و معرفی مدل

نامه های متداول در بررسی ورق و درنهایت به مرور مقالات مرتبط با پایانمعرفی شد. سپس به معرفی تئوری

های های زیادی در زمینه ارتعاشات خطی و غیرخطی ورقدهد تحقیقالات نشان میمقپرداخته شد. مرور 

انجام شده است. برای ارتعاشات  FGMدایروی در حالت متقارن و نامتقارن، برای مواد در حالت الاستیک و 

مختلف و های با استفاده از تئوری FGMهای دایروی در حالت متقارن و نامتقارن برای مواد الاستیک و ورق

توان نتیجه گرفت، در های تحلیلی و عددی، مطالعات زیادی انجام شده است. از مطالعات انجام شده میروش

 ولی تحقیقاتی وش تحلیلی برای حل بهره گرفتهاند از رکه از تئوری کلاسیک استفاده نموده بیشتر مواردی

در این اند. ددی برای حل استفاده کردهکه با استفاده از تئوری تغییر شکل برشی انجام شده از روش ع

به بررسی ارتعاشات  زاد و اجبای ورق مدور ویسکوالاستیک  تقریبی  ورت تحلیلینامه، بهپایان

در حالت نامتقارن با خیز کوچک و است اده از تئوری تغییر شکل برشی مرتبه اول پرداخته 

 شود.می
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 معادلات استخراج    2 فصل

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 فصل دوم
 

 استخراج معادلات 
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 مقدمه -2-1

 با کوچک هایشکل تغییر گرفتن نظر در با الاستیک قطاع و ورق حرکت معادلات استخراج به فصل این در

 و برش در ویسکوالاستیک ماده رفتار گرفتن نظر در با سپس. شد خواهد پرداخته همیلتون اصل از استفاده

دستبه معادلات. شودمی داده تعمیم ویسکوالاستیک یماده برای آمدهدستبه معادلات ،بالک در الاستیک

 .است زیر فرضیات دارای و بود خواهد اول یمرتبه برشی شکل تغییر تئوری اساس بر آمده

  است؛ همسانگرد و همگن ورق .1

 است؛ خطی جابجایی کرنش رابطه و شده فرض کوچک خیز .2

 شود و رابطه تنش کرنش خطی است؛می گرفته نظر در خطی ویسکوالاستیک ورق، جنس .3

 است؛ استاندارد در بالک الاستیک و در برش مادهرفتار  .4

 است؛ زمان و مکان تابع عرضی بار .5

 لهمسأ تعریف -2-2

مفروض  و چگالی h، ضخامتor، شعاع خارجی irورق و قطاع حلقوی با شعاع داخلی 1-2مطابق شکل 

که تابع مکان و زمان  ت بار عرضی دینامیکی بر واحد سطح قرار دارداست. ورق تح

( , ) ( , ) ( )  Q r t f X g t  .ای بر اساس دستگاه مختصات استوانه مسألهبندی فرمولمی باشد( , , )r z 

نیز در راستای عمود بر سطح  zو جهت zی چرخش حول محورزاویه جهت شعاع،  rبوده که در آن

 باشد.ورق و از سطح میانی می
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 حلقویو قطاع  ورق مختصات دستگاه و هندسه  1-2 شکل

 

 .است شدهگرفته نظر در زیر صورتبه جابجایی میدان اول، یمرتبه برشی شکل تغییر تئوری اساس بر

(2-1) 
  

  

 

 

 



0 1

0 1

0

( , , , ) ( , , ) ( , , )

( , , , ) ( , , ) ( , , )

( , , , ) ( , , )

u r z t u r t zu r t

v r z t v r t zv r t

w r z t w r t

 

دارای بعد  0wو  0u ،0vباشند. می zو  r ،ی جابجایی به ترتیب در راستای سه مؤلفه wو  u ،vکه در آن 

 0wو  0u ،0vهمانند  بوده وبعدبیتوابعی  و 1u ،1v. استی میانی بوده طول بوده و بیانگر جابجایی صفحه

 .[51] صورت زیر استی کرنش جابجایی بهباشند. رابطهمجهول می

(2-2) 

 





  
  

 
 


  

    
          
      

     
               

    
              

0 01 1
0 1

0 0
1 1

0 01 1

1 1 1
z ; ; 0

1 1
;

1 1

r z

z rz

r

u vu vu u v z w
u zu

r r r r r r r r z
w ww v w u

v u
r z r r z r

u vu vu v v
z z

r r r r r r

 

 .[51] شودمی بیان زیر صورتبه کرنش-تنش روابط فوق، کرنش میدان اساس بر



 ورق کرنشی انرژی یمحاسبه-2-3
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(2-3) 
2 2

( )( ) 2 ; ( )( ) 2
3 3

2
( )( ) 2 ; ; ;

3

r r z r r z

z r z z z zrz rz r r

G G
K G K G

G
K G G G G

   

    

         

          

         

       

 

 .باشدمی برشی مدول G و بالک مدول K روابط این در که

 ورق کرنشی انرژی یمحاسبه -2-3

 :[52] شودمی تعریف زیر صورتبه کرنشی انرژی چگالی

(2-4) 
     

                * 1

2
( )

r r z z r r rz rz z z
U  

 عبارت است از: در شرایطی که رابطه تنش کرنش خطی است، چگالی انرژی کرنشی 1تغییرات

(2-5) *

r r z z r r rz rz z z
U

     
                   

 .شودمی نتیجه (5-2) در (2-2) کرنش میدان هایمؤلفه جایگذاری با

(2-6) 
 * 0 0 01 1

0 1 1

0 0 01 1
1

1 1
z

1 1

r rz

r z

u v wu vz
U u zu u

r r r r r r

u v wu v
z z v

r r r r



 

      
 

   
  

        
                          
         

                           

 

آید. المان حجم می دستبهبر روی حجم ورق گیری چگالی انرژی کرنشی انرژی کرنشی ورق با انتگرال

dVصورت به rdrd dz صورت های محورهای مختصات بهی تغییرات مؤلفهبوده و در آن محدوده

i or r r  ،0 2    و/ 2 / 2h z h   .است 

(2-7) 
2

0 0 01 1
0 1 10

0 0 01 1
0 1 1

(

v )

o

i
r r r r

r r r z

r

r

r r r

u v uu v
U rN rM N u M u N M N rQ u

r r
v w wu v

M rN rM N M v rQ Q rQ v drd
r



    

    

  


   

        

       

   
        

    
   

      
    

   

                                                        
1 Variation 
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که در رابطه اخیر
r

N ،N


 ،
z

N ،
r

M ،M


 ،
r

M


 ،
rz

M ،
z

M


 ،Q


 ،
r

Q  و
r

N های تنش است که منتجه

 شوند:صورت زیر تعریف میبه

(2-8)    

      

    

     

 

 

 

 

 

 

/2 /2

/2 /2
/2 /2

/2 /2

( , ,N ) ( , , ) ;( , ) z( , ) ;

( , , ) z( , , ) ;( , , ) ( , , )

h h

r z r z r rh h
h h

s r sh hr rz z r rz z r rz r z

N N dz M M dz

M M M K dz Q N Q K dz
 

 ورق جنبشی انرژی یحاسبهم -2-4

 .[35]صورت زیر است به T*چگالی انرژی جنبشی 

(2-9) 
2 2 2

* 1

2

u v w
T

t t t

        
        
         

 

گیری از آن بر روی حجم ورق، انرژی و انتگرال (9-2)ی در رابطه (1-2) با جایگذاری میدان جابجایی

 آید.می دستبهصورت زیر به Tجنبشی 

(2-10) 


 
    

    
    

             
             

               
 

2 2 2 2 2
3

2
0 0 0 1 1

0

1

2 12

o

i

r

r

u v w u vh
T h rdrd

t t t t t
 

 خارجی نیروی کار -2-5

روی سطح ورق یعنی  که بر Qکار ناشی از تحریک عرضی 
2

h
z  [35]صورت زیر است شود بهاعمال می: 

(2-11) 
2

0
( , , ) ( , , , )

o

i

r

Q r
w rQ r t W r z t drd



     

 همیلتون ا ل از است اده با حرکت معادلات تعیین -2-6

1ی زمانی با استفاده از اصل هامیلتون در بازه 2( , )t t [35]شود نتیجه می: 

(2-12)     
2

1

0;
Q

t

t
Ldt L T V W  



 همیلتون اصل از استفاده با حرکت معادلات تعیین-2-6
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صورت زیر ستیک بههای تنش ورق الای حرکت برحسب منتجهمعادله (12-2)تا  (6-2)ابط وکارگیری ربا به

 شود.حاصل می

(2-13) 

2

0

2

23

1

2

2

0

2

23

1

2

2

0

2

( ) 0

( ) r 0
12

( ) 0

( ) 0
12

( ) 0( , , )

r

r

r

r r

r r

r r

r

u N
rh N rN

rt
Muh

r rM Q M
rt

v N
rh rN N

rt
Mvh

r M rQ rM
rt

w Q
rh rQ

rt
rQ r t











 



  





















 

 
    

 
 

     
 

  
    

 
 

     
 

 
   

 


 

 صورت زیر است.معادلات حرکت برحسب جابجایی به (13-2)در  (8-2) های تنشبا جایگذاری منتجه

 الف(-2-14)
 


     

         
     

 
  
 

2 2 2 2

0 0 0 0 0 0 0

2 2 2

4 1 7
( ) ( ) ( ) 0

3 3 3

u u u u v v uG G G
K G r K K r

r r r r rr t

 

 ب(-2-14)






   
       

    
 

   
 

 
  
 

01

12 2

0

2 2 22 2 2
1 1 1 1

2 2

22 2
1

2 2

4 1
( ) ( ) ( )

3 12 12 312
7

( ) 0
3 1212

s

wu u u u vh h G h G
K G K K G u

r r r r rr r r
v uh G h

K
r t

 

 ج(-2-14) 


     
         

     

2 2 2 2

0 0 0 0 0 0 0

2 2 2

1 4 1 7
( ) ( ) ( ) ( ) 0

3 3 3

v v v v u u vG G
K G G r K K r

r r r r rr t
 

 

 د(-2-14)
 





    
       
    

 
   

 

 
  
 

2

0

2 2 22 2 2 2
1 1 1 1 1 1

2

22
1

1 2

4 7
( ) ( ) ( )

12 3 12 12 3 12 3

( ) 0
12s

v v v v u uh G h h G h G
r K G K K

r r r r rr
w vrh

K G rv
t

 

0 ه(-2-14)

2 2 2

0 0 01 1
12 2 2

( ) ( ) ( , ) 0,
s s s s

w w w wv u G
K G K G r K G r u K rQ r t r

r r rr t 
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 ویسکوالاستیک ورق به شدهاستخراج الاستیک معادلات تعمیم -2-7

ی ویسکوالاستیک یک سیستم، گونه که در فصل اول بیان شد، مرسوم است جهت توصیف رفتار مادههمان

های برشی و حجمی تنش، رفتارهای یرا بخشی تغییر حجم خالص جدا کنند. زی برشی را از مؤلفهاثر مؤلفه

نامه رفتار ماده در بالک، الاستیک و در برش، ویسکوالاستیک کنند. در این پایانرهایش متفاوتی را دنبال می

 شود.در نظر گرفته می

 اول نو  خطی استاندارد جامد مدل ویسکوالاستیک مدل اعمال 2-7-1

و  (4-1شکل )شده است. اندارد خطی نوع اول استفادهسازی ویسکوالاستیک از مدل جامد استبرای مدل

-در رابطه 1Qو  1Pاست. در این حالت اپراتورهای  (12-2)(14-1)ی ی تنش و کرنش آن مطابق رابطهرابطه

 .[1] شوندصورت زیر تعریف می( بهKو  1P ،1Q ،2P ،2Q ،Gی بین طه)راب (7-2)ی 

(2-15) 
    

1 1

1 2 1

1 1
( ) ; 2(1 )P D Q D
G G G

 

/2که   G  زمان رهایش وD ( اپراتور مشتق زمانی/  D t2باشند. اپراتورهای ( میP  2وQ  نیز

 شوند.صورت زیر تعریف میبه

(2-16) 
2 2 0

1; 3P Q K   

0K د. بنابراین رابطه باشمدول بالک میK  وG صورت زیر است.و اپراتورها به 

(2-17) 
1 2

0

1 2

1 2 1

1

2

(1 ) 1
;

1 1 3
( )

Q QD
G K K

P P
D

G G G






   

 

 

*متغیرهای 

0G  و*

1G صورت زیر تعریف کرد.توان بهرا می 

(2-18)   * *

0 1

1 2 1

1 1
( );

K
G K G

G G G
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(، معادلات حرکت ورق 14-2)و  (17-2)ی و استفاده از رابطه (16-2)و  (15-2)با اعمال اپراتورهای 

 آید.می دستبهویسکوالاستیک 

(2-19) 
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3 2 22
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3 2
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(2-20) 

   
 

 
 



    
  

    
     

      
       

 

  

   

  



2

3 2 2 3
2 2 * * 2 * 2 21 1 1 1 1

1 0 13 2 2 2

2 2 2 3
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0 0 12 2
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1 0 0 11 1
( 3 36 0) (4 3 ) 3 ) ]

s

v
h u G h r G K r u

r t
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(2-21) 
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1 13
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0 1 0 02 2 2
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(2-22) 

2 2
* 21 1 1

4 0 2 2

2
* * * *1 1
0 1 1 0
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(2-23) 

2 2
* 20 0 0

5 0 2 2

3 2 3 2
2 * 20 0 0 0

1 3 2 2

3 2 2
2 20 1 1 1 1 1

12

) [
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 و سه و یک معادله که هستند متغیر ضرایب و جزئی مشتقات با دیفرانسیل معادله پنج شامل حاضر، معادلات

 اصل از استفاده با آمدهدستبه مرزی شرایط. هستند کوپل یکدیگر به پنج و چهار دو، معادلات همچنین

 .بود خواهد زیر صورتبه قطاع و ورق برای تنش هایمتنجه برحسب همیلتون
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(2-24)    

  

     

   

    

    

 0 1 0

1 0

[( ) ( ) ( )

( ) ( ) ] 0
r r r r r

r r

rN d N dr u rM d M dr u rN d N dr v

rM d M dr v rQ d Q dr w
 

 .نمود استخراج توانمی را مختلف مرزی شرایط (24-2) رابطه از

 :گیردار لبه مرزی شرط

(2-25) at , i or r r  
0 1 0 1 0

0; 0; 0; 0; 0u u v v w      

 :ساده لبه مرزی شرط

 شرط مرزی لبه آزاد:

 شرط مرزی در مرکز ورق:

 بندیجمع -2-8

تئوری تغییر شکل برشی  بر اساسدر این فصل، ابتدا معادلات حرکت ورق مدورّ الاستیک و قطاع دایروی 

های کوچک استخراج شد. سپس با اعمال اپراتورهای مرتبه اول و با در نظر گرفتن تغییر شکل

مدوّر ویسکوالاستیک  نوع اول، معادلات ورقویسکوالاستیک با در نظر گرفتن مدل جامد استاندارد خطی 

که به  مشتقات جزئی و ضرایب متغیر معادلات حاضر، شامل پنج معادله دیفرانسیل با د.آممی دستبه

 یکدیگر کوپل هستند.

(2-26) at , i or r r    
    

  

 
0 0 0

( ) 0; ( ) 0

0, 0, 0
r r r

rM d M dr rM d M dr

u v w
 

(2-27) at , i or r r  
( ) 0; ( ) 0; ( ) 0;

( ) 0; ( ) 0

   

  

  

 

     

   

  

 

r rr r r

rr

rN d N dr rM d M dr rN d N dr

rM d M dr rQ d Q dr
 

(2-28) 
at  0r n=1،3،5        10    و     10

00 0  
du dv

w
dx dx

 

at  0r n=0،2،4        00    و    
10 10 0  

dw
u v

dx
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 تحلیلی حل    3 فصل

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 فصل سوم
 

 حل تحلیلی 
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 مقدمه -3-1

 استخراج اول، مرتبه رشیب شکل تغییر تئوری اساس بر مدوّر ورق ارتعاشات بر حاکم معادلات قبل، فصل در

 جزئی مشتقات با متغیّر ضریب معادله پنج شامل دیفرانسیل، معادله دستگاه یک صورتبه معادلات. شد

 اغتشاشات تئوری از معادلات، این حل برای. هستندبه یکدیگر کوپل  بوده مکان و زمان متغیرهای به نسبت

 طبیعی هایفرکانس سازی،بعدبی از پس شوند،می بعدیب معادلات ابتدا منظور، این برای. شودمی استفاده

 .آیدمی دستبه ورق دینامیکی پاسخ سپس و شدهتعیین سیستم

 معادلات سازی بعدبی -3-2

  گردند.صورت زیر تعریف میبه بعدبیپارامترهای 

(3-1)        * * * * * * * *0 0 0
0 1 1 0 0 1 1

0 0 0 0 0 0

; ; ; ; ; ; ;
u w vr h t

r h t u u u w v v v
r h t h h h

 

*هستند،  بعدبیبه ترتیب شعاع و زمان  t*و  r*پارامترهای 

0u ،*

0w  و*

0v 0ی مؤلفهبعد بیهای جابجاییu ،

0w  0وv 1های جابجایی بوده و مؤلفهu  1وv  0هستند. بعد بینیزh  0وt های ضخامت و به ترتیب شاخص

0h صورتزمان هستند که مقادیر آنها به h  0و
0

r
t

c
 شده است. در نظر گرفتهc  کمیتی با دیمانسیون

0صورت سرعت است و به /Kc  شده است.تعریف 

 زیر قابل تعریف است.بعد بیپارامترهای  (23-2)تا  (19-2)های فوق در معادلهبعد بیبا اعمال پارامترهای 

(3-2) 
2

*0 0

2

0 0 00 0

** 11
; ; ; ; ; ; oi

i o

h hQ
e Q

t K rK t

rr
X X

 
 





 
   


    

 از تغییر متغیرّ  همچنین .دشوعنوان پارامتر اغتشاش در نظر گرفته میپارامتری کوچک است و به

* 1r
X




 ،از: عبارت استمعادلات بعد بیشکل  .شوداستفاده می 
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(3-3) 
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[ ] [ ] [ ] [ ]
: [ [ ] [ ] ] [2

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ]
2 [ ]] [ ] 0

g u g u g u g v
Eq X eX g u g u X X
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g v g u g u g u g v

eXg u eg u
X XX
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2 * * *

2 *2 2 *2 2 * *2 * *2 2 * 20 1 0 1 3 0

2 5 1 0 1 3 12

* 2 * 2 * *

*2 *2 *2 *2 *2 * *0 1 0 1 6 1 37 1

5 1 3 12

[ ] [ ] [ ]
: [ [ ] [ ] 12 [ ] 12 ]

[ ] [ ] [ ] [[ ]
[ 2 2 [ ] 24 [ ] 24

s s

s s

g u g u g w
Eq h X eh X g u h g u h X K X g u K X

X XX
g u g u g v g wg v

h h X h h eh Xg u K Xg u K X
X XX

X


   
    

   


*

0

2 * 2 * 2 * *

*2 *2 *2 * *2 *6 1 3 1 0 1 3 0

5 1 3 12 2

]
]

[ ] [ ] [ ] [ ]
[ ] 12 [ ] 12 0

s s

X
g v g u g u g w

h h eh g u h K g u K
X XX
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2 * * * 2 * *
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3 5 0 3 02 2

2 * 2 * 2 * 2 *

* *7 0 0 0 6 0 3 0

5 0 5 02 2

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ]
: [ [ ] [ ] ] [ 2

[ ] [ ] [ ] [ ]
2 [ ]] [ ] 0

g v g v g v g v g u
Eq X eX g v g v X X

X XX X
g u g v g u g v

eXg v eg v
X X X
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2 * * 2 *

2 *2 2 *2 2 * *2 * *2 2 * *23 1 3 1 3 1

4 5 1 3 1 3 12 2

* * *

*2 * * *2 *23 0 3 1 7 1

5 1 3 1

2

*2 6 1

2 *
*2 6 1

[ ] [ ] [ ]
: [ [ ] [ ] 12 [ ]] [2

[ ] [ ] [ ]
2 [ ] 24 [ ] ]

[

[ ]
12

s

s s

g v g v g v
Eq h X eh X g v h g v h X K X g v h X

XX X
g w g v g u

K eh Xg v K Xg v h h
X

g u
h

g u
h X X
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* * 2 *

*2 * *2 *3 0 3 1

5 1 3 12

2 *
*2 0 1

2

] [ ] [ ]
12 [ ] 12 [ ] 0

[ ]
s s

g w g v
K eh g v h K g v

X X

g v
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2 * * * *

2 2 2 * 23 0 3 1 3 0 3 1

5 5 02

* 2 * *

* * *3 0 3 0 3 1

3 1 5 0 3 12

*

3 1 3

* 2 2 *

4

*

4
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: [ [ ]

[ ] [ ] [ ]
[ ]] [ 2 2 [ ] [ ]

[ ]
2 ]

( [ ]

2 [ ]

s

s s s s s

s

s s s

s

g w g u g w g u
Eq h X eX g w X K X

X X XX
g w g w g v

K Xg u K K X K eXg w K g u
X X

g u g
K X

X

K K K X X g Q

X Xg Q

K
  

  
  

  

* 2 * 2 * *

*1 3 0 3 0 3 1

5 02 2

*

4

[ ] [ ] [ ] [ ]
[ ] 0) [ ]

s s s

v g w g w g u
K eg w K K

XX
g Q

 

(3-8)   

  

           

  
     

  
   

     
   

* * * *

0 0 1 1 0 0 1 1 0 0 1 1

* *

0 0 1 3 4 0 1* * *

2 3

* *

5 0 1 6 0 1 7 0 1*2 *3 * *

4 4 1 1
; ; ; ; ;

3 3 3 3

[ ] ( ) ( ); [ ] ( ) ( ); [ ] ( ) ( );

[ ] ( ) ( ); [ ] ( ) ( ); [ ] ( ) ( )

1 1a G a G c G c G d a d a

g a a g g G G
t t t

g G G g c c g d d
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  زاد ارتعاشات -3-3

 روش از معادلات حل برای. داشت نخواهد طبیعی فرکانس بر تأثیری عرضی بار فرکانسی تحلیل در

 ارتعاشات یدامنه هایمؤلفه اابتد در[. 54] گرددمی استفاده اغتشاشات تئوری در چندگانه هایمقیاس

  .شودمی گرفته نظر در زیر صورتبه

(3-9) 

 

 

 

 



    

    

    

    

 

* * * *

0 00 0 1 01 0 1

* * * *

1 10 0 1 11 0 1

* * * *

0 00 0 1 01 0 1

* * * *

1 10 0 1 11 0 1

* *

0 0

( , , ; ) ( , , , ) ( , , , )

( , , ; ) ( , , , ) ( , , , )

( , , ; ) ( , , , ) ( , , , )

( , , ; ) ( , , , ) ( , , , )

( , , ; )

u X t u X T T u X T T

u X t u X T T u X T T

v X t v X T T v X T T

v X t v X T T v X T T

w X t w   * *

0 0 1 01 0 1
( , , , ) ( , , , )X T T w X T T

 

*که 

0
T t  و*

1
T t صورت زیر تعریف میبه ها، اپراتورهای مشتق زمانیاست. با توجه به این تعریف-

 شوند.

(3-10)   
        

     
         

2 2 2 3 3

* *2 2 *3 3 2

0 1 0 10 0 0 1

3
; 2 ; 3

T T T Tt t T t T T T
 

های اساس مرتبه و جداسازی معادلات بر (7-3)تا  (3-3)در معادلات  (10-3)و  (9-3)با جایگذاری روابط 

0  1وشود.، معادلات زیر حاصل می 

 معادلات مرتبه صفر:

(3-11) 
2 2 2

0 3 6
1 52 2

00 00 00
00

[ ] [ ] [ ]
: [ ] 0

f u f u f v
Eq ef u

XX

  
 

  
   

(3-12) 
2

2 2 2
*2 6 10 3 10 0 10 3 00

5 10 3 102 2
:

[ ] [ ] [ ] [ ]
( [ ]) 12 ( [ ]) 0

s
Eq

f v f u f u f w
h ef u K f u

X XX

   
     

   
 

(3-13) 
3

2 2 2

0 00 6 00 3 00
5 002 2

[ ] [ ] [ ]
: [ ] 0

v u v
Eq ef v

X X

f f f  
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(3-14) 
2 2 2

*2 6 10 0 10 3 10 3 00

5 10 3 102 24
:

[ ] [ ] [ ] [ ]
( [ ]) 12 ( [ ]) 0

s
Eq

u v v f w
h ef v K f v

X X

f f f   
     

   
 

(3-15) 
2 2

3 3 3 3

5 52 2

*00 10 00 10
00 4

[ ] [ ] [ ] [ ]
: [ ] 0( ) [ ]

s

w f v w f u
Eq ef w
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f f
K f Q

   
  

  
    

 :یک مرتبه معادلات

(3-16) 

2 2 2 2 3 2

0 0 3 6 10 6

1 2 2 2 2

3 3
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1

1
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1 1
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f u

ef u eXf u Xf u
X T XT

f f f f f
X a

v v
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1
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1 1
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: ( 2 [ ]
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 *

01 00 4 00

*
5 59( [ ] [ ]) 2 ( [ ] [ ]) 0h e g w eg w X g Q eg w     

(3-21) 

  

 

 



  
     

  
  

    
 

  
   

    






* *
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*
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2 3
* *

8 0 1 9 0 1

1 1 0 1 0
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*
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0 10 0
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T T T

f G f c c f
TT T

f a a f G G
T T T T T

G
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2

10 0 1

0

( );

[ ] ( ) ( )f d d
T

 

 

و  (11-3)با ضرایب ثابت که معادلات  شامل پنج معادله دیفرانسیل همگن (15-3)تا  (11-3)معادلات 

ترتیب، تغییر متغیّر اینباشند. بهمی کوپل یکدیگربه  (15-3)و  (14-3)، (12-3)معادلات  با هم و (3-13)

دستگاه معادله اول عادلات را به معادلاتی با ضرایب ثابت تبدیل کند. از حل شده توانسته است متعریف

تحلیل فرکانسی به  معادله آید.می دستبه فرکانس محیطی و شعاعی و از حل دستگاه دوم فرکانس عرضی

 لازم به ذکر است که در تحلیل ارتعاشاتروش پرتوربیشن برای تئوری کلاسیک در پیوست آورده شده است. 

 آزاد، بار عرضی صفر است.

 حلقوی ورق   ر مرتبه معادلات حل 3-3-1

 نظر گرفت. صورت زیر درتوان بهرا می (15-3)تا  (11-3)حل معادلات 

(3-22) 00 0 1

1

00 0 1

4

1 0
1 1

( , , , )
( )

( , , , )
{ }exp( )



 







  
 

  
 m m m
m n
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u X T T
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(3-23) 
10 0 1

10 0 1

00 0 1

6

1 0
1 1

( , , , )

( , , , )

( , , , )

( ){ }exp( )


 





 



 
  

 
 
  

 m m m
m n

in

u X T T

X T T

w X T T

v d T V s X i T e ,   

2

4

5

{ }

 
  

  
 
  

m

F

V F

F

 



 تحلیلی حل   3 فصل

 

43 

 

که 
1

  و  2ایصفحهخارج  و 1ایصفحهبعد بیبه ترتیب فرکانس طبیعی ،mm  و
m

s  مقادیر ویژه و{ }
m

V 

عنوان فرکانس شعاعی یا محیطی و از ای بههای صفحهنامه از فرکانسدر این پایان باشند.بردارهای ویژه می

 است.عنوان فرکانس عرضی یاد شده فرکانس خارج صفحه به

 دستبهصورت زیر یک دستگاه معادله جبری به (13-3) و (11-3)، در معادله (22-3)با جایگذاری رابطه 

 آید.می

(3-24) 

111 12

321 22

* 3 * 2 2 2 2 * 2 * 2 2

11 1 1 1 1 1 1 0 0 1

* *

12 1 1 1 0

0

0

3 3 4 4 4 3 3 3

3 3

      

  

    
    
    

      

    

m m m m

m m m m

Fa a

Fa a

a ie G i G m m i n i m G m eG n

a m ni i G m n m n G m n

 

* *

21 1 1 1 0

2 2 * 2 * 3 2 2 * 2 * 2

22 1 1 1 1 1 1 0 0 1

3 3

3 3 3 3 4 4 3 3

   

      

   

       

m m m m

m m

a i m n i G m n m n G m n

a m i m i G n ie G n i n G n eG
 

صورت زیر یک دستگاه معادله جبری به (15-3)و  (14-3)،  (12-3)در  (23-3)همچنین با قرار دادن رابطه 

 آید.می دستبه

(3-25) 
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21 22 23 4

31 32 33 5

*2 2 *2 2 *2 2 *2 * 3 *2 * 2
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*2 * 2 *2 * 2 *2 2

1 0 13

*2
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0

0
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3 3 4 36 ; 36 (1 )

( 3

    

   



  
    

    
      

      

      

  

s m

m m m s s m
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b h s n i * * *2 * *

0 1 21 0 1

*2 2 *2 2 *2 2 *2 2 *2 * 2

22 0

*2 * 2 *2 * 2 *2 * 3 *

0 1 1 32 23

* * 3

33 1

3 1); ( 3 3 1);

4 3 4 36 3 3 3

3 3 3 ; ( 1); 36 (1 )
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1 In-plane 
2 Out-of-plane 



 آزاد ارتعاشات-3-3

 

44 

 

ی باید صفر شود. معادله (25-3)و  (24-3)رمینان ماتریس ضرایب رابطه برای وجود جواب غیر صفر، دت

)ی دستگاه اول چهار مقدار ویژه ی تفرق است، از حل معادلهعادلهآمده، مدستبه 1..4)m mm   برحسب
1 

)ی دستگاه دوم شش مقدار ویژه و همچنین از حل معادله 1..6)m ms   برحسب گردد. نتیجه می

}شوند. بردارهای محاسبه می (25-3)و  (24-3) ویژه نیز از روابط ردارهایب }
m

V بردارهای ویژه متناظر با ،

m
m  و

m
s (23-3)و  (22-3)صورت رابطه ه و مقادیر ویژه، حل کلی بههستند. پس از یافتن بردارهای ویژ 

صورت دستگاه معادله جبری به ، دو)گیردار، ساده و آزاد( با اعمال شرایط مرزی است.
1

( )[ ]{ } {0}
m

Ta c  و

1
( )[ ]{ } {0}m Tb d  که بردار  شودنتیجه می

1
( ){ }

m
Tc هایاز دستگاه اول شامل ثابت

1
c ،

2
c ،

3
c  و

4
c 

]بوده و ماتریس  ]a بردار  ها است و همچنینشامل ضرایب معادله
1

( ){ }
m

Td از دستگاه دوم شامل ثابت-

های
1

d ،
2

d ،
3

d ،
4

d ،
5

d  و
6

d  بوده و ماتریس[ ]b جواب غیر صفر باشد.. برایها میشامل ضرایب معادله، 

]دترمینان ماتریس ضرایب ماتریس  ]a  و[ ]b ی جبری پیچیده باید برابر صفر شود که درنهایت یک معادله

شعاعی را  عرضی وبعد بیهای طبیعی فرکانس ،های این دو معادلهآید. ریشهمی دستبه 1و  برحسب 

شده است. در این صورت، در دستگاه حل 1ی روش عددی تنصیف فاصلهوسیلهدهند که این معادلات بهمی

توان اول از چهار معادله، فقط سه معادله مستقل بوده و می
1

c  تا
3

c  را برحسب
4

c  تعیین و در دستگاه دوم

های توان ثابتاز شش معادله، فقط پنج معادله مستقل بوده و می
1

d  تا
5

d  را برحسب
6

d .تعیین نمود 
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در  (27-3)و  (26-3)باشد. با جایگذاری روابط تلط میبیانگر قسمت مزدوج مخ .C.Cکه در این رابطه، 

 صورت زیر خواهد بود.، قسمت ناهمگن معادلات مرتبه اول به(20-3)تا  (16-3)معادلات 

                                                        
1 Bisection 



 تحلیلی حل   3 فصل

 

45 

 

(3-28) 
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 )29-3( 

*2

2
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dy X d y X
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(3-30) 
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  * * 2 * 2 * 21
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(3-32) 

5
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* * *
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06 1
51 6 1 52 5 5

1
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51 2 4 0 1 5
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5 52
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dy d ydy
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dX dX dX
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   * *

*
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1 0 5

2

2

5 2

2

) ( )

( ) ( )

( 3 2

( )

s

s

h h X

X X

K n G G y

d y dy
K h

dX

e e

dX
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، (32-3)تا  (28-3)در روابط 
i

NST  (5..1)کهi باشد.سکولار می های غیرمعرف جمله 

 یک مرتبه معادلات حلّ 3-3-2

پذیری، سکولاریتی معادلات را حذف و ، ابتدا بایستی با استفاده از شرط حلبرای حلّ معادلات مرتبه یک

 سپس معادلات ناهمگن را حل کرد. با تعیین توابع
4 1

( )Tc  و
6 1

( )Td  که در حل معادلات مرتبه صفر مجهول

 بود، سکولاریتی معادلات حذف خواهد شد.

 تعیین 3-3-2-1
4 1

( )Tc 

پذیری تابع در این قسمت از شرط حل
4 1

( )Tc رتی که دو تابع الحاقی صو. به[54] شودتعیین می
1

و  
3

در  

شود. در ضرب نموده و دو معادله با هم جمع شده و انتگرال گرفته می (13-3)و  (11-3)معادلات مرتبه صفر 

جای توابع الحاقی از شکل مودها استفاده نمود. معادلات توان بهاق نیست و نمیاین حالت سیستم خود الح

 از: عبارت است (26-3)ی رابطه ، پس از جایگزینی(13-3)و  (3-11)

(3-33) 
2

2

31
1 1 2 3 1

( )( )
( ) 0  

XX
X

dyd y

dX dX
Eq a a ya  

(3-34) 
2

2

3 1
3 1 2 3 3

( ) ( )
( ) 0  

X X
X

d y dy

dX dX
Eq b b yb  

 :که در اینجا
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(3-35) 
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و معادله سوم در  1معادله اول در 
3 شودو در بازه تعریف شده انتگرال گرفته می: 

(3-37) 
   

1 3 1 3

3 1

22

3 31 1
1 3 1 2 3 1 1 2 3 32 2

3 31 1
1 1 1 2 1 1 3 3 2 3
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X
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x x x
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d dd d

dX dX dX dX

dy ddy d

x
dX dX dX dXx x

Eq Eq y y

y y

dX a b a dX b a b dX

a y a b y b

  



   

   

        

  
        

   

  
 

با توجه به معادله بالا توابع 
1

و  
3

باید به ازای تمام مقادیر  
1

y  و
3

y  برقرار باشند، لذا ضرایب آنها در

 انتگرال باید برابر صفر انتخاب شود.

2

2

31
1 2 3 1 0


 

 
 
 

 
dd

dX dX
a b a  (3-38)  

(3-39) 
2

2

3 1
1 2 3 3 0

 
 

 
 
 

 
d d

dX dX
b a b  

ه رای حل دو معادلبا توجه به شرایط مرزی ورق حلقوی دوسرگیردار و دو سر ساده، شرایط مرزی لازم ب

برای شرط مرزی  (40-3)ی صورت رابطهبه (37-3)توان از معادله را می( 39-3)و  (38-3) کوپل به هم

 برای شرط مرزی ساده در نظر گرفت. (41-3)ی دوسرگیردار و رابطه

(3-40) 
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 صورت زیر در نظر گرفت.توان بهرا می (39-3) و (38-3) به هم حل دو معادله کوپل

(3-42) 
4

1

13

{ }exp( );m m m

m

c V m X


 

  
 

  


1

3

{ }m

F
V

F

  
  
  

 

که 
m

m  مقادیر ویژه و{ }
m

V یک ( 39-3)و  (38-3)در  (42-3)ه باشند. با جایگذاری رابطبردارهای ویژه می

 آید.می دستبه (43-3)صورت رابطه دستگاه معادله جبری به

(3-43) 
2

13 1 2

2

2 3 1 3

0

0

m m

m m

Fa a m b m

a m b b m F

         
    

        

 

دستبهی معادله از حل باید صفر شود. (43-3)دترمینان ماتریس ضرایب رابطه برای وجود جواب غیر صفر، 

)آمده، چهار مقدار ویژه  1..4)m mm  شوند. محاسبه می (43-3)بردارهای ویژه نیز از رابطه  گردد.نتیجه می

}بردارهای  }
m

V بردارهای ویژه متناظر با ،mm  هستند. پس از یافتن بردارهای ویژه و مقادیر ویژه، حل کلی

های توان ثابتحاقی، میاست. با اعمال شرایط مرزی ال (42-3)صورت رابطه به
1

c ،
2

c و
3

c  را برحسب
4

c 

آوردن توابع الحاقی، ابتدا تابع  دستبهپس از  تعیین کرد.
1

و تابع  (28-3)در معادله  
3

 (30-3)در معادله  

 شود.میو در انتها انتگرال گرفته  شدهضرب و سپس با هم جمع 

(3-44) 
1 31 3 1 1 3 3( ) ( )

o o

i i

X X

x x
Eq Eq dX A A dX            

1A  3وA  شامل جملات سکولار موجود در قسمت ناهمگن معادلات مرتبه اول هست، زیرا  (44-3)در رابطه

4 1
( )Tc  (44-3)دله گیری از سمت راست معارالآید. لذا با انتگمی دستبهاز صفر کردن جملات سکولار ،

 شود.معادله زیر حاصل می

(3-45) 4 1 1 0
1 4 1
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R c e
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 باشد.صورت زیر مییک معادله خطی مرتبه اول است که حل آن به (45-3)معادله 

(3-48) 
0

1 1
14

( )T C
k T

c e  

، (48-3)در رابطه 
1

k باشد. با استفاده از صورت عددی مختلط میدارای مقداری ثابت و در حالت کلی به

 صورت زیر تبدیل خواهد شد.به (27-3)ی ، رابطه(48-3)رابطه 

(3-49) 
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 نامیم. ی نوسانات است که در این متن آن را میرایی میمعرف کاهش نرخ دامنه 1، (49-3)ی در رابطه

با تعیین 
14

( )Tcرا  (30-3)و  (28-3)شود. اکنون حل معادلات ، سکولاریتی معادلات مرتبه یک حذف می

 .شودصورت زیر در نظر گرفته میبه

(3-50) 0
01 0 1

01 0 1

01

01

( , , , ) ( )

( )( , , , )

i Tax in
u X T T X

XX T T

u
e e

vv

 
    

   
    

 

به آید که می دستبهی مرتبه دو معادله ، دو(30-3)و  (28-3)در معادلات  (50-3)ی یگذاری رابطهبا جا

با . شودیتعیین م ستند. جواب عمومی همانند مرتبه صفرباشند و دارای جواب عمومی هیکدیگر کوپل می

 آید.می دستبهنیز  مسألههای اعمال شرایط مرزی، ثابت

 تعیین 3-3-2-2
6 1

( )Td 

پذیری تابع در این اینحا، مانند بخش قبل از شرط حل
6 1

( )Td صورتی که سه تابع الحاقی شود. بهتعیین می


2

 ،
4

و  
5

معادله با هم جمع شده  سهضرب نموده و  (15-3)و  (14-3)، (12-3)در معادلات مرتبه صفر  

صورت زیر به (27-3)ی با توجه به رابطه (15-3)و  (14-3)، (12-3). معادلات شودو انتگرال گرفته می

 .آیندمی دستبه

(3-51) 
2

2
52 4

1 2 3 4 22

( ) ( ) ( )
( ) 0   

X X X
X

d y dy dy
Eq

dX dXdX
a a ya a  
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(3-52) 
4

2
4 2

51 2 3 4 42

( ) ( )
( ) ( ) 0   

X X
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d y dy
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dXdX
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(3-53) 
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X X
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Eq
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c c y yc c  

 :که در اینجا
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(3-56) 1 2 3
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 شود:و در بازه تعریف شده انتگرال گرفته می 5و معادله پنجم در  4، معادله چهارم در 2معادله دوم در 

(3-57) 

2 2
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با توجه به معادله بالا توابع 
2

، 
4

و  
5

باید به ازای تمام مقادیر  
2

y ،
4

y  و
5

y  برقرار باشند، لذا ضرایب

 آنها در انتگرال باید برابر صفر انتخاب شود.
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(3-58) 
2

52 4
1 2 2 4 22

( ) 0
dd d

dX dX dX
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(3-59) 
2

4 2
1 2 3 5 4 42

( ) 0
d d

dX dX
b a c b

 
      

(3-60) 
2

5 2
1 3 4 5 3 42

( ) 0
d d

dX dX
c a c b

 
      

معادله  رایط مرزی لازم برای حل سهرق حلقوی دوسرگیردار و دو سر ساده، شبا توجه به شرایط مرزی و

برای شرط  (61-3)ی صورت رابطهبه (57-3)توان از معادله را می (60-3)و  (59-3) ،(58-3)کوپل به هم 

 برای شرط مرزی ساده در نظر گرفت. (62-3)ی مرزی دوسرگیردار و رابطه

(3-61)     
2 4 5

0    at   ,
i o

X X X  

(3-62)  
  2 4

5
0

d d

dx dx
    at   ,

i o
X X X  

 صورت زیر در نظر گرفت.توان بهمعادله کوپل به هم را می حل سه

(3-63) 
2
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4
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5

{ }exp( );m m m

m

d V s X
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5

{ }m

F

V F
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که 
m

s  مقادیر ویژه و{ }
m

V و  (59-3) ،(58-3)در  (63-3)باشند. با جایگذاری رابطه بردارهای ویژه می

 آید.می دستبه (64-3)صورت رابطه یک دستگاه معادله جبری به (3-60)

(3-64) 

2
2

1 4 2 2

2

2 1 4 3 4

2

3 3 1 4
5

0

0

0

m

m m

m m

Fa s a b c

a s b s b c F

a s b c s c F

      
        

      
            

 

دستبهی معادلهاز حل باید صفر شود.  (64-3)دترمینان ماتریس ضرایب رابطه  رای وجود جواب غیر صفر،ب

)مقدار ویژه  ششآمده،  1..6)ms m  شوند.محاسبه می (64-3). بردارهای ویژه نیز از رابطه گرددنتیجه می 



 آزاد ارتعاشات-3-3

 

52 

 

است. با اعمال شرایط مرزی  (63-3)صورت رابطه پس از یافتن بردارهای ویژه و مقادیر ویژه، حل کلی به

های توان ثابتالحاقی، می
1

d ،
2

d ،
3

d ،
4

d ،
5

d  را برحسب
6

d .تعیین کرد 

آوردن توابع الحاقی، ابتدا تابع  دستبهپس از 
2

تابع  ،(29-3)را در معادله  
4

و تابع  (31-3)را در معادله  


5

 ضرب و سپس با هم جمع کرده و در انتها انتگرال گرفته شود. (32-3)ه را در معادل 

(3-65) 2 4 52 4 5 2 2 4 4 5 5( ) ( )
o oX X

i i

Eq Eq Eq
x x

dX A A A dX                  

2A ،4A  5وA  شامل جملات سکولار موجود در قسمت ناهمگن معادلات مرتبه اول هست،  (65-3)در رابطه

زیرا 
6 1

( )Td  یردار، انتگرال سمت چپ بدلیل شرط مرزی گ آید.می دستبهاز صفر کردن جملات سکولار

 شود.، معادله زیر حاصل می(65-3)گیری از سمت راست معادله لذا با انتگرال صفر است.

(3-66)  
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(3-68)                  21 41 51 22 42 522 2 4 5 2 2 4 5
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o o

i i

X X

x x
Q Z Z Z dX P Z Z Z dX  

 باشد.صورت زیر مییک معادله خطی مرتبه اول است که حل آن به (66-3)معادله 

(3-69) 
1 0

2 1
6 ( )T C

k T
d e  

، (69-3)در رابطه 
2

k باشد. با استفاده از صورت عددی مختلط میدارای مقداری ثابت و در حالت کلی به

 صورت زیر تبدیل خواهد شد.به (27-3)ی ، رابطه(69-3)رابطه 
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ابه معادلات اول و سوم، میرایی مش ی نوسانات است که معرف کاهش نرخ دامنه 2، (70-3)ی در رابطه

. با تعیین نامیده شده است
16

( )Td3) شود. اکنون حل معادلات، سکولاریتی معادلات مرتبه یک حذف می-

 گیریم.صورت زیر در نظر میرا به (32-3)و  (3-31)، (29

(3-71) 0

11 0 1
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11
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01
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i T in
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آید می دستبهی مرتبه دو معادله ، سه(32-3)و  (31-3) (،29-3) در معادلات (71-3)ی با جایگذاری رابطه

-تعیین می ستند. جواب عمومی همانند مرتبه صفرباشند و دارای جواب عمومی هکه به یکدیگر کوپل می

 .آیدمی دستبهنیز  مسألههای شود. با اعمال شرایط مرزی، ثابت

 حلقوی  طا  معادلات حل -3-4

مرزی  ی شعاعی ورق شرطکه لبه (2-1)شکل  شودبرای تعیین فرکانس طبیعی قطاع حلقوی فرض می

را ( 15-3)تا  (11-2)معادلات  ی محیطی شرط مرزی دلخواه باشد. در این صورت، حلساده و در لبه

 نظر گرفت. صورت زیر درتوان بهمی

(3-72) 00 0 1
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(3-73) 
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که 
1

 و ،  عرضی،  شعاعی وبعد بیبه ترتیب فرکانس طبیعیmm  و
m

s  مقادیر ویژه و{ }
m

V  بردارهای

صورت به یک دستگاه معادله جبری (13-3)، (11-3)، در معادله (72-3)با جایگذاری رابطه  باشند.ویژه می

 آید.می دستبهزیر 



 حلقوی قطاع معادلات حل-3-4
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(3-74) 
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صورت زیر یک دستگاه معادله جبری به (15-3)و  (14-3)، (12-3)در  (72-3)همچنین با قرار دادن رابطه 

 آید.می دستبه

(3-75) 
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ی باید صفر شود. معادله (25-3)و  (24-3)برای وجود جواب غیر صفر، دترمینان ماتریس ضرایب رابطه 

)ی دستگاه اول چهار مقدار ویژه ی تفرق است، از حل معادلهآمده، معادلهدستبه 1..4)m mm   1برحسب 

)مقدار ویژه ی دستگاه دوم شش و همچنین از حل معادله 1..6)m ms   برحسب گردد. نتیجه می
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}شوند. بردارهای محاسبه می (25-3)و  (24-3)بردارهای ویژه نیز از روابط  }
m

Vاظر با ، بردارهای ویژه متن

m
m  و

m
s (23-3)و  (22-3)صورت رابطه هستند. پس از یافتن بردارهای ویژه و مقادیر ویژه، حل کلی به 

ورت صاست. با اعمال شرایط مرزی، یک دستگاه معادله جبری به
1

( )[ ]{ } {0}
m

Ta c  و
1

( )[ ]{ } {0}
m

Tb d 

شود که بردار نتیجه می
1

( ){ }
m

Tc هایاز دستگاه اول شامل ثابت
1

c ،
2

c ،
3

c  و
4

c وده و ماتریس ب[ ]a 

ها است و همچنین بردار شامل ضرایب معادله
1

( ){ }
m

Td هایاز دستگاه دوم شامل ثابت
1

d ،
2

d ،
3

d ،
4

d ،

5
d  و

6
d  بوده و ماتریس[ ]b باشد.. برای جواب غیر صفر، دترمینان ماتریس ها میشامل ضرایب معادله

]ضرایب ماتریس  ]a  و[ ]b ی جبری پیچیده برحسب رنهایت یک معادلهباید برابر صفر شود که د  1و 

را  ایای و درون صفحهخارج صفحهبعد بیهای طبیعی های این دو معادله، فرکانسآید. ریشهمی دستبه

ت. در این صورت، در دستگاه شده اسحل 1ی روش عددی تنصیف فاصلهوسیلهدهند که این معادلات بهمی

توان اول از چهار معادله، فقط سه معادله مستقل بوده و می
1

c  تا
3

c  را برحسب
4

c  تعیین و در دستگاه دوم

ی هاتوان ثابتاز شش معادله، فقط پنج معادله مستقل بوده و می
1

d  تا
5

d  را برحسب
6

d  تعیین نمود. حل

 ها نیز مانند بخش قبل است.سایر قسمت

 عرضی بار تحت ورق پاسخ تعیین -3-5

شده های چندگانه در تئوری اغتشاشات استفادهبرای تعیین پاسخ، همانند تعیین فرکانس، از روش مقیاس

 شده است.ساده محاسبه-گاه سادهنامه، پاسخ برای ورق حلقوی با تکیهاست. در این پایان

شود. این حل شرایط مرزی مسأله ارضاء در نظر گرفته می (76-3صورت رابطه )حل معادلات مرتبه صفر به

 کند.می

                                                        
1 Bisection 



 عرضی بار تحت ورق پاسخ تعیین-3-5
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(3-76) 
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 که در آن

(3-77) 
o i

L X X   

 شود:نتیجه می (15-3)و  (14-3)، (12-3) در معادلات (77-3)صورت روابط با جایگذاری حل به

(3-78) 
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1 1 1

cos( ) ; cos( ) ; sin( )
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2عباراتی برحسب  5mPو  2mP ،4mPکه در آن  0 1( , )mA T T ،4 0 1( , )mA T T  5و 0 1( , )mA T T  و مشتقات آنها و

2 0F ،4 0F   و*

5 F Q 2توان مقادیر می (78-3)بسط فوریه از روابط  باشند. بامیmP ،4mP  5وmP  را

 آورد. دستبهصورت زیر به

(3-79) 
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در نظر  (80-3)ی صورت رابطهباشد و حل عمومی آن بهمعادله دیفرانسیل می سهامل ش (79-3)ی رابطه

 شود.گرفته می

(3-80) 
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که 
j

  ،فرکانس طبیعی عرضی
1

( )
j

Ta ،
1

( )
j

Tb  و
1

( )
j

Tc  ضرایب مجهولی هستند که بعداً از حذف جملات

صورت زیر در نظر گرفته به (20-3)و  (19-3)، (17-3)حل بخش همگن معادلات  شوند.سکولار محاسبه می

 شود.می

(3-81) 

11 0 1 22 0 1
1 1

11 0 1 44 0 1
1 1

01 0 1 55 0 1
1 1

( , , , ) ( , )cos( )cos( )

( , , , ) ( , )sin( )sin( )

( , , , ) ( , )sin( )cos( )

m
m n

m
m n

m
m n

m X
u X T T A T T n

L
m X

v X T T A T T n
L

m X
w X T T A T T n

L







 

 
 

 
 

 

  

  

  







 

در معادلات  (77-3)و  (76-3)عنوان حل بخش همگن و استفاده از روابط به( 81-3) یبا جایگذاری رابطه

 مرتبه اول، معادلات مرتبه اول به شکل زیر تبدیل خواهد شد.

(3-82) 
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22عباراتی برحسب  55mPو  22mP ،44mPکه در آن  0 1( , )mA T T ،44 0 1( , )mA T T  55و 0 1( , )mA T T  و مشتقات

آنها هستند. 
22

F ،
44

F  و
55

F 0یی شامل هاعبارتji T
e

  9..1کهj   وsin( )
m X

L

  وcos( )
m X

L

  .هستند

22m
P ،44mP  و

55m
P آیند.می دستبهصورت زیر از روابط سری فوریه، به 

(3-83) 



















22 22

44 44

55 55

2
cos( )

2
sin( )

2
sin( )

o

i

o

i

o

i

X

m X

X

m X

X

m X

m X
P F dX

L L
m X

P F dX
L L

m X
P F dX

L L

 



 بندیجمع-3-6

 

58 

 

0jجملات 
i T

e


شوند. قبل از تعیین حل و پنجم، جملات سکولار محسوب می ، چهارمبرای معادلات دوم 

. حل [54]شود پذیری استفاده میمنظور از شرط حلباید از بین برود. بدین  مسألهخصوصی، سکولاریتی 

 شود.در نظر گرفته می (84-3)ی صورت رابطهخصوصی معادلات به

(3-84) 
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 شود:نتیجه می (83-3)در  (84-3)ی با جایگذاری رابطه

(3-85) 
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2
K ،

4
K  و

5
K 0هایی شامل عبارتji T

e
  9..1کهj  های نمایی دیگری هستند. با برابر صفر قرار و جمله

0jiدادن دترمینان ضرایب  T
e

 ی سکولار(، به تعداد جملات مجهول، معادله دیفرانسیل مرتبه یک )جمله

، ضرایب مجهول صفر استفاده از شرایط اولیه آید. که با حل این معادلات ومی دستبه
1

( )
j

Ta ،
1

( )
j

Tc  و

1
( )

j
Tb  آمده در معادلات مرتبه اول و دستبهآیند. با جایگذاری ضرایب می دستبه (80-3)در معادلات

مکانی  Q*برای هر تابع  شدهارائهحل  توان معادلات مرتبه اول را نیز حل کرد.کولار، میحذف جملات س

 قابل استفاده است.

 بندیجمع -3-6

 وبعد بی طبیعی هایفرکانس تعیین روش سپس،. شد پرداخته معادلات سازیبعد بی به نخست فصل، این در

 روش از استفاده با شد، تعیین عرضی بار ازای به ورق پاسخ درنهایت و شد بیان سکولاریتی حذف روند

 .شد خواهد ارائه فصل این از حاصل نتایج پنجم فصل در. آمد دستبه تحلیلی حل چندگانه، هایمقیاس



 

59 

 

 تحلیل عددی              4 فصل

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 فصل چهارم
 

 تحلیل عددی         
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 مقدمه -4-1

. افزار آباکوس ارائه خواهد شدنرم ه ازگذرا با استفاد، شامل حل مودال و حل مسألهدر این فصل حل عددی 

شده و سپس المان در ابتدای فصل به تعیین خصوصیات ویسکوالاستیک با استفاده از سری پرونی پرداخته

ی مش بهینه در شده و اندازهشود. در بخش بعد همگرایی مش تعیینمورداستفاده در تحلیل معرفی می

 شود.ایت به بیان مراحل حل مودال و تعیین پاسخ پرداخته میشده است و درنهسازی دوبعدی تعیینمدل

 پرونی سری بر اساس ویسکوالاستیک خصو یات تعیین -4-2

افزار شود. در نرمبرای تعیین خصوصیات ویسکوالاستیک مادّه، از مدول رهایش بالک و برشی استفاده می

 .[55]صورت زیر بیان کرد هتوان برحسب جملاتی از سری توانی پرونی باین توابع را می آباکوس

(4-1) 
1 1

( ) ; ( )
G k
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t t
N N

R i R i
i i

G t G G e K t K K e 

 

 
 

      

G


و  
i

G  ،مدول الاستیسیته برشی
i

K  وK


Gستیک بالک، مدول الا 

i
  وk

i
  زمان رهایش برای هرکدام

 شوند.صورت زیر تعریف میبه 1هااز اجزای سری پرونی است. نسبت مدول

(4-2) 
0 0

,p pi i
i i

G K
g k

G K
   

 که در آن:

(4-3) 
 

 

   
      

   
 0 0

1 1

1 , 1
N N

p p

G k
k k

G G g K K k  

در اینجا 
0

G  و
0

K 2ترتیب مدول برشی و مدول بالک در بارگذاری سریع یا مدول آنی به ،G


Kو  


مدول  

 باشد.می 3های کند یا مدول نهاییمربوط به بارگذاری

 بالک و برشی رهایش مدول تعیین -4-3

                                                        
1 Modulus ratio 
2 Instantaneous modulus 
3 Long-term modulus 
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سازی این رفتار از اولین بر اساس فرضیات فصل دوم، رفتار ماده در برش ویسکوالاستیک بوده و برای مدل

شود. از زمان تعیین میصورت تابعی به Gشود و مدول رهایش مدل جامد استاندارد خطی استفاده می

 عددی ثابت است. Kشده و بدین ترتیب مدول بالک همچنین رفتار ماده در بالک الاستیک در نظر گرفته

 برشی رهایش مدول 4-3-1

س استفاده از سری پرونی است. وصیات مواد ویسکوالاستیک در آباکوهای تعیین خصیکی از بهترین روش

های مدول وجود دارد. اولین روش این است که داده آباکوسهای مختلفی برای تعیین این سری در روش

کرد. در  آباکوسطور مستقیم وارد آمده است را بهدستبهکه از آزمایش رهایش  رهایش برشی نسبت به زمان

-در هنگام انطباق تابع نمایی داده آباکوسکند. ها منطبق میافزار سری پرونی را بر این دادهاین صورت، نرم

ها، 
0

G  وG


pگیرد و مقدار ترتیب اولین و آخرین داده در نظر می را به 

i
g ،p

i
k  و

i
 کند را محاسبه می

ولی بعد از آن، 
0

G  وG


مدول آنی  آباکوسرو دارد. ازاینرا در حافظه نگه نمی 
0

G  را با استفاده از مدول

 کند.و بر اساس فرمول زیر محاسبه می  پوآسونو ضریب  Eالاستیک 

(4-4) 
0 2(1 )

E
G





 

که آخرین داده صفر باشد، مدول رهایش المان های آزمایشگاهی، درصورتینکته دیگر این است که در داده

 آید.می دستبهماکسول 

 سازی رفتار برشی مادّه، از مدل جامد استاندارد برای شبیهمسألهبا توجه به اینکه در حل تحلیلی 

 صورت زیر تعیین گردیده است.شده است، ضرایب سری پرونی بهاستفاده

(4-5) G
i

t

i
G G G e 




   

 که در آن:

(4-6) 
2

1 1 2

1 2 1 2 1 2

, ,G

i i

G G G
G G

G G G G G G
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pسری پرونی موردنظر  بنابراین ضرایب

i
g  و

i
 شود ولی می آباکوسطور مستقیم وارد به

0
G توان را نمی

و ضریب  Eاین مقدار را برحسب مدول الاستیک  آباکوسکه قبلاً اشاره شد،  طورهمانکرد و  آباکوسوارد 

 کند.محاسبه می  پوآسون

 بالک مدول 4-3-2

شود، برای حالت بالک سری پرونی تعریف با توجه به اینکه رفتار ماده در بالک الاستیک در نظر گرفته می

ی زیر مقدار مدول بالک را بر اساس رابطه آباکوس، پوآسونشود و با واردکردن مدول الاستیک و ضریب نمی

 د.کنمحاسبه می

(4-7) 
3(1 2 )

E
K





 

 ها معرفی المان -4-4

بعدی تر از المان سههای ضخیمو در ورقای چهار گره  S4Rنامه برای ورق های نازک از المان در این پایان

 شود.ها داده میصری در مورد این الماناست که در ادامه توضیح مخت شدهاستفاده C3D20ای گره 20

 S4R المان 4-4-1

ها در جهت ضخامت مدل در حالتی که یکی از ابعاد مدل )ضخامت آن( در برابر دو بعد دیگر بسیار و تنش

ای مانند یک شود. سازهها استفاده میسازی سازهای برای مدلقابل طرفنظر کردن باشد، از المان پوسته

ای های پوستهتوان با استفاده از المانابعاد دیگر آن است را می 1/0آن کمتر از مخزن فشار که ضخامت 

-ای عمود بر صفحه پوسته بهمقاطع صفحه آباکوسای های پوستهشود که در المانفرض می سازی کرد.مدل

آزادی  های گرهی دارای درجهای معمولی علاوه بر جابجاییهای پوستهالمان .ماندصورت صفحه باقی می

ها و کنند و مقادیر جابجاییسطح مرجع از جسم را مدل می ها فقط یکباشند. این الماندورانی نیز می

سپس مقادیر جابجایی در راستای ضخامت با  شود،های گرهی فقط در این سطح مرجع محاسبه میدوران

 .شودوری کیرشهف( محاسبه مییا تئ های کامپوزیت )تئوری تغییر شکل برشی مرتبه اولاستفاده از تئوری
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 [.55شود ]این المان با چهار گره دارای شش درجه آزادی در هر گره تعریف می

 C3D20 المان 4-4-2

 در را گرهی هایجابجایی مقادیر و کنندمی مدل را سازه بعدیسه حجم کل بعدیسه کانتینیوم هایالمان

 از استفاده با گرهی هایجابجایی همین از استفاده با را کرنش مقادیر سپس. کنندمی محاسبه ماده حجم کل

 .کنندمی محاسبه الاستیسیته تئوری

 

 

 S4R المان هندسه  1-4 شکل

 

 C3D20  المان هندسه  2-4 شکل
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 مودال حل -4-5

شود. های طبیعی و شکل مود آن، در فرکانس مورد نظر استفاده میجهت تعیین فرکانس 1لاز آنالیز مودا

 .های آن سازه داردمقدار فرکانس طبیعی هر سازه بستگی به شکل، جنس و تکیه گاه

 بهینه مش تعیین 4-5-1

 سازی، ورق حلقوی شکل با( مفروض است. برای مدل1-4ورقی به ابعاد و خواص مکانیکی مطابق جدول )

 بندیشبکهشرایط مرزی دو سرگیردار مدنظر قرار گرفته است. پس از تعریف خواص مکانیکی و ابعاد ورق، 

 گیرد.صورت می

 [56] ورق مکانیکی و هندسی مشخصات 1-4 جدول

 (mشعاع خارجی )

 (mشعاع داخلی )

 (mضخامت )

 (Paک )مدول های ویسکوالاستی

 (Pa.s) ضریب ویسکوالاستیک

 پوآسونضریب 

 (2Kg/m) چگالی

ro=0/15 

ri=0/045 

h= 004/0  

G0=5/354e9, G1=4/504e9 

η= 673/2 e10 

ν= 3/0  

22/0=ρ  

 

سازی باید به باید به این نکته توجه شود که چگالی ذکر شده در جدول، چگالی سطحی است و برای مدل

 ضخامت تقسیم شود.

( گزارش 2-4های مختلف در جدول )، فرکانس طبیعی عرضی اول برای تعداد المانS4Rلمان با استفاده از ا

 شود.المان حاصل می 4000ازای تقریباً شده است. بر اساس این جدول، مش بهینه به

 (Hz) برحسب مختلف یهاالمان ازای به اول عرضی طبیعی فرکانس مقادیر 2-4 جدول

 تعداد المان

 فرکان 

3000 

25791 

4000 

25790 

5000 

25790 

5500 

25775 

6000 

25758 

6500 

25749 

7000 

25738 

7500 

25733 

8000 

25726 

 

                                                        
1 Modal 
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 دینامیکی حل -4-6

های وابسته به زمان ی پاسخ دینامیکی یک سازه تحت تأثیر بارگذاریتوان به محاسبهبه کمک این تحلیل می

عنوان به انتخاب شود. 1ضمنیزیرمجموعه اجزاء برای تحلیل یک مدل وابسته به زمان، باید تحلیل پرداخت. 

 شود. این بار فقط تابع زمان است.با بارگذاری زیر انجام می طیف ضمنینمونه، تحلیل 

 

 گسترده نیروی زمانی تغییرات  3-4 شکل

ی ها یک مرحلهتوان به دو قسمت مجزا تقسیم نمود. هر یک از این قسمتیرات نیرو برحسب زمان را میتغی

تر های کوچک، هر یک از مراحل بارگذاری، به بخشاجزاء محدودشود. هنگام تحلیل نامیده می 2بارگذاری

گفته  3های بارگذاریگام ترهای کوچکشوند تا دقت حاصل از تحلیل افزایش یابد. به این بخشتقسیم می

 شود.می

 یبندجمع -4-7

تعیین خصوصیات مواد  ابتدای فصلبعدی مسأله ارائه شد. در در این فصل، روند حل عددی دوبعدی و سه

های . سپس المانقرار گرفت موردمطالعهسری پرونی  بر اساسالک( ویسکوالاستیک )مدول رهایش برشی و ب

به حل  درنهایتو حساسیت مش و بخش بعدی به حل مودال مسأله  در تحلیل معرفی شد. در کاررفتهبه

 دینامیکی پرداخته شد. در فصل پنجم نتایج حاصل از این فصل ارائه خواهد شد.

 

                                                        
1 Implicit subspace 
2 Load Step 
3 Loading Substeps 
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 مقدمه -5-1

سوم و چهارم پرداخته خواهد شد.  هایفصلدر  شدهارائههای در این فصل، به بررسی نتایج حاصل از روش

 است. شدهانجام Maple 15ریاضی در محیط  محاسبات

 طبیعی فرکان  -5-2

 است. شدهاستفادهبرای تحلیل فرکانسی، از ورقی با مشخصات هندسی و خواص مکانیکی زیر 

 [56] ورق مکانیکی و هندسی مشخصات 1-5 جدول

 (mشعاع خارجی )

 (Pa) های ویسکوالاستیکمدول

 (Pa.s) ضریب ویسکوالاستیک

 پوآسونضریب 

 (2Kg/m) چگالی

ro=0/15 

G1=5/354×109, G2=4/504×109 

η=2/673×106 

ν= 3/0  

22/0=ρ  
 
 

0تواند برای ورق الاستیک نیز با قرار دادن برای ورق ویسکوالاستیک، می آمدهدستبهنتایج   دستبه 

 .[68] شودی زیر تعریف میرابطهمدول بالک با لت آید. در این حا

(5-1) 
1

0
1 2

1 2

2 1
; ; 2 (1 )

3 1 2





 

   
 

   
    

 

s

s s

s

G G

K G E GG G
G

G G

 

نتایجی که توسط چندین مرجع  های عددی وتئوری برشی مرتبه اول با روش بر اساس آمدهدستبهنتایج 

از تئوری [ 57مرجع ] تفاده از تئوری کلاسیک،[ حل دقیق را با اس6رجع ]م مقایسه شده است. ،شدهارائه

با استفاده از روش  [58]مرجع  ر حالت متقارن محوری،از تئوری برشی مرتبه اول و د [44]. مرجع میندلین،

استفاده کرده  DQبا استفاده از روش  [59]مرجع  د وهای طبیعی را استخراج نموبعدی فرکانسریتز سه

ستفاده ا هافرکانس سازی بعدبیبرای  (2-5اند و از رابطه )شدهارائه بعدبیصورت هب هافرکانسامی تم. است

 ( می باشد.2-5همچنین رابطه دمپینگ در حالت کلی، مطابق رابطه ) شده است.
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(5-2) 2 2 0
0/ ; sin( )


    


 

T
a h D e T  

 گیردار-با شرط مرزی گیردار ورق حلقوی الاستیکبعد بیهای طبیعی (، فرکانس4-5( تا )2-5) هاجدولدر 

i/های مختلف برای نسبت or r  و/or h که مشاهده می طورهمانهای مختلف آورده شده است. و با تئوری-

 اجزاء محدودتئوری برشی در مقایسه با مراجع و حل  به سیک نسبتهای نازک، دقت تئوری کلاشود در ورق

عبارتی، هرچه نسبت ضخامت به شعاع به یابد.های بالا کاهش میباشد که این دقت در ضخامتبهتر می

خارجی ورق افزایش یابد، دقت تئوری برشی مرتبه اول افزایش یافته و دقت تئوری کلاسیک در مقایسه با 

فته شده رتبه اول، اثر برش عرضی در نظر گربعلت اینکه در تئوری برشی م یابد.ود کاهش میحل اجزاء محد

تئوری برشی تر، های نازکمسبب این است که در ورقشود، است و در تئوری کلاسیک این اثر، صرفنظر می

 نیز صادق هست.این روال برای سایر شرایط مرزی کند. های طبیعی را بیشتر گزارش میمرتبه اول فرکانس

 n=0 گیردار-گیردار الاستیک حلقوی ورق بعدبی طبیعی فرکانس 2-5 جدول 

/
o

h r /
i o

r r فرکان  دو  فرکان  اول هاتئوری 

01/0 

 
 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 
 

 

1/0 

 

 

 

 

 

 

1/0 

 
 

 

 
3/0 

 

 

 

 

5/0 

 

 

 

 

1/0 

 

 

 

 

 

 

 آباکوس

 مطالعه جاری

 [6کلاسیک مرجع ]

 کلاسیک ]پرتوربیشن[

 
 آباکوس

 مطالعه جاری

 [6کلاسیک مرجع ]

 کلاسیک ]پرتوربیشن[

 

 آباکوس

 مطالعه جاری

 [6کلاسیک مرجع ]

 کلاسیک ]پرتوربیشن[

 

 آباکوس

 مطالعه جاری

 [57مرجع ]

 [44]مرجع 

 کلاسیک ]پرتوربیشن[

 کلاسیک ]بسل[

 

356/27 

136/30 

250/27 

322/27 

 

433/45 

315/49 

36/45 

458/45 

 

283/89 

686/95 

300/89 

389/89 

 

260/25 

019/27 

630/24 

634/24 

522/27 

378/27 

 

92/76 

009/80 

300/75 

556/75 

 

089/126 

715/130 

125 

675/125 

 

910/246 

774/251 

246 

313/246 

 

299/65 

577/67 

140/62 

146/62 

144/76 

062/76 
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2/0 

3/0 

 

 

 

 

 

 

5/0 

 

 

 

 

 

 

1/0 

 

 

 

 

 

 
3/0 

 

 

 

 

 

 

5/0 

 

 آباکوس

 مطالعه جاری

 [57مرجع ]

 [44]مرجع 

 کلاسیک ]پرتوربیشن[

 کلاسیک ]بسل[

 

 آباکوس

 مطالعه جاری

 [57مرجع ]

 [44]مرجع 

 کلاسیک ]پرتوربیشن[

 کلاسیک ]بسل[

 

 آباکوس

 مطالعه جاری

 [57مرجع ]

 [44]مرجع 

 ]پرتوربیشن[کلاسیک 

 کلاسیک ]بسل[

 

 آباکوس

 مطالعه جاری

 [57مرجع ]

 [44]مرجع 

 کلاسیک ]پرتوربیشن[

 کلاسیک ]بسل[

 

 آباکوس

 مطالعه جاری

 [57مرجع ]

 [44]مرجع 

 کلاسیک ]پرتوربیشن[

 کلاسیک ]بسل[

586/40 

758/42 

400/39 

395/39 

563/45 

458/45 

 

171/73 

437/75 

280/70 

243/70 

395/89 

246/89 

 

520/20 

825/21 

840/19 

852/19 

488/27 

380/27 

 

913/30 

163/32 

040/30 

046/30 

460/45 

345/45 

 

365/50 

386/50 

310/48 

317/48 

389/89 

245/89 

622/100 

74/101 

590/95 

598/95 

860/125 

458/125 

 

303/168 

403/168 

780/159 

786/159 

494/246 

331/246 

 

372/47 

611/47 

910/44 

922/44 

943/75 

367/75 

 

013/67 

251/67 

230/64 

239/64 

629/125 

361/125 

 

512/100 

531/100 

390/97 

397/97 

685/246 

334/246   
 

 n=1 گیردار-گیردار الاستیک حلقوی ورق بعدبی طبیعی فرکانس 3-5 جدول

/
o

h r /
i o

r r فرکان  دو  فرکان  اول هاتئوری 

01/0 

 

 

 

 

 
 

1/0 

 

 

 
 

3/0 

 

 آباکوس

 مطالعه جاری

 [6کلاسیک مرجع ]

 کلاسیک ]پرتوربیشن[

 

 آباکوس

 مطالعه جاری

232/28 

768/31 

840/28 

708/28 

 

715/47 

018/50 

148/80 

411/82 

600/78 

395/78 

 

051/130 

686/133 
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1/0 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

2/0 

 

 

 

5/0 

 

 

 

 

 

 

1/0 

 
 

 

 

 
3/0 

 

 

 

 

 

5/0 

 
 

 

 

 

1/0 

 

 
 

 

 
3/0 

 

 

 

 

 

5/0 

 

 

 

 

 [6ک مرجع ]کلاسی

 کلاسیک ]پرتوربیشن[

 

 آباکوس

 [6کلاسیک مرجع ]

 کلاسیک ]پرتوربیشن[

 [58]مرجع 

 [59]مرجع 

 مطالعه جاری

 

 آباکوس

 مطالعه جاری

 [57مرجع ]

 کلاسیک ]پرتوربیشن[

 کلاسیک ]بسل[

 

 آباکوس

 مطالعه جاری

 [57مرجع ]

 کلاسیک ]پرتوربیشن[

 کلاسیک ]بسل[

 

 آباکوس

 مطالعه جاری

 [57مرجع ]

 کلاسیک ]پرتوربیشن[

 کلاسیک ]بسل[

 

 آباکوس

 مطالعه جاری

 [57مرجع ]

 کلاسیک ]پرتوربیشن[

 کلاسیک ]بسل[

 

 آباکوس

 مطالعه جاری

 [57مرجع ]

 کلاسیک ]پرتوربیشن[

 کلاسیک ]بسل[

 

 آباکوس

 مطالعه جاری

 [57مرجع ]

 کلاسیک ]پرتوربیشن[

 کلاسیک ]بسل[

600/46 

317/46 

 

283/90 

683/89 

943/89 

8655/89 

7653/89 

976/95 

 

023/26 

455/27 

900/25 

582/28 

779/28 

 

576/41 

984/42 

370/40 

417/46 

642/46 

 

815/74 

334/77 

900/70 

044/90 

234/90 

 

607/22 

710/22 

180/21 

183/28 

615/28 

 

638/31 

504/32 

770/30 

316/46 

461/46 

 

271/50 

601/50 

730/48 

160/90 

225/90 

127 

704/126 

 

215/250 

248 

549/247 

- 

- 

819/256 

 

880/66 

704/68 

780/64 

895/76 

634/77 

 

035/101 

556/102 

990/96 

606/127 

374/127 

 

397/168 

431/169 

600/160 

439/247 

754/247 

 

315/48 

813/48 

590/47 

391/78 

640/78 

 

138/67 

414/67 

360/65 

408/127 

375/127 

 

462/100 

635/100 

020/98 

449/247 

751/247  
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 n=2 گیردار-گیردار الاستیک حلقوی ورق بعدبی طبیعی فرکانس 4-5 جدول

/
o

h r /
i o

r r فرکان  دو  فرکان  اول هاتئوری 

01/0 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 
 

1/0 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 
 

 

2/0 

1/0 

 

 

 

3/0 

 

 

 
 

5/0 

 

 

 
 

1/0 

 

 

 

 

3/0 

 

 

 

 

 

5/0 

 

 

 

 

 

1/0 

 

 

 

 

3/0 

 

 

 

 
5/0 

 آباکوس

 مطالعه جاری

 [6کلاسیک مرجع ]

 

 آباکوس

 مطالعه جاری

 [6کلاسیک مرجع ]

 [پرتوربیشن] کلاسیک

 

 آباکوس

 جاریمطالعه 

 [6کلاسیک مرجع ]

 [پرتوربیشن] کلاسیک

 

 آباکوس

 مطالعه جاری

 [57مرجع ]

 [بسل] کلاسیک

 
 آباکوس

 مطالعه جاری

 [57مرجع ]

 [بسل] کلاسیک

 [پرتوربیشن] کلاسیک

 

 آباکوس

 مطالعه جاری

 [57مرجع ]

 [بسل] کلاسیک

 [پرتوربیشن] کلاسیک

 

 آباکوس

 مطالعه جاری

 [57مرجع ]

 [بسل] کلاسیک

 

 سآباکو

 مطالعه جاری

 [57مرجع ]

 [بسل] کلاسیک

 
 آباکوس

733/36 

001/33 

609/36 

 

693/51 

591/52 

51 

671/50 

 

242/94 

243/97 

3/93 

021/93 

 

135/33 

370/33 

120/33 

615/36 

 

228/45 

437/46 

980/43 

139/51 

668/50 

 

925/76 

743/77 

960/72 

326/93 

0131/93 

 

957/27 

378/27 

440/27 

615/36 

 

517/33 

496/33 

670/33 

137/51 

 

338/51 

873/90 

856/86 

500/90 

 

209/134 

229/139 

134 

521/132 

 

173/255 

797/269 

253 

132/252 

 

972/77 

153/79 

870/74 

4538/90 

 

088/104 

390/104 

430/101 

671/133 

995/132 

 

121/169 

431/169 

080/163 

957/251 

203/251 

 

726/57 

829/57 

530/55 

449/90 

 

671/68 

132/68 

810/68 

684/133 

 

115/100 
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 مطالعه جاری

 [57مرجع ]

 [بسل] کلاسیک

755/51 

180/50 

326/93 

963/100 

900/99 

958/251  
 

ازای نسبت ضخامت به شعاع نتایج فقط بهبا توجه به نتایج ارائه شده در بالا، برای سایر شرایط مرزی، 

 اند.گزارش شده nیر مختلف و مقا 3/0نسبت شعاع داخلی به خارجی  ،2/0خارجی 

 ساده-گیردار الاستیک حلقوی ورق بعدبی طبیعی فرکانس 5-5 جدول

n /
o

h r /
i o

r r فرکان  دو  فرکان  اول هاتئوری 

0 
 

 

 

1 
 

 

 

2 

2/0 

 

 

 

 

 

 

3/0 

 

 آباکوس

 مطالعه جاری

 [57مرجع ]

 

 آباکوس

 مطالعه جاری

 [57مرجع ]

 

 آباکوس

 مطالعه جاری

 [57مرجع ]

115/23 

374/24 

440/22 

 

015/24 

135/27 

520/23 

 

813/27 

352/29 

320/27 

023/61 

931/62 

380/59 

 

388/62 

124/64 

620/60 

 

450/65 

163/65 

420/64  
 

 آزاد-ساده الاستیک حلقوی ورق بعدبی طبیعی فرکانس 6-5 جدول

n /
o

h r /
i o

r r فرکان  دو  فرکان  اول هاتئوری 

0 
 

 

 

1 
 

 

 

2 

2/0 

 

 

 

 

 

3/0 

 

 آباکوس

 مطالعه جاری

 [57مرجع ]

 

 آباکوس

 مطالعه جاری

 [57مرجع ]

 

 آباکوس

 ریمطالعه جا

 [57مرجع ]

036/4 

928/4 

33/3 

 

098/5 

595/5 

23/3 

 

230/11 

193/12 

74/5 

855/26 

087/27 

890/25 

 

856/28 

578/29 

870/27 

 

835/34 

174/35 

520/33  
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 ساده-ساده الاستیک حلقوی ورق بعدبی طبیعی فرکانس 7-5 جدول

n /
o

h r /
i o

r r فرکان  دو  فرکان  اول هاتئوری 

0 
 

 

 

1 
 

 

 

2 

2/0 

 

 

 

 

 

3/0 

 

 آباکوس

 مطالعه جاری

 [57مرجع ]

 

 آباکوس

 مطالعه جاری

 [57مرجع ]

 

 آباکوس

 مطالعه جاری

 [57مرجع ]

021/19 

294/19 

210/18 

 

151/20 

020/20 

980/19 

 

742/25 

320/26 

22/25 

032/58 

278/59 

080/56 

 

111/59 

023/60 

600/57 

 

129/62 

199/62 

110/62  

 آزاد-آزاد الاستیک حلقوی ورق بعدبی طبیعی فرکانس 8-5 جدول

n /
o

h r /
i o

r r ن  دو فرکا فرکان  اول هاتئوری 

0 
 

 

 

1 
 

 

 

2 

2/0 

 

 

 

 

 

3/0 

 

 آباکوس

 مطالعه جاری

 [57مرجع ]

 

 آباکوس

 مطالعه جاری

 [57مرجع ]

 

 آباکوس

 مطالعه جاری

 [57مرجع ]

795/7 

348/8 

890/7 

 

193/15 

629/12 

130/15 

 

615/4 

721/4 

610/4 

842/39 

970/39 

570/39 

 

511/43 

633/41 

170/43 

 

565/53 

586/45 

630/26  
 

 آزاد-گیردار الاستیک حلقوی ورق بعدبی طبیعی فرکانس 9-5 جدول

n /
o

h r /
i o

r r فرکان  دو  فرکان  اول هاتئوری 

0 
 

 

 

1 
 

 

 

2 

2/0 

 

 

 

 

 

3/0 

 

 آباکوس

 مطالعه جاری

 [57مرجع ]

 

 آباکوس

 العه جاریمط

 [57مرجع ]

 

 آباکوس

 مطالعه جاری

 [57مرجع ]

456/10 

135/9 

350/10 

 

551/16 

944/16 

870/15 

 

698/25 

650/24 

330/25 

442/37 

540/36 

770/36 

 

900/40 

721/39 

180/40 

 

650/50 

249/45 

740/49  
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 گیردار-ساده الاستیک حلقوی ورق عدببی طبیعی فرکانس 10-5 جدول

n /
o

h r /
i o

r r فرکان  دو  فرکان  اول هاتئوری 

0 

 

 

 

1 

 

 
2 

2/0 

 

 

 

 

 

3/0 

 

 آباکوس

 مطالعه جاری

 [57مرجع ]

 

 آباکوس

 مطالعه جاری

 [57مرجع ]

 

 آباکوس

 مطالعه جاری

 [57مرجع ]

432/26 

686/25 

680/25 

 

163/27 

344/27 

040/27 

 

214/31 

810/31 

320/31 

096/64 

930/62 

560/61 

 

156/64 

538/65 

870/62 

 

321/68 

891/68 

810/66  
 

شود. برای این حالت، ارائه نتایج ورق مدور توپر پرداخته میارائه نتایج ورق مدور الاستیک، به  روند در ادامه

شده گزارش  nو مقادیر مختلف  های مختلف ضخامت به شعاعبتآزاد، گیردار و ساده با نس سه شرط مرزی

که به  [63]جع ، نتایج این بخش با حل عددی و مردست آمده از ورق توپرسنجی نتایج به است. برای صحت

 1که یک فرم بسته دقیق [64]حل تحلیلی ارتعاشات آزاد ورق دایروی نامتقارن با تئوری میندلین و مرجع 

این گردد. مقایسه میاند، آزاد ورق دایروی با استفاده از تئوری مرتبه بالای برشی ارائه دادهبرای ارتعاشات 

بسل استفاده نموده و با استفاده از شرایط تکینگی در مرکز ورق،  ع برای ارائه پاسخ تحلیلی، از شکلمراج

معرفی شده در مرکز ورق،  رزیاضر، با توجه به شرایط مند. ولی در پژوهش حاهدست آوردهای حل را بهثابت

-5) یهاجدولدر  همانطور کهفرم جدیدی از حل بدون استفاده از شرط محدودیت، ارائه داده شده است. 

یابند. بعد کاهش میهای طبیعی بیفرکانس شود، با افزایش نسبت ضخامت به شعاع،می دیده (16-5( تا )11

به هم نزدیک بوده و حل در نظر  [64]و  [63]وسیله مراجع هشود که نتایج ارائه شده بهمچنین، مشاهده می

ها برای هر دو تئوری )میندلین و برشی مرتبه بالاتر( به سرعت همگرا شود، ولی گرفته شده باعث شده جواب

تر ضخامت به شعاع خارجی به مراجع های بزرگهای طبیعی، در نسبتحل ارائه شده برای تعیین فرکانس

 شود.همگرا می

                                                        
1 Closed form 
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 n=1ازای گیردار به الاستیک توپر ورق بعدبی طبیعی فرکانس 11-5 جدول

/
o

h r  فرکان  دو  فرکان  اول هاتئوری 

05/0  

 

 

 

 

1/0  
 

 

 

 

15/0  
 

 

 

 

2/0  
 

 

 

 

25/0  

 

 

 

 

3/0  
 

 

 

35/0  

 آباکوس

 مطالعه جاری

 [63]مرجع 

 [64]مرجع 

 

 آباکوس

 مطالعه جاری

 [63]مرجع 

 [64]مرجع 

 

 آباکوس

 مطالعه جاری

 [63]مرجع 

 [64]مرجع 

 

 آباکوس

 مطالعه جاری

 [63]مرجع 

 [64]مرجع 

 

 آباکوس

 مطالعه جاری

 [63]مرجع 

 [64]مرجع 

 

 آباکوس

 جاری مطالعه

 [64]مرجع 

 

 آباکوس

 جاری مطالعه

 [64]مرجع 

321/21 

024/22 

002/21 

976/20 

 

335/20 

160/21 

232/20 

199/20 

 

073/20 

168/20 

116/19 

100/19 

 

970/17 

867/17 

834/17 

855/17 

 

698/16 

229/16 

521/16 

591/16 

 

469/15 

987/15 

385/15 

 

327/14 

178/14 

273/14 

590/59 

987/59 

827/58 

833/58 

 

475/54 

421/54 

890/53 

998/53 

 

780/48 

851/47 

002/48 

281/48 

 

140/43 

285/41 

409/42 

875/42 

 

346/38 

110/36 

550/37 

177/38 

 

588/33 

322/32 

246/34 

 

585/30 

023/30 

957/30  
 

 n=2ازای گیردار به الاستیک توپر ورق بعدبی طبیعی فرکانس 12-5 جدول

/
o

h r اول فرکان  هاتئوری   فرکان  دو  

05/0 

 

 

 

 

 آباکوس

 مطالعه جاری

 [63]مرجع 

 [64]مرجع 

 

899/33 

669/35 

258/34 

150/34 

 

643/81 

701/81 

933/80 

887/80 
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1/0 
 

 

 

 

15/0 
 

 

 

 

2/0 
 
 

 

 

25/0 

 

 
 

 

3/0 
 

 

 

35/0 

 آباکوس

 مطالعه جاری

 [63]مرجع 

 [64]مرجع 

 

 آباکوس

 مطالعه جاری

 [63]مرجع 

 [64]مرجع 

 

 آباکوس

 مطالعه جاری

 [63]مرجع 

 [64]مرجع 

 

 آباکوس

 مطالعه جاری

 [63]مرجع 

 [64]مرجع 

 

 آباکوس

 جاری مطالعه

 [64]مرجع 

 

 آباکوس

 جاری مطالعه

 [64]مرجع 

889/31 

308/30 

406/32 

263/32 

 

052/30 

157/27 

890/29 

793/29 

 

378/27 

037/25 

214/27 

215/27 

 

015/24 

279/23 

670/24 

789/24 

 

401/22 

445/22 

616/22 

 

728/20 

829/20 

715/20 

147/73 

786/71 

368/72 

489/72 

 

969/63 

036/59 

929/62 

338/63 

 

578/55 

821/53 

557/54 

258/55 

 

770/48 

673/47 

650/47 

593/48 

 

156/43 

391/43 

184/43 

 

628/38 

628/38  

778/38  
 

 n=1ازای ساده به الاستیک توپر ورق بعدبی طبیعی فرکانس 13-5 جدول

/
o

h r  فرکان  دو  فرکان  اول هاتئوری 

1/0  
 

 

 

 

15/0  

 

 

 

 

2/0  
 

 

 آباکوس

 مطالعه جاری

 [63]مرجع 

 [64]مرجع 

 

 آباکوس

 مطالعه جاری

 [63]مرجع 

 [64]مرجع 

 

 آباکوس

 ریمطالعه جا

 [63]مرجع 

530/13 

436/13 

510/13 

514/13 

 

149/13 

033/13 

109/13 

117/13 

 

677/12 

512/12 

620/12 

892/44 

582/44 

691/44 

728/44 

 

513/41 

410/38 

174/41 

247/41 

 

954/37 

644/36 

537/37 
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25/0  

 

 

 

 

3/0  
 

 

 

35/0  

 [64]مرجع 

 

 آباکوس

 مطالعه جاری

 [63]مرجع 

 [64]مرجع 

 

 آباکوس

 جاری مطالعه

 [64]مرجع 

 

 آباکوس

 جاری مطالعه

 [64]مرجع 

632/12 

 

157/12 

150/12 

080/12 

098/12 

 

618/11 

244/11 

543/11 

 

077/11 

423/10 

990/10 

647/37 

 

619/34 

031/33 

127/34 

276/34 

 

613/31 

659/29 

258/31 

 

955/28 

405/26 

609/28  
 

 n=2ازای ساده به الاستیک توپر ورق بعدبی عیطبی فرکانس 14-5 جدول

/
o

h r  فرکان  دو  فرکان  اول هاتئوری 

1/0  
 

 

 

 

15/0  
 

 

 

 

2/0  
 

 

 
 

25/0  

 

 

 

 

3/0  
 

 
 

35/0  

 آباکوس

 مطالعه جاری

 [63]مرجع 

 [64]مرجع 

 

 آباکوس

 مطالعه جاری

 [63]مرجع 

 [64]مرجع 

 

 آباکوس

 مطالعه جاری

 [63]مرجع 

 [64]مرجع 

 

 آباکوس

 مطالعه جاری

 [63]مرجع 

 [64]مرجع 

 

 آباکوس

 جاری مطالعه

 [64]مرجع 

 

 آباکوس

 جاری مطالعه

 [64]مرجع 

175/24 

861/23 

313/24 

326/24 

 

196/23 

001/23 

079/23 

104/23 

 

845/21 

128/21 

687/21 

728/21 

 

472/20 

897/19 

270/20 

325/20 

 

143/19 

404/18 

973/18 

 

896/17 

070/17 

710/17 

963/62 

025/61 

552/62 

628/62 

 

836/56 

483/53 

212/56 

353/56 

 

820/50 

089/48 

126/50 

334/50 

 

554/45 

100/43 

751/44 

025/45 

 

997/40 

776/38 

488/40 

 

093/37 

693/34 

646/36 
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 n=1ازای به آزاد الاستیک توپر ورق بعدبی طبیعی فرکانس 15-5 جدول

/
o

h r  فرکان  دو  فرکان  اول هاتئوری 

1/0  
 

 

 
 

15/0  
 

 

 

 

2/0  
 

 

 

 

25/0  

 
 

 

 

3/0  
 

 

 

35/0  

 
 

 آباکوس

 مطالعه جاری

 [63]مرجع 

 [64]مرجع 

 

 آباکوس

 مطالعه جاری

 [63]مرجع 

 [64]مرجع 

 

 آباکوس

 مطالعه جاری

 [63]مرجع 

 [64]مرجع 

 

 آباکوس

 مطالعه جاری

 [63]مرجع 

 [64]مرجع 

 

 آباکوس

 جاری مطالعه

 [64]مرجع 

 

 آباکوس

 جاری مطالعه

 [64]مرجع 

740/19 

714/19 

711/19 

717/19 

 

726/18 

851/17 

917/18 

929/18 

 

057/18 

861/16 

978/17 

998/17 

 

082/17 

192/16 

979/16 

008/17 

 

102/16 

346/15 

015/16 

 

921/14 

057/14 

054/15 

081/55 

00/56 

257/54 

306/54 

 

151/49 

355/48 

341/49 

435/49 

 

917/44 

413/42 

434/44 

575/44 

 

498/40 

076/38 

948/39 

135/40 

 

966/35 

124/34 

210/36 

 

082/33 

732/30 

755/32 
 

 

 n=2ازای آزاد به الاستیک توپر ورق بعدبی طبیعی فرکانس 16-5 جدول

/
o

h r  فرکان  دو  فرکان  اول هاتئوری 

1/0  
 

 

 

15/0  
 

 

 

2/0  

 مطالعه جاری

 [63]مرجع 

 [64]مرجع 

 

 مطالعه جاری

 [63]مرجع 

 [64]مرجع 

 

 مطالعه جاری

650/5 

278/5 

278/5 

 

744/4 

205/5 

206/5 

 

690/4 

748/35 

033/33 

053/33 

 

528/34 

942/30 

979/30 

 

090/27 
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25/0  

 

 

 

3/0  
 

 

35/0  
 

 [63]مرجع 

 [64]مرجع 

 

 مطالعه جاری

 [63]مرجع 

 [64]مرجع 

 

 جاری مطالعه

 [64]مرجع 

 

 جاری مطالعه

 [64]مرجع 

114/5 

116/5 

 

418/4 

008/5 

011/5 

 

319/4 

896/4 

 

231/4 

773/4 

668/28 

725/26 

 

541/26 

427/26 

505/26 

 

339/25 

421/24 

 

228/24 

510/22 
 

 

 یهاجدولشود. همانطور که در پس از ارائه نتایج الاستیک، به ارائه نتایج ویسکوالاستیک ورق پرداخته می

های طبیعی برای ورق ویسکوالاستیک مشابه ورق الاستیک در شود، فرکانسمشاهده می (24-5( تا )5-17)

ارائه نتایج، به مقایسه نتایج  روند ادامه در د ولی برحسب هرتز متفاوت هستند.نباشمی بعدبیحالت 

میرایی نیز حائز در مواد ویسکوالاستیک مسأله  شود.ویسکوالاستیک و الاستیک برحسب هرتز پرداخته می

با توجه به  شده است. گزارشو مود اول، میرایی  ط مرزی گیرداریفقط برای شرادر اینجا که  اهمیت است

(، با افزایش ضخامت به شعاع خارجی، قدرمطلق میرایی کاهش 19-5( و )18-5) یهاجدولهای داده

 ادامه دارد. nیابد. همچنین این روند کاهشی برای میرایی با افزایش پارارمتر می

 n=0 گیردار-گیردار ویسکوالاستیک حلقوی ورق بعدبی طبیعی فرکانس 17-5 جدول

/
o

h r /
i o

r r
 

 فرکان  دو  فرکان  اول هاتئوری

01/0 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

1/0 

 

1/0 

 
 

 
3/0 

 

 

 

5/0 

 

 

 

1/0 

 

 آباکوس

 مطالعه جاری

 کلاسیک

 
 آباکوس

 مطالعه جاری

 کلاسیک

 

 آباکوس

 مطالعه جاری

 سیککلا

 

 آباکوس

 مطالعه جاری

356/27 

536/30 

625/27 

 

433/45 

315/49 

663/45 

 

283/89 

686/95 

504/89 

 

260/25 

019/27 

92/76 

009/80 

125/76 

 

089/128 

715/130 

849/125 

 

91/246 

774/251 

681/246 

 

299/65 

577/67 
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2/0 

 

 

 

3/0 

 

 

 

5/0 

 

 

 

1/0 

 

 

 

3/0 

 

 

 

5/0 

 

 کلاسیک

 

 آباکوس

 مطالعه جاری

 کلاسیک

 

 آباکوس

 مطالعه جاری

 کلاسیک

 

 آباکوس

 مطالعه جاری

 کلاسیک

 

 آباکوس

 مطالعه جاری

 کلاسیک

 

 آباکوس

 مطالعه جاری

 کلاسیک

627/27 

 

586/40 

758/42 

661/45 

 

171/73 

437/75 

488/89 

 

520/20 

825/21 

626/27 

 

913/30 

163/32 

653/45 

 

365/50 

386/50 

494/89 

140/76 

 

622/100 

74/101 

865/125 

 

303/168 

403/168 

684/246 

 

372/47 

611/47 

142/76 

 

013/67 

251/67 

866/125 

 

512/100 

531/100 

700/246  
 

 n=1 گیردار-گیردار ویسکوالاستیک حلقوی ورقو دمپینگ  بعدبی طبیعی فرکانس 18-5 جدول

/
o

h r /
i o

r r
 

 فرکان  دو  فرکان  اول اهتئوری

01/0 

 

 

 

 
 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

1/0 

 

 

 

 

1/0 

 

 

 

 
3/0 

 

 

 

 

5/0 

 

 

 
 

1/0 

 

 

 

 

 آباکوس

 مطالعه جاری

 کلاسیک

 دمپینگ

 

 آباکوس

 مطالعه جاری

 کلاسیک

 دمپینگ

 
 آباکوس

 مطالعه جاری

 کلاسیک

 دمپینگ

 

 آباکوس

 یمطالعه جار

 کلاسیک

 دمپینگ

 

232/28 

768/31 

657/27 

250/6 e-3 

 

715/47 

018/50 

678/45 

731/5 e-3 

 

283/90 

976/95 

943/89 

142/5 e-3 

 

023/26 

455/27 

684/27 

431/4 e-3 

 

148/80 

411/82 

166/76 

- 

 

051/130 

686/133 

879/125 

- 

 
215/250 

819/256 

681/246 

- 

 

88/66 

704/68 

151/76 

- 
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2/0 

 

3/0 

 

 

 
 

5/0 

 

 

 

 

1/0 

 

 

 

 
3/0 

 

 

 

 

5/0 

 

 

 آباکوس

 مطالعه جاری

 کلاسیک

 دمپینگ

 

 آباکوس

 مطالعه جاری

 کلاسیک

 دمپینگ

 

 آباکوس

 مطالعه جاری

 کلاسیک

 دمپینگ

 

 آباکوس

 مطالعه جاری

 کلاسیک

 دمپینگ

 

 آباکوس

 مطالعه جاری

 کلاسیک

 دمپینگ

576/41 

424/43 

316/46 

891/3 e-3 

 

815/74 

334/77 

044/90 

162/3 e-3 

 

607/22 

710/22 

183/28 

129/4 e-3 

 

638/31 

504/32 

216/46 

319/3 e-3 

 

271/50 

601/50 

160/90 

811/2 e-3 

035/101 

262/103 

408/127 

- 

 

397/168 

907/168 

439/247 

- 

 

315/48 

813/48 

391/78 

- 

 

138/67 

414/67 

808/126 

- 

 

462/100 

635/100 

449/247 

-  
 

 

 n=2 گیردار-گیردار ویسکوالاستیک حلقوی ورق و دمپینگ بعدبی طبیعی فرکانس 19-5 جدول

/
o

h r /
i o

r r
 

 فرکان  دو  فرکان  اول هاتئوری

01/0 

 

 

 

 
 
 

 

 

 
 

 

 
 

1/0 

 

 

1/0 

 

 

 

3/0 

 

 

 

 

5/0 

 

 

 

 

1/0 

 

 

 کوسآبا

 مطالعه جاری

 دمپینگ

 

 آباکوس

 مطالعه جاری

 کلاسیک

 دمپینگ

 

 آباکوس

 مطالعه جاری

 کلاسیک

 دمپینگ

 

 آباکوس

 مطالعه جاری

 کلاسیک

033/37 

001/33 

331/6 e-3 

 

693/51 

591/52 

756/45 

489/5 e-3 

 

242/94 

243/97 

545/89 

837/4 e-3 

 

135/33 

370/33 

896/27 

873/90 

856/86 

- 

 

209/134 

229/139 

998/125 

- 

 

173/255 

797/269 

819/246 

- 

 

972/77 

153/79 

226/76 
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2/0 

 

 

3/0 

 

 

 

 

5/0 

 

 

 

 

1/0 

 

 

 

 

3/0 

 

 

 

 

5/0 

 دمپینگ

 

 آباکوس

 مطالعه جاری

 کلاسیک

 دمپینگ

 

 آباکوس

 مطالعه جاری

 کلاسیک

 دمپینگ

 

 آباکوس

 مطالعه جاری

 کلاسیک

 دمپینگ

 

 آباکوس

 مطالعه جاری

 کلاسیک

 پینگدم

 

 آباکوس

 مطالعه جاری

 کلاسیک

 دمپینگ

159/4 e-3 

 

228/45 

437/46 

792/45 

716/3 e-3 

 

925/76 

743/77 

545/89 

921/2 e-3 

 

957/27 

378/27 

921/27 

952/3 e-3 

 

517/33 

496/33 

828/45 

028/3 e-3 

 

338/51 

755/51 

605/89 

678/2 e-3 

- 

 

088/104 

390/104 

949/125 

- 

 

121/169 

431/169 

735/246 

- 

 

726/57 

829/57 

236/76 

- 

 

671/68 

132/68 

901/125 

- 

 

115/100 

963/100 

759/246 

-  
 

 گیردار-ساده ویسکوالاستیک حلقوی ورقبعد بی طبیعی فرکانس 20-5 جدول

n /
o

h r /
i o

r r
 

 فرکان  دو  فرکان  اول هاتئوری

0 

 
 

1 
 

 

2 

2/0 

 

3/0 

 

 آباکوس

 طالعه جاریم

 

 آباکوس

 مطالعه جاری

 

 آباکوس

 مطالعه جاری

547/26 

975/26 

 

163/27 

341/27 

 

214/31 

807/31 

096/64 

387/64 

 

156/64 

157/64 

 

321/68 

891/68 
 

 آزاد-ساده ویسکوالاستیک حلقوی ورق بعدبی طبیعی فرکانس 21-5 جدول

n /
o

h r /
i o

r r
 

 فرکان  دو  فرکان  اول هاتئوری

0 
 

2/0 

 

3/0 

 

 آباکوس

 مطالعه جاری

036/4 

928/4 

855/26 

087/27 
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1 
 

 

2 

 

 آباکوس

 مطالعه جاری

 

 آباکوس

 مطالعه جاری

 

098/5 

595/5 

 

230/11 

193/12 

 

856/28 

578/29 

 

835/34 

174/35  
 

 ساده-ساده ویسکوالاستیک حلقوی ورق بعدبی طبیعی فرکانس 22-5 جدول

n /
o

h r /
i o

r r
 

 فرکان  دو  فرکان  اول هاتئوری

0 

 
 

1 
 

 

2 

2/0 

 

3/0 

 

 آباکوس

 مطالعه جاری

 

 آباکوس

 مطالعه جاری

 

 آباکوس

 مطالعه جاری

021/19 

294/19 

 

551/20 

458/21 

 

742/25 

320/26 

032/58 

278/59 

 

111/59 

023/60 

 

129/62 

199/62  
 

 آزاد-آزاد ویسکوالاستیک حلقوی ورق بعدبی طبیعی فرکانس 23-5 جدول

n /
o

h r /
i o

r r فرکان  دو  فرکان  اول هاتئوری 

0 

 

 

1 
 

 

2 

2/0 

 

3/0 

 

 آباکوس

 مطالعه جاری

 

 آباکوس

 مطالعه جاری

 

 آباکوس

 مطالعه جاری

795/7 

348/8 

 

193/15 

621/16 

 

615/4 

721/4 

842/39 

970/39 

 

511/43 

800/43 

 

565/53 

586/45  

 آزاد-گیردار ویسکوالاستیک حلقوی ورق بعدبی طبیعی فرکانس 24-5 جدول

n /
o

h r /
i o

r r فرکان  دو  فرکان  اول هاتئوری 

0 
 

 

1 

 

 

2 

2/0 

 

 

 

 

3/0 

 

 آباکوس

 مطالعه جاری

 

 آباکوس

 مطالعه جاری

 

 آباکوس

 مطالعه جاری

156/10 

135/9 

 

551/16 

944/16 

 

698/25 

650/24 

442/37 

540/36 

 

900/40 

721/39 

 

650/50 

249/49  
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های برای نسبت (30-5)-(25-5) یهاجدولصورت لاستیک بههای ورق توپر ویسکواهمچنین فرکانس

الاستیک  بعد ورقفرکانس طبیعی بی ،هاجدولهای ت. با توجه به دادهسارائه شده ا مختلف ضخامت به شعاع

 باشد.و ویسکوالاستیک یکسان می

 n=1ازای گیردار به الاستیکویسکو توپر ورق بعدبی طبیعی فرکانس 25-5 جدول

/
o

h r  فرکان  دو  فرکان  اول هاتئوری 

05/0 

 

 

1/0 

 

 

15/0 

 

 

2/0 

 
 

25/0 

 

 

3/0 
 

 

35/0 

 آباکوس

 مطالعه جاری

 

 آباکوس

 مطالعه جاری

 

 آباکوس

 مطالعه جاری

 

 آباکوس

 مطالعه جاری

 

 آباکوس

 مطالعه جاری

 

 آباکوس

 جاری مطالعه

 

 آباکوس

 جاری مطالعه

321/21 

024/22 

 

335/20 

160/21 

 

073/20 

168/20 

 

970/17 

867/17 

 

698/16 

229/16 

 

469/15 

987/15 

 

327/14 

178/14 

590/59 

987/59 

 

475/54 

421/54 

 

780/48 

851/47 

 

140/43 

285/41 

 

346/38 

110/36 

 

588/33 

322/32 

 

585/30 

023/30  
 

 n=2ازای گیردار به الاستیکویسکو توپر ورق بعدبی طبیعی فرکانس 26-5 جدول

/
o

h r رکان  اولف هاتئوری   فرکان  دو  

05/0 

 

 

1/0 
 

 

15/0 

 

 

2/0 

 آباکوس

 مطالعه جاری

 

 آباکوس

 مطالعه جاری

 

 آباکوس

 مطالعه جاری

 

 آباکوس

899/33 

669/35 

 

889/31 

308/30 

 

052/30 

157/27 

 

378/27 

643/81 

701/81 

 

147/73 

786/71 

 

969/63 

036/59 

 

578/55 
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25/0 

 

 

3/0 

 

 

35/0 
 

 مطالعه جاری

 

 آباکوس

 مطالعه جاری

 

 آباکوس

 جاری مطالعه

 

 آباکوس

 جاری مطالعه

037/25 

 

015/24 

279/23 

 

401/22 

445/22 

 

728/20 

829/20 

821/53 

 

770/48 

673/47 

 

156/43 

391/43 

 

628/38 

628/38  
 

 n=1ازای ساده به ستیکالاویسکو توپر ورق بعدبی طبیعی فرکانس 27-5 جدول

/
o

h r هاتئوری   فرکان  دو  فرکان  اول 

1/0  
 

 

15/0  
 

 

2/0  

 

 

25/0  

 

 

3/0  

 

 

35/0  

 آباکوس

 مطالعه جاری

 

 آباکوس

 مطالعه جاری

 

 آباکوس

 مطالعه جاری

 

 آباکوس

 مطالعه جاری

 

 آباکوس

 جاری مطالعه

 

 آباکوس

 جاری مطالعه

530/13 

436/13 

 

149/13 

033/13 

 

677/12 

512/12 

 

157/12 

150/12 

 

618/11 

244/11 

 

077/11 

423/10 

892/44 

582/44 

 

513/41 

410/38 

 

954/37 

644/36 

 

619/34 

031/33 

 

613/31 

659/29 

 

955/28 

405/26  
 

 n=2ازای ساده به لاستیکویسکوا توپر ورق بعدبی طبیعی فرکانس 28-5 جدول

/
o

h r  فرکان  دو  فرکان  اول هاتئوری 

1/0  
 

 

15/0  

 

 

2/0  

 

 

 آباکوس

 مطالعه جاری

 

 آباکوس

 مطالعه جاری

 

 آباکوس

 مطالعه جاری

 

175/24 

861/23 

 

196/23 

001/23 

 

845/21 

128/21 

 

963/62 

025/61 

 

836/56 

483/53 

 

820/50 

089/48 
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25/0  

 

 

3/0  
 

 

35/0  

 آباکوس

 مطالعه جاری

 

 آباکوس

 جاری مطالعه

 

 آباکوس

 جاری مطالعه

472/20 

897/19 

 

143/19 

404/18 

 

896/17 

070/17 

554/45 

100/43 

 

997/40 

776/38 

 

093/37 

693/34 
 
 

 n=1ازای آزاد به الاستیکوویسک توپر ورق بعدبی طبیعی فرکانس 29-5 جدول

/
o

h r  فرکان  دو  فرکان  اول هاتئوری 

1/0  
 

 

15/0  

 

 

2/0  
 

 

25/0  

 

 

3/0  

 

 

35/0  
 

 آباکوس

 مطالعه جاری

 

 آباکوس

 مطالعه جاری

 

 آباکوس

 مطالعه جاری

 

 آباکوس

 مطالعه جاری

 

 آباکوس

 جاری مطالعه

 

 آباکوس

 جاری مطالعه

740/19 

714/19 

 

726/18 

851/17 

 

057/18 

861/16 

 

082/17 

192/16 

 

102/16 

346/15 

 

921/14 

057/14 

081/55 

00/56 

 

151/49 

355/48 

 

917/44 

413/42 

 

498/40 

076/38 

 

966/35 

124/34 

 

082/33 

732/30 
 

 

 n=2ازای آزاد به الاستیکسکووی توپر ورق بعدبی طبیعی فرکانس 30-5 جدول

/
o

h r  فرکان  دو  فرکان  اول تئوری 

1/0  

15/0  

2/0  

25/0  

3/0  

35/0  

 مطالعه جاری

 مطالعه جاری

 مطالعه جاری

 مطالعه جاری

 جاری مطالعه

 جاری مطالعه

650/5 

744/4 

690/4 

418/4 

319/4 

231/4 

748/35 

528/34 

090/27 

541/26 

339/25 

228/24 
 

 

شکل مودهای اول و دوم  (،2-5 )شکل گیردار،-ل و دوم ورق حلقوی گیردارشکل مودهای او (1-5 در )شکل

و در  ساده-، شکل مودهای اول و دوم برای ورق حلقوی گیردار(3-5)شکل ، ساده-برای ورق حلقوی ساده
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نظر گرفتن حل معادلات مرتبه با درگیردار -، شکل مودهای اول و دوم برای ورق حلقوی ساده(4-5 )شکل

شود که همگرایی مناسبی بین حل مرتبه صفر و ها دیده میبا توجه به شکل است. شدهارائهصفر و اول بسط 

 یک وجود دارد.

r*

w
*

0.2 0.4 0.6 0.8 1

-1

-0.5

0

0.5

1

order(0)

order(1)

r*
w

*
0.2 0.4 0.6 0.8 1

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

order (0)

order (1)

 

 گیردار-برای ورق حلقوی گیردارشکل مود اول و دوم  1-5 شکل

r*

w
*

0.2 0.4 0.6 0.8 1

-1

-0.5

0

0.5

1

order (0)

order (1)

r*

w
*

0.2 0.4 0.6 0.8 1
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

order (0)

order (1)

 

 ساده-برای ورق حلقوی ساده و دوم شکل مود اول  2-5 شکل

r*

w
*

0.2 0.4 0.6 0.8 1

-1

-0.5

0

0.5

1

order (0)

order (1)

r*

w
*

0.2 0.4 0.6 0.8 1
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

order (0)

order (1)

 

ساده-برای ورق حلقوی گیردار و دوم شکل مود اول  3-5 شکل  
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r*

w
*

0.2 0.4 0.6 0.8 1

-1

-0.5

0

0.5

1

order (0)

order (1)

r*

w
*

0.2 0.4 0.6 0.8 1
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

order (0)

order (1)

 

گیردار-برای ورق حلقوی سادهو دوم اول  شکل مود  4-5 شکل  

 

 

n=0 

 

 

n=1 
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n=2 

 

 شکل مود ورق حلقوی  5-5 شکل

 

 های طبیعینسفرکا ، به بررسیدر حالت الاستیک و ویسکوالاستیکو توپر پس از بررسی نتایج ورق حلقوی 

، هدف اصلی این بخش بررسی اثرات شرایط مرزی .شودرایط مرزی متفاوت پرداخته میقطاع حلقوی با ش

i/های مختلف تغییر زاویه قطاع، تغییر ضخامت و نسبت or r .با سایر  پژوهشنتایج این  بخشی از است

، نتایج فرکانس به این ترتیب .شودمیمقایسه و صحت سنجی  وداجزاء محد افزارو یا نرم تحقیقات انجام شده

افزار توسط نرم اجزاء محدود آمده از مدل دستبههمچنین نتایج ایط مرزی مختلف و رازای شطبیعی اول به

، از روش ریتز سه[58]مرجع . آورده شده است هاجدولدر  [62]و  [61]، [60]، [58]و مراجع آباکوس 

تئوری و  DQاز روش  [61]چف و مرجع ای چبی، از تئوری میندلین و روش چند جمله[60]بعدی، مرجع 

و  اجزاء محدودنتایج محاسبه شده به روش  ،یخوبی بین نتایج تحلیل تطابقاند. میندلین استفاده نموده

ی و (، فرکانس طبیعی قطاع حلقوی، برای شرایط مرز39-5)-(31-5) یهاجدولدر  .شودمی دیده مراجع

، فرکانس ، با افزایش زاویه قطاعشودمشاهده می هاجدولهای مختلف گزارش شده است. در تمامی زاویه

ها برای ، نرخ همگرایی جوابهاهای جدولبا توجه با داده همچنین یابد.سازه کاهش می بعدبیطبیعی 

/ی بالاتر و نسبت های با زاویهورق
o

h r تر است.ر، سریعتبزرگ 
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 گیردار ایدایره هایلبه و ساده شعاعی هایلبه با الاستیک حلقوی قطاع بعدبی طبیعی فرکانس 31-5 جدول
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 گیردار ایدایره هایلبه و ساده شعاعی هایلبه با الاستیک حلقوی قطاع بعدبی طبیعی فرکانس 32-5 جدول
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 گیردار ایدایره هایلبه و ساده شعاعی هایلبه باستیک الا حلقوی قطاع بعدبی طبیعی فرکانس 33-5 جدول
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 گیردار ایدایره هایلبه و ساده شعاعی هایلبه با الاستیک حلقوی قطاع بعدبی طبیعی فرکانس 34-5 جدول
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 ساده لبه چهار هر با الاستیک حلقوی قطاع بعدبی طبیعی فرکانس 35-5 جدول

 (deg) /
o

h r /
i o

r r فرکان  دو  فرکان  اول هاتئوری 
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  481/61 664/20 مطالعه جاری
 

 ساده لبه چهار هر باالاستیک  حلقوی قطاع بعدبی طبیعی فرکانس 36-5 جدول

 (deg) /
o

h r
 

/
i o

r r فرکان  اول هاتئوری 

195 

 
 
 
 
 
 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 
210 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 
 

 

270 

 

1/0 

 

 

 

 

 

 
 

2/0 

 
 

 

 

 

 

 
 

1/0 

 

 

 

 

 

 

 
2/0 

 

 

 

 

 
 

 

1/0 

 
 
 

 
 

 

 

1/0 

 

 

 

3/0 

 

 

 

1/0 

 

 

 

3/0 

 
 

 

1/0 

 

 

 

3/0 

 

 

 

1/0 

 

 

 

3/0 

 

 

 

1/0 

 

 

 

3/0 

 

 

 آباکوس

 مطالعه جاری

 [62]جع مر

 

 آباکوس

 مطالعه جاری

 [62]مرجع 

 

 آباکوس

 مطالعه جاری

 [62]مرجع 

 

 آباکوس

 مطالعه جاری

 [62]مرجع 

 

 آباکوس

 مطالعه جاری

 [62]مرجع 

 

 آباکوس

 مطالعه جاری

 [62]مرجع 

 

 آباکوس

 مطالعه جاری

 [62]مرجع 
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 گیردار-ساده و ساده شعاعی هایلبه با الاستیک حلقوی قطاع بعدبی طبیعی فرکانس 37-5 جدول
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 ساده-آزاد و ساده شعاعی هایلبه با الاستیک حلقوی قطاع بعدبی طبیعی فرکانس 38-5 جدول
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 گیردار-آزاد و ساده شعاعی هایلبه با الاستیک حلقوی قطاع بعدبی طبیعی فرکانس 39-5 دولج

 (deg) /
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655/14 

 

155/13 
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های مختلف بتدر ادامه ارائه نتایج برای قطاع حلقوی الاستیک، به بررسی قطاع توپر الاستیک با زوایا و نس

گاه صورت تکیههای شعاعی قطاع بهشود که لبهشود. برای این حالت فرض میضخامت به شعاع پرداخته می

دست آمده ساده مقید شده و لبه بیرونی دارای شرط مرزی گیردار و ساده باشد. برای صحت سنجی نتایج به

مقایسه می [66]و  [65]افزار آباکوس و مراجع رمدست آمده از ناز مطالعه جاری، نتایج این بخش با نتایج به

از تئوری برشی مرتبه بالاتر و حل بسل  [66]و تئوری میندلین و مرجع  DQاز روش  [65]جع مر د.گرد

نسبت به مراجع ارائه شده  ت روش استفاده شده در زوایای کممشاهده شده است که دقند. اهاستفاده نمود

، دهددست آمده نشان میهمچنین نتایج به شود.ا افزایش زاویه قطاع بهتر میباشد که این دقت بپایین می

مقدار عددی فرکانس محاسبه شده از مطالعه جاری نسبت شعاع داخلی به خارجی ورق صفر باشد، که زمانی

اویه در این حالت نیز با افزایش ز باشد.مینتایج ارائه شده توسط سایر مراجع و حل اجزاء محدود کمتر از 

/قطاع و نسبت 
o

h r، های جدول مشاهده با توجه به داده همچنین یابد.بعد کاهش میفرکانس طبیعی بی

/ی بالاتر و نسبت های با زاویهها برای ورقنرخ همگرایی جواب، شودمی
o

h r تر است.تر، سریعبزرگ 

 گیردارلبه دایروی  و ساده شعاعی هایلبه با توپر الاستیک قطاع بعدبی طبیعی فرکانس 40-5 جدول

 (deg) /
o

h r فرکان  اول هاتئوری 

 591/90 آباکوس 1/0 30
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 ساده یهر سه لبه با توپر الاستیک قطاع بعدبی طبیعی فرکانس 41-5 جدول

 (deg) /
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h r فرکان  اول هاتئوری 
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558/11 
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851/10 

197/11 

339/11  
 

شود. همانطور که در پرداخته می قطاعپس از ارائه نتایج الاستیک قطاع، به ارائه نتایج ویسکوالاستیک 

های طبیعی برای ورق ویسکوالاستیک مشابه ورق شود، فرکانس( مشاهده می49-5( تا )42-5) هاجدول

بعد کاهش ی قطاع، فرکانس بی، با افزایش زاویههاجدولشند. با توجه به این بابعد میبی الاستیک در حالت

/یابد. همچنین با افزایش نسبت می
o

h r بعد کاهش و با افزایش نسبت شعاع داخلی به فرکانس طبیعی بی

ها برای نرخ همگرایی جوابط مرزی صادق و های شرایام ترکیبیابد. این روند برای تمخارجی، افزایش می

/ی بالاتر و نسبت های با زاویهورق
o

h r تر است.تر، سریعبزرگ 

 گیردار ایایرهد هایلبه و ساده شعاعی هایلبه با الاستیکویسکو حلقوی قطاع بعدبی طبیعی فرکانس 42-5 جدول
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753/42 

947/43 

 

033/37 

875/39 

 

278/29 

771/32 

 

5943/30 

747/30 

 
716/49 

532/50 

 

254/27 

101/29 

 

3094/43 

438/44 

 

898/22 

994/23 

 

996/33 

142/34  
 

 گیردار ایدایره هایلبه و ساده شعاعی هایلبه با الاستیکویسکو حلقوی قطاع بعدبی طبیعی فرکانس 43-5 جدول
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i o
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 آباکوس

278/29 

1022/30 

 

994/26 

464/28 

 

8946/21 

431/22 

 

9241/48 

8425/49 

 

9502/42 
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250/44 

 

121/32 

518/32 

 

1032/90 

1532/94 

 

0548/71 

3296/75 

 

4709/50 

757/50  
 

 گیردار ایدایره هایلبه و ساده شعاعی هایلبه باالاستیک ویسکو حلقوی قطاع بعدبی طبیعی فرکانس 44-5 جدول
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 آباکوس

 مطالعه جاری

 

960/26 

168/28 

 

154/42 

064/44 

 

078/21 

391/22 

 

295/31 

461/32 

 

6321/90 

0764/94 

 

1065/70 

1968/74 

 

413/50 

705/50 

 

532/28 

351/29 

 
287/48 

352/49 
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 آباکوس

 مطالعه جاری
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 آباکوس
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 آباکوس

 مطالعه جاری

345/26 

937/27 

 

966/41 

639/43 

 

729/20 

329/22 

 

086/31 

350/30  

 گیردار ایدایره هایلبه و ساده شعاعی هایلبه باالاستیک ویسکو حلقوی قطاع بعدبی طبیعی سفرکان 45-5 جدول

 (deg) /
o

h r /
i o
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 فرکان  اول هاتئوری
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232/28 

021/29 

 

715/47 

018/49 

 

283/89 

976/93 

 

023/26 

355/27 

 

576/41 

799/42  
 

 ساده لبه چهار هر با الاستیکویسکو حلقوی طاعق بعدبی طبیعی فرکانس 46-5 جدول
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870/18 

606/19 

 
234/24 
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677/18 

 
178/21 

255/21  
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408/17 

230/18 

 

321/24 

217/26 
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530/17 
 

506/20 
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108/15 

487/15 

 
026/22 

685/23 

 

601/14 

891/13 

 

300/19 

905/19 

 

532/15 

159/15 

 

553/21 

390/23 

 

241/13 

692/12 
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818/19 

 

311/14 
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112/21 
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817/12 

522/12 
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 آباکوس 3/0

 مطالعه جاری

051/19 

622/19 
 

 گیردار-ساده و ساده شعاعی هایلبه با الاستیکویسکو حلقوی قطاع بعدبی طبیعی فرکانس 47-5 جدول

 (deg) /
o

h r /
i o

r r فرکان  اول هاتئوری 
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195 
 

 

210 
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3/0 

 

 آباکوس

 مطالعه جاری

 

 کوسآبا

 مطالعه جاری

 

 آباکوس

 مطالعه جاری

 

 آباکوس

 مطالعه جاری

 

 آباکوس

 مطالعه جاری

825/28 

289/29 

 

013/28 

568/28 

 

085/27 

105/27 

 

880/26 

913/26 

 

411/26 

434/26  
 

 ساده-آزاد و ساده شعاعی هایلبه اب الاستیکویسکو حلقوی قطاع بعدبی طبیعی فرکانس 48-5 جدول

 (deg) /
o

h r /
i o

r r فرکان  اول هاتئوری 
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113/11 

083/12 

 

125/10 

685/11 

 

405/8 

156/8  
 

 گیردار-آزاد و ساده شعاعی هایلبه با الاستیکویسکو حلقوی قطاع بعدبی طبیعی فرکانس 49-5 جدول

 (deg) /
o

h r /
i o

r r اولفرکان هاتئوری   
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 آباکوس 270

 مطالعه جاری

155/13 

064/13  
 

 گیردارلبه دایروی  و ساده شعاعی هایلبه با توپر ویسکوالاستیک قطاع بعدبی طبیعی فرکانس 50-5 جدول

 (deg) /
o

h r فرکان  اول هاتئوری 
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591/90 

349/90 

 

723/67 

625/70 
 

407/26 

383/24 
 

325/17 

932/16 

 

758/16 

227/16 
 

921/15 

878/15  
 

 ساده یهر سه لبه با الاستیکویسکوتوپر  قطاع بعدبی طبیعی فرکانس 51-5 جدول

 (deg) /
o

h r فرکان  اول هاتئوری 
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756/86 

 

020/62 

543/65 
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429/12 

985/12 

 

558/11 

311/12 
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270 

 

 آباکوس

 مطالعه جاری

851/10 

197/11  

باشد. بعد ورق الاستیک با ورق ویسکوالاستیک برابر میهمانطور که مشاهده شده بود، فرکانس طبیعی بی

در اینجا به  ،ستیکهای طبیعی برای حالت الاستیک و ویسکوالابردن به چگونگی اختلاف فرکانس برای پی

نامه فقط برای شرایط مرزی گیردار شود. در این پایاندست آمده پرداخته میهای بهبررسی ابعادی فرکانس

شود که فرکانس طبیعی ورق ویسکوالاستیک بیشتر مشاهده می صورت گرفته است. فرکانس ابعادی مقایسه

 .استورق الاستیک  الاستیک ازسفتی ورق ویسکوعلت این امر  .باشداز ورق الاستیک می

 هرتز و الاستیک برحسب حلقوی ویسکوالاستیک ورق طبیعی فرکانسمقایسه  52-5 جدول

n /
o

h r /
i o

r r 
 فرکان  دو  فرکان  اول

 ویسکوالاستیک ستیکالا ویسکوالاستیک الاستیک

1 

 

2 

 

1 
 

2 

1/0 

 
 

 

 

2/0 

3/0 197720 

 

240028 
 

398237 
 

442327 

292199 

 

355031 
 

589165 
 

654392 

438717 

 

459476 
 

806870 
 

829810 

649278 

 

679809 
 

1193709 
 

1227649  
 

دست امکان به های عرضی،علاوه بر تعیین فرکانس ،مزیت تئوری برشی مرتبه اول نسبت به تئوری کلاسیک

ای اول و دوم برای های درون صفحه(، فرکانس53-5جدول ) . دراستای آوردن فرکانس طبیعی درون صفحه

/های مختلف نسبت
i o

r r  گیردار و نسبت -برای شرط مرزی گیردارفقط این قسمت ارائه شده است. در

1/0=/
o

h r دست آمده از مطالعه جاری، نتایج این برای صحت سنجی نتایج به. اندمحاسبه شده هافرکانس

همانطور که مشاهده  گردند.مقایسه می [67]افزار آباکوس و مرجع دست آمده از نرمبخش با نتایج به

/شود، افزایش نسبت می
i o

r r با افزایش پارامتر  بعد شده و این روند،باعث افزایش فرکانس بیn .ادامه دارد 

  مناسبی بین روش ارائه شده و حل اجزاء محدود وجود دارد. های جدول، تطابقا توجه به دادههمچنین، ب
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  حلقوی الاستیک ورق ایصفحه-بعد درونبی طبیعی فرکانس 53-5 جدول

/
i o

r r 
n=1 n=2 n=3 

 [67]مرجع   باکوس مطالعه جاری [67]مرجع   باکوس مطالعه جاری [67]مرجع   باکوس مطالعه جاری

2/0 
 

 

4/0 

926/2 

188/4 

 

655/3 

647/5 

787/2 

255/4 

 

531/3 

430/5 

806/2 

102/4 

 

456/3 

350/5 

585/3 

669/4 

 

291/4 

482/5 

406/3 

765/4 

 

129/4 

427/5 

394/3 

382/4 

 

046/4 

348/5 

457/4 

778/4 

 

053/5 

209/6 

075/4 

809/4 

 

820/4 

724/5 

084/4 

120/5 

 

737/4 

650/5  
 

بعد درون ای در حالت الاستیک، به ارائه فرکانس طبیعی بیبعد درون صفحهعلاوه بر ارائه فرکانس طبیعی بی

ای بعد درون صفحهطبیعی بی( فرکانس 54-5شود. در جدول )ای ویسکوالاستیک نیز پرداخته میصفحه

شود که فرکانس طبیعی ورق ویسکوالاستیک مشابه ورق ورق ویسکوالاستیک آورده شده است. مشاهده می

 باشد.بعد میالاستیک در حالت بی

  تیکحلقوی ویسکوالاس ورق ایصفحه-بعد درونبی طبیعی فرکانس 54-5 جدول

/
i o

r r 
n=1 n=2 n=3 

  باکوس مطالعه جاری  باکوس مطالعه جاری  باکوس مطالعه جاری

2/0 
 

 

4/0 

926/2 

188/4 

 

655/3 

647/5 

787/2 

255/4 

 

531/3 

430/5 

585/3 

669/4 

 

291/4 

482/5 

406/3 

765/4 

 

129/4 

427/5 

457/4 

778/4 

 

053/5 

209/6 

075/4 

809/4 

 

820/4 

724/5  
 

 رهایی، چگونگی تغییرات فرکانس اولتر شود، در نمودابالا واضح یهاجدولبرای اینکه روند تغییرات اعداد 

( قابل 7-5)( و 6-5) یهاشکل . این نمودارها درآورده شده استنسبت به تغییر خصوصیات هندسی صفحه 

گیردار نسبت به -ا شرایط مرزی گیردار( تغییر فرکانس اول قطاع حلقوی ب6-5در شکل ) مشاهده است.

/های مختلف تغییر زاویه قطاع برای نسبت
o

h r  1/0و نسبت= /
i o

r r ده مینشان داده شده است. مشاه

شتر نازکتر بیهای تر نسبت به ورقهای ضخیمبرای ورق ،شود که برای این شرط مرزی تغییرات فرکانس

گیردار نسبت به تغییر -( تغییر فرکانس اول قطاع حلقوی با شرایط مرزی گیردار7-5باشد. در شکل )می
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/های مختلف زاویه قطاع برای نسبت
o

h r  3/0و نسبت= /
i o

r r  ارائه شده است. با توجه به این شکل، برای

/های مختلف تقریبا برای نسبت یرات فرکانس اولرط مرزی خاص، تغیاین ش
o

h r باشد.ثابت می 

 

/ =1/0 ازایبه گیردار نسبت به زاویه-قطاع گیردارتغییر فرکانس اول   6-5 شکل
i o

r r 

 

 

/ =3/0 ازایگیردار نسبت به زاویه به-تغییر فرکانس اول قطاع گیردار  7-5 شکل
i o

r r 

گیردار برای نسبت ضخامت به شعاع -( اثر تغییر زاویه بر فرکانس طبیعی اول قطاع حلقوی ساده8-5شکل )

کند. با توجه به این نمودار، با افزایش زاویه را بیان می 3/0ی و نسبت شعاع داخلی به خارج 2/0خارجی 
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خوبی بین تئوری  شود، تطابقیابد. همانطور که مشاهده میبعد ورق کاهش میقطاع، فرکانس طبیعی بی

عبارتی، به می یابد، بههمچنین، هرچه زاویه قطاع، افزایش وجود دارد. اجزاء محدودبرشی مرتبه اول با حل 

 شود.می تررائه شده به حل اجزاء محدود نزدیکی کامل نزدیکتر شود، حل ادایره

 

 گیردار نسبت به زاویه قطاع-تغییر فرکانس ورق ساده  8-5 شکل

 

خامت به شعاع گیردار برای نسبت ض-( اثر تغییر زاویه بر فرکانس طبیعی اول قطاع حلقوی آزاد9-5شکل )

نتایج حاصل از حل تحلیلی  این شکل،در  کند.را بیان می 3/0و نسبت شعاع داخلی به خارجی  2/0خارجی 

در زوایای بالاتر، نتایج هر سه با توجه به این شکل، مقایسه شده است.  [62]با نتایج اجزاء محدود و مرجع 

به حل ، [62]حل مرجع  حل ارائه شده نسبت بهباشند ولی با کاهش زاویه قطاع، حالت تقریبا یکسان می

 اجزاء محدود نزدیکتر می باشد.
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 گیردار نسبت به زاویه قطاع-تغییر فرکانس ورق آزاد  9-5 شکل

/=2/0سبت ی ساده برای ن( اثر تغییر زاویه بر فرکانس طبیعی اول قطاع توپر با لبه10-5در شکل )
o

h r  و

 روش ارائه شدهو  [66]. همگرایی مناسبی بین مرجع دهدنشان میرا  3/0نسبت شعاع داخلی به خارجی 

این است که این مرجع از تئوری مرتبه  [66]علت نزدیک شدن حل ارائه شده به مرجع  .شودمشاهده می

بین تئوری برشی مرتبه اول و اختلاف کمی بنابراین، است.  بالاتر برشی برای حل قطاع استفاده نموده

 دست آمده وجود دارد.های بهمرتبه بالاتر در فرکانس هایتئوری

 

 ی ساده نسبت به زاویهتغییر فرکانس قطاع توپر با لبه  10-5 شکل
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 بار دینامیکی به پاسخ -5-3

شود. بار عرضی تعریف شده، شامل به بررسی پاسخ ورق به بار عرضی تابع زمان پرداخته میدر این بخش 

 )نامتقارن( کسینوسیصورت به که به مدت یک ثانیه و است پاسکال 270یک بار فشاری گسترده به مقدار 

 1تابع پله Hینجا، که در ا باشد( می3-5ی )صورت رابطهبه دله ریاضی بارگذاریمعا .شودبه ورق اعمال میکه 

برای پروفیل مکانی بارگذاری، چهار نوع مدل در نظر گرفته شده است که شامل بارگذاری ثابت، باشد. می

در تحلیل پاسخ  ( آورده شده است.56-5این توزیع بارگذاری در جدول ) ی و سینوسی است.وخطی، سهم

  .ر گرفته شده است( درنظ55-5جدول )صورت مشخصات هندسی و خواص مکانیکی ورق به

(5-3) 
0( , , ) (1 ( )) ( )cos( )   Q X t H t t Q X n 

 

  ورق مکانیکی و هندسی مشخصات 55-5 جدول

 (mشعاع خارجی )

 (mشعاع داخلی )

 (mضخامت )

 (Paهای ویسکوالاستیک )مدول

 (Pa.s) ضریب ویسکوالاستیک

 پوآسونضریب 

 (2Kg/m) چگالی

ro=0/15 

ri=0/045 

h= 015/0  

G0=9/8 ×105, G1=2/45×107 

η=2/744×105 

ν= 25/0  

1500=ρ  
 
 

 ایپلهتابع  :پاسخ گ را 

با استفاده  پروفیل بارگذاری ثابت، ازای بارگذاری متقارن ومیانی ورق بهشعاع (، پاسخ عرضی در 11-5شکل )

تمامی این  د.ندهرا نشان می ثانیه 6دت به م حل عددی و تئوری کلاسیک ،از تئوری برشی مرتبه اول

30ها در پاسخ   .در زمان اعمال بار، ورق حول خیز استاتیکی خود نوسان کرده و پس گرفته شده است

همچنین، متوسط خیز در تئوری برشی به حل عددی  یابد.از حذف بار، خیز نوسانی ورق حول صفر ادامه می

                                                        
1 Heaviside function 
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درنظر  001/0ارند. در حل عددی گام بارگذاری پروفیل های بار، معادل استاتیکی یکسان د ت.تر اسنزدیک

 گرفته شده است.

  های مختلف بارگذاریی پروفیلمعادله 56-5 جدول

  معادله نو  بارگ اری

 ثابت

 خطی

 سهموی

 سینوسی

0

1 1

2

1 1 1

1

( )

( )

( )

( ) sin( )

out in

Q X Q

Q X

Q X

XQ X L

a X b

a X b X c

a

L X X





 

  



 

 

 

1

1 1

2 1

1 1 1

1

2.857 , 2

2.449 , 1.714 , 0

1.570

a e b

a e b e c

a



 

 

   

 

 

 

t(s)

w
(m

)

1 2 3 4 5 6

-0.0008

-0.0006

-0.0004

-0.0002

0

0.0002

 

)) در ویسکوالاستیک ورق عرضیگذرای  پاسخ  الف 11-5 شکل ) / 2
i out

r r r ) متقارن بارگذاری ازایبه، 

 اول مرتبه برشی تئوری 
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t(s)w
(m

)
1 2 3 4 5 6

-0.0008

-0.0006

-0.0004

-0.0002

0

0.0002

 

)2) در ویسکوالاستیک ورق عرضیی گذرا پاسخ  ب 11-5 شکل ) /
i out

r r r ) کلاسیک تئوری ،متقارن بارگذاری ازایبه 

t(s)w
(m

)

1 2 3 4 5 6

-0.0008

-0.0006

-0.0004

-0.0002

0

0.0002

 

)2) در ویسکوالاستیکورق  عرضیگذرای  پاسخ  ج 11-5 شکل ) /
i out

r r r ) حل عددی ،متقارن بارگذاری ازایبه 
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پروفیل بارگذاری  ازای بارگذاری متقارن ور نزدیکی شعاع خارجی ورق به، پاسخ عرضی د(12-5های )شکل

د. تمامی این ندهتئوری کلاسیک و حل عددی را نشان می ،با استفاده از تئوری برشی مرتبه اول ثابت،

30ها در پاسخ  ز ورق کاهش شود که با نزدیک شدن به مرز ورق، خیگرفته شده است. مشاهده می

 قابل مشاهده است. سیک و برشی مرتبه اول با حل عددیهمگرایی قابل قبولی بین تئوری کلا یابد.می

t(s)

w
(m

)

1 2 3 4 5 6

-0.0002

-0.00015

-0.0001

-5E-05

0

5E-05

 

)0.717)در  ویسکوالاستیک ورق عرضیگذرای  پاسخ  الف 12-5 شکل )
i out

r r r ) وریتئ ،متقارن بارگذاری ازایبه 

 اول مرتبه برشی



 دینامیکی بار به پاسخ-5-3

 

116 

 

t(s)

w
(m

)
1 2 3 4 5 6

-0.0002

-0.00015

-0.0001

-5E-05

0

5E-05

 

)0.717) در ویسکوالاستیک ورق عرضیگذرای  پاسخ  ب 12-5 شکل )
i out

r r r ) متقارن بارگذاری ازایبه، 

 کلاسیک تئوری 

t(s)

w
(m

)

1 2 3 4 5 6

-0.0002

-0.00015

-0.0001

-5E-05

0

5E-05

 

)0.717) در ویسکوالاستیک ورق عرضیگذرای  پاسخ  ج 12-5 شکل )
i out

r r r ) حل عددی ،متقارن بارگذاری ازایبه 
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پاسخ عرضی ورق الاستیک با قرار دادن   می دستبه و عددیمرتبه اول، کلاسیک  برای تئوری برشی

و پروفیل  ازای بارگذاری متقارنپاسخ عرضی در شعاع میانی ورق به (ج 13-5 )-(الف 13-5) یهاشکل آید.

 .دندهرا نشان میو حل عددی  تئوری کلاسیک مرتبه اول، تئوری برشی با استفاده از ثابت،بارگذاری 

t(s)

w
(m

)

1 2 3 4 5 6

-0.0015

-0.001

-0.0005

0

0.0005

0.001

 

)2) در ورق الاستیک عرضیگذرای  پاسخ  الف 13-5 شکل ) /
i out

r r r ) متقارن بارگذاری ازایبه، 

 اول مرتبه برشی تئوری 

t(s)

w
(m

)

1 2 3 4 5 6

-0.0015

-0.001

-0.0005

0

0.0005

0.001
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)2) در ورق عرضیگذرای  پاسخ  ب 13-5 شکل ) /
i out

r r r ) کلاسیک تئوری ،متقارن بارگذاری ازایبه 

t(s)

w
(m

)

1 2 3 4 5 6

-0.0015

-0.001

-0.0005

0

0.0005

0.001

 

)2) در ورق عرضیگذرای  پاسخ  ج 13-5 شکل ) /
i out

r r r ) حل عددی ،متقارن بارگذاری ازایبه 

 

که با توجه به تعریف  بیشتر از خیز ورق ویسکوالاستیک، شود خیز ورق الاستیکهمانطور که مشاهده می

1nو  2به ازای  دو نوع بارگذاریباشد. برای بارگذاری نامتقارن صحیح میمواد ویسکوالاستیک    در نظر

ها، ن شکلدر ای ارائه شده است. (15-5و )( 14-5) یهاشکلدر  هانتایج این نوع بارگذاری گرفته شده و

1nو  2پاسخ عرضی ورق برای دو بارگذاری متفاوت به ازای    و پروفیل بارگذاری ثابت در شعاع میانی ارائه

همانطور که قابل مشاهده است، مقدار دامنه نوسانات برای بارگذاری نوع دوم کمتر از نوع اول شده است. 

 باشد.می
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t(s)

w
(m

) 1 2 3 4 5 6

-0.00075

-0.0006

-0.00045

-0.0003

-0.00015

0

0.00015

0.0003

 

)2)در الاستیک ویسکوورق  عرضیگذرای  پاسخ  14-5 شکل ) /
i out

r r r ) متقارننا بارگذاری ازایبه (1=n)، تئوری 

 اول مرتبه برشی

t(s)

w
(m

) 1 2 3 4 5 6

-0.0005

-0.000375

-0.00025

-0.000125

0

0.000125

0.00025

 

)2)در الاستیک ویسکوورق  عرضیگذرای  پاسخ  15-5 شکل ) /
i out

r r r ) متقارننا بارگذاری ازایبه (2=n،) تئوری 

 اول مرتبه برشی
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های مختلف پروفیل ارائه نتایج برایاکنون به  فرض شدهپروفیل بارگذاری ثابت موارد بالا،  یدر تمام

( بارگذاری سهموی و شکل 17-5( پروفیل بارگذاری خطی، شکل )16-5شود. شکل )بارگذاری پرداخته می

دهد. این نتایج برای بارگذاری متقارن ارائه شدهان مینش در شعاع میانی ورق ( بارگذاری سینوسی را5-18)

خیز ناشی از پروفیلبا توجه به معادلات انتخاب شده برای بارگذاری، همانطور که قابل مشاهده است،  اند.

ولی پروفیل سینوسی، باعث افزایش خیز  دنباشبرابر میهای خطی و سهموی تقریبا با پروفیل ثابت بارگذاری 

 شود. سبت به سه حالت قبلی میعرضی ورق ن

 

t(s)

w
(m

)

1 2 3 4 5 6

-0.0008

-0.0006

-0.0004

-0.0002

0

0.0002

 

)2)ورق ویسکوالاستیک در  عرضیگذرای  پاسخ  16-5 شکل ) /
i out

r r r ) متقارن بارگذاری ازایبه (0=n و پروفیل )

 اول مرتبه برشی تئوری خطی،
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t(s)

w
(m

)

1 2 3 4 5 6

-0.0008

-0.0006

-0.0004

-0.0002

0

0.0002

 

)2)در ورق ویسکوالاستیک  عرضیگذرای  پاسخ  17-5 شکل ) /
i out

r r r ) متقارن بارگذاری ازایبه (0=n)  و پروفیل

 اول مرتبه برشی تئوری ،سهموی

t(s)

w
(m

)

1 2 3 4 5 6

-0.001

-0.0008

-0.0006

-0.0004

-0.0002

0

0.0002

0.0004

 

)2)ورق ویسکوالاستیک در  عرضیگذرای  پاسخ  18-5 شکل ) /
i out

r r r ) متقارن بارگذاری ازایبه (0=n و پروفیل )

 اول رتبهم برشی تئوری سینوسی،
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 پاسخ هارمونیک 

شود. دامنه پاسخ واحد فرض شده و نتایج در این قسمت، به پاسخ ورق تحت تحریک هارمونیک پرداخته می

( پاسخ هارمونیک ورق تحت بارگذاری 19-5در شکل ) شده است. گزارشازای چند فرکانس تحریک به

( پاسخ 21-5شکل )رن نوع اول و ( پاسخ هارمونیک ورق تحت بارگذاری نامتقا20-5متقارن، شکل )

دهد. نشان می 6/3هارمونیک ورق تحت بارگذاری نامتقارن نوع دوم را در شعاع میانی ورق و با تحریک 

تحریک بهاین  یابد.دامنه بارگذاری کاهش می)بارگذاری نامتقارن(  nشود که با افزایش مقدار مشاهده می

، فرکانس تحریک excدر اینجا  باشد.( می4-5مطابق رابطه )ی ریاضی بارگذاری و معادله بعدصورت بی

 است.

(5-4) 
0( , , ) cos( )sin( )excQ X t Q n t   

 

t(s)

w
(m

)

1 2 3 4 5 6

-0.8

-0.6

-0.4

-0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

 

)2ورق ویسکوالاستیک در ) عرضیهارمونیک  پاسخ  19-5 شکل ) /
i out

r r r ) متقارن بارگذاری ازایبه (0=n)  و

 اول مرتبه برشی تئوری ،6/3س تحریک فرکان
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t(s)

w
(m

)

1 2 3 4 5 6

-0.8

-0.6

-0.4

-0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

 

)2ورق ویسکوالاستیک در ) عرضیهارمونیک  پاسخ  20-5 شکل ) /
i out

r r r ) متقارننا بارگذاری ازایبه (1=n و )

 اول مرتبه برشی تئوری ،6/3فرکانس تحریک 

t(s)

w
(m

)

1 2 3 4 5 6

-0.8

-0.6

-0.4

-0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

 

)2ورق ویسکوالاستیک در ) رضیعهارمونیک  پاسخ  21-5 شکل ) /
i out

r r r ) متقارننا بارگذاری ازایبه (2=n و )

 اول مرتبه برشی تئوری ،6/3فرکانس تحریک 
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دهد. را نشان می 6/3الاستیک برای بارگذاری متقارن و فرکانس تحریک ( پاسخ هارمونیک ورق 22-5)شکل 

 .را کاهش داده استدامنه ارتعاشات نیز ک برای این نوع از پاسخ شود که پارامتر ویسکوالاستیمشاهده می

t(s)

w
(m

)

1 2 3 4 5 6

-1

-0.8

-0.6

-0.4

-0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

 

)2ورق الاستیک در ) عرضیهارمونیک  پاسخ  22-5 شکل ) /
i out

r r r ) متقارن بارگذاری ازایبه (0=n و فرکانس )

 اول مرتبه برشی تئوری ،6/3تحریک 

شود که با افزایش این ، مشاهده میnازای مقادیر مختلف ای پاسخ هارمونیک بهبا توجه به نتایج ارائه شده بر

کلی منحنی مشخصه پاسخ  شکل ،(24-5)( و 23-5) یهاشکلدر  یابد.پارامتر، دامنه پاسخ کاهش می

محور افقی بیانگر فرکانس تحریک  .شودمشاهده می nبه ازای مقادیر مختلف پارامتر  ، برای تشدیدفرکانسی

یستم بوده و محور عمودی نیز بیشینه دامنه نوسانات در حالت تشدید است که مربوط به نقطه میانی ورق س

که با افزایش  گزارش شده است. مشاهده شده است n=0،1ورق به ازای  برای فرکانس دومپاسخ  باشد.می

ر حوالی فرکانس تشدید لازم به ذکر است که این نتایج د یابد.فرکانس تحریک، دامنه نوسانات کاهش می

  .اندرسم شده
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)2در ) نیروی تحریک فرکانس-منحنی رابطه دامنه  23-5 شکل ) /
i out

r r r ) ازایبه (1=n،) اول مرتبه برشی تئوری 

 

)2فرکانس نیروی تحریک در )-منحنی رابطه دامنه  24-5 شکل ) /
i out

r r r ) ازایبه (2=n ،)اول مرتبه برشی تئوری 

 

شود، با شده است. همانطور که مشاهده می مطالعه ( اثر ضریب ویسکوزیته بر پاسخ فرکانسی25-5در شکل )

 یابد.افزایش مقدار ضریب ویسکوزیته، دامنه تشدید کاهش می
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)2کانس نیروی تحریک در )فر-های دامنهمنحنی  25-5 شکل ) /

i out
r r r ) مقادیر مختلف ضرایب میرایی ازایبه 

 

  ضربهتابع گ را: پاسخ 

 نوع اساس بر سازه نوع و سطح. هستند دریایی سکوهای و شناورها هاینیازمندی از یکی بالگرد پرواز سکوی

 علاوه سکوها این. شوندمی طراحی دارند قرار آن در که محیطی همچنین و کندمی استفاده آنها از که بالگرد

 تواندمی بارها از دسته این. گیرندمی قرار بالگرد فرود از ناشی ایضربه بار معرض در گاهی مختلف بارهای بر

نیروی ضربه با اندازه  .بررسی شده استورودی ضربه  ، پاسخ ورق بهدر این بخش .دنکن اثر موضعی صورتبه

( 5-5ی ریاضی بارگذاری مطابق رابطه )معادله شود.وارد میپروفیل ثابت بر سطح ورق  پاسکال با 270

آورده  n=0،1( نمودار دامنه برحسب فرکانس نیروی ضربه به ازای 27-5( و )26-5های )در شکل باشد.می

افزایش  دامنه نوسانات کاهش یافته ولی فرکانس سازه، nشود با افزایش پارامتر مشاهده میشده است. 

  یابد.می

(5-5) 
0( , , ) ( )Q X t Q t  
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)2فرکانس نیروی ضربه در )-منحنی رابطه دامنه  62-5 شکل ) /
i out

r r r ) ازایبه (0=n ،)اول مرتبه برشی تئوری 

 

)2در )فرکانس نیروی ضربه -منحنی رابطه دامنه  72-5 شکل ) /
i out

r r r ) ازایبه (1=n ،)اول مرتبه برشی تئوری 

 

دهند. را نشان می n=0،1(، پاسخ دامنه برحسب زمان نیروی ضربه به ازای 29-5( و )28-5های )شکل

 خیز عرضی ورق کاهش می یابد. nشود که با افزایش پارامتر مشاهده می



 دینامیکی بار به پاسخ-5-3

 

128 

 

t(s)

w
(m

)

1 2 3 4 5 6

-0.0005

-0.0004

-0.0003

-0.0002

-0.0001

0

0.0001

0.0002

0.0003

0.0004

0.0005

 

)2زمان نیروی ضربه در )-دامنه سخپا  28-5 شکل ) /
i out

r r r ) ازایبه (0=n ،)اول مرتبه برشی تئوری 

t(s)

w
(m

)

1 2 3 4 5 6

-0.0004

-0.0003

-0.0002

-0.0001

0

0.0001

0.0002

0.0003

0.0004

 

)2زمان نیروی ضربه در )-دامنهپاسخ   92-5 شکل ) /
i out

r r r ) ازایبه (1=n ،)اول مرتبه برشی تئوری 
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 بندیجمع -5-4

ابتدا  های سوم و چهارم پرداخته شد.های ارائه شده در فصلایج حاصل از روشدر این فصل، به بررسی نت

های مدور ارائه شد و سپس به ارائه نتایج برای بعد الاستیک و ویسکوالاستیک برای ورقنتایج فرکانس بی

این صورت الاستیک و ویسکوالاستیک پرداخته شد. در هنظر گرفتن ماده ب های حلقوی و توپر با درقطاع

بخش، تاثیر پارامترهای مختلف از جمله: نسبت شعاع داخلی به خارجی، نسبت ضخامت به شعاع خارجی و 

تغییر زاویه قطاع بررسی شد. علاوه بر آن، پاسخ دینامیکی سازه تحت بارهای نامتقارن و پروفیل مکانی 

تحلیل فرکانسی و پاسخ، حل  تعیین شد. در نتایج مربوط به ضربه هارمونیک وپله، های مختلف تحت تحریک

تحلیلی تئوری برشی مرتبه اول با حل تحلیلی تئوری کلاسیک و حل عددی مقایسه شد.
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 مقدمه -6-1

 نامتقارن با شرایط مرزیدر حالت ، حلقوی و قطاع ویسکوالاستیک نامه، ارتعاشات آزاد ورق مدوردر این پایان

مختلف و با درنظر گرفتن مدل جامد استاندارد خطی نوع اول و براساس تئوری تغییرشکل برشی مرتبه اول و 

کلاسیک ارائه شد. در ابتدا، معادلات حاکم بر ارتعاشات ورق استخراج شد. معادلات حاکم، معادلاتی با 

کمک اصل همیلتون تعیین شدهمشتقات جزئی نسبت به متغیرهای زمان و مکان با ضرایب متغیر است که به

بعد های طبیعی بیاند. برای حل این معادلات از تئوری اغتشاشات استفاده شد. در نهایت میرایی و فرکانس

در بخش بعدی، به حل ریاضی ورق حلقوی تحت بارهای دینامیکی  ورق با شرایط مرزی مختلف تعیین شد.

های الاستیک نیز ارائه ال محاسبه شد. نتایج برای ورقعرضی پرداخته شد. پاسخ سیستم از روش مدهای نرم

 دست آمد.افزار آباکوس بهشد و حل عددی مسأله با استفاده از نرم

 گیرینتیجه -6-2

  ضرایب متغیر بودند، به معادلاتی با با استفاده از تغییر متغیر مناسب، معادلات حرکت که دارای

 ضرایب ثابت تبدیل شدند.

 دست آوردن ت استخراج شده بر اساس تئوری برشی مرتبه اول، امکان بهبا استفاده از معادلا

 های عرضی وجود دارد.ای علاوه بر فرکانسهای درون صفحهفرکانس

 ولی در  باشد.بعد الاستیک و ویسکوالاستیک در تئوری برشی مرتبه اول یکسان میفرکانس بی

 تئوری کلاسیک اندکی اختلاف دارد.

 یابد.بعد ورق کاهش میمت به شعاع خارجی، فرکانس بیبا افزایش نسبت ضخا 

 یابد.بعد ورق افزایش میبا افزایش شعاع داخلی به خارجی، فرکانس طبیعی بی 

 یابد. بعد کاهش میبا افزایش زاویه قطاع، فرکانس طبیعی بی 
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 ،اجع فرکانس طبیعی محاسبه شده، با مر اختلاف با افزایش نسبت ضخامت نسبت به شعاع خارجی

 .یابدکاهش می

 باشد.های انتخابی، فرکانس طبیعی ورق ویسکوالاستیک بیشتر از ورق الاستیک میبا توجه به مدول 

  در مقادیر بزرگ نسبت ضخامت به شعاع خارجی، با افزایش نسبت شعاع داخلی به خارجی، در

 ابد.یمقایسه با حل عددی، دقت تئوری برشی افزایش و دقت تئوری کلاسیک کاهش می

 یابد.می عاع خارجی، قدرمطلق میرایی کاهشبا افزایش نسبت ضخامت به ش 

 یابد.با افزایش نسبت شعاع داخلی به خارجی، قدرمطلق میرایی کاهش می 

 های طبیعی را کمتر گزارش کرده و سایر های با زاویه کوچک، تئوری برشی فرکانسبرای قطاع

 شود.با زاویه بیشتر، عکس می هایمراجع بیشتر که این نتیجه برای قطاع

  با افزایش پارامترn یابد.در پاسخ، خیز عرضی ورق کاهش می 

 شود.های مختلف بارگذاری، مدل سینوسی باعث بیشترین افزایش خیز میدر پروفیل 

 ها بیشتر از خیز ورق ویسکوالاستیک است.خیز الاستیک ورق در تمامی بارگذاری 

 دهد.نوسانات را کاهش، اما مقدار متوسط را تغییر نمی دامنهار افزایش ضریب ویسکوزیته، مقد 

  با افزایش مقدارn یابد.در پاسخ ضربه، فرکانس سازه افزایش ولی دامنه نوسانات کاهش می 

 شود.با افزایش فرکانس تحریک، دامنه نوسان کم می 

 پیشنهادها -6-3

 ی هستند.تر در موضوع، موارد زیر قابل بررسی جامعجهت انجام مطالعه

 های برشی مرتبه بالاتر؛استفاده از تئوری 

  در نظر گرفتن ماده بصورتFG؛ 
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 بررسی رفتار ارتعاشی ورق مدور ویسکوالاستیک با بستر؛ 

 های گذرا و هارمونیک با سایر شرایط مرزی؛بررسی پاسخ ورق تحت تحریک 

 تحلیل ورق ضخامت متغیر؛ 

 های نامتقارن:بررسی کمانش ورق 

 ؛ورق نامتقارن اشات غیرخطیبررسی ارتع 

 ها.بررسی ارتعاشات ورق مدور ویسکوالاستیک تقویت شده با نانو لوله 
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 باشد.صورت زیر میمعادلات مرتبه صفر و اول در تئوری کلاسیک به

0

* 2 *
* * * * 2 * * * * * *

0 1 0 1 1 1 0 02

0 0

*3 4 * *3 * * * 2 *2 * *00
0 00 1 0 0 0

0

2 2
2 *2 * *3 * * *00 00

1 0

4

2

4

0

4

2

0

2

(

(18G G +12G +12G ) G (12 9G ) G (9G 12)

(3G 1) ( G3 3 2) 9 1G ( G G2

2 (33 G ) G 1 ( 2 +1) 1 G



 

 

 

 

 
   

 


     





 


  

 

O

Q Q
Q Q

T T

w
h w h h h

T

w w
h h h

T X

n n n e e

n n e
3

* * * 00
0 1 1 3

0

3 4 4
*3 * * 2 * * * *3 *00 00 00

0 1 1 1 02 4 4

0 0

5 6
*3 * * *3 2 *00 00

1 0 04

2

4 2

0 0

8

(4 6 6 (3 1

G G +12G )

G G ) G (1 )

3 3

2 9G ) G

( G G (3G 1) 02)

 

 






  
     

   

 
  

   



 

w

T

w w w
h h e h

X T T X

w w
h h

X T X T

n

 

1

2 3
* * * *3 * *3 2 * * * * * *01 00
0 0 0 01 0 0 0 1 12 3

0

3 3 2 *
*

4

* * * * *3 * * 2 * *00 00
0 0 1 1 0 1 1 12 2 2

0 1 0 0

*

2

(

G (48 36G ) (1 3G ) 2 (G 1) (48G +72G G +48G )

(36G +54G G +36G ) G G ) G(8 (48 36G )12 12





  



 

 
     

 

  
    

    




O

w w
X Q h w h h

X T

w w Q
h h X X

T T X T T

n n e

n

h

X

e

4 4 4
2 * * *3 * * *3 *00 00 00

1 1 1 0 03 3 4

0 1 0

4 4 5
2 * * * *3 * *3 * * *3 *01 01 00 00

1 1 0 1 0 04 4 4

2

0 0

5
*3 * * 0

1 0

G (48 36G ) 2 ( G G 4 (3G 1)

G (12 9G ) (3G 1) (

3 3 2)

12 12 8) 2 (3 1)

3 3 2

G G G

( G G )



 



  
    

    

   
    

    




 

 

 

w w w
e h h X

T T X T X

w w w w
h e h h X h

T X X T X

w
h

n

5 6
*3 * * *3 2 *0 01 00

1 0 04 4 4 2

1 0 0

6 6 2 *
*3 2 * *3 2 * 2 * *00 01

1 0 1 14 4 2

0 1 0 0 1

2
* * * 2 *3 * * *2 200

0 0 02

4

1

0

( G G 4 (3G 1)

2 (3G 1) (3

3 3 2)

(6 18

G 1) G (24 18G )

G (36G 4 G G 28)

 

  

 

 
   

     

  


 

 

    
      


 



w w
h h X

X T X T X

n e

T

w w Q
h h

X T T X T T T

w
h eX h h h

T

2
*3 * * 00

0

0 1

3 2
*3 * * *3 * 2 *3 * * *2 2 *300 00

0 1 0 1 02 2

0 0

4

0

4

2 2 4

G )

G G ) G G

12

(4 6 6 4 ( 1 G3 ) (3 9  




 


   
 

 
 

 


n e

n n n e

w
h

T T

w w
h h X h h h

X
n

T X

 



 پیوست0

 

137 

 

2 3 3
* * *3 * * *3 * *3 * *01 00 00 01

0 0 1 0 1 02 2 3

0 0 1 0

3 3 4
* * * * * *3 * * * * *01 01 00

0 0 1 1 0 1 1 13 2 4

0 0 0 0

0

2 4

2

G ) G G ) G ( G G

(12G +18G G +12

12 (4 6 6 2 (3 1) 3 3 2)

(4 6 6G ) G G ) G (36G 48)

(72G

 

 




   

    
    



 


 

    
   

w w w w
h h h h

T X T X T

w w w
h h h eX

T X T
e

T

X

e n n

n

* *
* * * * * * * * *3 * * 00

1 0 1 0 0 1 1 1 0

0 1 1

4G +48G +48G ) (12G +18G G +1 3 32G ) ( G G 2) 0   
 

  
  

wQ
h

T T
n

Q

T



 

138 

 

 راجعم

[1] Brinson H. F. Brinson L. C. (2008) “Polymer Engineering Science and Viscoelasticity; 

An Introduction”, Springer Science Business Media, LLC. 

[2] Roylance D. (2001) “Engineering Viscoelasticity”, Cambridge, MA 02139. 

[3] Lakes R. (2009) “Viscoelastic Materials”, Cambridge University Press, New York. 

تشکیل شده از  ارتعاشات قطاع دایروی": دنامه ارش(، پایان1384، ).و حسینی هاشمی ش .[ خسروی ش4]

 ، دانشگاه علم و صنعت.دانشکده مهندسی مکانیک، "(FGM) مواد با خصوصیات متغیر

[5] Kang J. H. (2003) “Three-dimensional vibration analysis of thick, circular and annular 

plates with nonlinear thickness variation” Computers & Structures, 81, 16, pp. 1663–1675. 

[6] Leissa A. W. (1969) “Vibration of Plates”, NASA SP-160, Office of Technology 

Utilization, Washington, DC. 

[7] Robertson S. R. (1971) “Forced axisymmetric motion of circular viscoelastic plate” 

Journal of Sound and Vibration, 17, 3, pp. 363-381. 

[8] Kung G. and Pao Y.-H (1972) “Nonlinear flexural vibrations of a clamped circular plate” 

Journal of Applied Mechanics, 39, 4, pp. 1050-1054. 

[9] Hirano Y. and Okazaki K. (1976) “Vibration of a circular plate having partly clamped or 

partly simply supported boundary” Bulletin of the JSME, 19, 132, pp. 1-9. 

[10] Alwar R. S. and Nath Y. (1977) “Non-linear dynamic response of circular plates 

subjected to transient loads” Journal of the Franklin Institute, 303, 6, pp. 527-542.  

[11] Nagaya K. (1979) “Vibration of a viscoelastic plate having a circular outer boundary and 

an eccentric circular inner boundary for various edges conditions” Journal of Sound and 

Vibration, 63, 1, pp. 73-85. 

[12] Yamada G. and Tanaka K. (1983) “Free vibration of a circular plate elastically restrained 

along some radial segments” Journal of Sound and Vibration, 89, 3, pp. 295-308. 

[13] Bailey P. and Chen P.J. (1987) “Natural mode of vibration of linear viscoelastic circular 

plate with free edges” International Journal of Solids and Structures, 23, 6, pp. 785-795.  

[14] Huang C. L. D. and Walker H. S. (1988) “Non-linear vibration of a hinged circular plate 

with a concentric rigid mass” Journal of Sound and Vibration, 126, l, pp. 9-17. 

[15] Cederbaum G. and Aboudi J. (1989) “Dynamic response of viscoelastic laminated plate” 

Journal of Sound and Vibration, 133, 2, pp. 55-64. 



 

139 

 

[16] Sivakumaran K. S. (1989) “Free vibration of annular and circular asymmetric composite 

laminates” Composite Structures, 11, pp. 205-226. 

[17] Khdeir A. A. and Reddy J. N. (1989) “Exact solutions for the transients response of 

symmetric cross-ply laminates using a higher-order plate theory” Composite Science and 

Technology, 34, 3, pp. 205-224. 

[18] Weintsel G. N. (1989) “Natural frequency information for circular and annular plates” 

Journal of Sound and Vibration, 133, 1, pp. 205-224. 

[19] Hadian J. and Nayfeh A. H. (1990) “Modal interaction in circular plate” Journal of 

Sound and Vibration, 142, 2, pp. 279-292. 

[20] Cederbaum G. and Drawshi M. (1994) “Multiple equilibrium states in the analysis of 

viscoelastic nonlinear circular plates” Int. J. Mech. Sci., 36, 2, pp. 149-155. 

سومین  "ارتعاشات غیرخطی صفحات مدور به روش اجزاء محدود"( 1374یمی ع. و نائی م. ح.، )[ ابراه21]

 .کن ران  سالانه مهندسی مکانیک

[22] Gupta S. U. and Ansari A. H. (1998) “Asymmetric vibrations and elastic stability of 

polar orthotropic circular plates of linearly varying profile” Journal of Sound and Vibration, 

215, 2, pp. 231–250. 

[23] Romanelli E., Rossi R. E., Laura P. A. A. and Gutierrez R. H. (1998) “Transverse 

vibrations of a circular annular plate with an intermediate circular support and a free inner 

edge” Journal of Sound and Vibration, 212, 3, pp. 564-571. 

[24] Amabili M. and Kwak M. K. (1999) “Vibration of circular plates on a free fluid surface: 

effect of surface waves” Journal of Sound and Vibration, 226, 3, pp. 407-424. 

[25] Gupta S. U. and Ansari A. H. (2002) “Effect of elastic foundation on asymmetric 

vibration of polar orthotropic linearly tapered circular plates” Journal of Sound and 

Vibration, 254, 3, pp. 411-426. 

[26] Yeo M. H. and Lee W. K. (2002) “Corrected solvability conditions for non-linear 

asymmetric vibrations of a circular plate” Journal of Sound and Vibration, 257(4), pp. 653–

665. 

[27] Wang H.-J. and Chen L.-W. (2002) “Vibration and damping analysis of a three-layered 

composite annular plate with a viscoelastic mid-layer” Composite Structures, 58, 563–570. 

[28] Salehi M. and Aghaei H. (2005) “Dynamic relaxation large deflection analysis of non-

axisymmetric circular viscoelastic plates” Computer and Structures, 83, 23-24, pp. 1878-

1890. 



 

140 

 

[29] Prakash T. and Ganapathi M. (2006) “Asymmetric flexural vibration and thermo elastic 

stability of FGM circular plates using finite element method” Composites: Part B, 37, pp. 

642–649. 

[30] Allahverdizadeh A., Naei M. H., Rastgo A. (2006) “The effect of large vibration 

amplitude on the stresses of thin circular functionally graded plate” International Journal of 

Mechanics and Materials in Design, 3, 2, pp. 161-174. 

[31] Éshmatov Kh. B. (2006) “Nonlinear vibration analysis of viscoelastic plates based on a 

refined Timoshenko theory” International Applied Mechanics, 42, 5, pp. 120-131. 

[32] Dong C.Y. (2008) “Three-dimensional free vibration analysis of functionally graded 

annular plates using the Chebyshev–Ritz method” Materials and Design, 29. Pp. 1518–1525. 

[33] Gunes R. and Reddy J. N. (2008) “Nonlinear analysis of functionally graded circular 

plates under different loads and boundary conditions” International Journal of Structural 

Stability and Dynamics, 8, 1, pp. 131–159. 

های ضخیم مستطیلی حل تحلیلی ارتعاشات آزاد ورق"( 1387، ).ر .پور سو آتشی .سعیدی ع[ 34]

 .69-59، ص.ص. 3، شماره نشریه مکانیک و هوافضا "عرضی بر اساس تئوری برشی مرتبه اول همسانگرد

[35] Viswanathan K. K., Kim K. S. and Lee J. H. (2009) “Asymmetric free vibrations of 

laminated annular cross-ply circular plates including the effects of shear deformation and 

rotary inertia: spline method” Forsch Ingenieurwes, 73, pp. 205–217. 

[36] Assie A. E., Eltaher M. A. and Mahmoud F. F. (2009) “The response of viscoelastic-

frictionless bodies under normal impact” International Journal of Mechanical Sciences, 52, 

pp. 446–454. 

[37] Assie A. E., Eltaher M. A. and Mahmoud F. F. (2009) “Modeling of viscoelastic contact-

impact problems” Applied Mathematical Modelling, 34, pp. 2336–2352. 

[38] Bakhtiari-Nejad F. and Nazari M. (2009) “Nonlinear vibration analysis of isotropic 

cantilever plate with viscoelastic laminate” Nonlinear Dynamics, 56, pp. 325–356. 

[39] Gupta A. K. and L. Kumar (2010) “Vibration analysis of visco-elastic rectangular plate 

of linearly varying thickness in steady state temperature field” Journal of Theoretical and 

Applied Mechanics, 48, 1, pp. 255-266. 

[40] Falahatgar S. R. and Salehi M. (2011) “Nonlinear viscoelastic response of unidirectional 

polymeric laminated composite plates under bending loads” Applied Composite Materials, 

pp. 471–483. 



 

141 

 

[41] Masoumi S., Akhlaghi M. and M Salehi (2012) “Multi-scale analysis of viscoelastic–

viscoplastic laminated composite plates using generalized differential quadrature method” 

Proc IMechE Part C: J Mechanical Engineering Science, 227, 7, pp. 1406–1416. 

[42] Tariverdilo S., Shahmardani M., Mirzapour J. and Shabani R. (2012) “Asymmetric free 

vibration of circular plate in contact with incompressible fluid” Applied Mathematical 

Modelling, 37, pp. 228–239. 

 میکروایداری دینامیکی تحلیل ارتعاشات غیرخطی و پ"( 1391[ جلالی ا. و اسماعیل زاده خادم س.، )43]

، 3، دوره 8، شماره مجله مکانیک هوافضا "استاتیکویسکوالاستیک نانو کامپوزیتی تحت میدان الکتروورق 

 .68-51ص.ص. 

[44] Amini M. H., Soleimani M., Altafi A. and Rastgoo A. (2013) “Effects of geometric 

nonlinearity on free and forced vibration analysis of moderately thick annular functionally 

graded plate” Mechanics of Advanced Materials and Structures, 20, pp. 709–720. 

[45] Khalfi B. and Ross A. (2013) “Transient response of a plate with partial constrained 

viscoelastic layer damping” International Journal of Mechanical Sciences, 68, pp. 304–

312. 

[46] Shariyat M., Jafari A. A. and Alipour M.M. (2013) “Investigation of the thickness 

variability and material heterogeneity effects on free vibration of the viscoelastic circular 

plates” Journal of Acta Mechanica Solida Sinica, 26, 1, pp. 83-98. 

[47] Lal R. and Ahlawat N. (2014) “Axisymmetric vibrations and buckling analysis of 

functionally graded circular plates via differential transform method” European Journal of 

Mechanics / A Solids, pp. 1-27. 

[48] Rezaee M. and Jahangiri R. (2015) “Nonlinear vibrations of sandwich FG plates resting 

on nonlinear pasternak foundation under primary resonance excitation using modified FSDT” 

Modares Mechanical Engineering, 14, 15, pp. 186-198. 

[49] Ghaheri A. and Nosier A. (2015) “Nonlinear forced vibrations of thin circular 

functionally graded plates” Journal of Science and Technology of Composite, 1, 2, pp. 1-

10. 

[50] Amabili M. (2015) “Nonlinear vibrations of viscoelastic rectangular plates” Journal of 

Sound and Vibration, 362, pp. 142-156. 

[51] Amabili M. (2008) “Nonlinear Vibrations and Stability of Shells and Plates”, 

Cambridge University Press, New York. 



 

142 

 

[52] Boresi A. P., Chon K. P., (2000) “Elasticity in Engineering Mechanics”, Second 

Edition, John Willy & Sons, New York. 

[53] Rao S. S., (2007) “Vibration of Continuous Systems”, John Willy & Sons, New Jersey. 

[54] Nayfeh A. H. (1993), “Introduction to Perturbation Techniques”, John Wiley & Sons, 

New York. 

[55] Abaqus documentation. 

[56] Marynowski K. (2005) “Dynamics of the Axially Moving Orthotropic Web” first 

edition, Springer Inc., Germany. 

[57] Irie T., Yamada G. and Takagi K. (1982), “Natural frequencies of thick annular plates” 

Journal of Applied Mechanics, 49, pp. 633-638. 

[58] Zhou D., Lo S. H. and Cheung Y. K. (2009) ‘3-D vibration analysis of annular sector 

plates using the Chebyshev–Ritz method” Journal of Sound and Vibration, 320, pp. 421- 

437. 

[59] Tahouneh V. and Yas M. H. (2012), “3-D free vibration analysis of thick functionally 

graded annular sector plates on Pasternak elastic foundation via 2-D differential quadrature 

method” Acta Mech , 223, pp.1879-1897. 

[60] Sharma A. and Sharda H. B. (2005), “Stability and vibration of mindlin sector plates: an 

analytical approach” Aiaa Journal, 43, 5, pp. 1109-1116. 

[61] Liew K. M. and Liu F.L. (2000), “Differential quadrature method for vibration analysis of 

shear deformable annular sector plates” Journal of Sound and Vibration, 230, 2, pp. 335-

356. 

[62] Mcgee O. G., Huang C. S. and Leissa A. W. (1995), “Comprehensive exact solutions for 

free vibrations of thick annular sectorial plates with simply supported radial edges” 

International Journal of Mechanical Sciences, 37, 5, pp. 537-566.  

[63] Irie T., Yamada G. and Aomura S. (1979), “Natural frequencies of mindlin circular 

plates” Journal of Applied Mechanics, 42, pp. 652-655. 

[64] Hosseini-Hashemi Sh., Es’haghi M., Rokni Damavandi Taher H. and Fadaie M. (2010), 

“Exact closed-form frequency equations for thick circular plates using a third-order shear 

deformation theory” Journal of Sound and Vibration, 329, pp. 3382–3396. 

[65] Liu F. L. and Liew K. M. (1999), “Free vibration analysis of Mindlin sector plates: 

numerical solutions by differential quadrature method” Computer Methods in Applied 

Mechanics and Engineering, 177, pp 77-92. 

[66] Fadaee M. (2015), ” A novel approach for free vibration of circular/annular sector plates 

using Reddy’s third order shear deformation theory” Meccanica, pp. 1-27. 



 

143 

 

[67] Irie T., Yamada G. and Muramoto Y. (1984), “Natural frequencies of in-plane vibration 

of annular plates” Journal of Sound and Vibration, 97, 1, pp. 171-175. 

تحلیل ارتعاشات ورق مدور " نامه ارشد:، پایان(1393، )و سوهانی ف. .چی حایپک س.، خادم مشیر [68]

، کده مهندسی مکانیکدانش "کمک تئوری تغییر شکل برشی مرتبه اولمتقارن محوری ویسکوالاستیک به

 .دانشگاه صنعتی شاهرود

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

144 

 

Abstract 

In the present thesis, the free and forced vibrations analysis of asymmetric viscoelastic 

annular and sector plates with small deflection are studied using the first order shear 

deformation theory. The viscoelastic behavior is assumed to be the standard linear solid in 

shear and elastic in bulk. The boundary conditions are clamped, simple and free for free 

vibrations. The applied force is transverse and the boundary condition is simply supported for 

the forced vibration. The Hamilton’s principle was employed to derive governing equations 

including five coupled partial differential equations with variable coefficients. An analytical 

method based on the perturbation technique and the Fourier series has been used to solve the 

governing equations. Determination of the natural frequencies, mode shapes and the response 

are considered. In addition, the sensitivity of the results to the geometrical and mechanical 

parameters is investigated. The results are compared with those obtained from the literatures 

and finite elements package. 

Key words: Viscoelastic annular plate, Asymmetric vibrations, First order shear deformation 

theory, Perturbation technique. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

145 

 

 



 

 

 

 

Mechanical and Mechatronics Engineering 

M.SC Thesis in Applied Mechanics Engineering 

 

 

 

 

 

 

 

Vibrations analysis of an asymmetric circular viscoelastic 

plate using first order shear deformation theory 
 
 

 

 

 

 

By: Seyed Hashem Alavi Sizkuhi 
 

 

 

Supervisor: 

 

Dr. Hamidreza Eipakchi 
 

 

 

 

 

 

 

September 2017 


