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 چکیده

رفتن گای همگن و همسانگرد با ضخامت متغير با در نظر در این رساله، بار كمانش استاتيکی پوسته استوانه

 ای مورد نظر دارای شعاع خارجی ثابتآید. پوسته استوانهاستفاده از روش تحليلی به دست می اوليه با نقص

و شعاع داخلی متغير است. ميدان جابجایی با استفاده از تئوری تغيير شکل برشی مرتبه اول تعریف شده 

نش از كر-ن تعيين شده و روابط تنشكارم-جابجایی با استفاده از روابط غير خطی فن-است. رابطه كرنش

كند. پوسته به صورت متقارن محوری، تحت فشار ثابت محوری و فشار خارجی قانون عمومی هوک پيروی می

و  گاه سادهشرایط مرزی تکيهآید. متغير بوده و معادلات تعادل با استفاده از اصل كار مجازی به دست می

معادلات كه شامل یک دستگاه معادلات غير خطی با ضرایب متغير  این گيرند.گيردار مورد بررسی قرار می

شود. معادلات پایداری با دو روش مختلف تعيين و به صورت است با بکارگيری روش اغتشاشات حل می

شوند. همچنين تأثير نقص اوليه كه به شکل یک جابجایی شعاعی اوليه در پوسته است بر تحليلی حل می

گيرد. نتایج با حل اجزای محدود و برخی مراجع دیگر مقایسه مورد بررسی قرار می روی مقدار بار كمانش

امت های مختلف ضخروش ارائه شده برای حل معادلات، قادر به بررسی رفتار پوسته با انواع پروفيلشوند. می

غتشاشات، نتایج نشان می دهد استفاده از روش ااست. متقارن محوری و همچنين هر نوع بارگذاری خارجی 

حتی در نزدیکی مرزها محاسبه می كند. همچنين نقص اوليه می  دقت بالاییجابجایی طولی و شعاعی را با 

تواند بر بار كمانش موثر باشد. علاوه بر آن تئوری تغيير شکل برشی برای تعيين بار كمانش پوسته های 

 ضخيم تر، مناسب تر است.

تئوری تغيير شکل برشی مرتبه اول، حل ، ضخامت متغيرای پوسته استوانهكمانش،  ی:لیدکلمات ک

 تحليلی، نقص اوليه
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 مقدمه 1-1

هایی با كاربردهای وسيع در صنایعی همچون نفت و گاز، كشتيرانی، هوا فضا، ای سازههای استوانهپوسته

ویژه  ير بهمتغ باشند. با توجه به كاربردهای گوناگون آنها، استفاده از پوسته با ضخامتحمل و نقل و... می

ها از اهميت بسيار در برخی سازه 1تر باشد. تعيين بار كمانشسازی وزن سازه ممکن است مناسبدر بهينه

های مکانيکی بسيار حياتی بالایی برخوردار است و دانستن مقدار این پارامتر در طراحی و استفاده از سازه

ها به شدت در معرض يار رایج است و این سازهای نيز بروز پدیده كمانش بسهای استوانهاست. در پوسته

هایی از وقوع پدیده كمانش را در صنایع مختلف نشان (، نمونه1-1وقوع این پدیده مخرب قرار دارند. شکل )

 دهد.می

  

 ایهای استوانههایی از وقوع پدیده كمانش در پوسته( نمونه1-1شکل)

                                                           
1 Buckling Load 
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ای در مهندسی برای عناصر سازه  ک حالت بالقوه شکستی عنوان  پدیده كمانش در یک بار مشخص، به 

بررسی موضوع كمانش   ( به1730)1اولر  مکانيک، توجه بسيار زیادی را به خود جلب كرده است. لئونارد

  ها موردهای موجود در كشتیها و ورقهای ساختمان در ستون این پدیده را   پرداخت و برای اولين بار

به   توانمی  جمله  از آن  زیادی در این زمينه تحقيق كردند كه  ایشان افراد د از مطالعه قرار داد. بع

  ترینمهم ها، تا امروز نيز یکی از ( اشاره نمود كه كتاب وی در زمينه پایداری سازه1900)2 تيموشنکو

 است.  مراجع

-خی از مهمترین تئوریدر این فصل، برخی از اصطلاحات اساسی در بحث پایداری و كمانش و همچنين بر

شده   مطالعات انجام  ها مورد مطالعه قرار گرفته است. همچنين مروری بردر مورد پوسته های موجود 

 گيرد.صورت می

 پدیده کمانش 1-2

( و یا یک 3از یک حالت تعادل به حالت تعادل دیگر )نقطه انشعاب   پدیده كمانش، انتقال وضعيت سازه

جابجایی  -( بر روی نمودار بار4ایدار به یک مسير تعادل ناپایدار )نقطه حدیجهش از یک مسير تعادل پ

دهد را بار   می  رخ    پایداری خود را ازدست داده و پدیده كمانش است و مقدار باری كه در آن سازه 

جابجایی    است در مرحله تعادل با اعمال بار، مقداری   ها، ممکن. برای بسياری از سازه]1[گویندكمانش می

زیرا كه    شکل سازه را نباید به عنوان كمانش تلقی كرد   و یا قوس در سازه ایجاد شود كه این تغييرات در 

  در مرحله تعادل هستند. در یک سطح های معمول شکل  این تغييرات به صورت ناگهانی نبوده و تنها تغيير 

                                                           
1 Leonhard Euler 
2 Timoshenko 
3 Bifurcation Point 
4 Limit Point 
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ود. شير شکل داده كه به این رفتار كمانش گفته میها به صورت ناگهانی تغيخاص از بارگذاری، برخی سازه

 دهد.(، نقاط انشعاب را برای یک ميله و یک ورق نشان می2-1شکل )

  

 تغيير شکل یک ميله تحت فشار محوری -الف: نمودار بار
تغيير شکل یک ورق تحت نيروی درون  -ب: نمودار بار

 ایصفحه

 ]1[غيير شکلت -( نقطه انشعاب در نمودار بار2-1شکل)

در یک سازه ممکن است بيش از یک بار، پدیده كمانش رخ دهد و این امکان وجود دارد كه یک سازه 

ست ها ممکن اكمانش یافته در یک بار مشخص، به یک شکل مد دیگر، كمانش كند. بنابراین برخی سازه

ود شانش سازه در نظر گرفته میكه بارهای كمانش زیادی داشته باشند كه كمترین مقدار در بين آنها بار كم

 . ]1[ب(( -2-1)مانند شکل )

 ]2[ایهای استوانهکمانش در پوسته 1-3

ای، در اكثر كارهای انجام شده از یک فرض ساده شونده های استوانهبرای بررسی رفتار كمانشی در پوسته

صورت سينوسی در شود. طبق این فرض، شکل مدهای كمانش در جهت طولی و محيطی، به استفاده می
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های سينوسی باید یک عدد صحيح باشد تا پيوستگی شود. در جهت محيطی همواره تعداد موجنظر گرفته می

ده تر ای بسيار پيچيدر شکل مد حفظ شود. ولی در واقعيت، شکل مدهای كمانشی برای یک پوسته استوانه

ی كه پوسته تحت بارگذاری متقارن از یک شکل سينوسی است. حتی این امکان وجود دارد كه در موارد

شود؛ مدهای كمانش متقارن نبوده و شکلی بسيار پيچيده داشته بوده و به صورت متقارن محوری فرض 

 باشد.

 

 

 ب: شکل مد كمانش واقعی تحت فشار محوری الف: شکل مد كمانش تئوری

 ]1[ای( شکل مدهای كمانش برای یک پوسته استوانه3-1شکل)

(، شکل مد فرضی و واقعی، نشان داده شده است. مشخص است كه در واقعيت، شکل مد 3-1در شکل)

 .[3-1]كمانش، اختلاف بسيار زیادی با شکل مد فرضی در اكثر كارها دارد
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 ]1[بندی رفتار کمانش و پس کمانشتقسیم 1-4

یا معادلات پایداری، آید. معادله بار كمانش در یک سازه با استفاده از حل معادلات پایداری به دست می

خطی است ولی برای طراحی و بررسی دقيق رفتار یک سازه، مطالعه رفتار غير خطی سازه ضروری است 

 افتد. بنابراینهای بزرگ اتفاق میزیرا پدیده كمانش اساسا یک پدیده غير خطی است و در آن جابجایی

 بررسی رفتار سازه پس از رسيدن تحليل غير خطی پس كمانش مطرح است. تحليل غير خطی پس كمانش،

سازه به بار كمانش است. ماهيت عمومی نتایج، از یک مدل رفتار خطی شده با استفاده از تحليل مقدار ویژه 

آید كه در آن مقادیر ویژه، بار كمانش و بردارهای ویژه، شکل مد كمانش هستند اما دامنه خطی به دست می

انش مشخص نخواهد شد. این موضوع با تحليل پس كمانش غير خطی ها در مرحله بعد از كماین جابجایی

 شود.سازه انجام می

 ]1[تاثیر نقص اولیه بر روی رفتار کمانشی سازه 1-5

هندسی اوليه است كه در طول فرآیند ساخت، ایجاد  تاثير نقص  ها، تحت كمانش پوستهرفتار كمانش و پس

ها به طور كلی به سه ر بار كمانش سازه كاهش یابد. نقصشود كه مقداشوند. نقص هندسی باعث میمی

 بارگذاری سازه. نقص  ای و نقص در سازه عبارتند از نقص هندسی،  شوند كه  می تقسيم   دسته اصلی

 ها، تورم در سازه یا ناصاف بودن در سازه هندسی در شکل و ظاهر سازه وجود دارد. برای مثال، وجود دندانه

وجود  باشد. مانند ای شامل وجود نقص یا تغيير ناخواسته در جنس سازه میستند. نقص سازهاز این جمله ه

نيز به  سازه   در بارگذاری ای از سازه. نقص بودن در نقطه  ناهمسانگرد های پسماند یا ناهمگن و یا تنش

ی به واسطه خارج از مركز ها، ایجاد لنگرهای خمشهای ناخواسته در لبهمانند وجود ممان هایی واسطه عامل

  مرسوم  بسيار  نقص هندسی  گرفتن  آیند. در مسائل مربوط به كمانش، در نظربودن نيروها، به وجود می

   به عنوان نقص  های هندسی این موضوع، نقص  با  مرتبط  مقالات اكثر   تقریبا در  باشد ورایج می  و
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اعمال  های متفاوتیاوليه هندسی نيز در مقالات مختلف به شکلشوند. نقص اوليه در سازه در نظر گرفته می

شوند. نقص هندسی به شکل یک جابجایی اوليه ، تغيير شکل اوليه و یا تغيير در ضخامت سازه در نظر می

 شود. گرفته می

 

 [2]ایهای استوانههای رایج کمانش پوستهتئوری 1-6

ای تاریخچه كهنی دارد به طوری كه معادلات پایداری انهها به خصوص پوسته استومطالعه بر روی پوسته

بار به وسيله  این با ولی برای نخستين  موجود بوده است 1800ای از قبل از سال های استوانهپوسته

 تحت بارگذاری محوری پرداخته   ای( به طور خاص به بررسی رفتار كمانشی یک پوسته استوانه1911)1لورنز

تحت فشار یکنواخت جانبی   ( حل كمانش پوسته 1914)3ميزز   ( و فن1913)2ولشد. سپس توسط ساوت

ای تحت بارگذاری مركب و همچنين تحت های استوانهرفتار پوسته ( به بررسی 1932) 4به دست آمد. فلوگه

مورد  كه امروز بيش از هر تئوری و روشی  برای حل ارائه داد. اما چيزی  هایی خمش پرداخت و روش

توسط  پيچش   تحت  برای پایداری استوانه  ای است كه گيرد بسط روابط سادهفاده قرار میاست

 خود را منتشر كرد  های ( تئوری غير خطی پوسته1934( ارائه شد. دانل )1925) 6( و شورین1934)5دانل

وسيعی   طور بهب  به دليل سادگی و دقت،   های نازک بوده وی پوستهاساس فرضيات ساده شده   كه بر

 ، تغيير 7ایگيرد. در تئوری دانل عوامل زیادی همچون نيروهای اینرسی درون صفحهاستفاده قرار می  مورد

                                                           
1 Lorenz 
2 Southwell 
3 Von Mises 
4 Flugge 
5 Donnel 
6 Schwerin 
7 In-Plane Inertia 
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شوند و به همين خاطر نتایج این تئوری فقط برای در نظر گرفته نمی 1های دورانیهای برشی و اینرسیشکل

اشکالات این تئوری آن است كه به غير از یک سری های نازک از دقت بالایی برخوردار است. از دیگر پوسته

( 1941) 3و تسين 2اند. فن كارمنجملات سينماتيک غير خطی غالب، سایر جملات غير خطی حذف شده

( 1963) 4یک مطالعه بر پایه تئوری دانل انجام دادند و تئوری غير خطی فن كارمن را ارائه دادند. ساندرس

ای بيان كرد كه برای حالت كشش بيان شده بود. همان های استوانهوستهیافته برای پ یک تئوری بهبود

-( دوباره تعيين گردید كه به همين خاطر به آنها معادلات تئوری ساندرس1966) 5معادلات توسط كویتر

كویتر هر سه جابجایی در معادلات حركت ظاهر شدند. نقدی -شود. بر اساس تئوری ساندرسكویتر گفته می

تئوری  1985( بر اساس فرضيات كيرشهف تئوری غير خطی خود را ارائه دادند. در سال 1963) 6نو نوردگر

های ضخيم به منظور كاربرد در پوسته 8و چاندراشخارا 7غير خطی تغيير شکل برشی مرتبه اول توسط ردی

 .[4-2]ای ارائه شد لایه

 هاتئوری کلاسیک پوسته 1-6-1

ای كه تحت فشار محوری متقارن قرار یک پوسته استوانه   ار كمانش در تيموشنکو برای به دست آوردن ب

وار این اساس است   در نظر گرفته است. این فرض بر  دارد  جابجایی را در جهت شعاعی به صورت سينوسی 

سينوسی در نظر   . رابطه [5]باشندها در جهت شعاعی نسبت به محور مركزی متقارن میاست كه جابجایی

ها اییجابج برای تعيين    شده برای جابجایی توسط تيموشنکو، امروزه نيز در بسياری از مقالات گرفته

رای آورده است. ب كرنش را به دست  شود. تيموشنکو با استفاده از این ميدان جابجایی، مقادیر استفاده می

                                                           
1 Rotary Inertia 
2 Von Karman 
3 Tsien 
4 Sanders 
5 Koiter 
6 Nordgren 
7 Reddy 
8 Chandrashekhara 
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ش در مدت زمان كمانش دهد فرض شده كه مقدار تنها در هنگامی كه كمانش رخ میبه دست آوردن كرنش

ماند. با محاسبه انرژی كرنشی قبل و بعد از كمانش و همچنين محاسبه كار انجام شده توسط ثابت باقی می

نتایج تجربی . [6] نيروی فشاری اعمالی و در نهایت با برابر قرار دادن آنها مقدار بار كمانش به دست می آید

واردی كه پوسته ضخيم باشد با واقعيت دارای اختلاف نشان می دهد كه تئوری كلاسيک به خصوص در م

 .یابداست كه این اختلاف با نازک شدن پوسته كاهش می

 تئوری غیر خطی دانل 1-6-2

، های كوچکها است. در فرضيات دانل در حوزه تغيير مکانتئوری دانل از مهمترین و پركاربردترین تئوری

ها در ها و كسينوسفرض شده در نتيجه تمامی سينوس كوچک 1ایها حول محورهای درون صفحهچرخش

های درجه دوم نشان دهنده رابطه شوند. عبارتروابط تعادل به ترتيب با خود زاویه و عدد یک جایگزین می

ها قابل اغماض هستند. همچنين با نازک فرض غير خطی بين نيروهای برشی عرضی، كوچک و چرخش

 :                                                                                   [7] فرضيات دانل عبارتند از شود.در جهت محيطی صرفنظر میكردن پوسته از منتجه تنش برشی 

پوسته نازک است و ضخامت در مقایسه با شعاع ميانی و طول پوسته كوچک است )در كاربردهای  -الف

 (.R/h≥20عملی: 

باشد، یعنی خيز پوسته نيز در مقابل شعاع و طول ی هم مرتبه با ضخامت پوسته میجابجایی شعاع -ب

 پوسته كوچک است.                                                                                                  

 شيب در هر نقطه كوچک است. -ج

های الاستيسيته خطی قابل استفاده ی فرضيات و تئوریاجزای كرنش كوچک هستند و در نتيجه تمام -د

 باشند. می

                                                           
1 In-plane Axes  
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 تنش در جهت عمود بر لایه ميانی پوسته قابل چشم پوشی است. -ه

جابجایی تمامی جمله های  -ها در راستای طولی و محيطی قابل صرفنظر است. در روابط كرنشجابجایی -و

 باشد.غير خطی بر اساس جابجایی شعاعی می

ه علت شود كها بعد از دانل تقریبا تمامی فرضيات دانل به غير از فرض آخر معمولا رعایت میر تئوریدر اكث 

جابجایی به دست آمده  –آن هم به دست آوردن معادلاتی دقيق و نزدیکتر به واقعيت است. روابط كرنش 

شده  ای سادهه استوانهباشد كه برای دستگاوالسو می -مشتری -توسط دانل، شکل ساده شده معادلات دانل

ها و قرار دادن آنها در معادلات تعادل، است. با جایگزینی این روابط در معادلات بنيادین، محاسبه منتجه

 معادلات غير خطی دانل به دست آمده است.

 بایرن -لور -تئوری غیر خطی فلوگه 1-6-3

ها بر حسب جابجایی صفحه ميانی یدر این تئوری فرض آخر در تئوری دانل حذف شده است. تمامی جابجای

های در راستای طولی و محيطی نيز . در این تئوری جملات غير خطی شامل جابجایی[4]شوندتعریف می

 باشند.موجود می

 کویتر-تئوری غیر خطی ساندرس 1-6-4

بر  .های برشی عرضی صرفنظرشده استدر این تئوری نيز مانند تئوری فلوگه از فرضيه آخر دانل و كرنش

 . [4]طبق این تئوری تغييرات پيچش و انحنا به صورت خطی فرض شده است

 1های کم عمقتئوری غیر خطی دانل برای پوسته 1-6-5

شود كه شيب در مقایسه با شعاع انحنای آنها كوچک هایی گفته میبه طور كلی اصطلاح كم عمق به پوسته

ی اد. مانند تئوری دانل، نيروهای اینرسی درون صفحهباشاست. این تئوری یک توسعه برای تئوری دانل می

                                                           
1 Shallow Shells 
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قابل چشم پوشی بوده و از تغيير شکل برشی عرضی و اینرسی دورانی نيز صرفنظر شده است. این تئوری 

 .[4]های تنش عرضی صرفنظر نشده استفرض آخر در تئوری دانل را در نظر نگرفته و در نتيجه از منتجه

 یتئوری تغییر شکل برش 1-6-6

باشد:( می1-1ميدان جابجایی برای هر نقطه پوسته به صورت رابطه)  

   , , ,   , , , ,   , ( , , , )x zU u x y z t U v x y z t U w x y z t    (1-1)  

فاصله نسبت به  zزمان است. پارامتر  tبوده و  zو  yو  xبه ترتيب جابجایی در جهت  wو vو  uكه در آن 

 : شودنتيجه می =0z( حول 1-1باشد. با بسط تيلور رابطه)صفحه ميانی می

(1-2) 
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 آید:به دست می 1(، با در نظر گرفتن دو جمله، تئوری تغيير شکل برشی مرتبه اول2-1در روابط )

(1-3) 
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ده تقریب ز zای از با توجه به تعاریف بالا كاملا مشخص است كه ميدان جابجایی به صورت یک چند جمله

بوده، كه این موضوع كمک بسيار زیادی در محاسبات كرده و عملا یکی  zمستقل از  zاست. ضرایب شده 

                                                           
1 First Order Shear Deformation Theory (FSDT) 



12 

 

ای، ميدان جابجایی با استفاده برای پوسته استوانهكند. از متغيرهای مساله را در معادلات حاكم، حذف می

 تواند تعریف شود: ( می4-1از تئوری مرتبه اول تغيير شکل برشی در حالت استاتيکی به صورت رابطه)

(1-4) 
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)جهت  z)جهت محيطی( و  ө)جهت محور پوسته( و  xبه ترتيب جابجایی در جهت  wو  vو  uكه در آن 

دهد. در حالت متقارن ها را نشان می(، این جهت4-1باشند. شکل)یا راستای شعاع( می xعمود بر محور 

 شود:ورت زیر تعریف می( به ص4-1محوری، رابطه )

(1-5) 

   0 1

0 1

0

( ) ( )

x

z

U u x zu x

U

U w x zw x



 



 
 

 
 ایها به همراه برش مقطع طولی برای پوسته استوانه( جهت4-1شکل )
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 مرور کارهای انجام شده توسط سایر محققین 1-7

لات اای انجام شده است. در این بخش برخی مقهای استوانهتا كنون مطالعات بسيار زیادی در زمينه پوسته

های حل و ها مورد مطالعه قرار گرفته و روشو كارهای انجام شده، در زمينه رفتار كمانشی پوسته

 شوند.دستاوردهای آنها، بيان می

 هاتحلیل های استاتیکی و دینامیکی پوسته 1-7-1

کل ش ( با استفاده از روابط سينماتيک خطی و با در نظر گرفتن تئوری تغيير1958)[8]ميرسکی و هرمن 

ای همگن و همسانگرد ارائه دادند. های استوانهبرشی مرتبه اول، روشی برای حل معادلات حركت پوسته

ای را با استفاده از تئوری تغيير ( معادلات حركت حاكم بر یک لوله استوانه1982)[9]سوزوكی و همکاران 

استفاده از سری فروبنيوس حل  شکل برشی و روابط سينماتيک خطی، به دست آورده و این معادلات را با

ای ناهمسانگرد با ضخامت ثابت را با ( خمش غير خطی یک پوسته استوانه1995)[10] كردند. یه و هان

استفاده از یک روش نيمه تحليلی بررسی كردند. آنها با استفاده از تابع گرین معادلات غير خطی را به 

های مختلف بارگذاری را مورد بررسی قرار دادند. روفيلتعدادی معادلات انتگرالی تبدیل كرده و تاثير پ

-ای با ضخامت متغير مانند پوستههای استوانه( حلی را برای تحليل خمش غير خطی پوسته1997)[11]یه

( با استفاده از 2003)[12]چی و همکارانهای عددی ارائه داد. ایپکهای مخروطی،  با استفاده از روش

راج ای با ضخامت متغير را استخمرتبه اول معادلات خطی حاكم بر پوسته استوانهتئوری تغيير شکل برشی 

این معادلات را حل كردند. معادلات خطی حاكم بر پوسته مخروطی با ضخامت  1و به كمک روش اغتشاشات

( با تئوری تغيير شکل برشی مرتبه دو استخراج و به روش 2008)[13]چی و همکارانمتغير توسط ایپک

( با استفاده از تئوری تغيير شکل برشی مرتبه سه معادلات حاكم بر 2010)[14] چیلی حل شد. ایپکتحلي

                                                           
1 Perturbation Theory 
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پوسته مخروطی با ضخامت متغير تحت فشار داخلی را برای روابط سينماتيک خطی استخراج و به كمک 

ر یک پوسته ( معادلات حاكم ب2010)[15]نژاد روش اغتشاشات، این معادلات را حل كرد. قناد و زمانی

استوانه ضخيم با ضخامت ثابت را با استفاده از تئوری تغيير شکل برشی به دست آورده و به صورت تحليلی 

( پوسته متقارن كه از یک مایع تراكم ناپذیر پر شده است 2014)[16]حل نمودند. جياميپریچا و همکاران

غير خطی حاصل را به كمک روش عددی را به صورت یک فشار داخلی هيدرواستاتيک مدل كرده و معادلات 

( حل غير خطی استاتيکی و دیناميکی یک پوسته كروی كم 2014)[17] و حلقه تکرار حل كردند. سيوالک

تعيين كرد. معادلات غير خطی حاكم در حوزه فضا  1پسترناک -عمق را بر روی یک بستر الاستيک وینکلر

 حل شد. 2و زمان با استفاده از روش مربعات دیفرانسيلی

 هاکمانش پوسته 1-7-2

به روش تحليلی و عددی  3ای كامپوزیت( به بررسی پایداری یک پوسته استوانه1999)[18]ان جی و لام 

پرداختند. آنها از سه تئوری دانل، لاو و فلوگه استفاده كردند. پوسته تحت بارگذاری مركب ثابت و پریودیک 

گون همچون نسبت طول به شعاع یا نسبت شعاع به ضخامت بر محوری قرار داشت. تاثير پارامترهای گونا

بر مقاومت  ( تاثير نقص هندسی را2002)[19]كای و همکاران پایداری پوسته مورد بررسی قرار گرفت.

ی محوری متمركز، مورد بررسی قرار دادند. در این مقاله نقص هندسی به ایكمانشی یک پوسته استوانه

( سعی كردند با 2002)[20]ژیو و همکارانبود.  ABAQUSبا نرم افزار  تورفتگی در وسط  صورت یک

وان ضخامت بحرانی با ت بررسی رفتار كمانشی یک پوسته، تناقض موجود بين تئوری و تجربه را برطرف سازند

( hبود. در روابط كلاسيک نشان داده شده كه تنش بحرانی رابطه مستقيم با ضخامت )در مساله كمانش 

( رابطه مستقيم دارد. 3/2hكه این تنش با توان سه دوم ضخامت)شدهای تجربی دیده میدارد ولی در آزمایش

                                                           
1 Winkler-Pasternak Elastic Foundation 
2 Differential Quadrature Method (DQM)  
3 Composite 
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فاده ته واستهای هندسی، وزن خود پوسداد در نظر گرفتن عواملی مانند نقصهای انجام شده نشان میبررسی

( به معرفی یک روش 2003)[21]هانت و همکاران شود. تواند باعث ایجاد اختلاف از تئوری كلاسيک می

ای نازک تحت بار محوری پرداختند. برای بررسی های كمانش پوسته استوانهبينی تعداد موججدید برای پيش

های حاصل از حل عددی و عداد موجهای پيش بينی شده توسط تئوری با تصحت این تئوری، تعداد موج

ای الاستيک را با در نظر گرفتن ( كمانش پوسته استوانه2004)[22]خمليچی و همکاران تجربی مقایسه شد. 

نقص هندسی متقارن با روش تحليلی بررسی كردند. بارگذاری به صورت یک فشار یکنواخت خارجی در 

دانل استفاده و با روش  -دله حاكم از رابطه فن كارمنراستای محور پوسته بود. برای به دست آوردن معا

در این مقاله، ابتدا بار كمانش برای پوسته كامل، بررسی شده و سپس برای  گالركين این معادلات حل شد.

شود. در قسمت اول بار بحرانی، همان بار بحرانی كلاسيک پوسته با نقص هندسی راه حل تحليلی ارائه می

مقادیر واقعی اختلاف زیادی داشت. در مرحله بعد با در نظر گرفتن نقص هندسی، بار است. این پاسخ با 

 بحرانی به صورت تابعی از دامنه نقص هندسی به صورت عددی به دست آمد. كاردومتيس و سيميتسس

ساندویچی تحت فشار خارجی پرداخته و یک ای تار كمانشی یک پوسته استوانهبه بررسی رف (2005)[23]

پوسته ارتوتروپيک است. همچنين بارگذاری به دادند. مساله به صورت  راه حل الاستيسيته برای آن ارائه

ط ماند. روابكمانش نيز به صورت عمود بر روی سطح خميده حاصل از كمانش باقی می صورت یک فشار هی

به بررسی رفتار  (2006)[24] رت خطی در نظر گرفته شد. لی و باتراجابجایی در این مقاله به صو -كرنش

نس و از نوع جكمانشی یک پوسته كه از سه لایه تشکيل شده، پرداختند. لایه بيرونی و درونی این پوسته از 

بوده و مدول الاستيسيته آن به  FGM3بودند و لایه ميانی آن از جنس مواد ناهمگن  2و همسانگرد 1همگن

كند. برای به دست آوردن معادلات حاكم بر پوسته از رت سهمی از لایه داخلی تا لایه بيرونی تغيير میصو
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2 Isotropic 
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تئوری فلوگه استفاده كردند. پوسته تحت فشار محوری یکنواخت قرار داشت و رابطه كرنش جابجایی خطی 

كنند یمرزی مساله را ارضا م ها كه شرایطفرض شده بود. با در نظر گرفتن بسط فوریه مثلثاتی برای جابجایی

یک معادله جبری برای به دست آوردن بار كمانش نتيجه شد و برای حل معادله جبری حاصل، از روش 

به بررسی تجربی كمانش یک پوسته  (2007)[25] عددی تکرار نيوتن استفاده شد. كراسووسکی و كاستيركو

ختند. در این مقاله تاثير پارامترهایی مثل طول ای تقویت شده تحت بارگذاری فشاری محوری پردااستوانه

پوسته، تعداد نوارهای تقویت كننده، موقعيت آنها و شرایط مرزی پوسته بر روی بار كمانش مورد بررسی 

ای تحت بارگذاری محوری با به بررسی كمانش پوسته استوانه (2007)[26]قرار گرفت. قربانپور و همکاران

وجود هسته الاستيک در داخل پوسته پرداختند. در استخراج معادلات از فرضيات استفاده از روش انرژی با 

داد وجود هسته الاستيک باعث افزایش پایداری پوسته شده و بار كمانش كویتر استفاده شد. نتایج نشان می

م ی ضخيایک عبارت ریاضی برای بار بحرانی در یک پوسته استوانه (2008)[27] یابد. پاپاداكيسافزایش می

تعيين و این عبارت را با بار بحرانی به دست آمده از تئوری كلاسيک مقایسه كرد. در این مقاله اثر برش 

ها نيز در محاسبات لحاظ شد. در این تحقيق بارگذاری به ها و كرنشعرضی و تغييرات غير خطی تنش

ای در نظر گرفته شده و باشد. مساله به صورت كرنش صفحهصورت یک فشار هيدرواستاتيک خارجی می

شود كه ها در دو جهت شعاعی و محيطی مد نظر است. در انتهای این مقاله نشان داده میتنها جابجایی

درصد اختلاف دارد وبرای 15پاسخ تئوری كلاسيک با دقيق ترین حل ارائه شده توسط این مقاله كمتر از 

ه یکی از كارهای تحليلی انجام شده در زمينآید. پوسته نازک، تئوری كلاسيک تقریب مناسبی به حساب می

( است. ایشان در مقاله خود به بررسی كمانش 2008) [28]ها، تحقيق عبدالمولا و همکارانكمانش پوسته

، برای تعيين اثرات 2تحت فشار خارجی پرداختند. یک تحليل مجانبی 1ای با پارامتر بتدورفی استوانهپوسته

ر كمانش و همچنين شکل مدهای كمانش صورت گرفت. ابتدا با یک ساده سازی و شرایط مرزی بر روی با
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حذف جمله های غير خطی، بار كمانش به دست آمد. سپس با استفاده از روش اغتشاشات به حل دقيق تر 

معادله پرداخته و صحت حل مرحله قبل همراه با دقت جوابها مورد بررسی قرار گرفته است. همچنين نشان 

ای در جهت محيطی دارای تغييرات بيشتری نسبت به طول پوسته ده كه شکل كمانش پوسته استوانهداده ش

شن  در این مقاله برای استخراج معادلات از تئوری غير خطی دانل استفاده شده است. ژیانگ و .باشدمی

ررسی وری را بای كامپوزیت با ضخامت ثابت تحت پيچش و بار مح( كمانش یک پوسته استوانه2008) [29]

ا هباشد. معادلات بر اساس تئوری كلاسيک پوستهكردند. پوسته مورد نظر دارای یک نقص هندسی اوليه می

كارمن به دست آمده است. برای به دست آوردن بار كمانش از -و همچنين روابط سينماتيک غير خطی فن

است. بار  2یا گير دار 1کيه گاه سادهروش اغتشاشات استفاده شده است. شرایط مرزی در دو لبه به صورت ت

كمانش برای دو حالت پيچش و فشار مجزا به دست آمده و با نتایج به دست آمده از حل تجربی در مقالات 

 دیگر، مورد مقایسه قرار گرفته است. 

( به بررسی رفتار غير خطی و الاستيک، كمانش و پس از كمانش پوسته با جنس 2009)[30] هوانگ و هان

FGM  تحت بارگذاری فشار محوری پرداختند. معادلات بنيادین، تابع قانون هوک بوده اما به لحاظ هندسی

رفتار ماده غير خطی است. در این مقاله بر اساس تئوری غير خطی دانل، معادلات استخراج و با استفاده از 

توانی از متغير در راستای  حل شدند. تمامی خواص ماده)مدول یانگ، ضریب پواسون و...( تابعی 3روش ریتز

باشند. همچنين در این مقاله تاثيرات تغيير دما بر رفتار ماده مورد بررسی قرار گرفته ( میzضخامت پوسته )

 دهد با افزایش دما، مقدار بار كمانشاست. دما نيز به صورت تابعی از ضخامت بيان شده است. نتایج نشان می

تحت پيچش در یک محيط حرارتی  FGMای كمانش پوسته استوانهیابد. بررسی كمانش و پسكاهش می

( انجام شده است. خواص پوسته تابعی از دما بوده و ميدان حرارتی به صورتی در 2009)[31] توسط شن

                                                           
1 Simply Supported 
2 Clamped 
3 Ritz Method 
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باشد. خواص ماده تشکيل دهنده پوسته نيز نظر گرفته شده كه دما فقط در جهت ضخامت دارای تغييرات 

ده و تابع قانون ساده توانی است. معادله حاكم بر سيستم با در نظر گرفتن روابط در جهت ضخامت تغيير كر

غير خطی سينماتيک فن كارمن و همچنين تئوری مرتبه بالای تغيير شکل برشی به دست آمده است و در 

آنها نقص های هندسی اوليه و همچنين روابط غير خطی سينماتيکی پيش از كمانش نيز لحاظ شده است. 

 كمانش به دست آمدند. لی و ليناستفاده از روش اغتشاشات بار كمانش و مسيرهای تعادل پسبا 

ای تحت بارگذاری استوانه 1ای( به بررسی رفتار غير خطی كمانشی پوسته غير همسانگرد لایه2010)[32]

رفته ر نظر گخارجی غير یکنواخت پرداختند. هر لایه از پوسته به صورت الاستيک خطی و غير همسانگرد د

شده است. معادله حاكم بر اساس تئوری تغيير شکل برشی مرتبه بالا و همچنين روابط سينماتيک غير 

پيچش  -خمش و خمش-پيچش، كشش-خطی فن كارمن بوده و معادلات حاصل، شامل كوپلينگ كشش

اشد. بش میكمانهای غير خطی در مرحله پيشاست. از فرضيات دیگر، نقص هندسی اوليه و تغيير شکل

مدل ریاضی نقص اوليه هندسی به شکل اولين مد كمانشی پوسته در نظر گرفته شده است. با تعریف یک 

های تنش و دو پارامتر چرخش، حول محورهای طولی و محيطی، معادلات حاكم تابع تنش به جای منتجه

بجایی شعاعی پوسته به صورت چهار معادله غير خطی و چهار مجهول كه شامل سه مجهول مذكور و جا

باشد به دست آمده است. شرایط مرزی در دو لبه به صورت تکيه گاه ساده یا گيردار در نظر گرفته شده می

است. برای حل معادلات از روش اغتشاشات استفاده شده است و به كمک آن فشار بحرانی و مسيرهای 

دی نيز معادلات حل شده و نتایج با كمانش به صورت تحليلی به دست آمده است. با روش عدتعادل پس

دهد، تئوری مرتبه اول تغيير شکل برشی به طور نتایج چند مقاله دیگر مقایسه شده است. نتایج نشان می

 های مربوط به بار كمانش را نسبت به تئوری كلاسيک بهبود بخشيده است. وانگ و كویزومیبينیموثری پيش

ای هفتار كمانشی یک پوسته تحت فشار خارجی كه دارای مفصل( به بررسی عددی و تجربی ر2010)[33]

                                                           
1 Anisotropic Laminated Shell 
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باشد پرداختند. هدف بررسی تاثير مفصل و ابعاد هندسی در رفتار كمانشی پوسته با در نظر گرفتن طولی می

دهد كه مفصل های مختلف نه تنها روی شکل مد كمانش ها است. نتایج نشان میتئوری كلاسيک پوسته

گذارد. همچنين مقدار فشار بحرانی با افزایش سفتی خمشی مفصل، كمانش هم اثر می بلکه روی مقدار بار

ایپک چی و یابد. برای حل عددی از یک نرم افزار المان محدود استفاده شده است. افزایش می

ای پرداختند. معادله حاكم بر سيستم، معادلات به بررسی كمانش یک پنل استوانه (2010)[34]شریعتی

ها، تنش بحرانی برای یک پنل با دو لبه ل است و با استفاده از تركيب دو روش اغتشاشات و سریخطی دان

با تکيه گاه ساده و بارگذاری محوری یکنواخت به دست آمده است. تاثير پارامترهای طول، شعاع و زاویه 

ول دهد افزایش طیقطاع پنل بر بار كمانش بررسی و نتایج با حل عددی مقایسه شده است. نتایج نشان م

شود كه البته تغييرات شعاع دارای اثر بيشتری بر پنل و یا افزایش شعاع پنل باعث كاهش بار كمانش می

محبوبی و  به دست آمده است. 1باشد. همچنين یک ضریب تصحيح برای فرمول لورنزروی بار كمانش می

را با استفاده از تئوری تغيير شکل برشی  ای نازک( بار كمانش برای یک پوسته استوانه2012)[35]چیایپک

كارمن  –جابجایی غير خطی بر اساس تئوری فن  -مرتبه اول به روش تحليلی به دست آوردند. روابط كرنش

در نظر گرفته شده است. نتایج با حل اجزای محدود و تئوری كلاسيک مقایسه شده و تاثير پارامترهای 

 ار كمانش مورد بررسی قرار گرفته است.هندسی همچون ضخامت، طول و شعاع بر ب

ای تحت فشار محوری با نقص هندسی بار كمانش محوری برای یک پوسته استوانه (1965)[36]هوتچينسون

تجربی  هایاوليه را به دست آورد. در این مقاله اختلاف بين نتایج تئوری كلاسيک و نتایج حاصل از آزمایش

د نقص های هندسی مطرح شده است. نقص هندسی كه به صورت یک برای تعيين بار كمانش، ناشی از وجو

. مورگان شودجابجایی اوليه در پوسته در نظر گرفته شده باعث كاهش مقدار بار كمانش پيش بينی شده می

ی ا( با استفاده از روش تجربی و آزمایش بر روی تعداد زیادی نمونه از پوسته استوانه1965)[37]و همکاران

                                                           
1 Lorens Formula 
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 تاثير نسبت شعاع به ضخامت بر روی بار كمانش را مورد بررسی قرار دادند. چانگ و لوو مخروطی، 

 –بار كمانش حرارتی را برای یک پوسته مخروطی الاستيک به دست آوردند. روابط كرنش  (1968)[38]

جابجایی به صورت غير خطی در نظر گرفته شده  و معادلات بر حسب یک تابع تنش به دست آمده است. 

ييرات دما به صورت متقارن اعمال شده است. معادلات حاكم با استفاده از روش گالركين تبدیل به معادلات تغ

جبری شده و با اعمال شرایط مرزی و صفر قرار دادن دترمينان ضرایب با روش عددی، بار كمانش به دست 

ی امانش یک پوسته استوانهتاثير نقص هندسی بر روی بار ك (1971)[39]آمده است. هوتچينسون و همکاران

اند. نقص هندسی به صورت یک تورفتگی یا بيرون زدگی در وسط تحت فشار محوری مورد بررسی قرار داده

پوسته كه به صورت متقارن، محيط پوسته را احاطه كرده در نظر گرفته شده است. نتایج با استفاده از روش 

( بار كمانش 1977)[40] قرار گرفته است. رمسی تجربی و عددی به دست آمده و با هم مورد مقایسه

پلاستيک را برای یک پوسته مخروطی با جنس الاستيک به دست آورد. روش كار تجربی بوده و از یک نوع 

آلومينيوم خاص و یک نوع فولاد ضد زنگ به عنوان دو نمونه مختلف استفاده شده است. با توجه به خواص 

آزمایش نشان داده شده كه شکل مدهای كمانشی یکسانی برای دو پوسته  مکانيکی مختلف دو ماده، در این

( بار كمانش را برای یک 1979)[41]مليک و همکاران با مواد مختلف اما هندسه یکسان اتفاق افتاده است.

ای با ضخامت متغير تحت فشار خارجی به روش تجربی به دست آوردند. تغييرات ضخامت به پوسته استوانه

( حلی برای بار كمانش پوسته 1992)[42]ای در نظر گرفته شده است. تونگ و همکارانهصورت پل

ارتوتروپيک مخروطی ارائه دادند. در این مقاله برای شعاع كه تابعی از متغير طولی پوسته است با استفاده از 

ست. یب ثابت شده اميانگين گيری، مقداری ثابت قرار داده شده و معادلات تبدیل به معادلاتی خطی با ضرا

ای با ضخامت متغير تحت فشار محوری ( بار كمانش را برای یک پوسته استوانه1994)[43]كویتر و همکاران

با استفاده از روش تحليلی به دست آوردند. معادلات حاكم به صورت یک دستگاه معادلات خطی با دو 

مان معادله سازگاری بوده و از حل آن باشد كه یک معادله آن همجهول جابجایی شعاعی و تابع تنش می
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آید. بار كمانش به دست آمده از روش تحليلی با نتایج حل عددی مقایسه شده است. تابع تنش به دست می

ای كامپوزیتی با ضخامت متغير را ( بار كمانش محوری برای یک پوسته استوانه1995)[44]لی و همکاران

ينوسی در نظر گرفته شده است. معادلات حاكم با استفاده از تعيين كردند. تغييرات ضخامت به صورت س

و یک الگوریتم كامپيوتری حل شده  1روابط سينماتيک خطی تعيين شده و به كمک روش تفاضل محدود

ای با ضخامت متغير را تحت فشار خارجی ( بار كمانش پوسته استوانه2000)[45]است. آندریانوف و همکاران

ات ضخامت در پوسته به صورت یک نوار تقویت كننده است كه با طولی كمتر از طول به دست آوردند. تغيير

پوسته اصلی به صورت یک كمربند دور پوسته قرار گرفته است. معادلات حاكم به صورت خطی در نظر 

گرفته شده و برای هر ناحيه با ضخامت ثابت، یک حل به دست آمده كه نتایج در مرزها باید پيوستگی داشته 

( 2000)[46]باشند و به كمک این فرض بار كمانش به صورت تحليلی به دست آمده است. گاسيک و همکاران

ای مورد بررسی قرار دادند. تاثير تغييرات ضخامت در راستای محيط را بر روی بار كمانش پوسته استوانه

ز روش اجزای محدود حل روابط سينماتيک به صورت غير خطی در نظر گرفته شده و معادلات با استفاده ا

 مورد بررسی ای با ضخامت متغير را( رفتار كمانشی پوسته استوانه2006)[47]آقاجری و همکارانشده است. 

اند. روش حل در این قرار دادند. ایشان بارگذاری را به صورت یک فشار یکنواخت خارجی در نظر گرفته

وش، بسيار به یکدیگر نزدیک است. یکی دیگر از تحقيق، حل عددی و بررسی تجربی است. نتایج این دو ر

نتایج این تحقيق اثبات این موضوع می باشد كه در صورت كوچک بودن تغييرات ضخامت پوسته در راستای 

باشد و برای پوسته با تغييرات ضخامت زیاد مد طول، مد كمانشی در تمام طول پوسته قابل ایجاد شدن می

شودكه این موضوع با واقعيت تطابق دارد. بر اساس نظر مولف، ظاهر میكمانشی تنها در نواحی نازكتر 

 باشد كه تاثير آن در این تحقيق مورد بررسیضخامت متغير خود نيز نوعی نقص هندسی در شکل پوسته می

ای با ضخامت متغير ( به بررسی پایداری یک پنل استوانه2006)[48] ليونگ و هوچ قرار گرفته است.

                                                           
1 Finite Difference Method (FDM) 
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خامت پنل به صورت سينوسی تغيير كرده و معادلات با فرض جابجایی كوچک، به صورت خطی پرداختند. ض

به دست آمده است. بار كمانش برای پنل به كمک روش گالركين به دست آمده است. ليونگ و 

ای با ضخامت متغير تحت فشار خارجی ( به بررسی رفتار كمانشی پوسته استوانه2009)[49]همکاران

رای حل با استفاده از روش اغتشاشات و روش گالركين، یک بسط مجانبی برای پاسخ به دست پرداختند. ب

های نازک یک حل تحليلی عددی نيز ارائه شده و آمده است. همچنين با استفاده از تئوری كلاسيک پوسته

طی و با كارهای دیگر در این زمينه مقایسه انجام شده است. روابط سينماتيک با فرض خيز كوچک، خ

باشند. شرایط مرزی تکيه گاه ساده در نظر گرفته شده است و دو پارامترخيز و معادلات حاكم نيز خطی می

اند كه این شرایط مرزی را ارضا كنند. با تعریف توابع مناسب برای تابع تنش به صورت توابعی تعریف شده

وند. شل به دو معادله دیفرانسيل معمولی میاین دو پارامتر و جایگذاری آنها در معادلات حاكم، معادلات تبدی

از معادله اول كه تنها بر حسب تابع تنش است به كمک روش اغتشاشات تابع تنش به دست آمده است. 

سپس با استفاده از روش گالركين در معادله دوم و همچنين تعریف به دست آمده برای تابع تنش به یک 

آن مقدار بار بحرانی محاسبه شده است. نتایج برای پوسته با مساله مقدار ویژه رسيده است كه از حل 

( به بررسی 2009)[50]ضخامت ثابت با نتایج مقالات دیگر مورد مقایسه قرار گرفته است. فخيم و همکاران

ای با ضخامت متغير تحت فشار هيدرواستاتيک پرداختند. تغييرات تجربی بار كمانش یک پوسته استوانه

ای بوده و بالای پوسته یک درپوش مخروطی دارد. آزمایش برای سه نمونه به صورت پلهضخامت در پوسته 

( بر روی بار كمانش بررسی شده است. L/Rهای مختلف انجام شده است و تاثير پارامتر لاغری )با هندسه

 ( كمانش یک پوسته با ضخامت متغير تحت بار غير یکنواخت محوری را بررسی كرد.2009)[51]خليفه 

 باشند. معادلات حاكم كههای آن به صورت منحنی میهندسه مقطع پوسته شبيه به مربعی است كه گوشه

باشد با انتگرال گيری و مقدار متوسط تبدیل به ضرایب ثابت شده و در نهایت معادله دارای ضرایب متغير می

ک پوسته مخروطی ( بار كمانش محوری برای ی2010)[52]حاصل با روش عددی حل شده است. سوفيو
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پسترناک  قرار داشت را به دست آورد. معادلات پایداری و سازگاری با  –ناهمگن كه بر روی بستر وینکلر 

استفاده از روش گالركين و به كمک روش عددی حل شده و بار كمانش برای دو حالت بستر الاستيک و در 

 هبار محوری و ضخامت متغير توسط خليف غياب بستر الاستيک، به دست آمده است. بار كمانش پوسته تحت

باشد. روند حل های منحنی می( به دست آمد. هندسه مقطع پوسته شبيه به مثلثی با ضلع2011)[53]

های طبيعی نيز به دست آمده بوده با این تفاوت كه در این مقاله فركانس [51]مساله كاملا شبيه به مرجع

 است.

اخت، كند تحت فشار خارجی یکنوای تغيير میه ضخامت آن به صورت پلهای كبار كمانش یک پوسته استوانه 

( به دست آمده است. در این مقاله با استفاده از روش پراكندگی وزن 2011)[54]توسط چن و همکاران

معادلات حل شده و با مقایسه نتایج با حل اجزای محدود مشخص شده است كه این روش برای  1دیواره

( تاثير وجود نقص های هندسی متقارن بر 2011)[55]دقت خوبی دارد. علی و همکارانپوسته با طول كم 

ای را مورد بررسی قرار دادند. نقص هندسی به صورت یک تورفتگی به شکل پایداری یک پوسته استوانه

ت خمثلث كه مثل یک كمربند به دور پوسته پيچيده، در نظر گرفته شده است. بارگذاری به صورت فشار یکنوا

محوری بوده و بار كمانش به كمک روش اجزای محدود به دست آمده است. معادلات به دست آمده توسط 

( حل شد با این تفاوت كه تغييرات ضخامت در این مقاله 2012)[56]كویتر، بار دیگر توسط چن و همکاران 

مت پوسته با ضخامت ای در نظر گرفته شده است. معادلات حاكم خطی بوده و برای هر قسبه صورت پله

 ثابت یک حل به كمک روش اغتشاشات به دست آمده است.

ای با ضخامت متغير را مورد تحليل ( كمانش حرارتی یک پوسته استوانه2013)[57]شرعيات و عسگری 

قرار دادند. جنس پوسته از ماده ناهمگن و وابسته به دما تشکيل شده است. معادلات با استفاده از تئوری 

                                                           
1 Weighted Smeared Wall Method 
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كارمن به دست آمده و با استفاده از روش اجزای -وم تغيير شکل برشی و تئوری غير خطی فنمرتبه س

 محدود، دمای كمانش به دست آمده است. 

ای ناقص به شکل یک پنل تحت فشار یکنواخت ( كمانش یک پوسته استوانه2014)[58]آلاشتی و احمدی 

از استوانه است كه قابل تعميم به یک استوانه  خارجی را بررسی كردند. روابط به دست آمده برای یک قطاع

كند به طوری كه در دو لبه پنل باشد. ضخامت در راستای طول به صورت سينوسی تغيير میكامل نيز می

ضخامت یکسان بوده و در جهت محيطی، تغييرات ضخامت متقارن است. با استفاده از روابط سينماتيک 

به یک دستگاه معادلات جبری خطی همگن  DQMه كمک روش خطی، معادلات حاكم به دست آمده و ب

( تاثير نقص هندسی اوليه را بر بار كمانش پوسته 2015)[59]تبدیل شده است. شهرجردی و بهرامی 

( بار كمانش را 2015)[60]ای كامپوزیت با استفاده از روش اجزای محدود، بررسی كردند. امينی استوانه

به دست آورد. در این مقاله راستای نيروهای  1ت با استفاده از روش نوار محدودبرای پوسته استوانه كامپوزی

خارجی متغير در نظر گرفته شده است. ميدان جابجایی با استفاده از تئوری تغيير شکل برشی مرتبه اول 

ت ای تحای با ضخامت متغير پله( بار كمانش پوسته استوانه2016)[61]تعریف شده است. ژو و همکاران 

فشار یکنواخت خارجی، مورد مطالعه قرار دادند. معادلات با استفاده از روش تفکيک متغيرها، سری فوریه و 

 ای مناسب است.ها با ضخامت پلهروش اغتشاشات حل شده است. این روش برای پوسته

و  یگشودگ  با در نظر گرفتن     ای كامپوزیتاستوانه  را برای پوسته  ( بار كمانش2016)[62]بيساگنی 

سی را برر  بر روی بار كمانش     روش تجربی به دست آورده و تاثير اندازه گشودگی   بدون گشودگی به

 با    ایاستوانه   و پس كمانش پوسته   كمانش    تحليل  (2017)[63]حاج محمدی  قاسمی و    كرد.

  جانجام دادند. نتای  روش اجزای محدود  خارجی را با استفاده از هيدرواستاتيک   ضخامت متغير تحت فشار 

                                                           
1 Finite Strip Method 
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روش اجزای محدود با نتایج تجربی مقایسه شده است و نشان داده شده است كه بار كمانش پوسته با 

ضخامت متغير نزدیک به مقدار بار كمانش همان پوسته با ضخامت متوسط است. حسينی و 

ی ر( بار كمانش نانو لوله كربنی پوسته مخروطی كامپوزیتی تقویت شده را تحت فشار محو2017)[64]طالبی

به دست آوردند. برای استخراج معادلات تعادل از تئوری مرتبه اول تغيير  DQMبا استفاده از روش عددی 

 اند.شکل برشی استفاده نموده

ای با ضخامت متغير، های استوانهای از كارهای انجام شده در زمينه كمانش پوسته( خلاصه1-1در جدول )

 ارائه شده است.

 هابر مقالات ارائه شده در زمينه كمانش پوسته ( مرور خلاصه1-1جدول )

سال  مولف

 انتشار

هندسه و جنس 

 پوسته

تئوری مورد 

 استفاده

روش 

 حل

 توضیحات

 هوتچينسون

[36] 

استوانه ضخامت ثابت  1965

با نقص اوليه، همگن و 

 همسانگرد

تئوری كلاسيک و 

تئوری غير خطی 

 دانل

شبه 

 تحليلی

 نقص اوليه به صورت یک جابجایی

 اوليه در نظر گرفته شده است.

مورگان و 

[37]همکاران

  

استوانه ای و مخروطی،   1965

  همگن و همسانگرد

نسبت شعاع به ضخامت بر روی بار  تجربی -

 كمانش بررسی شده است.

چانگ و 

 [38]لو

مخروطی، همگن و  1968

 همسانگرد

   گالركين غير خطی

هوتچينسون و 

 [39]همکاران

خامت ثابت استوانه ض 1971

با نقص اوليه، همگن و 

 همسانگرد

شبه  تئوری كلاسيک

 تحليلی

نقص اوليه به شکل یک تو رفتگی 

متقارن در محيط پوسته در نظر 

 گرفته شده است.

مخروطی، همگن و  1977  [40]رمسی

 همسانگرد

شکل مدهای كمانشی یکسانی برای  تجربی -

دو پوسته با مواد مختلف اما هندسه 

 . ق افتاده استیکسان اتفا

مليک و 

 همکاران

[41] 

استوانه ضخامت متغير،  1979

  همگن و همسانگرد

ضخامت به صورت پله ای تغيير می  تجربی -

 . كند
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 ها )ادامه(( مرور خلاصه بر مقالات ارائه شد ه در زمينه كمانش پوسته1-1جدول )

سال  مولف

 انتشار

هندسه و جنس 

 پوسته

تئوری مورد 

 استفاده

 توضیحات حل روش

تونگ و 

[42]همکاران

  

مخروطی،  1992

  ارتوتروپيک

ضخامت به صورت ميانگين در نظر  شبه تحليلی تئوری كلاسيک

 گرفته شده است.

كویتر و 

 همکاران

[43] 

استوانه ای ضخامت  1994

متغير، همگن و 

  همسانگرد

  شبه تحليلی تئوری كلاسيک

لی و 

 همکاران

[44] 

امت استوانه ای ضخ 1995

  متغير، كامپوزیت

تفاضل  تئوری كلاسيک

  محدود

 

آندریانوف و 

[45]همکاران

  

استوانه جدار ثابت با  2000

یک نوار تقویت دور 

آن، همگن و 

  همسانگرد

 ایتغييرات ضخامت به صورت پله شبه تحليلی تئوری كلاسيک

و برای هر ناحيه با ضخامت ثابت 

 پاسخ تعيين شده است.

گاسيک و 

 انهمکار

[46] 

استوانه ای ضخامت  2000

متغير، همگن و 

  همسانگرد

تئوری غير خطی 

 هاپوسته

اجزای 

  محدود

 

 

آقاجری و 

[47]همکاران

  

استوانه ضخامت  2006

متغير، همگن و 

  همسانگرد

  تجربی -

 ليونگ و هوچ

[48] 

پنل استوانه ضخامت  2006

متغير، همگن و 

  همسانگرد

-تئوری خطی لاو

 كيرشهف

  ركينگال

ليونگ و 

 [49]همکاران

استوانه ضخامت  2009

متغير، همگن و 

 همسانگرد

 -گالركين تئوری كلاسيک

روش 

 اغتشاشات

 

فخيم و 

 همکاران

[50] 

استوانه ضخامت  2009

متغير، همگن و 

  همسانگرد

تغييرات ضخامت به صورت پله  تجربی -

  ای

 ها )ادامه(زمينه كمانش پوسته( مرور خلاصه بر مقالات ارائه شد ه در 1-1جدول )

سال  مولف

 انتشار

هندسه و جنس 

 پوسته

تئوری مورد 

 استفاده

روش 

 حل

 توضیحات
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 استوانه ضخامت 2009 [51] خليفه

همگن و متغير، 

 همسانگرد

تئوری 

 كلاسيک

به صورت  ضخامت با انتگرالگيری عددی

  متوسط در نظر گرفته شده است.

تئوری خطی   گنناهم مخروطی، 2010 [52] سوفيو

 كيرشهف-لاو

پوسته بر روی بستر الاستيک قرار  گالركين

  دارد.

 استوانه ضخامت 2011 [53]خليفه

همگن و متغير، 

 همسانگرد

تئوری 

 كلاسيک

به صورت  ضخامت با انتگرالگيری عددی

 متوسط در نظر گرفته شده است.

چن و 

 [54]همکاران

استوانه ضخامت  2011

متغير، همگن و 

 گردهمسان

تئوری غير 

 هاخطی پوسته

پراكندگی 

وزن 

 دیواره

-ای تغيير میضخامت به صورت پله

 كند.

علی و 

 [55]همکاران

استوانه ضخامت  2011

ثابت با نقص اوليه، 

 همگن و همسانگرد

تئوری 

 كلاسيک

اجزای 

 محدود

نقص هندسی به شکل یک تورفتگی 

مثلثی در دور پوسته فرض شده 

 است.

چن و 

 [56]همکاران

استوانه ای ضخامت  2012

متغير، همگن و 

  همسانگرد

تئوری 

 كلاسيک

شبه 

 تحليلی

 ایتغييرات ضخامت به صورت پله

شرعيات و 

 [57]عسگری

پوسته استوانه با  2013

ضخامت متغير، 

ناهمگن و وابسته به 

 دما

تئوری مرتبه 

سوم تغيير 

شکل برشی و 

تئوری غير 

 -خطی فن

 كارمن

اجزای 

 محدود

 

و  آلاشتی

 [58]احمدی

پنل استوانه با نقص  2014

اوليه، همگن و 

 همسانگرد

تئوری خطی 

 كيرشهف-لاو

DQM  

شهرجردی و 

 [59]بهرامی 

استوانه كامپوزیت با  2015

 نقص اوليه

روش  -

اجزای 

 محدود

 

تئوری تغيير  استوانه كامپوزیت 2015 [60]امينی 

شکل برشی 

 مرتبه اول

روش نوار 

 محدود

 

 ها )ادامه(مرور خلاصه بر مقالات ارائه شد ه در زمينه كمانش پوسته( 1-1جدول )
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سال  مولف

 انتشار

هندسه و 

 جنس پوسته

تئوری مورد 

 استفاده

 توضیحات روش حل

ژو و همکاران 

[61] 

استوانه  2016

 ضخامت متغير

 ایتغييرات ضخامت به صورت پله شبه تحليلی تئوری كلاسيک

استوانه  2016 [62]بيساگنی

 امپوزیتك

تاثير گشودگی بر بار كمانش مورد  تجربی -

 بررسی قرار گرفته است.

قاسمی و 

حاج 

 [63]محمدی

استوانه  2017

 ضخامت متغير

اجزای  -

محدود و 

 تجربی

 

حسينی و 

 [64]طالبی

نانو لوله  2017

كربنی پوسته 

مخروطی 

كامپوزیتی 

 تقویت شده

تئوری تغيير شکل 

 برشی مرتبه اول

DQM  

 بندیعجم 1-8

ا و به هدر این فصل سعی شد تا برخی مفاهيم اوليه بيان شود و مروری بر مقالات در زمينه كمانش پوسته

ها با ضخامت متغير، ارائه گردد. همچنين جدولی برای بيان كارهای گذشته به صورت خلاصه خصوص پوسته

شود كه در اكثر مقالات ارائه شده یارائه شده است. با توجه به مطالب ارائه شده در این فصل، مشاهده م

های عددی و تقریبی استفاده شده است. ای با ضخامت متغير از روشهای استوانهبرای مساله كمانش پوسته

 شوند:ها در این رساله به شکل زیر بيان مینوآوری

  معادلات تعادل تحت بار محوری و فشار خارجی متغير بر اساس تئوریFSDT  كه یک دستگاه

است با استفاده از روش اغتشاشات به صورت تحليلی حل  غير خطی با ضرایب متغيرمعادلات 

 شوند. در این حل علاوه بر جابجایی عرضی، جابجایی طولی نيز تعيين می شود.می

   معادلات پایداری تحت بار محوری و فشار خارجی كه یک دستگاه معادلات همگن با ضرایب

 گردد.آن به صورت تقریبی تحليلی تعيين می متغيراست حل و مقدار ویژه
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 ررسی ای با ضخامت متغير، بتاثير نقص اوليه به صورت تحليلی بر روی بار كمانش پوسته استوانه

 شود.می
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 وم:دفصل 

ری پوسته استوانه  ا ضخامت متغیرای باستخراج معادلات تعادل و پایدا
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 مقدمه 2-1

ای ضخامت متغير با در نظر گرفتن جملات غير خطی در روابط معادلات تعادل برای یک پوسته استوانه

جابجایی، یک دستگاه معادلات دیفرانسيل با ضرایب متغير است. در این فصل، معادلات تعادل و  -كرنش 

يدان آید. می به دست میای با ضخامت متغير با استفاده از اصل كار مجازپایداری برای یک پوسته استوانه

 جابجایی، در این تحقيق با استفاده از تئوری تغيير شکل برشی مرتبه اول، تعریف شده است.

 استخراج معادلات تعادل  2-2

-2کل)شود. در شای استفاده میای، از دستگاه مختصات استوانهبرای استخراج معادلات تعادل پوسته استوانه

ارامترهای آن نشان داده شده است. برای استخراج معادلات از فرضيات زیر (، این دستگاه مختصات و پ1

 استفاده شده است:

 بارگذاری و هندسه متقارن محوری بوده و جابجایی در راستای محيطی صفر است. .1

 پوسته همگن و همسانگرد است. .2

ت ولی سها نسبتا بزرگ است )جابجایی شعاعی در مقایسه با ضخامت پوسته كوچکتر نيجابجایی .3

هنوز در مقایسه با دیگر ابعاد پوسته كوچک است( و از روابط فن كارمن برای تعریف روابط كرنش 

 شود.جابجایی مساله استفاده می -

پوسته در طی فرآیند بارگذاری و رسيدن به حد كمانش، از ناحيه الاستيک خارج نشده و روابط  .4

 كند.كرنش از قانون هوک پيروی می –تنش 

ه از نوع هندسی فرض شده و به صورت یک جابجایی اوليه متقارن در راستای شعاع نقص اولي .5

 باشد.می
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 ای( هندسه پوسته استوانه1-2شکل)

ها را محاسبه كرد. توان كرنشبا داشتن ميدان جابجایی و با استفاده از روابط سينماتيکی مناسب، می

جایی از تئوری تغيير شکل برشی مرتبه اول استفاده همانطور كه اشاره شد در این تحقيق برای ميدان جاب

( 1-2كارمن، رابطه)-بر اساس فرضيات تئوری فن شود.(، استفاده می5-1شود. به این منظور از رابطه )می

 .[4]تری بازنویسی كردتوان به شکل سادهرا می

(2-1) 

2 2
1 1

2 2

0; 0

U U UU Ux z zz zε  ; 
xx zzx r zx z

U U U Ux z z z  

 ;

;  
xz z x

 

z x x z

 


  
 

     
       

     

   
    

   

 

كرنش به صورت  -انگرد، بر اساس قانون هوک، روابط تنشبرای یک ماده الاستيک خطی، همگن و همس

 ( است.2-2رابطه)
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(2-2) ( ) ; ( ) ; ( ) ; A A A
x x z x z z z x xz xz

                
   

          

معادلات حاكم با استفاده از اصل كار  .باشدمی A=λ+2μو  ثوابت لامه بوده λو  μدر رابطه فوق ضرایب 

ر انرژی كرنشی و كار نيروهای خارجی برای استفاده از اصل كار مجازی، باید مقادیآید. مجازی به دست می

 آید:مقدار انرژی كرنشی و تغييرات آن به صورت زیر به دست می را به دست آورد.

 الف(-2-3)
 

( ) ( )
0 2 ; ; 0 ; ( )

2

1
 

2

2

  ;U dV dV rdxd

h x

dzx x z z

h x
z x L r R

xz xz

x z

        



 



   

       







 

 ب(-2-3)

0 1 0 1 0 12 [ ( ) ( ) ( )

0(1 ) )0 1 1 1 1

1 0 1 0 1)

(

( ( ) ( )](1 / ( ))
1 1

du du dw dw dw dw
U R x z z zx x x

dx dx dx dx dx dx

dw
w z w w w uz xz xz

r r dx

dw dw dw dw dw
z z w w z z R x dx

xz xz xzdx dx dx dx dx

       

 
       

   

   
        

   

     

     

 

ييرات آنها، با فرض شعاع صفحه ميانی است. برای محاسبه كار نيروهای خارجی و تغ R(x)در روابط فوق، 

( به ترتيب كار بار 5-2( و )4-2ثابت بودن یا نبودن راستای نيروها دو حالت به وجود خواهد آمد. در روابط )

شوند به دست آمده محوری و فشار خارجی و تغييرات آنها، برای حالتی كه راستای نيروها ثابت فرض می

 است.

(2-4) 

( ( ) ) ( )( ( ) )0 1

2( )
2 ( ( ) )

0 112

2( )
2 ( )( ( ) )

0 112

W PU R x z d dz P u zu R x z d dzxp

h x
Ph R x u u

h x
W Ph x R x u u  ; at x=L

p
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(2-5) 
2 ( ( ) ) 2 ( )( ( ) )0 1

2 ( )( ( ) ) ;0 1 2

W qU R x z dx q w zw R x z dxzq

h(x)
W q w z w R x z dx at z

q

 

   

       

    

ها های مثبت آنبوده و جهتبه ترتيب بار محوری و فشار خارجی وارد بر پوسته   q(x)و Pدر روابط فوق،  

(، هندسه كلی پوسته تحت بارگذاری و محورهای مختصات نشان 2-2در شکل ) .( است2-2مطابق با شکل )

ب مقادیر كار بار محوری و فشار خارجی و تغييرات آنها ( به ترتي7-2( و )6-2در روابط ) داده شده است.

. در این حالت، مقادیر [65]شوند برای حالتی داده شده است كه راستای نيروهای خارجی ثابت فرض نمی

 شود كه سازه تغيير شکل پيدا كرده است.كار نيروهای خارجی و تغييرات آنها در حالتی محاسبه می

 الف(-2-6)
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 ب(-2-7)
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dw dw h x
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 شوند.های تنش تعریف می( منتجه8-2با استفاده از رابطه )
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 تحت بارگذاری مركب ای با ضخامت متغير( پوسته استوانه2-2شکل )
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5ضریب تصحيح برشی بوده و κدر رابطه فوق، 
6

. با فرض ثابت بودن راستای [4]در نظر گرفته شده است

 هاینيروهای خارجی و با استفاده از روابط فوق و به كمک اصل كار مجازی، معادلات تعادل بر حسب منتجه

های تنش بر حسب جابجایی در روابط فوق، با جایگزینی منتجه آید.می ( به دست9-2تنش به شکل رابطه )

آیند. این معادلات در پيوست )الف( آورده شده است. این ها به دست میمعادلات تعادل برحسب جابجایی

 معادلات یک دستگاه شامل چهار معادله دیفرانسيل كوپل غير خطی و با ضرایب متغير است. 

1 الف(-2-9) : ( ( ) ) =0
d

eq R x N
xdx

 

2 ب(-2-9) : ( ( ) ) ( ) 0 ;
d

eq R x M R x Q
x xdx

 

 
) ج(-2-9) )0 13 : ( ( )( (1 ))) ( ( ) ) ( ) 0

1 2

dw dwd h x
eq R x N M Q w N R x q x

x x xdx dx dx 
      

 

 د(-2-9)
0 014 :  ( ( )( )) ( ) (1 ) ( )

1

1 ( )
( ( ) ) ( )( ( ) ) ( ) 01

2 2

dw dwdwd
eq R x M P M M R x N w R x Q

x x xz z xdx dx dx dx

d h x
R x M w h x R x q xxz

dx


     

   

 

 آیند.( به دست می10-2شرایط مرزی مساله نيز با برابر صفر قرار دادن جملات باقی مانده، به شکل رابطه )

(2-10) 

0 1( ) ( ) ( ( )) 0; ( )( (1 )) 00 0 1 00
0,

1 3 0 1( ) ( ( ) ( ) ) 0; ( ) ( (1 )) 01 1 1 10 12 0,

dw dw
R x N u R x N P h x u R x N M Q w wx x x x xx x L dx dx x L

dw dw
R x M u R x M Ph x u R x M P M w wx x x x xzx dx dxx L x L

  

  

      
 



      


 

 

توان شرایط مرزی مساله را به دست آورد. برای مثال در شرایط تکيه گاه ساده و گيردار (، می10-2از رابطه )

 شوند.ب( تعيين می-11-2الف( و )-11-2به ترتيب روابط )
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 الف(-2-11)
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 ب(-2-11)
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 داریاستخراج معادلات پای 2-3

برای استخراج معادلات پایداری، در این تحقيق از دو روش استفاده شده است. در روش اول، معادلات پایداری 

به صورت مستقيم و از روش اصل كار مجازی با در نظر گرفتن راستای غير ثابت برای بارهای خارجی و كار 

گویند زیرا تعادل دلات تعادل كمانشی میآیند. به معادلات به دست آمده از این روش، معاآنها به دست می

شود كه جسم، تغيير شکل داده است. در روش دوم، ابتدا معادلات تعادل استخراج و در شرایطی بررسی می

ها، معادلات حل شده و سپس با استفاده از این معادلات و در نظر گرفتن یک رشد كوچک در جابجایی

 گویند.می 1عادل در مجاورتاین روش را تآیند. پایداری به دست می

( برای حالتی كه راستای نيروهای 7-2( و )6-2همانطور كه گفته شد در حالت اول، با در نظر گرفتن روابط )

( برای انرژی كرنشی و تغييرات آن، معادلات پایداری 3-2شود و با توجه به رابطه )خارجی ثابت فرض نمی

اشد. بای است كه تحت فشار محوری میین روابط مربوط به پوستهآیند. ا( به دست می12-2به صورت رابطه )

 ها در پيوست )ب( آورده شده است. این معادلات بر حسب جابجایی

                                                           
1 Adjacent Equilibrium Criterion 
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) الف(-2-12) ) 0
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 آیند.( به دست می13-2شرایط مرزی نيز به صورت رابطه ) 

(2-13) 
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ای قبل از كمانش و ها به دو بخش، یکی لحظهبرای به دست آوردن معادلات پایداری به روش دوم، جابجایی

(، در 14-2ها طبق رابطه )جابجایی شوند. یعنیای بعد از كمانش، تقسيم میدر حالت تعادل و دیگری لحظه

نموهای  11wو  01u ،01w، 11u وهمگی نتایج حل تعادل بوده  10w و 00u، 00w، 10uشود كه در آن نظر گرفته می

 باشند.كوچک اختياری می

(2-14) 

01

1 11

0 00 01

1 10 11

000

10

uu u

uu u

w w w

w w w

  
  

   
    



 
 
 
 
 


  
   

   


 

 س یک بيانگر نمو كوچک بعد از تعادلپارامترها با اندیس صفر بيانگر حالت تعادل بوده و پارامترها با اندی

های غير خطی بر حسب ( و با حذف عبارت9-2( در معادلات تعادل )14-2با جایگذاری رابطه ) .[2]باشندمی

ها با اندیس صفر (، به دليل كوچک بودن و با جایگزینی عبارت11wو  01u ،01w، 11uجملات با اندیس یک )

(00u، 00w، 10u 10 وwاز حل معاد )آیند. در پيوست )ج(، این لات تعادل، معادلات پایداری به دست می

( را حل كرد و سپس 9-2معادلات آورده شده است. بنابراین در این روش، ابتدا باید معادلات تعادل رابطه )

 با جایگزینی این حل در معادلات پایداری، بار كمانش را تعيين كرد.

 اثر نقص اولیه 2-4

ر این تحقيق به شکل یک جابجایی شعاعی اوليه در پوسته در نظر گرفته شده است نقص اوليه هندسی د

 كند.( تغيير می15-2. با این فرض، شکل ميدان جابجایی به صورت رابطه )[4]
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(2-15) 
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( , ) ( ) ( ) ( )
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U x z w x z w x w x
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ابع جابجایی، به باشد. تابع نقص اوليه در مراجع مختلف با توجه به تنقص اوليه می ŵ(x)در رابطه فوق 

تابع  [36]هوتچينسونشود. به عنوان مثال، های مختلف مانند نمایی و یا سينوسی در نظر گرفته میصورت

اندازه دامنه تابع و متناسب  ζدر نظر گرفته است كه در آن  0h cos (qζ((x/R)نقص اوليه را به شکل رابطه 

 0qپارامتر طول پوسته و  xصفحه ميانی پوسته، به ترتيب ضخامت و شعاع  Rو  hبا ضخامت پوسته است. 

(، اثر نقص را به صورت یک جابجایی 3-2یک ضریب ثابت بر حسب ضریب پواسون و ضخامت است. شکل )

  دهد.اوليه نشان می

 

 ای با در نظر گرفتن نقص اوليه به شکل جابجایی شعاعی اوليه( پوسته استوانه3-2شکل )

-2شود. رابطه )( به عنوان ميدان جابجایی، رابطه كرنش جابجایی بازنویسی می15-2با استفاده از رابطه )

 .[4]باشد جابجایی در حضور نقص اوليه می –( ميدان كرنش 16
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(2-16) 
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رای ( و به كارگيری اصل كار مجازی، معادلات تعادل ب16-2( و )5-2( تا )3-2(، )8-2با استفاده از روابط )

شود. در ( تعيين می17-2ای با ضخامت متغير با در نظر گرفتن نقص اوليه، به شکل رابطه )پوسته استوانه

 ها آورده شده است.پيوست )د(، این معادلات بر حسب جابجایی
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 شود.( تبدیل می18-2شرایط مرزی معادلات فوق، به شکل رابطه )
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 بندیجمع 2-5

كارمن،  -در این فصل با استفاده از تئوری تغيير شکل برشی مرتبه اول و روابط سينماتيک غير خطی فن

د. باشد؛ توضيح داده شروند استخراج معادلات تعادل كه یک دستگاه معادلات غير خطی با ضرایب متغير می

ستگاه با چهار معادله كوپل معادلات پایداری با دو روش مختلف استخراج شد. معادلات پایداری شامل یک د

ش های تنآید. تمامی معادلات بر حسب منتجهبا ضرایب متغير است كه از حل آنها بار كمانش به دست می

وند. شهای بعد استخراج میبعد آنها بر حسب پارامترهای ميدان جابجایی در فصلاند و شکل بیگزارش شده

 شود.استفاده از روش اغتشاشات، توضيح داده میهای بعد با روش حل این معادلات نيز در فصل
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 :سوم فصل

ری  حل معادلات  تعادل و پایدا
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 مقدمه 3-1

شود. برای ارائه حل تحليلی از در این فصل حلی تحليلی و عددی برای معادلات تعادل و پایداری ارائه می

فاده از این روش، معادلات حاكم كه یک دستگاه معادلات دیفرانسيل شود. با استروش اغتشاشات استفاده می

غير خطی با ضرایب متغير است تبدیل به دو دستگاه معادلات دیفرانسيل خطی با ضرایب ثابت و یک دستگاه 

ار كند. ببينی میها را با دقت خوب حتی در نزدیکی مرزها پيششود. این حل، جابجاییمعادلات جبری می

 افزارشود. همچنين ميدان جابجایی و بار كمانش، با استفاده از نرمنيز از هر دو روش استخراج میكمانش 

 آید.اجزای محدود انسيس به دست می

 حل تحلیلی معادلات تعادل 3-2

شود. ابتدا معادلات در روش اغتشاشات استفاده می 1برای حل معادلات تعادل در این تحقيق، از بسط مجانبی

 :[14]اند بی بعد تبدیل می شود. برای این منظور پارامترهای بی بعد زیر تعریف شدهبه شکل 

(3-1) 

2* * * * *0 0 0
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u w hx h R R h
x h R u w m

L h R h h L R h

du hP q x
V P q
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(. همچنين، x*=1باشند)به ترتيب شعاع و ضخامت شاخص در یک نقطه از پوسته می 0hو  0Rدر رابطه فوق، 

L  طول پوسته وε، باشد. با استفاده از پارامترهای بی بعد شات میبعد كوچک برای روش اغتشاپارامتر بی

گيری از معادله اول در این رابطه، شکل بی بعد ( و انتگرال9-2فوق و جایگذاری آنها در معادلات تعادل )

 آیند.( به دست می2-3معادلات به صورت رابطه )

                                                           
1 Matched Asymptotic Expansion (MAE) 



47 

 

 

 الف(-3-2)

* * *3 * *3 *3 * * * * *
* 2 * * * 2 2 * * * *1 11 :  ( ( ) ( ) ) ( ) ( 2)

0 0 1 1 1 1 12 12 24 12 22 2 2 2 2

* *
0

1 0

R h h R h h P R h R h
eq w w w w u V w w

Z Z Z Z Z

h w


 



          

 

 

 ب(-3-2)

* * *2 *2 *4 *3 * * *
* * * * * * * * * * * 2 * 2 37

2 :  ( ( + )+ + + ( ) + ( ) )
0 1 0 1 1 0 0 0 1 1 1 012 12 12 80 32 82 2

* *2 *2 * ** *2 * * ( )* * 2 * * * *7 1 2 2 1( ) (1 1 1 1 1
12 12 4 12 12 82 2

h a R h h h h h h h
eq w w w w w w w w w w w w

Z Z

h a h h h hR h h h
u u V w w w

Z Z



   


 
           

 
       

* **2
* * * *2 0( 4) ( 1)1 1 1

12 2

*2 *
* *1 2) 01 1

6 2

R wh
w w V w

Z

h R
w u

Z



 



   

  

 

 ج(-3-2)

* *3*2 * * *3 ( )1*3 * 2 * 2 * * * 4 * * * 3 * 2 *1 2 13 :  ( ( ) + ( ) + ) ) +( + ) ( ( ) (3 2 )
1 0 1 0 1 1 1 0 1 1160 24 12 12 122 2 2

* * * *3 *3
* * *2 * 2 * *2 * *2 1(2 1 ) ( ) ( (1 ) 2 )

0 1 1 0 1 2 1 1 12 12 122

P hh R R h
eq h w w w w w u w w w w

Z Z Z

R h h h h
w w w w w w w V w

Z

 
 

 
 

        


        

*3
* * 2 *2 ( )

1 1 14

* * *3 * * * ** * *3* *2 * * *2 * * * * *2 1 2 2( ) (1 2 )
0 1 1 0 1 2 0 1 1 0 124 22 2 2 2

* * *2 * * *3 * * * *2 * *2 * 2 * *2 2 2 2(1 ) ( 2 )) (
0 1 1 1 0 1 142 2 2

h
w w

R h h h R h Rh h R
w w w w w h w w w w w

Z Z Z Z

R h h h R h
w w w w w w w R h

Z Z Z



   


   


 

 
           


        

* * * *
(1 )

1 1

* * * * *2* * *
* * * * * * * * * * * *2 2 1( ) ( 2 ) ) ( ) 0

1 1 1 1 1 1 1 1 2 0 1 1*2 22 2 2

h R w u

R h R h wh R h
q u u w u w u w Z w h V w

Z Z Z R

 
 

  


            

 



48 

 

 د(-3-2)

** * * * * *2 * * * *3 3*3 * * * * 2 * 2 * * * * *3 * 3 4 * *14 :  ( ( )( ) + (( ) +4 )+ ( )( ) )
0 0 1 1 0 1 1 0 0 1 116 160 160 24 160 322 2 2 2 2

*4 * * * * *
* * * * * *

+( + (( + )
1 0 1 1 0140 8 24 242 2

Rh h R h R h h R R h
eq h w w w w w w w w w h w V w

Z Z Z Z Z

h R h h R h
w w w h w w

Z Z




  
           

 
   

*4 * * *
* 2 4 * * * * *2 * * * 3

)( ) ) +( ( + )+ ( ) )
0 1 1 1 1 1 0 180 16 12 2

* * * * **2( ) ( 2 ) ( 4 )* * * * * * * * * 2 * *2 * *2 1 2 1 2 1 1 1 1 2( ( ) ( ) ( ) (1 ) ( )
1 0 1 0 1 1 04 12 12 2 12 242 2

*

h h h R
w u w u w h w w u

Z

h h R w wh
h w w w R V R V w w h w w

Z Z

V

 

       


       

                



*2* * *
* *2 * * * * * 2 * * * * * * * * *1 2( ) ( ( ) ( )) ( ( 2)

0 0 1 1 1 2 0 1 0 1 2 0 1 112 12 12 12 42 2

*2* * * *2
* * * * * * * * * 2 *1 1 1) ( ( ) ( ( ) ) ) (

1 0 1 2 1 1 1 0 1 2 1 1 1 24 12 12 2 22

hR h h
w h w V w R w R w Z w w w w w w w

Z Z

hh h R h
w w u w w w w w w w

Z

 


  
   


              


          

( 2 ) *1 2
112 2

* * * * * ** * *(2 ) ((2 ) ( 2)*2 * *2 * * * * * * * 2 *2 1 2 1 1 1 2) ( ) ( 3 )) (
1 1 1 2 1 1 124 4 24 42 2 2

*2 *2* * *(2 ) ( )* * * * *2 *1 2 2 1( ) ) ( 3)
1 1 1 1 1 112 2 4 12 22 2

w
Z

R h w w h hR h h
w R h w w V h w h w u

Z Z Z

h hR h R
u q u w w w

Z Z

 

    
 

   




            

        

* *
* * * *1 ( 1) 0

1 1 0 12 2

R R
V w w w

Z Z


   

 

معادلات،  در این εباشد. با صفر قرار دادن دستگاه معادلات فوق، یک دستگاه معادلات دیفرانسيل مرتبه دو می

ت، ن كاهش مرتبه معادلاشوند. با توجه به ایمرتبه آنها دوبار كاهش پيدا كرده و تبدیل به معادلات جبری می

شود كه دو لایه مرزی وجود دارد و با توجه به وجود دو لایه مرزی، یک حل خارجی برای نواحی مشخص می

به صورت  1دور از مرزها و دو حل داخلی برای هر یک از مرزها وجود خواهد داشت. نهایتا حل كلی یا مركب

 .[66]د پوشانی خواهد بوها منهای نواحی هممجموع این حل

( در نظر 3-3برای حل معادلات به روش بسط مجانبی، پاسخ معادلات به صورت سری یکنواخت رابطه )

 شوند:گرفته می

(3-3) 
 * * * *

0 1 1 0 1

* * * *

0 0 10 00 10

* * * *

1 1 11 01 11

( ) ; , , ,

{ ( ), ( ), ( ), ( )}

{ ( ), ( ), ( ), ( )}

T

T

Y Y Y Y V u w w

Y v x u x w x w x

Y v x u x w x w x

   





 

                                                           
1 Composite Solution 
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(، یک 3-3در رابطه ) γ، مقدار پارامتر 1( و بالانس جملات غالب2-3( در معادلات )3-3با قرار دادن رابطه )

 (.γ =1)آیدبه دست می

 حل خارجی 3-2-1

و جداسازی جملات هم مرتبه بر حسب پارامتر بعد در معادلات تعادل بی γ =1( برای 3-3با قرار دادن رابطه )

آیند. این معادلات یک دستگاه معادلات ( به دست می4-3یک و دو طبق رابطه ) 2، جملات مرتبهεبعد بی

شود تنها برای عادلات كه به عنوان حل خارجی شناخته میشوند. حل این مجبری بوده و به سادگی حل می

 های پوسته( صادق است.نواحی دور از مرزها )دور از لبه

1 الف(-3-4)

T
* * * * *

* * *1( ) :  [A ]{Y }={F } ;{F } , 0, ( ), ( )  
1 11 0 1 1 2 4 22 2 2

P h R h R
O R q q

Z Z Z


 
 

   
  

 

2 ب(-3-4)

*3 * *
21

10 10
12 2 2

* * *2 * * * *2(2 )2 1 1 2
0 0 00 10 10

4 12 2 122
( ) :  [A ]{Y }={F }; {F }

1 1 2 2 * * *2 * * *
* * * 22 1( )2 10 10 10

22 2

* * *2(2 )1 2 1 2
10 0 10 10 1

4 122

h h R
u w

Z

h h h R h h h
v v w w w

Z
O

R h R h R h
R h R u u w

Z Z

h h h
w v u u

Z



   

 


   






       




   

     
*3 2

00 10 10
2

R
w w w

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 ج(-3-4)

* * * * */ 0 /2 1 1 2

*0 / 0 02 2
[ ]  

1 * * * * *01 2 1

* */ 01 2 1

R h Z h R h Z

R Z
A

R h h Z R h

R Z R

 



 

 

 
 
 
 
 
   

 
   

 

                                                           
1 Dominant Terms 
2 Order 
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شوند. با در نظر گرفتن نقص اوليه در معادلات، دگی حل می(، معادلات جبری هستند كه به سا4-3معادلات )

 شوند.( تعيين می5-3معادلات تعادل مرتبه دو به شکل رابطه )

(3-5) 

2
( ) : [A ]{Y }={F }

1 1 2

* **3
21

10 10
12 2 2

**2
* * *0 1 10 2( ) ( (2 ) ) ( )0 1 2 10 00

4 2 12 2
{F }=

2 *2 * * ** *
* * * 22 1( )2 10 10 10

22 2

* * *2(2 ) 02 1 2 ( )10 10 1 10 00
4 12 2

O

h Rh
u w

Z

v w Rh
h h v w w w

Z

R h R hR h
R h R u u w

Z Z

vh h h
u u w w

Z





 
 

 


  




         


   

     
*3 2

10
2

R
w

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  

 

 ج( است.-4-3مطابق رابطه ) A]1[الف( است و ماتریس -4-3معادلات مرتبه اول، همان معادلات )

 x* = 0حل داخلی در مرز  3-2-2

 شود.( استفاده می6-3برای حل در این ناحيه، در ابتدا از تغيير متغير رابطه )

(3-6) 
*x




 

آید. همچنين روابط مربوط به شعاع صفحه ميانی، ضخامت و فشار به دست می ،γ =1از بالانس جملات غالب 

 شوند.( برای این ناحيه بازنویسی می7-3) به صورت رابطه ε=0خارجی با استفاده از بسط تيلور حول 

(3-7) 

*

*

*

*
* * *

0 0 *

0

*
* *

0 0 *

0

*
* 1

1 1 0 0 *

0

( ) (0)  ; 

(0) ...;

(0) ...;

x

x

x

dR
R x R dR dR

dx

dh
h h dh dh

dx

dq
q q dq dq

dx













  

   

   

 

 شود.( در نظر گرفته می8-3حل در این ناحيه به صورت یک سری یکنواخت به شکل رابطه )
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(3-8) 
0 1

0 0 10 00 10

1 1 11 01 11

( ) ;

{ ( ), ( ), ( ), ( )}  

{ ( ), ( ), ( ), ( )}

i i i

T

i i i i i

T

i i i i i

Y Y Y

Y v u w w

Y v u w w

 

   

   

 





 

 εو جداسازی جملات هم مرتبه  (2-3بعد رابطه )( در معادلات تعادل بی8-3( تا )6-3با قرار دادن روابط )

آیند. این ( به دست می10-3( و )9-3معادلات مرتبه یک و دو، در این ناحيه به ترتيب به شکل روابط )

های باشند كه با استفاده از روشمعادلات شامل یک دستگاه معادلات دیفرانسيل مرتبه دو با ضرایب ثابت می

های ضرایب برای معادلات برای حالتی كه باشند. ماتریسمی معمول در حل معادلات دیفرانسيل قابل حل

 باشند.شود به همين شکل مینقص اوليه نيز در نظر گرفته می

 الف(-3-9)
2

0 0
2 1 0 0 12

{ } { }
( ) : [ ] [ ] [ ]{ } { }i i

i

d Y d Y
O D D D Y F

dd



   

 ب(-3-9)

* * * *
* 1

1
2 2

* *2

* * * * *
2 1

2

2* *2 * *3
2 02 2 *

* * * * *2 6
2 1 2 1

2*2 * *2
2 2 * * * *

1 2
2 1

2 2

00 0 0 0

0 0 0
12 0

4 2
[ ]  ; [ ]

0 0
12

0 0
12 12

4

h R h R
h

Z Z
R h

h h R h h
Z

Z
D Dh R R h

R a
Z h R Z h h R

Z
h R h

R h h RZ
Z Z




 

 


 

 
 



 
 
 
   
  
 

   
 
  
 
 
  

    
 

*3

*
1

**2 * *2 2
7 2 1 2

2 2
* *

1 1 * *** *2 * *2 *
12 62 2

2
2 2

* * *
1**2 * *

2 71 2 2
2

2

0 0 0
12

(2 )
0

12 12 12
[D ]= ; {F }

( )
0 2

4

( )(2 )
2 20

12 4 12

h
P

Z
h ah R h

Z Z

h R
R qR ah R R h h

Z
Z Z

q h R
h ah h h

Z
Z

  

 

  














 
 

 
  
 
  

     
 

  
 

  
 

*

* * * * * * * *
6 7

; 0

; 3

at x

a h R R h a h R R h











 
 
 

      

 

 الف(-3-10)
2

2 1 1
2 1 0 1 22

{ } { }
( ) :[ ] [ ] [ ]{ } { }i i

i

d Y d Y
O D D D Y F

dd
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 ب(-3-10)

*3 * * *2 * * 2
2 2 1 10( )

21 10 00 00 1012 2 12 22 2

*2 * * * *3 *
2 2 27( ) ( )22 1 2 10 10 10 00 00 1 10 10

12 12 8 322

* *2 *2
2( )10 00 00 10 00 00

12 122

h R h h R h w iF w w w w
i i i iZ Z

h h a h h h h
F w w w w w w wi i i i i i i

Z

R h h R
w w w w w wi i i i i i

Z



  



      

 
         

        
* *4

00 10 10 10
802

* * * *2 *
2 2( 2 ) (3 2 2 )23 10 10 00 10 10 00 10 10 10 10 00 10

2 2

* *3 * *3 *2 *( 6 ) 21 2 22( ) ( ) (10 1 2 10 10 0 10 10 1
2 12 12 2

h
w w w wi i i i

Z

R h R R h
F u w w w w w u w u w w wi i i i i i i i i i i i

Z Z

R h R h R h
w w w v w u wi i i i i i

Z

 

  
 

  


          


       2 )0 00 10

* * * * *2 *3 * *2 *
2 21 1 2( )

00 10 00 10 10 10 102 12 22 2

w wi i i

R h R P R h R h h
w w w u w w w

i i i i i i iZ Z

 




       

 

 ج(-3-10)

*2 * * * * *( 2 )1 2 7 1
24 10 10 10 0 1 10 00 10 012 42 2 2

*2 * 23 10( ( )( ))1 10 00 00 0 2 1 00 10 10 10
12 2 2

* *2 * *( 2 ) 21 2 ( ( 210 2 10 10 00
24 42

h R a R R h h
F w w w v w w w v

i i i i i i i iZ Z Z

h R w iw w w v w w w ui i i i i i i i
Z

R h h h
w u w w wi i i i

Z

  


  

 


      

         


   

* 2
1 00) )10 1 10 00

2 2

*2 *3 * *
* * *( ( )10 0 10 0 10 0 00 10 10 10

12 162

*2 *4( )* 2 1( 2 ) ) ( )
1 2 10 10 00 10 10 10 10 106 80

R w iw wi i i
Z

h h h R
R w v R w v R w v w u w ui i i i i i i i i i

Z

h h
R w w w w w u w u
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جملات  ،2Fو  1Fباشد. بردارهای می η( برای نشان دادن مشتق نسبت به متغير 'در روابط فوق بالانویس )

باشد. ( برابر با مجموع حل عمومی و حل خصوصی می9-3باشند. حل معادلات )ناهمگن در معادلات می

، }V{شود كه در آن ( در نظر گرفته می11-3له به شکل كلی رابطه )برای تعيين حل عمومی، پاسخ معاد

 باشند.مقدار ویژه معادله می iλ بردار ویژه و

(3-11) { } { }exp( )iY V   
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آید ( به دست می12-3(، معادله ماتریسی رابطه )9-3( در شکل همگن معادلات )11-3با قرار دادن رابطه )

گردند. با حل معادله دترمينان ماتریس ضرایب، شش مينان ماتریس ضرایب تعيين میكه مقادیر ویژه از دتر

 شود.شود و به ازای هر ریشه )مقدار ویژه(، یک بردار ویژه تعيين میریشه مشخص می

(3-12) 2
4*4 2 1 0[ ] { } {0} ; [ ] [ ] [ ] [ ]i iC V C D D D     

در این  1گرفتن شرایط تطابق گيرد و با در نظرصورت می x*=0این حل برای ناحيه مرزی  كهاینبا توجه به 

وند شهای دترمينان با قسمت حقيقی منفی انتخاب مینهایت محدود باشد. بنابراین، ریشهمرز، حل باید در بی

 آید.( به دست می13-3و شکل عمومی حل همگن معادلات به شکل رابطه )

(3-13) 
3

1

{ } { }exp( )g i i i

i

Y C V  


 

شوند. شکل حل خصوصی معادلات، به شکل جملات ناهمگن تعيين میضرایب ثابت با اعمال شرایط مرزی  

شود و ( در نظر گرفته می14-3(، حل به شکل رابطه )9-3بستگی دارد. برای تعيين حل خصوصی معادله )

كه سمت راست معادلات، برداری ثابت است بردارهای الف(، با توجه به این-9-3با جایگذاری در رابطه )

 شوند.تعيين می }1K{و  }0K{مجهول 

(3-14)      1 0p
Y K K  

باشد. اما حل خصوصی آنها متفاوت است زیرا جملات ( می9-3( شبيه به معادله )10-3حل عمومی معادله )

شود ج( مشخص می-10-3ب( و )-10-3كنند. همانطور كه از روابط )ناهمگن در این معادلات فرق می

-3ای است. بعد از جایگزینی بخش ناهمگن روابط )الف( چندجمله-10-3) جملات ناهمگن در معادلات

الف( به -10-3ای خواهد بود. به همين دليل، حل خصوصی معادله )(، شامل جملات نمایی و چند جمله10

                                                           
1 Matching Principle 
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ب(، حل خصوصی مربوط به جملات ناهمگن چند -15-3شود. رابطه )( در نظر گرفته می15-3شکل رابطه )

باشند. بردارهای ثابت در این روابط مانند ج( مربوط به جملات ناهمگن نمایی می-15-3بطه )ای و راجمله

شوند. الف(، تعيين می-10-3بردارهای ثابت در حل خصوصی معادلات مرتبه قبل، با جایگذاری در معادلات )

ضریب   iαآیند و می ( به دست12-3مقادیر ویژه معادله همگن بوده كه از رابطه )  iλج(، -15-3در رابطه )

 باشند.نمایی بقيه جملات ناهمگن می

 الف(-3-15)     
1 2p p p

Y Y Y  

 ب(-3-15)       2
2 1 01p

Y K K K   

 

 ج(-3-15)       2
2 2 1 0 3{ } ( )exp( ) exp( )p i ji i i ji j

Y V V V V         
 

د. در شونتعيين می }0V,…, {j}3V{الف(، بردارهای ثابت -10-3ج( در معادله )-15-3با جایگذاری رابطه )

 شود.( تعيين می16-3نهایت حل كلی در این مرز از رابطه )

(3-16) 
   

     

1
0

2
1 1 2

( ) :{ }

( ) :{ }

i g p

i g p p

O Y Y Y

O Y Y Y Y





 

  
 

 آیند.ضرایب ثابت در رابطه فوق از اعمال شرایط مرزی به دست می

 x*  =1حل داخلی در مرز  3-2-3

 شود.( استفاده می17-3در این ناحيه از متغير سریع، طبق رابطه )

(3-17)  * 1x







 

رابطه  ε=0با استفاده از این تغيير متغير و بسط تيلور حول  شود.تعيين می ،γ =1از بالانس جملات غالب 

 شود.( بازنویسی می18-3( به صورت رابطه )3-7)
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(3-18) 
* * *

* * * * * *

1 1 1 1

** *

1
1 1 1* * *

1 1 1

( ) (1)  ; (1) ...; (1) ...

 ; ;     

x x x

R x R dR h h dh q q dq

dqdh dR
dh dR dq

dx dx dx

  

  

       

  
 

 شود.در نظر گرفته می (19-3در این ناحيه، حل معادلات به شکل سری یکنواخت رابطه )

(3-19) 
0 1

0 0 10 00 10

1 1 11 01 11

( ) 

{ ( ), ( ), ( ), ( )} 

{ ( ), ( ), ( ), ( )}

I I I

I I I I I

I I I I I

Y U U

U v u w w

U v u w w

 

   

   

 





 

، دستگاه ε (، و جداسازی جملات هم مرتبه از2-3بعد رابطه )( در معادلات تعادل بی19-3با قرار دادن رابطه )

گردند. ماتریس ( تعيين می20-3معادلات دیفرانسيل مرتبه اول و دوم مربوط به این مرز به شکل رابطه )

ب و جملات ناهمگن، در این مرز و مرز صفر یکسان است. البته باید توجه داشت كه مقادیر ضخامت، ضرای

 شوند.محاسبه می x*=1شعاع و فشار خارجی در 

(3-20) 

2

0 0
2 1 0 0 32

2
2 1 1

2 1 0 1 42

*

1 3 2 4

( ) : [ ] [ ] [ ] { };

( ) : [ ] [ ] [ ] { }

[ ] [ ], 0,1,2 ; { } { } ; { } { }; 1

I I
I

I I
I

i i

d U dU
O B B B U F

d d

d U dU
O B B B U F

d d

B D i F F F F at x


 


 

  

  

    

 

( است كه در بخش قبل توضيح داده شد. در این مرز، 10-3( شبيه معادلات )20-3روش حل معادلات )

 د.نهایت باید محدود باششوند زیرا حل در منفی بییر ویژه با قسمت حقيقی مثبت در نظر گرفته میمقاد

 آیند.ضرایب ثابت در رابطه فوق از اعمال شرایط مرزی به دست می

 حل مرکب 3-2-4

پوشانی در های همهای داخلی منهای حلدر روش اغتشاشات، حل مركب برابر با مجموع حل خارجی و حل

باشد كه در آن، ( می21-3بعد، به شکل رابطه )باشد. بنابراین شکل كلی حل معادلات تعادل بیزها میمر
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 I)out(Y و i )out(Y  باشند و با استفاده از اصل تطابق های مشترک حل خارجی با دو حل داخلی میبخش

 .[66]شوندتعيين می 1فن دایکه

(3-21) ( ) ( )   I i

composite out I i out outY Y Y Y Y Y     

 ل تحلیلی معادلات پایداریح 3-3

شوند. بنابراین در این تحقيق، همانطور كه در فصل قبل اشاره شد معادلات پایداری به دو روش استخراج می

شوند. به بعد میشوند. در روش اول، معادلات پيوست )ب(، بیمعادلات پایداری با دو روش متفاوت حل می

بعد معادلات ، شکل بیγ=1( با در نظر گرفتن 6-3تغيير متغير رابطه )( و 1-3این منظور، با استفاده از رابطه )

 آیند. ( به دست می22-3ها به صورت رابطه )پایداری )معادلات تعادل كمانشی( بر حسب جابجایی

 الف(-3-22)
0

0 0

*3 1* * * * * * * * 2 * 2 * * * *11 :  ( ( ) ( ( )) ) ( (( ) ( ) )) ( ( ))
12 21 1 0 1 1 0 1 1 1
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باشند. برای حل این معادلات از می η( نشان دهنده مشتق نسبت به متغير '(، بالانویس )22-3در رابطه )

-3) شود. به این منظور با استفاده از سری یکنواخت رابطهروش بسط مستقيم روش اغتشاشات استفاده می

(، و جداسازی جملات هم مرتبه بر حسب پارامتر 22-3گذاری آن در معادلات )( و جای7-3( و رابطه )23

 شوند. های یک و دو استخراج میمعادلات مرتبه ،εبعد بی
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 آیند.( به دست می24-3جملات مرتبه یک به شکل رابطه )
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)24-3(
 

باشد. معادلات فوق به صورت یک می η(، نشان دهنده مشتق نسبت به متغير 'بالانویس )در روابط فوق 

باشد. معادلات مرتبه دو نيز از دستگاه معادلات دیفرانسيل با ضرایب ثابت است و به راحتی قابل حل می

مانش بار كباشد كه برای استخراج شود و به شکل یک دستگاه معادلات ناهمگن میروابط فوق استخراج می

كمانش كاربرد دارد. بنابراین برای استخراج كند ولی برای اصلاح شکل مد كمانش و بررسی پسكمکی نمی

-3شود. به این منظور، حل دستگاه معادلات فوق به شکل رابطه )( استفاده می24-3بار كمانش از رابطه )

 شود.( در نظر گرفته می25
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( و بردارهای ویژه دستگاه معادلات im(، مقادیر ویژه )24-3( در دستگاه معادلات )25-3با قرار دادن رابطه )

*آیند كه بر حسب فشار محوری )به دست می
1P هستند. در نهایت، حل دستگاه معادلات فوق به شکل )

 آید.( به دست می26-3رابطه )

(3-26) 
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باشند. برای تعيين ضرایب ثابت با ضرایب ثابت می iCبردار ویژه دستگاه معادلات و  }i}Vابطه فوق، در ر

آید كه شرط وجود جواب در این دستگاه از ( به دست می27-3استفاده از شرایط مرزی رابطه ماتریسی )

ان مقدار بار كمانش های این دترمينشود و با محاسبه ریشهتعيين می [M]صفر كردن دترمينان ماتریس 

 شود.مشخص می
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آید. به این منظور، رابطه بار كمانش به روش دوم، چنان كه در فصل قبل توضيح داده شد نيز به دست می

شود و جملات غير خطی به دليل كوچک (، جایگذاری می2-3بعد شده رابطه )( در معادلات تعادل بی2-16)

( تعيين 28-3(، معادلات پایداری به شکل رابطه )1-3بعد )شوند. با استفاده از پارامترهای بیدن حذف میبو
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( آورده شده است. دستگاه معادلات 29-3های ضرایب، در معادله فوق در رابطه )عناصر غير صفر ماتریس

باشد كه مقادیر ویژه این دستگاه، بار كمانش ت دیفرانسيل با ضرایب متغير می( یک دستگاه معادلا3-28)

 باشد. سازه می
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 ج(-3-29)
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( به شکل رابطه 28-3های ضرایب معادله )با در نظر گرفتن نقص اوليه در معادلات، عناصر غير صفر ماتریس
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ير های ضرایب متغبرای حل این دستگاه معادلات دیفرانسيل، با استفاده از انتگرال وزنی گاوس، ماتریس 

های به یشوند. به عبارت دیگر، پارامترهای شعاع صفحه ميانی، ضخامت و جابجایتبدیل به ضرایب ثابت می

شوند كه معرف ( جایگزین می31-3های آنها با استفاده از رابطه )دست آمده از حل معادلات تعادل و مشتق

را  g. در این رابطه، ابتدا باید با استفاده از تغيير متغير داده شده تابع [67]انتگرال وزنی با پنج نقطه است

 آید.رابطه، مقدار انتگرال به دست می تشکيل داده وسپس با قرار دادن مقادیر داده شده در

(3-

31) 
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شود كه یک دستگاه معادلات ( بازنویسی می32-3با استفاده از رابطه فوق، معادلات پایداری به صورت رابطه )

 دیفرانسيل با ضرایب ثابت است.

(3-32)    
   

2

0  2 1 04 4 4 4 4 4*2 *

d d
A A A

dx dx

 
               

شود. با اعمال شرایط مرزی، یک ها تعيين میادگی قابل حل بوده و بر حسب ثابتمعادله رابطه فوق به س

های دترمينان ماتریس ضرایب بار كمانش شود كه ریشه( حاصل می27-3معادله ماتریسی شبيه رابطه )

 باشند.سازه می

 حل عددی معادلات به کمک نرم افزار انسیس 3-4

 PLANE183المان  3-4-1

استفاده شده است كه یک المان دو بعدی مرتبه بالا  رات در راستای ضخامت از این المانبرای بررسی تغيي

شود. این المان دارای بوده و برای مدل كردن پوسته در حالت متقارن محوری، از این المان استفاده می

-ل با جابجاییباشد. این المان قابليت تعریف مسائهشت یا شش گره و در هر گره دارای دو درجه آزادی می

 ( این المان رسم شده است.1-3های بزرگ را دارد. در شکل )
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 در محيط انسيس PLANE183( المان 1-3شکل )

 

 بندی بهینهتعیین مش 3-4-2

برای تعيين مش بهينه در تحليل اجزای محدود، برای یک پوسته با ضخامت متغير با ابعاد و خواص مکانيکی 

بندی در این تحليل به صورت دستی آید. مشقدار بار كمانش به دست می(، م1-3داده شده در جدول )

 انجام شده است.

 ( مشخصات پوسته با ضخامت متغير و پروفيل ضخامت خطی1-3جدول )

 L=1m طول پوسته

 x  Rin=0/14(m)*= 0شعاع داخلی در 

 x  Rin=0/15(m)*= 1شعاع داخلی در 

 Rout=0/155(m) شعاع خارجی

 E=200(GPa) تيسيتهمدول الاس
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ν=3/0 ضریب پواسون  

های مختلف داده شده است. با توجه به این ( مقدار بار كمانش برای پوسته با تعداد المان2-3در جدول )

تاثيری بر روی نتایج ندارد. بنابراین تعداد  160شود كه اضافه كردن تعداد المان بعد از جدول مشخص می

باشد. البته با افزایش ابعاد پوسته ممکن است این تعداد بهينه و مناسب می ، یک مقدار160المان در حدود 

های هكند زیرا تمامی پوستبندی كفایت میالمان كافی نباشد اما برای این تحقيق، همين تعداد المان در مش

 باشند.مورد مطالعه در این تحقيق، دارای ابعادی در همين حدود می

 های مختلفبندیانش به ازای مش( مقادیر بار كم2-3جدول )

 200 180 160 140 120 100 80 60 40 هاتعداد المان

بار كمانش محوری 

(GPa) 
149/5 832/4 777/4 761/4 755/4 753/4 752/4 752/4 752/4 

 دهد.بندی شده را تحت بار نشان می(، یک نمونه از المان مش2-3شکل )
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 و نمونه كمانش كرده در محيط نرم افزار PLANE183بندی المان ( نمونه مش2-3شکل )

 حل استاتیکی 3-4-3

سازی دوبعدی پس از شود. در مدل  می  های مستقل از زمان، از این نوع تحليل استفاده برای تحليل مدل

بارگذاری در این مساله شامل دو قسمت    گردد.می  بندی، در مرحله بارگذاری ابتدا شرایط مرزی تعيينمش

خيز بزرگ در مساله از قسمت   رای در نظر گرفتن  باشد. ب)شعاعی( می  ی و فشار خارجیفشار محور
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به پيش تنش نيز فعال    شود و گزینه مربوط انتخاب می 1تنظيمات حل، گزینه مربوط به خيز بزرگ

 گردد.می

ین حالت ا گيرد. برایبرای تعيين بار كمانش نيز در ابتدا تحليل استاتيکی تحت بارگذاری واحد انجام می

 شود. تنش فعال مینيز گزینه پيش

 حل کمانش 3-4-4

با استفاده از این تحليل، مقدار بار كمانش و نيز تغيير شکل سازه پس از به وجود آمدن كمانش، مشخص 

شود. پيش از تحليل كمانش مساله، حل استاتيکی با فعال كردن گزینه مربوط به پيش تنش انجام می

 گيرد.می

 ندیبجمع 3-5

بعد سازی معادلات و سپس روش اغتشاشات برای حل معادلات تعادل بيان شد. در این فصل، ابتدا روند بی

با استفاده از این روش، دستگاه معادلات دیفرانسيل غير خطی با ضرایب متغير به یک دستگاه معادلات 

دامه، روند حل معادلات جبری و دو دستگاه معادلات دیفرانسيل خطی با ضرایب ثابت تبدیل شد. در ا

لات با بعد معادپایداری با استفاده از روش اغتشاشات و استفاده از انتگرال گاوس توضيح داده شد. شکل بی

در نظر گرفتن نقص اوليه و همچنين بدون نقص اوليه در این فصل گزارش شد. در پایان روند حل عددی 

مورد مطالعه در محيط نرم افزار انسيس به اختصار توضيح معادلات تعادل و پایداری و چگونگی انتخاب المان 

داده شد. مشخصات این المان و خواص آن بيان و با انجام یک بررسی ساده، تعداد مش بهينه برای تحليل 

.شودهای بعد ارائه میای با ضخامت متغير تعيين گردید. نتایج حاصل در فصلعددی پوسته استوانه

                                                           
1 Large Displacement  
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 :چهارمفصل 

 یجبررسی نتا
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 مقدمه 4-1

اخته های قبل پردهای تحليلی و عددی ارائه شده در فصلدر این فصل به بيان و بررسی نتایج حاصل از روش

گيرد. در ابتدا نتایج حاصل از حل معادلات انجام می MAPLE 2015شود. محاسبات در محيط نرم افزار می

رسی قرار گرفته و اثر پارامترهای مختلف مانند ضخامت، نوع تعادل و تاثير فشار خارجی و محوری مورد بر

گيرد. بار كمانش در حالات مختلف بارگذاری پروفيل ضخامت و نقص اوليه بر بار كمانش مورد بررسی قرار می

 گردد.مانند فشار محوری خالص، فشار خارجی خالص و بارگذاری مركب، تعيين می

ها به جز مواردی كه ذكر باشند و در تمامی نمودارها و جدولساله می(، مقادیر انتخابی برای م1-4جدول )

شود. شرایط مرزی در این فصل، در دو لبه گيردار و لبه بالا فقط در شده است از این مقادیر استفاده می

 شود شرایط مرزی متفاوت است.كند و تنها در مواردی كه ذكر می( حركت میxراستای طول پوسته )

 ( مقادیر انتخابی برای پوسته1-4جدول )

 E=200(GPa) مدول یانگ
ν= 3/0 ضریب پواسون  

 P=1 (MPa) (Pمقدار فشار محوری )

 اند.( نشان داده شده2-2فشار محوری و دیگرپارامترهای هندسی، در شکل )

 

 حالت تعادل 4-2

پوسته با ضخامت متغير  ، جابجایی شعاعی و طولی برای2-3بندی ارائه شده در بخش با استفاده از فرمول

(، جابجایی شعاعی و طولی صفحه 1-4آید. شکل )برای هر نوع پروفيل ضخامت و بارگذاری، به دست می

ميانی را برای پوسته با پروفيل ضخامت خطی در حالتی كه پوسته فقط تحت فشار محوری قرار دارد نشان 

( با FEMایج حل عددی با نرم افزار انسيس )باشد. همچنين نتدهد. در این حالت فشار خارجی صفر میمی

( نشان داده شده 2-2( مقایسه شده است. بارگذاری و مقطع پوسته در شکل )MAEنتایج حل تحليلی )
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inR -=1)*(x in)=( R*(xinR  های خطی، شعاع خارجی ثابت و شعاع داخلی متغير است واست. در پروفيل

=0)*(x in+R*=0))x*(x. 

  

 )ب( جابجایی طولی  یی شعاعی)الف( جابجا

 

 )ج( مقطع طولی و پروفيل بارگذاری

 بعد صفحه ميانی برای پوسته با پروفيل ضخامت خطیهای بی( جابجایی1-4شکل)

)Rin(x*=0)=0/14m, Rin(x*=1)=0/15 m, Rout=0/16m, L=1m, q(x)=0(  
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تی كه پوسته تحت فشار خارجی و محوری ها را برای همان پوسته، در حال( نيز مقدار جابجایی2-4شکل )

(، مقدار فشار خارجی ثابت و برابر با فشار 2-4دهد. در شکل )به صورت همزمان قرار دارد را نشان می

 محوری است.

  

 )ب( جابجایی طولی  )الف( جابجایی شعاعی 

 

 )ج( مقطع طولی و پروفيل بارگذاری

 نی برای پوسته با پروفيل ضخامت خطیبعد صفحه مياهای بی( جابجایی2-4شکل)

)Rin(x*=0)=0/14m, Rin(x*=1)=0/15 m, Rout=0/16m, L=1m, q(x)=P(  
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د. كندهد كه فشار خارجی به صورت خطی تغيير می( نيز همان نتایج را برای حالتی نشان می3-4شکل )

ه ت خطی از ابتدا تا انتهای پوستدر این نمودار، پروفيل ضخامت پوسته نيز خطی بوده و شعاع داخلی به صور

 ها برای صفحه ميانی رسم شده است. كند. جابجاییتغيير می

 

 

 )ب( جابجایی طولی )الف( جابجایی شعاعی

   

 )ج( مقطع طولی و پروفيل بارگذاری

 بعد صفحه ميانی برای پوسته با پروفيل ضخامت خطیهای بی( جابجایی3-4شکل)

)Rin(x*=0)=0/14m, Rin(x*=1)=0/15 m, Rout=0/16m, L=1m, q(x)=(1-x*)P(  
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شود كه نتایج حل اجزای محدود و تحليلی بسيار نزدیک بوده و حتی های فوق، مشخص میبا توجه به شکل

در نزدیکی مرزها نيز نتایج تحليلی اختلاف بسيار كمی با نتایج اجزای محدود دارد. حل معادلات تعادل 

(، به 3-4( تا )1-4های )ين بار كمانش است كه با توجه به نمودارهای موجود در شکلاولين گام برای تعي

 شوند.خوبی و با دقت بالا تعيين می

دهد كه پروفيل بعد جابجایی شعاعی را برای صفحه ميانی، در حالتی نشان می(، مقادیر بی4-4شکل )

ر محوری، فشار خارجی نيز وجود دارد. مقدار ضخامت پوسته، خطی تغيير كند. در این نمودارها علاوه بر با

فشار خارجی در این نمودارها تابعی غير خطی از متغير طولی پوسته است كه روابط مربوط به تابع فشار 

(، تنها برای حل تحليلی ارائه شده است. 4-4ها مشخص شده است. نتایج نمودار شکل )خارجی در زیر شکل

كه با استفاده از مدل كردن فشار خارجی غير خطی دشوار است در حالی زیرا در محيط نرم افزار انسيس،

بندی ارائه شده هر نوع بارگذاری و ضخامت كه با توابع پيوسته بيان شوند به راحتی روش تحليلی و فرمول

 باشد. قابل بررسی و حل می

اعی و مقطع طولی پروفيل (، شماتيکی از پروفيل بارگذاری محوری و شع4-4( تا )1-4های )در تمامی شکل

 ضخامت پوسته رسم شده است.

هد. دهای ضخامت غير خطی نشان میبعد جابجایی شعاعی را برای پوسته با پروفيل(، مقادیر بی5-4شکل )

در این حالت فشار محوری و خارجی به صورت همزمان وجود دارند و مقدار فشار خارجی ثابت و برابر با 

ها دارای شعاع خارجی ثابت و شعاع داخلی متغير و غير ضخامت در این پوسته فشار محوری است. پروفيل

 خطی است. تابع تغييرات شعاع داخلی بر حسب متغير طولی پوسته در هر شکل نشان داده شده است.
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q(x)=( x*2-x*)P )الف(  q(x)=sin(πx*)P )ب(  

  

 )د( مقطع طولی و پروفيل بارگذاری برای حالت ب )ج( مقطع طولی و پروفيل بارگذاری برای حالت الف

 بعد صفحه ميانی برای پوسته با پروفيل ضخامت خطی برای دو نوع پروفيل فشارشعاعی بی ( جابجایی4-4شکل)

)Rin(x*=0)=0/14m, Rin(x*=1)=0/15 m, Rout=0/16m, L=1m ( 
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Rin=-0/119x*3+0/258x*2-0/166x*+0/162 )الف(  Rin=0/06x*2-0/06x*+0/155 )ب(  

 بعد صفحه ميانی برای پوسته با پروفيل ضخامت غير خطیشعاعی بی ( جابجایی5-4شکل)

) L=1m, q(x)=P ( 

بعد طولی و شعاعی صفحه ميانی، برای پوسته با پروفيل ضخامت خطی (، مقادیر جابجایی بی2-4در جدول )

ده است. مقادیر ارائه شده برای نقطه ميانی های مختلف )فشار خارجی( ارائه شتحت بارگذاری

( است. با توجه به نتایج ارائه شده در این جدول، در حضور فشار خارجی، مقادیر قدرمطلق x*=5/0پوسته)

ها، فشار معادل استاتيکی )كه متناظر با یابد. در این تحليلگيری افزایش میها به صورت چشمجابجایی

ود شباشد( در تمام موارد یکسان است. با توجه به این نکته، مشخص میمکان می-سطح زیر منحنی فشار

كه فشار خارجی سينوسی بيشترین تاثير را بر روی جابجایی شعاعی و فشار خارجی با تغييرات خطی 

 بيشترین تاثير را بر روی جابجایی طولی، در پوسته با پروفيل خطی دارد.
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 پوسته با پروفيل ضخامت خطی بعد جابجایی برای( مقادیر بی2-4جدول)

)Rin(x*=0)=0/14 m, Rin(x*=1)=0/15 m, Rout=0/16m, L=1 m ( 

104×Ux
*(x*=0/5) 105×Uz

*(x*=0/5) )*xq( 

42/1 5/1 0 

41/5 82 P 

42/8 79 2(1-x*)P 

13/6 119 6( x*2-x*)P 

15/6 124 )P*sin(πx(2/π) 

ست برای پوسته با پروفيل ضخامت خطی، به شکل نمایش داده شده ا mشيب شعاع داخلی پوسته كه با 

( به صورت شماتيک، این پارامتر بر روی برش طولی سطح 6-4شود و در شکل )( تعریف می1-4رابطه )

بعد (، تاثير این پارامتر بر جابجایی بی3-4مقطع پوسته با پروفيل خطی نشان داده شده است. در جدول )

ميانی، بررسی شده است. با توجه به نتایج این جدول، كاملا مشخص شعاعی در وسط پوسته و برای صفحه 

ينی كرد كه بتوان پيشیابد. بنابراین، میاست كه با افزایش شيب، مقدار قدر مطلق جابجایی نيز افزایش می

های بعدی بررسی افزایش این پارامتر منجر به كاهش مقدار بار كمانش خواهد شد و این مطلب در بخش

 در این جدول، تغييرات ضخامت به صورتی است كه وزن پوسته ثابت است. شود.می

(4-1) 1 * *( ( 1) – ( 0))in inm tan R x R x   
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 ( نمایش شيب شعاع داخلی پوسته، بر روی برش طولی سطح مقطع6-4شکل )

 بعد جابجایی برای پوسته با پروفيل ضخامت خطی( مقادیر بی3-4جدول)

) Rout=0/16m, L=1m, q(x)=P ( 

104×Uz
*(x*=0/5) Rin(x*=0) Rin(x*=1) m 

17/3- 139/0 14/0 1/0 

09/4- 134/0 145/0 6/0 

76/5- 130/0 149/0 1/1  

85/9- 126/0 153/0 6/1  

4/35- 121/0 158/0 1/2 
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نشان داده شده كه تغييرات جابجایی بر روی راستای آن رسم  zج(، مقطع طولی و محور -7-4در شکل )

 شده است. 

 
 

 x*=5/0در  )ب( تغييرات جابجایی طولی x*=5/0)الف( تغييرات جابجایی شعاعی در 

 

 z)ج( مقطع طولی و محور 

بعد صفحه ميانی در راستای ضخامت برای پوسته با پروفيل ضخامت شعاعی و طولی بی ( تغييرات جابجایی7-4شکل)

  نواحی دور از مرزها )Rin(x*=0)=0/14m, Rin(x*=1)=0/15 m, Rout=0/16m, L=1m, q(x)=P( خطی برای 
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 x*=05/0در  )ب( تغييرات جابجایی طولی x*=05/0)الف( تغييرات جابجایی شعاعی در 

بعد صفحه ميانی در راستای ضخامت برای پوسته با پروفيل ضخامت شعاعی و طولی بی ( تغييرات جابجایی8-4شکل)

  نواحی نزدیک مرز Rin(x*=0)=0/14m, Rin(x*=1)=0/15 m, Rout=0/16m, L=1m, q(x)=P) x*=0( خطی برای 

…………………………... (0  

 

 

 

 x*=95/0در  )ب( تغييرات جابجایی طولی x*=95/0)الف( تغييرات جابجایی شعاعی در 

ضخامت بعد صفحه ميانی در راستای ضخامت برای پوسته با پروفيل شعاعی و طولی بی ( تغييرات جابجایی9-4شکل)

 نواحی نزدیک مرزRin(x*=0)=0/14m, Rin(x*=1)=0/15 m, Rout=0/16m, L=1m, q(x)=P) x*=1( خطی برای 
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های شعاعی و طولی در راستای ضخامت پوسته را برای یک (، تغييرات جابجایی9-4( تا )7-4های )شکل

 ها برایدهند. این شکلیپوسته با پروفيل ضخامت خطی و تحت بارگذاری محوری و فشار خارجی نشان م

ها در راستای ضخامت سه ناحيه مختلف، به ترتيب برای نواحی دور از مرز و برای مرزها، تغييرات جابجایی

ها، نتایج برای حل تحليلی و حل اجزای محدود رسم شده است. با توجه به دهند. در این شکلرا نشان می

طی در راستای ضخامت )استفاده از تئوری تغيير شکل ها كاملا مشخص است كه فرض تغييرات خاین شکل

برشی مرتبه اول( برای نواحی دور از مرزها، فرضی مناسب و قابل قبول است. اما برای نواحی نزدیک به 

مرزها اختلاف بين نتایج به خصوص برای جابجایی شعاعی زیاد است. در نزدیکی مرزها نيز ميزان اختلاف 

 رسد.به بيشترین مقدار خود می z=±h/2برای جابجایی طولی در 

های مختلف و در نواحی نزدیک و دور از ( جابجایی شعاعی سطح داخلی پوسته با ضخامت ثابت برای ضخامت4-4جدول )

 برای حالتهای معادلات خطی و غير خطی (q(x)=P=3×108 Pa, Rout=0/16 m, z= -h/2)مرزها 

h 

(mm) 
R/h x* FEM 

MAE1 

جابجایی 

 کوچک

MAE2 

جابجایی 

 بزرگ

درصد اختلاف برای 

 جابجایی کوچک

درصد اختلاف برای 

 جابجایی بزرگ

5 5/31  05/0  3886/1-  4599/1-  3694/1-  18/5  34/1  

50/0  4013/1-  4974/1-  4974/1-  88/6  88/6  

95/0  4693/1-  4599/1-  4602/1-  62/0  59/0  

10 5/15  05/0  2900/0-  2941/0-  2861/0-  41/1  34/1  

50/0  3520/0-  3646/0-  3646/0-  58/3  58/3  

95/0  3580/0-  2941/0-  2966/0-  85/17  15/17  

15 2/10  05/0  1120/0-  1099/0-  1106/0-  88/1  25/1  

50/0  1543/0-  1576/0-  1576/0-  14/2  14/2  

95/0  1468/0-  1099/0-  1105/0-  14/25  73/24  

20 5/7  05/0  0550/0-  0542/0-  0544/0-  45/1  09/1  

50/0  0850/0-  0802/0-  0860/0-  65/5  18/1  

95/0  0750/0-  0542/0-  0544/0-  73/27  47/27  

30 83/4  05/0  0203/0-  0199/0-  0200/0-  97/1  48/1  

50/0  0359/0-  0360/0-  0360/0-  28/0  28/0  

95/0  0290/0-  0199/0-  0200/0-  38/31  31 
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های مختلف و در نواحی نزدیک و دور از داخلی پوسته با ضخامت ثابت برای ضخامت ( جابجایی طولی سطح5-4جدول )

 برای حالتهای معادلات خطی و غير خطی(q(x)=P=3×108 Pa, Rout=0/16 m, z= -h/2)مرزها 

h 

(mm) 
R/h x* FEM 

MAE1 

جابجایی 

 کوچک

MAE2 

جابجایی 

 بزرگ

درصد اختلاف برای 

 جابجایی کوچک

درصد اختلاف برای 

 جابجایی بزرگ

5 5/31  05/0  0540/0-  0342/0  0826/0-  33/163  96/52  

50/0  2770/1  2494/1  2432/1  161/2  64/2  

95/0  5920/2  4645/2  4663/2  919/4  84/4  

10 5/15  05/0  0190/0-  0141/0-  0231/0-  8/25  5/15  

50/0  2820/0  2752/0  2761/0  41/2  09/2  

95/0  5750/0  

 

5646/0  5678/0  14/2  59/1  

15 2/10  05/0  0144/0-  0130/0-  0149/0-  72/9  47/3  

50/0  1095/0  1068/0  1078/0  47/2  73/0  

95/0  2306/0  2266/0  2309/0  73/1  13/0  

20 5/7  05/0  0107/0-  0100/0-  0106/0-  54/6  93/0  

50/0  0529/0  0517/0  0538/0  27/2  7/1  

95/0  1158/0  1133/0  1179/0  16/2  81/1  

30 83/4  05/0  0064/0-  0059/0-  0061/0-  81/7  69/4  

50/0  0161/0  0157/0  0156/0  48/2  11/3  

95/0  0394/0  0375/0  0373/0  82/4  33/5  

( به ترتيب مقادیر جابجایی شعاعی و طولی را برای سطح داخلی پوسته با پروفيل 5-4( و )4-4های )جدول

سته تحت فشار محوری و خارجی به صورت همزمان قرار دارد. در این دهند. پوضخامت ثابت، نشان می

های مختلف و در سه ناحيه )نزدیک مرزها و دور از مرزها(، گزارش شده است. ها نتایج برای ضخامتجدول

باشند كه به ترتيب معادلات با در نظر نتایج تحليلی شامل دو حالت حل معادلات مرتبه یک و مرتبه دو می

اشند. بهای بزرگ )غير خطی(، میتغيير شکل كوچک )خطی( و معادلات با در نظر گرفتن تغيير شکلگرفتن 

در  Rهای بزرگ است. در این جدول، شعاع صفحه ميانی حل اجزای محدود نيز با در نظر گرفتن جابجایی

 آید.یبه دست م Diff (%)= (MAE-FEM)/FEM *100شود. درصد اختلاف از رابطه نظر گرفته می
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های (، معمولا با افزایش ضخامت، ميزان اختلاف بين حل با جابجایی5-4( و )4-4های )با توجه به جدول

ت. های ضخيم كمتر اسیابد و اختلاف بين نتایج دو روش حل تحليلی برای پوستهكوچک و بزرگ كاهش می

رز صفر و برای جابجایی شود كه درصد اختلاف برای جابجایی طولی در نزدیکی مهمچنين مشخص می

 یابد.شعاعی در نزدیکی مرز یک، افزایش می

(4-2) 
2 2 2

*

0 2 2 2 2

1 1
( )  ;  ;   ;  

( ) 2 2

Out in Out
z Out in in

Out i Out in

R q R R q h h
U h r R R R R r R

E R R E R R r

   
      

 
 

جدول )4-6( مقایسه جابجایی شعاعی سطح داخلی پوسته با ضخامت ثابت برای ضخامتهای مختلف با استفاده از تئوری 

شکل برشی، روش اجزای محدود و تئوری الاستيسيته (x*=0/5, z= -h/2, q=3×108 Pa, P=0, Rout=0/16 m)تغيير 

 مستوی 

h (mm) R/h  FEM FSDT PET FSDT درصد اختلاف    PET درصد اختلاف    

5 5/31  5116/1-  5048/1-  4979/1-  44/0  9/0  

10 5/15  3716/0-  3684/0-  3651/0-  86/0  75/1  

15 2/10  1622/0-  1602/0-  1582/0-  23/1  46/2  

20 5/7  0896/0-  0882/0-  0868/0-  56/1  12/3  

30 8/4  0382/0-  0374/0-  0366/0-  09/2  1/4  

 

به منظور بررسی صحت نتایج، علاوه بر مقایسه با نتایج حل اجزای محدود، نتایج حل تحليلی با رابطه تئوری 

با  (، مقدار جابجایی سطح داخلی پوسته6-4شوند. در جدول )( نيز مقایسه میPET) 1الاستيسيته مستوی

مت ثابت تحت فشار خارجی ثابت برای قسمت ميانی دور از مرز پوسته گزارش شده است. طبق رابطه ضخا

ا این آید. این رابطه ب( مقدار جابجایی برای این مورد بر اساس تئوری الاستيسيته مستوی به دست می4-2)

قطع است كه سطح مآید كه پوسته تنها تحت فشار خارجی بوده و شرایط مرزی به شکلی فرض به دست می

                                                           
1 Plane Elasticity Theory (PET) 
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. درصد اختلاف برای تئوری ]5[ماند و دو لبه پوسته گيردار استپوسته بعد از تغيير شکل ثابت باقی می

آید. با به دست می Diff (Y)= (Y-FEM)/FEM *100تغيير شکل برشی و تئوری الاستيسيته از رابطه 

ت به تئوری تغيير شکل برشی در توجه به این جدول، درصد اختلاف تئوری الاستيسيته مستوی نسب

 های بالا، بيشتر است. البته ميزان این اختلاف در نزدیکی مرزها بيشتر است.ضخامت

 تاثیر نقص اولیه بر حالت تعادل 4-3

ليه باشد. برای بررسی تاثير نقص اونقص اوليه در این تحقيق، به شکل یک خيز اوليه در راستای شعاعی می

ه شود. دو نوع تابع نقص اوليبتدا یک تابع مناسب برای نقص اوليه در نظر گرفته میبر روی معادلات، در ا

بعد شعاعی را برای یک پوسته با (، جابجایی بی10-4شکل )  گيرند.سينوسی و نمایی مورد بررسی قرار می

تفاوت های مپروفيل ضخامت خطی، تحت فشار محوری ثابت با در نظر گرفتن تابع نقص سينوسی با دامنه

(، تاثير این تابع بر ميدان جابجایی Λدهد. با توجه به این شکل، با افزایش دامنه تابع نقص اوليه )را نشان می

 شود.بيشتر می

 

 ( جابجایی شعاعی بی بعد صفحه ميانی برای پوسته با پروفيل ضخامت خطی و با در نظر گرفتن نقص اوليه 10-4شکل )
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 سينوسی

(Rout=0/155m, Rin (x*=0)=0/14m, Rin ( x*=1)=0/15m, L=0/8m, z=0, ŵ(x*)=Λsin(πx*)) 

توان نقطه می bشود. در این رابطه، با تغيير مقدار ( تعریف می3-4تابع نقص نمایی با استفاده از رابطه )

نه دامنه باشد مقدار بيشي 0.2بيشينه تابع نقص را در طول پوسته تغيير داد. برای مثال اگر مقدار این پارامتر 

 افتد.اتفاق می x*1=این بيشينه در نزدیکی مرز  0.8و برای مقدار   x*0=تابع نقص اوليه، در نزدیکی مرز 

(4-3)     2
* *w x exp x b   

ا دهد. این شکل برای پوسته ب(، تاثير تابع نقص را به كمک تابع نقص اوليه نمایی، نشان می11-4شکل )

 ت فشار محوری ثابت، رسم شده است.پروفيل ضخامت خطی و تح
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( جابجایی شعاعی بی بعد صفحه ميانی برای پوسته با پروفيل ضخامت خطی و با در نظر گرفتن نقص اوليه 11-4شکل )

 نمایی

(Rout=0/155m, Rin (x*=0)=0/14m, Rin ( x*=1)=0/15m, L=0/8 m, z=0, ŵ(x*)=Λexp(-(x*-b)2)) 

 تعیین بار کمانش 4-4

عد بهای قبل توضيح داده شد بار كمانش بی( با استفاده از روشی كه در فصل22-3ل معادلات رابطه )با ح

ی های معادله ماتریسآید. بار كمانش در این روش، ریشهپوسته به روش اول و به صورت تحليلی به دست می

. برای استفاده از روش استفاده شده است 1ها از روش تنصيف( است. برای تعيين این ریشه27-3رابطه )

ترین عامل، تعيين یک بازه مناسب برای انجام حلقه تکرار و تعيين پاسخ مناسب است. به این تنصيف، مهم

 شود.آید؛ استفاده میها به دست می( كه از تئوری كلاسيک پوسته4-4منظور از رابطه )

(4-4) 0.605
Eh

cr R
  

. ]5[اشد بای با ضخامت ثابت بر اساس تئوری كلاسيک میكمانش پوسته استوانه این رابطه برای تعيين بار 

حد بالا و پایين بازه تنصيف، با استفاده از قرار دادن مقدار بيشينه و كمينه ضخامت پوسته مورد مطالعه در 

 گردد.این رابطه، تعيين می

*بعد )(، مقدار بار كمانش بی7-4جدول )
1P دهد. آنچنان پروفيل ضخامت خطی، نشان می( را برای پوسته با

یابد. با افزایش ضخامت، مقدار اختلاف حل كه انتظار است با افزایش ضخامت، بار كمانش نيز افزایش می

یابد. با توجه به این نکته، اثر در نظر گرفتن تئوری تغيير شکل برشی در تحليلی و اجزای محدود كاهش می

 شود.ا ضخامت بيشتر به وضوح مشاهده میهای بتعيين بار كمانش پوسته

                                                           
1 Bisection Method 
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ای با پروفيل ضخامت خطیبعد محوری برای پوسته استوانه( باركمانش بی7-4جدول )  

(Rin (x*=0)=0/14, Rin ( x*=1)=0/15, L=0/8)  

Rout (m) FEM  FSDT FEM درصد اختلاف نسبت به    

154/0  0209/0  0203/0  8/2  

156/0  0297/0  0260/0  4/12  

581/0  0380/0  0367/0  4/3  

160/0  0472/0  0460/0  5/2  

165/0  0642/0  0604/0  6 

170/0  0810/0  0780/0  6/3  

175/0  0960/0  0953/0  8/0  

 

بعد، برای پوسته با ضخامت ثابت با استفاده از روش تحليلی، تئوری كلاسيک، مرجع ( مقایسه بار كمانش بی12-4شکل )

 (=m 06/0 Rو روش اجزای محدود ) ]35[
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برای بررسی صحت نتایج حل تحليلی ارائه شده در فصل قبل، نتایج حل تحليلی علاوه بر مقایسه با حل 

( به آن اشاره شد و نتایج حاصل از یک 4-4اجزای محدود، با نتایج حاصل از تئوری كلاسيک كه در رابطه )

ود. شکل شضخامت ثابت در نظر گرفته میشود. البته به این منظور، پوسته با مرجع دیگر نيز مقایسه می

بعد محوری را برای حل اجزای محدود، حل تحليلی ارائه شده در این تحقيق، (، مقدار بار كمانش بی4-12)

دهد. مشخص است كه با افزایش ضخامت، نتایج حل تحليلی را نشان می ]35[تئوری كلاسيک و حل مرجع 

و تئوری  ]35[كه اختلاف مرجع جزای محدود دارد. با توجه به اینارائه شده اختلاف كمتری با نتایج حل ا

های توان گفت وجود این جمله در ضخامت( است می5-1در رابطه ) 1wارائه شده در اینجا، استفاده از جمله 

 ود.شتر استفاده از این جمله، امتيازی محسوب نمیهای پایينبالاتر دقت حل را بيشتر كرده ولی در ضخامت

 

 بعد محوریبر روی مقدار بار كمانش بی  m/hmR( تاثير پارامتر 13-4شکل )

(L= 8/0  m) 
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بر بار كمانش محوری در یک پوسته با پروفيل ضخامت خطی را نشان   m/hmR(، تاثير پارامتر 13-4شکل )

ر باشند. دیبه ترتيب مقادیر شعاع صفحه ميانی و ضخامت، در وسط پوسته م mhو  mRدهد. پارامترهای می

متر و شعاع  14/0تا  8/0متر، شعاع داخلی در مرز صفر بين  17/0تا  11/0این شکل، شعاع خارجی بين 

 )n)h/Rكنند. بر اساس تئوری كلاسيک، بار كمانش با متر، تغيير می 15/0تا  9/0داخلی در مرز یک بين 

(، نتيجه 5-4(، رابطه )13-4کل )نمودار ش 1((. با تقریب زدن4-4است )رابطه ) n=1متناسب است كه 

 شود.می

(4-5) 1.13
* 123.7

hmP
Rm

 
  

 
 

ای با پروفيل ضخامت خطی و غير خطی بر حسب بعد را برای پوسته استوانه(، بار كمانش بی14-4شکل )

ای در نظر دهد. هر دو نوع پروفيل ضخامت خطی و غير خطی، به گونهشعاع خارجی متفاوت، نشان می

ا، هها در نهایت دارای حجم یکسان باشند. با توجه به یکسان بودن حجم پوستهاند كه پوستهشده گرفته

ر به تحمل ها قادهای با پروفيل غير خطی، كارایی بيشتری دارند. یعنی این پوستهشود كه پوستهمشخص می

لی ه مربوط به شعاع داخهای با پروفيل ضخامت خطی هستند. رابطبار خارجی بيشتری در مقایسه با پوسته

 ها در زیر شکل مشخص شده است.پوسته

                                                           
1 Curve Fitting 
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 بعد برای پوسته با پروفيل ضخامت خطی و غير خطی( بار كمانش محوری بی14-4شکل )
(Rin (خطی) =0/01x*+0/14, Rin (غير خطی)= 0/06x*2-0/06x*+0/155, L=0/8 m) 

دهد. های خطی و غير خطی نشان میز پروفيل(، بار كمانش محوری را برای حالات مختلف ا15-4شکل )

ها رسم شده است. با توجه به این ها، یک نمای شماتيک از سطح مقطع پروفيلبر روی هر یک از ستون

های خطی و غير خطی، با افزایش ضخامت لبه پایين، بار كمانش محوری شکل، در هر دو نوع از پروفيل

باشند. بنابراین با ها دارای حجم یکسان میتمامی موارد، پوسته یابد. باید توجه داشت كه درافزایش می

 یابد.های با ضخامت متغير، مقدار بار كمانش افزایش میافزایش ضخامت لبه پایين در پوسته
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 مختلف های داخلی( بار كمانش محوری برای پوسته با پروفيل ضخامت خطی و غير خطی با شعاع15-4شکل )
(Rout =0/16 m, L=0/8 m) 

در این تحقيق، بار كمانش به روش دیگری نيز به دست آمده است. در این روش، برای استخراج بار كمانش، 

( 31-3شود. به این منظور، مقدار متوسط ماتریس ضرایب، با استفاده از رابطه )( حل می32-3معادلات )

حالتی كه فشار محوری صفر است را  (، تغييرات فشار خارجی كمانش، برای16-4شوند. شکل )محاسبه می

كند. این شکل نشان دهنده دهد. در این شکل پروفيل ضخامت پوسته به صورت خطی تغيير مینشان می

دقت قابل قبول نتایج حل ارائه شده بر پایه تئوری تغيير شکل برشی مرتبه اول، در مقایسه با حل اجزای 

 یابد. ر بار كمانش نيز افزایش میباشد. با افزایش شعاع خارجی، مقدامحدود می
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 )ب( مقطع طولی پروفيل ضخامت  )الف( بار كمانش

 بعد برای پوسته با پروفيل ضخامت خطی( بار كمانش شعاعی بی16-4شکل )

(Rin (x*=0)=0/14 m, Rin (x*=1)=0/15 m, L=0/8 m) 

 

 

 )ب( مقطع طولی پروفيل ضخامت )الف( بار كمانش

 بعد برای پوسته با پروفيل ضخامت خطی( بار كمانش محوری بی17-4شکل )

(Rin (x*=0)=0/14 m, Rin (x*=1)=0/15 m, L=0/8 m) 
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دهد كه فشار خارجی صفر است. در این شکل بار كمانش (، نتایج را برای حالتی نشان می17-4شکل )

ها با پروفيل ارائه شده برای پوسته محوری برای پوسته با همان ابعاد نشان داده شده است. البته راه حل

ای هباشد كه نتایج آن شبيه به نتایج حاصل از روابط قبل و شکلضخامت غير خطی نيز قابل استفاده می

 باشند.فوق می

بعد شعاعی را برای ( مقادیر بار كمانش بی8-4برای بررسی نتایج حل ارائه شده در این تحقيق، جدول )

( مختلف گزارش R/hهای )( و شعاع به ضخامتL/Rرای نسبت طول به شعاع )پوسته با ضخامت ثابت ب

مورد مقایسه قرار گرفته است. با توجه به این جدول، مشخص  [68و  49]چنين نتایج با مراجع كند. هممی

است كه نتایج حاصل از حل ارائه شده در این تحقيق بر اساس تئوری تغيير شکل برشی مرتبه اول، با نتایج 

های خيلی نازک ارائه شده زیرا نتایج این مراجع مراجع فوق تطابق دارد. البته این جدول تنها برای پوسته

 های ضخيم نتایج قابلهای ضخيم گزارش نشده است. حل ارائه شده در مراجع فوق، برای پوستهبرای پوسته

 هد.ديز نتایج قابل قبولی را ارائه میهای ضخيم نقبولی ندارد ولی حل ارائه شده در این تحقيق، برای پوسته

و  49]ای با ضخامت ثابت با استفاده از روش موجود و مراجع بعد برای پوسته استوانه( باركمانش شعاعی بی8-4جدول )

68]  

L/R R/h0 FSDT  [49] مرجع [68] مرجع 

5/0  300 1/381×10-6 1/381×10-6 1/383×10-6 

 3000 3/915×10-9 3/907×10-9 3/908×10-9 

1 300 6/349×10-7 6/333×10-7 6/348×10-7 

 500 1/744×10-7 1/739×10-7 1/742×10-7 

 1000 3/028×10-8 3/020×10-8 3/024×10-8 

 1500 1/090×10-8 1/087×10-8 1/088×10-8 

 2000 5/288×10-9 5/275×10-9 5/279×10-9 

2 300 3/032×10-7 3/025×10-7 3/036×10-7 

 3000 9/430×10-10 9/410×10-10 9/420×10-10 

3 300 2/034×10-7 2/029×10-7 2/035×10-7 

 3000 6/260×10-10 6/245×10-10 6/255×10-10 
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ای با ضخامت ثابت تحت بار تركيبی محوری و فشار خارجی (، بار كمانش یک پوسته استوانه9-4در جدول )

(، به 6-4و تنش بحرانی در این جدول از رابطه ) 1bر . مقدار پارامتبه صورت همزمان، محاسبه شده است

با هم ارتباط دارند. به همين   1bآید. در این جدول، فشار خارجی و محوری با استفاده از پارامتر دست می

منظور در روش تحليلی، مقدار فشار محوری با استفاده از این ضریب بر حسب فشار خارجی، در معادلات 

شوند و مقادیر تنش ه و معادلات پایداری تنها بر حسب فشار خارجی شعاعی حل میپایداری جایگزین شد

آیند. نتایج حاصل از حل تئوری تغيير شکل برشی با نتایج مراجع تطابق ( به دست می6-4بحرانی از رابطه )

تئوری غير ها با ضخامت ثابت است كه با استفاده از دارد. حل ارائه شده در مراجع فوق تنها برای پوسته

 خطی فن كارمن و تئوری تغيير شکل برشی مرتبه بالا به دست آمده است. 

(4-6) *

1 2
 ; ; cr

cr cr cr

R P
q b

h R q E


 



 
   

 
 

 

*بعد )( تنش كمانش بی9-4جدول )
crσ برای پوسته با ضخامت ثابت برای نسبت )L/R  وR/h  مختلف تحت بارگذاری مركب

(R=0.254m, E=204GPa) 
L/R R/h b1 FSDT [70] رجعم  مرجع[69] 

418/0  304 8 2/667×10-8 2/632×10-8 2/857×10-8 

415/0  308 4 3/732×10-8 3/457×10-8 2/862×10-8 

418/0  304 05/1  4/623×10-8 4/528×10-8 4/764×10-8 
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 های خارجی مختلفبعد پوسته ضخامت متغير بر حسب فشار خارجی برای شعاع( بار كمانش محوری بی18-4شکل )
(Rin (x*=0)=0/154 m, Rin (x*=1)=0/15 m, L=0/8 m) 

(، مقادیر مختلف بار كمانش محوری را برای استوانه ضخامت متغير با پروفيل ضخامت خطی 18-4شکل )

دهد. با افزایش فشار خارجی و شعاع های خارجی متفاوت نشان میتحت فشارهای خارجی مختلف و شعاع

یابد. در این شکل، مقادیر بار كمانش با استفاده از روش تحليلی ی كاهش میخارجی، مقدار بار كمانش محور

به دست آمده است. در معادلات پایداری، مقدار فشار خارجی وارد شده و معادلات بر حسب فشار محوری 

 شوند.حل می

را بر بار  یای با ضخامت متغير و پروفيل خط(، تاثير شيب پروفيل شعاع داخلی پوسته استوانه19-4شکل )

آید و در شکل ( به دست می1-4در این شکل از رابطه ) mدهد. مقدار كمانش محوری و شعاعی نشان می

باشد. با ( نيز قابل انتظار می3-4( نشان داده شده است. نتایج این شکل با توجه به نتایج جدول )4-6)

0

0.01

0.02

0.03

0.04

0.05

0 5 10 15 20

Pcr
*

106q*

Rout=0.156

Rout=0.158

Rout=0.16

Rout=0.162
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فيل ضخامت خطی، بار كمانش كاهش ای با پروهای استوانهافزایش شيب پروفيل شعاع داخلی در پوسته

 یابد. می

  

 )ب( بار كمانش محوری )الف( بار كمانش شعاعی

( تاثير شيب داخلی پروفيل شعاع داخلی بر بار كمانش محوری و شعاعی 19-4شکل)  

) Rout=0/16m, L=1m(  

ر بر دقت نتایج، ارائه شده ( و نشان دادن تاثير این پارامت5-1در رابطه ) 1w( برای بررسی اثر 10-4جدول )

ای با ضخامت ثابت برای نسبت بعد برای پوسته استوانهاست. در این جدول مقدار بار كمانش محوری بی

R/h شود كه با افزایش ضخامت پوسته، مختلف داده شده است. با توجه به نتایج این جدول مشخص می

د توجه داشت كه در نظر گرفتن این پارامتر، باعث بالا شود. البته بایتاثير این پارامتر تا حدودی پررنگ می

 یابد. بنابراینشود و سرعت اجرای برنامه به شدت كاهش میرفتن حجم محاسبات تا حد بسيار زیادی می
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( 25بيشتر از  R/h  های با ضخامت كم )مثلااستفاده از این پارامتر در روابط ميدان جابجایی برای پوسته

 شود. توصيه نمی

)outR, m=1 L 0.155=مختلف  R/hای با ضخامت ثابت برای نسبت بعد پوسته استوانه( بار كمانش محوری بی10-4جدول )

m) 
 

h(mm) 

R/h FSDT(w1≠0) 

در صد 

اختلاف نسبت 

 FEM به

FSDT(w1=0) 

در صد 

اختلاف 

 نسبت به

FEM 

FEM 

5/1  102 6/0×10-3 6/1  6/0×10-3 6/1  5/9×10-3 

2 5/76  8/0×10-3 2/1  8/0×10-3 2/1  7/9×10-3 

5/2  61 10/0×10-3 0/1  10/1×10-3 0/2  9/9×10-3 

5/3  43 14/2×10-3 4/1  14/2×10-3 4/1  14/0×10-3 

5/4  5/33  18/2×10-3 1/1  18/3×10-3 6/1  18/0×10-3 

6 25 24/4×10-3 2/1  24/8×10-3 9/2  24/1×10-3 

8 19 31/1×10-3 8/2  32/1×10-3 3/6  30/2×10-3 

14 5/10  52/6×10-3 7/2  56/1×10-3 5/9  51/2×10-3 

20 25/7  76/8×10-3 5/6  89/1×10-3 5/23  72/1×10-3 

ای با ضخامت متغير، با ( مقادیر بار كمانش محوری نرمال شده برای یک پوسته استوانه11-4در جدول )

ر این مرجع، نقص اوليه و روش ارائه شده در این تحقيق گزارش شده است. د [58]استفاده از نتایج مرجع

(، به صورت 7-4به صورت ضخامت متغير در نظر گرفته شده است. ضخامت در این مورد با استفاده از رابطه )

مقدار ضخامت در لبه پوسته است. همچنين  0hشود. در این رابطه، تابعی از متغير طولی پوسته، تعریف می

ع خارجی متغير فرض شده است. با مقایسه نتایج جدول در این مورد خاص، شعاع داخلی پوسته ثابت و شعا

 ، مطابقت خوبی دارد.[58]شود كه نتایج این تحقيق با نتایج مرجع(، مشخص می4-11)
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(4-7)   0 1 ( * 0.5)h h cos x    

 شود.(، تعيين می8-4(، از رابطه )11-4مقدار نرمال شده بار كمانش در جدول )

(4-8)    2 2/  * 1n cr out out iP P R Eh R R at x   

 ای با ضخامت متغير( بار كمانش محوری نرمال شده پوسته استوانه11-4جدول )

 ))πx*(=Λsin)x*(ŵ =5m,L=1)=1m, x*(outR=14GPa, E( 
Rout/Rin (at x*=1)  [58]مرجع روش ارائه شده  

15/1  4281/0  4278/0  

2/1  4209/0  4176/0  

25/1  4212/0  4191/0  

 کمانش تاثیر نقص اولیه بر بار 4-5

كند؛ بر معادلات پایداری و مقدار بار نقص اوليه، همانطور كه بر حالت تعادل و نتایج معادلات تعادل اثر می

( 30-3( و عناصر ماتریس ضرایب داده شده در رابطه )28-3گذارد. با استفاده از رابطه )كمانش نيز اثر می

كمانش، مقدار بار كمانش پوسته با در نظر  های قبل برای محاسبه بارو روش توضيح داده شده در بخش

آید. در این تحقيق نقص اوليه به شکل یک جابجایی شعاعی اوليه در ميدان گرفتن نقص اوليه به دست می

شود. در معادلات، شکل تابع نقص به صورت یک تابع كلی از متغير طولی پوسته جابجایی در نظر گرفته می

 ، دو نوع تابع سينوسی و نمایی بررسی شده است.3-4تحقيق، مانند بخش در نظر گرفته شده است. در این 

دهد. در این بعد را برای پوسته استوانه با ضخامت متغير نشان می(، بار كمانش محوری بی20-4شکل )

ا توجه به كند. بشکل از تابع نقص سينوسی استفاده شده است. پروفيل ضخامت به صورت خطی تغيير می

شود كه با افزایش شعاع خارجی )ضخامت پوسته(، نتایج حل تحليلی با در نظر گرفتن یشکل مشخص م
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ای هنقص اوليه دارای اختلاف بيشتری با نتایج حل تحليلی بدون در نظر گرفتن نقص اوليه است. در پوسته

 شود.نازک، مقدار این اختلاف بسيار ناچيز است و بر روی این شکل مشخص نمی

 

 های خارجی مختلفبعد پوسته ضخامت متغير برای شعاعبار كمانش محوری بی( 20-4شکل )
(Rin (x*=0)=0/14 m, Rin (x*=1)=0/15 m, L=0/8 m, ŵ(x*)=Λsin(πx*)) 

 ای با ضخامت متغير با در نظر گرفتن نقص اوليهبعد پوسته استوانه( بار كمانش محوری بی12-4جدول )

))πx*(=Λsin)x*(ŵ ,+0.155*0.06x-2=0.06x*inR( 

Rout(m) Λ 

حالت اول با در 

نظر گرفتن نقص 

 (Λ≠0)اولیه

حالت دوم بدون 

در نظر گرفتن 

 (Λ=0)نقص اولیه

درصد اختلاف 

نسبت به حالت 

 اول

160/0  005/0  17/040×10-3 17/210×10-3 1%  

162/0  007/0  22/711×10-3 24/234×10-3 7/6%  

164/0  009/0  32/272×10-3 35/102×10-3 7/8%  

166/0  011/0  39/302×10-3 43/260×10-3 10%  

168/0  013/0  43/848×10-3 48/73×10-3 2/11%  

0

0.02

0.04

0.06

0.08

0.1

0.152 0.156 0.16 0.164 0.168

P1
*

Rout(m)

Λ=0

Λ=0.015
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ای با پروفيل ضخامت غيرخطی گزارش بعد را برای پوسته استوانه(، بار كمانش محوری بی12-4جدول )

دهد در می یابد و نشانكند. در این جدول، ضریب تابع نقص با افزایش ضخامت پوسته افزایش میمی

های بالا اختلاف بين نتایج تحليلی برای دو حالت )حالت اول با در نظر گرفتن نقص اوليه و حالت ضخامت

 یابد.دوم بدون در نظر گرفتن نقص اوليه( افزایش می

ای با پروفيل ضخامت خطی را برای شرایط مرزی (، بار كمانش محوری برای پوسته استوانه13-4جدول )

دهد. مقدار بار كمانش برای شرایط مرزی گيردار نسبت (( نشان می11-2يه گاه ساده )رابطه )گيردار و تک

 به شرایط مرزی ساده، بيشتر است.

 ای با ضخامت متغير بدون در نظر گرفتن نقص اوليهبعد پوسته استوانه( بار كمانش محوری بی13-4جدول )

(Rin (x*=0) =0/147 m, Rin (x*=1) =0/15 m, L=1 m) 

Rout(m) ( (11-2شرایط مرزی ساده )رابطه)  شرایط مرزی گیردار 

152/0  13/70×10-3 16/18×10-3 

154/0  19/20×10-3 22/51×10-3 

156/0  24/44×10-3 25/33×10-3 

158/0  32/27×10-3 34/85×10-3 

160/0  40/19×10-3 40/92×10-3 

162/0  46/78×10-3 46/99×10-3 

 بندیجمع 4-6

ای ههای قبل پرداخته شد. تاثير پروفيلهای ارائه شده در فصلصل به بررسی نتایج حاصل از روشدر این ف

مختلف ضخامت و فشار خارجی بر روی ميدان جابجایی و بار كمانش، مورد مطالعه قرار گرفت. نتایج حل 

ان حل تحليلی نش تحليلی با نتایج حل اجزای محدود و مراجع دیگر مورد مقایسه قرار گرفت و دقت نتایج

های مختلف، تاثير پارامترهای هندسی مختلف و نقص اوليه بر روی ها و ارائه جدولداده شد. با رسم شکل

 ميدان جابجایی و مقدار بار كمانش بررسی شد.



 

 :پنجمفصل 

 گیری و پیشنهادهانتیجه
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 مقدمه 5-1

ای با ضخامت متغير با استفاده از روش تحليلی به دست برای پوسته استوانه در این رساله، مقدار بار كمانش

آمد. ميدان جابجایی به كمک تئوری تغيير شکل برشی مرتبه اول تعریف شد و روابط سينماتيک با به 

كارمن تعيين گردید. معادلات تعادل با استفاده از اصل كار مجازی استخراج  -كارگيری تئوری غير خطی فن

با اعمال روش بسط مجانبی در روش اغتشاشات حل شد. معادلات پایداری به دو روش تعيين شد. در و 

روش اول، معادلات پایداری با فرض ثابت نبودن راستای نيروهای خارجی مستقيما به دست آمد و در روش 

ک رشد بسيار كوچک دوم، ابتدا معادلات تعادل حل و سپس با استفاده از آنها، معادلات پایداری با فرض ی

در حالت تعادل تعيين گردید. با هر دو روش معادلات پایداری حل و تاثير پارامترهای گوناگون بر روی مقدار 

بار كمانش بررسی شد. نقص اوليه نيز به شکل یک جابجایی شعاعی اوليه در معادلات وارد و اثر آن بر روی 

 فاده از روش اجزای محدود و سایر مراجع مقایسه گردید.بار كمانش مورد بررسی قرار گرفت. نتایج با است

برای  شود. همچنينهای قبل، گزارش میگيری كلی از نتایج فصلدر این فصل به صورت خلاصه، یک نتيجه

 شود.ادامه كار در آینده، پيشنهادهایی ارائه می

 نتایج 5-2

 سه با نتایج حل اجزای محدود نتایج حاصل از روش بسط مجانبی دارای دقت بسيار خوبی در مقای

 نماید.بينی میاست و مقادیر جابجایی را حتی در نزدیکی مرزها به خوبی پيش

  با استفاده از روش بسط مجانبی، هر نوع پروفيل ضخامت )خطی و غير خطی( و همچنين هر نوع

 باشد.بارگذاری خارجی )فشار خارجی ثابت، خطی و غير خطی(، قابل بررسی و حل می
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 های گوناگون بارگذاری فشار خارجی، فشار خارجی سينوسی بيشترین تاثير را بر بين پروفيل رد

 روی مقادیر جابجایی دارد.

 ای با پروفيل ضخامت خطی، با تعریف پارامتر شيب پروفيل شعاع داخلی، های استوانهدر پوسته

 یابند.افزایش می هاشود كه با افزایش مقدار این پارامتر، مقادیر جابجاییمشاهده می

 ها در راستای ضخامت )استفاده از تئوری تغيير شکل برشی مرتبه فرض تغييرات خطی جابجایی

اول(، برای نواحی دور از مرزها، فرض مناسب و قابل قبولی است. اما برای نواحی نزدیک به مرزها، 

 یابد.اختلاف نتایج به خصوص برای جابجایی شعاعی افزایش می

 ر شکل برشی دارای دقت بيشتری نسبت به تئوری الاستيسيته مستوی است و نتایج تئوری تغيي

 های ضخيم دارد.تری نسبت به این تئوری به خصوص برای پوستهدقيق

 شود.ها میدر نظر گرفتن نقص اوليه در معادلات تعادل، باعث افزایش مقادیر جابجایی 

  بر اساس تئوری كلاسيک، بار كمانش باh/R است اما بر اساس تئوری تغيير شکل برشی  متناسب

 رابطه دارد. )h/R(13/1شود كه با مرتبه اول، مشخص می

 ای با پروفيل ضخامت غير خطی دارای بار كمانش بيشتری نسبت به پوسته با های استوانهپوسته

 های ضخامت غير خطی، بارباشند. به عبارت دیگر، پروفيلهمان حجم و پروفيل ضخامت خطی می

 كنند.كمانش بيشتری را تحمل می

 ای با ضخامت متغير)پروفيل ضخامت خطی و غير خطی(، افزایش ضخامت های استوانهدر پوسته

 د.شولبه پایين )لبه بالایی پوسته تحت فشار محوری قرار دارد(، باعث افزایش بار كمانش می

 بد.یادر حضور فشار خارجی، مقدار بار كمانش محوری به شدت كاهش می 

 شود.با افزایش شيب پروفيل شعاع داخلی برای پوسته با ضخامت خطی، بار كمانش كم می 
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  در نظر گرفتن تغييرات جابجایی شعاعی به صورت خطی در راستای ضخامت )در نظر گرفتن پارامتر

1w های ضخيم مناسب است.(، برای پوستهدر تئوری تغيير شکل برشی مرتبه اول 

  معادلات پایداری، برای هر نوع پروفيل ضخامت با هر نوع شرایط مرزی باعث اعمال نقص اوليه در

 شود.ها میكاهش مقدار بار كمانش در پوسته

 ست.گاه ساده اگاه گيردار دارای بار كمانش بيشتری نسبت به پوسته با تکيهپوسته با تکيه 

 پیشنهادها 5-3

 توان پيشنهادهای زیر را ارئه نمود:یتر در ادامه این رساله، مای جامعجهت انجام مطالعه

 های برشی مرتبه بالاتر؛استفاده از تئوری 

  ،در نظر گرفتن شرایط غير متقارن مانند بارگذاری محوری غير متقارن، نقص هندسی غير متقارن

 هندسه غير متقارن و ....؛

  در نظر گرفتن جنس سازه به شکل موادFG ؛ 

  دست آوردن نمودارهای جابجایی سازه پس از كمانش ؛بررسی رفتار پس كمانش سازه و به 

 بررسی كمانش تحت بارگذاری دیناميکی محوری و یا فشار خارجی متغير با زمان؛ 

 در نظر گرفتن جنس پوسته از مواد ویسکوالاستيک؛ 

  

 

 

 



 

 هاپیوست
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 هامعادلات تعادل بر حسب جابجایی -پیوست)الف(
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Abstract 

In this thesis, the buckling load of homogenous and isotropic cylindrical shell with varying 

thickness is determined analytically by considering the initial imperfection. The outer radius 

is constant and the inner has linear variations. The displacement field is defined by using the 

first order shear deformation theory. The strain-displacement relations are determined by 

applying the von-Karman relations and the constitutive equations obey the Hook’s law. The 

shell is axisymmetric and it is subjected to constant axial and variable external pressures. The 

equilibrium equations are extracted using the virtual work principles. The equations which 

are a system of nonlinear ordinary differential equations with variable coefficients are solved 

by using the perturbation technique. The stability equations are derived by two different 

methods and they are solved analytically. Also, the effect of initial imperfection which is 

assumed as an initial radial displacement, on the buckling load is investigated. The results 

are compared with the finite element method and some other references. The presented 

method for solving the equations, is capable to investigate the behavior of shell with different 

profiles of thickness and different external pressures. The boundary conditions are considered 

clamped and simply supported. By using perturbation technique the axial and radial 

displacements are extracted with a high accuracy even near the boundaries. The initial 

imperfection can also affect buckling load. In addition, the first order of shear deformation 

theory is more appropriate for determining the buckling load of thicker shells. 

 

Keywords: Buckling, Cylindrical shells with varying thickness, First order shear deformation 

theory, Analytical solution, Initial imperfection. 
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