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 قدردانی  و  تشکر

گاه  شک  دونب ل  معلم،  منزلت  و  جای
  و  قاصر  زبان  با  و،ا  یشائبه  بی  زحمات  از  قدردانی  مقام  در  که  است  آن  از  اج 

 بنگاریم.  چیزی   ناتوان،  دست

  که  را   هایی  امانت  سلامت  و  کند  می  نتامی   را   آفرینش  غایت  و  هدف  که  است  انسانی  از  سپاس  معلم،  از  تجلیل  که  آنجایی  از  اما

 باب  از  و  وظیفه  حسب  بر  تضمین؛  اند،سپرده  دستش  به

 للّ   ا  یشکر  لم  لمخلوقینا   من  المنعم  یشکر  لم  من  "
 
 ":  جل    و  ع

گذشته اند   هایم  غفلت  کنار  از  کریمانه  و  دهکشی  عفو  قلم  من،  درشتی  و  کوتاهی  بر  همواره  که  ،بزرگوارم  معلم  دو  این  ،عیزم  مادر  و  ازپدر

  بوده اند؛  من  یبرا   داشت  چشم  بی  یاوری   و  یار  زندگی  هایعرصه  تمام  در  و

دی  کرمی  اردشیر  دکتر  آقای  جناب  شایسته؛  و  ارجمند    استاد  از  و مکی ک   هیچ  از  فروتنی،  و  خلق  حسن  با  صدر،  سعه  کمال  در  که  ،محم 

   گرفتند؛  عهده  بر  را   نامه  پایان  این  راهنمایی  زحمت  و  ننمودند  دریغ  من  بر  عرصه  این  در

دی  حبیب  دکتر  و  چیایپک  حمیدرضا  دکتر  انآقای  جناب  ؛محترم  دیت ااس  از  و   را   نامه  پایان  این  داوری   زحمت  که،  احم 

   شدند؛  متقبل

 دارم  را   قدردانی  و  تشکر  کمال

  .گوید  سپاس  را   آنان  زحمات  از  بخشی  خردترین،  این  که  باشد
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دانشجوی دوره کارشناسی ارشد رشته مهندسی مکانیک دانشکده مکانیک دانشگاه صنعتی  جوهر پیماناینجانب 

تحت راهنمائی دکتر اردشیر کرمی محمدّی  دارای ورق ترکارتعاشات آزاد درون صفحهشاهرود نویسنده پایان نامه 

 متعهد می شوم.

 حت و اصالت برخوردار است.تحقیقات در این پایان نامه توسط اینجانب انجام شده است و از ص 

 های محققان دیگر به مرجع مورد استفاده استناد شده است.در استفاده از نتایج پژوهش 

 .مطالب مندرج در پایان نامه تاکنون توسط خود یا فرد دیگری برای دریافت هیچ نوع مدرک یا امتیازی در هیچ جا ارائه نشده است 

  و یا   «دانشگاه صنعتی شاهرود    » انشگاه صنعتی شاهرود می باشد و مقالات مستخرج با نام       کلیه حقوق معنوی این اثر متعلق به د 

 « Shahrood  University of Technology ».به چاپ خواهد رسید 

  ست آمدن نتایح صلی پایان نامه تأثیرگذار بوده  حقوق معنوی تمام افرادی که در به د ستخرج از پایان نامه رعا اند در مقالاا ت  یت م

 گردد.می

 صول اخلاقی         در کلیه مراحل انجام این پایان نامه ، در مواردی که از موجود زنده ) یا بافت ضوابط و ا ست  شده ا ستفاده  های آنها ( ا

 رعایت شده است.

              ست شده ا ستفاده  سی یافته یا ا ستر صی افراد د شخ صل   در کلیه مراحل انجام این پایان نامه، در مواردی که به حوزه اطلاعات  ا

 رازداری ، ضوابط و اصول اخلاق انسانی رعایت شده است.

 تاریخ

 امضای دانشجو

 

 

 

 

 تعهد نامه

 

 

 

 

 

 

   

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

   

 

 

 مالکیت نتایج و حق نشر

کلیه حقوق معنوی این اثر و محصولات آن )مقالات مستخرج، کتاب، برنامه های رایانه ای، نرم افزار ها و تجهیزات 

ه دانشگاه صنعتی شاهرود می باشد. این مطلب باید به نحو مقتضی در تولیدات علمی مربوطه ساخته شده است ( متعلق ب

 ذکر شود.

 .استفاده از اطلاعات و نتایج موجود در پایان نامه بدون ذکر مرجع مجاز نمی باشد 

 

 

 مالکیت نتایج و حق نشر

های رایانه ای، نرم افزار ها و تجهیزات  کلیه حقوق معنوی این اثر و محصولات آن )مقالات مستخرج، کتاب، برنامه

ساخته شده است ( متعلق به دانشگاه صنعتی شاهرود می باشد. این مطلب باید به نحو مقتضی در تولیدات علمی مربوطه 

 ذکر شود.

 .استفاده از اطلاعات و نتایج موجود در پایان نامه بدون ذکر مرجع مجاز نمی باشد 
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 چکیده

های بارگذاریتحت  عملاًکاری خود  یهپذیر، در طول دورهای انعطافسازه سایرمشابه با  هاورق

 هار ورقبه وجود آمدن عیوبی د سبب هابارگذاریکه این  قرار خواهند گرفت، یارتعاشدینامیکی و 

 انعطافهای مختلف یک سازه در قسمت ممکن است است کهی ترین عیوبمهمترک یکی از شوند. می

-هتغییر در مشخص و به دنبال آن جرم ،سفتی نظیرفیزیکی  هایدر مشخصه سبب تغییرو  آیدبوجود پذیر 

 کارایی و مقاومتکاهش  شود کهمی های طبیعی و شکل مودهافرکانس نظیر یارتعاش و دینامیکیهای 

  .را به دنبال خواهد داشت سازه

دار مورد بررسی و تحلیل قرار گرفته سالم و ترک ای ورقدر این تحقیق، ارتعاشات آزاد درون صفحه

ود، اما بسط ش. برای بررسی مسائل ارتعاشاتی، اغلب از توابعی به شکل بسط سری فوریه استفاده میاست

ا هبرای شرایط مرزی مختلف دارای مشکل همگرایی در راستای مرز لبه سری فوریه مرسوم در حالت کلی

با استفاده از بسط سری فوریه  ورق های جابجاییبه همین دلیل در این تحقیق ابتدا مؤلفهبود.  خواهد

 سالم از ای ورقبرای بررسی ارتعاشات آزاد درون صفحه . سپس در ادامهشوندتعریف میبهبود یافته، 

 ای بعدی،هسپس در بخششود. وریه بهبود یافته و تکنیک مرز فنردار فرضی بهره گرفته میروش سری ف

ریتز بهبود یافته و تکنیک مرز  –دار از روش رایلی ترک ای ورقبرای بررسی ارتعاشات آزاد درون صفحه

 رضیردار فبا استفاده از تکنیک مرز فن دارترکاده خواهد شد. بدین صورت که ورق فنردار فرضی استف

های جابجایی بهبود یافته در توابع انرژی و با استفاده سازی خواهد شد و سپس با جایگذاری مؤلفهشبیه

کسر دار با شرایط مرزی یترکورق مشخصات دینامیکی و ارتعاشی ریتز،  –از تابع لاگرانژین و روش رایلی 

های سری فوریه بهبود یافته رایی روشد. با بررسی و اعتبار سنجی دقت و همگنشوگیردار استخراج می

عداد تبا انتخاب مقدار مناسبی از  ،هاتوان گفت که با استفاده از این روشریتز بهبود یافته می –و رایلی 



 ح

 

-ر بخشد. آیدبدست میمطلوب  ی با دقتنتایج ،های جابجایی بهبود یافتهمؤلفه جملات گسترش دهنده

 های طبیعی و شکل مودهای ورقسی و فیزیکی بر تغییرات فرکانستأثیرات پارامترهای هند ،های بعدی

ن در ادامه همچنی است.ریتز بهبود یافته مورد بررسی و تحلیل قرار گرفته -سالم با استفاده از روش رایلی

انند ممشخصات دینامیکی و ارتعاشی تأثیرات عمق نسبی ترک، پارامترهای هندسی و فیزیکی بر روی 

ار دای ورق ترکو شکل مودهای ارتعاشات آزاد درون صفحه دار به سالمترک ورق عینسبت فرکانس طبی

ریتز بهبود یافته مورد بررسی و تحلیل قرار -برای شرایط مرزی یکسر گیردار با استفاده از روش رایلی

 . استگرفته 

 کلمات کلیدی

 وریه بهبود یافته، تکنیک مرز فنردار فرضی، روش سری ف ،ورق ایارتعاشات آزاد درون صفحه

 ریتز بهبود یافته-روش رایلی
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𝒂

𝒃
=

𝒂

𝒃𝟏+𝒃𝟐
= ................................. ... 93 

 هافتی بهبود تزیر – یلیرا روش  در شده برده کار بهورق  یابعاد مشخصات و مواد یکیمکان اتیخصوص 11-6جدول

 ....................................................................................................................................................................................................................114 

 ترک ینسب عمق رییتغ ریتأث 11-6جدول
𝒂

𝒃𝟏+𝒃𝟐
 یمرز طیشرا با دارترکورق ( 𝑯𝒛) یعیطب یهافرکانس یرو بر 

𝐂𝐅𝐅𝐅 3 یابعاد طیشرا و
𝒂

𝒃𝟏+𝒃𝟐
 .................................................................................................................................................. . 116 

 ترک ینسب عمق راتییتغ ریتأث تحت دارترکورق  یاصفحه درون آزاد اشاتارتع یمودها شکل رییتغ 12-6جدول
𝒃𝟐

𝒃𝟏+𝒃𝟐
1 یابعاد طیشرا یبرا  

𝒂

𝒃𝟏+𝒃𝟐
= .................................................................................................................................. .111 

 ترک ینسب عمق راتییتغ ریتأث تحت دارترکورق  یاصفحه درون آزاد ارتعاشات یمودها شکل رییتغ 13-6جدول
𝒃𝟐

𝒃𝟏+𝒃𝟐
2 یابعاد طیشرا یبرا  

𝒂

𝒃𝟏+𝒃𝟐
= .................................................................................................................................. ..112 
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 ترک ینسب عمق راتییتغ ریتأث تحت دارترکورق  یاصفحه درون آزاد ارتعاشات یمودها شکل رییتغ 14-6جدول
𝒃𝟐

𝒃𝟏+𝒃𝟐
1 یبعادا طیشرا یبرا 

𝒂

𝒃𝟏+𝒃𝟐
= ..................................................................................................................................... 114 

 بهبود تزیر – یلیرا روش در شده برده کار هب سالمورق  یابعاد مشخصات و مواد یکیمکان اتیخصوص 13-6جدول

 116 ........................................................................................................................................................................................................... افتهی
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 یعیطب یهافرکانس یرو بر هالبه یمماس و نرمال یهایراستا در یفرض یفنرها یسخت ریمقاد راتییتغ 2-6شکل

3 ابعاد باورق 
𝒂

𝒃
 33 ............................................................. کندیم رییتغ 𝐂𝐂𝐂𝐂 به  𝐅𝐅𝐅𝐅 یمرز طیشرا که یحالت یبرا  =

 یعیطب یهافرکانس یرو بر هالبه یمماس و نرمال یهایراستا در یفرض یفنرها یسخت ریمقاد راتییتغ 3-6شکل

3 ابعاد باورق 
𝒂

𝒃
 33 .............................................................. کندیم رییتغ 𝐂𝐅𝐅𝐅 به  𝐅𝐅𝐅𝐅 یمرز طیشرا که یحالت یبرا  =

 افتهی بهبود هیفور یسر روش از استفاده با شده استخراج( 𝑯𝒛) یعیطب یهافرکانس ییهمگرا و دقت یبررس 4-6شکل

1 یابعاد طیشرا با سالمورق  یبرا
𝒂

𝒃
 4،6،3،11،12 دهنده گسترش جملات تعداد اساس بر 𝐅𝐅𝐅𝐅 یمرز طیشرا و =
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 افتهی بهبود هیفور یسر روش از استفاده با شده استخراج( 𝑯𝒛) یعیطب یهافرکانس ییهمگرا و دقت یبررس 3-6شکل

1 یابعاد طیشرا با سالمورق  یبرا
𝒂

𝒃
 4،6،3،11،12 دهنده گسترش جملات تعداد اساس بر 𝐂𝐂𝐂𝐂 یمرز طیشرا و =

 𝐌 = 𝐍= ......................................................................................................................................................................  ......................33 

 افتهی بهبود تزیر-یلیرا روش از فادهاست با شده استخراج( 𝑯𝒛) یعیطب یهافرکانس ییهمگرا و دقت یبررس 6-6شکل

1 یابعاد طیشرا با سالمورق  یبرا
𝒂

𝒃
 3،11،12،14 دهنده گسترش جملات تعداد اساس بر 𝐅𝐅𝐅𝐅 یمرز طیشرا و =

 𝐌 = 𝐍 = ............................................................................................................ ............................................................................. 33 
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 افتهی بهبود تزیر-یلیرا روش از استفاده با شده استخراج( 𝑯𝒛) یعیطب یهافرکانس ییهمگرا و دقت یبررس 7-6شکل

1 یابعاد طیشرا با سالمورق  یبرا
𝒂

𝒃
 3،11،12،14 دهنده گسترش جملات تعداد اساس بر 𝐂𝐂𝐂𝐂 یمرز طیشرا و  =

 𝐌 = 𝐍 = ........................................................................................................................................................................................... 39 

 جینتا با شده ارائه یهاروش از شده استخراج سالمورق  آزاد ارتعاشات( 𝑯𝒛) یعیطب یهافرکانس سهیمقا 3-6شکل

 یادابع طیشرا با [36 ;33 ;23] مراجع در شده استخراج یتئور جینتا و 𝐀𝐍𝐒𝐘𝐒 محدود المان افزار نرم از شده استخراج

1 
𝒂

𝒃
 𝐅𝐅𝐅𝐅 ........................................................................................................................................................ . 91 یمرز طیشرا و  =

 جینتا با شده ارائه یهاروش از شده استخراج سالمورق  آزاد ارتعاشات( 𝑯𝒛) یعیطب یهافرکانس سهیمقا 9-6شکل

 طیشرا با[ 36 ;33 ;47 ;23] مراجع در شده استخراج یتئور جینتا و 𝐀𝐍𝐒𝐘𝐒 محدود المان افزار نرم از شده استخراج

 1 یابعاد
𝒂

𝒃
 𝐂𝐂𝐂𝐂 ............................................................................................................................................ 91 یمرز طیشرا و =

𝒂 یابعاد نسبت راتییتغ اثرات یبررس 11-6شکل

𝒃𝟏+𝒃𝟐
 از شده استخراج سالمورق ( 𝑯𝒛) یعیطب یهافرکانس یرو بر 

 𝐅𝐅𝐅𝐅 ....................................................................................................... ... 97 یمرز طیشرا یبرا افتهی بهبود تزیر – یلیرا روش

 یابعاد نسبت راتییتغ اثرات یبررس 11-6شکل
𝒂

𝒃𝟏+𝒃𝟐
 از شده استخراج سالمورق ( 𝑯𝒛) یعیطب یهافرکانس یرو بر 

 𝐂𝐂𝐂𝐂 ....................................................................................... ................... 93 یمرز طیشرا یبرا افتهی بهبود تزیر – یلیرا روش

 یابعاد نسبت راتییتغ تاثرا یبررس 12-6شکل
𝒂

𝒃𝟏+𝒃𝟐
 از شده استخراج سالمورق ( 𝑯𝒛) یعیطب یهافرکانس یرو بر 

 𝐂𝐅𝐅𝐅 ..................................................................................................... ..... 99 یمرز طیشرا یبرا افتهی بهبود تزیر – یلیرا روش

 تزیر–یلیرا روش از شده استخراج جینتا یبراورق  یاصفحه درون ارتعاشات ششم تا اول یمودها شکل 13-6شکل

2 یابعاد طیشرا با 𝐀𝐍𝐒𝐘𝐒 محدود المان افزار نرم و افتهی بهبود
𝒂

𝒃𝟏+𝒃𝟐
 𝐂𝐂𝐂𝐂 .................................. 111 یمرز طیشرا و 

 تزیر–یلیرا روش از شده استخراج جینتا یبراورق  یاصفحه درون ارتعاشات ششم تا اول یمودها شکل 14-6شکل

1 یابعاد طیشرا با 𝐀𝐍𝐒𝐘𝐒 محدود المان افزار نرم و افتهی بهبود
𝒂

𝒃𝟏+𝒃𝟐
 𝐅𝐅𝐅𝐅 ............................ 111 یمرز طیشرا و =

 تزیر–یلیرا روش از شده استخراج جینتا یبراورق  یاصفحه درون ارتعاشات ششم تا اول یمودها شکل 13-6شکل

3 یابعاد طیشرا با 𝐀𝐍𝐒𝐘𝐒 محدود المان افزار نرم و افتهی بهبود
𝒂

𝒃𝟏+𝒃𝟐
 𝐂𝐅𝐅𝐅 ............................ 112 یمرز طیراش و =

 113 .......... ............................................................................................................... رداریگ کسری دارترکورق  کیشمات 16-6شکل

) سالم به دارترکورق  یعیطب فرکانس نسبت بر ترک ینسب عمق طول ریتأث 17-6شکل
𝝎𝒄𝒑

𝝎
 طیشرا با دارترکورق  (

1  یابعاد طیشرا و  𝐂𝐅𝐅𝐅 یمرز
𝒂

𝒃𝟏+𝒃𝟐
= ............................................................................................................................. . 113 

) سالم به دارترکورق  یعیطب فرکانس نسبت بر ترک ینسب عمق طول ریتأث 13-6شکل
𝝎𝒄𝒑

𝝎
 طیشرا با دارترکورق  (

2𝒂 یابعاد طیشرا و 𝐂𝐅𝐅𝐅 یمرز

𝒃𝟏+𝒃𝟐
= .................................................................................................................................... 113 

) سالم به دارترکورق  یعیطب فرکانس نسبت بر ترک ینسب عمق طول ریتأث 19-6شکل
𝝎𝒄𝒑

𝝎
 طیشرا با دارترک ورق (

3 یابعاد طیشرا و 𝐂𝐅𝐅𝐅 یمرز
𝒂

𝒃𝟏+𝒃𝟐
=.................................................................................................................................. 119 

) سالم به دارترکورق  یعیطب فرکانس نسبت بر( 𝑬) انگی مدول اتتغییر تأثیر 21-6شکل
𝝎𝒄𝒑

𝝎
 طیشرا دارباترکورق  (

1 یابعاد
𝒂

𝒃𝟏+𝒃𝟐
 𝐂𝐅𝐅𝐅 ................................................................................................................................. 117 یمرز طیشرا و =



   

 س

 

) سالم به دارترکورق  یعیطب فرکانس نسبت بر( 𝝆) یچگال تغییرات تأثیر 21-6شکل
𝝎𝒄𝒑

𝝎
 طیشرا با دارترکورق  (

1 یابعاد
𝒂

𝒃𝟏+𝒃𝟐
 𝐂𝐅𝐅𝐅 ............................................................................................................................  117 یمرز طیشرا و =

) سالم به دارترکورق  یعیطب فرکانس نسبت بر( 𝝁) پواسون نسبت تغییرات تأثیر 22-6شکل
𝝎𝒄𝒑

𝝎
 با دارترک ورق (

1 یابعاد طیشرا
𝒂

𝒃𝟏+𝒃𝟐
 𝐂𝐅𝐅𝐅 ..........................................................  ....................................................... 113 یمرز طیشرا و =
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 مقدمه 1-1

 ی اول نیازمند شناخت و تسلط کامل بر رفتار ارتعاشی وهای مهندسی در مرحلهراحی انواع سازهط

-یم... ها وتهـها، پوسها، ورقلـازه، نظیر تیرها، کابـکار رفته در س پذیر بههای انعطافدینامیکی بخش

مهندسی نظیر مکانیک،  کاربردهای وسیعی در علوم ، دارایشکیل شده از ورقهای تر این بین سازهباشد. د

 های صنایعازهـدر سهایی که تـبه دلیل محدودی دریا، هوافضا، عمران و غیره هستند که به عنوان نمونه

( و ساخت 1-1شکل) در ساخت بدنه و بال هواپیما ی سبکهاورق توان استفاده ازمی ،مختلف وجود دارد

  .نام بردرا  (2-1شکلبدنه کشتی )

کاری خود به صورت بالقوه دچار  یهپذیر، در طول دورهای انعطافها مشابه با انواع سازهاین سازه

ود. شبه وجود آمدن عیوبی در سازه می که این موضوع سبب ،شوندارتعاش می های دینامیکی وبارگذاری

و  ین عیوب ممکن است هر زمانی در حین فرایند ساخت و یا در طول عمر کاری قطعه به وجود آیندا

ر منج سبب کاهش ضریب اطمینان و در برخی قطعات و به تبع آن، کاهش کارایی و مقاومت سازهموجب 

های اقتصادی و جانی فراوانی پیامد آن پدید آمدن زیانو  بار کل سازه خواهد شد به شکست فاجعه

وجود بانعطاف پذیر های مختلف یک سازه است که در قسمتی ترین عیوب. ترک یکی از عمدهبودخواهد 

ر یهای مختلف، تحت تاثبر اثر وجود ترک هاکارکرد هر قطعه از جمله ورقلازم به ذکر است که، آید. می

های انعطاف پذیری که تحت تاثیر ارتعاشات قرار در سازه ،وجود ترکگیرند. بدین صورت که قرار می

و به دنبال آن باعث تغییر در  جرم و ها مثل سفتیفیزیکی آن هایدر مشخصه سبب تغییراند، گرفته

ست ز آنجائیکه شک. اشودهای طبیعی و شکل مودها میفرکانس ، نظیریارتعاش و دینامیکیهای مشخصه

افتد، لذا ها اغلب بوسیله شروع و رشد ترک در نواحی مستعد سازه اتفاق میقطعات و سازه نهایی در
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-زینههترین، کمبه همین دلیل یکی از ساده. بررسی و تحقیق در زمینه چنین عیوبی سودمند خواهد بود

ت به اها از طریق تغییرر ارتعاشی سازهی شناسایی عیوب، بررسی رفتاها در حوزهسریعترین روش ترین و

 .باشدمی وبی همانند ترک، ناشی از وجود عیسازه آن و شکل مودهای های طبیعیفرکانس در وجود آمده

های معیوب در های مستطیلی و مدلسازی سازهاخیر مطالعه رفتار دینامیکی ورق هایاز اینرو در سال

عیب، به دلیل اهمیت بالای کاربردی آنها موجب توجه و درک فیزیکی کامل از ماهیت  جهت شناخت

 شده است.قرار گرفته محققان  یفزاینده

 

 
 به کار برده شده در ساختار بدنه هواپیما هایورق 1-1شکل

 

𝑃𝑙𝑎𝑡𝑒 𝑠𝑘𝑖𝑛 

𝑃𝑙𝑎𝑡𝑒 𝑠𝑘𝑖𝑛 

𝑃𝑙𝑎𝑡𝑒 

𝑃𝑙𝑎𝑡𝑒 
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 های به کار برده شده در ساختار بدنه کشتیورق 2-1شکل

وری های تئوع تئوری ورق با نامی دو نمسائل موجود در زمینه علوم مهندسی به طور گسترده، بر پایه

ی تحقیقات گیرند. سابقهمورد بررسی قرار می 2ریسنر -لین و تئوری ورق میند CPT1ورق کلاسیک 

بر  [1] 4یگرکر ینووسکیوو  3توسط تیموشنکو 1939ها انجام پذیرفت، به سال ای که بر روی ورقاولیه

ی ههای مختلف در زمینهای مختلف ارائه شده، سیستمگردد که محققین قادر بودند با استفاده از روشمی

 مهندسی را مورد بررسی قرار بدهند. 

                                                           

1 Classic plate theory 

2 Mindlin – Reissner plate theory 

3 Timoshenko 

4 Woinowsky Krieger 
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ی وم مهندسی در زمینهبه بعد، تئوری ورق به طور مرتب در مسائل مربوط به عل 19در اواخر قرن 

و همچنین در بسیاری از مقالات در زمینه تحلیل  [2] 2114در سال  1ساختارهای مرتعش توسط سیلارد

 کار گرفته شده است. دار، به های ترکو بررسی ارتعاشات ورق

ه ک دارهای ترکبررسی رفتار ارتعاشی ورق ی تحلیل ودر زمینهتحقیقات انجام شده تاکنون عمده 

، [6 ;3 ;4] 2114، وو و لاو در سال [3] 1939در سال  2توسط محققین همچون مارویاما و ایچینومیا

 مربوط به ارائه شده است، [9 ;3] 2111و هوانگ و همکاران در سال  [7] 2119هوانگ و لیسا در سال 

های داخلی با طول های ورق و ترکهای سطحی در لبههایی که ترکبررسی و تحلیل ارتعاشات ورق

توان باشند. لذا میدهند، میهای ورق رخ میدار نسبت به لبهمحدود که همواره به صورت موازی و زوایه

ها و ارتعاشات متناوب در لت بارگذاریگفت که، مطالعات کمی در خصوص مواردی از ترک که به ع

 (.3-1شکل) استدهند، انجام شده پذیر رخ میهای انعطافهای سازهگاهتکیه

 
  CFFFدار مدل شده با شرایط مرزی ورق ترک  3-1شکل

گرفته در زمینه بررسی رفتار کنون عمده تحقیقات صورت لازم به ذکر است که، تا علاوه بر این

و  پرداخته شده استدار های ترکارتعاشات جانبی ورق به بررسی عمدتا ،دارهای ترکارتعاشی ورق

                                                           

1 Szilard 

2 Maruyama and Ichinomiya 

𝑎 

𝑏1 

𝑏2 

𝑝𝑙𝑎𝑡𝑒  

𝑥 

𝑦 
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 دار مورد بررسی و تحقیق قرار گرفتهای ورق ترکتوان گفت که تا به حال ارتعاشات درون صفحهمی

دار در ادبیات ترک هایورق جانبی رتعاشاتاز سوی دیگر عمده تحقیقات مرتبط با تحلیل ااست.  نشده

 یاند و کمتر راه حل دقیقی ارائه شده است که به واسطهخاصی بودهگاهی فن، شامل ورق با شرایط تکیه

 آن بتوان تمام شرایط مرزی را به مسئله اعمال کرد. 

ی در زمینهبررسی و تحقیق  ارائه شده، از نظر هایاز این جهت، نوعی کاستی در جامعیت مدل

هایی خاص که در اثر بارگذاری و دار و شرایط مربوط به ترکهای ترکای ورقارتعاشات درون صفحه

دهد و همچنین ارائه راه حل دقیق جهت های متناوب رخ میهای سازهگاهارتعاشات متناوب در تکیه

 در ادبیات فن وجود دارد.  شرایط مرزی حاکم بر ورق انواع اعمال

 حقیقت اهداف 1-2

های هایی در مدلاست محدودیت و کاستی با توجه به توضیحات داده شده در بخش قبل، بدیهی

بدین منظور  ر وجود دارد.داای ورق ترکدرون صفحهی بررسی و تحلیلی ارتعاشات ارائه شده در زمینه

که در اثر  پذیریهای انعطافای ورقدر این تحقیق به بررسی و تحلیل ارتعاشات آزاد درون صفحه

ود. ششوند، پرداخته میگاه گیردار خود میبارگذاری و ارتعاشات متناوب دچار عیوبی همانند ترک در تکیه

در این تحقیق پارامترهای هندسی و فیزیکی موثر بر  مورد نظر لازم به ذکر است، برای بررسی موضوع

ی ارتعاشات آزاد درون کل مودهاهای طبیعی و شمهم از جمله فرکانسمشخصات دینامیکی و ارتعاشی 

ری س روشی دو دار با بهره گرفتن از تکنیک مرز فنردار فرضی و به واسطهای ورق سالم و ترکصفحه

د. همچنین نشو، مورد بررسی و تحلیل قرار گرفته میریتز بهبود یافته -روش رایلی فوریه بهبود یافته و 

های ارائه ی راه حلاینکه مطالعات محدودی در زمینه همانطور که در بخش قبل صحبت شد، با توجه به

ای ورق سالم با شرایط مرزی مختلف، انجام شده است. به شده برای بررسی ارتعاشات آزاد درون صفحه

ای ورق، دو نوع راه حل نتایج ارتعاشات آزاد درون صفحهاعتبار سنجی ت در این تحقیق برای همین علّ
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ی ه واسطهشود، که بریتز بهبود یافته، ارائه می –رایلی  روشریه بهبود یافته و سری فو روشبا استفاده از 

، FFFFای ورق سالم با شرایط مرزی این دو روش و تکنیک مرز فنردار فرضی ارتعاشات آزاد درون صفحه

CCCC  وCFFF  ی. لازم به ذکر است که تمام نتایج استخراج شده از بررسقرار خواهد گرفتمورد بررسی 

ق ی مدلسازی ورای که به واسطهای ورق سالم با نتایج استخراج شدهو تحلیل ارتعاشات آزاد درون صفحه

حاصل شده است،  ANSYSدر نرم افزار المان محدود  CFFFو  FFFF ،CCCCسالم با شرایط مرزی 

نیک و تک هبود یافتهریتز ب -ادامه با استفاده از روش رایلی در  .قرار خواهد گرفتمقایسه و مورد بررسی 

دار مورد بررسی و تحلیل ای ورق ترکارتعاشات آزاد درون صفحهمشخصات دینامیکی  مرز فنردار فرضی

ای ورق و همچنین نتایج حاصل با نتایج استخراج شده از ارتعاشات آزاد درون صفحه قرار خواهد گرفت

 . قرار خواهد گرفته و مورد بررسی مقایس ANSYSدار مدلسازی شده در نرم افزار المان محدود ترک

 شود:از اینرو در این تحقیق اهداف زیر دنبال می

  در این تحقیق که تحت عنوان تکنیک مرز فنردار فرضیشده  تکنیک استفادهصحت  -1

 . بدین صورت که، نتایج استخراج شده برایقرار خواهد گرفتباشد مورد بررسی و تحلیل می

و شرایط ابعادی  CFFFو  CCCCشرایط مرزی  باسالم  ورقی اارتعاشات آزاد درون صفحه

3𝑎

𝑏
قرار  بررسی مورد و ، مقایسهANSYSبا نتایج استخراج شده از نرم افزار المان محدود  =

 .خواهد گرفت

 روشهای دقیق ارائه شده در همگرایی و دقت نتایج حاصل از راه حل و بررسی اعتبار سنجی -2

ی اریتز بهبود یافته، برای ارتعاشات آزاد درون صفحه-رایلی روش سری فوریه بهبود یافته و

 .شود، مورد بررسی و تحلیل قرار گرفته میCCCCو  FFFFسالم با شرایط مرزی ورق 

 مقایسه و ANSYSهمچنین نتایج حاصل با نتایج استخراج شده از نرم افزار المان محدود 

 .قرار خواهد گرفت بررسی مورد
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و شرایط ابعادی  CFFFو  FFFF ،CCCCسالم با شرایط مرزی ورق عی های طبیفرکانس -3

راج ریتز بهبود یافته استخ-رایلی روشسری فوریه بهبود یافته و  روشمختلف با استفاده از 

ند امحققین دیگر که در این زمینه تحقیق کردهتوسط و نتایج حاصل با نتایج استخراج شده 

مقایسه شود، حاصل می ANSYSرم افزار المان محدود ای که توسط نو نتایج استخراج شده

تر چند نمونه از شکل و جامع ترکاملبرای بررسی  . همچنینقرار خواهد گرفت مورد بررسیو 

ریتز -رایلی روشهای طبیعی بدست آمده از حل دقیق ارائه شده توسط مودهای فرکانس

مورد مقایسه و  ANSYSالمان محدود بهبود یافته با شکل مودهای استخراج شده از نرم افزار 

الم س ورقهای طبیعی فرکانسو تغییراتی را که در شکل مودهای  قرار خواهد گرفت بررسی

مشخصات پارامترهای هندسی موثر بر در ادامه  .قرار خواهد گرفتدهد مورد تحلیل رخ می

 .قرار خواهد گرفتتحلیل ورق سالم مورد بررسی و دینامیکی و ارتعاشی 

دار و اثراتی را که یکسر گیردار ترک ورقای ارتعاشات آزاد درون صفحههای طبیعی کانسفر -4

مشخصات دینامیکی و ارتعاشی تغییرات عمق نسبی ترک و شرایط ابعادی مختلف بر روی 

ریتز بهبود یافته، مورد بررسی و تحلیل -رایلی روشکند با استفاده از دار وارد میترک ورق

دار مدلسازی شده در ترکورق و نتایج حاصل با نتایج استخراج شده برای  قرار خواهد گرفت

همچنین برای  .قرار خواهد گرفت مورد بررسیمقایسه و  ANSYSنرم افزار المان محدود 

دار ترک ورقهای طبیعی تر چند نمونه از شکل مودهای فرکانسو جامع ترکاملبررسی 

و تغییراتی را  قرار خواهد گرفتمورد بررسی  ANSYSبدست آمده از نرم افزار المان محدود 

 .قرار خواهد گرفتمورد تحلیل دهد رخ میها های طبیعی ورقکه در شکل مودهای فرکانس

دار ترک ورقمشخصات دینامیکی و ارتعاشی پارامترهای هندسی و فیزیکی مؤثر بر در ادامه 

 .قرار خواهد گرفتررسی و تحلیل ریتز بهبود یافته مورد ب-با استفاده از تکنیک رایلی
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 ساختار پایان نامه 1-3

های موجود در صنعت و عیوبی که ممکن است ی ورقای از تاریخچهدر فصل اول، مقدمه -1

 همچنین .قرار خواهد گرفتهای دینامیکی و ارتعاشی رخ بدهند، مورد بررسی تحت بارگذاری

 نامه ذکر خواهند شد. اهداف تحقیق و ساختارهای پایان

دار های سالم و ترکدر فصل دوم، مروری بر تحقیقات انجام شده در زمینه ارتعاشات ورق -2

 انجام خواهد شد. 

با استفاده از تکنیک  دوبعدیدر حالت  ای ورقبر حاکم و شرایط مرزیدر فصل سوم، معادلات  -3

ر دتکنیک مرز فنردار فرضی مورد استفاده همچنین  .استخراج خواهند شد مرز فنردار فرضی

 این تحقیق مورد تحلیل قرار خواهد گرفت.

 رقای وبا استفاده از روش سری فوریه بهبود یافته ارتعاشات آزاد درون صفحهدر فصل چهارم،  -4

 د گرفت.اهمورد بررسی و تحلیل قرار خوسالم 

ی ابهبود یافته ارتعاشات آزاد درون صفحهریتز  –رایلی در فصل پنجم، با استفاده از روش  -3

همچنین چگونگی  .د گرفتاهمورد بررسی و تحلیل قرار خو دار یکسر گیردارکتر ورق

یه ری فورریتز بهبود یافته ارائه شده در این تحقیق با روش س –اعتبارسنجی روش رایلی 

 . بهبود یافته شرح داده خواهد شد

 قرار خواهد گرفت، ابتدا صحت سنجی تکنیک مرز فنردار فرضی مورد بررسی ر فصل ششمد -6

مورد ریتز بهبود  -ی فوریه بهبود یافته و روش رایلی و سپس دقت و همگرایی روش سر

 دریتز بهبود یافته ارائه شده اعتبار سنجی قرار خواه - روش رایلی و قرار خواهند گرفت بررسی

شخصات مهندسی بر  یافته تأثیرات پارامتر ریتز بهبود - با استفاده از روش رایلیدر ادامه  .شد

سالم مورد بررسی و تحلیل قرار  ای ورقارتعاشات آزاد درون صفحهیکی و ارتعاشی، دینام



 فصل اول مقدمه
 

01 

 

ریتز بهبود یافته و تکنیک مرز فنردار فرضی  - نیز با استفاده از روش رایلی .خواهند گرفت

-رکتنسبت فرکانس طبیعی ورق تأثیرات عمق نسبی ترک، پارامترهای هندسی و فیزیکی بر 

 CFFFدار با شرایط مرزی ای ورق ترکدهای ارتعاشات آزاد درون صفحهو شکل مو دار به سالم

 .قرار خواهد گرفتمورد بررسی و تحلیل 

با استفاده از روش سری فوریه بهبود یافته و  ، با توجه به نتایج استخراج شدهدر فصل هفتم -7

در ، داررکسالم و ت ای ورقریتز بهبود یافته برای ارتعاشات آزاد درون صفحه - روش رایلی

 .گیری خواهد شدنتیجهاین فصل در رابطه با این موضوع 

ی و پیشرفت در بررسی و تحلیل مسائل موجود در زمینه توسعهجهت ، در فصل هشتم -3

.خواهد شدپیشنهادهایی ارائه داده  هاارتعاشات ورق
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 ن ترک()بدو سالمهای ورق 2-1

پذیر به طور گسترده در بسیاری از صنایع مرتبط با هوافضا، دریا نوردی و... بکار برده های انعطافازهس

ها جزو عناصر اساسی برای تجزیه و تحلیل در علوم مهندسی ها و پوستهها، تیرها، قابد. ورقنشومی

هستند  ایهای انعطاف پذیر به گونهورقباشند. ساختار عمران، مکانیک، هوافضا و در دیگر علوم مرتبط می

ان توها را میباشد. همچنین ورقکه ضخامت آنها در مقایسه با دیگر ابعاد هندسی آن بسیار کوچک می

 های ضخیم طبقه بندی کرد. بهبا تغییر شکل بزرگ و ورق با تغییر شکل کوچک، ورق به دو گروه ورق

های تئوری ورق ی دو نوع تئوری ورق با نامسی، بر پایهطور کلی مسائل موجود در زمینه علوم مهند

گیرند. که این دو نوع تئوری وابسته مورد استفاده قرار می 2ریسنر-و تئوری ورق میندلین CPT1کلاسیک 

توان از های که میشوند. بدین صورت که، برای ورقبه ضخامت ورق در علوم مهندسی به کار برده می

ود و در شستای ضخامت ورق صرف نظر کرد، از تئوری ورق کلاسیک استفاده میتغییر شکل برشی در را

فاده ریسنر است-های ضخیم با در نظر گرفتن نیروهای برشی، از تئوری ورق میندلینحالی که برای ورق

و  3توسط تیموشنکو 1939ها انجام پذیرفت، به سال ای که بر روی ورقی تحقیقات اولیهشود. سابقهمی

های مختلف ارائه شده، گردد که محققین قادر بودند با استفاده از روشبر می [1] 4یگرکر وسکیینوو

ی مهندسی را مورد بررسی قرار بدهند. این تحقیق انجام شده بر روی های مختلف در زمینهسیستم

های سبک با ضرایب اطمینان بالا متمرکز شده است. که به ساختار ورق با هدف بررسی و طراحی سازه

ی هایی نازک، سبک و در ابعادآن تحقیقات صورت گرفته به سمتی متمرکز شدند که بتوان ورقی واسته

بزرگ طراحی کرد. همچنین برای در نظر گرفتن ساختار یک ورق یک معیار برای ضخامت ورق در نظر 

1گرفته شده است، بدین صورت که نسبت ضخامت به دیگر ابعاد ورق باید کمتر از 

20
گر این باشد. لذا ا 

نسبت بزرگتر از این مقدار باشد، باید تغییر شکل برشی عرضی نسبت به ضخامت ورق را در نظر گرفت 

                                                           

1 Classic plate theory 

2 Mindlin – Reissner plate theory 

3 Timoshenko 

4 Woinowsky Krieger 
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در این زمینه تحقیقاتی را انجام داده است. اما لازم به  [11] 1999در سال  1که محققینی مانند یوگورال

های با ساختاری نازک، سبک و بزرگ پتانسیل به وجود آوردن ارتعاشاتی با مقدار ذکر است که، سازه

های انعطاف پذیری مانند ورق ارتعاشات موجب دهد. همچنین به طور کلی در سازهزیاد را افزایش می

مدن پدید آشود که به تبع آن سبب یمنی سیستم و موجب خستگی سازه میکاهش کارایی، مقاومت، ا

گونه مشکلات تحقیق بر ی به وجود آمدن اینلذا به واستهخواهد شد. های اقتصادی و جانی فراوانی زیان

 روی این گونه مسائل مورد توجه بسیاری از محققین قرار گرفت.

 های سالمشات ورقمروری بر تحقیقات انجام شده در زمینه ارتعا 2-3-3

مورد مطالعه قرار  [11] 1971ها توسط لیسا از سال به طور گسترده مسائل مربوط به ارتعاشات ورق

های ورق و بسیاری از مطالعات مهم در این زمینه برخوردار گرفتند، و از اهمیت به سزایی در طراحی سازه

ی ساختارهای ، تئوری ورق در مسائل مربوط به علوم مهندسی در زمینه19. در اواخر قرن [12]باشند می

مورد بررسی قرار گرفت. بر اساس تحقیقی که توسط سیلارد  [2] 2114در سال  2مرتعش توسط سیلارد

های اولیه ریاضی در زمینه مسائل ارتعاشات آزاد بر پایه تئوری انجام پذیرفت، راه حل [2] 2114در سال 

در  3فرمول بندی شد، و پس از آن لاگرانژ 1739در سال  4و برنولی 1776در سال  3ها توسط اویلرورق

 1336سال  در 6ها را توسعه داد. سپس ناویرمعادلات حاکم را برای بررسی ارتعاشات آزاد ورق 1313سال 

هایی که تحت توزیع بارگذاری عرضی استاتیکی هستند را استخراج معادلات دیفرانسیلی را برای ورق

                                                           

1 Ugural 

2 Szilard 

3 Euler 

4 Bernoulli 

3 Lagrange 

6 Navier 
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ای هیک معادله دیفرانسیل مشابه را برای مسائل مرتبط با سازه 1337در سال  1کرد، و در ادامه کیرشهف

 های مختلف انرژی استخراج کرد.ورق را از طریق روش

نخسین مجموعه کامل برای بررسی ارتعاشات ورق مستطیلی را ارائه کرده  [13] 1934ل در سا 2واربرتون

های فرمولی تقریبی برای بدست آوردن فرکانس 3است. در این تحقیق مفید او با استفاده از روش رایلی

های مستطیلی با شرایط مرزی مختلف را معرفی کرده است. در این روش تمام طبیعی ارتعاشات ورق

ی کلاسیک از جمله شرایط آزاد، ساده و گیردار و مخلوطی از این حالات که به طور کلی شرایط مرز

ارتعاشات عرضی  [14] 1962در سال  4حالت هستند مورد بررسی قرار گرفته شده است. تومار 21شامل 

های آیزوتروپیک الاستیک را با در نظر گرفتن اثرات نیروهای برشی و اینرسی چرخشی و با استفاده ورق

یک راه حل دقیق برای  [11] 1973مورد بررسی قرار داده است. در ادامه لیسا در سال  3از تئوری مدلین

حالت هستند را  21شکل با شرایط مرزی مختلف که شامل های مستطیلی ارتعاشات آزاد عرضی ورق

مورد بررسی قرار داد. همچنین در این تحقیق پارامترهای فرکانس طبیعی دقیق را برای نسبت ابعادی 

مختلف بدست آورده است و همچنین نتایج بدست آمده را با نتایجی که از فرمول تقریبی مفید واربرتون 

با استفاده  [13] 1931در سال  6دیو و روفائل رد مقایسه قرار داد.ارائه شد، مو [13] 1934که در سال 

روپیک های آیزوتهای طبیعی ارتعاشات آزاد عرضی ورقدلین فرکانسریتز و بر پایه تئوری م-وش رایلیاز ر

بهره ریتز -ه از ار روش رایلیدبا استفا [16] 1933در سال  7اند، و همچنین باترا مورد بررسی قرار داده

 .های مستطیلی مرتعش را مورد بررسی قرار دادهای متعامد مسائل مربوط به ورقایگرفتن از چند جمله

                                                           

1 Kirchhoff 

2 Warburton 

3 Rayleigh’s method 

4 Tomar 

3 Mindlin’s theory 

6 Dawe and Roufaeil 

7 Bhat 
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تحلیل ریتز به تجزیه و -نیز با استفاده از روش رایلی [17] 1993در سال  1کیتی پرونچای و همکاران

 های ضخیم پرداختند. ارتعاشات آزاد ورق

آید، که های عددی قدرتمند برای حل معادلات دیفرانسیل به شمار مییکی از روش 2روش گالرکین

ی مانند روش تربیع دیفرانسیل مورد های عددبا روش [13] 2111در سال  3پور و همکارانتوسط سعادت

با استفاده از روش گالرکین معادلات  [19] 1939در سال  4مقایسه قرار گرفته است. ان جی و ارآر

روپیک با های مستطیلی آیزوتدیفرانسیل مرتبه چهارم را برای مسائل ارتعاشات آزاد و کمانش ورق

با استفاده از روش  [21] 1993در سال  3پوررا مورد بررسی قرار داد. اظهری و سعادت متغیرضخامت 

پس  اند.هایی با شرایط مرزی ساده را مورد تجزیه و تحلیل قرار دادهگالرکین دینامیک و استاتیک ورق

ها تحقیقات خود را در زمینه تجزیه و تحلیل ارتعاشات ورق 2111پور و همکاران در سال از آن سعادت

شات ورق را با های طبیعی ارتعافرکانس 6اند. در ادامه روش گالرکین توسط کوپماز و تلیگسترش داده

اند. که در این تحلیل با استفاده از روش گالرکین معادلات استفاده از مسائل مقادیر ویژه استخراج کرده

بیعی های طی آن فرکانسکند، که به واسطهل معادلات دیفرانسیل معمولی کاهش پیدا میحرکت به شک

 شود. ارتعاشات ورق استخراج می

راه حلی را برای استخراج  3جمع آثاربا استفاده از روش  [22 ;21] 2113و  1993های در سال 7گورمن

 .روپیک یکسر گیردار ارائه کردهای آیزوتهای طبیعی و شکل مودهای ارتعاشات آزاد عرضی ورقفرکانس

 9اردلاست. قبل از آن، ب فاده از یک سری مثلثاتی بیان شدهبا است در این تحقیق شکل مودهای سیستم

                                                           

1 Kitipornchai et al. 

2 Galerkin method 

3 Saadatpour et al. 

4 Ng and Araar 

3 Azhari and Saadatpour 

6 Kopmaz and Telli 

7 Gorman 

3 Superposition method 

9 Bardell 
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یک راه حل را برای مشخص  HFEM 1ایبا استفاده از روش المان محدود مرتبه [23] 1991در سال 

های مستطیلی با ده نوع از شرط های طبیعی و شکل مودهای ارتعاشات آزاد عرضی ورقکردن فرکانس

فت توان گارائه کرده است. با توجه به تحقیقی که باردل در این زمینه انجام داده است میمرزی مختلف 

به عنوان یک تکنیک  HFEMباشد. ریتز می-ش المان محدود به عنوان موردی خاص از روش رایلیکه، رو

باشد که در این روش دقت تقریب روش المان محدود به مراتب بالاتر دیگر از روش المان محدود می

را با نتایج  HFEMنتایج بدست آمده از روش  [23] 1991باشد. لذا به همین منظور باردل در سال می

های انجام ای که توسط دیگر محققین ارائه شده است مورد مقایسه قرار داد، که بررسیاستخراج شده

با استفاده از  [24] 1996در سال  2اند. پس از آن هان و پتیتشده دقت مطلوبی از این را نشان داده

های مستطیلی چندلایه متقارن با شرایط مرزی گیردار را مورد مطالعه قرار ارتعاشات ورق HFEMروش 

های روش مورد نظر نتایج ایاند. همچنین نتایج این تحقیق نشان داد که با افزایش تعداد چند جملهداده

معادلات  FEM شوند. علاوه بر این ملاحظه شد که در روشای همگرا میبا سرعت قابل ملاحظه

و روش تربیع  FDM 4توان با استفاده از روش تفاضل محدودرا نیز می PDEs 3دیفرانسیل مشتقات جزئی

هایی با پیچیدگی بالا با مشکلاتی همچون حل کرد. با این وجود با توجه به اینکه سازه DQM 3دیفرانسیل

 [23] 2117در سال  6و همکارانمنطبق نشدن خطوط و مرزهای مش روبرو هستیم. در همین راستا شو 

 MLS 3را که به اصلاح شامل حداقل مربعات در حال حرکت 7به منظور رفع این مشکل روش بدون مش

، روش EFG 11کین، روش المان آزاد گالرRKPM 9تقریبی، روش مشتقات جزئی کرنل گسترش یافته

                                                           

1 Hierarchical finite element method 

2 Han and Petyt 

3 Partial differential equation models 

4 Finite difference method 

3 Differential quadrature method 

6 Shu et al. 

7 Meshless methods 

3 Moving least-square 

9 Reproducing kernel particle methods 

11 Element-free Galerkin method 
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اند. در همین راستا شو و همکاران در سال باشند را معرفی کردهمی و غیره DCM 1دیفرانسیلی مکعب

روپیک با های آیزوتمسائلی همچون ارتعاشات ورق LFSDبا استفاده از روش بدون مش  [23] 2117

ند. محققان با توجه به اها را مورد بررسی قرار دادهشکل غیر متعارف با شرایط مرزی ساده و گیردار لبه

های دیگر همچون مزایای بیشتری نسبت به روش LFSDاین تحقیق دریافتند که روش بدون مش 

ر از دقت بسیار باشد. علاوه بر این مشخص شد که روش مورد نظرا دارا می DQMو  FDMهای روش

 باشد.ها برخوردار میمطلوب نسبت به دیگر روش

اج یک راه حل دقیق برای تجزیه و را برای استخر 3روش تابع بسل [26] 2117در سال  2وو و همکاران

ز یحلیل ارتعاشات آزاد عرضی ورق مستطیلی شکل با شرایط مرزی ساده، گیردار برای چهار لبه و نت

در  4در ادامه ژینگ و لیو .اندشرایط مرزی دولبه مخالف ساده و دو لبه مخالف دیگر گیردار، ارائه کرده

، بائو و 1993در سال  6تر توسط اویانگ و ژونگرا که پیش 3روش همیلتون دوگانه [27] 2119سال 

های ردن فرکانسرا برای بدست آو ارائه شده است 2116در سال  3و ژونگ و ژانگ 2113در سال  7دنگ

 9طبیعی و شکل مودهای ارتعاشات آزاد عرضی ورق مستطیلی به کار بردند. در این تحقیق ژینگ و لیو

ها مسائل مربوط به ارتعاشات متغیربا استفاده از روش همیلتون دوگانه و بهره بردن از جداسازی  [27]

یک سری  2114در سال  11کاراننیز سن و هم .اندآزاد عرضی ورق مستطیلی را مورد بررسی قرار داده

 اند. در این تحقیق سن و همکارانارائه کرده هامعادلات دیفرانسیل روش همیلتون دوگانه را برای ورق

های مستطیلی با شرایط مرزی ده فرکانس طبیعی و شکل مود اول را برای ارتعاشات آزاد عرضی ورق

                                                           

1 Differential cubature method 

2 Wu et al. 

3 Bessel function method 

4 Xing and Liu 

3 Hamilton dual method 

6 Ouyang and Zhong 

7 Bao and Deng 

3 Zhong and Zhang 

9 Xing and Liu 

11 Cen et al. 
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SSCC ،SCCC  وCCCC  استخراج شده از نرم افزارهای المان محدود مورد بدست آورده و نتایج را با نتایج

به این نتیجه رسیدند که، روش دقیق ارائه شده  [27] 2119در سال  1اند. ژینگ و لیومقایسه قرار داده

 های تقریبی مختلف ارائه شده در نظر گرفت. توان به عنوان یک معیار برای تأیید روشرا می

ی های بسیاری در زمینه تحقیق و مطالعهاخیر محققین بررسی شود، طی سالیانهمانطور که ملاحظه می

اند. اما با این وجود عمدتاً بسیاری از تحقیقات به ارتعاشات عرضی محدود تحلیل ارتعاشات ورق انجام داده

ای شده است. اولین مطالعه در مورد بررسی راه شده است و توجه نسبتاً کمی به ارتعاشات درون صفحه

های مستطیلی با شرایط مرزی ساده برای حداقل ای ورقیلی دقیق ارتعاشات درون صفحههای تحلحل

ارائه شده است. در این تحقیق ارائه شده دو نوع از  [23]توسط گورمن  2116دو مرز مخالف در سال 

مماس بر راستای لبه ورق برابر با صفر که در آن تنش نرمال و جابجایی  (SS1) 1شرایط مرزی ساده نوع 

که در آن تنش مماسی و جابجایی نرمال بر راستای لبه ورق برابر  (SS2) 2و شرایط مرزی ساده نوع 

اگر چه گورمن این ادعا را انجام داده است که، او اولین  مورد بررسی قرار گرفته شده است. باشند،صفر می

سال  33باشد، اما چیزی در حدود ای میرای ارتعاشات درون صفحهمحقق در زمینه ارائه راه حل دقیق ب

ارائه شده است.  [29] 1971در سال  2های دقیقی توسط ویتریک و ویلیامزقبل این چنین راه حل

ا های ورق مستطیلی رهمچنین با استفاده از ماتریس سختی دینامیکی، فرکانس [29]ویتریک و ویلیامز 

ارتعاشات  4کرایلوف –با استفاده از روش کانتروویچ  [31] 2112در سال  3اند. وانگ و ورلیاستخراج کرده

 ند. ااز تکیه گاه ساده و گیردار را مورد مطالعه قرار داده های مستطیلی با شرایط مرزی ترکیبیآزاد ورق

برای  [32]وی  1973سال  روش سوپرپوزیشن را که پیش از آن در [31] 2114گورمن در سال 

های تحلیلی برای ارتعاشات ها توسعه یافته بود، برای بدست آوردن راه حلمسائل ارتعاشات عرضی ورق

                                                           

1 Xing and Liu 

2 Wittrick and Williams 

3 Wang and Wereley 

4 Kantorovich–Krylov method 
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های مستطیلی با شرایط مرزی کلاسیک معرفی کرد. با استفاده از روش سوپرپوزیشن، ای ورقدرون صفحه

های مستطیلی با شرایط مرزی ای ورقرتعاشات درون صفحهها و شکل مودهای احل دقیق فرکانس

 .[33]گیردار و ساده محاسبه شده است 

راه حل دقیقی را برای بررسی  2با استفاده از توابع مثلثاتی روش ریتز [34] 2111در سال  1دوزیو

ای ورق مستطیلی با شرایط مرزی فنردار غیر یکنواخت را مورد هخواص مودال ارتعاشات درون صفح

ای سهم قابل توجه [33] 1996در سال  3بررسی قرار داده است. لازم به ذکر است که، باردل و همکاران

 قیقاتی انجام شده و نتایجای دارند. آنها مرجع نسبتاً کاملی از کارهای تحدر مبحث ارتعاشات درون صفحه

ند، که از این تحقیقات برای اآمده در این زمینه که توسط محققین انجام شده است را ارائه کردهبدست 

سازی استفاده های دیگر مدلی روشتوان به عنوان یک معیار اعتبار سنجی برای توسعهاولین بار می

ی گیردار مقابل ای ورق با دو لبهمعادلات ارتعاشات درون صفحه [36] 1999در سال  4شود. فرنگ و پن

-سهم قابل توجهی در بررسی [33 ;37] 2111و  2119های در سال 3اند. ژینگ و لیوهم را بررسی کرده

ها، راه حل دقیقی را برای متغیرها با استفاده از جداسازی های انجام شده در این زمینه را دارند، زیرا آن

ورق مستطیلی ای های ارتعاشات آزاد درون صفحههای طبیعی و شکل مودبدست آوردن فرکانس

اند. در کنار داقل دو مرز مخالف را ارائه کردهآیزوتروپیک و اورتوتروپیک با شرایط مرزی ساده برای ح

باشند، که شامل شرایط آزاد، ساده و گیردار میهای فوق در شرایط مرزی کلاسیک معادلات و بررسی

های مستطیل شکل با شرایط مرزی پیچیده نیز توسط محققین مورد توجه ای ورقارتعاشات درون صفحه

ای ، تحلیل ارتعاشات درون صفحهجمع آثاربا استفاده از روش  [39] 2113قرار گرفته شد. گورمن در سال 

های مستطیلی آیزوتروپک با شرایط مرزی الاستیک روی مرز عمود و شرایط مرزی کلاسیک روی ورق

                                                           

1 Dozio 

2 Ritz method 

3 Bardell 

4 Farag and Pan 

3 Xing and Liu 
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با استفاده از روش  [41] 2119علاوه بر آن وی در سال  .مرز مماسی را مورد بررسی قرار داده است

های مستطیلی اورتوتروپیک با شرایط مرزی گیردار ای ورقدرون صفحهسوپرپوزیشن، تحلیل ارتعاشات 

یک روش ریتز  [41 ;34] 2111و  2111های را مورد بررسی قرار داده است. علاوه بر این، دوزیو در سال

های ای ورقز توابع مثلثاتی، برای یک راه حل دقیق خواص مودال درون صفحهای ابا استفاده از مجموعه

 مستطیلی آیزوتروپیک و اورتوتروپیک با لبه الاستیک غیر یکنواخت مهار شده را پیشنهاد داده است.

با استفاده از نرم افزارهای المان  [43 ;42] 2119و  2113های در سال 1جیاراج، درومولی و گینسان

های کامپوزیتی آیزونتروپیکی های ورقی ارتعاشات و ویژگیبه مطالعه SYSNOISEو  ANSYSمحدود 

باشند، پرداختند. این محققین در تحقیقات خود نشان دادند که که در معرض افزایش درجه حرارت می

 2112در سال  2کنند. بافرانی و سعیدیپیدا می های طبیعی ورق با افزایش درجه حرارت کاهشفرکانس

های حرارتی و میکانیکی قرار دارند را مورد مطالعه قرار دادند، های ضخیمی که تحت بارگذاریورق [44]

 باشند، تاثیراتها دارای شرایط ساده و گیردار میها دریافتند که برای شرایط مرزی که لبههمچنین آن

آیند بر روی تئوری درجه حرارت و نیروهای میکانیکی به وجود می نیروهای کمانش که در اثر تغییرات

در سال  4وودکوک، بات و همکاران باشد.مقداری ناچیز می 3کلاسیک ورق و تئوری برشی مرتبه اول

های ورق با استفاده از روش ریتز تاثیرات جهت گیری لایه [41] 2111و دوزیو در سال  [43] 2113

در  3اند. سینگ و همکارانای را مورد بررسی قرار دادهکامپوزیت تک لایه بر ارتعاشات آزاد درون صفحه

ای ورق با ابعادی غیر یکنواخت را مورد بررسی تعاشات آزاد درون صفحهخواص مودال ار [46] 2114سال 
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ارتعاشات  [43] 2114و همکاران در سال  2و وانگ [47] 2113در سال  1اند. مهذب و دوزیوقرار داده

 اند. اشکال غیر یکنواخت را مورد بررسی قرار داده های باای ورقدرون صفحه

 دارترک هایرقو 2-2

های متناوب نامشخص، شرایط تواند به دلایل بسیاری، از جمله بارگذاریها میکست در سازهش

انگاری در تعمیر و نگهداری از ها، نوع طراحی و سهلمحیطی، وجود نقص در مواد بکار رفته در سازه

ین نوع عیوب به صورت ترک، خستگی و شل شدن مفاصل نمایان خواهند شد. با توجه سازه، رخ بدهد. ا

اثرات ناشی  بالا وجود دارد. لذا با گذشت زمان، اتهای ورق امکان به وجود آمدن ارتعاشبه اینکه در سازه

ب مدت سبتواند در دراز شود. ترک میاز ارتعاشات بالا سبب به وجود آمدن عیوبی مانند ترک در ورق می

شود. همچنین لازم به ذکر است کاهش عملکرد و ایمنی سازه که به طبع، موجب شکست در سازه می

 های بسیاری از لحاظ اقتصادی و جانی به وجود بیاورد. تواند زیانکه، این اتفاق می

ایط با شر دارهای مستطیلی ترکو پاسخ دینامیکی ورقمشخصات دینامیکی و ارتعاشی به همین دلیل 

های . همچنین روشه استمورد توجه بسیاری از محققین قرار گرفت طی سالیان اخیرمرزی مختلف 

 .  [49]است  معرفی شدهمتعددی در این زمینه و برای مقابله با این مشکل توسط محققین 

 دارترک هایانجام شده در زمینه ارتعاشات ورقمروری بر تحقیقات  2-2-3

دار، توسط لین های ترکورق اتارتعاش این راستا اولین تحقیق صورت گرفته در زمینه آنالیز در

این های ساده انجام شده است که در گاهدار با تکیهروی ورق ترک [31] 1967در سال  3وکومباسار
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ها، استخراج شده و پس از حل آن 1معادلات انتگرالی فردهلم از نوع اول استفاده از توابع گرین،با  تحقیق

 ی ترکبشده در بخشهای  های نسبی توزیعدر طول ترک، و گشتاور تغییرات فرکانسی ناشی از تغییر

-دار دارای تکیهورق ترک پایداری مسئله ارتعاش و [31] 1972در سال  2ارائه شده است. استال و کییر

ها به معادلات بندی کرده و پس از کاهش آنفرمول دوگانهصورت معادلات سری  های ساده را بهگاه

 3و گشتاورهای توزیعی را استخراج کردند. نزو های طبیعیهلم از نوع دوم، فرکانسفرد انتگرالی همگن

ی ورق ارتعاش کومباسار، به آنالیز روش لوی و توابع گرین و با بهبود روشبا تلفیق  [32] 1932در سال 

-پرداخت و فرکانس ،ورق است هاییکی از لبههای ساده که دارای ترک در مرکز صفحه یا در گاهبا تکیه

ورقی  [33] 1931در سال  4تخراج کرد. هیرانو و اوکازاکیای طبیعی و شکل مودهای مربوطه را اسه

حل لوی ش روقرار دادند و با استفاده از را مورد بررسی  SFSF و SSSS ،SCSCدار با سه شرط مرزی ترک

-ارتعاشات عرضی ورق [34] 1933 در سال 3پس از آن، سولکی طبیعی را محاسبه کردند.های فرکانس

ها و شرایط مرزی ساده را مورد تجزیه و های مختلف و موازی با لبههایی در مکانا ترکهای مستطیلی ب

ی که نشان دهنده 6تحلیل از یک تبدیل فوریه محدود توابع ناپیوستهتحلیل قرار داد. در این تحقیق برای 

 جابجایی و شیب در سراسر ترک بودند، استفاده شده است.

های برای بررسی فرکانس 3عددی را بر پایه اصل رایلییک روش  [33] 1993در سال  7لی و لیم

طبیعی ورق مستطیلی با شرایط مرزی ساده و با یک ترک در مرکز، ارائه کرد. همچنین در این روش 

را با استفاده از معادل دینامیکی تئوری  11و اینرسی چرخشی 9اثرات ناشی از تغییر شکل برشی عرضی
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های مستطیلی آیزوتروپیک و اورتوتروپیک نظر گرفته است. در این تحقیق ورقدر  1رایزنر بهبود یافته

همچنین مشخص شد که تاثیر اینرسی چرخشی در مقایسه با  .دار مورد تجزیه و تحلیل قرار گرفتترک

اشد، اما بدار بسیار ناچیز میهای طبیعی ورق اورتوتروپیک ترکاثر تغییر شکل برشی بر روی فرکانس

های آیزوتروپیک ضخیم با ترک طولانی اثر اینرسی چرخشی در مقایسه با اثر تغییر شکل برشی قبرای ور

 باشد.های طبیعی ورق بسیار موثر میبر روی فرکانس

و همکاران در سال  3گو ژین [36] 2113و همکاران در سال  2بسیاری از محققین از جمله بیانکولینی

م های طبیعی سیستاند و فرکانسی تئوری ورق کلاسیک قرار دادها بر پایهتحقیقات خود ر [37] 2119

 3تکنیک مدل فنر خطی [33] 1972در سال  4همچنین رایس و لوی .اندرا بر این مبنا استخراج کرده

LMS اند، که این تکنیک بر مبنای را برای مدلسازی ترک در مسائل موجود در این زمینه ارائه کرده

مدل فنر  تکنیک از استفادهبا  [39] 2111ر سال د 6خادم و رضائی تئوری ورق کلاسیک ارائه شده است.

 طی تحقیق در آن های ساده پرداختند وگاهطرف تکیه دار با چهارارتعاشی ورق ترک خطی به تحلیل

وجود  اثرریتز -رایلی استفاده از روشو با  7بهبود یافتهای وان توابع مقایسهعن معرفی توابعی جدید تحت

ای هبا طول و عمق دلخواه ترک و نیز در مرکز و موازی با لبه دارترک های طبیعی ورقترک روی فرکانس

 ورق را مورد تجزیه و تحلیل قرار دادند. 

تحلیل ارتعاشی ورق  [3 ;7] 2111و  2119های در سال 3و لیسا همچنین در تحقیق دیگری هوانگ

 فرورفته واقع در مرکز مورب کاملاً واقع در لبه و ترک دار کاملاً فرورفتهدار با دو وضعیت ترک زاویهترک
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ای منظم ترکیب توابع چند جمله ها ازدادند. آنانجام  SSSSو  FFFFگاهی صفحه را برای دو شرط تکیه

های طبیعی و د و فرکانسکردن یتز استفادهر-یلیاوش ردر ر 1عنوان توابع پذیراشده با توابع مکمل به

جزو اولین محققینی بودند  و لیسا هوانگتوان گفت که همچنین می دست آوردند.مودهای ارتعاشی را ب

آمده  های متعامد بدستایبار از چندجملهاولین  [16] 1933در سال  بات .اندکه این روش را ارائه کرده

 های طبیعیکرد و فرکانس ریتز استفاده-یلیاعنوان توابع پذیرا در روش ر ، به2اشمیت -از فرایند گرام

از  [61] 1939در سال  و همکاران 3دست آورد. لامگاهی مختلف را بمستطیلی سالم با شرایط تکیه ورق

گاهی با شرایط تکیه 4یعی ورق دارای بریدگیطب هایهای متعامد در استخراج فرکانسایهچندجمل

SSSS ،CCCC  وCSCS .های متعامد ایچندجمله [61] 1994در سال  و همکاران 3لیو استفاده کردند

های طبیعی ورق دارای ترک کاملاً ی فرکانسمحاسبه را در اشمیت-گرام تولید شده با استفاده از فرایند

 دست یافتند.  مطلوبنتایجی با دقت به و  ندکار بردب SCSCو  SSSS ،FCFCزی فرورفته با شرایط مر

های روش موفقیتاین نتیجه رسیدند که با توجه به تحقیقات انجام شده طی سالیان اخیر، محققین به 

 بوط بهمسائل مرر تگی دارد، که در این میان ددر حل مسائل، به انتخاب مناسب توابع پذیرا بسی تقریب

 6دیکینسونباسیلی و  1973رابطه در سال ن هستند. در همی ها توابع پذیرا تیر، پرکاربردترین توابعورق

ای ههایی که دارای لبهمسائل ارتعاشی مرتبط با ورقی نشان دادند که در حل تقریب [62] 1973در سال 

ز با نوان توابع تیر. سپس مجموعه توابع جدید تحت عمود تیر ناکارآمد هستندل هستند، توابع شکآزاد 

لید هایی داشتند، ولی باز توتری از رفتار ارتعاشی چنین ورقکردند که توصیف دقیق تولید شده را ارائه

، با استفاده [63] 2119در سال  همکارانو  7ایسراردر این راستا  .[16]چنین توابعی بسیار دشوار است 
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ترک افقی فرورفته  ی حاکم بر ارتعاشات غیرخطی ورق معیوب، دارایمعادله مدل فنر خطی،تکنیک  از

برای سه شرط  1سپس با اعمال روش گالرکین مرکز ورق را استخراج کردند، به طول محدود و واقع در

ج کردند. پس از آن با ی غیرخطی حاکم بر مسئله را استخرامعادله CCFFو SSSS ،CCSSگاهی تکیه

ی بین فرکانس و دامنه و همچنین فرکانس طبیعی اول را محاسبه کرده و اعمال روش تقریبی رابطه

تحقیق از توابع تیر به عنوان توابع پذیرا در این . مربوطه را استخراج کردند نمودارهای پاسخ فرکانسی

های سالم و ی فرکانس ورقاد در محاسبهمورد باعث ایجاد خطای نسبتاً زی استفاده شده است که این

ی مدل با توسعه [64] 2112در سال  2و کارتمل شود. اسماعیلآزاد می گاهیدار با شرایط تکیهترک

ه، گیری دلخوای جهتهای ورق به ترک فرورفته با زاویهاز ترک افقی و به موازات یکی از لبه [63] 3ایسرار

در کار خود  [63] گاهی و توابع پذیرا مشابهتکیه او نیز از شرایط همچنین مدل او را بهبود بخشید.

 .استفاده کرد

یک مدل المان محدود و یک رابطه تقریبی برای اولین بار  [63] 1991و همکاران در سال  4کیان

در دار تحت خمش، برش و پیچش را ارائه کردند. در ورق ترک SIF 3جهت محاسبه فاکتور شدت تنش

ا شرایط مرزی ساده و یکسر گیردار دار بهای ارتعاشات یک ورق مربعی شکل ترکاین تحقیق ویژگی

طول متفاوت با استفاده از  دار باهای ورق مربعی شکل ترکفرکانسمورد تجزیه و تحلیل قرار گرفت و 

بنا به گفته کیان و همکاران، انرژی کرنشی افزایش یافته یک ترک  .روش المان محدود استخراج گردید

توان از این ضریب باشد، که میمی 6پذیریب انعطافبیانگر ضریکه  SIFمربوط به فاکتور شدت تنش 

مدل المان محدود ورق را دار استفاده کرد و همچنین برای بدست آوردن ماتریس سختی ورق ترک

توان با دار را میتوان گفت که ماتریس سختی ارتعاشات ورق ترک. با توجه به این تحقیق میتشکیل داد
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و همکاران نتایج استخراج شده خود در این تحقیق  1. در ادامه کیانادغام فاکتور شدت تنش بدست آورد

بدست آوردند مورد مقایسه قرار دادند، و مدعی شدند که این تکنیک  1933را با نتایجی که خود در سال 

باشد، تر میارائه کردند بسیار کارآمدتر و از لحاظ محاسباتی بسیار کوتاه 1933نسبت به روشی که در سال 

 2کراوچزوک باشد. در ادامهبندی در محل نوک ترک امری غیر ضروری مینین بیان کردند که مشهمچ

را  3های مستطیلی با ترک فرورفتهبا استفاده از روش المان محدود ارتعاشات ورق [66] 1993در سال 

مورد تجزیه و تحلیل قرار داد. در این تحقیق تغییرات سختی ترک در نظر گرفته شد و همچنین نتایج 

. وفایی باشدهای طبیعی سیستم موثر میک و طول ترک بر روی فرکانسنشان داد که تغییرات مکان تر

دار با شرایط مرزی ساده بر روی رفتار ناپایدار ورق مستطیلی ترک [67] 2112و همکاران در سال 

های طبیعی و شکل مودهای سیستم را مورد بررسی و تحلیل قرار دادند. نتایج حاصل از تحقیق فرکانس

ترک و طول ترک بر ناپایدار بودن رفتار ورق کاملاٌ این محققان گویای این موضوع بود که نسبت ابعاد 

استفاده از روش المان محدود توسعه با  [63] 2119و همکاران در سال  4باشد. در ادامه باچنهموثر می

و همکاران در سال  3تعاشات عرضی ورق مستطیلی با ترک افقی را مورد بررسی قرار دادند. ویولایافته ار

ارتعاشات عرضی ورق کامپوزیتی ضخیم  از روش المان محدود تربیع دیفرانسیلبا استفاده  [69] 2113

 با ترک در حال رشد را مورد بررسی قرار دادند.

آزاد ورق ارتعاشات  6بر پایه تئوری ورق میندلین [71] 2111حسینی و هاشمی و همکاران در سال 

با ترک باز و شرایط مرزی مختلف را مورد تجزیه و تحلیل قرار داد. در این  مستطیلی شکل نسبتاً ضخیم

باشند موجب کاهش قابل توجه گاه گیردار میهایی که نزدیک به تکیهتحلیل نشان داده شده ترک
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استفاده از تئوری الاستیسیته با  [71 ;7] 2112 همکاران در سالو  1هوانگ شوند.های طبیعی میفرکانس

های فرورفته را مورد تجزیه و تحلیل قرار های مستطیلی با با ترکارتعاشات عرضی ورق 2سه بعدی

های متعامد ارائه کرده ایعنوان مکملی برای توابع چند جملهاند، در این تحقیق توابع ترک را به داده

حداقل را در روش تقریبی  3یابیتوابع درون [72] 2114 لاست. همچنین هوانگ و همکاران در سا

 اند.کرده دار ارائههای ترکبرای بررسی ارتعاشات ورق 4مربعات در حال حرکت
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 مقدمه 3-1

 مهندسیهای مختلف زمینهدر  ایکه به طور گسترده است ایسازهترین عناصر ورق یکی از اساسی

ی تخت موازی که ی دو صفحهکه به وسیلهتوان به عنوان یک جسم جامد کاربرد دارد. یک ورق را می

به عنوان حالتی توان می را آنهمچنین  عریف کرد.تد باشر میبزرگت ابعادشان در مقایسه با ضخامت

ررسی بلازم به ذکر است که . در نظر گرفت (خاص از یک پوسته با انحنای صفر )شعاع انحنای بی نهایت

 در همین راستاای برخوردار بوده است. برای بسیاری از محققین از اهمیت ویژه ها از قدیمارتعاشات ورق

 کرده است کهها منتشر تحت عنوان ارتعاشات در ورقمروری پژوهش یک  [73] 1969در سال  1لیسا

  شده است. بررسیتحقیقاتی  رسالهمقاله و  311حدود  عملیو  نتایج تئوریدر آن 

شرایط مرزی مختلف  با دارسالم و ترکورق  ایدرون صفحه حالت کلی ارتعاشاتحاضر، در تحقیق 

شرایط مرزی  برای معادلات اساسی ورق در این بخش ابتدا. فته استگربررسی قرار یل و تحلمورد 

های طشرای، توابع انرژی، معادلات حاکم و جابجایی، برآیند نیرو-روابط کرنش و شودمی استخراج ،مختلف

  شود.می ارائهتوصیف و ورق برای تئوری  مختلف مرزی

 ورق یاهبر ارتعاشات درون صفح حاکممعادلات  3-2

مورد  ℎو ضخامت  𝑏، عرض 𝑎نشان داده شده است، مدل ورق با طول  1-3شکلمانطور که در ه

جابجایی سطح میانی انتخاب شده و  1-3شکلمطابق با  𝑥𝑦𝑧 . سیستم مختصاتگیردمیبررسی قرار 

 شود.می تعریف 𝑣و  𝑢به ترتیب به صورت  𝑦و  𝑥در راستای  ورق

                                                           

1 Leissa 
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 ورق تیکشما 1-3شکل

 وابط سینماتیکی ر 1-2-2

 ود:شبه صورت زیر خلاصه می هایورقای مسئله ارتعاشات درون صفحهبرای  جابجایی - روابط کرنش

(3-1)  휀𝑥 =
𝜕𝑢

𝜕𝑥
  

(3-2)  휀𝑦 =
𝜕𝑣

𝜕𝑦
  

(3-3)  𝛾𝑥𝑦 =
𝜕𝑣

𝜕𝑥
+
𝜕𝑢

𝜕𝑦
 

 

 و برآیند تنش کرنش -تنش روابط  1-2-1

ورق ه مربوط ب کرنش -تنش یرابطه ،ایبا توجه به قانون هوک و با در نظر گرفتن حالت تنش صفحه

 :شودبه صورت زیر نوشته می

(3-4)  {

𝜎𝑥
𝜎𝑦
𝜏𝑥𝑦

} = [

𝑄11 𝑄12 0
𝑄12 𝑄22 0
0 0 𝑄66

] {

휀𝑥
휀𝑦
𝛾𝑥𝑦

}  

 

𝓏 

𝑦 

𝑣 
𝑢 𝑎 

𝑏 

𝑥 



سومفصل  استخراج معادلات حاکم و شرایط مرزی  

 

02 

 

,𝑖 1،2،3) تیضرایب سخ 𝑗 =)𝑄𝑖𝑗 توان به صورت زیر تعریف د، را مینباشکه بر حسب خواص ورق می

 :کرد

(3-3)  𝑄11 =
𝐸

1 − 𝜇2
  

(3-6)  𝑄12 =
𝜇 𝐸

1 − 𝜇2
  

(3-7)  𝑄22 =
𝐸

1 − 𝜇2
  

(3-3)  𝑄66 = 𝐺  

ر ادامه د ند.هستون به ترتیب مدول الاستیسیته، مدول برشی و نسبت پواس 𝜇و  𝐸  ،𝐺 پارامترهایکه 

 :کرد نییبه صورت زیر تع هارا با استفاده از انتگرال تنشورق ی برآیند نیروهاتوان می

(3-9)  [𝑁𝑥 𝑁𝑦 𝑁𝑥𝑦] = ∫ [𝜎𝑥 𝜎𝑦 𝜏𝑥𝑦]
ℎ 2⁄

−ℎ 2⁄

𝑑𝓏  

 :توان به صورت زیر نوشتمی برآیند نیروها را ی کلیرابطه (9-3)در  (4-3)ی رابطهبا جایگذاری لذا 

(3-11)  [

𝑁𝑥
𝑁𝑦
𝑁𝑥𝑦

] = [ 
𝐴11
𝐴12
𝐴16

  
𝐴12
𝐴22
 𝐴26

  
𝐴16
𝐴26
𝐴66

  ] [

휀𝑥
0

휀𝑦
0

𝛾𝑥𝑦
0

]  

یب ضر𝐴𝑖𝑗  همچنین .هستندورق  های نرمال و برشیبرآیند نیرو 𝑁𝑦، 𝑁𝑥 و 𝑁𝑥𝑦 که در این رابطه

وان ترا می یبااین ضر .است ورق وابسته و خصوصیات که به ضخامت باشدمیسختی حاصل از انتگرال 

 :به صورت زیر تعریف کرد
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(3-11)  𝐴66 = 𝐺ℎ   𝐴12 =
𝜇𝐸ℎ

1 − 𝜇2
   ، 𝐴12 =

𝜇𝐸ℎ

1 − 𝜇2
   ، 𝐴11 =

𝐸ℎ

1 − 𝜇2
   ، 

 

 ل انرژی و تغییرات واص 1-2-4

تخراج استوان معادلات اساسی در الاستیسیته را به سادگی ا استفاده از اصول انرژی و تغییرات میب

 بسیاری از به ساختار توانمی های متعددو به کار بردن تکنیک به کمک این اصولهمچنین ، کرد

 یدر همین راستا در دهه قرار داد. د تجزیه و تحلیلها را موراین سیستم نیز پیدا کرد، ودست ها سیستم

اما استفاده از  .[73 ;74]بسیاری از محققین قرار گرفته است  مورد توجهها تکنیک استفاده از ایناخیر 

 توانشود، به عبارت دیگر میهایی در مسیر بررسی میها باعث به وجود آمدن محدودیتاین تکنیک

 ، و شرایطمشکل است شرایط مرزی بعضی اعمالورق  ایگفت که برای بررسی ارتعاشات درون صفحه

در این بخش از  . لذا به منظور رفع این مشکلو تحلیل قرار دادبررسی  مورد وانترا می مرزی خاص

رژی جنبشی ، انکل توابع انرژی که شامل انرژی کرنشی، مرز فنردار فرضیاز تکنیک  یریبهره گبا تحقیق 

  شوند.استخراج می (یکار ناشی از نیروهای خارجی )کار انجام شده توسط نیروهای غیر پتانسیلو 

 مرز فنردار فرضیبا ورق  ابع انرژیوت 1-2-4-3

 :شودمیبه صورت زیر بیان ای درون صفحه در حین ارتعاشات 𝑈𝑠ورق  ینرژی کرنشا
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(3-12)  𝑈𝑠 =
1

2
∫∫{𝑁𝑥휀𝑥

0 + 𝑁𝑦휀𝑦
0 +𝑁𝑥𝑦𝛾𝑥𝑦

0 }

𝑏

0

𝑑𝑥𝑑𝑦

𝑎

0

  

ی انرژی توان رابطهمی (12-3)در رابطه  (11-3) یو رابطه (3-3)تا  (1-3) گذاری روابطیبا جا

 :ردبدست آوها به صورت زیر را بر حسب جابجاییورق کرنشی 

(3-13)  𝑈𝑠 =
1

2
∫∫

{
 
 

 
 𝐴11 (

𝜕𝑢

𝜕𝑥
)
2

+ 2𝐴12 (
𝜕𝑣

𝜕𝑦
) (
𝜕𝑢

𝜕𝑥
) + 2𝐴16 (

𝜕𝑣

𝜕𝑥
+
𝜕𝑢

𝜕𝑦
) (
𝜕𝑢

𝜕𝑥
)

+𝐴22 (
𝜕𝑣

𝜕𝑦
)
2

+ 2𝐴26 (
𝜕𝑣

𝜕𝑥
+
𝜕𝑢

𝜕𝑦
) (
𝜕𝑣

𝜕𝑦
) + 𝐴66 (

𝜕𝑣

𝜕𝑥
+
𝜕𝑢

𝜕𝑦
)
2

}
 
 

 
 𝑏

0

𝑑𝑥𝑑𝑦

𝑎

0

 

ی جابجای در راستای ای با صرف نظر از مؤلفهصفحهدرون  در حین ارتعاشات 𝑇ورق  انرژی جنبشی

𝓏 شودبه صورت زیر بیان می: 

(3-14)  𝑇 =
1

2
∫∫𝜌ℎ {(

𝜕𝑢

𝜕𝑡
)
2

+ (
𝜕𝑣

𝜕𝑡
)
2

}

𝑏

0

𝑑𝑥𝑑𝑦

𝑎

0

  

 باشد.میورق چگالی  نمایانگر 𝜌که در آن 

در حین  𝑊𝑒انسیل( همچنین کار ناشی از نیروهای خارجی )کار انجام شده توسط نیروهای غیر پت

 :شودبه صورت زیر بیان می 𝓏ی جابجای در راستای ای با صرف نظر از مؤلفهدرون صفحه ارتعاشات

(3-13)  𝑊𝑒 = ∫∫{𝑞𝑥𝑢 + 𝑞𝑦𝑣}𝑑𝑥𝑑𝑦

𝑏

0

𝑎

0

  

 .باشندمی 𝑥 و 𝑦های خارجی در راستاهای به ترتیب بارگذاری 𝑞𝑥 و 𝑞𝑦که در آن 

به  توانمی را 𝑈𝑠𝑝ورق  فرضی موجود در مرز انرژی کرنشی تغییر شکل فنرهای توانمی امهدر اد

  :(2-3شکل) تعریف کردصورت زیر 
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 گذاری تکنیک مرز فنردار فرضی برای ورق علامت 2-3شکل

(3-16)  𝑈𝑠𝑝 =
1

2
∫{

[𝑘𝑥0
𝑢 𝑢2 + 𝑘𝑥0

𝑣 𝑣2]|𝑥=0

+[𝑘𝑥1
𝑢 𝑢2 + 𝑘𝑥1

𝑣 𝑣2]|𝑥=𝑎

}𝑑𝑦

𝑏

0

+
1

2
∫{

[𝑘𝑦0
𝑢 𝑢2 + 𝑘𝑦0

𝑣 𝑣2]|𝑦=0

+[𝑘𝑦1
𝑢 𝑢2 + 𝑘𝑦1

𝑣 𝑣2]|𝑦=𝑎

}𝑑𝑥

𝑎

0

  

𝑘𝜓 معلائه است، نشان داده شد 2-3شکلهمانطور که در 
𝑣 𝑘𝜓𝑢 (𝜓 و  = 𝑥0، 𝑦0، 𝑥1و 𝑦1)  به طور

𝑦اشاره به سختی فنرهای مرزی در مرزهای مشخص  = 𝑏 و 𝑥 = 𝑎 ،𝑦 = 0 ،𝑥 = ها )واحد آن دارند 0

𝑁خلاف آن ذکر شده باشد، و همچنینآنکه است، مگر  واحد طول بصورت گسترده و در

𝑚
واحد سختی   

 (.باشندمیفنرهای خطی 

معادلات حاکم و  ،در این بخش استخراج شدهورق  توابع انرژیادامه این تحقیق با استفاده از  در

 .دنشواستخراج میورق شرایط مرزی 

تعمیم  ستفاده از اصل همیلتونابا ورق  معادلات حاکم و شرایط مرزیاستخراج  1-2-4-2

 یافته

ب بسیار مناس سیستم گستردهج معادلات حاکم و شرایط مرزی یک برای استخرا [76] اصل همیلتون

مهار ورق در این بخش با استفاده از اصل همیلتون، معادلات حاکم و شرایط مرزی مربوط به  است. لذا

 .شودخراج میفرضی موجود در مرزها استشده توسط فنرهای 

 :توان به صورت زیر تعریف کردرا میورق  انرژی کرنشی کل

𝑣 

ی میانیصفحه  

ℎ 

𝑢 

𝓏 

𝑘𝜓
𝑢 

𝑘𝜓
𝑣  
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(3-17)  𝑈𝑇𝑜𝑡𝑎𝑙 = 𝑈𝑠 + 𝑈𝑠𝑝 −𝑊𝑒  

فرضی موجود در انرژی کرنشی تغییر شکل فنرهای  𝑈𝑠𝑝، انرژی کرنشی ورق  𝑈𝑠 این رابطهکه در 

 .باشندکار ناشی از نیروهای خارجی می 𝑊𝑒و  مرزها

 : [73 ;77] به صورت زیر تعریف کرد راورق یک  ℒن یتابع لاگرانژتوان حال می

(3-13)  ℒ = 𝑇 − 𝑈𝑇𝑜𝑡𝑎𝑙  

(3-19)  ℒ = 𝑇 − 𝑈𝑠 − 𝑈𝑠𝑝 +𝑊𝑒  

 :در نظر گرفتتغییرات انتگرال تابع لاگرانژین را برابر با صفر  توانمی

(3-21)  δ∫(𝑇 −𝑈𝑠 −𝑈𝑠𝑝 +𝑊𝑒)𝑑𝑡

𝑡

0

= 0  

 :تنوشتوان میو اعمال اصل همیلتون  (19-3) یدر رابطه (16-3)تا  (12-3)روابط ی با جایگذار

(3-21)  

𝛿 ∫{
1

2
∫∫𝜌ℎ {(

𝜕𝑢

𝜕𝑡
)
2

+ (
𝜕𝑣

𝜕𝑡
)
2

+ (
𝜕𝑤

𝜕𝑡
)
2

}

𝑏

0

𝑑𝑦𝑑𝑥

𝑎

0

}

𝑡

0

𝑑𝑡

−𝛿∫{
1

2
∫∫ {𝑁𝑥 (

𝜕𝑢

𝜕𝑥
) + 𝑁𝑦 (

𝜕𝑣

𝜕𝑦
) + 𝑁𝑥𝑦 (

𝜕𝑣

𝜕𝑥
+
𝜕𝑢

𝜕𝑦
)}

𝑏

0

𝑑𝑥𝑑𝑦

𝑎

0

}𝑑𝑡

𝑡

0

−𝛿∫

{
 
 

 
 1

2
∫{[𝑘𝑥0

𝑢 𝑢2 + 𝑘𝑥0
𝑣 𝑣2]|𝑥=0+[𝑘𝑥1

𝑢 𝑢2 + 𝑘𝑥1
𝑣 𝑣2]|𝑥=𝑎}𝑑𝑦

𝑏

0

+
1

2
∫{[𝑘𝑦0

𝑢 𝑢2 + 𝑘𝑦0
𝑣 𝑣2]|𝑦=0+[𝑘𝑦1

𝑢 𝑢2 + 𝑘𝑦1
𝑣 𝑣2]|𝑦=𝑎}𝑑𝑥

𝑎

0 }
 
 

 
 

𝑑𝑡

𝑡

0

+𝛿∫{∫∫{𝑞𝑥𝑢 + 𝑞𝑦𝑣}𝑑𝑦𝑑𝑥

𝑏

0

𝑎

0

}𝑑𝑡

𝑡

0

= 0
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(3-22)  

∫{∫∫𝜌ℎ {
𝜕𝑢

𝜕𝑡

𝜕𝛿𝑢

𝜕𝑡
+
𝜕𝑣

𝜕𝑡

𝜕𝛿𝑣

𝜕𝑡
}

𝑏

0

𝑑𝑦𝑑𝑥

𝑎

0

}

𝑡

0

𝑑𝑡

−∫{
1

2
∫∫{𝛿 (𝑁𝑥 (

𝜕𝑢

𝜕𝑥
)) + 𝛿 (𝑁𝑦 (

𝜕𝑣

𝜕𝑦
)) + 𝛿 (𝑁𝑥𝑦 (

𝜕𝑣

𝜕𝑥
+
𝜕𝑢

𝜕𝑦
))}

𝑏

0

𝑑𝑥𝑑𝑦

𝑎

0

}𝑑𝑡

𝑡

0

−∫

{
 
 

 
 
∫{[𝑘𝑥0

𝑢 𝑢𝛿𝑢 + 𝑘𝑥0
𝑣 𝑣𝛿𝑣]|𝑥=0+[𝑘𝑥1

𝑢 𝑢𝛿𝑢 + 𝑘𝑥1
𝑣 𝑣𝛿𝑣]|𝑥=𝑎}𝑑𝑦

𝑏

0

+∫{[𝑘𝑦0
𝑢 𝑢𝛿𝑢 + 𝑘𝑦0

𝑣 𝑣𝛿𝑣]|𝑦=0+[𝑘𝑦1
𝑢 𝑢𝛿𝑢 + 𝑘𝑦1

𝑣 𝑣𝛿𝑣]|𝑦=𝑎}𝑑𝑥

𝑎

0 }
 
 

 
 

𝑑𝑡

𝑡

0

+∫{∫∫{𝑞𝑥𝛿𝑢 + 𝑞𝑦𝛿𝑣}𝑑𝑦𝑑𝑥

𝑏

0

𝑎

0

}𝑑𝑡

𝑡

0

= 0

 

  پس از انجام عملیات مربوطه:

(3-23)  

∫
𝜕𝑢

𝜕𝑡

𝜕𝛿𝑢

𝜕𝑡
𝑑𝑡 =

𝜕𝑢

𝜕𝑡
𝛿𝑢|0

𝑡 −∫(
𝜕2𝑢

𝜕𝑡2
𝛿𝑢)

𝑡

0

𝑑𝑡 ;

𝑡

0

∫∫𝑁𝑥
𝜕𝛿𝑢

𝜕𝑥
𝑑𝑥𝑑𝑦

𝑏

0

𝑎

0

= ∫{𝑁𝑥𝛿𝑢|0
𝑎 −∫

𝜕𝑁𝑥
𝜕𝑥

𝛿𝑢𝑑𝑥

𝑎

0

} 𝑑𝑦

𝑏

0

 ;

 

 :استخراج کردبه صورت زیر  توانرا میورق کلی و روابط شرایط مرزی بنابراین معادلات حاکم 

(3-24)  

𝜕𝑁𝑥
𝜕𝑥

+
𝜕𝑁𝑥𝑦

𝜕𝑦
+ 𝑞𝑥 = 𝜌ℎ

𝜕2𝑢

𝜕𝑡2

𝜕𝑁𝑥𝑦

𝜕𝑥
+
𝜕𝑁𝑦

𝜕𝑦
+ 𝑞𝑦 = 𝜌ℎ

𝜕2𝑣

𝜕𝑡2

 

𝑥 لبه های شرایط مرزی برای = 𝑎 و 𝑥 = 0: 

(3-23)  𝑥 = 𝑎 ∶  {

𝑁𝑥 + 𝑘𝑥1
𝑢 𝑢 = 0

𝑁𝑥𝑦 + 𝑘𝑥1
𝑣 𝑣 = 0

 𝑥 = 0 ∶  {

𝑁𝑥 − 𝑘𝑥0
𝑢 𝑢 = 0

𝑁𝑥𝑦 − 𝑘𝑥0
𝑣 𝑣 = 0
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𝑦 لبه های شرایط مرزی برایو  = 𝑏 و 𝑦 = 0: 

(3-26)  𝑥 = 𝑏 ∶  {

𝑁𝑥𝑦 + 𝑘𝑦1
𝑢 𝑢 = 0

𝑁𝑦 + 𝑘𝑦1
𝑣 𝑣 = 0

 𝑦 = 0 ∶ {

𝑁𝑥𝑦 − 𝑘𝑦0
𝑢 𝑢 = 0

𝑁𝑦 − 𝑘𝑦0
𝑣 𝑣 = 0

  

 تکنیک مرز فنردار فرضیشرح  3-3

ساده )لولا(، لبه گیردار، شرایط  از قبیل شرایط لبه آزاد، تواند انواع شرایط مرزی ممکنمیورق یک 

 بررسیورق ها را دارا باشد. در این تحقیق تمام شرایط مرزی را در چهار مرز الاستیکی و ترکیبی از آن

 دوکه شامل  1ممکن را با استفاده از تکنیک مرز فنردار فرضی. بدین منظور شرایط مرزی خواهد شد

ی شرایط اند و بیان کنندهور یکنواخت در امتداد مرزها توزیع شدهکه به ط 𝑘𝑢 و 𝑘𝑣 دسته فنرهای خطی

 و و همچنین معرف اعمال برآیند نیروهای محوری، نیروهای مماسیورق  کلاسیک مختلف برایمرزی 

نتخاب با ا همچنین لازم به ذکر است که(. 2-3شکل) ستادهش شبیه سازینیروهای جانبی هستند، 

 توان تمام شرایط مرزی کلاسیکمی سختی فنرهای مرزی بین صفر تا بینهایت مقدار مناسب برای

 گیردار گاهیشرایط مرزی تکیهاعمال  برای به عنوان مثال،سازی کرد. را شبیه S ،SD ،F و Cهمانند 

ن شرایط ، اییکششتوان با در نظر گرفتن مقداری بسیار بزرگ برای سختی فنرها نسبت به سختی می

ا را سختی فنره توانشرایط مرزی آزاد می برای اعمال و یا سازی کردبا دقت بسیار بالایی شبیهمرزی را 

مختلف  توان تمام شرایط مرزی کلاسیکمی در همین راستا برابر با مقدار صفر در نظر گرفت.

C و S ،SD ،F  سازی کردشبیه زیربه صورت  ،برای ورق در نظر گرفته شده در این تحقیقرا: 

                                                           

1 Artifical spring boundary technique 
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(3-27)  

𝐹: 𝑘𝑥0
𝑢 = 𝑘𝑥0

𝑣 = 𝑘𝑥0
𝑤 = 𝐾𝑥0

𝑤 = 0

𝑆𝐷: 𝑘𝑥0
𝑣 = 𝑘𝑥0

𝑤 = 1010, 𝑘𝑥0
𝑢 = 𝐾𝑥0

𝑤 = 0

𝑆: 𝑘𝑥0
𝑢 = 𝑘𝑥0

𝑣 = 𝑘𝑥0
𝑤 = 1010, 𝐾𝑥0

𝑤 = 0

𝐶: 𝑘𝑥0
𝑢 = 𝑘𝑥0

𝑣 = 𝑘𝑥0
𝑤 = 𝐾𝑥0

𝑤 = 1010

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  4 فصل
  سالمورق ای ارتعاشات آزاد درون صفحه

 فرضینرداریافته وتکنیک مرز ف  بهبود فوریه سری استفاده از روش با 
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 مقدمه 4-1

 شیرواین بخش در شدند. حال  استخراجورق مرزی مرتبط با  شرایطمعادلات حاکم و  بخش قبلدر 

ی مورد بررستمام شرایط مرزی کلاسیک را  که بتوان ورق ایدرون صفحه دقیق برای بررسی ارتعاشات

بررسی مسائل ارتعاشاتی برای  های دقیق اندکیکه روش ندمحققین معتقد .ارائه خواهد شد قرار داد

 وجود داردسازی کرد تمام شرایط مرزی را به صورت دقیق شبیه ها بتوانآن درکه ها ها و پوستهورق

توان از ی اخیر در این زمینه انجام شده است، میدر دهه با توجه به تحقیقاتی که .[33 ;37 ;23]

حداقل یک جفت از  رویمرزی ساده های مستطیلی با شرایط های دقیقی نام برد که برای ورقحلراه

بنابراین . [79]اند های تقریبی که برای دیگر شرایط مرزی خاص ارائه شدهو یا راه حل ،های مخالفلبه

 رزیتمام شرایط م توان به راحتی بررسی دقیقی بر روییک راه حل دقیق برای مسائلی که نمی یافتن

 .دارندمهندسی موجود  لمسائ در های زیادیکاربردو  هستندبسیار حائز اهمیت آنها انجام داد، 

ا هی تحلیل ارتعاشاتی تیرها، ورقبسیاری برای توسعه تحلیلی و تجربیهای روشهای اخیر، در دهه

، روش 2، روش تربیع دیفرانسیلی1چون، روش ریتزهایی روشهمچنین از  ارائه شده است.ها و پوسته

به عنوان نمونه همچنین شده است.  گرفتهو غیره بهره  3، روش المان محدود4، روش انتشار موج3گالرکین

تا به امروز از اولین زمانی که مورد استفاده قرار گرفته شد  FEM6توان گفت که، روش المان محدود می

قابل  مرزی مختلف همدر شرایط این روش  .محاسبات مهندسی پیدا کرده است کاربردهای زیادی در

 همچنینبندی این روش وجود دارد. شبکهشکلات در ، هنوز هم برخی مبا این وجود است. استفاده

 .[31 ;31]خواهد شد  این روشدر  موجب افزایش محاسبات هاپیچیدگی ساختار و مواد سازه

                                                           

1 Ritz method 

2 Differential quadrature method (DQM) 

3 Galerkin method 

4 Wave propagation approach 

3 Finite element method (FEM) 

6 Finite element method 
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ایط مرزی خاص برای یک شر در این زمینه های موجودروش مشخص است، بسیاری ازکه همان طور  

ها راه حل گونهاین ود روشبهای مختلف شرایط مرزی مستلزم بهحالت سازی، لذا شبیهمناسب هستند

استفاده  وخواهد شد ای محاسبات خسته کننده بههای موجود منجر از اینرو استفاده از روشخواهد بود. 

منطبق نخواهد مورد استفاده در کاربردهای مختلف راحتی با انواع شرایط مرزی ه ب های موجوداز روش

به این دلیل که در واقعیت شرایط مرزی یک تیر، ورق و یا پوسته امکان دارد همواره به صورت  .بود

ی مهار کننده مرزی از جمله هاامکان دارد که در عمل با انواع حالت حتی کلاسیک وجود نداشته باشد و

 ربه همین منظو. ستیک و ترکیبی از آنها مواجه شودی الاهالف کلاسیک، مهار کنندهتشرایط مرزی مخ

لذا در ای برخوردار است، و بدست آوردن یک روش واحد، کارآمد و دقیق، لازم و از اهمیت ویژه توسعه

اجهه با شرایط مرزی با مو این روش که باشدهمین راستا، در این تحقیق هدف ارائه روشی دقیق می

 .یلی دقیق و کاربردی دست پیدا کندکلاسیک مختلف، به تحل

 را برای یدقیق هایروش ،سری فوریهبا بهبود روش بسط  توانمی که شدهدر این بخش نشان داده 

رار ق یه و تحلیلتجزمورد  را مختلف تمام شرایط مرزی کلاسیک و کردارائه  سالمورق  بررسی ارتعاشات

  .داد

 سری فوریه بهبود یافته 4-2

این  زیرا ،شوداستفاده میبه شکل بسط سری فوریه  یتوابعاغلب از  ،بررسی مسائل ارتعاشاتیرای ب

 د. علاوه بر ایننکنتعامد و جامعیت و همچنین پایداری خوب خود را در محاسبات عددی حفظ می توابع

ریه قابل سری فوبطور معمول توسط  ،هستند جاموا ت طبیعی به شکلبه صور با توجه به اینکه ارتعاشات

در حالت کلی دارای مشکل بسط سری فوریه مرسوم  است که به ذکر اما لازم .[32] توصیف هستند

 سری فوریه فقط به چند شرایط بسط که کاربرد گفتتوان می و باشدها میهمگرایی در راستای مرز لبه
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-تگیسپیودر حالت کلی نا توان گفتمیاز لحاظ ریاضی به عبارت دیگر د. نباشمرزی ایده آل محدود می

دیفرانسیل را به  به راحتی تواندر این حالت، نمی. وجود داردها هایی در جابجایی و مشتقات آن در لبه

ممکن است راه حل همگرا نشود و یا ، و در نتیجه بر روی بسط سری فوریه انجام داد صورت ترم به ترم

رای بسط بمکمل ع پریودیک باید یک تاب به همین منظور برای رفع این مشکلبه آهستگی همگرا شود. 

در  1لی. شودی مربوطه هموارتر در راستانرخ همگرایی  ی آنبه واسطه که استخراج شودسری فوریه 

را برای تحلیل ارتعاشات  بهبود یافتهت عنوان سری فوریه روشی تح [33 ;32] 2112و  2111های سال

کر شد تر ذکه پیشرا توانست مشکلاتی  و پیشنهاد دادبا شرایط مرزی الاستیکی  2برنولی-تیرهای اویلر

معرف راه حلی قابل اجرا برای تمام  بهبود یافته سری فوریه روش که . لازم به ذکر استکند برطرف

 افتهیای بهبود توان به صورت قابل ملاحظههمگرایی بسط سری را می همچنین، و باشدشرایط مرزی می

 .خواهد بود ،3(𝑚𝜋)حداقل  این روش و تضمین شده دانست، به شکلی که سرعت همگرایی

با رق و ایدرون صفحه تحلیل ارتعاشات برای ،سعه یافتهتر تواین روش پیش این تحقیق، یادامه در

  شود.داده میتعمیم ، مختلفشرایط مرزی 

 های جابجایی بهبود یافتهمؤلفه 4-2-3

 شامل دو متغیر مستقل ،ایارتعاشات درون صفحه مربوط به مسائلطور که مشخص است، مانه

𝑢(𝑥, 𝑦) 𝑣(𝑥, 𝑦) راستای  درر که این دو متغی باشندمی و𝑦 و 𝑥  در  (.1-4شکلکنند )میتغییر با زمان

,𝑢(𝑥ورق ی جابجایی مولفه ،به عنوان نمونهاین بخش  𝑦) در . شودبهبود داده می روش ستفاده از اینا با

,𝑢(𝑥ورق ی جابجایی مولفه توانمی ین راستا،ا 𝑦)  کسینوسی گانهبه صورت یک سری فوریه دورا 

                                                           

1 Li 

2 Euler-Bernoulli 
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,0]ای کمکی که دامنه آنها به صورت استاندارد و توابع چند جمله 𝑎] × [0, 𝑏] .لذا ، است تعریف کرد

,𝑢(𝑥ورق ی جابجایی مولفهتوان می 𝑦) به صورت زیر تعریف کرد را: 

 
 شماتیک ورق  1-4شکل

 

(4-1)  𝑢(𝑥, 𝑦) = 𝑈(𝑥, 𝑦) + 𝜉𝑥(𝑥, 𝑦) + 𝜉𝑦(𝑥, 𝑦)  

 :توان گفتهمچنین می و

(4-2)  𝑈(𝑥, 𝑦) = ∑ ∑𝐴𝑚𝑛 cos 𝜆𝑎𝑚𝑥 cos 𝜆𝑏𝑛𝑦

∞

𝑛=0

∞

𝑚=0

  

𝜆𝑏𝑛 در این رابطه =
𝑛𝜋

𝑏
𝜆𝑎𝑚 و  =

𝑚𝜋

𝑎
,𝜉𝑥(𝑥و همچنین  ،باشدمی  𝑦)  و𝜉𝑦(𝑥, 𝑦) توابع چند جمله-

,𝑢(𝑥ی جابجایی ای کمکی برای اطمینان و سرعت بخشیدن به همگرایی بسط سری مولفه 𝑦) باشندمی .

 (4-3)ورق مربوط به  کرنش-و رابطه کلی تنش بدست آمده (24-3)معادلات حاکم کلی  توجه بهبا 

ن، د. بنابرایطی روند حل به مشتق دوم نیاز دارورق ی جابجایی مولفه توان به این نتیجه رسید کهمی

,𝜉𝑦(𝑥ای کمکی توابع چند جمله 𝑦) و 𝜉𝑥(𝑥, 𝑦) برای از بین بردن  خاب مشتق مرتبه اول در مرزهاانت با

های کمکی ایاین چند جمله باشند.های اصلی میدر جابجایی به وجود آمدههای پیوستگینا

𝜉𝑦(𝑥, 𝑦) و 𝜉𝑥(𝑥, 𝑦) تعریف کردتوان به صورت زیر را می:  

𝓏 

𝑦 

𝑣 
𝑢 𝑎 

𝑏 

𝑥 
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(4-3)  

𝜕𝜉𝑥(0, 𝑦)

𝜕𝑥
=
𝜕𝑢(0, 𝑦)

𝜕𝑥
= 𝑃𝑥0(𝑦)

𝜕𝜉𝑥(𝑎, 𝑦)

𝜕𝑥
=
𝜕𝑢(𝑎, 𝑦)

𝜕𝑥
= 𝑃𝑥1(𝑦)

𝜕𝜉𝑦(𝑥, 0)

𝜕𝑦
=
𝜕𝑢(𝑥, 0)

𝜕𝑦
= 𝑃𝑦0(𝑥)

𝜕𝜉𝑦(𝑥, 𝑏)

𝜕𝑦
=
𝜕𝑢(𝑥, 𝑏)

𝜕𝑦
= 𝑃𝑦1(𝑥)

  

𝑥 یبه ترتیب مشتقات در مرزها 𝑃𝑦0(𝑥) ،𝑃𝑥1(𝑦) ،𝑃𝑥0(𝑦) و 𝑃𝑦1(𝑥) در این رابطه = 0،𝑥 = 𝑎  ،

𝑦 = 𝑦و  0 = 𝑏 ه شکل سری فوریه کسینوسی بسط دادتوان بآنها را میو همچنین باشند می: 

(4-4)  

𝑃𝑦0(𝑥) = ∑ 𝑎𝑚 cos 𝜆𝑎𝑚𝑥

∞

𝑚=0

𝑃𝑦1(𝑥) = ∑ 𝑏𝑚 cos 𝜆𝑎𝑚𝑥

∞

𝑚=0

𝑃𝑥0(𝑦) = ∑𝑐𝑛 cos 𝜆𝑏𝑛𝑦

∞

𝑛=0

𝑃𝑥1(𝑦) = ∑𝑑𝑛 cos 𝜆𝑏𝑛𝑦

∞

𝑛=0

  

,𝜉𝑦(𝑥ای کمکی ملهتوان روابط چند جمی (3-4)ی با استفاده از رابطه 𝑦) و 𝜉𝑥(𝑥, 𝑦)  را به صورت

 :[72] زیر تعریف کرد

(4-3)  𝜉𝑥(𝑥, 𝑦) = [
𝜉1𝑎(𝑥)
𝜉2𝑎(𝑥)

]
𝑇

[
𝑃𝑥0(𝑦)

𝑃𝑥1(𝑦)
] , [

𝜉1𝑎(𝑥)
𝜉2𝑎(𝑥)

] = [
𝑎휁𝑥(휁𝑥 − 1)

2

𝑎휁𝑥
2(휁𝑥 − 1)

] , (휁𝑥 = 𝑥 𝑎⁄ ) 

 و

(4-6)  𝜉𝑦(𝑥, 𝑦) = [
𝜉1𝑏(𝑦)
𝜉2𝑏(𝑦)

]
𝑇

[
𝑃𝑦0(𝑥)

𝑃𝑦1(𝑥)
],        [

𝜉1𝑏(𝑦)
𝜉2𝑏(𝑦)

] = [
𝑏휁𝑦(휁𝑦 − 1)

2

𝑏휁𝑦
2(휁𝑦 − 1)

] , (휁𝑦 = 𝑦 𝑏⁄ ) 
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که این  شودهای مورد استفاده در این تحقیق مشاهده میروشلازم به ذکر است که در ادامه روند 

الا ب های کمکی به منظور سرعت بخشیدن به همگرایی پاسخ، کاهش پیچیدگی محاسبات وایچند جمله

ذا چند . لخواهند شدبردن دقت حل در محاسبات کامپیوتری، در بسط سری فوریه بهبود یافته استفاده 

ر تجهت ساده صرفاً ، بلکهاندخاصی انتخاب نشده طبق تئوری (6-4)و  (3-4)ی ای های تعریف شدهجمله

همچنین به  باشند.می های مورد استفاده در این تحقیقروش کردن روابط مورد استفاده در راه حل

 :توان نوشتراحتی می

(4-7)  

𝜕𝜉𝑥(0, 𝑦)

𝜕𝑥
= [

1

0
]

𝑇

[
𝑃𝑥0(𝑦)

𝑃𝑥1(𝑦)
]

𝜕𝜉𝑥(𝑎, 𝑦)

𝜕𝑥
= [

0

1
]

𝑇

[
𝑃𝑥0(𝑦)

𝑃𝑥1(𝑦)
]

𝜕𝜉𝑦(𝑥, 0)

𝜕𝑦
= [

1

0
]

𝑇

[
𝑃𝑦0(𝑥)

𝑃𝑦1(𝑥)
]

𝜕𝜉𝑦(𝑥, 𝑏)

𝜕𝑦
= [

0

1
]

𝑇

[
𝑃𝑦0(𝑥)

𝑃𝑦1(𝑥)
]

  

 :به صورتی که

(4-3)  

𝜕𝑈(0, 𝑦)

𝜕𝑥
=
𝜕𝑈(𝑎, 𝑦)

𝜕𝑥
= 0

𝜕𝑈(𝑥, 0)

𝜕𝑦
=
𝜕𝑈(𝑥, 𝑏)

𝜕𝑦
= 0

  

,𝑢(𝑥 ورق بهبود یافته جابجایی ی، مولفهبنابراین 𝑦)توان به صورت زیر بازنویسی کرد :، را می 
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(4-9)  

𝑢(𝑥, 𝑦) = ∑ ∑𝐴𝑚𝑛 cos 𝜆𝑎𝑚𝑥 cos 𝜆𝑏𝑛𝑦

∞

𝑛=0

∞

𝑚=0

+𝜉1𝑏(𝑦) ∑ 𝑎𝑚 cos 𝜆𝑎𝑚𝑥

∞

𝑚=0

+ 𝜉2𝑏(𝑦) ∑ 𝑏𝑚 cos 𝜆𝑎𝑚𝑥

∞

𝑚=0

+𝜉1𝑎(𝑥)∑ 𝑐𝑛 cos 𝜆𝑏𝑛𝑦

∞

𝑛=0

+ 𝜉2𝑎(𝑥)∑𝑑𝑛 cos 𝜆𝑏𝑛𝑦

∞

𝑛=0

 

,𝑣(𝑥ورق  بهبود یافته ی جابجاییبه طور مشابه مولفه 𝑦)  در راستای𝑦  سری فوریه  روشبا استفاده از

 :دبازنویسی کر توان به صورت زیرمی ،به صورت کامل شرح داده شددر بالا وند آن که ررا  بهبود یافته

(4-11)  

𝑣(𝑥, 𝑦) = ∑ ∑𝐵𝑚𝑛 cos 𝜆𝑎𝑚𝑥 cos 𝜆𝑏𝑛𝑦

∞

𝑛=0

∞

𝑚=0

+𝜉1𝑏(𝑦) ∑ 𝑒𝑚 cos 𝜆𝑎𝑚𝑥

∞

𝑚=0

+ 𝜉2𝑏(𝑦) ∑ 𝑓𝑚 cos 𝜆𝑎𝑚𝑥

∞

𝑚=0

+𝜉1𝑎(𝑥)∑𝑔𝑛 cos 𝜆𝑏𝑛𝑦

∞

𝑛=0

+ 𝜉2𝑎(𝑥)∑ ℎ𝑛 cos 𝜆𝑏𝑛𝑦

∞

𝑛=0

 

، 𝑎𝑚 همچنینو  استاندارد هستند، گسترش سری فوریهضرایب  𝐴𝑚𝑛 و 𝐵𝑚𝑛 رابطه در این که

𝑏𝑚،ℎ𝑛 و 𝑔𝑛 ،𝑓𝑚 ،𝑒𝑚 ،𝑑𝑛 ،𝑐𝑛   باشندمی بسط سری فوریه بهبود یافتهضرایب مکمل.  

 سالمورق برای مدلسازی ی استفاده از تکنیک مرز فنردار فرض 4-3

با شرایط مرزی  ای ورقی روشی برای بررسی ارتعاشات درون صفحهتوسعههدف  ،ر این بخشد

ی طول به ترتیب نشان دهنده 𝑎 و 𝑏باشد )که در آن مختلف با استفاده از تکنیک مرز فنردار فرضی می

 .اردینگونه مسائل داز لحاظ تئوری، این روش اهمیت اساسی در اهستند(. ورق و عرض 
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 سالم مدلسازی شده با استفاده از تکنیک مرز فنردار فرضیورق شماتیک  2-4شکل

شبیه سازی سالم ورق برای  1-4جدولرا طبق  کلاسیک توان انواع شرایط مرزی، میین راستادر ا

 .[34 ;23] کرد

سازی شرایط مرزی برای شبیهورق های مقدار سختی فنرهای خطی در راستای نرمال و مماس با لبه 1-4جدول
 کلاسیک مختلف

   𝒌𝒙
𝒖   𝒌𝒚

𝒗 

 2232   2232   گیردار

 2   2   آزاد

 SS1   2232   2ساده )لولا( حالت 

  SS2   2   2232لت ساده )لولا( حا

جزئیات کامل در مورد چگونگی راه حل  ،همچنین در ادامه روش سری فوریه بهبود یافته ارائه شده

ام در ه گبا استفاده از تکنیک مرز فنردار فرضی، به صورت گام بمدلسازی شده  بررسی ارتعاشات ورق

 بخش بعدی ارائه شده است.

 

𝑦 

𝑥 

𝑏 

𝑎 
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 شرایط مرزی روابط استخراج 4-4

-ی تنشرابطه ،ایدر نظر گرفتن حالت تنش صفحه و (11-3) برآیند نیروها ی کلیبه رابطه با توجه

 آید.به صورت زیر بدست می ایدرون صفحهدر حالت ورق  کرنش

(4-11)  [

𝑁𝑥

𝑁𝑦

𝑁𝑥𝑦

] =

[
 
 
 
 
 
 
 
𝐸ℎ

1 − 𝜇2
𝜇𝐸ℎ

1 − 𝜇2
0

𝜇𝐸ℎ

1 − 𝜇2
𝐸ℎ

1 − 𝜇2
0

0 0 𝐺ℎ]
 
 
 
 
 
 
 

[

휀𝑥
0

휀𝑦
0

𝛾𝑥𝑦
0

]  

 :را به صورت زیر بازنویسی کرد فوق یتوان رابطهدر ادامه می

(4-12)  

𝑁𝑥 =
𝐸ℎ

1 − 𝜇2
(
𝜕𝑢

𝜕𝑥
+ 𝜇

𝜕𝑣

𝜕𝑦
) 

𝑁𝑦 =
𝐸ℎ

1 − 𝜇2
(𝜇
𝜕𝑢

𝜕𝑥
+
𝜕𝑣

𝜕𝑦
) 

𝑁𝑥𝑦 =
𝐸ℎ

2(1 + 𝜇)
(
𝜕𝑢

𝜕𝑦
+
𝜕𝑣

𝜕𝑥
) 

 

𝐺 (11-4) رابطه که در =
𝐸

2(1+𝜇)
 هایمؤلفه به ترتیب 𝑢 و 𝑣 همچنین و باشدمیورق مدول برشی  

به ترتیب مدول یانگ و  𝐸 و 𝜇 نیز هستند و 𝑥 و 𝑦در راستای ورق  ایدرون صفحه بهبود یافته جابجایی

  باشند.نسبت پواسون می

ون همیلت با استفاده از اصل ،بررسی شد استخراج معادلات حاکم و شرایط مرزی فصل که در مانطوره

شرایط مرزی  (26-3)و  (23-3)با توجه به روابط بدین ترتیب . استخراج شدند شرایط مرزی کلی ورق

 :باز نویسی کردبه صورت زیر  توانمی ای رادر حالت درون صفحهورق 
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(4-13)  𝑁𝑥 − 𝑘𝑥0
𝑢 𝑢 = 0, 𝑥 = 0  

(4-14)  𝑁𝑥𝑦 − 𝑘𝑥0
𝑣 𝑣 = 0, 𝑥 = 0  

(4-13)  𝑁𝑥 + 𝑘𝑥1
𝑢 𝑢 = 0, 𝑥 = 𝑎 

(4-16)  𝑁𝑥𝑦 + 𝑘𝑥1
𝑣 𝑣 = 0, 𝑥 = 𝑎 

(4-17)  𝑁𝑦 − 𝑘𝑦0
𝑣 𝑣 = 0, 𝑦 = 0  

(4-13)  𝑁𝑥𝑦 − 𝑘𝑦0
𝑢 𝑢 = 0, 𝑦 = 0 

(4-19)  𝑁𝑦 + 𝑘𝑦1
𝑣 𝑣 = 0, 𝑦 = 𝑏 

(4-21)  𝑁𝑥𝑦 + 𝑘𝑦1
𝑢 𝑢 = 0, 𝑦 = 𝑏 

توان به صورت زیر ی را می، شرایط مرز(21-4)تا  (13-4) در روابط (12-4)ی با جایگذاری رابطه

 :بازنویسی کرد 

(4-21)  �̅�𝑛𝑥0𝑢 = (
𝜕𝑢

𝜕𝑥
+ 𝜇

𝜕𝑣

𝜕𝑦
) , 𝑥 = 0  

(4-22)  �̅�𝑝𝑥0𝑣 = (
𝜕𝑢

𝜕𝑦
+
𝜕𝑣

𝜕𝑥
) ,            𝑥 = 0  

(4-23)  �̅�𝑛𝑥1𝑢 = −(
𝜕𝑢

𝜕𝑥
+ 𝜇

𝜕𝑣

𝜕𝑦
) ,    𝑥 = 𝑎  

(4-24)  �̅�𝑝𝑥1𝑣 = −(
𝜕𝑢

𝜕𝑦
+
𝜕𝑣

𝜕𝑥
) ,       𝑥 = 𝑎  

(4-23)  �̅�𝑛𝑦0𝑣 = (𝜇
𝜕𝑢

𝜕𝑥
+
𝜕𝑣

𝜕𝑦
) ,       𝑦 = 0  

(4-26)  �̅�𝑝𝑦0𝑢 = (
𝜕𝑢

𝜕𝑦
+
𝜕𝑣

𝜕𝑥
) ,          𝑦 = 0  

(4-27)  �̅�𝑛𝑦1𝑣 = −(𝜇
𝜕𝑢

𝜕𝑥
+
𝜕𝑣

𝜕𝑦
) ,   𝑦 = 𝑏  

(4-23)  �̅�𝑝𝑦1𝑢 = −(
𝜕𝑢

𝜕𝑦
+
𝜕𝑣

𝜕𝑥
) ,      𝑦 = 𝑏 
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 :توان به صورت زیر تعریف کردرا می �̅�𝑛 و �̅�𝑝 ضرایب ابطاین رو که در

 های ورق در راستای نرمال و مماس بر لبه �̅�𝒑و  �̅�𝒏پارمترهای سختی فنرهای فرضی  2-4جدول

 𝒙𝟎 𝒙𝟏 𝒚𝟎 𝒚𝟏 

�̅�𝒏 
𝑘𝑥0
𝑢 (1 − 𝜇2)

𝐸ℎ
 

𝑘𝑥1
𝑢 (1 − 𝜇2)

𝐸ℎ
 

𝑘𝑦0
𝑢 (1 − 𝜇2)

𝐸ℎ
 

𝑘𝑦1
𝑢 (1 − 𝜇2)

𝐸ℎ
 

�̅�𝒑 
2𝑘𝑥0

𝑣 (1 + 𝜇)

𝐸ℎ
 

2𝑘𝑥1
𝑣 (1 + 𝜇)

𝐸ℎ
 

2𝑘𝑦0
𝑣 (1 + 𝜇)

𝐸ℎ
 

2𝑘𝑦1
𝑣 (1 + 𝜇)

𝐸ℎ
 

 

فرضی در راستای نرمال و مماسی، سختی فنرهای  این پارامترها با که شودهمچنین ملاحظه می 

بطور مشخص همچنین در ادامه مراحل محاسباتی این تحقیق  .رابطه دارندورق مت مدول یانگ و ضخا

رد. را مشخص ک در نظر گرفته شده ینرهابا استفاده از اندیس محل قرار گرفته شده و راستای ف توانمی

𝑥ی هبه ترتیب سختی فنر در راستای فنرهای نرمال بر روی لب �̅�𝑛𝑥0 و �̅�𝑝𝑦1 به عنوان مثال = و  0

𝑦ی راستای فنرهای مماسی بر روی لبه = 𝑏 ی باشند. با انتخاب مقدار مناسب برای سختی فنرهامی

 توان تمام شرایط مرزی کلاسیک را شبیه سازی کرد.، میخطی

 روابط شرایط مرزی در یافته بهبود های جابجاییجایگذاری مؤلفه 4-3

با استفاده از ،  𝑥 و 𝑦در راستای  بهبود یافته جابجاییهای مؤلفه 1-2-4 با توجه به اینکه در بخش

رق و بهبود یافته هایکه جابجایی داده شدنشان  همچنین و استخراج شد، بهبود یافتهسری فوریه  روش

 :توان به صورت زیر تعریف کردرا میای در حالت درون صفحه



سالمورق ای ارتعاشات آزاد درون صفحه چهارمفصل    

 

33 

 

(4-9) 

𝑢(𝑥, 𝑦) = ∑ ∑𝐴𝑚𝑛 cos 𝜆𝑎𝑚𝑥 cos 𝜆𝑏𝑛𝑦

∞

𝑛=0

∞

𝑚=0

+𝜉1𝑏(𝑦) ∑ 𝑎𝑚 cos 𝜆𝑎𝑚𝑥

∞

𝑚=0

+ 𝜉2𝑏(𝑦) ∑ 𝑏𝑚 cos 𝜆𝑎𝑚𝑥

∞

𝑚=0

+𝜉1𝑎(𝑥)∑ 𝑐𝑛 cos 𝜆𝑏𝑛𝑦

∞

𝑛=0

+ 𝜉2𝑎(𝑥)∑𝑑𝑛 cos 𝜆𝑏𝑛𝑦

∞

𝑛=0

 

(4-11) 

𝑣(𝑥, 𝑦) = ∑ ∑𝐵𝑚𝑛 cos 𝜆𝑎𝑚𝑥 cos 𝜆𝑏𝑛𝑦

∞

𝑛=0

∞

𝑚=0

+𝜉1𝑏(𝑦) ∑ 𝑒𝑚 cos 𝜆𝑎𝑚𝑥

∞

𝑚=0

+ 𝜉2𝑏(𝑦) ∑ 𝑓𝑚 cos 𝜆𝑎𝑚𝑥

∞

𝑚=0

+𝜉1𝑎(𝑥)∑𝑔𝑛 cos 𝜆𝑏𝑛𝑦

∞

𝑛=0

+ 𝜉2𝑎(𝑥)∑ ℎ𝑛 cos 𝜆𝑏𝑛𝑦

∞

𝑛=0

 

ضرایب گسترش سری فوریه استاندارد هستند،  𝐴𝑚𝑛 و 𝐵𝑚𝑛در این رابطه  1-2-4 بخش با توجه به

به راحتی همچنین ضرایب مکمل مربوطه هستند.   𝑔𝑛 ،𝑓𝑚 ،𝑒𝑚 ،𝑑𝑛 ،𝑐𝑛 و 𝑎𝑚 ،𝑏𝑚،ℎ𝑛و همچنین 

به صورت زیر بدست ورق در مرزهای  𝑥های کمکی در راستای ایتوان بررسی کرد که چند جملهمی

 :آیندمی

(4-29)  𝜉1𝑎(0) = 𝜉1𝑎(𝑎) = 𝜉1𝑎́ (𝑎) = 0, 𝜉1𝑎́ (0) = 1  

(4-31)  𝜉2𝑎(0) = 𝜉2𝑎(𝑎) = 𝜉2𝑎́ (0) = 0, 𝜉2𝑎́ (𝑎) = 1  

 :نوشتتوان می 𝑦راستای  در کمکی هایایبا شرایطی مشابه، برای چند جمله

(4-31)  𝜉1𝑏(0) = 𝜉1𝑏(𝑏) = 𝜉1𝑏́ (𝑏) = 0, 𝜉1𝑏́ (0) = 1  

(4-32)  𝜉2𝑏(0) = 𝜉2𝑏(𝑏) = 𝜉2𝑏́ (0) = 0, 𝜉2𝑏́ (𝑏) = 1 

یجاد سهولت در مسیر ساده سازی روابط و ا برای صرفاً (32-4)تا  (29-4)ابط لازم به ذکر است که رو

 .ودشمشخص می ی تحقیقدر ادامه شده در مسیر راه حل به کار گرفته این مطلب. باشندمی محاسبات
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سری  روشبدست آمده از  بهبود یافته جابجاییهای مؤلفه با استفاده ازاین بخش، ی در ادامه حال

روشی برای  ،2-4-2-3در بخش  و شرایط مرزی بدست آمدهورق و معادلات حاکم فوریه بهبود یافته 

 اریذهد شد. در همین راستا با جایگاارائه خوورق  ایدرون صفحه های طبیعی ارتعاشاتفرکانس استخراج

𝑥 یلبه به عنوان مثال برای ،(23-4)تا  (21-4)شرایط مرزی روابط در (11-4)و  (9-4)روابط  = 0 

 ت:نوشتوان می

(4-33)  

�̅�𝑛𝑥0 (∑ ∑𝐴𝑚𝑛 cos 𝜆𝑏𝑛𝑦

∞

𝑛=0

∞

𝑚=0

+ 𝜉1𝑏(𝑦) ∑ 𝑎𝑚

∞

𝑚=0

+ 𝜉2𝑏(𝑦) ∑ 𝑏𝑚

∞

𝑚=0

)

= ∑𝑐𝑛 cos 𝜆𝑏𝑛𝑦

∞

𝑛=0

+ μ(∑ ∑−𝐵𝑚𝑛𝜆𝑏𝑛 sin 𝜆𝑏𝑛𝑦

∞

𝑛=0

∞

𝑚=0

+ 𝜉1𝑏́ (𝑦) ∑ 𝑒𝑚

∞

𝑚=0

+ 𝜉2𝑏́ (𝑦) ∑ 𝑓𝑚

∞

𝑚=0

)

 

 و

(4-34)  

�̅�𝑝𝑥0 (∑ ∑𝐵𝑚𝑛 cos 𝜆𝑏𝑛𝑦

∞

𝑛=0

∞

𝑚=0

+ 𝜉1𝑏(𝑦) ∑ 𝑒𝑚

∞

𝑚=0

+ 𝜉2𝑏(𝑦) ∑ 𝑓𝑚

∞

𝑚=0

)

= − ∑ ∑𝐴𝑚𝑛𝜆𝑏𝑛 sin 𝜆𝑏𝑛𝑦

∞

𝑛=0

∞

𝑚=0

+ 𝜉1𝑏́ (𝑦) ∑ 𝑎𝑚

∞

𝑚=0

+ 𝜉2𝑏́ (𝑦) ∑ 𝑏𝑚

∞

𝑚=0

+∑𝑔𝑛 cos 𝜆𝑏𝑛𝑦

∞

𝑛=0



cosبر  (33-4)ی رابطه با تقسیم به عنوان مثال ،روابط ساده سازی به منظور 𝜆𝑏𝑛𝑦 توان گفت کهمی: 

(4-33)  

�̅�𝑛𝑥0 (∑ ∑𝐴𝑚𝑛

∞

𝑛=0

∞

𝑚=0

+
𝜉1𝑏(𝑦)

cos 𝜆𝑏𝑛𝑦
∑ 𝑎𝑚

∞

𝑚=0

+
𝜉2𝑏(𝑦)

cos 𝜆𝑏𝑛𝑦
∑ 𝑏𝑚

∞

𝑚=0

)

= ∑𝑐𝑛

∞

𝑛=0

+ μ(∑ ∑
−𝐵𝑚𝑛𝜆𝑏𝑛 sin 𝜆𝑏𝑛𝑦

cos𝜆𝑏𝑛𝑦

∞

𝑛=0

∞

𝑚=0

+
𝜉1𝑏́ (𝑦)

cos 𝜆𝑏𝑛𝑦
∑ 𝑒𝑚

∞

𝑚=0

+
𝜉2𝑏́ (𝑦)

cos 𝜆𝑏𝑛𝑦
∑ 𝑓𝑚

∞

𝑚=0

)

 

 

چند ل ضرایب سری فوریه بهبود یافته، ضرایبی شام (33-4) یهدر رابطهمانطور که مشخص است، 

 رایباین ض که، شودظاهر می کسینوس سینوس و جملاتیافته و  های کمکی سری فوریه بهبودایجمله

باتی مشکلاتی را ایجاد در مسیر محاسبه دلیل حجم زیاد روابط  ی مسیر تحقیقممکن است در ادامه
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به ذکر  لازم شده است.استفاده پیوست )أ(  ارائه شده در لذا برای رفع این مشکل از تعاریف کمکی کنند.

 اند.ی سری فوریه استاندارد حاصل شدهاین تعاریف با کمک گرفتن از رابطه است که

ی را به صورت زیر باز نویس (33-4)ی توان رابطهبا در نظر گرفتن تعاریف کمکی میبدین ترتیب، 

 :کرد

(4-36)  

−�̅�𝑛𝑥0𝛽1𝑛 ∑ 𝑎𝑚

∞

𝑚=0

− �̅�𝑛𝑥0𝛽2𝑛 ∑ 𝑏𝑚

∞

𝑚=0

+ 𝑐𝑛 + 𝜇휂1𝑛 ∑ 𝑒𝑚

∞

𝑚=0

+ 𝜇휂2𝑛 ∑ 𝑓𝑚

∞

𝑚=0

= �̅�𝑛𝑥0 ∑ 𝐴𝑚𝑛

∞

𝑚=0

+ 𝜇∑𝐵𝑚𝑞
𝑚,𝑞

𝜆𝑏𝑞𝜅𝑏𝑛
𝑞
  , (𝑛 = 0,1,2, . . . )

 

در شرایط مرزی باقی مانده و ساده سازی  (11-4)و  (9-4)روابط  در ادامه به طور مشابه، با جایگذاری

 ، که این هشت معادلهکرد پیدادست توان میآنها با استفاده از تعاریف کمکی در مجموع به هشت رابطه 

 :ویسی کردتوان به صورت زیر بازنرا می

(4-37)  

𝑎𝑚 − �̅�𝑛𝑦0𝛼1𝑚∑𝑐𝑛

∞

𝑛=0

− �̅�𝑛𝑦0𝛼2𝑚∑𝑑𝑛

∞

𝑛=0

+ 𝛾1𝑚∑𝑔𝑛

∞

𝑛=0

+ 𝛾2𝑚∑ℎ𝑛

∞

𝑛=0

= ∑ �̅�𝑛𝑦0𝐴𝑚𝑛

∞

𝑛=0

+∑𝐵𝑝𝑛𝜆𝑎𝑝𝜏𝑎𝑚
𝑝

𝑝,𝑛

  , (𝑚 = 0,1,2, . . . )



(4-33)  

𝑏𝑚 + �̅�𝑝𝑦1𝛼1𝑚∑(−1)𝑛𝑐𝑛

∞

𝑛=0

+ �̅�𝑝𝑦1𝛼2𝑚∑(−1)𝑛𝑑𝑛

∞

𝑛=0

+ 𝛾1𝑚∑(−1)𝑛𝑔𝑛

∞

𝑛=0

+𝛾2𝑚∑(−1)𝑛ℎ𝑛

∞

𝑛=0

= −�̅�𝑝𝑦1∑(−1)𝑛𝐴𝑚𝑛

∞

𝑛=0

+∑𝐵𝑝𝑛(−1)
𝑛𝜆𝑎𝑝

𝑝,𝑛

𝜏𝑎𝑚
𝑝
  , (𝑚 = 0,1,2, . . . )



(4-39)  
−�̅�𝑛𝑥0𝛽1𝑛 ∑ 𝑎𝑚

∞

𝑚=0

− �̅�𝑛𝑥0𝛽2𝑛 ∑ 𝑏𝑚

∞

𝑚=0

+ 𝑐𝑛 + 𝜇휂1𝑛 ∑ 𝑒𝑚

∞

𝑚=0

+ 𝜇휂2𝑛 ∑ 𝑓𝑚

∞

𝑚=0

= �̅�𝑛𝑥0 ∑ 𝐴𝑚𝑛

∞

𝑚=0

+ 𝜇∑𝐵𝑚𝑞𝜆𝑏𝑛𝜅𝑏𝑛
𝑞

𝑚,𝑞

    (𝑛 = 0,1,2, . . )

 

 



سالمورق ای ارتعاشات آزاد درون صفحه چهارمفصل    

 

06 

 

(4-41)  

�̅�𝑛𝑥1𝛽1𝑛 ∑(−1)𝑚𝑎𝑚

∞

𝑚=0

+ �̅�𝑛𝑥1𝛽2𝑛 ∑(−1)𝑚𝑏𝑚

∞

𝑚=0

+ 𝑑𝑛 + 𝜇휂1𝑛 ∑(−1)𝑚𝑒𝑚

∞

𝑚=0

+𝜇휂2𝑛 ∑(−1)𝑚𝑓𝑚

∞

𝑚=0

= −�̅�𝑛𝑥1 ∑(−1)𝑚𝐴𝑚𝑛

∞

𝑚=0

+ 𝜇∑𝐵𝑚𝑞(−1)
𝑚𝜆𝑏𝑞𝜅𝑏𝑛

𝑞

𝑚,𝑞

  , (𝑛 = 0.1.2)



(4-41)  

𝜇𝛾1𝑚∑𝑐𝑛

∞

𝑛=0

+ 𝜇𝛾2𝑚∑𝑑𝑛

∞

𝑛=0

+ 𝑒𝑚 − �̅�𝑛𝑦0𝛼1𝑚∑𝑔𝑛

∞

𝑛=0

− �̅�𝑛𝑦0𝛼2𝑚∑ℎ𝑛

∞

𝑛=0

= 𝜇∑𝐴𝑝𝑛𝜆𝑎𝑝𝜏𝑎𝑚
𝑝

𝑝,𝑛

+ �̅�𝑛𝑦0∑𝐵𝑚𝑛

∞

𝑛=0

   (𝑚 = 0,1,2, . . . )



(4-42)  

𝜇𝛾1𝑚∑(−1)𝑛𝑐𝑛

∞

𝑛=0

+ 𝜇𝛾2𝑚∑(−1)𝑛𝑑𝑛

∞

𝑛=0

+ 𝑓𝑚 + �̅�𝑛𝑦1𝛼1𝑚∑(−1)𝑛𝑔𝑛

∞

𝑛=0

+�̅�𝑛𝑦1𝛼2𝑚∑(−1)𝑛ℎ𝑛

∞

𝑛=0

= 𝜇∑𝐴𝑝𝑛(−1)
𝑛𝜆𝑎𝑝𝜏𝑎𝑚

𝑝

𝑝,𝑛

− �̅�𝑛𝑦1∑(−1)𝑛𝐵𝑚𝑛

∞

𝑛=0

  , (𝑚 = 0,1,2, . . . )



(4-43)  

휂1𝑛 ∑ 𝑎𝑚

∞

𝑚=0

+ 휂2𝑛 ∑ 𝑏𝑚

∞

𝑚=0

− �̅�𝑝𝑥0𝛽1𝑛 ∑ 𝑒𝑚

∞

𝑚=0

− �̅�𝑝𝑥0𝛽2𝑛 ∑ 𝑓𝑚

∞

𝑚=0

+ 𝑔𝑛

=∑𝐴𝑚𝑞𝜆𝑏𝑞𝜅𝑏𝑛
𝑞

𝑚,𝑞

+ �̅�𝑝𝑥0 ∑ 𝐵𝑚𝑛

∞

𝑚=0

  , (𝑛 = 0,1,2, . . . )



(4-44)  

휂1𝑛 ∑(−1)𝑚𝑎𝑚

∞

𝑚=0

+ 휂2𝑛 ∑(−1)𝑚𝑏𝑚

∞

𝑚=0

+ �̅�𝑝𝑥1𝛽1𝑛 ∑(−1)𝑚𝑒𝑚

∞

𝑚=0

+ ℎ𝑛

+�̅�𝑝𝑥1𝛽2𝑛 ∑(−1)𝑚𝑓𝑚

∞

𝑚=0

=∑𝐴𝑚𝑞(−1)
𝑚𝜆𝑏𝑞𝜅𝑏𝑛

𝑞

𝑚,𝑞

− �̅�𝑝𝑥1 ∑(−1)𝑚𝐵𝑚𝑛

∞

𝑚=0

  , (𝑛 = 0,1,2, . . . )



مشخص است که ضرایب بسط سری فوریه بهبود یافته یک بعدی  بالا کاملاً با توجه به روابط

ℎ𝑛 و 𝑔𝑛 ،𝑓𝑚 ،𝑒𝑚 ،𝑑𝑛 ،𝑐𝑛 ،𝑏𝑚 ،𝑎𝑚 د، آنها در واقع به ضرایبدر سری فوریه بهبود یافته مستقل نیستن 

ه هستند و همچنین تمام این ضرایب به وابست 𝐵𝑚𝑛 ،𝐴𝑚𝑛استاندارد  کسینوسی گانهبسط سری فوریه دو
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شرایط مرزی مهار کننده بستگی دارند. لازم به ذکر است که با در نظر گرفتن اینکه که ضرایب بسط در 

𝑛محاسبات عددی تا  = 𝑁 و 𝑚 = 𝑀 توان به صورت را می (44-4)تا  (37-4)د، روابط نا کنادامه پید

 :خلاصه نویسی کرد یماتریسشکل  زیر با استفاده از

(4-43)  �̅�α = �̅�Γ  

 :که در آن

(4-46)  
α = {𝑎0, . . . , 𝑎𝑀 , 𝑏0, . . . , 𝑏𝑀, 𝑐0, . . . , 𝑐𝑁 , 𝑑0, . . . , 𝑑𝑁 , . . .

𝑒0, . . . , 𝑒𝑀 , 𝑓0, . . . , 𝑓𝑀, 𝑔0, . . . , 𝑔𝑛 , ℎ0, . . . , ℎ𝑁}



(4-47)  Γ = [ Γ1
𝑇 Γ2

𝑇]𝑇

(4-43)  Γ1
𝑇 = {𝐴00, 𝐴01, . . . , 𝐴𝑚′0, 𝐴𝑚′1, . . . , 𝐴𝑚′𝑛′ , . . . , 𝐴𝑀𝑁}

𝑇

(4-49)  Γ2
𝑇 = {𝐵00, 𝐵01, . . . , 𝐵𝑚′0, 𝐵𝑚′1, . . . , 𝐵𝑚′𝑛′ , . . . , 𝐵𝑀𝑁}

𝑇

 :تنوشتوان و همچنین می

(4-31)  �̅� =

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
𝑎11 𝑏12 𝑐13 𝑑14 𝑒15 𝑓16 𝑔17 ℎ18

𝑎21 𝑏22 𝑐23 𝑑24 𝑒25 𝑓26 𝑔27 ℎ28

𝑎31 𝑏32 𝑐33 𝑑34 𝑒35 𝑓36 𝑔37 ℎ38

𝑎41 𝑏42 𝑐43 𝑑44 𝑒45 𝑓46 𝑔47 ℎ48

𝑎51 𝑏52 𝑐53 𝑑54 𝑒55 𝑓56 𝑔57 ℎ58

𝑎61 𝑏62 𝑐63 𝑑64 𝑒65 𝑓66 𝑔67 ℎ68

𝑎71 𝑏72 𝑐73 𝑑74 𝑒75 𝑓76 𝑔77 ℎ78

𝑎81 𝑏82 𝑐83 𝑑84 𝑒85 𝑓86 𝑔87 ℎ88]
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 

(4-31)  
�̅� = [

𝑞11
𝑇 𝑞21

𝑇 𝑞31
𝑇 𝑞41

𝑇 𝑞51
𝑇 𝑞61

𝑇 𝑞71
𝑇 𝑞81

𝑇

𝑞12
𝑇 𝑞22

𝑇 𝑞32
𝑇 𝑞42

𝑇 𝑞52
𝑇 𝑞62

𝑇 𝑞72
𝑇 𝑞82

𝑇
] 
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استخراج  (44-4)تا  (37-4) توان از روابطرا می �̅� و �̅�های ی عناصر ماتریسهمه لازم به ذکر است که

شده ه ( ارائبپیوست )این عناصر به صورت کامل در  ،تحقیق از بالا رفتن حجم متن جلوگیری برای کرد.

 .است

𝑚 ،(37-4)ی رابطه توان گفت تعداد معادلات درمیدر همین راستا  + د نخواه معادله جبری خطی 1

𝑀)4ر بیانگ (44-4)تا  (37-4) ، در نتیجه روابطبود + 𝑁 + که  ،دنباشخطی میی جبری معادله (2

𝑀)]2 این معادلات جبری خطی شامل + 1) × (𝑁 + 1)] + 4(𝑀 + 𝑁 + سری  مجهول ضرایب(2

لازم به  .اندنشان داده شده (47-4)(49-4)تا  (46-4)روابط  این ضرایب درهستند،  فوریه بهبود یافته

𝑀)]2برای بدست آوردن این ضرایب مجهول به  کهذکر است  + 1) × (𝑁 + ی دیگر نیاز معادله [(1

 اکم کلیبدست آوردن معادلات مورد نیاز از معادلات حبرای  ی این روشدر ادامه به همین منظور. است

 .خواهد شداستفاده  (3-24)

دن مشخصات دینامیکی و و بدست آور معادلات حاکم استفاده از 4-6

 ارتعاشی

لذا  ،گرفته شده استمورد بررسی قرار ورق ای ارتعاشات درون صفحهبا توجه به اینکه  در این تحقیق

 :نویسی کردباز به شکل زیر توان را میمعادلات حاکم 

(4-32)  
𝜕𝑁𝑥
𝜕𝑥

+
𝜕𝑁𝑥𝑦

𝜕𝑦
= 𝜌ℎ

𝜕2𝑢

𝜕𝑡2


(4-33)  𝜕𝑁𝑥𝑦

𝜕𝑥
+
𝜕𝑁𝑦

𝜕𝑦
= 𝜌ℎ

𝜕2𝑣

𝜕𝑡2
 

 

 :ای به صورت زیردر حالت درون صفحهورق های با در نظر گرفتن جابجایی
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(4-34)  𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑡) = 𝑈(𝑥, 𝑦)𝑒𝑗𝜔𝑡

(4-33)  𝑣(𝑥, 𝑦, 𝑡) = 𝑉(𝑥, 𝑦)𝑒𝑗𝜔𝑡 

-ی زمان مینشان دهنده 𝑡و  (𝑟𝑎𝑑)ی فرکانس طبیعی ارتعاشات نشان دهنده 𝜔 که در این روابط

𝑗 )باشند.  = √−1 ) 

توان می (33-4)و  (32-4) روابط در (33-4)و  (34-4)، (12-4)با جایگذاری روابط و همچنین 

 :را به شکل زیر باز نویسی کرد معادلات حاکم بدست آمده در حالت

(4-36)  
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
+
1

2
(1 − 𝜇)

𝜕2𝑢

𝜕𝑦2
+
1

2
(1 + 𝜇)

𝜕2𝑣

𝜕𝑥𝜕𝑦
+
1

𝑐𝐿
2𝜔

2𝑢 = 0

(4-37)  
𝜕2𝑣

𝜕𝑦2
+
1

2
(1 − 𝜇)

𝜕2𝑣

𝜕𝑥2
+
1

2
(1 + 𝜇)

𝜕2𝑢

𝜕𝑥𝜕𝑦
+
1

𝑐𝐿
2𝜔

2𝑣 = 0 

 .هستند 𝑥 و 𝑦در راستاهای ورق  بهبود یافته جابجایی هایمؤلفه به ترتیب 𝑢 و 𝑣 که در این روابط

𝑐𝐿 همچنین = √
𝐸

𝜌(1−𝜇2)
 .باشندای میو فرکانس زاویه لیسرعت موج طوی به ترتیب نشان دهنده ωو  

-4)و  (36-4)در روابط (11-4)و  (9-4)ورق بهبود یافته جابجایی های مولفهجایگذاری در ادامه با 

 خواهند کردورق ای در مسیر بررسی ارتعاشات درون صفحه توان به روابطی که کمک بسیاریمی (37

 دست پیدا کرد:
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(4-33)  

−∑ ∑𝐴𝑚𝑛𝜆𝑎𝑚
2 𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑎𝑚𝑥 𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑏𝑛𝑦 +

∞

𝑛=0

∞

𝑚=0

𝜉1𝑎
′′ (𝑥)∑ 𝑐𝑛 𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑏𝑛𝑦

∞

𝑛=0

+ 𝜉2𝑎
′′ (𝑥)∑𝑑𝑛 𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑏𝑛𝑦

∞

𝑛=0

−𝜉1𝑏(𝑦) ∑ 𝑎𝑚𝜆𝑎𝑚
2 𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑎𝑚𝑥

∞

𝑚=0

− 𝜉2𝑏(𝑦) ∑ 𝑏𝑚𝜆𝑎𝑚
2 𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑎𝑚𝑥

∞

𝑚=0

+
1 − 𝜇

2
[−∑ ∑𝐴𝑚𝑛𝜆𝑏𝑛

2 𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑎𝑚𝑥 𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑏𝑛𝑦

∞

𝑛=0

∞

𝑚=0

+ 𝜉1𝑏
′′ (𝑦) ∑ 𝑎𝑚 𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑎𝑚𝑥

∞

𝑚=0

+𝜉2𝑏
′′ (𝑦) ∑ 𝑏𝑚 𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑎𝑚𝑥

∞

𝑚=0

− 𝜉1𝑎(𝑥)∑ 𝑐𝑛𝜆𝑏𝑛
2 𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑏𝑛𝑦

∞

𝑛=0

− 𝜉2𝑎(𝑥)∑𝑑𝑛𝜆𝑏𝑛
2 𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑏𝑛𝑦

∞

𝑛=0

]

+
1 + 𝜇

2
[∑∑𝐵𝑚𝑛𝜆𝑎𝑚𝜆𝑏𝑛 𝑠𝑖𝑛 𝜆𝑎𝑚𝑥 𝑠𝑖𝑛 𝜆𝑏𝑛𝑦

∞

𝑛=0

∞

𝑚=0

− 𝜉1𝑏
′ (𝑦) ∑ 𝑒𝑚𝜆𝑎𝑚 𝑠𝑖𝑛 𝜆𝑎𝑚𝑥

∞

𝑚=0

−𝜉2𝑏
′ (𝑦) ∑ 𝑓𝑚𝜆𝑎𝑚 𝑠𝑖𝑛 𝜆𝑎𝑚𝑥

∞

𝑚=0

− 𝜉1𝑎
′ (𝑥)∑𝑔𝑛𝜆𝑏𝑛 𝑠𝑖𝑛 𝜆𝑏𝑛𝑦

∞

𝑛=0

− 𝜉2𝑎
′ (𝑥)∑ℎ𝑛𝜆𝑏𝑛 𝑠𝑖𝑛 𝜆𝑏𝑛𝑦

∞

𝑛=0

]

+
1

𝑐𝐿
2𝜔

2 [∑ ∑𝐴𝑚𝑛 𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑎𝑚𝑥 𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑏𝑛𝑦

∞

𝑛=0

∞

𝑚=0

+ 𝜉1𝑏(𝑦) ∑ 𝑎𝑚 𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑎𝑚𝑥

∞

𝑚=0

+𝜉2𝑏(𝑦) ∑ 𝑏𝑚 𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑎𝑚𝑥

∞

𝑚=0

+ 𝜉1𝑎(𝑥)∑ 𝑐𝑛 𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑏𝑛𝑦

∞

𝑛=0

+ 𝜉2𝑎(𝑥)∑𝑑𝑛 𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑏𝑛𝑦

∞

𝑛=0

] = 0



  

(4-39)  

−∑ ∑𝐵𝑚𝑛𝜆𝑏𝑛
2 𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑎𝑚𝑥 𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑏𝑛𝑦 +

∞

𝑛=0

∞

𝑚=0

𝜉1𝑏
′′ (𝑦) ∑ 𝑒𝑚 𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑎𝑚𝑥

∞

𝑚=0

+ 𝜉2𝑏
′′ (𝑦) ∑ 𝑓𝑚 𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑎𝑚𝑥

∞

𝑚=0

−𝜉1𝑎(𝑥)∑𝑔𝑛𝜆𝑏𝑛
2 𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑏𝑛𝑦

∞

𝑛=0

− 𝜉2𝑎(𝑥)∑ℎ𝑛𝜆𝑏𝑛
2 𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑏𝑛𝑦

∞

𝑛=0

+
1 − 𝜇

2
[−∑ ∑𝐵𝑚𝑛𝜆𝑎𝑚

2 𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑎𝑚𝑥 𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑏𝑛𝑦

∞

𝑛=0

∞

𝑚=0

− 𝜉1𝑏(𝑦) ∑ 𝑒𝑚𝜆𝑎𝑚
2 𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑎𝑚𝑥

∞

𝑚=0

−𝜉2𝑏(𝑦) ∑ 𝑓𝑚𝜆𝑎𝑚
2 𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑎𝑚𝑥

∞

𝑚=0

+ 𝜉1𝑎
′′ (𝑥)∑𝑔𝑛 𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑏𝑛𝑦

∞

𝑛=0

+ 𝜉2𝑎
′′ (𝑥)∑ℎ𝑛 𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑏𝑛𝑦

∞

𝑛=0

]

+
1 + 𝜇

2
[∑∑𝐴𝑚𝑛𝜆𝑎𝑚𝜆𝑏𝑛 𝑠𝑖𝑛 𝜆𝑎𝑚𝑥 𝑠𝑖𝑛 𝜆𝑏𝑛𝑦

∞

𝑛=0

∞

𝑚=0

− 𝜉1𝑏
′ (𝑦) ∑ 𝑎𝑚𝜆𝑎𝑚 𝑠𝑖𝑛 𝜆𝑎𝑚𝑥

∞

𝑚=0

−𝜉2𝑏
′ (𝑦) ∑ 𝑏𝑚𝜆𝑎𝑚 𝑠𝑖𝑛 𝜆𝑎𝑚𝑥

∞

𝑚=0

− 𝜉1𝑎
′ (𝑥)∑ 𝑐𝑛𝜆𝑏𝑛 𝑠𝑖𝑛 𝜆𝑏𝑛𝑦

∞

𝑛=0

− 𝜉2𝑎
′ (𝑥)∑𝑑𝑛𝜆𝑏𝑛 𝑠𝑖𝑛 𝜆𝑏𝑛𝑦

∞

𝑛=0

]

+
1

𝑐𝐿
2𝜔

2 [∑ ∑𝐵𝑚𝑛 𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑎𝑚𝑥 𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑏𝑛𝑦

∞

𝑛=0

∞

𝑚=0

+ 𝜉1𝑏(𝑦) ∑ 𝑒𝑚 𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑎𝑚𝑥

∞

𝑚=0

+𝜉2𝑏(𝑦) ∑ 𝑓𝑚 𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑎𝑚𝑥

∞

𝑚=0

+ 𝜉1𝑎(𝑥)∑𝑔𝑛 𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑏𝑛𝑦

∞

𝑛=0

+ 𝜉2𝑎(𝑥)∑ℎ𝑛 𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑏𝑛𝑦

∞

𝑛=0

] = 0

 

𝑐𝑜𝑠را بر  (33-4)ی رابطه با تقسیمبه منظور ساده سازی روابط، حال  𝜆𝑎𝑚𝑥 𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑏𝑛𝑦 توان نوشتمی: 
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(4-61)  

−∑ ∑𝐴𝑚𝑛𝜆𝑎𝑚
2 𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑎𝑚𝑥 𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑏𝑛𝑦 +

∞

𝑛=0

∞

𝑚=0

𝜉1𝑎
′′ (𝑥)∑ 𝑐𝑛 𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑏𝑛𝑦

∞

𝑛=0

+ 𝜉2𝑎
′′ (𝑥)∑𝑑𝑛 𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑏𝑛𝑦

∞

𝑛=0

−𝜉1𝑏(𝑦) ∑ 𝑎𝑚𝜆𝑎𝑚
2 𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑎𝑚𝑥

∞

𝑚=0

− 𝜉2𝑏(𝑦) ∑ 𝑏𝑚𝜆𝑎𝑚
2 𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑎𝑚𝑥

∞

𝑚=0

+
1 − 𝜇

2
[−∑ ∑𝐴𝑚𝑛𝜆𝑏𝑛

2 𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑎𝑚𝑥 𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑏𝑛𝑦

∞

𝑛=0

∞

𝑚=0

+ 𝜉1𝑏
′′ (𝑦) ∑ 𝑎𝑚 𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑎𝑚𝑥

∞

𝑚=0

+𝜉2𝑏
′′ (𝑦) ∑ 𝑏𝑚 𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑎𝑚𝑥

∞

𝑚=0

− 𝜉1𝑎(𝑥)∑ 𝑐𝑛𝜆𝑏𝑛
2 𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑏𝑛𝑦

∞

𝑛=0

− 𝜉2𝑎(𝑥)∑𝑑𝑛𝜆𝑏𝑛
2 𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑏𝑛𝑦

∞

𝑛=0

]

+
1 + 𝜇

2
[∑∑𝐵𝑚𝑛𝜆𝑎𝑚𝜆𝑏𝑛 𝑠𝑖𝑛 𝜆𝑎𝑚𝑥 𝑠𝑖𝑛 𝜆𝑏𝑛𝑦

∞

𝑛=0

∞

𝑚=0

− 𝜉1𝑏
′ (𝑦) ∑ 𝑒𝑚𝜆𝑎𝑚 𝑠𝑖𝑛 𝜆𝑎𝑚𝑥

∞

𝑚=0

−𝜉2𝑏
′ (𝑦) ∑ 𝑓𝑚𝜆𝑎𝑚 𝑠𝑖𝑛 𝜆𝑎𝑚𝑥

∞

𝑚=0

− 𝜉1𝑎
′ (𝑥)∑𝑔𝑛𝜆𝑏𝑛 𝑠𝑖𝑛 𝜆𝑏𝑛𝑦

∞

𝑛=0

− 𝜉2𝑎
′ (𝑥)∑ℎ𝑛𝜆𝑏𝑛 𝑠𝑖𝑛 𝜆𝑏𝑛𝑦

∞

𝑛=0

]

+
1

𝑐𝐿
2𝜔

2 [∑ ∑𝐴𝑚𝑛 𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑎𝑚𝑥 𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑏𝑛𝑦

∞

𝑛=0

∞

𝑚=0

+ 𝜉1𝑏(𝑦) ∑ 𝑎𝑚 𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑎𝑚𝑥

∞

𝑚=0

+𝜉2𝑏(𝑦) ∑ 𝑏𝑚 𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑎𝑚𝑥

∞

𝑚=0

+ 𝜉1𝑎(𝑥)∑ 𝑐𝑛 𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑏𝑛𝑦

∞

𝑛=0

+ 𝜉2𝑎(𝑥)∑𝑑𝑛 𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑏𝑛𝑦

∞

𝑛=0

] = 0



  
  

(4-61)  

−∑∑𝐴𝑚𝑛𝜆𝑎𝑚
2
𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑎𝑚𝑥 𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑏𝑛𝑦

𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑎𝑚𝑥 𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑏𝑛𝑦
+

∞

𝑛=0

∞

𝑚=0

𝜉1𝑎
′′ (𝑥)

𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑎𝑚𝑥
∑𝑐𝑛

𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑏𝑛𝑦

𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑏𝑛𝑦

∞

𝑛=0

+
𝜉2𝑎
′′ (𝑥)

𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑎𝑚𝑥
∑𝑑𝑛

𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑏𝑛𝑦

𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑏𝑛𝑦

∞

𝑛=0

−
𝜉1𝑏(𝑦)

𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑏𝑛𝑦
∑ 𝑎𝑚𝜆𝑎𝑚

2
𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑎𝑚𝑥

𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑎𝑚𝑥

∞

𝑚=0

−
𝜉2𝑏(𝑦)

𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑏𝑛𝑦
∑ 𝑏𝑚𝜆𝑎𝑚

2
𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑎𝑚𝑥

𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑎𝑚𝑥

∞

𝑚=0

+
1 − 𝜇

2
[− ∑∑𝐴𝑚𝑛𝜆𝑏𝑛

2
𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑎𝑚𝑥 𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑏𝑛𝑦

𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑎𝑚𝑥 𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑏𝑛𝑦

∞

𝑛=0

∞

𝑚=0

+
𝜉1𝑏
′′ (𝑦)

𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑏𝑛𝑦
∑ 𝑎𝑚

𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑎𝑚𝑥

𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑎𝑚𝑥

∞

𝑚=0

+
𝜉2𝑏
′′ (𝑦)

𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑏𝑛𝑦
∑ 𝑏𝑚

𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑎𝑚𝑥

𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑎𝑚𝑥

∞

𝑚=0

−
𝜉1𝑎(𝑥)

𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑎𝑚𝑥
∑𝑐𝑛𝜆𝑏𝑛

2
𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑏𝑛𝑦

𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑏𝑛𝑦

∞

𝑛=0

−
𝜉2𝑎(𝑥)

𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑎𝑚𝑥
∑𝑑𝑛𝜆𝑏𝑛

2
𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑏𝑛𝑦

𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑏𝑛𝑦

∞

𝑛=0

]

+
1 + 𝜇

2
[∑∑

𝐵𝑚𝑛𝜆𝑎𝑚𝜆𝑏𝑛 𝑠𝑖𝑛 𝜆𝑎𝑚𝑥 𝑠𝑖𝑛 𝜆𝑏𝑛𝑦

𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑎𝑚𝑥 𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑏𝑛𝑦

∞

𝑛=0

∞

𝑚=0

−
𝜉1𝑏
′ (𝑦)

𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑏𝑛𝑦
∑

𝑒𝑚𝜆𝑎𝑚 𝑠𝑖𝑛 𝜆𝑎𝑚𝑥

𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑎𝑚𝑥

∞

𝑚=0

−
𝜉2𝑏
′ (𝑦)

𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑏𝑛𝑦
∑

𝑓𝑚𝜆𝑎𝑚 𝑠𝑖𝑛 𝜆𝑎𝑚𝑥

𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑎𝑚𝑥

∞

𝑚=0

−
𝜉1𝑎
′ (𝑥)

𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑎𝑚𝑥
∑

𝑔𝑛𝜆𝑏𝑛 𝑠𝑖𝑛 𝜆𝑏𝑛𝑦

𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑏𝑛𝑦

∞

𝑛=0

−
𝜉2𝑎
′ (𝑥)

𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑎𝑚𝑥
∑

ℎ𝑛𝜆𝑏𝑛 𝑠𝑖𝑛 𝜆𝑏𝑛𝑦

𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑏𝑛𝑦

∞

𝑛=0

]

+
1

𝑐𝐿
2𝜔

2 [∑∑𝐴𝑚𝑛
𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑎𝑚𝑥 𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑏𝑛𝑦

𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑎𝑚𝑥 𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑏𝑛𝑦

∞

𝑛=0

∞

𝑚=0

+
𝜉1𝑏(𝑦)

𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑏𝑛𝑦
∑ 𝑎𝑚

𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑎𝑚𝑥

𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑎𝑚𝑥

∞

𝑚=0

+
𝜉2𝑏(𝑦)

𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑏𝑛𝑦
∑ 𝑏𝑚

𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑎𝑚𝑥

𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑎𝑚𝑥

∞

𝑚=0

+
𝜉1𝑎(𝑥)

𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑎𝑚𝑥
∑𝑐𝑛

𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑏𝑛𝑦

𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑏𝑛𝑦

∞

𝑛=0

+
𝜉2𝑎(𝑥)

𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑎𝑚𝑥
∑𝑑𝑛

𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑏𝑛𝑦

𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑏𝑛𝑦

∞

𝑛=0

] = 0
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روند محاسبات را پیچیده  ند کهشودر این قسمت هم ضرایبی ظاهر می شخص است،همانطور که م

 وستارائه شده در پیتعاریف کمکی توان از می قبل خشکنند، لذا با توجه به توضیحات داده شده در بمی

 :کردروابط بالا را ساده سازی و به صورت زیر بازنویسی  و استفاده کرد (أ)

(4-62)  

(𝜆𝑎𝑚
2 +

1 − 𝜇

2
𝜆𝑏𝑛
2 )𝐴𝑚𝑛 + (𝛽1𝑛𝜆𝑎𝑚

2 −
1 − 𝜇

2
𝜎1𝑛) 𝑎𝑚 + (𝛽2𝑛𝜆𝑎𝑚

2 −
1 − 𝜇

2
𝜎2𝑛)𝑏𝑚

+(
1 − 𝜇

2
𝛼1𝑚𝜆𝑏𝑛

2 − 휀1𝑚) 𝑐𝑛 + (
1 − 𝜇

2
𝛼2𝑚𝜆𝑏𝑛

2 − 휀2𝑚)𝑑𝑛

−
1 + 𝜇

2
∑∑𝐵𝑝𝑞

𝑞𝑝

𝜆𝑎𝑝𝜆𝑏𝑞𝜏𝑎𝑚
𝑝
𝜅𝑏𝑛
𝑞

+
1 + 𝜇

2
∑𝑒𝑝
𝑝

휂1𝑛𝜆𝑎𝑝𝜏𝑎𝑚
𝑝
+
1 + 𝜇

2
∑𝑓𝑝
𝑝

휂2𝑛𝜆𝑎𝑝𝜏𝑎𝑚
𝑝

+
1 + 𝜇

2
∑𝑔𝑞
𝑞

𝛾1𝑚𝜆𝑏𝑞𝜅𝑏𝑛
𝑞
+
1 + 𝜇

2
∑ℎ𝑞
𝑞

𝛾2𝑚𝜆𝑏𝑞𝜅𝑏𝑛
𝑞

−
1

𝑐𝐿
2𝜔

2(𝐴𝑚𝑛 + 𝛽1𝑛𝑎𝑚 + 𝛽2𝑛𝑏𝑚 + 𝛼1𝑚𝑐𝑛 + 𝛼2𝑚𝑑𝑛) = 0



(4-63)  

(𝜆𝑏𝑛
2 +

1 − 𝜇

2
𝜆𝑎𝑚
2 )𝐵𝑚𝑛 + (

1 − 𝜇

2
𝛽1𝑛𝜆𝑎𝑚

2 − 𝜎1𝑛) 𝑒𝑚 + (
1 − 𝜇

2
𝛽2𝑛𝜆𝑎𝑚

2 − 𝜎2𝑛)𝑓𝑚

+(𝛼1𝑚𝜆𝑏𝑛
2 −

1 − 𝜇

2
휀1𝑚)𝑔𝑛 + (𝛼2𝑚𝜆𝑏𝑛

2 −
1 − 𝜇

2
휀2𝑚) ℎ𝑛

−
1 + 𝜇

2
∑∑𝐴𝑝𝑞

𝑞𝑝

𝜆𝑎𝑝𝜆𝑏𝑞𝜏𝑎𝑚
𝑝
𝜅𝑏𝑛
𝑞

+
1 + 𝜇

2
∑𝑎𝑝
𝑝

휂1𝑛𝜆𝑎𝑝𝜏𝑎𝑚
𝑝
+
1 + 𝜇

2
∑𝑏𝑝
𝑝

휂2𝑛𝜆𝑎𝑝𝜏𝑎𝑚
𝑝

+
1 + 𝜇

2
∑𝑐𝑞
𝑞

𝛾1𝑚𝜆𝑏𝑞𝜅𝑏𝑛
𝑞
+
1 + 𝜇

2
∑𝑑𝑞
𝑞

𝛾2𝑚𝜆𝑏𝑞𝜅𝑏𝑛
𝑞

−
1

𝑐𝐿
2𝜔

2(𝐵𝑚𝑛 + 𝛽1𝑛𝑒𝑚 + 𝛽2𝑛𝑚 + 𝛼1𝑚𝑔𝑛 + 𝛼2𝑚ℎ𝑛) = 0
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𝑛با در نظر گرفتن اینکه ضرایب بسط در محاسبات عددی تا  توانمیدر ادامه  = 𝑁 و 𝑚 = 𝑀  ادامه

 کرد:خلاصه نویسی  زیر به صورت را با استفاده از شکل ماتریسی (63-4)و  (62-4)روابط د، نپیدا کن

(4-64)  [
𝐴11 𝐴12

𝐴21 𝐴22
] Γ + [

𝐵11 𝐵12

𝐵21 𝐵22
] α−

𝜔2

𝑐𝐿
2 {[

𝐸11 𝐸12

𝐸21 𝐸22
] Γ + [

𝐹11 𝐹12

𝐹21 𝐹22
]α} = 0

 (63-4)و  (62-4)توان به راحتی از روابط را می 𝐸 ،𝐵 ،𝐴 و 𝐹 هایماتریس عناصر که در این رابطه

ه باین عناصر  تحقیق به منظور جلوگیری از بالا رفتن حجم متن لازم به ذکر است که استخراج کرد.

 (62-4)ی توان گفت که رابطهبه عنوان مثال میین نهمچ. اندشدهارائه  (ب)صورت کامل در پیوست 

𝑀) بیانگر + 1)× (𝑁 +  خواهد بود.  خطیی جبری معادله (1

با یکدیگر کوپل هستند و همچنین ضرایب بسط سری  (43-4)و  (64-4)ی ، رابطهبا توجه به اینکه

-4) یتوان با استفاده از رابطهدر این دو رابطه مستقل نیستند. لذا می فوریه بهبود یافته یک بعدی و

 :گفت کهتوان میبدین ترتیب حذف کرد،  (64-4)ی در رابطه را αضرایب  ،(43

(4-63)  α = �̅�−1�̅�Γ

را به صورت زیر بازنویسی  این رابطهتوان می (64-4)ی در رابطه (63-4)ی رابطه با جایگذاریدر ادامه 

 :کرد

(4-66)  {(𝐴 + 𝐵�̅�−1�̅�) −
𝜔2

𝑐𝐿
2
(𝐸 + 𝐹�̅�−1�̅�)}𝛤 = 0

𝑴با در نظر گرفتن  همچنین و = 𝐸 + 𝐹�̅�−1�̅� و 𝑲 = 𝐴 + 𝐵�̅�−1�̅� توان به ی بالا را میرابطه

 :صورت زیر بازنویسی کرد



سالمورق ای ارتعاشات آزاد درون صفحه چهارمفصل    

 

64 

 

(4-67)  (𝑲−
𝜔2

𝑐𝐿
2 𝑴)𝛤 = 0

 ژه ماتریس استاندارد،وی مسائلراه حل  و نیز با استفاده (67-4)ی از رابطه توانبه راحتی می حال

، (9-4) همچنین با استفاده از روابط .خراج کرداسترا ورق  ایارتعاشات درون صفحه های طبیعیفرکانس

را استخراج کرد.ورق ای توان شکل مودهای ارتعاشات درون صفحهبه راحتی می (43-4)  و (4-11)

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

 

 

 

  5 فصل
 

 دار ای ورق ترکارتعاشات آزاد درون صفحه

ردار فرضین ریتز   بهبود یافته  وتکنیک مرز ف  –با استفاده از روش    رایلی 
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 مقدمه 3-1

سازی ترک در سازه از برای رفع مشکل اعمال شرایط مرزی مختلف و شبیه در این بخش از تحقیق

ه وجود های بترکاثر توان می. با استفاده از این تکنیک شودک مرز فنردار فرضی بهره گرفته میتکنی

 .دادقرار  و تحلیل مورد بررسی بیهای تقریبدون استفاده از روش را موجود در صنعت هایزهآمده در سا

رای ببرای مواجه نشدن با مشکلاتی . لازم به ذکر است دشواستفاده میریتز -از روش رایلیدر این تحقیق 

ه های جابجایی بهبود یافتبا استفاده از مؤلفهریتز،  -همگرایی مسئله، روش رایلی دقت و  ،روند تحلیل

 .بهبود داده خواهد شد

ررسی ب و سازیشبیهجزئیات کامل با  به صورت گام به گامد مورد استفاده در این تحقیق روندر ادامه، 

کنیک بهره گرفتن از تبا  ریتز بهبود یافته-دار، با استفاده از روش رایلیترکورق ای ارتعاشات درون صفحه

ورق سازی رد چگونگی اعمال شرایط برای شبیهدر مو همچنینو  خواهد شدارائه  مرز فنردار فرضی

 .داده خواهد شدتوضیح دار ترک

 دارترک برای مدلسازی ورق استفاده از تکنیک مرز فنردار فرضی 3-2

 ی متصلیکسرگیردار که ترکی در لبهورق ای در این بخش از تحقیق ارتعاشات آزاد درون صفحه

 شودداده می(. همچنین نشان 1-3شکل) است، مورد بررسی قرار گرفته ی آن به وجود آمده استشده

 تواننه میاز تکنیک مرز فنردار فرضی چگو بهره گرفتنریتز بهبود یافته و با -ی تکنیک رایلیکه به واسطه

 .دادقرار  و تحلیل دار را مورد بررسییکسر گیردار سالم و ترکورق ای ارتعاشات آزاد درون صفحه
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  یکسر گیردار دارترکورق  شماتیک  1-3شکل

فاده که با استورق ، مدلی از دو سازی کردشبیه تمام شرایط را اینکه بتوان به منظور در همین راستا 

در نظر اند هشدبه یکدیگر متصل  𝑘𝑐2 و نیروهای برشی 𝑘𝑐1ی در راستای نیروهای طولی از فنرهای خط

 𝑘𝑢 لنرماتوسط فنرهای خطی در راستای نیروهای  ،دار فرضیکه طبق تکنیک مرز فنر ،شودگرفته می

 . (2-3شکل)اند مهار شدهاز سه طرف باقی مانده  𝑘𝑣 مماسی و

 

 دار مدلسازی شده با استفاده از تکنیک مرز فنردار فرضیترکورق شماتیک  2-3شکل

𝑎 

𝑏1 

𝑏2 

𝑝𝑙𝑎𝑡𝑒  

𝑥 

𝑦 

𝑝𝑙𝑎𝑡𝑒 2  

𝑦
1
 

𝑥 

𝑏1 

𝑎 

𝑦
2
 

𝑥 

𝑏2 

𝑎 

𝑝𝑙𝑎𝑡𝑒 1  

𝑘𝑐1 

𝑘𝑐2 
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که با  1ورق لازم به ذکر است که  باشد.می 2 و 1ورق ز متشکل ا ،هم چسبیده به هایساختار ورق

𝑥ی در صفحه شود،مشخص می ℎضخامت  و 𝑏1 عرض ،𝑎طول  − 𝑦1  که با طول  2ورق و𝑎 عرض ،𝑏2 

𝑥ی در صفحهشود، مشخص می ℎو ضخامت  − 𝑦2 د. نقرار دار 

 های جابجایی بهبود یافتهمؤلفه 3-3

توان به صورت زیر در را میورق  بهبود یافته جابجاییهای مؤلفه ،ی قبلهابخش مطالببا توجه به 

  :نظر گرفت

(3-1)  𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑡) = 𝑈(𝑥, 𝑦)𝑒𝑗𝜔𝑡  

(3-2)  𝑣(𝑥, 𝑦, 𝑡) = 𝑉(𝑥, 𝑦)𝑒𝑗𝜔𝑡  

-می ی زماننشان دهنده 𝑡و  (𝑟𝑎𝑑)ی فرکانس طبیعی ارتعاشات نشان دهنده 𝜔 که در این روابط

𝑗 )باشند.  = √−1 ) 

ورق  های جابجایی بهبود یافتهمؤلفهتوان میدر روابط بالا  (11-4)و  (9-4)جایگذاری روابط با در ادامه 

 :به صورت زیر بازنویسی کرد 2 و 1ورق برای  را
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(3-3)  

𝑢1(𝑥, 𝑦1, 𝑡) = {∑ ∑𝐴𝑚𝑛 cos 𝜆𝑎𝑚𝑥 cos 𝜆𝑏1𝑛𝑦1

∞

𝑛=0

∞

𝑚=0

+𝜉1𝑏1(𝑦1) ∑ 𝑎𝑚 cos 𝜆𝑎𝑚𝑥

∞

𝑚=0

+ 𝜉2𝑏1(𝑦1) ∑ 𝑏𝑚 cos 𝜆𝑎𝑚𝑥

∞

𝑚=0

+𝜉1𝑎(𝑥)∑ 𝑐𝑛 cos 𝜆𝑏1𝑛𝑦1

∞

𝑛=0

+ 𝜉2𝑎(𝑥)∑𝑑𝑛 cos 𝜆𝑏1𝑛𝑦1

∞

𝑛=0

} 𝑒𝑗𝜔𝑡

 

(3-4)  

𝑣1(𝑥, 𝑦1, 𝑡) = {∑ ∑𝐵𝑚𝑛 cos 𝜆𝑎𝑚𝑥 cos 𝜆𝑏1𝑛𝑦1

∞

𝑛=0

∞

𝑚=0

+𝜉1𝑏1(𝑦1) ∑ 𝑒𝑚 cos 𝜆𝑎𝑚𝑥

∞

𝑚=0

+ 𝜉2𝑏1(𝑦1) ∑ 𝑓𝑚 cos 𝜆𝑎𝑚𝑥

∞

𝑚=0

+𝜉1𝑎(𝑥)∑𝑔𝑛 cos 𝜆𝑏1𝑛𝑦1

∞

𝑛=0

+ 𝜉2𝑎(𝑥)∑ ℎ𝑛 cos 𝜆𝑏1𝑛𝑦1

∞

𝑛=0

} 𝑒𝑗𝜔𝑡



 و

(3-3)  

𝑢2(𝑥, 𝑦2, 𝑡) = {∑ ∑𝐴𝑚𝑛
′ cos 𝜆𝑎𝑚𝑥 cos 𝜆𝑏2𝑛𝑦2

∞

𝑛=0

∞

𝑚=0

+𝜉1𝑏2(𝑦2) ∑ 𝑎𝑚
′ cos 𝜆𝑎𝑚𝑥

∞

𝑚=0

+ 𝜉2𝑏2(𝑦2) ∑ 𝑏𝑚
′ cos 𝜆𝑎𝑚𝑥

∞

𝑚=0

+𝜉1𝑎(𝑥)∑ 𝑐𝑛
′ cos 𝜆𝑏2𝑛𝑦2

∞

𝑛=0

+ 𝜉2𝑎(𝑥)∑𝑑𝑛
′ cos 𝜆𝑏2𝑛𝑦2

∞

𝑛=0

} 𝑒𝑗𝜔𝑡

 

(3-6)  

𝑣2(𝑥, 𝑦2, 𝑡) = {∑ ∑𝐵𝑚𝑛
′ cos 𝜆𝑎𝑚𝑥 cos 𝜆𝑏2𝑛𝑦2

∞

𝑛=0

∞

𝑚=0

+𝜉1𝑏2(𝑦2) ∑ 𝑒𝑚
′ cos 𝜆𝑎𝑚𝑥

∞

𝑚=0

+ 𝜉2𝑏2(𝑦2) ∑ 𝑓𝑚
′ cos 𝜆𝑎𝑚𝑥

∞

𝑚=0

+𝜉1𝑎(𝑥)∑𝑔𝑛
′ cos 𝜆𝑏2𝑛𝑦2

∞

𝑛=0

+ 𝜉2𝑎(𝑥)∑ℎ𝑛
′ cos 𝜆𝑏2𝑛𝑦2

∞

𝑛=0

} 𝑒𝑗𝜔𝑡

 

 

𝐵𝑚𝑛 این روابطدر 
′ ′𝐴𝑚𝑛 و   ،𝐵𝑚𝑛 ،𝐴𝑚𝑛  و 2و  1ورق برای  سری فوریه استاندارد گسترشضرایب ، 

،𝑎𝑚 ،𝑏𝑚 ،𝑐𝑛 ،𝑑𝑛 ،𝑒𝑚 ،𝑓
𝑚

 ،𝑔
𝑛

 ،ℎ𝑛 ،𝑎𝑚′ ،𝑏𝑚′ ،𝑐𝑛′ ،𝑑𝑛′ ،𝑒𝑚′ ،𝑓
𝑚
′ 𝑔𝑛

ℎ𝑛و  ′
ورق ضرایب مکمل مربوط به  ′
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های ایچند جملههای جابجایی ورق، مربوط به استخراج مؤلفه بخشهمچنین با توجه به  .باشندمی 2و  1

، با توجه به شرایط ابعادیرا  2و  1ورق های جابجایی مربوط به مؤلفه (6-3)و  (3-3)روابط  کمکی

 :توان به صورت زیر تعریف کردمی

(3-7)  𝜉1𝑎(𝑥) = 𝑎휁𝑥(휁𝑥 − 1)
2, 𝜉2𝑎(𝑥) = 𝑎휁𝑥

2(휁𝑥 − 1), (휁𝑥 = 𝑥 𝑎⁄ ) 

(3-3)  𝜉1𝑏1(𝑦1) = 𝑏1휁𝑦1(휁𝑦1 − 1)
2
, 𝜉2𝑏1(𝑦1) = 𝑏1휁𝑦1

2 (휁𝑦1 − 1), (휁𝑦1 = 𝑦1 𝑏1⁄ ) 

(3-9)  𝜉1𝑏2(𝑦2) = 𝑏2휁𝑦2(휁𝑦2 − 1)
2
, 𝜉2𝑏2(𝑦2) = 𝑏2휁𝑦2

2 (휁𝑦2 − 1), (휁𝑦2 = 𝑦2 𝑏2⁄ ) 

 های کمکیایچند جمله (9-3)تا  (7-3) ، روابطهای قبل ارائه شده استبا توجه به مطالبی در بخش

 باشند.بسط سری فوریه بهبود یافته می

های فنر از دو گروه (2-3شکلدر شکل ) ، در مدل در نظر گرفته شدهمشخص استهمان طور که 

قرار دارند و همچنین  2و  1ورق های در لبه 𝑘𝑣 مماسینیروهای  و 𝑘𝑢 نرمالنیروهای  خطی در راستای

و  1ورق که در بین دو  𝑘𝑐2 مماسیو نیروهای  𝑘𝑐1 نرمالدو گروه از فنرهای خطی در راستای نیروهای 

  اشند.بل شرایط پیوستگی میاعمال شرایط مرزی مختلف و اعمابه منظور به ترتیب که  ،اندقرارگرفته 2
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  مشخصات دینامیکی و ارتعاشی بدست آوردن 3-4

در حالت ارتعاشات  در نظر گرفته شده ورق 𝑇𝑇𝑜𝑡𝑎𝑙 و انرژی جنبشی کل 𝑉𝑇𝑜𝑡𝑎𝑙انرژی پتانسیل کل 

 :توان به صورت زیر معرفی کردمی ای رادرون صفحه

(3-11)  𝑉𝑇𝑜𝑡𝑎𝑙 = 𝑉𝑖𝑛
1 + 𝑉𝑖𝑛

2 + 𝑉12_𝑐 

(3-11)  𝑇𝑇𝑜𝑡𝑎𝑙 = 𝑇𝑖𝑛
1 + 𝑇𝑖𝑛

2  

𝑉𝑖𝑛 این روابطکه در 
2  :برابرند با به ترتیب 𝑉𝑖𝑛1 و 

(3-12)  𝑉𝑖𝑛
1 = 𝑉𝑝_𝑖𝑛

1 + 𝑉𝑏_𝑖𝑛
1  

(3-13)  𝑉𝑖𝑛
2 = 𝑉𝑝_𝑖𝑛

2 + 𝑉𝑏_𝑖𝑛
2  

𝑉𝑝_𝑖𝑛 در این روابطهمچنین 
2 ارتعاشات درون  به وجود آمده در اثر انرژی پتانسیل به ترتیب 𝑉𝑝_𝑖𝑛1 و 

𝑉𝑏_𝑖𝑛 و 2و  1ورق  ایصفحه
2  فنرهای تغییر شکل به وجود آمده در اثر انرژی کرنشیبه ترتیب  𝑉𝑏_𝑖𝑛1 و 

 ایات درون صفحهارتعاش انرژی پتانسیل در اثر 𝑉12_𝑐باشند. می 2 و 1ورق های مرزی موجود بر لبه خطی

𝑇𝑖𝑛 باشد. همچنینها میموجود در بین ورق خطی فنرهای
2 به وجود آمده به ترتیب انرژی جنبشی  𝑇𝑖𝑛1 و 

 باشند. می 2و  1ورق ای ارتعاشات درون صفحهدر اثر 

ی )رابطه 𝐴𝑖𝑗ا جایگذاری ضرایب سختی ب و مرز فنردار فرضیبا ورق  ابع انرژیوتبا توجه به بخش  حال

 ی انرژیتوان رابطهمی ه سازی این رابطه،و سپس با سادورق  انرژی کرنشی (13-3)ی در رابطه ((3-11)

 :زیر بازنویسی کردکرنشی را به صورت 
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(3-14)  𝑉𝑖𝑛 =
1

2
∫∫

{
 
 

 
 𝐸ℎ

1 − 𝜇2
(
𝜕𝑢

𝜕𝑥
)
2

+ 2
𝜇𝐸ℎ

1 − 𝜇2
(
𝜕𝑣

𝜕𝑦
) (
𝜕𝑢

𝜕𝑥
)

+
𝐸ℎ

1 − 𝜇2
(
𝜕𝑣

𝜕𝑦
)
2

+ 𝐺ℎ (
𝜕𝑣

𝜕𝑥
+
𝜕𝑢

𝜕𝑦
)
2

}
 
 

 
 𝑏

0

𝑑𝑥𝑑𝑦

𝑎

0

 

 :بیان کرد را به صورت زیر 2 و 1ورق  نرژی کرنشیتوان امی (14-3)ی با استفاده از رابطه نابراینب

(3-13)  𝑉𝑝_𝑖𝑛
1 =

𝐺𝑘
2
∫∫{(

𝜕𝑢1
𝜕𝑥

+
𝜕𝑣1
𝜕𝑦1

)
2

− 2(1 − 𝜇)
𝜕𝑢1
𝜕𝑥

𝜕𝑣1
𝜕𝑦1

+
1 − 𝜇

2
(
𝜕𝑣1
𝜕𝑥

+
𝜕𝑢1
𝜕𝑦1

)
2

}

𝑏

0

𝑑𝑥𝑑𝑦

𝑎

0

 

(3-16)  𝑉𝑝_𝑖𝑛
2 =

𝐺𝑘
2
∫∫{(

𝜕𝑢2
𝜕𝑥

+
𝜕𝑣2
𝜕𝑦2

)
2

− 2(1 − 𝜇)
𝜕𝑢2
𝜕𝑥

𝜕𝑣2
𝜕𝑦2

+
1 − 𝜇

2
(
𝜕𝑣2
𝜕𝑥

+
𝜕𝑢2
𝜕𝑦2

)
2

}

𝑏

0

𝑑𝑥𝑑𝑦

𝑎

0

 

𝐺𝑘در این روابط  =
𝐸ℎ

1−𝜇2
 (16-3)ی و همچنین با استفاده از رابطهباشد، میورق سختی کششی  

 :به صورت زیر بازنویسی کرد توانرا می 2و  1ورق برای  انرژی کرنشی تغییر شکل فنرهای مرزی

(3-17)           

𝑉𝑏_𝑖𝑛
1 =

1

2
∫ {[𝑘𝑛𝑥10𝑢1

2 + 𝑘𝑝𝑥10𝑣1
2]|𝑥=0 + [𝑘𝑛𝑥11𝑢1

2 + 𝑘𝑝𝑥11𝑣1
2]|𝑥=𝑎}𝑑𝑦1

𝑏1

0

+
1

2
∫{[𝑘𝑛𝑦10𝑢1

2 + 𝑘𝑝𝑦10𝑣1
2]|𝑦1=0}𝑑𝑥

𝑎

0

 

(3-13)           

𝑉𝑏_𝑖𝑛
2 =

1

2
∫ {[𝑘𝑛𝑥20𝑢2

2 + 𝑘𝑝𝑥20𝑣2
2]|𝑥=0 + [𝑘𝑛𝑥21𝑢2

2 + 𝑘𝑝𝑥21𝑣2
2]|𝑥=𝑎}𝑑𝑦2

𝑏2

0

+
1

2
∫{[𝑘𝑛𝑦21𝑢2

2 + 𝑘𝑝𝑦21𝑣2
2]|𝑦2=𝑎}𝑑𝑥

𝑎

0



که به ترتیب سختی  ،سختی فنرهای خطی در مرز هستند 𝑘𝑛𝑥10 و 𝑘𝑝𝑦21 در این رابطه به عنوان نمونه

𝑥ی در لبه 1ورق فنر  = 𝑦ی در لبه 2ورق و در راستای نیروهای نرمال و سختی فنر  0 = 𝑏2  در

انرژی  یدر رابطه (33-4)و  (34-4)با جایگذاری روابط  همچنین باشند.یم مماسیراستای نیروهای 
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را به صورت زیر  2 و 1ورق ای انرژی جنبشی ارتعاشات درون صفحهتوان می (14-3)ورق جنبشی 

 :بازنویسی کرد

(3-19)  𝑇𝑖𝑛
1 =

1

2
∫∫ 𝜌ℎ {(

𝜕𝑢1
𝜕𝑡
)
2

+ (
𝜕𝑣1
𝜕𝑡
)
2

}

𝑏1

0

𝑑𝑥𝑑𝑦1

𝑎

0

=
1

2
𝜌ℎ𝜔2∫∫(𝑢1

2 + 𝑣1
2)

𝑏1

0

𝑑𝑥𝑑𝑦1

𝑎

0

 

(3-21)  𝑇𝑖𝑛
2 =

1

2
∫∫ 𝜌ℎ {(

𝜕𝑢2
𝜕𝑡
)
2

+ (
𝜕𝑣2
𝜕𝑡
)
2

}

𝑏2

0

𝑑𝑥𝑑𝑦2

𝑎

0

=
1

2
𝜌ℎ𝜔2∫∫(𝑢2

2 + 𝑣2
2)

𝑏2

0

𝑑𝑥𝑑𝑦2

𝑎

0

 

و ضخامت  ای )طبیعی(، چگالی، نسبت پواسونبه ترتیب فرکانس زاویه 𝜇 ،𝜌 ،𝜔 و ℎ در این روابط

 باشند.می مدنظرورق 

ارتعاشات انرژی پتانسیل توان می 2و  1ورق حال در ادامه با توجه به فنرهای خطی موجود در بین 

 :به صورت زیر بیان کرد را 𝑉12_𝑐 هاای در اثر فنرهای موجود در بین ورقدرون صفحه

(3-21)  𝑉12_𝑐 =
1

2
∫{𝑘𝑐1(𝑢1|𝑦1=𝑏1 − 𝑢2|𝑦2=0)

2
+ 𝑘𝑐2(𝑣1|𝑦1=𝑏1 − 𝑣2|𝑦2=0)

2
}

𝑎

0

𝑑𝑥 

لازم به ذکر است  باشند.می 2و  1ورق سختی فنرهای موجود در بین  𝑘𝑐1 و 𝑘𝑐2 که در این رابطه

یکی  و همچنین باشدمی 2و  1ورق عملاً به منظور ایجاد شرایط پیوستگی در بین  (21-3)ی ، رابطهکه

به صورت یکپارچه در نظر  2و  1رق واین نوع مدلسازی این است که، وقتی که لازم است  از مزایای

بیه شرایطی را ش هابرای سختی فنرهای موجود در بین ورق بتوان با انتخاب مقدار مناسمی گرفته بشود،

در این تحقیق برای اعمال این نوع . باشدمیورق ی یکپارچه بودن این دو که نشان دهنده ردسازی ک

1010برابر ورق های بین دو شرایط، سختی فنر  
𝑁

𝑚
 از با استفاده از این تکنیکگرفته شده است. در نظر  

 جلوگیری ،ندوشمی های دقیقحلدر دیگر راه روابط پیوستگی که سبب پیچیده شدن روابط روبرو شدن با

 .دوشمی
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، در استخراج شد 2و  1ورق  بهبود یافته جابجاییهای مؤلفه های انرژی وعبارت با توجه به اینکه

 : ردمدل شده را به صورت زیر تعریف ک هایورق ℒتوان تابع لاگرانژین میامه اد

(3-22)  ℒ = 𝑇𝑇𝑜𝑡𝑎𝑙 − 𝑉𝑇𝑜𝑡𝑎𝑙  

 دار یکسر گیردار بایدترکورق های طبیعی استخراج فرکانسبرای  ریتز -طبق روش رایلی  سپس

تا  (3-3)ی رابطه هایورق هبود یافتهب جابجایی هایمؤلفه ابتدا لذا ،رساند حداقلرا به  تابع لاگرانژین

سپس  کرده وجایگذاری  ℒتابع لاگرانژین انرژی پتانسیل کل و انرژی جنبشی کل موجود در  دررا  (3-6)

 مشتق یسری فوریه کمک از تابع لاگرانژین نسبت به ضرایب بسط سری فوریه استاندارد و ضرایب بسط

 :تنوشتوان د. پس میوداده شبرابر با صفر قرار  نتیجه و گرفته

(3-23)  
𝜕ℒ

𝜕Ξ
= 0, Ξ = {

𝐴𝑚𝑛, 𝑎𝑚, 𝑏𝑚, 𝑐𝑛, 𝑑𝑛, 𝐵𝑚𝑛, 𝑒𝑚, 𝑓𝑚, 𝑔𝑛, ℎ𝑛, . . .

𝐴𝑚𝑛
′ , 𝑎𝑚

′ , 𝑏𝑚
′ , 𝑐𝑛

′ , 𝑑𝑛
′ , 𝐵𝑚𝑛

′ , 𝑒𝑚
′ , 𝑓𝑚

′ , 𝑔𝑛
′ , ℎ𝑛

′

(𝑚 = 0,1, . . . , 𝑀), (𝑛 = 0,1, . . . , 𝑁)

  

افته بهبود ی های جابجاییمؤلفهی گسترش دهنده تعداد جملات قابل ذکر است که، با در نظر گرفتن

𝑚برابر با  2و  1 هایورق = 𝑀  و𝑛 = 𝑁 ، با رابرعادلات جبری خطی بـمتعداد 

 5 × [(𝑀 + 1) × (𝑁 + 1)] + 10 × (𝑀 +𝑁 +  .خواهند شد (2

با در نظر گرفتن اینکه ضرایب بسط در محاسبات و  حال با انجام عملیات ذکر شده و خلاصه نویسی

𝑛عددی تا  = 𝑁 و 𝑚 = 𝑀 رددست پیدا ک یتوان به فرمی به شکل ماتریسمی د،نادامه پیدا کن: 

(3-24)           (𝑲 − 𝜔2𝑴)𝑮 = 𝟎 

باشند. این دو ماتریس را میورق ریس سختی و ماتریس جرم به ترتیب مات 𝑲 و 𝑴 که در این رابطه

  :ان به صورت زیر تعریف کردتومی
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(3-23)           𝑲 =

[
 
 
 
 
 
 
 
 
𝐾1−1 𝐾1−2 𝐾1−3 𝐾1−4 ⋯ 𝐾1−20

𝐾1−2 𝐾2−2 𝐾2−3 𝐾2−4 ⋯ 𝐾2−20

𝐾1−3 𝐾2−3 𝐾3−3 𝐾3−4 ⋯ 𝐾3−20

𝐾1−4 𝐾2−4 𝐾3−4 𝐾4−4 ⋯ 𝐾4−20

⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮

𝐾1−20 𝐾2−20 𝐾3−20 𝐾4−20 ⋯ 𝐾20−20]
 
 
 
 
 
 
 
 

 

(3-26)           𝑴 =

[
 
 
 
 
 
 
 
 
𝑀1−1 𝑀1−2 𝑀1−3 𝑀1−4 ⋯ 𝑀1−20

𝑀1−2 𝑀2−2 𝑀2−3 𝑀2−4 ⋯ 𝑀2−20

𝑀1−3 𝑀2−3 𝑀3−3 𝑀3−4 ⋯ 𝑀3−20

𝑀1−4 𝑀2−4 𝑀3−4 𝑀4−4 ⋯ 𝑀4−20

⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮

𝑀1−20 𝑀2−20 𝑀3−20 𝑀4−20 ⋯ 𝑀20−20]
 
 
 
 
 
 
 
 

 

های سختی و جرم لازم به ذکر است که به منظور جلوگیری از بالا رفتن حجم متن عناصر ماتریس

𝑴 و 𝑲  شده استارائه  (ت)به صورت کامل در پیوست. 

بسط سری فوریه استاندارد و ی ماتریس ضرایب نشان دهنده (24-3)ی در رابطه 𝑮همچنین پارامتر 

 :شوندباشند که به صورت زیر تعریف میمی ضرایب بسط سری فوریه کمکی

(3-27)           𝑮 = [𝑮𝑢1 , 𝑮𝑣1 , 𝑮𝑢2 , 𝑮𝑣2] 

 : رابطه که در این

(3-23)           

𝑮𝑢1 = [𝐴00, 𝐴01, . . . , 𝐴𝑚′0, 𝐴𝑚′1, . . . , 𝐴𝑚′𝑛′ , . . . , 𝐴𝑀𝑁 , 𝑎0, . . . , 𝑎𝑀 , 𝑏0, . . . , 𝑏𝑀 , 𝑐0, . . . , 𝑐𝑁 , 𝑑0, . . . , 𝑑𝑁] 

𝑮𝑣1 = [𝐵00, 𝐵01, . . . , 𝐵𝑚′0, 𝐵𝑚′1, . . . , 𝐵𝑚′𝑛′ , . . . , 𝐵𝑀𝑁 , 𝑒0, . . . , 𝑒𝑀, 𝑓0, . . . , 𝑓𝑀, 𝑔0, . . . , 𝑔𝑁 , ℎ0, . . . , ℎ𝑁] 

𝑮𝑢2 = [𝐴00
′ , 𝐴01

′ , . . . , 𝐴𝑚′0
′ , 𝐴𝑚′1

′ , . . . , 𝐴𝑚′𝑛′
′ , . . . , 𝐴𝑀𝑁

′ , 𝑎0
′ , . . . , 𝑎𝑀

′ , 𝑏0
′ , . . . , 𝑏𝑀

′ , 𝑐0
′ , . . . , 𝑐𝑁

′ , 𝑑0
′ , . . . , 𝑑𝑁

′ ] 

𝑮𝑣2 = [𝐵00
′ , 𝐵01

′ , . . . , 𝐵𝑚′0
′ , 𝐵𝑚′1

′ , . . . , 𝐵𝑚′𝑛′
′ , . . . , 𝐵𝑀𝑁

′ , 𝑒0
′ , . . . , 𝑒𝑀

′ , 𝑓0
′, . . . , 𝑓𝑀

′ , 𝑔0
′ , . . . , 𝑔𝑁

′ , ℎ0
′ , . . . , ℎ𝑁

′ ] 

 مورد ورق های طبیعیتوان فرکانسمییهی است که با استفاده از مسائل ویژه ماتریس استاندارد بد

 استخراج نمود.  (24-3)ی را از رابطهنظر 
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 وش اعتبار سنجیر 3-3

، این رداترکورق ریتز بهبود یافته ارائه شده برای  –در این تحقیق جهت اعتبار سنجی روش رایلی 

مقایسه  ANSYSروش با روش سری فوریه بهبود یافته و نیز نتایج استخراج شده از نرم افزار المان محدود 

رق ومناسب برای مشخصات مکانیکی و ابعادی بدین صورت که با انتخاب گیرد. و مورد بررسی قرار می

سالم ورق را به صورت یک ورق توان می (b-3-3شکل) ریتز بهبود یافته –مدلسازی شده در روش رایلی 

سازی کرد و سپس مشخصات دینامیکی و ارتعاشی بدست آمده از این روش را با مشخصات شبیه

مقایسه و ( a-3-3شکل) سالم بدست آمده از روش سری فوریه بهبود یافتهورق دینامیکی و ارتعاشی 

 بررسی قرار داد.  مورد

  
(𝑎  (𝑏                      

 روش سری فوریه بهبود یافته 𝑎)با استفاده از تکنیک مرز فنردار فرضی برای ورق مدلسازی  3-3شکل

 (𝑏  ریتز بهبود یافته –روش رایلی 

 

 

𝑦 

𝑥 

𝑏 

𝑎 

𝑝𝑙𝑎𝑡𝑒  

𝑝𝑙𝑎𝑡𝑒 2  

𝑦1 

𝑥 

𝑏1 

𝑎 

𝑦2 

𝑥 
𝑏2 

𝑎 

𝑝𝑙𝑎𝑡𝑒 1  

𝑘𝑐1 
𝑘𝑐2 
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 مقدمه 6-1

های دقیق ارائه شده حلراهاستخراج شده از  جنتای بین جامعی در این بخش، یک بررسی و مقایسه

چنین و هم انجام شده استتوسط محققین دیگر در این زمینه  یی کههابا نتایج استخراج شده از تئوری

. گرفته استحاصل شده است، انجام  ANSYSای که توسط نرم افزار المان محدود نتایج استخراج شده

سالم و ورق مشخصات دینامیکی و ارتعاشی ها بر روی مقایسه ها ولازم به ذکر است که این بررسی

ی جامع در مورد اثرات پارامترهای مختلف و همچنین یک مطالعه قرار خواهد گرفتدار مورد بحث ترک

 .شودمیدار، انجام سالم و ترکورق مشخصات دینامیکی و ارتعاشی بر روی 

 اند: به شرح زیر مرتب شده در این بخش از تحقیق در نظر گرفته شدهمباحث  

هد قرار خوامورد بررسی ضی مورد استفاده در این تحقیق در مرحله اول، صحت تکنیک مرز فنردار فر

ات مشخصتاثیراتی را که مقادیر سختی فنرهای فرضی مورد استفاده در مرزها بر روی  همچنین و گرفت

ه ک شودمی اثبات نیز و رار خواهد گرفتقتجزیه و تحلیل  مورد سالم داردورق دینامیکی و ارتعاشی 

 توانتوان با انتخاب مقادیر مناسب برای سختی فنرهای فرضی مورد استفاده در مرزها، میچگونه می

 شرایط مرزی مختلف را به مسئله اعمال کرد. 

ی روش سر های دقیق ارائه شده با استفاده ازی دوم، اعتبار سنجی همگرایی و دقت راه حلدر مرحله

بهبود  های جابجاییمؤلفهو همچنین تاثیراتی را که  ریتز بهبود یافته-روش رایلیو  فوریه بهبود یافته

دارد، مورد بررسی و تحلیل  ی ارائه شدههاروشهای ارائه شده در یافته بر روی همگرایی و دقت راه حل

 . قرار خواهد گرفت

م با شرایط مرزی مختلف و اثراتی را که سالورق مشخصات دینامیکی و ارتعاشی ، سومدر مرحله 

هد قرار خوامورد بررسی  گذارند،سالم میورق مشخصات دینامیکی و ارتعاشی پارامترهای ابعادی بر روی 

 های طبیعی بدستتر چند نمونه از شکل مودهای فرکانسو جامع ترکاملهمچنین برای بررسی  .گرفت
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و  کردهمقایسه  ANSYSاج شده از نرم افزار المان محدود آمده از حل دقیق را با شکل مودهای استخر

ل مورد تحلیهد دسالم رخ می هایهای طبیعی ورقتغییراتی را که در شکل مودهای فرکانسعلاوه بر این 

 .قرار خواهد گرفتقرار 

ندسی هریتز بهبود یافته تاثیرات پارامترهای  –در مرحله چهارم، به طور کلی با استفاده از روش رایلی 

 . قرار خواهد گرفتبا شرایط مرزی مختلف مورد تجزیه و تحلیل ورق مشخصات دینامیکی و ارتعاشی بر 

را که  اثراتی نیز دار ویکسر گیردار سالم و ترکورق مشخصات دینامیکی و ارتعاشی ، نهاییدر مرحله 

دار رکتورق رتعاشی مشخصات دینامیکی و اتغییرات عمق نسبی ترک و شرایط ابعادی مختلف بر روی 

 تر چند نمونه ازهمچنین برای بررسی بهتر و جامع .قرار خواهد گرفتو تحلیل  تجزیه کند، موردوارد می

مورد  ANSYSدار بدست آمده از نرم افزار المان محدود ترکورق های طبیعی شکل مودهای فرکانس

دار یکسر گیر هایهای طبیعی ورقانسو تغییراتی را که در شکل مودهای فرک قرار خواهد گرفتبررسی 

ریتز بهبود  –علاوه بر این با استفاده از روش رایلی  .قرار خواهد گرفتدهد مورد تحلیل رخ می دارترک

دار دار ترکیکسر گیرورق مشخصات دینامیکی و ارتعاشی یافته تاثیرات پارامترهای هندسی و فیزیکی بر 

 .مورد تجزیه و تحلیل گرفته خواهد شد

 ورق دی اخصوصیات مکانیکی و مشخصات ابع 6-2

 عنوانرا به  از جنس آلومینیومورق های دقیق ارائه شده، یک روشدر این تحقیق به منظور بررسی 

ه به کار بردورق خصوصیات مکانیکی مواد و مشخصات ابعادی  همچنین .شده است مدل در نظر گرفته

ده ش به شرح زیر در نظر گرفته ریتز بهبود یافته–لی رای روشو  سری فوریه بهبود یافته روششده در 

 (:2-3و  1-3جداول ) است
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 به کار برده شده  سالمورق خصوصیات مکانیکی مواد و مشخصات ابعادی  1-6جدول
 سری فوریه بهبود یافته روشدر 

𝜇 𝜌 (𝑘𝑔 𝑚3⁄ ) 𝐸 (𝐺𝑁 𝑚2⁄ ) ℎ (𝑚𝑚) 𝑏 (𝑚𝑚) 𝑎 (𝑚𝑚) 

21 2782725444 3522 3522 
 

 

 به کار برده شده  سالمورق خصوصیات مکانیکی مواد و مشخصات ابعادی  2-6جدول
 ریتز بهبود یافته –رایلی  روشدر 

𝜇 𝜌 (𝑘𝑔 𝑚3⁄ ) 𝐸 (𝐺𝑁 𝑚2⁄ ) ℎ (𝑚𝑚) 𝑏𝟐 (𝑚𝑚)𝑏𝟏 (𝑚𝑚) 𝑎𝟏 (𝑚𝑚) 

212782 72 5444 752 752 3522 
 

 ورق به ترتیب مدول یانگ، چگالی، نسبت پواسون و ضخامت ℎ و  𝐸 ،𝜌 ،𝜇 اول بالاجدکه مطابق با 

مدل  هایمشخصات ابعادی ورق 2-4شکلمطابق با  𝑏𝟐و  𝑎 ،𝑏،𝑏𝟏باشند، همچنین مدل شده می های-

( b-1-6شکل) ریتز بهبود یافته –رایلی  روشو ( a-1-6شکلسری فوریه بهبود یافته ) روششده در 

 باشند.می

  
(𝑎  (𝑏                      

 سری فوریه بهبود یافته روش 𝑎)مرز فنردار فرضی برای  تکنیکبا استفاده از ورق مدلسازی  1-6شکل

 (𝑏 ریتز بهبود یافته –رایلی  روش 

𝑦 

𝑥 

𝑏 

𝑎 

𝑝𝑙𝑎𝑡𝑒  

𝑝𝑙𝑎𝑡𝑒 2  

𝑦1 

𝑥 

𝑏1 

𝑎 

𝑦2 

𝑥 
𝑏2 

𝑎 

𝑝𝑙𝑎𝑡𝑒 1  

𝑘𝑐1 
𝑘𝑐2 
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 صحت سنجی تکنیک مرز فنردار فرضی 6-3

ریتز بهبود  -رایلی  روشسری فوریه بهبود یافته و  روشهای طی راه حل شد،مان طور که ملاحظه ه

یافته ارائه شده در این تحقیق برای شبیه سازی و اعمال شرایط مرزی مختلف موجود از تکنیک مرز 

ناسب برای سختی فنرهای فرضی موجود در راستاهای ، که با انتخاب مقدار مبهره گرفته شدفنردار فرضی 

. بدین منظور در این ردتوان تمام شرایط مرزی مختلف را به مسئله اعمال کها مینرمال و مماسی لبه

یعی های طبارائه شده فرکانس سری فوریه بهبود یافته روشبخش به عنوان نمونه با استفاده از راه حل 

ابعادی سالم با شرایط ورق برای یک 
𝑎

𝑏
=  FFFFرا از حالتی که شرایط مرزی به صورت چهار لبه آزاد  3

باشد استخراج می CFFFو یکسر گیردار  CCCCاست تا حالتی که شرایط مرزی به صورت چهار لبه گیردار 

تغییرات هشت فرکانس طبیعی اول نسبت به تغییرات مقدار سختی فنرهای فرضی  همچنین وشده است، 

تغییرات مقدار سختی لذا . گرفته شده استها مورد بررسی قرار راستاهای نرمال و مماسی لبهموجود در 

تا بیشترین مقدار  1را از کمترین مقدار ورق های فنرهای فرضی موجود در راستاهای نرمال و مماسی لبه

ی را بر رواثرات ناشی از تغییرات مقادیر سختی فنرهای فرضی نیز و  گرفته شده استدر نظر  2111

ه ک داده شدهنشان  همچنین و گرفته شده استمورد بررسی و تحلیل قرار ورق های طبیعی فرکانس

 .مورد نظر شبیه سازی کردورق توان با انتخاب مقدار مناسب، شرایط مرزی مختلف را برای چگونه می

و مورد  مقایسه ANSYS نتایج حل دقیق را با نتایج استخراج شده از نرم افزار المان محدود در ادامه

 . (4-3و  3-3)جداول  تحلیل قرار گرفته شده است
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3𝒂با شرایط ابعادی ورق های طبیعی تغییرات فرکانس 3-6جدول

𝒃
نسبت به مقدار سختی فنرهای فرضی برای  =

 کندتغییر می CCCCبه   FFFFحالتی که شرایط مرزی 

شرایط 
 𝑲 مرزی

    شماره مود   

3 2 1 4 5 5 7 8 

𝐅𝐅𝐅𝐅 1 1 1 14.33 339.364 1633.612 1323.133 2312.361 3236.773 

 

11-3 1.111274 1.111274 26.334 391.172 1633.624 1327.679 2316.33 3239.924 

11 1.2746 1.2746 26.336 391.173 1633.623 1327.63 2316.33 3239.923 

113 27.433 27.46 43.373 391.332 1633.393 3231 .163 2316.396 3261.194 

1111 3342.143 4313.122 4499.173 4633.166 3164.944 3313.349 3617.317 6139.264 
1113 3333.393 4643.193 3319.969 3412.973 3693.199 3976.632 6119.361 6632.913 

𝐂𝐂𝐂𝐂 1121 3333.133 4641.413 3313.643 3411.91 3694.113 3971.614 6119.612 6676.371 

𝐀𝐍𝐒𝐘𝐒_𝐅𝐅𝐅𝐅 1 1 1 336.93 1634.3 1322.4 2312 3236.4 

𝐀𝐍𝐒𝐘𝐒_𝐂𝐂𝐂𝐂 3333.2 4636.4 3313.3 3412.9 3693.4 3963.3 6116.3 6712.2  
 

3𝒂با شرایط ابعادی ورق های طبیعی تغییرات فرکانس 4-6جدول

𝒃
برای  نسبت به مقدار سختی فنرهای فرضی  =

 کندتغییر می CFFFبه   FFFFشرایط مرزی  حالتی که

شرایط 
 مرزی

𝑲 
    شماره مود   

3 2 1 4 5 5 7 8 

𝐅𝐅𝐅𝐅 1 1 1 14.33 339.364 1633.612 1323.133 2312.361 3236.773 

 

11-3 1.111197 1.111197 26.334 391.172 1633.624 1327.679 2316.33 3239.924 

11 1.1971 1.1971 26.334 391.173 1633.623 1327.63 2316.33 3239.923 

113 3.233 9.713 31.731 391.243 1633.63 1327.749 2316.339 3239.937 

1111 161.143 734.329 324.366 1673.363 2434.394 2393.42 3416.443 3632.36 
1113 169.993 776.336 331.113 1713.9 2329.623 2623.417 3433.963 3731. 37  

𝐂𝐅𝐅𝐅 1121 169.37 776.413 331.926 1716.393 2323.91 2624.336 3431.393 3724.631 

𝐀𝐍𝐒𝐘𝐒_𝐅𝐅𝐅𝐅 1 1 1 336.93 1634.3 1322.4 2312 3236.4 

𝐀𝐍𝐒𝐘𝐒_𝐂𝐅𝐅𝐅 163.3 774.6 343.31 1714.3 2323.6 2624.3 3431.7 3723.7  
 

که اگر مقادیر  شودمیول بالا نشان داده شده است، مشاهده همانطور که در نتایج ارائه شده در جدا

ها را برای اعمال شرایط لبه آزاد برابر با صفر و سختی فنرهای فرضی در راستاهای نرمال و مماسی لبه

شرایط مرزی چهار لبه آزاد و چهار  توان، میگرفته شوددر نظر  2111برای اعمال شرایط لبه گیردار برابر 

با مقایسه نتایج استخراج شده از راه حل دقیق رد. همچنین و یکسر گیردار را شبیه سازی ک لبه گیردار

 شودملاحظه می ANSYSبا نتایج استخراج شده از نرم افزار المان محدود  سری فوریه بهبود یافته روش

وع، این موضتر . علاوه بر این برای اثبات بهتر و جامعشده است ه دقت بسیار مطلوبی دست پیداکه ب

ها نسبت به تغییرات هشت تغییرات مقادیر سختی فنرهای فرضی در راستاهای نرمال و مماسی لبه
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در زیر  CFFFو یکسر گیردار  CCCCبرای دو شرایط مرزی چهار لبه گیردار ورق فرکانس طبیعی اول 

 (.3-3و  2-3 های)شکل داده شده است نشان

 

های طبیعی ها بر روی فرکانسهای نرمال و مماسی لبهدر راستای تغییرات مقادیر سختی فنرهای فرضی 2-6شکل

3𝒂 با ابعادورق 

𝒃
 کندتغییر می CCCCبه   FFFFبرای حالتی که شرایط مرزی   =

 

های طبیعی ها بر روی فرکانسهای نرمال و مماسی لبهتغییرات مقادیر سختی فنرهای فرضی در راستای 3-6شکل

3𝒂 با ابعادورق 

𝒃
 کندتغییر می CFFFبه   FFFFبرای حالتی که شرایط مرزی   =
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های بالا و با بررسی و مقایسه اثرات حاصل از تغییرات مقادیر سختی فنرهای فرضی با توجه به شکل

های طبیعی در هر یک از شکل که مقدار تغییر فرکانس شودهای طبیعی ملاحظه میبر روی فرکانس

بدون تغییر باقی خواهند ماند، به  ار کمتر و یا از یک مقدار بیشتر تقریباًمودهای ارائه شده از یک مقد

فرکانس طبیعی در شکل مود  311تا  1از مقدار سختی برابر با  2-6شکلاین صورت که به طور مثال در 

فرکانس طبیعی دچار  1311تا  311از مقدار سختی برابر ولی اول تقریبا بدون تغییر باقی خواهد ماند و 

اند. این مشود و از آن مقدار به بعد باز هم تغییرات فرکانس طبیعی تقریبا ثابت باقی مییک جهش می

ها از شکل آزاد به سمت شرایط مرزی گیردار دهد که شرایط مرزی در لبهجهش به این دلیل رخ می

واهد خفرکانس طبیعی نیز افزایش پیدا ورق های در لبه افزایش سختیبع به دلیل کند و به تحرکت می

هر  های بدون تغییر تقریبا برابر با فرکانس طبیعیفرکانس طبیعی این قسمتلازم به ذکر است که، . کرد

رفتن با در نظر گ که بیان کرداین نکته را توان د. لذا مینباشیک از شرایط مرزی در نظر گرفته شده می

توان به راحتی به ترتیب شرایط مرزی لبه گیردار یا لبه می 1311یا بیشتر از  311مقدار سختی کمتر از 

ادامه این تحقیق برای بالا رفتن دقت و اطمینان از  بدین ترتیب درشبیه سازی کرد. ورق آزاد را برای 

مقادیر سختی فنرهای فرضی به صورت زیر در نظر  ،نتایج بدست آمده برای شبیه سازی شرایط مرزی

 .شودمیته گرف

 سری فوریه بهبود یافته روش 

𝐹𝐹𝐹𝐹 ∶ {
𝑘𝑥0
𝑢 = 𝑘𝑥1

𝑢 = 𝑘𝑦0
𝑢 = 𝑘𝑦1

𝑢 = 0

𝑘𝑥0
𝑣 = 𝑘𝑥1

𝑣 = 𝑘𝑦0
𝑣 = 𝑘𝑦1

𝑣 = 0
 ,                         𝐶𝐶𝐶𝐶 ∶ {

𝑘𝑥0
𝑢 = 𝑘𝑥1

𝑢 = 𝑘𝑦0
𝑢 = 𝑘𝑦1

𝑢 = 1020

𝑘𝑥0
𝑣 = 𝑘𝑥1

𝑣 = 𝑘𝑦0
𝑣 = 𝑘𝑦1

𝑣 = 1020
   

 ریتز بهبود یافته –رایلی  روش 

𝐹𝐹𝐹𝐹 ∶

{
 
 

 
 𝑘𝑛𝑥10 = 𝑘𝑛𝑥11 = 𝑘𝑛𝑦10 = 𝑘𝑛𝑦11 = 0

𝑘𝑛𝑥20 = 𝑘𝑛𝑥21 = 𝑘𝑛𝑦20 = 𝑘𝑛𝑦21 = 0

𝑘𝑝𝑥10 = 𝑘𝑝𝑥11 = 𝑘𝑝𝑦10 = 𝑘𝑝𝑦11 = 0

𝑘𝑝𝑥20 = 𝑘𝑝𝑥21 = 𝑘𝑝𝑦20 = 𝑘𝑝𝑦21 = 0

, 𝐶𝐶𝐶𝐶 ∶

{
 
 

 
 
𝑘𝑛𝑥10 = 𝑘𝑛𝑥11 = 𝑘𝑛𝑦10 = 𝑘𝑛𝑦11 = 10

20

𝑘𝑛𝑥20 = 𝑘𝑛𝑥21 = 𝑘𝑛𝑦20 = 𝑘𝑛𝑦21 = 10
20

𝑘𝑝𝑥10 = 𝑘𝑝𝑥11 = 𝑘𝑝𝑦10 = 𝑘𝑝𝑦11 = 10
20

𝑘𝑝𝑥20 = 𝑘𝑝𝑥21 = 𝑘𝑝𝑦20 = 𝑘𝑝𝑦21 = 10
20

 

 .گرفته شده استدر نظر  𝐶و لبه گیردار  𝐹لبه آزاد  یط مرزی  به صورتعلائم اختصاری شرا
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 روشو  روش سری فوریه بهبود یافته همگراییبررسی و  اعتبار سنجی 6-4

 ریتز بهبود یافته-رایلی

 فادهبا استارائه شده  های دقیقهمگرایی راه حلو دقت در این بخش به منظور بررسی و اعتبار سنجی 

 جابجایی هایمؤلفهکه با بهره گرفتن از  ریتز بهبود یافته-رایلی روشو  سری فوریه بهبود یافته روشاز 

1𝑎سالم با شرایط ابعادی ورق ها طی شده است، به عنوان نمونه یک روند این راه حل بهبود یافته

𝑏
و  =

 های طبیعیو فرکانس گرفته شده استدر نظر ر لبه گیردار ار لبه آزاد و چهادو نوع شرایط مرزی چه با

  .شودسالم استخراج میورق ای ارتعاشات آزاد درون صفحه

سری فوریه بهبود یافته و  روشبه کار برده شده در  های جابجایی بهبود یافتهمؤلفهاز آنجایی که 

روابط محاسبات عددی  𝑛و  𝑚 هتعداد جملات گسترش دهندی ریتز بهبود یافته به واسطه-رایلی روش

 تعداد جملات گسترشدر ابتدا به دنبال مقداری از دهند، بدین منظور در این بخش باید را گسترش می

ت در مورد دقها همان گونه که قبل ی آنکه بتوان به واسطه بود، های جابجایی بهبود یافتهمؤلفهدهنده 

ستخراج احقیق صحبت شد، نتایجی با دقت بسیاری مطلوبی های ارائه شده در این تروشاین و همگرایی 

که این نتایج در مقایسه با نتایج تئوری تحقیقاتی که توسط محققین دیگر در داد نشان همچنین و  کرد

دقت بسیاری به  ،ANSYSاین زمینه انجام شده است و نتایج استخراج شده از نرم افزار المان محدود 

ده تعداد جملات گسترش دهنبرای انتخاب به مقدار مناسبی  بتوانوه بر این علا دست پیدا کرد.مطلوبی 

، ذکر است . لازم بهدست یافتبه منظور استخراج دیگر نتایج این تحقیق  های جابجایی بهبود یافتهمؤلفه

 فزار رااستفاده در این نرم االمان مورد  ،ANSYSنرم افزار المان محدود برای استخراج نتایج با استفاده از 

SHELL181  خواهد شدانتخاب . 

نشان داده شده است، هشت فرکانس طبیعی  6-3و  3-3 جداول که در طورهماندر ادامه بدین ترتیب 

های جابجایی بهبود مؤلفهتعداد جملات گسترش دهنده برای ورق ای ارتعاشات آزاد درون صفحه اول

ه بهبود سری فوری روش با استفاده ازستخراج شده نتایج ا همچنین .بدست آورده شده استمختلفی  یافته
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راجع که توسط محققین در دیگر م ایاستخراج شده با نتایج تئوری ریتز بهبود یافته-رایلی روشو  یافته

قرار گرفته بررسی مورد مقایسه و  ANSYSو نتایج استخراج شده از نرم افزار المان محدود  ارائه شده است

  .شده است

1𝑎 یابعاد شرایط باسالم ورق ( 𝐻𝑧عی )فرکانس طبی  3-6جدول

𝑏
 FFFFشرایط مرزی  و =

 𝐌×𝐍 روش ها
    شماره مود   

3 2 1 4 5 5 7 8 

 روش
سری 
فوریه 
بهبود 
 یافته

4×4 1314.396 1411.732 1411.732 1433.39 1693.933 1934.746 2113.393 2113.393 

5×5 1313.744 1399.331 1399.331 1433.113 1692.633 1934.23 2113.796 2113.796 

8×8 1313.613 1399.376 1399.376 1437.936 1691.734 1934.136 2117.933 2117.933 

32×32 1313.331 1399.217 1399.217 1437.393 1691.39 1934.136 2117.694 2117.694 

32×32 1313.371 1399.143 1399.143 1437.367 1691.231 1934.144 1721 .333 2117.333 

روش 
رایلی  
ریتز 

بهبود 
 یافته

5×5 1423.237 1343.124 1343.124 1634.913 2243.333 2714.133 2643.332 2643.332 

8×8 1322.661 1411.426 1411.426 1494.339 1712.13 1961.774 2123.637 2123.637 

32×32 1314.17 1411.336 1411.336 1436.632 1691.339 1933. 233  2111.196 2111.196 

32×32 1313.244 1399.647 1399.647 1436.266 1691.33 1933.27 2119.611 2119.611 

34× 43  1313.132 1399.312 1399.312 1436.147 1639.927 1933.211 2119.443 2119.443 

 2117.937 2117.937 1933.124 1692.473 1439.263 1411.393 1411.393 1313.794  [85] مرجع

[28]ع مرج  1313.223 1399.267 1399.267 1437.37 1691.347 1933.992 2117.937 2117.937 

[85]مرجع   1313.367 1399.14 1399.14 1437.796 1691.117 1934.113 2117.314 2117.314 

ANSYS  1311.3 1397.3 1397.3 1434.9 1637.7 1931.3 2113.3 2113.3  
 

1𝑎 یابعاد شرایط با سالمورق  (𝐻𝑧) فرکانس طبیعی 6-6جدول

𝑏
 CCCCشرایط مرزی  و =

×𝐌 روش ها 𝐍 
    شماره مود   

3 2 1 4 5 5 7 8 

روش 
سری 
فوریه 
بهبود 
 یافته

4×4 2116.143 2116.143 2419.166 2931.36 3336.143 3369.331 3369.331 3339.6 

5×5 2113.727 2113.727 2413.36 2941.373 3327.333 3347.136 3347.136 3319.373 

8×8 2113.116 2113.116 2399.33 2937.694 3321.147 3341.316 3341.316 3312.233 

32×32 2112.736 2112.736 2393.373 2936.612 3313.763 3339.136 3339.136 3799.66 

32×32 2112.613 2112.613 2393.114 2936.197 3317.713 3333.132 3333.132 3793.49 

روش 
رایلی  
ریتز 

بهبود 
 یافته

5×5 2311.44 2311.44 2313.494 3237.337 3137.24 4661.134 4661.134 3917.13 

8×8 2122.164 2122.164 2412.431 2936.612 3331.242 3372.441 3372.441 3333.33 

32×32 2113.723 2113.723 2393.341 2939.247 3322.416 3343.41 3343.41 3312.664 

32×32 2112.217 2112.217 2397.432 2937.116 3319.114 3343.741 3343.741 3793.342 

34× 43  1211 .316 2111.316 2397.334 2936.373 3313.313 3344.413 3344.413 3793.377 

[85] مرجع  2111.131 2111.131 2411.613 2936.133 3319.117 3367.41 3367.41 3769.313 

[28] مرجع  2112.293 2112.293 2397.216 2934.93 3316.466 3336.277 3336.277 3797.14 

[85]مرجع   2112.413 2112.413 2397.216 2933.29 3316.239 3336.447 3336.447 3796.926 

[47]مرجع   2112.413 2112.413 2397.216 2933.347 3316.24 3336.314 - - 

ANSYS  2113.6 2113.6 2393.2 2932.9 3316 3341.4 3341.4 3793.4  
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 هایکه صحت همگرایی سریع راه حل شودداده شده در جداول بالا مشاهده می ارائهبا توجه به نتایج 

مشهود  ملاًکا ریتز بهبود یافته-رایلی روشو  سری فوریه بهبود یافته روش ا استفاده ازب دقیق ارائه شده

ر مقدار د سری فوریه بهبود یافته روشدر  ،توان نتیجه گرفت کهاز نتایج بدست آمده میهمچنین است و 

در  ریتز بهبود یافته-رایلی روشو  12×12های جابجایی بهبود یافته مؤلفه جملات گسترش دهنده

توان به نتایج قابل قبولی می 14×14های جابجایی بهبود یافته مؤلفه جملات گسترش دهندهمقدار 

های دقیق ارائه راه حلو همگرایی تر دقت در ادامه برای اثبات و اعتبار سنجی بهتر و جامع. یافتدست 

مورد  ANSYSالمان محدود  با نتایج استخراج شده از نرم افزار تحقیقشده، نتایج استخراج شده در این 

 خابانت . برای این منظور تغییرات خطای نسبی در هر مرحله ازگرفته شده استبررسی و تحلیل قرار 

های اول تا هشتم مورد شماره موددر را  های جابجایی بهبود یافتهمؤلفهتعداد جملات گسترش دهنده 

 (.7-3و  6-3، 3-3، 4-3های گرفته شده است )شکلبررسی و تحلیل قرار 

 
سری فوریه بهبود  روشاستخراج شده با استفاده از  (𝐻𝑧) های طبیعیفرکانس دقت و همگراییبررسی  4-6شکل

1𝑎با شرایط ابعادی  سالمورق یافته برای 

𝑏
 تعداد جملات گسترش دهندهبر اساس  FFFFو شرایط مرزی   =

4،6،3،11،12  M = N =  
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( استخراج شده با استفاده از روش سری فوریه بهبود 𝐻𝑧بیعی )های طبررسی دقت و همگرایی فرکانس 3-6شکل

1𝑎سالم با شرایط ابعادی ورق یافته برای 

𝑏
 تعداد جملات گسترش دهندهبر اساس  CCCCو شرایط مرزی   =

4،6،3،11،12  M = N = 

 
ریتز بهبود -لی( استخراج شده با استفاده از ر روش رای𝐻𝑧های طبیعی )بررسی دقت و همگرایی فرکانس 6-6شکل

1𝑎سالم با شرایط ابعادی ورق یافته برای 

𝑏
 تعداد جملات گسترش دهندهبر اساس  FFFFو شرایط مرزی   =

3،11،12،14  M = N =  
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ریتز بهبود -( استخراج شده با استفاده از ر روش رایلی𝐻𝑧های طبیعی )بررسی دقت و همگرایی فرکانس 7-6شکل

1𝑎بعادی سالم با شرایط اورق یافته برای 

𝑏
 تعداد جملات گسترش دهندهبر اساس  CCCCو شرایط مرزی   =

3،11،12،14  M = N = 

 یـهای طبیعی بین فرکانسـمقدار خطای نسب شود،شاهده میهمانطور که در نمودارهای بالا م

از  هسری فوریه بهبود یافته نسبت به نتایج استخراج شد روشاستخراج شده از  سالمورق ارتعاشات آزاد 

𝑀 12جملات گسترش دهنده در مقدار  ANSYSنرم افزار المان محود  = 𝑁 در بدترین  4-6شکل =

ن بدتری 3-6شکل (، و در133.1 %(، و در بهترین حالت به مقدار )2192.1 %)              حالت به مقدار 

، و همچنین مقدار خطای باشندمی (1316.1 %( و در بهترین حالت به مقدار )1993.1 %حالت به مقدار )

افته ریتز بهبود ی-رایلی روشاستخراج شده از  سالمورق های طبیعی ارتعاشات آزاد نسبی بین فرکانس

 14 دهنده گسترش جملاتدر مقدار ANSYS نسبت به نتایج استخراج شده از نرم افزار المان محدود 

𝑀 = 𝑁  %( و در بهترین حالت به مقدار )173.1 %)             در بدترین حالت به مقدار  6-6شکل =

( 1337.1 %) ار( و در بهترین حالت به مقد1396.1 %در بدترین حالت به مقدار ) 7-6شکل( و 134.1

 باشند. می
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 های ارائه شده در این تحقیق را به شکلیروشنتایج استخراج شده از  اینکه منظوربه علاوه بر این 

 های ارائهروشاستخراج شده از ورق های طبیعی ارتعاشات آزاد فرکانس، بشودتر بررسی کامل تر وجامع

و نتایج تئوری استخراج  ANSYSم افزار المان محدود شده در این تحقیق را با نتایج استخراج شده از نر

رسی نتیجه این بر نیز و قرار گرفته شده است،بررسی مورد شماره مودهای بالاتر  شده در دیگر مراجع را تا

با وجود  شود. همانطور که ملاحظه می(9-3و  3-3های شکلداده شده است )نشان در قالب دو نمودار 

کند ولی با این حال نتایج استخراج بالاتر خطای نسبی اندکی افزایش پیدا می اینکه در شماره مودهای

 باشند.ی دقتی مطلوب و قابل قبول میها، نشان دهندهروششده از 

 
های ارائه شده با نتایج روشاستخراج شده از سالم ورق ارتعاشات آزاد  (𝐻𝑧) های طبیعیمقایسه فرکانس 3-6شکل

با شرایط  [36 ;33 ;23]و نتایج تئوری استخراج شده در مراجع  ANSYSالمان محدود  استخراج شده از نرم افزار

𝑎 1ابعادی 

𝑏
 FFFFو شرایط مرزی   =
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نتایج  های ارائه شده باروشاستخراج شده از سالم ورق ارتعاشات آزاد  (𝐻𝑧) های طبیعیمقایسه فرکانس 9-6شکل

با  [36 ;33 ;47 ;23]و نتایج تئوری استخراج شده در مراجع  ANSYSستخراج شده از نرم افزار المان محدود ا

𝑎 1شرایط ابعادی 

𝑏
 CCCCو شرایط مرزی  =

همگرایی در دقت و سرعت  ،های انجام شده کاملا گویای این موضوع هستند کهها و تحلیلبررسی

ود ریتز بهب -رایلی  روشسری فوریه بهبود یافته و  روشهر یک از نتایج استخراج شده با استفاده از 

ربوط م برای استخراج دیگر نتایج ،بعباشند و به تمطلوب و از دقت بسیار خوبی برخوردار می یافته کاملاً

 با مقدار جملات شدهنتایج استخراج  در این تحقیق کافیست کهورق ای به ارتعاشات آزاد درون صفحه

M 12جابجایی بهبود یافته های مؤلفه گسترش دهنده = N سری فوریه بهبود یافته و  روشبرای  =

14 M = N  .استخراج بشودریتز بهبود یافته  -رایلی  روشبرای  =

ی هابه دلیل اینکه مقادیر فرکانس FFFFلازم به ذکر است که در این تحقیق برای شرایط مرزی 

 .کنیمباشند، لذا از لحاظ کردن این این مقادیر صرف نظر میطبیعی اول تا سوم برابر با صفر می
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سالم با استفاده از روش ورق مشخصات دینامیکی و ارتعاشی استخراج  6-3

 ریتز بهبود یافته-سری فوریه بهبود یافته و روش رایلی

ی که در این روش، از دو سالمورق ی مشخصات دینامیکی و ارتعاشبه منظور استخراج ر این بخش د

نتایج استخراج شده با نتایج استخراج شده از نرم  همچنین و شودگرفته میتحقیق ارائه شده است بهره 

ند، او نتایج تئوری استخراج شده دیگر محققینی که در این زمینه کار کرده ANSYSافزار المان محدود 

روش ) سری فوریه بهبود یافته روشبرای  ،زم به ذکر است که. لاقرار خواهد گرفتمورد بررسی و تحلیل 

و همچنین  1-6جدولدر نظر گرفته شده در ورق از خصوصیات مکانیکی مواد و مشخصات ابعادی  اول(

رق وخصوصیات مکانیکی مواد و مشخصات ابعادی  از )روش دوم( ریتز بهبود یافته –رایلی  روشبرای 

 .خواهد شداستفاده  2-6جدولدر نظر گرفته شده در 

با ورق  یک استخراج شده های طبیعیفرکانس ینشان دهندهبه ترتیب  9-3و  3-3، 7-3جداول 

3،2،3.1،1𝑎شرایط ابعادی 

𝑏
 باشند. همانطور که در بخشمی CFFFو  FFFF ،CCCCو شرایط مرزی  =

مشاهده ، شد های ارائه شده در این تحقیق مورد بررسی و تایید قرار گرفتروش دقت و همگرایی 6-4

ه باشند. به صورتی کمشهود می نتایج استخراج شده کاملاً دقت و همگرایی نیزکه در این بخش  شودمی

های ارائه شده و نتایج روشج استخراج شده از مقدار خطاهای نسبی که بین نتای یمقایسهبا بررسی و 

، گرفته شدهو همچنین نتایج تئوری دیگر مراجع انجام  ANSYSاستخراج شده از نرم افزار المان محدود 

نتایج استخراج شده از دقت مطلوبی  ،توان گفتباشند که میمی صورتیمقادیر خطاهای نسبی به 

ا به این نکته دست پید توانمی یج نشان داده شده در جداول زیر. با اندکی تأمل در نتاهستندبرخوردار 

که با افزایش نسبت ابعادی  کرد
𝑎

𝑏
به  CCCCبا شرایط مرزی  سالمورق فرکانس طبیعی ارتعاشات آزاد  

به طور کلی  CFFFو  FFFFبا شرایط مرزی ورق طور کلی سیر صعودی و فرکانس طبیعی ارتعاشات آزاد 

 کنند. ی میسیر نزولی را ط
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ریتز  –رایلی  روشسری فوریه بهبود یافته و  روشبا استفاده از  شده استخراج (𝐻𝑧) های طبیعیفرکانس 7-6جدول
3،2،3.1،1𝑎و شرایط ابعادی  FFFFبا شرایط مرزی سالم ورق بهبود یافته برای 

𝑏
=

𝑎

𝑏1+𝑏2
  

شماره 
 مود

 ANSYS دوم روش
درصد 

 (%)خطا

 
 اول روش

 مرجع
[85] 

درصد 
 (%)خطا

 مرجع
[28] 

درصد 
 (%)خطا

ANSYS 
درصد 

 (%)خطا

𝒂

𝒃
=1 𝐌 = 𝐍 =14  

 
𝐌 = 𝐍 =12      

3 1313.132 1313.3 1- .126  1313.371 1313.794 1.117 1313.223 1- . 1126  1313.3 1- .133 

2 1399.312 1397.3 1- .144  1399.147 1411.393 1.1393 1399.267 1.1136 1397.3 1- .132 

1 1399.312 1397.3 1- .144  1399.147 1411.393 1.1393 1399.267 1.1136 1397.3 1- .132 

4 1436.147 1434.9 1- .134  1437.367 1439.263 1.1941 1437.37 1- .112 1434.9 1- .199 

5 1639.927 1637.7 1- .132  1691.231 1692.473 1.1737 1691.347 1.1169 1637.7 1- .21 

5 1933.211 1931.3 1- .139  1934.144 1933.124 1.1311 1933.992 1- .1173 1931.3 1- .137 

7 2119.443 2113.3 1- .173  2117.333 2117.937 1.1173 2117.937 1.1173 2113.3 1- .133 

8 1921 .443 2113.3 1- .173  2117.333 2117.937 1.1173 2117.937 1.1173 2113.3 1- .133 

 

شماره 
 مود

 ANSYS دوم روش
درصد 

 (%)خطا

 
 ANSYS اول روش

درصد 
 (%)خطا

𝒂

𝒃
=1.3 𝐌 = 𝐍 =14  

 
𝐌 = 𝐍 =12  

3 1241.663 1241.3 1- .17  1243.331 1241.3 1- .21 

2 1629.31 1627.3 1- .113  1631. 119  1627.3 1- .19 

1 1647.363 1646.2 1- .111  1649.912 1646.2 1- .223 

4 2226.947 2224.9 1- .192  2229.172 2224.9 1- .137 

5 2243.136 2244.3 1- .162  2247.339 2244.3 1- .13 

5 2473.133 2476.1 1.133  2479.439 2476.1 1- .13 

7 2333.391 2339.2 1.141  2364.143 2339.2 1- .193 

8 2393.433 2393.6 1.193  2399.31 2393.6 1- .147 

        

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

شماره 
 مود

 ANSYS دوم روش
درصد 

 (%)خطا

 
 اول روش

 مرجع
[85] 

درصد 
 (%)خطا

 مرجع
[28] 

درصد 
 (%)طاخ

ANSYS 
درصد 

 (%)خطا

𝒂

𝒃
=2 𝐌 = 𝐍 =14  

 
𝐌 = 𝐍 =12      

3 1116.36 1113.7 1- .241  1116.139 1113.319 1.214 1117.137 1.111 1113.7 1- .214 

2 1673.613 1672.2 1- .134  1637.971 1677.193 1.173 1673.497 1- .129 1672.2 1- .223 

1 1343.311 1347.1 1- .171  1349.97 3311 .972 1.134 1349.34 1- .117 1347.1 1- .161 

4 2677.314 2673.3 1- .161  2674.769 2676.267 1.134 2673.133 1.114 2673.3 1- .147 

5 2717.791 2713.6 1- .131  2713.619 2719.193 1.117 2717.963 1- .124 2713.6 1- .112 

5 2947.321 2943.4 1- .14  2946.244 2947.97 1.133 7294 .97 1.133 2943.4 1- .197 

7 2973.991 2971.1 1- .163  2973.967 2976.333 1.13 2976.272 1.11 2971.1 1- .167 

8 3131.96 3134.6 1.137  3137.713 3139.113 1.146 3139.67 1.164 3134.6 1- .113 

 

 

شماره 
 مود

 ANSYS دوم روش
درصد 

 (%)خطا

 
 ANSYS اول روش

درصد 
 (%)خطا

𝒂

𝒃
=3 𝐌 = 𝐍 =14  

 
𝐌 = 𝐍 =12  

3 337.979 336.93 1- .116  339.364 336.93 1- .272 
2 1691.473 1634.3 1- .337  1633.612 1634.3 1- .226 
1 1324.163 1322.4 1- .196  1323.133 1322.4 1- .143 
4 2314.911 2312.1 1- .161  2312.361 2312.1 1- .113 
5 3237.712 3236.4 1- .14  3236.773 2363 .4 1- .111 
5 3232.143 3294.9 1.337  3299.967 3294.9 1- .134 
7 4111.232 4113.3 1.136  4113.746 4113.3 1.113 
8 4111.29 4192.9 1- .213  4137.343 4192.9 1.136 

ریتز بهبود یافته -روش دوم: روش رایلی   روش اول: روش سری فوریه بهبود یافته 
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ریتز  –رایلی  روشسری فوریه بهبود یافته و  روشبا استفاده از  شده استخراج( 𝐻𝑧)های طبیعی فرکانس 3-6جدول
3،2،3.1،1𝑎و شرایط ابعادی  CCCCبا شرایط مرزیسالم ورق بهبود یافته برای 

𝑏
=

𝑎

𝑏1+𝑏2
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 
 

  

شماره 
 مود

 ANSYS دوم روش
درصد 

 (%)خطا

 
 اول روش

 مرجع
[85] 

درصد 
 (%)خطا

 مرجع
[28] 

درصد 
 (%)خطا

ANSYS 
درصد 

 (%)خطا

𝒂

𝒃
=1 𝐌 = 𝐍 =14  

 
𝐌 = 𝐍 =12      

3 2111.316 2113.6 1- .139  2112.613 2111.131 1- .114 2112.293 1- .113 2113.6 1- .2 

2 2111.316 2113.6 1- .139  2112.613 2111.131 1- .123 2112.293 1- .113 2113.6 1- .2 

1 2397.334 2393.2 1- .191  2393.114 2411.613 1.113 2397.216 1- .133 2393.2 1- .117 

4 2936.373 2932.9 1- .123  2936.197 2936.133 1- .111 2934.93 1- .14 2932.9 1- .11 

5 3313.313 3316.1 1- .133  3317.713 1933 .117 1- .26 3316.466 1- .133 3316.1 1- .131 

5 3344.413 3341.4 1- .12  3333.132 3367.41 1.372 3336.277 1- .133 3341.4 1.17 

7 3344.413 3341.4 1- .12  3333.132 3367.41 1.372 336.277 1- .133 3341.4 1.17 

8 3793.377 3793.4 1- .134  3793.49 3769.313 1- .774 3797.14 1- .133 3793.4 1- .131 

شماره 
 مود

 ANSYS دوم روش
درصد 

 (%)خطا

 
 ANSYS اول روش

درصد 
 (%)خطا

𝒂

𝒃
=3 𝐌 = 𝐍 =14  

 
𝐌 = 𝐍 =12  

3 2323.372 2323.2 1- .113  2323.212 2323.2 1- .213 

2 2737.492 2732.4 1- .133  2733.139 2732.4 1- .21 

1 3133.31 3133.3 1- .136  3133.932 3133.3 1- .163 

4 3719.416 3711.4 1- .243  3717.233 3711.4 1- .133 

5 3732.343 3733.3 1.131  3733.333 3733.3 1- .131 

5 3744.744 3741.9 1- .176  3746.693 3714.9 1- .123 

7 4631.736 4643.4 1- .133  4646.372 4643.4 1- .164 

8 4741.423 4733.6 1- .123  4733.414 4733.6 1.146 

        

شماره 
 مود

 ANSYS دوم روش
درصد 

 (%)خطا

 
 اول روش

 مرجع
[85] 

درصد 
 (%)خطا

 مرجع
[28] 

درصد 
 (%)خطا

ANSYS 
درصد 

 (%)خطا

𝒂

𝒃
=2 𝐌 = 𝐍 =14  

 
𝐌 = 𝐍 =12      

3 2713.111 2716.1 1- .173  2711.113 2713.626 1.196 2711.796 1- .113 2716 1- .133 

2 3611.633 3613.3 1.111  3611.93 3393.262 1- .493 3611.31 1- .113 3613.3 1- .137 

1 3311.342 3796.1 1- .146  3311.234 3794.21 1- .16 3799.313 1- .126 3796 1- .113 

4 3933.413 3439 .3 1- .193  3991.442 4119.493 1.693 3991.161 1- .133 3934.3 1- .174 

5 4319.34 4313.9 1- .133  4313.219 4331.233 1.31 4316.431 1- .14 4313.9 1- .111 

5 4617.673 4619.7 1- .173  4619.333 4631.26 1.446 4617.613 1- .143 4619.7 1.112 

7 3199.113 3196.1 1- .161  3197.614 3137.139 1- .217 3193.233 1- .133 3196 1- .131 

8 3391.211 3336.3 1- .191  3339.333 3397.232 1.146 3333.931 1- .164 3336.3 1- .137 

شماره 
 مود

 ANSYS دوم روش
درصد 

 (%)خطا

 
 ANSYS اول روش

درصد 
 (%)خطا

𝒂

𝒃
=3 𝐌 = 𝐍 =14  

 
𝐌 = 𝐍 =12  

3 3339.34 3333.2 1- .121  3333 .133 3333.2 1- .132 

2 4643.72 4636.4 1- .211  4641.413 4636.4 1- .11 

1 3324.366 3313.3 1- .117  3313.643 3313.3 1- .116 

4 3399.33 3412.9 1.162  3411.91 3412.9 1.137 

5 3716.392 3693.4 1- .193  3694.113 3693.4 1.124 

5 3976.337 3963.3 1- .133  3971.614 3963.3 1- .133 

7 6113.379 6116.3 1- .134  6119.612 6116.3 1.11 

8 6713.394 6712.2 1- .17  6676.371 6712.2 1.333 

ریتز بهبود یافته -روش دوم: روش رایلی   روش اول: روش سری فوریه بهبود یافته 
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ریتز  –رایلی  روشته و سری فوریه بهبود یاف روشبا استفاده از  شده استخراج (𝐻𝑧) های طبیعیفرکانس 9-6جدول
3،2،3.1،1𝑎و شرایط ابعادی  CFFFبا شرایط مرزی سالم ورق بهبود یافته برای 

𝑏
=

𝑎

𝑏1+𝑏2
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
  

شماره 
 مود

 ANSYS دوم روش
درصد 

 (%)خطا

 
 ANSYS اول روش

درصد 
 (%)خطا

𝒂

𝒃
=1 𝐌 = 𝐍 =14   𝐌 = 𝐍 =12  

3 334.313 334.31 1.137  333.217 334.31 1- .197 
2 331.373 331.34 1- .122  332.312 331.34 1- .231 
1 937.23 934.39 1- .243  936.649 934.39 1- .134 
4 1319.36 1317.6 1- .116  1321.376 1317.6 1- .196 
5 1633.314 1636.9 1- .193  1633.933 1636.9 1- .127 
5 1733.333 1736.6 1- .113  1741.294 1736.6 1- .213 
7 2193.162 2192.1 1- .272  2193.161 2192.1 1- .143 
8 2313.364 2316.1 1- .323  2313.13 2316 1- .193 

        

شماره 
 مود

 ANSYS دوم روش
درصد 

 (%)خطا

 
 ANSYS اول روش

درصد 
 (%)خطا

𝒂

𝒃
=1.3 𝐌 = 𝐍 =14   𝐌 = 𝐍 =12  

3 233.33 234.93 1- .131  233.63 234.93 1- .236 
2 331.923 331.27 1- .177  332.313 331.27 1- .241 
1 941.636 941.32 1- .124  942.241 941.32 1- .133 
4 1339.146 1337.4 1- .194  1361.247 1337.4 1- .133 
5 2196.733 2193.4 1- .163  2193.171 2193.4 1- .122 
5 2241.93 2236.7 1- .19  2241.317 2236.7 1- .17 
7 2313.146 2317.9 1- .223  2312.423 2317.9 1- .196 
8 2311.122 2316.3 1- .134  2311.933 2316.3 1- .133 
        

شماره 
 مود

 ANSYS دوم روش
درصد 

 (%)خطا

 
 ANSYS اول روش

درصد 
 (%)خطا

𝒂

𝒃
=2 𝐌 = 𝐍 =14   𝐌 = 𝐍 =12  

3 234.233 233.93 1- .113  234.716 233.93 1- .313 
2 331.234 349.67 1- .19  331.749 349.67 1- .243 
1 393.673 393.36 1- .133  393.146 393.36 1- .139 
4 1376.263 1373.1 1- .169  1373.63 1373.1 1- .133 
5 2411.363 2397.6 1- .173  2411.33 2397.6 1- .124 
5 2473.13 2472.9 1- .191  2477.332 2472.9 1- .211 
7 2933.666 2934.1 1- .133  2937.124 2934.1 1- .111 
8 3116.921 3111.6 1- .171  3111.672 3111.6 1- .112 
        

شماره 
 مود

 ANSYS دوم روش
درصد 

 (%)خطا

 
 ANSYS اول روش

درصد 
 (%)خطا

𝒂

𝒃
=3 𝐌 = 𝐍 =14   𝐌 = 𝐍 =12  

3 163.37 163.3 1- .141  169.37 163.3 1- .436 
2 773.13 774.6 1- .162  776.413 774.6 1- .233 
1 331.143 343.31 1- .137  331.926 343.31 1- .23 
4 1713.3 1714.3 1- .133  1716.393 1714.3 1- .132 
5 2327.941 2323.6 1- .172  2323.91 2323.6 1- .21 
5 2627.213 2624.3 1- .111  2624.336 2624.3 1- .121 
7 3439.174 3431.7 1- .247  3431. 933  3431.7 1.119 
8 3731.394 3723.7 1- .126  3724.631 3723.7 1.123 

ریتز بهبود یافته -روش دوم: روش رایلی   روش اول: روش سری فوریه بهبود یافته 
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 مشخصات دینامیکیمؤثر بر تغییرات  بررسی و تحلیل پارامتر هندسی 6-6

 یافتهریتز بهبود -سالم با استفاده از روش رایلیورق و ارتعاشی 

سالم ورق ای تر موضوع ارتعاشات آزاد درون صفحهتر و جامعبه منظور بررسی کاملر این بخش د

𝑎هندسی همچون ابعاد ) پارامترهایتاثیرات 

𝑏1+𝑏2
-مانند فرکانسمشخصات دینامیکی و ارتعاشی بر روی ( 

ا شرایط مرزی مختلف مورد سالم بورق ای های طبیعی و شکل مودهای ارتعاشات آزاد درون صفحه

 شودمشاهده می 12-3و  11-3، 11-3 جداولهمان طور که در . قرار خواهد گرفتبررسی و تحلیل 

𝑎های ابعادی برای نسبتریتز بهبود یافته  –رایلی  روشنتایج استخراج شده از 

𝑏1+𝑏2
مورد تحلیل قرار  

 .گرفته شده است

های طبیعی برای شکل مود اول با افزایش نسبت ابعاد فرکانس ،که شودمشاهده می 11-6شکلدر 

𝑎

𝑏1+𝑏2
طبیعی برای شکل مودهای دوم تا هشتم تا یک  های، اما فرکانسندکاز همان ابتدا کاهش پیدا می 

این  .کنندمقدار نسبت ابعادی شروع به کاهش میمقدار نسبت ابعادی ابتدا افزایش و سپس بعد از آن 

111𝑎مقدار نسبت ابعادی کند که بعد ازسیر نزولی تا جایی ادامه پیدا می

𝑏1+𝑏2
های طبیعی فرکانس =

های انسه دست پیدا کرد که فرکتوان به این نکتمانند. از این نتایج بررسی شده میتقریبا ثابت باقی می

𝑎با افزایش نسبت ابعادی  FFFFبا شرایط مرزی  سالمورق  ایدرون صفحه ات آزادطبیعی ارتعاش

𝑏1+𝑏2
 

 کنند.در نهایت کاهش پیدا می
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𝑎نسبت ابعادی  بررسی اثرات تغییرات 11-6شکل

𝑏1+𝑏2
استخراج شده  سالمورق  (𝐻𝑧) های طبیعیبر روی فرکانس 

 FFFFبرای شرایط مرزی  ریتز بهبود یافته –رایلی  روش از

افزایش نسبت ابعاد های طبیعی برای شکل مود اول با فرکانس ،که شودمشاهده می 11-6شکل در

𝑎

𝑏1+𝑏2
طبیعی برای شکل مودهای  هایاما فرکانس، ندکمی به صورت خطی افزایش پیدااز همان ابتدا  

طی صعودی غیر خاین سیر  و به صورت غیر خطی افزایشمقدار نسبت ابعادی ابتدا دوم تا هشتم تا یک 

𝑎د که بعد از یک مقدار نسبت ابعادی نکنتا جایی ادامه پیدا می

𝑏1+𝑏2
به  های طبیعیمشخص فرکانس 

د که ره دست پیدا کتوان به این نکتاز این نتایج بررسی شده میکنند. صورت خطی افزایش پیدا می

با افزایش نسبت  CCCCبا شرایط مرزی سالم ورق  ایدرون صفحه های طبیعی ارتعاشات آزادفرکانس

𝑎ابعادی 

𝑏1+𝑏2
 .پیدا خواهند کرد افزایشدر نهایت  
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𝑎نسبت ابعادی  بررسی اثرات تغییرات 11-6شکل

𝑏1+𝑏2
ه سالم استخراج شدورق  (𝐻𝑧) های طبیعیبر روی فرکانس 

 CCCCبرای شرایط مرزی  ریتز بهبود یافته –از روش رایلی 

با افزایش نسبت  تا سوم های طبیعی برای شکل مود اولفرکانس ،که شودمشاهده می 12-6شکل در

𝑎ابعاد 

𝑏1+𝑏2
تا  چهارمکل مودهای طبیعی برای ش های، اما فرکانسکننداز همان ابتدا کاهش پیدا می 

هشتم تا یک مقدار نسبت ابعادی ابتدا افزایش و سپس بعد از آن مقدار نسبت ابعادی شروع به کاهش 

131𝑎مقدار نسبت ابعادی کند که بعد ازاین سیر نزولی تا جایی ادامه پیدا می .کنندمی

𝑏1+𝑏2
-فرکانس =

مقایسه  CCCCبا شرایط مرزی ورق با نتایج یج ر این نتامانند، که اگهای طبیعی تقریبا ثابت باقی می

دیرتر به مقدار ثابتی  CFFFبا شرایط مرزی ورق مقادیر فرکانس طبیعی در  توان دید که،می بشود

ارتعاشات  های طبیعیفرکانس ،ه دست پیدا کرد کهتوان به این نکتاز این نتایج بررسی شده میرسند. می

𝑎با افزایش نسبت ابعادی  با شرایط مرزی یکسر گیردار سالمورق  ایدرون صفحه آزاد

𝑏1+𝑏2
در نهایت  

 .خواهند کردکاهش پیدا 
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𝑎نسبت ابعادی  بررسی اثرات تغییرات 12-6شکل

𝑏1+𝑏2
سالم استخراج شده ورق  (𝐻𝑧) های طبیعیبر روی فرکانس 

 CFFF برای شرایط مرزی ریتز بهبود یافته –از روش رایلی 

 ورقحال در ادامه برای درک بهتر از نتایج استخراج شده در این تحقیق، چند نمونه از شکل مودهای 

با شرایط ابعادی و شرایط مرزی مختلف را با استفاده از ضرایب گسترش سری فوریه استاندارد و ضرایب 

وند و شات آزاد استخراج میریتز بهبود یافته برای هر فرکانس طبیعی ارتعاش –رایلی  روشمکمل که از 

. آورده شده استبدست (، (11-4)و  (9-4))روابط  𝑣و  𝑢بهبود یافته  جابجایی هایمؤلفهجایگذاری در با 

به ترتیب شکل مودهای اول تا ششم  13-3و  14-3، 13-3 هایشکل کنید،مشاهده میهمانطور که 

1،2،3𝑎 با شرایط ابعادی سالمورق  ایدرون صفحه ارتعاشات آزاد

𝑏1+𝑏2
 FFFF ،CCCCشرایط مرزی و با  =

باشند و با مقایسه شکل مودهای بدست آمده و شکل مودهای استخراج شده از نرم افزار می CFFFو 

که نتایج استخراج شده از دقت مطلوبی  کرددست پیدا  توانمی ین نتیجهبه ا ANSYSالمان محدود 

به این  13-3و  14-3، 13-3های شکلبا اندکی دقت به نتایج نشان داده شده در باشند. برخوردار می

اینکه نتایج نشان داده شده مربوط به شکل مودهای ابتدایی ارتعاشات که با وجود  یافتدست  توانمی نکته

بینیم که در مودهای می 14-6شکلباشند، ولی با این حال به عنوان مثال در میورق ای درن صفحه آزاد

حالت فشاری رخ داده است ولی در مود بعدی در همان ورق در حالی که در قسمتی از  3و  4یا  3و  2
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تغییر شکل مودهای  ی پیچیدگی درنشان دهندهموضوع  دهد، که اینقسمت حالت کششی رخ می

های به وجود آمده باشند. که این پیچیدگیمیورق ای های طبیعی ارتعاشت آزاد درون صفحهفرکانس

 ها وها و قطعات خواهند شد، به طبع این ترکهایی در اتصالات سازهها و ناپیوستگیسبب بروز ترک

ی و های طبیعاز جمله فرکانسورق مشخصات دینامیکی و ارتعاشی  رها موجب تغییراتی دناپیوستگی

 شوند.میورق ای شکل مودهای ارتعاشات آزاد درون صفحه

Mode No. 1 
881.52 𝐻𝑧 

  

   

Mode No. 2 

 
 

   

Mode No. 3 

  

   

Mode No. 4 

  

   

Mode No. 5 

  

   

Mode No. 6 

  

ای ورق دوبعدی برای نتایج استخراج شده از روش ششم ارتعاشات درون صفحهشکل مودهای اول تا  13-6شکل

2𝑎با شرایط ابعادی  ANSYSریتز بهبود یافته و نرم افزار المان محدود –رایلی

𝑏1+𝑏2
 CCCCو شرایط مرزی  =
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Mode No. 1 

  

   

Mode No. 2 

  

   

Mode No. 3 

  

   

Mode No. 4 

  

   

Mode No. 5 

 
 

   

Mode No. 6 

  

ای ورق دوبعدی برای نتایج استخراج شده از روش شکل مودهای اول تا ششم ارتعاشات درون صفحه 14-6شکل

 1با شرایط ابعادی  ANSYSریتز بهبود یافته و نرم افزار المان محدود –رایلی
𝑎

𝑏1+𝑏2
 FFFFو شرایط مرزی  =
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Mode No. 1 
881.52 𝐻𝑧 

  

   

Mode No. 2 

  

   

Mode No. 3 

  

   

Mode No. 4 

  

   

Mode No. 5 

  

   

Mode No. 6 

  

–ای ورق دوبعدی برای نتایج استخراج شده از روش رایلیشکل مودهای اول تا ششم ارتعاشات درون صفحه 13-6شکل

 3ی با شرایط ابعاد ANSYSریتز بهبود یافته و نرم افزار المان محدود 
𝑎

𝑏1+𝑏2
 CFFFو شرایط مرزی =
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رق وهای طبیعی و تحلیل پارامترهای مؤثر بر تغییرات فرکانس رسیبر 6-7

 ریتز بهبود یافته-دار یکسر گیردار با استفاده از روش رایلیترک

𝑏2ر این بخش تاثیرات تغییر عمق نسبی ترک د

𝑏1+𝑏2
𝑎ابعاد ) و پارامترهای هندسی همچون 

𝑏1+𝑏2
 ،)

( بر روی 𝜇) ، نسبت پواسون(𝜌) ، چگالی(𝐸) مدول یانگهمچون  ( و نیز پارامترهای فیزیکیℎضخامت )

) دار به سالمترکورق نسبت فرکانس طبیعی مانند مشخصات دینامیکی و ارتعاشی 
𝝎𝒄𝒑

𝝎
و  دارترکورق  (

مورد بررسی و تحلیل  CFFFدار با شرایط مرزی ترکورق ای شکل مودهای ارتعاشات آزاد درون صفحه

 .   قرار خواهد گرفت

 مورد بررسی قرار سالمورق ای همانطور که در بخش قبل شکل مودهای ارتعاشات آزاد درون صفحه

هند درخ میورق در تغییرات شکل مودهای که  پیچیدگی دست یافته شد،، به این نتیجه شد گرفته

 بررسی ،هایی بشوند. لذا در این بخش از تحقیق هدفها و ناپیوستگیبروز ترک ممکن است سبب

یکسر گیردار تحت تاثیر تغییرات عمق ورق ارتعاشات آزاد درون صفحه مشخصات دینامیکی و ارتعاشی 

باشد که به سبب بروز مشکلات ذکر شده، ترکی در نسبی ترک و تغییرات شرایط ابعادی مختلف، می

 (. 16-6شکلها به وجود آمده است )ی آنشده ی متصللبه

 
 دار یکسر گیردارترکورق شماتیک  16-6شکل

𝑎 

𝑏1 

𝑏2 

𝑝𝑙𝑎𝑡𝑒  

𝑥 

𝑦 
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 .انتخاب شده استرا به عنوان مدل  از جنس آلومینیومورق ه ذکر است که در این بخش یک لازم ب

 هبه صورت زیر در نظر گرفت به کار برده شدهورق ادی همچنین خصوصیات مکانیکی مواد و مشخصات ابع

 :شده است

 به کار برده شده در ورق خصوصیات مکانیکی مواد و مشخصات ابعادی  11-6جدول
 ریتز بهبود یافته –رایلی  روش

𝜇 𝜌 (𝑘𝑔 𝑚3⁄ ) 𝐸 (𝐺𝑁 𝑚2⁄ ) ℎ (𝑚𝑚) 

21 2782 725444 
 

 هایچگالی، نسبت پواسون و ضخامت ورقبه ترتیب مدول یانگ،  ℎو  𝐸 ،𝜌 ،𝜇که مطابق با جداول بالا 

𝑏2عمق نسبی ترک بی بعد به صورت  شکل بالادر این بخش مطابق با  باشند.مدل شده می

𝑏1+𝑏2
و شرایط  

𝑎ابعادی به صورت 

𝑏1+𝑏2
دار نیز بی بعد و به ترکورق های طبیعی ارتعاشات آزاد و همچنین فرکانس 

)دار به سالم ترکورق های طبیعی انسصورت نسبت فرک
𝜔𝑐𝑝

𝜔
 شوند.، تعریف می(

 رق ونسبت فرکانس طبیعی  بر و نسبت ابعادی عمق نسبی ترک اتتأثیر تغییر 5-7-2

 و شکل مودها دار به سالمترک

ر گیردار یکسورق های طبیعی عمق نسبی ترک را بر روی فرکانس اتتغییر تأثیر ابتدا در این بخش

3ط ابعادی با شرای
𝑎

𝑏1+𝑏2
. شودمیریتز بهبود یافته مورد بررسی قرار داده  - رایلی روشبا استفاده از  =

بر اثر شکل  CFFFسالم با شرایط مرزی ورق که یک  شده به این صورت که به عنوان نمونه در نظر گرفته

چار ، دورق ای آزاد درون صفحههای طبیعی ارتعاشات مودهای متناوبی که تحت تأثیر تغییرات فرکانس

شود، همان طور که توضیح داده شد این ترک به وجود آمده به مرور ی گیردار میترک یا شکافی در لبه

 های طبیعی ارتعاشاتسبب آن فرکانسکند و که به های متناوب شروع به رشد میزمان بر اثر بارگذاری

همچنین مقدار عمق نسبی ترک تا جایی افزایش پیدا  .دنشویکسرگیردار دچار تغییراتی میورق آزاد 
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رایط ش ظر گرفته از دیوار جدا شده و عملاًدر نورق توان گفت که کند که بعد از یک مقدار مشخص میمی

ورق نتایج هشت فرکانس طبیعی  11-6جدولدر نظر گرفت. در  FFFFتوان به صورت را میورق مرزی 

شاهده مدار یکسر گیردار تحت تأثیر تغییرات عمق نسبی ترک نشان داده شده است. همانطور که رکت

ریتز بهبود یافته در مقایسه با نتایج استخراج از نرم افزار  –رایلی  روش، نتایج استخراج شده از شودمی

 قت به نتایج استخراج. در ادامه با اندکی دشده استبه نتایج مطلوبی دست پیدا  ANSYSالمان محدود 

کاهش  ورقهای طبیعی که با افزایش مقدار عمق نسبی ترک فرکانس رسیدبه این نتیجه توان میشده 

ای طبیعی هتوان گفت که فرکانسکند که تقریبا میاین روند نزولی تا جایی ادامه پیدا میکنند. پیدا می

 FFFFسالم با شرایط مرزی ورق یعی های طببه سمت فرکانس CFFFدار با شرایط مرزی ترکورق 

 د شد. نهمگرا خواه
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)تأثیر تغییر عمق نسبی ترک  11-6جدول
𝑏2

𝑏1+𝑏2
و  CFFFدار با شرایط مرزی ترکورق  (𝐻𝑧) های طبیعیبر روی فرکانس (

3شرایط ابعادی 
𝑎

𝑏1+𝑏2
= 

 شکل مود
دارترک سالم یکسر گیردار  

دوم روش دوم وشر    ANSYS دوم  روش  درصد خطا  ANSYS دوم  روش  درصد خطا  ANSYS درصد خطا 

 𝒂 𝒃⁄ = 1  𝒃𝟐 (𝒃𝟏 + 𝒃𝟐)⁄ = 2.25  𝒃𝟐 (𝒃𝟏 + 𝒃𝟐)⁄ = 2.3  𝒃𝟐 (𝒃𝟏 + 𝒃𝟐)⁄ = 2.2 

3 163.37  166.733 167.22 1- .291  163.144 163.66 1- .376  132.237 132.31 1- .166 

2 773.13  767.943 763.92 1- .127  737.7 739.13 1- .193  731.977 733.23 1- .314 

1 331.143  346.133 346.97 1- .113  341.117 343.41 1- .273  333.934 334.71 1- .193 

4 1713.3  1636.13 1693.3 1- .364  1631.113 1633.3 1- .314  1662.316 1666.7 1- .231 

5 2327.941  2311.34 2316.3 1- .217  2493.171 2312.1 1- .161  2433.112 2436.3 1- .142 

5 2627.213  2613.216 2614.3 1- .443  2616.923 2611.6 1- .179  2393.26 2616.1 1- .297 

7 3439.174  3416.334 3416.4 1- .23  3392.231 3413.3 1- .47  3333.4 3391.2 1- .23 

8 3731.394  3713.711 3716.3 1- .339  3693.161 3713.2 1- .413  3663.93 3679.1 1- .413 
 

شکل 

 مود

دارترک  

دوم روش  ANSYS دوم  روش  درصد خطا  ANSYS دوم  روش  درصد خطا  ANSYS درصد خطا 

 𝒃𝟐 (𝒃𝟏 + 𝒃𝟐)⁄ = 2.1  𝒃𝟐 (𝒃𝟏 + 𝒃𝟐)⁄ = 2.4  𝒃𝟐 (𝒃𝟏 + 𝒃𝟐)⁄ = 2.5 

3 137.342 137.62 1- .212  119.337 119.34 1- .211  111.24 111.67 1- .427 

2 711.733 712.36 1- .133  666.973 669.13 1- .323  631.33 633.36 1- .273 

1 322.922 323.39 1- .299  312.773 314.31 1- .23  311.336 312.29 1- .173 

4 1646.33 1649.7 1- .174  1623.6 1631.3 1- .411  1393.136 1614.1 1- .373 

5 2331.66 2391.7 1- .421  2299.633 2313.3 1- .139  2193.337 2197.6 1- .193 

5 2333.437 2333.9 1- .133  2333.346 2343.3 1- .391  2463.14 2474.2 1- .249 

7 3362.1 3371.9 1- .264  3333.43 3347.4 1- .337  3211.213 3213.7 1- .171 

8 3343. 96  3364.4 1- .331  3369.637 3373.6 1- .116  3311.163 3323.9 1- .473 
 

شکل 

 مود

دارترک  

دوم روش  ANSYS دوم  روش  درصد خطا  ANSYS دوم  روش  درصد خطا  ANSYS درصد خطا 

 𝒃𝟐 (𝒃𝟏 + 𝒃𝟐)⁄ = 2.5  𝒃𝟐 (𝒃𝟏 + 𝒃𝟐)⁄ = 2.7  𝒃𝟐 (𝒃𝟏 + 𝒃𝟐)⁄ = 2.8 

3 31.343 31.623 1- .34  39.362 61.144 1- .469  39.46 39.694 1- .333 

2 394.313 393.37 1- .211  332.112 334.13 1- .337  313.114 316.9 1- .374 

1 733.4 736.34 1- .374  761.394 764.92 1- .461  731.143 734.3 1- .497 

4 1363.113 1363.4 1- .133  1312.94 1317.1 1- .276  1417.773 1421.4 1- .233 

5 2176.666 2132.1 1- .261  1969.472 1973.3 1- .194  1377.613 1334.9 1- .337 

5 2376.337 2333.3 1- .29  2234.11 2233.7 1- .213  2137.713 2191.9 1- .191 

7 3194.737 3199.2 1- .144  3129.631 3137.1 1- .241  2937.392 2994.3 1- .214 

8 3297.442 3316.3 1- .233  3236.33 3293.4 1- .193  3272.93 3233.3 1- .332 
 

 شکل مود

دارترک   سالم چهار لبه آزاد   

دوم روش  ANSYS دوم روش  درصد خطا  

𝒃𝟐 (𝒃𝟏 + 𝒃𝟐)⁄ = 2.9  𝒂 𝒃⁄ = 1 

3 19.463 19.613 1- .74  1 

2 444.433 446.91 1- .343  1 

1 633.397 637.64 1- .617  1 

4 1293.942 1293.3 1- .374  337.979 

5 1319.99 1313.3 1- .437  1691.473 

5 2131.342 2134.9 1- .219  1324.163 

7 2941.14 2931.4 1- .331  2314.911 

8 3272.91 3232.1 1- .277  3237.712 

ریتز بهبود یافته–روش دوم: روش رایلی    
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دهد. البته لازم به مفهوم درستی را نشان می اظ فیزیک مسئلهتوان گفت که این موضوع از لحمی

ها به وجود بیاید، فقط با اندکی افزایش در ذکر است که، اگر در صنعت این چنین مشکلاتی در سازه

مقدار عمق نسبی ترک، عملا سازه از لحاظ کارایی قابلیت خود را از دست داده و سبب بروز مشکلاتی 

ای، بررسی و اثبات صحت نتایج استخراج شده شد. لذا هدف از انجام چنین مقایسهجبران ناپذیر خواهد 

 باشد.در این بخش از تحقیق می

 نتایج استخراج شده در این بخش از تحقیق، ترتر و کاملدر ادامه به منظور بررسی و تحلیل جامعحال 

با  ه سالمب یکسر گیردار دارکترورق نسبت فرکانس طبیعی تأثیرات تغییر عمق نسبی ترک را بر روی 

1،2،3𝑎) شرایط ابعادی مختلف

𝑏1+𝑏2
 .قرار خواهد گرفتمورد بررسی ( =

نشان داده شده است، نتایج استخراج شده برای  19-6و  13-6، 17-6 هایشکلهمانطور که در  

ای هترک، فرکانسشرایط ابعادی مختلف هم گویای این موضوع است که با افزایش مقدار عمق نسبی 

دا سالم کاهش پیورق های طبیعی دار نسبت به فرکانسترکورق ای طبیعی ارتعاشات آزاد درون صفحه

که هرچه عمق نسبی  رسیدبه این نتیجه  توانمی های زیرهمچنین با اندکی دقت به شکل .دنکنمی

) دار به سالمترکورق نسبت فرکانس طبیعی کند، ترک افزایش پیدا می
𝜔𝑐𝑝

𝜔
کاهش بیشتری را نشان  (

که،  شودبا بررسی نتایج نشان داده شده برای شرایط ابعادی مختلف مشاهده میعلاوه بر این، دهند. می

نس نسبت فرکادهد و در هر سه حالت با افزایش عمق نسبی ترک شرایطی مشابه در ابعاد مختلف رخ می

) دار به سالمترکورق طبیعی 
𝜔𝑐𝑝

𝜔
کنند. هر چند که مقادیر عددی به صورت غیر خطی کاهش پیدا می (

) دار به سالمترکورق نسبت فرکانس طبیعی 
𝜔𝑐𝑝

𝜔
باشند. با برای هر یک از شرایط ابعادی متفاوت می (

) دار به سالمترکورق نسبت فرکانس طبیعی بررسی و مقایسه 
𝜔𝑐𝑝

𝜔
ه برای استخراج شد هشتماول تا  (

1،2،3𝑎شرایط ابعادی 

𝑏1+𝑏2
نس نسبت فرکاکه تأثیر تغییرات عمق نسبی ترک بر روی  شودمشاهده می =

) دار به سالمترکورق طبیعی 
𝜔𝑐𝑝

𝜔
3𝑎شرایط ابعادی  (

𝑏1+𝑏2
3𝑎نسبت به شرایط ابعادی  =

𝑏1+𝑏2
بیشتر  =

 د. نباشمی
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) دار به سالمترکورق نسبت فرکانس طبیعی عمق نسبی ترک بر  تأثیر طول 17-6شکل
𝜔𝑐𝑝

𝜔
با  دارترکورق  (

1𝑎 و شرایط ابعادی   CFFFشرایط مرزی 

𝑏1+𝑏2
=  

 

 

) دار به سالمترکورق نسبت فرکانس طبیعی تأثیر طول عمق نسبی ترک بر  13-6شکل
𝜔𝑐𝑝

𝜔
با  دارترکورق  (

2𝑎و شرایط ابعادی  CFFFشرایط مرزی 

𝑏1+𝑏2
=  
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) دار به سالمترکورق نسبت فرکانس طبیعی تأثیر طول عمق نسبی ترک بر  19-6شکل
𝜔𝑐𝑝

𝜔
با  دارترکورق  (

3𝑎 و شرایط ابعادی  CFFFشرایط مرزی 

𝑏1+𝑏2
=  

 

 ورقیق، چند نمونه از شکل مودهای حال در ادامه برای درک بهتر از نتایج استخراج شده در این تحق

شده استخراج  ANSYSاز نرم افزار المان محدود  CFFFو شرایط مرزی  مختلف با شرایط ابعادی دارترک

به ترتیب شکل مودهای اول تا ششم  14-6و  13-6، 12-6 جداول شود،مشاهده میهمانطور که . است

1،2،3𝑎 با شرایط ابعادیو  CFFFمرزی  شرایطدار با ترکورق  ایدرون صفحه ارتعاشات آزاد

𝑏1+𝑏2
= 

 شودمشاهده می ANSYSباشند و با مقایسه شکل مودهای استخراج شده از نرم افزار المان محدود می

ورق موجب تغییراتی در شکل مودهای ارتعاشات آزاد ورق ی گیردار های به وجود آمده در لبهکه ترک

 د شد.نخواه
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دار تحت تأثیر تغییرات عمق ای ورق دوبعدی ترکمودهای ارتعاشات آزاد درون صفحه شکل تغییر 12-6جدول

𝑏2نسبی ترک 

𝑏1+𝑏2
1𝑎برای شرایط ابعادی   

𝑏1+𝑏2
= 

𝑎

𝑏1 + 𝑏2
 

𝑏2
𝑏1 + 𝑏2

 شماره مود 

3 

2 
 

 

 

Mode No.1 Mode No. 2 Mode No. 3 
 

 

 

 Mode No.4 Mode No. 5 Mode No. 6 

2.2 
 

  

Mode No.1 Mode No. 2 Mode No. 3 

 

 

 

Mode No.4 Mode No. 5 Mode No. 6 
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3 

2.4 
 

 

 

Mode No. 1 Mode No. 2 Mode No. 3 

 

 

 

 Mode No. 4 Mode No. 5 Mode No. 6 

2.5 

   

Mode No. 1 Mode No. 2 Mode No. 3 

 

 

 

 Mode No. 4 Mode No. 5 Mode No. 6 
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𝑏2دار تحت تأثیر تغییرات عمق نسبی ترک ای ورق دوبعدی ترکشکل مودهای ارتعاشات آزاد درون صفحه تغییر 13-6جدول

𝑏1+𝑏2
2𝑎برای شرایط ابعادی   

𝑏1+𝑏2
= 

𝑎

𝑏1 + 𝑏2
 

𝑏2
𝑏1 + 𝑏2

 شماره مود 

2 

2 
 

 

 

Mode No. 1 Mode No. 2 Mode No. 3 

 

 

 

 Mode No. 4 Mode No. 5 Mode No. 6 

2.2 
 

 

 

Mode No. 1 Mode No. 2 Mode No. 3 

 

 

 

  Mode No. 4 Mode No. 5 Mode No. 6 
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2 

2.4 
  

 

Mode No. 1 Mode No. 2 Mode No. 3 

 

 

 

 Mode No. 4 Mode No. 5 Mode No. 6 

2.5 
 

 

 

Mode No. 1 Mode No. 2 Mode No. 3 

 

 

 

  Mode No. 4 Mode No. 5 Mode No. 6 
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𝑏2دار تحت تأثیر تغییرات عمق نسبی ترک ای ورق دوبعدی ترکشکل مودهای ارتعاشات آزاد درون صفحه تغییر 14-6جدول

𝑏1+𝑏2
1𝑏برای شرایط ابعادی  

𝑏1+𝑏2
= 

𝑎

𝑏1 + 𝑏2
 

𝑏2
𝑏1 + 𝑏2

 شماره مود 

1 

2 
 

 

 

Mode No. 1 Mode No. 2 Mode No. 3 

 

  

 Mode No. 4 Mode No. 5 Mode No. 6 

2.2 

   

Mode No. 1 Mode No. 2 Mode No. 3 

 

 

 

  Mode No. 4 Mode No. 5 Mode No. 6 
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1 

2.4 

 
 

 

Mode No. 1 Mode No. 2 Mode No. 3 

 

 

 

 Mode No. 4 Mode No. 5 Mode No. 6 

2.5 

   

Mode No. 1 Mode No. 2 Mode No. 3 

 
 

 

  Mode No. 4 Mode No. 5 Mode No. 6 
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 ه سالم بورق های طبیعی نسبت فرکانس بر یکیو فیز تأثیر پارامترهای هندسی 5-7-1

 دارترک

تر تأثیراتی را که پارامترهای هندسی ی این بخش از تحقیق، برای بررسی بهتر و جامعحال در ادامه

ورق نسبت فرکانس طبیعی ( بر روی 𝜇) ، نسبت پواسون(𝜌) ، چگالی(𝐸) مدول یانگو فیزیکی مانند 

) دار به سالمترک
𝝎𝒄𝒑

𝝎
همچنین . قرار خواهند گرفتگذارند مورد بررسی دار میترک یکسر گیردارورق  (

1𝑎یط ابعادی ریتز بهبود یافته و شرا –نتایج با استفاده از روش رایلی  لازم به ذکر است که،

𝑏1+𝑏2
نیز  و =

بدست  13-6جدول با در نظر گرفتن مشخصات مکانیکی مواد و مشخصات ابعادی نشان داده شده در

 .اندآمده

 سالم به کار برده شده ورق خصوصیات مکانیکی مواد و مشخصات ابعادی  13-6جدول
 ریتز بهبود یافته –در روش رایلی 

𝜇 𝜌 (𝑘𝑔 𝑚3⁄ ) 𝐸 (𝐺𝑁 𝑚2⁄ ) ℎ (𝑚𝑚) 𝑏𝟐 (𝑚𝑚) 𝑏𝟏 (𝑚𝑚) 𝑎𝟏 (𝑚𝑚) 

1.2 2782 72 5444.2 752 752 3522  

 



ششمفصل  ارائه نتایج  

 

000 

 

 
) دار به سالمترکورق نسبت فرکانس طبیعی ( بر 𝐸) مدول یانگ اتتأثیر تغییر 21-6شکل

𝜔𝑐𝑝

𝜔
با دار ورق ترک (

1𝑎شرایط ابعادی 

𝑏1+𝑏2
 CFFFشرایط مرزی  و =

 
) دار به سالمترکورق نسبت فرکانس طبیعی ( بر 𝜌) چگالی اتتأثیر تغییر 21-6شکل

𝜔𝑐𝑝

𝜔
با شرایط دار ورق ترک (

1𝑎ابعادی 

𝑏1+𝑏2
 CFFFشرایط مرزی  و =
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) دار به سالمترکورق نسبت فرکانس طبیعی ( بر 𝜇نسبت پواسون ) اتتأثیر تغییر 22-6شکل

𝜔𝑐𝑝

𝜔
دار با ترکورق  (

1𝑎شرایط ابعادی 

𝑏1+𝑏2
 CFFFو شرایط مرزی  =

شود، با بررسی نتایج استخراج شده به مشاهده می 22-6و  21-6، 21-6های شکلر همان طور که د

نسبت فرکانس تأثیری بر  (𝜌) چگالی( و 𝐸) مدول یانگ تغییرات ،توان دست یافت کهاین نکته می

) دار به سالمترکورق طبیعی 
𝜔𝑐𝑝

𝜔
بنابراین  د داشت.ننخواه دارترکورق ای ارتعاشات آزاد درون صفحه (

دار مانند ترکورق های طبیعی ( بر فرکانس𝜌) چگالی ( و𝐸) مدول یانگتوان گفت که، تأثیر تغییرات می

نسبت فرکانس تغییراتی در  22-6و  21-6، 21-36های شکلدر  باشند. به همین دلیلسالم میورق 

) دار به سالمترکورق طبیعی 
𝜔𝑐𝑝

𝜔
ود شمشاهده می نتایجچنین با اندکی دقت در فتاده است. هماتفاق نی (

ای هیکسر گیردار به مراتب بیشتر از فرکانسورق های طبیعی اول تا چهارم که، تأثیر ترک بر روی فرکانس

ی این نکته است که، تأثیرات ترک در دهندهباشند. که موضوع فوق نشان طبیعی پنجم و ششم می

ی این موضوع نتایج نشان دهنده 22-6شکل در اما خواهند بود. بیشترورق های طبیعی ابتدایی فرکانس

) دار به سالمترکورق نسبت فرکانس طبیعی بر  (𝜇باشند که، تغییرات نسبت پواسون )می
𝜔𝑐𝑝

𝜔
ارتعاشات  (

 طول ضوع به پارامتر سرعت موجوکه دلیل این مدار تأثیر خواهد داشت. ترکورق ای آزاد درون صفحه
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𝑐𝐿 = √
𝐸

𝜌(1−𝜇2)
ای هی سرعت موج طولی با فرکانسدر رابطه نسبت پواسونای که و نیز نسبت رابطه 

ابطه طبیعی دارد، بر خواهد گشت. به این دلیل که با توجه به اینکه پارامتر نسبت پواسون ر

 (ω α √
1

(1−𝜇2)
مشاهده  22-6شکلدارد. به همین دلیل در ورق های طبیعی ارتعاشات آزاد ا فرکانسب ( 

دار یکسر گیرورق های طبیعی شود که، با تغییرات نسبت پواسون رفتاری غیر خطی در فرکانسمی

شود که، به شکلی مشابه با در نتایج مشاهده میدار رخ خواهد داد. ولی با این وجود با اندکی دقت ترک

شتر یکسر گیردار به مراتب بیورق های طبیعی اول تا چهارم پارامترهای قبلی تأثیر ترک بر روی فرکانس

رای بی این نکته است که، دهندهباشند. که موضوع فوق نشان های طبیعی پنجم و ششم میاز فرکانس

 ود.بیشتر خواهند بورق های طبیعی ابتدایی ثیرات ترک در فرکانستأنیز هم،  پارمتر نسبت پواسون



 

 

 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  7 فصل
 

 نتیجه گیری                                                                                     
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، FFFFای ورق سالم با شرایط مرزی این تحقیق بررسی و تحلیل ارتعاشات درون صفحهموضوع 

CCCC  وCFFF دار با شرایط مرزی ترک و ورقCFFF های سری فوریه بهبود یافته و با استفاده از روش

 ریتز بهبود یافته و تکنیک مرز فنردار فرضی بوده است. –رایلی 

تز بهبود ری –در این تحقیق ابتدا صحت سنجی و اعتبار سنجی روش سری فوریه بهبود یافته و رایلی 

نردار فرضی ارائه شده مورد بررسی و تحلیل قرار گرفته است. همچنین با استفاده یافته و تکنیک مرز ف

یعی و های طبریتز بهبود یافته تأثیرات پارامترهای هندسی و فیزیکی بر روی فرکانس –از روش رایلی 

 ریتز –شده است. در ادامه با استفاده از روش رایلی قرار گرفته سالم مورد بررسی مودهای ورق شکل

بهبود یافته و تکنیک مرز فنردار فرضی تأثیرات عمق نسبی ترک، پارامترهای هندسی و فیزیکی بر روی 

 دار مورد تجزیه و تحلیل قرار گرفت. یکسر گیردار ترک مودهای ورقهای طبیعی و شکلفرکانس

 د:بدست آمنتایج زیر 

یتز ر –یافته و رایلی  های سری فوریه بهبودبا توجه به تکنیک مرز فنردار فرضی در روش -1

برای شرایط لبه  2111( و Fبهبود یافته با انتخاب مقدار مناسب صفر برای شرایط لبه آزاد )

 سازی کرد.شبیهورق توان تمام شرایط مرزی کلاسیک را برای ( میCگیردار )

 های سری فوریه بهبود یافته و با توجه به بررسی و اعتبار سنجی دقت و همگرایی روش -2

های لفهمؤ مقدار جملات گسترش دهندهبا انتخاب توان گفت که ریتز بهبود یافته می –لی رای

12Mجابجایی بهبود یافته  = N جملات و مقدار  سری فوریه بهبود یافته برای روش =

14Mهای جابجایی بهبود یافته مؤلفهگسترش دهنده  = N ریتز بهبود -رایلی برای روش =

 .یافتدست  قت و همگرایی مطلوببا د یتوان به نتایجمییافته 

شکل  های طبیعی وهندسی بر تغییرات فرکانس بررسی و تحلیل تأثیرات پارامتربا توجه به  -3

های فرکانسگفت که، توان ریتز بهبود یافته می-سالم با استفاده از روش رایلیورق مودهای 
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𝑎ی با افزایش نسبت ابعادسالم ورق  ایدورن صفحه طبیعی ارتعاشات آزاد

𝑏1+𝑏2
برای شرایط  

افزایش در نهایت  CCCCدر نهایت کاهش و برای برای شرایط مرزی  CFFFو  FFFFمرزی 

 .پیدا خواهند کرد

𝑏2با توجه به بررسی و تحلیل تأثیرات عمق نسبی ترک  -4

𝑏1+𝑏2
و پارامترهای هندسی همچون  

𝑎ابعاد )

𝑏1+𝑏2
( 𝜇) ، نسبت پواسون(𝜌) ، چگالی(𝐸) مدول یانگی فیزیکی همچون پارامترها( و 

 المدار به سترکورق نسبت فرکانس طبیعی مانند مشخصات دینامیکی و ارتعاشی بر روی 

(
𝝎𝒄𝒑

𝝎
 CFFFدار برای شرایط مرزی ترکورق ای و شکل مودهای ارتعاشات آزاد درون صفحه (

 توان به نتایج زیر دست یافت:بهبود یافته میریتز -با استفاده از روش رایلی

𝑏2با افزایش عمق نسبی ترک  -4-1

𝑏1+𝑏2
 دار به سالمترکورق نسبت فرکانس طبیعی  

(
𝝎𝒄𝒑

𝝎
و  CFFFدار برای شرایط مرزی ترکورق ای ارتعاشات آزاد درون صفحه (

1،2،3𝑎شرایط ابعادی 

𝑏1+𝑏2
 خطی کاهش پیدا خواهند کرد.به صورت غیر  =

𝐺𝑁)بین  (𝐸) مدول یانگتغییرات   -4-2 𝑚2⁄ 𝐺𝑁)تا  41 ( 𝑚2⁄ ( 𝜌) چگالیو  221 (

𝑘𝑔)بین  𝑚3⁄ 𝑘𝑔)تا  2111 ( 𝑚3⁄ ورق نسبت فرکانس طبیعی تأثیری بر  9111 (

) دار به سالمترک
𝜔𝑐𝑝

𝜔
دار نخواهند داشت. کترورق ای ارتعاشات آزاد درون صفحه (

ورق  های طبیعیتوان گفت که، تأثیر این تغییرات بر فرکانسبه عبارتی دیگر می

 سالم خواهند بود.ورق دار مانند ترک

) دار به سالمترکورق نسبت فرکانس طبیعی  -4-3
𝜔𝑐𝑝

𝜔
ای ارتعاشات آزاد درون صفحه (

رفتاری غیر  499.1تا  1بین  (𝜇تغییرات نسبت پواسون )دار تحت تأثیر ترکورق 

توان گفت که، تأثیر تغییرات خطی از خود نشان خواهند داد. به عبارتی دیگر می
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ای هدار با تأثیری که بر فرکانسترکورق های طبیعی بر فرکانس نسبت پواسون

  گذارد متفاوت خواهد بود.سالم میورق طبیعی 
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 توانمی ورق درون ی و پیشرفت در بررسی و تحلیل مسائل موجود در زمینه ارتعاشاتتوسعهجهت 

 پیشنهادهایی را به صورت زیر بیان کرد: 

با شرایط مرزی کلاسیک مختلف با استفاده از ق ورای بررسی ارتعاشات اجباری درون صفحه -1

 روش سری فوریه بهبود یافته 

با شرایط مرزی کلاسیک مختلف با استفاده از ورق ای بررسی ارتعاشات اجباری درون صفحه -2

 ریتز بهبود یافته  –روش رایلی 

با استفاده ورق های های به وجود آمده در لبهبا ترکورق ای بررسی ارتعاشات آزاد درون صفحه -3

 ریتز بهبود یافته و تکنیک مرز فنر فرضی –از روش رایلی 

با استفاده از ورق ها های عمقی موازی با لبهبا ترکورق ای بررسی ارتعاشات آزاد درون صفحه -4

 ریتز بهبود یافته و تکنیک مرز فنر فرضی. –روش رایلی 
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2𝑎[𝑚2𝜋2(−1)𝑚 + 6 − 6(−1)𝑚]

𝑚4𝜋4
, 𝑚 ≠ 0

 

   

  (3-أ)

𝜉2𝑎
′ (𝑥) =

2𝑥

𝑎
(
𝑥

𝑎
− 1) +

𝑥2

𝑎2
= ∑ 𝛾2𝑚 𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑎𝑚𝑥

∞

𝑚=0

 

𝛾2𝑚 = {

0, 𝑚 = 0
4[1 + 2(−1)𝑚]

𝑚2𝜋2
, 𝑚 ≠ 0

 

   

  (6-أ)

𝜉2𝑎
′′ (𝑥) =

2

𝑎
(
𝑥

𝑎
− 1) +

4𝑥

𝑎2
= ∑ 휀2𝑚 𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑎𝑚𝑥

∞

𝑚=0

 

휀2𝑚 = {

1

𝑎
, 𝑚 = 0

12[−1 + (−1)𝑚]

𝑎𝑚2𝜋2
, 𝑚 ≠ 0

  

   

  (7-أ)

𝜉1𝑏(𝑦) = 𝑦 (
𝑦

𝑏
− 1)

2

= ∑𝛽1𝑛 𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑏𝑛𝑦

∞

𝑛=0

  

𝛽1𝑛 = {

𝑏

12
, 𝑛 = 0

−
2𝑏[𝑛2𝜋2 − 6 + 6(−1)𝑛]

𝑛4𝜋4
, 𝑛 ≠ 0
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  (3-أ)

𝜉1𝑏
′ (𝑦) = (

𝑦

𝑏
− 1)

2

+ 2
𝑦

𝑏
(
𝑦

𝑏
− 1) = ∑휂1𝑛 𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑏𝑛𝑦

∞

𝑛=0

  

휂1𝑛 = {

0,                                𝑛 = 0

−
4[2 + (−1)𝑛]

𝑛2𝜋2
, 𝑛 ≠ 0

  

   

  (9-أ)

𝜉1𝑏
′′ (𝑦) =

4

𝑏
(
𝑦

𝑏
− 1) +

2𝑦

𝑏2
= ∑𝜎1𝑛 𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑏𝑛𝑦

∞

𝑛=0

  

𝜎1𝑛 = {

−
1

𝑏
, 𝑛 = 0

12[−1 + (−1)𝑛]

𝑎𝑛2𝜋2
, 𝑛 ≠ 0

  

   

  (11-أ)

𝜉2𝑏(𝑦) =
1

𝑏
𝑦2 (

𝑦

𝑏
− 1) = ∑𝛽1𝑛 𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑏𝑛𝑦

∞

𝑛=0

  

𝛽1𝑛 = {
−
𝑏

12
, 𝑛 = 0

2𝑏[𝑛2𝜋2(−1)𝑛 + 6 − 6]

𝑛4𝜋4
, 𝑛 ≠ 0

  

   

  (11-أ)

𝜉2𝑏
′ (𝑦) = 2

𝑦

𝑏
(
𝑦

𝑏
− 1) +

𝑦2

𝑏2
∑휂2𝑛 𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑏𝑛𝑦

∞

𝑛=0

 

휂12𝑛 = {

0,                                𝑛 = 0
4[1 + 2(−1)𝑛]

𝑛2𝜋2
, 𝑛 ≠ 0

  

   

  (12-أ)

𝜉2𝑏
′′ (𝑦) =

2

𝑏
(
𝑦

𝑏
− 1) +

4𝑦

𝑏2
= ∑𝜎2𝑛 𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑏𝑛𝑦

∞

𝑛=0

  

𝜎2𝑛 = {

1

𝑏
, 𝑛 = 0

12[−1 + (−1)𝑛]

𝑏𝑛2𝜋2
, 𝑛 ≠ 0

  

   

  (13-أ)

𝑠𝑖𝑛 𝜆𝑎𝑚𝑥 =∑𝜏𝑎𝑝
𝑚 𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑎𝑝𝑥

𝑝

= 𝑠𝑖𝑛 𝜆𝑎𝑝𝑥 =∑𝜏𝑎𝑚
𝑝
𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑎𝑚𝑥

𝑚

  

𝑝 = 0,   𝜏𝑎𝑚
𝑝

= 0 

𝑝 ≠ 0,   𝜏𝑎𝑚
𝑝

=

{
 
 

 
 𝑚 = 0,   

1 − (−1)𝑝

𝑝𝜋

𝑚 ≠ 0, {

𝑚 = 𝑞,   0

𝑚 ≠ 𝑞,   
2𝑝[(−1)𝑚+𝑝 − 1]

(𝑚2 − 𝑝2)𝜋

 
 

   

  (14-أ)

𝑠𝑖𝑛 𝜆𝑏𝑛𝑦 =∑𝜅𝑏𝑞
𝑛 𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑏𝑞𝑦

𝑞

= 𝑠𝑖𝑛 𝜆𝑏𝑞𝑦 =∑𝜅𝑏𝑛
𝑞
𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑏𝑛𝑦

𝑛

 

 

 

𝑞 = 0,   𝜅𝑏𝑛
𝑞
= 0 

𝑞 ≠ 0,   𝜅𝑏𝑛
𝑞
=

{
 
 

 
 𝑛 = 0,   

1 − (−1)𝑞

𝑞𝜋

𝑛 ≠ 0, {

𝑛 = 𝑞,   0

𝑛 ≠ 𝑞,   
2𝑞[(−1)𝑛+𝑞 − 1]

(𝑛2 − 𝑞2)𝜋
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 𝑬 ،𝑩 ،𝑨 ،�̅� ،�̅� و 𝑭 های عناصر ماتریس :ب پیوست

′𝑚ر گرفتن با در نظتوان را می 𝐻عناصر ماتریس  = 0,1,2,… ,𝑀  و𝑛′ = 0,1,2,… ,𝑁 از روابط  

 به صورت زیر استخراج کرد: (44-4)تا  (4-37)

{𝑎11}𝑚+1,𝑚′+1 = 𝛿𝑚𝑚′  {𝑏12}𝑚+1,𝑚′+1 = 0 

  (1-ب)

{𝑐13}𝑚+1,𝑛′+1 = −�̅�𝑝𝑦0𝛼1𝑚 {𝑑14}𝑚+1,𝑛′+1 = −�̅�𝑝𝑦0𝛼2𝑚 

{𝑒15}𝑚+1,𝑚′+1 = 0 {𝑓16}𝑚+1,𝑚′+1 = 0 

{𝑔17}𝑚+1,𝑛′+1 = 𝛾1𝑚 {ℎ18}𝑚+1,𝑛′+1 = 𝛾2𝑚 

 

{𝑎21}𝑚+1,𝑚′+1 = 0 {𝑏22}𝑚+1,𝑚′+1 = 𝛿𝑚𝑚′ 

  (2-ب)

{𝑐23}𝑚+1,𝑛′+1 = (−1)
𝑛�̅�𝑝𝑦1𝛼1𝑚 {𝑑24}𝑚+1,𝑛′+1 = (−1)

𝑛�̅�𝑝𝑦1𝛼2𝑚 

{𝑒25}𝑚+1,𝑚′+1 = 0 {𝑓26}𝑚+1,𝑚′+1 = 0 

{𝑔27}𝑚+1,𝑛′+1 = (−1)
𝑛𝛾1𝑚  {ℎ28}𝑚+1,𝑛′+1 = (−1)

𝑛𝛾2𝑚 

 

{𝑎31}𝑛+1,𝑚′+1 = −�̅�𝑛𝑥0𝛽1𝑛  {𝑏32}𝑛+1,𝑚′+1 = −�̅�𝑛𝑥0𝛽2𝑛 

  (3-ب)

{𝑐33}𝑛+1,𝑛′+1 = 𝛿𝑛𝑛′  {𝑑34}𝑛+1,𝑛′+1 = 0 

{𝑒35}𝑛+1,𝑚′+1 = 𝜇휂1𝑛 {𝑓36}𝑛+1,𝑚′+1 = 𝜇휂2𝑛 

{𝑔37}𝑛+1,𝑛′+1 = 0 {ℎ38}𝑛+1,𝑛′+1 = 0 

 

 

 

{𝑎41}𝑛+1,𝑚′+1 = (−1)
𝑚�̅�𝑛𝑥1𝛽1𝑛  {𝑏42}𝑛+1,𝑚′+1 = (−1)

𝑚�̅�𝑛𝑥1𝛽2𝑛 

  (4-ب)

{𝑐43}𝑛+1,𝑛′+1 = 0 {𝑑44}𝑛+1,𝑛′+1 = 𝛿𝑛𝑛′  

{𝑒45}𝑛+1,𝑚′+1 = (−1)
𝑚𝜇휂1𝑛 {𝑓46}𝑛+1,𝑚′+1 = (−1)

𝑚𝜇휂2𝑛 

{𝑔47}𝑛+1,𝑛′+1 = 0 {ℎ48}𝑛+1,𝑛′+1 = 0 
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{𝑎51}𝑚+1,𝑚′+1 = 0 {𝑏52}𝑚+1,𝑚′+1 = 0 

  (3-ب)

{𝑐53}𝑚+1,𝑛′+1 = 𝜇𝛾1𝑚 {𝑑54}𝑚+1,𝑛′+1 = 𝜇𝛾2𝑚 

{𝑒55}𝑚+1,𝑚′+1 = 𝛿𝑚𝑚′ {𝑓56}𝑚+1,𝑚′+1 = 0 

{𝑔57}𝑚+1,𝑛′+1 = −�̅�𝑛𝑦0𝛼1𝑚 {ℎ58}𝑚+1,𝑛′+1 = −�̅�𝑛𝑦0𝛼2𝑚 

 

{𝑎61}𝑚+1,𝑚′+1 = 0 {𝑏62}𝑚+1,𝑚′+1 = 0 

  (6-ب)

{𝑐63}𝑚+1,𝑛′+1 = (−1)
𝑛𝜇𝛾1𝑚 {𝑑64}𝑚+1,𝑛′+1 = (−1)

𝑛𝜇𝛾2𝑚 

{𝑒65}𝑚+1,𝑚′+1 = 0 {𝑓66}𝑚+1,𝑚′+1 = 𝛿𝑚𝑚′ 

{𝑔67}𝑚+1,𝑛′+1 = (−1)
𝑛�̅�𝑛𝑦1𝛼1𝑚 {ℎ68}𝑚+1,𝑛′+1 = (−1)

𝑛�̅�𝑛𝑦1𝛼2𝑚 

 

{𝑎71}𝑛+1,𝑚′+1 = 휂1𝑛  {𝑏72}𝑛+1,𝑚′+1 = 휂2𝑛 

  (7-ب)

{𝑐73}𝑛+1,𝑛′+1 = 0 {𝑑74}𝑛+1,𝑛′+1 = 0 

{𝑒75}𝑛+1,𝑚′+1 = −�̅�𝑝𝑥0𝛽1𝑛 {𝑓76}𝑛+1,𝑚′+1 = −�̅�𝑝𝑥0𝛽2𝑛  

{𝑔77}𝑛+1,𝑛′+1 = 𝛿𝑛𝑛′ {ℎ78}𝑛+1,𝑛′+1 = 0 

 

{𝑎81}𝑛+1,𝑚′+1 = (−1)
𝑚휂1𝑛 {𝑏82}𝑛+1,𝑚′+1 = (−1)

𝑚휂2𝑛 

  (3-ب)

{𝑐83}𝑛+1,𝑛′+1 = 0 {𝑑84}𝑛+1,𝑛′+1 = 0 

{𝑒85}𝑛+1,𝑚′+1 = (−1)
𝑚�̅�𝑝𝑥1𝛽1𝑛 {𝑓86}𝑛+1,𝑚′+1 = (−1)

𝑚�̅�𝑝𝑥1𝛽2𝑛 

{𝑔87}𝑛+1,𝑛′+1 = 0 {ℎ88}𝑛+1,𝑛′+1 = 𝛿𝑛𝑛′ 

 

𝑠توان با در نظر گرفتن دو اندیس را نیز می �̅�عناصر ماتریس  = 𝑚(𝑁 + 1) + 𝑛 +  و 1

 𝑡 = 𝑚′(𝑁 + 1) + 𝑛′ +  راج کرد:به صورت زیر استخ 1

{𝑞11}𝑚+1,𝑡 = �̅�𝑝𝑦0𝛿𝑚𝑚′ {𝑞12}𝑚+1,𝑡 = 𝜆𝑎𝑚′𝜏𝑎𝑚
𝑚′

  (9-ب) 

{𝑞21}𝑚+1,𝑡 = (−1)
𝑛+1�̅�𝑝𝑦1𝛿𝑚𝑚′  {𝑞22}𝑚+1,𝑡 = (−1)

𝑛𝜆𝑎𝑚′𝜏𝑎𝑚
𝑚′
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{𝑞31}𝑛+1,𝑡 = �̅�𝑛𝑥0𝛿𝑛𝑛′  {𝑞32}𝑛+1,𝑡 = 𝜇𝜆𝑏𝑛′𝜅𝑏𝑛
𝑛′  

{𝑞41}𝑛+1,𝑡 = (−1)
𝑚+1�̅�𝑛𝑥1𝛿𝑛𝑛′ {𝑞42}𝑛+1,𝑡 = (−1)

𝑚𝜇𝜆𝑏𝑛′𝜅𝑏𝑛
𝑛′  

{𝑞51}𝑚+1,𝑡 = 𝜇𝜆𝑎𝑚′𝜏𝑎𝑚
𝑚′

 {𝑞52}𝑚+1,𝑡 = �̅�𝑛𝑦0𝛿𝑚𝑚′ 

{𝑞61}𝑚+1,𝑡 = (−1)
𝑛𝜆𝑎𝑚′𝜏𝑎𝑚

𝑚′
 {𝑞62}𝑚+1,𝑡 = (−1)

𝑛+1�̅�𝑛𝑦1𝛿𝑚𝑚′ 

{𝑞71}𝑛+1,𝑡 = 𝜆𝑏𝑛′𝜅𝑏𝑛
𝑛′  {𝑞72}𝑛+1,𝑡 = �̅�𝑝𝑥0𝛿𝑛𝑛′ 

{𝑞81}𝑛+1,𝑡 = (−1)
𝑚𝜆𝑏𝑛′𝜅𝑏𝑛

𝑛′  {𝑞82}𝑛+1,𝑡 = (−1)
𝑚+1�̅�𝑝𝑥1𝛿𝑛𝑛′  

 

به صورت زیر استخراج  (63-4)و  (62-4)توان از روابط را نیز می 𝑬 ،𝑩 ،𝑨 و 𝑭 هایعناصر ماتریس

 کرد:

 :𝐴ماتریس 

{𝐴11}𝑠,t = (𝜆𝑎𝑚
2 +

1 − 𝜇

2
𝜆𝑏𝑛
2 ) 𝛿𝑠𝑡  {𝐴12}𝑠,t = −

1 − 𝜇

2
𝜆𝑎𝑚′𝜆𝑏𝑛′𝜏𝑎𝑚

𝑚′
𝜅𝑏𝑛
𝑛′  

  (11-ب)

{𝐴21}𝑠,t = −
1 − 𝜇

2
𝜆𝑎𝑚′𝜆𝑏𝑛′𝜏𝑎𝑚

𝑚′
𝜅𝑏𝑛
𝑛′  {𝐴22}𝑠,t = (𝜆𝑎𝑚

2 +
1 − 𝜇

2
𝜆𝑏𝑛
2 ) 𝛿𝑠𝑡 

 :𝐵ماتریس 

{𝐵11−a}𝑠,𝑚′+1 = (𝛽1𝑛𝜆𝑎𝑚
2 −

1 − 𝜇

2
𝜎1𝑛) 𝛿𝑚𝑚′  {𝐵11−b}𝑠,𝑚′+1 = (𝛽2𝑛𝜆𝑎𝑚

2 −
1 − 𝜇

2
𝜎2𝑛) 𝛿𝑚𝑚′ 

  (11-ب)

{𝐵11−c}𝑠,𝑛′+1 = (
1 − 𝜇

2
𝛼1𝑚𝜆𝑏𝑛

2 − 휀1𝑚) 𝛿𝑛𝑛′  {𝐵11−d}𝑠,𝑛′+1 = (
1 − 𝜇

2
𝛼2𝑚𝜆𝑏𝑛

2 − 휀2𝑚) 𝛿𝑛𝑛′ 

{𝐵12−e}𝑠,𝑚′+1 =
1 + 𝜇

2
휂1𝑛𝜆𝑎𝑚′𝜏𝑎𝑚

𝑚′
 {𝐵12−f}𝑠,𝑚′+1 =

1 + 𝜇

2
휂2𝑛𝜆𝑎𝑚′𝜏𝑎𝑚

𝑚′
 

  (12-ب)

{𝐵12−g}𝑠,𝑛′+1
=
1 + 𝜇

2
𝛾1𝑚𝜆𝑏𝑛′𝜅𝑏𝑛

𝑛′  {𝐵12−h}𝑠,𝑛′+1 =
1 + 𝜇

2
𝛾2𝑚𝜆𝑏𝑛′𝜅𝑏𝑛

𝑛′  
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{𝐵21−a}𝑠,𝑚′+1 =
1 + 𝜇

2
휂1𝑛𝜆𝑎𝑚′𝜏𝑎𝑚

𝑚′
 {𝐵21−b}𝑠,𝑚′+1 =

1 + 𝜇

2
휂2𝑛𝜆𝑎𝑚′𝜏𝑎𝑚

𝑚′
 

  (13-ب)

{𝐵21−c}𝑠,𝑛′+1 =
1 + 𝜇

2
𝛾1𝑚𝜆𝑏𝑛′𝜅𝑏𝑛

𝑛′  {𝐵21−d}𝑠,𝑛′+1 =
1 + 𝜇

2
𝛾2𝑚𝜆𝑏𝑛′𝜅𝑏𝑛

𝑛′  

{𝐵22−e}𝑠,𝑚′+1 = (
1 − 𝜇

2
𝛽1𝑛𝜆𝑎𝑚

2 − 𝜎1𝑛) 𝛿𝑚𝑚′ {𝐵22−f}𝑠,𝑚′+1 = (
1 − 𝜇

2
𝛽2𝑛𝜆𝑎𝑚

2 − 𝜎2𝑛) 𝛿𝑚𝑚′ 

  (14-ب)

{𝐵22−g}𝑠,𝑛′+1
= (𝛼1𝑚𝜆𝑏𝑛

2 −
1 − 𝜇

2
휀1𝑚) 𝛿𝑛𝑛′  {𝐵22−h}𝑠,𝑛′+1 = (𝛼2𝑚𝜆𝑏𝑛

2 −
1 − 𝜇

2
휀2𝑚) 𝛿𝑛𝑛′ 

 :𝐸ماتریس 

{𝐸11}𝑠,t = 𝛿𝑠𝑡  {𝐸12}𝑠,t = 0 

  (13-ب)
{𝐸21}𝑠,t = 0 {𝐸22}𝑠,t = 𝛿𝑠𝑡 

 

 :𝐹ماتریس 

{𝐹11−a}𝑠,𝑚′+1 = 𝛽1𝑛𝛿𝑚𝑚′  {𝐹11−b}𝑠,𝑚′+1 = 𝛽2𝑛𝛿𝑚𝑚′ 

  (16-ب)
{𝐹11−c}𝑠,𝑛′+1 = 𝛼1𝑚𝛿𝑛𝑛′  {𝐹11−d}𝑠,𝑛′+1 = 𝛼2𝑚𝛿𝑛𝑛′ 

{𝐹12−e}𝑠,𝑚′+1 = 0 {𝐹12−f}𝑠,𝑚′+1 = 0 

  (17-ب)
{𝐹12−g}𝑠,𝑛′+1

= 0 {𝐹12−h}𝑠,𝑛′+1 = 0 

   

{𝐹21−a}𝑠,𝑚′+1 = 0 {𝐹21−b}𝑠,𝑚′+1 = 0 

  (13-ب)
{𝐹21−c}𝑠,𝑛′+1 = 0 {𝐹21−d}𝑠,𝑛′+1 = 0 

{𝐹22−e}𝑠,𝑚′+1 = 𝛽1𝑛𝛿𝑚𝑚′ {𝐹22−f}𝑠,𝑚′+1 = 𝛽2𝑛𝛿𝑚𝑚′ 

  (19-ب)
{𝐹22−g}𝑠,𝑛′+1

= 𝛼1𝑚𝛿𝑛𝑛′  {𝐹22−h}𝑠,𝑛′+1 = 𝛼2𝑚𝛿𝑛𝑛′ 

 

 

 

 

 

 

 



 

007 

 

  𝑲 و 𝑴های عناصر ماتریس :ت پیوست

ریتز بهبود یافته به صورت زیر  –توان با استفاده از روش رایلی را می 𝑲عناصر ماتریس سختی 

 استخراج کرد:

{𝐾1_1}𝑠,t =
𝐺

2
∫ ∫ [(∑ ∑2𝜆𝑎𝑚

2

∞

𝑛=0

∞

𝑚=0

𝑠𝑖𝑛2 𝜆𝑎𝑚𝑥 𝑐𝑜𝑠
2 𝜆𝑏1𝑛𝑦1)

𝑏1

0

𝑎

0

+
1 − 𝜇

2
(∑ ∑2𝜆𝑏1𝑛

2 𝑐𝑜𝑠2 𝜆𝑎𝑚𝑥 𝑠𝑖𝑛
2 𝜆𝑏1𝑛𝑦1

∞

𝑛=0

∞

𝑚=0

)]𝑑𝑥𝑑𝑦1

+
1

2
∫ [𝑘𝑛𝑥10 (∑2𝑐𝑜𝑠2 𝜆𝑏1𝑛𝑦1

∞

𝑛=0

)]𝑑𝑦1

𝑏1

0

+
1

2
∫ [𝑘𝑛𝑥11 (∑2𝑐𝑜𝑠2 𝜆𝑏1𝑛𝑦1

∞

𝑛=0

)]𝑑𝑦1

𝑏1

0

+
1

2
∫ [𝑘𝑛𝑦10 (∑ 2𝑐𝑜𝑠2 𝜆𝑎𝑚𝑥

∞

𝑚=0

)]𝑑𝑥
𝑎

0

+
1

2
∫ [𝑘𝑐1 (∑ 2𝑐𝑜𝑠2 𝜆𝑎𝑚𝑥

∞

𝑚=0

)]𝑑𝑥
𝑎

0

 

  (1-ت)

{𝐾1_2}𝑠,𝑚′+1
=
𝐺

2
∫ ∫ [(𝜉1𝑏1(𝑦1) ∑ ∑2

∞

𝑛=0

∞

𝑚=0

𝑠𝑖𝑛2 𝜆𝑎𝑚𝑥 𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑏1𝑛𝑦1)
𝑏1

0

𝑎

0

−
1 − 𝜇

2
(𝜉1𝑏1

′ (𝑦1) ∑ ∑2𝜆𝑏1n 𝑐𝑜𝑠
2 𝜆𝑎𝑚𝑥 𝑠𝑖𝑛 𝜆𝑏1𝑛𝑦1

∞

𝑛=0

∞

𝑚=0

)]𝑑𝑥𝑑𝑦1

+
1

2
∫ [𝑘𝑛𝑥10𝜉1𝑏1(𝑦1) (∑2𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑏1𝑛𝑦1

∞

𝑛=0

)]𝑑𝑦1

𝑏1

0

+
1

2
∫ [𝑘𝑛𝑥11𝜉1𝑏1(𝑦1) (∑2𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑏1𝑛𝑦1

∞

𝑛=0

)]𝑑𝑦1

𝑏1

0

 

  (2-ت)

{𝐾1_3}𝑠,𝑚′+1
=
𝐺

2
∫ ∫ [(𝜉2𝑏1(𝑦1) ∑ ∑2𝜆𝑎𝑚

2

∞

𝑛=0

∞

𝑚=0

𝑠𝑖𝑛2 𝜆𝑎𝑚𝑥 𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑏1𝑛𝑦1)
𝑏1

0

𝑎

0

−
1 − 𝜇

2
(𝜉2𝑏1

′ (𝑦1) ∑ ∑2𝜆𝑏1n 𝑐𝑜𝑠
2 𝜆𝑎𝑚𝑥 𝑠𝑖𝑛 𝜆𝑏1𝑛𝑦1

∞

𝑛=0

∞

𝑚=0

)] 𝑑𝑥𝑑𝑦1

+
1

2
∫ [𝑘𝑛𝑥10𝜉2𝑏1(𝑦1) (∑2𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑏1𝑛𝑦1

∞

𝑛=0

)]𝑑𝑦1

𝑏1

0

+
1

2
∫ [𝑘𝑛𝑥11𝜉2𝑏1(𝑦1) (∑2𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑏1𝑛𝑦1

∞

𝑛=0

)]𝑑𝑦1

𝑏1

0

 

  (3-ت)

{𝐾1_4}𝑠,𝑛′+1 = −
𝐺

2
∫ ∫ [(𝜉1𝑎

′ (𝑥) ∑ ∑2𝜆𝑎𝑚

∞

𝑛=0

∞

𝑚=0

𝑠𝑖𝑛 𝜆𝑎𝑚𝑥 𝑐𝑜𝑠
2 𝜆𝑏1𝑛𝑦1)

𝑏1

0

𝑎

0

+
1 − 𝜇

2
(𝜉1𝑎(𝑥) ∑ ∑2𝜆𝑏1𝑛

2 𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑎𝑚𝑥 𝑠𝑖𝑛
2 𝜆𝑏1𝑛𝑦1

∞

𝑛=0

∞

𝑚=0

)]𝑑𝑥𝑑𝑦1

+
1

2
∫ [𝑘𝑛𝑦10𝜉1𝑎(𝑥) (∑ 2𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑎𝑚𝑥

∞

𝑚=0

)]𝑑𝑥
𝑎

0

+
1

2
∫ [𝑘𝑛𝑦11𝜉1𝑎(𝑥) (∑ 2𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑎𝑚𝑥

∞

𝑚=0

)]𝑑𝑥
𝑎

0

 

  (4-ت)



 

041 

 

{𝐾1_5}𝑠,𝑛′+1 = −
𝐺

2
∫ ∫ [(𝜉2𝑎

′ (𝑥) ∑ ∑2𝜆𝑎𝑚

∞

𝑛=0

∞

𝑚=0

𝑠𝑖𝑛 𝜆𝑎𝑚𝑥 𝑐𝑜𝑠
2 𝜆𝑏1𝑛𝑦1)

𝑏1

0

𝑎

0

+
1 − 𝜇

2
(𝜉2𝑎(𝑥) ∑ ∑2𝜆𝑏1𝑛

2 𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑎𝑚𝑥 𝑠𝑖𝑛
2 𝜆𝑏1𝑛𝑦1

∞

𝑛=0

∞

𝑚=0

)]𝑑𝑥𝑑𝑦1

+
1

2
∫ [𝑘𝑛𝑦10𝜉2𝑎(𝑥) (∑ 2𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑎𝑚𝑥

∞

𝑚=0

)]𝑑𝑥
𝑎

0

+
1

2
∫ [𝑘𝑛𝑦11𝜉2𝑎(𝑥) (∑ 2𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑎𝑚𝑥

∞

𝑚=0

)]𝑑𝑥
𝑎

0

 

  (3-ت)

{𝐾1_6}𝑠,t =
𝐺

2
∫ ∫ [(∑ ∑2𝜆𝑎𝑚𝜆𝑏1𝑛 𝑠𝑖𝑛 𝜆𝑎𝑚𝑥 𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑎𝑚𝑥 𝑠𝑖𝑛 𝜆𝑏1𝑛𝑦1 𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑏1𝑛𝑦1

∞

𝑛=0

∞

𝑚=0

)
𝑏1

0

𝑎

0

+2(1 − 𝜇)(∑ ∑𝜆𝑎𝑚𝜆𝑏1𝑛 𝑠𝑖𝑛 𝜆𝑎𝑚𝑥 𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑎𝑚𝑥 𝑠𝑖𝑛 𝜆𝑏1𝑛𝑦1 𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑏1𝑛𝑦1

∞

𝑛=0

∞

𝑚=0

)

+
1 − 𝜇

2
(∑ ∑𝜆𝑎𝑚𝜆𝑏1𝑛 𝑠𝑖𝑛 𝜆𝑎𝑚𝑥 𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑎𝑚𝑥 𝑠𝑖𝑛 𝜆𝑏1𝑛𝑦1 𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑏1𝑛𝑦1

∞

𝑛=0

∞

𝑚=0

)]𝑑𝑥𝑑𝑦1

 

  (6-ت)

{𝐾1_7}𝑠,𝑚′+1
= −

𝐺

2
∫ ∫ [(𝜉1𝑏1

′ (𝑦1) ∑ ∑2𝜆𝑎𝑚𝜆𝑏1𝑛 𝑠𝑖𝑛 𝜆𝑎𝑚𝑥 𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑎𝑚𝑥 𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑏1𝑛𝑦1

∞

𝑛=0

∞

𝑚=0

)
𝑏1

0

𝑎

0

+2(1 − 𝜇) (𝜉1𝑏1
′ (𝑦1) ∑ ∑𝜆𝑎𝑚𝜆𝑏1𝑛 𝑠𝑖𝑛 𝜆𝑎𝑚𝑥 𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑎𝑚𝑥 𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑏1𝑛𝑦1

∞

𝑛=0

∞

𝑚=0

)

+
1 − 𝜇

2
(𝜉1𝑏1(𝑦1) ∑ ∑𝜆𝑎𝑚𝜆𝑏1𝑛 𝑠𝑖𝑛 𝜆𝑎𝑚𝑥 𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑎𝑚𝑥 𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑏1𝑛𝑦1

∞

𝑛=0

∞

𝑚=0

)]𝑑𝑥𝑑𝑦1

 

  (7-ت)

{𝐾1_8}𝑠,𝑚′+1
= −

𝐺

2
∫ ∫ [(𝜉2𝑏1

′ (𝑦1) ∑ ∑2𝜆𝑎𝑚𝜆𝑏1𝑛 𝑠𝑖𝑛 𝜆𝑎𝑚𝑥 𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑎𝑚𝑥 𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑏1𝑛𝑦1

∞

𝑛=0

∞

𝑚=0

)
𝑏1

0

𝑎

0

+2(1 − 𝜇) (𝜉2𝑏1
′ (𝑦1) ∑ ∑𝜆𝑎𝑚𝜆𝑏1𝑛 𝑠𝑖𝑛 𝜆𝑎𝑚𝑥 𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑎𝑚𝑥 𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑏1𝑛𝑦1

∞

𝑛=0

∞

𝑚=0

)

+
1 − 𝜇

2
(𝜉1𝑏1(𝑦1) ∑ ∑𝜆𝑎𝑚𝜆𝑏1𝑛 𝑠𝑖𝑛 𝜆𝑎𝑚𝑥 𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑎𝑚𝑥 𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑏1𝑛𝑦1

∞

𝑛=0

∞

𝑚=0

)]𝑑𝑥𝑑𝑦1

 

  (3-ت)

{𝐾1_9}𝑠,𝑛′+1 =
𝐺

2
∫ ∫ [(𝜉1𝑎(𝑥) ∑ ∑2𝜆𝑎𝑚𝜆𝑏1𝑛 𝑠𝑖𝑛 𝜆𝑎𝑚𝑥 𝑠𝑖𝑛 𝜆𝑏1𝑛𝑦1 𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑏1𝑛𝑦1

∞

𝑛=0

∞

𝑚=0

)
𝑏1

0

𝑎

0

+2(1 − 𝜇) (𝜉1𝑎(𝑥) ∑ ∑𝜆𝑎𝑚𝜆𝑏1𝑛 𝑠𝑖𝑛 𝜆𝑎𝑚𝑥 𝑠𝑖𝑛 𝜆𝑏1𝑛𝑦1 𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑏1𝑛𝑦1

∞

𝑛=0

∞

𝑚=0

)

+
1 − 𝜇

2
(𝜉1𝑎

′ (𝑥) ∑ ∑𝜆𝑎𝑚𝜆𝑏1𝑛 𝑠𝑖𝑛 𝜆𝑎𝑚𝑥 𝑠𝑖𝑛 𝜆𝑏1𝑛𝑦1 𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑏1𝑛𝑦1

∞

𝑛=0

∞

𝑚=0

)]𝑑𝑥𝑑𝑦1

 

  (9-ت)



 

040 

 

{𝐾1_10}𝑠,𝑛′+1 =
𝐺

2
∫ ∫ [(𝜉2𝑎(𝑥) ∑ ∑2𝜆𝑎𝑚𝜆𝑏1𝑛 𝑠𝑖𝑛 𝜆𝑎𝑚𝑥 𝑠𝑖𝑛 𝜆𝑏1𝑛𝑦1 𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑏1𝑛𝑦1

∞

𝑛=0

∞

𝑚=0

)
𝑏1

0

𝑎

0

+2(1 − 𝜇)(𝜉2𝑎(𝑥) ∑ ∑𝜆𝑎𝑚𝜆𝑏1𝑛 𝑠𝑖𝑛 𝜆𝑎𝑚𝑥 𝑠𝑖𝑛 𝜆𝑏1𝑛𝑦1 𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑏1𝑛𝑦1

∞

𝑛=0

∞

𝑚=0

)

+
1 − 𝜇

2
(𝜉2𝑎

′ (𝑥) ∑ ∑𝜆𝑎𝑚𝜆𝑏1𝑛 𝑠𝑖𝑛 𝜆𝑎𝑚𝑥 𝑠𝑖𝑛 𝜆𝑏1𝑛𝑦1 𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑏1𝑛𝑦1

∞

𝑛=0

∞

𝑚=0

)]𝑑𝑥𝑑𝑦1

 

  (11-ت)

{𝐾1_11}𝑠,t =
1

2
∫ [𝑘𝑐1 (∑ ∑2(−1)𝑛 𝑐𝑜𝑠2 𝜆𝑎𝑚𝑥

∞

𝑛=0

∞

𝑚=0

)]𝑑𝑥
𝑎

0

  (11-ت) 

{𝐾1_12}𝑠,𝑚′+1
= 0 {𝐾1_13}𝑠,𝑚′+1

=   (12-ت) 0

{𝐾1_14}𝑠,𝑛′+1 =
1

2
∫ [𝑘𝑐1𝜉1𝑎(𝑥) (∑ ∑2(−1)𝑛 𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑎𝑚𝑥

∞

𝑛=0

∞

𝑚=0

)] 𝑑𝑥
𝑎

0

  (13-ت) 

{𝐾1_15}𝑠,𝑛′+1 =
1

2
∫ [𝑘𝑐1𝜉2𝑎(𝑥) (∑ ∑2(−1)𝑛 𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑎𝑚𝑥

∞

𝑛=0

∞

𝑚=0

)]𝑑𝑥
𝑎

0

  (14-ت) 

{𝐾1_16}𝑠,t =   (13-ت) 0

{𝐾1_17}𝑠,𝑚′+1
= 0 {𝐾1_18}𝑠,𝑚′+1

=   (16-ت) 0

{𝐾1_19}𝑠,𝑛′+1 = 0 {𝐾1_20}𝑠,𝑛′+1 =   (17-ت) 0

 

 

 

 

 

{𝐾2_2}𝑚+1,𝑚′+1
=
𝐺

2
∫ ∫ [(𝜉1𝑏1

2 (𝑦1) ∑ 2𝜆𝑎𝑚
2 𝑠𝑖𝑛2 𝜆𝑎𝑚𝑥

∞

𝑚=0

)
𝑏1

0

𝑎

0

+
1 − 𝜇

2
(𝜉1𝑏1

′2 (𝑦1) ∑ 2𝜆𝑎𝑚
2 𝑐𝑜𝑠2 𝜆𝑎𝑚𝑥

∞

𝑚=0

)]𝑑𝑥𝑑𝑦1

+
1

2
∫ [𝑘𝑛𝑥10𝜉1𝑏1

2 (𝑦1) (∑ 2𝛿𝑚𝑚′

∞

𝑚=0

)]𝑑𝑦1

𝑏1

0

+
1

2
∫ [𝑘𝑛𝑥11𝜉1𝑏1

2 (𝑦1) (∑ 2𝛿𝑚𝑚′

∞

𝑚=0

)]𝑑𝑦1

𝑏1

0

 

  (13-ت)



 

042 

 

{𝐾2_3}𝑚+1,𝑚′+1
=
𝐺

2
∫ ∫ [(𝜉1𝑏1(𝑦1)𝜉2𝑏1(𝑦1) ∑ 2𝜆𝑎𝑚

2 𝑠𝑖𝑛2 𝜆𝑎𝑚𝑥

∞

𝑚=0

)
𝑏1

0

𝑎

0

+
1 − 𝜇

2
(𝜉1𝑏1

′ (𝑦1)𝜉2𝑏1
′ (𝑦1) ∑ 2𝜆𝑎𝑚

2 𝑐𝑜𝑠2 𝜆𝑎𝑚𝑥

∞

𝑚=0

)]𝑑𝑥𝑑𝑦1

+
1

2
∫ [𝑘𝑛𝑥10𝜉1𝑏1(𝑦1)𝜉2𝑏1(𝑦1) (∑ 2𝛿𝑚𝑚′

∞

𝑚=0

)]𝑑𝑦1

𝑏1

0

+
1

2
∫ [𝑘𝑛𝑥11𝜉1𝑏1(𝑦1)𝜉2𝑏1(𝑦1) (∑ 2𝛿𝑚𝑚′

∞

𝑚=0

)]𝑑𝑦1

𝑏1

0

 

  (19-ت)

{𝐾2_4}𝑚+1,𝑛′+1 = −
𝐺

2
∫ ∫ [(𝜉1𝑏1(𝑦1)𝜉1𝑎

′ (𝑥) ∑ ∑2𝜆𝑎𝑚

∞

𝑛=0

∞

𝑚=0

𝑠𝑖𝑛 𝜆𝑎𝑚𝑥 𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑏1𝑛𝑦1)
𝑏1

0

𝑎

0

−
1 − 𝜇

2
(𝜉1𝑏1

′ (𝑦1)𝜉1𝑎(𝑥) ∑ ∑2𝜆𝑏1𝑛 𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑎𝑚𝑥 𝑠𝑖𝑛 𝜆𝑏1𝑛𝑦1

∞

𝑛=0

∞

𝑚=0

)]𝑑𝑥𝑑𝑦1

 

  (21-ت)

{𝐾2_5}𝑚+1,𝑛′+1 = −
𝐺

2
∫ ∫ [(𝜉1𝑏1(𝑦1)𝜉2𝑎

′ (𝑥) ∑ ∑2𝜆𝑎𝑚

∞

𝑛=0

∞

𝑚=0

𝑠𝑖𝑛 𝜆𝑎𝑚𝑥 𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑏1𝑛𝑦1)
𝑏1

0

𝑎

0

−
1 − 𝜇

2
(𝜉1𝑏1

′ (𝑦1)𝜉2𝑎(𝑥) ∑ ∑2𝜆𝑏1𝑛 𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑎𝑚𝑥 𝑠𝑖𝑛 𝜆𝑏1𝑛𝑦1

∞

𝑛=0

∞

𝑚=0

)]𝑑𝑥𝑑𝑦1

 

  (21-ت)

{𝐾2_6}𝑚+1,t =
𝐺

2
∫ ∫ [(𝜉1𝑏1(𝑦1) ∑ ∑2𝜆𝑎𝑚𝜆𝑏1𝑛 𝑠𝑖𝑛 𝜆𝑎𝑚𝑥 𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑎𝑚𝑥 𝑠𝑖𝑛 𝜆𝑏1𝑛𝑦1

∞

𝑛=0

∞

𝑚=0

)
𝑏1

0

𝑎

0

+2(1 − 𝜇) (𝜉1𝑏1(𝑦1) ∑ ∑𝜆𝑎𝑚𝜆𝑏1𝑛 𝑠𝑖𝑛 𝜆𝑎𝑚𝑥 𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑎𝑚𝑥 𝑠𝑖𝑛 𝜆𝑏1𝑛𝑦1

∞

𝑛=0

∞

𝑚=0

)

+
1 − 𝜇

2
(𝜉1𝑏1

′ (𝑦1) ∑ ∑𝜆𝑎𝑚 𝑠𝑖𝑛 𝜆𝑎𝑚𝑥 𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑎𝑚𝑥 𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑏1𝑛𝑦1

∞

𝑛=0

∞

𝑚=0

)]𝑑𝑥𝑑𝑦1

 

  (22-ت)

{𝐾2_7}𝑚+1,𝑚′+1
= −

𝐺

2
∫ ∫ [(𝜉1𝑏1(𝑦1)𝜉1𝑏1

′ (𝑦1) ∑ ∑2𝜆𝑎𝑚 𝑠𝑖𝑛 𝜆𝑎𝑚𝑥 𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑎𝑚𝑥

∞

𝑛=0

∞

𝑚=0

)
𝑏1

0

𝑎

0

+2(1 − 𝜇) (𝜉1𝑏1(𝑦1)𝜉1𝑏1
′ (𝑦1) ∑ ∑𝜆𝑎𝑚 𝑠𝑖𝑛 𝜆𝑎𝑚𝑥 𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑎𝑚𝑥

∞

𝑛=0

∞

𝑚=0

)

+
1 − 𝜇

2
(𝜉1𝑏1(𝑦1)𝜉1𝑏1

′ (𝑦1) ∑ ∑𝜆𝑎𝑚 𝑠𝑖𝑛 𝜆𝑎𝑚𝑥 𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑎𝑚𝑥

∞

𝑛=0

∞

𝑚=0

)]𝑑𝑥𝑑𝑦1

 

  (23-ت)

{𝐾2_8}𝑚+1,𝑚′+1
= −

𝐺

2
∫ ∫ [(𝜉1𝑏1(𝑦1)𝜉2𝑏1

′ (𝑦1) ∑ ∑2𝜆𝑎𝑚 𝑠𝑖𝑛 𝜆𝑎𝑚𝑥 𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑎𝑚𝑥

∞

𝑛=0

∞

𝑚=0

)
𝑏1

0

𝑎

0

+2(1 − 𝜇) (𝜉1𝑏1(𝑦1)𝜉2𝑏1
′ (𝑦1) ∑ ∑𝜆𝑎𝑚 𝑠𝑖𝑛 𝜆𝑎𝑚𝑥 𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑎𝑚𝑥

∞

𝑛=0

∞

𝑚=0

)

+
1 − 𝜇

2
(𝜉2𝑏1(𝑦1)𝜉1𝑏1

′ (𝑦1) ∑ ∑𝜆𝑎𝑚 𝑠𝑖𝑛 𝜆𝑎𝑚𝑥 𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑎𝑚𝑥

∞

𝑛=0

∞

𝑚=0

)]𝑑𝑥𝑑𝑦1

 

  (24-ت)



 

040 

 

{𝐾2_9}𝑚+1,𝑛′+1 =
𝐺

2
∫ ∫ [(𝜉1𝑏1(𝑦1)𝜉1𝑎(𝑥) ∑ ∑2𝜆𝑎𝑚𝜆𝑏1𝑛 𝑠𝑖𝑛 𝜆𝑎𝑚𝑥 𝑠𝑖𝑛 𝜆𝑏1𝑛𝑦1

∞

𝑛=0

∞

𝑚=0

)
𝑏1

0

𝑎

0

+2(1 − 𝜇)(𝜉1𝑏1(𝑦1)𝜉1𝑎(𝑥) ∑ ∑𝜆𝑎𝑚𝜆𝑏1𝑛 𝑠𝑖𝑛 𝜆𝑎𝑚𝑥 𝑠𝑖𝑛 𝜆𝑏1𝑛𝑦1

∞

𝑛=0

∞

𝑚=0

)

+
1 − 𝜇

2
(𝜉1𝑏1

′ (𝑦1)𝜉1𝑎
′ (𝑥) ∑ ∑𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑎𝑚𝑥 𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑏1𝑛𝑦1

∞

𝑛=0

∞

𝑚=0

)]𝑑𝑥𝑑𝑦1

 

  (23-ت)

{𝐾2_10}𝑚+1,𝑛′+1 =
𝐺

2
∫ ∫ [(𝜉1𝑏1(𝑦1)𝜉2𝑎(𝑥) ∑ ∑2𝜆𝑎𝑚𝜆𝑏1𝑛 𝑠𝑖𝑛 𝜆𝑎𝑚𝑥 𝑠𝑖𝑛 𝜆𝑏1𝑛𝑦1

∞

𝑛=0

∞

𝑚=0

)
𝑏1

0

𝑎

0

+2(1 − 𝜇) (𝜉1𝑏1(𝑦1)𝜉2𝑎(𝑥) ∑ ∑𝜆𝑎𝑚𝜆𝑏1𝑛 𝑠𝑖𝑛 𝜆𝑎𝑚𝑥 𝑠𝑖𝑛 𝜆𝑏1𝑛𝑦1

∞

𝑛=0

∞

𝑚=0

)

+
1 − 𝜇

2
(𝜉1𝑏1

′ (𝑦1)𝜉2𝑎
′ (𝑥) ∑ ∑𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑎𝑚𝑥 𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑏1𝑛𝑦1

∞

𝑛=0

∞

𝑚=0

)]𝑑𝑥𝑑𝑦1

 

  (26-ت)

{𝐾2_11}𝑚+1,t = 0 {𝐾2_12}𝑚+1,𝑚′+1
=   (27-ت) 0

{𝐾2_13}𝑚+1,𝑚′+1
= 0 {𝐾2_14}𝑚+1,𝑛′+1 =   (23-ت) 0

{𝐾2_15}𝑚+1,𝑛′+1 = 0 {𝐾2_16}𝑚+1,t =   (29-ت) 0

{𝐾2_17}𝑚+1,𝑚′+1
= 0 {𝐾2_18}𝑚+1,𝑚′+1

=   (31-ت) 0

{𝐾2_19}𝑚+1,𝑛′+1 = 0 {𝐾2_20}𝑚+1,𝑛′+1 =   (31-ت) 0

 

 

 

 

 

{𝐾3_3}𝑚+1,𝑚′+1
=
𝐺

2
∫ ∫ [(𝜉2𝑏1

2 (𝑦1) ∑ 2𝜆𝑎𝑚
2 𝑠𝑖𝑛2 𝜆𝑎𝑚𝑥

∞

𝑚=0

)
𝑏1

0

𝑎

0

+
1 − 𝜇

2
(𝜉2𝑏1

2 (𝑦1) ∑ 2𝜆𝑎𝑚
2 𝑐𝑜𝑠2 𝜆𝑎𝑚𝑥

∞

𝑚=0

)]𝑑𝑥𝑑𝑦1

+
1

2
∫ [𝑘𝑛𝑥10𝜉2𝑏1

2 (𝑦1) (∑ 2𝛿𝑚𝑚′

∞

𝑚=0

)]𝑑𝑦1

𝑏1

0

+
1

2
∫ [𝑘𝑛𝑥11𝜉2𝑏1

2 (𝑦1) (∑ 2𝛿𝑚𝑚′

∞

𝑚=0

)]𝑑𝑦1

𝑏1

0

 

  (32-ت)

{𝐾3_4}𝑚+1,𝑛′+1 = −
𝐺

2
∫ ∫ [(𝜉2𝑏1(𝑦1)𝜉1𝑎

′ (𝑥) ∑ ∑2𝜆𝑎𝑚

∞

𝑛=0

∞

𝑚=0

𝑠𝑖𝑛 𝜆𝑎𝑚𝑥 𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑏1𝑛𝑦1)
𝑏1

0

𝑎

0

−
1 − 𝜇

2
(𝜉2𝑏1

′ (𝑦1)𝜉1𝑎(𝑥) ∑ ∑2𝜆𝑏1𝑛 𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑎𝑚𝑥 𝑠𝑖𝑛 𝜆𝑏1𝑛𝑦1

∞

𝑛=0

∞

𝑚=0

)]𝑑𝑥𝑑𝑦1

 

  (33-ت)



 

044 

 

{𝐾3_5}𝑚+1,𝑛′+1 = −
𝐺

2
∫ ∫ [(𝜉2𝑏1(𝑦1)𝜉2𝑎

′ (𝑥) ∑ ∑2𝜆𝑎𝑚

∞

𝑛=0

∞

𝑚=0

𝑠𝑖𝑛 𝜆𝑎𝑚𝑥 𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑏1𝑛𝑦1)
𝑏1

0

𝑎

0

−
1 − 𝜇

2
(𝜉2𝑏1

′ (𝑦1)𝜉2𝑎(𝑥) ∑ ∑2𝜆𝑏1𝑛 𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑎𝑚𝑥 𝑠𝑖𝑛 𝜆𝑏1𝑛𝑦1

∞

𝑛=0

∞

𝑚=0

)]𝑑𝑥𝑑𝑦1

 

  (34-ت)

{𝐾3_6}𝑚+1,t =
𝐺

2
∫ ∫ [(𝜉2𝑏1(𝑦1) ∑ ∑2𝜆𝑎𝑚𝜆𝑏1𝑛 𝑠𝑖𝑛 𝜆𝑎𝑚𝑥 𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑎𝑚𝑥 𝑠𝑖𝑛 𝜆𝑏1𝑛𝑦1

∞

𝑛=0

∞

𝑚=0

)
𝑏1

0

𝑎

0

+2(1 − 𝜇) (𝜉2𝑏1(𝑦1) ∑ ∑𝜆𝑎𝑚𝜆𝑏1𝑛 𝑠𝑖𝑛 𝜆𝑎𝑚𝑥 𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑎𝑚𝑥 𝑠𝑖𝑛 𝜆𝑏1𝑛𝑦1

∞

𝑛=0

∞

𝑚=0

)

+
1 − 𝜇

2
(𝜉2𝑏1

′ (𝑦1) ∑ ∑𝜆𝑎𝑚 𝑠𝑖𝑛 𝜆𝑎𝑚𝑥 𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑎𝑚𝑥 𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑏1𝑛𝑦1

∞

𝑛=0

∞

𝑚=0

)]𝑑𝑥𝑑𝑦1

 

  (33-ت)

{𝐾3_7}𝑚+1,𝑚′+1
= −

𝐺

2
∫ ∫ [(𝜉2𝑏1(𝑦1)𝜉1𝑏1

′ (𝑦1) ∑ ∑2𝜆𝑎𝑚 𝑠𝑖𝑛 𝜆𝑎𝑚𝑥 𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑎𝑚𝑥

∞

𝑛=0

∞

𝑚=0

)
𝑏1

0

𝑎

0

+2(1 − 𝜇) (𝜉2𝑏1(𝑦1)𝜉1𝑏1
′ (𝑦1) ∑ ∑𝜆𝑎𝑚 𝑠𝑖𝑛 𝜆𝑎𝑚𝑥 𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑎𝑚𝑥

∞

𝑛=0

∞

𝑚=0

)

+
1 − 𝜇

2
(𝜉1𝑏1(𝑦1)𝜉2𝑏1

′ (𝑦1) ∑ ∑𝜆𝑎𝑚 𝑠𝑖𝑛 𝜆𝑎𝑚𝑥 𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑎𝑚𝑥

∞

𝑛=0

∞

𝑚=0

)]𝑑𝑥𝑑𝑦1

 

  (36-ت)

{𝐾3_8}𝑚+1,𝑚′+1
= −

𝐺

2
∫ ∫ [(𝜉2𝑏1(𝑦1)𝜉2𝑏1

′ (𝑦1) ∑ ∑2𝜆𝑎𝑚 𝑠𝑖𝑛 𝜆𝑎𝑚𝑥 𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑎𝑚𝑥

∞

𝑛=0

∞

𝑚=0

)
𝑏1

0

𝑎

0

+2(1 − 𝜇) (𝜉2𝑏1(𝑦1)𝜉2𝑏1
′ (𝑦1) ∑ ∑𝜆𝑎𝑚 𝑠𝑖𝑛 𝜆𝑎𝑚𝑥 𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑎𝑚𝑥

∞

𝑛=0

∞

𝑚=0

)

+
1 − 𝜇

2
(𝜉2𝑏1(𝑦1)𝜉2𝑏1

′ (𝑦1) ∑ ∑𝜆𝑎𝑚 𝑠𝑖𝑛 𝜆𝑎𝑚𝑥 𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑎𝑚𝑥

∞

𝑛=0

∞

𝑚=0

)]𝑑𝑥𝑑𝑦1

 

  (37-ت)

{𝐾3_9}𝑚+1,𝑛′+1 =
𝐺

2
∫ ∫ [(𝜉2𝑏1(𝑦1)𝜉1𝑎(𝑥) ∑ ∑2𝜆𝑎𝑚𝜆𝑏1𝑛 𝑠𝑖𝑛 𝜆𝑎𝑚𝑥 𝑠𝑖𝑛 𝜆𝑏1𝑛𝑦1

∞

𝑛=0

∞

𝑚=0

)
𝑏1

0

𝑎

0

+2(1 − 𝜇)(𝜉2𝑏1(𝑦1)𝜉1𝑎(𝑥) ∑ ∑𝜆𝑎𝑚𝜆𝑏1𝑛 𝑠𝑖𝑛 𝜆𝑎𝑚𝑥 𝑠𝑖𝑛 𝜆𝑏1𝑛𝑦1

∞

𝑛=0

∞

𝑚=0

)

+
1 − 𝜇

2
(𝜉1𝑏1

′ (𝑦1)𝜉2𝑎
′ (𝑥) ∑ ∑𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑎𝑚𝑥 𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑏1𝑛𝑦1

∞

𝑛=0

∞

𝑚=0

)]𝑑𝑥𝑑𝑦1

 

  (33-ت)

{𝐾3_10}𝑚+1,𝑛′+1 =
𝐺

2
∫ ∫ [(𝜉2𝑏1(𝑦1)𝜉2𝑎(𝑥) ∑ ∑2𝜆𝑎𝑚𝜆𝑏1𝑛 𝑠𝑖𝑛 𝜆𝑎𝑚𝑥 𝑠𝑖𝑛 𝜆𝑏1𝑛𝑦1

∞

𝑛=0

∞

𝑚=0

)
𝑏1

0

𝑎

0

+2(1 − 𝜇) (𝜉2𝑏1(𝑦1)𝜉2𝑎(𝑥) ∑ ∑𝜆𝑎𝑚𝜆𝑏1𝑛 𝑠𝑖𝑛 𝜆𝑎𝑚𝑥 𝑠𝑖𝑛 𝜆𝑏1𝑛𝑦1

∞

𝑛=0

∞

𝑚=0

)

+
1 − 𝜇

2
(𝜉2𝑏1

′ (𝑦1)𝜉2𝑎
′ (𝑥) ∑ ∑𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑎𝑚𝑥 𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑏1𝑛𝑦1

∞

𝑛=0

∞

𝑚=0

)]𝑑𝑥𝑑𝑦1

 

  (39-ت)

{𝐾3_11}𝑚+1,t = 0 {𝐾3_12}𝑚+1,𝑚′+1
=   (41-ت) 0
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{𝐾3_13}𝑚+1,𝑚′+1
= 0 {𝐾3_14}𝑚+1,𝑛′+1 =   (41-ت) 0

{𝐾3_15}𝑚+1,𝑛′+1 = 0 {𝐾3_16}𝑚+1,t =   (42-ت) 0

{𝐾3_17}𝑚+1,𝑚′+1
= 0 {𝐾3_18}𝑚+1,𝑚′+1

=   (43-ت) 0

{𝐾3_19}𝑚+1,𝑛′+1 = 0 {𝐾3_20}𝑚+1,𝑛′+1 =   (44-ت) 0

 

 

 

 

{𝐾4_4}𝑛+1,𝑛′+1 = +
𝐺

2
∫ ∫ [(𝜉1𝑎

′2 (𝑥)∑2𝑐𝑜𝑠2 𝜆𝑏1𝑛𝑦1

∞

𝑛=0

)
𝑏1

0

𝑎

0

+
1 − 𝜇

2
(𝜉1𝑎

2 (𝑥)∑ 2𝜆𝑏1𝑛
2 𝑠𝑖𝑛2 𝜆𝑏1𝑛𝑦1

∞

𝑛=0

)]𝑑𝑥𝑑𝑦1

+
1

2
∫ [𝑘𝑛𝑦10𝜉1𝑎

2 (𝑥) (∑2𝛿𝑛𝑛′

∞

𝑛=0

)]𝑑𝑥
𝑎

0

+
1

2
∫ [𝑘𝑐1𝜉1𝑎

2 (𝑥) (∑2𝛿𝑛𝑛′

∞

𝑛=0

)] 𝑑𝑥
𝑎

0

 

  (43-ت)

{𝐾4_5}𝑛+1,𝑛′+1 =
𝐺

2
∫ ∫ [(𝜉1𝑎

′ (𝑥)𝜉2𝑎
′ (𝑥)∑ 2𝑐𝑜𝑠2 𝜆𝑏1𝑛𝑦1

∞

𝑛=0

)
𝑏1

0

𝑎

0

+
1 − 𝜇

2
(𝜉1𝑎(𝑥)𝜉2𝑎(𝑥)∑2𝑠𝑖𝑛2 𝜆𝑏1𝑛𝑦1

∞

𝑛=0

)]𝑑𝑥𝑑𝑦1

+
1

2
∫ [𝑘𝑛𝑦10𝜉1𝑎(𝑥)𝜉2𝑎(𝑥) (∑2𝛿𝑛𝑛′

∞

𝑛=0

)]𝑑𝑥
𝑎

0

+
1

2
∫ [𝑘𝑐1𝜉1𝑎(𝑥)𝜉2𝑎(𝑥) (∑2𝛿𝑛𝑛′

∞

𝑛=0

)]𝑑𝑥
𝑎

0

 

  (46-ت)

{𝐾4_6}𝑛+1,t = −
𝐺

2
∫ ∫ [(𝜉1𝑎

′ (𝑥) ∑ ∑2𝜆𝑏1𝑛 𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑎𝑚𝑥 𝑠𝑖𝑛 𝜆𝑏1𝑛𝑦1 𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑏1𝑛𝑦1

∞

𝑛=0

∞

𝑚=0

)
𝑏1

0

𝑎

0

+2(1 − 𝜇) (𝜉1𝑎
′ (𝑥) ∑ ∑𝜆𝑏1𝑛 𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑎𝑚𝑥 𝑠𝑖𝑛 𝜆𝑏1𝑛𝑦1 𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑏1𝑛𝑦1

∞

𝑛=0

∞

𝑚=0

)

+
1 − 𝜇

2
(𝜉1𝑎(𝑥) ∑ ∑𝜆𝑎𝑚𝜆𝑏1𝑛 𝑠𝑖𝑛 𝜆𝑎𝑚𝑥 𝑠𝑖𝑛 𝜆𝑏1𝑛𝑦1 𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑏1𝑛𝑦1

∞

𝑛=0

∞

𝑚=0

)]𝑑𝑥𝑑𝑦1

 

  (47-ت)

{𝐾4_7}𝑛+1,𝑚′+1
= −

𝐺

2
∫ ∫ [(𝜉1𝑎

′ (𝑥)𝜉1𝑏1
′ (𝑦1) ∑ ∑2𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑎𝑚𝑥 𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑏1𝑛𝑦1

∞

𝑛=0

∞

𝑚=0

)
𝑏1

0

𝑎

0

−2(1 − 𝜇) (𝜉1𝑎
′ (𝑥)𝜉1𝑏1

′ (𝑦1) ∑ ∑𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑎𝑚𝑥 𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑏1𝑛𝑦1

∞

𝑛=0

∞

𝑚=0

)

+
1 − 𝜇

2
(𝜉1𝑎(𝑥)𝜉1𝑏1(𝑦1) ∑ ∑𝜆𝑎𝑚𝜆𝑏1𝑛 𝑠𝑖𝑛 𝜆𝑎𝑚𝑥 𝑠𝑖𝑛 𝜆𝑏1𝑛𝑦1

∞

𝑛=0

∞

𝑚=0

)] 𝑑𝑥𝑑𝑦1

 

  (43-ت)
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{𝐾4_8}𝑛+1,𝑚′+1
= −

𝐺

2
∫ ∫ [(𝜉1𝑎

′ (𝑥)𝜉2𝑏1
′ (𝑦1) ∑ ∑2𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑎𝑚𝑥 𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑏1𝑛𝑦1

∞

𝑛=0

∞

𝑚=0

)
𝑏1

0

𝑎

0

−2(1 − 𝜇) (𝜉1𝑎
′ (𝑥)𝜉2𝑏1

′ (𝑦1) ∑ ∑𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑎𝑚𝑥 𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑏1𝑛𝑦1

∞

𝑛=0

∞

𝑚=0

)

+
1 − 𝜇

2
(𝜉1𝑎(𝑥)𝜉2𝑏1(𝑦1) ∑ ∑𝜆𝑎𝑚𝜆𝑏1𝑛 𝑠𝑖𝑛 𝜆𝑎𝑚𝑥 𝑠𝑖𝑛 𝜆𝑏1𝑛𝑦1

∞

𝑛=0

∞

𝑚=0

)]𝑑𝑥𝑑𝑦1

 

  (49-ت)

{𝐾4_9}𝑛+1,𝑛′+1 = −
𝐺

2
∫ ∫ [(𝜉1𝑎(𝑥)𝜉1𝑎

′ (𝑥) ∑ ∑2𝜆𝑏1𝑛 𝑠𝑖𝑛 𝜆𝑏1𝑛𝑦1 𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑏1𝑛𝑦1

∞

𝑛=0

∞

𝑚=0

)
𝑏1

0

𝑎

0

+2(1 − 𝜇) (𝜉1𝑎(𝑥)𝜉1𝑎
′ (𝑥) ∑ ∑𝜆𝑏1𝑛 𝑠𝑖𝑛 𝜆𝑏1𝑛𝑦1 𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑏1𝑛𝑦1

∞

𝑛=0

∞

𝑚=0

)

−
1 − 𝜇

2
(𝜉1𝑎(𝑥)𝜉1𝑎

′ (𝑥) ∑ ∑𝜆𝑏1𝑛 𝑠𝑖𝑛 𝜆𝑏1𝑛𝑦1 𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑏1𝑛𝑦1

∞

𝑛=0

∞

𝑚=0

)]𝑑𝑥𝑑𝑦1

 

  (31-ت)

{𝐾4_10}𝑛+1,𝑛′+1 = −
𝐺

2
∫ ∫ [(𝜉2𝑎(𝑥)𝜉1𝑎

′ (𝑥) ∑ ∑2𝜆𝑏1𝑛 𝑠𝑖𝑛 𝜆𝑏1𝑛𝑦1 𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑏1𝑛𝑦1

∞

𝑛=0

∞

𝑚=0

)
𝑏1

0

𝑎

0

+2(1 − 𝜇) (𝜉2𝑎(𝑥)𝜉1𝑎
′ (𝑥) ∑ ∑𝜆𝑏1𝑛 𝑠𝑖𝑛 𝜆𝑏1𝑛𝑦1 𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑏1𝑛𝑦1

∞

𝑛=0

∞

𝑚=0

)

−
1 − 𝜇

2
(𝜉2𝑎(𝑥)𝜉1𝑎

′ (𝑥) ∑ ∑𝜆𝑏1𝑛 𝑠𝑖𝑛 𝜆𝑏1𝑛𝑦1 𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑏1𝑛𝑦1

∞

𝑛=0

∞

𝑚=0

)] 𝑑𝑥𝑑𝑦1

 

  (31-ت)

{𝐾4_11}𝑛+1,t =
1

2
∫ [𝑘𝑐1𝜉1𝑎(𝑥) (∑ 2(−1)𝑛 𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑎𝑚𝑥

∞

𝑚=0

)]𝑑𝑥
𝑎

0

  (32-ت) 

{𝐾4_12}𝑛+1,𝑚′+1
= 0 {𝐾4_13}𝑛+1,𝑚′+1

  (33-ت) 0=

{𝐾4_14}𝑛+1,𝑛′+1 =
1

2
∫ [𝑘𝑐1𝜉1𝑎

2 (𝑥) (∑2(−1)𝑛
∞

𝑛=0

)]𝑑𝑥
𝑎

0

  (34-ت) 

{𝐾4_15}𝑛+1,𝑛′+1 =
1

2
∫ [𝑘𝑐1𝜉1𝑎(𝑥)𝜉2𝑎(𝑥) (∑2(−1)𝑛

∞

𝑛=0

)]𝑑𝑥
𝑎

0

  (33-ت) 

{𝐾4_16}𝑛+1,t =   (36-ت) 0

{𝐾4_17}𝑛+1,𝑚′+1
= 0 {𝐾4_18}𝑛+1,𝑚′+1

=   (37-ت) 0

{𝐾4_19}𝑛+1,𝑛′+1 = 0 {𝐾4_20}𝑛+1,𝑛′+1 =   (33-ت) 0
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{𝐾5_5}𝑛+1,𝑛′+1 =
𝐺

2
∫ ∫ [(𝜉2𝑎

′2 (𝑥)∑ 2𝑐𝑜𝑠2 𝜆𝑏1𝑛𝑦1

∞

𝑛=0

)
𝑏1

0

𝑎

0

+
1 − 𝜇

2
(𝜉2𝑎

2 (𝑥)∑2𝜆𝑏1𝑛
2 𝑠𝑖𝑛2 𝜆𝑏1𝑛𝑦1

∞

𝑛=0

)]𝑑𝑥𝑑𝑦1

+
1

2
∫ [𝑘𝑛𝑦10𝜉2𝑎

2 (𝑥) (∑2𝛿𝑛𝑛′

∞

𝑛=0

)]𝑑𝑥
𝑎

0

+
1

2
∫ [𝑘𝑐1𝜉2𝑎

2 (𝑥) (∑2𝛿𝑛𝑛′

∞

𝑛=0

)]𝑑𝑥
𝑎

0

 

  (39-ت)

{𝐾5_6}𝑛+1,t = −
𝐺

2
∫ ∫ [(𝜉2𝑎

′ (𝑥) ∑ ∑2𝜆𝑏1𝑛 𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑎𝑚𝑥 𝑠𝑖𝑛 𝜆𝑏1𝑛𝑦1 𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑏1𝑛𝑦1

∞

𝑛=0

∞

𝑚=0

)
𝑏1

0

𝑎

0

+2(1 − 𝜇) (𝜉2𝑎
′ (𝑥) ∑ ∑𝜆𝑏1𝑛 𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑎𝑚𝑥 𝑠𝑖𝑛 𝜆𝑏1𝑛𝑦1 𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑏1𝑛𝑦1

∞

𝑛=0

∞

𝑚=0

)

+
1 − 𝜇

2
(𝜉2𝑎(𝑥) ∑ ∑𝜆𝑎𝑚𝜆𝑏1𝑛 𝑠𝑖𝑛 𝜆𝑎𝑚𝑥 𝑠𝑖𝑛 𝜆𝑏1𝑛𝑦1 𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑏1𝑛𝑦1

∞

𝑛=0

∞

𝑚=0

)]𝑑𝑥𝑑𝑦1

 

  (61-ت)

{𝐾5_7}𝑛+1,𝑚′+1
=
𝐺

2
∫ ∫ [(𝜉2𝑎

′ (𝑥)𝜉1𝑏1
′ (𝑦1) ∑ ∑2𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑎𝑚𝑥 𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑏1𝑛𝑦1

∞

𝑛=0

∞

𝑚=0

)
𝑏1

0

𝑎

0

−2(1 − 𝜇) (𝜉2𝑎
′ (𝑥)𝜉1𝑏1

′ (𝑦1) ∑ ∑𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑎𝑚𝑥 𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑏1𝑛𝑦1

∞

𝑛=0

∞

𝑚=0

)

+
1 − 𝜇

2
(𝜉2𝑎(𝑥)𝜉1𝑏1(𝑦1) ∑ ∑𝜆𝑎𝑚𝜆𝑏1𝑛 𝑠𝑖𝑛 𝜆𝑎𝑚𝑥 𝑠𝑖𝑛 𝜆𝑏1𝑛𝑦1

∞

𝑛=0

∞

𝑚=0

)]𝑑𝑥𝑑𝑦1

 

  (61-ت)

{𝐾5_8}𝑛+1,𝑚′+1
=
𝐺

2
∫ ∫ [(𝜉2𝑎

′ (𝑥)𝜉2𝑏1
′ (𝑦1) ∑ ∑2𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑎𝑚𝑥 𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑏1𝑛𝑦1

∞

𝑛=0

∞

𝑚=0

)
𝑏1

0

𝑎

0

−2(1 − 𝜇) (𝜉2𝑎
′ (𝑥)𝜉2𝑏1

′ (𝑦1) ∑ ∑𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑎𝑚𝑥 𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑏1𝑛𝑦1

∞

𝑛=0

∞

𝑚=0

)

+
1 − 𝜇

2
(𝜉2𝑎(𝑥)𝜉2𝑏1(𝑦1) ∑ ∑𝜆𝑎𝑚𝜆𝑏1𝑛 𝑠𝑖𝑛 𝜆𝑎𝑚𝑥 𝑠𝑖𝑛 𝜆𝑏1𝑛𝑦1

∞

𝑛=0

∞

𝑚=0

)]𝑑𝑥𝑑𝑦1

 

  (62-ت)

{𝐾5_9}𝑛+1,𝑛′+1 = −
𝐺

2
∫ ∫ [(𝜉1𝑎(𝑥)𝜉2𝑎

′ (𝑥) ∑ ∑2𝜆𝑏1𝑛 𝑠𝑖𝑛 𝜆𝑏1𝑛𝑦1 𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑏1𝑛𝑦1

∞

𝑛=0

∞

𝑚=0

)
𝑏1

0

𝑎

0

+2(1 − 𝜇) (𝜉1𝑎(𝑥)𝜉2𝑎
′ (𝑥) ∑ ∑𝜆𝑏1𝑛 𝑠𝑖𝑛 𝜆𝑏1𝑛𝑦1 𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑏1𝑛𝑦1

∞

𝑛=0

∞

𝑚=0

)

−
1 − 𝜇

2
(𝜉2𝑎(𝑥)𝜉1𝑎

′ (𝑥) ∑ ∑𝜆𝑏1𝑛 𝑠𝑖𝑛 𝜆𝑏1𝑛𝑦1 𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑏1𝑛𝑦1

∞

𝑛=0

∞

𝑚=0

)]𝑑𝑥𝑑𝑦1

 

  (63-ت)
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{𝐾5_10}𝑛+1,𝑛′+1 = −
𝐺

2
∫ ∫ [(𝜉2𝑎(𝑥)𝜉2𝑎

′ (𝑥) ∑ ∑2𝜆𝑏1𝑛 𝑠𝑖𝑛 𝜆𝑏1𝑛𝑦1 𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑏1𝑛𝑦1

∞

𝑛=0

∞

𝑚=0

)
𝑏1

0

𝑎

0

+2(1 − 𝜇) (𝜉2𝑎(𝑥)𝜉2𝑎
′ (𝑥) ∑ ∑𝜆𝑏1𝑛 𝑠𝑖𝑛 𝜆𝑏1𝑛𝑦1 𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑏1𝑛𝑦1

∞

𝑛=0

∞

𝑚=0

)

−
1 − 𝜇

2
(𝜉2𝑎(𝑥)𝜉2𝑎

′ (𝑥) ∑ ∑𝜆𝑏1𝑛 𝑠𝑖𝑛 𝜆𝑏1𝑛𝑦1 𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑏1𝑛𝑦1

∞

𝑛=0

∞

𝑚=0

)]𝑑𝑥𝑑𝑦1

 

  (64-ت)

{𝐾5_11}𝑛+1,t =
1

2
∫ [𝑘𝑐1𝜉2𝑎(𝑥) (∑ 2(−1)𝑛 𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑎𝑚𝑥

∞

𝑚=0

)]𝑑𝑥
𝑎

0

  (63-ت) 

{𝐾5_12}𝑛+1,𝑚′+1
= 0 {𝐾5_13}𝑛+1,𝑚′+1

  (66-ت) 0=

{𝐾5_14}𝑛+1,𝑛′+1 =
1

2
∫ [𝑘𝑐1𝜉1𝑎(𝑥)𝜉2𝑎(𝑥) (∑2(−1)𝑛

∞

𝑛=0

)]𝑑𝑥
𝑎

0

  (67-ت) 

{𝐾5_15}𝑛+1,𝑛′+1 =
1

2
∫ [𝑘𝑐1𝜉2𝑎

2 (𝑥) (∑2(−1)𝑛
∞

𝑛=0

)]𝑑𝑥
𝑎

0

  (63-ت) 

{𝐾5_16}𝑛+1,t =   (69-ت) 0

{𝐾5_17}𝑛+1,𝑚′+1
= 0 {𝐾5_18}𝑛+1,𝑚′+1

=   (71-ت) 0

{𝐾5_19}𝑛+1,𝑛′+1 = 0 {𝐾5_20}𝑛+1,𝑛′+1 =   (71-ت) 0

 

 

{𝐾6_6}𝑠,t =
𝐺

2
∫ ∫ [(∑ ∑2𝜆𝑏1𝑛

2 𝑐𝑜𝑠2 𝜆𝑎𝑚𝑥 𝑠𝑖𝑛
2 𝜆𝑏1𝑛𝑦1

∞

𝑛=0

∞

𝑚=0

)
𝑏1

0

𝑎

0

+
1 − 𝜇

2
(∑ ∑2𝜆𝑎𝑚

2 𝑠𝑖𝑛2 𝜆𝑎𝑚𝑥 𝑐𝑜𝑠
2 𝜆𝑏1𝑛𝑦1

∞

𝑛=0

∞

𝑚=0

)]𝑑𝑥𝑑𝑦1

+
1

2
∫ [𝑘𝑝𝑥10 (∑2𝑐𝑜𝑠2 𝜆𝑏1𝑛𝑦1

∞

𝑛=0

)]𝑑𝑦1

𝑏1

0

+
1

2
∫ [𝑘𝑝𝑥11 (∑2𝑐𝑜𝑠2 𝜆𝑏1𝑛𝑦1

∞

𝑛=0

)]𝑑𝑦1

𝑏1

0

+
1

2
∫ [𝑘𝑝𝑦10 (∑ 2𝑐𝑜𝑠2 𝜆𝑎𝑚𝑥

∞

𝑚=0

)]𝑑𝑥
𝑎

0

+
1

2
∫ [𝑘𝑐2 (∑ 2𝑐𝑜𝑠2 𝜆𝑎𝑚𝑥

∞

𝑚=0

)]𝑑𝑥
𝑎

0

 

  (72-ت)

{𝐾6_7}𝑠,𝑚′+1
= −

𝐺

2
∫ ∫ [(𝜉1𝑏1

′ (𝑦1) ∑ ∑2𝜆𝑏1𝑛

∞

𝑛=0

∞

𝑚=0

𝑐𝑜𝑠2 𝜆𝑎𝑚𝑥 𝑠𝑖𝑛 𝜆𝑏1𝑛𝑦1)
𝑏1

0

𝑎

0

+
1 − 𝜇

2
(𝜉1𝑏1(𝑦1) ∑ ∑2𝜆𝑎𝑚

2 𝑠𝑖𝑛2 𝜆𝑎𝑚𝑥 𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑏1𝑛𝑦1

∞

𝑛=0

∞

𝑚=0

)]𝑑𝑥𝑑𝑦1

+
1

2
∫ [𝑘𝑝𝑥10𝜉1𝑏1(𝑦1) (∑2𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑏1𝑛𝑦1

∞

𝑛=0

)]𝑑𝑦1

𝑏1

0

+
1

2
∫ [𝑘𝑝𝑥11𝜉1𝑏1(𝑦1) (∑2𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑏1𝑛𝑦1

∞

𝑛=0

)]𝑑𝑦1

𝑏1

0

 

  (73-ت)



 

047 

 

{𝐾6_8}𝑠,𝑚′+1
= −

𝐺

2
∫ ∫ [(𝜉2𝑏1

′ (𝑦1) ∑ ∑2𝜆𝑏1𝑛

∞

𝑛=0

∞

𝑚=0

𝑐𝑜𝑠2 𝜆𝑎𝑚𝑥 𝑠𝑖𝑛 𝜆𝑏1𝑛𝑦1)
𝑏1

0

𝑎

0

+
1 − 𝜇

2
(𝜉2𝑏1(𝑦1) ∑ ∑2𝜆𝑎𝑚

2 𝑠𝑖𝑛2 𝜆𝑎𝑚𝑥 𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑏1𝑛𝑦1

∞

𝑛=0

∞

𝑚=0

)]𝑑𝑥𝑑𝑦1

+
1

2
∫ [𝑘𝑝𝑥10𝜉2𝑏1(𝑦1) (∑2𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑏1𝑛𝑦1

∞

𝑛=0

)]𝑑𝑦1

𝑏1

0

+
1

2
∫ [𝑘𝑝𝑥11𝜉2𝑏1(𝑦1) (∑2𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑏1𝑛𝑦1

∞

𝑛=0

)]𝑑𝑦1

𝑏1

0

 

  (74-ت)

{𝐾6_9}𝑠,𝑛′+1 = −
𝐺

2
∫ ∫ [(𝜉1𝑎(𝑥) ∑ ∑2𝜆𝑏1𝑛

2

∞

𝑛=0

∞

𝑚=0

𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑎𝑚𝑥 𝑠𝑖𝑛
2 𝜆𝑏1𝑛𝑦1)

𝑏1

0

𝑎

0

−
1 − 𝜇

2
(𝜉1𝑎

′ (𝑥) ∑ ∑2𝜆𝑎𝑚 𝑠𝑖𝑛 𝜆𝑎𝑚𝑥 𝑐𝑜𝑠
2 𝜆𝑏1𝑛𝑦1

∞

𝑛=0

∞

𝑚=0

)]𝑑𝑥𝑑𝑦1

+
1

2
∫ [𝑘𝑝𝑦10𝜉1𝑎(𝑥) (∑ 2𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑎𝑚𝑥

∞

𝑚=0

)]𝑑𝑥
𝑎

0

+
1

2
∫ [𝑘𝑐2𝜉1𝑎(𝑥) (∑ 2𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑎𝑚𝑥

∞

𝑚=0

)]𝑑𝑥
𝑎

0

 

  (73-ت)

{𝐾6_10}𝑠,𝑛′+1 = −
𝐺

2
∫ ∫ [(𝜉2𝑎(𝑥) ∑ ∑2𝜆𝑏1𝑛

2 𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑎𝑚𝑥 𝑠𝑖𝑛
2 𝜆𝑏1𝑛𝑦1

∞

𝑛=0

∞

𝑚=0

)
𝑏1

0

𝑎

0

−
1 − 𝜇

2
(𝜉2𝑎

′ (𝑥) ∑ ∑2𝜆𝑎𝑚 𝑠𝑖𝑛 𝜆𝑎𝑚𝑥 𝑐𝑜𝑠
2 𝜆𝑏1𝑛𝑦1

∞

𝑛=0

∞

𝑚=0

)]𝑑𝑥𝑑𝑦1

+
1

2
∫ [𝑘𝑝𝑦10𝜉2𝑎(𝑥) (∑ 2𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑎𝑚𝑥

∞

𝑚=0

)]𝑑𝑥
𝑎

0

+
1

2
∫ [𝑘𝑐2𝜉2𝑎(𝑥) (∑ 2𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑎𝑚𝑥

∞

𝑚=0

)]𝑑𝑥
𝑎

0

 

  (76-ت)

{𝐾6_11}𝑠,t =0 {𝐾6_12}𝑠,𝑚′+1
=   (77-ت) 0

{𝐾6_13}𝑠,𝑚′+1
= 0 {𝐾6_14}𝑠,𝑛′+1   (73-ت) 0=

{𝐾6_15}𝑠,𝑛′+1 =
1

2
∫ [𝑘𝑐1𝜉2𝑎(𝑥) (∑ ∑2(−1)𝑛 𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑎𝑚𝑥

∞

𝑛=0

∞

𝑚=0

)] 𝑑𝑥
𝑎

0

  (79-ت) 

{𝐾6_16}𝑠,t =
1

2
∫ [𝑘𝑐2 (∑ ∑2(−1)𝑛 𝑐𝑜𝑠2 𝜆𝑎𝑚𝑥

∞

𝑛=0

∞

𝑚=0

)]𝑑𝑥
𝑎

0

  (31-ت) 

{𝐾6_17}𝑠,𝑚′+1
= 0 {𝐾6_18}𝑠,𝑚′+1

=   (31-ت) 0

{𝐾6_19}𝑠,𝑛′+1 =
1

2
∫ [𝑘𝑐2𝜉1𝑎(𝑥) (∑ ∑2(−1)𝑛 𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑎𝑚𝑥

∞

𝑛=0

∞

𝑚=0

)] 𝑑𝑥
𝑎

0

  (32-ت) 



 

001 

 

{𝐾6_20}𝑠,𝑛′+1 =
1

2
∫ [𝑘𝑐2𝜉2𝑎(𝑥) (∑ ∑2(−1)𝑛 𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑎𝑚𝑥

∞

𝑛=0

∞

𝑚=0

)]𝑑𝑥
𝑎

0

  (33-ت) 

 

 

{𝐾7_7}𝑚+1,𝑚′+1
=
𝐺

2
∫ ∫ [(𝜉1𝑏1

′2 (𝑦1) ∑ 2𝑐𝑜𝑠2 𝜆𝑎𝑚𝑥

∞

𝑚=0

)
𝑏1

0

𝑎

0

+
1 − 𝜇

2
(𝜉1𝑏1

2 (𝑦1) ∑ 2𝜆𝑎𝑚
2 𝑠𝑖𝑛2 𝜆𝑎𝑚𝑥

∞

𝑚=0

)]𝑑𝑥𝑑𝑦1

+
1

2
∫ [𝑘𝑝𝑥10𝜉1𝑏1

2 (𝑦1) (∑ 2𝛿𝑚𝑚′

∞

𝑚=0

)]𝑑𝑦1

𝑏1

0

+
1

2
∫ [𝑘𝑝𝑥11𝜉1𝑏1

2 (𝑦1) (∑ 2𝛿𝑚𝑚′

∞

𝑚=0

)]𝑑𝑦1

𝑏1

0

 

  (34-ت)

{𝐾7_8}𝑚+1,𝑚′+1
=
𝐺

2
∫ ∫ [(𝜉1𝑏1

′ (𝑦1)𝜉2𝑏1
′ (𝑦1) ∑ 2𝑐𝑜𝑠2 𝜆𝑎𝑚𝑥

∞

𝑚=0

)
𝑏1

0

𝑎

0

+
1 − 𝜇

2
(𝜉1𝑏1(𝑦1)𝜉2𝑏1(𝑦1) ∑ 2𝜆𝑎𝑚

2 𝑠𝑖𝑛2 𝜆𝑎𝑚𝑥

∞

𝑚=0

)]𝑑𝑥𝑑𝑦1

+
1

2
∫ [𝑘𝑝𝑥10𝜉1𝑏1(𝑦1)𝜉2𝑏1(𝑦1) (∑ 2𝛿𝑚𝑚′

∞

𝑚=0

)]𝑑𝑦1

𝑏1

0

+
1

2
∫ [𝑘𝑝𝑥11𝜉1𝑏1(𝑦1)𝜉2𝑏1(𝑦1) (∑ 2𝛿𝑚𝑚′

∞

𝑚=0

)]𝑑𝑦1

𝑏1

0

 

  (33-ت)

{𝐾7_9}𝑚+1,𝑛′+1 = −
𝐺

2
∫ ∫ [(𝜉1𝑏1

′ (𝑦1)𝜉1𝑎(𝑥) ∑ ∑2𝜆𝑏1𝑛 𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑎𝑚𝑥 𝑠𝑖𝑛 𝜆𝑏1𝑛𝑦1

∞

𝑛=0

∞

𝑚=0

)
𝑏1

0

𝑎

0

−
1 − 𝜇

2
(𝜉1𝑏1

′ (𝑦1)𝜉1𝑎(𝑥) ∑ ∑2

∞

𝑛=0

∞

𝑚=0

𝜆𝑎𝑚 𝑠𝑖𝑛 𝜆𝑎𝑚𝑥 𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑏1𝑛𝑦1)]𝑑𝑥𝑑𝑦1

 

  (36-ت)

{𝐾7_10}𝑚+1,𝑛′+1 = −
𝐺

2
∫ ∫ [(𝜉1𝑏1

′ (𝑦1)𝜉2𝑎(𝑥) ∑ ∑2𝜆𝑏1𝑛 𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑎𝑚𝑥 𝑠𝑖𝑛 𝜆𝑏1𝑛𝑦1

∞

𝑛=0

∞

𝑚=0

)
𝑏1

0

𝑎

0

−
1 − 𝜇

2
(𝜉1𝑏1

′ (𝑦1)𝜉2𝑎(𝑥) ∑ ∑2

∞

𝑛=0

∞

𝑚=0

𝜆𝑎𝑚 𝑠𝑖𝑛 𝜆𝑎𝑚𝑥 𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑏1𝑛𝑦1)]𝑑𝑥𝑑𝑦1

 

  (37-ت)

{𝐾7_11}𝑚+1,t = 0 {𝐾7_12}𝑚+1,𝑚′+1
=   (33-ت) 0

{𝐾7_13}𝑚+1,𝑚′+1
= 0 {𝐾7_14}𝑚+1,𝑛′+1 =   (39-ت) 0

{𝐾7_15}𝑚+1,𝑛′+1 = 0 {𝐾7_16}𝑚+1,t =   (91-ت) 0

{𝐾7_17}𝑚+1,𝑚′+1
= 0 {𝐾7_18}𝑚+1,𝑚′+1

=   (91-ت) 0

{𝐾7_19}𝑚+1,𝑛′+1 = 0 {𝐾7_20}𝑚+1,𝑛′+1 =   (92-ت) 0

 



 

000 

 

 

 

{𝐾8_8}𝑚+1,𝑚′+1
=
𝐺

2
∫ ∫ [(𝜉1𝑏1

′2 (𝑦1) ∑ ∑2𝑐𝑜𝑠2 𝜆𝑎𝑚𝑥

∞

𝑛=0

∞

𝑚=0

)
𝑏1

0

𝑎

0

+
1 − 𝜇

2
(𝜉2𝑏1

2 (𝑦1) ∑ ∑𝜆𝑎𝑚
2 𝑠𝑖𝑛2 𝜆𝑎𝑚𝑥

∞

𝑛=0

∞

𝑚=0

)] 𝑑𝑥𝑑𝑦1

+
1

2
∫ [𝑘𝑝𝑥10𝜉2𝑏1

2 (𝑦1) (∑ 2𝛿𝑚𝑚′

∞

𝑚=0

)]𝑑𝑦1

𝑏1

0

+
1

2
∫ [𝑘𝑝𝑥11𝜉2𝑏1

2 (𝑦1) (∑ 2𝛿𝑚𝑚′

∞

𝑚=0

)]𝑑𝑦1

𝑏1

0

 

  (93-ت)

{𝐾8_9}𝑚+1,𝑛′+1 = −
𝐺

2
∫ ∫ [(𝜉2𝑏1

′ (𝑦1)𝜉1𝑎(𝑥) ∑ ∑2𝜆𝑏1𝑛 𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑎𝑚𝑥 𝑠𝑖𝑛 𝜆𝑏1𝑛𝑦1

∞

𝑛=0

∞

𝑚=0

)
𝑏1

0

𝑎

0

−
1 − 𝜇

2
(𝜉2𝑏1(𝑦1)𝜉1𝑎

′ (𝑥) ∑ ∑2

∞

𝑛=0

∞

𝑚=0

𝜆𝑎𝑚 𝑠𝑖𝑛 𝜆𝑎𝑚𝑥 𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑏1𝑛𝑦1)]𝑑𝑥𝑑𝑦1

 

  (94-ت)

{𝐾8_10}𝑚+1,𝑛′+1 = −
𝐺

2
∫ ∫ [(𝜉2𝑏1

′ (𝑦1)𝜉2𝑎(𝑥) ∑ ∑2𝜆𝑏1𝑛 𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑎𝑚𝑥 𝑠𝑖𝑛 𝜆𝑏1𝑛𝑦1

∞

𝑛=0

∞

𝑚=0

)
𝑏1

0

𝑎

0

−
1 − 𝜇

2
(𝜉2𝑏1(𝑦1)𝜉2𝑎

′ (𝑥) ∑ ∑2

∞

𝑛=0

∞

𝑚=0

𝜆𝑎𝑚 𝑠𝑖𝑛 𝜆𝑎𝑚𝑥 𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑏1𝑛𝑦1)]𝑑𝑥𝑑𝑦1

 

  (93-ت)

{𝐾8_11}𝑚+1,t = 0 {𝐾8_12}𝑚+1,𝑚′+1
=   (96-ت) 0

{𝐾8_13}𝑚+1,𝑚′+1
= 0 {𝐾8_14}𝑚+1,𝑛′+1 =   (97-ت) 0

{𝐾8_15}𝑚+1,𝑛′+1 = 0 {𝐾8_16}𝑚+1,t =   (93-ت) 0

{𝐾8_17}𝑚+1,𝑚′+1
= 0 {𝐾8_18}𝑚+1,𝑚′+1

=   (99-ت) 0

{𝐾8_19}𝑚+1,𝑛′+1 = 0 {𝐾8_20}𝑚+1,𝑛′+1 =   (111-ت) 0

 

 

{𝐾9_9}𝑛+1,𝑛′+1 = +
𝐺

2
∫ ∫ [(𝜉1𝑎

2 (𝑥)∑2𝜆𝑏1𝑛
2 𝑠𝑖𝑛2 𝜆𝑏1𝑛𝑦1

∞

𝑛=0

)
𝑏1

0

𝑎

0

+
1 − 𝜇

2
(𝜉1𝑎

′2 (𝑥)∑ 2

∞

𝑛=0

𝑐𝑜𝑠2 𝜆𝑏1𝑛𝑦1)]𝑑𝑥𝑑𝑦1

+
1

2
∫ [𝑘𝑝𝑦10𝜉1𝑎

2 (𝑥) (∑2𝛿𝑛𝑛′

∞

𝑛=0

)]𝑑𝑥
𝑎

0

+
1

2
∫ [𝑘𝑐2𝜉1𝑎

2 (𝑥) (∑2𝛿𝑛𝑛′

∞

𝑛=0

)]𝑑𝑥
𝑎

0

 

  (111-ت)



 

002 

 

{𝐾9_10}𝑛+1,𝑛′+1 = +
𝐺

2
∫ ∫ [(𝜉1𝑎(𝑥)𝜉2𝑎(𝑥)∑2𝜆𝑏1𝑛

2 𝑠𝑖𝑛2 𝜆𝑏1𝑛𝑦1

∞

𝑛=0

)
𝑏1

0

𝑎

0

+
1 − 𝜇

2
(𝜉1𝑎

′ (𝑥)𝜉2𝑎
′ (𝑥)∑2

∞

𝑛=0

𝑐𝑜𝑠2 𝜆𝑏1𝑛𝑦1)] 𝑑𝑥𝑑𝑦1

+
1

2
∫ [𝑘𝑝𝑦10𝜉1𝑎(𝑥)𝜉2𝑎(𝑥) (∑2𝛿𝑛𝑛′

∞

𝑛=0

)] 𝑑𝑥
𝑎

0

+
1

2
∫ [𝑘𝑐2𝜉1𝑎(𝑥)𝜉2𝑎(𝑥) (∑2𝛿𝑛𝑛′

∞

𝑛=0

)]𝑑𝑥
𝑎

0

 

  (112-ت)

{𝐾9_11}𝑛+1,t   (113-ت) 0=

{𝐾9_12}𝑛+1,𝑚′+1
= 0 {𝐾9_13}𝑛+1,𝑚′+1

  (114-ت) 0=

{𝐾9_14}𝑛+1,𝑛′+1 =0 {𝐾9_15}𝑛+1,𝑛′+1   (113-ت) 0=

{𝐾9_16}𝑛+1,t =
1

2
∫ [𝑘𝑐2𝜉1𝑎(𝑥) (∑ 2(−1)𝑛 𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑎𝑚𝑥

∞

𝑚=0

)]𝑑𝑥
𝑎

0

  (116-ت) 

{𝐾9_17}𝑛+1,𝑚′+1
= 0 {𝐾9_18}𝑛+1,𝑚′+1

=   (117-ت) 0

{𝐾9_19}𝑛+1,𝑛′+1 =
1

2
∫ [𝑘𝑐2𝜉1𝑎

2 (𝑥) (∑2(−1)𝑛
∞

𝑛=0

)]𝑑𝑥
𝑎

0

  (113-ت) 

{𝐾9_20}𝑛+1,𝑛′+1 =
1

2
∫ [𝑘𝑐2𝜉1𝑎(𝑥)𝜉2𝑎(𝑥) (∑2(−1)𝑛

∞

𝑛=0

)]𝑑𝑥
𝑎

0

  (119-ت) 

 

 

 

 

{𝐾10_10}𝑛+1,𝑛′+1 = +
𝐺

2
∫ ∫ [(𝜉2𝑎

2 (𝑥)∑2𝜆𝑏1𝑛
2 𝑐𝑜𝑠2 𝜆𝑏1𝑛𝑦1

∞

𝑛=0

)
𝑏1

0

𝑎

0

+
1 − 𝜇

2
(𝜉2𝑎

′2 (𝑥)∑2

∞

𝑛=0

𝑐𝑜𝑠2 𝜆𝑏1𝑛𝑦1)]𝑑𝑥𝑑𝑦1

+
1

2
∫ [𝑘𝑝𝑦10𝜉2𝑎

2 (𝑥) (∑2𝛿𝑛𝑛′

∞

𝑛=0

)] 𝑑𝑥
𝑎

0

+
1

2
∫ [𝑘𝑐2𝜉2𝑎

2 (𝑥) (∑2𝛿𝑛𝑛′

∞

𝑛=0

)]𝑑𝑥
𝑎

0

 

  (111-ت)

{𝐾10_11}𝑛+1,t   (111-ت) 0=

{𝐾10_12}𝑛+1,𝑚′+1
= 0 {𝐾10_13}𝑛+1,𝑚′+1

  (112-ت) 0=



 

000 

 

{𝐾10_14}𝑛+1,𝑛′+1 =0 {𝐾10_15}𝑛+1,𝑛′+1   (113-ت) 0=

{𝐾10_16}𝑛+1,t =
1

2
∫ [𝑘𝑐2𝜉2𝑎(𝑥) (∑ 2(−1)𝑛 𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑎𝑚𝑥

∞

𝑚=0

)]𝑑𝑥
𝑎

0

  (114-ت) 

{𝐾10_17}𝑛+1,𝑚′+1
= 0 {𝐾10_18}𝑛+1,𝑚′+1

=   (113-ت) 0

{𝐾10_19}𝑛+1,𝑛′+1 =
1

2
∫ [𝑘𝑐2𝜉1𝑎(𝑥)𝜉2𝑎(𝑥) (∑2(−1)𝑛

∞

𝑛=0

)]𝑑𝑥
𝑎

0

  (116-ت) 

{𝐾10_20}𝑛+1,𝑛′+1 =
1

2
∫ [𝑘𝑐2 (𝜉2𝑎

2 (𝑥)∑2(−1)𝑛
∞

𝑛=0

)]𝑑𝑥
𝑎

0

  (117-ت) 

 

 

 

 

{𝐾11_11}𝑠,t =
𝐺

2
∫ ∫ [(∑ ∑2𝜆𝑎𝑚

2

∞

𝑛=0

∞

𝑚=0

𝑠𝑖𝑛2 𝜆𝑎𝑚𝑥 𝑐𝑜𝑠
2 𝜆𝑏2𝑛𝑦2)

𝑏2

0

𝑎

0

+
1 − 𝜇

2
(∑ ∑2𝜆𝑏2𝑛

2 𝑐𝑜𝑠2 𝜆𝑎𝑚𝑥 𝑠𝑖𝑛
2 𝜆𝑏2𝑛𝑦2

∞

𝑛=0

∞

𝑚=0

)] 𝑑𝑥𝑑𝑦2

+
1

2
∫ [𝑘𝑛𝑥20 (∑2𝑐𝑜𝑠2 𝜆𝑏2𝑛𝑦2

∞

𝑛=0

)]𝑑𝑦2

𝑏2

0

+
1

2
∫ [𝑘𝑛𝑥21 (∑2𝑐𝑜𝑠2 𝜆𝑏2𝑛𝑦2

∞

𝑛=0

)]𝑑𝑦2

𝑏2

0

+
1

2
∫ [𝑘𝑛𝑦20 (∑ 2𝑐𝑜𝑠2 𝜆𝑎𝑚𝑥

∞

𝑚=0

)]𝑑𝑥
𝑎

0

+
1

2
∫ [𝑘𝑐1 (∑ 2𝑐𝑜𝑠2 𝜆𝑎𝑚𝑥

∞

𝑚=0

)]𝑑𝑥
𝑎

0

 

  (113-ت)

{𝐾11_12}𝑠,𝑚′+1
=
𝐺

2
∫ ∫ [(𝜉1𝑏2(𝑦2) ∑ ∑2

∞

𝑛=0

∞

𝑚=0

𝑠𝑖𝑛2 𝜆𝑎𝑚𝑥 𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑏2𝑛𝑦2)
𝑏2

0

𝑎

0

−
1 − 𝜇

2
(𝜉1𝑏2

′ (𝑦2) ∑ ∑2𝜆𝑏2n 𝑐𝑜𝑠
2 𝜆𝑎𝑚𝑥 𝑠𝑖𝑛 𝜆𝑏2𝑛𝑦2

∞

𝑛=0

∞

𝑚=0

)]𝑑𝑥𝑑𝑦2

+
1

2
∫ [𝑘𝑛𝑥20𝜉1𝑏2(𝑦2) (∑2𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑏2𝑛𝑦2

∞

𝑛=0

)]𝑑𝑦2

𝑏2

0

+
1

2
∫ [𝑘𝑛𝑥21𝜉1𝑏2(𝑦2) (∑2𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑏2𝑛𝑦2

∞

𝑛=0

)]𝑑𝑦2

𝑏2

0

 

  (119-ت)

{𝐾11_13}𝑠,𝑚′+1
=
𝐺

2
∫ ∫ [(𝜉2𝑏2(𝑦2) ∑ ∑2𝜆𝑎𝑚

2

∞

𝑛=0

∞

𝑚=0

𝑠𝑖𝑛2 𝜆𝑎𝑚𝑥 𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑏2𝑛𝑦2)
𝑏2

0

𝑎

0

−
1 − 𝜇

2
(𝜉2𝑏2

′ (𝑦2) ∑ ∑2𝜆𝑏2𝑛 𝑐𝑜𝑠
2 𝜆𝑎𝑚𝑥 𝑠𝑖𝑛 𝜆𝑏2𝑛𝑦2

∞

𝑛=0

∞

𝑚=0

)]𝑑𝑥𝑑𝑦2

+
1

2
∫ [𝑘𝑛𝑥20𝜉2𝑏2(𝑦2) (∑2𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑏2𝑛𝑦2

∞

𝑛=0

)]𝑑𝑦2

𝑏2

0

+
1

2
∫ [𝑘𝑛𝑥21𝜉2𝑏2(𝑦2) (∑2𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑏2𝑛𝑦2

∞

𝑛=0

)]𝑑𝑦2

𝑏2

0

 

  (121-ت)



 

004 

 

{𝐾11_14}𝑠,𝑛′+1 = −
𝐺

2
∫ ∫ [(𝜉1𝑎

′ (𝑥) ∑ ∑2𝜆𝑎𝑚

∞

𝑛=0

∞

𝑚=0

𝑠𝑖𝑛 𝜆𝑎𝑚𝑥 𝑐𝑜𝑠
2 𝜆𝑏2𝑛𝑦2)

𝑏2

0

𝑎

0

+
1 − 𝜇

2
(𝜉1𝑎(𝑥) ∑ ∑2𝜆𝑏2𝑛

2 𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑎𝑚𝑥 𝑠𝑖𝑛
2 𝜆𝑏2𝑛𝑦2

∞

𝑛=0

∞

𝑚=0

)]𝑑𝑥𝑑𝑦2

+
1

2
∫ [𝑘𝑛𝑦20𝜉1𝑎(𝑥) (∑ 2𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑎𝑚𝑥

∞

𝑚=0

)]𝑑𝑥
𝑎

0

+
1

2
∫ [𝑘𝑛𝑦21𝜉1𝑎(𝑥) (∑ 2𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑎𝑚𝑥

∞

𝑚=0

)]𝑑𝑥
𝑎

0

 

  (121-ت)

{𝐾11_15}𝑠,𝑛′+1 = −
𝐺

2
∫ ∫ [(𝜉2𝑎

′ (𝑥) ∑ ∑2𝜆𝑎𝑚

∞

𝑛=0

∞

𝑚=0

𝑠𝑖𝑛 𝜆𝑎𝑚𝑥 𝑐𝑜𝑠
2 𝜆𝑏2𝑛𝑦2)

𝑏2

0

𝑎

0

+
1 − 𝜇

2
(𝜉2𝑎(𝑥) ∑ ∑2𝜆𝑏2𝑛

2 𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑎𝑚𝑥 𝑠𝑖𝑛
2 𝜆𝑏2𝑛𝑦2

∞

𝑛=0

∞

𝑚=0

)]𝑑𝑥𝑑𝑦2

+
1

2
∫ [𝑘𝑛𝑦20𝜉2𝑎(𝑥) (∑ 2𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑎𝑚𝑥

∞

𝑚=0

)]𝑑𝑥
𝑎

0

+
1

2
∫ [𝑘𝑛𝑦21𝜉2𝑎(𝑥) (∑ 2𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑎𝑚𝑥

∞

𝑚=0

)]𝑑𝑥
𝑎

0

 

  (122-ت)

{𝐾11_16}𝑠,t =
𝐺

2
∫ ∫ [(∑ ∑2𝜆𝑎𝑚𝜆𝑏2𝑛 𝑠𝑖𝑛 𝜆𝑎𝑚𝑥 𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑎𝑚𝑥 𝑠𝑖𝑛 𝜆𝑏2𝑛𝑦2 𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑏2𝑛𝑦2

∞

𝑛=0

∞

𝑚=0

)
𝑏2

0

𝑎

0

+2(1 − 𝜇) (∑ ∑𝜆𝑎𝑚𝜆𝑏2𝑛 𝑠𝑖𝑛 𝜆𝑎𝑚𝑥 𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑎𝑚𝑥 𝑠𝑖𝑛 𝜆𝑏2𝑛𝑦2 𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑏2𝑛𝑦2

∞

𝑛=0

∞

𝑚=0

)

+
1 − 𝜇

2
(∑ ∑𝜆𝑎𝑚𝜆𝑏2𝑛 𝑠𝑖𝑛 𝜆𝑎𝑚𝑥 𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑎𝑚𝑥 𝑠𝑖𝑛 𝜆𝑏2𝑛𝑦2 𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑏2𝑛𝑦2

∞

𝑛=0

∞

𝑚=0

)]𝑑𝑥𝑑𝑦2

 

  (123-ت)

{𝐾11_17}𝑠,𝑚′+1
= −

𝐺

2
∫ ∫ [(𝜉1𝑏2

′ (𝑦2) ∑ ∑2𝜆𝑎𝑚𝜆𝑏2𝑛 𝑠𝑖𝑛 𝜆𝑎𝑚𝑥 𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑎𝑚𝑥 𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑏2𝑛𝑦2

∞

𝑛=0

∞

𝑚=0

)
𝑏2

0

𝑎

0

+2(1 − 𝜇) (𝜉1𝑏2
′ (𝑦2) ∑ ∑𝜆𝑎𝑚𝜆𝑏2𝑛 𝑠𝑖𝑛 𝜆𝑎𝑚𝑥 𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑎𝑚𝑥 𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑏2𝑛𝑦2

∞

𝑛=0

∞

𝑚=0

)

+
1 − 𝜇

2
(𝜉1𝑏2(𝑦2) ∑ ∑𝜆𝑎𝑚𝜆𝑏2𝑛 𝑠𝑖𝑛 𝜆𝑎𝑚𝑥 𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑎𝑚𝑥 𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑏2𝑛𝑦2

∞

𝑛=0

∞

𝑚=0

)]𝑑𝑥𝑑𝑦2

 

  (124-ت)

{𝐾11_18}𝑠,𝑚′+1
= −

𝐺

2
∫ ∫ [(𝜉2𝑏2

′ (𝑦2) ∑ ∑2𝜆𝑎𝑚𝜆𝑏2𝑛 𝑠𝑖𝑛 𝜆𝑎𝑚𝑥 𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑎𝑚𝑥 𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑏2𝑛𝑦2

∞

𝑛=0

∞

𝑚=0

)
𝑏2

0

𝑎

0

+2(1 − 𝜇) (𝜉2𝑏2
′ (𝑦2) ∑ ∑𝜆𝑎𝑚𝜆𝑏2𝑛 𝑠𝑖𝑛 𝜆𝑎𝑚𝑥 𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑎𝑚𝑥 𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑏2𝑛𝑦2

∞

𝑛=0

∞

𝑚=0

)

+
1 − 𝜇

2
(𝜉1𝑏2(𝑦2) ∑ ∑𝜆𝑎𝑚𝜆𝑏2𝑛 𝑠𝑖𝑛 𝜆𝑎𝑚𝑥 𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑎𝑚𝑥 𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑏2𝑛𝑦2

∞

𝑛=0

∞

𝑚=0

)]𝑑𝑥𝑑𝑦2

 

  (123-ت)



 

000 

 

{𝐾11_19}𝑠,𝑛′+1 =
𝐺

2
∫ ∫ [(𝜉1𝑎(𝑥) ∑ ∑2𝜆𝑎𝑚𝜆𝑏2𝑛 𝑠𝑖𝑛 𝜆𝑎𝑚𝑥 𝑠𝑖𝑛 𝜆𝑏2𝑛𝑦2 𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑏2𝑛𝑦2

∞

𝑛=0

∞

𝑚=0

)
𝑏2

0

𝑎

0

+2(1 − 𝜇) (𝜉1𝑎(𝑥) ∑ ∑𝜆𝑎𝑚𝜆𝑏2𝑛 𝑠𝑖𝑛 𝜆𝑎𝑚𝑥 𝑠𝑖𝑛 𝜆𝑏2𝑛𝑦2 𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑏2𝑛𝑦1

∞

𝑛=0

∞

𝑚=0

)

+
1 − 𝜇

2
(𝜉1𝑎

′ (𝑥) ∑ ∑𝜆𝑎𝑚𝜆𝑏2𝑛 𝑠𝑖𝑛 𝜆𝑎𝑚𝑥 𝑠𝑖𝑛 𝜆𝑏2𝑛𝑦2 𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑏2𝑛𝑦2

∞

𝑛=0

∞

𝑚=0

)]𝑑𝑥𝑑𝑦2

 

  (126-ت)

{𝐾11_20}𝑠,𝑛′+1 =
𝐺

2
∫ ∫ [(𝜉2𝑎(𝑥) ∑ ∑2𝜆𝑎𝑚𝜆𝑏2𝑛 𝑠𝑖𝑛 𝜆𝑎𝑚𝑥 𝑠𝑖𝑛 𝜆𝑏2𝑛𝑦2 𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑏2𝑛𝑦2

∞

𝑛=0

∞

𝑚=0

)
𝑏2

0

𝑎

0

+2(1 − 𝜇) (𝜉2𝑎(𝑥) ∑ ∑𝜆𝑎𝑚𝜆𝑏2𝑛 𝑠𝑖𝑛 𝜆𝑎𝑚𝑥 𝑠𝑖𝑛 𝜆𝑏2𝑛𝑦2 𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑏2𝑛𝑦2

∞

𝑛=0

∞

𝑚=0

)

+
1 − 𝜇

2
(𝜉2𝑎

′ (𝑥) ∑ ∑𝜆𝑎𝑚𝜆𝑏2𝑛 𝑠𝑖𝑛 𝜆𝑎𝑚𝑥 𝑠𝑖𝑛 𝜆𝑏2𝑛𝑦2 𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑏2𝑛𝑦2

∞

𝑛=0

∞

𝑚=0

)]𝑑𝑥𝑑𝑦2

 

  (127-ت)

 

 

 

 

{𝐾12_12}𝑚+1,𝑚′+1
=
𝐺

2
∫ ∫ [(𝜉1𝑏2

2 (𝑦2) ∑ 2𝜆𝑎𝑚
2 𝑠𝑖𝑛2 𝜆𝑎𝑚𝑥

∞

𝑚=0

)
𝑏2

0

𝑎

0

+
1 − 𝜇

2
(𝜉1𝑏2

′2 (𝑦2) ∑ 2𝜆𝑎𝑚
2 𝑐𝑜𝑠2 𝜆𝑎𝑚𝑥

∞

𝑚=0

)] 𝑑𝑥𝑑𝑦2

+
1

2
∫ [𝑘𝑛𝑥20𝜉1𝑏2

2 (𝑦2) (∑ 2𝛿𝑚𝑚′

∞

𝑚=0

)]𝑑𝑦2

𝑏2

0

+
1

2
∫ [𝑘𝑛𝑥21𝜉1𝑏2

2 (𝑦2) (∑ 2𝛿𝑚𝑚′

∞

𝑚=0

)]𝑑𝑦2

𝑏2

0

 

  (123-ت)

{𝐾12_13}𝑚+1,𝑚′+1
=
𝐺

2
∫ ∫ [(𝜉1𝑏2(𝑦2)𝜉2𝑏2(𝑦2) ∑ 2𝜆𝑎𝑚

2 𝑠𝑖𝑛2 𝜆𝑎𝑚𝑥

∞

𝑚=0

)
𝑏2

0

𝑎

0

+
1 − 𝜇

2
(𝜉1𝑏2

′ (𝑦2)𝜉2𝑏2
′ (𝑦2) ∑ 2𝜆𝑎𝑚

2 𝑐𝑜𝑠2 𝜆𝑎𝑚𝑥

∞

𝑚=0

)]𝑑𝑥𝑑𝑦2

+
1

2
∫ [𝑘𝑛𝑥20𝜉2𝑏2(𝑦2)𝜉2𝑏2(𝑦2) (∑ 2𝛿𝑚𝑚′

∞

𝑚=0

)]𝑑𝑦2

𝑏2

0

+
1

2
∫ [𝑘𝑛𝑥21𝜉1𝑏2(𝑦2)𝜉2𝑏2(𝑦2) (∑ 2𝛿𝑚𝑚′

∞

𝑚=0

)]𝑑𝑦2

𝑏2

0

 

  (129-ت)

{𝐾12_14}𝑚+1,𝑛′+1 = −
𝐺

2
∫ ∫ [(𝜉1𝑏2(𝑦2)𝜉1𝑎

′ (𝑥) ∑ ∑2𝜆𝑎𝑚

∞

𝑛=0

∞

𝑚=0

𝑠𝑖𝑛 𝜆𝑎𝑚𝑥 𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑏2𝑛𝑦2)
𝑏2

0

𝑎

0

−
1 − 𝜇

2
(𝜉1𝑏2

′ (𝑦2)𝜉1𝑎(𝑥) ∑ ∑2𝜆𝑏2𝑛 𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑎𝑚𝑥 𝑠𝑖𝑛 𝜆𝑏2𝑛𝑦2

∞

𝑛=0

∞

𝑚=0

)]𝑑𝑥𝑑𝑦2

 

  (131-ت)



 

006 

 

{𝐾12_15}𝑚+1,𝑛′+1 = −
𝐺

2
∫ ∫ [(𝜉1𝑏2(𝑦2)𝜉2𝑎

′ (𝑥) ∑ ∑2𝜆𝑎𝑚

∞

𝑛=0

∞

𝑚=0

𝑠𝑖𝑛 𝜆𝑎𝑚𝑥 𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑏2𝑛𝑦2)
𝑏2

0

𝑎

0

−
1 − 𝜇

2
(𝜉1𝑏2

′ (𝑦2)𝜉2𝑎(𝑥) ∑ ∑2𝜆𝑏2𝑛 𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑎𝑚𝑥 𝑠𝑖𝑛 𝜆𝑏2𝑛𝑦2

∞

𝑛=0

∞

𝑚=0

)]𝑑𝑥𝑑𝑦2

 

  (131-ت)

{𝐾12_16}𝑚+1,t =
𝐺

2
∫ ∫ [(𝜉1𝑏2(𝑦2) ∑ ∑2𝜆𝑎𝑚𝜆𝑏2𝑛 𝑠𝑖𝑛 𝜆𝑎𝑚𝑥 𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑎𝑚𝑥 𝑠𝑖𝑛 𝜆𝑏2𝑛𝑦2

∞

𝑛=0

∞

𝑚=0

)
𝑏2

0

𝑎

0

+2(1 − 𝜇) (𝜉1𝑏2(𝑦2) ∑ ∑𝜆𝑎𝑚𝜆𝑏2𝑛 𝑠𝑖𝑛 𝜆𝑎𝑚𝑥 𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑎𝑚𝑥 𝑠𝑖𝑛 𝜆𝑏2𝑛𝑦2

∞

𝑛=0

∞

𝑚=0

)

+
1 − 𝜇

2
(𝜉1𝑏2

′ (𝑦2) ∑ ∑𝜆𝑎𝑚 𝑠𝑖𝑛 𝜆𝑎𝑚𝑥 𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑎𝑚𝑥 𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑏2𝑛𝑦2

∞

𝑛=0

∞

𝑚=0

)]𝑑𝑥𝑑𝑦2

 

  (132-ت)

{𝐾12_17}𝑚+1,𝑚′+1
= −

𝐺

2
∫ ∫ [(𝜉1𝑏2(𝑦2)𝜉1𝑏2

′ (𝑦2) ∑ ∑2𝜆𝑎𝑚 𝑠𝑖𝑛 𝜆𝑎𝑚𝑥 𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑎𝑚𝑥

∞

𝑛=0

∞

𝑚=0

)
𝑏2

0

𝑎

0

+2(1 − 𝜇) (𝜉1𝑏2(𝑦2)𝜉1𝑏2
′ (𝑦2) ∑ ∑𝜆𝑎𝑚 𝑠𝑖𝑛 𝜆𝑎𝑚𝑥 𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑎𝑚𝑥

∞

𝑛=0

∞

𝑚=0

)

+
1 − 𝜇

2
(𝜉1𝑏2(𝑦2)𝜉1𝑏2

′ (𝑦2) ∑ ∑𝜆𝑎𝑚 𝑠𝑖𝑛 𝜆𝑎𝑚𝑥 𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑎𝑚𝑥

∞

𝑛=0

∞

𝑚=0

)]𝑑𝑥𝑑𝑦2

 

  (133-ت)

{𝐾12_18}𝑚+1,𝑚′+1
= −

𝐺

2
∫ ∫ [(𝜉1𝑏2(𝑦2)𝜉2𝑏2

′ (𝑦2) ∑ ∑2𝜆𝑎𝑚 𝑠𝑖𝑛 𝜆𝑎𝑚𝑥 𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑎𝑚𝑥

∞

𝑛=0

∞

𝑚=0

)
𝑏2

0

𝑎

0

+2(1 − 𝜇) (𝜉1𝑏2(𝑦2)𝜉2𝑏2
′ (𝑦2) ∑ ∑𝜆𝑎𝑚 𝑠𝑖𝑛 𝜆𝑎𝑚𝑥 𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑎𝑚𝑥

∞

𝑛=0

∞

𝑚=0

)

+
1 − 𝜇

2
(𝜉2𝑏2(𝑦2)𝜉1𝑏2

′ (𝑦2) ∑ ∑𝜆𝑎𝑚 𝑠𝑖𝑛 𝜆𝑎𝑚𝑥 𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑎𝑚𝑥

∞

𝑛=0

∞

𝑚=0

)]𝑑𝑥𝑑𝑦2

 

  (134-ت)

{𝐾12_19}𝑚+1,𝑛′+1 =
𝐺

2
∫ ∫ [(𝜉1𝑏2(𝑦2)𝜉1𝑎(𝑥) ∑ ∑2𝜆𝑎𝑚𝜆𝑏2𝑛 𝑠𝑖𝑛 𝜆𝑎𝑚𝑥 𝑠𝑖𝑛 𝜆𝑏2𝑛𝑦2

∞

𝑛=0

∞

𝑚=0

)
𝑏2

0

𝑎

0

+2(1 − 𝜇) (𝜉1𝑏2(𝑦2)𝜉1𝑎(𝑥) ∑ ∑𝜆𝑎𝑚𝜆𝑏2𝑛 𝑠𝑖𝑛 𝜆𝑎𝑚𝑥 𝑠𝑖𝑛 𝜆𝑏2𝑛𝑦2

∞

𝑛=0

∞

𝑚=0

)

+
1 − 𝜇

2
(𝜉1𝑏2

′ (𝑦2)𝜉1𝑎
′ (𝑥) ∑ ∑𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑎𝑚𝑥 𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑏2𝑛𝑦2

∞

𝑛=0

∞

𝑚=0

)]𝑑𝑥𝑑𝑦2

 

  (133-ت)

{𝐾12_20}𝑚+1,𝑛′+1 =
𝐺

2
∫ ∫ [(𝜉1𝑏2(𝑦2)𝜉2𝑎(𝑥) ∑ ∑2𝜆𝑎𝑚𝜆𝑏2𝑛 𝑠𝑖𝑛 𝜆𝑎𝑚𝑥 𝑠𝑖𝑛 𝜆𝑏2𝑛𝑦2

∞

𝑛=0

∞

𝑚=0

)
𝑏2

0

𝑎

0

+2(1 − 𝜇) (𝜉1𝑏2(𝑦2)𝜉2𝑎(𝑥) ∑ ∑𝜆𝑎𝑚𝜆𝑏2𝑛 𝑠𝑖𝑛 𝜆𝑎𝑚𝑥 𝑠𝑖𝑛 𝜆𝑏2𝑛𝑦2

∞

𝑛=0

∞

𝑚=0

)

+
1 − 𝜇

2
(𝜉1𝑏2

′ (𝑦2)𝜉2𝑎
′ (𝑥) ∑ ∑𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑎𝑚𝑥 𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑏2𝑛𝑦2

∞

𝑛=0

∞

𝑚=0

)]𝑑𝑥𝑑𝑦2

 

  (136-ت)

 

 



 

000 

 

{𝐾13_13}𝑚+1,𝑚′+1
=
𝐺

2
∫ ∫ [(𝜉2𝑏2

2 (𝑦2) ∑ 2𝜆𝑎𝑚
2 𝑠𝑖𝑛2 𝜆𝑎𝑚𝑥

∞

𝑚=0

)
𝑏2

0

𝑎

0

+
1 − 𝜇

2
(𝜉2𝑏2

2 (𝑦2) ∑ 2𝜆𝑎𝑚
2 𝑐𝑜𝑠2 𝜆𝑎𝑚𝑥

∞

𝑚=0

)]𝑑𝑥𝑑𝑦2

+
1

2
∫ [𝑘𝑛𝑥20𝜉2𝑏2

2 (𝑦2) (∑ 2𝛿𝑚𝑚′

∞

𝑚=0

)]𝑑𝑦2

𝑏2

0

+
1

2
∫ [𝑘𝑛𝑥21𝜉2𝑏2

2 (𝑦2) (∑ 2𝛿𝑚𝑚′

∞

𝑚=0

)]𝑑𝑦2

𝑏2

0

 

  (137-ت)

{𝐾13_14}𝑚+1,𝑛′+1 = −
𝐺

2
∫ ∫ [(𝜉2𝑏2(𝑦2)𝜉1𝑎

′ (𝑥) ∑ ∑2𝜆𝑎𝑚

∞

𝑛=0

∞

𝑚=0

𝑠𝑖𝑛 𝜆𝑎𝑚𝑥 𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑏2𝑛𝑦2)
𝑏2

0

𝑎

0

−
1 − 𝜇

2
(𝜉2𝑏2

′ (𝑦2)𝜉1𝑎(𝑥) ∑ ∑2𝜆𝑏2𝑛 𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑎𝑚𝑥 𝑠𝑖𝑛 𝜆𝑏2𝑛𝑦2

∞

𝑛=0

∞

𝑚=0

)]𝑑𝑥𝑑𝑦2

 

  (133-ت)

{𝐾13_15}𝑚+1,𝑛′+1 = −
𝐺

2
∫ ∫ [(𝜉2𝑏2(𝑦2)𝜉2𝑎

′ (𝑥) ∑ ∑2𝜆𝑎𝑚

∞

𝑛=0

∞

𝑚=0

𝑠𝑖𝑛 𝜆𝑎𝑚𝑥 𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑏2𝑛𝑦2)
𝑏2

0

𝑎

0

−
1 − 𝜇

2
(𝜉2𝑏2

′ (𝑦2)𝜉2𝑎(𝑥) ∑ ∑2𝜆𝑏2𝑛 𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑎𝑚𝑥 𝑠𝑖𝑛 𝜆𝑏2𝑛𝑦2

∞

𝑛=0

∞

𝑚=0

)]𝑑𝑥𝑑𝑦2

 

  (139-ت)

{𝐾13_16}𝑚+1,t =
𝐺

2
∫ ∫ [(𝜉2𝑏2(𝑦2) ∑ ∑2𝜆𝑎𝑚𝜆𝑏2𝑛 𝑠𝑖𝑛 𝜆𝑎𝑚𝑥 𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑎𝑚𝑥 𝑠𝑖𝑛 𝜆𝑏2𝑛𝑦2

∞

𝑛=0

∞

𝑚=0

)
𝑏2

0

𝑎

0

+2(1 − 𝜇) (𝜉2𝑏2(𝑦2) ∑ ∑𝜆𝑎𝑚𝜆𝑏2𝑛 𝑠𝑖𝑛 𝜆𝑎𝑚𝑥 𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑎𝑚𝑥 𝑠𝑖𝑛 𝜆𝑏2𝑛𝑦2

∞

𝑛=0

∞

𝑚=0

)

+
1 − 𝜇

2
(𝜉2𝑏2

′ (𝑦2) ∑ ∑𝜆𝑎𝑚 𝑠𝑖𝑛 𝜆𝑎𝑚𝑥 𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑎𝑚𝑥 𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑏2𝑛𝑦2

∞

𝑛=0

∞

𝑚=0

)]𝑑𝑥𝑑𝑦2

 

  (141-ت)

{𝐾13_17}𝑚+1,𝑚′+1
= −

𝐺

2
∫ ∫ [(𝜉2𝑏2(𝑦2)𝜉1𝑏2

′ (𝑦2) ∑ ∑2𝜆𝑎𝑚 𝑠𝑖𝑛 𝜆𝑎𝑚𝑥 𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑎𝑚𝑥

∞

𝑛=0

∞

𝑚=0

)
𝑏2

0

𝑎

0

+2(1 − 𝜇) (𝜉2𝑏2(𝑦2)𝜉1𝑏2
′ (𝑦2) ∑ ∑𝜆𝑎𝑚 𝑠𝑖𝑛 𝜆𝑎𝑚𝑥 𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑎𝑚𝑥

∞

𝑛=0

∞

𝑚=0

)

+
1 − 𝜇

2
(𝜉1𝑏2(𝑦2)𝜉2𝑏2

′ (𝑦2) ∑ ∑𝜆𝑎𝑚 𝑠𝑖𝑛 𝜆𝑎𝑚𝑥 𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑎𝑚𝑥

∞

𝑛=0

∞

𝑚=0

)]𝑑𝑥𝑑𝑦2

 

  (141-ت)

{𝐾13_18}𝑚+1,𝑚′+1
= −

𝐺

2
∫ ∫ [(𝜉2𝑏2(𝑦2)𝜉2𝑏2

′ (𝑦2) ∑ ∑2𝜆𝑎𝑚 𝑠𝑖𝑛 𝜆𝑎𝑚𝑥 𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑎𝑚𝑥

∞

𝑛=0

∞

𝑚=0

)
𝑏2

0

𝑎

0

+2(1 − 𝜇) (𝜉2𝑏2(𝑦2)𝜉2𝑏2
′ (𝑦2) ∑ ∑𝜆𝑎𝑚 𝑠𝑖𝑛 𝜆𝑎𝑚𝑥 𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑎𝑚𝑥

∞

𝑛=0

∞

𝑚=0

)

+
1 − 𝜇

2
(𝜉2𝑏2(𝑦2)𝜉2𝑏2

′ (𝑦2) ∑ ∑𝜆𝑎𝑚 𝑠𝑖𝑛 𝜆𝑎𝑚𝑥 𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑎𝑚𝑥

∞

𝑛=0

∞

𝑚=0

)]𝑑𝑥𝑑𝑦2

 

  (142-ت)



 

008 

 

{𝐾13_19}𝑚+1,𝑛′+1 =
𝐺

2
∫ ∫ [(𝜉2𝑏2(𝑦2)𝜉1𝑎(𝑥) ∑ ∑2𝜆𝑎𝑚𝜆𝑏2𝑛 𝑠𝑖𝑛 𝜆𝑎𝑚𝑥 𝑠𝑖𝑛 𝜆𝑏2𝑛𝑦2

∞

𝑛=0

∞

𝑚=0

)
𝑏2

0

𝑎

0

+2(1 − 𝜇) (𝜉2𝑏2(𝑦2)𝜉1𝑎(𝑥) ∑ ∑𝜆𝑎𝑚𝜆𝑏2𝑛 𝑠𝑖𝑛 𝜆𝑎𝑚𝑥 𝑠𝑖𝑛 𝜆𝑏2𝑛𝑦2

∞

𝑛=0

∞

𝑚=0

)

+
1 − 𝜇

2
(𝜉1𝑏2

′ (𝑦2)𝜉2𝑎
′ (𝑥) ∑ ∑𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑎𝑚𝑥 𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑏2𝑛𝑦2

∞

𝑛=0

∞

𝑚=0

)]𝑑𝑥𝑑𝑦2

 

  (143-ت)

{𝐾13_20}𝑚+1,𝑛′+1 =
𝐺

2
∫ ∫ [(𝜉2𝑏2(𝑦2)𝜉2𝑎(𝑥) ∑ ∑2𝜆𝑎𝑚𝜆𝑏2𝑛 𝑠𝑖𝑛 𝜆𝑎𝑚𝑥 𝑠𝑖𝑛 𝜆𝑏2𝑛𝑦2

∞

𝑛=0

∞

𝑚=0

)
𝑏2

0

𝑎

0

+2(1 − 𝜇) (𝜉2𝑏2(𝑦2)𝜉2𝑎(𝑥) ∑ ∑𝜆𝑎𝑚𝜆𝑏2𝑛 𝑠𝑖𝑛 𝜆𝑎𝑚𝑥 𝑠𝑖𝑛 𝜆𝑏2𝑛𝑦2

∞

𝑛=0

∞

𝑚=0

)

+
1 − 𝜇

2
(𝜉2𝑏2

′ (𝑦2)𝜉2𝑎
′ (𝑥) ∑ ∑𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑎𝑚𝑥 𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑏2𝑛𝑦2

∞

𝑛=0

∞

𝑚=0

)]𝑑𝑥𝑑𝑦2

 

  (144-ت)

 

 

 

 

{𝐾14_14}𝑛+1,𝑛′+1 = +
𝐺

2
∫ ∫ [(𝜉1𝑎

′2 (𝑥)∑2𝑐𝑜𝑠2 𝜆𝑏2𝑛𝑦2

∞

𝑛=0

)
𝑏2

0

𝑎

0

+
1 − 𝜇

2
(𝜉1𝑎

2 (𝑥)∑ 2𝜆𝑏2𝑛
2 𝑠𝑖𝑛2 𝜆𝑏2𝑛𝑦2

∞

𝑛=0

)]𝑑𝑥𝑑𝑦2

+
1

2
∫ [𝑘𝑛𝑦20𝜉1𝑎

2 (𝑥) (∑2𝛿𝑛𝑛′

∞

𝑛=0

)] 𝑑𝑥
𝑎

0

+
1

2
∫ [𝑘𝑐1𝜉1𝑎

2 (𝑥) (∑2𝛿𝑛𝑛′

∞

𝑛=0

)] 𝑑𝑥
𝑎

0

 

  (143-ت)

{𝐾14_15}𝑛+1,𝑛′+1 =
𝐺

2
∫ ∫ [(𝜉1𝑎

′ (𝑥)𝜉2𝑎
′ (𝑥)∑2 𝑐𝑜𝑠2 𝜆𝑏2𝑛𝑦2

∞

𝑛=0

)
𝑏2

0

𝑎

0

+
1 − 𝜇

2
(𝜉1𝑎(𝑥)𝜉2𝑎(𝑥)∑2𝑠𝑖𝑛2 𝜆𝑏2𝑛𝑦2

∞

𝑛=0

)]𝑑𝑥𝑑𝑦2

+
1

2
∫ [𝑘𝑛𝑦20𝜉1𝑎(𝑥)𝜉2𝑎(𝑥) (∑2𝛿𝑛𝑛′

∞

𝑛=0

)]𝑑𝑥
𝑎

0

+
1

2
∫ [𝑘𝑐1𝜉1𝑎(𝑥)𝜉2𝑎(𝑥) (∑2𝛿𝑛𝑛′

∞

𝑛=0

)]𝑑𝑥
𝑎

0

 

  (146-ت)

{𝐾14_16}𝑛+1,t = −
𝐺

2
∫ ∫ [(𝜉1𝑎

′ (𝑥) ∑ ∑2𝜆𝑏2𝑛 𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑎𝑚𝑥 𝑠𝑖𝑛 𝜆𝑏2𝑛𝑦2 𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑏2𝑛𝑦2

∞

𝑛=0

∞

𝑚=0

)
𝑏2

0

𝑎

0

+2(1 − 𝜇) (𝜉1𝑎
′ (𝑥) ∑ ∑𝜆𝑏2𝑛 𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑎𝑚𝑥 𝑠𝑖𝑛 𝜆𝑏2𝑛𝑦2 𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑏2𝑛𝑦2

∞

𝑛=0

∞

𝑚=0

)

+
1 − 𝜇

2
(𝜉1𝑎(𝑥) ∑ ∑𝜆𝑎𝑚𝜆𝑏2𝑛 𝑠𝑖𝑛 𝜆𝑎𝑚𝑥 𝑠𝑖𝑛 𝜆𝑏2𝑛𝑦2 𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑏2𝑛𝑦2

∞

𝑛=0

∞

𝑚=0

)]𝑑𝑥𝑑𝑦2

 

  (147-ت)



 

007 

 

{𝐾14_17}𝑛+1,𝑚′+1
= −

𝐺

2
∫ ∫ [(𝜉1𝑎

′ (𝑥)𝜉1𝑏2
′ (𝑦2) ∑ ∑2𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑎𝑚𝑥 𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑏2𝑛𝑦2

∞

𝑛=0

∞

𝑚=0

)
𝑏2

0

𝑎

0

−2(1 − 𝜇) (𝜉1𝑎
′ (𝑥)𝜉1𝑏2

′ (𝑦2) ∑ ∑𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑎𝑚𝑥 𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑏2𝑛𝑦2

∞

𝑛=0

∞

𝑚=0

)

+
1 − 𝜇

2
(𝜉1𝑎(𝑥)𝜉1𝑏2(𝑦2) ∑ ∑𝜆𝑎𝑚𝜆𝑏2𝑛 𝑠𝑖𝑛 𝜆𝑎𝑚𝑥 𝑠𝑖𝑛 𝜆𝑏2𝑛𝑦2

∞

𝑛=0

∞

𝑚=0

)]𝑑𝑥𝑑𝑦2

 

  (143-ت)

{𝐾14_18}𝑛+1,𝑚′+1
= −

𝐺

2
∫ ∫ [(𝜉1𝑎

′ (𝑥)𝜉2𝑏2
′ (𝑦2) ∑ ∑2𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑎𝑚𝑥 𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑏2𝑛𝑦2

∞

𝑛=0

∞

𝑚=0

)
𝑏2

0

𝑎

0

−2(1 − 𝜇) (𝜉1𝑎
′ (𝑥)𝜉2𝑏2

′ (𝑦2) ∑ ∑𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑎𝑚𝑥 𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑏2𝑛𝑦2

∞

𝑛=0

∞

𝑚=0

)

+
1 − 𝜇

2
(𝜉1𝑎(𝑥)𝜉2𝑏2(𝑦2) ∑ ∑𝜆𝑎𝑚𝜆𝑏2𝑛 𝑠𝑖𝑛 𝜆𝑎𝑚𝑥 𝑠𝑖𝑛 𝜆𝑏2𝑛𝑦2

∞

𝑛=0

∞

𝑚=0

)]𝑑𝑥𝑑𝑦2

 

  (149-ت)

{𝐾14_19}𝑛+1,𝑛′+1 = −
𝐺

2
∫ ∫ [(𝜉1𝑎(𝑥)𝜉1𝑎

′ (𝑥) ∑ ∑2𝜆𝑏2𝑛 𝑠𝑖𝑛 𝜆𝑏2𝑛𝑦2 𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑏2𝑛𝑦2

∞

𝑛=0

∞

𝑚=0

)
𝑏2

0

𝑎

0

+2(1 − 𝜇) (𝜉1𝑎(𝑥)𝜉1𝑎
′ (𝑥) ∑ ∑𝜆𝑏2𝑛 𝑠𝑖𝑛 𝜆𝑏2𝑛𝑦2 𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑏2𝑛𝑦2

∞

𝑛=0

∞

𝑚=0

)

−
1 − 𝜇

2
(𝜉1𝑎(𝑥)𝜉1𝑎

′ (𝑥) ∑ ∑𝜆𝑏2𝑛 𝑠𝑖𝑛 𝜆𝑏2𝑛𝑦2 𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑏2𝑛𝑦2

∞

𝑛=0

∞

𝑚=0

)]𝑑𝑥𝑑𝑦2

 

  (131-ت)

{𝐾14_20}𝑛+1,𝑛′+1 = −
𝐺

2
∫ ∫ [(𝜉2𝑎(𝑥)𝜉1𝑎

′ (𝑥) ∑ ∑2𝜆𝑏2𝑛 𝑠𝑖𝑛 𝜆𝑏2𝑛𝑦2 𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑏2𝑛𝑦2

∞

𝑛=0

∞

𝑚=0

)
𝑏2

0

𝑎

0

+2(1 − 𝜇)(𝜉2𝑎(𝑥)𝜉1𝑎
′ (𝑥) ∑ ∑𝜆𝑏2𝑛 𝑠𝑖𝑛 𝜆𝑏2𝑛𝑦2 𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑏2𝑛𝑦2

∞

𝑛=0

∞

𝑚=0

)

−
1 − 𝜇

2
(𝜉2𝑎(𝑥)𝜉1𝑎

′ (𝑥) ∑ ∑𝜆𝑏2𝑛 𝑠𝑖𝑛 𝜆𝑏2𝑛𝑦2 𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑏2𝑛𝑦2

∞

𝑛=0

∞

𝑚=0

)]𝑑𝑥𝑑𝑦2

 

  (131-ت)

 

 

 

 

{𝐾15_15}𝑛+1,𝑛′+1 =
𝐺

2
∫ ∫ [(𝜉2𝑎

′2 (𝑥)∑ 2𝑐𝑜𝑠2 𝜆𝑏2𝑛𝑦2

∞

𝑛=0

)
𝑏2

0

𝑎

0

+
1 − 𝜇

2
(𝜉2𝑎

2 (𝑥)∑2𝜆𝑏2𝑛
2 𝑠𝑖𝑛2 𝜆𝑏2𝑛𝑦2

∞

𝑛=0

)]𝑑𝑥𝑑𝑦2

+
1

2
∫ [𝑘𝑛𝑦20𝜉2𝑎

2 (𝑥) (∑2𝛿𝑛𝑛′

∞

𝑛=0

)]𝑑𝑥
𝑎

0

+
1

2
∫ [𝑘𝑐1𝜉2𝑎

2 (𝑥) (∑2𝛿𝑛𝑛′

∞

𝑛=0

)]𝑑𝑥
𝑎

0

 

  (132-ت)



 

061 

 

{𝐾15_16}𝑛+1,t = −
𝐺

2
∫ ∫ [(𝜉2𝑎

′ (𝑥) ∑ ∑2𝜆𝑏2𝑛 𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑎𝑚𝑥 𝑠𝑖𝑛 𝜆𝑏2𝑛𝑦2 𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑏2𝑛𝑦2

∞

𝑛=0

∞

𝑚=0

)
𝑏2

0

𝑎

0

+2(1 − 𝜇) (𝜉2𝑎
′ (𝑥) ∑ ∑𝜆𝑏2𝑛 𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑎𝑚𝑥 𝑠𝑖𝑛 𝜆𝑏2𝑛𝑦2 𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑏2𝑛𝑦2

∞

𝑛=0

∞

𝑚=0

)

+
1 − 𝜇

2
(𝜉2𝑎(𝑥) ∑ ∑𝜆𝑎𝑚𝜆𝑏2𝑛 𝑠𝑖𝑛 𝜆𝑎𝑚𝑥 𝑠𝑖𝑛 𝜆𝑏2𝑛𝑦2 𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑏2𝑛𝑦2

∞

𝑛=0

∞

𝑚=0

)] 𝑑𝑥𝑑𝑦2

 

  (133-ت)

{𝐾15_17}𝑛+1,𝑚′+1
=
𝐺

2
∫ ∫ [(𝜉2𝑎

′ (𝑥)𝜉1𝑏2
′ (𝑦2) ∑ ∑2𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑎𝑚𝑥 𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑏2𝑛𝑦2

∞

𝑛=0

∞

𝑚=0

)
𝑏2

0

𝑎

0

−2(1 − 𝜇) (𝜉2𝑎
′ (𝑥)𝜉1𝑏2

′ (𝑦2) ∑ ∑𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑎𝑚𝑥 𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑏2𝑛𝑦2

∞

𝑛=0

∞

𝑚=0

)

+
1 − 𝜇

2
(𝜉2𝑎(𝑥)𝜉1𝑏2(𝑦2) ∑ ∑𝜆𝑎𝑚𝜆𝑏2𝑛 𝑠𝑖𝑛 𝜆𝑎𝑚𝑥 𝑠𝑖𝑛 𝜆𝑏2𝑛𝑦2

∞

𝑛=0

∞

𝑚=0

)]𝑑𝑥𝑑𝑦2

 

  (134-ت)

{𝐾15_18}𝑛+1,𝑚′+1
=
𝐺

2
∫ ∫ [(𝜉2𝑎

′ (𝑥)𝜉2𝑏2
′ (𝑦2) ∑ ∑2𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑎𝑚𝑥 𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑏2𝑛𝑦2

∞

𝑛=0

∞

𝑚=0

)
𝑏2

0

𝑎

0

−2(1 − 𝜇) (𝜉2𝑎
′ (𝑥)𝜉2𝑏2

′ (𝑦2) ∑ ∑𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑎𝑚𝑥 𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑏2𝑛𝑦2

∞

𝑛=0

∞

𝑚=0

)

+
1 − 𝜇

2
(𝜉2𝑎(𝑥)𝜉2𝑏2(𝑦2) ∑ ∑𝜆𝑎𝑚𝜆𝑏2𝑛 𝑠𝑖𝑛 𝜆𝑎𝑚𝑥 𝑠𝑖𝑛 𝜆𝑏2𝑛𝑦2

∞

𝑛=0

∞

𝑚=0

)]𝑑𝑥𝑑𝑦2

 

  (133-ت)

{𝐾15_19}𝑛+1,𝑛′+1 = −
𝐺

2
∫ ∫ [(𝜉1𝑎(𝑥)𝜉2𝑎

′ (𝑥) ∑ ∑2𝜆𝑏2𝑛 𝑠𝑖𝑛 𝜆𝑏2𝑛𝑦2 𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑏2𝑛𝑦2

∞

𝑛=0

∞

𝑚=0

)
𝑏2

0

𝑎

0

+2(1 − 𝜇) (𝜉1𝑎(𝑥)𝜉2𝑎
′ (𝑥) ∑ ∑𝜆𝑏2𝑛 𝑠𝑖𝑛 𝜆𝑏2𝑛𝑦2 𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑏2𝑛𝑦2

∞

𝑛=0

∞

𝑚=0

)

−
1 − 𝜇

2
(𝜉2𝑎(𝑥)𝜉1𝑎

′ (𝑥) ∑ ∑𝜆𝑏2𝑛 𝑠𝑖𝑛 𝜆𝑏2𝑛𝑦2 𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑏2𝑛𝑦2

∞

𝑛=0

∞

𝑚=0

)]𝑑𝑥𝑑𝑦2

 

  (136-ت)

{𝐾15_20}𝑛+1,𝑛′+1 = −
𝐺

2
∫ ∫ [(𝜉2𝑎(𝑥)𝜉2𝑎

′ (𝑥) ∑ ∑2𝜆𝑏2𝑛 𝑠𝑖𝑛 𝜆𝑏2𝑛𝑦2 𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑏2𝑛𝑦2

∞

𝑛=0

∞

𝑚=0

)
𝑏2

0

𝑎

0

+2(1 − 𝜇)(𝜉2𝑎(𝑥)𝜉2𝑎
′ (𝑥) ∑ ∑𝜆𝑏2𝑛 𝑠𝑖𝑛 𝜆𝑏2𝑛𝑦2 𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑏2𝑛𝑦2

∞

𝑛=0

∞

𝑚=0

)

−
1 − 𝜇

2
(𝜉2𝑎(𝑥)𝜉2𝑎

′ (𝑥) ∑ ∑𝜆𝑏2𝑛 𝑠𝑖𝑛 𝜆𝑏2𝑛𝑦2 𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑏2𝑛𝑦2

∞

𝑛=0

∞

𝑚=0

)]𝑑𝑥𝑑𝑦2

 

  (137-ت)

 

 

 



 

060 

 

{𝐾16_16}𝑠,t =
𝐺

2
∫ ∫ [(∑ ∑2𝜆𝑏2𝑛

2 𝑐𝑜𝑠2 𝜆𝑎𝑚𝑥 𝑠𝑖𝑛
2 𝜆𝑏2𝑛𝑦2

∞

𝑛=0

∞

𝑚=0

)
𝑏2

0

𝑎

0

+
1 − 𝜇

2
(∑ ∑2𝜆𝑎𝑚

2 𝑠𝑖𝑛2 𝜆𝑎𝑚𝑥 𝑐𝑜𝑠
2 𝜆𝑏2𝑛𝑦2

∞

𝑛=0

∞

𝑚=0

)] 𝑑𝑥𝑑𝑦2

+
1

2
∫ [𝑘𝑝𝑥20 (∑2𝑐𝑜𝑠2 𝜆𝑏2𝑛𝑦2

∞

𝑛=0

)]𝑑𝑦2

𝑏2

0

+
1

2
∫ [𝑘𝑝𝑥21 (∑2𝑐𝑜𝑠2 𝜆𝑏2𝑛𝑦2

∞

𝑛=0

)]𝑑𝑦2

𝑏2

0

+
1

2
∫ [𝑘𝑝𝑦20 (∑ 2𝑐𝑜𝑠2 𝜆𝑎𝑚𝑥

∞

𝑚=0

)]𝑑𝑥
𝑎

0

+
1

2
∫ [𝑘𝑐2 (∑ 2𝑐𝑜𝑠2 𝜆𝑎𝑚𝑥

∞

𝑚=0

)]𝑑𝑥
𝑎

0

 

  (133-ت)

{𝐾16_17}𝑠,𝑚′+1
= −

𝐺

2
∫ ∫ [(𝜉2𝑏2

′ (𝑦2) ∑ ∑2𝜆𝑏2𝑛

∞

𝑛=0

∞

𝑚=0

𝑐𝑜𝑠2 𝜆𝑎𝑚𝑥 𝑠𝑖𝑛 𝜆𝑏2𝑛𝑦2)
𝑏2

0

𝑎

0

+
1 − 𝜇

2
(𝜉1𝑏2(𝑦2) ∑ ∑2𝜆𝑎𝑚

2 𝑠𝑖𝑛2 𝜆𝑎𝑚𝑥 𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑏2𝑛𝑦2

∞

𝑛=0

∞

𝑚=0

)]𝑑𝑥𝑑𝑦2

+
1

2
∫ [𝑘𝑝𝑥20𝜉1𝑏2(𝑦2) (∑2𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑏2𝑛𝑦2

∞

𝑛=0

)]𝑑𝑦2

𝑏2

0

+
1

2
∫ [𝑘𝑝𝑥21𝜉1𝑏2(𝑦2) (∑2𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑏2𝑛𝑦2

∞

𝑛=0

)]𝑑𝑦2

𝑏2

0

 

  (139-ت)

{𝐾16_18}𝑠,𝑚′+1
= −

𝐺

2
∫ ∫ [(𝜉2𝑏2

′ (𝑦2) ∑ ∑2𝜆𝑏2𝑛

∞

𝑛=0

∞

𝑚=0

𝑐𝑜𝑠2 𝜆𝑎𝑚𝑥 𝑠𝑖𝑛 𝜆𝑏2𝑛𝑦2)
𝑏2

0

𝑎

0

+
1 − 𝜇

2
(𝜉2𝑏2(𝑦2) ∑ ∑2𝜆𝑎𝑚

2 𝑠𝑖𝑛2 𝜆𝑎𝑚𝑥 𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑏2𝑛𝑦2

∞

𝑛=0

∞

𝑚=0

)]𝑑𝑥𝑑𝑦2

+
1

2
∫ [𝑘𝑝𝑥20𝜉2𝑏2(𝑦2) (∑2𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑏2𝑛𝑦2

∞

𝑛=0

)]𝑑𝑦2

𝑏2

0

+
1

2
∫ [𝑘𝑝𝑥21𝜉2𝑏2(𝑦2) (∑2𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑏2𝑛𝑦2

∞

𝑛=0

)]𝑑𝑦2

𝑏2

0

 

  (161-ت)

{𝐾16_19}𝑠,𝑛′+1 = −
𝐺

2
∫ ∫ [(𝜉1𝑎(𝑥) ∑ ∑2𝜆𝑏2𝑛

2

∞

𝑛=0

∞

𝑚=0

𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑎𝑚𝑥 𝑠𝑖𝑛
2 𝜆𝑏2𝑛𝑦2)

𝑏2

0

𝑎

0

−
1 − 𝜇

2
(𝜉1𝑎

′ (𝑥) ∑ ∑2𝜆𝑎𝑚 𝑠𝑖𝑛 𝜆𝑎𝑚𝑥 𝑐𝑜𝑠
2 𝜆𝑏2𝑛𝑦2

∞

𝑛=0

∞

𝑚=0

)]𝑑𝑥𝑑𝑦2

+
1

2
∫ [𝑘𝑝𝑦20𝜉1𝑎(𝑥) (∑ 2𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑎𝑚𝑥

∞

𝑚=0

)]𝑑𝑥
𝑎

0

+
1

2
∫ [𝑘𝑐2𝜉1𝑎(𝑥) (∑ 2𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑎𝑚𝑥

∞

𝑚=0

)]𝑑𝑥
𝑎

0

 

  (161-ت)



 

062 

 

{𝐾16_20}𝑠,𝑛′+1 = −
𝐺

2
∫ ∫ [(𝜉2𝑎(𝑥) ∑ ∑2𝜆𝑏2𝑛

2 𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑎𝑚𝑥 𝑠𝑖𝑛
2 𝜆𝑏2𝑛𝑦2

∞

𝑛=0

∞

𝑚=0

)
𝑏2

0

𝑎

0

−
1 − 𝜇

2
(𝜉2𝑎

′ (𝑥) ∑ ∑2𝜆𝑎𝑚 𝑠𝑖𝑛 𝜆𝑎𝑚𝑥 𝑐𝑜𝑠
2 𝜆𝑏2𝑛𝑦2

∞

𝑛=0

∞

𝑚=0

)]𝑑𝑥𝑑𝑦2

+
1

2
∫ [𝑘𝑝𝑦20𝜉2𝑎(𝑥) (∑ 2𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑎𝑚𝑥

∞

𝑚=0

)]𝑑𝑥
𝑎

0

+
1

2
∫ [𝑘𝑐2𝜉2𝑎(𝑥) (∑ 2𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑎𝑚𝑥

∞

𝑚=0

)] 𝑑𝑥
𝑎

0

 

  (162-ت)

 

 

 

 

{𝐾17_17}𝑚+1,𝑚′+1
=
𝐺

2
∫ ∫ [(𝜉1𝑏2

′2 (𝑦2) ∑ 2𝑐𝑜𝑠2 𝜆𝑎𝑚𝑥

∞

𝑚=0

)
𝑏2

0

𝑎

0

+
1 − 𝜇

2
(𝜉1𝑏2

2 (𝑦2) ∑ 2𝜆𝑎𝑚
2 𝑠𝑖𝑛2 𝜆𝑎𝑚𝑥

∞

𝑚=0

)]𝑑𝑥𝑑𝑦2

+
1

2
∫ [𝑘𝑝𝑥20𝜉1𝑏2

2 (𝑦2) (∑ 2𝛿𝑚𝑚′

∞

𝑚=0

)]𝑑𝑦2

𝑏2

0

+
1

2
∫ [𝑘𝑝𝑥21𝜉1𝑏2

2 (𝑦2) (∑ 2𝛿𝑚𝑚′

∞

𝑚=0

)]𝑑𝑦2

𝑏2

0

 

  (163-ت)

{𝐾17_18}𝑚+1,𝑚′+1
=
𝐺

2
∫ ∫ [(𝜉1𝑏2

′ (𝑦2)𝜉2𝑏2
′ (𝑦2) ∑ 2𝑐𝑜𝑠2 𝜆𝑎𝑚𝑥

∞

𝑚=0

)
𝑏2

0

𝑎

0

+
1 − 𝜇

2
(𝜉1𝑏2(𝑦2)𝜉2𝑏2(𝑦2) ∑ 2𝜆𝑎𝑚

2 𝑠𝑖𝑛2 𝜆𝑎𝑚𝑥

∞

𝑚=0

)]𝑑𝑥𝑑𝑦2

+
1

2
∫ [𝑘𝑝𝑥20𝜉1𝑏2(𝑦2)𝜉2𝑏2(𝑦2) (∑ 2𝛿𝑚𝑚′

∞

𝑚=0

)]𝑑𝑦2

𝑏2

0

+
1

2
∫ [𝑘𝑝𝑥21𝜉1𝑏2(𝑦2)𝜉2𝑏2(𝑦2) (∑ 2𝛿𝑚𝑚′

∞

𝑚=0

)]𝑑𝑦2

𝑏2

0

 

  (164-ت)

{𝐾17_19}𝑚+1,𝑛′+1 = −
𝐺

2
∫ ∫ [(𝜉1𝑏2

′ (𝑦2)𝜉1𝑎(𝑥) ∑ ∑2𝜆𝑏2𝑛 𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑎𝑚𝑥 𝑠𝑖𝑛 𝜆𝑏2𝑛𝑦2

∞

𝑛=0

∞

𝑚=0

)
𝑏2

0

𝑎

0

−
1 − 𝜇

2
(𝜉1𝑏2

′ (𝑦2)𝜉1𝑎(𝑥) ∑ ∑2

∞

𝑛=0

∞

𝑚=0

𝜆𝑎𝑚 𝑠𝑖𝑛 𝜆𝑎𝑚𝑥 𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑏2𝑛𝑦2)]𝑑𝑥𝑑𝑦2

 

  (163-ت)

{𝐾17_20}𝑚+1,𝑛′+1 = −
𝐺

2
∫ ∫ [(𝜉1𝑏2

′ (𝑦2)𝜉2𝑎(𝑥) ∑ ∑2𝜆𝑏2𝑛 𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑎𝑚𝑥 𝑠𝑖𝑛 𝜆𝑏2𝑛𝑦2

∞

𝑛=0

∞

𝑚=0

)
𝑏2

0

𝑎

0

−
1 − 𝜇

2
(𝜉1𝑏2

′ (𝑦2)𝜉2𝑎(𝑥) ∑ ∑2

∞

𝑛=0

∞

𝑚=0

𝜆𝑎𝑚 𝑠𝑖𝑛 𝜆𝑎𝑚𝑥 𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑏2𝑛𝑦2)]𝑑𝑥𝑑𝑦2

 

  (166-ت)

 

 

 



 

060 

 

{𝐾18_18}𝑚+1,𝑚′+1
=
𝐺

2
∫ ∫ [(𝜉1𝑏2

′2 (𝑦2) ∑ ∑2𝑐𝑜𝑠2 𝜆𝑎𝑚𝑥

∞

𝑛=0

∞

𝑚=0

)
𝑏2

0

𝑎

0

+
1 − 𝜇

2
(𝜉2𝑏2

2 (𝑦2) ∑ ∑𝜆𝑎𝑚
2 𝑠𝑖𝑛2 𝜆𝑎𝑚𝑥

∞

𝑛=0

∞

𝑚=0

)]𝑑𝑥𝑑𝑦2

+
1

2
∫ [𝑘𝑝𝑥20𝜉2𝑏2

2 (𝑦2) (∑ 2𝛿𝑚𝑚′

∞

𝑚=0

)]𝑑𝑦2

𝑏2

0

+
1

2
∫ [𝑘𝑝𝑥21𝜉2𝑏2

2 (𝑦2) (∑ 2𝛿𝑚𝑚′

∞

𝑚=0

)]𝑑𝑦2

𝑏2

0

 

  (167-ت)

{𝐾18_19}𝑚+1,𝑛′+1 = −
𝐺

2
∫ ∫ [(𝜉2𝑏2

′ (𝑦2)𝜉1𝑎(𝑥) ∑ ∑2𝜆𝑏2𝑛 𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑎𝑚𝑥 𝑠𝑖𝑛 𝜆𝑏2𝑛𝑦2

∞

𝑛=0

∞

𝑚=0

)
𝑏2

0

𝑎

0

−
1 − 𝜇

2
(𝜉2𝑏2(𝑦2)𝜉1𝑎

′ (𝑥) ∑ ∑2

∞

𝑛=0

∞

𝑚=0

𝜆𝑎𝑚 𝑠𝑖𝑛 𝜆𝑎𝑚𝑥 𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑏2𝑛𝑦2)]𝑑𝑥𝑑𝑦2

 

  (163-ت)

{𝐾18_20}𝑚+1,𝑛′+1 = −
𝐺

2
∫ ∫ [(𝜉2𝑏2

′ (𝑦2)𝜉2𝑎(𝑥) ∑ ∑2𝜆𝑏2𝑛 𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑎𝑚𝑥 𝑠𝑖𝑛 𝜆𝑏2𝑛𝑦2

∞

𝑛=0

∞

𝑚=0

)
𝑏2

0

𝑎

0

−
1 − 𝜇

2
(𝜉2𝑏2(𝑦2)𝜉2𝑎

′ (𝑥) ∑ ∑2

∞

𝑛=0

∞

𝑚=0

𝜆𝑎𝑚 𝑠𝑖𝑛 𝜆𝑎𝑚𝑥 𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑏2𝑛𝑦2)]𝑑𝑥𝑑𝑦2

 

  (169-ت)

 

 

 

 

{𝐾19_19}𝑛+1,𝑛′+1 =
𝐺

2
∫ ∫ [(𝜉1𝑎

2 (𝑥)∑ 2𝜆𝑏2𝑛
2 𝑠𝑖𝑛2 𝜆𝑏2𝑛𝑦2

∞

𝑛=0

)
𝑏2

0

𝑎

0

+
1 − 𝜇

2
(𝜉1𝑎

′2 (𝑥)∑ 2

∞

𝑛=0

𝑐𝑜𝑠2 𝜆𝑏2𝑛𝑦2)]𝑑𝑥𝑑𝑦2

+
1

2
∫ [𝑘𝑝𝑦20𝜉1𝑎

2 (𝑥) (∑2𝛿𝑛𝑛′

∞

𝑛=0

)]𝑑𝑥
𝑎

0

+
1

2
∫ [𝑘𝑐2𝜉1𝑎

2 (𝑥) (∑2𝛿𝑛𝑛′

∞

𝑛=0

)] 𝑑𝑥
𝑎

0

 

  (171-ت)

{𝐾19_20}𝑛+1,𝑛′+1 =
𝐺

2
∫ ∫ [(𝜉1𝑎(𝑥)𝜉2𝑎(𝑥)∑2𝜆𝑏2𝑛

2 𝑠𝑖𝑛2 𝜆𝑏2𝑛𝑦2

∞

𝑛=0

)
𝑏2

0

𝑎

0

+
1 − 𝜇

2
(𝜉1𝑎

′ (𝑥)𝜉2𝑎
′ (𝑥)∑ 2

∞

𝑛=0

𝑐𝑜𝑠2 𝜆𝑏2𝑛𝑦2)] 𝑑𝑥𝑑𝑦2

+
1

2
∫ [𝑘𝑝𝑦20𝜉1𝑎(𝑥)𝜉2𝑎(𝑥) (∑2𝛿𝑛𝑛′

∞

𝑛=0

)]𝑑𝑥
𝑎

0

+
1

2
∫ [𝑘𝑐2𝜉1𝑎(𝑥)𝜉2𝑎(𝑥) (∑2𝛿𝑛𝑛′

∞

𝑛=0

)]𝑑𝑥
𝑎

0

 

  (171-ت)

 

 



 

064 

 

{𝐾20_20}𝑛+1,𝑛′+1 =
𝐺

2
∫ ∫ [(𝜉2𝑎

2 (𝑥)∑2𝜆𝑏2𝑛
2 𝑐𝑜𝑠2 𝜆𝑏2𝑛𝑦2

∞

𝑛=0

)
𝑏2

0

𝑎

0

+
1 − 𝜇

2
(𝜉2𝑎

′2 (𝑥)∑2

∞

𝑛=0

𝑐𝑜𝑠2 𝜆𝑏2𝑛𝑦2)]𝑑𝑥𝑑𝑦2

+
1

2
∫ [𝑘𝑝𝑦20𝜉2𝑎

2 (𝑥) (∑2𝛿𝑛𝑛′

∞

𝑛=0

)] 𝑑𝑥
𝑎

0

+
1

2
∫ [𝑘𝑐2𝜉2𝑎

2 (𝑥) (∑2𝛿𝑛𝑛′

∞

𝑛=0

)]𝑑𝑥
𝑎

0

 

  (172-ت)

 

ریتز بهبود یافته به صورت زیر استخراج  –توان با استفاده از روش رایلی را می 𝑴عناصر ماتریس جرم 

 کرد:

{𝑀1_1}𝑠,𝑡 =
1

2
𝜌ℎ∫ ∫ (∑ ∑2𝑐𝑜𝑠2 𝜆𝑎𝑚𝑥 𝑐𝑜𝑠

2 𝜆𝑏1𝑛𝑦1

∞

𝑛=0

∞

𝑚=0

)
𝑏1

0

𝑑𝑥𝑑𝑦1

𝑎

0

  (173-ت) 

{𝑀1_2}𝑠,𝑚′+1
=
1

2
𝜌ℎ∫ ∫ (𝜉1𝑏1(𝑦1) ∑ ∑2𝑐𝑜𝑠2 𝜆𝑎𝑚𝑥 𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑏1𝑛𝑦1

∞

𝑛=0

∞

𝑚=0

)
𝑏1

0

𝑑𝑥𝑑𝑦1

𝑎

0

  (174-ت) 

{𝑀1_3}𝑠,𝑚′+1
=
1

2
𝜌ℎ∫ ∫ (𝜉2𝑏1(𝑦1) ∑ ∑2𝑐𝑜𝑠2 𝜆𝑎𝑚𝑥 𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑏1𝑛𝑦1

∞

𝑛=0

∞

𝑚=0

)
𝑏1

0

𝑑𝑥𝑑𝑦1

𝑎

0

  (173-ت) 

{𝑀1_4}𝑠,𝑛′+1 =
1

2
𝜌ℎ∫ ∫ (𝜉1𝑎(𝑥) ∑ ∑2𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑎𝑚𝑥

∞

𝑛=0

∞

𝑚=0

𝑐𝑜𝑠2 𝜆𝑏1𝑛𝑦1)
𝑏1

0

𝑑𝑥𝑑𝑦1

𝑎

0

  (176-ت) 

{𝑀1_5}𝑠,𝑛′+1 =
1

2
𝜌ℎ∫ ∫ (𝜉1𝑎(𝑥) ∑ ∑2𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑎𝑚𝑥

∞

𝑛=0

∞

𝑚=0

𝑐𝑜𝑠2 𝜆𝑏1𝑛𝑦1)
𝑏1

0

𝑑𝑥𝑑𝑦1

𝑎

0

  (177-ت) 

{𝑀1_6}𝑠,𝑡 =   (173-ت)  0

{𝑀1_7}𝑠,𝑚′+1
= 0 {𝑀1_8}𝑠,𝑚′+1

=   (179-ت) 0

{𝑀1_9}𝑠,𝑛′+1 = 0 {𝑀1_10}𝑠,𝑛′+1 =   (131-ت) 0

{𝑀1_11}𝑠,𝑡 = 0 {𝑀1_12}𝑠,𝑚′+1
=   (131-ت) 0

{𝑀1_13}𝑠,𝑚′+1
= 0 {𝑀1_14}𝑠,𝑛′+1 =   (132-ت) 0

{𝑀1_15}𝑠,𝑛′+1 = 0 {𝑀1_16}𝑠,𝑡 =   (133-ت) 0
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{𝑀1_17}𝑠,𝑚′+1
= 0 {𝑀1_18}𝑠,𝑚′+1

=   (134-ت) 0

{𝑀1_19}𝑠,𝑛′+1 = 0 {𝑀1_20}𝑠,𝑛′+1 =   (133-ت) 0

 

 

 

 

{𝑀2_2}𝑚+1,𝑚′+1
=
1

2
𝜌ℎ∫ ∫ (𝜉1𝑏1

2 (𝑦1) ∑ ∑2𝑐𝑜𝑠2 𝜆𝑎𝑚𝑥

∞

𝑛=0

∞

𝑚=0

)
𝑏1

0

𝑑𝑥𝑑𝑦1

𝑎

0

  (136-ت) 

{𝑀2_3}𝑚+1,𝑚′+1
=
1

2
𝜌ℎ∫ ∫ (𝜉1𝑏1(𝑦1)𝜉2𝑏1(𝑦1) ∑ ∑2𝑐𝑜𝑠2 𝜆𝑎𝑚𝑥

∞

𝑛=0

∞

𝑚=0

)
𝑏1

0

𝑑𝑥𝑑𝑦1

𝑎

0

  (137-ت) 

{𝑀2_4}𝑚+1,𝑛′+1 =
1

2
𝜌ℎ∫ ∫ (𝜉1𝑏1(𝑦1)𝜉1𝑎(𝑥) ∑ ∑2𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑎𝑚𝑥

∞

𝑛=0

∞

𝑚=0

𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑏1𝑛𝑦1)
𝑏1

0

𝑑𝑥𝑑𝑦1

𝑎

0

  (133-ت) 

{𝑀2_5}𝑚+1,𝑛′+1 =
1

2
𝜌ℎ∫ ∫ (𝜉1𝑏1(𝑦1)𝜉2𝑎(𝑥) ∑ ∑2𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑎𝑚𝑥

∞

𝑛=0

∞

𝑚=0

𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑏1𝑛𝑦1)
𝑏1

0

𝑑𝑥𝑑𝑦1

𝑎

0

  (139-ت) 

{𝑀2_6}𝑚+1,𝑡 =   (191-ت) 0

{𝑀2_7}𝑚+1,𝑚′+1
= 0 {𝑀2_8}𝑚+1,𝑚′+1

=   (191-ت) 0

{𝑀2_9}𝑚+1,𝑛′+1 = 0 {𝑀2_10}𝑚+1,𝑛′+1 =   (192-ت) 0

{𝑀2_11}𝑚+1,𝑡 = 0 {𝑀2_12}𝑚+1,𝑚′+1
=   (193-ت) 0

{𝑀2_13}𝑚+1,𝑚′+1
= 0 {𝑀2_14}𝑚+1,𝑛′+1 =   (194-ت) 0

{𝑀2_15}𝑚+1,𝑛′+1 = 0 {𝑀2_16}𝑚+1,𝑡 =   (193-ت) 0

{𝑀2_17}𝑚+1,𝑚′+1
= 0 {𝑀2_18}𝑚+1,𝑚′+1

=   (196-ت) 0

{𝑀2_19}𝑚+1,𝑛′+1 = 0 {𝑀2_20}𝑚+1,𝑛′+1 =   (197-ت) 0

 

 

{𝑀3_3}𝑚+1,𝑚′+1
=
1

2
𝜌ℎ∫ ∫ (𝜉2𝑏1

2 (𝑦1) ∑ ∑2𝑐𝑜𝑠2 𝜆𝑎𝑚𝑥

∞

𝑛=0

∞

𝑚=0

)
𝑏1

0

𝑑𝑥𝑑𝑦1

𝑎

0

  (193-ت) 

{𝑀3_4}𝑚+1,𝑛′+1 =
1

2
𝜌ℎ∫ ∫ (𝜉2𝑏1(𝑦1)𝜉1𝑎(𝑥) ∑ ∑2𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑎𝑚𝑥

∞

𝑛=0

∞

𝑚=0

𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑏1𝑛𝑦1)
𝑏1

0

𝑑𝑥𝑑𝑦1

𝑎

0

  (199-ت) 
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{𝑀3_5}𝑚+1,𝑛′+1 =
1

2
𝜌ℎ∫ ∫ (𝜉2𝑏1(𝑦1)𝜉2𝑎(𝑥) ∑ ∑2𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑎𝑚𝑥

∞

𝑛=0

∞

𝑚=0

𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑏1𝑛𝑦1)
𝑏1

0

𝑑𝑥𝑑𝑦1

𝑎

0

  (211-ت) 

{𝑀3_6}𝑚+1,𝑡 =   (211-ت) 0

{𝑀3_7}𝑚+1,𝑚′+1
= 0 {𝑀3_8}𝑚+1,𝑚′+1

=   (212-ت) 0

{𝑀3_9}𝑚+1,𝑛′+1 = 0 {𝑀3_10}𝑚+1,𝑛′+1 =   (213-ت) 0

{𝑀3_11}𝑚+1,𝑡 = 0 {𝑀3_12}𝑚+1,𝑚′+1
=   (214-ت) 0

{𝑀3_13}𝑚+1,𝑚′+1
= 0 {𝑀3_14}𝑚+1,𝑛′+1 =   (213-ت) 0

{𝑀3_15}𝑚+1,𝑛′+1 = 0 {𝑀3_16}𝑚+1,𝑡 =   (216-ت) 0

{𝑀3_17}𝑚+1,𝑚′+1
= 0 {𝑀3_18}𝑚+1,𝑚′+1

=   (217-ت) 0

{𝑀3_19}𝑚+1,𝑛′+1 = 0 {𝑀3_20}𝑚+1,𝑛′+1 =   (213-ت) 0

 

 

 

 

{𝑀4_4}𝑛+1,𝑛′+1 =
1

2
𝜌ℎ∫ ∫ (𝜉1𝑎

2 (𝑥) ∑ ∑2𝑐𝑜𝑠2 𝜆𝑏1𝑛𝑦1

∞

𝑛=0

∞

𝑚=0

)
𝑏1

0

𝑑𝑥𝑑𝑦1

𝑎

0

  (219-ت) 

{𝑀4_5}𝑛+1,𝑛′+1 =
1

2
𝜌ℎ∫ ∫ (𝜉1𝑎(𝑥)𝜉2𝑎(𝑥) ∑ ∑2𝑐𝑜𝑠2 𝜆𝑏1𝑛𝑦1

∞

𝑛=0

∞

𝑚=0

)
𝑏1

0

𝑑𝑥𝑑𝑦1

𝑎

0

  (211-ت) 

{𝑀4_6}𝑛+1,𝑡 =   (211-ت) 0

{𝑀4_7}𝑛+1,𝑚′+1
= 0 {𝑀4_8}𝑛+1,𝑚′+1

=   (212-ت) 0

{𝑀4_9}𝑛+1,𝑛′+1 = 0 {𝑀4_10}𝑛+1,𝑛′+1 =   (213-ت) 0

{𝑀4_11}𝑛+1,𝑡 = 0 {𝑀4_12}𝑛+1,𝑚′+1
=   (214-ت) 0

{𝑀4_13}𝑛+1,𝑚′+1
=0 {𝑀4_14}𝑛+1,𝑛′+1 =   (213-ت) 0

{𝑀4_15}𝑛+1,𝑛′+1 = 0 {𝑀4_16}𝑛+1,𝑡 =   (216-ت) 0

{𝑀4_17}𝑛+1,𝑚′+1
= 0 {𝑀4_18}𝑛+1,𝑚′+1

=   (217-ت) 0
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{𝑀4_19}𝑛+1,𝑛′+1 = 0 {𝑀4_20}𝑛+1,𝑛′+1 =   (213-ت) 0

 

 

 

 

{𝑀5_5}𝑛+1,𝑛′+1 =
1

2
𝜌ℎ∫ ∫ (𝜉2𝑎

2 (𝑥) ∑ ∑2𝑐𝑜𝑠2 𝜆𝑏1𝑛𝑦1

∞

𝑛=0

∞

𝑚=0

)
𝑏1

0

𝑑𝑥𝑑𝑦1

𝑎

0

  (219-ت) 

{𝑀5_6}𝑛+1,𝑡 =   (221-ت) 0

{𝑀5_7}𝑛+1,𝑚′+1
= 0 {𝑀5_8}𝑛+1,𝑚′+1

=   (221-ت) 0

{𝑀5_9}𝑛+1,𝑛′+1 = 0 {𝑀5_10}𝑛+1,𝑛′+1 =   (222-ت) 0

{𝑀5_11}𝑛+1,𝑡 = 0 {𝑀5_12}𝑛+1,𝑚′+1
=   (223-ت) 0

{𝑀5_13}𝑛+1,𝑚′+1
=0 {𝑀5_14}𝑛+1,𝑛′+1 =   (224-ت) 0

{𝑀5_15}𝑛+1,𝑛′+1 = 0 {𝑀5_16}𝑛+1,𝑡 =   (223-ت) 0

{𝑀5_17}𝑛+1,𝑚′+1
= 0 {𝑀5_18}𝑛+1,𝑚′+1

=   (226-ت) 0

{𝑀5_19}𝑛+1,𝑛′+1 = 0 {𝑀5_20}𝑛+1,𝑛′+1 =   (227-ت) 0

 

 

{𝑀6_6}𝑠,𝑡 =
1

2
𝜌ℎ∫ ∫ (∑ ∑2𝑐𝑜𝑠2 𝜆𝑎𝑚𝑥 𝑐𝑜𝑠

2 𝜆𝑏1𝑛𝑦1

∞

𝑛=0

∞

𝑚=0

)
𝑏1

0

𝑑𝑥𝑑𝑦1

𝑎

0

  (223-ت) 

{𝑀6_7}𝑠,𝑚′+1
=
1

2
𝜌ℎ∫ ∫ (𝜉1𝑏1(𝑦1) ∑ ∑2𝑐𝑜𝑠2 𝜆𝑎𝑚𝑥 𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑏1𝑛𝑦1

∞

𝑛=0

∞

𝑚=0

)
𝑏1

0

𝑑𝑥𝑑𝑦1

𝑎

0

  (229-ت) 

{𝑀6_8}𝑠,𝑚′+1
=
1

2
𝜌ℎ∫ ∫ (𝜉2𝑏1(𝑦1) ∑ ∑2𝑐𝑜𝑠2 𝜆𝑎𝑚𝑥 𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑏1𝑛𝑦1

∞

𝑛=0

∞

𝑚=0

)
𝑏1

0

𝑑𝑥𝑑𝑦1

𝑎

0

  (231-ت) 

{𝑀6_9}𝑠,𝑛′+1 =
1

2
𝜌ℎ∫ ∫ (𝜉1𝑎(𝑥) ∑ ∑2𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑎𝑚𝑥

∞

𝑛=0

∞

𝑚=0

𝑐𝑜𝑠2 𝜆𝑏1𝑛𝑦1)
𝑏1

0

𝑑𝑥𝑑𝑦1

𝑎

0

  (231-ت) 

{𝑀6_10}𝑠,𝑛′+1 =
1

2
𝜌ℎ∫ ∫ (𝜉1𝑎(𝑥) ∑ ∑2𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑎𝑚𝑥

∞

𝑛=0

∞

𝑚=0

𝑐𝑜𝑠2 𝜆𝑏1𝑛𝑦1)
𝑏1

0

𝑑𝑥𝑑𝑦1

𝑎

0

  (232-ت) 

{𝑀6_11}𝑠,𝑡 =0 {𝑀6_12}𝑠,𝑚′+1
=   (233-ت) 0
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{𝑀6_13}𝑠,𝑚′+1
= 0 {𝑀6_14}𝑠,𝑛′+1   (234-ت) 0=

{𝑀6_15}𝑠,𝑛′+1 = 0 {𝑀6_16}𝑠,𝑡 =   (233-ت) 0

{𝑀6_17}𝑠,𝑚′+1
= 0 {𝑀6_18}𝑠,𝑚′+1

=   (236-ت) 0

{𝑀6_19}𝑠,𝑛′+1 = 0 {𝑀6_20}𝑠,𝑛′+1 =   (237-ت) 0

 

 

 

 

{𝑀7_7}𝑚+1,𝑚′+1
=
1

2
𝜌ℎ∫ ∫ (𝜉1𝑏1

2 (𝑦1) ∑ ∑2𝑐𝑜𝑠2 𝜆𝑎𝑚𝑥

∞

𝑛=0

∞

𝑚=0

)
𝑏1

0

𝑑𝑥𝑑𝑦1

𝑎

0

  (233-ت) 

{𝑀7_8}𝑚+1,𝑚′+1
=
1

2
𝜌ℎ∫ ∫ (𝜉1𝑏1(𝑦1)𝜉2𝑏1(𝑦1) ∑ ∑2𝑐𝑜𝑠2 𝜆𝑎𝑚𝑥

∞

𝑛=0

∞

𝑚=0

)
𝑏1

0

𝑑𝑥𝑑𝑦1

𝑎

0

  (239-ت) 

{𝑀7_9}𝑚+1,𝑛′+1 =
1

2
𝜌ℎ∫ ∫ (𝜉1𝑏1(𝑦1)𝜉1𝑎(𝑥) ∑ ∑2𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑎𝑚𝑥

∞

𝑛=0

∞

𝑚=0

𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑏1𝑛𝑦1)
𝑏1

0

𝑑𝑥𝑑𝑦1

𝑎

0

  (241-ت) 

{𝑀7_10}𝑚+1,𝑛′+1 =
1

2
𝜌ℎ∫ ∫ (𝜉1𝑏1(𝑦1)𝜉2𝑎(𝑥) ∑ ∑2𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑎𝑚𝑥

∞

𝑛=0

∞

𝑚=0

𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑏1𝑛𝑦1)
𝑏1

0

𝑑𝑥𝑑𝑦1

𝑎

0

  (241-ت) 

{𝑀7_11}𝑚+1,𝑡 = 0 {𝑀7_12}𝑚+1,𝑚′+1
=   (242-ت) 0

{𝑀7_13}𝑚+1,𝑚′+1
= 0 {𝑀7_14}𝑚+1,𝑛′+1 =   (243-ت) 0

{𝑀7_15}𝑚+1,𝑛′+1 = 0 {𝑀7_16}𝑚+1,𝑡 =   (244-ت) 0

{𝑀7_17}𝑚+1,𝑚′+1
= 0 {𝑀7_18}𝑚+1,𝑚′+1

=   (243-ت) 0

{𝑀7_19}𝑚+1,𝑛′+1 = 0 {𝑀7_20}𝑚+1,𝑛′+1 =   (246-ت) 0

 

 

 

{𝑀8_8}𝑚+1,𝑚′+1
=
1

2
𝜌ℎ∫ ∫ (𝜉2𝑏1

2 (𝑦1) ∑ ∑2𝑐𝑜𝑠2 𝜆𝑎𝑚𝑥

∞

𝑛=0

∞

𝑚=0

)
𝑏1

0

𝑑𝑥𝑑𝑦1

𝑎

0

  (247-ت) 

{𝑀8_9}𝑚+1,𝑛′+1 =
1

2
𝜌ℎ∫ ∫ (𝜉2𝑏1(𝑦1)𝜉1𝑎(𝑥) ∑ ∑2𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑎𝑚𝑥

∞

𝑛=0

∞

𝑚=0

𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑏1𝑛𝑦1)
𝑏1

0

𝑑𝑥𝑑𝑦1

𝑎

0

  (243-ت) 
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{𝑀8_10}𝑚+1,𝑛′+1 =
1

2
𝜌ℎ∫ ∫ (𝜉2𝑏1(𝑦1)𝜉2𝑎(𝑥) ∑ ∑2𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑎𝑚𝑥

∞

𝑛=0

∞

𝑚=0

𝑐𝑜𝑠 𝜆𝑏1𝑛𝑦1)
𝑏1

0

𝑑𝑥𝑑𝑦1

𝑎

0

  (249-ت) 

{𝑀8_11}𝑚+1,𝑡 = 0 {𝑀8_12}𝑚+1,𝑚′+1
=   (231-ت) 0

{𝑀8_13}𝑚+1,𝑚′+1
= 0 {𝑀8_14}𝑚+1,𝑛′+1 =   (231-ت) 0

{𝑀8_15}𝑚+1,𝑛′+1 = 0 {𝑀8_16}𝑚+1,𝑡 =   (232-ت) 0

{𝑀8_17}𝑚+1,𝑚′+1
= 0 {𝑀8_18}𝑚+1,𝑚′+1

=   (233-ت) 0

{𝑀8_19}𝑚+1,𝑛′+1 = 0 {𝑀8_20}𝑚+1,𝑛′+1 =   (234-ت) 0

 

 

 

{𝑀9_9}𝑛+1,𝑛′+1 =
1

2
𝜌ℎ∫ ∫ (𝜉1𝑎

2 (𝑥) ∑ ∑2𝑐𝑜𝑠2 𝜆𝑏1𝑛𝑦1

∞

𝑛=0

∞

𝑚=0

)
𝑏1

0

𝑑𝑥𝑑𝑦1

𝑎

0

  (233-ت) 

{𝑀9_10}𝑛+1,𝑛′+1 =
1

2
𝜌ℎ∫ ∫ (𝜉1𝑎(𝑥)𝜉2𝑎(𝑥) ∑ ∑2𝑐𝑜𝑠2 𝜆𝑏1𝑛𝑦1

∞

𝑛=0

∞

𝑚=0

)
𝑏1

0

𝑑𝑥𝑑𝑦1

𝑎

0

  (236-ت) 

{𝑀9_11}𝑛+1,𝑡 =0 {𝑀9_12}𝑛+1,𝑚′+1
=   (237-ت) 0

{𝑀9_13}𝑛+1,𝑚′+1
=0 {𝑀9_14}𝑛+1,𝑛′+1   (233-ت) 0=

{𝑀9_15}𝑛+1,𝑛′+1 =0 {𝑀9_16}𝑛+1,𝑡 =   (239-ت) 0

{𝑀9_17}𝑛+1,𝑚′+1
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Abstract 

Similar to any flexible structure, plates undergo dynamic and vibrational loads when in 

operation, Such loads result in Defects in the plate. Cracks are the most important Defect 

that can be formed in different parts of a flexible structure and change its physical 

properties such as stiffness or mass, consequently changing dynamic and vibrational 

properties such as natural frequencies and the shape of modes which in turn reduce 

functionality and strength of the structure. Free in-plane vibrations were examined in this 

study for intact and cracked  plates.  Fourier series expansions are often employed for 

solving vibrational problems but these expansions could be problematic for convergence 

along boundary edges. 

That is why in this study, the Displacement components of the plate are first defined by 

modified Fourier series expansions; then, in order to examine free in-plane vibrations in 

an intact plate, modified Fourier series expansion and artificial spring boundary techniques 

are employed. In the following sections, in order to investigate free in-plane vibrations of 

cracked plates, modified Rayleigh-Ritz method is used. The cracked plate is simulated 

using the artificial spring boundary technique and then, substituting the modified 

displacement components in energy functions and using Lagrangian function and 

Rayleigh-Ritz method, dynamic and vibrational properties of the cracked plate are 

extracted in cantilever boundary conditions. Examining and evaluating the accuracy and 

convergence of the modified Fourier series and modified Raleigh-Ritz, it is safe to say that 

using these methods along with an adequate number of displacement component 

expansion sentences provides accurate results. In the following sections, the effect of 

geometrical and physical parameters on changes in natural frequencies and shapes of the 

modes are analyzed using the modified Rayleigh-Ritz method for intact plates. Moreover, 

the effect of relative depth of cracks, and geometrical and physical parameters on dynamic 

and vibrational properties of the cracked plate, such as the ratio of intact plate natural 

frequency to that of the cracked plate, and the shapes of modes free in-plane vibration in 

cantilever boundary conditions, are analyzed using the modified Rayleigh-Ritz method. 

 

Keywords 

Free in-plane vibration of plate, Artifical spring boundary technique, Modified Fourier 
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