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 و مکاترونیک دانشکده مهندسی مکانیک

 

 

 مهندسی طراحی کاربردی  ارشدنامه کارشناسیپایان

 

  متغیرّ تابعی نامحدود بیضوی در صفحات تنش در اطراف گشودگیی منتجه تحلیل

 

 حمید عبدالعلیاننگارنده:  

 

 راهنما استاد

 جعفری محمددکتر
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 تقدیم
 

 مهربانم یخانوادهم به تقدی
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 تشکر و قدردانی

     

 ،م که توفیق کسب علم و دانش را به من عطا فرموود شاکر بزرگ و مهربان راخداوند       

عزیوزم بوه    یت به پایان برسوانم  از خوانواده  قیّتا بتوانم این مرحله از علم آموزی را با موفّ

، کموا   امدر تموامی مراحول زنودگی   دریغشوان  های بیمنّت وحمایتهای بیتخاطر محبّ

بوه خواطر    محمّود جعفوری  ر و سپاس را دارم  از استاد ارجمندم، جناب آقوای دکتور   تشکّ

 نمایم نامه تقدیر و تشکر میمراحل انجام پایان یهکلّیهای ارزشمندشان در راهنمایی
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 مهندسی مکانیکدانشکده  طراحی کاربردیمکانیک دانشجوی دوره کارشناسی ارشد رشته  حمید عبدالعلیاناینجانب 

 بیضوی در صفحات متغیّر تابعی ی توزیع تنش در اطراف گشودگیمطالعهشاهرود نویسنده پایان نامه صنعتی دانشگاه 

 متعهد می شوم  دکتر محمد جعفریتحت راهنمائی 

 وردار است تحقیقات در این پایان نامه توسط اینجانب انجام شده است و از صحت و اصالت برخ 

  در استفاده از نتایج پژوهشهای محققان دیگر به مرجع مورد استفاده استناد شده است 

  مطالب مندرج در پایان نامه تاکنون توسط خود یا فرد دیگری برای دریافت هیچ نوع مدرک یا امتیازی در هیچ جا ارائه

 نشده است 

   دانشگاه صنعتی » هرود می باشد و مقالات مستخرج با نام شاصنعتی کلیه حقوق معنوی این اثر متعلق به دانشگاه

 به چاپ خواهد رسید « Shahrood  University of Technology»                        و یا « شاهرود 

  مهپایان ناحقوق معنوی تمام افرادی که در به دست آمدن نتایح اصلی پایان نامه تأثیرگذار بوده اند در مقالات مستخرج از 

 رعایت می گردد 

   در کلیه مراحل انجام این پایان نامه ، در مواردی که از موجود زنده ) یا بافتهای آنها ( استفاده شده است ضوابط و اصو

 اخلاقی رعایت شده است 

 است  در کلیه مراحل انجام این پایان نامه، در مواردی که به حوزه اطلاعات شخصی افراد دسترسی یافته یا استفاده شده

                                                                                                                                                                     اصل رازداری ، ضوابط و اصو  اخلاق انسانی رعایت شده است  

 تاریخ                                                                

 امضای دانشجو                                                                         

 

 

 

 

 

 

ان ناموووه وجوووود داشوووته باشووود  یووو*  موووتن ایووون صوووفحه نیوووز بایووود در ابتووودای نسوووخه هوووای تک یووور شوووده پا  

 تعهد نامه

  1 فصل

  2 فصل

  3 فصل

  4 فصل

  5 فصل

  6 فصل

    7 فصل

 

 

 

 

 

 

 

 مالکیت نتایج و حق نشر

  کلیه حقوق معنوی این اثر و محصولات آن )مقالات مستخرج، کتاب، برنامه های رایانه ای، نرم افزار ها و

در د می باشد  این مطلب باید به نحو مقتضی شاهروصنعتی تجهیزات ساخته شده است ( متعلق به دانشگاه 

 تولیدات علمی مربوطه ذکر شود 

 بدون ذکر مرجع مجاز نمی باشد استفاده از اطلاعات و نتایج موجود در پایان نامه  
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 چکیده

ی صوفحه تنش ی منتجهمختلط لخنتیسکی، تحلیل نامه با بسط روش متغیّر در این پایان

مطالعوه شوده اسوت  لخنتیسوکی از روش متغیّور       بیضووی دارای گشوودگی   متغیر توابعی 

شوکل را در صوفحات   تونش اطوراف گشوودگی دایوروی و بیضوی     ی منتجهمختلط، توزیع 

و  ی نامحودود متغیور توابعی   صوفحه دست آورد  بوا بسوط ایون روش بورای     ناهمسانگرد به

 یبررس مورد و بیضوی دایروی منوا، توزیع تنش اطراف گشودگیاده از تابع نگاشت هاستف

ی متغیور توابعی    سوازی صوفحه  برای این منظور از تابعی نمایی بورای مود    گیرد قرار می

باشد کوه بوا   ی نامتقارن میی مورد نظر به صورت یک چندلایهصفحه است  شده استفاده

در ایون  گوردد   سازی میی متغیر تابعی مد صورت صفحهف بهی الیاتغییر تدریجی زاویه

گشوودگی بور توزیوع     یهندسوه ی چورخش و  زاویه قیق تأثیر پارامترهای مختلف نظیرتح

تحوت بارگوذاری کششوی     صوفحه شوود   بررسوی موی  نیرویی و لنگوری تونش    هایمنتجه

 حول اضور، از  تحلیلوی ح  حول قرار دارد  برای بررسی درستی نتایج حاصول از   یمحورتک

 حول است  نتوایج حاصول از    شده استفادهافزار آباکوس عددیِ اجزای محدود به کمک نرم

شوود  آمده مشواهده موی  دستتحلیلی دارد  با توجّه به نتایج به حلعددی تطابق خوبی با 

که برخلاف انتظار همواره گشودگی دایروی بهترین هندسوه بورای کواهش تمرکوز تونش      

تووان  ی چرخش مناسب برای گشودگی موی و زاویه هندسها انتخاب نیست و در مواردی ب

 ر مقایسه با گشودگی دایروی داشت تمرکز تنش کمتری د

، ی متغیر تابعیصفحهتحلیلی،  حل، نیرویی و لنگری تنش ی منتجه: کلیدیواژگان 

   روش متغیر مختلط
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 مقالات
 اری، برق و مکانیک ایران چهارمین کنفرانس سراسری توسعه محوری مهندسی عمران، معم  5

های تابعی نمایی تحت بارگذاری ریمتغی بررسی تأثیر کشیدگی گشودگی بیضوی در صفحه

 (پذیرفته شده) مختلف

 چهارمین کنفرانس سراسری توسعه محوری مهندسی عمران، معماری، برق و مکانیک ایران  2

 ی توانی در طو  ضخامتتابع ریمتغی ی چرخش گشودگی بیضوی در صفحهبررسی تأثیر زاویه

 )پذیرفته شده(
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 فهرست مطالب

 

 5                                                  نیشیپ مطالعات بر یمرور و یتابع ریمتغ مواد:  5 فصل

 2                                                                                                                                                     مقدمه 5-5

 9                                                                                                                                         مسأله فیتعر 5-2

 9                                                                                                                                  یتابع ریمتغ مواد 5-9

 1                                                                                                       یتابع ریمتغ مواد خچهیتار 5-9-5

 3                                                                                          یتابع ریمتغ مواد دیتول یهاروش 5-9-2

 51                                                                                      یتابع ریمتغ مواد یاضیر یهامد  5-9-9

 51                                                                                                                        یحجم کسر  أ

 55                                                                                                                         یینما تابع  ب

 52                                                                                                                           یتوان تابع  ج

 52                                                                                                         یرخطیغ یینما بعتا  د

 59                                                                                                         شدهانجام مطالعات بر یمرور 5-4

 59                                                                                                      یگشودگ یدارا یصفحه 5-4-5

 51                                                                                                                  متقارن یهیچندلا 5-4-2

 53                                                                                                                نامتقارن یهیچندلا 5-4-9

 25                                                                                                              یتابع ریمتغ صفحات 5-4-4
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 21                                                                                    یلیتحل حل یبندفرمو :  2 فصل

 22                                                                                                                                                  مقدمه 2-5

 22                                                                                                                                      همنوا نگاشت 2-2

 23                                                                                 حاکم معادلات آوردن دستبه و حل روش 2-9

 42                                                                                                        لیپتانس تابع یمحاسبه 2-9-5

 44                                                                                                                        یلیتحل حل تمیالگور 2-4

 43                                                                                                                   هاجواب یدرست یبررس 2-1

 15                                                                                                             یعدد حل با سهیمقا 2-1-5

 12                                                                                                                                           یبندجمع 2-2

 11                                                                             یضویب یگشودگ یبرا جینتا:  9 فصل

 14                                                                                                                                                  مقدمه 9-5

 22                                                                                                                 یگشودگ یهندسه ریتأث 9-2

 19                                                                                                     یگشودگ چرخش یهیزاو ریتأث 9-9

 41                                                                                   شنهادهایپ و یریگجهینت:  4 فصل

 42                                                                                                                                         یریگجهینت 4-5

 41                                                                                                                                           شنهادهایپ 4-2

 43                                                                                                                              هاوستیپ

 31                                                                                                                          الف وستیپ
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 35                                                                                                                                   مراجع

 رست اشکا هف
 

 1                                                                                                           [9] استخوان مقطع ینما: 5-5 شکل

 3                                                                                        [9] مختلف مواد در خواص راتییتغ: 2-5 شکل

 21                                                                                      یگشودگ یهندسه بر c پارامتر ریتأث:5-2 شکل

 23                                                                                                         یگشودگ چرخش ینحوه: 2-2 شکل

 95                                                    [14] هیلا کی در تنش یلنگر و روین یهامنتجه عیتوز 9-2 شکل

 95                                                           هاآن یگذارنام ینحوه و هاهیلا دمانیچ از یشینما 4-2 شکل

 99                                                                                             یتابع ریمتغ یصفحه از یشینما: 1-2 شکل

 49                                                                                                                  حل روش از یشینما: 2-2 شکل

 یگشوودگ  حوو   تونش  یمنتجه ممیماکز بر یتابع ریّمتغ یصفحه یهاهیلا تعداد اثر: 1-2 شکل

𝑁𝑥(N/mm)  یبارگذار تحت یضویب
∞ = 1                                                                                                      11 

 حوو   تونش  یلنگور  منتجوه  ممیمواکز  بور  یتوابع  ریّو متغ یصفحه یهاهیلا تعداد اثر: 4-2 شکل

𝑁𝑥( N/mm) یبارگذار تحت یضویب یگشودگ
∞ = 1                                                                                    11 

 یگشوودگ  حوو   تنش یمنتجه ممیماکز بر یتابع ریّمتغ یصفحه یهاهیلا تعداد اثر : 3-2 شکل

𝑁𝑦( N/mm) یذاربارگ تحت یضویب
∞ = 1                                                                                                      15 

 حوو   تونش  یلنگور  منتجوه  ممیمواکز  بور  یتابع ریّمتغ یصفحه یهاهیلا تعداد اثر: 51-2 شکل

𝑁𝑦( N/mm) یبارگذار تحت یضویب یگشودگ
∞ = 1                                                                                    15 

 12                                                                     محدود یاجزا افزارنرم در یبندمش ینحوه: 55-2 شکل

 19                                                                      محدود یاجزا افزارنرم در یبارگذار ینحوه: 52-2 شکل

 19                                                                                                   یبندمش ییهمگرا یبررس: 59-2 شکل



 

  

 

 یگشوودگ  یبورا  مختلوف  یهوا روش بوا  Nx  بعدیب تنش یمنتجه عیتوز یسهیمقا: 54-2 شکل

 11/1c=                                                                                                                                                    14 با یضویب

 یگشوودگ  یبورا  مختلوف  یهوا روش با  Nxy بعدیب تنش یمنتجه عیتوز یسهیمقا: 51-2 شکل

 1/1c=                                                                                                                                                       14 با یضویب

 یبورا  مختلوف  یهوا روش بوا  Mx بعود یبو  تونش  یلنگور  یمنتجه عیتوز یسهیمقا: 52-2 شکل

 11                                                                                                                                         (=5c) یرویدا یگشودگ

 یبورا  مختلوف  یهوا روش بوا Mxy  بعود یبو  تونش  یلنگر یمنتجه عیتوز یسهیمقا: 51-2 شکل

 1/5c=                                                                                                                                     11 با یضویب یگشودگ

 در محدود یاجزا و یلیتحل یهاروش از Nx بعدیب تنش یمنتجه ینهیشیب مقایسه: 54-2 شکل

 11/1c=                                                                                      12 با یضویب یگشودگ مختلف چرخش یایزوا

 14                                          بعدیب ضخامت به نسبت یمحور خارج انگی مدو  راتییتغ: 5-9 شکل

 14                                         بعدیب ضخامت به نسبت یمحور خارج یبرش مدو  راتییتغ: 2-9 شکل

 13                                                 بعدیب ضخامت به نسبت( θ) ماده محور یهیزاو راتییتغ: 9-9 شکل

 21                                                              یضویب یگشودگ اطراف Nx تنش یمنتجه عیتوز 4-9 شکل

 21                                                              یضویب یگشودگ اطراف Ny تنش یمنتجه عیتوز 1-9 شکل

 25                                                           یضویب یگشودگ اطراف Nxy تنش یمنتجه عیتوز 2-9 شکل

 25                                                یضویب یگشودگ اطراف Mx تنش یلنگر یمنتجه عیتوز 1-9 شکل

 25                                                یضویب یگشودگ اطراف My تنش یلنگر یمنتجه عیتوز 4-9 شکل

 25                                             یضویب یگشودگ اطراف Mxy تنش یلنگر یمنتجه عیتوز 3-9 شکل

 22 مختلف یبارگذار دو در یضویب یگشودگ اطراف Nx بعدیب تنش یمنتجه عیتوز: 51-9 شکل

 29 مختلف یبارگذار دو در یضویب یگشودگ اطراف Ny بعدیب تنش یمنتجه عیتوز: 55-9 شکل

مختلوف  یبارگذار دو در یضویب یگشودگ اطراف Nxy بعدیب تنش یمنتجه عیتوز: 52-9 شکل



 

 م

 

                                                                                                                                                                                      29 

 یبارگوذار  دو در یضوو یب یگشودگ اطراف  Mx بعدیب تنش یلنگر یمنتجه عیتوز: 59-9 شکل

 24                                                                                                                                                                         مختلف

 یبارگوذار  دو در یضوو یب یگشودگ اطراف  My بعدیب تنش یلنگر یمنتجه عیتوز: 54-9 شکل

 21                                                                                                                                                                         مختلف

 یبارگوذار  دو در یضویب یگشودگ اطراف Mxy بعدیب تنش یلنگر یهمنتج عیتوز: 51-9 شکل

 21                                                                                                                                                                         مختلف

 یگشوودگ  یبورا   Nx بعود یبو  تنش یمنتجه ینهیشیب بر یگشودگ یهندسه تأثیر: 52-9 شکل

 22                                                                                                                             مختلف یبارگذار دو در یضویب

 یگشوودگ  یبورا   Ny بعود یبو  تنش یمنتجه ینهیشیب بر یگشودگ یهندسه تأثیر: 51-9 شکل

 21                                                                                                                             مختلف یبارگذار دو در یضویب

 یضوو یب یگشوودگ  یبرا Nxy تنش یمنتجه ینهیشیب بر یگشودگ یهندسه تأثیر: 54-9 شکل

 24                                                                                                                                           مختلف یبارگذار دو در

 یبورا   Mx بعود یبو  تونش  یلنگور  یمنتجوه  ینهیشیب بر یگشودگ یهندسه تأثیر: 53-9 شکل

 24                                                                                                           مختلف یبارگذار دو در یضویب یگشودگ

 یبورا   My بعود یبو  تونش  یلنگور  یمنتجوه  ینهیشیب بر یگشودگ یهندسه تأثیر: 21-9 شکل

 23                                                                                                           مختلف یبارگذار دو در یضویب یگشودگ

 یگشوودگ  یبورا  Mxy تنش یلنگر یمنتجه ینهیشیب بر یگشودگ یهندسه تأثیر: 25-9 شکل

 11                                                                                                                            مختلف یبارگذار دو در یضویب

مختلوف  یهندسه سه در یضویب یگشودگ اطراف Nx بعدیب تنش یمنتجه عیتوز: 22-9 شکل

                                                                                                                                                                                     11 

مختلوف  یهندسوه  سه در یضویب یگشودگ اطراف Ny بعدیب تنش یمنتجه عیتوز: 29-9 شکل



 

 ن

 

                                                                                                                                                                                     15 

مختلف یهندسه سه در یضویب یگشودگ اطراف Nxy بعدیب تنش یمنتجه عیتوز: 24-9 شکل

                                                                                                                                                                                     15 

 یهندسوه  سوه  در یضویب یگشودگ اطراف Mx بعدیب تنش یلنگر یمنتجه عیتوز: 21-9 شکل

 12                                                                                                                                                                        مختلف

 یهندسوه  سوه  در یضویب یگشودگ اطراف My بعدیب تنش یلنگر یمنتجه عیتوز: 22-9 شکل

 12                                                                                                                                                                        مختلف

 یهندسه سه در یضویب یگشودگ اطراف Mxy بعدیب تنش یلنگر یمنتجه عیتوز: 21-9 شکل

 19                                                                                                                                                                        مختلف

 11 یضویب یگشودگ یبرا Nx بعدیب تنش یمنتجه ینهیشیب بر چرخش زاویه تأثیر: 24-9 شکل

 11 یضویب یگشودگ یبرا Ny بعدیب تنش یمنتجه ینهیشیب بر چرخش زاویه تأثیر: 23-9 شکل

یضوو یب یگشودگ یبرا Nxy بعدیب تنش یمنتجه ینهیشیب بر چرخش زاویه تأثیر: 91-9 شکل

                                                                                                                                                                                     12 

 یبورا  x جهت در Mx بعدیب تنش یلنگر یمنتجه ینهیشیب بر چرخش زاویه تأثیر: 95-9 شکل

 12                                                                                                                                                       یضویب یگشودگ

 یگشوودگ  یبورا  My بعود یب تنش یلنگر یمنتجه ینهیشیب بر چرخش زاویه تأثیر: 92-9 شکل

 11                                                                                                                                                                         یضویب

 یگشوودگ  یبرا Mxy بعدیب تنش یلنگر یمنتجه ینهیشیب بر چرخش زاویه تأثیر: 99-9 شکل

 11                                                                                                                                                                         یضویب

 41                  درجه 31 و 21 ،91 چرخش یایزوا در Nx بعدیب تنش یمنتجه عیتوز: 94-9 شکل

 41                  درجه 31 و 21 ،91 چرخش یایزوا در Ny بعدیب تنش یمنتجه عیتوز: 91-9 شکل

 45                درجه 31 و 21 ،91 چرخش یایزوا در Nxy بعدیب تنش یمنتجه عیتوز: 92-9 شکل



 

 س

 

 31 و 21 ،91 چورخش  یایو زوا در x جهوت  در بعدیب تنش یلنگر یمنتجه عیتوز: 91-9 شکل

 42                                                                                                                                                                           درجه

 42   درجه 31 و 21 ،91 چرخش یایزوا در My بعدیب تنش یلنگر یمنتجه عیتوز :94-9 شکل

 49 درجه 31 و 21 ،91 چرخش یایزوا در Mxy بعدیب تنش یلنگر یمنتجه عیتوز: 93-9 شکل

 

 فهرست جداو 

 
 

 9                                                                                                           [2] ماده یکیمکان خواص 5-5 جدو 

 بوا  یضوو یب یگشودگ یبرا نامطلوب و مطلوب تنش یلنگر و روین یهامنتجه ریمقاد 5-9 جدو 

 1/1c=                                                                                                                                                      14 یهندسه

 بوا  یضوو یب یگشودگ یبرا نامطلوب و مطلوب تنش یلنگر و روین یهامنتجه ریمقاد 2-9 جدو 

 11/1c=                                                                                                                                                   14 یهندسه

 بوا  یضوو یب یگشودگ یبرا نامطلوب و مطلوب تنش یلنگر و روین یهامنتجه ریمقاد 9-9 جدو 

 21/5c=                                                                                                                                                   13 یهندسه

 بوا  یضوو یب یگشودگ یبرا نامطلوب و مطلوب تنش یلنگر و روین یهامنتجه ریمقاد 4-9 جدو 

 1/5c=                                                                                                                                                      13 یهندسه
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e (15424/2عدد نپر) 
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 ف

 

𝑴𝒏 ی لنگری تنش در جهت عمود بر مرز گشودگیمنتجه 

𝑴𝒏𝒕 ی لنگری تنش در جهت مماس بر مرز گشودگیمنتجه 

𝑵 های چندلایهتعداد لایه 

𝒏𝒙 و 𝒏𝒚و 𝒏𝒙𝒚 بعدبی های تنشمنتجه 

𝑵𝒙 و 𝑵𝒚 و 𝑵𝒙𝒚 های تنشمنتجه 

𝑵𝒙
∞𝑵𝒙𝒚 و∞𝑵𝒚 و ∞  های تنش در مرز خارجی صفحهمنتجه 

𝒑(𝒔) نیروی عرضی در مرز گشودگی 

𝑷 انتگرا  نیرو در مرز گشودگی 

𝑷𝒂, 𝑷𝒃 های بالا و پایینخواص مواد در لایه 

𝑸𝒙 و 𝑸𝒚 رشی عرضینیروهای ب 

𝑸𝒏 نیروی برشی در جهت عمود بر مرز گشودگی 

�̅�𝒊𝒋 یافتهماتریس سفتی کاهش 

𝑹𝒆 بخش حقیقی 

𝒔 کمان طی شده از گشودگی 

𝒔𝒋 مشخصهی های معادلهریشه 

𝒕  گیری روی مرزمتغیّر انتگرا 

𝒕𝒌 ضخامت هر لایه 

𝒖 ایصفحهجایی درونجابه 

𝒖𝟎 ی میانیای در صفحهصفحهجایی درونجابه 

𝒗 ایصفحهجایی درونجابه 
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𝜻 متغیّر مختلط 

𝒌𝒙 و 𝒌𝒚 و 𝒌𝒙𝒚 ایصفحهانحنای درون 

𝝀 ی گشودگیی اندازهکنندهپارامتر تعیین 

𝝑𝟏𝟐و  𝝑𝟐𝟏 ضریب پواسون 

𝝑𝒙𝒚 پواسون  در جهت اصلی ضریب 

𝛈 ثابت تابع نمایی 

𝝅 ( 545139/9عدد پی) 

𝝆 شعاع دایره 

𝝈𝒙 و 𝝈𝒚  تنش نرما 

𝝉𝒙𝒚  تنش برشی 

𝝋(𝒕) ی واحدتابع پتانسیل در دایره 

𝝋
𝒋
˶(𝒛𝒋) تابع پتانسیل کل 

𝝋
𝒋𝟏
′ (𝒛𝒋) ی اوّ تابع پتانسیل مرحله 

𝝋
𝒋𝟐
′ (𝒛𝒋) ی دومتابع پتانسیل مرحله 

𝝋
𝒋𝟐
′ (𝜻) ی ی دوم در صفحهتابع پتانسیل مرحله휁 
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 مقدمه 5-5
تغییر خواص پیوسوته در   دارایمواد این دارند   یفناّوردر پیشرفت  یمهمنقش  مواد متغیر تابعی

ایجاد خواصی مانند مقاومت به دمای بوالا در یوک سومت و خوواص مکوانیکی       ستند یاز هموردنجهت 

ی اخیر به خود جلب کرده که توجّه طرّاحان را در چند دههخصوصیتی است ، مطلوب در سمت دیگر

در صنایع مختلفی از قبیل صنایع دریایی، خودروسازی، صنایع هوافضا، نفت و  مواد متغیر تابعیاست  

 اربردهای زیادی دارند گاز و     ک

این موارد  یازجملهها هستند  گاهی در برخی موارد طرّاحان ناچار به ایجاد گشودگی در این سازه

هوا، ایجواد راه ورود و   توان به کاهش وزن سازه، ایجاد راه برای دسترسی به تجهیوزات و تعمیور آن  می

هوای  هوایی در پورّه  ا، وجوود گشوودگی  هو ها و پور  اتصا  دو ورق به همدیگر توسط پیچ محلخروج،  

اشاره کورد  ایون امور باعوت افوت شودید       ها و    در پرّه کنندهخنک یا سها جهت جریان یافتن توربین

و مواد متغیور   هاطرّاحان در این موارد برای استفاده از کامپوزیت شود مقاومت سازه در این نواحی می

در ساختارها باعت کاهش مقاومت سوازه و حتوی    شدهیجاداهای دچار مشکل هستند  گشودگی تابعی

ها بینی رفتار سازه در حضور گشودگیپیش منظوربهشوند  لذا می منجر به شکست سازه از این نواحی

هوا  ایجاد این تونش  محلها  و ی توزیع تنش در اطراف گشودگیو ایجاد اطمینان در طراّحی،  مطالعه

ای در ارزیوابی  ویوژه  یوت اهمتمرکز تنش رسد  نظر میروری به کاهش تمرکز تنش  امری ض منظوربه

در  شوده انجوام هوای  درصود شکسوت   41است که  شدهیدهدهای مهندسی دارد  اطمینان سازه یتقابل

صوورت  های متغیر تابعی، که بوه صفحه [ 5] است دادهیروها و اتصالات بست محلهای هوایی از سازه

ایفوا   یمهمو در سواخت سواختارهای جدیود نقوش      هسوتند   ی نامتقارنهای کامپوزیتیِ چندلایهسازه

حواوی گشوودگی در سواختارهایی از قبیول سوتون میوانی بوا  هواپیموا و          هوا این نوع سازهکنند  می

 گیرند قرار می مورداستفادهها های ستونباریکه

ی ویوه )زا گیوری جهوت  و ی گشوودگی حاوی گشودگی، هندسوه  ی متغیر تابعیصفحهدر تحلیل 
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باشوند   پارامترهای تأثیرگذار بر میزان تمرکز تنش در اطراف گشودگی می ازجمله چرخش( گشودگی

 کاهش داد  یتوجهقابلتوان تمرکز تنش را به میزان ها میکه با انتخاب صحیح آن یاگونهبه

 طوور بهتلف، ، سعی شده است تا پارامترهای مخذکرشدههای ، با توجّه به ضرورتنامهیانپادر این 

 قرار گیرد  مورد مطالعهتنش  هایمنتجه ی توزیعها بر مقدار و نحوهو تأثیر آن شدهیبررسکامل 

 تعریف مسأله 5-2
است که در مرکز دارای  متغیر تابعی یصفحه نامه بررسی و تحلیل تنش یکاین پایان هدف اصلیِ

است که  شده گرفته در نظرطوری در مقایسه با ابعاد گشودگی  صفحهابعاد  است  بیضوی گشودگی

بر توزیع تنش اطراف گشودگی  های تأثیرگذارمتغیرّدر این تحقیق  نهایت فرض کرد بتوان آن را بی

 کششی صورتبه  بارگذاری صفحه هست ی چرخش(گیری )زاویهجهت و ی گشودگیهندسه شامل

است و ی دور از گشودگی و در فاصله ی میانیهای صفحهدر لبه  که  yو یا  x هایدر جهت محورهتک

آزاد هستند  صفحه دارای رفتار الاستیک خطی است و جنس  ی دیگرهالبه محورهتکدر بارگذاری 

 5-5جدو   مکانیکی آن در خواصکه است  BMI5گرافیتدر این تحقیق  یموردبررسهای مختلف لایه

 موردتنش های منتجهبر توزیع  ذکرشدههای متغیّرتأثیر هر یک از  نامهیانپادر این   است شده ارائه

حل با  آمدهدستبهحاضر، نتایج  یتحلیل حلحاصل از  و برای بررسی درستی نتایج قرارگرفته یبررس

 مقایسه گردیده است  عددی

 [2ص مکانیکی ماده ]خوا 5-5جدو  

1E (GPa)2E(GPa) نوع ماده
 

(GPa)12G
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BMI     524 42/4 گرافیت  13/4 24/1 

 مواد متغیر تابعی 5-9
هایی بوا دموای بوالا و    روه جدیدی از مواد هستند که برای استفاده در محیطگ 2مواد متغیر تابعی

                                                 
5 Bismaleimide 
2 Functionally Graded Materials 
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قورار   مورداسوتفاده های مختلف داشته باشد، شرایطی که یک قطعه بایستی خواص متفاوتی در قسمت

یی لازم را نداشته و این باعت ایجاد موادی کاراگیرند  در این شرایط استفاده از مواد با خواص ثابت می

تابعی است  به دلیل تغییرات تودریجی در میکورو سواختارهای     صورتبهدارای خواصی متغیر  شده که

 صورت تدریجی است این مواد، تغییرات خواص آن نیز به

ی بیرونی که نیواز  استخوان در لایه ،م ا عنوانبهشوند  مواد متغیر تابعی در طبیعت نیز یافت می

از استحکام بیشتری برخووردار اسوت و     رجی از قبیل ضربه داردبه مقاومت مناسبی در برابر عوامل خا

تا شرایط مناسب بورای جوذب     هستی درونی که کاملاً نرم شود تا لایهتدریج از سختی آن کم میبه

 شوود یصورت کاملاً پیوسته و تدریجی ایجواد مو  رو تغییرات خواص بهغذایی را داشته باشد  ازاین وادم

[9]   

-توان این مواد را بوه د با خواص تابعی متغیر، ترکیبی از سرامیک و فلز هستند  میبسیاری از موا

هایی که نیاز به تحمّل دماهای بوالا و مقاموت بوه سوایش اسوت، درصود       ای ساخت که در قسمتگونه

هوایی کوه   سرامیک بالا بوده و خواص مادّه به خواص سرامیک نزدیک باشد و از طرف دیگر در قسمت

تحکام زیاد است درصد فلز بیشتر و خواص ماده به خواص فلز شباهت داشته باشد  این مواد نیاز به اس

در بالا دارای کاربردهای فراوانی در صونایع مربووط بوه مهندسوی مکانیوک،       ذکرشدهخواص  به خاطر

خواص دموایی و مکوانیکی مناسوب، دارای پتانسویل بوالایی بورای        به خاطرهوافضا و عمران هستند و 

در مجاورت دماهای بالا قرار دارد استفاده  ها هستند  در صنایعی که سازهده در بسیاری از زمینهاستفا

هوای زیواد، فلوز و    های طراح را برآورده کند بسیار مشکل است  در حورارت از مواد همگنی که خواسته

ستفاده تنهوا از  گیرند و این در حالی است که ادر معرض اکسیداسیون قرار می شدتبهآلیاژهای فلزی 

-در طراحی مانند چقرمگی و استحکام بالا را برآورده نموی  موردنظرمواد سرامیکی، بسیاری از خواص 

شود ولی تغییور  برای رفع این مشکل از فلزات یا مواد مرکب با پوشش عایق حرارتی استفاده میسازد  

هوای  رکوب، موجوب افوزایش تونش    ی دیگر در موواد م ای به لایهناگهانی خواص ترمودینامیکی از لایه

رو در شود  ازاینحرارتی و ایجاد ترک در سطوح مشترک و گسیختگی سازه در تغییرات دمایی بالا می
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های گذشته، دستیابی به موادی کوه دارای تغییورات یکنواخوت خوواص مکوانیکی و حرارتوی در       سا 

 محققان قرار گرفت  موردتوجهراستای ضخامت باشند، 

هایی است که خواص یهچندلاموارد برای استفاده از مواد مرکب )کامپوزیت( نیاز به  در بسیاری از

به ی الیاف در لایه او  و لایه آخر ای که زاویهگونهیج تغییر کند  بهتدربهها بر اساس تابعی خاص لایه

ز توابعی خواص،   یاز با استفاده اموردنها نیز بر اساس خواص های بین آنباشد و لایه 31یب صفر و ترت

 یج تغییر نماید  تدربه

 
 [9] استخوان مقطع: نمای 5-5شکل 

 تاریخچه مواد متغیر تابعی 5-9-5
ای بورای  نیاز به موادی با مقاومت حرارتی بالا و قابلیت تحمل گرادیان شدید حرارتی، بوه انگیوزه  

های فضایی به هنگام ورود به جوو زموین   سطوح سازه م ا عنوانبهیل شد  تولید مواد متغیر تابعی تبد

علت دانشومندان علوم موواد در    ینابهکلوین را تحمل کنند   5211بایست اختلاف دمایی در حدود می

ای طراحی کنند تصمیم گرفتند ماده 5در مرکز تحقیقات هوافضا در شهر سندایی 5344ژاپن در سا  

هوای سواخت موواد    ، سه سا  بعد از اولین ایده5341[  در سا  4دما را تحمل کند ] تا گرادیان شدید

                                                 
5 Sendai 
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آوری اولیه ساخت این مواد تعریف شد که مؤسسات متغیر تابعی، یک پروژه عظیم برای رسیدن به فن

 [ 1پژوهشی هفده کشور و چندین دانشگاه و شرکت در آن همکاری کردند ]

ی آرایوش و  ی ترکیب دو فاز مختلف را با تغییر در نحووه [ ایده4] 2و دووِز 5برای نخستین بار بِوِر

ها از نتوایج  ی آنمنظور بهبود خواص مکانیکی مطرح کردند  ایدهاز فازها در هر لایه به هرکدامترتیب 

روی موواد مرکوب انجوام داده بوود،      5321و  5311هوای  [ در دهه4] 9ای که گُتزِ تحقیقات گسترده

 دبوه مووا   FGMبرای نخستین بار در کشور ژاپن نوام علموی    5341ی در اواسط دهه گرفت نشأت می

متغیر تابعی داده شد و عصر جدیودی بورای تحقیقوات گسوترده روی ایون موواد گشوود  سوه تون از          

[ تحقیقات خود را بور روی پوروژه فضواپیما آغواز     1] 2و هیرای 1، کویزومی4های نینودانشمندان به نام

ی در بدنوه  کاررفتهبههای که اجزای سازهدهد که با توجه به ایناین سه تن نشان می کردند  تحقیقات

هوای بدنوه،   ، در ترکیب تغییور ریزسواختارهای سوازه   گیرندیمفضاپیما تحت بارهای بسیار شدید قرار 

سواخته شووند و دوم    در دسوترس ای موجود و گردد  نخست، از اجزای سازه توجه موردبایستی به دو 

تیز پرهیز گوردد   آمدن سطوح نوک به وجودهای فضایی به دلیل که از تمرکز تنش در اجزای سازهنای

در کشوور ژاپون سوازمانی متشوکل از دانشومندان       5341باعت شد کوه در سوا     های این یافتهنتیجه

توابعی  منظور تحقیق گسترده در ارتباط با مواد متغیور  ی بسیار زیادی بهشده و بودجهیستأسمختلف 

انود و وجوه   تخصیص یابد  این سازمان تحقیقات خود را بر روی اجزایی که یوک وجوه آن سورد شوده    

ی علموی ایون سوازمان موأمور     کمیته شوند، معطوف نمود دیگرشان در محیط بسیار داغ نگهداری می

ای راحی و ارزیابی مواد مرکب معدنی شد که درنهایت به سمت فلزات و سرامیک هدایت شودند  بور  ط

ها، سورامیک  کلوین در محیطی اکسیدکننده در نظر گرفته شد و آزمایش 2111سطح داغ، دما حدود 
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کلوین قرار داشت و بوه ایون    5111ی مناسبی برای سطوح داغ نشان داد  سطح سرد در دمای را ماده

داغ و قرار گرفت  بین دو سطح  مدنظرشکل خصوصیاتی مانند مقاومت، سختی و هدایت حرارتی مواد، 

سرد را با مخلوطی از سرامیک و فلز با درصدی مشخص پر کردند که این عمل توسط متوالوژی پوودر   

[ توجوه خوود را بور روی    4] 9و ساسواکی  2، نینوو 5، کوویزومی، میواموتو  5339صورت گرفت  در سوا   

تابعی برای ی تحقیقاتی استفاده از مواد متغیر معطوف کردند  هدف این برنامه بقای انرژی یهاسامانه

شود  اهمیت بهینه کردن تبدیل انرژی حرارتی به الکتریسیته بود که در مواد ترموالکتریک استفاده می

ی وسیعی از تغییرات درجه حرارت ی بازدهی بالا در بقای انرژی در محدودهینهدرزمی این پروژه ویژه

متحوده  یوالات اآلموان،   ازجملوه  و در چند کشوور  5331تا  5341بود  در خارج از کشور ژاپن در بین 

-های بسویاری بوه  تلاش هرچندآمریکا، چین و روسیه تحقیقاتی روی مواد متغیر تابعی صورت گرفت  

-های تحقیقاتی در سوا  های پژوهشی و آزمایشگاهمنظور ساخت و کاربرد مواد متغیر تابعی در محیط

هوای آینوده   مواد در صنعت، در دهههای گذشته صورت گرفته است، ولی رشد و شکوفایی بیشتر این 

 گردد ازپیش عیان مییشب

 باشند:هایی به شرح زیر میدارای ویژگی مواد ناهمگن در مقایسه با مواد همگن

  مقاومت زیاد در برابر گرادیان دمایی بالا -5

  مقاومت زیاد در برابر بارهای مکانیکی بالا -2

، کاهش تمرکوز تونش در اجسوام جامود اسوت  در      نهای مواد ناهمگترین ویژگییکی از مهم -9

از جسوم ایجواد    های خاص هندسوی، تمرکوز تونش در نقواطی    اجسام به دلیل وجود شکل بسیاری از

گیوری کواهش   صورت چشمتوان آثار نامطلوب تمرکز تنش را بهمی شود، که به کمک مواد ناهمگنمی

  داد

 است ناهمگن  ایجاد یا رشد ترک شود، موادبهترین ترکیب برای تغییر خواص ماده که مانع  -4
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ی های جدا انجام شود، احتما  جدا شدن لایوه صورت لایهاگر پوشش ترد بر روی مواد نرم به -1

 یرد پذ، این کار با تغییرات پیوسته و تدریجی انجام میبه کمک مواد ناهمگن  ترد بسیار زیاد است

هوای مختلوف آن   ، موجب استحکام بین لایههمگنناتغییرات تدریجی خواص در ساختار مواد  -2

در موواد مرکوب کوامپوزیتی، توداخل بوین سواختارهای زمینوه و الیواف، نووعی           کهی  درصورتشودمی

موواد کامپوزیوت در معورض     کوه یهنگوام  م وا  عنوانبه  کندناهماهنگی در خواص مکانیکی ایجاد می

ها و مقاطع ر مرز زمینه و الیاف ایجاد  و سپس در لایهگیرند، ترک، ابتدا دبالا قرار می رارتیهای حبار

د در خوواص  اپیوسوتگی موو   یول بوه دل ، نواهمگن در موواد    شودضعیف داخل زمینه و الیاف منتشر می

باعوت   کننود  کوه  ای پیودا موی  حالت پیوسته هاآنها و گرادیان مکانیکی، حرارتی و مغناطیسی، تنش

، کامپوزیوت و  همسوانگرد ی بین تغییرات خوواص در موواد   مقایسه 2-5شکل   شوندماده می استحکام

ی حلو راهناموه  که مشکل مواد کامپوزیتی حل شود در این پایانبرای این [ 9] دهدرا نشان می ناهمگن

آن  آید ومیدست تابعی خاص به برحسبها، خواص هر لایه رو با افزایش تعداد لایهشود  ازاینارائه می

جهت تغییر خواص در ینازاگیرد  از خواص مواد، در جهت مناسب قرار می آمدهدستبهی لایه با زاویه

توان آن را به شکل یک ماده متغیر توابعی کوه   می درواقعقدری کم است که ای، بهصورت پلهها بهلایه

 گرفت  در نظرکند، تدریجی تغییر می صورتبهخواص آن 
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 [9] تغییرات خواص در مواد مختلف: 2-5شکل 

 های تولید مواد متغیر تابعیروش 5-9-2
طوورکلی  است که بوه  شدهدادههای متعددی برای تولید مواد متغیر تابعی توسعه تا به امروز روش

بنودی  دسوته  9های مجزا سازیو روش 2سازیهای همگن، روش5های ترکیب کردنیدر سه گروه روش

 [ 2شود ]می

در طور لایه بوه لایوه و بوا    ی متغیر بههای ترکیب کردنی، مادهروش ترکیب کردنی: در روش -5

شوود  در ایون روش، تغییورات    گرفتن توزیعی مناسب برای اجزای سوازنده، سواخته موی    نظر

تغییر تدریجی وجوود دارد    هرگونهاست و امکان ایجاد  کنتر قابلتدریجی ماده، با کامپیوتر 

های گذشته، استفاده از ی در دههخودکارسازآوری ی فنینهدرزمهای صورت گرفته پیشرفت

 فنی و اقتصادی ممکن ساخته است  لحاظ ازاین روش را 

ی مختلوف،  سازی: در این روش، تغییرات ناگهانی در سطح مشترک بین دو مادهروش همگن -2

 شود صورت تدریجی ایجاد میییرات بهاز طریق انتقا  مواد با تغ

ماکروسوکوپیک همگون اسوت از طریوق انتقوا  مواده        طوور بوه ای که ی: مادهمجزا سازروش  -9

ی متغیور  ی میدان خارجی مانند میدان الکتریکی یا میدان گرانش تبودیل بوه مواده   یلهوسبه

اد هرگونه تغییر روش ترکیب کردنی، امکان ایج برخلافشود  در این دو روش آخر، تابعی می

 تدریجی در خواص وجود ندارد 

 شوند:می بردهنامکردنی های ترکیبدر ادامه تعدادی از روش

 روش متالوژی پودر 

 دهیروش پوشش 

 روش پاشش پلاسما 
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 روش الکتروفرمینگ 

 گذاری با بخارروش رسوب 

 های ریاضی مواد متغیر تابعیمد  5-9-9
-کند  مد صورت پیوسته تغییر میو و یا سه راستا بهخواص مکانیکی مواد متغیر تابعی در یک، د

یشنهادشده است  در اغلب پصورت ریاضی های ریاضی گوناگونی برای بیان خواص مواد متغیر تابعی به

-یب بهبه ترت 𝑣𝑐و  𝑣𝑚شده است  چنانچه یلتشکی متغیر تابعی از دو جزء سرامیک و فلز موارد، ماده

صورت زیور  شود  کسر حجمی هریک از دو جزء بهگرفته می در نظرجم سرامیک عنوان حجم فلز و ح

 خواهد بود 

𝑉𝑚 =
𝑣𝑚

𝑣𝑚 + 𝑣𝑐
  ,      𝑉𝑐 =

𝑣𝑐
𝑣𝑚 + 𝑣𝑐

 (5-5) 

باشند و همواره از و سرامیکی می جزء فلزیف کسر حجمی یب معربه ترت 𝑉𝑐و  𝑉𝑚 ی بالادر رابطه

 کند یروی میپی زیر رابطه

𝑉𝑚 + 𝑉𝑐 = 1 (5-2) 

 شود صورت زیر بیان میی متغیر تابعی بهبا استفاده از توابع نسبت حجمی، خواص مکانیکی ماده

𝑃 = 𝑃𝑚𝑉𝑚 + 𝑃𝑐𝑉𝑐 (5-9) 

ی متغیر تابعی، خاصیت جوزء فلوزی و   گر خاصیت مادهیب بیانبه ترت 𝑃𝑐و  𝑃 ،𝑃𝑚ی بالا در رابطه

 ی متغیر تابعیخاصیت جزء سرامیکی است  در ادامه چند مد  مهم برای توزیع خواص مکانیکی ماده

 معرفی خواهد شد 

 کسر حجمی   أ

صوورت خطوی، توابعی از درجوه     ی متغیر تابعی بوه ی خواص مکانیکی مادهطورکلبهدر این مد ، 

شود  با این فورض کوه تغییورات خوواص     کند، بیان میحرارت و مختصاتی که خواص در آن تغییر می

 وشت:صورت زیر نتوان رابطه را بهباشد، می zی متغیر تابعی در جهت ماده
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𝑃(𝑧, 𝑇) = 𝑃𝑚(𝑇)𝑉𝑚(𝑧) + 𝑃𝑐(𝑇)𝑉𝑐(𝑧) (5-4) 

 Tاست   شدهاستفادهبرای بیان خواص مربوط به سرامیک و فلز  mو  cی بالا از زیرنویس در رابطه

 معرف درجه حرارت درون جسم هست 

صورت زیور  ت به دما ثابت فرض شوند، فرمو  ردی برای توزیع خواص بهچنانچه خواص مواد نسب

 یابد کاهش می

𝑃(𝑧, 𝑇) = 𝑃0𝑚𝑉𝑚(𝑧) + 𝑃0𝑐𝑉𝑐(𝑧) (5-1) 

 [ 4رده است ]زیر مد  ک صورتبهی بالا را با تابع توانی کاررفته در رابطهردی کسر حجمی به

𝑉𝑚(𝑧) = (
1

2
+
𝑧

ℎ
)𝑔 (5-2) 

برای یک  م ا عنوانبهکند  ای است که خواص در آن تغییر میمعرف محدوده hی بالا، در رابطه

ثابوت  ه و معورف ضوخامت صوفح    hی متغیر تابعی که خواص آن در راسوتای ضوخامت اسوت،    صفحه

کنود   شود که مقادیر نامنفی را اختیار میی متغیر تابعی نامیده میماده 5، شاخص توانیgی کاررفتهبه

گیوری  ی ضوخامت انودازه  از میانوه  zمقدار این توان بیانگر شدّت تغییرات خواص ماده است  همچنین 

 شود می

 تابع نمایی   ب

 [ 4صورت زیر مد  کرد ]را به یر تابعیمتغی اردوگان، تغییرات خواص یک ماده

𝑃(𝑧) = 𝑃0𝑒
𝛿𝑧 (5-1) 

ی متغیر تابعی بستگی دارد  در دهنده مادهثابت هستند که به خواص تشکیل 𝑃0و  𝛿در این مد  

گیوری  کنود، انودازه  ییر میتغص در آن راستایی که خوا از یکی از دو لبه zاین مد  معمولاً مختصات 

ی متغیر برای یک صفحه م ا عنوانبهشود  شود  البته در مواردی هم از ضخامت میانی استفاده میمی

یوا  و ی پایینی تواند لبهگیری میضخامت با مد  اردوگان است، مبدأ اندازه جهتتابعی که خواص در 

                                                 
5 Power Low Index 
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ی میوانی باشود  در تحقیوق حاضور بورای      ی بالا مبدأ از صفحهبالایی باشد  یا با تغییر جزئی در رابطه

 است  شدهاستفادهسازی مواد متغیر تابعی از این مد  مد 

 تابع توانی    ج

بر مبنای مد  تانیگاوا هر یک از خواص مواد متغیر تابعی مطوابق بوا توزیوع مخصووص بوه خوود       

یب انبساط حرارتی، تانیگاوا روابط زیور  شوند  برای دو خاصیت مدو  الاستیسیته و ضربندی میفرمو 

 [ 2را ارائه کرد ]

𝐸(𝑧) =
2𝑧 + 6

𝑧 + 2
𝐸0 (1 +

𝑧

𝐿
)
𝑛

 

𝛼(𝑧) = 𝛼0(1 +
𝑧

𝐿
)𝑝 

(5-4) 

-عد طو  است  ثابترود و دارای بمی به کارثابتی است که برای نرمالیزه کردن  Lی بالا در رابطه

ی متغیر توابعی بسوته بوه نووع اجوزای      هر ماده، در اندکاررفتهبهصورت ضریب و توان های دیگر که به

را در سراسر  5شوند لازم به ذکر است تانیگاوا نسبت پواسونطور یکتا تعیین میاش بهسرامیک و فلزی

 گیرد می در نظرماده یکسان 

 تابع نمایی غیرخطی   د

ی خواص مواد یهکلی توزیع نمایی استوار است، برای بیان توزیع یهبر پاغیرخطی را که نودا مد  

 [ 4متغیر تابعی اراده کرده است ]

𝑃(𝑧) = 𝑃𝑚𝑒
[
𝑧
ℎ
𝑙𝑛
𝑃𝑐
𝑃𝑚

+ln (
𝑃𝑐
𝑃𝑚

)
1
2]

 (5-3) 

شود ی میانه محاسبه مینسبت به صفحه zبرای بررسی تغییرات خواص، موقعیت  ی بالا،در رابطه

−کند )صورت پیوسته تغییر میای است که خواص در آن بهمحدوده hو 
ℎ

2
≤ 𝑧 ≤

ℎ

2
 ) 

                                                 
5 Poisson's ratio 
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 شدهمروری بر مطالعات انجام 5-4
، شدهانجامصفحات حاوی گشودگی  یینهزم دردر این بخش به بررسی مطالعات و تحقیقاتی که 

شوند  این صفحات تقسیم می یکلشده در این زمینه به چند بخش است  مطالعات انجام شده پرداخته

هوای  هوا، چندلایوه  لایوه های توک دسته ساختاری در ازلحاظبندی همسانگرد و ناهمسانگرد و در دسته

هوا  بنودی از این دسته رکدامهگیرند  در قرار می و صفحات متغیر تابعی های نامتقارنچندلایه ،متقارن

و روش حل، متفاوت است  در این قسمت  شدهاستفادهی گشودگی، نوع بارگذاری، جنس مواد هندسه

هوا بورای   ی حواوی گشوودگی و سوپس بسوط آن    لایوه مطالعات مربوط بوه صوفحات توک    مروربهابتدا 

 شود پرداخته می و صفحات متغیر تابعی نامتقارن های متقارن،چندلایه

 ی دارای گشودگیصفحه 5-4-5
گیوری تمرکوز تونش در اطوراف گشوودگی      تئوری انودازه  حل[ نخستین کسی بود که 1] 5انگلس

های تغییر داد که شکل یاگونهبهی همسانگرد را بسط داد  او ابعاد بیضی را شکل واقع در صفحهبیضی

[ 4] 2گرفت را شامل شود  هلور  در نظرمختلف اعم از دایره تا بیضی بسیار باریک که بتوان آن را ترک 

توان مستطیل را با بیضی مود  کورد  او یوک    با استفاده از مطالعات انگلس به این نتیجه رسید که می

توابع   [3] 9داد  سووبی های گرد را ارائه موی دست آورد که گشودگی مستطیلی با گوشهتابع نگاشت به

رق همسانگرد بیان کرد و تمرکز تنش را تحلیل گشودگی مستطیلی در یک و منظوربهنگاشت خود را 

استفاده از روش متغیّر مخوتلط  های گشودگی برای چندین شرط مرزی مختلف بررسی کرد  در گوشه

[ برای مواد 51] 4ی دوبعدی اولین بار توسط موشخلیشویلیمسائل مقدار مرزی در الاستیستیه حلدر 

 یینوه درزمسوتفاده از ایون روش مطالعواتی    [ بوا ا 55] 1الاستیک همسانگرد ارائه شد  سوپس سواوین  
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های مختلف و صفحات ناهمسانگرد فقط برای گشوودگی  صفحات همسانگرد نامحدود حاوی گشودگی

ی کامل روش موشخلیشویلی به مسوائل الاستیسویته دوبعودی    ای انجام داد  توسعهشکل و دایرهبیضی

جام شد  لخنیتسکی تئوری خوود را بورای   [ ان95] 2[ و لخنیتسکی25] 5مواد ناهمسانگرد توسط اشترو

هوای مختلوف ارائوه داد  او در    عمومی صفحات ناهمسانگرد نامحدود با گشودگی دایروی در اندازه حل

ی تقوارن  سازی، فرمولاسیون خود را برای صفحات ارتوتروپیک کوه دارای سوه صوفحه   ابتدا برای ساده

ها با اشکا  نامنظم واقع در صفحات [ گشودگی54] 4و موهاپاترا 9سیمها عمود بر هم بودند، بیان کرد 

چنود  گووش، چهوارگوش و   های سه[ گشودگی51همسانگرد را مطالعه کردند، رضایی پژند و جعفری ]

ی پارامترهوایی همچوون جهوت    تحلیلوی بوا مطالعوه    حول را در صفحات نامحدود با اسوتفاده از   گوش

و شوارما   شوکل یضو یبهوای  [ حفوره 52] 1، گوائو قراردادند مورد مطالعهبارگذاری و چرخش گشودگی 

  قراردادندو بررسی  مورد مطالعهرا در این زمینه  چند گوشههای [ گشودگی54،51]

[ انجوام شود  روابوط    53] 2تحلیل تنش صفحات ارتوتروپیک با گشودگی مستطیلی توسط جونگ

استفاده از نگاشت همنووا   بندی اشترو وشده توسط لخنیتسکی و فرمو ارائه حلروش  بر اساسها آن

[ با استفاده از روش لخنیتسکی و استفاده از یک نگاشت همنوا، ضریب تمرکز تنش را 21] 1بود  راجیه

برای چندین گشودگی مستطیلی در صفحات همسانگرد و ناهمسانگرد اورتوتروپیک بررسی کرد و بوه  

-گیری کاهش موی به میزان چشم ها، ضریب تمرکز تنش راسازی گشودگیاین نتیجه رسید که بهینه

[ بوا اسوتفاده از روش متغیوّر مخوتلط لخنتیسوکی توزیوع تونش اطوراف         25] 3و پترو 4تئوکارس دهد 
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اسوتفاده   5ها برای نگاشت از فرمو  انتقا  شوارتزالاضلاع را بررسی کردند  آنمتساوی م لتگشودگی 

[ 22] 2زیمورمن   قراردادنود  ورد مطالعوه مو تنش تمرکز  مقدارهای گشودگی را در کردند و تأثیر گوشه

ای به شعاع واحد را با استفاده از تابع نگاشت های مختلف به دایرههایی با شکلنگاشت نقاط گشودگی

ی ناهمسوانگرد حواوی   دقیقوی بورای صوفحه    حول [ 29] 4و لایوو  9کمول   قرارداد یبررس موردهمنوا، 

ها با افزایش طوو  یکوی از قطرهوای    دادند  آن شکل تحت نیرو و گشتاور متمرکز ارائهگشودگی بیضی

کرده و توزیع تنش آن را بررسوی کردنود  همچنوین بوا روش عوددی       سازییهشببیضی آن را با ترک 

جوایی  تحلیلی، میودان تونش و جابوه    حلی یک [ با ارائه24] 1هافنباخ درستی کار خود را سنجیدند 

ی خوود بوه   دسوت آورد  او در مطالعوه  نگرد بوه ی ناهمساشکل را در یک صفحهاطراف گشودگی بیضی

 حلی بارگذاری پرداخت و نتایج خود را با استفاده از نتایج تجربی و ی الیاف و زاویهبررسی تأثیر زاویه

هایی با اشکا  مختلف در یک [ میدان تنش در اطراف گشودگی12] 2اجزای محدود مقایسه کرد  هوو

 4و هووآ  1دائوسوت نهایت را مطالعه کرد  رگذاری مکانیکی در بیی الاستیک ناهمسانگرد تحت باصفحه

ها بوه بررسوی پوارامتر شوعاع انحنوای      را در ورق ناهمسانگرد تحلیل کردند  آن یم ل [ گشودگی 22]

 م لوت یک پارامتر توانستند علاوه بر  عنوانبهی گشودگی نیز پرداختند و با تعریف نسبت اضلاع گوشه

[ بوا اسوتفاده از روش   21] 3با نسبت اضلاع مختلف را بررسی کنند  بکر هام لتالاضلاع سایر متساوی

بین کشش و خمش، روابط و نتایجی را ارائه کرد  کواربرد   ینگکوپلمتغیّر مختلط برای صفحات شامل 

ای صوفحه های نامتقارن که در اثر نیروی درونی میانی چندلایهاین روابط در تحلیل استاتیکی صفحه
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[ بوه بررسوی تحلیول    24] 5شود  یوکادگوائونکر شوند، دیده میوپلینگ بین کشش و خمش میدچار ک

های نامنتظم پرداخت  او در تحقیق خود چنودین  هایی با شکلتنش صفحات اورتوتروپیک با گشودگی

[ با تعریف تابع تنشوی کوه   23پژند و جعفری ]رضایی  قرارداد مورد مطالعهای را صفحهبارگذاری درون

های مختلوف  دارای گشودگی همسانگرد یرغتحلیلی صفحات  حلکرد، عادلات سازگاری را ارضاء میم

کرد  توزیع [ با تعریف تابع تنشی که معادلات سازگاری را ارضاء می91] 9و جبّور 2را ارائه کردند  اسمر

ردنود   دست آوی ناهمسانگرد و تحت کشش بهتنش اطراف گشودگی شبه مستطیلی را در یک صفحه

و  4بنرجوی   قراردادنود  موورد بررسوی  ی بار را بر روی تمرکز تنش ها تأثیر انحنای گشودگی و زاویهآن

[ با استفاده از روش عددی توزیع تنش اطراف گشودگی دایروی در صفحات همسانگرد 95همکارانش ]

قطر گشوودگی و  ها تأثیر ضخامت صفحه و و اورتوتروپیک را تحت بارگذاری عرضی مطالعه کردند  آن

پژنود و    رضوایی قراردادنود  مورد بررسوی جنس مواد را در صفحات اورتوتروپیک، بر میزان تمرکز تنش 

آمده از تئوری لخنتیسوکی ضوریب تمرکوز تونش را بورای      دست[ با معرفی تابع نگاشت به92جعفری]

-توانسوتند بوا بوه    هاچندین گشودگی مستطیلی با اندازه و شعاع انحناهای مختلف محاسبه کردند  آن

[ تمرکوز تونش   99] 1ی چرخش گشودگی، ضریب تمرکز تنش را کاهش دهند  باتیستاکارگیری زاویه

قرارداد  او از بسوط روش   مورد بررسیهای نسبتاً پیچیده را های چندضلعی با هندسهاطراف گشودگی

  استفاده کرد 1کریستفل-2متغیّر مختلط موشخلیشویلی و تابع نگاشت شوارتز

که است   شدهانجاممطالعات زیادی ها در چندلایهحاوی گشودگی تنش صفحات ر مورد تحلیل د

 شود در ادامه به آن اشاره می

                                                 
5 Ukadgaonker 

2 Asmar 

9 Jabbour 

4 Banerjee 

1 Batista 

2 Schwartz 

1 Chistoffel 



 مواد متغیر تابعی و مروری بر مطالعات پیشین

 

51 

 ی متقارنچندلایه 5-4-2
ی ضوخیم حواوی   ها را در صفحات چندلایوه [ تأثیر چیدمان و جنس لایه49و همکارانش ] 5دنیل

قیق خود با استفاده از روش تجربی از ده چیدمان ها در تح  آنقراردادند یبررس موردگشودگی دایروی 

هوا  متقارن مختلف و سه جنس برون اپوکسی، گرافیت اپوکسی و شیشه اپوکسی اسوتفاده کردنود  آن  

[ 19] 9و ویتنی 2کنیش نتایج خود را با روش اجزای محدود و روش تحلیلی لخنتیسکی مقایسه کردند 

ی اورتوتروپیوک ارائوه دادنود     دایروی در یک چندلایهتقریبی برای توزیع تنش اطراف گشودگی  یحل

بهبود دادند تا برای مواد اورتوتروپیوک   ششی های همسانگرد را تا درجهایدقیق چندجمله حلها آن

 خود را با روش دقیق ناهمسوانگرد  لخنیتسوکی مقایسوه کردنود      حلها روش پاسخ مناسبی بدهد  آن

ده از روش اجزای محدود، توزیع تنش اطراف گشودگی دایروی را [ با استفا29و همکارانش ] 4ریبیکی

هوا از  محوری قورار داشوت  آن  ها تحت بار تکی مورد تحلیل آندست آوردند  صفحهها بهدر چندلایه

[ توزیع تنش 19] 2و شوارت 1روش تجربی برای تأیید روش اجزای محدود خود استفاده کردند  پراساد

متقارن تحت خموش خوالص بورای چنودین      هاییهچندلاو دایروی را در شکل اطراف گشودگی بیضی

ی [ و همکارانش به طراّحی بهینوه 94] 1ای ولایچامیدر مقاله  قراردادند مورد بررسیچیدمان مختلف 

شکل پرداختند  متغیّرهوای طرّاحوی در تحقیوق    ی کامپوزیتی حاوی گشودگی بیضیصفحات چندلایه

ها دسترسی به کمترین تونش  زاویه چرخش گشودگی بودند و هدف آن ها نسبت قطرهای بیضی وآن

ی عبارتی تحلیلوی بورای توابع تونش     و همکارانش با ارائه [93] 4ممکن در اطراف گشودگی بود  بونورا

های ی ساده نظیر دایره و بیضی را برای چندلایههایی با هندسهتوانستند توزیع تنش اطراف گشودگی

تحلیول   خوود را بررسوی کردنود     حول ها به کمک روش اجزای محدود دقّت د  آندست آورنمتقارن به
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[ و 41] 5ی همسوانگرد و الاسوتیک خطوی توسوط بئووم     هوای نوازک از مواده   صفحات مرکوب از لایوه  

اسوتفاده از روش توابع   جوایی بوا   ، گشوتاور و جابوه  قرار گرفت و میودان تونش   مورد بررسیهمکارانش 

  هدف اصلی این تحقیق بررسی میودان نووک تورک و میوزان رهاسوازی      دست آمدپتانسیل مختلط به

دسوت آوردن گشوتاور   عمومی برای به یحل[ 45] 2انرژی در صفحات چندلایه بود  یوکادگائونکر و رائو

 حول ی روش هوا بور پایوه   های متقارن حاوی گشودگی با اشکا  مختلوف ارائوه کردنود  آن   در چندلایه

دسوت آوردنود    های در معرض بارگذاری خمشی بوه شتاور را در چندلایهلخنتیسکی و ساوین، توزیع گ

و به این نتیجه رسیدند کوه بوا افوزایش     قراردادند مورد بررسیها را ها همچنین تأثیر چیدمان لایهآن

ها در تحقیق دیگری بوا اسوتفاده از   یابد  آنها، مقدار گشتاور در اطراف گشودگی کاهش میتعداد لایه

هوای مختلوف تحوت    هایی با هندسوه ی متقارن حاوی گشودگیر مختلط، صفحات چندلایهروش متغیّ

[ از روش تحلیلوی و تجربوی کورنش در    49] 9رمئوو  [ 42ای را تحلیول کردنود ]  صفحهبارگذاری درون

 یکلو   ایون صوفحات در حالوت    قرارداد مورد بررسیی حاوی گشودگی مستطیلی را صفحات چندلایه

قورار گرفتنود  او نتیجوه گرفوت کوه کورنش در        زمانهمطور و برش به محورهدوتحت بارگذاری تنش 

شوند  صورت مجزا اعما  میبارها به تکتکها بیشتر از زمانی است که ی بارگذاریصورت حضور همه

های متقارن با گشودگی دایوروی و تحوت بوار    [ بر روی تمرکز تنش چندلایه44] 1و ارسلان 4کلتاچی

 موورد بررسوی  مجوزا   طوور بهها تنش را برای هر لایه مطالعاتی را انجام دادند  آن ی کششیمحورهتک

را  تحمول قابلهیل برای هر لایه کمترین تنش محیطی -و با استفاده از معیار شکست تسای قراردادند

جوایی  [ و همکارانش بوا درنظرگورفتن توابع جابوه    41هافنباخ ] دست آوردند ی الیاف بهبرحسب زاویه

ی تمرکز تنش صوفحات کوامپوزیتی محودود    ب متغیّر مختلط و استفاده از نگاشت همنوا مسألهبرحس

 حول ها برای بررسی درستی روش   آنقراردادند مورد مطالعهشکل را حاوی گشودگی دایروی و بیضی
                                                 
5 Beom 

2 Rao 

9 Romeo 

4 Kaltakci 

1 Arsalan 



 مواد متغیر تابعی و مروری بر مطالعات پیشین

 

53 

[ توزیوع تونش اطوراف گشوودگی دایوروی،      42]5هارمانودرا تحلیلی، از روش تجربوی اسوتفاده کردنود     

  او تحقیق خود را برای چندین چیدمان با قراردادند مورد بررسیها را در چندلایه یم ل و  شکلبیضی

ی گشوودگی را بور   ها، جنس ماده و هندسوه ی چیدمان لایههای مختلف انجام داد و تأثیر نحوهجنس

یوع  [ توز41رائوو و همکوارانش ]    قورارداد  مورد بررسیهای حاوی گشودگی توزیع گشتاور در چندلایه

هوا شوعاع   دسوت آوردنود  آن  های متقوارن بوه  تنش اطراف گشودگی مستطیلی و مربّعی را در چندلایه

  اماّ در تابع قراردادند مورد بررسیها را ی بارگذاری و نوع چیدمان لایهی گشودگی، زاویهانحنای گوشه

غییر این تابع برای هر ی گشودگی تنها با تها بررسی شعاع انحنای گوشهتوسط آن شدهاستفادهنگاشت 

ی تئووری  [ بوا اسوتفاده از روش تحلیلوی بور پایوه     44هافنباخ و همکارانش ] پذیر بود گشودگی امکان

ها و استفاده از تابع پتانسیل به شکل متغیّر مختلط، میدان تنش و کرنش در اطراف کلاسیک چندلایه

ا برای نگاشت نقاط روی مرز گشودگی هشده تعیین کردند  آنهای تقویتگشودگی را برای کامپوزیت

از ترکیوب روش   ای به شعاع واحد از تابع نگاشت همنوا استفاده کردنود  همچنوین  شکل به دایرهبیضی

جعفوری و مشویری   سازی مرز خارجی صفحه استفاده شد  مکانی برای مد و روش هم مربعاتحداقل 

پرداختنود    یلیشبه مسوتط رن با گشودگی های کامپوزیتی متقا[ به بررسی تنش در چندلایه43او  ]

ی ی چورخش گشوودگی، زاویوه   ی گشودگی، زاویهها تأثیر پارامترهایی از قبیل شعاع انحنای گوشهآن

  قراردادند مورد بررسیها را اعما  بار و چیدمان لایه

 ی نامتقارنچندلایه 5-4-9
های ناهمسانگرد لخنیتسکی، رقتئوری و از [ با استفاده11] 2های نامتقارن کوچندلایه یینهدرزم

هایی از جنس الیاف مختلف چندلایه یها و زاویهتمرکز تنش اطراف گشودگی دایروی را برای چیدمان

 ینگکوپل[ با استفاده از روابطی که برای صفحات شامل 15  بکر ]قرارداد مورد بررسیگرافیت اپوکسی 

                                                 
5 Dharmendra 

2 Ko 
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هوایی محودود، سواده و    )تورک  5گریفیوت  یهاترکبا  ایبین کشش و خمش ارائه کرده بود، چندلایه

ای در تحلیل خود استفاده کرد  صفحهاو از بارگذاری خمشی و درون  قرارداد مورد بررسیمستقیم( را 

[ 12شوکل ] ی نامتقارن شامل گشودگی مرکوزی بیضوی  سپس روش پتانسیل مختلط را برای چندلایه

 [19ی نامتقارن تحت تأثیر نیرو و ممان متمرکز ]هاچندلایه یینهدرزمبسط داد  او همچنین تحقیقی 

ی نامتقوارن حواوی   [ به تحلیل تنش صفحات چندلایه14با همین روش انجام داد  یوکادگونکر و رائو ]

 9و شن 2چن دیگر پرداختند  منتظم یرغهای و بعضی شکل مربّعهای مختلف از قبیل دایره، گشودگی

جایی را بوا چهوار توابع    های نامتقارن، تنش و جابهی چندلایهمختلط برا متغیّر[ با گسترش روش 11]

هوای نامتقوارن شوامل گشوودگی و تورک تحوت       ها بورای چندلایوه  هولومورفیک بیان کردند  روش آن

یودمان حواوی   ها تحقیق خوود را بورای چنودین چ   است  آن استفادهقابلای صفحههای درونبارگذاری

همچنوین    قراردادند مورد بررسیها را دند و تأثیر چیدمان لایهشکل انجام داگشودگی دایروی و بیضی

ی نامتقوارن را مطالعوه   شوکل در چندلایوه  با استفاده از تابع گرین توزیع تنش اطراف گشودگی بیضی

و  4مدنسوی  .[2] بندی خود را برای بارگذاری شامل نیرو و خمش متمرکز بیوان کردنود  کرده و فرمو 

مخوتلط، توزیوع تونش اطوراف گشوودگی بیضووی در یوک         متغیّرده از روش [ با استفا12همکارانش ]

ها با استفاده از بسط سری لورانت انرژی پتانسویل را    آنقراردادند مورد بررسیی نامتقارن را چندلایه

گیوری  ها تأثیر جهوت آن جایی را محاسبه کردند ن میدان تنش و جابهدست آوردند و با استفاده از آبه

دقیقی با اسوتفاده از روش پتانسویل    حل[ 11] 2و هوو 1  هیسیقراردادند مورد بررسیا نیز گشودگی ر

هوای حواوی گشوودگی دایوروی و     مختلط اشترو برای کوپلینوگ بوین کشوش و خموش در چندلایوه     

                                                 
5 Griffith 

2 Chen 

9 Shen 

4 Madenci 
1 Hsieh 

2Hwu  
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هوای  [ به بررسی تمرکز تنش در اطراف گشودگی مربّعی در صفحه14] 5شکل ارائه دادند  کنونبیضی

های کامپوزیتی متقارن و نامتقارن پرداخت  او با استفاده از نگاشوت  مسانگرد و چندلایههمسانگرد، ناه

ی گشودگی مربّعی بر تمرکز تنش پرداخوت   [ به بررسی تأثیر انحنای گوشه92در ] شدهارائههمنوای 

 هوا ای پرداختنود  آن یرهدا یرغهای [ به بررسی تمرکز تنش در اطراف گشودگی13جعفری و آشوری ]

  قراردادند مورد بررسیها را ی گشودگی و چیدمان لایه، انحنای گوشهچرخشی پارامترهای زاویه

اسوت  کوه    شدهانجامحاوی گشودگی مطالعات زیادی  متغیر تابعی در مورد تحلیل تنش صفحات

  شوددر ادامه به آن اشاره می

 صفحات متغیر تابعی 5-4-4
و فورض توابعی بوودن موواد در راسوتای شوعاعی       در این زمینه و با محوریت گشوودگی دایوروی   

به بررسی توزیع تنش اطوراف گشوودگی    [21] و همکاران جعفری تحقیقات زیر صورت پذیرفته است 

ها روش توابع پتانسیل مخوتلط،  ای پرداختند  آنای در ورق ناهمگن تحت بارگذاری درون صفحهدایره

-ی متغیر تابعی با گشودگی دایرهیل تنش صفحهتحل [25]و همکاران  2چندرحل مسأله بهره بردند  

هوای  ها در راستای شعاعی بوده و نتایج را بوا روش توک لایوه   ای را بررسی کردند  تغییرات خواص آن

ی محدود متغیور توابعی در راسوتای شوعاعی     ها همچنین به بررسی صفحهدست آوردند  آنبه 9همگن

ی متغیور  تمرکز تنش را در صوفحه  [29] 4ی و دِریدِنمحمد[  22ای پرداختند ]دارای گشودگی دایره

ی ی صفحهسازمد ها برای دست آوردند  آنبه دومحورهای برای بارگذاری تابعی حاوی گشودگی دایره

بوه بررسوی    [24] 1محمدی و دِریودِن و جیانوگ  یی استفاده کردند  نماتابعخود در راستای شعاعی از 

ها نتایج خوود را بورای   ی ناهمگن شعاعی پرداختند  آندر صفحهای تمرکز تنش حو  گشودگی دایره

                                                 
5 Cannon 

2 Chen 

9 piece-wise homogeneous 

  layers 
4 Dryden 

1 Jiang 
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ی، مدو  یانگ و نسبت موردبررسی ی کششی و برش خالص ارائه دادند  در صفحهدومحورهی بارگذار

با استفاده از روش اجزای محدود بوه   [21] 2و پائولینو 5کیمکند  پواسون در راستای شعاعی تغییر می

-و بهانو 9کوبایر ای پرداختند ایزوتروپیک و ارتوتروپیک دارای گشودگی دایرهی ناهمگن، تحلیل صفحه

متغیر توابعی تحوت کشوش     1یهاپانلای به بررسی تمرکز تنش ناشی از گشودگی دایره [22] 4چاندرا

ها تغییرات خواص مواد را در دو مختصات کارتزین و قطبی بررسی نمودند  محوره را پرداختند  آنتک

ی متغیر توابعی در راسوتای شوعاعی تحوت     تمرکز تنش حو  گشودگی بیضوی در صفحه [21] 2اینَب

نتایج خود از روش المان محدود اسوتفاده کورد     آمدهدستبهبارگذاری دومحوره بررسی نمود  او برای 

 بهره برد  1افزار انسیساز نرم کار ینابرای 

ای مواد تابعی، فرض تابعی بودن توزیع موواد  گرفتن این مهم که در بسیاری از کاربرده در نظربا 

ی موازی تحقیقات بر روی صفحات شاخه روینازااست   ازیموردندر راستای ضخامت بسیار پرکاربرد و 

باشند نیز زمینه جدید تحقیقوات را در  می با توزیع تابعی مواد در راستای ضخامت که دارای گشودگی

و  4بَتورا   صورت گرفته است ایهزمینه با محوریت گشودگی دایردر این  تحقیقات بیشتر برگرفته است 

ای بوا  صوورت چندلایوه  تغییر تدریجی خواص مواد بوه  ی متغیر تابعی کهبه بررسی صفحه [24] 3جین

ی الیواف  ها برای این منظور از تغییرات خطی زاویوه شد  پرداختند  آنزوایای الیاف مختلف ممکن می

ی پایینی در ی است که صفحهاگونهبهها های آنستفاده کردند  تغییرات لایهها در جهت ضخامت الایه

                                                 
5 Kim 
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9 Kubair 

4 Bhanu-Chandar 
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ی به حل دقیق صفحه [23] 5پندرجه قرار دارد   31ی ی بالایی در زاویهی صفر درجه و صفحهزاویه

 9، هِیلیگرا2رامیرزای پرداخت  ی کامپوزیتی غیر ایزوتروپیک دارای گشودگی دایرهمتغیر تابعی چندلایه

ی الاستیک غیرایزوتروپیک متغیر تابعی بوا اسوتفاده از روش لایوه    تحلیل استاتیک صفحه [11]و پن 

ی با استفاده از روش المان محودود بوه بررسوی صوفحه     [15] 2و وِنی 1کروکرا انجام دادند  دلا 4مجزا

تئووری کلاسویک    بوا اسوتفاده از   [12] 3و پاساکارمورسی 4ریادپرداختند   1میدلین-متغیر تابعی رزینر

موواد   یینوه درزم شوده انجوام آخرین پژوهش ی متغیر تابعی ارائه کردند  حلی برای صفحه 51چندلایه

[، با در نظر گرفتن گشودگی دایروی و بیضوی در یک صوفحه بوا توزیوع    19] 52و شارما 55تابعی را داو

غیّور مخوتلط، پارامترهوایی    ی روش متریکوارگ بوه ها در این پوژوهش بوا    اند  آنمواد تابعی، انجام داده

 موورد مطالعوه  ، زاویه بارگذاری را در استخراج نتایج تنش و گشوتاور  موادهمچون توزیع توانی خواص 

  قراردادند

حاوی گشوودگی تحقیقواتی صوورت گرفتوه      متغیر تابعیتحلیل تنش صفحات  یینهدرزماگرچه 

ی چورخش  ارامترهوایی از قبیول زاویوه   پ زموان همجامع تأثیر  صورتبهها از آن یکیچهاست  ولی در 

 اشاره نشده است   یینماتابعبا استفاده از  بر توزیع تنش ی گشودگی( گشودگی و هندسهیریگجهت)

رسود  بنوابراین   ها لازم به نظر میاین پارامترها بر توزیع تنش، بررسی تأثیرات آن یتاهمبه دلیل 

هوای  ین پارامترها بر روی توزیوع تونش اطوراف گشوودگی    سعی بر این است تا تأثیر ا نامهیانپادر این 
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 یهندسوه ی چرخش گشوودگی و  قرار گیرد  زاویه مورد بررسی ی متغیر تابعیصفحهواقع در  بیضوی

  گیرندیمقرار  مورد بررسی نامهیانپاگشودگی پارامترهای تأثیرگذار بر توزیع تنش هستند که در این 

از بار خارجی است  ماده رفتار الاستیک خطی دارد بنابراین رفتار تنش گشودگی آزاد  نامهیانپادر این 

نهایوت  در مقابل ابعاد گشودگی بزرگ است )صوفحه بوی   موردبحتی کرنش خطی است و ابعاد صفحه

 شود (فرض می
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 مقدمه2-5
هوای  فرضشود   مگن ارائه میدر این فصل روابط به کار گرفته شده در تحلیل تنش صفحات ناه

 از : اندعبارتشده است،  قرارگرفته مدنظرنامه در این پایان شدهارائهکه در استخراج روابط  یهاول

 نهایت( در مقابل ابعاد صفحه کوچک است)صفحه بی ی گشودگیاندازه  5

 ماده دارای رفتار الاستیک خطی است   2

 است  قرارگرفته yو یا   xی کششی در جهت محورهصفحه تحت بار تک  9

 حاکم است  ی،موردبررسی تئوری کلاسیک صفحات چندلایه بر مسألهفرضیات 

 نگاشت همنوا 2-2
طور که اشاره شد، توزیع تنش در اطراف گشودگی دایروی در صفحات همسانگرد، ناهمسوانگرد،  همان

این بخش با تعریوف توابع    است  در قرارگرفته مورد بررسیی متقارن، نامتقارن و متغیر تابعی چندلایه

در این  مورداستفادهشود  تابع نگاشت نگاشت همنوا روشی برای مد  کردن گشودگی بیضوی ارائه می

 [:92شود]صورت زیر تعریف مینامه برای مواد ناهمسانگرد بهپایان

 𝜛𝑗 = 𝑋 + 𝑠𝑗𝑌   ( 𝑗 = 1,… ,4) (2-5) 

𝑠𝑗 شوند یل در بخش بعد معرفی میتفصبهی مشخصه هستند که های معادلهریشه 

صوورت زیور   بوه y و  xنگوارد   ای به شعاع واحد میاین نگاشت نقاط روی مرز گشودگی را به دایره

 شوند:تعریف می

𝑥 = 𝜆(cos𝛼)  

  𝑦 = 𝜆(𝑐sin𝛼) (2-2) 

𝜆 و هسوت ی گشوودگی  ی انودازه کننوده پارامتر تعیین 𝜆 (2-2)ی در رابطه = گرفتوه   در نظور  1

ی نسبت ابعاد گشودگی بوده و تنهوا  کنندهپارامتر کنتر  cی پیرامون گشودگی است  زاویه α  شودمی

شوود  توأثیر ایون    موی  𝑦ی یا فشردگی گشودگی در جهوت  و باعت کشیدگ تأثیرگذار است yدر جهت 
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 است  مشاهدهقابل 5-2شکل پارامتر در 

 

 ی گشودگیبر هندسه c:تأثیر پارامتر 5-2شکل 

 

شود  برای نقاط خارج ی واحد استفاده میط گشودگی بر مرز دایرهبرای نگاشت نقا (2-2)ی رابطه

 شود:صورت زیر تعریف میبه که شودیماستفاده  휁از مرز گشودگی از متغیّر مختلط 

 휁 = 𝜌𝑒𝑖𝛼 = 𝜌(𝑐𝑜𝑠𝛼 + 𝑖𝑠𝑖𝑛𝛼)  (2-9) 

5𝜌واحد  ای به شعاعبرای دایره  توان نوشت:است  از طرفی با استفاده از روابط اویلر می =

𝑒𝑖𝛼 = 𝑐𝑜𝑠(𝛼) + 𝑖 𝑠𝑖𝑛( 𝛼)  

  𝑒−𝑖𝛼 = 𝑐𝑜𝑠(𝛼) − 𝑖 𝑠𝑖𝑛(𝛼) (2-4) 

 شود:های زیر نتیجه میفرمو  (4-2)و  (9-2)با استفاده از روابط 

𝑐𝑜𝑠( 𝛼) =
1

2
(휁 +

1

휁
)  

-1.5

-1

-0.5

0

0.5

1

1.5

-1.5-1-0.500.511.5

y

x

c = 0.2

c = 0.5

c = 1

c = 1.5
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  𝑠𝑖𝑛(𝛼) =
−𝑖

2
(휁 −

1

휁
) (2-1) 

 صورت زیر بازنویسی کرد:را به y و  xتوان بنابراین می

𝑥 =
𝜆

2
(휁 +

1

휁
)  

  𝑦 =
𝜆𝑖

2
(−𝑐휁 +

𝑐

휁
) 

(2-2) 

 

 :شودچرخش گشودگی از انتقا  زیر استفاده می یبرای مد  کردن زاویه

[
𝑋
𝑌
] = [

𝑐𝑜𝑠 𝛽 𝑠𝑖𝑛 𝛽
− 𝑠𝑖𝑛 𝛽 𝑐𝑜𝑠 𝛽

] [
𝑥
𝑦] (2-1) 

 (1-2)ی در رابطوه  (2-2) هوای ی چرخش گشودگی است  با جایگوذاری رابطوه  زاویه βکه در آن 

 شود:نتیجه می

𝑋 =
𝜆

2
[(𝑐𝑜𝑠 𝛽 − 𝑖𝑐 𝑠𝑖𝑛 𝛽)휁 + (𝑐𝑜𝑠 𝛽 + 𝑖𝑐 𝑠𝑖𝑛 𝛽)

1

휁
] (2-4) 

𝑌 =
˗𝜆

2
[(𝑠𝑖𝑛 𝛽 + 𝑖𝑐 𝑐𝑜𝑠 𝛽)휁 − (𝑠𝑖𝑛 𝛽 − 𝑖𝑐 𝑐𝑜𝑠 𝛽)

1

휁
] 

(2-3) 

 

 شود:تابع نگاشت به فرم زیر تبدیل می (5-2)ی در رابطه Yو Xدرنهایت با جایگذاری 

𝜛𝑗 =
𝜆

2
(𝑎𝑗휁 +

𝑏𝑗

휁
)    (2-51) 

 برابرند با:  𝑏𝑗 و 𝑎𝑗که در آن 

𝑎𝑗 = 𝑐𝑜𝑠 𝛽 (1 − 𝑖𝑐𝑠𝑗) + 𝑠𝑖𝑛 𝛽 (−𝑖𝑐 − 𝑠𝑗)  

𝑏𝑗 = 𝑐𝑜𝑠 𝛽 (1 + 𝑖𝑐𝑠𝑗) + 𝑠𝑖𝑛 𝛽 (𝑖𝑐 − 𝑠𝑗) (2-55) 

است  چورخش گشوودگی در جهوت     شدهدادهی چرخش نشان نمایی از تأثیر زاویه 2-2شکل در 

 افتد های ساعت اتفاق میعقربه
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 ی چرخش گشودگینحوه :2-2شکل 

 دست آوردن معادلات حاکمروش حل و به  2-9
صورت ام بهkی ، برای لایهیافتهی تنش و کرنش در حالت دوبعدی توسط ماتریس سفتی کاهشرابطه

 [ 14] شودزیر تعریف می

[

𝜎𝑥
𝜎𝑦
𝜏𝑥𝑦

]

𝑘

= [

�̅�11  

�̅�12  

�̅�16  

  

�̅�12
�̅�22
 �̅�26

   

�̅�16
�̅�26
�̅�66

]

𝑘

[

휀𝑥
휀𝑦
𝛾𝑥𝑦
]

𝑘

 (2-52) 

پیوسوت  در  روابوط آن  یه بستگی دارد وهر لاگیری الیاف در و جهت به ثوابت مهندسی [�̅�𝑖𝑗] که

 آورده شده است الف 

 ( فرضیات زیر حاکم است:5CLPTدر تئوری کلاسیک صفحات چندلایه )

از  کمترچندلایه نازک است و در تحلیل آن فرض بر این است که نسبت ضخامت به طو   

 باشد  21یک به 

ی میانی بعد از تغییر شکل نیز مستقیم و عمود بر صفحه یخطوط مستقیم و عمود بر صفحه 

 شود مانند و سطح مقطع دچار اعوجاج نمیمیانی باقی می

 شوند تغییر طولی نمی گونهچیهی میانی دچار خطوط عمود بر صفحه 

                                                 
5  Composite laminated  plate theory 

y 

x 
 

β 
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 شوند:صورت زیر تعریف میها بهجاییدر این تئوری جابه

𝑢 = 𝑢0 − 𝑧
𝜕𝑤0
𝜕𝑥

  

𝑣 = 𝑣0 − 𝑧
𝜕𝑤0
𝜕𝑦

  

𝑤 = 𝑤0 (2-59) 

های جاییبرای جابهی میانی هستند  های صفحهجاییجابه 𝑤0و   𝑢0  ،𝑣0 (59-2)های در رابطه

 [ 14شوند ]صورت زیر تعریف میها بهکوچک کرنش

휀𝑥 = 
𝜕𝑢

𝜕𝑥
 ,                        휀𝑦 = 

𝜕𝑣

𝜕𝑦
  ,                           𝛾𝑥𝑦 =

𝜕𝑢

𝜕𝑦
+
𝜕𝑣

𝜕𝑥
 (2-54) 

 آیند:دست میصورت زیر بهها بهکرنش (54-2)در  (59-2)ی با جایگذاری رابطه

휀𝑥 =
𝜕𝑢0
𝜕𝑥

− 𝑧
𝜕2𝑤0
𝜕𝑥2

  

휀𝑦 =
𝜕𝑣0
𝜕𝑦

− 𝑧
𝜕2𝑤0
𝜕𝑥2

  

𝛾𝑥𝑦 =
𝜕𝑢0
𝜕𝑦

+ 
𝜕𝑣0
𝜕𝑥

− 2𝑧
𝜕2𝑤0
𝜕𝑥𝜕𝑦

 (2-51) 

 یا

[

휀𝑥
휀𝑦
𝛾𝑥𝑦
] =  [

휀0𝑥
휀0𝑦

𝛾0
𝑥𝑦

] +  𝑧 [

𝑘𝑥
𝑘𝑦
𝑘𝑥𝑦

] (2-52) 

[

휀0𝑥
휀0𝑦

𝛾
0

𝑥𝑦

] =  

[
 
 
 
 
𝜕𝑢0

𝜕𝑥
𝜕𝑣0

𝜕𝑦

𝜕𝑢0

𝜕𝑦
+
𝜕𝑣0

𝜕𝑥 ]
 
 
 
 

,   [

𝑘𝑥
𝑘𝑦
𝑘𝑥𝑦

] = −

[
 
 
 
 
𝜕2𝑤0

𝜕𝑥2

𝜕2𝑤0

𝜕𝑦2

2
𝜕2𝑤0

𝜕𝑥𝜕𝑦]
 
 
 
 

 (2-51) 

 آید:دست میام بهkی تنش در لایه (52-2)ی در رابطه (51-2)و  (52-2)با قرار دادن روابط 

[

𝜎𝑥
𝜎𝑦
𝜏𝑥𝑦

]

𝑘

= [

�̅�11    �̅�12  �̅�16
�̅�12    �̅�22  �̅�26
�̅�16    �̅�26  �̅�66

]

𝑘

[{

휀0𝑥
휀0𝑦

𝛾0
𝑥𝑦

} + 𝑧 {

𝑘𝑥
𝑘𝑦
𝑘𝑥𝑦

}] (2-54) 

یوه در طوو    هور لا یری از تنش در گانتگرا بر صفحه با  واردشدهی نیرو و لنگری تنش هامنتجه
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 [:14است] محاسبهقابلضخامت چندلایه، 

[

𝑁𝑥
𝑁𝑦
𝑁𝑥𝑦

] =  ∫ [

𝜎𝑥
𝜎𝑦
𝜏𝑥𝑦

]

𝐻
2⁄

−𝐻 2⁄

𝑑𝑧 =∑∫ [

𝜎𝑥
𝜎𝑦
𝜏𝑥𝑦

]

𝑘
𝑧𝑛

𝑧𝑘+1

𝑁

𝑘=1

𝑑𝑧 (2-53) 

[

𝑀𝑥

𝑀𝑦

𝑀𝑥𝑦

] =  ∫ [

𝜎𝑥
𝜎𝑦
𝜏𝑥𝑦

]

𝐻
2⁄

−𝐻 2⁄

𝑧𝑑𝑧 = ∑∫ [

𝜎𝑥
𝜎𝑦
𝜏𝑥𝑦

]

𝑘
𝑧𝑘

𝑧𝑘−1

𝑁

𝑘=1

𝑧𝑑𝑧 (2-21) 

دهود  در  های نیرو و لنگری تنش در یوک لایوه را نشوان موی    نمایشی از توزیع منتجه 9-2شکل 

ی میانی را ام از صفحهk-1ی ام و لایهkی  ی لایهبه ترتیب فاصله 𝑧𝑘−1و  𝑧𝑘 (21-2)و  (53-2)روابط 

اسوت    گرفتوه شوده   ظور در ن 𝑡𝑘ها یکسان و برابور  ی لایه(  ضخامت همه4-2شکل کنند )مشخص می

 است: محاسبهقابلصورت زیر لایه به Nاست و برای یک  Hضخامت کل چندلایه برابر 

𝐻 = 𝑁 × 𝑡𝑘 (2-25)  

 
 [14در یک لایه ] های نیرو و لنگری تنشتجهمنتوزیع  9-2شکل 

 
 های آنگذارنامی ها و نحوهنمایشی از چیدمان لایه 4-2شکل 

 

 

K 

 ی میانیصفحه

NZ 

kZ 

H 

K 

N 

1 

2 

3 

K-1 
1-kZ 

k
t 

 

   

 

Mx Mxy 

Myx 
My 

Nx 

Ny 

Nxy 

Nyx 

x 

y 

z 
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های نیرو و لنگوری تونش بوا    ماتریس منتجه  (21-2)و  (53-2)، (54-2)های با استفاده از رابطه

 شوند:یافته، به ماتریس کرنش مرتبط میماتریس سفتی کاهش

[

𝑁𝑥
𝑁𝑦
𝑁𝑥𝑦

] = ∑ [

�̅�11    �̅�12  �̅�16
�̅�12    �̅�22  �̅�26
�̅�16    �̅�26  �̅�66

]

𝑘

[∫ [

휀𝑥
휀𝑦
𝛾𝑥𝑦
]

𝑧𝑘

𝑧𝑘−1

𝑑𝑧 + ∫ [

𝑘𝑥
𝑘𝑦
𝑘𝑥𝑦

] 𝑧
𝑍𝑘

𝑧𝑘+1

𝑑𝑧]

𝑁

𝑘=1

 (2-22) 

[

𝑀𝑥

𝑀𝑦

𝑀𝑥𝑦

] = ∑[

�̅�11    �̅�12  �̅�16
�̅�12    �̅�22  �̅�26
�̅�16    �̅�26  �̅�66

]

𝑘
𝑁

𝑘=1

[∫ [

휀𝑥
휀𝑦
𝛾𝑥𝑦
]

𝑧𝑘

𝑧𝑘−1

𝑧𝑑𝑧 + ∫ [

𝑘𝑥
𝑘𝑦
𝑘𝑥𝑦

] 𝑧2
𝑍𝑘

𝑧𝑘+1

𝑑𝑧] (2-29) 

آیند  علاوه بور ایون،   ثابت از انتگرا  بیرون می عنوانبهجنس ماده بستگی دارند و  به [�̅�]مقادیر 

휀𝑥که ییازآنجا
0 ،휀𝑦

0 ،𝛾𝑥𝑦
0 ، 𝑘𝑥 ، ky  و 𝑘𝑥𝑦 از   مسوتقلz   صوورت زیور   تووان روابوط را بوه   هسوتند، موی

 بازنویسی کرد:

[

𝑁𝑥
𝑁𝑦
𝑁𝑥𝑦

] = [

𝐴11    𝐴12  𝐴16
𝐴12    𝐴22  𝐴26
𝐴16    𝐴26  𝐴66

] [

휀0𝑥
휀0𝑦

𝛾0
𝑥𝑦

] + [
𝐵11    𝐵12  𝐵16
𝐵12    𝐵22  𝐵26
𝐵16    𝐵26  𝐵66

] [

𝑘𝑥
𝑘𝑦
𝑘𝑥𝑦

] (2-24) 

[

𝑀𝑥

𝑀𝑦

𝑀𝑥𝑦

] = [
𝐵11    𝐵12  𝐵16
𝐵12    𝐵22  𝐵26
𝐵16    𝐵26  𝐵66

] [

휀0𝑥
휀0𝑦

𝛾0
𝑥𝑦

] + [
𝐷11    𝐷12  𝐷16
𝐷12    𝐷22  𝐷26
𝐷16    𝐷26  𝐷66

] [

𝑘𝑥
𝑘𝑦
𝑘𝑥𝑦

] (2-21) 

مواتریس  بین کشوش و خموش و    ینگکوپل 𝐵𝑖𝑗 ماتریس  ،کششیسفتی  𝐴𝑖𝑗، ماتریس که در آن 

 𝐷𝑖𝑗شوند:صورت زیر بیان میو بهبوده خمشی  فتیس 

𝐴𝑖𝑗 =∑[�̅�𝑖𝑗  ]
𝑘
(𝑧𝑘 − 𝑧𝑘−1) 

𝑁

𝑘=1

  

𝐵𝑖𝑗 =
1

2
∑[�̅�𝑖𝑗  ]

𝑘
(𝑧𝑘
2 − 𝑧𝑘−1

2 )

𝑁

𝑘=1

  

𝐷𝑖𝑗 =
1

3
∑[�̅�𝑖𝑗  ]

𝑘
(𝑧𝑘
3 − 𝑧𝑘−1

3 )

𝑁

𝑘=1

 (2-22) 

آن نقطوه در امتوداد    zمدو  یانگ، مدو  برش و ضریب پواسون در هر نقطه بسوته بوه موقعیوت    

 آیند می دستبه، زیری ی توانی رابطهضخامت بر اساس معادله
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𝐸(𝑧) = 𝐸0𝑒
𝜂(
1
2
+
𝑧
𝐻
)
 (2-21)  

اسوت،   قرارگرفتوه است که در مرکز صفحه و صوفحه میوانی    X-Yی فاصله از صفحه zکه در آن 

𝐸(𝑧) ی خواص  مواد در فاصلهz ،𝐸0    2خواص مواد در/H-z=   که برابر است بوا𝑃𝑡  ،η = ln
𝑃𝑏

𝑃𝑡
 ،H 

خاصویت موادّه در    𝑃𝑏ی متغیّور توابعی،   بوالایی صوفحه   یخاصیت موادّه در صوفحه   𝑃𝑡ضخامت کلی، 

 کهیطوربه ی مسأله است نمایشی از هندسه 1-2شکل   هستی متغیّر تابعی ی پایینی صفحهصفحه

درجوه   0ی ی پایینی در زاویهو لایه 90ی ی بالایی در زاویهاست که لایه یاگونهبهها گیری لایهجهت

  هست

 

 ی متغیر تابعی: نمایشی از صفحه1-2شکل 

ی هوا از صوفحه  ی آنمواد بور اسواس فاصوله    5خواص خارج محوری (21-2)یبا استفاده از رابطه

ی رابطوه  بور اسواس  تودریج و  هوای متووالی بوه   که خواص مواد در لایهرای اینآید  بدست میمیانی به

لایوه ارتوتروپیوک در حالوت    روابط مربوط به تک بر اساسها گیری لایهتغییر کند، باید جهت (2-21)

 [ 11]آید می دستی زیر بهاز رابطه (θها )گیری لایهرو جهتازاینخارج محوری مشخص شود  

                                                 
5 Off Axis 

 

θ 
x 

5 

9،Z 
2 y 

 𝑃𝑡خواص مواد در بالا 

 𝑃𝑏خواص مواد در پایین 

 Hضخامت 
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𝐸𝑥 =
𝐸1

[𝑚4 +𝑚2𝑛2 (−2𝑣12 +
𝐸1
𝐺12

) + 𝑛4
𝐸1
𝐸2
]
 

𝐸𝑦 =
𝐸1

[𝑛4 +𝑚2𝑛2 (−2𝑣12 +
𝐸1
𝐺12

) + 𝑚4 𝐸1
𝐸2
]
 

𝑣𝑥𝑦 =
−[𝑚2𝑛2 (1 +

𝐸1
𝐸2
−
𝐸1
𝐺12

) − (𝑛4 +𝑚4)𝑣12]

[𝑚4 +𝑚2𝑛2 (−2𝑣12 +
𝐸1
𝐺12

) + 𝑛4
𝐸1
𝐸2
]

 

𝐺𝑥𝑦 =
𝐸1

[4𝑛2𝑚2 (1 + 2𝑣12 +
𝐸1
𝐸2
) + (𝑛2 −𝑚2)2

𝐸1
𝐺12

]
 

 

 

 

 

 

 

 

 

(2-24)  

cosیب به ترت nو  m، (24-2)ی که در رابطه 𝜃  وsin 𝜃   دسوت آوردن  هستند  بوا بوهθ   مواتریس

 است  محاسبهقابلسفتی 

,𝑈(𝑥گرفتن  در نظربا  𝑦) ند آیدست میبه (23-2)ی ی تنش از رابطهتابع تنش، منتجه عنوانبه 

𝑁𝑥 =
𝜕2𝑈

𝜕𝑦2
 , 𝑁𝑦 =

𝜕2𝑈

𝜕𝑥2
 , 𝑁𝑥𝑦 = −

𝜕2𝑈

𝜕𝑥𝜕𝑥
 (2-23)  

 کنند که معادلات تعاد  و سازگاری را ارضا می  

𝑁ی تنش منتجه = [𝑁𝑥 𝑁𝑦 𝑁𝑥𝑦]𝑇  و𝑀 = [𝑀𝑥 𝑀𝑦 𝑀𝑥𝑦]𝑇 ی متغیّر تابعی در صفحه

휀0ی میانی توانند با استفاده از قانون کلی هوک به کرنش صفحهمی = [휀𝑥
0 휀𝑦

0 𝛾𝑥𝑦
0 ]𝑇   و انحنوای

𝑘 = [𝑘𝑥 𝑘𝑦 𝑘𝑥𝑦]𝑇  و  (24-2)  )بازنویسوی روابوط   ربوط داده شووند    (91-2)یصوورت رابطوه  بوه

(2-21)) 

{
  
 

  
 
𝑁𝑥
𝑁𝑦
𝑁𝑥𝑦
𝑀𝑥

𝑀𝑦

𝑀𝑥𝑦}
  
 

  
 

=

[
 
 
 
 
 
 
𝐴11 𝐴12 𝐴16 𝐵11 𝐵12 𝐵16
𝐴12 𝐴22 𝐴26 𝐵12 𝐵22 𝐵26
𝐴16 𝐴26 𝐴66 𝐵16 𝐵26 𝐵66
𝐵11 𝐵12 𝐵16 𝐷11 𝐷12 𝐷16
𝐵12 𝐵22 𝐵26 𝐷12 𝐷22 𝐷26
𝐵16 𝐵26 𝐵66 𝐷16 𝐷26 𝐷66]

 
 
 
 
 
 

{
  
 

  
 
휀𝑥
0

휀𝑦
0

𝛾𝑥𝑦
0

𝑘𝑥
𝑘𝑦
𝑘𝑥𝑦}

  
 

  
 

 

 

 

 

 

(2-91)  
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بین کشش کوپلینگ های کشش، به ترتیب ماتریس 3×3[𝐷𝑖𝑗]و  3×3  ،[𝐵𝑖𝑗]3×3[𝐴𝑖𝑗]که در آن 

 آیند دست میبه (22-2)ی که از رابطه و خمش و خمش هستند

 آیند دست میکه انحناها از روابط زیر به

𝑘𝑥 = −
𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
 , 𝑘𝑦 = −

𝜕2𝑤

𝜕𝑦2
 , 𝑘𝑥𝑦 = −2

𝜕2𝑤

𝜕𝑥𝜕𝑥
 (2-95)  

هوای  لنگوری تونش    منتجوه ی میوانی و  صفحه هایهوک کرنش قانون کلی دروارونگی اعما  با 

  خواهند بود (92-2)ی رابطه مطابق

{
  
 

  
 
휀𝑥
0

휀𝑦
0

𝛾𝑥𝑦
0

𝑀𝑥

𝑀𝑦

𝑀𝑥𝑦}
  
 

  
 

=

[
 
 
 
 
 
 

𝐴11
∗ 𝐴12

∗ 𝐴16
∗ 𝐵11

∗ 𝐵12
∗ 𝐵16

∗

𝐴12
∗ 𝐴22

∗ 𝐴26
∗ 𝐵21

∗ 𝐵22
∗ 𝐵26

∗

𝐴16
∗ 𝐴26

∗ 𝐴66
∗ 𝐵61

∗ 𝐵62
∗ 𝐵66

∗

−𝐵11
∗ −𝐵21

∗ −𝐵61
∗ 𝐷11

∗ 𝐷12
∗ 𝐷16

∗

−𝐵12
∗ −𝐵22

∗ −𝐵62
∗ 𝐷12

∗ 𝐷22
∗ 𝐷26

∗

−𝐵16
∗ −𝐵26

∗ −𝐵66
∗ 𝐷16

∗ 𝐷26
∗ 𝐷66

∗ ]
 
 
 
 
 
 

{
  
 

  
 
𝑁𝑥
𝑁𝑦
𝑁𝑥𝑦
𝑘𝑥
𝑘𝑦
𝑘𝑥𝑦}

  
 

  
 

 

 

 

 

 

(2-92)  

 :در آن که

[𝐴𝑖𝑗
∗ ]3×3 = [𝐴𝑖𝑗]3×3

−1  

[𝐵𝑖𝑗
∗ ]3×3 = −[𝐴𝑖𝑗]3×3

−1
[𝐵𝑖𝑗]3×3 

[𝐷𝑖𝑗
∗ ] = [𝐷𝑖𝑗]3×3 − [𝐵𝑖𝑗]3×3[𝐴𝑖𝑗]3×3

−1 [𝐵𝑖𝑗]3×3 

 

 

 

(2-99)  

ی گوذاری در رابطوه  و جوای  (95-2)ی حنوای رابطوه  و ان (23-2)ی های رابطوه با استفاده از تنش

 آید دست میبه لنگر تنش ی میانی و های صفحهبرای کرنش (91-2)و  (94-2)، روابط (2-92)

휀𝑥
0 = 𝐴11

∗
𝜕2𝑈

𝜕𝑦2
+ 𝐴12

∗
𝜕2𝑈

𝜕𝑥2
− 𝐴16

∗
𝜕2𝑈

𝜕𝑥𝜕𝑦
− 𝐵11

∗
𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
− 𝐵12

∗
𝜕2𝑤

𝜕𝑦2
− 2𝐵16

∗
𝜕2𝑤

𝜕𝑥𝜕𝑦
 

휀𝑥𝑦
0 = 𝐴12

∗
𝜕2𝑈

𝜕𝑦2
+ 𝐴22

∗
𝜕2𝑈

𝜕𝑥2
− 𝐴26

∗
𝜕2𝑈

𝜕𝑥𝜕𝑦
− 𝐵21

∗
𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
− 𝐵22

∗
𝜕2𝑤

𝜕𝑦2
− 2𝐵26

∗
𝜕2𝑤

𝜕𝑥𝜕𝑦
 

𝛾𝑥𝑦
0 = 𝐴16

∗
𝜕2𝑈

𝜕𝑦2
+ 𝐴26

∗
𝜕2𝑈

𝜕𝑥2
− 𝐴66

∗
𝜕2𝑈

𝜕𝑥𝜕𝑦
− 𝐵61

∗
𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
− 𝐵62

∗
𝜕2𝑤

𝜕𝑦2
− 2𝐵66

∗
𝜕2𝑤

𝜕𝑥𝜕𝑦
 

 

 

 

 

(2-94)  
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𝑀𝑥 = −𝐵11
∗
𝜕2𝑈

𝜕𝑦2
− 𝐵12

∗
𝜕2𝑈

𝜕𝑥2
+ 𝐵16

∗
𝜕2𝑈

𝜕𝑥𝜕𝑦
− 𝐷11

∗
𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
− 𝐷12

∗
𝜕2𝑤

𝜕𝑦2
− 2𝐷16

∗
𝜕2𝑤

𝜕𝑥𝜕𝑦
 

𝑀𝑦 = −𝐵21
∗
𝜕2𝑈

𝜕𝑦2
− 𝐵22

∗
𝜕2𝑈

𝜕𝑥2
+ 𝐵26

∗
𝜕2𝑈

𝜕𝑥𝜕𝑦
− 𝐷12

∗
𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
− 𝐷22

∗
𝜕2𝑤

𝜕𝑦2
− 2𝐷26

∗
𝜕2𝑤

𝜕𝑥𝜕𝑦
 

𝑀𝑥𝑦 = −𝐵61
∗
𝜕2𝑈

𝜕𝑦2
− 𝐵62

∗
𝜕2𝑈

𝜕𝑥2
+ 𝐵66

∗
𝜕2𝑈

𝜕𝑥𝜕𝑦
− 𝐷16

∗
𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
− 𝐷26

∗
𝜕2𝑤

𝜕𝑦2
− 2𝐷66

∗
𝜕2𝑤

𝜕𝑥𝜕𝑦
 

 

 

 

 

(2-91)  

صورت روابط یب، بهبه ترتی ی حل تحلیلیاز برای ادامهموردنی سازگاری ی تعاد  و معادلهمعادله

 [ 11شوند ]تعریف می (91-2)و  (2-92)

𝜕2𝑀𝑥

𝜕𝑥2
+
𝜕2𝑀𝑦

𝜕𝑦2
 + 2

𝜕2𝑀𝑥𝑦

𝜕𝑥𝜕𝑥
= 0 (2-92)  

𝜕2휀𝑥
0

𝜕𝑦2
+
𝜕2휀𝑦

0

𝜕𝑥2
=
𝜕2𝛾𝑥𝑦

0

𝜕𝑥𝜕𝑥
 (2-91)  

 شود نتیجه می (94-2)ی معادله (91-2)ی سازگاری در معادله (94-2)با قرار دادن روابط 

𝐴11
∗
𝜕4𝑈

𝜕𝑦4
+ 𝐴12

∗
𝜕4𝑈

𝜕𝑥2𝜕𝑦2
− 𝐴16

∗
𝜕4𝑈

𝜕𝑥𝜕𝑦3
− 𝐵11

∗
𝜕4𝑤

𝜕𝑥2𝜕𝑦2
− 𝐵12

∗
𝜕4𝑤

𝜕𝑦4

− 2𝐵16
∗

𝜕4𝑤

𝜕𝑥𝜕𝑦3
+ 𝐴12

∗
𝜕4𝑈

𝜕𝑥2𝜕𝑦2
+ 𝐴22

∗
𝜕4𝑈

𝜕𝑥4
− 𝐴26

∗
𝜕4𝑈

𝜕𝑥3𝜕𝑦

− 𝐵21
∗
𝜕4𝑤

𝜕𝑥4
− 𝐵22

∗
𝜕4𝑤

𝜕𝑥2𝜕𝑦2
− 2𝐵26

∗
𝜕4𝑤

𝜕𝑥3𝜕𝑦
− 𝐴16

∗
𝜕4𝑈

𝜕𝑥𝜕𝑦3

− 𝐴26
∗

𝜕4𝑈

𝜕𝑥3𝜕𝑦
+ 𝐴66

∗
𝜕4𝑈

𝜕𝑥2𝜕𝑦2
+ 𝐵61

∗
𝜕4𝑤

𝜕𝑥3𝜕𝑦
+ 𝐵62

∗
𝜕4𝑤

𝜕𝑥𝜕𝑦3

+ 2𝐵66
∗

𝜕4𝑤

𝜕𝑥2𝜕𝑦2
= 0 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

(2-94)  

 ی معادله w  و Uبر اساس  (94-2)ی با مرتب کردن رابطه
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 آید دست میبه (2-93)

[𝐴11
∗ 𝜕

4

𝜕𝑦4
− 2𝐴16

∗ 𝜕
4

𝜕𝑥𝜕𝑦3
+ (2𝐴12

∗ +𝐴66
∗ )

𝜕
4

𝜕𝑥2𝜕𝑦2
− 2𝐴26

∗ 𝜕
4

𝜕𝑥3𝜕𝑦
+ 𝐴22

∗ 𝜕
4

𝜕𝑥4
]𝑈

− [𝐵12
∗ 𝜕

4

𝜕𝑦4
+ (2𝐵16

∗ −𝐵62
∗
)
𝜕
4

𝜕𝑥𝜕𝑦3

+ (𝐵11
∗ +𝐵22

∗ −2𝐵66
∗
)

𝜕
4

𝜕𝑥2𝜕𝑦2
+ (2𝐵26

∗ −𝐵61
∗
)
𝜕
4

𝜕𝑥3𝜕𝑦

+𝐵21
∗ 𝜕

4

𝜕𝑥4
]𝑤 = 0 

 

 

 

 

 

 

(2-93)  

 شود نتیجه می (41-2)ی معادله (92-2) تعاد ی در معادله (91-2)با قرار دادن روابط 

−𝐵11
∗

𝜕4𝑈

𝜕𝑥2𝜕𝑦2
− 𝐵12

∗
𝜕4𝑈

𝜕𝑥4
+ 𝐵16

∗
𝜕4𝑈

𝜕𝑥3𝜕𝑦
− 𝐷11

∗
𝜕4𝑤

𝜕𝑥4
− 𝐷12

∗
𝜕4𝑤

𝜕𝑥2𝜕𝑦2

− 2𝐷16
∗

𝜕4𝑤

𝜕𝑥3𝜕𝑦
− 𝐵21

∗
𝜕4𝑈

𝜕𝑦4
− 𝐵22

∗
𝜕4𝑈

𝜕𝑥2𝜕𝑦2
+ 𝐵26

∗
𝜕4𝑈

𝜕𝑥𝜕𝑦3

− 𝐷12
∗

𝜕4𝑤

𝜕𝑥2𝜕𝑦2
− 𝐷22

∗
𝜕4𝑤

𝜕𝑦4
− 2𝐷26

∗
𝜕4𝑤

𝜕𝑥𝜕𝑦3
− 2𝐵61

∗
𝜕4𝑈

𝜕𝑥𝜕𝑦3

− 2𝐵62
∗

𝜕4𝑈

𝜕𝑥3𝜕𝑦
+ 2𝐵66

∗
𝜕4𝑈

𝜕𝑥2𝜕𝑦2
− 2𝐷16

∗
𝜕4𝑤

𝜕𝑥3𝜕𝑦
− 2𝐷26

∗
𝜕4𝑤

𝜕𝑥𝜕𝑦3

− 4𝐷66
∗

𝜕4𝑤

𝜕𝑥2𝜕𝑦2
= 0 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

(2-41)  

 آید دست میبه (45-2)ی معادله w  و Uبر اساس  (41-2)ی با مرتب کردن رابطه

[𝐵12
∗ 𝜕

4

𝜕𝑦4
+ (2𝐵16

∗ −𝐵62
∗
)
𝜕
4

𝜕𝑥𝜕𝑦3
+ (𝐵11

∗ +𝐵22
∗ −2𝐵66

∗
)

𝜕
4

𝜕𝑥2𝜕𝑦2

+ (2𝐵26
∗ −𝐵61

∗
)
𝜕
4

𝜕𝑥3𝜕𝑦
+𝐵21

∗ 𝜕
4

𝜕𝑥4
] 𝑈

+ [𝐷12
∗ 𝜕

4

𝜕𝑦4
+4𝐷26

∗ 𝜕
4

𝜕𝑥𝜕𝑦3
+2(𝐷12

∗ +2𝐷66
∗
)

𝜕
4

𝜕𝑥2𝜕𝑦2

+4𝐷16
∗ 𝜕

4

𝜕𝑥3𝜕𝑦
+𝐷11

∗ 𝜕
4

𝜕𝑥4
]𝑤 = 0 

 

 

 

 

 

 

(2-45)  

 بازنویسی کرد  (42-2)ی صورت رابطهتوان بهرا می (45-2)و  (93-2)روابط 
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𝐹𝐴∗𝑈 − 𝐹𝐵∗𝑤 = 0 

𝐹𝐵∗𝑈 + 𝐹𝐷∗𝑤 =0 
(2-42)  

 که در آن:

𝐹𝐴∗ = 𝐴11
∗
𝜕4

𝜕𝑦4
− 2𝐴16

∗
𝜕4

𝜕𝑥𝜕𝑦3
+ (2𝐴12

∗ + 𝐴66
∗ )

𝜕4

𝜕𝑥2𝜕𝑦2
− 2𝐴26

∗
𝜕4

𝜕𝑥3𝜕𝑦

+ 𝐴22
∗
𝜕4

𝜕𝑥4
 , 

𝐹𝐵∗ = 𝐵12
∗
𝜕4

𝜕𝑦4
+ (2𝐵16

∗ − 𝐵62
∗ )

𝜕4

𝜕𝑥𝜕𝑦3
+ (𝐵11

∗ + 𝐵22
∗ − 2𝐵66

∗ )
𝜕4

𝜕𝑥2𝜕𝑦2

+ (2𝐵26
∗ − 𝐵61

∗ )
𝜕4

𝜕𝑥3𝜕𝑦
+ 𝐵21

∗
𝜕4

𝜕𝑥4
 

𝐹𝐷∗ = 𝐷22
∗
𝜕4

𝜕𝑦4
+ 4𝐷26

∗
𝜕4

𝜕𝑥𝜕𝑦3
+ 2(𝐷12

∗ + 2𝐷66
∗ )

𝜕4

𝜕𝑥2𝜕𝑦2
+ 4𝐷16

∗
𝜕4

𝜕𝑥3𝜕𝑦

+ 𝐷11
∗
𝜕4

𝜕𝑥4
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

(2-49)  

 شود حاصل می wو  U برحسب (41-2)یا  (44-2)های ، معادله(42-2)با حل معادلات 

(𝐹𝐴∗𝐹𝐷∗ + 𝐹𝐵∗𝐹𝐵∗)𝑈 = 0 

 یا

(𝐹𝐴∗𝐹𝐷∗ + 𝐹𝐵∗𝐹𝐵∗)𝑤 = 0 

  (2-44)  

 

   (2-41) 

خواهود داشوت کوه در آن،     𝑈(𝜛)صورت به 𝜛 برحسبجوابی  (41-2)یا  (44-2)ی حل معادله

𝜛 = 𝑥 + 𝑠𝑗𝑦  و  استمتغیّر مختلط𝑠𝑗  تابعی از خواص مکوانیکی صوفحه اسوت      همسانگرد ریغثابت

  شودبازنویسی می (42-2)ی صورت رابطهجواب کلی به ،(41-2)ی با در نظر گرفتن معادله روینازا

(𝑓𝐴∗(𝑠)𝑓𝐷∗(𝑠) + 𝑓𝐵∗
2 (𝑠))

𝜕8𝑈

𝜕𝜛8
= 0 (2-42)  

 که در آن:
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𝑓𝐴∗(𝑠) = 𝐴11
∗ 𝑠4 − 2𝐴16

∗ 𝑠3 + (2𝐴12
∗ + 𝐴66

∗ )𝑠2 − 2𝐴26
∗ 𝑠 + 𝐴22 ,

∗  

𝑓𝐵∗(𝑠) = 𝐵12
∗ 𝑠4 + (2𝐵16

∗ − 𝐵62
∗ )𝑠3 + (𝐵11

∗ + 𝐵22
∗ − 2𝐵66

∗ )𝑠2 + (2𝐵26
∗

− 𝐵61
∗ )𝑠 + 𝐵21

∗  

𝑓𝐷∗(𝑠) = 𝐷22
∗ 𝑠4 + 4𝐷26

∗ 𝑠3 + 2(𝐷12
∗ + 2𝐷66

∗ )𝑠2 + 2𝐷16
∗ 𝑠 + 𝐷11

∗  

 

 

 

 

(2-41)  

 واهد بود:خ (44-2)ی صورت رابطهبه wو  Uی بین ، رابطه(42-2)ی طبق معادله

𝑤

𝑈
=
𝑓𝐴∗

𝑓𝐵∗
 (2-44)  

 آید دست میبه (43-2)ی ، رابطه(42-2)ی ی داخل پرانتز رابطهبا صفر قرار دادن جمله

𝑓𝐴∗(𝑠)𝑓𝐷∗(𝑠) + 𝑓𝐵∗
2 (𝑠) = 0 (2-43)  

𝑠�̅�   (𝑗و  𝑠𝑗 صورتبه همسانگرد ریغ، هشت ثابت (43-2)ی معادله لحبا  = دسوت  بوه  (1,2,3,4

 آید می

𝜇گرفتن  در نظربا 
𝑗
(𝑠𝑗) =

𝑓𝐴∗

𝑓𝐵∗
-بازنویسی موی  (11-2)ی به شکل معادله wو  Uی بین ، رابطه 

 شود 

∑𝑤𝑗(𝜛𝑗) =

4

𝑗=1

∑𝜇𝑗(𝑠𝑗)𝑈𝑗(𝜛𝑗)

4

𝑗=1

 (2-11)  

 :(15-2)ی با تعریف تابع رابطه

𝜑𝑗 =
𝑑𝑈𝑗(𝜛𝑗)

𝑑𝜛𝑗
 (2-15)  

 صورت روابط توان بهی تنش را میی میانی و منتجهانحنای صفحه

 

 

 

 

 و  (2-12)
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 نوشت: (2-19)

𝑘𝑥 = −2𝑅𝑒∑𝜇𝑗(𝑠𝑗)

4

𝑗=1

�́�𝑗(𝜛𝑗) 

𝑘𝑦 = −2𝑅𝑒∑𝜇𝑗(𝑠𝑗)𝑠𝑗
2

4

𝑗=1

�́�𝑗(𝜛𝑗) 

𝑘𝑥𝑦 = −4𝑅𝑒∑𝜇𝑗(𝑠𝑗)𝑠𝑗

4

𝑗=1

�́�𝑗(𝜛𝑗) 

 

 

 

 

 

(2-12)  

 و

𝑁𝑥 = 2𝑅𝑒∑𝑠𝑗
2

4

𝑗=1

�́�𝑗(𝜛𝑗) 

𝑁𝑦 = 2𝑅𝑒∑�́�𝑗(𝜛𝑗)

4

𝑗=1

 

𝑁𝑥𝑦 = −2𝑅𝑒∑𝑠𝑗

4

𝑗=1

�́�𝑗(𝜛𝑗) 

 

 

 

 

 

(2-19)  

و  (14-2)ی هوا صوورت رابطوه  بوه  لنگر تونش  ی میانی و کرنش صفحه �́�حا  با استفاده از تابع 

 خواهند بود  (2-11)

휀𝑥
0 = 2𝑅𝑒∑𝑒1𝑗(𝑠𝑗)

4

𝑗=1

�́�𝑗(𝜛𝑗) 

휀𝑦
0 = 2𝑅𝑒∑𝑒2𝑗(𝑠𝑗)

4

𝑗=1

�́�𝑗(𝜛𝑗) 

𝛾𝑥𝑦
0 = 2𝑅𝑒∑𝑒3𝑗(𝑠𝑗)

4

𝑗=1

�́�𝑗(𝜛𝑗) 

 

 

 

 

 

(2-14)  
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𝑀𝑥 = 2𝑅𝑒∑𝑓1𝑗(𝑠𝑗)

4

𝑗=1

�́�𝑗(𝜛𝑗) 

𝑀𝑦 = 2𝑅𝑒∑𝑓2𝑗(𝑠𝑗)

4

𝑗=1

�́�𝑗(𝜛𝑗) 

𝑀𝑥𝑦 = 2𝑅𝑒∑𝑓3𝑗(𝑠𝑗)

4

𝑗=1

�́�𝑗(𝜛𝑗) 

 

 

 

 

 

(2-11)  

از  𝑓3𝑗و  𝑒1𝑗 ،𝑒2𝑗 ،𝑒3𝑗 ،𝑓1𝑗 ،𝑓2𝑗، (91-2)ی در معادله (11-2)تا  (12-2)گذاری معادلات با جای

 آیند دست میبه (12-2)ی طریق رابطه

{
 
 

 
 
𝑒1𝑗
𝑒2𝑗
𝑒3𝑗
𝑓1𝑗
𝑓2𝑗
𝑓3𝑗}
 
 

 
 

=

[
 
 
 
 
 
 

𝐴11
∗ 𝐴12

∗ 𝐴16
∗ 𝐵11

∗ 𝐵12
∗ 𝐵16

∗

𝐴12
∗ 𝐴22

∗ 𝐴26
∗ 𝐵21

∗ 𝐵22
∗ 𝐵26

∗

𝐴16
∗ 𝐴26

∗ 𝐴66
∗ 𝐵61

∗ 𝐵62
∗ 𝐵66

∗

−𝐵11
∗ −𝐵21

∗ −𝐵61
∗ 𝐷11

∗ 𝐷12
∗ 𝐷16

∗

−𝐵12
∗ −𝐵22

∗ −𝐵62
∗ 𝐷12

∗ 𝐷22
∗ 𝐷26

∗

−𝐵16
∗ −𝐵26

∗ −𝐵66
∗ 𝐷16

∗ 𝐷26
∗ 𝐷66

∗ ]
 
 
 
 
 
 

{
  
 

  
 

𝑠𝑗
2

1
−𝑠𝑗

−𝜇𝑗(𝑠𝑗)

−𝜇𝑗(𝑠𝑗)𝑠𝑗
2

−2𝜇𝑗(𝑠𝑗)𝑠𝑗}
  
 

  
 

 

 

 

 

 

 

(2-12)  

 ی صورت رابطهنیروی برشی عرضی به

 

  [45]است  (2-11)

𝑄𝑥 =
𝜕𝑀𝑥

𝜕𝑥
+
𝜕𝑀𝑥𝑦

𝜕𝑦
 

𝑄𝑦 =
𝜕𝑀𝑥𝑦

𝜕𝑥
+
𝜕𝑀𝑦

𝜕𝑦
 

 

 

(2-11)  

 شود صورت زیر تعریف میبه 𝑄𝑦و  𝑄𝑥ی بین و رابطه

𝜕𝑄𝑥
𝜕𝑥

+
𝜕𝑄𝑦

𝜕𝑦
= 0 (2-14)  

 روابط  (11-2)ی در رابطه (11-2)گذاری روابط با جای

 

 شوند:حاصل می (2-13)
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𝑄𝑥 = 2𝑅𝑒∑[𝑓1𝑗(𝑠𝑗) + 𝑠𝑗𝑓3𝑗(𝑠𝑗)]𝜑𝑗
″(𝜛𝑗)

4

𝑗=1

 

𝑄𝑦 = 2𝑅𝑒∑[𝑓3𝑗(𝑠𝑗) + 𝑠𝑗𝑓2𝑗(𝑠𝑗)]𝜑𝑗
″(𝜛𝑗)

4

𝑗=1

 

 

 

(2-13)  

آیود )یوکادگوائونکر و رائوو    دسوت موی  به (21-2)، رابطه (14-2)در  (13-2)گذاری روابط با جای

[42]:) 

𝑓1𝑗(𝑠𝑗) + 2𝑠𝑗𝑓3𝑗(𝑠𝑗) + 𝑠𝑗
2𝑓2𝑗(𝑠𝑗) = 0 (2-21)  

 صورت روابط به (13-2)روابط  𝑓2𝑗(𝑠𝑗)و حذف  (21-2)ی کارگیری رابطهبا به

 

 

 شوند:بازنویسی می (2-25)

𝑄𝑥 = 2𝑅𝑒∑[𝑓1𝑗(𝑠𝑗) + 𝑠𝑗𝑓3𝑗(𝑠𝑗)]𝜑𝑗
″(𝜛𝑗)

4

𝑗=1

 

𝑄𝑦 = −2𝑅𝑒∑[
𝑓1𝑗(𝑠𝑗) + 𝑠𝑗𝑓3𝑗(𝑠𝑗)

𝑠𝑗
] 𝜑𝑗

″(𝜛𝑗)

4

𝑗=1

 

 

 

 

(2-25)  

 و یا

𝑄𝑥 = −2𝑅𝑒∑[𝑓3𝑗(𝑠𝑗) + 𝑠𝑗𝑓2𝑗(𝑠𝑗)]𝑠𝑗𝜑𝑗
″(𝜛𝑗)

4

𝑗=1

 

𝑄𝑦 = 2𝑅𝑒∑[𝑓3𝑗(𝑠𝑗) + 𝑠𝑗𝑓2𝑗(𝑠𝑗)]𝜑𝑗
″(𝜛𝑗)

4

𝑗=1

 

 

 

 

(2-22)  

 ی تابع پتانسیلمحاسبه 2-9-5
 محاسوبه قابول  مرحلوه،  دو در پتانسویل  توابع جمع از 5آثار جمع روش از استفاده با پتانسیل تابع

 دهگرفتوه شو   در نظر آن خارجی هایلبه در بارگذاری با گشودگی بدون صفحه اوّ ، یمرحله در .است

                                                 
5 - Superposition principle 
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شوود   موی  ایجواد  داخلی بار کنند می مشخص را گشودگی مرز که نقاطی در بارگذاری این در اثر .است

 نیرویی دوم حالت در که شودمی فرض بنابراین است  بار از عاری اصلی یمسأله در مرز گشودگی چون

 با .باشد بار بدون گشودگی مرز درنهایت تا شودمی اعما  گشودگی مرز بر یجادشدها داخلی مخالف بار

 2-2شکل  .آیدمی دستبه کل پتانسیل تابع ،شدهاشاره هایحالت از یک هر پتانسیل توابع جمع

 

 نمایشی از روش حل: 2-2شکل 

 ثابت یک صورتبه و گیردمی خود به ایساده شکل اوّ  یمرحله نسیلپتا تابع گشودگی، غیاب در

 [ 45شود ]می فرض مختلط

𝜑1𝑗
′ = 𝐴𝑗  (2-29)  

اسوت    حقیقی نیاز و موهومی هایبخش برای مرزی شرط هشت به ثابت، این آوردن دستبه برای

 :شودمی نتیجه (11-2)و  (19-2)های رابطه در اوّ  یمرتبه پتانسیل تابع گذاریجای با منظور بدین

𝑁𝑥
∞ = 2𝑅𝑒∑𝑠𝑗

2𝐴𝑗

4

𝑗=1

, 𝑁𝑦
∞ = 2𝑅𝑒∑𝐴𝑗

4

𝑗=1

, 𝑁𝑥
∞ = −2𝑅𝑒∑𝑠𝑗𝐴𝑗

4

𝑗=1

 

𝑀𝑥
∞ = 2𝑅𝑒∑𝑓1𝑗(𝑠𝑗)𝐴𝑗

4

𝑗=1

, 𝑀𝑦
∞ = 2𝑅𝑒∑𝑓2𝑗(𝑠𝑗)𝐴𝑗

4

𝑗=1

, 𝑀𝑥
∞ = 2𝑅𝑒∑𝑓3𝑗(𝑠𝑗)𝐴𝑗

4

𝑗=1

 

 

 

 

(2-24)  

چرخش حو   خارجی مرز در صفحه، نبود صلب به توجّه با هفتم مرزی شرط آوردن دستبه برای

𝑢0∂صفر است ) zمحور 

∂𝑦
=

𝜕𝑣0

𝜕𝑥
 آید دست میبه (21-2)ی رابطه روینازا(، 

2𝑅𝑒∑[
𝑒2𝑗

𝑠𝑗
− 𝑒1𝑗𝑠𝑗] 𝐴𝑗 = 0

4

𝑗=1

 (2-21)  

 آید دست میشرط هشتم متعاقباً به

  

x
  

y  

x
  

y  y
  

ی بدون گشودگی با بارگذاری صفحه   ی دارای گشودگیصفحه              ی مورد بررسی صفحه

 ی تنش()منتجه خارجی

  

  

x
  

  



 تحلیلی حلبندی فرمول 

 

44 

و نیروی عرضی  𝑓𝑦و  𝑓𝑥داخلی  ، نیروهایاوّ  یمرتبه پتانسیل توابع از استفاده با دوم یمرحله در

𝑝(𝑠)  و گشتاور خمشی𝑚(𝑠) در  تعواد   معوادلات  از اسوتفاده  بوا  .آینود می وجود به گشودگی مرز در

 ( [55]شوند )ساوین مربوط می 𝑁𝑥𝑦و  𝑁𝑥 ،𝑁𝑦های منتجه هب داخلی نیروهای yو  xجهت 

𝑁𝑥𝑑𝑦 − 𝑁𝑥𝑦𝑑𝑥 = −𝑋𝑛𝑑𝑠 

𝑁𝑥𝑦𝑑𝑦 − 𝑁𝑦𝑑𝑥 = −𝑌𝑛𝑑𝑠 
(2-22) 

 (2-21)   

 در عرضوی  نیوروی  انتگورا   .است گشودگی از شده یطبیانگر طو  کمان  sلازم به ذکر است که 

 [ 45شود ]می محاسبه (24-2) یرابطه کمک به مرز گشودگی

∫ 𝑝(𝑠)𝑑𝑠 = 𝑓(𝑠)
𝑠

0

 (2-24)  

 [:45است ] (23-2)ی مطابق با رابطه 𝑝(𝑠)آن  که در

∫ (𝑄𝑛 +
𝜕

𝜕𝑠
𝑀𝑛𝑡)𝑑𝑠 = −∫ 𝑝(𝑠)

𝑠

0

𝑠

0

𝑑𝑠 (2-23)  

 که در آن:

𝑃 = ∫ 𝑄𝑛𝑑𝑠
𝑠

0

= ∫ (𝑄𝑥𝑑𝑦 − 𝑄𝑦𝑑𝑥),
𝑠

0

   𝑀𝑛𝑡 = ∫
𝜕

𝜕𝑠
𝑀𝑛𝑡𝑑𝑠

𝑠

0

 (2-11)  

 کرد: بازنویسی (15-2)ی رابطه صورتبه را روابط توانمی بنابراین

𝑃 +𝑀𝑛𝑡 = −𝑓(𝑠) (2-15)  

در مورز گشوودگی بیوان     (12-2)ی ی دوم توسوط رابطوه  در مرحلوه  𝑀𝑛𝑡گشتاور خمشی نرما  

 شود:می

𝑀𝑛 = −𝑚(𝑠) (2-12)  

 𝑓(𝑠)گشتاور  و نیرو به انتقا  تریسما توسط گشودگی اطراف در گشتاور مماسی قائم و یهامؤلفه

 شوند:مرتبط می 𝑚(𝑠)و 

(𝑀𝑦 −𝑀𝑥) cos 𝛼 sin 𝛼 +𝑀𝑥𝑦(cos
2 𝛼 − sin2 𝛼) + 𝑝 = −𝑓(𝑠) (2-19)  

𝑀𝑥 cos
2 𝛼 +𝑀𝑦 sin

2 𝛼 + 2𝑀𝑥𝑦 cos 𝛼 sin 𝛼 = −𝑚(𝑠) (2-14)  
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α ی بین مرز گشودگی و محور افق است زاویه 

𝑠𝑖𝑛 𝛼 = −
𝑑𝑥

𝑑𝑠
 ,               cos 𝛼 =

𝑑𝑦

𝑑𝑠
  (2-11)  

ی زیور  ها رابطوه و جمع آن 𝑠𝑖𝑛𝛼در  (14-2) یو ضرب رابطه 𝑐𝑜𝑠𝛼در  (19-2)ی با ضرب رابطه

 شود:نتیجه می

(𝑀𝑥𝑦 + 𝑃)𝑑𝑦 −𝑀𝑦𝑑𝑥 = 𝑚𝑑𝑥 − 𝑓𝑑𝑦 (2-12)  

ی زیور  ها رابطهآنتفریق و  𝑐𝑜𝑠𝛼در  (14-2) یو ضرب رابطه 𝑠𝑖𝑛𝛼در  (19-2)ی هبا ضرب رابط

 شود:نتیجه می

𝑀𝑥𝑑𝑦 − (𝑀𝑥𝑦 − 𝑃)𝑑𝑥 = −𝑚𝑑𝑦 − 𝑓𝑑𝑥 (2-11)  

توابع پتانسویل    برحسوب  های نیورو و لنگوری تونش   منتجهاستفاده از معادلات تعاد  و تعریف  با

 شود ی زیر نتیجه میرابطه (11-2)و  (19-2)ی دوم در مرتبه

𝑓1𝑗 + 𝑓3𝑗𝑠𝑗 + 𝑓1𝑗𝑠𝑗
2 = 0 (2-14)  

 (11-2)و  (12-2)، (21-2)، (22-2)تابع پتانسیل در روابط  برحسبها سپس با قرار دادن منتجه

 آید دست میبه ی دومشرایط مرزی مرحله

∫ 𝑋𝑛𝑑𝑠
𝑠

0

= 2𝑅𝑒∑𝑠𝑗𝜑2𝑗(𝜛𝑗)

4

𝑗=1

 

−∫ 𝑌𝑛𝑑𝑠
𝑠

0

= 2𝑅𝑒∑𝜑2𝑗(𝜛𝑗)

4

𝑗=1

 

∫(𝑚𝑛𝑑𝑦 + 𝑓𝑑𝑥) = 2𝑅𝑒∑
𝑓1𝑗(𝑠𝑗)

𝑠𝑗
𝜑2𝑗(𝜛𝑗)

4

𝑗=1

 

∫(𝑚𝑛𝑑𝑦 − 𝑓𝑑𝑥) = 2𝑅𝑒∑𝑓2𝑗(𝑠𝑗)𝜑2𝑗(𝜛𝑗)

4

𝑗=1

 

 

 

 

 

 

 

 

(2-13)  

و  (11-2)و  (19-2)مطابق روابوط   دوم یمرتبه پتانسیل توابع برحسب هامنتجّه گرفتن در نظر با

 روابط  (13-2)در  هاآنقرار دادن 
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 شود نتیجه می (2-41)

2𝑅𝑒[𝑠𝑗𝜑2𝑗(𝜛𝑗)] = 2𝑅𝑒[𝑠𝑗𝐴𝑗𝜛𝑗] 

2𝑅𝑒[𝜑2𝑗(𝜛𝑗)] = 2𝑅𝑒[𝐴𝑗𝜛𝑗] 

2𝑅𝑒 [
𝑓1𝑗

𝑠𝑗
𝜑2𝑗(𝜛𝑗)] = 2𝑅𝑒[

𝑓1𝑗

𝑠𝑗
𝐴𝑗𝜛𝑗] 

2𝑅𝑒[𝑓2𝑗𝜑2𝑗(𝜛𝑗)] = 2𝑅𝑒[𝑓2𝑗𝐴𝑗𝜛𝑗] 

 

 

 

 

(2-41)  

 شود:نتیجه می (41-2)در روابط  (51-2)با قرار دادن نگاشت 

𝑠𝑗𝜑2𝑗(𝜛𝑗) =
𝜆

2
[𝑠𝑗𝐴𝑗 (𝑎𝑗휁 +

𝑏𝑗

휁
) + 𝑠�̅�𝐴�̅� (𝑎�̅�휁 +

𝑏𝑗

휁

̅
)] 

𝜑2𝑗(𝜛𝑗) =
𝜆

2
[𝐴𝑗 (𝑎𝑗휁 +

𝑏𝑗

휁
) + 𝐴�̅� (𝑎�̅�휁 +

𝑏𝑗

휁

̅
)] 

𝑓1𝑗

𝑠𝑗
𝜑2𝑗(𝜛𝑗) =

𝜆

2
[
𝑓1𝑗

𝑠𝑗
𝐴𝑗 (𝑎𝑗휁 +

𝑏𝑗

휁
) +

𝑓1𝑗̅̅̅̅

𝑠�̅�
𝐴�̅� (𝑎�̅�휁 +

𝑏𝑗

휁

̅
)] 

𝑓2𝑗𝜑2𝑗(𝜛𝑗) =
𝜆

2
[𝑓2𝑗𝐴𝑗 (𝑎𝑗휁 +

𝑏𝑗

휁
) + 𝑓2𝑗̅̅ ̅̅ 𝐴�̅� (𝑎�̅�휁 +

𝑏𝑗

휁

̅
)] 

 

 

 

 

 

 

(2-45)  

|ζ|و  𝜑(휁)هولومورفیک  تابع برای شوارتز فرمو  = ی دایروی به شوعاع واحود   در داخل ناحیه 1

  [45]شود زیر تعریف می صورتبه

𝜑(휁) =
1

2𝜋𝑖
∮𝑅𝑒[𝜑(𝑡)]

𝑡 + 휁

𝑡 − 휁

𝑑𝑡

𝑡
+ 𝑖𝑎0 (2-42)  

𝑎0  ی انتگورا   و محاسوبه  (42-2)ی در رابطوه  (45-2)با قرار دادن معوادلات  ثابت حقیقی است 

𝜑(휁) آید دست میبه 
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𝑠𝑗𝜑2𝑗(휁) =
𝜆

2
[𝑠𝑗𝐴𝑗 (

𝑏𝑗

휁
) + 𝑠�̅�𝐴�̅� (

𝑏𝑗

휁

̅
)] 

𝜑2𝑗(휁) =
𝜆

2
[𝐴𝑗 (

𝑏𝑗

휁
) + 𝐴�̅� (

𝑏𝑗

휁

̅
)] 

𝑓1𝑗

𝑠𝑗
𝜑2𝑗(휁) =

𝜆

2
[
𝑓1𝑗

𝑠𝑗
𝐴𝑗 (

𝑏𝑗

휁
) +

𝑓1𝑗̅̅̅̅

𝑠�̅�
𝐴�̅� (

𝑏𝑗

휁

̅
)] 

𝑓2𝑗𝜑2𝑗(휁) =
𝜆

2
[𝑓2𝑗𝐴𝑗 (

𝑏𝑗

휁
) + 𝑓2𝑗̅̅ ̅̅ 𝐴�̅� (

𝑏𝑗

휁

̅
)] 

 

 

 

 

 

 

 

(2-49)  

 شود ینتیجه م (49-2)از روابط  یریگمشتقبا 

𝑠𝑗𝜑2𝑗
′ (휁) = −

𝜆

2
(𝑘1 + 𝑘2)

1

휁
2 

𝜑2𝑗
′ (휁) = −

𝜆

2
(𝑘3 + 𝑘4)

1

휁
2 

𝑓1𝑗

𝑠𝑗
𝜑2𝑗
′ (휁) = −

𝜆

2
(𝑘5 + 𝑘6)

1

휁
2 

𝑓2𝑗𝜑2𝑗
′ (휁) = −

𝜆

2
(𝑘7 + 𝑘8)

1

휁
2 

(2-/44) 

 

(2-41) 

 

(2-42) 

 

(2-41)  

 شود:میبیان  (48) یرابطهمطابق  𝑘8تا  𝑘1که در آن 

𝑘1 = 𝑠𝑗𝐴𝑗𝑎𝑗  , 𝑘2 = 𝑠𝑗𝐴𝑗𝑏𝑗 

𝑘3 = 𝐴𝑗𝑎𝑗  ,    𝑘4 = 𝐴𝑗𝑏𝑗 

𝑘5 = 𝐻𝑗𝐴𝑗𝑎𝑗  , 𝑘6 = 𝐻𝑗𝐴𝑗𝑏𝑗 

𝑘7 = 𝑓2𝑗𝐴𝑗𝑎𝑗  , 𝑘8 = 𝑓2𝑗𝐴𝑗𝑏𝑗 

 

 

 

 

(2-44)  

𝐻𝑗و  =
𝑓1𝑗

𝑠𝑗
 باشد می 

𝜑2𝑗، (41-2)تا  (44/-2)روابط  حلبا 
𝜑𝑗نهوایی بورای    حلآید  دست میبه ′

ی صوورت رابطوه  بوه  ′

  است (2-43)

𝜑𝑗
′(𝜛𝑗) = 𝐴𝑗 −

𝜑2𝑗
′ (휁)

𝜛𝑗
′  (2-43)  
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  است 휁ی اوّ  تابع نگاشت نسبت به مشتق مرتبه ′𝑧که در آن 

               𝑠�̅�و  𝑠𝑗ی را بوووه ازای هشوووت ریشوووه 𝐴𝑗تواننووود نموووی (21-2)توووا  (24-2)ی هفوووت معادلوووه

(𝑗 = بوا حصوو  اطمینوان از یکتوایی جوواب در       هشوتمین شورط   رویون ا ازدست آورند  به (1,2,3,4

در  جایی دو نقطوه هصورت که در یک دایره باید جابینبد آید دست میبه wجایی خارج از صفحه جابه

𝑤(0)برابر باشند  یعنی  zافتند در راستای هم مییروکه بر  2πهای صفر و زاویه = 𝑤(2𝜋)  

 نوشته شود  (11-2)ی تواند با استفاده از رابطهمی wجایی خارج از صفحه جابه

𝑤𝑗 = 𝜇𝑗(𝑠𝑗)∫𝜑𝑗(𝜛𝑗) 𝑑𝜛𝑗  (2-31)  

 wی جایی خوارج صوفحه  جابه (31-2)ی و قرار دادن آن در رابطه ، (43-2)ی با استفاده از رابطه

بورای هور یوک از معوادلات     اره شود،  گرفتن شورط یکتوایی جوواب کوه اشو      در نظرآید  با دست میبه

𝜑2𝑗باید  ،(43-2)ی از رابطه آمدهدستبه
′ (휁) =   [19] باشد 0

ی شود کوه قسومت دوم معادلوه   نتیجه می wبرای یکتایی  (41-2)تا  (44/-2)با تحلیل معادلات 

 باید صفر شود  (41-2)یا  (2-42)

 شود نوشته می (32-2) یا (35-2)صورت روابط به wشرط یکتایی جواب  روینازا

𝑘5 + 𝑘6 = 0 (2-35)  

 یا

𝑘7 + 𝑘8 = 0 (2-32)  

، که مربوط به (11-2)و  (19-2)برای تابع پتانسیل، در روابط  (43-2)ی درنهایت با اعما  رابطه

 آید دست می، جواب تحقیق حاضر بههستهای تنش منتجه

 الگوریتم حل تحلیلی 2-4
 و (51-2)  یدر رابطه cو  β گیری آن با تعریف پارامترهایی گشودگی و جهتتعیین هندسه 

(2-55) 
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در پیوست الف  شدهارائه، کوپلینگ و خمش با استفاده از روابط تعیین ماتریس سفتی کشش 

 ی الیافها و زاویهی چیدمان لایهبا توجّه به جنس ماده و نحوه (22-2)های و رابطه

 (92-2)ی ماتریس سفتی با استفاده از رابطه معکوس تعیین 

  (43-2) یی مشخصههای معادلهتعیین ریشه 

 (12-2)ی با استفاده از رابطه 𝑓3𝑗و  𝑒1𝑗 ،𝑒2𝑗 ،𝑒3𝑗 ،𝑓1𝑗 ،𝑓2𝑗تعیین ثوابت مختلط  

و یکی از  (21-2)، (24-2)شرایط مرزی با استفاده از  اوّ ی ی تابع پتانسیل مرحلهمحاسبه 

 (32-2)یا  (35-2)ی دو رابطه

 휁 یدر صفحه (41-2)تا  (44/-2)با استفاده از روابط  دومی ی تابع پتانسیل مرحلهمحاسبه 

 (43-2) با استفاده از فرمو  zی در صفحه کل با استفاده از جمع آثار ی تابع پتانسیلمحاسبه 

 (19-2)ی هابا استفاده از تابع پتانسیل کل و رابطه های نیرو و لنگری تنشمنتجهی محاسبه 

 (11-2)و 

 هابررسی درستی جواب 2-1
 

ی هوا بور صوفحه   کند  تأثیر تعداد لایوه خواص مواد در طو  ضخامت با تغییرات ملایمی تغییر می

2𝑧بعوود )دارای ضووخامت بووی

𝐻
= بوورای  𝑀𝑥𝑦 و 𝑁𝑥 ،𝑁𝑦 ،𝑁𝑥𝑦 ،𝑀𝑥 ،𝑀𝑦( بوور روی مقوودار موواکزیمم 1

𝑁𝑥 (N/mm)بارگذاری 
∞ = اسوت  همچنوین بورای     شوده دادهنشوان   4-2شوکل  و  1-2شوکل  در   1

𝑁𝑦 (N/mm)بارگذاری 
∞ =  هوای نیرویوی و  لنگوری   ها بر مقدار ماکزیمم منتجهنیز تأثیر تعداد لایه 1

 است  مشاهدهقابل 51-2شکل و  3-2شکل تنش در 

نهایوت دارای گشوودگی   ی بوی بورای صوفحه   51-2شوکل  توا   1-2شکل در  شدهدادهنتایج نشان 

شووند   همگورا موی   سورعت بوه شود نتوایج  طور که مشاهده میهمان رسم شده است  =1/1cبیضوی با 

-می در نظرصدم بعد یکها، صفحه را به صد لایه با ضخامت بییجه برای اطمینان از دقت جوابدرنت
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 گیریم  

 

 تحت بارگذاری  تنش حو  گشودگی بیضویی منتجهیمم ی متغیّر تابعی بر ماکزهای صفحهاثر تعداد لایه: 1-2شکل 
(N/mm)𝑁𝑥

∞ = 1  

 

تحت  حو  گشودگی بیضوی منتجه لنگری تنشی متغیّر تابعی بر ماکزیمم های صفحهاثر تعداد لایه: 4-2شکل 

𝑁𝑥 (N/mm) بارگذاری
∞ = 1 
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تحت بارگذاری  تنش حو  گشودگی بیضوی یمنتجه ی متغیّر تابعی بر ماکزیممهای صفحهاثر تعداد لایه : 3-2شکل 

(N/mm )𝑁𝑦
∞ = 1 

 

تحت  حو  گشودگی بیضوی منتجه لنگری تنشمم ی متغیّر تابعی بر ماکزیهای صفحهاثر تعداد لایه :51-2شکل 

𝑁𝑦 (N/mm) بارگذاری
∞ = 1 

 مقایسه با حل عددی2-1-5
اسوت    گرفته شوده برای بررسی نتایج حاصل از روش تحلیلی حاضر از روش اجزای محدود کمک 

تحلیلویِ حاضور    حول ی آن با در این قسمت به برخی از نتایج حاصل از روش اجزای محدود و مقایسه

شود  توضیح داده می 5آباکوسبندی در محیط ی بارگذاری و الماناست  ابتدا در مورد نحوه شدهاشاره

                                                 
5 ABAQUS 

0

2

4

6

8

10

12

14

16

20 40 60 80 100

ش 
 تن
ی
ها
ه 
تج
من
م 
یم
کز
ما

(
N

/m
m

  )

تعداد لایه ها

MAX Nx

MAX Ny

MAX Nxy

0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

3.5

20 40 60 80 100

ور 
شتا

 گ
ی
ها
ه 
تج
من
م 
یم
کز
ما

(
N

/m
m

  )

تعداد لایه ها

MAX Mx

MAX My

MAX Mxy



 تحلیلی حلبندی فرمول 

 

12 

اسوت  بورای    شوده اسوتفاده که منطبق با هندسه و فیزیک مسأله است،  S8Rبندی از المان برای مش

از  شتربیبر گشودگی به ابعاد صفحه،  بیضینظر برسد، کافی است نسبت قطر نهایت بهاینکه صفحه بی

 شوده دادهشوان  ن 52-2شوکل  و  55-2شکل بندی و اعما  بارگذاری در ی مشباشد  نحوه 21یک به 

بندی در اطراف گشودگی ریزتر از نقاط دور از منظور کاهش زمان حل و حجم محاسبات، مشبه است 

 بیضوی ی اطراف گشودگیی مش در ناحیهترین اندازهرای یافتن بهینهگشودگی صورت گرفته است  ب

 بررسی شد  5-5جدو  در  شدهارائهمحوره با خواص مکانیکی تحت بارگذاری تک

 

 اجزای محدود افزارنرمبندی در ی مشنحوه :55-2شکل 
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 افزار اجزای محدودی بارگذاری در نرمنحوه :52-2شکل 

مشواهده   59-2شوکل  مطالعوه شود  در    بندیهای مختلف مشی اطراف گشودگی با اندازهناحیه

رسود   ی تنش به مقدار ثابتی میی منتجهطراف گشودگی بیشینهالمان در ا 241برای تعداد  شود،می

 شود مش بهینه در طو  تحقیق استفاده می عنوانبهبنابراین این تعداد المان اطراف گشودگی 

 

 بندیبررسی همگرایی مش :59-2شکل 
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 درجهتبعد ی تنش بیمنتجهاجزای محدود برای  حلتحلیلی حاضر با  حلنتایج  54-2شکل در 

x  11/1بیضوی با گشودگی درc=  ی مقایسه شده است  زاویهαی نقاط روی مورز گشوودگی را   ، زاویه

 کند نسبت به محور افقی مشخص می

 

 =11/1cبیضوی با های مختلف برای گشودگی روشبا  Nx  بعدبی ی تنشی توزیع منتجهمقایسه :54-2شکل 

با دو  =1/1cشکل با بعد در اطراف گشودگی بیضیی تنش برشی بیتوزیع منتجه 51-2شکل در 

 اجزای محدود مقایسه شده است  حلروش تحلیلی حاضر و 

 

 =1/1cبیضوی با های مختلف برای گشودگی روشبا   Nxyبعد بی ی تنشی توزیع منتجهمقایسه :51-2شکل 

بورای   xبعود لنگوری تونش در جهوت     ی بوی ی نتایج در دو روش ذکرشده بورای منتجوه  مقایسه
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 است  مشاهدهابلق 52-2شکل (، در =5cگشودگی دایروی )

 

 (=5cدایروی )های مختلف برای گشودگی روشبا  Mxبعد لنگری تنش بیی ی توزیع منتجهمقایسه :52-2شکل 

، =1/5cبا  بعد لنگری تنش پیچشی برای گشودگی بیضویی بینیز توزیع منتجه 51-2شکل در 

 در دو روش، حل تحلیلی و حل عددی مقایسه شده است 

 

 =1/5cبیضوی با های مختلف برای گشودگی روشبا Mxy  بعدلنگری تنش بی یی توزیع منتجهمقایسه :51-2شکل 

 اجزای محدود وجود دارد  حل و تحلیلی حلشود تطابق خوبی بین طور که مشاهده میهمان

 =11/1cگشودگی بیضووی بوا    برای xی تنش در جهت ی منتجهتغییرات بیشینه 54-2شکل در 

ی چرخش گشودگی با هم مقایسه شده اجزای محدود و برحسب زاویه حلتحلیلی و  حلدر دو روش 
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درجوه   31بق خووبی دارد و در زاویوه چورخش    طور که در شکل مشخص است نتایج تطوا همان است 

 درصد است  1دارای بیشترین خطا برابر با 

 

زوایای چرخش در  های تحلیلی و اجزای محدودروشاز  Nxبعد ی تنش بیی منتجهبیشینه مقایسه :54-2شکل 

 =11/1cبیضوی با  گشودگی مختلف

 یبندجمع 2-2
 حول ، استخراج شود و نتوایج حاصول از ایون     یموردبررسی در این فصل معادلات حاکم بر مسأله

تحلیلی با نتایج حاصل از روش اجزای محودود بررسوی شود  در فصول آینوده،  بوا اسوتفاده از روابوط         

دسوت  به بیضویهای در اطراف گشودگی های نیرو و لنگری تنشمنتجهدر این فصل، توزیع  شدهارائه

هوای نیورو و لنگوری    منتجهبر توزیع  ی گشودگیهندسههای چرخش گشودگی آید و تأثیر پارامتریم

 گیرد قرار می مورد بررسی تنش
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 : نتایج برای گشودگی بیضوی 9 فصل
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 مقدمه 9-5
و نسوبت   𝑃𝑏/𝑃𝑡بور اسواس نسوبت    ند  که شوتعریف می (24-2)و  (21-2)خواص مواد در روابط 

  در اسوت ها متفواوت  ، مقدار آنی میانیآید و در فواصل مختلف نسبت به صفحهدست میبه zفاصله، 

,𝐸𝑥تغییرات مدو  یانوگ ) یب به ترت، 2-9شکل و  5-9شکل  𝐸𝑦 و مودو ) ( برشوی  𝐺𝑥𝑦   نسوبت بوه )

های اصلی جهت درشود خواص مواد طور که دیده میهمان است  شدهدادهنمایش  z/Hبعد ی بیفاصله

 نماید بعد تغییر میی بیبه نرمی بر اساس فاصله

 

 بعدضخامت بی : تغییرات مدو  یانگ خارج محوری نسبت به5-9شکل 

 

 بعدتغییرات مدو  برشی خارج محوری نسبت به ضخامت بی :2-9شکل 
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( نسبت بوه ضوخامت   θی محور مادی )گیرد، تغییرات زاویهی قرار میبررس موردمورد دیگری که 

ها نسوبت بوه ضوخامت ارائوه     گیری لایهتی ریاضی برای جه[ یک رابطه24بعد است  جین و بترا ]بی

رو در یون ازاخطوی تعریوف شود      صوورت بوه بعد، ی الیاف در آن نسبت به ضخامت بیکردند  که زاویه

و تحلیول  یه تجزتواند برای گرفته شده است و می در نظرها خواص مواد نسبت به ضخامت تحقیق آن

 بیشتر، به جهت محور مادی، ارتباط داده شود 

بعود  ی متغیر تابعی، نسبت به ضخامت بوی صفحه (θ) مادی محوری تغییرات زاویه 9-9شکل در 

 (24-2)ی در رابطوه  (21-2)ی هوای رابطوه  است  که این زوایا بوا قورار دادن خروجوی    شدهدادهنشان 

  استشود غیرخطی طور که مشاهده میاست، که همان هآمددستبه

 

 بعد( نسبت به ضخامت بیθی محور ماده ): تغییرات زاویه9-9شکل 

( و βچورخش گشوودگی )  ی زاویوه در این بخش، به بررسی تأثیر پارامترهوای مختلوف همچوون    

پرداخته  بیضویاطراف گشودگی  ی نیرو و لنگری تنشمنتجهوزیع شش ، بر ت(cی گشودگی )هندسه

 5-5جودو   و در  5در فصول   کوه خوواص مکوانیکی آن    BMIگرافیوت  شود  برای این منظوور از   می

محووره و در  توک  شود،در غیر از مواردی که گفته میاست  همچنین بارگذاری  شدهاستفاده، شدهارائه

  گیردصورت می xجهت 

اشواره  های مختلف در فصل قبل به آن هایی با هندسه( که برای ایجاد گشودگی2-2)ی در رابطه
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  دهد ر میتغیی 5-2شکل  صورتبهی گشودگی است و هندسه را ی هندسهکنندهتعیین  cر ادشد، مق

ی پیراموون  ی زاویوه دهنوده نشوان  αی زاویههای بعد لازم به ذکر است که در این بخش و بخش

ی تونش در اطوراف گشوودگی بوه     نسوبت منتجوه   5بعدهای تنش بیمنظور از منتجهگشودگی است و 

صووورت بووه یموردبررسووی هووای صووفحهبارگووذاری در لبووه کووهیدرصووورتبارگووذاری اعمووالی اسووت  

(N/mm)𝑁𝑥
∞ = همچنوین   ی تونش برابور اسوت    بعد با مقدار منتجهی تنش بی، مقدار منتجهباشد 1

 ضورب حاصول در اطوراف گشوودگی بوه    لنگری تنش  ینسبت منتجه 2بعدبی های لنگری تنشمنتجه

هوای تونش   نامه منتجه( است  در این پایانH) ی متغیر تابعیصفحهبارگذاری اعمالی در ضخامت کل 

 اند نشان داده شده  𝑚𝑥𝑦و  𝑚𝑥  ،𝑚𝑦بعد با بی های لنگری تنشمنتجهو   𝑛𝑥  ،𝑛𝑦  ،𝑛𝑥𝑦با  بعدبی

اف گشوودگی  اطر ی نیرو و لنگری تنشمنتجهنمایشی از توزیع شش  3-9شکل تا  4-9شکل در 

 است  شدهدادهنشان  بیضوی

هوای نیورو و   منتجوه منظور بررسی تأثیر هر پوارامتر بور توزیوع    های دیگر بهدر این بخش و بخش

 شووند  در ایون بخوش   گرفتوه موی   در نظور ها ثابوت  ها سایر پارامتری آنو مقادیر بیشینه لنگری تنش

 است  گرفته شده در نظرصفر  بیضیی چرخش زاویه

  

اطراف گشودگی  Nxی تنش منتجهتوزیع  4-9شکل 

 بیضوی

اطراف گشودگی  Nyی تنش منتجهتوزیع  1-9شکل 

بیضوی

                                                 
1 Normalized Stress Resultant  
2 Normalized Moment Resltant 



 نتایج برای گشودگی بیضوی 

 

25 

  

اطراف گشودگی  Nxyی تنش تجهمن توزیع 2-9شکل 

بیضوی

اطراف  Mxلنگری تنش  یمنتجهتوزیع  1-9شکل 

بیضویگشودگی 

  

اطراف  Myلنگری تنش  یمنتجهتوزیع  4-9شکل 

بیضویگشودگی 

اطراف  Mxy لنگری تنش یمنتجهتوزیع  3-9شکل 

بیضویگشودگی 

بعد در اطوراف گشوودگی   بی های نیرو و لنگری تنشمنتجهتوزیع  51-9شکل تا  51-9شکل در 

ی چورخش گشوودگی صوفر و    ت  برای این منظور نیز زاویهاس مشاهدهقابل دو بارگذاریبرای  بیضوی

 است  گرفته شده در نظر =1/1cی گشودگی، هندسه

های نیرو و منتجهیکی از پارامترهای تأثیرگذار بر توزیع  بارگذاریشود، طور که مشاهده میهمان

مختلوف   بارگوذاری  دوبرای   𝑛𝑥یمنتجه تغییرات 51-9شکل اطراف گشودگی است  در  لنگری تنش

رفتوار متنواوب پوس از     بارگوذاری  دوهوا، در هور   برای این منتجه و سایر منتجه است  شدهدادهنشان 

اسوت    شوده گوزارش درجوه   541ی دلیل نتایج تا زاویه ینبه همشود، درجه مشاهده می 541ی زاویه
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𝑁𝑥(  N/mmبارگوذاری ) بورای    xبعود در جهوت  ی تنش بوی ی منتجهمقادیر بیشینه
∞ = بیشوتر از   1

𝑁𝑦(  N/mmبارگذاری )
∞ = ≥551ی است و مقادیر بیشینه در بازه 1 𝛼   دهنود درجه رخ موی 511≥

 541و  صفردر زوایای  بارگذاری دوشود مقدار این منتجه برای هر طور که مشاهده میهمچنین همان

 صفر است  ،درجه

 

 مختلفدو بارگذاری در  بیضویاطراف گشودگی  Nxبعد ی تنش بیمنتجهتوزیع : 51-9شکل 

هوا رفتوار متفواوتی نشوان     چیودمان  yشوود، در جهوت   دیده می 55-9شکل طور که در اماّ همان

بارگووذاری               ی توونش صووفر نیسووت   هدیگوور منتجوو  درجووه 541و  صووفرزوایووای  در دهنوود ومووی

(N/mm )𝑁𝑥
∞ = بارگذاری ی بعد بیشتری دارد  بیشینهبیی ی منتجهدر این جهت مقادیر بیشینه 1

(N/mm  )𝑁𝑥
∞ = 1  𝑁𝑦

∞ = 1(N/mm)   درجه قرار دارد  541و  صفر یایزوادر 
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 مختلفدو بارگذاری در  بیضویاطراف گشودگی  Nyبعد ی تنش بیمنتجهتوزیع  :55-9شکل 

شوود  در ایون منتجوه مشواهده     بعد مشاهده میی تنش برشی بیتغییرات منتجه 52-9شکل در 

𝑁𝑦(  N/mmبارگووذاری )شووود کووه مووی
∞ = ارگووذاری بی بیشووتری نسووبت بووه  مقووادیر بیشووینه 1

(N/mm)𝑁𝑥
∞ =  31ی صوفر و  شود که نمودار نسوبت بوه نقطوه   در این بارگذاری مشاهده می دارد  1

𝑁𝑥(  N/mmدو بارگوذاری ) ها برای هر بیشینهدرجه متقارن است  
∞ = 𝑁𝑦 (N/mm) و  1

∞ = بوه    1

در زوایوای  دو بارگوذاری   درجه قرار دارد و مقدار این منتجوه در هور   521و  521های یب در زاویهترت

 صفر است  ،درجه 541و  صفر

 

 مختلفدو بارگذاری در  بیضویاطراف گشودگی  Nxyبعد ی تنش بیمنتجهتوزیع  :52-9شکل 
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در این منتجه شود  مشاهده می xبعد در جهت ی لنگری تنش بیتغییرات منتجه 59-9شکل  در

𝑁𝑦(  N/mmبارگذاری )
∞ = دهد  بعد بیشتری را به خود اختصاص میی بیی منتجهمقدار  بیشینه 1

کننود و  درجوه مقودار صوفر را اختیوار موی      541در زوایای صوفر و   بارگذاریدر این منتجه نیز هر دو 

≥541ی ها در بازهی آنبیشینه 𝛼  افتد اتّفاق می درجه541≥

 

 مختلفدو بارگذاری در  اطراف گشودگی بیضوی  Mx بعدی لنگری تنش بیمنتجه توزیع :59-9شکل 

در ایون منتجوه    دهود  ( را نشوان موی  𝑚𝑦) yی لنگوری تونش در جهوت    رفتار منتجه54-9شکل 

𝑁𝑦(  N/mmبارگذاری )شود که مشاهده می
∞ = بعود را دارد   ی بیی منتجهبیشترین مقدار بیشینه 1

درجه  قرار دارند و مقدار ایون منتجوه    511ی در زاویهبرای هر دو بارگذاری ها در این منتجه بیشینه

𝑁𝑥(  N/mmبارگذاری )برای 
∞ = گوذاری  بارولوی بورای    درجوه، صوفر اسوت   541در زوایای صفر و  1

(N/mm)𝑁𝑦
∞ =  است  -59/1در همان زوایا مقدار  1
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 مختلفدو بارگذاری در  اطراف گشودگی بیضوی  My بعدی لنگری تنش بیمنتجه توزیع: 54-9شکل 

دهود   نشان موی  بارگذاریبعد را برای دو ش بیی لنگری تنتغییرات منتجه 51-9شکل درنهایت 

𝑁𝑦(  N/mmبارگذاری )برای  ی این منتجهمقادیر بیشینه
∞ = دیگر است  مقادیر  بارگذاریبیشتر از  1

افتود  نتوایج نشوان    درجه اتّفاق می 541در زوایای صفر و  بارگذاریبیشینه در این منتجه برای هر دو 

𝑁𝑥(  N/mmبارگووذاری ) 𝑛𝑥ی دهوود کووه بوورای منتجووهمووی
∞ = بارگووذاری هووا و در سووایر منتجووه 1

(N/mm)𝑁𝑦
∞ =  دهند  را به خود اختصاص می ی بیشترمقادیر بیشینه 1

 

 مختلفدو بارگذاری در  اطراف گشودگی بیضوی Mxy بعدی لنگری تنش بیمنتجه توزیع :51-9شکل 
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 ی گشودگیتأثیر هندسه 9-2
  y در جهوت  گشودگی کشیدگیبر میزان  c طور که در بخش تابع نگاشت اشاره شد، پارامترهمان

 شود گشودگی می و فشرده شدن شدن  کشیدهباعت  یا کاهش آن به ترتیب گذارد و افزایشتأثیر می

های نیرو و لنگری تنش توان منتجهیشود، مطور که در این فصل دیده میبا کنتر  این پارامتر همان

تأثیر ایون پوارامتر بور شوکل گشوودگی       2در فصل  5-2شکل  ی کاهش داد  درتوجهقابلبه میزان  را

چورخش گشوودگی    یدر این بخش برای زاویوه  شدهارائهنتایج  لازم به ذکر است که شود مشاهده می

  هستصفر درجه 

دو هوا در  ی منتجوه بیشوینه گشوودگی بور    یهندسوه تأثیر پارامتر  25-9شکل تا 52-9شکل در 

مقوادیر   ،در کشش و فشار یکسوان اسوت   مادهبا فرض اینکه رفتار   شوده میمشاهدمختلف  بارگذاری

 𝑛𝑥ی ی منتجوه تغییورات بیشوینه   52-9شوکل  در اسوت    شوده گوزارش ها ی منتجهبیشینهقدرمطلق 

بارگوذاری  بورای   اسوت  مشوهود طوور کوه   هموان شود  دیده می دو بارگذاریبرای  (cهندسه ) برحسب

(N/mm  )𝑁𝑥
∞ = بورای  اموا    یابود صوورت خطوی افوزایش موی    بوه  𝑛𝑥ی بیشینه cبا افزایش مقدار   1

𝑁𝑦  (N/mmبارگذاری )
∞ = -یابد بعد بهبه شدّت کاهش می =1/1cتا  =2/1cابتدا از  𝑛𝑥ی بیشینه 1

  کند صورت خطی شروع به افزایش می

 

رگذاری در دو با بیضویبرای گشودگی   Nxبعد ی تنش بیی منتجهبیشینهبر  ی گشودگیهندسهثیر تأ :52-9شکل 

 مختلف
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𝑁𝑥(  N/mmبارگوذاری ) بورای   51-9شکل مطابق  𝑛𝑦ی منتجه
∞ = خطوی   بواً یتقرصوورت  بوه  1

بارگوذاری  بورای   𝑛𝑦ی ی منتجوه بیشوینه یابود و مقودار ایون افوزایش توا دو برابور اسوت         افزایش می

(N/mm)𝑁𝑦
∞ = بورای   𝑛𝑦ی ی منتجوه بیشترین مقدار بیشوینه  یابد اهش میک cبا افزایش پارامتر   1

𝑁𝑦(  N/mmبارگذاری )
∞ =   =2/1cو کمترین مقدار آن، برای بارگذاری دیگر و در همان  =2/1cدر  1

 دهد رخ می

 

در دو بارگذاری  بیضویبرای گشودگی   Nyبعد ی تنش بیجهی منتبیشینهبر  ی گشودگیهندسهثیر تأ :51-9شکل 

 مختلف

( مقایسوه  cهندسوه )  برحسوب دو بارگذاری ی تنش برشی برای ی منتجهبیشینه 54-9شکل در 

𝑁𝑥(  N/mmبارگذاری )برای  𝑛𝑥𝑦ی شده است  بیشینه
∞ = -به cزایش مقدار با اف 𝑛𝑦و  𝑛𝑥همانند  1

𝑁𝑦(  N/mmبارگذاری )برای یابد  ولی صورت خطی افزایش می
∞ = -ابتدا با کاهش روبه 𝑛𝑥همانند  1

کوه معورف دایوره     =5cیابد با این تفاوت که این کواهش توا   صورت خطی افزایش میرو شده و بعد به

 است، ادامه دارد 
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در دو بارگذاری  بیضویبرای گشودگی  Nxyی تنش ی منتجهبیشینهبر  ی گشودگیهندسهثیر تأ :54-9شکل 

 مختلف

بورای   𝑚𝑥ی مقودار بیشوینه   شوده اسوت   برای دو بارگذاری ارائه 53-9شکل  مطابق 𝑚𝑥گشتاور 

𝑁𝑥(  N/mmبارگذاری )
∞ = ( N/mmیبواً ثابوت اسوت  ولوی در بارگوذاری )     تقر cفوزایش مقودار   با ا 1

𝑁𝑦
∞ = -بوه  بعودازآن یابد و غیرخطی افزایش می صورتبه =2/1cیابد بعد تا کاهش می  =91/1cتا  1

 کند صورت خطی شروع به رشد می

 

در دو  بیضویبرای گشودگی   Mxبعد ی لنگری تنش بیی منتجهبیشینهر ب ی گشودگیهندسهثیر تأ :53-9شکل 

 بارگذاری مختلف

𝑁𝑥(  N/mmبارگذاری )برای نیز  𝑚𝑦لنگری تنش  یمنتجه، 𝑚𝑥ی مانند منتجه
∞ = با افزایش  1
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c  (  مقوادیر  21-9شوکل  کنود ) ی نمیتوجهقابلتغییر𝑚𝑦    بورای ( بارگوذاریN/mm  )𝑁𝑦
∞ = نیوز   1

صوورت غیرخطوی و   یابد بعد مقدار افزایش بوه که ابتدا کاهش می صورتنیبددارد   𝑚𝑥رفتاری مشابه 

 بعد افزایش خطی دارد  

 

در دو  بیضویبرای گشودگی   Myبعد گری تنش بیی لنی منتجهبیشینهبر  ی گشودگیهندسهثیر تأ :21-9شکل 

 بارگذاری مختلف

شوده اسوت    نشوان داده  25-9شکل در  cبرحسب بعد ی لنگری تنش بیدرنهایت تغییرات متجه

𝑁𝑥(  N/mmبارگذاری )
∞ = ابتدا شواهد کواهش جزئوی بووده بعود       𝑚𝑥𝑦ی بیشترین مقدار بیشینه 1

𝑁𝑦(  N/mmبارگوذاری ) برای یابد  و افزایش می
∞ = در یوک   دارد  𝑚𝑦و  𝑚𝑥نیوز رفتواری مشوابه     1

𝑁𝑥(  N/mmبارگذاری )شود که در ی مشخص میکلگیری نتیجه
∞ = هوای تونش   ی منتجهبیشینه  1

لنگری تنش نیز ابتودا بوا   های ی منتجهیابد  بیشینهخطی افزایش می کاملاًصورت به cبا فزایش مقدار 

ها یابد که با توجه به تغییرات دیگر منتجهیک کاهش جزئی همراه بوده بعد به مقدار کمی افزایش می

𝑁𝑦(  N/mmبارگذاری )ثابت است  و اما در  باًیتقرها و بارگذاری
∞ = هوای نیورو و   ی منتجهبیشینه  1

کوه بوا    𝑛𝑦ی اسوت نا بوه   نهدیمو بعد رو به افزایش ابتدا کاهش داشته  cلنگری تنش با فزایش مقدار 

 یابد ، مقدار آن کاهش میcافزایش مقدار 
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در دو بارگذاری  بیضویبرای گشودگی  Mxyی لنگری تنش ی منتجهبیشینهبر  ی گشودگیهندسهثیر تأ :25-9شکل 

 مختلف

بعد در اطراف گشودگی ی تنش بیتوان مقدار منتجهمی 21-9شکل تا  22-9شکل های در شکل

 مشاهده گردد  1/5و  5، 1/1های cبیضوی برای 

مقوادیر   اسوت   شوده ادهدی مختلف نشوان  برای سه هندسه  𝑛𝑥یتغییرات منتجه 22-9شکل در 

≥551ی بازهبیشینه برای سه هندسه در  𝛼 طور که مشاهده دهند  همچنین هماندرجه رخ می31≥

 درجه، صفر است  541شود مقدار این منتجه برای هر سه هندسه در زوایای صفر و می

 

 ی مختلفاطراف گشودگی بیضوی در سه هندسه Nxبعد ی تنش بیتوزیع منتجه: 22-9شکل 

هوا رفتوار متفواوتی نشوان     هندسوه  yدر جهوت  شوود،  دیده موی  29-9شکل طور که در اماّ همان
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-درجه و برای دو هندسه 512ی بعد در زاویهبیی ی منتجهبیشینه =1/5cی دهند و برای هندسهمی

≥511ی ی این منتجه در بازهی دیگر بیشینه 𝛼 طور که مشاهده همچنین هماندهد  رخ می 514≥

 درجه، صفر است  31ی هیزاوشود مقدار این منتجه برای هر سه هندسه در می

 

 ی مختلفاطراف گشودگی بیضوی در سه هندسه Nyبعد ی تنش بیتوزیع منتجه :29-9شکل 

هوا بورای هور سوه     بیشینه شود بعد مشاهده میی تنش برشی بیتغییرات منتجه 24-9شکل در 

≥521ی بازههندسه در  𝛼 درجه قرار دارد و مقدار این منتجه در هر سوه هندسوه در زوایوای    511≥

 درجه، صفر است  541و  31صفر، 

 

 ی مختلفاطراف گشودگی بیضوی در سه هندسه Nxyبعد ی تنش بیتوزیع منتجه :24-9شکل 
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در این منتجه شود  مشاهده می xبعد در جهت ی لنگری تنش بیتغییرات منتجه 21-9شکل  در

هوا در  ی آنکننود و بیشوینه  فر را اختیار موی درجه مقدار ص 541نیز هر سه هندسه در زوایای صفر و 

≥541ی بازه 𝜃  افتد اتّفاق می درجه551≥

 

 ی مختلفاطراف گشودگی بیضوی در سه هندسه Mxبعد ی لنگری تنش بیتوزیع منتجه :21-9شکل 

ها در این بیشینهدهد  ( را نشان می𝑚𝑦) yی لنگری تنش در جهت رفتار منتجه22-9شکل 

≥511ی در بازهبرای هر سه هندسه منتجه  𝛼 درجه  قرار دارند و مقدار این منتجه برای هر  521≥

 درجه، صفر است 541و  31در زوایای صفر، سه هندسه 

 

 ی مختلفاطراف گشودگی بیضوی در سه هندسه Myبعد ی لنگری تنش بیتوزیع منتجه :22-9شکل 
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دهد  بعد را برای سه هندسه نشان میی لنگری تنش بیتغییرات منتجه21-9شکل درنهایت 

≥31ی مقادیر بیشینه در این منتجه برای هر سه هندسه در بازه 𝛼  افتد  یدرجه اتّفاق م 41≥

 

 ی مختلفاطراف گشودگی بیضوی در سه هندسه Mxy بعدی لنگری تنش بیتوزیع منتجه :21-9شکل 

 ی چرخش گشودگیتأثیر زاویه 9-9
ی چورخش گشوودگی اسوت     های تنش و گشوتاور، زاویوه  یکی از پارامترهای تأثیرگذار بر منتجه

ای اسوت کوه محوور اصولی     در فصول دوم، زاویوه   2-2شوکل   زاویه چرخش گشودگی مطابق منظور از

 است  شدهدادهنشان  سازد  این زاویه در شکل با  ( میxگشودگی نسبت به محور افق )محور 

گشودگی  برای هر شود که، مشاهده میبیضویی چرخش گشودگی در بررسی تأثیر پارامتر زاویه

ی چورخش خواص   ی چرخش پوس از یوک زاویوه   زاویه برحسببعد های بیی منتجهتغییرات بیشینه

ی ی چرخش بین صوفر توا زاویوه   شود  بنابراین کافی است تا نتایج در زاویهصورت متناوب تکرار میبه

بورای سوایر    درجه اسوت و ایون رفتوار متنواوب     541ی تناوب برابر زاویه بیضیتناوب ارائه شود  برای 

پوشی شده اسوت و  های مشابه چشمها نیز برقرار است لذا از نمایش نمودارهندسهها و در سایر منتجه

 است  شدهگزارشها ی تناوب آناین گشودگی تا زاویه ها دری منتجهنتایج برای همه

هوای نیورو و   منتجوه ی ی چرخش گشودگی بر بیشوینه تأثیر زاویه 99-9شکل تا  24-9شکل در 

اسوت  ایون    شوده دادهنشوان   1/5و  21/5، 5، 11/1، 1/1برابور بوا    cهوای،  هندسوه برای  لنگری تنش
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ی ی مهم هستند  نخست اینکوه در تموامی ایون نمودارهوا بوا تغییور زاویوه       نمودارها گویای چند نکته

و در زوایای خاصوی کوه بورای     (=5cیراز غبه) کندبعد تغییر میبی ی تنشی منتجهچرخش، بیشینه

هوا کمتورین و بیشوترین    ی منتجوه های مختلف، متفاوت است  بیشینههای مختلف و منتجهگشودگی

ی توان در یک زاویوه ، میشدهمشخص یهندسهدر  بیضویست  بنابراین برای گشودگی ا مقدار را دارا

ی مطلووب  بعود، منتجوه  ی بوی بعد را داشت  این کمترین منتجوه بی یچرخش خاص کمترین منتجه

ی چورخش  شود  در طراّحی بایود بوا انتخواب زاویوه    نامیده می 5ی مطلوبمنتجه اختصاربهبعد و یا بی

ای انتخواب شوود   گونهی چرخش بهی مطلوب رسید  از طرفی اگر زاویهمناسب سعی کرد تا به منتجه

بعود و یوا   ی نوامطلوب بوی  ی حاصل، منتجهترین مقدار را داشته باشد، منتجهبعد بیشی بیکه منتجه

شوود ایون   ی دومی که در این اشکا  دیوده موی  شود  نکتهمی یگذارنام 2ی نامطلوبمنتجه اختصاربه

( ثابت βی چرخش )ها با افزایش زاویهی  منتجهیک دایره است، بیشینه درواقعکه  c=1برای است که 

  دهود رخ می  =1/1cبیشترین تنش نامطلوب در ی سومی که در تمام اشکا  وجود دارد نکته  ماندمی

 های مختلفبرای هندسهدر  𝑛𝑥ی ی منتجهی چرخش گشودگی بر بیشینهتأثیر زاویه 24-9شکل در 

، 1/1برابر با  cهای مختلف هندسهبرای  𝑛𝑥ی مطلوب شود که منتجهاست  مشاهده می شدهدادهنشان 

های منتجه  افتدیماتّفاق درجه  41و  41، 511، 511زوایای چرخش  به ترتیب در 1/5و 21/5، 11/1

 دهد درجه رخ می511و  511، 41، 41 یب در زوایای چرخشبه ترتنامطلوب نیز 

                                                 
1Desirable Resultant 
2Undesirable Resultant 
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 برای گشودگی بیضوی Nxبعد ی تنش بیمنتجه ییر زاویه چرخش بر بیشینهتأث :24-9شکل 

هوای  هندسوه بورای   𝑛𝑦ی ی منتجوه ی چرخش گشودگی بور بیشوینه  تأثیر زاویه 23-9شکل در 

، 11/1، 1/1برابور بوا    cهوای مختلوف،   هندسهبرای  𝑛𝑦ی مطلوب است  منتجه شدهدادهنشان  مختلف

هوای نوامطلوب   منتجه  درجه قرار دارد 21و  21، 511، 521زوایای چرخش  به ترتیب در 1/5و 21/5

 شود درجه دیده می 521و  541، 11، 11 یب در زوایای چرخشبه ترتنیز 

 

 برای گشودگی بیضوی Nyبعد ش بیی تنمنتجه یتأثیر زاویه چرخش بر بیشینه :23-9شکل 

شکل در  هندسه پنجبرای  𝑛𝑥𝑦تنش برشی ی ی منتجهی چرخش گشودگی بر بیشینهتأثیر زاویه

هوای مختلوف   در هندسوه   𝑛𝑥  یمنتجوه  ماننود  رفتواری  منتجوه  یون در ااست   شدهدادهنشان  9-91
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کمتور اسوت  بیشوترین     𝑛𝑥ی های منتجهها از بیشینهوت که مقدار بیشینهشود با این تفامشاهده می

ی مطلوب و دهد  که منتجهرخ می =1/1cی ی مطلوب در هندسهی نامطلوب و کمترین منتجهمنتجه

 شود یده میدرجه د 41و  511یب در زوایای چرخش به ترتنامطلوب برای این هندسه 

 

 برای گشودگی بیضوی Nxyبعد ی تنش بیمنتجه یتأثیر زاویه چرخش بر بیشینه :91-9شکل 

ی زاویوه  برحسب هندسه پنجبرای  95-9شکل در  𝑚𝑥لنگری تنش  یی منتجهتغییرات بیشینه

و  =1/1cدرجوه بورای    521 در زوایوای چورخش   𝑚𝑥ی مطلووب  است  منتجه شدهدادهچرخش نشان 

 قرار دارد   1/5و 21/5/ ، 11های cدرجه برای  21و  11، 541

 

 برای گشودگی بیضوی xدر جهت  Mxبعد ی لنگری تنش بیمنتجه یتأثیر زاویه چرخش بر بیشینه :95-9شکل 
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بوه نموایش    92-9شوکل  در   𝑚𝑦لنگوری تونش    یی منتجوه خش بر بیشوینه ی چرتأثیر زاویه  

ی مطلوب دارای بهترین منتجه =1/1cهندسه با شود که است  در این منتجه مشاهده می شدهگذاشته

بوا  هوای مختلوف   دارای بدترین تنش مطلوب است  تنش مطلوب بورای هندسوه    =21/5cو هندسه با 

 افتد  درجه اتفاق می 21و  11، 541، 521یب در زوایای چرخش به ترتکشیدگی کم به زیاد 

 

 برای گشودگی بیضوی Myبعد ی لنگری تنش بیمنتجه یتأثیر زاویه چرخش بر بیشینه: 92-9شکل 

ی مطلوب بورای ایون   منتجه محلمشهود است  𝑚𝑥𝑦 ی تأثیر چرخش بر بیشینه  99-9شکل در 

 است  𝑛𝑥𝑦و  𝑛𝑥 یمانند منتجه یباًتقرمنتجه 

 

 ویبرای گشودگی بیض Mxyبعد ی لنگری تنش بیمنتجه یتأثیر زاویه چرخش بر بیشینه :99-9شکل 
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مطلوب بورای  هوای نیورو و لنگوری تونش مطلووب و نوا      منتجوه مقادیر  4-9جدو  تا  5-9جدو  

هوا  ی چورخش آن ی مطلوب و نامطلوب  و زاویههامقادیر منتجه =1/5cی گشودگی بیضوی با هندسه

-ای کوه موی  اند  نکتهشدهیمعرف  =1/5cتا  =1/1cهای یب برای هندسهبه ترتبرای گشودگی بیضوی 

ی مطلووب و نوامطلوب، اخوتلاف    توان در نتایج، مشاهده کرد این است که در اک ر نتایج، بین منتجوه 

 541هوا هور   شود  علت آن این است که در اطوراف گشوودگی منتجوه   ای مشاهده میدرجه 31تقریباَ 

درجه اختلاف دارند، به همین جهت  31اکزیمم و مینیمم از هم شوند ومعمولاَ نقاط مدرجه تکرار می

 افتد ی چرخش نیز این اختلاف اتفاق میدر زاویه

 =1/1cی مطلوب برای گشودگی بیضوی با هندسههای نیرو و لنگری تنش مطلوب و نامنتجهمقادیر  5-9جدو  

 منتجه 
ی منتجه

 مطلوب

 ی چرخشزاویه

 )درجه(

ی    منتجه

 نامطلوب

 ی چرخشزاویه

 )درجه(

𝒏𝒙 15/2 511 11/4 41 

𝒏𝒚 15/1 521 13/5 11 

𝒏𝒙𝒚 21/1 511 49/2 41 

𝒎𝒙 1/1 521 52/5 11 

𝒎𝒚 25/1 521 93/1 11 

𝒎𝒙𝒚 51/1 511 42/1 31 

 

 =11/1cی مطلوب برای گشودگی بیضوی با هندسههای نیرو و لنگری تنش مطلوب و نامنتجهمقادیر  2-9جدو  

 منتجه 
ی منتجه

 مطلوب

 ی چرخشزاویه

 )درجه(

ی    منتجه

 نامطلوب

 ی چرخشزاویه

 )درجه(

𝒏𝒙 21/9 511 24/1 41 

𝒏𝒚 11/1 511 11/1 11 

𝒏𝒙𝒚 31/1 511 24/5 41 

𝒎𝒙 19/1 541 49/1 11 

𝒎𝒚 22/1 541 91/1 11 
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𝒎𝒙𝒚 21/1 1  31 91/1 541و 

 

 =21/5cی مطلوب برای گشودگی بیضوی با هندسههای نیرو و لنگری تنش مطلوب و نامنتجهمقادیر  9-9جدو  

 منتجه 
ی جهمنت

 مطلوب

 ی چرخشزاویه

 )درجه(

ی    منتجه

 نامطلوب

 ی چرخشزاویه

 )درجه(

𝒏𝒙 14/9 41 93/1 511 

𝒏𝒚 14/1 21 24/1 541 

𝒏𝒙𝒚 11/5 41 14/5 511 

𝒎𝒙 14/1 11 13/1 541 

𝒎𝒚 22/1 11 23/1 511 

𝒎𝒙𝒚 25/1 31 23/1 1  541و 

 

 =1/5cی مطلوب برای گشودگی بیضوی با هندسههای نیرو و لنگری تنش مطلوب و نامنتجهمقادیر  4-9جدو  

 منتجه 
ی منتجه

 مطلوب

 ی چرخشزاویه

 )درجه(

ی    منتجه

 نامطلوب

 ی چرخشزاویه

 )درجه(

𝒏𝒙 91/9 41 24/2 511 

𝒏𝒚 11/1 24 13/1 521 

𝒏𝒙𝒚 41/1 41 44/5 511 

𝒎𝒙 14/1 21 31/1 511 

𝒎𝒚 25/1 21 92/1 511 

𝒎𝒙𝒚 54/1 31 99/1 541  1و 

 

و سوه   =1/1cی هاینیرویی و لنگری تنشبرای هندسهتوزیع منتجه 93-9شکل تا  94-9شکل در 

 است  شدهدادهدرجه نشان  31و  21، 91خش ی چرزاویه

ی چورخش مختلوف   در سوه زاویوه   بیضووی اطراف گشودگی  𝑛𝑥ی ، توزیع منتجه94-9شکل در 

ی ی چوورخش در محوودوده زاویووه دودر  𝑛𝑥ی قرارگیووری بیشووینه  محوولاسووت   شوودهدادهنشووان 
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511>α>051  01و برای درجه =β درجه قرار دارد 1ی ی تنش در زاویهه بیشینه منتجهدرج   

 

 درجه 31و  21، 91در زوایای چرخش  Nxبعد بی ی تنشتوزیع منتجه :94-9شکل 

درجوه   31و  21، 91خش در زوایای چر y بعد در جهتبی ی تنشتوزیع منتجه، 91-9شکل در 

هوای  درجه قله β =31تا  β =91ی چرخش شود از زاویهطور که دیده میاست  همان شدهدادهنشان 

 ذکرشوده هوای  بورای زاویوه چورخش    𝑛𝑦ی ی منتجهاند  بیشینهنمودارها به سمت راست حرکت کرده

 گیرد قرار می درجه α>1<51ی محدوده

 

 درجه 31و  21، 91در زوایای چرخش  Nyبعد بی ی تنشتوزیع منتجه :91-9شکل 

ی در سوه زاویوه   بیضووی بعود اطوراف گشوودگی    ی تنش برشی بی، توزیع منتجه92-9شکل در 
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شوود کوه   یان شد مشاهده میگونه که باست  در این منتجه نیز همان شدهدادهچرخش مختلف نشان 

ی چرخش به سمت راسوت نموودار   با افزایش زاویه ی مطلوب(ی کمتر )منتجهی منتجهمقدار بیشینه

در درجوه   β =21و  β =91چورخش   ییوه زاودر  𝑛𝑥𝑦ی قرارگیوری بیشوینه   محول کنود   حرکت موی 

≥511ی محدوده 𝛼  ارد درجه قرار د α =51 درجه β =31درجه و در حالت  511≥

 

 درجه 31و  21، 91در زوایای چرخش  Nxyبعد بیی تنش توزیع منتجه :92-9شکل 

 31و  21، 91در زوایای چرخش  x بعد در جهتبیی لنگری تنش توزیع منتجه، 91-9شکل در 

دو در  𝑚𝑥ی ی منتجوه مقدار بیشینه شود کهنیز مشاهده می شکل در ایناست   شدهدادهن درجه نشا

≥1ی در محوودودهدرجووه  β =31و  β =21 ی چوورخشزاویووه 𝛼 درجووه    β =31بوورای  و درجووه 1≥

514= α  درجه قرار دارد 
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 درجه 31و  21، 91در زوایای چرخش  Mxبعد بیلنگری تنش  یتوزیع منتجه :91-9شکل 

 اطراف گشوودگی بیضووی در   در y بعد در جهتبیی لنگری تنش توزیع منتجه، 94-9شکل در 

-قلوه  شود کوه نیز مشاهده می شکل در ایناست   شدهدادهدرجه نشان  31و  21، 91زوایای چرخش 

مقودار  انود   ی چرخش به سمت راست حرکت کردهانند نمودارهای قبل با افزایش زاویههای نمودار هم

درجه  β= 01و برای درجه  α>01<91ی ی چرخش در محدودهزاویه در دو 𝑚𝑦ی ی منتجهبیشینه

  درجه قرار دارد 512ی ی تنش در زاویهبیشینه منتجه

 

 درجه 31 و 21، 91در زوایای چرخش  Myبعد بیی لنگری تنش توزیع منتجه :94-9شکل 

درجوه   31 و 21، 91در زوایوای چورخش   بعود  بوی ی لنگری تونش  توزیع منتجه، 93-9شکل در

-1.5

-1

-0.5

0

0.5

1

1.5

0 20 40 60 80 100 120 140 160 180

ی 
جه 
نت
م

د 
ی بع

ش ب
تن

M
x

α(درجه)

β=30

β=60

β=90

β=60

-0.3

-0.2

-0.1

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0 20 40 60 80 100 120 140 160 180

ی 
جه 
نت
م

د 
ی بع

ش ب
تن

M
y

α (درجه)

β=30

β=60

β=90

β=30



 نتایج برای گشودگی بیضوی 

 

49 

 541و  1ایوای  درجه در زو 31ی لنگری تنش برای زاویه چرخش ی منتجهاست  بیشینه مشاهدهقابل

 قرار دارد  درجه α>065<511ی در محدودهی دیگر نیز افتد  برای دو زاویهدرجه اتفاق می

 

 درجه 31 و 21، 91در زوایای چرخش  Mxyبعد بیی لنگری تنش توزیع منتجه :93-9شکل 

ی چورخش گشوودگی محول    توان بوا تغییور زاویوه   می های قبل دیده شد،طور که در شکلهمان

ی تونش مطلووب   ی چرخش مناسوب بوه منتجوه   ها رو تغییر داد  و با زاویهی منتجهقرارگیری بیشینه

 رسید 

ی چورخش گشوودگی بور توزیوع     گشوودگی و زاویوه   یهندسوه در این فصول توأثیر پارامترهوای    

قورار   یبررسو  موورد هوا  منتجوه ی ار بیشوینه در اطراف گشودگی و مقد های نیرو و لنگری تنشمنتجه

هوای  منتجوه تووان  ها میمناسب آن و کنتر ها طور که مشاهده شد، با تغییر این پارامترگرفت  همان

  کاهش داد یتوجهقابلرا به میزان  نیرو و لنگری تنش
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 گیرینتیجه 4-5
لخنتیسکی و بوا اسوتفاده از    ی روش متغیّر مختلطتحلیلی بر پایه یحلی نامه با ارائهدر این پایان

پرداخته شود    بیضوی دارای گشودگی ی متغیر تابعیصفحهتابع نگاشتی همنوا به بررسی توزیع تنش 

نهایت فرض کرد و گرفته شد، که بتوان صفحه را بی در نظرابعاد صفحه در برابر ابعاد گشودگی طوری 

اجوزای   حول تحلیلوی حاضور بوا     حول صفحه واقع شد  برای بررسی درستی نتایج،  گشودگی در مرکز

گشوودگی و   یهندسوه آمده تطابق خوبی با نتایج فووق داشوت    دستمحدود مقایسه گردید و نتایج به

 ی نیورو و لنگوری تونش   منتجوه ها بر شوش  ی چرخش گشودگی از پارامترهایی بود که تأثیر آنزاویه

  قرار گرفت یبررس موردشودگی در اطراف گ یجادشدها

در  های مختلف مشاهده شدگشودگی برای گشودگی یهندسهدر یک بررسی جامع تأثیر پارامتر 

𝑁𝑦(  N/mmبارگذاری )
∞ =  به علتشود مشاهده می  =1/1cهای با کشیدگی کمتر از در گشودگی 1

دادنود  در  د بوالایی را نشوان موی   ها عود ی منتجهیجادشده و بیشینهاازحد، تمرکز تنش یشبفشردگی 

ی بیشوینه  cهای با کشیدگی بیش از کشیدگی یادشده بوا افوزایش پوارامتر    حالت کلی برای گشودگی

یوری بیشوینه   قرارگی گشوودگی محول   توان با تغییر هندسوه یابد  همچنین مینیز افزایش می منتجه

ی کمتور، در  ها در زاویههای نمودارگی قلهای که با افزایش کشیدگی گشودگونهییر داد  بهرا تغمنتجه 

 کنند های نمودارها به سمت چپ نمودار حرکت میدهند  یعنی قلهاطراف گشودگی رخ می

ی ی چرخش برای هر گشودگی مشاهده شود کوه بوا انتخواب زاویوه     در بررسی تأثیر پارامتر زاویه

گشودگی در  م ا عنوانبه هش داد ت کای مطلوب را  در هر جهمنتجهتوان مقدار چرخش مناسب می

 ،𝑛𝑥 هوای مطلووب  منتجوه ی چورخش مناسوب، مقوادیر    زاویوه  با انتخاب  =1/5cکشیدگی با  بیضوی

 𝑚𝑦،𝑚𝑥، 𝑛𝑥𝑦، 𝑛𝑦  و𝑚𝑥𝑦  درصد نسبت به گشودگی با  41و  22، 23، 12، 21، 41به ترتیب به میزان

انتخواب   در صوورت هوا،    اما در همین گشودگی برای همین منتجهتی چرخش صفر کاهش یافزاویه

و صفر درصد  54، 54، 9، 1، 5یب به میزان به ترتها، ی منتجهتواند بیشینهچرخش نامناسب میزاویه
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 ی نامطلوب خود برسد افزایش بیابد و به منتجه

ی قورار  بررسو  وردمو کوه   xدر جهوت   محورهتکی مشاهده شد که در بارگذاری کلدر یک بررسی 

هوای نیورو و لنگوری تونش در جهوت      های مختلوف منتجوه  ها با کشیدگیی گشودگیگرفت، در همه

در بارگذاری  کنند  اماهای جهات دیگر اختیار میی بیشتری نسبت به منتجهبارگذاری مقادیر بیشینه

ی هوا در جهتتنش  های نیرو و لنگریمنتجهتواند بسته به میزان کشیدگی می yدر جهت  محورهتک

 غیر از جهت بارگذاری مقادیر بیشینه را اختیار کند 

 پیشنهادها 4-2
 ی متغیر تابعی تحت بارگذاری های بیضوی در صفحهبررسی توزیع تنش اطراف گشودگی

 یبرش و دومحوره

 های بیضویی متغیر تابعی حاوی گشودگیبررسی ارتعاشات صفحه 

 ی متغیر تابعی تحت بارگذاری ضوی در صفحههای بیبررسی توزیع تنش اطراف گشودگی

 حرارتی

 سازی حل تحلیلی حاضر با استفاده از الگوریتم ژنتیک و غیرهبهینه 

 ی متغیر تابعی دارای چندگشودگی بیضویبررسی توزیع تنش در صفحه 

 ی متغیور توابعی   های غیردایروی و بیضی در صوفحه بررسی توزیع تنش اطراف گشودگی

 و برشی حورهدومتحت بارگذاری 

 ی متغیور توابعی   های غیردایروی و بیضی در صوفحه بررسی توزیع تنش اطراف گشودگی

 تحت بارگذاری حرارتی

 ی غیردایروی و بیضیچند گشودگی متغیر تابعی دارای بررسی توزیع تنش در صفحه 
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 پیوست الف
 :یافتهماتریس سفتی کاهش

 [:11شود]صورت زیر تعریف مییافته بهشی ماتریس سفتی کاههامؤلفه

�̅�11 = 𝑄11𝑐𝑜𝑠
4𝜃 + 2(𝑄12 + 2𝑄66)𝑠𝑖𝑛

2𝜃𝑐𝑜𝑠2𝜃 + 𝑄22𝑠𝑖𝑛
4𝜃  

�̅�12 = (𝑄11 + 𝑄22 − 4𝑄66)𝑠𝑖𝑛
2𝜃𝑐𝑜𝑠2𝜃 + 𝑄12(𝑠𝑖𝑛

4𝜃𝑐𝑜𝑠4𝜃)  

�̅�22 = 𝑄11𝑠𝑖𝑛
4𝜃 + 2(𝑄12 + 2𝑄66)𝑠𝑖𝑛

2𝜃𝑐𝑜𝑠2𝜃 + 𝑄22𝑐𝑜𝑠
4𝜃  

�̅�16 = (𝑄11 − 𝑄12 − 2𝑄66)𝑠𝑖𝑛𝜃𝑐𝑜𝑠
3𝜃 + (𝑄12−𝑄22 + 2𝑄66)𝑠𝑖𝑛

3𝜃𝑐𝑜𝑠𝜃  

�̅�26 = (𝑄11 − 𝑄12 − 2𝑄66)𝑠𝑖𝑛
3𝜃𝑐𝑜𝑠𝜃 + (𝑄12 − 𝑄22 + 2𝑄66)𝑠𝑖𝑛𝜃𝑐𝑜𝑠

3𝜃  

�̅�66 = (𝑄11 + 𝑄22 − 2𝑄66−2𝑄12)𝑠𝑖𝑛
2𝜃𝑐𝑜𝑠2𝜃 + 𝑄66(𝑠𝑖𝑛

4𝜃 + 𝑐𝑜𝑠4𝜃) (5-)الف 

صورت زیر تعریوف  به 𝑄66و  𝑄11 ،𝑄12 ،𝑄22ی الیاف در هر لایه است و زاویه 𝜃 (5-)الفدر روابط 

 شوند:می

𝑄11 =
𝐸1

1 − 𝑣12𝑣21
  

𝑄22 =
𝐸2

1 − 𝑣12𝑣21
  

𝑄12 = 
𝑣12𝐸2

1 − 𝑣12𝑣21
  

𝑄66 = 𝐺12 (2-)الف 
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Abstract 

 

In this thesis, with the development of the classical Lekhnitskii’s complex 

variable methods, stress resultants analysis of functionally graded plate 

with elliptical cutout has been studied. By using the complex variable 

method, Lekhnitiskii obtained the stress resultants distribution around a 

circular and elliptical hole in anisotropic plates. With the extension of this 

method to functionally graded Infinite plate and by using the conformal 

mapping, have tried to investigate the stress distribution around elliptical 

cutout. For this purpose, the exponential function is used to plate 

investigated. For modeling the functionally graded plate, the plate is for an 

asymmetric laminates with gradual change of the fiber directions. In this 

thesis, the effect of various parameters such as, aspect ratio of cutout shape 

and hole orientation on force and moment resultants around the hole is 

considered. FG plate is subjected to uniaxial tention loading.  

For numerical evaluation ABAQUS software is used to verify the results of 

the analytical solution. Analytical results are in good agreement with the 

finite element solution. Based on the analytical results. Unexpectedly 

circular hole is not the best geometry to reduce the stress concentration in 

perforated plates and in some cases by selecting the aspect ratio of cutout 

shape and orientation for holes, the stress concentration less than circular 

hole can be achieved. 

 

Keywords : Force  and  Moment  Resultants, Analytical Solution, 

Functionally Graded Plate, Complex Variable Approach. 
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