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 درخت پر بار وجودشان بیاسایم و از ریشه آنها شاخ و برگ گیرم و از سایه وجودشان

 . در راه کسب علم ودانش تلاش نمایم

 والدینی که بودنشان تاج افتخاری است بر سرم و نامشان دلیلی است بر بودنم چرا

 ند و راه رفتنی ام بوده اند دستم را گرفتستهکه این دو وجود پس از پروردگار مایه 

 .را در این وادی زندگی پر از فراز و نشیب آموختند

 آموزگارانی که برایم زندگی؛ بودن و انسان بودن را معنا کردند

 .…حال این برگ سبزی است تحفه درویش تقدیم آنان

ی مكانیک که در محضر آنان علم و اخلاق را فرا گرفتم و با محترم دانشكده استادهایبا تشكر  از 

ی اینجانب بر دوش ایشان امهنکه زحمت راهنمایی پایان قناّدتشكر ویژه از جناب دکتر مهدی 
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 چکیده  

های جدار های ایجاد شده در استوانهجایی و تنشسازی جابهو مدل تحلیلر، ی حاضهدف از مطالعه

های مكانیكی و با ضخامت ثابت در حالت متقارن محوری تحت بارگذاری همگن و ناهمگن ضخیم

ه از روش انرژی با استفاد های جدار ضخیمباشد. در ابتدا معادلات حاکم بر استوانهحرارتی گذرا می

حرارتی  ارگذاریتحت ب با توزیع توانی خواص مكانیكی و حرارتی FGی همگن و ناهمگن مادهّبرای 

جایی ی موردی، نتایج و نمودارهای مربوط به توزیع تنش و جابهاستخراج و با انجام مطالعه گذرا

رارت گذرا با ی مربوط به انتقال حبرای شرایط مرزی دوسرگیردار آورده شده است. همچنین معادله

ی لیلتح صورتبهها، قوانین بسل تعمیم یافته و بسط توابع ویژه متغیّر استفاده از روش جداسازی

ی سازی عددی استوانهی ارائه شده، مدلتحلیل حلّ نتایج صحتّبررسی  منظوربهمحاسبه شده است.  

 تحلیلاست. همچنین  افزار آباکوس انجام شده و نتایج با یگدیگر مقایسه شدهمورد نظر در نرم

حرارتی  با توزیع توانی خواص مكانیكی و FGچرخان همگن و ناهمگن  یترموالاستیک استوانه

جدول و  صورتبهجایی این استوانه تحت فشار داخلی و بارحرارتی گذرا انجام و توزیع تنش و جابه

ی طالعهنمودار ارائه شده است و نتایج حاصل در انتهای هر فصل آورده شده است. همچنین در م

ف نیز مورد های جدار ضخیم تحت بارگذاری مختلحاضر تأثیر زمان بر معادلات و رفتار استوانه

و  ی حاضر صورت گرفتهاز مطالعه بندیگیری و جمعنتیجه درنهایتبررسی قرار گرفته است. 

 ارائه شده است. پیشنهادها

ی ی مرتبهجدار ضخیم، بارگذاری حرارتی گذرا، تئوری تغییر شكل برش یاستوانهواژگان کلیدی: 

 .کار مجازی(، توزیع توانی خواص، اصل FGMتابعی) متغیرّ، مواد اوّل
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 مقالات

های جدار ضخیم متقارن محوری تحت ی  استوانهتحلیل حلّ   "(، 1395م.، ) قنّادوزیری س.ا.ر،  -1

، دومین "اولّی ی تغییر شكل برشی مرتبهبارگذاری حرارتی گذرا وفشاری با استفاده از نظریه

المللی دستاوردهای نوین ژوهشی در مكانیک، صنابع و هوافضا، دانشگاه کنفرانس بین

 نصیرالدین طوسی، تهران.خواجه

2- Vaziri S.A.R, Ghannad M., (2016), ”analytical solution of transient 

heating on axisymmetric thick walled cylinder according to the first 

shear deformation theory”, 5th international conference on research in 

science and technologhy,  LSB University, London, United kingdom. 
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58 

 یدر راستای طولی استوانه FEو  FSDTجایی محوری محاسبه شده از روش جابه 27 -2شكل

 x=L/2 های مختلف درهمگن تحت بارگذاری حرارتی گذرا و فشار داخلی برای لایه

58 



 ح

 

 63 ی همگن چرخان تحت بارگذاری حرارتی گذرا و فشار داخلیپروفیل استوانه  1 -3 شكل

و فشار  ی چرخان همگن تحت بارگذاری حرارتی گذراجایی شعاعی استوانهتوزیع جابه 2-3شكل 

 داخلی بر اساس زمان برای وسط استوانه

 

69 

ی چرخان همگن تحت بارگذاری حرارتی گذرا و فشار جایی شعاعی استوانهتوزیع جابه 3-3شكل 

 داخلی بر اساس زمان برای وسط استوانه

 

70 

ی همگن چرخان تحت بار حرارتی جایی شعاعی در راستای شعاع استوانهجابه نرمال توزیع 4 -3 شكل

 ω=300 rpmو  X=L/2های مختلف در گذرا و فشار داخلی برای زمان

70 

ی همگن چرخان تحت بار حرارتی تنش محیطی در راستای شعاع استوانه نرمال توزیع 5 -3 شكل

 ω=300 rpmو  X=L/2های مختلف در گذرا و فشار داخلی برای زمان

71 

ی همگن چرخان های مختلف استوانهدر راستای طولی در لایهجایی شعاعی جابه توزیع 6 -3 شكل

 t=40 sو  ω=300 rpm تحت بار حرارتی گذرا و فشار داخلی در 

71 

 

ی همگن های مختلف استوانهدر راستای طولی در لایهجایی محوری جابه توزیع 7 -3 شكل

 t=40 sو  ω=300 rpmچرخان تحت بار حرارتی گذرا و فشار داخلی در 

72 

ی همگن چرخان های مختلف استوانهدر راستای طولی در لایهتنش محیطی  توزیع 8 -3 شكل

 t=40 sو  ω=300 rpmتحت بار حرارتی گذرا و فشار داخلی در 

72 

ی همگن چرخان های مختلف استوانهدر راستای طولی در لایهتنش برشی  توزیع 9 -3 شكل

 t=40 sو  ω=300 rpmتحت بار حرارتی گذرا و فشار داخلی در 

73 

ی چرخان همگن تحت جایی شعاعی در راستای شعاعی استوانهتوزیع نرمال جابه 10 -3 شكل

 X=L/2ای مختلف در های زاویهبارگذاری حرارتی گذرا و فشار داخلی برای سرعت

73 

ی چرخان همگن تحت توزیع نرمال تنش محیطی در راستای شعاعی استوانه 11 -3 شكل

 X=L/2ای مختلف در های زاویهی سرعتبارگذاری حرارتی گذرا و فشار داخلی برا

74 

ی در استوانه FSDTو  FEی محاسبه شده با دو روش جایی نرمال شعاعجابه 12 -3 شكل

های دوران مختلف  در همگن چرخان تحت بارگذاری حرارتی گذرا و فشار داخلی برای سرعت

X=L/2  وt=40 s 

75 

های مختلف در لایه FSDTو  FEبا دو روش  جایی شعاعی محاسبه شدهجابه 13 -3 شكل

و  ω=300 rpmتحت بارگذاری حرارتی گذرا و فشار داخلی برای  ی همگن چرخاناستوانه

t=40 s 

75 

های مختلف در لایه FSDTو  FEبا دو روش  جایی محوری محاسبه شدهجابه 14 -3 شكل

و  ω=300 rpmتحت بارگذاری حرارتی گذرا و فشار داخلی برای  ی همگن چرخاناستوانه

t=40 s 

76 

 80 ی جدار ثابت تحت بارگذاری مكانیكی و حرارتی گذراپروفیل استوانه 1 -4شكل

 84 رارتی در راستای شعاعیبعد ضریب رسانش حتوزیع بی 2 -4شكل



 ط

 

 84 ه در راستای شعاعیبعد مدول الاستیسیتتوزیع بی 3 -4شكل

 85 تای شعاعیبعد حرارت مخصوص در راستوزیع بی 4 -4شكل

 85 بعد ضریب ضریب انبساط حرارتی در راستای شعاعیتوزیع بی 5 -4شكل

 86 بعد چگالی در راستای شعاعیتوزیع بی 6 -4شكل

 x=L/2ر دی ناهمگن تحت بار حرارتی گذرا جایی شعاعی استوانهبعد جابهتوزیع بی 7 -4شكل

 t=40 sو 

98 

و  x=L/2رارتی گذرا در حی ناهمگن تحت بار بعد تنش محیطی استوانهتوزیع بی 8 -4شكل

t=40 s 

98 

 t=40و  z=0ی ناهمگن تحت بار حرارتی گذرا جایی شعاعی در استوانهتوزیع جابه 9 -4شكل

s 
 

 

99 

 t=40و  z=0ی ناهمگن تحت بار حرارتی گذرا جایی محوری در استوانهتوزیع جابه 10 -4شكل

s 

100 

 t=40 s ی ناهمگن تحت بارگذاری حرارتی گذرا درتوزیع تنش محیطی در استوانه 11 -4شكل

 z=-h/2و
101 

ی ناهمگن تحت بارگذاری حرارتی های مختلف استوانهتوزیع تنش محیطی در لایه 12 -4شكل

 t=40 sدر  n=1گذرا به ازای 

101 

تحت بارگذاری حرارت گذرا ی ناهمگن نهی میانی استواتوزیع تنش برشی در لایه 13 -4شكل

 t=40 sدر 
102 

بر اساس  ی ناهمگن تحت بارگذاری حرارتی گذرااستوانه جایی شعاعیتوزیع جابه 14 -4شكل

 z=0و  x=L/2در  زمان
103 

 بر اساس زمان ی ناهمگن تحت بارگذاری حرارتی گذرااستوانه توزیع تنش محیطی 15 -4شكل

 z=-h/2و  x=L/2در 

104 

ها و ثابت ی ناهمگن برای زمانجایی شعاعی در راستای طولی استوانهتوزیع جابه 16 -4شكل

 ی میانیناهمگنی مختلف در لایه

104 

رارتی گذرا و فشار حی ناهمگن تحت بار جایی شعاعی استوانهبعد جابهتوزیع بی 17 -4شكل

 t=40 sو  x=L/2ر داخلی د

105 

ی ناهمگن تحت بار حرارتی گذرا وفشار داخلی بعد تنش محیطی استوانهتوزیع بی 18 -4شكل

 t=40 sو  x=L/2در 

105 

ی ناهمگن های مختلف استوانهجایی شعاعی در راستای طولی و در لایهتوزیع جابه 19 -4شكل

 t=40 sو زمان  n=1تحت بارگذاری حرارتی گذرا و فشار داخلی به ازای ثابت 
106 

ی ناهمگن های مختلف استوانهجایی محوری در راستای طولی و در لایهتوزیع جابه 20 -4شكل

 t=40 sو زمان  n=1تحت بارگذاری حرارتی گذرا و فشار داخلی به ازای ثابت 

107 

ی ناهمگن تحت های مختلف استوانهتوزیع تنش محوری در راستای طولی و در لایه 21 -4شكل

 t=40 sو زمان  n=1بارگذاری حرارتی گذرا و فشار داخلی به ازای ثابت 
108 

ی ناهمگن تحت های مختلف استوانهتوزیع تنش برشی در راستای طولی و در لایه 22 -4شكل

 t=40 sو زمان  n=1بارگذاری حرارتی گذرا و فشار داخلی به ازای ثابت 

108 



 ی

 

ی جدار ضخیم ناهمگن تحت بارگذاری فشاری و حراراتی گذرا در نمای کلی استوانه 23 -4شكل

 نرم افزار آباکوس

110 

ی تحت بار در استوانه FSDTو  FEهای ا روشجایی شعاعی محاسبه شده بجابه 24 -4شكل

 z=0گذاری حرارتی گذرا در 

111 

ی تحت بار در استوانه FSDTو  FEهای ا روشجایی شعاعی محاسبه شده بجابه 25 -4شكل

 X=L/2گذاری حرارتی گذرا و فشار داخلی در 
112 

ی تحت بار در استوانه FSDTو  FEهای ا روشجایی شعاعی محاسبه شده بجابه 26 -4شكل

 n=1گذاری حرارتی گذرا  و فشار داخلی به ازای ثابت ناهمگنی 
112 

ی تحت بار در استوانه FSDTو  FEهای ا روشجایی محوری محاسبه شده بجابه 27 -4شكل

 n=1گذاری حرارتی گذرا  و فشار داخلی به ازای ثابت ناهمگنی 

113 

 117 ی ناهمگن چرخان تحت بارگذاری حرارتی گذرا و فشار داخلیپروفیل استوانه 1 -5 شكل

ی چرخان ناهمگن تحت بارگذاری حرارتی جایی شعاعی استوانهبعد جابهتوزیع بی  2 -5 شكل

 t=40 sو  rpmω 300=و  X=L/2گذرا و فشار داخلی در 
125 

ی چرخان ناهمگن تحت بارگذاری حرارتی گذرا بعد تنش محیطی استوانهتوزیع بی  3 -5 شكل

 t=40 s و rpmω 300=و  X=L/2و فشار داخلی در 

125 

ی چرخان ناهمگن تحت بارگذاری جایی شعاعی در راستای طولی استوانهتوزیع جابه 4 -5 شكل

 t=40 sو  ω=300 rpmو  n=1حرارتی گذرا و فشار داخلی به ازای 

126 

ی چرخان ناهمگن تحت بارگذاری توزیع تنش محیطی در راستای طولی استوانه 5 -5 شكل

 t=40 sو  ω=300 rpmو  n=1حرارتی گذرا و فشار داخلی به ازای 
126 

ی چرخان ناهمگن تحت بارگذاری جایی محوری در راستای طولی استوانهتوزیع جابه 6 -5 شكل

 t=40 sو  ω=300 rpmو  n=1حرارتی گذرا و فشار داخلی به ازای 

127 

ی چرخان ناهمگن تحت بارگذاری حرارتی توزیع تنش برشی در راستای طولی استوانه 7 -5 شكل

 t=40 sو  ω=300 rpmو  n=1گذرا و فشار داخلی به ازای 

127 

ی چرخان ناهمگن تحت بارگذاری ی استوانهجایی شعاعی  در جدارهتوزیع جابه 8 -5 شكل

 t=40 sو  n=1و به ازای  های چرخشی مختلفحرارتی گذرا و فشار داخلی برای سرعت
128 

ی چرخان ناهمگن تحت بارگذاری حرارتی ی استوانهتوزیع تنش محیطی در جداره 9 -5 شكل

 t=40 sو  n=1های مختلف چرخشی به ازای گذرا و فشار داخلی برای سرعت
128 

ی چرخان در استوانه FSDTو  FEهای ه با روشجایی شعاعی محاسبه شدجابه 10 -5 شكل

 t=40 sو   rpm=ω 300تحت فشار داخلی و حرارتی گذرا برای 

130 



 ک

 

ی چرخان در استوانه FSDTو  FEهای ه با روشجایی شعاعی محاسبه شدجابه 11 -5 شكل

 n=1به ازای  t=40 sو   rpm=ω 300تحت فشار داخلی و حرارتی گذرا برای 
130 

ی چرخان در استوانه FSDTو  FEهای ه با روشجایی محوری محاسبه شدجابه 12 -5 شكل

 n=1به ازای  t=40 sو   rpm=ω 300تحت فشار داخلی و حرارتی گذرا برای 

131 

 اوّلفهرست جد

ی همگن تحت برای استوانه FSDT و  FEتنش محیطی محاسبه شده از دو روش  1 -2جدول

 وسط استوانه ر دربارگذاری حرارتی گذرا برای حالت دوسر گیردا

59 

ی همگن تحت برای استوانه FSDT و  FEتنش محیطی محاسبه شده از دو روش  2 -2جدول

 وسط استوانهبارگذاری حرارتی گذرا و فشار داخلی برای حالت دوسر گیردار در 

59 

ی همگن در استوانه FSDTو  FEبا دو روش  جایی شعاعی محاسبه شدهجابه 1 -3 جدول

 t=40 sو  X=L/2چرخان تحت بارگذاری حرارتی گذرا و فشار داخلی در 

76 

ی همگن چرخان در استوانه FSDTو  FEتنش محیطی محاسبه شده با دو روش  2 -3 جدول

 t=40 sو  X=L/2تحت بارگذاری حرارتی گذرا و فشار داخلی در 
77 

های مختلف به برای بارگذاری FSDTو  FEتنش محیطی محاسبه شده با روش  1 -4جدول

 های ناهمگنی مختلفثابتازای 

113 

ی چرخان تحت در استوانه FSDT و FEهای تنش محیطی محاسبه شده با روش 1 -5 جدول

 t=40 sو  n=1  به ازای x=L/2فشار داخلی و حرارتی گذرا در 

131 

ی چرخان ناهمگن در استوانه FSDT و FEهای تنش محیطی محاسبه شده با روش 2 -5 جدول

 ω=300 rpmو  x=L/2تحت فشار داخلی و حرارتی گذرا در 
132 
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 مقدمه1-1

که در دنیای  هستندها ترین انواع پوستهو متنوع ترینای از فراوانهای پوستهیا سازه 1هاپوسته

ها و حیوانات سر انسان یها در اشكال طبیعی مانند جمجمهپوسته .شوندمیفیزیكی اطراف ما پیدا 

در اشكال مصنوعی در  و شوندمیو نیز اجزای محافظ اندام جانوری مانند لاک و صدف مشاهده 

 یبدنه ،هالوله ،هاسقف :فضا همانند و نیروگاهی خودروسازی نظامی هوا ساختمانی صنایع مختلف:

 .شوندمیتولید  هاسفینهو  هاموشک ،هاکنندهپرتاب ،هاپرتابه ،هواپیماها ،خودروها

ی و مقاومت در برابر نیروها که از جهت کیفیت رفتار هستند ایخمیده هایسازه طورکلیبه هاپوسته

مطلوبیت رفتاری  تناسببه .گیرندمیقرار  هاسازهتكاملی  یمرتبهدر بالاترین  شده وارد لنگرهایو 

ها پوسته یلتحلی تقریبی موجود برای تحلیل هایروش .ستا اهمیّت حائزنیز  هاآن تحلیلپیچیدگی 

ی هاپوسته هاستهپومیان انواع  از .دهندمیرا تشكیل  هاپوستهوری فرضیاتی است که تئ اساس بر

ها پوسته گونهاینرفتار  یمطالعه برخوردارند. تریویژه اهمیّتبه دلیل فراوانی کاربرد از  ایاستوانه

 پژوهاندانش دامه دارد.توجه دانشمندان بوده و همچنان ا دور تا به امروز مورد چنداننه یگذشته از

را در برابر  هاآنقاومت که بتوانند م اندبوده هاپوسته یمادهّهندسه و  رویپیگیر اعمال تغییرات بر 

 ند.را کاهش ده هاآنمكانیكی و حرارتی افزایش و در صورت امكان وزن  یهاتنشانواع 

 هاپوسته بندیدسته1-2

 .شوندمی بندیدستهمادی و رفتاری  ،از دیدگاه هندسی هاپوستهدر این بخش 

 از دیدگاه هندسی:-الف

انتقال یک منحنی یا سطح مادی در امتداد خط راست خارج از  از :2ی حاصل از انتقالهاپوسته

 .شودمیقوس حاصل  یصفحه

                                                      
1.shells 
2.shell of translation 
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: از دوران یک منحنی یا سطح مادی حول محور واقع در صفحه قوس 1ی حاصل از دورانهاپوسته

 .شودمیحاصل 

از  ترکوچککه نسبت ضخامت به شعاع انحنای سطح میانی آن  ایپوسته: 2جدار نازک یپوسته

 باشد. 20/1

از  تربزرگشعاع انحنای سطح میانی آن  ضخامت بهکه نسبت  ایپوسته: 3جدار ضخیم یپوسته

 باشد. 20/1

 از دیدگاه مادی: -ب

یک جسم یكسان است و تابع  فمختلپوسته در نقاط  یمادهّ: خواص مكانیكی 4همگن یپوسته

 .نیستنقاط  موقعیت

در نقاط مختلف جسم یكسان نیست و تابع  یپوسته یمادهّ: خواص مكانیكی 5ناهمگن یپوسته

 .استموقعیت نقاط 

پوسته در جهات مربوط به هر نقطه یكسان  یمادهّ ),νE( مكانیكی  خواص :6همسانگرد یپوسته

 است.

پوسته در جهات مربوط به هر نقطه یكسان  یمادهّ (,νE): خواص مكانیكی 7ناهمسانگرد یپوسته

 نیست.

 از دیدگاه رفتاری: -ج

کوچک  باریبیجابجایی هر نقطه از پوسته بین شرایط بارداری و  :8کوچک هایشكلپوسته با تغییر 

 هندسی(. ازنظراست )رفتار خطی 

                                                      
1 Shell of rotation 
2 Thin shell 
3 Thick shell 
4 Homogeneous shell 
5 Inhomogeneous (heterogeneous) shell 
6 Isotropic shell 
7 Anisotropic shell 
8 Small deflection 
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کوچک  باریبی: جابجایی هر نقطه از پوسته بین شرایط بارداری و 1بزرگ هایشكلپوسته با تغییر 

 هندسی(. ازنظر غیرخطیرفتار ) نیست

 هوککرنش از قانون عمومی -و روابط تنش  پذیرندبازگشت هاشكل: تغییر 2پوسته با رفتار کشسان

 مادی خطی(. ازنظر)رفتار  کنندمیپیروی 

کرنش از قانون عمومی  -ناپذیرند و روابط تنش بازگشت هاشكل: تغییر 3سانمومپوسته با رفتار 

 .مادی( ازنظر غیرخطیرفتار ) کنندنمیپیروی  هوک

 

 

 ی نازکهاپوسته هایتئوری1-3

 .است 20/1از  ترکوچک Rبه شعاع سطح میانی   hی نازک نسبت ضخامت پوسته هاپوستهدر 

به دلیل  طورکلیبه خطی بنا شده است. یالاستیسیتهبر مبنای تئوری  هاپوستهاین دسته از  تئوری

با  بلكه ،شودنمیسه بعدی استفاده  یالاستیسیتهکوچک بودن یک بعد نسبت به ابعاد دیگر تئوری 

دست هی نازک بهاپوسته تحلیلتقریبی برای  -یتحلیل هایروشسازی روابط الاستیسیته ساده

 سازی روابط الاستیسیته دارد.ساده یدرجهبستگی به  شدهارائه  هایتئورینتایج  دقت .آورندمی

 هاپوستهئه کرد که پس از آن در بسط تئوری اار هاورق یدرباره( 1850)4فرضیات را کیرشهف یناوّل

هف معرفی کرد، اما کار کیرشرا مبتنی بر فرضیات  هاپوسته( تئوری 1874)5ارون کار گرفته شد. هب

به عنوان تئوری ی نازک را ارائه کرد که اکنون هاپوستهعمومی  معادلات( 1888)6لوو وی کامل نبود.

( با استفاده از 1912)7رایسنر کیرشهف مشهور است.-ی نازک یا تئوری لاوهاپوستهکلاسیک 

                                                      
1 Large deflection 
2 Elastic behavior 
3 Plastic behavior 
4 Kirchhoff 
5 Aron 
6 Love 
7 Reissner 
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ین اولّ( 1932)2فلوگه را ارائه نمود. 1ی حاصل از دوران متقارن محوریهاپوسته تحلیلفرضیات لوو 

 کرد. با لحاظ کردن خیزهای کوچک ارائه دو را یمرتبهبا تقریب  هاپوستهکسی است که تئوری 

و فقط در حالتهای خاص  شودمیی نازک شناخته هاپوسته معادلات وی به عنوان معادلات استاندارد

 .آیندمی دستبهیک و صفر  یمرتبهبا تقریب  هاپوستهتئوری  هاآنسازی ساده با .باشدمی حلّ قابل 

ی نازک هاپوسته غیرخطیتئوری  (1957)4شد. نقدی تكمیل( 1944)3فلوگه توسط بیرنه نظریات

را با  هاپوستهبندی ( فرمول1959)5سندرز .استمشكل  هاآنکارگیری بندی کرد که بهرا فرمول

را به شكل  هاپوسته ینظریه یارائه( امكان 1964)6فو نووژیل ئه کرداز اصل کار مجازی اراستفاده ا

 نوشته شدند. تریفشرده صورتبهمختلط نشان داد و به این ترتیب معادلات 

 مود.نبه این گونه تقسیم  توانمیی نازک را هاپوسته های کلاسیکتئوری

 7صفر )تئوری غشایی( یمرتبهتئوری با تقریب  -1

 8تئوری خمشی() یک یمرتبهتئوری با تقریب  -2

 تئوری غشایی 1-3-1

 نیروهای محوری را تحمل کند. تواندمیدو بعدی است که فقط  10از دیدگاه مكانیكی یک تار 9غشاء

لنگرهای خمشی  توانندنمیفیزیكی  ازنظرو بسیار کم است  هاآن 11یی که سختی خمشیهاپوسته

 نازک، هایپوستهنیروهای داخلی در اغلب  نمیدا .شوندمی تحلیلن تئوری را تحمل کنند با ای

تعادل ایستایی  تأمینو از این جهت نیروهای غشایی برای  شودمیاز نیروهای غشایی تشكیل  عمدتاً

جایی جابه تئوری غشایی، در ایستایی معین است. ازنظرو به عبارتی دیگر پوسته  هستندپوسته کافی 

                                                      
1 Axisymmetric shell of revolution 
2 Flugge 
3 Byrne 
4 Naghdi 
5 sanders 
6 Novozhilov 
7 Membrane theory 
8 Bending theory 
9 Membrane 
1 0 String 
1 1 Bending stiffness 
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با  2ایصفحهو کرنش  1ایصفحهدر حالت تنش  مسائلجایی سطح میانی توصیف و پوسته با جابه

 [2] .شوندمی تحلیلعاعی ش عمودی و کرنش عمودی در راستای شچشم پوشی از تن

 تئوری خمشی 1-3-2

دو بعدی است که علاوه بر نیروهای محوری نیروهای برشی و  4از دیدگاه مكانیكی یک تیر 3ورق

قابل توجه باشند  هاآنیی که سختی خمشی هاپوسته تحمل کند. تواندمیلنگرهای خمشی را نیز 

 یفرضیه .شوندمی تحلیلفیزیكی بتوانند لنگرهای خمشی را تحمل کنند با این تئوری  ازنظرو

ارائه و سپس توسط کیرشهف در مورد ورقها تعمیم داده شد ولوو با  5سط ناویرمقدماتی تیرها تو

 بندی کرد.خمشی را صورتهمین فرضیات تئوری 

ستند و به آوردن نیروهای خمشی کافی نی دستبهدر حالت کلی معادلات تعادل به تنهایی برای 

جایی جایی پوسته با جابهتئوری خمشی نیز جابه در ایستایی نامعین است. ازنظرعبارتی دیگر پوسته 

رضیات ف را( تئوری غشایی و تئوری خمشی )تئوری کلاسیک فرضیات .شودمیسطح میانی توصیف 

 [:2] ازکه عبارتند  نامندمیکیرشهف -لوو

 استنسبت ضخامت پوسته به شعاع انحنای سطح میانی در مقایسه با سطح واحد کوچک  -1

 .نازک( یپوسته)

 .خیز کوچک() ندهستخیزها در مقایسه با ضخامت پوسته کوچک  -2

تنش ) ستاتنش قابل چشم پوشی  هایمؤلفهسطح میانی نسبت به سایر  تنش عمود بر یمؤلفه -3

 .(ایصفحه

                                                      
1 Plane stress 
2 Plane strain 
3 Plate 
4 Beam 
5 Navier 
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و  مقاطع مستوی عمود بر سطح میانی پوسته پس از بارگذاری و تغییر شكل همچنان مستوی -4

د بر سطح میانی وکرنش عم هایمؤلفهبرشی و  هایکرنشاین فرض  با .مانندمیعمود باقی 

 (.ایصفحهکرنش ) شوندمیصفر در نظر گرفته 

 ی ضخیمهاپوستهتئوری  1-4

 هایاستوانهدقیق  حلّ 2(PETدو بعدی ) یالاستیسیتهبا استفاده از تئوری  (1852) 1ین بار لامهاوّل

همگن و همسانگرد را  یمادهّضخیم متقارن محوری با جدار ثابت تحت فشار یكنواخت داخلی از 

 مختلف مهندسی کاربرد فراوانی داشته است. مسائل حلّ[ که تا کنون در 3] کردارائه 

 آورد. دستبهته معادلات اساسی الاستیسیضخیم را با استفاده از  یپوسته( روابط 1930)3گالرکین

ی هاپوستهی را برای حلّخطی معادلات قابل  یالاستیسیته( با استفاده از تئوری 1949)4ولاسف

 5و اینرسی دورانی تئوری تغییر شكل برشی( با لحاظ اثر برش عرضی 1956) نقدی ضخیم ارائه کرد.

( با بكارگیری تئوری 1958)6میرسكی و هرمان [.4] نمودی ضخیم پایه گذاری هاپوستهبرای  را

 کردندجدار ضخیم را ارائه  ایاستوانهی هاپوسته ارتعاشی تحلیل اولّ یمرتبهتغییر شكل برشی 

ی هاپوستهمختلف  هایتئوریجدار ضخیم را با  یاستوانه یویژه( مقادیر 1960) 7[. گرینس پن5]

 [.6] نمودم مقایسه نازک و ضخی

 نمود. متقسی گونهاینبه  توانمیی ضخیم را هاپوستهتئوری عمومی 

 مستوی یالاستیسیتهتئوری  -1

 تئوری تغییر شكل برشی -2

                                                      
1 lame 
2 Plane elasticity theory 
3 Galerkin 
4 Vlassov 
5 Shear deformation 
6 Mirsky-hermann 
7 Greenspon 
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 مستوی یالاستیسیتهتئوری  1-4-1

مجهول را بدست  15 توانمیمعادله وجود دارد که  15 یبعدسه یستیسیتهالادر تئوری  طورکلیبه

جایی( جابه-کرنش) سینماتیک تعادل )تنش(، شش معادله یدلهامعسه  ادلات عبارتند از: آورد مع

تانسور متقارن ) تنش یمؤلفهکرنش( و مجهولات عبارتند از: شش -تنش) رفتاری یمعادلهو شش 

. جایی(دار جابهبر) جاییجابه یمؤلفهتانسور متقارن کرنش( و سه ) کرنش یمؤلفهتنش(، شش 

 کندمیکامل توصیف  طوربهرا  هاپوستهسه بعدی هر چند مشخصات رفتاری  یالاستیسیتهتئوری 

 هاآنبه کارگیری  عملاًو  استمعادلات آن بسیار پیچیده  حلّولی  شودمیدقیق  حلّو منجر به 

 یالاستیسیتهو تئوری معادلات بالا را کاهش داد  توانمی ایشوندهفرضیات ساده  با امكانپذیر نیست.

 شودمیمستوی فرض  یالاستیسیتهتئوری  در برد. بكار هااستوانه تحلیلدو بعدی )مستوی( را برای 

که مقاطع مستوی عمود بر محور مرکزی استوانه پس از اعمال فشار و تغییر شكل همچنان مستوی 

حقیقت کرنش برشی و تنش برشی صفر در نظر گرفته  در .ماندمیو عمود بر محور استوانه باقی 

جایی جایی هرنقطه از پوسته برابر جابهی نازک، جابههاپوستهاما برخلاف تئوری کلاسیک  شودمی

جدار ثابت متقارن محوری  یاستوانهتئوری را لامه برای  این .شودنمیسطح میانی در نظر گرفته 

لامه به تئوری  تئوی .آوردبدست  هااستوانههمگن و همسانگرد به کار برد وتوزیع تنش را در  مادهّاز 

 [.7] استضخیم مشهور  یاستوانهکلاسیک 

 معادله دیفرانسیل حاکم بر استوانه جدار ضخیم جدار ثابت عبارتست از:

 برابر است با: ruجایی استوانه و جابه 

(1-2  ) 2
1r

C
u C r

r
  

r ،شعاع استوانهC Cو 1  یند.هستند که با شرایط مرزی بدست می آمعادله  هایثابت 2

 

(1-1) 
2

2 2

1 1
0r r

r

d u du
u

dr r dr r
  2 0r r rr u ru u    or  
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 تئوری تغییر شکل برشی 1-4-2

با مجموع  بلكه شودمیجایی سطح میانی توصیف نهر نقطه از پوسته با جابهجایی در این تئوری جابه

 یفاصله طورکلیبه .شودمی ننقطه نسبت به سطح میانی بیا جاییجایی سطح میانی و جابههجاب

آن از  یفاصله یبه علاوه (Rمیانی )( برابر است با شعاع سطح rهر نقطه از پوسته تا محور تقارن )

 (، یعنی:zسطح میانی )

(1-3) 1
z

h
,  r R z  

 ی توخالی:جایی شعاعی استوانهتئوری لامه، جابه بر اساس

(1-4) 2 2
1 1( )r

c c
u c r c R z

r R z
    

 

 نوشت: توانمیبه کمک بسط تیلور 

 

(1-5) 
 

2

0 1 2 ...ru u u z u z     

 توان نوشت.می zبر حسب  ایچندجملهیک  صورتبهجایی شعاعی را بالا، جابه یرابطهبراساس 

در نظر گرفته شود  اولّ یجملهفقط چند  اگر جایی سطح میانی است.باشد نشانگر جابه z =0 اگر

0u u که مشابه تئوری خمشی )تئوری  شودمیت ی کلفهاپوستهصفر  یمرتبهبا تقریب  تحلیل

0گر دو جمله در نظر گرفته شود ای نازک( و هاپوستهیک در  یمرتبه 1u u u z  ،با تقریب  تحلیل

ی هاپوستهدو در  یمرتبهه تئوری فلوگه )تئوری مشاب که شودمیی کلفت هاپوستهیک  یمرتبه

 [.6] باشدمینازک( 

در این تئوری، علاوه بر اثر نیروهای محوری، اثرات برش، خمش، پیچش و نیز اثرات اینرسی دورانی 

یک به تئوری تغییر شكل برشی  یمرتبهبا تقریب  تئوری در نظر گرفت. توانمیو میدان حرارتی را 

2 3
22 2 2 2

1 1 12 3 2 3
( ) 1 ... ...r

c c c cz z z
u c R z c R c z z

R R R R R R R
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در تیرها و همچنین تئوری  1هرمان شهرت دارد که تعمیم تئوری تیموشنكو –میرسكی  اوّل یمرتبه

 جایی در این تئوری عبارتست از:جابه میدان [.8] است هاورقدر  2میندلین

(1-6)      0 1

( , ) ( , )

( , ) ( , )

x

z

U u x t x t z

U v z U u u z

U w x t x t z









 


    
  

 

میانی، پس از تغییر ، مقاطع مستوی و عمود بر سطح اوّل یمرتبهدر تئوری تغییر شكل برشی 

عمود نیستند، یعنی کرنش برشی و تنش برشی صفر در  الزاماًولیكن  مانندمیباقی  مستوی شكل،

ه دقیق مسائل حلّسه بعدی، منجر به  یالاستیسیتهبه کارگیری تئوری  هرچند .شوندنمینظر گرفته 

ی کلفت )به غیر از موارد هاپوستهکاملی برای  حلّشود، ولیكن به دلیل اینكه تا کنون هیچ راه می

تغییر شكل برشی برای  تئوری بعدی ارائه نشده است،سه یالاستیسیتهتئوری  از خاص( با استفاده

 حتی شرایط مرزی، و مواد، انواع بارگذاری، انواع مختلف با انواع جداره، ایپوسته هایسازه تحلیل

 .است، روش مناسبی 3نامتقارن محوری

 (4FGMتغییرات تابعی خواص ) مواد با 5-1

به دلیل یكنواختی خواص از قبیل: مقاومت مكانیكی، مقاومت حرارتی،  مواد همگن و همسانگرد

خستگی و... محدویت هایی در صنایع  سایش، مقاومت در برابر خزش و مقاومت در برابر خوردگی و

این رو دانشمندان همواره در تلاش  از .کنندمیو گاز، خودرو سازی و ... ایجاد  نفت نظامی، هوافضا،

پایان  در( مواد مرکب )کاممپوزیت ها یایده که از مواد جدید با خواص برتر استفاده کنند.اندبوده

مرکب از ترکیب دو یا چند  مواد در صنایع دریایی عملی شد. 1950 یدههز او آغ 1940 یدهه

عدم  این متفاوت و گاهی ناسازگار دارند.یند که خواص فیزیكی به وجود می آناهمساز  یمادهّ

بارگذاری همزمان مكانیكی  در اثر هالایهسنخیت رفتار مواد، باعث تمرکز تنش و گسستگی در مرز 

                                                      
1 Timoshenko 
2 Mindlin 
3 Nonaxisymmetric 
4 Functionally graded materials 
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 ،هستنداز دیدگاه متالوژی )میكروسكوپی(، ناهمگن و همسانگرد  هاکامپوزیت .شودمیوحرارتی 

 .شوندمیهمسانگرد تلقی و  همگن از دیدگاه مكانیكی )ماکروسكوپی(، ولیكن

پس از وی  و [.9] کرد بندیفرمولی اجسام مرکب را تئوری الاستیسیته (1950لخنیتسكی )

تئوری کلاسیک و  (1974) وینسون ئه نمودند.اوزیتی را ارپی کامهاپوستهدیگران، تئوری حاکم بر 

ی کامپوزیتی به کار برد و بین نتایج دو هاپوستهاستاتیكی  تحلیلتئوری تغییر شكل برشی را در 

 انجام داد. ایمقایسهروش 

که در نتیجه موجب تغییر ناگهانی  مواد مرکب تغییر ناگهانی مواد و خواص آنهاست یعمدهاشكال 

با  مواد تغییر تدریجی خاص پایه ریزی شد. یایده، لذا شودمی هالایهرفتار مواد به ویژه در مرز 

زنده مانند استخوان وجود داشته است. به  هایارگانیسم( در ساختار FGMخواص )تغییرات تابعی 

استخوان در لایه بیرونی که نیاز به مقاومت نسبی در برابر عوامل خارجی از قبیل ضربه  عنوان مثال

تا لایه درونی که  شودمیدارد، از استحكام بیشتری برخوردار است و به تدریج از سختی آن کم 

تا شرایط مناسب برای جذب مواد غذایی را داشته باشند. از این رو تغییرات خواص  استکاملاً نرم 

را همسانگرد در نظر  هاآنولیكن  هستند، ناهمگن FG. مواد شودمیکاملاً پیوسته و تدریجی ایجاد 

 .گیرندمی

 

 نمایی از مقطع یک استخوان 1 -1 شكل
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 FGویژگی مواد  1-5-1

داری  (هاکامپوزیت) ناهمسانگردمواد  و( هاایزوتروپ) همگندر مقایسه با مواد  FGمواد ناهمگن 

 [:10] باشندمیبه شرح زیر  هایویژگی

ی حرارتی، هاتنشحقیقت این گونه مواد با کاهش  در مقاومت زیاد در برابر گرادیان دمای بالا. -1

 هاییناحیهدر  توانمی FGکمک مواد  به .دهندمیرا تا حد قبل توجهی کاهش  هاآنآثار منفی 

 را کنترل کرد. هاآن رسندمیی حرارتی به حالت بحرانی هاتنشکه 

استحكام مواد را افزایش  توانمی FGکمک مواد  به انیكی بالا.كبل بارهای مامقاومت زیاد در مق -2

 وحتی شكست تا حدود زیادی جلوگیری کرد. انسمومی داد تا از ورود اجسام به ناحیه

بسیاری  در اجسام جامد است. ، کاهش تمرکز تنش درFGمواد  هایویژگی ترینمهمیكی از  -3

، شودمیطی از جسم ایجاد انقتنش در  تمرکز از جسام به دلیل وجود شكلهای خاص هندسی،

آثار تمرکز تنش  توانمی FG موادبه کمک  هاگشودگیو  هاسوراخجسم و نزدیک  ایلبهمانند 

 گیری کاهش داد.چشم صورتبهرا 

 FGهدفمند  مواد ایجاد یا رشد ترک شود، که مانع مادهّخواص  بهترین ترکیب برای تغییر -4

 است.

 یلایه جدا انجام شود، احتمال جدا شدن هایلایه صورتبهاگر پوشش ترد بر روی مواد نرم  -5

 .پذیردمییوسته و تدریجی انجام پاین کار با تغییرات   FGکمک مواد  به ترد بسیار زیاد است.

 در .شودمیمختلف آن  هایلایهام بین ك، موجب استحFGتغییرات تدریجی خواص در مواد  -6

ی گبین ساختارهای زمینه و الیاف، نوعی ناهماهن تداخل وزیتی،پصورتی که در مواد مرکب کام

در معرض بارهای  یعنوان مثال هنگامی که مواد کامپوزیت به .کندمیدر خواص مكانیكی ایجاد 

و مقاطع  هاینه و الیاف ایجاد و سپس در لایه، ترک، ابتدا در مرز زمگیرندمیقرار  حرارتی بالا

به دلیل پیوستگی موجود در خواص  FGمواد  در .شودمیضعیف داخل زمینه و الیاف منتشر 

که باعث  کنندمیپیدا  ایپیوستهحالت  هاآنگرادیان  وهاتنش، حرارتی و مغناطیسی، مكانیكی
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غییرات خواص در مواد ایزوتروپ، کامپوزیت ت بین( مقایسه 2-2. شكل )شوندمی مادّه استحكام

 .دهدمیرا نشان  FGM  و

 

 [10ی تغییر خواص در مواد مختلف ]مقایسه 2 -1 شكل

 FGی مواد تاریخچه 1-5-2

ز ادر سازمان هوا و فضای ژاپن مطرح و  1984توسط نینو و همكارانش در  FGMی یهاوّلمفهوم 

 اولّی هحلّ[. مر12 و 11] شددر این کشور شروع  FGMمطالعات امكان سنجی تولید  1986

در ژاپن انجام شد. در این پروژه سه  1987-89(( طی سال FGMی ملی ))فناوری گسترش پروژه

ی مادهّ تولیدپیشنهادی،  ینظریه ارزیابی مواد همكاری داشتند.گروه ساخت مواد، پردازش و 

میک ها با مقاومت حرارتی بالا و تحمل گرادیان حرارتی مناسب و ی بود که با استفاده از سراجدید

 مادهّکه تغییرات تدریجی  ایگونه به فلزان با مقاوت مكانیكی بالا و ضریب هدایت حرارتی مناسب،

فضایی و نیز شرایط ی شاتل ی بیرونی دماغهانجام پذیرد تا شرایط دمایی لایهاز سرامیک به فلز 

 ی درونی شاتل ارضاء شود.مكانیكی و جوشكاری لایه

میلیمتر و ضخامت  30سازی قطعاتی به قطر  مادهّپس از دست یابی به هدف پروژه که ساخت و آ

ی کلوین و اختلاف دمایی در رجهد 2000میلیمتر که قادر به تحمل دماهایی در حدود  10 تا 1

ین سمپوزیم اوّلهای خود را در درجه کلوین بودند، دانشمندان ژاپنی، نتایج پژوهش 1000حدود 
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انجام  1990-91ی ملی ژاپن در ی دوم پروژهمرجله در اختیار همگان قرار دادند. 1990جهانی در 

ی در قسمت پایینی دماغه ای استفادهمیلیمتر بر 300شد که منجر به ساخت ورق مربعی به ابعاد 

ی سفینه هخروطی دماغمتر برای استفاده در نوک ممیلی 50کره به قطر فضایی و یک نیم یسفینه

برگزار و پس از آن، مطالعات بر روی مواد  1992 در ،FGMسمپوزیوم جهانی  دومین [.13] شد

FG  هایسازه تحلیلو به ویژه FGM .فراگیر شد 

 FGهای تولید مواد فرایند 1-5-3

آزمایشاههای تخصصی بوده و هنوز روش تولید  یمحدودهدر FG  های تولید موادفرایندتاکنون 

به  توانمیتولید موجود را  هایروش طورکلیبهاقتصادی ارائه نشده است.  یباصرفهنیمه صنعتی 

 [.10] کرددو گروه عمده تقسیم 

 
 FG [10] گوناگون تولید موادهای دسته بندی روش 3 -1 شكل

 گویند.ختمانی میهای سافراینده آن لایه لایه، که ب صورتبه FGهای تولید مواد فرایند: اوّلگروه 

اتوماسیون ساخت مواد  یزمینهشگرف ایجاد شده در  هایپیشرفتاز  اینتیجهها، فرایندنوع  این

ختمانی، تغییرات تدریجی توسط انباشته شدن مواد بایک روش اهای سفرایند در .باشدمیپیشرفته 

به  توانمیرا  FGمواد  هایمدل ساخت در این گروه، هایروش با .شودمیبرنامه ریزی شده انجام 

FGفرایندهای تولید مَواد 

فرایندهای مبتنی بر انتقال 

فرایندهای انتقال جرم
انتشار از سطح مایع

انتشار داخلی
فرایندهای حرارتی

جدایی گریز از مرکز

فرایندهای ساختمانی

فرایند تراکم پودر

بستن فاز مایع

نفوذ و تصفیه

تحكیم پودر در حالت جامد

فرایندهای انفعال پودر
فرایندهای لایه سازی

فرایندهای روکش دهی

تغییر شكل دگرگونی 
مارتنزیتی

پاشش پلاسما

الكتروفرمینگ

روکش دهی لیزری

ته نشاندن بخار



15 

 

همین دلیل هیچ گونه محدودیتی در چگونگی  به هر شكل یا هرگونه تغییرات دلخواهی سازگار کرد.

. با وجود نكات شودمیاین نكته موجب انعطاف پذیری در طراحی تغییرات تدریجی وجود ندارد. 

پرهزینه، وقت گیر و دشوار است که با  بسیار ،هاآنبا  FG، تولید مواد هاروشمثبت فراوان این 

این گروه نشان داده شده  هایروش( 3-1شكل ) در .شوندمیافزایش دقت، مشكلات آن چند برابر 

 است.

انتقال برای ایجاد تغییرات تدریجی در  یپدیدهمبتنی بر  FG تولید موادهای فرایند: گروه دوم

ی یا انتقال حرارت برای تولید اتم انتشار ها از جریان سیال،فرایندنوع  این .باشندمییک جزء از مواد 

سیال و انتشار  جریان .گیرندمیموجود بهره های ی یا ترکیبحلّزیرساختارهای م در ات تدریجیتغیر

. استژی فكیک کریستالها در ساخت مواد آلیاگوی تجامدسازی، پاسخ فرایندت جامد در طول حال

 هایروش .آیندمیدست تغییرات تدریجی بهی برای ایجاد هایروشدیگر،  ایگونهبه این ترتیب به 

لحاظ زمان های ساختمانی را ندارند ولی از فرایندتولید  هایروشانتقال انعطاف پذیری  فرایندتولید 

 .باشندمی اولّگروه  هایروشاز  ترمناسب بسیار و هزینه،

 FGسازی ریاضی مواد مدل 1-5-4

 هاآنو خواص مكانیكی، حرارتی و مغناطیسی  باشندمیناهمگن  اساساً FGبا توجه به اینكه مواد  

ریاضی،  یپیوستهتغییر خواص را با یک تابع  توانمی، کندمیپیوسته و تدریجی تغییر  صورتبه

خواص مرسوم در مدل سازی  روش ی و عددی بهره گرفت.تحلیل هایروشمدل کرد و از آن در 

، استفاده از یک تابع توانی یا تابع نمایی برای بیان توزیع پیوسته خواص FGمكانیكی و حرارتی مواد 

(، ضریب Eمدول کشسانی ) تغییرات در عبارات مربوط به توزیع خواص، معمولاً  .است مادهّدر 

 و تغییرات نسبت پواسون  گیرندمیهدایت حرارتی، ضریب انبساط حرارتی و چگالی را در نظر 

( را لحاظ ،)به ،استآن، مقدار نسبت پواسون است که بسیار نزدیک به هم  دلیل .کنندنمی 

را ناهمگن همسانگرد  مادّهاز تغییرات ناچیز آن در جسم چشم پوشی کرد، یعنی  توانمیکه  ایگونه

(FG )در نظر گرفت. ایزوتروپ 
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( تابع 2000[، یانگ )15( تابع توانی ]1999[، هورگان و چان )14تابع توانی ] (1994اُباتا و نودا )

 همكارانو  جباری [،18] توانی( تابع 2001) تارن[، 17] توانی( تابع 2001) توتونچو[، 16توانی ]

( 2006[ و هونگ جون و ژیفای )20] نمایی( تابع 2006) آکیزو  اراسلان [،19( تابع توانی ]2003)

 ی به کار بردند.تحلیل هایروش[ را در 21] نماییتابع 

 :شودمی( در نظر گرفته 7-1) یرابطه صورتبهتابع توانی در اکثر مراجع 

(1-7) ( )

n

a

z
P z P

a

 
  

 
 

aP  ی مشخص و یک لایه در( )مكانیكی، حرارتی و.. مادهّخاصیتn  همگنی است.ناثابت 

سرامیک است که با افزودن برخی عناصر آلیاژی دیگر خواص دلخواه -، تلفیق فلزFG مادهّ ترینرایج

 hبا ضخامت ثابت  FGMبرای یک ورق  ایویژهی (، رابطه1998. پراوین و ردی )شودمیتأمین 

 [:22] نمودندزیر بیان  صورتبهتغییر خواص را در ورق  ایشان ارائه کردند.

(1-8)  

mP  ،خواص فلزcP  خواص سرامیک وV  استنسبت جمی در جسم. 

(1-9)  

0nاگر   ؛ اگر آیدمی دستبهباشد، ورق همگن سرامیک/ 2z h   باشد، خاصیت فلزی و اگر

/ 2z h ،بالایی آن در ی امی که لبهدر اجس مادهّ این .آیدمی دستبهخاصیت سرامیک  باشد

 ی پایینی آن تحت بارهای مكانیكی قرار دارند، بسیار مفید است.رادیان دمایی بالا و لبهمعرض گ

 تر برای دو خاصیت به شكل زیر بیان نمود:کلی صورتبهتوان ی بالا را میرابطه

(1-10)  

1P  2وP ی توخالی باشند. به عنوان مثال رابطه برای یک استوانهی مختلف میخواص در دو لایه

 :شودمیزیر نوشته  صورتبهجدار ثابت 

( ) ( ) n

c m mP z P P V P  

1
   ,     -

2 2 2

z h h
V z

h

 
    
 

1 2 2( ) ( ) nP z P P V P  
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(1-11)  

iE  وoE  ی مادهّبه ترتیب، مدول یانگFG  استدر شعاع داخلی و خارجی استوانه. 

( سه مدل تابع توانی ساده، تابع توانی مشابه تابع پراوین و ردی و نیز تابع نمایی 2009توتونچو )

ی ناهمگن تابع نمایی مادهّبرای خواص  (2008[. شاوُ )23] کردسرامیک ارائه -تلفیق فلز صورتبه

 [:24] کرد( ارائه 12-1ی )رابطه صورتبه

(1-12) 

1( )

1 2
1 2

( )

,

im R R

o

m m

A R A e

r r
R R

r r

 



 


 

 mrبه ترتیب شعاع داخلی و خارجی استوانه و  2rو  1r، مادّهثابت ناهمگنی  imکه در این رابطه 

 .استی خارجی استوانه خواص لایه oAمیانگین شعاع داخلی و خارجی و 

ستوانه ی ا[ تغییرات خواص در جداره26( ]2011) کانكر[ و همچنین کلس و 25( ]2007) توتونچو

 :ندی زیر بیان نمودطبق رابطهتابع نمایی  صورتبهرا 

(1-13)  

 .استی خارجی استوانه نیز خواص لایه oAو  مادهّثابت ناهمگنی  شعاع استوانه،  rکه در آن 

تابع توانی طبق  صورتبهی استوانه را ( تغییرات خواص در جداره2009حسینی و همكاران در )

 ی زیر بیان نمودند:رابطه

(1-14)  

 .استی داخلی استوانه نیز خواص لایه oAو  مادهّثابت ناهمگنی  mشعاع استوانه،  rکه در آن 

 ی پژوهشپیشینه 1-6

-1گونه که در بخش های مختلف، همانبه روشای همگن و همسانگرد های استوانهپوسته تحلیل

به حدود نیم قرن  ناهمسانگردهای استوانه تحلیلبیان شده، دارای قدمتی نسبتاً طولانی است.  4

( ) ( )

/ 1

/ 1

n

o i i

i

o i

E r E E V E

r r
V

r r

   



 

( ) r

oA r A e 

( ) m

iA r A r
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 مطالعات این بخش، در ی اخیر است.های ناهمگن مربوط به دههاستوانه تحلیل، ولی گرددبرمیپیش 

 .شودمیهای همگن و ناهمگن در رابطه با موضوع پروژه گزارش نجام شده بر روی استوانها

 حلّ ی مستوی، از تئوری الاستیسیته با استفاده 1852ین بار لامه در اولّ: برای های همگناستوانه

مواد همگن وهمسانگرد تحت فشار  ازهای ضخیم متقارن محوری با جدار ثابت دقیق استوانه

روابط حاکم بر  1930[. گالرکین در 7 و 3] کردای را ارائه یكنواخت داخلی در حالت کرنش صفحه

 1949دست آورد. ولاسف در ده از معادلات اساسی الاستیسیته بهاهای جدار ضخیم را با استفپوسته

کرد. نقدی  های ضخیم ارائهبرای پوسته حلّ ادلات قابل ی خطی، معده از تئوری الاستیسیتهبا استفا

گذاری های ضخیم پایهبا لحاظ اثر برش عرضی، تئوری تغییر شكل برشی را برای پوسته 1956در 

 تحلیل، اوّلی با بكارگیری تئوری تغییر شكل برشی مرتبه 1985[. میرسكی و هرمان در 4] نمود

ی ضخیم را هی استوانمقادیر ویژه 1960 در [.5] کردندای ضخیم را ارائه های استوانهپوسته

 [.6] نمودضخیم، محاسبه و با یكدیگر مقایسه  های نازک وهای مختلف پوستهگرینسپن با تئوری

هرمان و روش عددی تفاضل محدود، پاسخ -با بكارگیری تئوری میرسكی 1973زیو و پرل در 

با استفاده از  1981[. سوزوکی و تاکاهاشی در 27] آوردنددست بلند را بههای نیمهارتعاشی استوانه

و  را استخراج های همگن جدار متغیرّم بر استوانهتئوری تغییر شكل برشی، معادلات ارتعاشی حاک

جمله از سری را در نظر  50برای همگرایی،  ایشان کردند. حلّرا به کمک سری فریبینیوس  هاآن

 معادلات برشی،با استفاده از تئوری تغییر شكل  1986[. سوزوکی و همكاران در 28] گرفتند

را به کمک سری  هاآندست آورده و را به متغیّرهای همگن جدار ارتعاشی حاکم بر مخروط

معادلات  2003چی و همكاران در [. ایپک29] کردند حلّجمله از سری،  100فریبینیوس با لحاظ 

استخراج  اوّلی، را با تئوری تغییر شكل برشی مرتبه های همگن و همسانگرد با جدار متغییراستوانه

های همگن و معادلات مخروط 2008[. ایشان در 30] کردند حلّو به کمک تئوری اغتشاشات 

ی دوم، استخراج و به کمک تئوری همسانگرد با جدار متغییر را با تئوری تغییر شكل برشی مرتبه

 طی شكل ناقصهای مخروعمومی پوسته حلّ  2009در  و همكاران قنّاد [.31] کردند حلّاغتشاشات 
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به کمک تئوری  اوّلی جدار ضخیم همگن و همسانگرد را بر مبنای تئوری تغییر شكل برشی مرتبه

نژاد با استخراج معادلات حاکم بر و زمانی قنّادنیز  2010[. در سال 32] نمودنداغتشاشات ارائه 

دستگاه معادلات های جدار ضخیم همگن و همسانگرد بر مبنای تئوری تغییر شكل برشی، استوانه

 نمودند حلّدیفرانسیل ناهمگن خطی با ضرایب ثابت حاصل را برای شرایط مرزی دوسر گیردار 

خروطی شكل همگن و همسانگرد مهای جدار ضخیم نیز معادلات پوسته 2010چی در [. ایپک33]

غتشاشات ی سوم استخراج و به کمک تئوری ارا با تئوری تغییر شكل برشی مرتبه متغیّربا جدار 

 [.34] کرد حلّ

، فوکوپی و یامانكا در 1990در  FGMین سمپوزیوم جهانی اوّلاز  پس های ناهمگن:استوانه

تحت فشار داخلی را در حالت کرنش  FGMهای جدار ضخیم روابط الاستیک حاکم بر لوله 1992

[. 35] کردند حلّ کوتا -را به روش عددی رانگ هاآنای به کمک معادلات لامه استخراج و صفحه

استخراج و  FGMی توخالی های حرارتی پایدار را در استوانه و کرهتنش 1994اَباتا و نودا در 

ای های نازک استوانهارتعاشات پوسته 1999و ردی در  لوی [.14] آوردنددست ی بهینه را بهمادهّ

FGM کردند حلّ ریتز -ش ریلیرا به کمک رو هاآنکیرشهف استخراج و -را با استفاده از تئوری لوو 

در حالت کرنش  FGMی توخالی معادلات حاکم بر استوانه 1999[. هورگان و چانگ در 36]

 1999در  ایشان [.14] آوردنددست ای را به کمک معادلات لامه استخراج و توزیع تنش را بهصفحه

 حلّ  2001در [. توتونچو 37] کردندبررسی  FGMها را در یک دیسک وار با همین روش، تنش

با توزیع توانی مدول الاستیسیته تحت فشار  FGMای و کروی جدار ثابت دقیق مخازن استوانه

ای به کمک تئوری یكنواخت داخلی را رائه کردند. ایشان معادلات استوانه را در حالت کرنش صفحه

ی دند. در مقالهدست آورهای مثبت معادله مشخصه بهلامه استخراج و توزیع تنش را به ازای ریشه

های وهشو نمودار تنش شعاعی اشتباه است که در برخی از پژایشان، رابطه و نمودار تنش محیطی 

های مكانیكی و حرارتی در تنش 2003[. جباری و همكاران در 17] استاستفاده شده  ین نیزپیش
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تحت بارهای نامتقارن حرارتی  2003[ و در 19تحت بارهای متقارن ] FGMی توخالی یک استوانه

 دست آوردند.[ را به38]

با تغییرات نمایی مدول یانگ  FGMتوخالی  یاستوانهدقیق  حلّ 2006هونگ چون و ژیفای در 

با در نظر  2007[. ژیفای و همكاران در 21] کردندهای همگن را ارائه در راستای شعاعی با لایه

ای را با روش چندلایه FGMی توانی و خطی، استوانه صورتبهفتن تغییرات مدول الاستیسیته گر

[. شاو در 25] بردندی نامبرده پیهلتوتونچو مقایسه و در نتیجه به اشتباه مقا حلّو با  تحلیلکردن، 

ی خواص با تغییرات نمای FGهای توخالی تشكیل شده ازمواد ترمومكانیكی استوانه تحلیل 2008

ی تحت بارهای مكانیكی و افزایش خطی دمای مرزی را با انتقال معادلات دیفرانسیل حاکم به حوزه

میدان  نیز توزیع 2009توتونچو در [. 24] دادها انجام به کمک سری حلّلاپلاس و استفاده از روش 

با تغییرات نمایی و  FGMی توخالی و کره استوانه ،جایی و مقادیر تنش مربوط به دیسکجابه

ی مستوی و روش در راستای شعاع تحت فشار داخلی را توسط تئوری الاستیسیته مادهّتوانی خواص 

بعدی براساس ی دستگاه معادلات سهبا ارائه 2009در  قنّادنژاد و زمانی [.23] نمودتابع متمم تعیین 

ران با انحنای دلخواه و ضخامت دوحاصل از  FGMهای جدار ضخیم تانسوری، رفتار پوسته تحلیل

عمومی  حلّ 2010و همكاران در  قنّاد[. 40] کردندالنهّاری را برسی ر در راستای نصفمتغیّ

های حقیقی، ی مستوی به ازای ریشهرا بر مبنای تئوری الاستیسیته FGM تهای جدار کلفاستوانه

ی توتونچو را نشان ی بسته ارائه و اشتباه مقالهای و استوانهمضاعف و مختلط در شرایط تنش صفحه

را  FGMهای جدار کلفت عمومی استوانه حلّ  2011ایشان در  [.41] کردندداده و آن را تصحیح 

ی مستوی مقایسه تئوری الاستیسیته حلّشكل برشی، ارائه و نتایج آن را با  بر مبنای تئوری تغییر

با  FGMهای جدار ضخیم ترموالاستیک استوانه تحلیلعارفی و رحیمی  2010 در [.42] نمودند

یر ار داخلی با استفاده از تئوری تغیتغییرات توانی خواص مكانیكی در راستای شعاعی را تحت فش

 2011قربانپور و همكاران در  [.43] دادندای انجام ر حالت کرنش صفحهد اولّی شكل برشی مرتبه

ی چرخان جدار ضخیم اثر ناهمگنی را بر روی رفتار الكتریكی، حرارتی و مكانیكی یک استوانه
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FGPM  با تغییرات توانی خواص تحت فشار داخلی و خارجی بررسی و معادلات حاصل را برای

 [.44] کردند حلّ این استوانه 

با توزیع  توزیع تنش در یک ورق ناهمگن 1987سوگانو و اوساکا در  :پایا وگذرا حرارتی بارگذاری

تاثیرات  دست آوردند وها بهتئوری کلاسیک ورق توسط را دلخواه خواص مكانیكی تحت دمای گذرا

ی های استوانهتنشتوزیع  1991تا و تانیگاوا در اُوا .[45] کردندناهمگنی را بر تنش و دما بررسی 

کیرشهف ارائه -توخالی کامپوزیتی چند لایه تحت بارگذاری حرارتی گذرا را با استفاده از تئوری لاو

آن از تبدیل  حلّاستای شعاعی و طولی در نظر گرفته و برای توزیع حرارت را در ر هاآن نمودند.

هدایت  تحلیل 2003و ژانگ در اسلادک  .[46] نمودنداستفاده  ی کسینوسیلاپلاس و تبدیل فوریه

 نمودندی بدون مش را ارائه حلّبا استفاده از روش معادلات انتگرال م FGحرارتی گذرا در مواد 

تحت بارگذاری حرارتی گذرا  FGMمستطیلی  ورق سه بعدی حلّ  2005. اُوتا و تانیگاوا در [47]

نمایی در نظر گرفتند و  صورتبهدر این تحقیق توزیع خواص مكانیكی را  هاآن را ارائه نموند.

حسینی و  .[48] نمودند حلّ د وی انتقال حرارت را با روش لاپلاس و تبدیل کسینوسی محدمعادله

تحت بارگذاری حرارتی گذرا به  FGMی جدار ضخیم ی استوانهتحلیل حلّ 2009همكاران در 

تابع توانی در  صورتبهیكی را خواص مكان هاآن ی مستوی را ارائه نمودند.کمک تئوری الاستیسیته

 2009عسگری واخلاقی در  .[49] اندنموده حلّای اند و استوانه را در حالت کرنش صفحهنظر گرفته

 اجزاء محدودبا طول محدود را با روش  FGMی توخالی انتقال حرارت گذرای دو بعدی استوانه

(FEM .ارائه نمودند )از روش  هاآنCrank-Nicolson  تابعیت دمایی استفاده کردند  حلّبرای

ئه ادما و پاسخ زمانی را ارو تاثیرات توزیع خواص در دو جهت شعاعی و طولی بر روی توزیع 

 FGMی توخالی میدان حرارتی گذرای استوانه حلّ  2011نژاد و همكاران در رحمتی .[50]نمودند

های از روش چندلایه کردن که مبتنی بر تئوری هاآن ی روش چندلایه کردن ارائه نمودند.را به وسیله

کامپوزیتی است برای این منظور استفاده کردند و توزیع حرارات وابسته به زمان و شعاع را ارائه 

 هایپوستهی ترموالاستیک گذرا برای تحلیل حلّ 2013نژاد و همكاران در زمانی .[51]نمودند
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را ارائه نمودند.  توأمانو فشار داخلی و خارجی  ای چرخان همگن تحت شرایط مرزی کلیاستوانه

ها استفاده نمودند و توزیع حرارت و متغیّری انتقال حرارت از روش جدایی معادله حلّ برای  هاآن

دقیق ترموالاستیک گذرای دیسک  حلّ  2014نژاد و همكاران در [. زمانی52] نمودندتنش را ارائه 

ی روش وسیلهه ی انتقال حرارت را بچرخان همگن تحت شرایط مرزی دلخواه ارائه نمودند. و معادله

  [.53] نمودندارائه  را هاو توزیع حرارت و تنش حلّها متغیّرجدایی 

 بندیجمع 1-7

های ضخیم همگن و ناهمگن با جدار ثابت، فشار یكنواخت و شرایط انتهایی استوانه تحلیلبرای 

توان از تئوری ی دوبعدی خارج نشود، میکه مسأله از حالت الاستیسیته ایگونهمتفاوت، به 

های کلفت استوانه تحلیلی مستوی و تئوری تغییر شكل برشی استفاده کرد ولی برای الاستیسیته

تر و یا فشار یكنواخت، استفاده از تئوری تغییر شكل برشی مناسب متغیّرگن با جدار همگن و ناهم

ی مستوی است. همچنین با توجه به اینكه در تئوری تغییر شكل برشی بر خلاف تئوری الاستیسیته

 تحلیلاستفاده از تئوری تغییر شكل برشی برای  شودمیکرنش برشی و تنش برشی در نظر گرفته 

ها و همچنین پوسته تحلیل اهمیّت به دلیل اشد.بتر میت شرایط مرزی مختلف مناسبها تحاستوانه

ی با استفاده از روش انرژی برای تحلیل حلّو با توجه به اینكه تاکنون  هاآن یدهندهی تشكیل مادهّ

را های فشاری، حرارتی گذبا تغییرات توانی خواص تحت بارگذاری FGMهای جدار کلفت استوانه

های ی برای پوستهتحلیل حلّهمزمان ارائه نشده است، در این پروژهش با ارائه  طوربهو دورانی 

ای ی جدار ضخیم با شرایط انتهایی دوسر گیردار به کمک تئوری تغییر شكل برشی، مقایسهااستوانه

نتایج صورت پذیرفته  صحّتبررسی  منظوربهعددی  حلّی با نتایج تحلیل حلّبین نتایج حاصل از 

 است.

های نازک و کلفت، مطالعات انجام شده در این پژوهش، ضمن مرور تئوری پوسته اولّابتدا در فصل 

( FGMای ارائه شده است. همچنین مواد با تغییرات تابعی خواص )های استوانهخصوص پوسته

مورد بررسی  هاآنسازی های تولید و مدلفرایند هاآنهای تعریف و ضمن بیان تاریخچه و ویژگی
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ادلات حاکم عاستخراج م . فصل دوم شاملارائه شده است FGی پژوهشی مواد ار گرفته و پیشینهقر

در باشد. همچنین ی همگن میاستوانه های جدار ضخیم با استفاده از روش انرژی برایبر استوانه

 درنهایتی همگن ارائه شده است. ی انتقال حرارت گذرا برای استوانهمعادله حلّ  این فصل

فشار  بارگذاری حراراتی، جایی و تنش در دو حالت مختلف فقطنمودارهای مربوط به توزیع جابه

ی موردی مربوطه برای مطالعهارائه شده است و تاثیر زمان بر  توأمانداخلی و بارگذاری حراراتی 

ی مربوطه در استوانه ،. برای سنجش درستی نتایج حاصلوسر گیردار ارائه شده استی داستوانه

ونتایج با یكدیگر مقایسه شده است. در فصل سوم شده است آباکوس مدل  اجزاء محدودافزار نرم

جایی و تنش بررسی شده است. در این فصل قسمت مربوط تأثیر چرخش بر معادلات و توزیع جابه

نمودارهای توزیع تنش  اضافه شده و اولّی تئوری تغییر شكل برشی مرتبهدلات به چرخش به معا

فشار و بارگذاری حراراتی گذرا ارائه شده  ،ی دوسرگیردار درحضور چرخشجایی برای استوانهو جابه

سنجی شده است. در فصل صحتّآباکوس مقایسه و  اجزاء محدودافزار عدی نرم حلّ و نتایج با است. 

با توزیع توانی مدول  FG سخته شده از مواد ی ناهمگنمعادلات و روابط مربوط به استوانهچهارم 

با استفاده از تئوری تغییر شكل برشی الاستیسیته تحت بارگذاری حرارتی گذرا و فشار داخلی 

ی جایی و تنش در راستاهای مختلف طولی وشعاعارائه شده و نتایج مربوط به توزیع جابه اولّی مرتبه

آباکوس مقایسه شده  اجزاء محدودافزار شده است. نتایج حاصل با نرم نشان داده و براساس زمان

ه شده از ساخت ی جدار ضخیم متقارن محوریاست. در فصل پنجم اثر چرخش بر معادلات استوانه

ش گزار اولّی براساس تئوری تغییر شكل برشی مرتبه با توزیع توانی مدول الاستیسیته FG مواد

بندی نهایی و ارائه گیری، جمععددی آباکوس مقایسه شده است. نتیجه حلّشده و نتایج آن با 

 در فصل ششم انجام شده است.   پیشنهادها
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 مقدمه 2-1

باشند و همواره ای میویژه اهمیّتی ای جدار کلفت داراهای استوانهتهها، پوسمیان انواع پوسته از

ها ی این دسته از پوستهمادهّپژوهان به دنبال اعمال تغییرات بر روی ضخامت و مهندسان و دانش

را در برابر نیروهای وارد شده افزایش داده و در صورت امكان وزن  هاآناند تا بتوانند مقاومت بوده

های توپ استفاده ار و لولههای جدار ضخیم در مخازن تحت فشاستوانه را کاهش دهند. هاآن

 .شوندمی

ی مستوی و تئوری تغییر شكل برشی ی تئوری الاستیسیتهابتدا به معرفی و مقایسه در این فصل

، با همگن ایهای استوانهپوسته الاستیکترمو تحلیلسپس برای  .شودمیخته مختصر پردا طوربه

تشكیل شده از مواد  های جدار ضخیم متقارن محوریاستخراج معادلات دیفرانسیل حاکم بر استوانه

 همگن های جدار ضخیمعمومی استوانه حلّ  ،اوّلی بر مبنای تئوری تغییر شكل برشی مرتبه همگن

عددی توسط  حلّی با ارائه درنهایتارائه شده است. بار حراراتی گذرا و فشار یكنواخت داخلی  تحت

نتایج حاصل  ،ی تحت بار حراراتی گذرا و فشار داخلیبرای استوانه Abaqus اجزاء محدودنرم افزار 

 است.عددی مقایسه شده  حلّبا نتایج حاصل از  ،به کمک روش تغییر شكل برشیی، تحلیل حلّاز 

 تئوری تغییر شکل برشی 2-2

شودکه مقاطع فرض میبه آن اشاره شد  اولّطور که در فصل ی مستوی هماندر تئوری الاستیسیته

چنان مستوی و عمود ر شكل، همبر محور مرکزی استوانه، پس از اعمال فشار وتغیی عمودمستوی 

 ایجاد شده نسبت به محور استوانه متقارن بوده و هایشكلمانند و تغییر حور استوانه باقی میبر م

در حقیقت کرنش برشی و تنش برشی در نظر  کند.در امتداد طول استوانه تغییر نمی هاآنمقدار 

شوند. همچنین تغییر مكان شعاعی در امتداد محیط ثابت است ولی در راستای شعاعی گرفته نمی

)عاعی فقط تابع شعاعکند، به عبارت دیگر تغییر مكان شتغییر می )rU r بنابراین به دلیل عدم است .

های باشند. در تئوری کلاسیک پوستههای اصلی میهای عمودی، تنشتنش ،یوجود تنش برش
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ی میانی، پس از تغییر شكل همچنان راست که خطوط راست وعمود بر صفحه شودمینازک فرض 

گرفته  ری میانی در نظجایی صفحهجایی هر نقطه از پوسته، همان جابهجابهمانند و د باقی میوو عم

. در تئوری تغییر شكل شودمیاین تئوری نیز از کرنش برشی و تنش برشی چشم پوشی  در .شودمی

 الزاماً مانند ولی ی میانی، پس از تغییر شكل راست باقی میبرشی، خطوط راست و عمود بر لایه

 .شوندمینی تنش و کرنش برشی لحاظ عمود نیستند، یع

)ی پوسته از محور تقارن صله هر نقطه(، فا2-1) شكلاگر مطابق  )r ی برابر با مجموع شعاع صفحه

)ی میانی ی آن نقطه از صفحه( و فاصلهRمیانی ) )z .در نظر گرفته شود 

(2-1) r R z 
2 2

h h
z  ,  

 .استطول استوانه  Lضخامت و  hهمچنین 

(2-2) 0 x l  ،0 ih r r  

 

 

 جدار ثابتی روفیل استوانهپ 1-2شكل

 جایی استوانه برابر است با:ی مستوی، جابهبر اساس تئوری الاستیسیته
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(2-3) 2 2
1 1( )r

c c
u c r c R z

r R z
    


 

1با توجه به شرط 
z

R
 شودمیزیر نوشته  صورتبهایی شعاعی جو به کمک بسط تیلور، جابه: 

(2-4) 

 

 توان نوشت:می در نتیجه

(2-5)  

توان می zای بر حسبیک چند جمله صورتبهحایی شعاعی استوانه را ( جابه2-5ی )بر اساس رابطه

0zنوشت که حالت   ی میانی است.جایی صفحهبیانگر جابه 

)اشاره شده در فصل  اولّی هرمان مرتبه-ی یک طبق تئوری میرسكیبا استفاده از تقریب مرتبه

 ی جدار ضخیم در حالت متقارن محوری عبارتند از:جایی برای استوانه(، میدان جابهاوّل

(2-6) 
 

 ها بر اساس روابط سینماتیک در حالت تقارن محوری عبارتند از:همچنین مقادیر کرنش

 

 

(2-7) 

 

 ها بر حسب مقادیر کرنش عبارتند از:همگن و همسانگرد تنشر اساس روابط رفتاری برای مواد ب

2 3
22 2 2 2

1 1 12 3 2 3
( ) 1 ... ...r

c c c cz z z
u c R z c R c z z

R R R R R R R

     
                 

    

2

0 1 2 ...ru u u z u z   

( , ) ( , )

0

( , ) ( , )

x

z

U u x t x t z

U

U w x t x t z







 



  

x
x

z

z
z

x z
xz

U u
z

x x x

U w
z

R R z R z

U

z

U U dw d
z

z x dx dx
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(2-8) 

1
( , )

1
(1 )(1 2 ) 1 2

1

2(1 )

x x

z z

xz xz

E E T r t

E

 

   


    
  

   

 


     
     

                  

 
 

 

 برای خلاصه نویسی داریم: با تعریف پارامتر جدید 

 

(2-9) 
 1 ( ) (1 ) ( , )

1 2

2

1

(1 )(1 2 )

i i j k

xz xz

E T r t        


 


 


         








  

 

 های تنش برابرند با:نیروهای محوری بر حسب منتجه

 

(2-10) 

 

 های تنش برابرند با:لنگرهای خمشی بر حسب منتجه

 

(2-11) 

 

 

 نیروهای برشی بر حسب تنش برشی برابر است با:

(2-12)  

 و لنگر پیچشی بر حسب تنش برشی برابر است با:

(2-13)  

/2

/2

(1 )

     

(1 )

x
x h

h

z
z

z

N R

N dz

N z

R

 








 
  

  
   

   
   

 



/2

/2

(1 )

     

(1 )

x
x h

h

z
z

z

M R

M zdz

M z

R

 








 
  

  
   

   
   

 



/2

/2

(1 )

h

x xz

h

z
Q dz

R






/2

/2

(1 )

h

xz xz

h

z
M zdz

R
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 همگن یی انتقال حرارت گذرا برای استوانهمعادله حلّ 2-3

ی انتقال حرارت در نظر گرفته شده است. معادله orو خارجیirای تو خالی با شعاع داخلی استوانه

ی جدارضخیم همگن در غیاب منبع دمایی برای حالت متقارن محوری بعدی برای استوانهیک

 صورت زیر است:به

 

(2-14) 

2

2

1 1T T T

t r r r

k

c






   
 

   

 


 

)که , )T r t ،توزیع دما ضریب پخش حرارتی وk،وc  ،به ترتیب ضریب هدایت حراراتی

 .استچگالی حجمی و حرارت مخصوص 

 :استیه و مرزی مسئله به شكل زیر اوّلشرایط 

 

(2-15) 
11 12 1

21 22 2

( , )

.  :

( , )

. : ( ,0) ( )

i

o

i r

o r

i

T
C T r t C g

r
B C

T
C T r t C g

r

I C T r T r

 
   

 
   

  




 

)که  , 1, 2)ijC i j   و( 1,2)ig i   ی دمایی بستگی دارد. یهاولّو به شرایط مرزی و  هستندثابت

صورت زیر ها، قوانین بسل و توابع مقدار ویژه بهمتغیّر( با استفاده از جدایی 14-2)       یمعادله

 :است حلّقابل 

(2-16) 

(2-17) 

(2-18) 

( , ) ( , ) ( )h sT r t T r t T r  

1
0sT

r
r r r

  
 

  
 

2

2

1 1h h hT T T

t r r r

  
 

  
 

)شرایط مرزی برای  )sT r شودمیصورت زیر تعریف نیز به: 
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(2-19) 11 12 1

21 22 2

( , )

( , )

i

o

s
s i r

s
s o r

T
C T r t C g

r

T
C T r t C g

r


  


  

 

 

 ( داریم:17-2ی )با دو بار انتگرال گیری از معادله

(2-20)  

 :هستنداز شرایط مرزی قابل محاسبه  2Cو 1Cهایکه ثابت

(2-21) 

 

 

(2-22) 

11 2 21 1
1

21 12 22
21 11 ln( )o

i i o

C g C g
C

r C C C
C C

r r r




 
 

  12
11 2 21 1 11

2
21 12 2211

21 11

ln
1

1

ln( )

i

i

o

i i o

C
C g C g C r

r
C g

r C C CC
C C

r r r

  
   

   
 

   
 

 

)برای  , )hT r t  شودمیصورت زیر تعریف یه بهاولّشرایط مرزی و: 

 

(2-23) 

 

)حلّبنابراین  , )hT r t آید:دست میصورت زیر بهبه 

 

(2-24) 

2

1 22 2
1

1
1 22 2

( , )1
( , ) ( ) ( , ) ( ln( ) )

( , )

( , )
( ln( ) ) (( ( , ) - ( , ))) ( , )

o

o

i

n

i

r

o n
h i n o r r

n nrn

ti n
i r r o n i n n

n n

r f r
T r t T r f r rdr C r C

rf r

r f r C
C r C f r f r f r e

r

 







  

 










  
     

  
          

 

 

 :که

(2-25) 
1 1

( , )
( ( ) ( ))n

n n n

f r
AJ r BY r

r


  


  


 

 :استزیر  مشخصهی های مثبت معادلهمقادیر ویژه که همان ریشه nو

1 2ln( )sT C r C 

11 12

21 22

( , ) 0

. :

( , ) 0

. : ( ,0) ( ) ( )

i

o

h
h i r

h
h o r

h i s

T
C T r t C

r
B C

T
C T r t C

r

I C T r T r T r
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(2-26)   

  

11 0 12 1 21 0 22 1

21 0 22 1 11 0 12 1

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) 0

n i n n i n o n n o

n n n o n i n n i

C Y r C Y r C J r C J r

C Y r C Y r C J r C J r

     

     

 

   
 

)یی مقدار ویژهباشند. معادلهو دوم می اولّتوابع بسل نوع  0Yو 0Jکه , )nf r   استبه شكل زیر: 

(2-27) 
0 0( , ) ( ) ( )n n nf r AJ r BY r    

A وB  شوندمیصورت زیر تعریف که به هستندپارامترهای ثابتی: 

(2-28) 11 0 12 1

11 0 12 1

( ) ( )

( ) ( )

n i n n i

n i n n i

A C Y r C Y r

B C J r C J r

  

  

 


  

 

2
( , )nf r  شودمیصورت زیر تعریف و به استی مقدار ویژه نُرم معادله: 

(2-29) 
2 2( , ) ( , )

o

i

r

n n

r

f r rf r dr   

)ی کرنش حرارتی، عبارت توزیع اختلاف دما یعنیبا توجه به اینكه در معادله درنهایت , )T z t 

Rاز rشود بنابراین به جایظاهر می z کنیم و داریم:استفاده می 

 ( , ) ( , )T z t T z t T   

 همگنی ترموالاستیک استوانه تحلیل 2-4

شكل  صورتبهرا  جدار ضخیم تحت بارگذاری حرارتی گذرا و فشار داخلیی ی استوانهوستهپیک 

 :گیریممی( در نظر 2-2)
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 ثابت تحت فشار داخلی و بارگذاری حرارتی گذرای جدارپروفیل استوانه 2 -2شكل

 کرنشی با تغییرات کار نیروهای خارجی برابر است، یعنی: بر اساس اصل کار مجازی، تغییرات انرژی

(2-30) U W  

 با تعریف انرژی کرنشی:

(2-31) 

( )

V

U U dV

dV rdrd dx R z dxd dz 

 


   

 

(2-32) 
  

   

2 2 2 2

1 1
( )

2 2

1 1 2
(1 )( ) 2 ( )

2 2

T

x x z z xz xz

x z x z x z xz

U

E

 

  

         


            

     

 
        

 

 

 

 :ای خارجی شامل فشار داخلیو تعریف کار نیروه
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(2-33) 

 

 ی:و با انتگرال گیری در محدوده

(2-34) 
2 2

h h
z    

استوانه تحت بارگذاری حرارتی  برای تغییرات انرژی کرنشی و تغییرات کار نیروهای خارجی برای

 داریم:گذرا و فشار داخلی 

(2-35) 

 

 

(2-36) 

 

 

 

 لکارگیری اصونیز به و( 36-2) نیز( و 35-2( در روبط )7-2ی )های رابطهبا جایگذاری کرنش

ای تحت بار حرارتی گذرا و فشار داخلی توانهی اسحساب وردشی و اصل کار مجازی برای یک پوسته

 خواهیم داشت:

(2-37) 

 

 

 

 

2 2

U W 

 
 

 

(2-38) 

 

0

0

2

2

x

x
x

x
i

xz
z i

dN
R

dx

dM
R RQ

dx

dQ h
R N P R

dx

dM h
R M RN P R

dx









  



 
     
  


      
  

 

2

0 0

( . )

( )

( )

sf

s

L

i i z

W f u dS

dS rd dx R z d dx

W P r U dxd



 









  

 




 

2
/2

0 /2
0

(1 )
L h

h

z
U R U dzdxd

R



  


   

/2

0 /2
( ) 1

2

L h

x x z z xz xz
h

U z
R dzdx

R
 


       

 

 
      

 
 

2

0 0

( )

L

i i zW P r U dxd



    

0

( ) ( )
2 2

L

i

W h
P R w z dx
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(2-39)  
0

0
L

x x x xzR N u M Q w M       

( شرایط مرزی 39-2ی کمكی ). رابطهدهندمیت تعادل را تشكیل لاادع( همان م38-2روابط ) 

 بایست در هر دو انتهای استوانه صفر باشد.که می کندمیمورد نظر را تبیین 

آن باید نیروها و  حلّ. برای است( در حقیقت یک دستگاه معادلات دیفرانسیل 38-2معادلات )

-2در روابط )ش و با جایگذاری های تنجه( به منت13-2( تا )10-2لنگرها را با استفاده از روابط )

جایی نوشت. های میدان جابه( بر حسب مولفه7-2ه کمک روابط )کرنش و سپس ب های( به مولفه9

آید که دست میی دیفرانسیل ناهمگن خطی با ضرایب ثابت بهیک دستگاه چهار معادله درنهایت

 زیر نوشت: صورتبهتوان آن را می

(2-40)             
2

2

d d
A y B y C y F

dx dx
   

که در آن بردار مجهول y است( 2-41ی )رابطه صورتبهجایی های بردار جابهشامل مؤلفه: 

(2-41)  

بردار نیروی صورتبه( نیز قسمت ناهمگن دستگاه معادلات 2-41ی )رابطه F دهد.را نشان می 

از سمت چپ معادله به های تنش عبارات مربوط به اختلاف دما پس از بدست آوردن مقادیر منتجه

 :گیرندمیناهمگن )خصوصی( معادله قرار  حلّ آمده و در سمت راست 

 

(2-42) 

 

های( ماتریس2-40در دستگاه معادلات ) 
4 4

A


و  
4 4

C


متقارن و  
4 4

B


که  هستند پادمتقارن 

 آورده شده است: هاآنمربوط به های در ادامه درایه

(2-43) 
 

     w 
T

y u  

 
/2

/2

/2

/2

                     0

                     0

1
( , )(1 )

2

( , )(1 )( 2 )
2 2

h

i

h

h

i

h

h
P R E T z t dzF

E

h h
P R E T z t R z dz

  


  





 
 
 
   
       

  
  
      

   





/2
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/2

(1 ) 1

h

h

z
A R dz

R
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(2-44) 
/2

12 21

/2

(1 ) 1

h

h

z
A R zdz A

R




 
    

 
 

(2-45) 
/2

2

22

/2

(1 ) 1

h

h

z
A R z dz

R




 
   

 
 

(2-46) 
/2

33

/2

1

h

h

z
A R dz

R




 
  

 
 

(2-47) 
/2

34 43

/2

1

h

h

z
A R zdz A

R




 
   

 
 

(2-48) 
/2

2

44

/2

1

h

h

z
A R z dz

R




 
  

 
 

(2-49) 
13 14 23 24 31 32 41 42 0A A A A A A A A        

(2-50) 
13 31B h B   

(2-51)  
/2

14 41

/2

2

h

h

B R z dz B


    

(2-52)  
/2

23 32

/2

h

h

B z R dz B  


       

(2-53)  
/2

24 42

/2

(2 )

h

h

B R z zdz B   


        

(2-54) 
11 12 21 22 33 34 43 44 0B B B B B B B B        

(2-55) 
/2

22

/2

1

h

h

z
C R dz

R




 
   

 
 

(2-56) 
/2

33

/2

1
(1 )

h

h

C dz
R z




  
 

(2-57) 
/2

34 43

/2

(1 )

h

h

z
C h dz C

R z
 



 
     

 
 

(2-58)  
/2 /2 /22

44

/2 /2 /2

2 1 (1 ) 1

h h h

h h h

z z
C zdz dz R dz

R z R
  

  

   
         

   
   

(2-59) 
11 12 13 14 21 23 24 31 32 41 42 0C C C C C C C C C C C           
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 :شودمیزیر تعریف  صورتبه که پارامتر

(2-60) (1 2 )
2

K
   

K شودمیتنش برشی وارد  ی پوسته در عبارتاست که بسته به هندسه 1ضریب تصحیح برشی .

/5این ضریب در حالت استاتیک برای استوانه 6K   شودمیدر نظر گرفته. 

 حراراتی گذرا و فشار داخلی تحت بارگذاری ی همگنالاستیک استوانهترمو حلّ 2-4-1

له دیفرانسیل ناهمگن معاد( یک دستگاه چهار 40-2ی )همانطور که توضیح داده شد، دستگاه معادله

 صورتبها رخصوصی است. اگر این دستگاه معادلات  حلّ عمومی و  حلّکه دارای  استبا ضرایب ثابت 

 ی زیر بنویسیم:ساده شده

(2-61)        A y B y C y F    

 داریم:

(2-62)      
g p

y y y  

عمومی دستگاه فوق مقدار حلّبرای     mxy e گذاریم، داریمرادر معادلات آن می: 

(2-63)    2

1 2 3 0mxe m A mA A      

0mxeبا توجه به اینكه  توان نوشت:می 

(2-64) 2 0m A mB C   

ی مزدوج حاصل چهار جفت ریشه صورتبهکه  محاسبه شده imیی فوق، مقادیر ویژهمعادله حلّاز 

ی باقیمانده، یک جفت آن حقیقی و دو باشند. از سه جفت ریشهجفت آن صفر می ککه ی شوندمی

ی ی حاصل در معادلهباشند. با قرار دادن مقادیر ویژهمزدوج می صورتبهجفت دیگر اعداد مختلط 

عمومی  حلّ نهایتدرآیند. دست میی فوق بهمتناظر با مقادیر ویژه iی(، بردارهای ویژه49-2)

 عبارتست از:

                                                      
1 Shear Correction Factor 
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(2-65)    
6

1

im x

ig i
i

y c e


 

 دست آوردنباشند، برای بهی حاصل شامل اعداد مختلط میبا توجه به این نكته که مقادیر ویژه

مربوط به اعداد  یی متناظر با این اعداد مختلط، باید از روابط حاکم بر بردارهای ویژهبردارهای ویژه

 [.56-54] کردمختلط استفاده 

( یعنی بردار نیروی2-40خصوصی، قسمت ناهمگن معادلات ) حلّبرای  F ی یک استوانه یبرا

یكنواخت، مقدار ثابتی است،  مت ثابت و تحت بار حرارتی گذرا و فشار داخلیمتقارن محوری با ضخا

توان با معكوس کردن ماتریس. بنابراین مینیست xلذا جواب خصوصی تابعی از C  طبق

 آورد:دست بهصوصی را ی زیر جواب خمعادله

(2-66)           
1

C y F y C F


   

)منفرد بودن( ماتریساما با توجه به معكوس ناپذیری  C ، ،به دلیل صفر بودن سطر و ستون آن

ین اولّ. بدین منظور در شودمی حلّهای ضرایب معادلات، این مشكل با ایجاد تغییراتی در ماتریس

 گیری کرده و خواهیم داشت:(، از طرفین آن انتگرال21-2معادله از سری معادلات )

(2-67) 
0xRN C 

du/وجود ندارد و لیكن u( مشخص است، عبارت2-40همانطور که در معادلات ) dx  در معادلات

du/وجود دارد. با در نظر گرفتن dx  ارامتر جدیدی به نامپبه عنوانv گیری از طرفین و انتگرال

 ین معادله از سری معادلات داریم:اوّل

(2-68) 
7u vdx C  

 کند:زیر تغییر می صورتبهبنابراین دستگاه معادلات قدیم 

(2-69)             

   

2

2

v  w 
T

d d
A y B y C y F

dx dx

y  


  


 

 

که در آن بردار نیروی F استزیر  صورتبه ین معادله،اوّلگیری از طرفین با توجه به انتگرال: 
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(2-70) 

 

های میدان جابجایی توان مؤلفهی موردی میمطالعه صورتبهدستگاه معادلات فوق  حلّبنابراین با 

 دست آورد.را به

( بیان 39-2ی )( توسط رابطه2-2ای نشان داده شده در شكل )ی استوانهشرایط مرزی برای پوسته

باید مقادیر. به عبارتی شوندمی u  w   و   M   Q   Mx x xz xzN  در دو انتهای استوانه

,…,6Cمجهول 6( برابر صفر باشد. با داشتن 2-39ی )طوری در نظر گرفته شوند که همواره رابطه

1C  0ثابت  2در جواب عمومی وC 7وC توان با اعمال شرایط مرزی مختلف در جواب خصوصی، می

با  درنهایت ثابت مجهول را محاسبه کرد. 8شرط مرزی در هر سمت،  4در دو انتهای استوانه شامل 

دست آوردن ثوابت مجهول، بردار مجهولبه y جایی است، توسط های میدان جابهشامل مؤلفه که

x,( بر حسب متغییرهای2-62ی )رابطه z توان ( می2-6ی )آیند. با استفاده از رابطهدست میبه

( مقادیر 13-2( تا )7-2دست آورده و با استفاده از روابط )جایی شعاعی و طولی را بهمیدان جابه

 .تنش، کرنش، نیرو و لنگر را نیز محاسبه کرد

 ی موردیمطالعه  2-5

 ی دوسر گیردار:استوانه

 ( داریم:39-2ی)با توجه به رابطهبرای شرایط مرزی دوسر گیردار 

(2-71) 0 0 , 0 , 0 , 0

0 , 0 , 0 , 0

x u w

x L u w
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دست جایی بههای میدان جابهی ثوابت مجهول، مولفهبا اعمال شرایط مرزی ذکر شده و محاسبه

 آید.می

توانه جدار ضخیم دست آمده از نتایج عددی، یک اسی موردی و بررسی نمودارهای بهبرای مطالعه

0.4irی جدار ثابت به شعاع داخلیدر نظر گرفته شده است. استوانه زیربا مشخصات  m  و شعاع

0.6orخارجی m  8با طولL m 70تحت فشار داخلیP Mpa  قرار گرفته است. مدول

200Eالاستیسیته برابر با  Gpa 0.3و نسبت پواسون  چگالی برابر با باشدمی .

37854 /kg m   و ضریب پخش حرارتی، حرارت مخصوص و ضریب انتقال حرارت به ترتیب

10)612برابر با  )1/ C ،434 / .C J Kg K 60.5و / .K W m K برای باشدمی .

گرفته شده در نظر دمایی های شرایط مرزی برای ثابتزیر مقادیر  ،دست آوردن نتایج عددیبه

 :[52]است

(2-72) 
2 2

11 21

12 22 1 2

( ,0) 20 , 6 / , 25 /

, 7 , 9

iT r r C W m K C W m K

C C K T C T C 

  

   
 

 حلّ ای با شرایط انتهایی دوسر گیردار انجام شده است. های استوانهمورد نظر بر روی پوسته تحلیل

نمودارهای مربوط به توزیع  .استصورت گرفته  Maple 16نویسی توسط ی از طریق برنامهتحلیل

مورد  توأمانو  جدا صورتبهذرا و فشار داخلی بارگذاری حراراتی گجابی در دو حالت تنش و جابه

 بحث قرار گرفته است. 

دهد. ثانیه را نشان می 3ی جدار ضخیم همگن برای زمان ( توزیع دمای گذرا برای استوانه3-2شكل )

( توزیع دما را برای 4-2) شكل. شودمیدما با افزایش شعاع بیشتر  شودمیهمانطور که مشاهده 

که با افزایش زمان انتقال  شودمیدهد. با توجه به این نمودار مشاهده های مختلف نشان میزمان

، تا اینكه در بی نهایت به دمای محیط رسیده و شدهدمای استوانه به دمای محیط نزدیكتر  ،حرارت

 ماند.ثابت می
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 t=3sبرای زمان  ی همگن در راستای شعاعیای استوانهتوزیع دم 3 -2شكل

 
 های مختلفزمان ی همگن دربرای استوانه در راستای شعاعیتوزیع دمای  4-2شكل

ی تحت بارگذاری حرارتی استوانه برای ضخامت استوانهجایی در راستای ( توزیع جابه5-2شكل )

جایی در راستای جابه با افزایش زمان. بدیهی است که دهدمیهای مختلف را نشان زمان گذرا در
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باشد. مقادیر ناچیز مییافته ولی به دلیل شرایط بارگذاری این افزایش بسیار افزایش ، ضخامت

باشد و قدرمطلق مقادیر می گذاری حرارتی گذرا، مثبتبار ی همگن تحتجایی برای استوانهجابه

 یابد.می ی خارجی کاهشیهخلی به سمت لای داآن از لایه

دهد. با توجه به ( توزیع تنش محیطی در راستای شعاعی در وسط استوانه را نشان می6-2شكل )

ی داخلی و خارجی افزایش در لایهزمان  تنش محیطی با افزایش مقادیر قدرمطلقاین شكل  

باشد. این مقادیر ی خارجی مثبت میی داخلی منفی و درلایهیابند. مقادیر تنش محیطی در لایهمی

  باشد.ناچیز می ی میانی ط استوانه روی لایهدر نقطه وس

 
برای  ی همگن تحت بارگذاری حرارتی گذراجایی شعاعی در راستای ضخامت استوانهجابه توزیع 5 -2شكل

  x=L/2های مختلف در زمان
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های در زمان تحت بارگذاری حرارتی گذرای همگن در استوانه در راستای شعاعی توزیع تنش محیطی 6 -2شكل

  X=L/2مختلف برای 

بارگذاری  های مختلف تحتجایی شعاعی در راستای طول استوانه برای زمانتوزیع جابه (7-2شكل )

یابد، جایی شعاعی افزایش میدهد. با توجه به این شكل با افزایش زمان جابهحرارتی گذرا را نشان می

افزایش  های زیاد در نرخ اینه با افزایش زمان کم شده تا در زمانحلّه به مرحلّ اما این افزایش مر

 کند.تغییر چندانی نمی
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در لایه میانی  ی همگن تحت بارگذاری حرارتی گذرااستوانه جایی شعاعی در راستای طولیتوزیع جابه 7 -2شكل

  های مختلفبرای زمان

های مختلف در زمان ی میانی( توزیع تنش برشی در راستای طولی استوانه برای لایه8-2شكل )

جایی که تنش برشی فقط در نقاط دهد. با توجه به شكل از آنتحت بار حرارتی گذرا را نشان می

باشد، نزدیک به دو انتهای مرز)ابتدا و انتهای استوانه( وجود دارد و در نقاط دور از مرز تقریبا صفر می

 یابد.ن افزایش میمقادیر تنش برشی در ابتدا و انتهای استوانه با گذشت زما

 

های مختلف برای زمان ی میانی(جایی طولی در راستای طول استوانه )لایه( توزیع جابه9-2شكل )

جایی با گذشت زمان در هر بهدهد. با توجه به شكل مقادیر جاحرارتی گذرا را نشان می تحت بار

 .یابدنقطه )از لحاظ قدر مطلقی( افزایش می
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 t=40( توزیع تنش محیطی در راستای طولی استوانه تحت بار حرارتی گذرا در زمان 10-2شكل)

s دهد. با توجه به شكل تنش محیطی در جدار داخل و خارج بیشترین مقدار را دارا را نشان می

 یابد.ها کاهش میرف( مقدار این تنشی میانی )از دو طو با نزدیک شدن به لایه هستند

 
ی میانی در در لایهتحت بارگذاری حراراتی گذرا  ی همگنتنش برشی در راستای طولی استوانهتوزیع  8 -2شكل

 های مختلف زمان

 
های مختلف برای زمان تحت بارگذاری حراراتی گذرای همگن حایی طولی در طول استوانهتوزیع جابه 9 -2شكل

 ی میانی در لایه
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های مختلف تحت بارگذاری در ضخامت ی همگناستوانه طولیوزیع تنش محیطی در راستای ت 10 -2شكل

 t=40 sحرارتی گذرا در 

جایی شعاعی در راستای شعاعی تحت بارگذاری حرارتی گذرا و فشار بعد جابهتوزیع بی 11-2شكل 

جایی شعاعی از شعاع داخلی به سمت ر جابهدهد. با توجه به این نمودار مقادیداخلی را نشان می

جایی در راستای ضخامت استوانه تحت بارگذاری یابد و مقادیر این جابهخارجی کاهش میشعاع 

 ذکر شده مقدار مثبتی است.

جایی محوری، تنش محیطی و تنش برشی جایی شعاعی، جابهتوزیع جابه (15-2)تا  (12-2)شكل 

جایی شعاعی رها جابهدهد. براساس این نمودارا تحت بارگذاری حرارتی گذرا و فشار داخلی نشان می

مرز برای  قاط دور ازجایی در نباشد. این جابهارجی میهای خهای داخلی بیشتر از لایهدر لایه

جایی در نقاط نزدیک مرز زیاد است ولی ر مثبتی دارد، تغییرات این جابهبارگذاری ذکر شده مقادی

و بیشترین مقدار  ماندیبا ثابت باقی میجایی شعاعی تقربا دور شدن از دو انتهای استوانه مقادیر جابه

توان به این نكته جایی محوری میافتد.در خصوص جابهی داخلی اتفاق میجایی شعاعی در لایهجابه

و  افتدجایی محوری اتفاق میاشاره کرد که تحت شرایط مرزی، در نقاط نزدیک مرز بیشترین جابه
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یابد. تنش محیطی ی داخلی به خارجی کاهش میاز لایه جایی با نرخ ثابتیی نقاط این جابهدر بقیه

ی داخلی بیشترین مقدار خود را داراست و مقادیر این تنش در در راستای محوری استوانه در لایه

ی خارجی دارای مقدار منفی تحت بارگذاری های نزدیک به لایهنقاط نزدیک به مرز برای لایه

نش برشی در طول استوانه به غیر از نزدیكی دو انتهای آن، باشد.تحرارتی گذرا و فشار داخلی می

دهد که تنش برشی در نزدیكی مرزهای انتهایی استوانه باشد. این امر نشان میدارای مقادیر صفر می

ت بارحرارتی گذرا و فشار داخلی تنش برشی حی تآید. در استوانهتحت تأثیر شریط مرزی بوجود می

تنش برشی مثبت و در نزدیک  x=0بیشترین مقدار است که در اطراف مرز ی داخلی دارای در لایه

    باشد.میمقدار منفی دارای تنش برشی  x=L  مرز

 

تحت بار حرارتی گذرا و فشار  ی همگنجایی شعاعی در راستای ضخامت استوانهبعد جابهتوزیع بی 11 -2شكل

 X=L/2 , t=40 sداخلی در
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های مختلف تحت بارگذاری برای لایه ی همگناستوانه جایی شعاعی در راستای طولیجابهتوزیع  12 -2شكل

 X=L/2و t=40 sحرارتی گذرا و فشار داخلی در 

 

ی همگن تحت بار حرارتی گذرا و فشار داخلی های مختلف استوانهجایی محوری در لایهتوزیع جابه 13 -2شكل

 t=40 sو  X=L/2در 
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 ی همگن تحت بارگذاری حرارتی گذرا و فشار داخلیهای مختلف استوانهتنش محیطی در لایهتوزیع  14 -2شكل

 t=40 sو  X=L/2 در

 

در  ی همگن تحت بار حرارتی گذرا و فشار داخلیهای مختلف استوانهتوزیع تنش برشی در لایه 15 -2شكل

t=40 s  وX=L/2 

جایی شعاعی و تنش محیطی بر اساس زمان را برای ترتیب توزیع جابهبه (17-2)و  (16-2)شكل 

ا توجه به شكل دهند. بوسط استوانه نشان میی در نقطهذاری حراراتی گذرا و فشار داخلی بارگ
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های زیاد این نرخ تغییرات ثابت شده و یافته و در زمان مان افزایشبا گذشت زجایی شعاعی جابه

جایی شعاعی و ماند. لازم به ذکر است که تغییرات در جابهشعاعی ثابت باقی میجایی مقدار جابه

ایجاد شده توسط فشار داخلی برای  مقادیردر مقابل برای بارگذاری حرارتی گذرا تنش محیطی 

زمان تنش  همچنین با افزایشباشد. قبل بسیار ناچیز می حلّی موردی ذکر شده در مرامطالعه

 کند.یابد و پس از گذشت زمان تغییرات به مقدار ثابتی میل میمیانی کاهش میی محیطی در لایه

 
تحت بارگذاری حرارتی گذرا و فشار دخلی جایی شعاعی برحسب زمان در استوانه همگن توزیع جابه 16 -2شكل

 X=L/2و  Z=0در 
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در تحت بارگذاری حرارتی گذرا و فشار دخلی توزیع تنش محیطی در استوانه همگن برحسب زمان  17 -2شكل

Z=0  وX=L/2 

جایی شعاعی و تنش محیطی در دو راستای شعاعی و طولی و توزیع جابه (21-2)تا  (18-2)شكل 

های مختلف جایی محوری در راستای طولی تحت بارگذاری حرارتی گذرا و فشار داخلی در زمانجابه

ی موردی ذکر شده، گذشت زمان تأثیر زیادی بر دهد. با توجه به این نمودارها و مطالعهرا نشان می

تغییرات چندانی نخواهند  با گذشت زمان جایی و تنشجابهی و تنش ندارد و مقادیر جایمقادیر جابه

 داشت.

135

136

137

138

139

140

141

142

0 5 10 15 20 25 30 35 40

σ
θ
(M

p
a)

t(s)



52 

 

 
ی همگن برحسب زمان تحت بارگذاری حراراتی گذرا و فشار جایی شعاعی استوانهجابهبعد بیتوزیع  18 -2شكل

 X=L/2  داخلی در

 

های محیطی در راستای شعاعی تحت بار حرارتی گذرا و فشار داخلی برای زمان تنشتوزیع بی بعد  19 -2شكل

 X=L/2مختلف در 
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تحت بار حرارتی گذرا و فشار داخلی برای طولی جایی محوری در راستای توزیع بی بعد جابه 20 -2شكل

 ی میانیهای مختلف در لایهزمان

 

های طولی تحت بار حرارتی گذرا و فشار داخلی برای زمانتوزیع بی بعد تنش محیطی در راستای  21 -2شكل

 ی میانیمختلف در لایه
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 افزار آباکوسبا نرم مسئله عددی حلّ  6 -2

با توجه به شرایط مسئله و متقارن محوری بودن آن، نیاز به رسم کل مدل در فضای آباکوس 

کنیم استفاده می 2و شكل پذیر1ی متقارن محوریبنابراین در هنگام رسم شكل از گزینه باشد.نمی

. نتایج (22-2)شكل کنیمباشد را ترسیم میی مقطعی از استوانه میو نوار باریكی که نشان دهنده

ی کامل خواهد بود. در رسم این حاصل از بارگذاری بر روی این مقطع همان نتایج حاصل از استوانه

استفاده  couple temperature and displacement     یاز خانواده 3T4CAX مدل از المان

ی داخلی شرایط مرزی دمایی در دو لایه گره می باشد. 4دارای  تحلیلشده است که هر المان از این 

افزار در نرم (hجایی )و خارجی استوانه مدل شده است. از آنجایی که ضریب انتقال حرارت جابه

را  Film conditionی گزینه Interactionز قسمت مستقیم وجود ندارد ا صورتبهآباکوس 

جایی مدل شده است. شرایط مرزی دو سر گیردار نیز با مقید کردن انتخاب و انتقال حرارات جابه

 دو سر استوانه و بستن تمامی درجات آزادی دو سر استوانه مدل شده است.

 

 ی جدار ضخیم همگن تحت بارگذاری فشاری و حراراتی گذرا در نرم افزار آباکوسکلی استوانه نمای 22 -2شكل

 

                                                      
1  Axisymmetric  
2  Deformable 
3 A 4-node axisymmetric thermally coupled quadrilateral, bilinear displacement and temperature. 
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 عددی حلّی با تحلیل حلّی نتایج مقایسه 2-6-1

در راستای شعاع استوانه برای شرایط  t=40 sو زمان  x=L/2جایی شعاعی در جابه(23-2)شكل 

دهد. همانطور که در شكل را نشان میو فشار داخلی مرزی دوسرگیردار تحت بار حراراتی گذرا 

ی میانی از انطباق خوبی های نزدیک به لایهجایی محاسبه شده در شعاعمشخص است مقادیر جابه

ی جایی شعاعی را در طول جدارهتوزیع جابه اوّلی برخوردار است. تئوری تغییر شكل برشی مرتبه

ی توانه فرض می کند در حالی که مطابق تئوری الاستیسیتهع استابع خطی از شعا صورتبهاستوانه 

ی استوانه وجود در طول جداره (73-2ی)صورت رابطهبه مستوی در حقیقت یک توزیع هذلولوی

 .دارد

(2-73) 2
1( )r

C
U r C r

r
  

های یهباشد  لیكن در لای میانی استوانه از دقت بالاتری برخوردار میاین تقریب خطی در لایه

مسئله در مورد  گیرد. اینفاصله می PETبینی شده توسط روش داخلی و خارجی از توزیع پیش

جایی شعاعی جابه زیعشود؛ دلیل این امر فاصله گرفتن توی تحت باگذاری حرارتی تشدید میاستوانه

توزیع خطی  باشد. در حقیقت تقریب یک تابع هذلولوی با یکانه از حالت خطی میوی استرهدر جدا

آمده از روش  دستبههای شعاعی و محوری جایی( جابه27-2( تا )24-2شكل ) باشد.منشأ خطا می

FSDT  و FE  در راستای طول استوانه برای دو حالت بارگذاری حرارتی گذرا به تنهایی و فشار

دهد. با توجه ی همگن دوسر گیردار را نشان میبا بارگذاری حراراتی گذرا برای استوانه توأمداخلی 

 FSDTو FEهای ی میانی بیشترین انطباق بین روشتوان دریافت که در لایهبه این نمودارها می

باشد. دلیل این بیشتر میو داخلی  ی خارجیوجود دارد. اختلاف موجود بین دو روش در لایه

دلیل استفاده از تقریب ( به5-2) ف صرفنظر کردن از جملات بالاتر در بسط تیلور در رابطهاختلا

 باشد. می اولّی هرمان مرتبه-ی یک میرسكیمرتبه
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همگن تحت  یدر راستای ضخامت استوانه FEو  FSDTجایی شعاعی محاسبه شده از روش جابه 23 -2شكل

 x=L/2 و t=40 sدر و فشار داخلی بارگذاری حرارتی گذرا 

 

همگن تحت  یدر راستای طولی استوانه FEو  FSDTجایی شعاعی محاسبه شده از روش جابه 24 -2شكل

 x=L/2در های مختلف برای زمانبارگذاری حرارتی گذرا 

0/4

0/5

0/6

0/7

0/8

0/9

1

1 1/1 1/2 1/3 1/4 1/5

U
r/

ri
*

1
0
0
0

r/ri

FSDT 
FEM

-0/00005

0

0/00005

0/0001

0/00015

0/0002

0/00025

0/0003

0/00035

0 0/2 0/4 0/6 0/8 1

U
r(

m
m

)

X/L

t=40 s

t=20s

t=10s

t=3s

FSDT 



57 

 

 

همگن تحت  یدر راستای طولی استوانه FEو  FSDTجایی شعاعی محاسبه شده از روش جابه 25 -2شكل

 x=L/2 و t=40 sبارگذاری حرارتی گذرا و فشار داخلی در 

 
همگن تحت  یدر راستای طولی استوانه FEو  FSDTجایی محوری محاسبه شده از روش جابه 26 -2شكل

 x=L/2های مختلف در بارگذاری حرارتی گذرا برای زمان
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همگن تحت  یدر راستای طولی استوانه FEو  FSDTجایی محوری محاسبه شده از روش جابه 27 -2شكل

 x=L/2های مختلف در بارگذاری حرارتی گذرا و فشار داخلی برای لایه

برای   FSDTو  FEهای محیطی محاسبه شده از روش ی تنشنشان دهنده (2-2( و )1-2جدول )

ن شود با گذشت زماباشد. همانطور که مشاهده میهای مختلف میی همگن در زماناستوانه

های بالا مقدار ثابتی اختیار کرده در زمان درنهایتیابند و های محیطی از نظر اندازه افزایش میتنش

های محیطی توان مشاهده کرد که تنشچنین میشود و همو تغییرات تنش محیطی بسیار اندک می

 باشند.ی میانی حداقل اختلاف را دارا میمحاسبه شده از این دو روش در لایه
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ی همگن تحت بارگذاری حرارتی برای استوانه FSDT و  FEتنش محیطی محاسبه شده از دو روش  1 -2جدول

 در وسط استوانهردار در گی گذرا برای حالت دوسر

 
 [Mpa] t=3 t=10 t=20 t=40 t=infinity 

ی داخلیلایه  

Z=-h/2 

FEM 12/0  136/0  162/0  198/0  4/6  

FSDT 265/0-  703/-  15/1-  457/1-  05/7-  

ی میانیلایه  

Z=0 

FEM 304/0  343/0  397/0  421/0  8 

FSDT 267/0  297/0  306/0  324/0  4 

 

ی همگن تحت بارگذاری حرارتی برای استوانه FSDT و  FEتنش محیطی محاسبه شده از دو روش  2 -2جدول

 وسط استوانهردار در گی برای حالت دوسر و فشار داخلی گذرا

 


[Mpa] 

t=3 t=10 t=20 t=40 t=infinity 

ی داخلیلایه  

Z=-h/2 

FEM 14/617  525/617  37/617  4/176  23/821  

FSDT 4/200  05/200  61/919  39/199  4/192  

ی میانیلایه  

Z=0 

FEM 53/136  58/136  65/136  68/136  91/136  

FSDT 6/139  68/139  8/139  78/139  4/143  

 

 بندیجمع 2-7

ترموالاستیک  تحلیلدر  FSDTبا توجه به آنچه در قسمت قبل بیان شد، استفاده از روش 

-2ی )ی بالاتر در بسط تیلور رابطهنظر کردن از جملات مرتبهای به دلیل صرفهای استوانهپوسته

باشد. مناسب نمی اولّی هرمان مرتبه–ی یک طبق تئوری میرسكی ( و استفاده از تقریب مرتبه5

جایی شعاعی را در توزیع جابه اولّی در حقیقت با توجه به اینكه تئوری تغییر شكل برشی مرتبه
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جایی شعاعی در گیرد و توجه به این نكته که جابهخطی در نظر می صورتبهی استوانه طول جداره

خطی با انحنای زیادتری نسبت به وزیع غیراستوانه تحت بارگذاری حرارتی و فشاری درای یک ت

برای  اوّلی باشد، استفاده از تئوری تغییر شكل برشی مرتبهاستوانه تحت بارگذاری فشاری می

از این باشد، در حالیكه دقت نتایج حاصل ای مناسب نمیهای استوانهترموالاستیک پوسته تحلیل

این در باشد. تحت بارگذاری فشاری مناسب میای های استوانهالاستیک پوسته تحلیلروش برای 

 FSDTو  FEآمده از دو روش  دستبهمحیطی های تنشهای شعاعی و محوری و جاییجابهتحقیق 

توان با توجه باشد. میبرای حالت بارگذاری حرارتی گذرا در مقایسه با بارگذاری فشاری اندک می

 . به نتایج فوق رسید رارتی گذرابرای بارگذاری ح ارائه شده اوّلها و جدبه شكل

بر ی موردی ارائه شده تاثیر چندانی توان دریافت که افزایش زمان در مطالعههمچنین می

جایی و تنش ندارد و با گذشت زمان مقادیر جابهها و تنش در حالت فشار و حرارت گذرا جاییجابه

ن تحقیق بر بارگذاری حرارتی گذرا کنند. همچنین بارگذاری فشاری در ایبه مقدار ثابتی میل می

ها جاییها و جابهی موردی ذکر شده برای گزارش تنشبرای مطالعه FSDTباشد و تئوری غالب می

در حالت نتایج قابل قبولی را داراست.  توأمان صورتبهدر حالت بارگذاری فشاری و حرارتی گذرا 

 های دیگر برخوردار است.لایهی میانی از تطابق بهتری نسبت به کلی نتایج در لایه
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 3فصل
 

 

 

 

 ای چرخان همگنهای استوانهترموالاستیک پوسته تحلیل
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 مقدمه 3-1

ها در تنش در آن تحلیلباشند. لذا بررسی و برد وسیعی در صنعت میهای چرخان دارای کاراستوانه

هایی که نیاز به مقاومت بالا در بسزایی برخوردار است. اکثر سازه اهمیتّشرایط مختلف کاری از 

های دوار واقع در رآکتورهای اتمی ها، سازههای هوافضایی، موشکشرایط کاری دارند از قبیل سازه

بررسی این بارگذاری و  تحلیلباشند؛ از اینرو و ... به غیراز نیروهای مكانیكی، دارای دوران نیز می

ای توپر یا توخالی، تأثیر دوران عامل مهم ایجاد تنش است. در اکثر محورهای استوانه تاهمیّز حائ

 باشد.در استوانه می

ای چرخان، با استخراج معادلات های استوانهترموالاستیک پوسته تحلیلدر این فصل برای 

تئوری تغییر های چرخان جدار ضخیم متقارن محوری همگن بر مبنای دیفرانسیل حاکم بر استوانه

های چرخان جدار ضخیم همگن تحت بار حرارتی عمومی استوانه حلّ، اوّلی ل برشی مرتبهكش

 Abaqus اجزاء محدودافزار عددی توسط نرم حلّگذرا و فشار داخلی ارائه شده است. نهایتاً با انجام 

ی به کمک تحلیل لّحی، نتایج حاصل از ی چرخان تحت بار حرارتی گذرا و فشار داخلبرای استوانه

 اند.عددی مقایسه شده حلّتغییر شكل برشی با نتایج حاصل از  شرو

 

 های چرخان همگنترموالاستیک استوانه تحلیل  3-2

صورت شكل ای جدار ضخیم چرخان تحت بار حرارتی گذرا و فشار داخلی بهی استوانهیک پوسته

نیز بیان شد بر اساس اصل کار مجازی،  شود. همانطور که در فصل دوم( در نظر گرفته می3-1)

 تغییرات انرژی کرنشی با تغییرات کار نیروهای خارجی برابر است، یعنی:

(3-1) U W  
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 ی همگن چرخان تحت بارگذاری حرارتی گذرا و فشار داخلیپروفیل استوانه  1 -3 شكل

 با تعریف انرژی کرنشی:

(3-2) 
   

2 2 2 2

( )

1 1
( )

2 2

1 1 2
(1 )( ) 2 ( )

2 2

v

T

x x z z xz xz

x z x z x z xz

U U dV

dV rdrd dx R z dxd dz

U

E

 

  

 

         


            





 



  



    



            



 

 فشار داخلی و خارجی و سرعت دورانی: روهای خارجی شاملار نیو تعریف ک

(3-3) 

( . ) ( . )

( )

( )

sf bf

s v

W f u ds f u dv

ds rdxd R z dxd

dV rd drdx R z dzdxd

 

 

  



  
   



 

 

 باشد:زیر می صورتبهکه درآن نیروی حجمی حاصل از دوران با سرعت ثابت 
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(3-4) 2 2( )bff r R z      

 آید:دست میزیر به صورتبهنهایتاً کار نیروهای خارجی 

(3-5) 
2 2 /2

2

0 0 0 0 /2

( ) ( ) ( )

L L h

i i z z

h

W P r U dxd R z U R z dzdxd

 

   


        

 ی:گیری در محدودهو با انتگرال

(3-6) , 0
2 2

h h
z x L      

ی چرخان باسرعت برای تغییرات انرژی کرنشی و تغییرات کار نیروهای خارجی برای استوانه

 دورانی ثابت تحت فشار داخلی و خارجی داریم:

(3-7) 
2

/2

0 /2
0

/2
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(3-8) 
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( و نیز بكارگیری اصول حساب 8-3( و )7-3( در روابط )7-2ی )های رابطهبا جایگذاری کرنش

 ای چرخان تحت فشار داخلی خواهیم داشت:ی استوانهوردشی و اصل کار مجازی برای یک پوسته

(3-9) 
2 2

U W 
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(3-10) /2
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(3-11)  
0

0
L

x x x xzR N u M Q w M       

( نیز شرایط مرزی 11-3ی کمكی )دهند. رابطه( همان معادلات اصلی را تشكیل می10-3روابط )

 بایست در دو انتهای استوانه صفر باشد.کند که میمورد نظر را تبیین می

آن باید نیروها و  حلّباشد. برای ( در حقیقت یک دستگاه معادلات دیفرانسیل می10-3معادلات )

-2ی )های تنش و با جایگذاری در رابطه( به منتجه13-2( تا )10-2گرها را با استفاده از روابط )نل

 .ی نوشتجایهای میدان جابه( بر حسب مؤلفه7-2های کرنش و سپس به کمک روابط )( به مؤلفه9

توان آیدکه میدست مینهایتاً یک دستگاه چهار معادله دیفرانسیل ناهمگن خطی با ضرایب ثابت به

 زیر نوشت: صورتبهرا  آن

(3-12) 
            

2

2

d d
A y B y C y F

dx dx
   

(3-13)    u  w 
T

y   

ردار نیرویب صورتبهگاه معادلات همچنین قسمت ناهمگن دست F ( نشان 3-19ی )در رابطه

 داده شده است:

 

(3-14) 
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های( ماتریس3-12در دستگاه معادلات ) 
4 4

A


و  
4 4

C


متقارن و  
4 4

B


که  هستندپادمتقارن  

 ها در فصل گذشته آورده شده است.مربوط به آنهای درایه

 ی انتقال حرارات گذرامعادله حلّ 3-2-1

ی همگن متقارن محوری در فصل گذشته به طور ی انتقال حرارت گذرا برای استوانهمعادله حلّ

 مفصل مورد بحث قرار گرفته است.

های چرخان تحت بارگذاری حراراتی گذرا و فشار ترموالاستیک استوانه حلّ 3-2-2

 داخلی

ر معادله دیفرانسیل ناهمگن ا( یک دستگاه چه12-3ی )دستگاه معادله همانطور که توضیح داده شد

خصوصی است. اگر این دستكاه معادلات  حلّعمومی و  حلّ باشد که دارای خطی با ضرایب ثابت می

 ی زیر بنویسیم:ه شدهساد صورتبهرا 

(3-15)        A y B y C y F    

 داریم: 

(3-16)      
g p

y y y  

عمومی دستگاه فوق مقدار  حلّبرای     mxy e گذاریم، داریم:را ر معادلات آن می 

(3-17)    2

1 2 3 0mxe m A mA A      

0mxeبا توجه به اینكه  توان نوشت:می 

(3-18) 2

1 2 3 0m A mA A   

ی مزدوج غیر سه جفت ریشه صورتبهمحاسبه شده که  imیی فوق، مقادیر ویژهمعادله حلّاز 

شوند. از این سه جفت ریشه، یک جفت آن عدد حقیقی و دو جفت دیگر آن نیز صفر حاصل می

(، بردارهای 17-3ی )ی حاصل در معادلهباشند. با قرار دادن مقادیر ویژهاعداد مختلط مزدوج می

 عمومی عبارتست از: حلّ درنهایتآیند. دست میی فوق بهمتناظر با مقادیر ویژه iیویژه

(3-19)    
6

1

im x

ig i
i

y c e
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دست آوردن باشند، برای بهی حاصل شامل اعداد مختلط میبا توجه به این نكته که مقادیر ویژه

اعداد ی مربوط به ی متناظر با این اعداد مختلط، باید از روابط حاکم بر بردارهای ویژهبردارهای ویژه

 مختلط استفاده نمود.

( یعنی بردار نیروی3-15خصوصی، قسمت ناهمگن معادلات ) حلّبرای  F ی برای یک استوانه

ر ثابتی است، متقارن محوری چرخان با ضخامت ثابت و تحت بار حرارتی گذرا و فشار داخلی، مقدا

توان با معكوس کردن ماتریسباشد. بنابراین مینمی Xی ازلذا جواب خصوصی تابع C  طبق

 دست آورد.ی زیر جواب خصوصی را بهمعادله

(3-20)           
1

C y F y C F


   

اما با توجه به معكوس ناپذیری ماتریس C  به دلیل صفر بودن سطر و ستون آن، با ایجاد تغییراتی

ین معادله از سری اولّشود. بدین منظور در می حلّ های ضرایب معادلات، این مشكل در ماتریس

 گیری کرده و خواهیم داشت:( از طرفین آن انتگرال10-3معادلات )

(3-21) 
7u vdx C  

 کند:زیر تغییر می صورتبهبنابراین دستگاه معادلات قدیم 

(3-22)             

   

2

2

v  w 
T

d d
A y B y C y F

dx dx

y  


  


 

 

که در آن بردار نیرویی F باشد:زیر می صورتبهین معادله، اوّلگیری از طرفین با توجه به انتگرال 

 

 

(3-23)  
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جایی های میدان جابهتوان مؤلفهی موردی میمطالعه صورتبهدستگاه معادلات فوق  حلّ بنابراین با 

 دست آورد.را به
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( بیان 11-3ی )( توسط رابطه1-3ای نشان داده شده در شكل )ی استوانهشرایط مرزی برای پوسته

شوند. به عبارتی مقادیرمی u  w   و   M   Q   Mx x xz xzN  در دو انتهای استوانه طوری

6مجهول 6( برابر صفر باشد. با داشتن 3-11ی )شوند که همواره رابطهدر نظر گرفته می 1,...,C C 

با اعمال شرایط مرزی مختلف در  تواناب خصوصی، میدر جو 7Cو 0Cثابت 2در جواب عمومی و 

دست ثابت مجهول را محاسبه کرد. نهایتاً با به 8شرط مرزی در هر سمت،  4دو انتهای استوانه شامل 

آوردن ثوابت مجهول، بردار مجهول y ی جایی است، توسط رابطههای میدان جابهکه شامل مؤلفه

,هایمتغیّربرحسب  (16-3) ,x z t توان میدان ( می2-6ی )آیند.با استفاده از رابطهدست میبه

( مقادیر تنش، 13-2( تا )7-2دست آورد و با استفاده از روابط )جایی شعاعی و طولی را بهجابه

 کرنش، نیرو و لنگر را نیز محاسبه کرد.

 ی موردیمطالعه 3-3

 ی دوسر گیردار:استوانه 

 ( داریم:11-3ی)شرایط مرزی دوسر گیردار با توجه به رابطهبرای 

(3-24) 0 0 , 0 , 0 , 0

0 , 0 , 0 , 0

x u w

x L u w

 

 

     


     
 

دست جایی بههای میدان جابهی ثوابت مجهول، مولفهبا اعمال شرایط مرزی ذکر شده و محاسبه

 آید.می

استوانه جدار ضخیم دست آمده از نتایج عددی، یک ی موردی و بررسی نمودارهای بهبرای مطالعه

0.4irی جدار ثابت به شعاع داخلیبا مشخصات زیر در نظر گرفته شده است. استوانه m  و شعاع

0.6orخارجی m  8با طولL m 70تحت فشار داخلیP Mpa های دورانی مختلفو سرعت 

200Eقرار گرفته است. مدول الاستیسیته برابر با  Gpa 0.3و نسبت پواسون  باشد. می

37854چگالی برابر با  /kg m   و ضریب پخش حرارتی، حرارت مخصوص و ضریب انتقال

10)612حرارت به ترتیب برابر با  )1/ C ،434 / .C J Kg K 60.5و / .K W m K 
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در نظر  دمایی های شرایط مرزیزیر برای ثابت دست آوردن نتایج عددی مقادیر برای به. باشدمی

 [:52]گرفته شده است

(3-25) 
2 2

11 21

12 22 1 2

( ,0) 20 , 6 / , 25 /

, 7 , 9

iT r r C W m K C W m K

C C K T C T C 

  

   
 

 حلّ ای با شرایط انتهایی دوسر گیردار انجام شده است. های استوانهمورد نظر بر روی پوسته تحلیل

 صورت گرفته است. Maple 16نویسی توسط ی از طریق برنامهتحلیل

ی چرخان همگن تحت جایی شعاعی و تنش محیطی در استوانه( به ترتیب جابه4-2( و )2-3شكل )

دهد. با توجه به شكل با افزایش زمان تنش و اخلی را نشان میبارگذاری حرارتی گذرا و فشار د

اند. به عبارت دیگر زمان تأثیر چندانی بر مقادیر تنش و جایی مقادیر ثابتی را اختیار کردهجابه

 جایی در بارگذاری فشاری و دورانی همراه با حرارت گذرا ندارد.  جابه

 

چرخان همگن تحت بارگذاری حرارتی گذرا و فشار داخلی بر اساس ی جایی شعاعی استوانهتوزیع جابه 2-3شكل 

 زمان برای وسط استوانه
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ی چرخان همگن تحت بارگذاری حرارتی گذرا و فشار داخلی بر اساس جایی شعاعی استوانهتوزیع جابه 3-3شكل 

 زمان برای وسط استوانه

راستای شعاع استوانه را نشان جایی شعاعی و تنش محیطی در ( توزیع جابه5-3( و )4-3شكل )

جایی و ها پیداست با افزایش زمان تغییر چندانی در مقادیر جابهدهد. همانطور که از این شكلمی

 تنش محیطی در راستای شعاع نداریم.

 

 

همگن چرخان تحت بار حرارتی گذرا و فشار  یجایی شعاعی در راستای شعاع استوانهجابه نرمال توزیع 4-3 شكل

 ω=300 rpmو  X=L/2های مختلف در داخلی برای زمان
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همگن چرخان تحت بار حرارتی گذرا و فشار  یدر راستای شعاع استوانه تنش محیطی نرمال توزیع 5 -3 شكل

 ω=300 rpmو  X=L/2های مختلف در داخلی برای زمان

جایی محوری، تنش محیطی و تنش برشی جایی شعاعی، جابه( به ترتیب جابه9-3( تا )6-3شكل )

 دهد.را نشان می ی همگن چرخاناستوانهدر راستای طولی های مختلف برای لایه

 

همگن چرخان تحت بار  یهاستوانهای مختلف در لایهدر راستای طولی جایی شعاعی جابه توزیع 6 -3 شكل

 t=40 sو  ω=300 rpm حرارتی گذرا و فشار داخلی در 
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همگن چرخان تحت بار  یهاستوانهای مختلف در لایهدر راستای طولی جایی محوری جابه توزیع 7 -3 شكل

 t=40 sو  ω=300 rpmحرارتی گذرا و فشار داخلی در 

 

همگن چرخان تحت بار حرارتی  یهاستوانهای مختلف در لایهدر راستای طولی تنش محیطی  توزیع 8 -3 شكل

 t=40 sو  ω=300 rpmگذرا و فشار داخلی در 
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همگن چرخان تحت بار حرارتی  یههای مختلف استواندر راستای طولی در لایهتنش برشی  توزیع 9 -3 شكل

 t=40 sو  ω=300 rpmگذرا و فشار داخلی در 

ی چرخان جایی شعاعی و تنش محیطی را در استوانه( توزیع نرمال جابه11-3( و )10-3شكل )

 صورتبهجایی نیز دهد. با توجه به شكل با افزایش سرعت دوران مقادیر تنش و جابههمگن نشان می

جایی و تنش بسیار ناچیز بوده است تغییرات جابه های پایینیابد. در سرعتگیری افزایش میچشم

 کند. ی بالا چرخش بر بارگذاری فشاری و دمایی غلبه میهاولی در سرعت

 

ی چرخان همگن تحت بارگذاری حرارتی جایی شعاعی در راستای شعاعی استوانهتوزیع نرمال جابه 10 -3 شكل

 X=L/2ای مختلف در های زاویهسرعت برایگذرا و فشار داخلی 
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ی چرخان همگن تحت بارگذاری حرارتی گذرا توزیع نرمال تنش محیطی در راستای شعاعی استوانه 11 -3 شكل

 X=L/2ای مختلف در های زاویهو فشار داخلی برای سرعت

 های چرخان همگن تحت بارگذاری حرارتی گذرا و فشار داخلی عددی استوانه حلّ 3-4

 2و بارگذاری حرارتی گذرا مطابق فصل ی چرخان تحت فشار داخلی سازی عددی استوانهمدل

 حلّ شود. در دامه نتایج این تفاوت که یک سرعت دورانی ثابت به کل مجموعه اعمال می باشد بامی

 شود.ی با یكدیگر مقایسه میتحلیل حلّعددی و 

 ی نتایجمقایسه 3-4-1

قبل در  حلّشده در مرای موردی ذکر ی ارائه شده، مطالعهتحلیل حلّنتایج  صحتّبررسی  منظوربه

 مدل شده است. Abaqus اجزاء محدودافزار نرم

ی همگن در استوانه FSDTو  FEجایی نرمال شعاعی محاسبه شده با دو روش جابه( 12-3شكل )

های برای سرعت  t=40 sو زمان  X=L/2چرخان تحت بارگذاری حرارتی گذرا و فشار داخلی در 

و  FEجایی شعاعی محاسبه شده با دو روش جابه( 13-3شكل ) دهد.را نشان میدورانی مختلف 

FSDT ی همگن چرخان تحت بارگذاری حرارتی گذرا و فشار داخلی های مختلف استوانهدر لایه

جایی محوری محاسبه جابه( 14-3)   دهد. شكل نشان می t=40 s در زمان ω=300 rpmبرای 

0

1

2

3

4

5

6

7

8

9

1 1/1 1/2 1/3 1/4 1/5

σ
θ
(M

p
a)

r/ri

w=300 w=500 w=1000 w=2000 w=3600



75 

 

ی همگن چرخان تحت بارگذاری حرارتی های مختلف استوانهدر لایه FSDTو  FEشده با دو روش 

 .دهدنشان می t=40 sدر  ω=300 rpmگذرا و فشار داخلی برای 

 

 
ی همگن چرخان تحت در استوانه FSDTو  FEجایی نرمال شعاعی محاسبه شده با دو روش جابه 12 -3 شكل

 t=40 sو  X=L/2در  های دوران مختلف برای سرعت بارگذاری حرارتی گذرا و فشار داخلی

 
ی همگن های مختلف استوانهدر لایه FSDTو  FEجایی شعاعی محاسبه شده با دو روش جابه 13 -3 شكل

 t=40 sو  ω=300 rpmچرخان تحت بارگذاری حرارتی گذرا و فشار داخلی برای 
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ی همگن های مختلف استوانهدر لایه FSDTو  FEجایی محوری محاسبه شده با دو روش جابه 14 -3 شكل

 t=40 sو  ω=300 rpmچرخان تحت بارگذاری حرارتی گذرا و فشار داخلی برای 

های دورانی را برای سرعت t=40 sو زمان  X=L/2جایی شعاعی در ( مقادیر جابه1-3جدول)

جایی دهد. با توجه به این نتایج بدیهی است که با افزایش سرعت دوران مقادیر جابهمختلف نشان می

جایی ایجاد شده توسط چرخش در های پایین مقادیر جابهگیری دارند. در سرعتافزایش چشم

های بارگذاری حرارتی گذرا در زمانباشد و تقریبا با مقادیر ایجاد شده توسط مقابل فشار ناچیز می

فشار و بارگذاری (. با افزایش سرعت دوران، چرخش بر 2باشد )با توجه به نتایج فصل بالا برابر می

 شود.حرارتی غالب می

ی همگن چرخان تحت در استوانه FSDTو  FEجایی شعاعی محاسبه شده با دو روش جابه 1 -3 جدول

 t=40 sو  X=L/2بارگذاری حرارتی گذرا و فشار داخلی در 

 Ur[mm] ω=300 ω=500 ω=1000 ω=2000 ω=3600 

r=ri 

FEM 391/0  399/0  439/0  595/0  062/1  

FSDT 38/0  388/0  427/0  581/0  041/1  

r=R 

FEM 34/0  348/0  384/0  527/0  956/0  

FSDT 344/0  351/0  387/0    53/0  958/0  
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ی همگن در استوانه FSDTو  FEهای محیطی محاسبه شده با دو روش تنش (2-3جدول )

دهد. را نشان می t=40 sزمان و  X=L/2چرخان تحت بارگذاری حرارتی گذرا و فشار داخلی در 

باشند و های ایجاد شده مقادیر بسیار کمی دارا میهای پایین تنشبا توجه به جدول در سرعت

باشد. در این ی بارگذاری حراراتی گذرا نزدیک میاین مقادیر به مقادیر تنش ایجاد شده بوسیله

سرعت دورانی مقادیر حالت بارگذاری فشاری بر بارگذاری حرارتی و چرخش غالب است. با افزایش 

 شود.  تنش حاصل از چرخش افزایش یافته بطوری که بر بارگذاری فشاری غالب می

ی همگن چرخان تحت بارگذاری در استوانه FSDTو  FEتنش محیطی محاسبه شده با دو روش  2 -3 جدول

 t=40 sو  X=L/2حرارتی گذرا و فشار داخلی در 

 σθ[Mpa] ω=300 ω=500 ω=1000 ω=2000 ω=3600 

داخلی لایه  
r=ri 

FEM 94/178  42/183  43/204  49/288  55/539  

FSDT 11/202  94/206  59/229  21/320  86/590  

میانی لایه  
r=R 

FEM 622/138  07/142  23/158  88/222  99/415  

FSDT 72/141  13/145  14/161  14/225  31/416  

 

 جمع بندی 3-5

جایی ایجاد شده توان دریافت که مقادیر تنش و جابهدر این فصل میدست آمده با توجه به نتایج به

های تحت بارگذاری جای استفاده از معادلات استوانهباشد و بههای دورانی پایین، ناچیز میدر سرعت

های تحت فشار استفاده توان از معادلات مربوط به استوانههای پایین، میفشاری و چرخش در سرعت

جایی و تنش، افزایش یافته بطوریكه چرخش بر فشار ایش سرعت دورانی مقادیر جابهنمود. با افز

توان از فرض فوق استقاده های بالا نمیکند. بنابراین در سرعتداخلی و انتقال حرارت گذرا غلبه می

نمود. با توجه به اینكه جملات مربوط به فشار، دوران و حرارت گذرا در قسمت ناهمگنی معادلات 

نهی نمود و از اصل برهم حلّجدا  صورتبههای فوق را ذاریتوان هر کدام از بارگشود میهر میظا

های ذکر شده استفاده نمود و نتایج را با هم جمع دست آوردن نتایج مربوط به بارگذاریبرای به
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عددی در  حلّ و  اولّی کرد. به طور کلی مطابقت قابل قبولی بین تئوری تغییر شكل برشی مرتبه

توان از ی موردی مورد بررسی وجود دارد و با توجه به تاثیر اندک بارگذاری حرارتی گذرا میمطالعه

با  چرخش و  توأمجای استفاده از نتایج حرارت گذرا بهنتایج مربوط به بارگذاری فشاری و چرخش 

 فشار استفاده نمود. 

های چرخان تحت الاستیک استوانه تحلیلرای ب اوّلی در حالت کلی تئوری تغییر شكل برشی مرتبه

 باشد.بارگذاری فشاری مناسب می
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 4فصل 

 

 

 

 

ای ناهمگن تحت های استوانهترموالاستیک پوسته تحلیل 

 بارحرارتی گذرا
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 مقدمه 4-1

ها در شرایط ویژه بود و مقاومت منحصر کاربردهای حرارتی آن منظوربهدر ابتدا  FGطراحی مواد 

( در برابر بارهای حرارتی، محققان را بر آن داشت تا به FGMیم )خهای جدار ضاستوانه دبه فر

ارتی بالا نیاز دارند، بپردازند. ئلی که به مقاومت مكانیكی و حرهادر مساملكرد آنع تحلیلبررسی و 

ای، با استخراج معادلات حاکم بر های استوانهترموالاستیک پوسته تحلیلدر این فصل برای 

نای تئوری تغییر شكل برشی ی تشكیل شده از مواد ناهمگن بر مبهای جدار ضخیم محوراستوانه

تحت فشار یكنواخت داخلی و بار حرارتی  FGMهای جدار ضخیم عمومی استوانه حلّ، اولّی مرتبه

و نتایج انجام شده  Abaqus اجزاء محدودافزار عددی توسط نرم حلّ درنهایتگذرا ارائه شده است. 

عددی  حلّ ل از با نتایج حاص اولّی كل برشی مرتبهی به کمک روش تغییر شتحلیل حلّ حاصل از 

 مقایسه شده است.

 های ناهمگنترموالاستیک استوانه تحلیل 4-2

ای جدار ضخیم تحت فشار داخلی و انتقال حرارت گذرا در شعاع داخلی و ی استوانهپوستهیک 

 گیریم:( در نظر می1-4شكل ) صورتبهخارجی استوانه را 

 

 ی جدار ثابت تحت بارگذاری مكانیكی و حرارتی گذراپروفیل استوانه 1 -4شكل
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مجازی، تغییرات انرژی کرنشی با تغییرات همانطور که در فصول قبلی بیان شد بر اساس اصل کار 

 کار نیروهای خارجی برابر است، یعنی:

(4-1) U W  

 با تعریف انرژی کرنشی:

(4-2) 
, ( )

1
( )

2

v

x x xz xz

U U dV dV rd drdx R z dxd dz

U  

 

     





    


   



 

های حرارتی، بر اساس روابط رفتاری برای مواد ناهمگن و همسانگرد و با در نظر گرفتن کرنش

 :حسب مقادیر کرنش عبارتند از ها برتنش

(4-3) 

1
( ) ( ) ( ) ( , )

1
(1 )(1 2 ) 1 2

1

( )

2(1 )

x x

z z

xz xz

E r r E r T r t

E r

 

   


    
  

   

 


     
     

                  

 
 

 

)که در آن , )T r t ی استوانه بوده وتابع توزیع دمای گذرا در طول جداره( )r  نیز ضریب انبساط

 برای خلاصه نویسی داریم: باشد. با تعریف پارامترحرارتی می

(4-4) 
 ( ) 1 ( ) ( )(1 ) ( , )

1 2
( )

2

1

(1 )(1 2 )

i i j k

xz xz

E r r T r t

E r

        


  


 


         








  

 

 ( برای انرژی کرنشی خواهیم داشت:2-4ی )( در رابطه4-4ی )با جایگذاری تنش از رابطه

(4-5) 

2 2 2
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 و تعریف کار نیروعای خارجی شامل فشار داخلی:

(4-6) 

2

0 0

( . )

( )

( )

sf

s

L

i i z

W f u dS

dS rd dx R z d dx

W P r U dxd



 









  

 




 

 

 ی:گیری در محدودهو با انتگرال 

(4-7) 0   ,    
2 2

h h
x L z     

شار حرارتی و  ی تحتبرای تغییرات انرژی کرنشی و تغییرات کار نیروهای خارجی برای استوانه

 یكنواخت داریم: فشار داخلی

(4-8) 
2
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0 /2
0

/2
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(4-9) 
2

0 0

0

( )

( ) ( )
2 2

L

i i z

L

i

W P r U dxd

W h
P R w z dx



  


 





 
    

 

 



 

کارگیری اصول حساب وردشی و ( و نیز به9-4( و )8-4( در روابط )7-2های )کرنش با جایگذاری

 ای تحت حرارت گذرا و فشار داخلی خواهیم داشت:ی استوانهاصل کار مجازی برای یک پوسته

(4-10) 
2 2

U W 

 
 

(4-11) 
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(4-12)  
0

0
L

x x x xzR N u M Q w M       

( هم شرایط مرزی 12-4ی کمكی )دهند.رابطه( همان معادلات اصلی را تشكیل می11-4روابط )

 بایست در هر دو انتهای استوانه صفر باشند.کند که میمورد نظر را تبیین می

 توزیع ناهمگنی خواص مکانیکی و حرارتی   4-2-1

مدول  خواص مكانیكی از قبیل (،FGMهای تشكیل شده از مواد ناهمگن و همسانگرد )در استوانه

ها و تحلیلباشند که در اکثر می rبعدشعاع بیتوابعی از   ضریب پواسونو Eالاستیسیته

شود. همچنین گرفته میبالاخص در این بررسی، به علت تغییرات جزئی، ضریب پواسون ثابت در نظر 

ظرفیت گرمایی ویژه، K، ضریب رسانش حرارتیدر بحث انتقال حرارت ضریب انبساط حرارتی

C  بعدنیز توابعی از شعاع بیو چگالیr ذکر شده را  هایثابتتمامی  تحلیلباشند. در این می

 گیریم و داریم:در راستای ضخامت استوانه در نظر می rتوزیع توانی از شعاع بی بعد صورتبه

(4-13) 1( )
n

iK K r 
(4-14) 2( )

n

i r  

(4-15) 3( )
n

iC C r 
(4-16) 4( ) ( )

n

iE r E r 
(4-17) 5( )

n

i r  

/که در این رابطه ir r r بعد است. همچنینت شعاعی بیمختصاiE،i،iK،iC وi  به ترتیب

 و چگالی ظرفیت گرمای ویژهنبساط حرارتی، ضریب رسانش حرارتی، مدول الاستیسیته، ضریب ا

با جایگذاری  باشند.می مادهّهای ناهمگنی ثابت 5nو 1n،2n،3n،4nدر شعاع داخلی استوانه و

rمقادیر R z  ( داریم:4-17( تا )4-13در روابط ) 

(4-18) 1( )n

i

i

R z
K K

r


 

(4-19) 
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n
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R z

r
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R z
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(4-21) 4( ) ( )n

i

i

R z
E r E

r


 

(4-22) 5( )n

i

i

R z

r
 


 

 

 بعد ضریب رسانش حرارتی در راستای شعاعیتوزیع بی 2 -4شكل

 

 بعد مدول الاستیسیته در راستای شعاعیتوزیع بی 3 -4شكل
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 بعد حرارت مخصوص در راستای شعاعیتوزیع بی 4 -4شكل

 

 ساط حرارتی در راستای شعاعیضریب انببعد ضریب توزیع بی 5 -4شكل
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 بعد چگالی در راستای شعاعیتوزیع بی  6 -4شكل

 

 گذرا ی انتقال حرارتمعادله حلّ 4-2-2

ی جدار ضخیم متقارن محوری در غیاب برای یک استوانه بعدیی انتقال حرارت گذرای یکمعادله

 باشد:منبع حرارتی، براساس قانون فوریه به شكل زیر می

(4-23) 2T
c k T Q

t
r

¶
= ر +

¶
 

 با توجه به عدم حضور منبع حرارتی داریم:

(4-24) 0Q = 

 شود:شكل زیر ساده می صورتبهی انتقال حرارت گذرا در غیاب منبع حرارتی بنابراین معادله

(4-25) 1T T
c Kr

t r r r
r

ِ ¶و ¶ ¶ ÷ç= ÷ç ÷çè ّ¶ ¶ ¶
 

به ترتیب ضریب رسانش حرارتی، چگالی و ظرفیت گرمایی ویژه  K،ρ،Cتوزیع دما و ، T(r,t)که 

  اند.باشند. که در بخش قبل تعریف شدهمی

 شوند:یه در حالت کلی به شکل زیر در نظر گرفته میاوّلشرایط مرزی و 
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(4-26) 
( ) ( )

( ) ( )

11 12 1

21 22 2

, ,

, ,

i i

o o

T
c T r t c r t g

r

T
c T r t c r t g
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(4-27) ( ) ( ),0 iT r T r= 

( ), 1,2=ijc   i j  و( )1,2=ig i هایی وابسته به شرایط مرزی و ثابت)r(iT ، ی مسئله یهاوّلشرط

ها، تابع بسل تعمیم یافته و بسط متغیّرایی د( با استفاده از روش ج25-4ی )معادله حلّباشند. می

 آید.دست میتابع ویژه به

تابع انتقال  تبدیل میكنیم، برای این کاردر ابتدا شرایط مرزی ناهمگن را به شرایط مرزی همگن 

 گیریم:زیر در نظر می صورتبه را T(r,t)حرارت 

(4-28) ( ) ( ) ( ), ,h sT r t T r t T r= + 

 ( داریم:25-4) ( درمعادله28-4ی )با قرار دادن معادله

(4-29) ( , , )) )1 ((h h sTT r t T
c kr

t r r r r

rr t
r

ِ ِو ¶¶و ¶¶ ÷ç ÷ç= + ÷÷ç ç ÷÷çç ÷è ّ¶ ¶ ¶ ¶è ّ
 

 زیر جدا نمود:  دو معادله صورتبهتوان ( را می29-4ی )معادله

(4-30) 2

2

(( , ) , )
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1
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s

h h h rT r t T r t Tk k
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 شود:( تعریف می4-31ی )است مطابق معادله sTای که دارای عبارت شرایط مرزی برای معادله

(4-31) 
( ) ( )

( ) ( )
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s i i

s
s o o

T
c T r t c r t g

r

T
c T r t c r t g

r

ى ¶ïï + =ïï ¶ï
ي
ï ¶ï + =ïï ¶ïî

 

دست آمده و با اعمال شرایط مرزی به sT( تابع4-30دوم )ی از معادلهگیری با دو بار انتگرال

 آیند:دست میبه 2cو 1cهایثابت

(4-32) sT
kr C

r

¶
=

¶
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(4-33) 1 1

1 1

1
2 1 21

1 1 1

n n
n n

s n

C Ca Ca
T dr dr r C C r C

kr k r k n

- -

+

-
= = = + = + ٍ  ٍ 

(4-34) 
( ) ( )1 1 1 1

1 21 2 11
1 1 1

11 21 1 22 11 12 21

n n n

o i

n

oi

g c g c
C

c c rr r rn c c c c
- - - - - -

-
=

- + -
 

(4-35) ( )1 1 1

1 1 11 12 1

2

11

n n

i ig c c c n r

c

r
C

- - -
- -

= 

 شود:زیر در نظر گرفته می صورتبه hTی مربوط به تابعیهاوّلو مرزی  شرایط

(4-36) ( ) ( )

( ) ( )

11 12

21 22

, , 0

, , 0

h
h i i

h
h o o

T
c T r t c r t

r

T
c T r t c r t

r

ى ¶ïï + =ïï ¶ï
ي
ï ¶ï + =ïï ¶ïî

 

(4-37) ( ) ( ) (0 ),h i sT r T r T r= - 

 باشد:زیر می صورتبه( 25-4ی )ی معادلهشكل ساده

(4-38) 2

2

( , ) ( , )( , )h h hT r t T r t Tk k
c k

t r r r

r

r

t
r

ِ ¶و ¶ ¶¶ ÷ç= + + ÷ç ÷çè ّ¶ ¶ ¶ ¶ 

 باشد:می حلّزیر قابل  صورتبه متغیرّ( با استفاده از قوانین جدایی 38-4ی )معادله

(4-39) ( , ) ( ) ( )hT r t f r g t= 

(4-40) 2
2

2

1 ( ) 1 ( ) 1 ( )

( ) ( ) ( )

g t k f r k k f r
S

g t t c f r r r r f r rr

ِ ِو ¶و ¶ ¶ ¶ ÷ç ÷ç ÷= + + = -÷ç ç ÷÷ç ç ÷ç è ّ¶ ¶ ¶ ¶è ّ
 

 :آیددست میدو معادله به شكل زیر به Sبا تعریف متغییر  درنهایت

(4-41) 
2

2

2

2

( ) ( )
( ) 0

( )
( ) 0

f r k k f r
k S cf r

r r r r

g t
S g t

t

r
ِ ¶و ¶ ¶÷ç+ + + =÷ç ÷çè ّ¶

ïïïïïى ¶ ¶

¶
ي
ï

=
¶î

+ïïïï

 

 ( داریم:4-41) اولّی در رابطهK  جایگذاری مقداربا 

(4-42) 
( )

1 2 3

1 2 3

2
22 2 1 1

12

1

( ) ( )
1 ( ) 0

n n n
n n nir cf r f r

r n S r f r
r r

r
k

r- -
- + +¶ ¶

+ + + =
¶ ¶

 

 باشد: بسط تابع بسل تعمیم یافته به شكل زیر می
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(4-43) 
( ) ( )

2
2 2 2 2

2

( ) ( )
2 1 ( ) 0xf r f r

r p r f r
r r

r a b
¶ ¶

+ + + + =
¶ ¶

 

(4-44) 
1 2( ) ( ) ( )p x x

q q

x x

f r r d J r d Y r
x x

a a- ِ و
÷ç ÷= +ç ÷ç ÷çè ّ

 

باشند و ثابت های موجود در این معادلات به و دوم می اولّبه ترتیب توابع بسل نوع  Yو  Jکه  

 شوند:شكل زیر تعریف می

(4-45) 2 2q p pb= - = 

(4-46) s
x

a
¢= 

(4-47) 1

2

n
p q= = 

(4-48) 1 2 32

2

n n n
x

- + +
= 

(4-49) 1 2 3 2

1 1

1

1
n

i
n

n n

nr
s

s c

x k

r- -

¢= 

)تابع درنهایت , )hT r t آید:دست میبه شكل زیر به 

(4-50) 
2

1 2

1

( , ) ( ) ( ) (0) (0) ( ) ( ) ns tp p x x

h q q n q n q

nx x x x

T r t f r g t r d J d Y r A J s r B Y s r e
¥

-- -

=

ِ ÷وِو ÷ç ç÷ ÷¢ ¢= = + + +ç ç÷ ÷ç ç÷ ÷ç çè ّ è ّ
 ه

)( بر روی4-36با اعمال شرایط مرزی ) , )hT r t :داریم 

(4-51) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

1

11 12
1

1

21 22
1

1

11 12
1

1

21 22
1

n i n n

x x x

q i q

x xx x x

n q o q n

x x x x x

q i q

x x

x x x

q o q

x

i

n o n n o

n i n n i

n o n n o

x

c Y   c xr Y

B c Y c xr Y

s r s s r

s r s s r

s r s s r

s r s s

B

c J   c x

r

r J

c J    c xr J

-

+
-

+
-

+

-

+

ِ و
÷ç ÷-ç ÷çِ و ÷çè ّ÷ç ÷- -ç ÷ç ِ çè÷و ّ ÷ç ÷

¢ ¢ ¢

¢ ¢ ¢

-ç ÷ç ÷çè ّ

ِ و
÷ç ÷-ç ÷ç

¢ ¢ ¢

¢ ¢ ¢
çè ّ

0=
÷

 

 آید:می دستبهی مقدار ویژه مربوط به یک مسئلهی ی مشخصهمعادله nBبا فاکتورگیری از
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(4-52) 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

1 1

21 22 11 12
1 1

1 1

11 12 21 22
1 1

0

n o n n o n i n n i

n i n n

x x x x x x

q o q q i q

x x x x

x x x x x x

q i i n o n n oq q o q

x x x x

s r s s r s r s s r

s r

c Y c

s s r s r s s

xr Y c J   c xr J

c Y   c xr Y c J    c xr J r

- -

+ +

- -

+ +

ِ وِو
÷ ÷ç ç÷ ÷- -ç ç÷ ÷ç ç÷ ÷ç çè ّ è ّ

ِ وِو
÷ ÷ç ç÷

¢ ¢ ¢ ¢ ¢

÷- - - =ç ç÷ ÷ç ç÷ ÷ç çè ّ è

¢

ّ ٍ
¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢

 

که
ns های این معادله از طریق روش باشند و  ریشه( می4-52ی)های معادلهمقادیر ویژه و ریشه ¢

توان به دو صورت زیر، برای سادگی را می nGعبارت باشد.قابل محاسبه می یا نیوتن رافسون ترسیمی

 روابط، تعریف نمود:

(4-53) ( ) ( )

( ) ( )

1

11 12
1

1

21 22
1

n i n n i

n

n

x x x

q i q

x x

x x x

q o q

x

o n

x

n o

c Y c xr Y

c Y c xr

s r s s r

G

Ys r s s r

-

+

-

+

¢ ¢ ¢

=
¢ ¢

-

¢-
 

(4-54) 
( ) ( )

( ) ( )

1

11 12
1

1

21 22
1

n i n n i

n

n

x x x

q i q

x x

x x x

q o q

x

o n

x

n o

c J c xr J

c J c xr

s r s s r

G

Js r s s r

-

+

-

+

¢ ¢ ¢

=
¢ ¢

-

¢-
 

 زیر نوشت: صورتبهتوان ( را می52-4ی )معادله

(4-55) 1

21 22
1

( , ) ( , ) 0x x x

q n o n o q n o

x x

c g s r c x s r g s r-

+

¢ ¢ ¢- = 

)که , )x

i ng s r¢ شود:زیر تعریف می صورتبه 

(4-56) ( ) ( )

( ) ( )

1

11 12
1

1

11 12
1

( , ) ( ) ( )x x x

i n i n n i n n

x x x

q i q i

x x

x x x

q

i n

n iq

x

ni

x

i n

g s r Y s c J   c xr J J

c

r s r s s r s r

s r s  rY xr Y sc

-

+

-

+

ِ و
÷ç ÷- -ç ÷ç ÷çè ّ

ِ و
÷ç ÷-ç ÷ç ÷çè

¢ ¢ ¢=

¢ ¢
ّ ٍ

¢ ¢ ¢

¢

 

)از طرفی تابع , )x

i nf s r¢ شود:زیر تعریف می صورتبه 

(4-57) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

1

11 12
1

1

11 12
1

,

 

x x x x x x

q q q i q q

x x x x x

x x x

n n n i n n i n

n i n nq i q

x x

i

f r J r c Y c xr Y Y r

c J c xr J

s s s r s s r s

s r s s r

-

+

-

+

ِ و
÷¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢

¢ ¢ ¢

ç ÷= - -ç ÷ç ÷çè ّ

ِ و
÷ç ÷-ç ÷ç ÷çè ّ

 

 توان نتیجه گرفت:( می57-4( و )56-4ی )ی دو رابطهبا مقایسه



91 

 

(4-58) ( , ) ( , )x x

i n i ng s r f s r   

)توان تابعدر نتیجه می , )hT r t  زیر تعریف نمود: صورتبهرا 

(4-59) 
( ) ( )

( ) ( )

2

1 1

1

11 12
1

1

11 12
1

( , ) ( ) ( )

( ) ( )

ns tp x x p

h n q n q n n i n n i

n nx x

x x

q q n

x x x

q i q

x x

x x x

q i q

x

n n i

x x

i

x

c YT r t r A J s r B Y s r e A r s r s s r

J s r Y s r s r

  c xr Y

c s s ec rJ   xr J

¥ ¥
-- -

= =

-

+

--

+

ِوو ÷و çç ¢ ¢ ¢÷¢ ¢ ç= + =ç ÷ çç ÷ç çè ّ

ِ ٍ÷ç ÷-ç ÷ç ÷çè ّ

ِ ç÷و ÷-ç ÷ç ÷çè ّ

è

ِ ٍ÷÷¢ ¢ ¢¢ ¢- ÷÷÷ّ ٍ

ه ه

2
ns t

 

 ( داریم:59-4ی )( در رابطه57-4( و )56-4با جایگذاری روابط )

(4-60) 2 2

1 1

( , ) ( , ) ( , )n ns t s tp x p x

h n q n n q n

n nx x

T r t A r g s r e A r f s r e
¥ ¥

- -- -

= =

¢ ¢= - ه=  ه

 داریم:( 60-4ی )یه بر روی معادلهاوّلبا اعمال شرط 

(4-61) ( ) ( ) ( )1

1 2

1

,
np x

n q

n

in

x

A r f s r T r C r C
¥

--

=

¢ = -  ه+

)، طرفین تساوی را درnAدست آوردنبرای به )2 1

ms ,p x x

q

x

r f r+ - کنیم. حال از  دو ضرب می ¢

طرف تساوی از
ir تا

or [57]کنیمدر حقیقت از تعامد توابع بسل استفاده می گیریمانتگرال می .

 شود:زیر محاسبه می صورتبه( 61-4ی )انتگرال طرف چپ و راست معادله

(4-62) ( )

( ) )

2 2 2 22
2 1 2 22 12 22 21 12 11

2 2
2 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

22 12 21 11

2
, 2  

xπ

b

x x n

n

o io i
n

n

n

q

xa

x x

n i no

s
r rr rs

s r

c G c c c G c c
r f r dr q q

x c G r c c G c

-

- -

و ِ و ِ çو ÷ ÷ç ç÷ ÷ç= - - -ç ç÷ ÷ç ç ç÷ ÷
¢

¢

¢

ççç è ّè ّè

+ - + -

 ٍ
 

(4-63) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )

( )( ( ))

1 2 1 2 1

1 2

1 1

21 1 21 2 1 22 1 11 1 11 2 1 12 1
2

, ,

2

xπ

b b

n p x x p x x

i q i q

x xa a

q q q q q

n n

o o o i i i

n

q

n

T r C r C r f r dr T r r f r dr

G c c c c n c c c c c c n c c

s s

r r r r r r
s

- + - + -

- - - - - -

- + =

- - - + +

¢ ¢

¢
+ -

 ٍ  ٍ
 

( ثابت4-62( بر )4-63ی )( از تقسیم رابطه4-61ی )با توجه به معادله
nA درنهایتآید. دست میبه 

)(، تابع انتقال حرارت گذرای4-28ی )با توجه به معادله , )T r t آید:دست میبه 

(4-64) 
( ) ( )

2
1

1 2

1

T r, t , ns t np x

n q

n x

nA r f r e c r cs
¥

- --

=

¢ +=  ه+
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)ع اختلاف دما یعنییی کرنش حرارتی، عبارت توزبا توجه به اینكه در معادله درنهایت , )T z t 

Rاز rشود بنابراین به جایظاهر می z کنیم و داریم:استفاده می 

(4-65) ( , ) ( , )T z t T z t T   

آن باید نیروها  حلّ باشند. برای ( در حقیقت یک دستگاه معادلات دیفرانسیلی می4-11معادلات )

-4های تنش و با جایگذاری راوابط )( به منتجه13-2( تا )10-2و لنگرها را با استفاده از روابط )

های کرنش و سپس به کمک ( به مولفه65-4ی )( و استفاده از رابطه4-4( در روابط )22-4( و )21

ر معادله دیفرانسیل اچهه جایی نوشت. نهایتاً یک دستگاجابههای ( بر حسب مؤلفه7-2روابط )

 زیر نوشت: صورتبهتوان آن را آید که میدست میناهمگن خطی با ضرایب ثابت به

(4-66)             
2

2

d d
A y B y C y F

dx dx
   

که در آن بردار مجهول y باشد:( می4-67ی )رابطه صورتبهجایی های بردار جابهشامل مؤلفه 

(4-67)      w 
T

y u   

بردار نیروی صورتبههمچنین قسمت ناهمگن دستگاه معادلات  F ( نشان 4-68ی )در رابطه

 داده شده است:

(4-68) 

 

جملات حاصل در بردار ناهمگنی F  شامل دو بخش حاصل از بارگذاری حرارتی و ناشی از

( و 4-4ند. جملات مربوط به بارگذاری حرارتی با توجه به روابط رفتاری )شابذاری مكانیكی میبارگ

های سوم شده که نهایتاً در مؤلفههای حرارتی، در عبارت انرژی کرنشی وارد در نظر گرفتن کرنش

 

2/2

/2

2/2

/2

                     0

                     0

1
( , )(1 )

2

( , )(1 )( 2 )
2 2

nh

i i i

ih

nh

i i i

ih

h R z
P R E T z t dzF

rE

h h R z
P R E T z t R z dz

r
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شوند .جملات ( در نقش نیروی حجمی ظاهر می66-4و چهارم قسمت ناهمگن دستگاه معادلات )

شود. در دستگاه نیكی نیز از جملات مربوط به کار نیروهای خارجی حاصل میمربوط به بارگذاری مكا

هایماتریس( 4-66معادلات ) 
4 4

A


و  
4 4

C


متقارن و  
4 4

B


که در ادامه  هستندپادمتقارن  

 :ها آورده شده استهای مربوط به آندرایه

(4-69) 
/2

11

/2

(1 ) 1

nh

ih

R z z
A R dz

r R




   
     

  
 

(4-70) 
/2

12 21

/2

(1 ) 1

nh

ih

R z z
A R zdz A

r R




   
      

  
 

(4-71) 
/2

2

22

/2

(1 ) 1

nh

ih

R z z
A R z dz

r R




   
     

  
 

(4-72) 
/2

33

/2

1

nh

ih

R z z
A R dz

r R




   
    

  
 

(4-73) 
/2

34 43

/2

1

nh

ih

R z z
A R zdz A

r R




   
     

  
 

(4-74) 
/2

2

44

/2

1

nh

ih

R z z
A R z dz

r R




   
    

  
 

(4-75) 
13 14 23 24 31 32 41 42 0A A A A A A A A        

(4-76) 
/2

13 31

/2

nh

ih

R z
B dz B

r




 
   

 
 

(4-77)  
/2

14 41

/2

2

nh

ih

R z
B R z dz B

r




 
    

 
 

(4-78)  
/2

23 32

/2

nh

ih

R z
B z R dz B

r
  



 
        

 
 

(4-79)  
/2

24 42

/2

(2 )

nh

ih

R z
B R z zdz B

r
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(4-80) 
11 12 21 22 33 34 43 44 0B B B B B B B B        

(4-81) 
/2

22

/2

1

nh

ih

R z z
C R dz

r R




   
     

  
 

(4-82) 
/2

33

/2

(1 ) / ( )

h

ih

R z
C R z dz

r




 
    

 
 

(4-83)  
/2 /2

34 43

/2 /2

1

n nh h

i ih h

R z R z z
C dz dz C

r r R z
 

 

      
         

    
  

(4-84)  
/2 /2 /22

44

/2 /2 /2

2 1 (1 ) 1

n n nh h h

i i ih h h

R z R z z R z z
C zdz dz R dz

r r R z r R
  

  

          
              

        
   

(4-85) 
11 12 13 14 21 23 24 31 32 41 42 0C C C C C C C C C C C           

 

 و فشار داخلی گذرا ترموالاستیک استوانه تحت بارگذاری حرارتی حلّ 4-2-3

یک دستگاه چهار معادله دیفرانسیل ناهمگن  (66-4ی )همانطور که توضیح داده شد، دستگاه معادله

خصوصی است. اگر این دستگاه معادلات  حلّ عمومی و  حلّ باشد که دارای خطی با ضرایب ثابت می

  ی زیر بنویسیم:ساده شده صورتبهرا 

(4-86)        A y B y C y F    

 داریم: 

(4-87)      
g p

y y y  

عمومی دستگاه فوق مقدار  حلّبرای     mxy e  گذاریم، داریم:ر معادلات آن میدرا 

(4-88)    2

1 2 3 0mxe m A mA A      

0mxeبا توجه به اینكه  توان نوشت:می 

(4-89) 2

1 2 3 0m A mA A   

ی مزدوج غیر سه جفت ریشه صورتبهمحاسبه شده که  imیی فوق، مقادیر ویژهمعادله حلّاز 

شوند. از این سه جفت ریشه، یک جفت آن عدد حقیقی و دو جفت دیگر آن نیز صفر حاصل می
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(، بردارهای 88-4ی )ی حاصل در معادلهباشند. با قرار دادن مقادیر ویژهاعداد مختلط مزدوج می

 عمومی عبارتست از: حلّ درنهایتآیند. دست میی فوق بهمتناظر با مقادیر ویژه iیویژه

(4-90)    
6

1

im x

ig i
i

y c e


 

دست آوردن باشند، برای بهی حاصل شامل اعداد مختلط میبا توجه به این نكته که مقادیر ویژه

ی مربوط به اعداد اعداد مختلط، باید از روابط حاکم بر بردارهای ویژهی متناظر با این بردارهای ویژه

 مختلط استفاده نمود.

( یعنی بردار نیروی4-66خصوصی، قسمت ناهمگن معادلات ) حلّ برای  F ی برای یک استوانه

لی، مقدار ثابتی است، متقارن محوری ناهمگن با ضخامت ثابت و تحت بار حرارتی گذرا و فشار داخ

توان با معكوس کردن ماتریسباشد. بنابراین مینمی Xلذا جواب خصوصی تابعی از C  طبق

 دست آورد.ی زیر جواب خصوصی را بهمعادله

(4-91)           
1

C y F y C F


   

ماتریساما با توجه به معكوس ناپذیری  C  به دلیل صفر بودن سطر و ستون آن، با ایجاد تغییراتی

ین معادله از سری اولّشود. بدین منظور در می حلّ های ضرایب معادلات، این مشكل در ماتریس

 گیری کرده و خواهیم داشت:( از طرفین آن انتگرال11-4معادلات )

(4-92) 
7u vdx C  

 کند:زیر تغییر می صورتبهبنابراین دستگاه معادلات قدیم 

(4-93) 
            

   

2

2

v  w 
T

d d
A y B y C y F

dx dx

y  


  


 

 

که در آن بردار نیرویی F باشد:زیر می صورتبهین معادله، اوّلگیری از طرفین با توجه به انتگرال 
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(4-94) 

 

جایی های میدان جابهتوان مؤلفهی موردی میمطالعه صورتبهدستگاه معادلات فوق  حلّ بنابراین با 

 دست آورد.را به

( بیان 12-4ی )( توسط رابطه1-4ای نشان داده شده در شكل )ی استوانهشرایط مرزی برای پوسته

مقادیرشوند. به عبارتی می u  w   و   M   Q   Mx x xz xzN  در دو انتهای استوانه طوری

6مجهول 6( برابر صفر باشد. با داشتن 4-12ی )شوند که همواره رابطهدر نظر گرفته می 1,...,C C 

توان با اعمال شرایط مرزی مختلف در اب خصوصی، میدر جو 7Cو 0Cثابت 2در جواب عمومی و 

دست ثابت مجهول را محاسبه کرد. نهایتاً با به 8شرط مرزی در هر سمت،  4دو انتهای استوانه شامل 

آوردن ثوابت مجهول، بردار مجهول y ی ایی است، توسط رابطهجهای میدان جابهکه شامل مؤلفه

,هایمتغیّر( برحسب 87-4) ,x z t توان میدان ( می2-6ی )آیند.با استفاده از رابطهدست میبه

( مقادیر 13-2( تا )7-2)، (4-4دست آورد و با استفاده از روابط )جایی شعاعی و طولی را بهجابه

 کرد.تنش، کرنش، نیرو و لنگر را نیز محاسبه 

 ی موردیمطالعه 4-3

 ( داریم:12-4ی)برای شرایط مرزی دوسر گیردار با توجه به رابطه

(4-95) 0 0 , 0 , 0 , 0

0 , 0 , 0 , 0

x u w

x L u w

 

 

     


     
 

دست جایی بههای میدان جابهی ثوابت مجهول، مولفهبا اعمال شرایط مرزی ذکر شده و محاسبه

 آید.می

 

0

2/2

/2

2/2

/2

                     C

                     0

1
( , )(1 )

2

( , )(1 )( 2 )
2 2

nh

i i i

ih

nh

i i i

ih

h R z
P R E T z t dzF

rE

h h R z
P R E T z t R z dz

r
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آمده از نتایج عددی، یک استوانه جدار ضخیم  دستی موردی و بررسی نمودارهای بهبرای مطالعه

0.4irی جدار ثابت به شعاع داخلیبا مشخصات زیر در نظر گرفته شده است. استوانه m  و شعاع

0.6orخارجی m  8با طولL m 70تحت فشار داخلیP Mpa گرفته است. مدول  قرار

200iE ی ناهمگنبرای جدار داخلی استوانهالاستیسیته  Gpa 0.3و نسبت پواسون  باشد. می

37854برابر با  ی ناهمگنبرای جدار داخلی استوانه چگالی /i kg m   ،و ضریب پخش حرارتی

به ترتیب برابر با  ی ناهمگننیز برای جدار داخلی استوانه  حرارت مخصوص و ضریب انتقال حرارت

612(10 )1/i C ،434 / .iC J Kg K 60.5و / .iK W m K دست . برای بهباشدمی

 [:52]گرفته شده استدر نظر دمایی های شرایط مرزی برای ثابتزیر مقادیر آوردن نتایج عددی، 

(4-96) 
2 2

11 21

1 2

( ,0) 20 , 6 / , 25 /

7 , 9

iT r r C W m K C W m K

T C T C 

  

 
 

برای دو حالت فقط ای با شرایط انتهایی دوسر گیردار های استوانهمورد نظر بر روی پوسته تحلیل

 حلّ انجام شده است. بارگذاری حرارتی گذرا و همچنین بارگذاری حرارتی همراه با فشار داخلی 

صورت گرفته است. نمودارهای مربوط به توزیع  Maple 16نویسی توسط ی از طریق برنامهتحلیل

مورد  توأمانو  جدا صورتبهذرا و فشار داخلی جابی در دو حالت بارگذاری حراراتی گتنش و جابه

 بحث قرار گرفته است. 

تحت بارگذاری  ی ناهمگنی استوانهراستای جدارهعی در جایی شعابعد جابهتوزیع بی (7-4شكل )

دهد. با توجه به شكل به ازای ثوابت ناهمگنی مختلف در وسط استوانه را نشان می حرارتی گذرا

و به  کمترهای منفی نسبت به حالت همگن از نظر مقدار nجایی به ازای شود که جابهمشاهده می

 باشد.می بیشترلت همگن های مثبت از نظر مقدار نسبت به حاnازای 

تحت بارگذاری ی ناهمگن ی استوانهبعد تنش محیطی در راستای جداره( توزیع بی8-4شكل )

دهد. با توجه به شكل به ازای ثوابت ناهمگنی مختلف در وسط استوانه را نشان میحرارتی گذرا 

ی خارجی ی همگن و در جدارهمادهّاز یشتر ی داخلی بهای منفی در جدارهnمقادیر تنش به ازای 
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ی داخلی های مثبت در جدارهnباشد. همچنین تنش محیطی به ازای ی همگن میمادهّکمتر از 

ی ی لایهباشند. در محدودهی همگن میمادهّی خارجی بیشتر از ی همگن و در جدارهمادهّکمتر از 

ی داخلی ی لایه. در محدودهباشندگر میی ناهمگن و همگن تقریبا مشابه یكدیمادهّمیانی رفتار 

های منفی سبب کاهش تنش n با ی خارجی استوانهی لایههای مثبت و در محدهn با استوانه

 شوند.می

 
 t=40 sو  x=L/2ی ناهمگن تحت بار حرارتی گذرا در جایی شعاعی استوانهبعد جابهتوزیع بی 7 -4شكل   

 

 t=40 sو  x=L/2ی ناهمگن تحت بار حرارتی گذرا در بعد تنش محیطی استوانهتوزیع بی 8 -4شكل
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ی برای لایه تحت بارگذاری حرارتی جایی شعاعی در راستای طولی استوانه( توزیع جابه9-4)شكل

های منفی nجایی برای دهد. با توجه به شكل جابهمیانی را به ازای ثوابت ناهمگنی مختلف نشان می

ی مادهّهای مثبت نسبت به nجایی به ازای باشد. همچنین جابهی همگن کمتر میمادهّنسبت به 

 باشد. همگن بیشتر می

ی ناهمگن به ازای ثوابت ناهمگنی مختلف تحت جایی محوری استوانه( توزیع جابه10-4شكل )

دهد. با توجه به شكل شان میی میانی را نبارگذاری حرارتی گذرا در راستای طولی برای لایه

ی همگن و مادهّهای منفی مقدار کمتری نسبت به nمحوری در راستای طولی به ازای  جاییجابه

باشد. با توجه به شكل رفتار ی همگن دارا میمادهّهای مثبت مقدار بیشتری نسبت به nبه ازای 

ی همگن از تطابق خوبی مادهّتار استوانه به ازای مقادیر مختلف ثابت ناهمگنی در وسط آن با رف

 داراست.  

 

 

 t=40 sو  z=0ی ناهمگن تحت بار حرارتی گذرا در استوانه شعاعیجایی توزیع جابه 9 -4شكل
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 t=40 sو  z=0ی ناهمگن تحت بار حرارتی گذرا جایی محوری در استوانهتوزیع جابه 10 -4شكل

( تنش محیطی استوانه ناهمگن تحت بارگذاری حرارتی گذرا در راستای 12-4و ) (11-4) شكل

استوانه نشان داده شده است. با  داخلیهای طولی استوانه به ازای ثوابت ناهمگنی مختلف و در لایه

های منفی مقادیر کمتری نسبت nبه ازای  از لحاظ قدرمطلقی ( تنش محیطی11-4توجه به شكل )

باشد. همچنین های مثبت مقادیر بیشتری نسبت به حالت همگن دارا میnگن و به ازای ی هممادهّبه 

ی داخلی منفی بوده و با توان مشاهده نمود که مقادیر تنش در لایه( می12-4با توجه به شكل )

ی میانی مقادیر در لایهشوند. ی خارجی مقادیر تنش مثبت میعبور از لایه داخلی به سمت لایه

 باشد.چیز مینا تنش
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 z=-h/2و t=40 s مگن تحت بارگذاری حرارتی گذرا دری ناهتوزیع تنش محیطی در استوانه 11 -4شكل

 

 

 n=1به ازای ی ناهمگن تحت بارگذاری حرارتی گذرا استوانه های مختلفلایه توزیع تنش محیطی در 12 -4شكل

 t=40 sدر 

 

به ازای ثوابت ی ناهمگن تحت بارگذاری حرارتی گذرا برای استوانه ( مقادیر تنش برشی13-4شكل )

ناهمگن در این ی مادهّد. با توجه به شكل رفتار دهی میانی را نشان میناهمگنی مختلف در لایه
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باشد. تنش برشی در ابتدا و انتهای استوانه ی همگن میمادهّبررسی برای تنش برشی بسیار شبیه به 

 باشد. وجود دارد و در نقاط دور از مرز صفر می و در نقاط مرزی

 

 t=40 sدر تحت بارگذاری حرارت گذرا ی ناهمگن ی میانی استوانهیع تنش برشی در لایهتوز 13 -4شكل

جایی شعاعی استوانه تحت بارگذاری حرارتی گذرا بر اساس زمان را به ( توزیع جابه14-4شكل )

در  جایی نسبت به زماندهد. با توجه به شكل توزیع جابهمیازای ثوابت ناهمگنی مختلف نشان 

های منفی nجایی به ازای توان دریافت جابهباشد. همچنین مییک توزیع خطی می های کمزمان

نسبت  بیشتریتغییرات دارای های مثبت nی همگن و به ازای مادهّنسبت به  کمتریتغییرات دارای 

جایی بیک مقدار ثابت میل با گذشت زمان مقادیر جابهباشند. می در راستای زمان ی همگنمادهّبه 

   کند.می
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و  x=L/2در  بر اساس زمان ی ناهمگن تحت بارگذاری حرارتی گذرااستوانه جایی شعاعیتوزیع جابه 14 -4شكل

z=0 

 

( توزیع تنش محیطی استوانه تحت بارگذاری حرارتی گذرا بر اساس زمان را به ازای 14-4شكل )

دهد. با توجه به شكل توزیع تنش محیطی نسبت به زمان یک ثوابت ناهمگنی مختلف نشان می

های منفی دارای تغییرات nتوان دریافت تنش به ازای باشد. همچنین میتوزیع غیر خطی می

ی مادهّهای مثبت دارای تغییرات بیشتری نسبت به nی همگن و به ازای مادهّبه کمتری نسبت 

 کند.با گذشت زمان مقادیر تنش به یک مقدار ثابت میل می باشند.همگن در راستای زمان می

دهد. با ناهمگن نشان میی جایی شعاعی استوانه( نیز تاثیر ناهمگنی و زمان را بر جابه16-4شكل)

باشد ی همگن میی ناهمگن شبیه رفتار استوانههای کم رفتار استوانهین شكل در زمانتوجه به ا

 شود.   ی همگن و ناهمگن مشاهده میمادهّاما با افزایش زمان تفاوت بین 
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-=zو  x=L/2در  بر اساس زمان ی ناهمگن تحت بارگذاری حرارتی گذرااستوانه توزیع تنش محیطی 15 -4شكل

h/2 

 

ها و ثابت ناهمگنی مختلف در ی ناهمگن برای زمانجایی شعاعی در راستای طولی استوانهتوزیع جابه 16 -4شكل

 ی میانیلایه

ی ناهمگن تحت بارگذاری حرارتی گذرا و جایی شعاعی استوانهبعد جابه( توزیع بی17-4شكل )

جایی نسبت به های منفی مقادیر جابهnدهد. با توجه به شكل به ازای فشار داخلی را نشان می

ی همگن کمتر است. مادهّنسبت به جایی های مثبت مقادیر جابهnی همگن بیشتر و به ازای مادهّ
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ی همگن است ولی این تغییرات مادهّهای منفی تقریبا شبیه nجایی به ازای ی تغییرات جابهنحوه

 کند.میهای مثبت فرق nجایی به ازای اندکی با توزیع جابه

ی ناهمگن تحت بار حراراتی گذرا و ی استوانهبعد تنش در راستای جداره( توزیع بی18-4شكل )

ی مادهّهای منفی نسبت به nدهد. با توجه به شكل مقادیر تنش به ازای فشار داخلی را نشان می

های مثبت nباشد. همچنین به ازای ی خارجی کمتر میی داخلی بیشتر و در لایههمگن در لایه

 باشند. ی خارجی بیشتر میی داخلی کمتر و در لایهی همگن در لایهمادهّمقادیر تنش نسبت به 

 

و  x=L/2ی ناهمگن تحت بار حرارتی گذرا و فشار داخلی در جایی شعاعی استوانهبعد جابهتوزیع بی 17 -4شكل

t=40 s 

 

و  x=L/2ی ناهمگن تحت بار حرارتی گذرا وفشار داخلی در بعد تنش محیطی استوانهتوزیع بی 18 -4شكل

t=40 s 
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ی ناهمگن تحت بار حرارتی گذرا جایی شعاعی در راستای طولی استوانه( توزیع جابه19-4شكل )

ی در لایه ،n=1جایی به ازای دهد. با توجه به شكل بیشترین مقدار جابهو فشار داخلی را نشان می

جایی در نقاط نزدیک به افتد. مقادیر جابهی خارجی اتفاق میداخلی و کمترین مقدار آن در لایه

ها برای هر اما با دور شدن از مرز تنش باشد.ها یكسان و منطبق بر یكدیگر میمرز برای تمامی لایه

 شوند.لایه با یكدیگر متفاوت می

ی ناهمگن تحت بارگذاری حرارتی در راستای طولی استوانه جایی محوریتوزیع جابه (20-4شكل )

جایی رین جابهتشبه شكل در نقاط نزدیک به مرز بی دهد. با توجهگذرا و فشار داخلی را نشان می

باشد. در نقاط دور از مرز ی خارجی میجایی مربوط به لایهی داخلی و کمترین جابهمربوط به لایه

 شود.های مختلف یكسان مییهلاجایی محوری برای جابه

 

ی ناهمگن تحت بارگذاری های مختلف استوانهجایی شعاعی در راستای طولی و در لایهتوزیع جابه 19 -4شكل

 t=40 sو زمان  n=1حرارتی گذرا و فشار داخلی به ازای ثابت 
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ی ناهمگن تحت بارگذاری های مختلف استوانهجایی محوری در راستای طولی و در لایهتوزیع جابه 20 -4شكل

 t=40 sو زمان  n=1حرارتی گذرا و فشار داخلی به ازای ثابت 

ی ناهمگن تحت بار حرارتی گذرا و در راستای طولی استوانه تنش محیطی( توزیع 21-4شكل )

ی داخلی و کمترین مقدار درلایهوجه به شكل بیشترین مقدار تنش دهد. با تفشار داخلی را نشان می

 باشد.ی خارجی میلایه تنش مربوط به

ی ناهمگن تحت بارگذاری حرارتی گذرا ( توزیع تنش برشی در راستای طولی استوانه22-4شكل )

برشی که در دهد. با توجه به شكل تنها در نقاط نزدیک به مرز اثر تنش و فشار داخلی را نشان می

ها تقریبا بر یكدیگر ی لایهشود که برای همهتئوری تغییر شكل برشی لحاظ شده است مشاهده می

 شود.باشند. در نقاط دور از مرز مقادیر تنش برشی برابر صفر میمنطبق می
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ی ناهمگن تحت بارگذاری های مختلف استوانهدر راستای طولی و در لایه توزیع تنش محیطی 21 -4شكل

 t=40 sو زمان  n=1حرارتی گذرا و فشار داخلی به ازای ثابت 

 

ی ناهمگن تحت بارگذاری حرارتی های مختلف استوانهتوزیع تنش برشی در راستای طولی و در لایه 22 -4شكل

 t=40 sو زمان  n=1گذرا و فشار داخلی به ازای ثابت 

 های ناهمگن تحت بارگذاری حرارتی گذرا و فشار داخلی عددی استوانه حلّ 4-4

تحت بارگذاری حرارتی گذرا و مكانیكی توضیح  FGMی سازی استوانهی مدلدر این بخش نحوه

ی توسط روش تغییر شكل برشی با نتایج عددی تحلیل حلّ داده شده است. همچنین نتایج مربوط به 
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های همگن و ناهمگن تحت فشار داخلی و حرارت گذرا حاصل از روش اجزاء محدود در استوانه

 مقایسه شده است.

 couple temperature andی از خانواده T4CAX 1بندی استوانه از المان برای المان

displacement   گره می باشد. شرایط  4دارای  تحلیلاستفاده شده است که هر المان از این

ی داخلی و خارجی استوانه مدل شده است. از آنجایی که ضریب انتقال مرزی دمایی در دو لایه

 Interactionمستقیم وجود ندارد از قسمت  صورتبهافزار آباکوس در نرم (hجایی )حرارت جابه

جایی مدل شده است. شرایط مرزی را انتخاب و انتقال حرارات جابه Film conditionی گزینه

سر گیردار نیز با مقید کردن دو سر استوانه و بستن تمامی درجات آزادی دو سر استوانه مدل دو 

ای در نظر گرفته ی استوانهصورت شعاعی در پوستهشده است. برای ایجاد خواص ناهمگنی که به

ی مساوی و نسبت دادن خواص مدول لایه 16ی استوانه به تعداد ، با تقسیم جدارهشده است

الاستیسیته، چگالی، حرارت مخصوص، ضریب انتقال حرارت و ضریب پخش حرارتی در هرلایه بسته 

ای مورد نظر ی استوانهنهایتاً پوستهتابع توانی،  صورتبهی داخلی ی مرکز هر لایه از لایهبه فاصله

اتصال به  حلّها در مشود. این لایههم چسبیده تشكیل میی همگن و همسانگرد بهاستوانه 16از 

ها، حد میانگین چپ و راست مرز دو لایه در نظر گرفته اتصال لایه حلّاند و خواص در مهم پیوسته

افزار فشار می داخلی استوانه از قسمت بارگذاری در نرمكانیكی نیز در لایه شود. برای اعمال بارمی

 دهیم.می ا انتخاب کرده و به استوانه اختصاصداخلی ر

                                                      
1 A 4-node axisymmetric thermally coupled quadrilateral, bilinear displacement and temperature. 
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 ی جدار ضخیم ناهمگن تحت بارگذاری فشاری و حراراتی گذرا در نرم افزار آباکوسنمای کلی استوانه 23 -4شكل

 ی نتایجمقایسه 4-4-1

عددی به کمک  حلّ ی ارائه شده، نتایج حاصل از تحلیل حلّروش  صحتّبررسی  منظوربهدر ادامه 

 FEدست آمده از دو روش جایی شعاعی بهجابه (24-4شكل ) آورده شده است.  Abaqusافزار نرم

توجه به این  دهد. بارا نشان می تحت بارگذاری حرارتی گذرا در راستی طولی استوانه FSDTو 

دارند. همچنین اختلاف بیشتری نسبت به حالت همگن  ی ناهمگنمادهّازای  ها بهجاییشكل جابه

 باشند. ی همگن از تطابق خوبی برخوردار میجایی استوانهمقادیر جابه
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ی تحت بار در استوانه FSDTو  FEهای محاسبه شده با روش در رستای طولی جایی شعاعیجابه 24 -4شكل

  t=40 sو z=0در گذاری حرارتی گذرا 

ی را برای استوانه FSDTو  FEجایی محاسبه شد به دو روش مقادیر جابه( 26-4)و  (25-4شكل )

دهد. با توجه به شكل نتایج از انطباق ناهمگن تحت بارگذاری حرارتی گذرا و فشار داخلی نشان می

ی موردی موجود در این گزارش بارگذاری فشاری بر بارگذاری باشند. در مطالعهخوبی برخوردار می

موردی هنگام بارگذاری ترکیبی ی توان برای این مطالعهباشد در نتیجه میحرارتی گذرا غالب می

لازم به ذکر است که نتایج  ه نمود.دحرارتی گذرا و فشار داخلی از نتایج مربوط به فشار داخلی استفا

دست آمده مربوط به این بارگذاری، از جمع نتایج مربوط به بارگذاری حرارتی گذرا و فشار داخلی به

جایی محوری در ( توزیع جابه27-4شكل ) باشد.بنابراین اصل جمع آثار برای این مسئله صادق می

را نشان   n=1شار داخلی به ازای ثابت ناهمگنی فی ناهمگن تحت بارگذاری حرارتی گذرا و استوانه

ی داخلی و دلیل آن صفر شدن عبارت دهد. با توجه به شكل بیشترین تطابق مربوط به لایهمی

 باشد. میهرمان -ی بالاتر در بسط تیلور میرسكیمرتبه
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ی تحت بار گذاری حرارتی در استوانه FSDTو  FEهای جایی شعاعی محاسبه شده با روشجابه 25 -4شكل

  t=40 sو X=L/2گذرا و فشار داخلی در 

 

ی تحت بار گذاری حرارتی در استوانه FSDTو  FEهای جایی شعاعی محاسبه شده با روشجابه 26 -4شكل

  t=40 sو n=1گذرا  و فشار داخلی به ازای ثابت ناهمگنی 
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ی تحت بار گذاری حرارتی در استوانه FSDTو  FEهای جایی محوری محاسبه شده با روشجابه 27 -4شكل

  t=40 sو n=1گذرا  و فشار داخلی به ازای ثابت ناهمگنی 

های را برای استوانه تحت بارگذاری FSDTو  FEهای محاسبه شده به دو روش تنش (1-4جدول )

دهد. با توجه به این های مختلف نشان میهای ناهمگنی مختلف و در لایهمختلف به ازای ثابت

 باشد.ی میانی از اختلاف کمتری برخوردار میجدول مقادیر تنش در لایه

های ثابتهای مختلف به ازای برای بارگذاری FSDTو  FEمحاسبه شده با روش  تنش محیطی 2 -4جدول

 ناهمگنی مختلف
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21/133  57/120  34/240  5/199  بارگذاری فشاری و حرارتی گذرا 

n=-1 

344/0  435/0  682/0-  227/0  بارگذاری حرارتی گذرا 

65/136  29/126  28/219  23/185  بارگذاری فشاری و حرارتی گذرا 

n=-0.5 

343/0  43/0  017/1-  204/0  بارگذاری حرارتی گذرا 

87/139  68/136  39/199  4/176  بارگذاری فشاری و حرارتی گذرا 

n=0 

324/0  421/0  457/1-  198/0  بارگذاری حرارتی گذرا 

89/142  26/135  75/180  96/154  بارگذاری فشاری و حرارتی گذرا 

n=0.5 

3405/0  387/0  033/2-  22/1  بارگذاری حرارتی گذرا 

77/145  13/139  4/163  52/140  بارگذاری فشاری و حرارتی گذرا 

n=1 

339/0  383/0  787/2-  451/1  بارگذاری حرارتی گذرا 
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 بندیجمع 4-5

ای های استوانهترموالاستیک پوسته تحلیلدر  FSDTبا توجه به مطالب گفته شده استفاده از روش 

ی یک و استفاده از تقریب مرتبه ی بالاتر در بسط تیلورهنظر کردن از جملات مرتبدلیل صرف به

در بارگذاری حرارتی شرایط انتهایی باشد. مناسب نمی اولّی هرمان مرتبه-بق تئوری میرسكیط

گذارد. با توجه به ای میی استوانهر پوستهتأثیر بیشتری نسبت به دو بارگذاری دیگر بر روی رفتا

ی توان برای استوانهشود میذرا در بردار ناهمگنی ظاهر مینكه جملات مربوط به فشار و دمای گای

ها به طور جداگانه معادلات هر یک از بارگذاری نرفتگذرا با در نظر گتحت فشار و بارگذاری حرارتی 

 تحلیلدر  نهی با یكدیگر جمع نمود.همبا استفاده از اصل بر تایج حاصل راننمود و  حلّحاکم را 

باشد و در بارگذاری ترکیبی نقش ارائه شده بارگذاری فشاری غالب بر بارگذاری حرارتی گذرا می

س از گذشت زمان مقادیر مورد مطالعه به یک عدد ثابت میل پای که شود به گونهرنگ میزمان کم

های در زمان گذارد. همچنین در بارگذاری فقط حرارتی گذراثیری نمیها تأکرده و زمان روی آن

جایی توان مقادیر جابهبه عبارت دیگر می کندخطی با زمان تغییر می صورتبهجایی مقادیر جابه کم

و پس از گذشت زمان این مقادیر ثابت  را در لحظات قبل از رسیدن به حالت تعادل خطی فرض کرد

ت دارند و پس از گذشت تابع غیر خطی از زمان تغییرا صورتبهمانند. مقادیر تنش نیز می باقی

    کنند و تغییراتی نسبت به زمان ندارند.ادیر نیز به عدد ثابتی میل میزمان این مق
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ای چرخان ناهمگن های استوانهترموالاستیک پوسته تحلیل

 تحت بارحرارتی گذرا
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 مقدمه: 5-1

( FGMهای جدرا ضخیم )که در فصل قبل نیز عنوان شد، مقاومت منحصر به فرد استوانههمانطور 

ها در مسائلی عملكرد آن تحلیلدر برابر بارهای حرارتی، دانشمندان را بر آن داشت تا با بررسی و 

ها در ی این استوانهو حرارتی بالا نیاز دارند، بپردازند. کاربرد گسترده که به مقاومت مكانیكی

کند باعث ها نقش مهمی ایفا میرآکتورها، ژنراتورها و سانتریفیوژها که نیروی گریز از مرکز در آن

 وران به طور همزمان مورد بررسی قرار گیرد.ها تحت تأثیر فشار، حرارت و داستوانه تحلیلشده تا 

ای چرخان ناهمگن، با استخراج معادلات های استوانهترموالاستیک پوسته تحلیلدر این فصل برای 

های چرخان جدار ضخیم متقارن محوری ناهمگن بر مبنای تئوری تغییر دیفرانسیل حاکم بر استوانه

های چرخان جدار ضخیم ناهمگن تحت بار حرارتی عمومی استوانه حلّ، اولّی ل برشی مرتبهكش

 Abaqus اجزاء محدودافزار عددی توسط نرم حلّگذرا و فشار داخلی ارائه شده است. نهایتاً با انجام 

ک ی به کمتحلیل حلّایج حاصل از ی چرخان تحت بار حرارتی گذرا و فشار داخلی، نتبرای استوانه

 اند.عددی مقایسه شده حلّاز تغییر شكل برشی با نتایج حاصل  وشر

 های چرخان ناهمگنترموالاستیک استوانه تحلیل 5-2

صورت شكل ای جدار ضخیم چرخان تحت بار حرارتی گذرا و فشار داخلی بهی استوانهیک پوسته

شود. همانطور که در فصل دوم نیز بیان شد بر اساس اصل کار مجازی، ( در نظر گرفته می5-1)

 کرنشی با تغییرات کار نیروهای خارجی برابر است، یعنی:تغییرات انرژی 

(5-1) U W  
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 همگن چرخان تحت بارگذاری حرارتی گذرا و فشار داخلینای پروفیل استوانه 1 -5 شكل

 با تعریف انرژی کرنشی:

(5-2) 
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 داخلی و سرعت دورانی: فشار روهای خارجی شاملو تعریف کار نی

(5-3) 
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 باشد:زیر می صورتبهکه درآن نیروی حجمی حاصل از دوران با سرعت ثابت 
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(5-4) 2 2( ) ( )( )bff r r z R z      

 آید:دست میزیر به صورتبهنهایتاً کار نیروهای خارجی 

(5-5) 2 2 /2
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 ی:گیری در محدودهانتگرالو با 

(5-6) , 0
2 2

h h
z x L      

ی چرخان باسرعت برای تغییرات انرژی کرنشی و تغییرات کار نیروهای خارجی برای استوانه

 داریم: بارگذاری حرارتی گذرادورانی ثابت تحت فشار داخلی و

(5-7) 
2

/2

0 /2
0

/2

0 /2
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( ) 1
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L h

h

L h

x x z z xz xz
h
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U R U dzdxd
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(5-8) 

 

2 2 /2

2 2

0 0 0 0 /2

/2

2 2

0 0 /2

( ) ( )( )

( ) ( )( )
2 2

L L h

i i z z

h

L L h

i

h

W P r U dxd z R z U dzdxd

W h
P R w z dx z w z R z dzdx

 

      


     







  

 
       

 

    

  

 

( و نیز بكارگیری اصول حساب 8-5( و )7-5( در روابط )7-2ی )های رابطهبا جایگذاری کرنش

ای چرخان تحت فشار داخلی و خارجی ی استوانهوردشی و اصل کار مجازی برای یک پوسته

 خواهیم داشت:

(5-9) 
2 2

U W 
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(5-10) 
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2 2

/2

/2

2 2

/2

0
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2
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x
x
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R

dx

dM
R RQ
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dQ h
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(5-11)  
0

0
L

x x x xzR N u M Q w M       

( نیز شرایط مرزی 11-5ی کمكی )دهند. رابطه( همان معادلات اصلی را تشكیل می10-5روابط )

 بایست در دو انتهای استوانه صفر باشد.کند که میمورد نظر را تبیین می

آن باید نیروها و  حلّباشد. برای ( در حقیقت یک دستگاه معادلات دیفرانسیل می10-5معادلات )

-2ی )های تنش و با جایگذاری در رابطه( به منتجه13-2( تا )10-2گرها را با استفاده از روابط )نل

جایی نوشت. های میدان جابه( بر حسب مؤلفه7-2های کرنش و سپس به کمک روابط )( به مؤلفه9

توان آیدکه میدست مینهایتاً یک دستگاه چهار معادله دیفرانسیل ناهمگن خطی با ضرایب ثابت به

 زیر نوشت: صورتبهرا  آن

(5-12) 
            

2

2

d d
A y B y C y F

dx dx
   

(5-13)    u  w 
T

y   

بردار نیروی صورتبههمچنین قسمت ناهمگن دستگاه معادلات  F ( نشان 3-19ی )در رابطه

 داده شده است:

(5-14)  
/2 /2

2 2

/2 /2

/2 /2

2 2

/2 /2

0

0

1
( )( ) ( ) ( ) ( , )(1 )

2

( ) ( ) ( ) ( ) ( , )(1 )( 2 )
2 2

h h

i

h hi

h h

i

h h

h
P R z R z dz E z z T z t dzF

E

h h
P R z z R z dz E z z T z t R z dz
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های( ماتریس5-12در دستگاه معادلات ) 
4 4

A


و  
4 4

C


متقارن و  
4 4

B


که  هستندپادمتقارن  

 گذشته آورده شده است.ها در فصل های مربوط به آندرایه

 توزیع ناهمگنی خواص مکانیکی وحرارتی 5-2-1

(، خواص مكانیكی از قبیل مدول FGMهای تشكیل شده از مواد ناهمگن و همسانگرد )در استوانه

ها و تحلیلباشند که در اکثر می rبعدتوابعی از شعاع بی و ضریب پواسونEالاستیسیته

شود. همچنین بالاخص در این بررسی، به علت تغییرات جزئی، ضریب پواسون ثابت در نظر گرفته می

ظرفیت گرمایی ویژه، K، ضریب رسانش حرارتیدر بحث انتقال حرارت ضریب انبساط حرارتی

C بعدو چگالی نیز توابعی از شعاع بیr های ذکر شده را تمامی ثابت تحلیلباشند. در این می

 داریم:گیریم و در راستای ضخامت استوانه در نظر می rتوزیع توانی از شعاع بی بعد صورتبه

(5-15) 1( )
n

iK K r 
(5-16) 2( )

n

i r  

(5-17) 3( )
n

iC C r 
(5-18) 4( ) ( )

n

iE r E r 
(5-19) 5( )

n

i r  

/که در این رابطه ir r r بعد است. همچنینمختصلت شعاعی بیiE،i،iK،iC وi  به ترتیب

مدول الاستیسیته، ضریب انبساط حرارتی، ضریب رسانش حرارتی، ظرفیت گرمای ویژه و چگالی 

باشند. با جایگذاری می مادهّهای ناهمگنی ثابت 5nو 1n،2n،3n،4nدر شعاع داخلی استوانه و

rمقادیر R z  ( داریم:5-19( تا )5-15در روابط ) 

(5-20) 1( )n

i

i

R z
K K

r


 

(5-21) 
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n

i

i

R z

r
 


 

(5-22) 3( )n
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R z
C C

r


 

(5-23) 4( ) ( )n

i

i

R z
E r E

r
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(5-24) 5( )n

i

i

R z

r
 


 

 ی انتقال حرارات گذرامعادله حلّ 5-2-2

به طور مفصل چهار ی همگن متقارن محوری در فصل ی انتقال حرارت گذرا برای استوانهمعادله حلّ

 مورد بحث قرار گرفته است.

تحت بارگذاری حراراتی گذرا و  ناهمگن های چرخانترموالاستیک استوانه حلّ 5-2-3

 فشار داخلی

( یک دستگاه چهار معادله دیفرانسیل ناهمگن 12-5ی )دستگاه معادله همانطور که توضیح داده شد

خصوصی است. اگر این دستكاه معادلات  حلّعمومی و  حلّ باشد که دارای خطی با ضرایب ثابت می

 ی زیر بنویسیم:ساده شده صورتبهرا 

(5-25)        A y B y C y F    

 داریم: 

(5-26)      
g p

y y y  

عمومی دستگاه فوق مقدار  حلّبرای     mxy e گذاریم، داریم:را ر معادلات آن می 

(5-27)    2

1 2 3 0mxe m A mA A      

0mxeبا توجه به اینكه  توان نوشت:می 

(5-28) 2

1 2 3 0m A mA A   

ی مزدوج غیر سه جفت ریشه صورتبهمحاسبه شده که  imیی فوق، مقادیر ویژهمعادله حلّاز 

شوند. از این سه جفت ریشه، یک جفت آن عدد حقیقی و دو جفت دیگر آن نیز صفر حاصل می

(، بردارهای 27-5ی )ی حاصل در معادلهباشند. با قرار دادن مقادیر ویژهاعداد مختلط مزدوج می

 عمومی عبارتست از: حلّ درنهایتآیند. دست میی فوق بهمتناظر با مقادیر ویژه iیویژه

(5-29)    
6

1

im x

ig i
i

y c e
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دست آوردن باشند، برای بهی حاصل شامل اعداد مختلط میبا توجه به این نكته که مقادیر ویژه

ی مربوط به اعداد باید از روابط حاکم بر بردارهای ویژهی متناظر با این اعداد مختلط، بردارهای ویژه

 مختلط استفاده نمود.

( یعنی بردار نیروی3-25خصوصی، قسمت ناهمگن معادلات ) حلّبرای  F ی برای یک استوانه

ی است، ر ثابتمتقارن محوری چرخان با ضخامت ثابت و تحت بار حرارتی گذرا و فشار داخلی، مقدا

توان با معكوس کردن ماتریسباشد. بنابراین مینمی Xی ازلذا جواب خصوصی تابع C  طبق

 دست آورد.ی زیر جواب خصوصی را بهمعادله

(5-30)           
1

C y F y C F


   

اما با توجه به معكوس ناپذیری ماتریس C  به دلیل صفر بودن سطر و ستون آن، با ایجاد تغییراتی

ین معادله از سری اولّشود. بدین منظور در می حلّ های ضرایب معادلات، این مشكل در ماتریس

 گیری کرده و خواهیم داشت:( از طرفین آن انتگرال10-5معادلات )

(5-31) 
7u vdx C  

 کند:زیر تغییر می صورتبهبنابراین دستگاه معادلات قدیم 

(5-32)             

   

2

2

v  w 
T

d d
A y B y C y F

dx dx

y  


  


 

 

که در آن بردار نیرویی F باشد:زیر می صورتبهین معادله، اوّلگیری از طرفین با توجه به انتگرال 

(5-33) 
 

0

2/2 /2

2 2

/2 /2

2/2 /2

2 2

/2 /2

0

1
( ) ( , )(1 )

2

( ) ( , )(1 )( 2 )
2 2

n nh h

i i i

i ih hi

n nh h

i i i

i ih h

C

h R z R z
P R R z dz E T z t dzF

r rE

h h R z R z
P R z R z dz E T z t R z dz

r r

    


    

 

 






     
           

     


                      

 

 













 

جایی های میدان جابهتوان مؤلفهی موردی میمطالعه صورتبهدستگاه معادلات فوق  حلّ بنابراین با 

 دست آورد.را به
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( بیان 11-5ی )( توسط رابطه1-5ای نشان داده شده در شكل )ی استوانهشرایط مرزی برای پوسته

شوند. به عبارتی مقادیرمی u  w   و   M   Q   Mx x xz xzN  در دو انتهای استوانه طوری

6مجهول 6( برابر صفر باشد. با داشتن 5-11ی )شوند که همواره رابطهدر نظر گرفته می 1,...,C C 

با اعمال شرایط مرزی مختلف در  تواناب خصوصی، میدر جو 7Cو 0Cثابت 2در جواب عمومی و 

دست ثابت مجهول را محاسبه کرد. نهایتاً با به 8شرط مرزی در هر سمت،  4دو انتهای استوانه شامل 

آوردن ثوابت مجهول، بردار مجهول y ی جایی است، توسط رابطههای میدان جابهکه شامل مؤلفه

,هایمتغیّر( برحسب 26-5) ,x z t توان میدان ( می2-6ی )آیند.با استفاده از رابطهدست میبه

( مقادیر تنش، 13-2( تا )7-2دست آورد و با استفاده از روابط )جایی شعاعی و طولی را بهجابه

 کرنش، نیرو و لنگر را نیز محاسبه کرد.

 ی موردیمطالعه 5-3

دست آمده از نتایج عددی، یک استوانه جدار ضخیم نمودارهای بهی موردی و بررسی برای مطالعه

0.4irی جدار ثابت به شعاع داخلیبا مشخصات زیر در نظر گرفته شده است. استوانه m  و شعاع

0.6orخارجی m  8با طولL m 70تحت فشار داخلیP Mpa های دورانی مختلف و سرعت

200iE ی ناهمگنبرای جدار داخلی استوانهقرار گرفته است. مدول الاستیسیته  Gpa  و نسبت

0.3پواسون  37854برابر با  ی ناهمگنبرای جدار داخلی استوانه باشد. چگالیمی /i kg m  

ی نیز برای جدار داخلی استوانه  و ضریب پخش حرارتی، حرارت مخصوص و ضریب انتقال حرارت

10)612به ترتیب برابر با  ناهمگن )1/i C ،434 / .iC J Kg K 60.5و / .iK W m K 

در نظر دمایی های شرایط مرزی برای ثابتزیر مقادیر دست آوردن نتایج عددی، . برای بهباشدمی

 [:52]گرفته شده است

(5-34) 
2 2

11 21

1 2

( ,0) 20 , 6 / , 25 /

7 , 9

iT r r C W m K C W m K

T C T C 

  

 
 



124 

 

برای بارگذاری ترکیبی ای با شرایط انتهایی دوسر گیردار های استوانهمورد نظر بر روی پوسته تحلیل

نویسی توسط ی از طریق برنامهتحلیل حلّانجام شده است. فشار داخلی، دوران و حرارت گذرا 

Maple 16 .صورت گرفته است 

 ( داریم:11-5ی )برای شرایط مرزی دو سر گیردار با توجه به رابطه

(5-35) 0 0 , 0 , 0 , 0

0 , 0 , 0 , 0

x u w

x L u w

 

 

     


     
 

 دستبهحایی های میدان جابهی ثوابت مجهول، مؤلفهبا اعمال شرایط مرزی ذکر شده و محاسبه

جایی محوری و همچنین تنش محوری محاسبه جایی شعاعی، جابهمقادیر جابه درنهایتآیند. می

ی چرخان ناهمگن ی استوانهجایی شعاعی در راستای جداره( توزیع نرمال جابه2-5شوند. شكل )می

های nجایی شعاعی به ازای دهد. با توجه به شكل جابهرا به ازای ثابت ناهمگنی مختلف نشان می

باشد. ی همگن کمتر میمادهّهای مثبت نسبت به nی همگن بیشتر و به ازای ادهّممنفی نسبت به 

ی چرخان ناهمگن در وسط ی استوانه( توزیع نرمال تنش محیطی در راستای جداره3-5شكل)

های nدهد. با توجه به شكل به ازای استوانه تحت بارگذاری حرارتی گذرا و فشار داخلی را نشان می

ی خارجی کمتر ی همگن بیشتر و در لایهمادهّی داخلی نسبت به محیطی در لایه منفی میزان تنش

ی همگن مادهّی داخلی نسبت به دارههای مثبت تنش محیطی در جnباشد. همچنین به ازای می

های nی داخلی باشد. بنابراین در لایهی همگن بیشتر میمادهّی خارجی نسبت به کمتر و در جداره

 باشند. های منفی مفیدتر میnی خارجی یهمثبت و در لا
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ی چرخان ناهمگن تحت بارگذاری حرارتی گذرا و فشار داخلی جایی شعاعی استوانهبعد جابهتوزیع بی  2 -5 شكل

 t=40 sو  rpmω 300=و  X=L/2در 

 

ی چرخان ناهمگن تحت بارگذاری حرارتی گذرا و فشار داخلی در بعد تنش محیطی استوانهتوزیع بی  3 -5 شكل

X=L/2  300=و rpmω و t=40 s 

حت بارگذاری ی چرخان ناهمگن تستوانهی اجایی شعاعی در راستای طولیع جابهتوز (4-5شكل )

( توزیع تنش محیطی 5-5)دهد. شكل را نشان می n=1ذرا و فشار داخلی به ازای حرارتی گ

 دهد.را نشان می  n=1به ازای  ی چرخان ناهمگن تحت بارگذاری حرارتی گذرا و فشار داخلیاستوانه
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چرخان ناهمگن تحت بارگذاری حرارتی گذرا و فشار  جایی محوری استوانهتوزیع جابه (6-5شكل )

ی چرخان ناهمگن ( توزیع تنش برشی استوانه7-5) دهد. شكلرا نشان می  n=1داخلی به ازای 

دهد. با توجه به این شكل را نشان می  n=1تحت بارگذاری حرارتی گذرا و فشار داخلی به ازای 

 باشد.برابر صفر می اولّی تنش برشی در نقاط دور از مرز بر طبق تئوری تغییر شكل برشی مرتبه

 

تحت بارگذاری حرارتی گذرا و ی چرخان ناهمگن استای طولی استوانهجایی شعاعی در رتوزیع جابه 4 -5 شكل

 t=40 sو  ω=300 rpmو  n=1به ازای فشار داخلی 

 

تحت بارگذاری حرارتی گذرا و فشار  ی چرخان ناهمگنتوزیع تنش محیطی در راستای طولی استوانه 5 -5 شكل

 t=40 sو  ω=300 rpmو  n=1به ازای  داخلی
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تحت بارگذاری حرارتی گذرا و  ی چرخان ناهمگنجایی محوری در راستای طولی استوانهتوزیع جابه 6 -5 شكل

 t=40 sو  ω=300 rpmو  n=1به ازای  فشار داخلی

 

تحت بارگذاری حرارتی گذرا و فشار  ی چرخان ناهمگنتوزیع تنش برشی در راستای طولی استوانه 7 -5 شكل

 t=40 sو  ω=300 rpmو  n=1به ازای  داخلی

ی چرخان همگن تحت بارگذاری جایی شعاعی در راستای شعاع استوانهتوزیع جابه (8-5شكل )

دهد. با های مختلف چرخشی نشان میو برای سرعت n=1حرارتی گذرا و فشار داخلی به ازای 

شوند. از آنجایی که دوران خود جایی بیشتر میتوجه به شكل با افزایش سرعت دورانی مقادیر جابه

باشد با افزایش سرعت دوران در این گزارش جسم به سمت ناپایداری پیش عامل ناپایداری جسم می
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( توزیع تنش محیطی در 9-5شكل) کند.ذرا غلبه میچرخش بر فشار و بار حرارتی گرود و می

و  n=1حت بار حرارتی گذرا و فشار داخلی  به ازای ی چرخان ناهمگن تی استوانهدارهراستای ج

 دهد.را نشان میهای مختلف دورانی سرعت

 

گذرا و فشار  تحت بارگذاری حرارتی ی چرخان ناهمگنی استوانهجایی شعاعی  در جدارهتوزیع جابه 8 -5 شكل

 t=40 sو  n=1های چرخشی مختلف و به ازای برای سرعت داخلی

 

 تحت بارگذاری حرارتی گذرا و فشار داخلی ی چرخان ناهمگنی استوانهتوزیع تنش محیطی در جداره 9 -5 شكل

 t=40 sو  n=1های مختلف چرخشی به ازای برای سرعت
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 های چرخان ناهمگن تحت بار حرارتی گذرا و فشار داخلیعددی استوانه حلّ 5-4

باشد. در این قسمت با در نظر چرخان همانند فصل قبل می FGM یی مدلسازی استوانهنحوه

ای، یک سرعت دورانی ثابت نیز به مجموعه وارد ی استوانههای موجود در پوستهگرفتن کل گره

ی توسط روش تغییر شكل برشی با نتایج عددی تحلیل حلّایج مربوط به شود. در این بخش نیز نتمی

های همگن و ناهمگن تحت فشار داخلی و حرارت گذرا دارای اجزاء محدود در استوانه حلّ حاصل از 

 سرعت دورانی مقایسه شده است.

 ی نتایجمقایسه 5-4-1

ی ارائه شده، نتایج حاصل از روش تئوری تغییر تحلیل حلّ روش  صحّتبررسی  منظوربهدر ادامه 

. در شكل آورده شده است Abaqusافزار عددی به کمک نرم حلّ شكل برشی و نتایج حاصل از 

برای ثوابت  FSDTو  FEهای بعد محاسبه شده با روشجایی شعاعی بی( نتایج جابه5-10)

آورده شده است. با توجه به این شكل  X=L/2ی استوانه و در ناهمگنی مختلف در طول جداره

ی تحت فشار داخلی بیشترین انطباق بین ی میانی همانند استوانهتوان دریافت که در لایهمی

ی داخلی بیشتر وجود دارد. همچنین اختلاف موجود بین دو روش در لایه FSDTو  FEهای روش

تحت بارگذاری  یاین اختلاف در استوانهباشد. قابل ذکر است که میزان ی خارجی کمتر میو در لایه

 باشد.فشاری و دورانی بیشتر از استوانه تحت بارگذاری فشاری می
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ی چرخان تحت فشار داخلی در استوانه FSDTو  FEهای محاسبه شده با روششعاعی جایی جابه 10 -5 شكل

 t=40 sو   rpm=ω 300و حرارتی گذرا برای 

ی در سه لایه FSDTو  FEهای جایی شعاعی محاسبه شده با روش( نتایج جابه11-5شكل )

جایی محوری باشد. توزیع جابهمی n=1ی دوسر گیردار برای ثابت ناهمگنی مختلف در طول استوانه

ی مختلف در طول استوانه به ازای ثابت ی برای سه لایهتحلیلمحاسبه شده توسط دو روش عددی و 

 ( نشان داده شده است.12-5در شكل ) n=1 ناهمگنی 

 

ی چرخان تحت فشار داخلی در استوانه FSDTو  FEهای محاسبه شده با روش شعاعی جاییجابه 11 -5 شكل

 n=1به ازای  t=40 sو   rpm=ω 300و حرارتی گذرا برای 
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ی چرخان تحت فشار داخلی در استوانه FSDTو  FEهای جایی محوری محاسبه شده با روشجابه 12 -5 شكل

 n=1به ازای  t=40 sو   rpm=ω 300و حرارتی گذرا برای 

به ازای  FSDTو  FEهای ( حاوی نتایج تنش محیطی محاسبه شده با روش1-5جدول )

ی چرخان تحت فشار داخلی برای ی داخلی و میانی استوانههای مختلف دورانی در دو لایهسرعت

باشد. همانطور که مشخص است با افزایش سرعت دورانی مقادیر تنش حالت دو سر گیردار می

به  FSDTو  FEهای ( تنش محیطی محاسبه شده با روش2-5جدول ) یابد.محیطی افزایش می

 دهد.ثابت ناهمگنی مختلف را نشان می ازای

ی چرخان تحت فشار داخلی و در استوانه FSDT و FEهای تنش محیطی محاسبه شده با روش 1 -5 جدول

 t=40 sو  n=1  به ازای x=L/2حرارتی گذرا در 
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ی چرخان ناهمگن تحت فشار داخلی در استوانه FSDT و FEهای تنش محیطی محاسبه شده با روش 2 -5 جدول

 ω=300 rpmو  x=L/2و حرارتی گذرا در 

 σθ[Mpa] n=-1 n=-0.5 n=0 n=0.5 n=1 

r=ri 
FEM 217 23/198  94/178  54/160  22/143  

FSDT 243 94/221  111/202  53/183  25/166  

 

r=R 

FEM 83/128  3/133  62/138  4/139  73/141  

FSDT 67/134  33/138  79/141  09/145  3/148  

 بندیجمع 5-5

های دورانی پایین، دوران تأثیر سرعت در توان نتیجه گرفت کهآمده می دستبهبا توجه به نتایج 

های جای استفاده از روابط مربوط به بارگذاریتوان بهها ندارد و میجایی و تنشزیادی بر روی جابه

با فشار در سرعت های پایین از روابط فشاری استفاده نمود. اما با افزایش سرعت دورانی،  توأمدورانی 

توان روابط را به روابط فشاری محدود کند و نمیغلبه میدوران بر فشار و بارگذاری حرارتی گذرا 

رود. با توجه به اینكه جملات به سمت ناپایداری پیش می نمود. با افزایش سرعت دورانی استوانه

شوند، مربوط به فشار، بارگذاری حرارتی و دوران در بردار ناهمگنی دستگاه معادلات حاکم ظاهر می

خان تحت فشار داخلی و حرارت گذرا با در نظر گرفتن هر یک از ی چرتوان برای استوانهمی

نهی کرد و نتایج حاصل را با استفاده از اصل برهم حلّها به طور جداگانه، معادلات حاکم را بارگذاری

عددی در استوانه تحت  حلّ ی و تحلیل حلّ با یكدیگر جمع نمود. در مجموع مطابقت خوبی بین 

ی میانی بیشتر و در وجود دارد. این مطابقت در لایه دوران و فشار داخلیحرارتی گذرا،  بارگذاری

باشد. با توجه به مطالب گفته شده در این فصل تئوری تغییر شكل برشی ی داخلی کمتر میلایه

 باشد.بیان شده در این گزارش مناسب می تحلیلبرای  اوّلی مرتبه
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 مقدمه 6-1

های جدار ضخیم متقارن محوری، به دلیل مقاومت بالا در برابر انواع فشارهای داخلی و استوانه

های متنوع دیگر کاربرد فراوانی در صنعت پیدا خارجی، نیروها و لنگرها، گرادیان دمایی و بارگذاری

و  مادهّها با تغییرات هندسه، این گروه از پوسته تحلیلهای مختلف یابی به روشاند. دستکرده

باشد. در همین راستا در این رساله سعی ی پژوهشگران و نیاز صنعتگران میبارگذاری مورد علاقه

های جدار ی بر مبنای تئوری تغییر شكل برشی برای استوانهتحلیل حلّی روش شده است تا با ارائه

ن محوری تحت بارگذاری فشاری شامل فشار داخلی، دورانی ضخیم با ضخامت ثابت در حالت تقار

ها و شرایط مرزی ر هر یک از این بارگذاریثشامل چرخش با سرعت ثابت و بارگذاری حرارتی گذرا، ا

های ای بررسی شود. همچنین قابلیتی استوانهجایی پوستهمختلف بر روی مقادیر تنش و جابه

بندی و قوت آن بیان شده است. در این فصل ضمن جمعتئوری تغییر شكل برشی و نكات ضعف 

گیری جامعی از مباحث مربوط به هر فصل صورت پذیرفته کارهای صورت گرفته در این رساله، نتیجه

 و تكمیل کار نیز ارائه شده است. است و نهایتاً پیشنهادهایی برای ادامه

 بندی جمع 6-2

)با جدار ثابت یا متغییر( در حالت متقارن محوری تحت های جدار کلفت استوانه تحلیلبه طور کلی 

ها )شامل فشار محوری، فشار شعاعی، نیروهای دورانی، حرارتی و ... ( با شرایط انتهایی انواع بارگذاری

گاه معادلات دستبهمختلف با استفاده از اصل کار مجازی بر مبنای تئوری تغییر شكل برشی، منجر 

در شود. وجود هر گونه غیر یكنواختی جایی میهای میدان جابهل مؤلفهناهمگن با مجهولاتی شام

گاه معادلاتی با دستبهی محوری بارگذاری منجر ی پوسته و همچنین ایجاد مؤلفهبارگذاری و جداره

شود. شود، در غیر اینصورت دستگاه معادلات ناهمگن با ضرایب ثابت حاصل میمی متغیرّضرایب 

باشد. ی تئوری تغییر شكل برشی مورد استقاده میتگاه حاصل وابسته به مرتبهتعداد معادلات دس

)2منجر به یک دستگاه nیاستفاده از تئوری تغییر شكل برشی مرتبه 1)n  ی دیفرانسیل معادله

)4ناهمگن شامل 1)n  دستگاه معادلات دیفرانسیل حاصل با تكنیک به کار  حلّ شود. مجهول می
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با اعمال  متغیرّا تئوری اغتشاشات برای ضرایب در این رساله برای ضرایب ثابت و یگرفته شده 

های ی ضرایب مجهول مربوط به مسائل مقدار ویژه و نهایتاً مؤلفهشرایط مرزی، منجر به محاسبه

ی مربوط به جواب عمومی دستگاه ی مشخصهمعادله حلّاز شود. مقادیر حاصل جایی میمیدان جابه

باشند. استفاده های مزدوج شامل مقادیر حقیقی و مختلط میجفت ریشه صورتبهمعادلات حاکم، 

شود؛ نهایتاً استفاده از روابط های تانسور کرنش میی مؤلفهاز روابط سینماتیک، منجر به محاسبه

شود. توجه به این نكته ضروری است که در ای تعیین میستوانهی ارفتاری توزیع تنش در پوسته

شود، در حالیكه جایی به طور مستقیم محاسبه میتئوری تغییر شكل برشی، میدان جابهاستفاده از 

رفتاری از میدان  غیر مستقیم و با استفاده از روابط سینماتیک و صورتبههای کرنش و تنش مؤلفه

جایی در رابط گیری از میدان جابهآیند. در این میان مشتقمی دستهبه شده جایی محاسبجابه

ی شود. با افزایش مرتبهمقادیر کرنش و نهایتاً تنش می یسینماتیک منشأ ایجاد خطا در محاسبه

جایی بهبود یافته و منجر به نتایج دقیقتر ی میدان جابههیّاوّلتئوری تغییر شكل برشی، تقریب 

با بار حرارتی گذرای  توأمشود. در بارگذاری فشاری شامل فشار داخلی و بارگذاری دورانی، می

ت قابل قبولی دقّ دارای اولّی ی تغییر شكل برشی مرتبهاستفاده از تئور ،مطالعه شده در این رساله

های حرارتی در حالت گذرا و پایدار ناشی از شار حرارتی درون جسم، به ریباشد. در مورد بارگذامی

ایی از حالت خطی و افزایش انحنای تابع متناظر با این توزیع، استفاد جتوزیع جابهدلیل دور شدن 

در بارگذاری  سبب افزایش اختلاف، مخصوصاً اوّلل برشی كاز تقریب خطی موجود در تئوری تغییر ش

شود. افزایش جملات مراتب مورد نظر میی تحلیل حلّحرارتی، بین حالت دقیق و حالت گذرای 

جایی حاصل از این تئوری به بالاتر در تئوری تغییر شكل برشی سبب نزدیكتر شدن توریع جابه

شود. در ادامه نتایج مربوط ی مورد نظر شامل ورق، پوسته، تیر و ... میتوزیع حقیقی موجود در سازه

  بارگذاری به طور مجزا بیان شده است. به انواع

 تحت بار حرارتی گذرا ای همگنهای استوانهترموالاستیک پوسته تحلیل: اوّلحالت 
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های ترموالاستیک پوسته تحلیلدر  FSDTبیان شد، استفاده از روش  فصل دومبا توجه به آنچه در 

( و استفاده 5-2ی )ی بالاتر در بسط تیلور رابطهنظر کردن از جملات مرتبهای به دلیل صرفاستوانه

باشد. در حقیقت با مناسب نمی اولّی هرمان مرتبه–ی یک طبق تئوری میرسكی از تقریب مرتبه

ی جایی شعاعی را در طول جدارهابهتوزیع ج اولّی توجه به اینكه تئوری تغییر شكل برشی مرتبه

جایی شعاعی در استوانه تحت گیرد و توجه به این نكته که جابهخطی در نظر می صورتبهاستوانه 

تحت  یخطی با انحنای زیادتری نسبت به استوانهرای یک توزیع غیرابارگذاری حرارتی و فشاری د

 تحلیلبرای  اولّی كل برشی مرتبهباشد، استفاده از تئوری تغییر شبارگذاری فشاری می

باشد، در حالیكه دقت نتایج حاصل از این روش ای مناسب نمیهای استوانهترموالاستیک پوسته

باشد. در این تحقیق ای تحت بارگذاری فشاری مناسب میهای استوانهالاستیک پوسته تحلیلبرای 

برای  FSDTو  FEمده از دو روش آ دستبههای محیطی های شعاعی و محوری و تنشجاییجابه

توان با توجه به باشد. میحالت بارگذاری حرارتی گذرا در مقایسه با بارگذاری فشاری اندک می

 ارائه شده برای بارگذاری حرارتی گذرا به نتایج فوق رسید.  اوّلها و جدشكل

یر چندانی ندارد و با ی موردی ارائه شده تاثتوان دریافت که افزایش زمان در مطالعههمچنین می

کنند. همچنین بارگذاری فشاری در جایی و تنش به مقدار ثابتی میل میگذشت زمان مقادیر جابه

ی موردی ذکر برای مطالعه FSDTباشد و تئوری این تحقیق بر بارگذاری حرارتی گذرا غالب می

 توأمان صورتبهرتی گذرا ها در حالت بارگذاری فشاری و حراجاییها و جابهشده برای گزارش تنش

های ی میانی از تطابق بهتری نسبت به لایهنتایج قابل قبولی را داراست. در حالت کلی نتایج در لایه

 دیگر برخوردار است.

 ای چرخان همگن های استوانهترموالاستیک پوسته تحلیلحالت دوم: 

جایی ایجاد شده توان دریافت که مقادیر تنش و جابهدست آمده در فصل سوم میبا توجه به نتایج به

های تحت بارگذاری جای استفاده از معادلات استوانهباشد و بههای دورانی پایین، ناچیز میدر سرعت

تحت فشار استفاده های توان از معادلات مربوط به استوانههای پایین، میفشاری و چرخش در سرعت
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جایی و تنش، افزایش یافته بطوریكه چرخش بر فشار نمود. با افزایش سرعت دورانی مقادیر جابه

توان از فرض فوق استقاده های بالا نمیکند. بنابراین در سرعتداخلی و انتقال حرارت گذرا غلبه می

ش از حد سرعت دورانی سازه به نمود. از آنجایی که دوران خود عامل ناپایداری است با افزایش بی

ای چرخان همگن تأثیر ی استوانهپوسته تحلیلرود. همچنین زمان در سمت ناپایدار شدن پیش می

کنند. ها پس از زمان مشخص به مقدار ثابتی میل میها و کرنشچندانی ندارد به این معنی که تنش

 باشد.ی مختلف متفاوت میها با شرایط مرززمان رسیدن به حالت تعادل برای استوانه

با توجه به اینكه جملات مربوط به فشار، دوران و حرارت گذرا در قسمت ناهمگنی معادلات ظاهر 

نهی برای نمود و از اصل برهم حلّ جدا صورتبههای فوق را گذاریتوان هر کدام از بارشود میمی

نمود و نتایج را با هم جمع کرد. به  های ذکر شده استفادهدست آوردن نتایج مربوط به بارگذاریبه

ی عددی در مطالعه حلّو  اوّلی طور کلی مطابقت قابل قبولی بین تئوری تغییر شكل برشی مرتبه

توان از نتایج ثیر اندک بارگذاری حرارتی گذرا میبررسی وجود دارد و با توجه به تأ موردی مورد

با  چرخش و فشار  توأماز نتایج حرارت گذرا  جای استفادهمربوط به بارگذاری فشاری و چرخش به

 استفاده نمود. 

های چرخان تحت الاستیک استوانه تحلیلبرای  اوّلی در حالت کلی تئوری تغییر شكل برشی مرتبه

 باشد.بارگذاری فشاری مناسب می

 تحت بار حرارتی گذرا FGMای های استوانهترموالاستیک پوسته تحلیلحالت سوم: 

ترموالاستیک  تحلیلدر  FSDTبا توجه به مطالب گفته شده در فصل چهارم استفاده از روش 

ی بالاتر در بسط تیلور و استفاده از هنظر کردن از جملات مرتبدلیل صرف ای بههای استوانهپوسته

ه باشد. در حقیقت با توجمناسب نمی اوّلی هرمان مرتبه-ی یک طبق تئوری میرسكیتقریب مرتبه

ی استوانه جایی شعاعی را در طول جدارهتوزیع جابه اوّلی به اینكه تئوری تغییر شكل برشی مرتبه

جایی شعاعی در استوانه تحت بارگذاری گیرد و توجه به این نكته که جابهخطی در نظر می صورتبه

باشد، ی فشاری میحرارتی  دارای یک توزیع غیرخطی با انحنای زیادتری نسبت به استوانه با بارگذار
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ای های استوانهترموالاستیک پوسته تحلیلبرای  اوّلی استفاده از تئوری تغییر شكل برشی مرتبه

باشد، در حالیكه دقت نتایج حاصل از این روش های حرارتی مناسب نمیخصوصاً تحت بارگذاری

باشد. در بارگذاری ای تحت بارگذاری فشاری مناسب میهای استوانهالاستیک پوسته تحلیلبرای 

ای ی استوانهحرارتی شرایط انتهایی تأثیر بیشتری نسبت به دو بارگذاری دیگر بر روی رفتار پوسته

شود ذرا در بردار ناهمگنی ظاهر مینكه جملات مربوط به فشار و دمای گگذارد. با توجه به ایمی

ها در نظر گرفتن هر یک از بارگذاریی تحت فشار و بارگذاری حرارتی گذرا با توان برای استوانهمی

نهی با یكدیگر همنمود و نتایج حاصل را با استفاده از اصل بر حلّبه طور جداگانه معادلات حاکم را 

باشد و در ارائه شده بارگذاری فشاری غالب بر بارگذاری حرارتی گذرا می تحلیلجمع نمود. در 

ای که پس از گذشت زمان مقادیر مورد مطالعه گونهشود به رنگ میبارگذاری ترکیبی نقش زمان کم

گذارد. همچنین در بارگذاری فقط حرارتی ها تأثیری نمیبه یک عدد ثابت میل کرده و زمان روی آن

توان مقادیر کند )به عبارت دیگر میخطی با زمان تغییر می صورتبهجایی گذرا مقادیر جابه

ه حالت تعادل خطی فرض کرد ( و پس از گذشت زمان جایی را در لحظات قبل از رسیدن بجابه

تابع غیر خطی از زمان تغییرات دارند و  صورتبهمانند. مقادیر تنش نیز می این مقادیر ثابت باقی

 کنند و تغییراتی نسبت به زمان ندارند.پس از گذشت زمان این مقادیر نیز به عدد ثابتی میل می

تحت بار حرارتی  FGMای چرخان های استوانهترموالاستیک پوسته تحلیلحالت چهارم: 

 گذرا 

های دورانی پایین، توان نتیجه گرفت که در سرعتآمده در فصل پنجم می دستبهبا توجه به نتایج 

جای استفاده از روابط مربوط به توان بهها ندارد و میجایی و تنشدوران تأثیر زیادی بر روی جابه

با فشار در سرعت های پایین از روابط فشاری استفاده نمود. اما با افزایش  توأمهای دورانی بارگذاری

توان روابط را به روابط کند و نمیت دورانی، دوران بر فشار و بارگذاری حرارتی گذرا غلبه میسرع

رود. با توجه به فشاری محدود نمود. با افزایش سرعت دورانی استوانه به سمت ناپایداری پیش می

ت حاکم اینكه جملات مربوط به فشار، بارگذاری حرارتی و دوران در بردار ناهمگنی دستگاه معادلا
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ی چرخان تحت فشار داخلی و حرارت گذرا با در نظر گرفتن توان برای استوانهشوند، میظاهر می

کرد و نتایج حاصل را با استفاده از  حلّ ها به طور جداگانه، معادلات حاکم را هر یک از بارگذاری

عددی در  حلّ ی وتحلیل حلّ نهی با یكدیگر جمع نمود. در مجموع مطابقت خوبی بین اصل برهم

ی میانی استوانه تحت بارگذاری حرارتی گذرا، دوران و فشار داخلی وجود دارد. این مطابقت در لایه

باشد. با توجه به مطالب گفته شده در این فصل تئوری تغییر ی داخلی کمتر میبیشتر و در لایه

 اشد.ببیان شده در این گزارش مناسب می تحلیلبرای  اولّی شكل برشی مرتبه

 پیشنهادها 6-3

با توجه به کارهایی که در گذشته در رابطه با موضوع این رساله انجام شده و آنچه در این پژوهش 

 تحلیلهای بسیار فراوانی در توان دریافت که تئوری تغییر شكل برشی دارای قابلیتارائه شد، می

باشد. به همین منظور جهت تكمیل این ها نمیآن حلّمسائلی است که تئوری کلاسیک قادر به 

 گردد:زیر ارائه می پیشنهادهاها بررسی

 ی مستویالاستیسیتهتحت بارگذاری حرارتی گذرا با استفاده از تئوری های کروی تحلیل پوسته -1

ای در حالت نامتقارن محوری از نظر هندسه، های استوانهترموالاستیک گذرای پوسته تحلیل -2

 ری و شرایط مرزی با استفاده از تئوری تغییر شكل برشیبارگذا

 ای با توزیع نمایی خواص های استوانهترموالاستیک گذرای پوسته تحلیل -3

 ای تحت شوک حرارتیای استوانههپوسته تحلیل -4

 ای ناهمگن تحت بار حرارتی گذرا های استوانهسازی پوستهبهینه -5
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 پیوست

 افزار آباکوسنامه در نرمسازی پایانمراحل مدل

سازی افزار آباکوس استفاده شده است. با توجه به اینكه مدلسازی هندسه مورد نظر از نرمبرای مدل

سازی باشد لذا در این قسمت سعی شده است تا مراحل مدلافزار اندکی دشوار میدمایی در این نرم

 داده شود.افزار توضیح در این نرم

 1ی مرحله

 partو از قسمت  partگیریم. از منوی در ابتدا برای رسم هندسه شرایط خاصی را در نظر می

manager کنیم.هندسه مورد نظر را اتخاب می 

 

پذیر و به صورت پوسته انتخاب طور که از شكل مشخص است استوانه متقارن محوری، شكلهمان

 کنیم.کشیدن شكل در محیط آباکوس می شده است. در مرحل بعد شروع به
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 2ی مرحله

ی ناهمگن را قبل از اختصاص دادن خصوصیات مكانیكی و حرارتی ابتدا برای اینكه بتوان ماده

 16کنیم. به این شكل که استوانه ترسیم شده را به سازی کرد از روش قطعه کردن استفاه میمدل

های گیریم. روشواص مختلفی را در نظر میقسمت مساوی تقسیم نموده و برای هر قسمت خ

 نیز وجود دارد.  FGMسازی مواد ناهمگن تری برای مدلدقیق

برای وارد کردن خصوصیات مكانیكی و حرارتی اعم از مدول  propertiesدر این ادامه از منوی 

ا که کنیم و به هر قسمت خواص خاص رکشسانی، ضریب انتقال حرارت هدایتی و ... اسنفاده می

 دهیم.باشد را اختصاص میمتغییر با شعاع می
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 3ی مرحله

 کنیم.شرایط و زمان تحلیل را تعیین می Stepدر این مرحله از منوی 
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 4ی مرحله

باشد جایی در آباکوس به صورت مستقیم امكانپذیر نمیبا توجه به اینكه تعریف ضریب انتقال حرارت جابه

را انتخاب نموده  film conditionی گزینه Create interactionقسمت  Interactionاز منوی 

کنیم و آن را به سطح مورد نظر و دمای سیال و سرعت آن را در این قسمت مطابق شكل وارد می

 دهیم. تخصیص می
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 5ی مرحله

شرایط مرزی و بارگذاری مورد نظر را مطابق شكل به سطوح مورد نظر  loadدر این قسمت از منوی 

 کنیم.اعمال می
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 6ی مرحله

شود و نوع المان مورد تحلیل نیز انتخاب های مناسب اعمال می، مشMeshدر این قسمت از منوی 

 شود.می

 

 

 

 7ی مرحله

نتایج مورد نظر قابل مشاهده خواهد  تحلیل مورد نظر صورت خواهد گرفت و Jobدر این مرحله از منوی 

 بود.
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Abstract 

The aims of the present study are analyzing and modeling the stress and 

displacement distribution of axisymmetric hemogeneous and 

hetrogeneous thick walled cylinder under transient heating, rotation and 

pressure loding by considering first shear deformation theory. Energy 

method has been used to derive the equations of homogeneous and 

heterogeneous cylinder in which mechanical and thermal peropertises are 

varying according to the power law distribution. The transient heat 

equation has been solved by sepration of variables, generalized Bessel 

function and eigen function methods. 

To prove the precision of analytical solution, finite element methods 

(abaqus software) has been used. Also FG rotating cylinder equations has 

been investigate to survey the effects of rotation on thick cylinders. 

In this thesis the effects of time varying has been considered and behavior 

of thick cylinder due to time varying has been shown. At the end 

conclusion and recommendations has been presented. 

Key words: thick walled cylinder, transient heating, first order shear 

deformation theory, functionally graded materials, power distribution of 

properties, virtual work principle.     
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