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حقيقت انسان به آنچه اظهار مي كند نيست بلكه

از اظهار آن  در آن چيزي است كه حقيقت او، نهفته

عاجز است، بنابراين اگر خواستي او را بشناسي نه به 

!گفته هايش بلكه به ناگفته هايش گوش كن
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 تقديم به

و مادر  عزيزمپدر

. كه در تمامي اين سالها حامي من بودند
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و تشكر  تقدير

مي،ضمن سپاس بيكران خداوند از لازم  تمامي اساتيدي كه در اين مدت افتخار شاگردي ايشان را دانم

و،هاي مدبرانه مغربي كه با ارائه راهنمائي محمد جوادآقاي دكتر جناب استاد محترمداشتم، بويژه  نظارت

و قدرداني نمايم، را به عهده داشتندنامهيانپاسرپرستي اين از. صميمانه تشكر  همچنين جاي دارد

و دوستان گرامي خود، آقايان مهندس حميد رضا سنندجي، مهندس احد ضرغامي، مهندس بابك حقيقي

و از درگاه خداوند طلب موفقيت در تمامي مراحل زندگي را مهندس داود رجبي ويسرودي نيز تش كر نمايم

.براي ايشان خواستارم

 امير محمدي ويسرودي

a.visroodi@gmail.com 

 1388 زمستان
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 چكيده

مي جريان اختلاطي صفحه -اي در نتيجه يكي شدن دو جريان موازي سيال، كه داراي سرعتهاي مختلف

مي.دآيباشند بوجود مي شود داراي ضخامت اين دو جريان در انتهاي يك صفحه جداكننده، كه فرض

ميناچيزي مي انتقال مومنتوم بين دو جريان سيال. در پايين دست اين تلاقي. شوندباشد با هم مخلوط

مي لايه اختلاطي در واقع به ناحيه اي كه در آن فرايند يكي. گيردصورت مي -مي افتد اطلاقشدن اتفاق

.گردد

و- در اين تحقيق معادله بي بعد شده ناوير استوكس در فرم چرخشي براي جريان اختلاطي دو بعدي

معادلات. شده است) DNS(تراكم ناپذير با شرط مرزي آزاد خروجي به روش مستقيم عددي شبيه سازي 

بر)x(ان در جهات جري[5]ديفرانسيل حاكم با استفاده از روش اختلاف محدود فشرده ليله  و عمود

.گسسته شده اند)y(جريان

)cot از نگاشت )y β πζ= ∞−y جهت مرتبط نمودن دامنه فيزيكي− ≤ ≤  به دامنه محاسباتي∞+

0 1ζ≤  در دامنه زمان نيز از روش رانج كوتاي فشرده مرتبه براي توسعه محاسبات. استفاده شده است≥

در مرز خروجي از شرط مرزي آزاد استفاده كرده ايم بدين صورت كه معادلات. سوم استفاده شده است

. حاكم بر جريان در مرز خروجي نيز صدق مي كند

و مغشوش مورد بررسي قرار گرفته است براي مغشوش. در اين تحقيق هر دو جريان اختلاطي آرام

از جواب هاي تحليلي غير ويسكوز. اعمال شده استvكردن جريان، يك اغتشاش زماني بر مولفه سرعت

.و معادله نفوذ وابسته به زمان براي ارزيابي صحت نتايج شبيه سازي استفاده گرديده است) استوارت(

و گردابه مشخصه هاي جريان لايه اختلاطي به دست آمده و با نرمال كردن مولفه هاي سرعت لحظه اي

و نصف عرض پروفيل سرعت، خاصيت خود تشابهي هاي جريان، به وسيله اختلاف سرعت جريان هاي آزاد

. بررسي شده است
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 تاريخچه جريان اختلاطيفصل اول

١

 فصل اول

 تاريخچه جريان اختلاطي

 مقدمه-1-1

 در نتيجه يكي شدن دو جريان موازي سيال، كه داراي سرعتهاي مختلف1اي جريان اختلاطي صفحه

ميمي ف2اين دو جريان در انتهاي يك صفحه جداكننده. آيدباشند بوجود مي، كه شود داراي ضخامت رض

ميناچيزي مي دو).1-1شكل(شوند باشد با هم مخلوط در پايين دست اين تلاقي، انتقال مومنتوم بين

 اتفاق3شدنلايه اختلاطي در واقع به ناحيه اي كه در آن فرايند يكي. گيردجريان سيال صورت مي

ميمي . گرددافتد اطلاق

لا مي ساختار ساده تشكيل از. باشديه اختلاطي دليلي بر متعارف بودن اين پديده در طبيعت در بسياري

لبه فرار يك ايرفويل، لبه فرار پره توربين، ليزرهاي. شويمكاربردهاي صنعتي با لايه اختلاطي مواجه مي

و كوره -مي مواجه با پديده لايه اختلاطي هاي احتراق تنها معدود از مواردي هستند كه در آنهاشيميايي

1- plane mixing layer                                                  
2- splitter plate 
3- merging 



 تاريخچه جريان اختلاطيفصل اول

٢

بنابراين فهم دقيق فرايندهاي فيزيكي لايه اختلاطي در طراحي بهينه اين وسايل نقش بسيار مهمي. شويم

. [4]دارد 

.]25[شكل شماتيك لايه اختلاطي دو بعدي1-1شكل

 يكي. شود از بعضي از پارامترها بصورت عمومي براي مشخص كردن خصوصيات اين جريان استفاده مي

 بوده كه بصورت1از اين پارامترها نسبت سرعت جريان هاي آزاد
1

2
U

Ur 12 كه= UU - نشان داده مي>

 بيانگر شدت برشrمقدار كوچك. موجود در لايه را مشخص مي كند2اين پارامتر شدت برش. شود

10 را بصورتrمحدوده. باشدبيشتر مي ≤≤ r0مقدار. كنيم تعريف مي=rبيانگر حالت يك جريانه 

1- free-stream velocity ratio 
2- shearing intensity 



 تاريخچه جريان اختلاطيفصل اول

٣

 بيانگر جريان يكنواخت بر روي يك جسم ميباشدr=1و) يعني يكي از جريانها در ابتدا ساكن است(بوده

- مي1يان در واقع يك جريان لايه اختلاطي نبوده بلكه بيشتر شبيه جريان گردابهكه بدين ترتيب اين جر

مي. باشد براي لايه. باشدپارامتر مهم ديگر در تعيين مشخصه هاي جريان لايه اختلاطي عدد رينولدز

مي اختلاطي تراكم و زماني جريان كافي . باشندناپذير اين پارامترها براي مشخص كردن مقياس طولي

مچنين تعدادي پارامتر هاي اضافي نيز وجود دارد كه ممكن است در بعضي از مواقع براي توصيفه

توان به نسبت چگالي دو سيال وضعيت لايه اختلاطي بكار رود كه مي






1

2
ρ

ρاشاره كرد كه براي حالتي 

ميباشد كه در آن جريان بصورت لايهمي . شوداي در نظر گرفته

 مروري بر تحقيقات انجام شده-1-2

 با به كارگيري تحليل لزجت گردابه پروفيل سرعت در يك لايه اختلاطي دو بعدي 1942 در سال2 گرتلر

 با توجه. حركت مي كند را حل كرد1Uو جريان پاييني با سرعت2Uدر حالي كه جريان بالايي با سرعت

:به فيزيك مساله شرايط مرزي زير را خواهيم داشت

1-1( ) 1u U−∞ =

1-2( ) 2u U+∞ =

1-3( ) ( )1 2
10
2

u U U= + 

1- wake 
2- Gortler 
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٤

به. باشد از شرايط مرزي مشخص مي شود كه جريان در خط مركزي نامتقارن مي وي جواب مساله را

: صورت زير به دست آورد

1-413.5σ ≈;( )1

2 1

1 1
2

u U yu erf xU U
σ∗ −  = = + −  

و لاوفر بسياري. انجام گرفت1947 در سال1 اولين تحقيق تجربي در مورد لايه اختلاطي توسط ليپمان

، سرعت، رشد در ضخامت لايه به همراه تنش برشي. از كميت هاي آماري در اين تحقيق بدست آمدند

و كميت . هاي حاصله از معادله بالانس انرژي توربولانس، بخوبي تشريح شدندتوزيع ميكروسكوپي

و روشكو در اين.، تحقيقي در زمينه تاثيرات چگالي در لايه اختلاطي انجام دادند1971 در سال2 براون

ز پايين، وجود ساختارهايي كه در رينولد. تحقيق، آنها حضور ساختاري را در سرتاسر لايه كشف كردند

ميبخوبي شكل گرفته و روشكو، نتايج. باشداند، يك واقعيت پذيرفته شده همزمان با تحقيقات براون

و برواند كه مشخص كرد كه جفت شدن گردابه1974 درسال3آزمايشگاهي منتشر شده توسط وينانت ها،

معاملي اساسي در رشد لايه آرام مي و كلي در رشد لايه اختلاطي در رينولدزهاي باشد، يك فاكتور هم

 به 1976و براون در سال4وجود اين ساختارها در رينولدزهاي بالا توسط ديموتاكيس. باشدمتوسط مي

. اثبات رسيد

حضور ناپايداريهاي ثانويه، كه منجر به تشكيل ساختارهاي اضافي در لايه اختلاطي 1976 در سال5 كنراد

و6اين ساختارها، گردابه هاي در جهت جريان. را نشان دادشود، گازي مي ، در نتيجه حركت سه بعدي لايه

1- Liepmann & Laufer 
2- Brown & Roshko  
3- Winant & Brownd 
4- Dimotakis 
5- Konrad 
6- stream wise vortex 
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و2مونگال. شوند، مشخص مي1شدت يافتن آن بوسيله غلتك هاي بزرگ در جهت عرضي جريان

و واكنش بين دو واكنش دهنده، 1984ديموتاكيس در سال )، اختلاط )2 2,F Hا ختلاطي، را در لايه

 1985و روشكو در سال4 بر روي اين پديده توسط روبرتز3اثرات نيروي خارجي. گازي بررسي كردند

نتايج آنها مشخص كرد تشكيل محصولات بوجود آمده در لايه، به عدد رينولدز جريان بسيار. بررسي شد

مي. باشدحساس مي درشودر رينولدزهاي پايين، نيروي خارجي باعث افزايش اختلاط د در حاليكه

. تواند بطور كامل متوقف شودرينولدزهاي بالا، اختلاط در نتيجه نيروي خارجي، مي

.و همكاران وي لايه اختلاطي مغشوش را مورد بررسي قرار دادند[19]5 يوشيتسوگو ناكا2006 در سال

و نوسانات سرعت را به و نشان دادند آنها پروفيل سرعت، نمودار توزيع فشار، تنش رينولدز دست آوردند

تحقيقات آزمايشگاهي جديد در زمينه حضور. تطابق خوبي داردDNSكه نتايج آنها با داده هاي حاصل از 

و افزاش دما در آن مي باشد كه درحقيقت كوششي براي فهميدن نحوه واكنش شيميايي در لايه اختلاطي

و علم شيمي مي .باشدتبادل بين علم مكانيك سيالات

و ظهور ابر كامپيوترها، تحقيقات عددي در زمينه هاي مختلف علم مكانيك  با پيشرفت در علم كامپيوتر

در فهم صحيح فيزيك لايه اختلاطي،. سيالات، از جمله لايه اختلاطي، در كنار تحقيقات تجربي آغاز شد

:سه نگرش اساسي در زمينه شبيه سازي وجود دارد

.6 روش ورتكس-1

1- span wise rollers  
2- Mungal 
3- forcing 
4- Roberts 
5- Yoshitsugu Naka, et al. 
6- vortex method 
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.1ازي لايه اختلاطي توسعه يافته زمانيس شبيه-2

.2سازي لايه اختلاطي توسعه يافته مكاني شبيه-3

و اهميت ورتيسيته هاي محاسبات اوليه بيشتر به روش ورتكس انجام مي شد كه اين به دليل حضور

. كردبزرگ در اين جريان بوده كه بازدهي اين روش عددي را تضمين مي

. سازي كرد انباشتگي صفحه ورتكس را براي فهم نحوه رشد لايه اختلاطي، شبيه1976 در سال3 اكتون

اختلاطي توسعه يافته مكاني به روش اولين كسي بود كه نتايج خود را در مورد لايه1979 در سال4آشورت

. ورتكس منتشر كرد

ف پايين دست جريان با سرعت در شبيه سازي لايه اختلاطي توسعه يافته زماني، دامنه محاسباتي به طر

مي. شودمتوسط لايه جابجا مي اولين شبيه. يابدجريان سپس در محاسبات در گام زماني اجازه توسعه

نتايج حاصله از تحقيقات وي نشان.و همكاران انجام شد5 توسط منصور1978سازي با اين نگرش در سال 

لاداد كه مكانيزم جفت ميشدن گردابه ها، دليل بر رشد شبيه سازي وي، حضور رفتار خود. باشديه

و مرتبه اول متغيرهاي جريان، نشان داد6تشابهي  اين تحقيق 1981 در سال7كين. را در مومنتوم متوسط

، ازy، كه منجر به محدود شدن دامنه فيزيكي جريان آزاد در جهت8را با اعمال يك تابع تطبيق

y → اي به تشكيل تاثيرات سه بعدي نتايج وي اشاره. به يك دامنه محدود محاسباتي شد، ادامه داد∞±

. هاي اوليه داشتناشي از بي نظمي هاي در جهت عرضي جريان، در گردابه

1- Time-developing layer 
2- Spatially-developing layer 
3- Acton 
4- Ashurts 
5- Mansour ,et al.  
6- self similarity 
7- Cain , et al.  
8- mapping 
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و متكالف  شبيه سازي توسعه يافته مكاني را با افزايش ميزان تراكم شبكه بندي 1980 در سال1 رايلي

را. گسترش داد و تاثيرات اين اغتشاشات بر روي رشد لايه نتايج آنها تقابل بين اغتشاشات هارمونيك

و نقش مهم آنها را در توسعه لايه مشخص2شبيه سازي وي حضور مود هاي زير هارمونيك. كردمشخص

.كرد

 اني انجام گرفته توسط در تحقيقات اخير، معادله انتقال بعضي اجزا، به شبيه سازي توسعه يافته زم

نتايج اين تحقيقات نشان داد. در اين تحقيقات رشد لايه واكنشي مورد بررسي قرار گرفت. رايلي، اضافه شد

. شودكه آزاد شدن گرما منجر به كاهش ضخامت لايه مي

ميسازي توسعه يافته مكاني از دو روش قبلي مشكل شبيه امپيوترها تنها با استفاده از ابرك. باشدتر

ميامكان اين نوع شبيه سازيها، مساله محدود به مسايل در بسياري از اين نوع شبيه. باشدسازي ممكن

در. كرد از يك روش جالب براي حل استفاده1985منصور در سال. باشددوبعدي مي او روش ورتكس را

ي محدوده اعمال كرد تا بدين ترتيب بندي اويلري را در انتهامحدوده اوليه لايه استفاده نمود، سپس شبكه

. گرددگردابه ها امكان پذيرجريان در ناحيه عمل متقابلمحاسبات جزئيات حوزه

از شبيه1986و همكاران در سال3 گرين استين سازي لايه اختلاطي توسعه يافته مكاني را با استفاده

شبدر اين نوع شبيه. انجام دادند4تفاضل محدود و تعداد گره هاي زياد استفاده نشدسازيها از .كه بندي

لي2003 در سال فو[16]5 قيبينگ  لايه اختلاطي با سرعت بالا را براي عدد ماخ مختلف با6و سانگ

آنها با به دست آوردن پروفيل سرعت متوسط، تنش. شبيه سازي عددي كردندBGKاستفاده از روش

 
1- Riley & Metcalfe 
2- sub harmonic 
3- Grinstein ,et al.  
4- finite difference 
5- Qibing Li  
6- Song Fu 
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و مولفه هاي نوسانا و نتايج هاي رينولدز متوسط ت سر عت، نشان دادند كه نتايج آنها با داده هاي تجربي

سازي توسعه يافته زماني لايه تحقيقات جديد بيشتر در زمينه شبيه. عددي قبلي تطابق خوبي دارد

.باشد مي2و لايه اختلاطي واكنشي1اختلاطي اجباري

1- forced mixing layer 
2- interaction layer 
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 فصل دوم

 شبيه سازي مستقيم عددي

 مقدمه-2-1

و نبود امكانات كافي در گذشته چندان مورد حل جريان توربولانس، بعلت پيچيدگي ماهيت جريان

يك. ترين جريانهاي توربولانس وجود نداردتوجه نبوده است، زيرا يك حل تحليلي، حتي براي ساده

و فشار(جريان توربولانس كه در آن متغيرهايتوصيف كامل از جريان از)يعني سرعت زمان، بعنوان توابعي

مي_يا مكان شناخته شوند، تنها با حل عددي معادله ناوير  حل عددي استفاده. باشد استوكس ممكن

. [13] مي باشد DNS يا به اختصار1سازي مستقيم عدديشده در اين تحقيق، شبيه

ي توربولانس بدون استفاده از هيچگونه مدل توربولانس حل معادلات حاكم بر جريانDNS هدف اصلي

ميمي و براي اين منظور  استوكس بدون هيچگونه ساده سازي مورد استفاده_بايستي معادلات ناوير باشد

.قرار گيرند

توان جريانهاي توربولانس كاملاٌ توسعه يافته را به كمك در حال حاضر با ظهور ابركامپيوترها مي

و خواص آنرا بدست آوريمDNSروشهاي   بندي جهت گسسته سازي، يك شبكه. بطور دقيق تحليل كنيم

1- Direct Numerical Simulation 
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و كامل مورد احتياج است  احتياج به مدت زمان طولاني دارد، DNSدر نتيجه اجراي هر برنامه. دقيق

. فقط تا رينولدز هاي متوسط امكان پذير بوده استDNSتا امروز محاسبات بنابراين

 تاريخچه-2-2

و پترسون براي اولين بار توسط اورDNS استفاده از  در مركز تحقيقات اتمسفريك 1972 در سال1زاگ

 محاسبه جريان توربولانس ايزوتروپيك 332 براي انجام2اين اشخاص از روش طيفي. گرفتآمريكا صورت

Reدر .، استفاده كردند)بر اساس مقياسهاي تيلور(=35

شد1981 در سال3ينه توسط روگالو گام مهم بعدي در اين زم تحقيقات بعدي توسط. برداشته

يك. انجام گرفت4اسپالارت او با استفاده از يك روش ابتكاري، جريان لايه مرزي توربولانس را بر روي

. كردصفحه تخت، تحت گراديان فشارهاي مختلف حل

و لايه مرزي توربولانس در دهه اخير مورد جريانات محدود به ديواره مانند جريان تراكم پذير در كانال

از. توجه قرار گرفته است و عمل DNSبه تازگي  جهت بررسي لايه اختلاطي توربولانس با سرعت زياد

و توربولانس استفاده مي . [15]شودمتقابل بين موجهاي شوك

حاDNSتر به كمك جهت تحليل جريانهاي پيچيده و احتياج به كامپيوترهايي با و سرعت بيشتر فظه

و الگوريتم هاي سريعتر مي از. باشدهمچنين استفاده از برنامه هاي هوشمندتر براي جريانهاي پريوديك

 استفاده مي شود، در حاليكه براي استفاده از شبيه سازي6 در جهت شبيه سازي زمانيFFT5روش 

م8هاي تفاضل محدود مرتبه بالا استفاده از روش7مكاني  اخيراٌ از روش تفاضل محدود. باشدي، معمول

1- Orszag & Patterson 
2- Spectral Method 
3- Rogallo 
4- Spalart 
5- Fast Fourier Transformation 
6- Temporal 
7- Spatial 
8- High order finite difference 
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و روشهاي1المانهاي طيفي.، استفاده شده استDNS در بسياري از روشهاي Lele [5]فشرده مرتبه بالا

.رود، جهت گسسته سازي مكاني در هندسه هاي پيچيده بكار مي2جمعي

به همين دليل. اي دارند استفاده از روش هاي طيفي محدود به جريان هايي است كه شرايط مرزي ساده

است كه اخيرا بيشتر از روش هاي تفاضل محدود استفاده مي شود هرچند كه دقت پايين تري نسبت به 

از چندجمله ايهاي چبيشف در جريانهاي غير پريوديك، لايه مرزي وكانال استفاده. روش هاي طيفي دارند

. شودمي

..و5 بشفورد_، آدامز4 نيكلسون_، كرانك3تاكو_ در گام زماني از روشهايي همچون رانج مي. -استفاده

و نيومن( معمولاً معادلات پواسون يا هلمهولتز. شود از) شرايط مرزي ديريشله  DNSدر طي استفاده

و استفاده. بايستي حل شوند و هلمهولتز آزمايش الگوريتم هاي مختلفي تاكنون براي حل معادلات پواسون

. استشده

 روش طيفي-2-3

مي مساله اصلي در هر روش عددي، محاسبه دقيق مشتق و اين علت اصلي استفاده تقريباً تمام ها باشد

DNS مي زيرا اين روش، يك روش بسيار. باشد هاي انجام شده اخير در زمينه توربولانس، از روش طيفي

و يك ابزار مناسب جهت محاسبه مشتق هاي عبارات گسسته شد ميدقيق روش طيفي يك فضاي. باشده

. آوردواقعي با استفاده از سريهاي توابع متعامد براي شبيه سازي فراهم مي

)2-1(( )
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j n j n
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1- Spectral elements  
2- Collocation method  
3- Runge - Kutta  
4- Crank - Nicolson  
5- Adams - Bashford 
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ممكن است اين انتخاب كمـي پيچيـده. است1انتخاب معمول براي توابع متعامد استفاده از سريهاي فوريه

. شوند به راحتي محاسبه ميfهاي مكاني انتخاب مشتقبه نظر برسد، اما با اين

)2-2(0,1,..., 1j N= −1 1
k x k x

0 0

1( )      &      ( )j j
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f x f e f f x e
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و تبديل فوريه مي : داريمfحال با مشتق گيري. باشد عبارت بالا به ترتيب تبديل معكوس فوريه
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مي)1-2( رابطهfبنابراين براي محاسبه مشتق هاي محاسـبه)2-2(كند، رابطه تبديل فوريه را محاسبه

و رابطه  س)3-2(ضرايب جديد فوريه ميمحاسبه تبديل معكوس فوريه . دهدريهاي جديد را انجام

2 شرايط مرزي-2-4

ميDNS در و حساس انتخاب شرايط مرزي در مرزهاي. باشد، انتخاب شرايط مرزي يك انتخاب مهم

ميبراي جريانات تراكم. باشدآزاد يك برآورد مشكل مي باشند، مانند ناپذير كه داراي جهات آماري هموژن

ب ميجهت عرضي لايه مرزي دو . شوندعدي، معمولاً شرايط مرزي پريوديك اعمال

 اما بسياري از جريانات پيچيده توسعه يافته، در جهت جريان غيرهموژن بوده، كه بنابراين احتياج به

و توليد حرارت. انتخاب شرايط مرزي مناسب دارند همچنين تراكم پذير بودن جريان، واكنش پذيري سيال

ميدر سيال منجر به اعمال در. شوند شرايط مرزي اضافي بهترين روش براي اعمال شرط مرزي مناسب

اين روش به اين معني است كه هيچ.، شرط مرزي آزاد است)به خصوص در مرز خروجي(مرز هاي دلخواه 

و فرض كنيم كه معادلات حاكم بر جريان در مرز خروجي نيز  شرط مرزي را در مرز خروجي قرار ندهيم

با استفاده از اين روش نشان داده شده است كه جريان از مرز خروجي عبور مي كند بدون. صادق باشد

 
1- Fourier Series  
2- Boundary condition 
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به عبارت ديگر، اغتشاشات ايجاد شده در داخل. اينكه كوچك ترين اثري بر روي جواب داخلي داشته باشد

.[6,17]جريان بعد از برخورد با مرز خروجي به داخل جريان بر نمي گردند 
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 صل سومف

1ايط مرزي آزادشر

 مقدمه-3-1

 حل عددي معادلات حاكم بر جريان سيال، نيازمند پياده سازي شرايط مرزي صحيح در مكان هاي مناسب

مي. است و جواب هاي نادرستي را ارائه خيلي از استراتژي هاي عددي كارآيي ضعيفي را به نمايش مي گذارند

متاسفانه، بسياري از مسائل كاربردي جريان. قرار داده نشونددهند اگر شرايط مرزي در مكان هاي مناسبي 

سيال، مانند آنهايي كه در اقيانوس شناسي بررسي مي شوند، شامل مشكلاتي در مرزها هستند زيرا كه اطلاعات 

از طرف ديگر، حل چنين مسائلي با دامنه. لازم براي حل معادلات ديفرانسيل جزئي در آنجا وجود ندارد

و شرايط مرزي مطمئن به مش هاي كوچك تري نياز دارد كه اين، هزينه محاسبات را شديدا محاسباتي  بزرگ

و حل مسائل با CFDچنين مشكلاتي،. افزايش مي دهد  كاران را بر آن داشت تا براي كاهش اندازه دامنه جريان

و نا مطمئن دست به كار شوند .[17]شرايط مرزي مختلف

ه به خصوص در مرز(ا براي پياده سازي شرايط مرزي مناسب در مرز هاي دلخواه يكي از بهترين روش

اين روش به اين معني است كه هيچ شرط مرزي را در مرز خروجي قرار ندهيم.، شرط مرزي آزاد است)خروجي
 
1- free boundary condition 
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دا.و فرض كنيم كه معادلات حاكم بر جريان در مرز خروجي نيز صادق باشد ده شده با استفاده از اين روش نشان

به. است كه جريان از مرز خروجي عبور مي كند بدون اينكه كوچك ترين اثري بر روي جواب داخلي داشته باشد

عبارت ديگر، اغتشاشات ايجاد شده در داخل جريان بعد از برخورد با مرز خروجي به داخل جريان بر نمي گردند

).خاصيت انعكاس ناپذيري(

 هاي انجام گرفته با شرايط مرزي آزاد بررسي چند نمونه از كار-3-2

و دقت روش شرايط مرزي آزاد، چند نمونه از كار هايي كه از اين روش استفاده  براي نشان دادن اهميت

.شده است، را نشان مي دهيم

 [6] بررسي جريان سيال در داخل يك كانال با شرط مرزي خروجي-3-2-1

يك سيال نيوتني غير قابل تراكم پايدار، وارد نيمه.ه شده استنشان داد)1-3( هندسه جريان در شكل

. بالايي كانال مستطيلي مي شود

آن:1-3شكل و شرايط مرزي .[6] هندسه جريان داخل كانال

:استوكس مي باشد-معادله حاكم بر جريان، معادله ناوير
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)3-1(( ) ( )21.
Re

U U P U∇ = −∇ + ∇
��� �� ��� �� ���

),(كه در آن، VUU =
�

. مي باشد

 شرايط مرزي مساله3-2-1-1

:زيكي ورودي، شرايط مرزي به صورت زير مي باشد در مرزهاي في

)3-2(0.5 0y− ≤ ≤;0u v= =

0 0.5y≤ ≤;( )24 0.5
0

u y y
v

= × × −

=

در مرز خروجي،. در مرز هاي جامد با توجه به شرط عدم لغزش، مولفه هاي سرعت برابر صفر مي باشند

و نتايج با هم مقايسه شده است : شرايط مرزي زير اعمال

:جريان كاملا توسعه يافته با تابع سرعت.1

)3-3(23 0.75y y= − +

 شرط مرزي آزاد.2

 نتايج-3-2-1-2

Re براي اعتبار سنجي شرايط مرزي خروجي، يك جواب استاندارد براي اين. محاسبه شده است=800

)به كار بردن شرط مرزي كاملا توسعه يافته در دامنه محاسباتي بسيار طويل جواب استاندارد با  )50x =

و در شكلuمولفه. به دست آمده است -3 سرعت بر حسب طول، براي هر دو شرط مرزي محاسبه شده

. با جواب استاندارد مقايسه شده است2
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 [6]مقايسه سرعت ها با سرعت استاندارد:2-3 شكل

15x با توجه به اين نمودار مي بينيم كه فرض توسعه يافتگي جريان در و= ، فرض نامناسبي بوده

 حالي كه با اعمالدر. ناميده مي شود1كه ويگل اعمال اين شرط مرزي، اغتشاش هايي را توليد مي كند

و جواب استاندارد تقريبا روي هم مي شرط مرزي آزاد در خروجي، نمودار سرعت براي اين شرط مرزي

.افتند

در3-3 در شكل 15x پروفيل هاي سرعت خروجي با اعمال شرط مرزي 7xو= و با=  رسم شده

. استاندارد مقايسه شده استپروفيل هاي حاصل از جواب

1- wiggle 
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[6]پروفيل هاي سرعت بر حسب ارتفاع كانال:3-3 شكل

و اين نشان مي دهد كه دقت3-3همان طور از شكل  پيداست، پروفيل هاي سرعت تقريبا يكي هستند

. روش شرط مرزي آزاد فوق العاده بالا مي باشد

 [17] مرزي آزاد در مرز هاي دلخواه خروجي اعمال شرط3-2-2

 مورد بررسي قرار30Hو طولH در اين تحقيق، جريان دو بعدي پايدار در داخل يك كانال با ارتفاع

و استفاده از روش حل عددي. گرفته است . مي باشدفرق اين مساله با مساله قبلي در شرط مرزي ورودي
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.براي حل اين مساله از روش المان محدود استفاده شده است

و معادلات ناوير : استوكس مي باشد-معالات حاكم شامل معادله پيوستگي

)3-4(( ). 0Vρ∇ =
�� ��

)3-5(( ) ( ). .PV u u
x

ρ µ∂
∇ = − +∇ ∇

∂

�� �� �� ��

)3-6(( ) ( ). .PV v v
y

ρ µ∂
∇ = − +∇ ∇

∂

�� �� �� ��

 شرايط مرزي مساله3-2-2-1

و در ورودي يك پروفيل سرعت  شرايط مرزي در همه مرز هاي جامد، شرط مرزي عدم لغزش بوده

:سهموي به صورت زير اعمال شده است

)3-7(( ) ( ) ( )1.5 4 2 4meanU y U y y+ += × × × −

yكه در آن : برابر است با+

)3-8(0 0.5yy
H

+  ≤ = ≤ 
 

 

.در خروجي نيز، شرط مرزي آزاد اعمال شده است

 نتايج3-2-2-2

ان طوري كه مشاهده مي شود خطوطهم.، خطوط جريان در كانال نشان داده شده است4-3 در شكل

حل. در مكان هاي مختلفي قرار مي گيرد، يكي هستندendxجريان، وقتي  يكي از فاكتور هاي مهم در

، به ترتيب، در ديواره هاي2و بازگشت1مسائل جريان در داخل كانال، محاسبه دقيق مكان نقاط جدايش

1- separatory point 
2- reattachment point 
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و پاييني مي باشد  هاي مختلف، مكان نقطهendxاين شكل نشان مي دهد كه حتي با انتخاب. بالايي

و نقطه بازگشت در ديوار پاييني تغيير نمي كند . جدايش در ديواره بالايي

كه:4-3 شكل 8,11,16,30endxخطوط جريان داخل كانال وقتي  [17]ين، به ترتيب، از بالا به پاي=

7x در ايستگاهVوU، پروفيل هاي سرعت6-3و5-3 در شكل هاي و همچنين توزيع فشار در=

و و پاييني نشان داده شده اند  انجام شده،1با نتايج آزمايش هايي كه توسط گارتلينگ ديواره هاي بالايي

. قايسه شده استم

و همچنين نمودار هاي مساله قبلي نشان مي دهند كه دقت جواب حاصل، به مكاني كه  اين نمودار ها

به عبارت ديگر، شرط مرزي آزاد را مي توان در هر مكان. شرط مرزي آزاد اعمال مي شود، بستگي ندارد

 
1- Gartling 
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به با اعمال شرايط2و بهر1در حالي كه بايو. دلخواهي اعمال كرد  مرزي ديگر، نشان دادند كه دقت جواب

يعني هر چه فاصله اين مكان دورتر از ورودي. مكاني كه شرط مرزي در آن اعمال مي شود، بستگي دارد

.جريان انتخاب شود، دقت جواب افزايش پيدا مي كند

7xدر مكانVوUپروفيل هاي سرعت:3-5 و مقايسه با جواب استانداردendx با=  [17] هاي مختلف

1- Bao 
2- Behr 



 شرايط مرزي آزادفصل سوم

٢٢

با:6-3 شكل و پاييني و مقايسه با جواب استانداردendxتوزيع سرعت در ديواره هاي بالايي  [17] هاي مختلف

 [8]آزاد ناپايدار جريان هاي با سطح3-2-3

 يكي ديگر از مسائلي كه در آن از شرط مرزي آزاد استفاده شده است، مساله جريان هاي با سطح آزاد

آنها سه حالت).7-3شكل(و همكاران وي، انجام شده است1ناپايدار مي باشد كه توسط آقاي مالاماتاريس

و عبور موج از روي از اين جريان ها، عبور جريان از روي صفحه عمودي، عبو ر موج از روي صفحه عمودي

و شرط مرزي خروجي پريوديك بررسي كردند .صفحه افقي را با استفاده از شرط مرزي خروجي آزاد

و تجربي، مشخص شده است كه بهترين  با مقايسه نتايج حاصل از اين شرايط مرزي با نتايج تحليلي

چرا كه به جريان اجازه مي دهد كه از مرز. اد مي باشدشرط مرزي براي اين جريان ها، شرط مرزي آز

و  خروجي عبور كند بدون اينكه كوچكترين اثري بر جريان داخلي داشته باشد كه كاملا با نتايج تحليلي

با. تجربي سازگاري دارد در حالي كه نتايجي كه با اعمال شرط مرزي آزاد در مرز خروجي به دست آمده

و تجربي .، اختلاف زيادي داردنتايج تحليلي

1- Malamataris 
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[8]سه نمونه از جريان با سطح آزاد غير يكنواخت:7-3شكل
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 فصل چهارم

 فرمول بندي رياضي

 مقدمه-4-1

و شرايط اوليه بكار رفته در محاسبات شبيه1 در اين فصل معادلات حاكم سازي مستقيم، شرايط مرزي

ملايه اختلاطي صفحه  استوكس غير قابل تراكم بدست-معادلات حاكم از معادلات ناوير. شودياي تشريح

و در جهتxاين معادلات در يك دامنه محاسباتي كه در جهت. آيندمي باشد، نامحدود ميy محدود

و در جهت از روش تفاضل محxدر جهت. شوندحل مي  از روش تفاضل محدودyدود فشرده مرتبه بالا

. استفاده شده است2فشرده تطبيقي مرتبه بالا

و سرعت مناسب بي تمام طولها بوسيله ضخامت. اندشدهبعد تمام پارامترها بوسيلة مقياس طولي

ورتيسيته
0ωδبعد سازي زماني نيز بر اساسبي. اند، بي بعد شده3 اصليمربوط به پروفيل سرعت

0

U
ωδ

1 انجام شده است كه در آن∆ 2U U U∆ = باشد، اختلاف سرعت در جرياتهاي آزاد مي−

 
1- governing equations                                                  
2- high order mapped compact finite difference  
3- base flow  
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( )1 2U U>.2جمله فشار نيز بوسيلهUρ∆ولدز براساس اين پارامترها عدد رين. بي بعد شده است

0Reبصورت 
U ωδ

ν
∆

آن مي= .باشد مي1ويسكوزيته سينماتيكν باشد كه در

 معادلات حاكم-4-2

و دامنه محاسباتي در شكل 1-4 نماي شماتيك لايه اختلاطي توسعه يافته مكاني، سيستم مختصات

در اين دامنه معادلات حاكم براي جريان لايه اختلاطي دوبعدي غيرقابل تراكم.ستامجدداً نشان داده شده

با. شوندحل مي )پروفيل ورودي جريان لايه اختلاطي )0U yشود، كه بر روي دامنه نشان داده مي

.يابد توسعه مي2رت مكانيبصوx جريان لايه اختلاطي در جهت. شودمحاسباتي اعمال مي

.]25[ شكل شماتيك لايه اختلاطي دو بعدي توسعه يافته مكاني-1-4شكل

1- Kinematic viscosity 
2- spatial 
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به. رسيم با اعمال قانون دوم نيوتن براي ذرات سيال نيوتني به معادلات حركت مي اين معادلات كه

مي_معادلات ناوير   معادله بقاي جرم، بعنوان معادلات حاكم براي جريان باشند، به همراه استوكس معروف

و طول مشخصه∆Uمعادلات حاكم بوسيلة سرعت مشخصه. شوندتراكم ناپذير لايه اختلاطي معرفي مي

0ωδاند بي بعد شده.

)4-1(( ) ( )21.
Re

U U U P U
t

∂ + ∇ = −∇ + ∇
∂

��� ��� �� ��� �� ���

)4-2(. 0U∇ =
�� ���

 استوكس، نبود اطلاعات در مورد فشار در مرزها_ يكي از مشكلات اصلي در حل معادله ناوير

و متراكم براي گسسته. باشدمي ازي استفادهسبراي رفع اين مشكل يا بايستي از شبكه بندي بسيار ريز

كنيم كه اين، منجر به ارزيابي متغيرهاي مختلف در نقاط مختلف شبكه مي شود يا اينكه جمله فشار را از 

. استوكس حذف كنيم_معادله ناوير 

 با توجه به رابطه زير

)4-3(( ) ( ) ( ) ( ) ( ). . .A B B A A B B A A B∇ = ∇ + ∇ + × ∇× + × ∇×
�� �� ��� ��� �� �� �� �� ��� ��� �� �� �� �� ���

)براي حالتي كه ), ,A B U U V W= = =
�� ��� ���

 معادله فوق به صورت زير در مي آيد

)4-4(( ) ( )1. .
2

U U U U Uω∇ = × + ∇
��� �� ��� �� ��� �� ��� ���

)كه )1 2 3, ,ω ω ω ω=
��

در)4-4(اگر معادله. است . معادله زير بدست مي آيدجايگزين كنيم)1-4(را

)4-5(( )2. 1
2 Re

U U UH P U
t

 ∂ = −∇ + + ∇ 
∂  

��� ��� ������ �� ���

)كه در آن )1 2 3, ,H H H H U ω= = ×
��� ��� ��

 اعمال كنيم، داريم)5-4(اگر عملگر دل را بر معادله.
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)4-6(( ) ( )2. 1
2 Re

U U UH P U
t

∂ ∇×  
= ∇× −∇×∇ + + ∇ ∇× 

∂  

�� ��� ��� ����� ��� �� �� �� ���

)با توجه به اتحاد ) 0Scaler∇×∇ =
�� ��

، داريم

)4-7(21
Re

H
t
ω ω∂ = ∇× + ∇
∂

�� �� ��� ��

 داريم)7-4(با اعمال عملگر دل بر معادله

)4-8(( ) ( ) ( )( )21
Re

U
H U

t

∂∇× ∇×
= ∇× ∇× + ∇ ∇× ∇×

∂

�� �� ���
�� �� ��� �� �� ���

و با به كار بردن رابطه با تبديل مي گرد)10-4(به معادله)8-4(، معادله)9-4(توجه به رابطه پيوستگي

. مي باشد"استوكس-معادله چرخشي ناوير"معروف به كه 

)4-9(( ) ( ) 2.U U U∇× ∇× = ∇ ∇ −∇
�� �� ��� �� �� ��� ���

)4-10(( )
2

41
Re

U U U
t

∂∇ = ∇× ∇× + ∇
∂

��� �� �� ��� ���

سازي در شبيه1اي هستند كه براي پيشرفت زماني، معادلات تكامل يافته)10-4(و)7-4( معادلات

اي. شوداستفاده مي )سرعت لحظه ),U U V=
���

، براي حالت دوبعدي بصورت تركيبي از سرعت جريان

)اصلي )( )0 ,0U y و سرعت محاسباتي( ) ( )( ), , , , ,u x y t v x y tشود نوشته مي.

)4-11(( ) ( ) ( )0, , , ,U x y t u x y t U y= +

)4-12(( ) ( ), , , ,V x y t v x y t=

1- Time advancement  
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 داريم1، براي مولفه در جهت جريان)10-4(و)7-4(ر معادلهد)11-4(با جايگزيني معادله

)4-13(2 2
2 4

1 22

1
Re

u H H U
t y x y
∂ ∂ ∂

∇ = − + ∇
∂ ∂ ∂ ∂

 

)4-14(2
1 3 1

1
Re

H
t y
ω ω∂ ∂= + ∇

∂ ∂
 

1 بايد توجه داشت كه براي حالت دوبعدي 2 3 0Hω ω= = از محاسبات حذف)14-4(لذا معادله.=

سازي رفت زماني شبيهبه همراه شرايط مرزي، معادلات اصلي براي پيش)13-4(در نتيجه معادله. گرددمي

.آيد، با استفاده مستقيم از معادلة پيوستگي بدست ميvسرعت در جهت متقاطع جريان،. باشندمي

)4-15(v u
y x

∂ ∂= −
∂ ∂

 آيد، با استفاده از تعريف آن بدست مي3ωمولفه ورتيسيته

)4-16(
3

v u
x y

ω ∂ ∂= −
∂ ∂

و بدون استفاده از هيچگونه مدلي حل شوند، بـه روش حـل، هنگامي كه معادلات حاكم بصور ت مستقيم

ميDNS شبيه سازي مستقيم عددي يا به اختصار .شودگفته

1- stream wise component  
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 شرايط مرزي-4-3

 ابتدا بايد بيان كرد كه تمامي شرايط مرزي كـه در ايـن بخـش بيـان مـي شـود را بايـد بـه متغيرهـاي

-ل آن است كه معادلات حاكم بر مسئله يعنـي همـان معادلـه نـاوير اين كار به دلي. محاسباتي تبديل كرد

و پيوستگي براي متغيرهاي محاسباتي حل شده است .استوكس

به)18-5معادله( ها از درجه دوم استy معادله ديفرانسيل حاكم بر دامنه محاسباتي در جهت و نياز

و منف و منفي بينهايت سرعت معلوم.ي بينهايت داردبه دو شرط مرزي در مثبت با توجه به اينكه در مثبت

و پاييني دامنه محاسباتي قرار داد ولي معادله. است، مي توان به آساني سرعت را روي گرههاي بالايي

 به چهار شرط مرزي ها از درجه چهارم بوده لذا احتياجxديفرانسيل حاكم بر دامنه محاسباتي در جهت 

.در اين جهت داريم

و دو تاي ديگر را در مرز خروجي قرار  براي حل چنين معادله اي دو تا از شرايط مرزي را در مرز ورودي

u(و شرط نيومن)u(مي دهند كه معمولا نيز از شرط ديريشله
x

∂
∂

ا) و خروجي ستفاده براي مرز ورودي

.مي كنند

در( اما يكي از بهترين روش ها براي پياده سازي شرايط مرزي مناسب در مرز هاي دلخواه به خصوص

اين روش به اين معني است كه هيچ شرط مرزي را در مرز خروجي.، شرط مرزي آزاد است)مرز خروجي

و فرض كنيم كه معادلات حاكم بر جريان در مرز خروجي ني با استفاده از اين.ز صادق باشدقرار ندهيم

روش نشان داده شده است كه جريان از مرز خروجي عبور مي كند بدون اينكه كوچك ترين اثري بر روي 

.[17]. جواب داخلي داشته باشد

و به جاي دو شرط مرزي خروجي  در اين تحقيق، از شرط مرزي آزاد در مرز خروجي استفاده شده

و سوم مولفه سرعت( ديگر حذف شده، دو شرط مرزي هر) مشتق دوم در ورودي استفاده شده است يعني

. چهار شرط مرزي را در ورودي قرار داده ايم

:اين چهار شرط مرزي براي جريان اختلاطي آرام به صورت زير مي باشد
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)4-17(
( ) ( )

( ) ( )
2 3

2 3

0, , 0, 0, , 0

0, , 0, 0, ,

u y t u y t
x

u y t u y t
x x

∂= =
∂

∂ ∂=
∂ ∂

 

وقتي همه شرايط مرزي صفر مي باشند بدين معني است كه هيچ گونه اغتشاشي در ورود قرار داده نشده

.است

. سرعت در ورودي اعمال مي نماييمv براي جريان اختلاطي با اغتشاش ورودي، اغتشاش را بر مولفه

.[7] در نظر گرفته شود1 سرعت نيز امكان پذير است به شرط آنكه قيد حل پذيريuاغتشاش روي مولفه

)4-18(( ) ( )24, , 10 sinyv x y t e x ct− −= × × −

. برابر با سرعت زاويه اي جريان مي باشدcكه در آن

ن براي بـه دسـت آوردن شـرط ). شرط مرزي ديريشله( برابر صفر مي باشدuتيجه اولين شرط براي در

و.، از معادله پيوستگي استفاده شده است)شرط مرزي نيومن(مرزي دوم  بـراي شـرط هـاي مـرزي سـوم

و سوم  شـرايط مـرزي)19-4(در معادلـه. استفاده شده استuچهارم هم، به ترتيب، از مشتق هاي دوم

.، نشان داده شده استxبراي معادله سرعت در جهت 

)4-19(

( )

( )

( )

( )

2

2

2

4

2
4

2

3 2
4

3 2

0, , 0

2 10 sin

2 10 cos

2 10 sin

y

y

y

u y t
u v y e x ct
x y
u u y e x ct

x x x

u u y e x ct
x x x

− −

− −

− −

=
∂ ∂= − = × × × × −
∂ ∂

∂ ∂ ∂ = = × × × × − ∂ ∂ ∂ 
 ∂ ∂ ∂= = − × × × × − ∂ ∂ ∂ 

 

0x،)19-4(و)18-4(بايد توجه داشت كه در معادلات . مي باشد=

1- solvability condition 
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اي در مرز ورودي با استفاده از يك پروفيل سرعت تانژانت در شبيه سازي عددي، مولفه سرعت لحظه

پروفيل سرعت )).11-4(معادله(باشدمي) محاسباتي(هايپربوليك، به همراه سرعت اغتشاشي 

)جريان )0U yشود، بصورت زير معرفي مي:

)4-19(( ) ( )0
1 1 tanh 2
2

U y y
λ

  = +  
  

1كه در آن 2

1 2

U U
U U

λ −=
+

، بـرايtanh در آرگومـان2عـدد. باشـد بيانگر شدت برش در لايه اختلاطي مي

 رويyاينكه ضخامت ورتيسيته پروفيل را متناسب با بي بعد كـردن ضـمني
0ωδباشـد نمايـد، لازم مـي

]24[.

 شرايط اوليه-4-4

، شرط اوليه برايx پروفيل سرعت متوسط تانژانت هايپربوليك بطور يكنواخت در تمام ايستگاههاي

ج. باشدجريان دو بعدي لايه اختلاطي غير اجباري مي ريان اجباري لايه از همين شرط براي شرط اوليه

و. شوداختلاطي نيز استفاده مي بر مبناي مطالعات آماري، اين شرط اوليه براي شبيه سازي جريان اجباري

0xبه بيان ديگر، هر ذره در ورودي،. باشدغير اجباري لايه اختلاطي مناسب مي ، بايد كه مجاز به=

xxخروج از مرزها، L=هنگاميكه1جريان لايه اختلاطي همچنين بايستي به حالت ايستاي آماري.، باشد ،

ميمولفه . [2,7]باشند، برسد هاي سرعت متوسط مستقل از زمان

1- statistical stationary  
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 فصل پنجم

و روش هاي عددي  الگوريتم حل

 مقدمه-5-1

استوكس است كه از درجه چهار- معادلات حاكم بر جريان لايه اختلاطي، فرم چرخشي معادلات ناوير

 را محاسبهyوxدر نتيجه براي استفاده از اين معادلات بايد بتوانيم مشتقات در دو جهت. مي باشد

تو. كنيم براي محاسبه مشتقات مكاني از روش. سعه محاسبات در دامنه زمان هستيمهمچنين نيازمند

البته لازم به ذكر است كه معادلات به كار. استفاده كرده ايمyوxاختلاف محدود فشرده در جهت 

نت بوده كه بنابر اصل قانون زنجيره اي، اين امر اپراتور هاي مشتق همراه با نگاشت كتانژاyبرده در جهت 

براي محاسبه مشتقات زماني هم از روش رانج كوتاي فشرده مرتبه سوم. گيري را مشخص مي نمايد

و سپس به روش هاي محاسبه مشتق. استفاده شده است در اين فصل ابتدا الگوريتم حل توضيح داده شده

. پرداخته شده است
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حل-5-2  الگوريتم
و يك شرط اوليه در زير توضيح4 الگوريتم كاري براي حل معادله ناوير استوكس با توجه به  شرط مرزي

:داده شده است

.شود محاسبه ميv، مقدارuبا توجه به شرط اوليه مشخص براي.1

Uωباتوجه به اينكه.2 = ∇×
�� �� ���

و براي حالت دو 1بعدي است 0ω 2و= 0ω  است، مقدار=

3
V U
x y

ω ω ∂ ∂= = −
∂ ∂

.شود حساب مي

Hمقدار.3 U ω= ×
��� ��� ��

3باشد كه براي حالت دو بعدي مي 0H 1H است مقادير= V ω=و

2H U ω= .شود محاسبه مي−

محاسبه جملات غير خطي در معادله كه به صورت.4
2 2

1 2
2

H H
x yy

∂ ∂
−

∂ ∂∂
. است

41محاسبه جملات لزجتي در معادله كه به صورت.5
Re

U∇است .

1nضمناً مقدار. شرايط مرزي بايد براي مرحله زماني بعد، به روز گردد.6 nu u u+∆ =  در−

.مرزها براي حل معادله پواسون لازم است

بعد از محاسبه طرف راست معادله، با توجه به روش رانج كوتاي فشرده مرتبه سوم مقدار.7

2 u∇ . محاسبه مي شود∆

و مشخص شدن.8 .شود از آن استخراج ميu، مقدار∆uبا حل معادله پواسون

از.9  توليد شده در مرحله قبلuتمام مراحل ذكر شده در بالا براي يك گام زماني است كه

.شودبه عنوان شرط اوليه استفاده مي

:و طبق الگوريتم بالا، ما بايد قادر به انجام اعمال زير باشيم1-4براي حل معادله

م-1  اديمحاسبه مشتقات
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.2-4 از معادلهvگيري از معادله پيوستگي به منظور بدست آوردن انتگرال-2

.محاسبه جملات غيرخطي-3

. براي حالت دو بعدي[1]حل معادله پواسون-4

بدست آوردن داده هاي جديد كه در اصل، آنها به صورت شرط اوليه براي زمان(پيشرفت زماني-5

). قرار خواهد گرفتبعدي مورد استفاده

 محاسبه مشتقات مادي-5-3

 محاسبه  [5] مشتقات مادي با بكار بردن طرح اختلاف محدوده فشرده استاندارد ارائه شده توسط ليله

.بيان كرده است)1-5( مطابق معادله2 را به طور ضمنيxf)( مشتق اول تابع1ليله. شده است

)5-1()(
12

14)(
3

2
221111 −+−++− −

−+−
+=′+′+′ jjjjjjj ff

h
ff

h
fff αααα

)1( بيان كننده تعداد گرهjكه علامت پريم نمايانگر مشتق اول، Jj NxLxxhو≥≥  است كه=∆=/

1−= JNxاست .

و ششمα=3/1 ياα=4/1،)1-5( اگر در معادله  قرار داده شود به طرحهايي با مرتبه خطاي چهارم

در. رسيممي  ضربα/1براي جلوگيري از ناهنجار بودن ماتريس طرف چپ معادله فوق، طرفين آن را

مي. كنيممي :شودنتيجه به صورت زير

)5-2()(
12

/14)(
3

/211
221111 −+−++− −

−+−
+=′+′+′ jjjjjjj ff

h
ff

h
fff αα

α

Jj ياj=1در مرزها يعني جايي كه . است يك طرح مرتبه سوم يك طرفه ضمني استفاده شده است=

)5-3()45(
2
12 32121 fff
h

ff ++−=′+′

1- S.K.Lele 
2- implicit 
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)5-4()45(
2
12 211 −−− −−=′+′ JJJJJ fff
h

ff

=−1 ياj=2 در همسايگي مرزها يعني جايي كه Jj4/1كه درحالتي)2-5( است از معادله=α

. شوداست، استفاده مي

)3216()/140( همانطور كه توسط ليله بحث شده است، با قرار دادن −+=′ αααبه جاي αدر 

=−2وj=3هاي براي گره)2-5(معادله Jjو بقاي عددي معادله مي uf)(توان پايداري
xt

u
∂
∂=

∂
∂

.را تضمين كرد

32cos(3توان ميزان دقت آن را براي تابعي به فرممي1-5 در شكل )y x x= انتظار. ملاحظه كرد+

گ و مرتبه خطاي ششم در شكل. ره هاي مركزي داشته باشيمداريم كه طرحي با مرتبه خطاي سوم در مرز

.[7] مرتبه دقت را نشان مي دهد5-2

32cos(3تقريب مشتق اول تابع:1-5شكل )y x x= +.
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و با دقتxf)(مشتق دوم تابع)5-5( معادله  را نشان مي دهد كه يك طرح اختلاف محدود فشرده

. مرتبه چهارم است

)5-5()2(
12

110)2(
3

)1(4
22211211 −+−++− +−

−++−
−=′′+′′+′′ jjjjjjjjj fff

h
fff

h
fff αααα

و معادله در در اينجا مسئله ناهنجاري هم مورد توجه قرار گرفته. استα=4/1كه در آن α/1است

).6-5معادله(ضرب شده است

)5-6(1 1 1 1 2 22 2

1 14( 1) 101 ( 2 ) ( 2 )
3 12j j j j j j j j jf f f f f f f f f
h h

α α
α− + + − + −

− −
′′ ′′ ′′+ + = − + + − +

.[7] مرتبه دقت براي مشتق اول با بكار بردن طرح اختلاف محدود استاندارد:2-5شكل
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.در مرزها از يك طرح مرتبه سوم يك طرفه ضمني استفاده شده است

)5-7()152713(111 4321221 ffff
h

ff −+−=′′+′′

)5-8()152713(111 32121 −−−− −+−=′′+′′ JJJJJJ ffff
h

ff

مي)9-5(معادله)3-5(با مشتق گيري از معادله  شود توليد

)5-9()4(
2
13)45(

2
12 321132121 fff

h
f

h
fff

h
ff ′+′+′+′−=′+′+′−=′′+′′

كه)2-5(را با معادله)9-5(اگر جمله طرف راست معادله : جايگزين كنيم داريمα=4/1در حالتي

)5-10()(
2

3)(32 312021 ff
hdx

df
h

ff x −−
−=′′+′′ =

. به كار بردJتوان براي گره روش مشابهي مي

)5-11()(
2

3)(32 221 −=− −−=′′+′′ JJLxxJJ ff
hdx

df
h

ff

=−1وj=2نزديك مرزها يعني جائيكه Jjاست از طرح اختلاف محدوده فشرده مرتبه دوم استفاده 

مي)6-5( در معادلهα=10/1شده است كه با جايگزيني . آيدبدست

و مقد3-5 در شكل ار حقيقي مشتق دوم تابع مقايسه بين نتايج عددي مشتق دوم

32cos(3 )y x x= و گره4-5ميزان خطا نيز در شكل. توانيد ملاحظه كنيد را مي+  براي گره هاي مرزي

مي. [7]هاي داخلي ترسيم شده است توان اپراتور مشتق دوم را دوبار براي محاسبه مشتقات چهارم هم

و در قسمت جمله هاي لزجتي وجود داردكرد كه در طرف راست معادله ناوير استوكاعمال .س
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32cos(3تقريب مشتق دوم تابع:3-5شكل )y x x= +.

 [7]. مرتبه دقت براي مشتق دوم با بكار بردن طرح اختلاف محدود استاندارد:4-5شكل
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 نگاشت يك به يك به دامنه محاسباتي-5-4

و دو مير از مرزجريان لايه اختلاطي جرياني آزاد و در نتيجه در جهت هاي صلب  نبايد هيچگونهyباشد

−∞≥≥∞محدوديت مادي داشته باشيم، يعني yبراي گنجاندن. باشد ميyدر يك دامنه محاسباتي از 

ميبهيك تابع يك فيك مثلثاتي استفاده  تبديل به مختصاتyيزيكيكنيم كه مختصات

0محاسباتي 1ζ≤ .شود مي≥

مي فواصل گره و يكنواخت باشند ولي در مجموعه فيزيكي اين ها در مجموعه محدود شده يك اندازه

و در ناحيه اي بيشتر متمركزند در رابطه مورد استفاده بين مكان گره. فواصل متساوي نيستند هاي موجود

و مجموعه فيزيكي به وسيله معادله  . بيان شده است)12-5(مجموعه محاسباتي

)5-12(cot( )y β πζ= −

و انقباض استβكه  بهy نسبت بهfبراي مشتق گيري تابع. پارامتر مربوط به كنترل ميزان كشيدگي

 كنيمصورت زير عمل مي

)5-13(21 sin ( )df df d df
dy d dy d

ζ πζ
ζ πβ ζ

= × =  

2با برابر قرار دادن
1

1 sin ( )λ πζ
πβ

 داريم=

)5-14(
ζ

λ
d
df

dy
df

1=

 كنيمبراي محاسبه مشتق دوم نيز به صورتي مشابه عمل مي

)5-15(
ζ

λ
ζ

λ
d
df

d
fd

dy
fd

32

2

22

2

+=

)5-16(2
12 λλ =
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)5-17(3
3 2

2 cos( )sin ( )λ πζ πζ
πβ

=

ومي6-5و5-5هايدر شكل توان نتيجه اين روش مشتق گيري را با توجه به محدود كردن موجود

5β . ملاحظه نماييدyN=100و=

تقريب مشتق اول تابع:5-5شكل
2

)( yeyf γ−=ه به فشرده سازي در جهت با توجy5 با, 1γ β= =.
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تقريب مشتق دوم تابع:6-5شكل
2

)( yeyf γ−=با توجه به فشرده سازي در جهت y5با, 1γ β= =.

 انتگرال گيري-5-5

),,(توانمي)4-4( با حل معادله tyxuبراي محاسبه سرعت در جهت عرضي. را بدست آوردvاز 

:طبق معادله پيوستگي داريم. گيريم معادله پيوستگي بهره مي

)5-18(0=
∂
∂+

∂
∂

x
u

y
v



و روش هاي عددي فصل پنجم  الگوريتم حل

٤٣

)5-19(
x
u

y
v

∂
∂

−=
∂
∂

داراي)2-5( فشرده استفاده كنيم كه ماتريس سمت راست معادله چنانچه از طرح اختلاف محدود

و با اين وضع نمي جهت غلبه بر اين. گيري پرداختتوان به انتگرالعناصر صفر بر روي قطر اصلي است

مي)18-5(، معادلهyگيري از دو طرف معادله برحسبمشكل با مشتق .آيد بدست

)5-20(
yx

u
y
v

∂∂
∂

−=
∂
∂ 2

2

2

 به صورتvضمناً مزيت فرم معادله فوق اين است كه امكان اعمال دو شرط مرزي را براي

0=→±∞= vyآمده است7-5گيري در شكل نتايج مربوط به انتگرال. فراهم مي نمايد .

تقريب انتگرال تابع:7-5شكل
2

2)( yyeyf ))0(())1((0 با شرايط مرزي′=−− == yfyfكه به صورت

2

)( yeyf .باشد مي=−
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 پيشروي در زمان-5-6

 بيان شده است كه براي پيشرفت]24[1 طرح اختلاف زماني رانج كوتاي فشرده مرتبه سوم به وسيله راي

1-5، مطابق با جدول)21-5(صورت معادلهبهاي براي پيشروي زماني معادله. شود زماني به كار برده مي

.توان فرآيند زير را انجام داد مي

.طرح پيشروي زماني رانج كوتاي فشرده مرتبه سوم:1-5جدول

 زمان اولين موقعيت دومين موقعيت

)( nuRnunt

)(uRR ′=′tRcuu n ∆+=′ 1tctt n ∆+=′ 1

)(uRR ′′=′′tRdRcuu ∆+′+′=′′ )( 22tdctt ∆++′=′′ )( 22

tRdRcuu n ∆′+′′+′′=+ )( 33
1ttt nn ∆+=+1

)5-21()(uR
t
u =
∂
∂

، طرف راست معادله بايد در سه مرحله زماني∆t براي پيشروي زماني معادله مدل فوق به اندازه

tdcدر هر يك از اين مراحل زماني، زمان به اندازه. محاسبه گردد ii ∆+ و)(  به وسيله يكu جلو مي رود

وRتركيب خطي از بعد از گذشت. گردد در مرحله زماني گذشته محاسبه ميR در مرحله زماني حال

 
1- A.Wray 
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. زماني است∆t بعد از گذر از يكu محاسبه شده برابر مقدارuو مقدار∆tمرحله سوم، زمان به اندازه

ميبراي محاس .توان اقدام نمود به ضرايب با معادل قرار دادن ضرايب حاصل از سري تيلور با طرح

:داريم

1321321 =+++++ dddccc

3/1))1(( 3
2
1

2

2

2
2132

2
1 =++++ dc

c
dccccc

2/1))1()1((
2

2
2

3

3

2

2
321 =++++

c
dc

c
d

c
dccc

6/1321 =ccc

01براي حل =dاستنتيجه به صورت زير. دهيم قرار مي:

01 =d15/81 =c

60/172 −=d12/52 =c

12/53 −=d4/33 =c

tetu. تست زير براي تعيين دقت طرح مذكور انجام شده است )0(1 همراه با شرط اوليه)(=− =uيك 

.است)22-5(حل تحليلي براي معادله
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)5-22()(tu
dt
du

−=

و حل واقعي معادله فوق در شكل و همچنين ماكزيمم خطا بين8-5 حل عددي  نشان داده شده است

و حل واقعي در شكل  رسم شده است كه به روشني نشان دهنده صحيح بودن دقت9-5نتايج عددي

ميمرتب .[7]باشده سوم اين طرح

tu)(حل عددي معادله-8-5شكل
dt
du

)0(1 با=− =u



و روش هاي عددي فصل پنجم  الگوريتم حل

٤٧

tu)(مرتبه دقت طرح پيشروي در زمان براي:9-5شكل
dt
du

)0(1 با=− =u[7].

 حل معادله پواسون-5-7

ر و پيشروي در زمان، مقدار بعد از محاسبه طرف 2است معادله ناوير استوكس u∇ . بدست مي آيد∆

:پس داريم

)5-23(2 u C∇ ∆ =
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و مقدارCكه :با بسط معادله داريم. مجهول است∆u معلوم مي باشد

)5-24(2 2
2

2 2

u uu C
x y

∂ ∆ ∂ ∆
∇ ∆ = + =

∂ ∂

: معادله زير بدست مي آيدyوxبا جايگزين كردن اپراتور هاي مشتقات دوم در جهات

)5-25(( 2 . ) 2 .T TD X u D Y u C∆ + ∆ =

 را در ماتريس∆uريس بايد ترانهاده ماتx توجه كنيد كه براي اعمال اپراتور مشتق دوم در جهت

و در نهايت از نتيجه ضرب دو ماتريس، ترانهاده گرفتXD2اپراتور . ضرب كرده

:با توجه به اينكه

)5-26(TTT STST =)(

ت)25-5(پس معادله :بديل مي شودبه معادله زير

)5-27(. 2 2 .Tu D X D Y u C∆ + ∆ =

CXBAXچگونگي روش حل معادله ماتريسي1بارتلز  كه در اينجا [1] را ارائه كرده است+=

YDA TXDBو=2 Xو=2 u= و در نهايت∆ uآيد كه از روي آن مي توان بدست مي∆u است

.جديد را به دست آورد

)5-28(1n nu u u+ = + ∆

1- Bartlez.R.H.  
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و شبيه سازي عددي-5-8  ارزيابي كد

ت هاي خاص معادله ناوير استوكس كه جواب تحليلي براي آنها وجود دارد، مانند معادله از بعضي از حال

و صحت كد استفاده شده است كه نتايج آنها را و گردابه هاي استوارت، براي ارزيابي نفوذ وابسته به زمان

. در اين قسمت ملاحظه مي فرماييد

 معادله نفوذ وابسته به زمان-5-8-1

با توجه به پيشرفت در زماني در برنامه عددي با حل واقعي معادله)1-4( ناوير استوكس حل معادله

كه. نفوذ تست شده است يك حل خاص براي معادله. استH=0معادله نفوذ مربوط به حالتي است

. [7]نفوذ به صورت زير است

)5-29()
)

Re
41(

)1(exp(Re)/2exp(
)

Re
41(

1)cos(),,(
2

5.1 t
ytt

yxtyxu
+

−
−×−×

+

−×=

0tدر لحظه)29-5( تست، شرايط اوليه با استفاده از معادله براي انجام اين . به دست مي آيد=

0x شرايط مرزي مورد نياز نيز از معادله فوق در ايستگاه در ضمن شرط مرزي. تامين مي شود=

و تشكيل جمله ولي حل معادله. انند ارزيابي شوندتو هاي غير خطي در اين تست نمي خروجي جابجايي

و كيفيت پيشرفت در زمان ارزيابي مي كه. شوند پواسون و شرط پايداري را ارضاء ميuتوجه كنيد كند

ها در اين پارامتر. تواند براي شبيه سازي جريان لايه اختلاطي كاملأ لزج مورد استفاده قرار گيرد حل مي

3/2π=xL،4=β،10Reتست به صورت  =،20=t،100Nx 100Nyو= با در نظر. باشند مي=

ار دقيق اين جواب را مي توان با مقد. گرفتن اين پارامترها جواب عددي در داخل دامنه به دست آمده است

 نشان12-5و11-10،5-5به دست مي آيد، مقايسه نمود كه در شكل هاي)29-5(آن كه از معادله 

. داده شده است
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در:10-5شكل حل دو بعدي معادله نفوذ به صورت تابعي از زمانuماكزيمم خطا . براي

در:11-5شكل .x براي حل دو بعدي معادله نفوذ به صورت تابعي از تعداد گره در جهتuماكزيمم خطا
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در:12-5شكل .y براي حل دو بعدي معادله نفوذ به صورت تابعي از تعداد گره در جهتuماكزيمم خطا

ها-5-8-2 ي استوارت گردابه

هاي اختلاطي براي لايه2 يك حل دقيق براي معادله ناوير استوكس غير لزج1967درسال1 استوارت

، به سمتcجريان در جهت اصلي جريان پريوديك بوده كه با سرعت متوسط لايه. دوبعدي معرفي كرد

جر. كندپايين دست جريان حركت مي هاي سرعت است كه مولفهψيان حل به صورت تابع
y

u
∂
∂= ψو

x
v

∂
∂

−= ψ[7] است.

)5-30())cos()cosh(ln(),,( 0 ctxbyyacytyx −+−+=ψ

12 در اينجا −= ab.شود ولي براي ارزيابي تشكيل در اين تست تشكيل جمله لزج تست نمي

و پيشروي محاسبات در زمان مناسب استخ هاي غير جمله .طي

1- Stewart 
2- inviscid 
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مي، با مشتقyωو همچنين مؤلفه ورتيسيته,uvهاي سرعت مؤلفه .آيندگيري از رابطه فوق بدست

)5-31(( )
( ) ( )ctxbyya

yya
c

y
u

−+−
−

+=
∂
∂=

coscosh
sinh

0

0ψ

)5-32(( )
( ) ( )ctxbyya

ctxb
x

v
−+−

−=
∂
∂

−=
coscosh

sin

0

ψ

)5-33(
( ) ( )[ ]2

0 coscosh
1

ctxbyyay
−+−

=ω

. به اين نكته بايستي توجه شودكه مولفه سرعت در جهت جريان نمي تواند حل پايداري داشته باشد

)tanh(براي رفع اين مشكل 0yy و كسر مي− قسمت پايدار آن يعني. كنيم را به آن اضافه

)tanh())cos()cosh(/()sinh( 000 yyctxbyyayya و شرط−−+−−−  را به صورت شرط اوليه

ميمرز ميي ورودي در نظر و باقيمانده عبارت به عنوان جريان اوليه محسوب . شود گيريم

910Reوβ=3وπ2=xL پارامترها به صورت تا در نظر گرفته ميb=5.0وc=1و= شود

910Reبه عبارت ديگر با در نظر گرفتن. آل باقي بماندبصورت موثر ايدهجريان   جمله غير خطي در=

.مقايسه با جمله لزجتي كاملأ غالب خواهد بود

. دهد نشان ميvوu دقت حل وابسته به زمان را براي13-5شكل
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در:13-5شكل . براي تست گردابه هاي استوارت به صورت تابعي از زمانvوuماكزيمم خطا



 جريان لايه اختلاطي آرام فصل ششم

٥٤

 فصل ششم

 جريان لايه اختلاطي آرام

 مقدمه-6-1

و در يك سيال باز ايجاد شد و گسترش مي يابد لايه بدون برش توسط ديوار محصور نمي شوند آنها.ه

و توسط انتشار لزجت از  گراديان هاي سرعتي دارند كه توسط مكانيزم هايي از بالا دست ايجاد مي شوند،

از. بين مي روند :سه مثال از اين جريان ها عبارتند

)جريان لايه اختلاطي(لايه بدون برش بين جريان هاي موازي در حال حركت)1(

جت)2(  جريان

ا)3( .ي كه پشت يك جسم غوطه ور در يك جريان ايجاد مي شوددنباله

نقطه برخورد دو جريان،(درست در پايين دست، اختلالي كه باعث ايجاد گراديان سرعت شده است

و غير متشابه مي باشد) خروجي جت، پشت جسم غوطه ور در. جريان در حال گسترش اما كمي دورتر

و پروفيل هاي سرعت همگي در صورت انتخاب مقياس مناسب، پايين دست، جريان متشابه خواهد بو د

و فصل.]22[شبيه به هم خواهند بود حالت اول كه همان جريان لايه اختلاطي مي باشد، در اين فصل

. بعدي مورد مطالعه قرار گرفته است
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را شليختينگ حل معادله لايه مرزي را براي لايه اختلاطي دو بعدي بين دو جريان با سرعتهاي مختلف

و با سرعتهاي مختلف. [2]به صورت تحليلي انجام داد  وي فرض كرد كه ابتدا دو جريان بصورت موازي

1U2وU0 درx م. اندجريانها بدون اغتشاش در نظر گرفته شده. شوند با يكديگر مخلوط مي= قادير براي

هد، بطوريكه در اين لايه، انتقال مومنتوم بين سرعتها، در يك ناحيه اختلاطي باريك رخ ميνكم لزجت 

، كوچكu، در مقايسه با مولفه سرعت در جهت اصلي جريانvمولفه سرعت در جهت عمود بر جريان 

بنابراين با بي بعد. بنابراين معادله لايه مرزي بدون مولفه فشار، معتبر خواهد بود).1-6شكل(شدبامي

).2-6شكل(سازي متغيرها، يك حل تشابهي براي اين مساله وجود دارد 

.پروفيل سرعت در لايه اختلاطي:1-6شكل

اي تكامل لايه فاصله دارد، بر روي پروفيل سرعت ورودي جريان لايه اختلاطي در وضعيتي كه از ابتد

در اين ناحيه با توسعه يافته شدن جريان، رفتار خودتشابهي براي جريان . شوددامنه محاسباتي اعمال مي

.قابل بررسي مي باشد
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 [2].هندسه لايه اختلاطي توسعه يافته مكاني:2-6شكل

مي توزيع سرعت جريان لايه اختلاطي را در دستگاه مختص3-6شكل از. دهدات خودتشابه نشان در اينجا

ωδوlowhigh UUU و سرعت استفاده شده است∆=− . به ترتيب براي بي بعدسازي طول

.[2]توزيع سرعت در جريان اختلاطي در دستگاه مختصات خود تشابه براي ايستگاههاي مختلف جريان:3-6شكل
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 جريان لايه اختلاطي آرام شبيه سازي-6-2

0 براي شبيه سازي جريان لايه اختلاطي بدون اغتشاشات ورودي، دامنه محاسباتي بصورت 100x≤ و≥

y−∞ < < نسبت سرعت براي اينحالت،. است در نظر گرفته شده∞+




 ≡

1

2
U

Urفرض5.0، برابر با 

و حالت جريان دنباله1اين مقدار بيانگر يك شدت برش مابين حالت لايه اختلاطي يك جريانه. استشده

با. باشد مي2جداكنندهصفحه 1مقدار سرعت متوسط برابر 2 1.5
2

U UU +
= پارامترهاي ديگرمورد. مي باشد=

Re: استفاده در اين شبيه سازي عبارتند از 100=،8β =،240=xN،100=yN0.25وt x∆ = ∆.

اين موضوع. اي از دامنه بايد به يك حالت پايدار برسداي در هر نقطه طبق نتايج تئوري، سرعت لحظه

و به وضوح در شكل هاي  VوU كه تاريخچه اي از سرعت هاي نشان داده شده است5-6و4-6كاملأ

و متساوي در جهت جريان نمايش داده شده .استدر مكان هاي معادل

 همچنين مطابق نتايج تئوري مي دانيم كه براي جريان لايه اختلاطي با پروفيل سرعت تانژانت

بههايپربوليك، وقتي و∆Uوسيله اختلاف سرعت دو جريان، كه سرعت ها ،yبه وسيله ضخامت 

مي شوند، پروفيل، بي بعد ميωδورتيسيته، لازم به يادآوري. شوندهاي سرعت داراي تشابه هندسي با هم

:[3]ودشاست كه رشد ضخامت ورتيسيته بصورت زير تعريف مي

)6-1(
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. براي شبيه سازي لايه اختلاطي بدون اغتشاش وروديXL فاصله مساوي در طول5 درUگذر زماني:4-6شكل

. براي شبيه سازي لايه اختلاطي بدون اغتشاش وروديXL فاصله مساوي در طول4 درVگذر زماني:5-6شكل
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 براي نقاط مختلف نشان7-6و شكل6-6 رفتار خودتشابهي سرعت جريان لايه اختلاطي آرام در شكل

كه هم مي توان خاصيت خود تشابهي گردابه8-6در شكل. داده شده است  باωهاي لايه اختلاطي را ديد

U∆/ωδنرماليزه شده است .

. در مختصات خود تشابه براي شبيه سازي لايه اختلاطي دوبعدي بدون اغتشاش وروديUپروفيل سرعت:6-6شكل
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)cot براي نگاشتUپروفيل سرعت:7-6شكل )y β πξ= −.

. در مختصات خود تشابه براي شبيه سازي لايه اختلاطي بدون اغتشاش وروديωپروفيل گردابه:8-6شكل
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در شكل. باشد مي5.0x ضخامت ورتيسيته در جريان لايه اختلاطي بدون اغتشاش ورودي متناسب با

لا6-9 0xxaيه اختلاطي بدست آمده از شبيه سازي با منحني رشد ضخامت  كه در آن−

2875.0=a371.120و −=xشكل بيانگر تطبيق خوب نتايج بدست. اند، مقايسه شده]24[باشد مي

ميآمده از شبيه .باشدسازي با نتايج تئوري

. براي جريان لايه اختلاطي بدون اغتشاشxسيته در جهت رشد ضخامت ورتي:9-6شكل
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مي. نيز، سرعت خط مركزي جريان لايه اختلاطي نشان داده شده است10-6 در شكل اين شكل نشان

دxدهد كه سرعت مركزي جريان اختلاطي آرام، در ابتداي بازه محاسباتي رابطه مستقيمي با  ر داشته اما

. فواصل دورتر به سمت مقدار ثابتي ميل مي كند

0y درx در جهتmUنمايش تغييرات سرعت خط مركزي:10-6شكل =.
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 فصل هفتم

 جريان لايه اختلاطي مغشوش

 مقدمه-7-1

ي و آن هم اين است كه مقاومت اين جريان ها در مقابل جريان هاي لايه اي ك نقطه ضعف بزرگ دارند

براي تمامي جريان هاي لايه اي، يك مقدار محدود عدد رينولدز وجود. عددهاي رينولدز بالا، اندك است

مي. دارد كه به ازاي آن، اين رژيم جريان از بين خواهد رفت شود، اين عدد كه عدد رينولدز بحراني ناميده

مقدار بسيار بزرگي هم نيست، به گونه اي كه لايه اي بودن جريان در بيشتر مسايل مهندسي يك نوع 

.استثنا به شمار مي آيد

و به دست و ناپايدار بوده  در عددهاي رينولدز بالا جريان هميشه مغشوش است، يعني بي نظم، تصادفي

پس جريان لايه اي پس از مدتي. ان پذير نيستآوردن پاسخ هاي تحليلي دقيق براي آنها تقريبا امك

و عدد رينولدز آن هم از مرتبه اي است كه جريان هاي سيال با لزجت پايين  آب، جيوه،(ناپايدار مي شود

و  .[20]معمولا مغشوش مي باشند ...) آمونياك، گازها
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و قرار دادن يك اغتشاش در ورودي، به در اين قسمت با افزايش عدد رينولدز جريان لايه اي منظم را

 بهvزيرا براي مولفه( اعمال مي گرددvاين اغتشاش بر روي سرعت. جريان مغشوش تبديل مي كنيم

:كه به صورت زير مي باشد.) عنوان شرط مرزي ورودي، قيدي به عنوان شرايط حل پذيري وجود ندارد

)7-1(( ) ( )
2

sin .yv A e tω−= − × × 

وω در فرمول فوق با توجه به اين معادله، شرايط مرزي براي. دامنه نوسانات استA فركانس نوسانات

u0 با قرار دادنx آن)19-4( در معادلات= 410Aبه دست مي آيد كه در 0.5cωو=− =  در نظر=

.گرفته شده است

 آن صورت شرط زير در تمام ايستگاه هاي دامنه بخواهيم انجام دهيم، درu چنانچه اختلال را بر روي مولفه

.[7] معروف است1محاسباتي بايستي لحاظ گردد كه به شرط حل پذيري

)7-2(0u v dy
x y

+∞

−∞

 ∂ ∂+ = ∂ ∂ 
∫

:با حل انتگرال فوق خواهيم داشت

)7-3(( ) ( ) 0udy v v
x

+∞

−∞

∂ + +∞ − −∞ =
∂ ∫

و منفي بينهايت برابر صفر مي باشد، داريم :با توجه به اينكه سرعت در مثبت بينهايت

)7-4(0udy
+∞

−∞
=∫

. مي باشدuيك راه ساده براي اعمال شرايط مرزي فوق در نظر گرفتن تابع پاد متقارن براي

1- solvability condition 
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 نتايج شبيه سازي-7-2

س ازي مستقيم عددي براي لايه اختلاطي همراه با اغتشاشات ورودي شرح داده در اين قسمت نتايج شبيه

و با گذشت زمان. شودمي Uبه دليل اينكه فركانس اغتشاشات قرار داده شده در ورودي جريان ثابت است

با به مقدار ثابتي مي رسد، مي توان نتيجه گرفت كه سرعتVو  لحظه اي در شبيه سازي همراه

وxL فاصله مساوي در جهت طول4 درVوUگذر زماني.1اغتشاشات به صورت آماري ساكن است

 درVوUهمچنين گذر زماني. اند نشان داده8-7تا1-7هاي مركز لايه در شكل

( ) ( )8802.7,200, 11 =yxو( ) ( )1 1, 20,7.8802x y . نشان داده شده است10-7و9-7 در شكلهاي=

ر آماري به يك حالت پايداVوUتوان ملاحظه كرد كه مولفه هاي سرعت با توجه اين شكل ها مي

و مقادير متوسط آنها به لحاظ آماري نسبت به زمان تغييراتي نداردرسيده مي. اند توان مشاهده همچنين

باشد كه اين بخاطر نيروي خارجي اعمالي در ابتداي لايه نمود كه تغييرات زماني لايه كاملاً پريوديك مي

.باشدمي

1- stationary steady 
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0yوx=50 درUگذر زماني:1-7شكل . براي شبيه سازي لايه اختلاطي همراه با اغتشاش ورودي=

0yوx=100 درUگذر زماني:2-7شكل . براي شبيه سازي لايه اختلاطي همراه با اغتشاش ورودي=
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0yوx=150 درUگذر زماني:3-7شكل . براي شبيه سازي لايه اختلاطي همراه با اغتشاش ورودي=

0yوx=200 درUگذر زماني:4-7شكل س= .ازي لايه اختلاطي همراه با اغتشاش ورودي براي شبيه
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50x درVگذر زماني:5-7شكل 0yو= . براي شبيه سازي لايه اختلاطي همراه با اغتشاش ورودي=

100x درVگذر زماني:6-7 شكل 0yو= . براي شبيه سازي لايه اختلاطي همراه با اغتشاش ورودي=
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150x درVگذر زماني:7-7شكل 0yو= . براي شبيه سازي لايه اختلاطي همراه با اغتشاش ورودي=

0yوx=200 درVر زمانيگذ:8-7شكل .همراه با اغتشاش ورودي براي شبيه سازي لايه اختلاطي=
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) درVگذر زماني:10-7 شكل ) ( )8802.7,200, 11 =yxو( ) ( )8802.7,20, 22 =yxبراي جريان مغشوش .

) درUگذر زماني:9-7شكل ) ( )8802.7,200, 11 =yxو( ) ( )8802.7,20, 22 =yxبراي جريان مغشوش.
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 به يك مقدارvوu مي توان نتيجه گرفت كه مولفه هاي سرعت10-5تا1-5 از تمامي شكل هاي

و حول اين مقدار نوسان مي كنندثابت رسيده ان .د

مي. ترسيم شده استx بر حسبy سرعت متوسط در مركز محور11-7 در شكل بر اساس اين شكل

و بعد از مدتي بهxتوان نتيجه گرفت كه سرعت متوسط در خط مركزي در ابتدا رابطه مستقِم با   داشته

.مقدار ثابتي مي رسد كه شبيه نمودار سرعت در جريان لايه اي مي باشد

0yبراي جريان اختلاطي با اغتشاش ورودي در نمودار سرعت متوسط:11-7شكل =.
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و توزيعات تنش رينولدز-7-3  بررسي خود تشابهي

عت متوسط در جهت جريان در مختصات خود تشابهي در ايستگاه هاي مختلفسر12-7 در شكل

.اين شكل نشان دهنده خاصيت خود تشابهي در سرعت متوسط مي باشد. نشان داده است

وx نيز نتايج شبيه سازي را به ترتيب براي سرعت لحضه اي در جهت15-7و14-7و13-7 اشكال

yدهدو ورتيسيته در جهت جريان اصلي در مختصات خود تشابهي در ايستگاههاي مختلف نشان مي .

.ي در مختصات خود تشابه براي شبيه سازي لايه اختلاطي دو بعدي با اغتشاش ورودUپروفيل سرعت:12-7شكل
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م ميهمانطور كه از اين اشكال و ورتيسيتهvوuشود، برخلاف سرعت متوسط، سرعت لحظه اي شاهده

باشد، كه اين بدليل نيروي خارجي اعمالي در ورودي جريان لايه اختلاطي بطور كامل خود متشابه نمي

.باشدمي

.سازي لايه اختلاطي دو بعدي با اغتشاش وروديدر مختصات خود تشابه براي شبيهUپروفيل سرعت:13-7شكل
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.به براي شبيه سازي لايه اختلاطي با اغتشاش ورودي در مختصات خود تشاωپروفيل گردابه:15-7شكل

. در مختصات خود تشابه براي شبيه سازي لايه اختلاطي با اغتشاش وروديVپروفيل سرعت:14-7شكل
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همان طور كه از اين نمودار. ها نشان داده شده استy در دامنهrmsu' تنش رينولدز16-7در شكل

اين خود تشابهي مشاهده مي شود در ايستگاه هاي دور دست تطابق توزيع پروفيل ها بدتر مي شود بنا بر 

.پروفيل ها در ايستگاه هاي دور دست ضعيف تر مي گردد

2پروفيل:16-7 شكل /u U′ . در دستگاه مختصات خود تشابهζ بر حسب∆



 جريان لايه اختلاطي مغشوش فصل هفتم

٧٦

 در مختصات خود تشابه نمايش توزيع شدت تنش هاي رينولدز19-7و18-17،7-7 در شكل هاي

بر خلاف سرعت متوسط كه درآن خاصيت خود تشابهي ديده مي شود، در تنش هاي. داده شده است

البته مي توان با افزايش طول دامنه محاسباتي، توزيع تنش هاي. رينولدز اين خاصيت ديده نمي شود

و خاصيت رينولدز در ايستگاه هاي مخنلف بخصوص نزديك انتهاي دامنه محا سباتي را بررسي نمود

،)core(تمامي اين پروفيل ها در قسمت مركزي جريان لايه اختلاطي. خودتشابهي در آنها را تحقيق كرد

توزيع هاي يكساني را در دستگاه مختصات خودتشابه ارايه نمي كنند بلكه هر چه از قسمت مركزي فاصله

م .ي گرددمي گيريم، خودتشابهي با وضوح بيشتري ملاحظه

2پروفيل:17-7 شكل /u U′ . در دستگاه مختصات خود تشابهωδ/y به∆
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2پروفيل:18-7شكل /v U′ . در دستگاه مختصات خود تشابهωδ/y به∆

u/پروفيل:19-7شكل v U′ ′ . در دستگاه مختصات خود تشابهωδ/y به∆
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50x هر سه تنش رينولدز در ايستگاه هاي21-7و20-7 در شكل هاي 150xو= و با هم=  رسم

در. مقايسه شده اند )ابتدا تنش همان طور كه در اين شكل ها ديده مي شود ' ')rmsu v نسبت به تنش 

 بسيار كوچك بوده اما در ايستگاه هاي دور دست، مقدار اين تنش ها زياد شده بهrmsv'وrmsu'هاي

)طوري كه با شروع ايجاد گردابه ها در جريان مقدار تنش ' ')rmsu v تنش هاي10% به حدود 'rmsu

ضمناً همان طور كه انتظار مي رفت به وضوح مي توان مشاهده نمود كه در ايستگاه هاي. مي رسدrmsv'و

.دور دست، خود تشابهي محقق شده است

)مقايسه تنش:20-7 شكل ' ')rmsu vت 50x درrmsv'وrmsu'نش هاي با =
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)مقايسه تنش:21-7شكل ' ')rmsu v با تنش هاي 'rmsuو'rmsv150 درx =.
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 نتيجه گيري

و در اين تحقيق جري و در حال توسعه براي دو حالت آرام ان لايه اختلاطي دوبعدي، تراكم ناپذير

. از روش عددي براي بدست آوردن نتايج شبيه سازي استفاده شده است. مغشوش شبيه سازي شده است

براي شبيه سازي جريان لايه اختلاطي در حال توسعه، از روش تفاضل محدود فشرده در جهت اصلي

و از رو ش تفاضل محدود فشرده تطبيقي در جهت عرضي جريان براي محاسبه مشتقات مكاني جريان

. استفاده شده است

و در مرز و مغشوش، در مرز خروجي از شرط مرزي آزاد استفاده شده است براي هر دو حالت آرام

ي و در حالت مغشوش، ك ورودي براي حالت آرام همه شرايط مرزي، صفر در نظر گرفته شده است

براي شرايط اوليه نيز از پروفيل. به عنوان شرايط مرزي اعمال شده استvاغتشاش بر مولفه سرعت

.سرعت تانژانت هايپربوليك استفاده شده است

 در جريان اختلاطي آرام، مي بينيم كه سرعت لحظه اي در هر گره اي، بعد از مدت زمان مشخصي به

ر و در آن مقدار ثابت مي ماندمقدار خاصي همچنين مي توان خاصيت خود تشابهي را در نمودار. سيده

و ورتيسيته به دست آمده اند، مشاهده كرد اين. هايي كه از نرمال كردن پروفيل هاي سرعت لحظه اي

.نمودار ها منطبق بر نمودار هاي متوسط زماني است

شود كه اين، ملاحظه ميvوu زماني مولفه هاي سرعت در جريان اختلاطي مغشوش، با توجه به گذر

و مقادير متوسط آنها به لحاظ آماري نسبت به زمان تغييراتي مولفه ها به يك حالت پايدار آماري رسيده اند

مي. ندارد كههمچنين  اين به خاطر نيروي خارجي اعمالي توان مشاهده نمود كه لايه كاملاً پريوديك است

. باشددر ابتداي لايه مي



 نتيجه گيري
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و همچنين تنشهاي رينولدز نيز بدست آمده اند نتايج خودتشابهي مولفه به. هاي سرعت وگردابه با توجه

و گردابه در لايه اختلاطي اجباري بطور كامل اين نتايج مي توان دريافت كه رفتارهاي مولفه هاي سرعت

. نمي باشندخود مشابه



 پيشنهادات

٨٢

 پيشنهادات براي تحقيقات آينده

و بهبود آن پيشنهادات زير توصيه مي و تكميل :گردد با توجه به تحليل صورت گرفته، به منظور ادامه

مي توان از اين شرط مرزي، شرط مرزي آزاد، براي شبيه سازي جريان هاي برشي ديگر مانند جريان: الف

. ان دنباله دار استفاده كردجت يا جري

همانطور كه اشاره شد، نيروي خارجي اعمالي در ورودي دامنه محاسباتي، در رشد ضخامت لايه:ب

مي. اختلاطي نقش اساسي دارد از-شود كه معادله اورپيشنهاد و سامرفيلد را براي اين جريان حل كرده

و زير  هارمونيك جهت مغشوش نمودن لايه اختلاطي اغتشاشات بدست آمده از مودهاي ناپايدار اصلي

.استفاده كرد

توان از گسترش روش عددي فوق براي تحليل مسايل پيچيده تر مانند شبيه سازي لايه اختلاطيمي:ج

.بين دو جريان واكنش دهنده يا جريان لايه اختلاطي همراه با ذرات استفاده كرد

ميروش عددي استفاده شده در اين تحقيق، تفاض:د مي. باشدل محدود فشرده توان از در اين زمينه

باشد، استفاده كه داراي دقتي به مراتب بالاتر مي1روشهاي عددي ديگر مانند تفاضل محدود فوق فشرده

.كرد

1- super compact finite difference  



ضميمه  
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 ضميمه

 كد پايان نامه

ار مطلب براي در اين قسمت كد نوشته شده براي جريان لايه اختلاطي آورده شده است كه از نرم افز

. نوشتن آن استفاده شده است

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 

 %%%%%%%%%%% DNS of 2D Plane Laminar Mixing Layer %%%%%%% 

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% %%%%%%%%%%%%%  

 

Clc; 

clear all; 

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 

LX=input('Enter LX'); 

LY=input('Enter LY'); 

eps=1e-50; 

GAMA=1; 

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 

NX=input('Enter NX')  % Number of nodes in x direction 

NY=input('Enter NY') % Number of nodes in y  direction 

 

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 
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BETA=input('Enter BETA')  %  Streching factor 

RE=input('Enter Reynolds number')  %  Reynolds number 

time=input('Enter number of time step')  %  Final time of simulation 

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 

 %%%%%%%%%%% Function 

amir_lam_func_similarity(LX, LY, NX, NY, BETA, RE, time); 

DX=LX/NX; 

DY=LY/NY; 

I=NY+1; 

J=NX+1; 

DT=0.1*DX; 

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%  

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 

t0=0;     %  Start time of simulation 

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 

DIRECTX=0:DX:LX; 

DIRECTY=0:DY:LY; 

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 

if  time<500 

 break 

end 

 %%%%%%%%% Rung-Kutta coefficients 

c=[8/15,5/12,3/4]; 

d=[0,-17/60,-5/12]; 

%%%%%% %%%  Weight value 

W1=5/12; 

W2=43/54; 

W3=28/27; 

 

%%%%%%%%%%%% Pade finite difference scheme %%%%%%%%%%% 

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 
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%%%%%%%% A1X=matrix A for 1st derivative in X direction %%%%%%%

%%%%%%%%%%%%%%%% A*F=B*F' %%%%%%%%%%%%%%%%% 

A1X=zeros(J); 

A1X(1,1)=-W1*5/2; A1X(1,2)=W1*2;  

A1X(1,3)=W1*0.5; A1X(1,4)=0; 

A1X(J,J)=W1*5/2; A1X(J,J-1)=-W1*2;  

A1X(J,J-2)=-W1*0.5; A1X(J,J-3)=0; 

A1X(2,1)=-W2*3; A1X(2,2)=0; A1X(2,3)=W2*3; 

A1X(J-1,J)=W2*3; A1X(J-1,J-1)=0; A1X(J-1,J-2)=-W2*3; 

A1X(3,1)=-W3*3/37; A1X(3,2)=-W3*87/37; A1X(3,3)=0; 

A1X(3,4)=W3*87/37; A1X(3,5)=W3*3/37; 

A1X(J-2,J)=W3*3/37; A1X(J-2,J-1)=W3*87/37; A1X(J-2,J-2)=0; 

A1X(J-2,J-3)=-W3*87/37; A1X(J-2,J-4)=-W3*3/37; 

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 

for  j=4:J-3 

 A1X(j,j)=0; A1X(j,j-1)=-7/3; A1X(j,j+1)=7/3;  

 A1X(j,j-2)=-1/12; A1X(j,j+2)=1/12; 

end; 

A1X=(1/(DX)).*A1X; 

 

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 

%%% %%%% B1X=matrix B for 1st derivative in X directio %%%%%%%%% 

B1X=zeros(J); 

B1X(1,1)=W1*1; B1X(1,2)=W1*2; 

B1X(J,J)=W1*1; B1X(J,J-1)=W1*2; 

B1X(2,1)=W2*1; B1X(2,2)=W2*4;  

B1X(2,3)=W2*1;B1X(J-1,J)=W2*1;  

B1X(J-1,J-1)=W2*4; B1X(J-1,J-2)=W2*1; 

B1X(3,2)=W3*1; B1X(3,3)=W3*112/37; 

B1X(3,4)=W3*1; B1X(J-2,J-1)=W3*1;  
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B1X(J-2,J-2)=W3*112/37; B1X(J-2,J-3)=W3*1; 

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 

for  j=4:J-3 

 B1X(j,j)=3; B1X(j,j-1)=1; B1X(j,j+1)=1; 

end; 

 

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

%%%%%%%%%% A1Y=matrix A for 1st derivative in Y directio %%%%% 

A1Y=zeros(I); 

A1Y(1,1)=-W1*5/2; A1Y(1,2)=W1*2;  

A1Y(1,3)=W1*0.5; A1Y(1,4)=0; 

A1Y(I,I)=W1*5/2; A1Y(I,I-1)=-W1*2;  

A1Y(I,I-2)=-W1*0.5; A1Y(I,I-3)=0; 

A1Y(2,1)=-W2*3; A1Y(2,2)=0; A1Y(2,3)=W2*3;  

A1Y(I-1,I)=W2*3; A1Y(I-1,I-1)=0;  

A1Y(I-1,I-2)=-W2*3;A1Y(3,1)=-W3*3/37;  

A1Y(3,2)=-W3*87/37; A1Y(3,3)=0; 

A1Y(3,4)=W3*87/37; A1Y(3,5)=W3*3/37;  

A1Y(I-2,I)=W3*3/37; A1Y(I-2,I-1)=W3*87/37;  

A1Y(I-2,I-2)=0; A1Y(I-2,I-3)=-W3*87/37;  

A1Y(I-2,I-4)=-W3*3/37; 

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 

for  i=4:I-3 

 A1Y(i,i)=0; A1Y(i,i-1)=-7/3; A1Y(i,i+1)=7/3;  

 A1Y(i,i-2)=-1/12; A1Y(i,i+2)=1/12; 

end; 

A1Y=(1/(DY)).*A1Y; 

 

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 

%%%%% B1Y=matrix B for 1st derivative in Y direction %%%%%%%%%% 
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B1Y=zeros(I); 

B1Y(1,1)=W1*1; B1Y(1,2)=W1*2;  

B1Y(I,I)=W1*1; B1Y(I,I-1)=W1*2; 

B1Y(2,1)=W2*1; B1Y(2,2)=W2*4;  

B1Y(2,3)=W2*1;B1Y(I-1,I)=W2*1;  

B1Y(I-1,I-1)=W2*4; B1Y(I-1,I-2)=W2*1;  

B1Y(3,2)=W3*1; B1Y(3,3)=W3*112/37;  

B1Y(3,4)=W3*1;B 1Y(I-2,I-1)=W3*1;  

B1Y(I-2,I-2)=W3*112/37; B1Y(I-2,I-3)=W3*1; 

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 

for  i=4:I-3 

 B1Y(i,i)=3; B1Y(i,i-1)=1; B1Y(i,i+1)=1; 

end; 

 

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 

%%%%%%%%%%% A2X=matrix A for 2nd derivative in X direction %%%% %

%%%%%%%%%%%%%% A*F=B*F" %%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 

A2X=zeros(J); 

A2X(1,1)=13; A2X(1,2)=-27;  

A2X(1,3)=15; A2X(1,4)=-1;  

A2X(J,J)=(36.1)/12; A2X(J,J-1)=-(26.5)/3;  

A2X(J,J-2)=(19.1)/2; A2X(J,J-3)=-(13.9)/3;  

A(J,J-4)=(10.9)/12; A2X(2,1)=12;  

A2X(2,2)=-24;A2X(2,3)=12;  

A2X(J-1,J)=12; A2X(J-1,J-1)=-24; A2X(J-1,J-2)=12; 

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 

for  j=3:J-2 

 A2X(j,j)=-9; A2X(j,j-1)=4; A2X(j,j+1)=4;  

 A2X(j,j-2)=1/2; A2X(j,j+2)=1/2; 

end; 
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%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 

%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 

A2Xu=A2X; 

A2Xu(1,1)=-3/2; 

A2Xu(1,2)=0; 

A2Xu(1,3)=3/2; 

A2Xu(1,4)=0; 

A2Xu=((1/DX)^2).*A2Xu; 

%%%%%%%%%%%%%% 

A2X=((1/DX)^2).*A2X; 

 

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 

%%%%%%%% B2X=matrix B for 2nd derivative in X direction  %%%%%%%  

B2X=zeros(J); 

B2X(1,1)=1; B2X(1,2)=11;  

B2X(J,J)=1; B2X(J,J-1)=0.1;  

B2X(2,1)=1;B2X(2,2)=10;  

B2X(2,3)=1; B2X(J-1,J)=1;  

B2X(J-1,J-1)=10; B2X(J-1,J-2)=1; 

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 

for  j=3:J-2 

 B2X(j,j)=4; B2X(j,j-1)=1; B2X(j,j+1)=1; 

end; 

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% % 

B2Xu=B2X; 

B2Xu(1,2)=2; 

 

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 

%%%%%%%%%% A2Y=matrix A for 2nd derivative in Y direction %%%%  

A2Y=zeros(I); 

A2Y(1,1)=13; A2Y(1,2)=-27;  
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A2Y(1,3)=15; A2Y(1,4)=-1;  

A2Y(I,I)=13;A2Y(I,I-1)=-27;  

A2Y(I,I-2)=15; A2Y(I,I-3)=-1;  

A2Y(2,1)=12; A2Y(2,2)=-24; 

A2Y(2,3)=12; A2Y(I-1,I)=12;  

A2Y(I-1,I-1)=-24; A2Y(I-1,I-2)=12; 

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 

for  i=3:I-2 

 A2Y(i,i)=-9; A2Y(i,i-1)=4; A2Y(i,i+1)=4;  

 A2Y(i,i-2)=1/2; A2Y(i,i+2)=1/2; 

end; 

A2Y=((1/DY)^2).*A2Y; 

 

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 

%%%%%%% B2Y=matrix B for 2nd derivative in Y direction %%%%%%%%  

B2Y=zeros(I); 

B2Y(1,1)=1; B2Y(1,2)=11;  

B2Y(I,I)=1; B2Y(I,I-1)=11; 

B2Y(2,1)=1;B2Y(2,2)=10;  

B2Y(2,3)=1; B2Y(I-1,I)=1;  

B2Y(I-1,I-1)=10; B2Y(I-1,I-2)=1; 

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 

for  i=3:I-2 

 B2Y(i,i)=4; B2Y(i,i-1)=1; B2Y(i,i+1)=1; 

end; 

 

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 

 %%%%% LAN=Diagonal matrices for the 1st and 2nd derivatives %%%%%%  

 %%%%%%% aproximations in the cross stream direction %%%%%%%%%% 

 %%%%%%%%%%%%% LAN1 
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LAN1=zeros(I); 

for  i=1:I 

% % for mapping y=-BETA.Cot(pi.kisi); 

 LAN1(i,i)=(1/(pi*BETA))*((sin(pi*(i-1)*DY))^2); 

% for mapping y=BETA.Tan(pi.kisi/2); 

% LAN1(i,i)=(2/(pi*BETA))*((cos(pi*(i-1)*DY/2))^2); 

end; 

 %%%%%%%%%%%%% LAN2 

LAN2=LAN1.^2; 

 %%%%%%%%%%%%% LAN3 

LAN3=zeros(I); 

for  i=1:I 

% for mapping y=-BETA.Cot(pi.kisi); 

 LAN3(i,i)=(2/(pi*(BETA^2)))*((sin(pi*(i-1)*DY))^3)*cos(pi*(i-1)*DY); 

% for mapping y=BETA.Tan(pi.kisi/2); 

% LAN3(i,i)=(-4/(pi*BETA))*(sin(pi*(i-1)*DY/2))*(cos(pi*(i-1)*DY/2)^3); 

end;  

 

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 

%%%% D1Y=1st derivative operator in the cross-stream (y) direction %%%% 

D1Y=LAN1*(B1Y^-1)*A1Y; 

%%%%%% D2Y=2nd derivative operator in the cross-stream (y) direction %% 

D2Y=(LAN2*(B2Y^-1)*A2Y)+(LAN3*(B1Y^-1)*A1Y); 

%%%%%% D1X=1st derivative operator in the cross-stream (x) direction %% 

D1X=(B1X^-1)*A1X; 

%%%%%% D2X=2nd derivative operator in the cross-stream (x) direction %% 

D2X=(B2X^-1)*A2X; 

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 

D2Xu=(B2Xu^-1)*A2Xu; 

 

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%  

%%%%%%% introduce mean velocity profile in the streamwise direction %%% 
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%%%% NOTE: U=U0+u where U0=base flow, U=instantaneous velocity %%% 

 %%%%%%%%%%% u=computational velocity %%%%%%%%%%%%%%  

U0=zeros(I,J); 

for  i=1:I 

 for  j=1:J 

 % for mixing layer: 

 % U0=1/2{(1/landa)+tanh(2z)}=(Reynolds profile); 

 % landa=[(U1-U2)/(U1+U2)]=3-->U1=2, U2=1. 

 U0(i,j)=0.5*(3+tanh(2.*(-BETA.*cot(pi.*(i-1).*DY+eps)))); 

 %U0(i,j)=0.5*(1+tanh(-BETA.*cot(pi.*(i-1).*DY+eps))); (Michalke profile); 

 % for jet flow: 

 % U0(i,j)=GAMA*(1-(tanh(GAMA2*(-BETA.*cot(pi.*(i-1).*DY+eps))))^2); 

% for wake flow: 

 % U0(i,j)=1-(0.692*exp(-ln2*((-BETA.*cot(pi.*(i-1).*DY+eps)^2))));  

 end; 

end; 

 

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

 %%%%%%%%%%%mean velocity (base flow) derivatives %%%%%%%%  

U01Y=D1Y*U0; 

%%%%%%%% 

U01X=zeros(I,J); 

%%%%%%%% 

U02X=zeros(I,J); 

%%%%%%%% 

U04X=zeros(I,J); 

%%%%%%%% 

U02Y=D2Y*U0; 

%%%%%%%% 

U04Y=D2Y*U02Y; 

U042X2Y=zeros(I,J); 
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%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 

%%%% introduce instantaneous velocity in the streamwise direction % %%% 

for  i=1:I 

 for  j=1:J 

 %U(i,j)=0.5*(1+tanh(-BETA.*cot(pi.*(i-1).*DY+eps))); 

 U(i,j)=0.5*(3+tanh(2.*(-BETA.*cot(pi.*(i-1).*DY+eps)))); 

 end; 

end; 

%%%%%%%%%%% computational velocity %%%%%%%%%%  %%%%%  

u=U-U0; 

%%%%%%%%%%% initial boundary values of  u %%%%%%%%%%%%%  

inflowu(:,1,1)=u(:,1); 

 

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 

%%%%%%% NOTE: V=v where V=V_bc=instantaneous velocity % %%%%

%%%%%%%%%%% v=v_bc=computational velocity %%%%%%%%%%%  

%%%% introduce instantaneous velocity  in the cross-stram direction %%%% 

for  i=1:I 

 for  j=1:J 

 V_bc(i,j)=0; 

 end; 

end; 

v_bc=V_bc; 

%%%%%%%%%%%%%% 

%%%%%%%%%%%%%% 

%%%%%%%%%% initial boundary values of  v %%%%%%%%%%%%%%  

inflowv(:,1,1)=v_bc(:,1); 

 

%%%%%%%%%%%%%%% other bc for V %% %%%%%%%%%%%%%  

%%%%%%%%%%% initial boundary values of du/dx %%%%%%%%%%% 

inflowv1Y=D1Y*inflowv(:,1,1); 

inflowdu(:,1,1)=-inflowv1Y; 
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%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%  

%%%%%%% third boundary condition %%%%% 

inflowd2u(:,1,1)=zeros(I,1); 

%%%%%%% forth boundary condition %%%%% 

inflowd3u(:,1,1)=zeros(I,1); 

 

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 

 %%%%%%%%%%%% grad2U=Laplace equation %%%%%%%%%%%%  

u2X=(D2X*u')'; 

u2Y=D2Y*u; 

gradu(:,:,1)=u2X+u2Y; 

 

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 

%%% %%%%%%%%%%%  Time Advancement %%%%%%%%%%%%%% 

 %%%%%%%%%%%%%% using 3rd order Runge-Kutta method %%%%%  

t(1)=t0; 

NT=0; 

A=D2Y; 

B=D2Xu'; 

while  t(1)<time 

 for  sub=1:3 

t(sub+1)=t(sub)+(c(sub)+d(sub)).*DT;     

%%%%%%%%%%%%%%%%%% du/dx 

u1X=(D1X*u')'; 

u1X(:, 1)=inflowdu(:,1,sub); 

 

%%%%%%%%%%%%%%%%% v 

Q2=-D1Y*(u1X); 

Q2(1,:)=[]; 

Q2(I-1,:)=[]; 

%%%%%%%%%%%%%%%%% 

DD2Y=D2Y; 
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DD2Y(:,1)=[]; 

DD2Y(:,I-1)=[]; 

DD2Y(1,:)=[]; 

DD2Y(I-1,:)=[]; 

v_int=DD2Y^-1*Q2; 

v=[zeros(J,1), v_int', zeros(J,1)]'; 

v(:,1)=inflowv(:,1,sub); 

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% U & V:  

U=u+U0; 

V=v; 

 

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% w: 

V1X=(D1X*V')'; 

U1Y=D1Y*U; 

 % U1Y=u1Y+U01Y; 

w=(V1X-U1Y); 

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 

H1=V.*w; 

H2=(-U).*w; 

 

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 

%%%%%%%%%% H calculating 

H11Y=D1Y*H1; 

H12Y=D2Y*H1; 

H21X=(D1X*H2')', 

H22XY=D1Y*((D1X*H2')'); 

 

%%%%%%%%%%%%%% viscous term %%%%%%%%%%%%%%%%% 

u2X=zeros(I,J); 

u2X=u2X'; 

%%%%%%%%%%%%%%%%% 
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AA2Xu=zeros(I,J); 

ZER=zeros(I,J-1); 

AA2Xu=[(-3/DX).*inflowdu(:,1,sub), ZER]'; 

R2=AA2Xu+A2Xu*u'; 

%%%%%%%%%%%%%%%%%%  

R2(1,:)=[]; 

%%%%%%%%%%%%%%%%%% 

B2Xu2=B2Xu; 

B2Xu2(1;)=[]; 

B2Xu2(:,1)=[]; 

u2X=(B2Xu2^-1)*R2; 

u2X=u2X': 

u2X=[inflowd2u(:,1,sub), u2X]; 

%%%%%%%%%%%%%%%%% 

%%%%%%%%%%%%%%%%% 

R4=A2Xu*u2X'+[(-3/DX).*inflowd3u(:,1,sub), ZER]'; 

 

%%%%%%%%%%%%%%%%% 

u4X=(B2Xu^-1)*R4; 

u4X=u4X'; 

%%%%%%%%%%%%%%%%% 

U4X=U04X+u4X; 

%

U2Y=D2Y*U; 

%

U4Y=D2Y*U2Y; 

%

U4X2Y2=(D2X*U2Y')'; 

 

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% RHS 

RHS=H12Y-H22XY+(1/RE).*(U4Y+U4X+(2.*U4X2Y2)); 

%
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RHSu(:,:,sub)=RHS; 

%%%%%%%%%%%%%%%%%%% set bc,s 

 %%%%% boundary condition of  u 

for  i=1:I 

 for  j=1:J 

 U_bc(i,j)=0.5*(3+tanh(2.*(-BETA.*cot(pi.*(i-1).*DY+eps)))); 

 end; 

end; 

%%%%%%%%%%%%%%%% 

%%%%%%%%%%%%%%%% 

u_bc=U_bc-U0; 

%

inflowu(:,1,sub+1)=u_bc(:,1); 

 %%%%%%%%%%%%%%%%% boundary condition of  v 

for  i=1:I 

 for  j=1:J 

 V_bc(i,j)=0; 

 end; 

end; 

v_bc=V_bc; 

inflowv(:,1,sub+1)=v_bc(:,1); 

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 

 %%%%%%%%%%%%%%% boundary condition of  du/dx 

inflowv1Y=zeros(I,J); 

inflowv1Y=D1Y*inflowv(:,1,sub+1); 

inflowdu(:,1,sub+1)=-inflowv1Y; 

%%%%%%%%%%%%%%% 

inflowd2u(:,1,sub+1)=zeros(I,1); 

%%%%%%%%%%%%%%% 

inflowd3u(:,1,sub+1)=zeros(I,1); 

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%  

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% gradU (new) 
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if  sub==1 

 gradu(:,:,sub+1)=gradu(:,:,sub)+(c(1)*RHSu(:,:,sub)).*DT; 

else 

 gradu(:,:,sub+1)=gradu(:,:,sub)+(c(sub)*RHSu(:,:,sub) + 

 d(sub)*RHSu(:,:,sub-1)).*DT; 

end; 

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% AA2Xu 

AA2Xu=[(-3/DX).*inflowdu(:,1,sub+1), ZER]'; 

%%%% 

C=gradu(:,:,sub+1)-(B2Xu^-1*AA2Xu)'; 

A=D2Y; 

B=D2Xu'; 

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 

for  i=1:I 

 for j=2:J 

 s1=inflowu(i,1,sub+1)*B(1,j); 

 C(i,j)=C(i,j)-s1; 

 end; 

end; 

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 

B(:,1)=[]; 

B(1,,:)=[]; 

C(:,1)=[]; 

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 

u_int=lyap(A,B,-C); 

%

u=[inflowu(:,1,sub+1), u_int]; 

%

u(1,:)=0; 

u(I,:)=0; 
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%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 

end; % (end of for continue while) 

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 

TIME=t(sub+1) 

 %%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% updating 

t(1)=t(sub+1); 

gradu(:,:,1)=gradu(:,:,sub+1); 

inflowu(:,1,1)=inflowu(:,1,sub+1); 

inflowv(:,1,1)=inflowv(:,1,sub+1); 

inflowdu(:,1,1)=inflowdu(:,1,sub+1); 

inflowd2u(:,1,1)=inflowd2u(:,1,sub+1); 

inflowd3u(:,1,1)=inflowd3u(:,1,sub+1); 

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 

NT=NT+1; 

T(NT,1)=t(1); 

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 

UX0(NT,1)=U((I-1)/2+1, 1); 

UX60(NT,1)=U((I-1)/2+1, NX/4); 

UX120(NT,1)=U((I-1)/2+1, NX/2); 

UX180(NT,1)=U((I-1)/2+1, 3*NX/4); 

UX241(NT,1)=U((I-1)/2+1, NX); 

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 

VX0(NT,1)=V((I-1)/2, 1); 

VX60(NT,1)=V((I-1)/2, NX/4); 

VX120(NT,1)=V((I-1)/2, NX/2); 

VX180(NT,1)=V((I-1)/2, 3*NX/4); 

VX241(NT,1)=V((I-1)/2, NX); 

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 

uX0(NT,1)=u((I-1)/2+1, 1); 

uX60(NT,1)=u((I-1)/2+1, NX/4); 

uX120(NT,1)=u((I-1)/2+1, NX/2); 

uX180(NT,1)=u((I-1)/2+1, 3*NX/4); 
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uX241(NT,1)=u((I-1)/2+1, NX); 

********************************************* 

subplot(2,3,1),  plot(DIRECTX, U((I-1)/2+1)) 

subplot(2,3,2),… 

plot(T, UX0, '*b', T, UX60, '.R', T, UX120, '.G', T, UX180, '.K', T, UX241, '.B') 

subplot(2,3,3),… 

plot(T, VX0, '*b', T, VX60, '.R', T, VX120, '.G', T, VX180, '.K', T, VX241, '.B') 

pause(.0001) 

subplot(2,3,4), imagesc(DIRECTX,DIRECTY,U) 

subplot(2,3,5), plot(T, uX60, '.R', T, uX120, '.G', T, uX180, '.K', T, uX241, '.B') 

subplot(2,3,6),  mesh(DIRECTX, DIRECTY, U) 

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 

end; % (end of while) 

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 

figure 

plot(T, UX0, '.b', T, UX60, '.R', T, UX120, '.G', T, UX180, '.K', T, UX241, '.b') 

figure 

plot(T, VX60, '.R', T, VX120, '.G', T, VX180, '.K', T, VX241, '.b') 

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 

for  j=1:J 

 Um(j)=U(((I-1)/2)+1, j); 

 m=15; 

% reynolds(delta_w0)=rdw0=100; vis=0.01; (U2-U1)=2-1=1; 

 %   (delta_w0)=del12=vis*reynolds(delta_w0)/(U2-U1); 

 vis=0.01; % viscosity 

 rdw0=100; 

 delu=1; 

 del12=vis*rdw0/delu; 

 for  i=m:I-(m-1) 

 y_norm(i-(m-1), j)=(-BETA.*cot(pi.*(i-1).*DY))/(del12); 

 U_norm(i-(m-1), j)=U(i, j)/Um(j); 

 w_norm(i-(m-1),j)=w(i, j)*del12/Um(j); 
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end; 

end; 

% %%%%%%%%%%%% 

%%%%%%%%%%%%%% 

figure 

plot(DIRECTY,Unorm1(:,round(NX/2)+30),'*g',DIRECTY,… 

Unorm1(:,round(NX/2)+35),'skDIRECTY,Unorm1(:,round(3*NX/4)), 

'ro',DIRECTY,Unorm1(:,round(3*NX/4)+5),title('(8")Unorm1 versus kisi') 

%%%%%%%%%%%%%%%%% 

figure 

plot(DIRECTY,wnorm1(:,round(NX/2)+30),'*g',DIRECTY… 

wnorm1(:,round(NX/2)+35),'skDIRECTY,wnorm1(:,round(3*NX/4)),… 

'ro',DIRECTY,wnorm1(:,round(3*NX/4)+5),title('(9")wnorm1 versus kisi') 

%%%%%%%%%%%%%%%%% 

figure 

plot(T,uX0,'.b',T,uX60,'.R',T,uX120,'.G',T,uX180,'.K',T,uX241,'.b'); 

title('(13)u in X=0,LX/4,LX/2,3LX/4,XL') 

%%%%%%%%%%%%%%%%% 

figure 

mesh(DIRECTX,DIRECTY,U) 

%%%%%%%%%%%%%%%%% 

figure 

plot(x,deltaw_n,'ro',x,deltaw_e,'b*') 

title('deltaw')(deltaw_e-deltaw_n)' 

%%%%%%%%%%%%%%%%% 

figure 

plot(DIRECTX, Um, '.r') 

%%%%%%%%%%%%%%%% 

figure 

for  j=1:1:J 

 plot(y_norm(:, j), U_norm(:, j), '.b') 

 hold on 
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end; 

hold off 

figure 

for  j=1:1:J 

 plot(y_norm(:, j), w_norm(:, j), '.b') 

 hold on 

end; 

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 
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Abstract 
Governing equations for the unsteady two dimensional plane mixing layer flow are 

Navier-Stokes and continuity equations. These equations in rotational form are solved using 

direct numerical simulation. The length scale and the velocity scale of the base flow at the 

inlet boundary of computational domain are used as two characteristics to define the flow 

Reynolds number. These two characteristics are the mixing layer half width and velocity 

difference of two streams. The governing equations are discretized in the streamwise 

direction ( )x and cross stream direction ( )y , using sixth order compact finite difference 

scheme and mapped compact finite difference scheme, respectively. A cotangent mapped of 

( )coty β πζ= − is used to relate the physical domain in the double infinity of 

y−∞ < < +∞ to the computational domain of ζ ( )0 1ζ≤ ≤ . The compact third order of 

Runge-Kutta method is used for the time-advancement of the computations.  

 The numerical solution of the governing equations requires correct boundary condition 

implementations at suitable locations to produce well-posed problem. Most of numerical 

strategies exhibit weak performance and obtain inaccurate solutions since the outlet 

boundary conditions are not known accurately. To avoid this difficulty in this research, we 

have applied free boundary condition at the outlet boundary. This free boundary condition is 

equivalent to extend the validity of governing equations at the outflow instead of replacing 

them with unknown or natural boundary conditions. 

 An invicid flow (Stuart flow) and a completely viscous solutions of the Navier-Stokes 

equations are used for verification of the numerical simulations. The numerical results show 

a good accuracy and agreement with exact solution of the Navier-Stokes equations. In this 

work, the velocity profiles in x and y direction and vorticity thickness are obtained and 

self-similarity characteristic for laminar and turbulent mixing layer flow is investigated. 

 

Keywords: Mixing layer flow, Direct numerical simulation, Navier-Stokes equations, free 

boundary condition, Compact finite difference scheme          
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