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1  Classical Theory of Thin Plates with Small-Deflection 
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Ï¾å ¿v ā¹wæ¤Åv wz Iđwz ćwă ĂõmÆù üĉv ìĉ ĂzĂõmÆùć Ĉù ôĉº{£ ćºÞzÿ¹¿v ć½wĊÆz )¹ĀÉ Èĉwù¿jćwă  ÷w¬ýv

ĂýĀúý ćÿ½ ¾z Ă¤É¼ñ ½¹ üĊêê´ù ÔÅĀ£ āºÉÏ¾å Ĉ¤Å½¹ Ië¿wý ç½ÿ ¿v ï½Àz ÿ ì¯Āí ćwă ćwăåĀç  v½

¡w{§v ĈùºþíôîÉ ½¹ ),(-  āºÉ ā¹v¹ ûwÊý üĉÀ£½wí ¡wÎ¤¸ù āwò¤Å¹ ½¹ ë¿wý ç½ÿ ¿v ĈöĊÖ¤Æù ûwúõv ìĉ

)¢Åv  

¾ù ç½ÿ ìĉ ćv¾zôîÉ$ ¢Åv yÅwþù üĉÀ£½wí ¡wÎ¤¸ù āwò¤Å¹ ¿v ā¹wæ¤Åv ĈÞz,(- )# 

 

   ôîÉ,-- üĉÀ£½wí ¡wÎ¤¸ù ½¹ ĈöĊÖ¤Æù ë¿wý ç½ÿ ìĉ ìĊ£wúÉ].[ 
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Èþ£ IĈ«½w· ÿ Ĉö·v¹ ćwăÿ¾ĊýĂzw« ÿ wăĈĉw« ćwău Iv  ÿw  ĈöÍv ćwă½Ā´ù wz ¢Ą« øă Ăí Ĉ¤õw³ ½¹

ºþÉwz ¡wÎ¤¸ù āwò¤Å¹I ĂzĈù Ï¾å ¢{¨ù ¡½ĀÍ)ºýĀÉ Ĉù ¡w{§v ć½Āu£ üĉv ½¹Ăõ¹wÞù Ăí I¹ĀÉ ¾z øíw³ ć

ĂÖzv½ wz ç½ÿ ÀĊ·$ ć,(,Ĉù ûwĊz #8¹ĀÉ. )7 
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/-, Ăùºêùüòúăwý ¹vĀù ¾z ćv 

,-/-,  Ă°¸ĉ½w£üòúăwý ¹vĀù ć 

Ăz ¹¾òýwÆúă ÿ üòúă ¹vĀùIĈ£½v¾³ ¢ùÿwêù IĈîĊýwîù ¢ùÿwêù 5ôĊ{é ¿v ËvĀ· Ĉ¤·vĀþîĉ ôĊõ¹  ¢ùÿwêù

 ¾zv¾z ½¹ ¢ùÿwêù IÈĉwÅ ÿ Ĉñ¹½Ā· ¾zv¾z ½¹¢ĉ¹ÿº´ù ))) ÿ Ĉò¤Æ· ÿ ÇÀ·½¹ Ĉĉwă  IwÒåvĀă IĈùwÚý ÜĉwþÍ

                                                      
1  Elasticity Modulus 
2  Poisson's Ratio 
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Ĉù ¹w¬ĉv ))) ÿ ć¿wÅÿ½¹Ā· I¿wñ ÿ ¢æý )ºþþíüĉv¾zwþz ā¹Āz ÇĒ£ ½¹ ā½vĀúă ûvºþúÊýv¹ºývJ ¹vĀù ¿v Ăíć  ºĉº«

āºĉv )ºþþí ā¹wæ¤Åv ¾£¾z ËvĀ· wz¿Ā ùwí$ yí¾ù ¹vĀù ć¢ĉ#wă Ăă¹ ûwĉw~ ½¹ć,4/+ Ăă¹ ¿wáj ÿ ć,40+ 

 ½¹ā¹wù ºþ¯ wĉ ÿ¹ yĊí¾£ ¿v yí¾ù ¹vĀù )ºÉ ĈöúÝ Ĉĉwĉ½¹ ÜĉwþÍwÆúăwý ć¿ Ĉ îÅÿ¾íwù āwñºĉ¹ ½¹ zĂ ¹Ā«ÿ

ĈùºþĉjI ½w¤å½ ¢Ċ¸þÅ ÷ºÝ üĉv )ºý½v¹ ½wñ¿wÅwý Ĉăwñ ÿ ¡ÿwæ¤ù ĈîĉÀĊå ËvĀ· Ăí  Èþ£ Àí¾ú£ ¦Ýwz I¹vĀù

Ăĉđ ¿¾ù ½¹ Ĉò¤ÆÆñ ¹w¬ĉv ÿĈ£½v¾³ ÿ ĈîĊýwîù ÷lĀ£ ć½v¼ñ½wz ¾§v ½¹ wă Ĉù¢ĉ¿Ā ùwí )¹ĀÉ āwñºĉ¹ ¿v wă

ćÁ½Āõw¤ù #Ĉ~ĀîÅÿ¾îĊù$I  Iºþ¤Æă ¹¾òýwÆúăwý ÿ üòúăwýwùv ¹ ¿vāwñºĉ ĈîĊýwîù #Ĉ~ĀîÅÿ¾íwù$ I ÿ üòúă

¹¾òýwÆúăwý xĀÆ´ù Ĉù)ºýĀÉ 

ówîÉv āºúÝûj ËvĀ· ÿ ¹vĀù ĈýwĄñwý ¾ĊĊâ£ Iyí¾ù ¹vĀù ć¢ÅwăI  ĈýwĄñwý ¾ĊĊâ£ y«Āù Ă¬Ċ¤ý½¹ Ăí

 ¹vĀù ½w¤å½ĂzÿĉÂā Ăĉđ ¿¾ù ½¹ wăĈù¹ĀÉāºĉv v¼õ IĈ~ ¹vĀù ËvĀ· Ĉ¬ĉ½º£ ¾ĊĊâ£ ć ¡v¾ĊĊâ£ wz ¹vĀù )ºÉ ćÀĉ½

ËvĀ· ĈÞzw£, øÆĊýwñ½v ½w¤·wÅ ½¹Ăz )¢Åv Ă¤Év¹ ¹Ā«ÿ ûvĀ¸¤Åv ºþýwù āºý¿ ćwăów¨ù ûvĀþÝI  ½¹ ûvĀ¸¤Åv

Ăĉđ Ăz¾Ñ ôĊ{é ¿v Ĉ«½w· ôùvĀÝ ¾zv¾z ½¹ Ĉ{Åwþù ¢ùÿwêù Ăz ¿wĊý Ăí Ĉýÿ¾Ċz ć¹½v¹J  ć¾¤ÊĊz ÷wî´¤Åv ¿v

Ăz ÿ ¢Åv ½v¹½Ā·¾zĈù øí ûj Ĉ¤¸Å ¿v ªĉ½º£Ăĉđ w£ ¹ĀÉĈù ÷¾ý MĒùwí Ăí Ĉýÿ½¹ ćºÉwzJ  yÅwþù Ôĉv¾É w£

ù x¼« ćv¾z¹vĀ üĉv¿v )ºÉwz Ă¤Év¹ v½ Ĉĉv¼áĂz ËvĀ· ¡v¾ĊĊâ£ ÿ½ ¹w¬ĉv Ĉ¬ĉ½º£ ÿ Ă¤ÅĀĊ~ MĒùwí ¡½ĀÍ

ùĈ¹ĀÉ) Ăz ĈÑwĉ½ Üzw£ ìĉ ¢´£ ûj ¡wĊÍĀÎ· Ăí ¹vĀù ĂýĀñ üĉvĈù ¾ĊĊâ£ Ĉ¬ĉ½º£ ¡½ĀÍ Iºþí ¹vĀùFG 

Ĉù āºĊùwý Iüòúăwý ¹vĀù wĉ ºýĀÉ8/7)  

õÿv ÷ĀĄæùĂĊ ¹vĀù ćüòúăwý ý ÔÅĀ£ĀþĊ- ½¹ Èýv½wîúă ÿ ówÅ ,43/wÒåvĀă ûwù¿wÅ ½¹ć ±¾Öù ü~vÁ 

ºĉ¹¾ñ ¿v ÿ ówÅ ,431ûwîùv ¡wÞõwÖù¬þÅĈ õĀ£Ċ º Iûjv ½¹üĉ )ºÉ Ûÿ¾É ½ĀÊí Ăö³¾ù ćöù āÁÿ¾~ óÿv Ĉ

$ ć½ÿwþåÇ¾¤Æñ Üzw£ ¾Ċâ¤ù ¹vĀù# ÕĈ ówÅwăć 34(,432ºÉ ÷w¬ýv ü~vÁ ½¹8/7) 

                                                      
1 Functionally Graded Materials (FGM) 

2 Niino 
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   ôîÉ,-.  ûvĀ¸¤Åv ÜÖêù ćwúý 

v ½¹üĉ āÁÿ¾~ I5āÿ¾ñ ĂÅ ¢·wÅ I ÿ Ç¿v¹¾~Ĉzwĉ¿½v ½wîúă ¹vĀùć Ăĉ¾Úý )ºþ¤Év¹ ìĉ ºĊõĀ£ Ić¹wĄþÊĊ~ ć

ā¹wùìĊùv¾Å ¿v ā¹wæ¤Åv wz Ăí ¹Āz ºĉº« ć ÿ yÅwþù Ĉ£½v¾³ ûwĉ¹v¾ñ ôú´£ ÿ đwz Ĉ£½v¾³ ¢ùÿwêù wz wă

ĂýĀñ Ăz IyÅwþù Ĉ£½v¾³ ¢ĉvºă yĉ¾Ñ ÿ đwz ĈîĊýwîù ¢ùÿwêù wz ¡vÀöåvć  ¿v ā¹wù Ĉ¬ĉ½º£ ¡v¾ĊĊâ£ Ăí

å Ăz ìĊùv¾Å Àöv¾É w£ ¹¾ĉ¼~ ÷w¬ývĂĉđ Ĉĉwù¹ ÔĉĂáwù¹ Ĉýÿ¾Ċz ć ÿ ĈîĊýwîù Ôĉv¾É ÀĊý ÿ ĈĉwÒå ô£wÉ ć

Ăĉđ ć½wîÉĀ«)¹ĀÉ iwÑ½v ô£wÉ Ĉýÿ½¹ ć ¢Å¹ ¿v Ä~ā¹wùj ÿ ¢·wÅ Ăí āÁÿ¾~ ãºă Ăz Ĉzwĉ Ĉ£wÞÖé ć¿wÅ

 ¾Öé Ăz.+ ùĈöĊ¾¤ù ¢ùw¸Ñ ÿ , w£,+ ùĈöĊ¾¤ù  ¹ÿº³ ½¹ Ĉĉwăwù¹ ôú´£ Ăz ½¹wé Ăí-+++  ãĒ¤·v ÿ üĉĀöí

ĉwù¹¹ÿº³ ½¹ Ĉ,+++ ÈăÿÂ~ ªĉw¤ý IĈþ~vÁ ûvºþúÊýv¹ Iºý¹Āz üĉĀöí ĈýwĄ« ÷Āĉ¿Ā úÅ üĊõÿv ½¹ v½ ¹Ā· ćwă

½¹ ówÅ,44+)ºý¹v¹ ½v¾é ûwòúă ½wĊ¤·v ½¹ 

Ăö³¾ùāÁÿ¾~ ÷ÿ¹ ć½¹ ü~vÁ Ĉöù ć  ówÅ4,(,44+ ºÉ ÷w¬ývI Þz¾ù ç½ÿ ¢·wÅ Ăz ¾¬þù ĂíĈ  ¹wÞzv Ăz

.++ ĈöĊùĊĉw~ ¢úÆé ½¹ ā¹wæ¤Åv ćv¾z ¾¤ùĂáwù¹ ĈþĂþĊæÅ ćøĊý ìĉ ÿ ĈĉwÒå ć¾Öé Ăz ā¾í0+ ĈöĊù ¾¤ù
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Ăáwù¹ ĈÕÿ¾¸ù ëĀý ½¹ ā¹wæ¤Åv ćv¾z ĈýwĄ« ÷Āĉ¿Ā úÅ üĊùÿ¹ )ºÉ ĂþĊæÅ ć ĈÞzw£ ¾Ċâ¤ù ¹vĀù½¹ ówÅ 

,44-ÿ ½vÀñ¾z ûj ¿v Ä~I ÿ½ ¾z ¡wÞõwÖùć  ¹vĀùFG  ÿĂzÿĉāÂ ö´£ôĊ ā¿wÅ IÄþ« üĉv ¿v Ĉĉwăñv¾å¾Ċ )ºÉ 

üòúăwý ¹vĀù ĈÞzw£ üòúă ¹vĀù wz ĂÆĉwêù ½¹ ¹¾òýwÆúăwý ¹vĀù ÿ $¢ĉ¿Ā ùwíwă #ĈñÂĉÿ ćv½v¹ ±¾É Ăz Ĉĉwă

¾ĉ¿ Ĉù5ºþÉwz 

,( đwz Ĉĉwù¹ ûwĉ¹v¾ñ ¾zv¾z ½¹ ¹wĉ¿ ¢ùÿwêù) 

-( đwz ĈîĊýwîù ćwă½wz ¾zv¾z ½¹ ¹wĉ¿ ¢ùÿwêù) 

.( øĄù ¿v ĈîĉĈñÂĉÿ üĉ¾£¹vĀù üĉv ćwăºùw« ÷wÆ«v ½¹ Èþ£ Àí¾ú£ Èăwí I ¿v ć½wĊÆz ½¹ )¢Åv  ÷wÆ«v

ôîÉ ¹Ā«ÿ ôĊõ¹ Ăz½¹ Èþ£ Àí¾ú£ IĈÅºþă Ëw· ćwă ĈÕwêý Ĉù ¹w¬ĉv øÆ« ¿v¹ĀÉI  ¹vĀù ìúí Ăz Ăí

üòúăwý ĈùÀí¾ú£ xĀöÖùwý ½w§j ûvĀ£ v½ Èþ£ ĂzøÊ¯ ¡½ĀÍ¹v¹ Èăwí ć¾Ċñ) 

/( ¹vĀù I¹ĀÉ ë¾£ ºÉ½ wĉ ¹w¬ĉv Üýwù Ăí ā¹wù ËvĀ· ¾ĊĊâ£ ćv¾z yĊí¾£ üĉ¾¤Ąz  üòúăwý)¢Åv 

0( Ăz ÷¾ý ¹vĀù ćÿ½ ¾z ¹¾£ ÈÉĀ~ ¾ñvĂĉđ ¡½ĀÍĂĉđ ûºÉ vº« ówú¤³v I¹ĀÉ ÷w¬ýv vº« ćwă ¹¾£ ć

¢Åv ¹wĉ¿ ½wĊÆz )üòúăwý ¹vĀù ìúí ĂzĈù ÷w¬ýv Ĉ¬ĉ½º£ ÿ Ă¤ÅĀĊ~ ¡v¾ĊĊâ£ wz ½wí üĉv I¼~)¹¾ĉ 

1(  ¹vĀù ½w¤·wÅ ½¹ ËvĀ· Ĉ¬ĉ½º£ ¡v¾ĊĊâ£üòúăwý üĊz ÷wî´¤Åv y«Āù IĂĉđĈù ûj äö¤¸ù ćwă¹ĀÉ )

£½ĀÍ½¹ĈĂí  ËvĀ· ½¹ Ĉòþăwúăwý ĈÝĀý IãwĊõv ÿ ĂþĊù¿ ćwă½w¤·wÅ üĊz ô·vº£ IĈ¤ĉ¿Ā ùwí yí¾ù ¹vĀù ½¹

Ĉù ¹w¬ĉv ĈîĊýwîùºþí )Ăz ów¨ù ûvĀþÝùwòþăĈĂí ½wz Ï¾Þù ½¹ ¢ĉ¿Ā ùwí ¹vĀù³ ćwăĈ£½v¾ Ĉù ½v¾é đwz Iºý¾Ċñ

¬ĉv ãwĊõv ÿ ĂþĊù¿ ¿¾ù ½¹ vº¤zv Ië¾£Ăĉđ ½¹ Ä Å ÿ  ¹w ¾Ê¤þù ãwĊõv ÿ ĂþĊù¿ ô·v¹ äĊÞÑ ÜÕwêù ÿ wă

Ĉù¹ĀÉ ) ¹vĀù ½¹üòúăwýĂz IÈþ£ IĈÆĊÕwþâù ÿ Ĉ£½v¾³ IĈîĊýwîù ËvĀ· ½¹ ¹Ā«Āù Ĉò¤ÅĀĊ~ ôĊõ¹ÿ wă 

 ûwĉ¹v¾ñûjwă Ă¤ÅĀĊ~ ¢õw³Ĉù vºĊ~ ćvĂí Jºþþí  ¦Ýwz÷wî´¤Åv Ĉù ā¹wùºýĀÉ) ôîÉ ,-/ ĂÆĉwêùz ć üĊ

¹¾òýwÆúă ¹vĀù ½¹ ËvĀ· ¡v¾ĊĊâ£I üòúăwý ÿ ¢ĉ¿Ā ùwí Ĉù ûwÊý v½ºă¹ 8/7) 



,+ 

 

 ôîÉ,-/ äö¤¸ù ¹vĀù ½¹ ËvĀ· ¡v¾ĊĊâ£ 

--/-, óºùüòúăwý ¹vĀù ĈÑwĉ½ ć¿wÅ 

 IāºÉ ā¹v¹ ¡w´ĊÑĀ£ èzwÖùËvĀ· ĈîĊýwîù  ¹vĀù ½¹ üòúăwýĂzĈù ¾ĊĊâ£ Ă¤ÅĀĊ~ ÿ Ĉ¬ĉ½º£ ¡½ĀÍí)ºþ  

Ăz ÜzvĀ£ üĉv āºúÝ ¡½ĀÍ¿v  ºý½v¾é üĉv8/7) 

¿Ā£ #äõvÜĉ ývĀ£Ĉ 
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 çĀå Ôzvÿ½ ½¹
ir Ior  Ăz yĊ£¾£ÛwÞÉ Ĉ«½w· ÿ Ĉö·v¹ ÿ ĂývĀ¤Åv

iPr IoPr £¾£ Ăz ā¹wù ¢ĊÍw·yĊ  ½¹

đĂĉć ö·v¹Ĉ «½w· ÿøÆ« Ĉ ĈùºÉwzI Ăí ùĈývĀ£þ ºýwîù ¢ĊÍw·Ĉîĉ¾¤îõv ÿ Ĉ£½v¾³ IĈîĊ {é ¿v5ôĊ ¢{Æý 

ûĀÅjĀ~ I¤Åđv óÿºùIĂ¤ĊÆĊ õwò¯Ĉ- I¾Ñyĉ vºăĈ£½v¾³ ¢ĉ.I ¾Ñyĉ Ö· ÓwÆ{ývĈ£½v¾³ Ĉ/ ºþÉwz) Pn  ½¹

þòúăwý ¢zw§ çĀå Ôzvÿ½ ĈÀ« J¢Åv ¢ĊÍw· ĂÖzv½$ ć,(,, #þòúăwý ¢zw§ ĂíĈ ù ÔêåĈºývĀ£ ¹wêù¾ĉ ê³ĈêĊ 

¤·v v½ ¢{¨ù½wĊ ºþíJ wÅ ½¹¾ĉ $ Ôzvÿ½,(,-$ ÿ #,(,.¹wêù #¾ĉ ê³ĈêĊ æþùĈ ý v½ÀĊ ùĈºývĀ£ ¤·v½wĊ  )ºþí

Pn 0= öí ½¹ĂĊć ÜzvĀ£I ûwÊýāºþă¹ć ¢Åv üòúă ¹vĀùüĊþ°úă Ir ÿ Ĉö·v¹ ÛwÞÉ Ăz ÛwÞÉ ¢{Æýk 

Ĉù Ĉö·v¹ Ăz Ĉ«½w· ÛwÞÉ ¢{Æý)ºÉwz 

0-,  ĂþĊÊĊ~ć èĊê´£ 

ç½ÿĂz wă Ăz Ă¤Æz I¹¾z½wí ÛĀþ£ )ºþ¤Æă ½v¹½Ā·¾z ć½wĊÆz ¢Ċúăv ¿v äö¤¸ù ÜĉwþÍ ½¹ ÜĊÅÿ ¹¾z½wí ôĊõ¹

¿wĊýI Ĉñ¹ĀÊñ ÿ wă½wĊÉ ÛvĀýv ¹Ā«ÿç½ÿ ½¹ v½ äö¤¸ù ówîÉv ÿ ¹wÞzv wz wăĈù wă )º{öÕv I¹½vĀù üĉv Ăöú« ¿

ĈùĀ£ā¾¬þ~ ÿ wă½¹ Ĉñ¹ĀÊñ Ăz ûvĂýºz ½¹ wăć Ĉĉwĉ½¹¾ĉ¿ ÿ wăwúĊ~vĀăªþÅ½wÊå ówÎ£v ô´ù IwăªþÅwù¹ ÿ wă wă

Ăýºz ½¹ć ā½Āí®Ċ~ ÔÅĀ£ ¾òĉºúă Ăz ç½ÿ ÿ¹ ówÎ£v ô´ù Iwă­¾~ ÿ wăµv½ĀÅ ¹Ā«ÿ Iwăā¾~ ½¹ Ĉĉwă ćwă

üĊz½Ā£ ówĊÅ ü¤åwĉ ûwĉ¾« ¢Ą« wăìþ·āºþþí  ½¹ýj )))ÿ wĄ v½ ā½wÉv¹¾í )Ĉñ¹ĀÊñ ¹Ā«ÿ ¦Ýwz IøÆ« ½¹ wă

ĂzĈù Ĉñ¹ĀÊñ ãv¾Õv ½¹ Èþ£ Àí¾ú£ ûºùj ¹Ā«ÿ)¹ĀÉ  ĂÞÖé ĂÅºþă ÿ Äþ« ²Ċ´Í Ĉ³v¾Õ ìúí wz

ĈùĂí I¹v¹ Èăwí v½ Èþ£ Àí¾ú£ ½vºêù ûvĀ£ ¢ÆîÉ wz Ăözwêù ĈĉwývĀ£ ÿ ĂþĊĄz Ĉ³¾Õ Ăz ĈzwĊ¤Å¹ ćwă

                                                      
1 Volume Fraction 
2  Density 
3  Heat Conduction Coefficient 
4  Thermal Linear Expansion Coefficient 
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āĀ´ý ¹½Āù ½¹ èĊé¹ ¡wÝĒÕv ü¤Æýv¹ ºþù¿wĊý ĈîĊýwîùć  )¢Åv Ĉñ¹ĀÊñ ãv¾Õv ½¹ Èþ£ Üĉ¿Ā£v¿vüĉÿ½ 

Ă{Åw´ù ÿ ĈÅ½¾zāĀ´ý ÿ ½vºêù ćĈñ¹ĀÊñ ãv¾Õv ½¹ Èþ£ Üĉ¿Ā£ ć ÿ Ĉ³v¾Õ ćv¾z IwăĄzĂþĊć¿wÅ  ç½ÿ

)¢Åv øĄù ½wĊÆz 

 ¡w´æÍ Èþ£ ĈÅ½¾z ¹½Āù ½¹¾òýwÆúăĈñ¹ĀÊñ ćv½v¹ ¹¾òýwÆúăwý ÿ ¹ Çÿ½ ¿v ¿v øÝv ûĀñwýĀñ ćwă

¤Åv ĈöĊö´£ ÿ ć¹ºÝ IĈz¾¬£Ăz )¢Åv āºÉ ā¹wæSĊâ¤ù Çÿ½ ć¾Ċñ½wí ½¹ ć¿¾ù ½vºêù ôtwÆù ô³ ½¹ Ôö¤¸ù ¾

¤ÅđvĊÆĊĂ¤ Ĉö¸ÉĀù ÔÅĀ£ ½wz üĊõÿv IćºÞzÿ¹ĈöĉĀÉ ]0 [ )ºÉ Ătv½v ¹¾òýwÆúă ìĊ¤Åđv ¹vĀù ćv¾z

 üĉÿwÅ ¡wÞõwÖù ½¹ ćÿ ÔÅĀ£ āºÉ Ătv½v Çÿ½ ¿v Ĉĉwă¹¾z½wí]1[ ÿ½ ¾zć ç½ÿćwă  ćÿw³ ¹ÿº´ùwý ¹¾òýwÆúă

Ĉñ¹ĀÊñĈù āºĉ¹ ÈÊí ¢´£ ÿ äö¤¸ù ćwă ćv¾z üĉÿwÅ üĊþ°úă )¹ĀÉç½ÿćwă  Ĉñ¹ĀÊñ wz ¹¾òýwÆúăwý

ĂÞÅĀ£ )¹v¹ ÷w¬ýv v½ Ĉ£wÞõwÖù Ićÿ¾ĉv¹ ÿ ćĀÒĊzć Ĉö¸ÉĀù Çÿ½ ôùwíĈöĉĀÉ  ćºÞzÿ¹ Ă¤ĊÆĊ¤Åđv ôtwÆù Ăz

8 ćw{öÉv ÔÅĀ£ ¹¾òýwÆúăwý ¹vĀù2 ÿ¾¤Év I7]3[  ĈîÆ¤Ċþ¸õ ÿ]4[ )ºÉ ÷w¬ýv É ¾í» ¹½vĀù ćwă½wí ¿v đwz ½¹ āº

ĂSĊõÿvĂþĊù¿ ½¹ āºÉ ÷w¬ýv ć8 ¾ĉ¹Āñ ÿ Äý½Āöå wSùv )ºþ¤Æă ĈîĊýwîù ć½v¼ñ½wz ć,+ Ĉ£½v¾³ ôĊö´£ üĊõÿv 7

ç½ÿ ½¹Ăz Ĉ£½v¾³ Èþ£ wĄýj )ºý¹v¹ ÷w¬ýv Ôö¤¸ù ¾SĊâ¤ù Çÿ½ ìúí wz v½ Ĉñ¹ĀÊñ ćÿw³ ćwă ½¹ āºùj¹Ā«ÿ

Ĉñ¹ĀÊñ ćÿw³ ¹ÿº´ùwý ç½ÿ ĈÒĊz ćÿ¾ĉv¹ ÿ ûĀñôĊÆýw¤~ ìúí Ăz v½)ºý¹¾í ĈÅ½¾z Ôö¤¸ù ćwă Ä Å 

8 ûwúĉ½j ÿ Ātv½,,Çÿ½ ¿v ā¹wæ¤Åv wz 7 đvĂĊÆĊ¤Åÿ wù¹ Üĉ¿Ā£ ćºÞzÿ¹ ć  ç½ÿ ½¹ v½ ĈtwÊá Èþ£¹ÿº´ù 

ĉv¹ Ĉñ¹ĀÊñ ćÿw³ üòúăćÿ¾ èĉwÝ¢·vĀþîĉ Ĉ£½v¾³ ûwĉ¾« ¢´£ I ºý¹Āúý ĈÅ½¾zûj ) ¹Ā· èĊê´£ ½¹ wă

Ă{õ ć¿¾ù Ôĉv¾Éç½ÿ Ĉýÿ¾Ċz ćwă Ăz ć¿¾ù Ówêý èzwÖ£ ôévº³ Çÿ½ ¿v ā¹wæ¤Åv wz v½ºý¹½ÿj ¢Å¹)  ówå ìù

8 ûv½wîúă ÿ,-¢ĉĀê£ Ĉñ¹ĀÊñ ćÿw³ ç½ÿ Ĉ£½v¾³ ÀĊõwýj 7ûj )ºý¹v¹ ÷w¬ýv v½ āºÉ Çÿ½ ¿v ā¹wæ¤Åv wz wă

Ă¤ĊÆĊ¤ÅđvĂ´æÍ ćĂõmÆù ćv¾z v½ èĊé¹ xvĀ« ìĉ ćv)ºý¹¾í Ătv½v ¹Ā· ć 8 ü¯,. ¿v ā¹wæ¤Åv wz 7 ªĉw¤ý

mÆù I¾ĉ¹Āñ ÿ Äý½ĀöåĂõĂÞõwÖù ¹½Āù ćûj ćz v½ wă~ÿ¾£Ā£½v ç½ÿ ćv¾ìĊ ¹¾í ĈÅ½¾z ÿ ô³ ) ûv¾òÊăÿÂ~ wăºÞz



,. 

æ¤Åv wz ć¹ºÞ¤ù ÔÅĀ£ āºÉ Ătv½v Ôzvÿ½ ¿v ā¹w  8Ü«v¾ù2(,+7 ĂÞõwÖù Ăzć ¡w´æÍ ÿ ¹ÿº´ù  ¹ÿº´ùwý

 ¹¾òýwÆúăwý8 ºþ¤·v¹¾~ Ĉñ¹ĀÊñ ćv½v¹,/(,37 ) 

 ówÅ ¿v,44- Äýv¾æþí ÿ wă½wþĊúÅ ÿ äö¤¸ù ¡wêĊê´£ ½ĀÒ³ IºÞz Ăz wz Ĉĉwă½Ā´ùĉ¢  üòúăwý ¹vĀù üĉv

ĂõwÅ¾ă Ĉù ¾¤ÊĊzºÉ. ç½ÿ ¿v ÛĀý üĉv  ćÿ½ ¾z èĊê´£ĂþĊù¿ ½¹ wă ÿ ðývÁ )¢Åv Ă¤å¾ñ ¡½ĀÍ äö¤¸ù ćwă

 Èýv½wîúă],4[ Ă{Åw´ù ćv¾z èĊé¹ ĈSö³ Ăzý ¹ÿº´ùwý ç½ÿ ìĉ ½¹ Ĉ£½v¾³ Èþ£ ć Ĉñ¹ĀÊñ ćv½v¹ üòúăw

¾ĉv¹ÿĈù ¾ĊĊâ£ ĈÝwÞÉ ¢Ą« ½¹ ĈõwúÝv ćwù¹ ÿ ¹vĀù ËvĀ· IwĄýj èĊê´£ ½¹ )ºþ¤·v¹¾~ ćĂõwêù ½¹ )¹¾í ćv

 Èýv½wîúă ÿ ðýwĉ]-+[ ¾ĉv¹ Ĉñ¹ĀÊñ wz üòúăwý ¹vĀù Äþ« ¿v ç½ÿ ìĉ ĈîĊùwþĉ¹ Èþ£ ôĊö´£ Ăzÿ ć

 ç½ÿ ĈîĊùwþĉ¹ Èþ£ Üĉ¿Ā£ IÔö¤¸ù ćwă¾Ċâ¤ù Çÿ½ ¿v wĄýj )ºþ¤·v¹¾~üòúăwý  ¢Ą« ½¹ ā¹wù ËvĀ· Ăí v½

Ĉù ¾ĊĊâ£ ĈÝwÞÉ J¹¾íĂz¢Å¹ ¾ĉv¹ Ĉñ¹ĀÊñ ãv¾Õv ĈîĊùwþĉ¹ Èþ£ Üĉ¿Ā£ Ăí Iºþ¤åwĉ½¹ wĄýj )ºý¹½ÿjÿ ć

Ăz½ĀÕ wĉ )¢Åv Ă¤Æzvÿ ¹vĀù ËvĀ· ¾ĊĊâ£ ćv¾z yÅwþù Üzw£ xw¸¤ýv Ăz ć¾ĊòúÊ¯ðý, Èýv½wîúă ÿ 8,- 7

 ô³ ½wz üĊõÿv ćv¾zýĊĂúö´£ĊöĈ ç½ÿ ćv¾z v½ç½ÿ ½¹ ÿ Ĉ{ýw« ½wz ¢´£ ĈÞzw£ ¹vĀù wz wă  ¹ÿº´ùFG   Ătv½v

 )ºý¹¾íü~- 8 ûv½wîúă ÿ-- )ºý¹¾í ĈÅ½¾z v½ ĈöĊÖ¤Æù Ĉñ¹ĀÊñ ćv½v¹ ĈöĊÖ¤Æù ¹ÿº´ù ç½ÿ Èþ£ ÀĊõwýj I7

±ĒÍv Çÿ½ ¿v ā¹wæ¤Åv wz wĄýjāºÉ¤¸ù ¾SĊâ¤ù ć )ºý¹¿ Ãº³ v½ Èþ£ ÜzvĀ£ IÔö8 ûv½wîúă ÿ ć¾ùwÝ-. wz 7

Ăz Èþ£ Àí¾ú£ Ôö¤¸ù ¾SĊâ¤ù Çÿ½ ¿v ā½wæ¤Åv ç½ÿ ½¹ āºùj ¹Ā«ÿFG ć½v¼ñ½wz ¢´£ v½ ćÿ¾ĉv¹ Ĉñ¹ĀÊñ wz-

ûÿ½¹ äö¤¸ù ćwăĂ´æÍ)ºý¹¾í ĈÅ½¾z ćv 

ówÅ ½¹ĂþĊù¿ ½¹ ć¹SºÞ¤ù ¡wêĊê´£ ÀĊý ¾Ċ·v ćwăç½ÿ Ĉ£½v¾³ ÀĊõwýj ć ćwăFG Ă¤å¾ñ ¡½ĀÍ)¢Åv 

8 wñwýĀÆ£wù-/Ăzw« 7 ¹vĀù ¿v āºÉ Ă¤·wÅ ç½ÿ ½¹ āºùj¹Ā«Āz Èþ£ ÿ Ĉĉw«FGć½v¼ñ½wz ¢´£ Iøă ćwă ûwù¿

                                                      
1  Yang  

2   Pan 
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 )¢Åv ā¹v¹ ½v¾é ĈÅ½¾z ¹½Āù ćºÞzÿ¹ ćđwz Ă{£¾ù ĈÉ¾z ôîÉ¾ĊĊâ£ ć½Āu£ ¿v ā¹wæ¤Åv wz v½ Ĉ£½v¾³ ÿ ĈîĊýwîù

ÿw£ÿv, 8 vÿwòĊýw£ ÿ0-½wz ¿v ĈÉwý Ĉ£½v¾³ Èþ£ 7 ĈöĊÖ¤Æù ç½ÿ ìĉ ½¹ v½ ûwù¿ wz ¾SĊâ¤ù Ĉ£½v¾³ ć½v¼ñFG 

ûj)ºý¹v¹ ½v¾é ĈÅ½¾z ¹½ĀùÇÿ½ ¿v wă ā¹wæ¤Åv Èþ£ ôĊö´£ ćv¾z ĈÅĀþĊÆí ¹ÿº´ù ¡v¾ĊĊâ£ ÿ ÃĒ~đ ćwă

8 ûv½wîúă ÿ wýĀÅ½Āí )ºý¹¾í-1ìÆĉ¹ ½¹ āºÉ¹w¬ĉv ìĊ¤Åđv Èþ£ 7 Ĉõw·Ā£ ćwăFG  ¢·vĀþîĉ ½wÊå ¢´£ v½

³ ć½v¼ñ½wz ÿ Ĉö·v¹8 ĈùĒÅv ÿ ¢Þĉ¾É )ºý¹v¹ ½v¾é ĂÞõwÖù ¹½Āù Iwĉw~ Ĉ£v½v¾-2 ¡w´æÍ Ĉ£½v¾³ Èýwúí 7

Ă¤·wÅ ĈöĊÖ¤Æù ¹vĀù ¿v āºÉFG 8 ûv½wîúă ÿ ĀtvÁ )ºý¹v¹ ½v¾é ĂÞõwÖù ¹½Āù ĈÅºþă Ìêý wz v½-3 ôĊö´£ 7

ç½ÿ ĈîĊýwîù ÿ Ĉ£½v¾³ ÈýwúíĂ¤·wÅ ćwă ¹vĀù ¿v āºÉFG ā¹v¹ ÷w¬ýv v½ ćÿ¾ĉv¹ ÿ ĈÞz¾ù µv½ĀÅ wz )ºýv

ëwÆý½w¯- 8 ûv½wîúă ÿ-4 Ă{£¾ù ¹ÿº´ù ćvÀ«v Çÿ½ ìĉ ¿v 7½v¾³ Èþ£ ÀĊõwýj ćv¾z đwz ½¹ āºÉ ¹w¬ĉv Ĉ£

 ¹vĀùFG  ½wÊå ¢´£ û¿w¸ù IĂ´æÍ ºþýwù āvĀ¸õ¹ ĈÅºþă ówîÉv ½¹ wĉw~ Ĉ£½v¾³ ÿ ĈîĊýwîù ć½v¼ñ½wz ¢´£

ûj )ºý¹¾í ā¹wæ¤Åv )))ÿ wăĂ¤ĊÆĊ¤Åđv ć½Āu£ ìúí wz v½ ôĊö´£ üĉvĂ´æÍ ćvÁ )ºý¹v¹ ÷w¬ýv ćvðý  ûv½wîúă ÿ

8.+Ä~ 7Ă´æÍ Ĉ£½v¾³ ÈýwúíĂ¤·wÅ ĈöĊÖ¤Æù ćwă ¹vĀù ¿v āºÉFG  ½v¾é ìĊ¤Åđv ¾¤Æz ćÿ½ Ăí v½

Ă¤å¾ñ8 ûv½wîúă ÿ ĈþĊÆ³ )ºý¹¾í ĈÅ½¾z Iºýv.,Ă¤å¾ñ¾z Ĉ£w{Åw´ù Çÿ½ ìĉ ¿v ā¹wæ¤Åv wz 7 Çÿ½ ¿v āºÉ 

Ç¾¤Æñ ¹ÿº´ù ćvÀ«v ¹vĀù ¢ÆîÉ ÀĊõwýj IĂ¤åwĉFG ~ÿ¾£Ā£½v ÿìĊ  ĈîĊýwîù ÿ Ĉ£½v¾³ ć½v¼ñ½wz ¢´£ v½

8 ĂĄýđ )ºý¹v¹ ÷w¬ýv.- ¹vĀù Äþ« ¿v øĊ¸Ñ ĈöĊÖ¤Æù ç½ÿ Èýwúí 7FG  ôîÉ¾ĊĊâ£ ć½Āu£ ¿v ā¹wæ¤Åv wz v½

 Ă{£¾ù ĈÉ¾z)ºý¹v¹ ½v¾é ĈÅ½¾z ¹½Āù óÿv ç½ÿ Èþ£ Àí¾ú£ ¹½Āù ½¹òúăwý ćwă ¡wêĊê´£ IĈñ¹ĀÊñ ćÿw³ ü

 ¾ĉwzĀí )¢Åv Ă¤å¾ñ ¡½ĀÍ Ĉúí ½wĊÆzÿ Èýv½wîúă ]..[ zw  ¿v ā¹wæ¤ÅvîÉô ćºþzćvÀ«v  ¹ÿº´ù

vĉÿÀ¾¤ùv½w~ĉì I§m£Ċ¾ z v½ ¹vĀù ËvĀ· Ĉþòúăwý¾ ç½ÿ ½¹ Èþ£ Àí¾ú£ yĉ¾Ñ ćÿ½ Ĉñ¹ĀÊñ ćÿw³ üòúăwý ćwă

¾ĉv¹ÿ )ºý¹¾í ĈÅ½¾z ćç½ÿ ì£ ÈÊí ¢´£ wĄýj ¦´z ¹½Āùā½Ā´ù  J¹v¹ ûwÊý wĄýj ¡wêĊê´£ ªĉw¤ý )¹Āz

                                                      

1  ootao 

2  Chareonsuk 
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Ĉ¤éÿĈù ÈĉvÀåv Ĉñ¹ĀÊñ Àí¾ù ¿v ûºÉ ½ÿ¹ wz ðýwĉ óÿºù ĂíĈù Èăwí Èþ£ Àí¾ú£ Jºzwĉ èĊê´£ ½¹ )ºzwĉ

Èýv½wîúă ÿ  ÿwí )¹Āz ĈývĀ£ ĈÞzw£ IËvĀ· ¾ĊĊâ£ û¹v¹ ûwÊý ćv¾z ā¹wæ¤Åv ¹½Āù Üzw£ ½Āí¼ù 8./ Çÿ½ ¿v 7

ćvÀ«v ĂÅºþă wz ĈÞzw£ ç½ÿ I¹ÿº´ù¾ĉv¹ IćĀÒĊz ç½ÿ ôĊ{é ¿v äö¤¸ù ćwăÿĈñ¹ĀÊñ ćv½v¹ ĈÞöÑºþ¯ ÿ ć-

ôîÉ Ăz Ĉĉwăz )ºý¹v¹ ½v¾é ĈÅ½¾z ¹½Āù v½ ûĀñwýĀñ ćwăw  üòúăwý ¹vĀù ¹¾z½wí Ăz Ă«Ā£ĂzûvĀþÝ  ÷ÿwêù ć¹vĀù

¹½  Ĉ£½v¾³ Èþ£ ôĊö´£ Iwù¹ ¹wĉ¿ ¡v¾ĊĊâ£ ¾zv¾z ç½ÿćwă  )¢Åv ā¹Āz ûwêê´ù Ă«Ā£ ¹½Āù Ĉñ¹ĀÊñ ćÿw³ 

ú´ù ćº].0[ ¾ĉv¹ Ĉñ¹ĀÊñ ãv¾Õv ½¹ Èþ£ Àí¾ú£ yĉ¾Ñÿ v½ üòúăwý ¹ÿº´ùwý ç½ÿ ½¹ ćĂÞõwÖù¹½Āù 

óÿºù ôĊ{é ¿v ç½ÿ ĈîĊýwîù ËvĀ· ¾ĊĊâ£ )¹v¹ ½v¾é Ă¤ĊÆĊ¤Åđv ûĀÅvĀ~ ¢{Æý ÿI  ¾Úý½¹ ĈÝwÞÉ ¢Ą« ½¹

 )ºÉ Ă¤å¾ñćÿ ĈöĊö´£ ĈSö³ v½ Ă{Åw´ù ćv¾zć  ¢·vĀþîĉ ÈÊí ¢´£ Ĉé½ÿ ½¹ Èþ£ Àí¾ú£ yĉ¾Ñā½Ā´ùÿ¹ 

ù üĉv ½¹ Èþ£ Àí¾ú£ ¾z ĈîĊýwîù ËvĀ· ¾ĊĊâ£ ¾Ċ§m£ üĊþ°úă )¹¾í Ătv½v Ìõw· ĈÉ¾z ć½v¼ñ½wz ÿ ¹½Āù Ăõwê

)¢å¾ñ ½v¾é ĈÅ½¾z ðýwĉ  Èýv½wîúă ÿ].1 ÿ .2[ ĈÅ½¾z Ăz ç½ÿ ìĉ ćºÞzÿ¹ Èþ£   ćÿw³ ¹ÿº´ù üòúăwý

¾ĉv¹ Ĉñ¹ĀÊñÿ½wz ¢´£ ÿ ćI¢·vĀþîĉ ć½v¼ñ Ċâ¤ù Çÿ½ ¿v wĄýj )ºþ¤·v¹¾~ Èþ£ Üzw£ ¿v ā¹wæ¤Åv ÿ Ôö¤¸ù ¾

ā¿vºýv ÿ ¹vĀù ËvĀ· Ić½v¼ñ½wz äö¤¸ù Ôĉv¾É ćv¾z ªĉw¤ý )ºþ¤å¾ñ ìúí ¹Ā· ô³ ćv¾z ć¾ĉv äö¤¸ù ćwă

ºý¹v¹ ûwÊý wĄýj )ºÉ Ătv½v ç½ÿI  ûwÆîĉ Ôĉv¾É ½¹ ¹ÿº´ùwý ç½ÿ wz ĂÆĉwêù ½¹ ¹ÿº´ù ç½ÿ ½¹ Èþ£ Àí¾ú£ Ăí

Ĉù ÈĉvÀåv· Üzw£ ²Ċ´Í xw¸¤ýv wz ÿ ºzwĉĈù Iüòúăwý ¹vĀù ½¹ ìĊ¤Åđv óÿºù ôĊ{é ¿v Iā¹wù ËvĀ ûvĀ£

øÊ¯ Èăwí¹Āz ºăwÉ Èþ£ Àí¾ú£ ½¹ v½ ć¾Ċñ) ûv½wîúă ÿ Ĉå¾Év 8.3 I7 Ĉñ¹ĀÊñ wz üòúăwý ç½ÿ ¶Åw~

¾ĉv¹ÿć v½  ć½v¼ñ½wz Ăzā½Ā´ùÿ¹I ĂÅ ¢õw³ ½¹©½ºù ć¿¾ù ûwúõv Çÿ½ ¿v ćºÞz, ĂÞõwÖù ¹½Āù  ½v¾éºý¹v¹ )

 ½¹ ĈîĊýwîù ËvĀ·Ăz ¢ùw¸Ñ ¹vº¤ùv ½¹ ÿ ĈõĀÕ ¢Ą«Ĉù ¾ĊĊâ£ ĈývĀ£ ĈÞzw£ ¡½ĀÍ üĉv ¡Āé Ówêý ¿v )¹¾í

Èú· ðþĊö~Āí ¾§v ĈÅ½¾z Ăõwêù( ÈÊí½¹ ¤ýĊĂ¬ć  ć½v¼ñ½wz ¢´£ I¹vĀù ËvĀ· û½wê¤ùwý Üĉ¿Ā£ā½Ā´ùÿ¹ 

½wz ¢{Æý ÿ ¿¾ù ¿v Ĉñ¹ĀÊñ ĂöÍwå ¾Ċ§m£ IèĊê´£ üĉv ½¹ )¹ĀzI å¾ñ ½v¾é ĈÅ½¾z ¹½Āù Èþ£ Üĉ¿Ā£ ¾z ½¹ )¢

                                                      
1  Graded Boundary Element 
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ĂþĊù¿ć  yĉv¾Ñ üòúăwý ¹vĀù ćv¾z )¢Åv āºÉ ÷w¬ýv ć¾Î¤¸ù ¡wêĊê´£ ÀĊý üòúăwý ç½ÿ ½¹ ë¾£ ôĊö´£

üĉv ½¹ )¢Åv Ă¤Æzvÿ ā¹wù ûwĉ¹v¾ñ Ăz Èþ£ ¡ºÉ ëĀý ćĀö« ½¹ ć¹ĀúÝ ÿ ĈÉ¾z ¹Āù ÿ¹ ¾ă MwùĀúÝ I¹vĀù ĂýĀñ

Ăz ë¾£¾í Ì¸Êù ćv¾z )¢Év¹ ºăvĀ· ¹Ā«ÿ ā¹wù ËvĀ· û¹Āz û½wê¤ùwý ¾Õw· Ăz ¿wĊý I¹vĀù üĉv ¶Åw~ û¹

Ă{Åw´ù Ăz ¿wĊý Iãºă üĉv Ăz ĈzwĊ¤Å¹ ćv¾z Ăí J¢Åv ¢ÆîÉ Ĉòù¾ê¯ ¹½Āù ½¹ ÷¿đ ¡wÝĒÕv yĉv¾Ñ ć

ĂýĀúý ćv¾z Èþ£ ¡ºÉwăI ć½v¼ñ½wz ¢´£Ăõđ¹ )¢Åv ¾Ċâ¤ù ćwă,  ÿÈýv½wîúă ].4[ v¹Āý ÿ-  ÿ

 Èýv½wîúă]+/[ Ĉ~ )ºý¹¾í ôĊö´£ v½ Ĉ£½v¾³ ÿ ĈîĊýwîù ćwă½wz ¢´£ üòúăwý ç½ÿ ½¹ ¹ÿº´ù ë¾£. ],/[ 

¢å¾ñ Ă¬Ċ¤ý ÿv )¹v¹ ½v¾é ĈÅ½¾z ¹½Āù v½ ë¾£ ëĀý ûvºĊù ¢ÞĊ{Õ ĈêĊê´£ ½¹I  ¹Āù Èþ£ ¡ºÉ yĉ¾Ñ Ăí

ÿ¹ ç½ÿ ¢ÆîÉ ½¹ ĈúĄù ÈêýðývÁ )¹½v¹ üòúăwý ćwă/ Èýv½wîúă ÿ] -/[  ç½ÿ ½¹ ë¾£ ĂõmÆù ôĊö´£ Ăz

ûwĄĉj )ºþ¤·v¹¾~ ¹vĀù ËvĀ· āvĀ¸õ¹ Üĉ¿Ā£ wz üòúăwý0 ]./[   ½¹ v½ Ĉ{Ċí¾£ ćwă¹Āù ½¹ Èþ£ ¡ºÉ yĉv¾Ñ

 ¢õw³ĂÅºÞzć  Çÿ½ ¿v ā¹wæ¤Åv wz Iüòúăwý ¹vĀù ½¹ćvÀ«v ¹ÿº´ùI  ¹¾z½wí Ăz Ă«Ā£ wz )¹v¹ ½v¾é ĈÅ½¾z ¹½Āù

Ăz üòúăwý ¹vĀù I÷ÿwêù ć¹vĀù ûvĀþÝ¾zv¾z ½¹ ö´£ Iwù¹ ¹wĉ¿ ¡v¾ĊĊâ£ç½ÿ ÛĀý üĉv  Ĉ£½v¾³ Èþ£ ôĊ ćÿw³ wă

 )¢Åv ā¹Āz ûwêê´ù Ă«Ā£ ¹½Āù IĈñ¹ĀÊñÃwý¹½wíwĊÅ½wñ1 Èýv½wîúă ÿ ]//[ Ă{Åw´ù ĂzÈý¾í ć ÿ wă

Èþ£¾ĉv¹ Ĉñ¹ĀÊñ ãv¾Õv ĈÝwÞÉ Ĉĉw¬zw« ÿ ĈÝwÞÉ ÿ ĈÖĊ´ù ćwăÿ ÿ üòúăwý ¹vĀù Äþ« ¿v ç½ÿ ćv¾z ć

)ºþ¤·v¹¾~ Ĉ£½v¾³ ć½v¼ñ½wz ¢´£ 

                                                      
1  Delale  

2  Noda  

3  Pei 

4  Zhong 

5  Ayhanhdkni  

6  Cardenas-Garcia 



,2 

1-, Üú«ćºþz 

 ½¹Ăz ôÎå üĉvć½Āu£ ¾Î¤¸ù ¡½ĀÍĂþĊù¿ ½¹ äö¤¸ù ćwăç½ÿ ć ¡wĊÍĀÎ· ÿ äĉ¾Þ£ ûwĊz wz )ºÉ ½ÿ¾ù wă

ĂþĊÊĊ~ ĈÅ½¾z ÿ üòúăwý ¹vĀùç½ÿ ćÿ½ ¾z ĈúöÝ ¡wêĊê´£ ćôÍw³ Ă¬Ċ¤ý üĉv üòúăwý ćwă  ½¹ Ăí IºÉ

ĂþĊù¿ç½ÿ Èþ£ Àí¾ú£ ć Ĉñ¹ĀÊñ ûj ½¹ Ăí Ĉñ¹ĀÊñ ćÿw³ üòúăwý ćwă ºéwå J¢Åv ½wz ½wĊÆz ¡wêĊê´£

ç½ÿ ¡đwÎ£v ½¹ )¢Åv āºÉ ÷w¬ýv Ĉúí ÿ ®Ċ~ èĉ¾Õ ¿v äö¤¸ù ćwă Ĉ«½w· ½wÊå ¢´£ Ĉñ¹ĀÊñ MđĀúÞù ­¾~

Ĉù ½v¾éç½ÿ Èþ£ ôĊö´£ ¾z Ĉñ¹ĀÊñ ¿¾ù ½¹ Ĉ«½w· ½wz ¾Ċ§m£ )¹¾Ċñ ½v¾é ĈÅ½¾z ¹½Āù ûĀþíw£ üòúăwý ćwă

)¢Åv Ă¤å¾òý  ç½ÿ ½¹ Èþ£ Üĉ¿Ā£ Ĉ£½v¾³ ôĊö´£ üĊþ°úăFG  wzĂz ć½v¼ñ½wz w£ ¢zw§ ćwù¹ ãĒ¤·v ¡½ĀÍ

āºÊý ÷w¬ýv ûĀþíĈù ĈÞÅ èĊê´£ üĉv ½¹ )¢Åv¹ĀÉ āĀ´ýć Ăzw« ÿ Èþ£ Üĉ¿Ā£ Ĉñ¹ĀÊñ ã¾Õv Ówêý ½¹ Ĉĉw«

¾ĉv¹ÿć ç½ÿ ìĉ ½¹ ÿ ë¿wý ºþöz üòúăwý ÿ ¹¾òýwÆúă ćÿ¾ĉv¹ Ĉñ¹ĀÊñ wzI ć½v¼ñ½wz ¢´£ ĈîĊýwîù ûÿ½¹-

Ă´æÍ½wÊå ÿ Ĉýÿ¾Ċz ćwă¿¾ù ½¹ ćv îĉ¢·vĀþ ãv¾Õv ½¹ Ĉñ¹ĀÊñ  Ĉö·v¹ ¿¾ù üĊz ¢zw§ ćwù¹ ãĒ¤·v ìĉ ÿ

Iç½ÿ Ĉýÿ¾Ċz ÿ )¹ĀÉ ôĊö´£ ¿v Sz¾ù ôévº³ Çÿ½ ÿ Ôö¤¸ù ôĊÆýw¤~ ÜzvĀ£øĊÆê£ wz ĈÕwêý ½¹ wÖ· ¡wÞ ćºþz

Ĉù ā¹wæ¤Åv ôĊö´£ ćv¾z ¿¾ù ½¹ øÚþù )¹ĀÉ 

¹ ôÎå ½¹ ç½ÿ ¾z øíw³ ¡đ¹wÞù ÿ Ôzvÿ½ I÷ÿĈù ©v¾¸¤ÅvüĊþ°úă )ºýĀÉ  Ĉñ¹ĀÊñ ãv¾Õv ½¹ Èþ£ Üĉ¿Ā£

Ĉù ½v¾é ĈÅ½¾z ¹½Āù ć¹wĄþÊĊ~ Sô³ ¿v ā¹wæ¤Åv wz üòúă ç½ÿ ½¹ ÷ĀÅ ôÎå ½¹ )¹¾ĊñôĊö´£  üòúăwý ç½ÿ

ĈîĊýwîù ½wz ¢´£ Ĉ£½v¾³ ÿ )ºÉ ºăvĀ· ĂÞõwÖù ā¹wù Äþ« wz ç½ÿ ÛĀý ÿ¹ ôÎå üĉv ½¹ ¹½Āù ¡ÿwæ¤ù ć

)¢å¾ñºþăvĀ· ½v¾é ĈÅ½¾z  ½¹úă ç½ÿ ćv¾z ÷½wĄ¯ ôÎåûÿ½¹ ć½v¼ñ½wz ¾z āÿĒÝ üòúăwý ÿ üòĂ´æÍ Ićv

 ¾Ċ§m£ Ĉñ¹ĀÊñ ô·v¹ ½¹ ½wÊå ¾z£Ăzw« ÿ āºÉ ¹w¬ĉv Èþ£ Àí¾úĈÝwÞÉ Ĉĉw«  Ĉñ¹ĀÊñ ãv¾Õv Ówêý ½¹

 ĈÅ½¾zāºÉ  ÿw¤ýĉª ĂÞõwÖù¹½Āù Ĉù ½v¾é ÿ ¹¾Ċñ Ă¬Ċ¤ý Ăz ø¬þ~ ôÎå ½¹ ¢ĉwĄý ½¹ć¾Ċñ Ătv½v ÿ ć~Ċ¹wĄþÊwă 

 āºþĉj ¡wêĊê´£ ćv¾zv¹¾~Ă¤· Ĉù)¹ĀÉ 

  



,3 

 

 

  



,4 

 

 

ôÎå- Ĉñ¹ĀÊñ wz üòúă ç½ÿ ¢´£ ćÿ¾ĉv¹ ć½v¼ñ½wz

Ĉ£½v¾³ ÿ ĈîĊýwîù 
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,-- ÈĊ~½w¤æñ 

Ï¾å ¢Åv ÷¿đ vº¤zv ½¹āºÉ ā¹wæ¤Åv ôÎå üĉv ½¹ ¡đ¹wÞù ©v¾¸¤Åv ćv¾z Ăí Ĉĉwă5øĊþí ûwĊz v½ ºýv 

,(Ă´æÍ¹ÿº´ùwý ĂÞõwÖù ¹½Āù ć āºÉ Ă¤å¾ñ ¾Úý ½¹ ë¿wý ÿ)¢Åv 

-(Ăzw«Ĉĉw«ÿ ì¯Āí wă ā¹ÿº´ù ½¹Ăz ÿ āºÉ ĈÅ½¾z ìĊ¤Åđv ćĂĊ³wý ¡v¾§v ûvĀþÝ ®Ċă ìĊ¤ÅĒ~ ć

āºÊý Ă¤å¾ñ ¾Úý½¹)¢Åv 

.(½w§j Üú« ôÍv ¿v,I Ăz Ĉ£½v¾³ ÿ ĈîĊýwîù ôĊö´£ ½ĀÚþù ĂzvSÀ¬ù ¡½ĀÍI āºÉ ā¹wæ¤ÅvĂz ÷¿đ )¢Åv ¾í»

ĂõmÆù ½¹ ½Āí¼ù ôÍv Ăí ¢ÅvĈù ç¹wÍ ¾Úý¹½Āù ć)ºÉwz 

/(Ĉĉw¬ýj ¿v Ăz ìĉ¹Àý ć½vºêù ûĀÅvĀ~ yĉ¾Ñ ĈÅºþĄù S¹vĀù ¾¤ÊĊz ½¹ Mw{ĉ¾ê£ Ăíüĉv ½¹ I¹½v¹ øă ÀĊý w«

 ûĀÅvĀ~ yĉ¾Ñ Ē·¾zāºÉ Ă¤å¾ñ ¾Úý½¹ ¢zw§ Iā¹wù SËvĀ· Ĉéwz ã¢Åv ) 

ôÎå üĉv óÿv È¸z ½¹I  ¿v ā¹wæ¤Åv wz üòúă ºþöz ç½ÿ ¾z øíw³ ¡đ¹wÞùÇÿ½ SĊâ¤ùÔö¤¸ù ćwă¾  ½¹

¤Åv Ă¤ĊÆĊ¤Åđv ć½Āu£Ĉù ©v¾¸Sz¾ù ôévº³ Çÿ½ ìúí wz ÿ ç½ÿ ć¿¾ù Ôĉv¾É Ăz Ă«Ā£ wz Ä Å )ºý¹¾ñ ¡wÞ

SÚþù ¿¾ù ½¹ wÖ·Ĉù üĊĊÞ£ ÿ Ì¸Êù ç½ÿ ć¿¾ù Ôĉv¾É Ăz ÓĀz¾ù ¡đ¹wÞù Iø)ºýĀÉ È¸z ćv¾z ¡đ¹wÞù ćwă

ĈîĊýwîù ÿ Ĉ£½v¾³ ĂzĂz ªĉw¤ý ÿ ©v¾¸¤Åv Ăýwñvº« ¡½ĀÍ¢Å¹ç¹wÍ Ăz Ă«Ā£ wz āºùj Üú« ôÍv û¹Āz wz ½w§j

ìĉĈù Üú« ¾òĉ¹)ºýĀÉ Ă´æÍ Èþ£ćv 

ºÞz È¸z ½¹I ÷¾ý ìúí wz ć¹ºÝ ôĊö´£ ºýÿ½ ½vÀåvćvÀ«v  ¹ÿº´ùÄĊÆýv-  IĂõmÆù ìĉ äĉ¾Þ£ wz ÿ ûwĊz

)ºÉ ºþăvĀ· ĈÅ½¾z ÿ ĂÆĉwêù ĂõmÆù Ăz ÓĀz¾ù ć¹ºÝ ôĊö´£ ÿ āºÉ ÷w¬ýv ĈöĊö´£ ô³ ¿v ôÍw³ ªĉw¤ý 

                                                      

Super position  1 
2  ANSYS 



-, 

--- ¡đ¹wÞù ©v¾¸¤Åv ½wz ¢´£ ĈîĊýwîù8-.7 

 ĂõmÆùĂĉw~ ¾zć  ç½ÿ ìĉ Ă¤ĊÆĊ¤Åđv ć½Āu£)ºÉ ºăvĀ· ĈÅ½¾z ÿ ôĊö´£ ¹¾òýwÆúă ½ĀÆýw£  ¾ă ½¹ Èþ£

ā¹wù ¿v ĂÖêýć ĂõmÆù ½¹ ìĊ¤Åđv ćwăºÞzÿ¹ć ûÿ½¹ ½wz ¢´£ Ië¿wý ç½ÿ ºþýwúăĂ´æÍ ćv½v¹ IćvĂÅ 

ĂæSõoùć  Èþ£
x
s Iy

s  ÿxy
t Ĉùó¹wÞ£ ¡đ¹wÞù )ºÉwz Ĉú¬³ ćwăÿ¾Ċý xwĊá ½¹ ĂõmÆù ćv¾zć ÿ¹ ćºÞz

Ĉù ûwĊz Ăõ¹wÞù ÿ¹ wz¹ĀÉI  āºÉ ûwĊz Èþ£ ĂÅ Ăíºþþí wÑ½v v½ Ăõ¹wÞù ÿ¹ üĉv ºĉwz) 

$--,# 
µt µs µtµs
+ = + =

µ µ µ µ

xy y xyx 0 , 0
x y y x

 

ć½wñ¿wÅ ¡đ¹wÞù üĊþ°úă Èþ£ yÆ³ ¾z ĂzĈù ā¹wÅ ¾ĉ¿ ¡½ĀÍĀÉý)º 

$---# µ µ
+ s +s =

µ µ

2 2

x y2 2
( )( ) 0

x y
 

ā¹wÅ¿wÅć ìĉ wz IĂõmÆùûwîùv wĄýj üĊz øíw³ Ôzvÿ½ ìúí wz I¡đ¹wÞù üĉv û¹¾í Ă¯½w~ )¢Åv ¾ĉ¼~ 

 ĂĊ³wý S½Ā¤ýwí ÔÅĀ£ ĂíL  ¢Åv āºÉ ¹ÿº´ù øÆ« ¿v ôîÉ$-(,Ăz I#ĂõmÆù ÿ¹ ¡½ĀÍ ÿ ĈÅwÅv ć

Ċîæ£ì Ĉù ĂĉÀ¬£ øă ¿v āºÉĀÉýº yĊ£¾£ Ăz ĂõmÆù ÿ¹ üĉv )w« ÿ Ĉĉÿ¾Ċý ć¿¾ù Ó¾É ćwÑ½vĂzĈĉw«  ¿¾ù ½¹

ºþ¤Æă ) 

 Ĉ«½w· ćwăÿ¾Ċý Ăí Ĉýwù¿ IāºÉ ā¹¾z ÷wý ĈÅwÅv ĂõmÆù üĊõÿv ćv¾z nX  ÿnY   Ĉ«½w· ćwă¿¾ù Ăz

ĂĊ³wýć    S Ĉù ¹½vÿ øÆ« ¿vÉĀĈù )ºýĂz v½ ó¹wÞ£ Ôzvÿ½ ûvĀ£¢ÉĀý ¾ĉ¿ ¡½ĀÍ ôîÉ$-(,#)  

$--.# 
s +t =

t +s =

x xy n

yx y n

cos(n,x) cos(n,y) X

cos(n,x) cos(n,y) Y
 

 w¬þĉv ½¹ Ăí n Ăîĉ ½v¹¾zć  ²ÖÅ ¾z ¹ĀúÝ½Ā¤ýwí L  )¢Åv 



-- 

 
        ôîÉ--,  ½Ā¤ýwí ìĊ£wúÉL 8-.7 

 

ĂõmÆù ćv¾zć Ăzw« Ăí Ĉ¤õw³ ½¹ I÷ÿ¹ ĈÅwÅv ½Ā¤ýwí ćv¾z Ĉĉw«L  ĂĊ³wý ¿vS ºÉwz āºÉ Ă¤å¾ñ ¾Úý ½¹ )

Ăz ć¿¾ù Ôĉv¾ÉĈù Ă¤ÉĀý ¾ĉ¿ ¡½ĀÍ)¹ĀÉ 

$--/# = =
1 2

u g (s), v g (s) 

 w¬þĉv ½¹ Ăí
1

g (s) ÿ
2

g (s) ºþ¤Æă ĈÞzvĀ£I w« ĂíĂz ½¹ Üévÿ Ówêý Ăz ÓĀz¾ù Ĉĉw« ½Ā¤ýwíL ¿v ĂĊ³wýć S  

Ĉù ûwĊz v½ øÆ« ¿v )ºþþí 

 Èþ£ Üzw£ äĉ¾Þ£ wzU(x,y) zĂĀÍ½5¾ĉ¿ ¡ 

$--0# µ µ µ
s = s = t =-

µ µµ µ
x y xy

U U U
, ,

x yy x

2 2 2

2 2
 

 ÿ$ ¡đ¹wÞù yĊí¾£ wz-(,I# $-(- #$ ÿ-(0 #Ăõ¹wÞù Ăzz ćwćĈù ¹½Ā·¾z ¾ĉ¿ ćw¤îĉ ìĊýĀù½wă)øĊþí 

$--1# µ µ µ
+ + =

µ µ µ µ

4 4 4

4 2 2 4

U U U
2 0

x x y y
 

Ĉù Üzw£ Ăí ¹v¹ ûwÊý ûvĀ£U(x,y) ĂõmÆù ćv¾z ½Ā¤ýwí ¿¾ù ½¹ć  óÿv ÛĀý ĈÅwÅvĂÖzv½ ¿v$ ć-(2# zĂ ¢Å¹

Ĉùºĉj) 

$--2# µ µ
= + =- +

µ µñ ñ
s s

n 1 n 2
0 0

U U
X ds c , Y ds c

y x
 

 w¬þĉv ½¹1c  ÿ2c ÿ¹ āvĀ¸õ¹ ĈêĊê³ ¢zw§ ìĉ øÆ« ìĉ ćv¾z Ăí Jºþ¤ÆăĈù Ă¯½w~ )ºýĀÉ Ï¾å ¾æÍ ºþývĀ£

Ă´æÍ ôtwÆù üĉv¾zwþz Üzw£ üĊĊÞ£ ÿ äĉ¾Þ£ Ăz IĂ¤ĊÆĊ¤Åđv ć½Āu£ ćvwzćýĀù½wăĊì U(x,y)  ć¿¾ù Ôĉv¾É Ăí



-. 

v½ ½Ā¤ýwí Ĉù wÑ½v$ Ôzvÿ½$ ºþí-(/$ ÿ #-(2Ĉù ĂÍĒ· I##Ĉö¸ÉĀù )¹ĀÉ8ĈõĀĊÉ0¹v¹ ûwÊý 7I Ăõ¹wÞù Ăí ć

$-(1Ĉù v½ #Ăz ûvĀ£¹¾í ô³ ¾ĉ¿ ¡½ĀÍ5 

$--3# = j +c
1 1

U(x,y) Re[z (z) (z)] 

 w¬þĉv ½¹Re ûwÊýāºþă¹ć ¢úÆé  )¢Åv Ôö¤¸ù ¡½w{Ý ìĉ ĈêĊê³j
1
(z)  ÿc

1
(z)  ¿v ĈöĊö´£ ĈÞzvĀ£

 Ôö¤¸ù ¾Ċâ¤ùz = x + iy  )¢Åvv¾zwþzĉü  ôtwÆù ô³ Èþ£Ă´æÍz Üzw£ ÿ¹ üĊĊÞ£ Ăz ćvwćìĊýĀù½wăj
1
(z) 

 ÿ
c

y = 1
1

d
(z)

dz
  ½Ā¤ýwí ćÿ½ ¾z ĂíL Ôĉv¾É ć¿¾ù Ĉù wÑ½v v½ āºÉ üĊĊÞ£þíþĈù ¹ÿº´ù IºĂtv½v wz )¹ĀÉ ć

Ăõ¹wÞù ô³$ ć1(- Ăz #ĂÖzv½ ôîÉ$ ć3(-#I Ăz ć¿¾ù Ôĉv¾É ÔÆz Üzw£ ÿ¹ ¡½ĀÍj
1
(z)  ÿy

1
(z) ûwîùv¼~ĉ¾ 

ĂõmÆù ćv¾z )¢Åvć  wĉ óÿv ÛĀý ĈÅwÅv ûwúăĂÖzv½$ ć-(2 I#ôîÉ Ĉù ôÍw³ ¾ĉ¿5¹ĀÉ 

 

$--4# 

µ µ
¡+ =j + j +y =

µ µ

+ + = + +ñ

1 1 1

s

n n 1 2

0

U U
i (z) z (z) (z)

x y

i (X iY

 

)ds c f if const 

 

¾ñv Ăzw« ¾ĉ¹wêùºÉwz ÷ĀöÞù Ĉĉw«J ĈùĂzw« ć¿¾ù Ôĉv¾É Çÿ½ üĊúă Ăz ûvĀ£8¹Āúý üĊĊÞ£ v½ Ĉĉw«05 7 

$--,+# ¡+ = j - j -y = +
1 1 1 1 2

2G(u iv) K (z) z (z) (z) 2(g ig )   on L. 

w¬þĉv ½¹ ĂíK  Ĉù ûĀÅvĀ~ ¢{Æý ¿v ĈÞzw£Ă´æÍ Èþ£ Ôĉv¾É ½¹ Ăí IºÉwzĂ´æÍ Èý¾í ÿ ćv Ç½vºêù ćv

)¢Åv ¡ÿwæ¤ù   

$--,,# 
3-

   
K 1+

3-4ɜ 

në
î
= nì
î
í

 

 ûj ½¹ Ăín )¢Åv ûĀÅvĀ~ ¢{Æý  üĊþ°úăG  ÿ ĈÉ¾z óÿºùE  Ĉù Ă¤ĊÆĊ¤Åđv óÿºù)ºÉwz 

$--,-# 
=

+n

E
G

2(1 )
 

Ă´æÍ Èþ£ćv  

Èý¾í Ă´æÍćv  



-/ 

$ Ôzvÿ½ yĊí¾£ wz-(4$ ÿ #-(,+ #ôîÉ z ć¿¾ù Ôĉv¾É ćv¾z ćºĉº«ĂĈù ¢Å¹ºĉj807) 

$--,.# ¡j + j +y =
1 1 1 1

x (z) z (z) (z) F(z)   on  L 
ĂõmÆù ćv¾z ûj ½¹ Ăíć óÿv ÛĀý ĈÅwÅv 

 
= = + +ñ

s

1 n n

0

x 1,           F i (X iY )ds const 

ĂõmÆù ćv¾z ÿć ÷ÿ¹ ÛĀý ĈÅwÅv 

 =- =- +
1 1 2

x K        F 2G(g ig ) 
Ĉù Ă¤å¾ñ ¾Úý ½¹)¹ĀÉ 

Ĉ£½ĀÍ ½¹íĂ  ÜzvĀ£j
1
(z)  ÿy

1
(z)  ¡đ¹wÞù āwò¤Å¹ ìúí wz IºþÉwz ÷ĀöÞù$,/(-# ÔÅĀ£ Ăí Ĉö¸ÉĀù-

 ĈõĀĊÉIºÉ Ătv½v Èþ£ Ă{Åw´ù ûwîùvówù¾ý ćwăs
x
  ÿ sy  ĈÉ¾z Èþ£ ÿt

xy ¹½v¹ ¹Ā«ÿ817) 

$--,/# 
¡ ¡ ¡s +s = j +j = j

¡¡ ¡s -s + t = j +y

x y 1 1 1

y x xy 1 1
i

2[ (z) (z)] 4Re( (z))

2 2[z (z) (z)]

 

 

ûwĉw~ üĉv ½¹ĂõmÆù Ăùwýć ¹½Āù ĂÞõwÖù Ĉñ¹ĀÊñ wz ºþöz ç½ÿ ìĉ ćÿ¾ĉv¹ Ĉù ûj Àí¾ù ½¹ )ºÉwz ¡v¾ĊĊâ£

Ăz w¬þĉv ½¹ #Ă¤ĊÆĊ¤Åđv óÿºù$ ĈîĊýwîù ËvĀ·ô³ ćv¾z )¢Åv āºÉ Ă¤å¾ñ ¾Úý ½¹ ĈÝwÞÉ ¡½ĀÍ ĂõmÆù üĉv 

ôîÉ ºþýwúă-(-ìÆĉ¹ Ăz ç½ÿ Iøă ÿ ûwÆîĉ ¢ùw¸Ñ wz ćÿ¾ĉv¹ Ĉĉwă øĊÆê£ ¾òĉºîĉ wz Àí¾ù  ùĈĀÉ¹) 
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 ôîÉ---  ìĊ£wúÉ ç½ÿ ā½Ā´ùÿ¹ ½wz ¢´£ ĂÞõwÖù¹½Āù8-.7 

 

øĊÆê£ ÛĀý üĉv ü¤å¾ñ ¾Úý ½¹ wz Ä~ )¹½v¹ ¹Ā«ÿ wă ìÆĉ¹ ¿v ìĉ ¾ă ü¤å¾ñ üòúă ûwîùv Iç½ÿ ćºþz

Ĉù ìÆĉ¹ ¾ă ćv¾z è{Õ ¾z v½ ç½ÿ ¾z øíw³ Ôzvÿ½ ûvĀ£÷¾å ĂÖzv½$ ć-(3 Üzw£ üĊĊÞ£ Ăz ô³ ºýÿ½ )¢ÉĀý #

Ĉö¸ÉĀù äĉ¾Þ£ è{Õ ć¾ĉv Èþ£ĈöĉĀÉ807 ĂzĀÍ½ ¹ÿº´ùwý ¡Ēú« ¹vºÞ£ wz Ôö¤¸ù ć¾Å ìĉ ¡       Ĉù-

)ºùw¬ýv 

$--,0# 
k

k
j

j k

z
(z) a    j=1,2,...,N( )

R

¤

=-¤

j =ä 

$--,1# 
k

k
j

j k

z
(z) b    j=1,2,...,N( )

R

¤

=-¤

y =ä 

w¬þĉv ½¹j

ka ÿ j

kb  Ăĉđ ½¹ ôĊÆýw¤~ ÜzvĀ£ ¡Ēú« óĀĄ¬ù yĉv¾ÑjĈù ÷v üĊþ°úă )ºÉwzR  óĀÕ ìĉ

Ü«¾ù üĉv ½¹ Ăí$#¢Åv Ĉñ¹ĀÊñ ÛwÞÉ ûwúă w«  ÿz SĊâ¤ù )¢Åv ûwîù ¾Ăzöí½ĀÕĈ Sô³ ćv¾z ĂõmÆù üĉvI 



-1 

óĀĄ¬ù yĉv¾Ñ ºĉwzj

ka  ÿj

kb ĂzSô³ ÷w¬ýv ćv¾z )ºýĀÉ ā¹½ÿj ¢Å¹  ¹ÿº´ù ºĉwz v½ ć¾Å ¡Ēú« ĈöĊö´£

 )ºýĀÉ ÷ĀöÞù ÿ ¹ÿº´ù ć¹ºÝ ¡đĀĄ¬ù ÿ ¡đ¹wÞù ¹vºÞ£ w£ J¹¾í Ï¾åüĉv ćv¾z  ¿v ½ĀÚþùM  Ăöú« ¹vºÞ£

  )ºÉ ºăvĀ· ā¹wæ¤Åv ô³ ćv¾z ć¾Å ½¹ Ĉæþù ÿ ¢{¨ù 

$--,2# 
M

k M

k
j

j k

z
(z) a    j=1,2,...,N( )

R=-

j =ä 

$--,3# 
M

k M

k
j

j k

z
(z) b    j=1,2,...,N( )

R=-

y =ä 

z ĈĉwĄý ãºăĂû¹½ÿj ¢Å¹ Ăæõoùćwă Ĉù ôĊÆýw¤~ ÜzvĀ£ ìúí wz Èþ£ ãºă üĉv Ăz ûºĊÅ½ ćv¾z )ºÉwz

 Ă{£¾ù è¤Êù Ăz ¿wĊýĈù ôĊÆýw¤~ Üzw£ ÿ¹ üĉv ÷ÿ¹ ÿ óÿv IôĊõ¹ üĊúă Ăz )¹½vºý ć¹¾z½wí Üzw£ ¹Ā· ÿ ºÉwz

Ăöú«  ûĀ¯óÿv ć Ă{Åw´ù Ăz ¿wĊý I¢Åv ¢zw§ ć¹ºÝ ć¾Å ¾ăĈúý ûj ć )ºÉwzv¿vĉüÿ½  Üzw£ ¾ă ½¹M-  Ăöú«

$ ¹½v¹ ¹Ā«ÿ ôê¤Æù Üzw£ ÿ¹ Ăĉđ ¾ă ½¹ )¹½v¹ ¹Ā«ÿ óĀĄ¬ù ÿ(z) , (z)j y#  Ăĉđ ¾ă ½¹ Ä~M/  óĀĄ¬ù

 )¹½v¹ ¹Ā«ÿ ôê¤Æùûwúă½ĀÕ  Ăí ¾¤ÊĊ~ Ăz ç½ÿ ºÉ ûwĊzN ¹ ÿ vÀ¬ù ĂĉđÆĉ J¢Åv āºÉ øĊÆê£ ôîÉ Ĉî

 Iç½ÿ Sôí ½¹ Ä~MN/ Ă{Åw´ù ¢Ą« ĈÖ· ¡đ¹wÞù āwò¤Å¹ ôĊîÊ£ ćv¾z Ăí J¹½v¹ ¹Ā«ÿ ôê¤Æù óĀĄ¬ùć 

Ăõ¹wÞù I¹vºÞ£ üĊúă Ăz ºĉwz I¡đĀĄ¬ùć )¹v¹ ôĊîÊ£ ôê¤Æù 

Ăz Ĉöí Çÿ½ ÿ¹ ¿v ÷¿đ ¡đ¹wÞùĂĉw~ ¾z óÿv Çÿ½ )ºÉ ºþăvĀ· ā¹½ÿj ¢Å¹ ç½ÿ ć¿¾ù Ôĉv¾É ćwÑ½v ć
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