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 فتارگپیش 1-1

 ،مربوط به آنها هایتئوریمروری بر و بندی دسته به همراه هاای بر ورقاین  صل تعریف و مقدمه ابتدای در

و شود می بررسی ی این نود از موادچهبتاری یمبتصری دربارهتعریف مواد ناهمگن و  شود. سپسمی بیان

 انجام های نازا همگن و ناهمگن،ی تحلیل تنش در ورقزمینهدر  ،شدهانجام  تحقیقات مروری بر همچنین

بیان  خلاصهصورت هر  صل به اتنامه و موضوعدر این پایان مطالعه موردت موضود . در نهایخواهد شد

 د. نشومی

 هاورق یبنددسته 2-1

 دیدگاه هندسی 1-2-1

 [1] بندی کرددیدگاه دسته سهتوان به میدسی ناز نظر ه ها را ورق

ین ضلع ترکوچکشود، که نسبت ضبامت به هایی گفته میهای نازا با خیز کم: به ورقورق  .1

1کمتر از 

20
 باشد و  یه میانی بدون کرنش باقی بماند. همچنین خیز ورق در برابر ضبامت ورق 

 باشد. کردن، نظرقابل صرف

کمتر آن ضلع  ینترکوچککه نسبت ضبامت به  ،شودهایی گفته می: به ورقورق نازا با خیز زیاد .2

1از 

20
در مقایسه  خیز  یه میانی به ضبامت ورقنسبت   یه میانی و همچنین کرنشباشد و از  

 .شودمیننظر صرف با یک،

1ضلع بیشتر از  ینترکوچککه نسبت ضبامت به  ،شودهایی گفته می: به ورقورق ضبیم .3

20
 باشد.

 [2]: صورت زیر استبهبندی ورق نود دیگر دسته

پارچه و بدون هیو مرز داخلی ولی دارای یک ورق (،آ)1-1مطابق شکل :پارچهیک ورق محدود .1

 ها غیر یکنواخت است.تنش در نقاط دور از مرزو  مرزهای خارجی
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مرز داخلی  k(، ورق علاوه بر مرز خارجی دارای ب)1-1ورق محدود چندپارچه: مطابق شکل  .2

 طهامرز داخلی ورق را اح kی ای که همهی خارج از دایرهاست. و تنش در تمام نقاط ناحیه

 باشد.کند غیر یکنواخت میمی

مرز داخلی   k نهایت وی مرز خارجی در بیا(، ورق دارج)1-1ورق نامحدود چندپارچه: مطابق شکل .3

 ماند.ایت مقداری محدود و یکنواخت باقی مینهتنش در بی است و

 

 )آ( ورق محدود  )ب( ورق محدود با چند گشودگی  نهایت با چند گشودگی)ج( ورق بی

 [2ی محدود و نامحدود]بندی ورق به صورت ناحیهدسته 1-1شکل 

 دیدگاه مادی 2-2-1

ها یکسان در تمام جهت و در تمام نقاط ،ی ورق: خواص مکانیکی مادهدورق همگن و همسانگر .1

 .باشدمی

ولی در هر  ؛در نقاط مبتلف یکسان است ،ی ورق: خواص مکانیکی مادههمسانگردناورق همگن و  .2

 های مبتلف یکسان نیست.نقطه از ماده در جهت

ولی در هر  ؛در نقاط مبتلف یکسان نیست ،ی ورق: خواص مکانیکی مادهدورق ناهمگن و همسانگر .3

  های مبتلف یکسان است.در جهت ،نقطه

مبتلف  هایمبتلف و در جهت، در نقاط ی ورق: خواص مکانیکی مادهو ناهمسانگردورق ناهمگن  .4

 . [3]یکسان نیست
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 هاورق تحلیلهای تئوری 3-1

  1کوچک ورق نازک کلاسیک خیز تئوری    1-3-1

 حاکم بر ورق دست آوردن معاد تای زیر جهت بههای پایه، از  رضسازیدر این تئوری برای ساده

 شود.استفاده می

 کند. و مدول ا ستیسیته آن از قانون هوا پیروی می استهمگن و همسانگرد  جنس ورق -1

 ورق در حالت اولیه صاف است. -2

 ماند.ی میانی ورق در هنگام خمش بدون کرنش باقی میصفحه -3

ضبامت در کل ورق ثابت و نسبت به دو بعد دیگر کوچک است؛ بدین معنا که بزرگی ابعاد  -4

 برابر ضبامت آن است. 20ورق بیش از 

 کهیطوربهتغییر شکل ورق در جهت ضبامت )خیز ورق( در برابر ضبامت آن کوچک است.  -5

1مقدار خیز برابر  ینتربزرگ

20
ی تئوری تغییر شکل ضبامت است. در این صورت در محدوده 

 شود.کوچک شمرده می

 .استی میانی، در مقایسه با یک کوچک شیب خیز در صفحه -6

میانی، همچنان صاف و  یاز تغییر شکل صفحهو بعد قبل  ،ی میانیعمود بر صفحه یصفحه -7

های کرنشیماند. این شرط بدین معناست که مؤلفهی میانی باقی میعمود بر صفحه
xz yz

و   

 .است همراههای خمشی کرنشطور عمده با نتیجه خیز ورق بهنظر کردن هستند. درقابل صرف

عمودی کرنش z 
 نظر کردن است.نیز قابل صرف 

 نظر کرد.توان صرفاز تنش نرمال در جهت ضبامت می -8

                                                      
1  Classical Theory of Thin Plates with Small-Deflection 
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؛ ولی هستیم روروبه بعدیسه یاگرچه در عمل با یک مسأله گیرد،تحت بار عمود بر سطح قرار  یاگر ورق

انجام  هایآزمایش شود. بسیاری ازدوبعدی تبدیل می یمسألهبه یک این مسأله های با ، با استفاده از  رض

را  قو های های کوچک و بزرگ از ورق نازا، درستی  رضشده توسط محققین در گذشته بر روی نمونه

یک المان مستطیلی از ورق نازا در دستگاه مبتصات کارتزین نشان داده شده  2-1. در شکلکندمی اثبات

  است.

 (. 2-1بعی استفاده از دستگاه مبتصات کارتزین مناسب است )شکلبرای یک ورق مر

 

 [3]شماتیک یک ورق نازا مستطیلی در مبتصات کارتزین 2-1شکل   
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در حالتی که هم جهت با محورهای اصلی  wو  u ،vهای جاییها و جابهنیروهای داخلی و خارجی، تنش

ی حاکم بر شود، که معادلهدر این تئوری اثبات می شوند.صورت مثبت  رض میبه ،دستگاه مبتصات باشند

 [. 3شود]( بیان می1-1ی )خیز ورق با رابطه

(1-1)   
  

   

4 4 4
z

4 2 2 4

P (x,y)w w w
2

Dx x y y
 

zکه در آن 
P  سطح ورق در جهت محور  واحد بر بارگستردهz (. 2-1است )شکلw  خیز ورق وD 

 .باشدمی EIبرابر در تیرها صلبیت خمشی است که 

(1-2) 




3

2

Eh
D

12(1 )
 

 ضبامت ورق است. hو  2نسبت پواسون ، 1ا ستیسیتهمدول  Eدر اینجا 

  پلاسین  یدوبعدهمچنین با استفاده از عملگر  

(1-3) 
    

   
 

2 2
2

2 2

( ) ( )
( )

x y
  

 صورت زیر نوشت.( را به1-1ی )توان معادلهمی

(1-4)    2 2

z
D w(x,y) P (x,y)  

 

 

 ای بر مواد ناهمگنمقدمه 4-1

 ی مواد ناهمگنتاریخچه  1-4-1

مقاومت  دلیل یکنواختی خواص از قبیل: مقاومت مکانیکی، مقاومت حرارتی،مواد همگن و همسانگرد به

صنایع نظامی، هوا ضا،  هایی درخزش و خستگی و ... محدودیتدر برابر خوردگی و سایش، مقاومت در برابر 

                                                      
1  Elasticity Modulus 
2  Poisson's Ratio 
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جدید  یکه از مواد ؛انددانشمندان همواره در تلاش بوده بنابراینکنند. نفت و گاز، خودروسازی و ... ایجاد می

 1950ی و آغاز دهه 1940یدر پایان دهه ها(یتی مواد مرکب )کامپوزبا خواص برتر استفاده کنند. ایده

وجود هب در دیدگاه ماکروسکپی زی ناهمساصنایع دریایی عملی شد. مواد مرکب از ترکیب دو یا چند مادهدر 

مواد، باعث تمرکز تنش  که خواص  یزیکی متفاوت و گاهی ناسازگار دارند. این عدم سنبیت ر تار ،آیندمی

ها از دیدگاه شود. کامپوزیتمی ها در اثر بارگذاری توأم مکانیکی و حرارتیو ایجاد گسستگی در مرز  یه

همگن و ، )ماکروسکوپی( مکانیکی یدگاهاز د اماناهمگن و ناهمسانگرد هستند،  ،)میکروسکوپی( متالورژی

 شوند.می محسوب ناهمسانگرد

که درنتیجه موجب تغییر ناگهانی  ،هاستی مواد مرکب، تغییر ناگهانی مواد و خواص آنعمده اشکال

ریزی شد. مواد با تغییرات ی تغییر تدریجی خواص مواد پی، لذا ایدهشودمیها در مرز  یه هژیوبهر تار مواد 

استبوان در  ،عنوان مثالهای زنده مانند استبوان وجود داشته است. بهدر ساختار ارگانیسم 1تابعی خواص

از استحکام بیشتری  ؛داردی بیرونی که نیاز به مقاومت مناسبی در برابر عوامل خارجی از قبیل ضربه  یه

تا شرایط مناسب  ؛باشدی درونی که کاملاً نرم میشود تا  یهتدریج از سبتی آن کم میبرخوردار است و به

صورت کاملاً پیوسته و تدریجی ایجاد رو تغییرات خواص بهغذایی را داشته باشد. ازاین وادبرای جذب م

 FGمواد کند، صورت تدریجی تغییر میاین گونه مواد که خصوصیات آن تحت یک تابع ریاضی به .شودیم

  .[4]شوند یا مواد ناهمگن، نامیده می

 ژاپن مطرح یدر سازمان هوا ضا1984 سال و همکارانش در 2ینوتوسط ن ناهمگنی مواد یهمفهوم اول

ی اول پروژه ملی مرحله کشور شرود شد. یندر اآن، د یتول یسنجمطالعات امکان1986 سال و از گردید

 .[4]در ژاپن انجام شد1987-89 یهاسال یط (مواد متغیر تابع گسترش ناوری )

                                                      
1 Functionally Graded Materials (FGM) 

2 Niino 
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 نمای مقطع استبوان  3-1شکل   

ی پیشنهادی، تولید یک داشتند. نظریه یمواد همکار ارزیابیپردازش و ، ساخت سه گروه:، پروژه یندر ا

ها با مقاومت حرارتی با  و تحمل گرادیان حرارتی مناسب و ی جدید بود که با استفاده از سرامیکماده

که تغییرات تدریجی ماده از  یا لزات با مقاومت مکانیکی با  و ضریب هدایت حرارتی مناسب، به گونه

ی شاتل  ضایی و نیز شرایط مکانیکی و ی بیرونی دماغهیط دمایی  یهانجام پذیرد تا شرالز سرامیک به  

سازی قطعاتی یابی به هدف پروژه که ساخت و آمادهپس از دست ی درونی شاتل ارضاء شود.جوشکاری  یه

کلوین و اختلاف  2000که قادر به تحمل دماهایی در حدود  متریلیم 10تا 1 و ضبامت متریلیم 30به قطر 

های خود را در اولین سمپوزیوم جهانی کلوین بودند، دانشمندان ژاپنی، نتایج پژوهش 1000ی در حدوددمای

 در اختیار همگان قرار دادند.1990سال در

به ابعاد  یکه منجر به ساخت ورق مربع ،انجام شد 1990-91سال  ی ملی ژاپن دری دوم پروژهمرحله

متر میلی 50کره به قطری  ضایی و یک نیمی سفینهنی دماغهمتر برای استفاده در قسمت پاییمیلی 300
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 سال درمواد متغیر تابعی ی سفینه شد. دومین سمپوزیوم جهانی برای استفاده در نوا مبروطی دماغه

 شد. یر راگهایی از این جنس، سازه یلتحل ژهیوبهو  FGمواد  یمطالعات بر رو ،پس از آن برگزار و1992

هایی به شرح دارای ویژگی( هاکامپوزیت) و مواد ناهمسانگرد در مقایسه با مواد همگن تابعی مواد ناهمگن

 باشند:می زیر

 .مقاومت زیاد در برابر گرادیان دمایی با  -1

 .مقاومت زیاد در برابر بارهای مکانیکی با  -2

اجسام  است. در بسیاری از ، کاهش تمرکز تنش در اجسام جامدهای این موادترین ویژگییکی از مهم -3

که به کمک مواد  ،شوداز جسم ایجاد می نقاطی های خاص هندسی، تمرکز تنش دربه دلیل وجود شکل

 .گیری کاهش دادصورت چشمبه تنش را توان آثار نامطلوب تمرکزمی ناهمگن

 است.ناهمگن  بهترین ترکیب برای تغییر خواص ماده که مانع ایجاد یا رشد ترا شود، مواد -4

ی ترد های جدا انجام شود، احتمال جدا شدن  یهصورت  یهاگر پوشش ترد بر روی مواد نرم به -5

 یرد.پذ، این کار با تغییرات پیوسته و تدریجی انجام میبه کمک مواد ناهمگن. بسیار زیاد است

. شودهای مبتلف آن می یه، موجب استحکام بین ناهمگنتغییرات تدریجی خواص در ساختار مواد  -6

در مواد مرکب کامپوزیتی، تداخل بین ساختارهای زمینه و الیاف، نوعی ناهماهنگی در خواص  کهیدرصورت

گیرند، با  قرار می رارتیهای حمواد کامپوزیت در معرض بار کهیهنگامعنوان مثال به. کندمکانیکی ایجاد می

ها و مقاطع ضعیف داخل زمینه و الیاف منتشر اد  و سپس در  یهترا، ابتدا در مرز زمینه و الیاف ایج

 ها ودلیل پیوستگی موجود در خواص مکانیکی، حرارتی و مغناطیسی، تنش، بهناهمگندر مواد . شودمی

ین ی بمقایسه 4-1 شکل .شوندماده می استحکامباعث  کنند؛ کهای پیدا میحالت پیوسته هاآنگرادیان 

 .[4] دهدرا نشان می کامپوزیت و ناهمگن ،تغییرات خواص در مواد همسانگرد
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 تغییرات خواص در مواد مبتلف 4-1شکل 

 سازی ریاضی مواد ناهمگنمدل 2-4-1

  ند.کصورت تدریجی و پیوسته تغییر میبهناهمگن در مواد  مکانیکی خواصمطابق توضیحات داده شده، 

 .[4]این قرارند  ازصورت عمده این توابع به

 یتوان یعالف( توز
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 1یکسر حجم یعج( توز

(1-7)   
P P
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در روابط  وق 
ir ،or  استوانه و داخلی و خارجی شعادترتیب به

iPr ،
oPr در  یبخاصیت ماده به ترت

 نسبت یل:از قب یکی، حرارتی و الکتریکیخاصیت مکاند نتوانیم که ،باشدمی ی جسمو خارج یداخل ییه 

در  Pn .باشند 4ی حرارتیانبساط خط یبضر ،3یت حرارتیهدا یبضر، 2یچگال یسیته،مدول ا ست، پوآسون

 یقیحق یرمقاد تواندی قط م یکه ثابت ناهمگن( 11-1ی )رابطه خاصیت است؛ جزی روابط  وق ثابت ناهمگن

کند.  یاراخت تواندیم یزرا ن یمنف یقیحق یر( مقاد13-1( و )12-1روابط ) یردر سا ؛کند یارمثبت را اخت

Pn 0 همچنینمواد همگن است یدهندهنشان ،توابع ییهدر کل ،r نسبت شعاد به شعاد داخلی وk 

 باشد.نسبت شعاد خارجی به داخلی می

 تحقیق یپیشینه  5-1

دلیل کاربرد وسیع در صنایع مبتلف از اهمیت بسیاری برخوردار هستند. تنود کاربرد، بسته به ها بهورق

ز جمله این موارد، اطلبد. ها میها با ابعاد و اشکال مبتلف را در ورقوجود انواد شیارها و گشودگی ،نیاز

ها ها و دماسنجها، محل اتصال  شارسنجهواپیماها و زیردریایی یها در بدنهان به گشودگی درها و پنجرهتومی

های هایی در پرهها، وجود سوراخها و پرچها، محل اتصال دو ورق به همدیگر توسط پیوکوره یدر بدنه

ها در جسم، باعث وجود گشودگی. کرداشاره را ها و... آندر  کنندهخنکها جهت جریان یا تن سیال توربین

با کمک طراحی صحیح جنس و هندسه قطعه  شود.وجود آمدن تمرکز تنش در اطراف گشودگی میبه

های دستیابی به طرحی بهینه و توانایی مقابله با شکست توان مقدار تمرکز تنش را کاهش داد، کهمی

                                                      
1 Volume Fraction 
2  Density 
3  Heat Conduction Coefficient 
4  Thermal Linear Expansion Coefficient 
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 روینازاتوزیع تنش در اطراف گشودگی است.  یمکانیکی نیازمند دانستن اطلاعات دقیق در مورد نحوه

ورق  سازیینهبهها، برای طراحی و ی توزیع تنش در اطراف گشودگیی مقدار و نحوهبررسی و محاسبه

 بسیار مهم است.

های گوناگون اعم از از روش د و ناهمسانگرد دارای گشودگیهمسانگردر مورد بررسی تنش صفحات 

ر مبتلط در حل مسائل مقدار مرزی در کارگیری روش متغیّفاده شده است. بهتجربی، عددی و تحلیلی است

برای مواد ا ستیک همسانگرد ارائه شد. ] 5[ شویلیدوبعدی، اولین بار توسط موشبلی تهیسیا ست

همسانگرد نامحدود حاوی  هایورق یبر رو ]6[کاربردهایی از روش ارائه شده توسط وی در مطالعات ساوین 

ناهمسانگرد با گشودگی  هایورقشود. همچنین ساوین برای های مبتلف و تحت کشش دیده میگشودگی

به مسائل ا ستیسیته دوبعدی  شویلیکامل روش موشبلی یبیضوی و دایروی، مطالعاتی را انجام داد. توسعه

ده در با  از کارهای موارد ذکر ش انجام شد. ]9[و لبنیتسکی  ]8[[، اشترو 7مواد ناهمسانگرد توسط اشلبای ]

[ اولین تحلیل حرارتی 10ی بارگذاری مکانیکی هستند. امّا  لورنس و گودیر ]ی انجام شده در زمینهاولیّه

وجودآمده در های حاوی گشودگی را با کمک روش متغیّر مبتلط انجام دادند. آنها تنش حرارتی بهدر ورق

 سپس های مبتلط بررسی کردند.را به کمک پتانسیلگون و دایروی بیضی ورق نامحدود حاوی گشودگی

 محدودتنش غشائی را در ورق  ی دوبعدی توزیع دما وستیسیها  [ با استفاده از روش11رائو و آریمان ]

ها در تحقیق خود . آنبررسی نمودند ، تحت جریان حرارتی یکنواختعایق رویهمگن حاوی گشودگی دای

مک  ال  .دست آوردندرا با استفاده از روش حداقل تطابق نقاط مرزی به های بیرونی ورقشرایط مرزی لبه

ها با استفاده از روش شده را انجام دادند. آن[ آنالیز حرارتی ورق حاوی گشودگی تقویت12و همکاران ]

نتایج [ با استفاده از 13چن ] ی خود ارائه کردند.ای یک جواب دقیق را برای مسألهی صفحها ستیسیته

بعدها پژوهشگران . حل و بررسی کرد یکرای ورق ارتوتروپها را بی آنی مورد مطالعهله لورنس و گودیر، مسأ
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نامحدود  محدود و صفحات یبه مطالعه [10-7مراجع]  اده از روابط ارائه شده توسط متعددی با استف

 . [18-14دارای گشودگی پرداختند ]ناهمسانگرد 

این مواد ناهمگن  تیمحورهایی با به بعد، حضور تحقیقات مبتلف و سمینارها و کنفرانس 1992از سال 

های مبتلف صورت گر ته است. ژانگ و ها در زمینهتحقیق بر روی  این نود از ورق .شدبیشتر می هرساله

اهمگن دارای گشودگی ی تنش حرارتی در یک ورق نامحدود نبه حلّی دقیق برای محاسبه ]19[همکارانش 

ای کرد. در مقالهی پرداختند. در تحقیق آنها، خواص مواد و دمای اعمالی در جهت شعاعی تغییر میودایر

ی وبه تحلیل تنش دینامیکی یک ورق از جنس مواد ناهمگن با گشودگی دایر ]20[یانگ و همکارانش 

را که خواص ماده در جهت  ناهمگنپرداختند. آنها از روش متغیرهای مبتلط، توزیع تنش دینامیکی ورق 

ی وآوردند. آنها دریا تند، که توزیع تنش دینامیکی اطراف گشودگی دایر دستبهکرد؛ شعاعی تغییر می

[ 12] و همکارانش 1نگچشمگیری به انتباب تابع مناسب برای تغییر خواص مواد وابسته است. یا طوربه

ارائه   FGمحدود  ها با مواد تابعی تحت بار جانبی و در ورقرا برای ورق یلیتحلمهینبرای اولین بار حل 

[، آنالیز تنش ورق محدود مستطیلی دارای گشودگی مستطیلی را بررسی کردند. 22و همکاران ] 2پنکردند. 

[ با 23عامری و همکاران ]لط، توابع تنش را حدس زدند. ی متغیّر مبتشدهآنها با استفاده از روش اصلاح

-با گشودگی دایروی را تحت بارگذاری FGوجود آمده در ورق استفاره از روش متغیّر مبتلط تمرکز تنش به

 ای بررسی کردند.صفحههای مبتلف درون

 است.صورت گر ته FGهای ی آنالیز حرارتی ورقهای اخیر نیز تحقیقات متعدّدی در زمینهدر سال

زمان های هم، تحت بارگذاریFGجایی و تنش بوجودآمده در ورق ساخته شده از مواد [ جابه24ماتسوناگا ]

                                                      
1  Yang  

2   Pan 
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مکانیکی و حرارتی را با استفاده از تئوری تغییرشکل برشی مرتبه با ی دوبعدی مورد بررسی قرار داده است. 

 FGگذاری حرارتی متغیّر با زمان را در یک ورق مستطیلی [ تنش حرارتی ناشی از بار52و تانیگاوا ] 1اوتاو

های  پلاس و تغییرات محدود کسینوسی برای تحلیل تنش استفاده ها از روشمورد بررسی قرار دادند.آن

را تحت  شار یکنواخت  FGهای توخالی [ تنش ا ستیک ایجادشده در دیسک26کردند. کورسونا و همکاران ]

[ کمانش حرارتی صفحات 27راراتی پایا، مورد مطالعه قرار دادند. شریعت و اسلامی ]داخلی و بارگذاری ح

[ تحلیل 28را با نقص هندسی مورد مطالعه قرار دادند. ژائو و همکاران ] FGشده از مواد مستطیلی ساخته

اند. با سوراخ مربعی و دایروی را انجام داده FGشده از مواد های ساختهکمانش حرارتی و مکانیکی ورق

تی ایجاد شده در با  برای آنالیز تنش حرار[ از یک روش اجزای محدود مرتبه 29و همکاران ] 2چارنساا

تحت بارگذاری مکانیکی و حرارتی پایا در اشکال هندسی دلبواه مانند صفحه، مبازن تحت  شار  FGمواد 

و همکاران  نگای انجام دادند. ژای صفحهاین تحلیل را با کمک تئوری ا ستیسیتهها و... استفاده کردند. آن

را که روی بستر ا ستیک قرار  FGشده از مواد های مستطیلی ساختهکمانش حرارتی صفحه[ پس30]

 شده از روش [ با استفاده از یک روش محاسباتی برگر ته31اند، بررسی کردند. حسینی و همکاران ]گر ته

را تحت بارگذاری حرارتی و مکانیکی  یکو ارتوتروپ FGیا ته، آنالیز شکست مواد اجزای محدود گسترش

را با استفاده از تئوری تغییرشکل  FG[ کمانش ورق مستطیلی ضبیم از جنس مواد 32انجام دادند.  نهه ]

ن حاوی گشودگی، تحقیقات های ناهمگدر مورد تمرکز تنش ورق اول مورد بررسی قرار دادند.برشی مرتبه 

محدود  اجزایبندی لشکاستفاده از  اب ]33[ همکارانش وبسیار کمی صورت گر ته است. کوبایر 

های ناهمگن حاوی گشودگی روی ضریب تمرکز تنش در ورق رناهمگنی خواص مواد را ب ریتأث، کیپارامترزویا

بود. نتایج تحقیقات آنها نشان داد؛  محورهمورد بحث آنها تحت کشش تک ورقی بررسی کردند. ودایر

                                                      

1  ootao 

2  Chareonsuk 
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یابد. در تحقیق یابد؛ تمرکز تنش کاهش میکه مدول یانگ با دور شدن از مرکز گشودگی ا زایش میوقتی

[ از روش 34] مذکور تابع مورد استفاده برای نشان دادن تغییر خواص، تابعی توانی بود. کاو  و همکارانش

-ی و چندضلعی دارای گشودگیوهای مبتلف از قبیل ورق بیضوی، دایرمحدود، ورق تابعی با هندسه اجزای

موادی مقاوم  عنوانبهتوجه به کاربرد مواد ناهمگن  اهای گوناگون را مورد بررسی قرار دادند. بهایی به شکل

 حاوی گشودگی مورد توجه محققان بوده است.  هایورق برابر تغییرات زیاد دما، تحلیل تنش حرارتی  رد

 موردمطالعهی در ورق نامحدود ناهمگن را وضریب تمرکز تنش در اطراف گشودگی دایر ]35[دی محم

در جهت شعاعی درنظر  ،و نسبت پواسون ا ستیسیته قرار داد. تغییر خواص مکانیکی ورق از قبیل مدول

 دومحورهضریب تمرکز تنش در ورقی تحت کشش یکنواخت  یبرای محاسبه را حلّی تحلیلی ویگر ته شد. 

قاله مورد و بارگذاری برشی خالص ارائه کرد. همچنین تأثیر تغییر خواص مکانیکی بر تمرکز تنش در این م

ناهمگن محدود حاوی   تنش دوبعدی یک ورق به بررسی ]37 و 36[و همکارانش  یانگ بررسی قرار گر ت.

ر مبتلط و استفاده از تابع تنش پرداختند. آنها از روش متغی گذاری یکنواخت،ی و تحت باروگشودگی دایر

های مبتلف ایری برای حل خود کمک گر تند. نتایج برای شرایط مبتلف بارگذاری، خواص مواد و اندازه

که تمرکز تنش در ورق محدود در مقایسه با ورق نامحدود در شرایط یکسان  ،ورق ارائه شد. آنها نشان دادند

توان واص ماده، از قبیل مدول ا ستیک در مواد ناهمگن، مییابد و با انتباب صحیح تابع خا زایش می

پاسخ ورق ناهمگن با گشودگی [، 38] اشر ی و همکاران .گیری را در تمرکز تنش شاهد بودکاهش چشم

. دادندقرار  مورد مطالعه 1بعدی از روش المان مرزی مدرجدر حالت سه ،دومحورهبه بارگذاری  را یودایر

کرد. از نقاط قوت این صورت تابعی توانی تغییر میجهت طولی و در امتداد ضبامت بهخواص مکانیکی در 

 دومحورهتوزیع نامتقارن خواص مواد، تحت بارگذاری  یجهینت درکشش -مقاله بررسی اثر کوپلینگ خمش

ت. در بر توزیع تنش مورد بررسی قرار گر  ،بود. در این تحقیق، تأثیر  اصله گشودگی از مرز و نسبت بار

                                                      
1  Graded Boundary Element 
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تحلیل ترا در ورق ناهمگن نیز تحقیقات مبتصری انجام شده است. برای مواد ناهمگن ضرایب  یزمینه

گونه مواد، عموماً هر دو مود برشی و عمودی در جلوی نوا شدت تنش به گرادیان ماده وابسته است. در این

دن پاسخ این مواد، نیاز به خاطر نامتقارن بودن خواص ماده وجود خواهد داشت. برای مشبص کرترا به

ی ضرایب اطلاعات  زم در مورد چقرمگی شکست است؛ که برای دستیابی به این هدف، نیاز به محاسبه

و  2و نودا ]39[ همکارانشو  1های متغیر است. د لهتحت بارگذاری ،هاشدت تنش برای نمونه

 ]14[ 3ترا محدود در ورق ناهمگن تحت بارهای مکانیکی و حرارتی را تحلیل کردند. پی ]04[همکارانش 

که ضریب شدت تنش مود  ،در تحقیقی طبیعت میدان نوا ترا را مورد بررسی قرار داد. او نتیجه گر ت

به تحلیل مسأله ترا در ورق  ]24 [و همکارانش 4های ناهمگن دارد. ژانگنقش مهمی در شکست ورق دو

ضرایب شدت تنش در مودهای ترکیبی را در   ]34[ 5ناهمگن با توزیع دلبواه خواص مواد پرداختند. آیهان

مورد بررسی قرار داد. با توجه به کاربرد  ،محدود اجزایدر مواد ناهمگن، با استفاده از روش  یبعدسهحالت 

ها حاوی یل تنش حرارتی  این نود ورقتغییرات زیاد دما، تحل در برابرعنوان موادی مقاوم، مواد ناهمگن به

ها و ی کرنشبه محاسبه ]44[ و همکارانش 6گارسیاکاردناسگشودگی، مورد توجه محققان بوده است. 

ی برای ورق از جنس مواد ناهمگن و وهای محیطی و شعاعی و جابجایی شعاعی اطراف گشودگی دایرتنش

 تحت بارگذاری حرارتی پرداختند.

                                                      
1 

 Delale  

2  Noda  

3  Pei 

4  Zhong 

5 
 Ayhanhdkni  

6 
 Cardenas-Garcia 
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 بندیجمع 6-1

ها مرور شد. با بیان تعریف و خصوصیات ی ورقهای مبتلف در زمینهصورت مبتصر تئوریاین  صل بهدر 

شد، که در  های ناهمگن این نتیجه حاصلی تحقیقات علمی بر روی ورقمواد ناهمگن و بررسی پیشینه

تحقیقات بسیار بار است؛  اقد های ناهمگن حاوی گشودگی که در آن گشودگی ی تمرکز تنش ورقزمینه

پرچ معمو ً گشودگی تحت  شار خارجی های مبتلف از طریق پیو و کمی انجام شده است. در اتصا ت ورق

های ناهمگن تاکنون مورد بررسی قرار گیرد. تأثیر بار خارجی در مرز گشودگی بر تحلیل تنش ورققرار می

صورت اختلاف دمای ثابت تا بارگذاری بهبا  FGهمچنین تحلیل حرارتی توزیع تنش در ورق  نگر ته است.

جایی در نقاط اطرف گشودگی توزیع تنش و جابه ینحوه شوداست. در این تحقیق سعی میکنون انجام نشده

-درون مکانیکی تحت بارگذاری ،با گشودگی دایروی همسانگرد و ناهمگن بلند نازا و در یک ورق یودایر

و یک اختلاف دمای ثابت بین مرز داخلی  گشودگی در اطراف نواختیک ای در مرزهای بیرونی و  شارصفحه

بندی عات خطا در نقاطی با تقسیمتوابع پتانسیل مبتلط و روش حداقل مربّ از تحلیل شود. و بیرونی ورق،

 شود. منظم در مرز برای تحلیل استفاده می

توزیع تنش در اطراف گشودگی  شوند. همچنیناستبراج میوم، روابط و معاد ت حاکم بر ورق در  صل د

ورق ناهمگن  تحلیلگیرد. در  صل سوم در ورق همگن با استفاده از حلّ پیشنهادی مورد بررسی قرار می

ی متفاوت مورد در این  صل دو نود ورق با جنس ماده مطالعه خواهد شد. و حرارتی تحت بار مکانیکی

ای، صفحهگن و ناهمگن علاوه بر بارگذاری درون صل چهارم برای ورق همدر  بررسی قرار خواهندگر ت.

در نقاط اطراف گشودگی  جایی شعاعیمرکز تنش ایجاد شده و جابهتبر  شار در داخل گشودگی تأثیر 

 هاشنهادیپی و ارائه گیریدر نهایت در  صل پنجم به نتیجه گیرد و قرار می موردمطالعه جینتاو  شدهبررسی 

 شود.می ختهپردابرای تحقیقات آینده 
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بارگذاری دایروی تحت ورق همگن با گشودگی 2فصل

 مکانیکی و حرارتی
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 گفتارپیش 1-2

 اند را بیان کنیم:هایی که برای استبراج معاد ت در این  صل استفاده شدهدر ابتدا  زم است  رض

 است.و نازا در نظر گر ته شده ی مورد مطالعه نامحدودصفحه-1

ی پلاستیک هیو عنوان اثرات ناحیهی ا ستیک بررسی شده و بهدر محدوده ها کوچک وجاییجابه-2

 است.درنظر گر ته نشده

ذکر است.  زم بهاستفاده شده ،صورت مجزّابه منظور تحلیل مکانیکی و حرارتی به ،1از اصل جمع آثار-3

 باشد.ی موردنظر صادق میاست که اصل مذکور در مسأله

جا نیز هم دارد، در اینکه تقریباً در بیشتر موادّ مهندسی ضریب پواسون مقداری نزدیک به از آنجایی-4

 . استف باقی خواصّ ماده، ثابت درنظر گر ته شدهبرخلا ضریب پواسون 

در  رهای مبتلطمتغیّ روشمعاد ت حاکم بر ورق بلند همگن با استفاده از  ،در ببش اول این  صل

عات گردند. سپس با توجه به شرایط مرزی ورق و با کمک روش حداقل مربّبراج میتئوری ا ستیسیته است

های معاد ت برای ببش شوند.م، معاد ت مربوط به شرایط مرزی ورق مشبص و تعیین میخطا در مرز منظّ

آثار با بودن اصل جمع آمده با توجه به صادقدستصورت جداگانه استبراج و نتایج بهبه حرارتی و مکانیکی

 ایتنش صفحه شوند.دیگر جمع مییک

بیان و با تعریف یک مسأله،  2انسیسمحدود  اجزایا زار روند تحلیل عددی با کمک نرم ،در ببش بعد

 نتایج حاصل از حل تحلیلی انجام شده و تحلیل عددی مربوط به مسأله مقایسه و بررسی خواهند شد.

                                                      

Super position  1 
2  ANSYS 
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 [23]مکانیکی تحت بار استخراج معادلات 2-2

تنش در هر  تانسور همسانگرد تحلیل و بررسی خواهد شد.تئوری ا ستیسیته یک ورق  یبر پایهمسأله 

 سهای، دارای صفحههمانند ورق نازا، تحت بار درون یدوبعدهای ا ستیک در مسأله ینقطه از ماده

تنش  یمؤلّفه
x

 ،y
  وxy

 بعدی دو یبرای مسأله در غیاب نیروهای حجمی باشد. معاد ت تعادلمی

 .باید این دو معادله را ارضا کنندکه سه تنش بیان شده  ،شودبا دو معادله بیان می

(2-1) 
  

   
   

xy y xyx 0 , 0
x y y x

 

 د.نشوصورت زیر ساده میبه بر حسب تنش همچنین معاد ت سازگاری

(2-2)  
   

 

2 2

x y2 2
( )( ) 0

x y
 

 پذیر است. پارچه کردن این معاد ت، با کمک روابط حاکم بین آنها امکانمسأله، با یک یسازساده

ی اساسی و صورت دو مسأله(، به1-2)شکل از جسم محدود شده است  Lکه توسط کانتورS ناحیه 

در مرز  جاییبهارضای شرط مرزی نیرویی و جا. این دو مسأله به ترتیب دنشوشده از هم تجزیه می کتفکی

 . هستند

به مرزهای خارجی   nYو  nX برای اولین مسأله اساسی نام برده شده، زمانی که نیروهای خارجی 

  .(1-2)شکل صورت زیر نوشتتوان روابط تعادل را بهند. میوشاز جسم وارد می S    یناحیه

(2-3) 
   

  

x xy n

yx y n

cos(n,x) cos(n,y) X

cos(n,x) cos(n,y) Y
 

 است.  L کانتورعمود بر سطح  یبردار یکه n که در اینجا 



22 

 
 L [23]شماتیک کانتور  1-2شکل        

 

. در نظر گر ته شده باشد Sاز ناحیه  Lجایی برای کانتور اساسی دوم، در حالتی که جابه یبرای مسأله

 شود.صورت زیر نوشته میشرایط مرزی به

(2-4)  
1 2

u g (s), v g (s) 

که در اینجا 
1

g (s) و
2

g (s) کانتور جایی مربوط به نقاط واقع در بهکه جا ،توابعی هستندL یناحیه از S  

 کنند. از جسم را بیان می

 ت زیر:رصوهب U(x,y)با تعریف تابع تنش 

(2-5)   
      

  
x y xy

U U U
, ,

x yy x

2 2 2

2 2
 

 کنیم.هارمونیک یکتای زیر برخورد مییای ببه معادله( 5-2و )( 2-2) (،1-2با ترکیب معاد ت )و 

(2-6)   
  

   

4 4 4

4 2 2 4

U U U
2 0

x x y y
 

دست هب (7-2ی )از رابطهاساسی نود اول  یدر مرز کانتور برای مسأله U(x,y)توان نشان داد که تابع می

 .آیدمی

(2-7)  
    

  
s s

n 1 n 2
0 0

U U
X ds c , Y ds c

y x
 

توانند صفر  رض شوند. پارچه میهستند؛ که برای یک جسم یک ثابت حقیقی دلبواه دو 2cو  1cدر اینجا 

که شرایط مرزی  U(x,y) کیهارمونیباای تئوری ا ستیسیته، به تعریف و تعیین تابع بنابراین مسائل صفحه
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ی که معادله ،[ نشان داد5شیولی]شود. موشبلی((، خلاصه می7-2( و )4-2کند )روابط )ارضا می کانتور را

 :صورت زیر حل کردتوان به( را می2-6)

(2-8)   
1 1

U(x,y) Re[z (z) (z)] 

حقیقی یک عبارت مبتلط است.  قسمت یدهندهنشان Reدر اینجا 
1
(z)  و

1
(z)  توابعی تحلیلی از

هارمونیکیاای به تعیین دو تابع بصفحهتنش حل مسائل  نیبنابرااست.  z = x + iyمتغیر مبتلط 
1
(z) 

و 


  1
1

d
(z)

dz
ی شود. با ارائهد، محدود مینکنتعیین شده را ارضا می مرزی شرایط Lکه بر روی کانتور  

صورت دو تابع بسط شرایط مرزی به ،(2-8ی )شکل رابطه( به 2-6ی )حل معادله
1
(z)  و

1
(z) ریپذامکان 

 شود:زیر حاصل می شکل(، 7-2ی )رابطههمان اساسی نود اول یا  یاست. برای مسأله

 

(2-9) 

 
     

 

    

1 1 1

s

n n 1 2

0

U U
i (z) z (z) (z)

x y

i (X iY

 

)ds c f if const 

 

 [ :5جایی را تعیین نمود]توان به همین روش شرایط مرزی جابهمی ؛جایی معلوم باشدمقادیر جابه اگر

(2-10)        
1 1 1 1 2

2G(u iv) K (z) z (z) (z) 2(g ig )   on L. 

ای مقدارش ای و کرنش صفحهباشد، که در شرایط تنش صفحهتابعی از نسبت پواسون می  Kکه در اینجا

   متفاوت است.

(2-11) 
3-

   
K 1+

3-4ν 




 



 

 باشد.مدول ا ستیسیته می  Eمدول برشی و  Gهمچنین  نسبت پواسون است. که در آن 

(2-12) 




E
G

2(1 )
 

ایتنش صفحه  

ایصفحه کرنش  
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 .[5]آیددست میهجدیدی برای شرایط مرزی ب شکل( 10-2( و )9-2با ترکیب روابط )

(2-13)     
1 1 1 1

x (z) z (z) (z) F(z)   on  L 
 اساسی نود اول یکه در آن برای مسأله

 
   

s

1 n n

0

x 1,           F i (X iY )ds const 

 اساسی نود دوم یو برای مسأله

     
1 1 2

x K        F 2G(g ig ) 
 شود.در نظر گر ته می

توابع  هکدر صورتی
1
(z)  و

1
(z)  موشبلی که توسط (2-14)معلوم باشند، با کمک دستگاه معاد ت-

های نرمالامکان محاسبه تنش ارائه شد،شیولی 
x

 و  
y  و تنش برشی

xy [6]وجود دارد. 

(2-14) 
         

       

x y 1 1 1

y x xy 1 1
i

2[ (z) (z)] 4Re( (z))

2 2[z (z) (z)]

 

 

تغییرات باشد. در مرکز آن می دایروی یک ورق بلند با گشودگی مطالعه مورد ینامه مسألهدر این پایان

 این مسأله صورت شعاعی در نظر گر ته شده است. برای حلخواص مکانیکی )مدول ا ستیسیته( در اینجا به

 .دشویم  مرکز با یکدیگر تقسیم هایی دایروی با ضبامت یکسان و هم، ورق به دیسک2-2همانند شکل
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 [23]موردمطالعه تحت بار دومحوره ورق شماتیک  2-2شکل 

 

بندی ورق، امکان همگن گر تن هر یک از دیسک ها وجود دارد. پس با در نظر گر تن این نود تقسیم

( نوشت. روند حل به تعیین تابع 8-2ی )رابطه  رمتوان روابط حاکم بر ورق را بر طبق برای هر دیسک می

-می       ت یک سری مبتلط با تعداد جملات نامحدود رصوبه [5]شویلیتنش ایری طبق تعریف موشبلی

 انجامد.

(2-15) 
k

k
j

j k

z
(z) a    j=1,2,...,N( )

R





   

(2-16) 
k

k
j

j k

z
(z) b    j=1,2,...,N( )

R





   

jدر اینجا

ka و j

kb  ضرایب مجهول جملات توابع پتانسیل در  یهjباشد. همچنین ام میR  یک طول

 ،این مسأله برای حلّ یطورکلبهر مکان است. متغیّ zو  جا همان شعاد گشودگی است()که در این مرجع



26 

jباید ضرایب مجهول

ka  وj

kb تحلیلی جملات سری را باید محدود  دست آورده شوند. برای انجام حلّبه

تعداد جمله  Mمنظور از  برای این رض کرد؛ تا تعداد معاد ت و مجهو ت عددی محدود و معلوم شوند. 

 مثبت و منفی در سری برای حل استفاده خواهد شد.  

(2-17) 
M

k M

k
j

j k

z
(z) a    j=1,2,...,N( )

R

   

(2-18) 
M

k M

k
j

j k

z
(z) b    j=1,2,...,N( )

R

   

باشد. برای رسیدن به این هدف تنش با کمک توابع پتانسیل می هایمؤلفه دست آوردنههدف نهایی ب

باشد و خود تابع کاربردی ندارد. به همین دلیل، اول و دوم این دو تابع پتانسیل مینیاز به مشتق مرتبه 

جمله  M2در هر تابع  رونیازاباشد. ی آن نمیهر سری عددی ثابت است، نیاز به محاسبه ی اولچون  جمله

(z) , (z)و مجهول وجود دارد. در هر  یه دو تابع مستقل وجود دارد ) )  پس در هر  یهM4  مجهول

کی شکل تقسیم شده است؛ یس یه مجزا و د Nبیان شد ورق به پیشتر که  طورهمانمستقل وجود دارد. 

 یمجهول مستقل وجود دارد؛ که برای تشکیل دستگاه معاد ت خطی جهت محاسبه MN4پس در کلّ ورق، 

 مستقل تشکیل داد. یمجهو ت، باید به همین تعداد، معادله

ی ارضای شرایط مرزی ورق دست آورده خواهند شد. روش اول بر پایهمعاد ت  زم از دو روش کلی به

 شود.است. چون در مرکز ورق گشودگی دایروی وجود دارد پس مرز ورق به دو دسته تقسیم می

 قرار دارد. یاصفحهدرونمرزهای خارجی که تحت بارگذاری  -1

تحت بارگذاری  شار یکنواخت قرار آزاد از باراست؛ یا مرز داخلی یا مرز گشودگی دایروی ورق که  -2

 دارد.

جایی در  صل مشترا هر دو  یه مجاور به هبروش دوم ارضای شرایط تعادل نیرویی و پیوستگی جا

ها ضای این شرطشده است؛ ار  رضقل از دیگری تصورت مسهر  یه به کهنیایکدیگر است. با توجه به 
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صورت زیر نوشته جایی و تعادل نیرویی بهپارچه بودن ورق بسیار مهم هستند. شرط پیوستگی جابهبرای یک

 شوند.می

(2-19) j j 1 j j 1

n n n nX X  ,  Y Y   
(2-20) j j 1 j j 1u u  , v v   

( روابط برحسب توابع پتانسیل نوشته 20-2( و )19-2( در روابط )10-2( و )9-2وابط )ربا قرار دادن 

 شوند.می

(2-21) j j j j 1 j 1 j 1(z) z (z) (z) (z) z (z) (z)  
           

(2-22)     



          
j j j 1 j 1j j 1

j j 1

1 1
K (z) z (z) (z) K (z) z (z) (z)

G G 

حسب ضرایب مجهول  ر( ب18-2( و )17-2( را با کمک  رض )22-2( و )21-2هر طرف از روابط )

 شوند.ها نوشته میسری

(2-23)  
k 1k k k k k

M
k

k kk k k k
k 1

(z) z (z) (z)

zz.k.aR z R R z
a a z.k.a b b

z R R Rz z z










    

                                       

 

آن وجود دارد. به این  یسازمرتبو  یسازسادهر در رابطه با  نیاز به ضجملات حابا توجه به تعداد زیاد 

izدلیل با در نظر گر تن  re  این رابطه و تجزیه  یسازساده( به دنبال 2-23ی )و جایگزینی آن در رابطه

   هستیم.  آن به معاد تی ساده و مستقل از 

 

 
k 1

kk kii
M

k
k ki i i

k 1

ki k i
i

k kk k i

re kaR re R
(z) z (z) (z) a a

re R re re

re R re
re ka b b

R re R






     



   



 


     

                

 
                 

  

 

  
  

M
k 2 ik k i k k i k k

k k k
k 1

k 2 ik k k k ki k k ki
k kk

a r R e a r R e ka r R e

                   ka r R e b r R e b r R e
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M
k 2 k 2k k i k k i ki

k k k 2
k 1

k 2k 2 ki k k ki k k ki
k kk 2

a r R e a r R e k 2 a r R e

                   k 2 a r R e b r R e b r R e

       

  


        


   

   

 

 

(2-24) 
    

   
     

M
k 2k k k 2 k k ik

k k 2 k
k 1

k 2 k 2k k k k ik

k kk 2

(z) z (z) (z) a r R k 2 a r R b r R e

                   + a r R k 2 a r R b r R e

    

 


    

 

       

  

 

 آید.میوجود امکان تشکیل معاد تی مستقل به (،21-2) ( در24-2) یبا جایگذاری رابطه

 

 

(2-25) 

    

   
     

    

   
     

M
k 2j k k j k 2 j k k ik

k k 2 k
k 1

k 2 k 2j k k j j k k ik

k kk 2

M
k 2j 1 k k j 1 k 2 j 1k k ik

k k 2 k
k 1

k 2 k 2j 1 k k j 1 j 1 k k ik

k kk 2

a r R k 2 a r R b r R e

 + a r R k 2 a r R b r R e

a r R k 2 a r R b r R e

 + a r R k 2 a r R b r R e

    

 


    

 

       

 


       

 





  

   

  

  

 

ی مستقل نسبت معادله M2( تعداد 25.2ی )با برابر قرار دادن ضرایب جملات نمایی از دو طرف معادله

jبر حسب ضرایب مجهول  و به یکدیگر j j 1 j 1
k k k ka  ,b  ,a  ,b  د آمد.ندست خواهبه 

 

(2-26) 
 

 

k k 2 k

j j j

k k 2 k

k k 2 k

j 1 j 1 j 1

k k 2 k

R r r
a k 2 a b

r R R

R r r
a k 2 a b

r R R



 



  

 

     
        

     

     
       

     

 

 

(2-27) 
   

 

   

 

k k 2 k

j j j

k kk 2

k k 2 k

j 1 j 1 j 1

k kk 2

r R R
a k 2 a b

R r r

r R R
a k 2 a b

R r r



 



  

 

     
        

     

     
       

     

 

 است. k=1,2,..Mکه در معاد ت با  

( معاد تی 22-2ی)(، برای رابطه2-21ی )از رابطه (27-2( و )26-2براج معاد ت )تبا تکرار روند اس

 جایی در  صل مشترا هر دو  یه قابل استبراج است.مشابه برای ارضای شرط پیوستگی جابه
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(2-28)   

 

 

 

k k 2 k

j j j

j k k 2 k

j

k k 2 k

j 1 j 1 j 1

j 1 k k 2 k

j 1

1 R r r
K a k 2 a b

G r R R

1 R r r
K a k 2 a b

G r R R



 



  

  



      
                

      
               

 

 

(2-29) 
 

 

 

 
 

 

k k 2 k

j j j

j k kk 2

j

k k 2 k

j 1 j 1 j 1

j 1 k kk 2

j 1

1 r R R
K a k 2 a b

G R r r

1 r R R
K a k 2 a b

G R r r



 



  

  



      
         

       

      
        

       

 

 مشترا هر ( برای  صل22-2( و )21-2روابط ) ،طورکه گفته شداست. همان  k=1,2,..Mکه در اینجا 

( نیز برای  صل 29-2( و )28-2( ، )27-2( ، )26-2این معاد ت )دو  یه از ورق تعریف شده است. بنابر

 صل مشترا وجود دارد و در (N-1)  یه  Nام تعریف شده است. پس برای i+1)ام و )iی مشترا دو  یه

 ها که از قبلشود. با توجه با تعداد کل مجهولی مستقل از این روش حاصل میمعادله M(N-1)4مجمود 

دستگاه معاد ت خطی نیاز هست. این  تشکیل ی دیگر جهتمعادله M4محاسبه شد؛ به  MN4 به تعداد

که استفاده از شرایط مرزی ورق است، استبراج خواهند شد. با توجه به  ،معاد ت از روش اولتعداد از 

بایست شرایط مرزی را ارضا کنند. روش ی آخر میی اول و  یهمرزهای ورق که در قبل بررسی شد،  یه

است. در این  رزبندی منظم در محداقل مربعات خطا در نقاطی با تقسیممورد استفاده در این مرحله روش 

شوند. برای بهبود در دقت جواب روش ابتدا تعدادی نقطه در  واصل مساوی در کلّ مرزهای ورق  رض می

بهتر است، تعداد نقاط از تعداد مجهو ت کمتر نباشد. سپس با توجه به نود بارگذاری، مقادیر تنش در مرزها 

ای نرمال و برشی بر حسب توابع پتانسیل و ضرایب ه( تنش14-2های )شوند. با استفاده از رابطهبررسی می

 شوند.می مجهول آن محاسبه

(2-30)  
 

 

 

x

y

xy

Re 2 (z) z (z) (z)

Re 2 (z) z (z) (z)

Im z (z) (z)
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(2-31) 
 

 

M
k (k 1) k (k 2)

x k
k 1

k (k 1) k (k 2) k (k 1) k (k 1)

k k k

Re a 2R kz R zk(k 1) z

a 2R kz R zk(k 1) z b R kz b R kz

   




       




     



       

(2-32) 
 

 

M
k (k 1) k (k 2)

y k
k 1

k (k 1) k (k 2) k (k 1) k (k 1)

k k k

Re a 2R kz R zk(k 1) z

a 2R kz R zk(k 1) z b R kz b R kz

   




       




     



     

  

(2-33) 

M
k (k 2) k (k 2)

xy k k
k 1

k (k 1) k (k 1)

k k

Im a R zk(k 1) z a R zk(k 1) z

b R kz b R kz

   




   




     



  

  

( از 14-2) یصورت قطبی بررسی شوند. با کمک صورت قطبی رابطهها باید بهبرای مرز گشودگی، تنش

 [ داریم6ساوین]کتاب 

(2-34) 
 

 

r

2i

r r

4Re (z)

2i 2e z (z) (z)





 

   

       
 

izکه در آن  re .ها در برای استبراج تنش (2-14ی )از رابطه با  تکرار روند صورت گر ته است

 آیند.دست میصورت زیر بهمحیطی و برشی بههای شعاعی، ( تنش34-2ی )مبتصات دکارتی، از رابطه

 (2-35) 
 

 

M
k (k 1) 2i k (k 2)

r k
k 1

k (k 1) 2i k (k 2) 2i k (k 1) 2i k (k 1)

k k k

Re a 2R kz e R zk(k 1) z

a 2R kz e R zk(k 1) z b e R kz b e R kz

    




          




     



     

 

(2-36)   
 

 

M
k (k 1) 2i k (k 2)

k
k 1

k (k 1) 2i k (k 2) 2i k (k 1) 2i k (k 1)

k k k

Re a 2R kz e R zk(k 1) z

a 2R kz e R zk(k 1) z b e R kz b e R kz

    

 


          




     



     

 

(2-37) 

M
2i k (k 2) k (k 2)

r k k
k 1

k (k 1) k (k 1)

k k

Im e a R zk(k 1)z a R zk(k 1)z

b R kz b R kz

    

 


   




     

  

   

Lتنش نرمال وارد شده در مرز  اگر  رض شود 
x

2
   برابرn  و تنش برشی در آن مرز برابرn  .باشد

2
n

r شود.صورت زیر تعریف میبه 

(2-38)    
22 2

n x n xy nr ( )        

Lطور مشابه برای مرزهای به
y

2
   وr a ( تشکیل 2-83عباراتی همانند عبارت )شود.داده می 
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(2-39)    
2 2

2

n y n xy nr           

(2-40)    
2 22

n r n r nr        

 و در نهایت:

(2-41)          
2 22 2 22 2

n r n r n y n xy n x n xy nr ( )                      

 در روابطدر هر مرز نقاطی با  واصل یکسان در نظر گر ته شده است، که با قرار دادن مبتصات این نقاط 

  تشکیل داده خواهد شد. ( عبارت 2-41ی )و تکمیل رابطه( 2-37تا ) (35-2)

  

(2-42) 


 
P

2

n
n 1

r        n=1,2,..,P  

 n  ی مورد بررسی از مرز و ی نقطهشمارهP  .تعداد کل نقاط مورد بررسی در این روش است 

آخر و نقاط واقع در مرز داخلی ورق یا همان  ینقاط واقع در مرزهای خارجی ورق با توابع پتانسیل  یه 

ی از رابطه با تشکیل عبارت رونیازاگشودگی دایروی با توابع پتانسیل  یه اول ورق در ارتباط هستند. 

( این عبارت تابعی ضمنی از ضرایب مجهول توابع پتانسیل  یه اول و آخر ورق خواهد شد. با گر تن 2-38)

 این ضرایبدست آوردن معاد ت  زم برای به ،بر حسب هر یک از ضرایب مجهول مشتق ضمنی از 

  .شدخواهند حاصل 

(2-43)  
    

 j j

k k

0  ,   0              j=1,2   &    k= 1, 2,..., M
a b

 

-2)رزی ورق  زم است، که از معاد ت معادله از شرایط م M4شد، تعداد  طور که در قبل بیانهمان 

jبا انتباب دسته متغیرهای  د.نشو(، استبراج می41

k
a و j

k
b  مبتلف برای تشکیل معاد ت متفاوت این

 پاسخ حاصل از حلّ این معاد ت مستقل از انتباب متغیرها است.  نتیجه حاصل شد که، 

 شوند.می پذیری ضرایب مجهول توابع پتانسیل امکاندر نهایت با داشتن این تعداد معادله امکان محاسبه

درنظر گر ته شد و با  15تا  1ی تعداد جملات سری از برا اعداد مبتلفی کهرا باید متذکّر شد که این نکته 

 انتباب شد. m=3 ، در نهایتبررسی دقت نتایج
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 استخراج معادلات تحت بار حرارتی 3-2

 شوند.جایی ورق بلند حاوی گشودگی تحت بار حرارتی استبراج میدر این ببش معاد ت تنش و جابه

از  همگن در غیاب نیروهای حجمی ا در یک جسم ا ستیکتوزیع دم در حالت پایا، دانیمطور که میهمان

 آید:دست میی زیر بهرابطه

(2-44) 2 2 2
2

2 2 2

T T T
T= + + =0

x y z

  


  
  

ای ای است، بنابراین بهتر است این معادله در دستگاه مبتصات استوانهجایی که گشودگی ورق دایرهآن از

 باشد:زیر میصورت به تگاهدس این ی با  درحل شود. شکل معادله

(2-45) 
2 2

2 2 2

T 1 T 1 T
0

r r r r θ

  
  

  
  

 :[ 12و  11] باشدصورت زیر میوق به ی حل عمومی معادله

(2-46) T(r, θ) =
1

2
(a0 + b0lnr) + ∑(cnrn + dnr−n)cosnθ + (γnrn + δnr−n)sinnθ

∞

n=1

 

 

گذاری دارای ر هندسه و بارشود ورق مورد مطالعه از نظمشاهده می ی بعدطور که در شکل صفحههمان  

ی توزیع دما حذف شده و تنها ترم کسینوسی بنابراین ترم سینوسی رابطه .باشدمی Xنسبت به محور تقارن 

نیز دارای تقارن است اما از آنجایی که مرزهای بیرونی ورق مربعی بوده  Yماند. ورق نسبت به محور باقی می

شود تا بتوان ی کسینوسی پرهیز میکردن جملهو شعاد نقاط مبتلف آن با هم متفاوت است، لذا از حذف 

 تاثیر نقاط مبتلف مرزهای بیرونی را نیز داخل تابع توزیع دما آورده و دقّت جواب را ا زایش داد. 
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در ورق حرارتی و شرایط مرزی بارگذاری  3-2شکل   

  

 :[14و  12، 11] یابدی زیر کاهش میبه رابطه (46-2ی )راین معادلهببنا

(2-47)    n -n
n n0i

n 1

r
T r,θ T C ln( ) r + d r cosc nθ

R





     

جایی که در مرز گشططودگی از آن توان نشططان دادمی باشططد.می شططعاد آن Rو  دمای مرز گشططودگی iTکه 

 : [12و  11]باشدصفر می θتغییرات دما نسبت به جهت 
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(2-48) 
2n

n n

r=R

dT
0  d = c R

dθ
   

n0cضرایب  ,c  ستفاده از روش ساوی در مرزهای بیرونی به ،1نقاط تطابقبا ا صل م ست در نقاطی با  وا د

سری در رابطه آیند.می ست که باید تعداد جملات   mی توزیع دما را محدود و به تعداد البته  زم به ذکر ا

 .ی موردی به تعداد این جملات اشاره خواهد شدجمله درنظر گر ت که در ببش مطالعه

کنیم. برای حالت پایا، ابتدا یک دمای مبتلط اکنون از روش متغیّر مبتلط برای حل مسططأله اسططتفاده می

 :[ 2] شودتعریف می

(2-49) T∗(z) = T + iTI 

جایی به شططکل روابط تنش و جابه اسططت. Tمزدوج  TIبوده و  T*ببش حقیقی   Tکه در آن دمای واقعی 

 شوند:زیر ارائه می

(2-50) r θσ + σ = 4Re φ (z)   

(2-51) iθ
r xyθσ  σ + 2iτ 2e φ (z) ψ (z)z 

 
    

(2-52)  iθ *
r θ2G(u + iu ) = e kφ(z)-zφ (z)-ψ(z) +2Gαt (z)  

 
 

 :شودتعریف میصورت زیر به برای مسأله دمای مبتلط

(2-53) * n 2n n

i 0 n

1

z
T (z) = T + C ln( ) + (z + R z )c

R n






  

 شود:صورت زیر تعریف میشده بهگیریعلاوه بر این تابع دمای انتگرال

                                                      

1 Point-matching technique 
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(2-

54)    
2n

* * n+1 n+1
n0 0i

1

z 1 R
t z T z dz C zln( ) +(T C )z ( z z )C

R n+1 n 1


     


   

شت، توزیع دما یک میدان جابه شودگی در ورق وجود ندا ست جاییاگر گ د، امّا رکه را در ورق ایجاد میپیو

 شود:شکل زیر میجایی بهوجود گشودگی باعث ایجاد یک ناپیوستگی در میدان جابه

(2-55)     *

2

*

1
u iv u iv t )α (z      

ترتیب به vو  u ،({R 2π) , (R 0})نقاط ابتدا و انتهای مرز گشطططودگی دایرویدر واقع  2و1که نقاط 

 :بوده و yو  xجایی در جهت جابه

α∗ = {
α                        plane stress
(1 + υ)α          plane strain

 

سبه سته( 55-2ی )رابطهانتگرال ی با محا شودگی را دربر می Cی حول یک مرز ب شان گیرد که مرز گ ن

 شود :میداده

(2-56)    
02 1

u+ iv  u+ iv = 2π i C R   

ستفاده از روش متغیّر مبتلط، جابه ( 52-2) یاز رابطه تحت بار حرارتی ها در یک جامد ا ستیکجاییبا ا

ست میبه ضور بارگذاری مرزی، تنشد سیل به های همها و جابجاییآیند. بدون ح دما با انتباب توابع پتان

 :[14]آینددست میبهشکل زیر 

(2-57) 

(2-58) 

  *+ φ(z)= Azln z φ (z)   

k
ψ(z) ψ (z)

z
    

 (:10-2ی )( در رابطه58-2( و )57-2گذاری روابط )با جای
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(2-59) 2
1

1 8πiRA
(kφ(z) zφ (z) ψ(z)) =

2G E
   

( باید برابر 59-2( و )56-2، مجمود روابط )جاییوجودآمده در میدان جابهناپیوستگی به ر تنبرای ازبین 

0E                                                                                  صفر باشد؛ بنابراین:   c
A

4


  

 :از استعبارت نیرویی شرایط مرزیشود، جایی که در مرزهای بیرونی و درونی ورق نیرو وارد نمیاز آن

(2-60) i(X+iY) φ(z) zφ (z) ψ(z) 0     

صورت زیر بیان را به S*و  S، پیوستگی تحلیلی بین  1ی با  و طبق اصل بازتاب شوارتزبا استفاده از رابطه

 کنیم:می

(2-61) 
2 2R R

φ(z) zφ ( ) ψ( )             z s
z z

     

  Sبه  S*از  انعکاسسپس با 

(2-62) 
2 2R R

ψ( ) φ ( ) φ( )             z s
z z

z z     

( را 2-60بنابراین شرط مرزی )کنیم. ( استفاده می2-60ی )را در معادله ψ(z)این شکل از تابع پتانسیل 

 توان بیان نمود:به شکل زیر می

(2-63) 
2 2R R

φ(z) zφ (z) φ (z) φ( )
z z

     

S ورق و  بین مرزهای بیرونی و داخلی یناحیه*S باشد. تابع مرز روی گشودگی میφ(z) صورت زیر را به

 کنیم:بیان می

                                                      

1 Schwarz reflection principle 
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(2-64) 
2n+1

2n+1
n=1 R

z
φ(z) = Azln(z) + C


 
 
 

  

 رسیم:پیوستگی زیر می یقرار داده و در  نهایت به معادله (63-2را در )( 64-2) یرابطه

(2-65) 

4n+2 4n+2
2n 1(2n+1) 2 2

2n+1 2n+1
n=1

2 2 R

r R
C R (2n+1)(r R )z +

z

r (ln(z) + ln(z) +1) R (1+ 2ln )
A

z


  

 
 

 
  
 


 





  

با جایگزینی  ، نقاط با اسطططتفاده از روش تطابق
n

n=1
 جایبه

n=1



  تعداد محدودی نقطه در مرز بیرونی ،

 دهیم. دسططتگاه( قرار می65-2ی )مبتصططات این نقاط را در معادلهو  باب کردهورق به  واصططل منظّم انت

  مشطططبص  φ(z)دسطططت آورده و تابع را به 2n+1Cدر نهایت ضطططرایب وجودآمده را حل کرده و معاد ت به

  شود.می

را همانند  ψ(z)تابع  باشططد.بدون تنش بوده و تنش شططعاعی صططفر میدانیم که مرزهای بیرونی ورق می

φ(z) کنیم:صورت زیر تعریف میبه 

(2-66) 
2n+1

2n+1
n=1

B z
ψ(z) = D

z R

  
 
 

  

 آید:دست میی زیر به( تنش شعاعی از رابطه51-2( و )50-2با استفاده از روابط )
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(2-67) 

2iθ
r

2iθ
2n 1 2n

2n+1
n=1

2n

2iθ
2n+12

n=1

σ =Re 2φ (z) e (zφ (z)+ψ (z)) =

A ze
2A(1+ln(z)) C (2n+1)(2 2n)R z

z

Re

B 2n+1 z
e ( + ( )D )

z R R


 



 
 

 
 
 
 
 
  
  

  

  

  

 





  

 رسیم:می (68-2پیوستگی )ی ی با  به معادلهبا صفر قرار دادن طرف اول معادله

(2-68) 

(2n+1) 2n

2n+12
n=1

(2n+1) 2n

2n+1

n=1

B
(2n+1) D R r cos(2n 2)θ

r

A(1 2ln r) C R (2 2n)(2n+1) r cos 2n θ







  

   





  

 

تطابق اده از روش طور مجدّد با اسطططتفکنیم. سطططپس بهگذاری می( جای2-68ی )را در رابطه ψ(z) تابع

دست نیز به 2n+1Dهای ثابت ،نقاط منظّم انتباب شده روی مرزهای بیرونی ورق تعداد محدودی در نقاط،

در  در انتهای تحقیق 2n+1Dو  2n+1Cهای ثابت شططود.نیز مشططبص می ψ(z)آیند که در نهایت تابع می

با مشططبص شططدن توابع پتانسططیل در نهایت تنش شططعاعی، تنش محیطی و  اند.پیوسططت شططده یک جدول

 آیند:دست میصورت زیر بهجایی شعاعی روی مرز گشودگی بهجابه
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(2-69) 

 2iθ
r

n
2n 1 2n

2n+12
1

n
2n 1 2n

2n+1
1
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 حلّ تحلیلی موجود در مراجع  4-2

دست آمده که ی کلاسیک بهتوزیع تنش محیطی و شعاعی پیش از این با استفاده از روش ا ستیسیته

 اند.های خود به آن اشاره کرده[ در کتاب2[ و مارتین اچ. ساد]46والتر دی. پیلکی] چونا رادی هم
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(2-72) 
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شعاد گشودگی و aجا در این 
و  1

به ترتیب تنش در مرزهای  2 
L

x
2

و   
L

y
2

 ،E  وα    

 باشند.میباشد.توزیع دما در ورق می Tترتیب مدول یانگ و ضریب انبساط حرارتی و به

 محدود اجزایتحلیل  2-5

آوردن یک جواب دقیق برای مسأله بسیار سبت و مشکل بوده دستدر طول تاریخ مهندسی، گاهی اوقات به

واقعیت این است که رسیدن به  .شده استتا حدی که در برخی موارد باعث توقف انجام تحقیق خاصی می

برخی از  است.قیدها و ... بودهحلّ دقیق بسیار وابسته به شرایط مرزی مسأله از جمله هندسه، بارگذاری، 

که بسیاری از  باشند. ولی واقعیت این استی خاص دارای حلّ دقیق میمسائل با شرایط مرزی و هندسه

راه  عددی، در این شرایط های جدید حلّبا معر ی روش د؛ کهباشنحلّ تحلیلی و دقیق میمسائل  اقد راه

محدود نیز  اجزای. روش وجود آمدریاضی برای این دسته مسائل به حلدست آوردن یک مناسبی برای به

ی جسم بندی محدودهها در دستهحلّ عددی است. ویژگی آن نسبت به دیگر روش هایروش ی از اینیک

های سبت و شود، که هندسههای محدود، است. این عمل باعث میه نام المانتر بهای سادهبه محدوده

باشد، تبدیل شود. هر المان از نقاطی که تر که حلّ آن آسان میهای سادهپیچیده به یک مجموعه هندسه
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های مبتلفی برای شرایط هندسی و بارگذاری متفاوت در المان. شودجسم است، تشکیل می متعلق به کلّ

 زیر که در این تحلیل کاربرد دارند، اشاره کرد. توان به دو دستهکه برای مثال می شوند،ها استفاده میتحلیل

بعدی بوده ای: برای حالتی که مسأله مورد نظر دارای هندسه دوصفحهای و کرنشصفحهالمان تنش .1

 کند.ای جسم را بررسی میحهصفجایی درونای داشته باشد. این المان جابهصفحهکه بارگذاری درون

اری خارج صفحه است، مورد ذ: این المان برای حالتی که ورق تحت بارگیاالمان خمش صفحه .2

های  ضایی مناسب است، که علاوه بر خیز، شیب در ها و ورقگیرد. این المان برای پوستهاستفاده قرار می

  کند.دو جهت محورهای اصلی ورق را محاسبه می

برای مسائل  این روش .باشدعددی می محدود یک روش حلّ اجزایکه گفته شد، روش طورپس همان

نیست، گزینه مناسبی است.  ریپذامکانتحلیلی در آن  دقیق یا حلّ دست آوردن حلّهپیچیده، که امکان ب

یطی ولی در شرا ؛شده است هتحلیلی استفاد محدود برای راستی سنجی حلّ اجزایدر این تحقیق از روش 

ورق بلند  یمانند کشش ساده ؛برای مسأله وجود دارد تحلیلی مورد تأیید در مراجع حلّ دقیق یا که حلّ

تواند معیاری برای درستی تحلیل محدود می اجزایو  تحلیلی حلّ یهمگن با گشودگی دایروی، مقایسه

مورد  اجزای محدود روند حلّ عددی باشد. این مقایسه، در این تحقیق انجام شده که با دقت قابل قبولی 

 تأیید قرار گر ت. 

 انسیسمحدود  اجزایافزار معرفی  نرم  2-6

ی مسأله پیچیده و بزرگ باشد، استفاده از روش اجزای محدود به صورت دستی بسیار هنگامی که هندسه

های اخیر با طور قطع منشأ ایجاد خطا خواهد بود. به همین دلیل در سال رسا بوده و بهسبت و طاقت

-نرم    پیشر ت روزا زون تکنولوژی، استفاده از رایانه برای انجام محاسبات زیاد مورد استقبال قرار گر ت و

ا زارهای ا زار انسیس، یکی از نرمنرمنویسی وارد بازار شدند. های برنامهی زبانا زارهای مبتلفی بر پایه

بار  ا زار اولینباشد. این نرمستفاده از روش المان محدود میی تحلیل اجسام با اقدرتمند مهندسی در زمینه
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ی روش المان ا زار، توسعهشد. هدف اصلی او از ساخت این نرمساخته 1توسط جان سوانسون 1970در سال 

های استاتیکی، دینامیکی و حرارتی سازی مانند تحلیلمحدود و استفاده از آن در مسائل دارای قابلیت شبیه

های متفاوت پیدا قدرت بیشتری در تحلیلروز ا زار به مرور زمان و با پیشر ت تکنولوژی روزبهین نرمبود. ا

توان به تحلیل الکترونیکی و مسائل مربوط به مهندسی برق، تحلیل مسائل ی آن میکرده که از جمله

ارتی و بسیاری موارد دیگر های سیا تی و حرای مانند ضربه و انفجار، تحلیل جریاندینامیک گذرا و لحظه

 Fluent، CFX ،AutoDyna ،ICEM چونا زارهای قدرتمندی همنرم 2003 اشاره کرد. این شرکت در سال

-اخیراً نیز با اضا ه است.دادهی خود قرارمنظور ا زایش توان تحلیل خود خریداری کرده و زیرمجموعهرا به

-ا زار المان محدود بیشتر ازپیش شدهقدرت تحلیل این نرمی انسیس ا زار آباکوس به زیرمجموعهشدن نرم

  است.

 روند تحلیل عددی  7-2

 هندسه ورق   2-7-1

با نسبت ابعادی در این تحلیل، ورق بلند مربّعی 
D

2a
=

1

30
طورکه است. همانانتباب و مدل شده  

                               شود:مشاهده می
2a

D
= 30 > 20 

و  Static Structrualورق موردنظر در محیط  دقت خوبی ورق را بلند درنظر گر ت.توان با می بنابراین

در درستی نتایج حاصل ازآن  یزیاد انتباب صحیح محیط تحلیل نقش است.صورت دوبعدی مدل شدهبه

های ذکر شده، تحلیل مسأله در محیط استاتیکی بسیار روان و دلیل قابلیّتا زار انسیس، بهدر نرم .دارد

 شود.تر از تحلیل دینامیکی انجام میسریع

                                                      

John A. Swanson 1 
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 است.نظر گر ته شدهبا گشودگی، در هایی هم مرکزصورت رینگورق همگن به ،شد بیانطور که همان 

سازی کمی با حالت بارگذاری صر اً ی مدلتی نیز وجود دارد و قاعدتاً نحوهدر این تحلیل بارگذاری حرار

 یه،  10 شود با مدل کردن ورق به تعدادتنها بار مکانیکی بر ورق اعمال میکه مکانیکی تفاوت دارد. زمانی

حرارتی به ورق اعمال _ن مسأله بار مکانیکیی؛ امّا چون در ا[23]شوندها دقت مطلوبی را دارا میجواب

مرکز با هم رینگ 20ی بعد نیز قابل مشاهده است، ورق با تعداد طور که در شکل صفحهشود، همانمی

 یه کردن بدون  یه ،در تحلیل ورق همگناست. انتباب شده mm 6 هر  یه شود که قطرگشودگی مدل می

شعاد گشودگی( مقداری  oR) =oR10rی و شعاعی در  اصله های محیطیشود که تنشمشاهده می ،ورق

مرکز های همصورت حلقهبه ی ناهمگنی؛ بنابراین تنها ناحیه[46]در مرزها دارند شدهتنش اعمال %97برابر با 

 اند.مدل شده
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𝐷هندسه ورق با نسبت ابعادی  4-2شکل 

2𝑎
=

1

30
 انسیسا زار در نرم 

 

 تعریف خواص مواد 2-7-2

ی توان مادّها زار انسططیس برای هر یه میدر نرمشططود. مکانیکی ماده تعریف می در این مرحله خواصّ  

ها ی  یهباشد، به همهکردن ورق همگن میجایی که در این  صل هدف مدلازآندلبواهی را نسبت داد و 

سنجی حل پیشنهادی ا زاری جهت راستیواضح است که تحلیل نرم شود.خواص یکسانی نسبت داده می

شدبرای ورق می ست بیشترین انطباق را با رو از نظر هندسی و خواص مکانیکی در هر نقطه میازاین ؛با بای

 وابسططته به شططرایط جنس ورق مورد تحلیل، از حلّ هایه این خواص پیشططنهادی داشططته باشططد. بنابر حلّ

 تحلیلی گر ته شد. 
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 بندی و اعمال شرایط حلمش 3-7-2

گونه که در شکل زیر همانزیرا  است؛ا زار انسیس از مش مثلثی استفاده شدهبرای تحلیل ورق در نرم

تر از المان چهارضلعی تر و منطقیای با المان مثلثی بسیار دقیقدایرهسازی یک مرز شود، مدلمشاهده می

چنین اهمیّت با ی این ناحیه در تحلیل تنش و ای در ورق و همدلیل وجود گشودگی دایرهو به باشدمی

 است:در این تحقیق نیز از المان مثلثی برای مرز گشودگی استفاده شده جایی،جابه

 

 مش مثلثی و مربعی روی مرز گشودگی ورقی قرارگیری نحوهی مقایسه  5-2شکل 

با ی دوبعدی است مرتبه است. این المان، یک المان PLANE183المان المان مورد استفاده در این تحقیق 

ر تار باشد. این المان دارای می yو  x هایتجه آزادی در جهدارای دو در بوده و هر نود نود 6یا  8 که دارای
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ای بسیار مناسب صفحهای و کرنشصفحهای مانند تنشجایی مرتبه دوم بوده و برای مسائل صفحهجابه

 باشد.می

 

 انسیسا زار بندی کل ورق در نرممش 6-2شکل  
                      

ها در مشبص است، ابعاد مش در اطراف گشودگی بسیار کوچکتر از مش 6-2که در شکلطورهمان

ت حل در اطراف گشودگی، که برای تحلیل مهم است، از بر دقّای خارجی است. با این حالت علاوهمرزه

شود. با این  تولید و حل معاد ت بیهوده در نقاط دور از گشودگی و اطراف مرزهای خارجی جلوگیری می

ی اطراف گشودگی ی مش در ناحیهاندازهترین برای یا تن بهینه رود.ا زار با  میروند، سرعت حل در نرم

، انسیسا زار محوره، مورد بررسی قرار گر ت. در نرمکی دایروی، تحت بارگذاری تگیک ورق همگن با گشود

ی اطراف گشودگی مورد تحلیل قرار گر ت و نتایج حاصل شده های مبتلف مش در ناحیهاین ورق با اندازه
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 بیشینه مقدار تنش محیطی 7-2 شکل، مقایسه و در (73-2)حلیلی ت از تحلیل برای تنش محیطی با حلّ

طور که همان آورده شد. و بار حرارتی ذکرشده محورهدر تحلیل عددی برای ورق همگن تحت کشش تک

مش در اطراف گشودگی است. که با توجه به این  70تعداد  بیشترین مقدار تنش برایشود، مشاهده می

 ها از این تعداد مش استفاده خواهد شد. نتیجه، در تمام تحلیل

 
  مرزی گذارینسبت به بار تنش محیطی حاصل از تحلیل عددی مقدار بیشینه 7-2شکل 

 

 اعمال شرایط مرزی و بارگذاری 4-7-2

ورق را تحت شرایط مرزی اعمال  9-2شود. شکلتعریف می ورقدر این مرحله شرایط مرزی و بارگذاری 

 دهد. شده نشان می

صورت ی مرزهای خارجی بهبر رواعمالی  مکانیکی با توجه به محیط طراحی و مش انتبابی، بارگذاری 

، انتباب شد. این بارگذاری اثر یکنواختی تنش در مرزهای ورق، بر طبق  رض مسأله را ارضا یکنواخت شار 

  کند.  می

2.9
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 انسیس ا زارنرم ورق در مرزهای به ناعمال شرایط مرزی متقار  8-2شکل 

 

 بررسی نتایج 8-2

 ورق با نسبت ابعادی ،موردی یعنوان مطالعهورق مورد بررسی به
2a

D
=  باشد. مشبصات هندسیمی 30

 10گشودگی دایروی متر و قطر میلی 300 یه با طول  20نازا  مربّعی ، یک ورق30برای نسبت ابعادی 

باشد. در این  صل هیو بارگذاری در داخل گشودگی وجود متر میمیلی 1متر و ضبامت یکنواخت میلی

 رو در اطراف گشودگی تنش شعاعی و تنش برشی نیز، حضور ندارند.ندارد؛ ازاین

(2-74) r r0   ,    0    
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و در مرز داخل  یمحورو دو یمحورصورت تکاعمالی به ورق، در مرزهای خارجی به مکانیکی بار  

 تنش نسبت ها، ازبعد سازی محور قائم در شکل. جهت بیاست شار دون حضور گشودگی ب
σθ

σ1
است،  

و  (2-2)شکل 1تنش اعمالی در مرز ورق در جهت محور  1σجا است. در ایناستفاده شده
   تنش

-ی سانتیدرجه 45صورت دمای ثابت در مرز داخلی به چنین بار حرارتی اعمالی به ورق،هم .محیطی است

یز نظر گر ته شده نتعداد جملات در باشد.گراد میی سانتیدرجه 25دمای ثابت  گراد و در مرزهای بیرونی

آورده شده  mرا برای این مقدار   nCو  0Cدر جدول زیر مقادیر  باشد.می =11mیع دما برای تعیین توز

 است:

 

 در  ورق همگن دما یعتابع توز یبضرا  1-2جدول 

0C 2C 4C 6C 8C 10C 

-5.8 -4.6 E-9 -4.46 E-17 6 E-24 3.65 E-32 5.54 E-30 

12C 14C 16C 18C 20C 22C 

-8.5 E-47 -2.7 E-54 -2.63 E-62 2.16 E-70 2.03 E-77 3.2 E-86 

 

شود، ضرایب سری کسینوسی تابع توزیع دما نزدیک به صفر طور که در جدول با  نیز مشاهده میهمان

دهد. تطابق مسیر دلبواه از مرز داخلی به مرز خارجی را نشان می 3( توزیع دما روی 9-2شکل ) باشد.می

تقریبا صفر بوده  θبدان معنی است که تغییرات توزیع دما در ورق نسبت به جهت محیطی  کامل نمودارها

ا زار انسیس نیز تایید و دما دارای توزیع متقارن نسبت به جهت شعاعی است؛ موضوعی که توسط نرم

 شود:می
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 از مرز داخلی به مرز خارجی با زوایای مبتلف توزیع دمای ورق در مسیرهای 9-2شکل 

 

 

 ا زار انسیسورق در نرم توزیع دمای  10-2شکل 
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جایی در ورق مانند توزیع دما تنها وابسته به جهت شعاعی بوده و تاثیر رود که توزیع تنش و جابهانتظار می

کششی  صورتبه محوریدر حالت تک مکانیکیبارگذاری تغییرات در جهت محیطی بسیار ناچیز باشد. 

 مقدارحالت کششی و به  1بارگذاری در جهت محور  ،یدومحورو در حالت  apM20=σ=1σ یاندازهبه

apM20=σ=1σ  به مقدار 2و در جهت محور σn شودوارد می. 

{1- ،2- ، 0،1 ،2 }n= 

 یمحورتک بارگذاری   1-8-2

اطراف گشودگی جایی شعاعی را، در نقاط به ترتیب تنش محیطی و جابه 11-2و  10-2های شکل

در  ریمحوکشش تک صورتصورت اختلاف دمای ثابت و مکانیکی بهبهحرارتی  دایروی، تحت بارگذاری

نتایج حاصل از حلّ  FEMی حلّ تحلیلی مورد بررسی و روش علاوه بر مقایسهدهند. نشان می ورق همگن

(( نیز در نمودارهای مربوط به تنش محیطی در ورق همگن آورده 73-2ی )تحلیلی موجود در مراجع )رابطه

 تحلیلی شود، تنش حاصل از حلمشاهده می (11-2)شکلکه در طورهمان(. Exaشده است )نمودار 

بت به حلّ تحلیلی موجود نسپیشنهادی با کمک توابع پتانسیل برای ورق همگن تحت بارگذاری اشاره شده، 

جایی شعاعی در نقاط اطراف آمده برای جابهدستچنین مقادیر بهبل قبولی است. همدارای دقت قا در مراجع

پس باشند. دیگر بسیار نزدیک میگشودگی، از هر دو روش تحلیل عددی و حل تحلیلی مورد بررسی به یک

 توان گفت که حل تحلیلی دارای دقت قابل قبولی است.می
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 محورهاطراف گشودگی ورق همگن تحت بارگذاری تک در نقاطتنش  تمرکز توزیع 11-2شکل 

 
 

 
 محورهاطراف گشودگی ورق همگن تحت بارگذاری تک در نقاطجایی شعاعی جابه 12-2شکل 
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 محوریبارگذاری دو   2-8-2

ایروی، دجایی شعاعی را در نقاط اطراف گشودگی ترتیب تنش محیطی و جابهبه 14-2و  13-2های شکل

شود، همانند کشش مشاهده می 13-2 شکلطورکه در دهند. هماننشان می یتحت بارگذاری دومحور

پیشنهادی با کمک توابع پتانسیل برای ورق همگن تحت بارگذاری اشاره  ، تنش حاصل از حلّیمحورتک

، اختلاف میان مقدار تنش 2تا  -2از   n با ا زایش مقدار، لشکدر این شده، دارای دقت قابل قبولی است. 

 1 که دریطوربهیابد، بعد بیشینه و کمینه در اطراف گشودگی ابتدا کاهش و سپس ا زایش میمحیطی بی

n=ی مستقیم باشد. علت این امر رابطهاین تنش دارای مقداری ثابت می ،در تمام نقاط اطراف گشودگی

 باشد.  ای در مرزهای خارجی میصفحهاطراف گشودگی نسبت به بارگذاری درونتنش محیطی در 

-شود. با کاهش بار  شاری درونجایی شعاعی در اطراف گشودگی نشان داده میجابه 14-2 شکلدر 

مرزهای خارجی در جهت محور دوم ابتدا تغییر شکل گشودگی دایروی ورق به سمت دایروی  ای درصفحه

ر اطراف گشودگی دایروی بعد با توجه به یکنواختی مقدار تنش محیطی د =1nکند. در یمیل م شدن شکل

، گشودگی بعد nبا ا زایش مقدار =n  1ماند. برای مقادیر بیشتر از ییر شکل، همچنان دایروی باقی میاز تغ

البتّه این نکته را  شود.میشکل نهیو وجه بیضیرود هرچند بهشدن میشکل به سمت بیضویاز بارگذاری، 

که در تحقیق حاضر این د این استکننمی حرارتی تغییر که بارگذاریمتذکّر شد که دلیل اینباید نیز 

همین دلیل ، بهندارد θصورت متقارن شعاعی است و به هیو عنوان وابستگی به جهت محیطی بارگذاری به

به تنش ایجادشده در اثر یک مقدار ثابت را  تنها ا زایش یا کاهش مقدار اختلاف دما، در مرز گشودگی

مبصوصاً در  تحلیل ر تار ورق بهکه کمک چندانی  کندمی و یا کم ای اضا هصفحهبارگذاری مکانیکی درون

 .کردمکانیکی نبواهد _این بارگذاری ترکیبی حرارتی در برابر اطراف گشودگی،
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 یهمگن تحت بارگذاری دومحوردر اطراف گشودگی ورق  تمرکز تنش توزیع   13-2شکل 

 

 

 یتحت بارگذاری دومحور همگن جایی شعاعی نقاط اطراف گشودگی ورقجابه 14-2شکل 
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 بندیجمع 9-2

حداقل مربعات خطا در توابع پتانسیل و روش  ،در این  صل با کمک روابط ا ستیسیته، توابع تنش ایری

-صورت دروناستبراج شد. بارگذاری به ، معاد ت حاکم بر ورق بلندبندی منظم در مرزتقسیمنقاطی با 

و بدون  شار در داخل  ، اختلاف دمای ثابت بین مرزهای داخلی و خارجیای در مرزهای خارجیصفحه

همانند روش تحلیلی  انسیس محدود اجزایا زار سازی ورق در نرمهچنین شبیاعمال گردید. هم یگشودگ

خوانی بسیار دارای هم ا زاریمورد بررسی قرار گر ت. نتایج حاصل از حلّ تحلیل ورق بلند و تحلیل نرم

 .کندتحلیلی را تایید می حلّ خوب و قابل قبولی بوده که صحّت

 



56 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



57 

 

 

 

ورق ناهمگن با گشودگی دایروی تحت  3فصل

 مکانیکی و حرارتیبارگذاری 
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 گفتارپیش 1-3

توزیع تنش و مقدار  شود. همچنینتفاده در ورق ناهمگن معر ی میسمورد ا یبع ناهمگنات در این  صل،

و  جایی شعاعی در نقاط اطراف گشودگی در ورق ناهمگن با روند صعودی و نزولی مدول ا ستیسیتهجابه

ها با ورق همگن مقایسه خواهند شد. همچنین گیرد و نتایج آنمورد بررسی قرار می ضریب انبساط حرارتی

 شود.جایی مطالعه میتأثیر ضریب همگرایی بر شدت مقدار تنش و جابه

 مدل ریاضی ورق ناهمگن 2-3

ی یکسان اندازه ضبامت و و با مرکزهمهایی صورت حلقهکه در  صل دوم بیان شد، ورق بهطورهمان 

. در این کندکمک می FGاین کار به درست بودن و نزدیک شدن ورق به ورق بندی شد.  رض و تقسیم

ورق  در این تحقیقتوان با کمک روابط استبراج شده در  صل دوم ورق ناهمگن را تحلیل کرد. صورت می

در  بساط حرارتی و سایر خواص، ضریب انبایست مدول ا ستیسیتهمی و ورد بررسی یک ورق بلند استم

که دارای  این مسأله، تابع نمایی انتباب شدرو برای تابع ناهمگنی در از این ند؛ن و معلوم باشنقاط دور معیّ 

  :[23]همگرایی مشبص و قابل تنظیمی است شعاد

 (3-1) i

o

o o

E
E E 1 1 1

E R

 
    

 

r
(r) ( )exp(m( )) 

 باشد.میشعاد گشودگی  oRو  ی ناهمگن در ورقی ناحیهضریب همگرایی برای کنترل دامنه m که در آن

 . شودثابت  رض می به مدول ا ستیسیته این ضریب با توجه به تغییرات کم نسبت پواسون

 مکانیکی استخراج معادلات 3-3

دست آمد، که هم برای ورق همگن و هم ورق صورتی بهاستبراج شده در  صل دوم به مکانیکی معاد ت

جز تغییری در معاد ت و کد نوشته شده از آن داده نبواهد شد؛ به رونیازاناهمگن قابل استفاده باشند. 

شود. در ورق همگن به ها وارد میی هر  یه در آنهای پیوستگی که جنس مادهمعاد ت مربوط به شرط
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در تمام نقاط ورق، ضریب دلیل یکسان بودن خواص مکانیکی 
j

G ( 2-29( و )2-28(، )2-22در معاد ت )

های آن دارای خواص مکانیکی متفاوتی نسبت ها مقداری یکسان داشت. در ورق ناهمگن،  یهدر تمام  یه

آوردن دستبرای به؛ هستندبه یکدیگر 
jG  دهیم.می   ( قرار 3-1ی )میانی آن را در رابطههر  یه شعاد 

 استخراج معادلات حرارتی  4-3

 صورت زیر است:( از  صل دوم، شکل اصلی معادله در واقع به45-2ی )در معادله

(3-2) 2(kT)=0  

ورق شد ولی در حذف می هاز معادل در ورق همگن (، به دلیل ثابت بودنkضریب هدایت حرارتی )

 F=kTکنیم  رض می نظر کرد.توان از آن صرفنمی کند،تغییر می تغییر شعادو با  ناهمگن چون ثابت نیست

: 

(3-3) 2 2
2

2 2 2

n 2n n
n0 0

n=1

F 1 F 1 F
(F) = + + = 0 

r r r r r

r
F=a C ln( ) C (r R r )cosn θ

R




  


  

   

 

 در نتیجه توزیع دما برابر است با:؛  r=R  ،iT=Tدر 

(3-4) n 2n n
n0i i

1 r
T = T k C ln( ) C (r R r )cosn θ

k(r) R






 
 
 

    

( در نقاطی با  واصل معین در مرزهای بیرونی 4-3ی )گذاری رابطههمانند  صل دوم با استفاده از جای

نمودار توزیع ( قابل مشاهده است. 3-1آیند که در جدول )دست میبه nCو  0Cضرایب  =11mو قرار دادن 

در شکل زیر  رسد()ماده از  و د ساختمانی به سرامیک آلومینا می متغیّر kثابت و  kدما را در دو حالت 

  کنید:میمشاهده 
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 با ضریب هدایت حرارتی ثابت و متغیرّ FGی توزیع دمای ورق مقایسه  1-3شکل 

 ضرایب تابع توزیع دمای ورق ناهمگن 1-3جدول 

0C  2C 4C 6C 8C 10C 

-490.1031 -2.28 E-8 1.37 E-14 2.12 E-22 1.83 E-31 -6.58 E-38 

12C 14C 16C 18C 20C 22C 

4.75 E-46 -3.16 E-53 -2.15 E-60 -6.33 E69 4.48 E-76 -4.84 E-83 

در توزیع  تاثیر زیادی kتوان گفت که ثابت بودن یا نبودن طور که در شکل با  نیز مشبص است میهمان  

گرایی تابع نمایی ورق نیز در بارگذاری چنین ضریب همهمحرارتی ندارد.  توزیع تنشدما و در پی آن 

  با 2شوند. مانند  صل ی موردی یکسان درنظر گر ته میحرارتی و مکانیکی باهم تفاوت دارند اما در مطالعه

 ( داریم:2-10ی )در رابطه ψ(z)و  φ(z)گذاری توابع پتانسیل جای

(3-5) 2
1

1 8πiRA
(kφ(z) zφ (z) ψ(z)) =

2G E
   

0

0.2

0.4
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K=constant

k=k(r)
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 مرز گشودگی: روی (55-2ی )ی انتگرال رابطهاز طر ی با محاسبه

(3-6) o
2 1 0

i i

o

k m R
(u+iv) (u+iv) 2πi (r)C

k k
m+ln( 1)

k



 
 
 
 
 
 

  



  

 ( باید برابر صفر شود. بنابراین:6-3( و )5-3مجمود طرف دوم روابط )

(3-7) 0 o

i i

o

E(r)α(r)C k m R
A

k4R k
m+ln( 1)

k

 
 
 
 
 
 


  



  

نسبت به  Aجایی که ضریب آیند. از آندست میبا همان روندی که در  صل دوم بیان شد به توابع پتانسیل

r ترتیب زیر ها بهدست آوردن تنشمنظور بهتوابع پتانسیل به ضرایب گیری ازمتغیّر است، هنگام مشتق

 کنیم:عمل می

iθ1
   ,   

2

dφ dφ dr dφ dθ dr
= = e

dz dr dz dθ dz dz
 

 
 

    

 صفر است بنابراین: θو چون تغییرات نسبت به 

iθ1

2

dφ dφ
= e

dz dr
 

 
 

  

 آیند:دست میترتیب زیر بههای شعاعی و محیطی بهدر نهایت تنش ،پس از طی مراحل

(3-8) h
r r

1 1
σ = σ rA (r) A (r) rlnr A (r) rlnr

2 4

 
 
 

      

(3-9) h
θ θ

1 1
σ = σ rA (r) A (r) rlnr A (r) rlnr

2 4
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h
rσ  وh

θσ  .همان روابط تنش در  صل دوم هستندA (r)  مشتق ضریبA  نسبت بهr :و 

 d dA
r

dr dr
A (r) =

 
 
 

 

مربوط به توابع پتانسیل ورق ناهمگن همانند ورق همگن در پیوست آورده شده  2n+1Dو  2n+1Cضرایب 

 است.

 نتایجبررسی  5-3

ت ابعادی بهمانند  صل دوم، ورق مورد بررسی با نس
D 1

 
2a 30

صورت به یاصفحهدرون، تحت بارگذاری 

گیرد. با توجه به مورد بررسی قرار می و بار حرارتی اختلاف دمای ثابت هو دومحور همحورخارجی تکبار 

در جهت ه محوربرای ورق همگن تحت کشش تک [46] ( از کتاب آقای پیلکی44-2( و )43-2) یرابطه

، در 2محور و تنش محیطی در راستای  1 مقدار تنش شعاعی در راستای محور =oR10r، در 1محور 

برای  رونیازاشعاد گشودگی دایروی است.  oR؛ که در اینجا باشدبار اعمالی در مرز ورق می 97حدود %

صورت غیر ای که توزیع تنش بههم اندازه با ناحیهی ناهمگنی روی ورق، ناحیه بر یبار خارجبررسی اثرات 

توان تأثیر مقدار ضریب استفاده شد. می =25/0mباشد، درنظر گر ته و از ضریب همگرایی خت میایکنو

قرار داد. ماده در اطراف  مطالعه موردجایی در نقاط اطراف گشودگی را بر مقدار تنش و جابه mهمگرایی 

واص مکانیکی  و د دارای خ ،شودمی گر ته درنظردو حالتی که ورق همگن و ناهمگن  گشودگی در هر

 ساختمانی است.

و  ا زار انسیس(ی مواد نرمو قلع )موجود در کتاببانه از آلیاژ آلومینیومبا مدول کاهشی برای ورق ناهمگن 

عنوان ماده در مرزهای به %96 آلومینادول ا ستیسیته از سرامیک م یندهیا زابرای ورق ناهمگن با روند 

این سه ماده را نشان  خصوصیات مکانیکی و ضریب انبساط حرارتی 2-3شود. جدولبیرونی استفاده می

 .دهدمی
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  FGمواد ورق  و حرارتی خواص مکانیکی 2-3جدول

 

نود اول و ورق با روند نزولی  ناهمگن برای سهولت در کار، ورق با روند صعودی مدول ا ستیسیته، ورق

مقادیر بیشینه تنش  2-3شکل مانند  صل دوم،  شود.گذاری مینود دوم نام ناهمگن مدول ا ستیسیته، ورق

دهد. نشان می n=-2در نقاط اطراف گشودگی ورق ناهمگن نود اول تحت بارگذاری دومحوره با را طی یمح

شود با ا زایش تعداد مش در اطراف طور که مشاهده میهماناین نتایج از تحلیل عددی استبراج شده است. 

 70عدد یابد ولی مقدار این ا زایش برای تعداد مش با یگشودگی مقدار تنش محیطی بیشینه ا زایش می

 ،نظر کردن است. به همین دلیل برای کاهش حجم محاسبات همراه با حفظ دقت تحلیل عددیقابل صرف

 ورق ناهمگن در این  صل استفاده خواهد شد.  مش در اطراف 70از تعداد 

  

مگن نود اول تحت بارگذاری ها مبتلف در اطراف گشودگی ورق ناهتنش محیطی بیشینه به ازای تعداد مش 2-3شکل 

 n=-2با  دومحوری

2

2.02

2.04

2.06

2.08

2.1

2.12

30 40 50 60 70 80 90 100

ی
یط
مح
ش 

 تن
نه
شی
بی

تعداد المان

ضریب رسانش  

 k1-(w.m.-1(حرارتی

ضریب انبساط 

6حرارتی) -110 c ) 

مدول  

 (GPa)ا ستیسیته
 نسبت پواسون

 3/0      200 12 5/60  و د

 33/0 100 4/9 50 قلع-آلیاژ آلومینیوم

 24/0 370 2/8 25 %96آلومینا 
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 محوریتک بارگذاری  3-5-1

از ورق ناهمگن  (-E) مقدار تنش در اطراف گشودگی دایروی در ورق ناهمگن نود دوم 3-3شکلبا توجه به 

که مقدار تنش محیطی در  ،توان دریا تمی 9-2شکلبا  شکلباشد. با مقایسه این می کمتر (+E) نود اول

ورق  باشد. درمی نسبت به ورق ناهمگن نود دوم بیشتر و کمترورق همگن، نسبت به ورق ناهمگن نود اول 

 های میانی ورق همگن دارند؛بیشتری نسبت به  یه مقاومت مکانیکیهای میانی ناهمگن نود اول  یه

های ی سرد ورق یعنی لبهی داغ ورق یعنی اطراف گشودگی به ناحیهچنین حرکت حرارت از ناحیههم

های میانی مقاومت بیشری  یها تد زیرا در ورق ناهمگن نود اول نسبت به ورق همگن کمتر اتفاق می بیرونی

به همین دلیل نواحی میانی ورق نسبت  اصطلاح رسانای خوبی برای گرما نیستنددر برابر حرارت داشته و به

شود. در ورق به ورق همگن دمای با تری دارند به همین دلیل تنش بیشتری در ورق نود اول ایجاد می

باشد ر تار حرارتی می از ورق همگن کمتر ورق نود اول همگن نود دوم، چون تمامی خواص حرارتی مانند

که دلیل اینبه های میانی نسبت به ورق همگن با تر است؛ اماآن نیز مانند ورق نود اول بوده و دمای  یه

 شود.کمتری نیز در آن ایجاد می حرارتی ی آن کمتر از ورق نود اول است تنشمدول ا ستیسیته

 های میانی ورق نود اول نسبت به ورق همگنر بودن ضریب انبساط حرارتی  یهاز طر ی به دلیل کمت

جایی شعاعی در نقاط اطراف گشودگی برای ورق که جابه شودمشاهده می 4-3شکلدر  و ورق نود دوم،

کمتر از  ،باشد و گشودگی دایروی پس از تغییر شکلناهمگن نود اول کمتر از ورق ناهمگن نود دوم می

-[ نیز مشاهده کرد لذا در بارگذاری تک23توان در منبع ]این نتیجه را می .شودشکل دایروی خارج می

، بارحرارتی تاثیری بر نود ورق ناهمگن ندارد و ر تارها مشابه ر تار در برابر بارگذاری مکانیکی صرف محوری

 است. 

 



65 

  
 محورهتحت بارگذاری تک اطراف گشودگی ورق ناهمگن نود اول و دوم توزیع تنش محیطی در 3-3شکل 

 

 
 محورهتحت بارگذاری تک ناهمگن نود اول و دوم جایی شعاعی در اطراف گشودگی ورقمقدار جابه 4-3شکل 

 

 یبارگذاری دومحور  2-5-3

 در ورق ناهمگن نود اول و دوم، با ا زایش مقدار ،شودمشاهده می 6-3و  5-3های شکلکه در طورهمان

n   شود که مشاهده می اختلاف میان مقدار تنش محیطی بیشینه و کمینه در اطراف گشودگی، 2تا  -2از
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وجودآمده در نمودارهای زیر شاهد ا زایش تنش به .( است10-2شکلورق همگن )ر تار ورق ناهمگن همانند 

هستیم. ورق ناهمگن نود اول با ا زایش تنش کمتری نسبت به ورق نود  اطراف ورق نسبت به ورق همگن

های میانی ورق نود اول نسبت به نود دوم است که در بارگذاری این امر به دلیل ر تار  یه روست.دوم روبه

نیز به آن اشاره شد اما ا زایش تنش نسبت به حالت همگن ناشی از وجود تنش حرارتی در  محوریتک

صورت تر نیز بهطور که پیشاطراف گشودگی است. بارگذاری حرارتی مورد مطالعه در این تحقیق همان

ورق مکرّر اشاره شد، اختلاف دمای ثابت اطراف گشودگی است که به صورت متقارن و در جهت شعاعی به 

شود لذا تنش حرارتی ناشی ازاین بارگذاری در اطراف گشودگی یک مقدار ثابت دارد که این عدد اعمال می

اشاره شد،  محوریشود. به همان دلیلی که در بارگذاری تکمکانیکی در گشودگی اضا ه میبه توزیع تنش 

 بارگذاریوم دارد. بنابراین تاثیر تنش حرارتی در ورق همگن مقدار کمتری نسبت به ورق ناهمگن نود اول و د

 مشاهده نمود. (6-3( و )5-3های )در شکل توان در بارگذاری دومحوریحرارتی را می

 

 یمحورتحت بارگذاری دو نود اول ناهمگن گشودگی برای ورق اطرافتوزیع تنش محیطی در  5-3شکل 
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 یمحورتحت بارگذاری دو نود دوم ناهمگن گشودگی برای ورق اطرافتوزیع تنش محیطی در  6-3شکل 

 

 دومحورهتحت بارگذاری  بیشینه تنش محیطی در نقاط اطراف گشودگی برای ورق همگن و ناهمگن 3-3جدول 

n همگن 
نود ناهمگن  

 اول

نود ناهمگن  

 دوم

درصد 

در ورق  ا زایش

 نود اول

درصد 

ا زایش در ورق 

 نود دوم

2 3 2/3- 4 4/26 6/38 

1 05/0- 28/0- 35/0 9/26 3/38 

0 3- 52/4- 4/3- 50 13 

1- 6- 85/6- 15/7- 2/27 8/38 

2- 9- 17/9- 82/10- 9/26 9/38 

 

 باشند. در ورقجایی شعاعی ورق ناهمگن نود اول و دوم میبه ترتیب مربوط به جابه 8-3و  7-3هایشکل

تغییر از شدت  نسبت به ورق همگن جایی نقاط در اطراف گشودگیکاهش مقدار جابه ،ناهمگن نود اول

شود که ورق مشاهده می کاهد.ای میصفحههای مبتلف درونگشودگی دایروی تحت بارگذاری شکل

 مگن دارد.جایی اطراف گشودگی نسبت به ورق هناهمگن نود اول ر تار بهتری در مقابل تغییرشکل و جابه
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گذشته یابد. باشد و تغییر شکل گشودگی شدت بیشتری میدر ورق ناهمگن نود دوم این روند معکوس می

در ورق ناهمگن نود اول و دوم با  ،همانند ورق همگنها و تأثیر آن بر شدت تغییر شکل، از جنس ورق

ه سمت دایروی شکل و سپس به بعد از تغییر شکل،  گشودگی ابتدا ب 2به  -2از   nا زایش مقدار ضریب 

 رود.سمت بیضوی شکل پیش می

 
 یمحورتحت بارگذاری دو جایی شعاعی نقاط اطراف گشودگی در ورق ناهمگن نود اولجابه 7-3شکل 

 

  
 یمحوربارگذاری دوجایی شعاعی نقاط اطراف گشودگی در ورق ناهمگن نود دوم تحت جابه 8-3شکل 
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کند. همانند جایی شعاعی را برای سه ورق همگن و ناهمگن مقایسه میتغییرات بیشینه جابه 4-3جدول

های ناهمگن نسبت به ورق همگن مستقل از جایی شعاعی ورقکاهش و ا زایش درصد جابه تنش محیطی،

ها در برابر ها باعث تفاوت ر تار آنورقتفاوت خواص حرارتی مواد باشد. ای میصفحهنود بارگذاری درون

عبارت دیگر تأثیر بارگذاری حرارتی و ر تار حرارتی را شود؛ بهجایی اطراف گشودگی میتغییرشکل و جابه

 توان توصیف نمود.جایی شعاعی بهتر میبا استفاده از جابه

  

 (mm10-3گشودگی برای ورق همگن و ناهمگن )واحد  جایی شعاعی در نقاط اطرافبیشینه جابه 4-3جدول 

n همگن 
نود ناهمگن 

 اول

نود ناهمگن 

 دوم

درصد کاهش 

 در ورق نود اول

درصد 

ا زایش در ورق 

 نود دوم

2 15/4 66/2 78/4 7/26 7/34 

1 65/2 60/1 92/2 7/26 35 

0 15/3 2 56/3 6/26 6/34 

1- 66/3 4/2 47/4 7/26 2/33 

2- 18/4 72/2 86/4 1/27 3/33 

 

 اجزایا زاری و مقایسه نتایج حاصل از حل پیشنهادی و حلّ نرم 8-3تا  5-3های شکلبا توجه به 

 دقتبرای بارگذاری دومحوره حلّ مورد بررسی  همحورتوان نتیجه گر ت، که همانند کشش تکمحدود می

 . دارد یقابل قبول

 تأثیر شعاع همگرایی  6-3

(، مربوط به تابع ناهمگنی، باعث 1-3ی )در رابطه mبیان شد، تغییر ضریب  2-3ببش طورکه در همان

شود. در این ببش، تأثیر این ضریب بر مقدار تنش ی ناهمگنی ورق میتغییر شعاد همگرایی تابع و ناحیه

 شود.بررسی می ،قاط اطراف گشودگینجایی شعاعی در محیطی و جابه
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 محوریتک بارگذاریورق تحت        3-6-1

را بر توزیع تنش محیطی در نقاط اطراف گشودگی، برای   mترتیب تأثیر مقداربه 10-3و  9-3 هایشکل

شود، این ا زایش مقدار مشاهده می 9-3 شکلکه در  گونهدهند. همان، نشان مید اول و دومونورق ناهمگن 

m شود؛ زیرا در حالتی باعث کاهش مقدار تنش محیطی در اطراف گشودگی، در ورق ناهمگن نود اول می

جذب انرژی  جهیدرنتتری بوده و های بیشتری از ورق دارای خواص مکانیکی قویاست،  یه=m 2که 

ورت معکوس رخ صپذیرد. این پدیده در ورق ناهمگن نود دوم، بههای میانی ورق صورت میبیشتری در  یه

های تر بودن خواص مکانیکی در  یهاست، به دلیل ضعیف =2m، در حالتی که 10-3 شکلدهد. در می

 های میانی، تنش محیطی دربیشتری از ورق ناهمگن و درنتیجه جذب کمتری از انرژی کرنش توسط  یه

 یابد. مقدار بیشتری می ویاطراف گشودگی دایر نقاط

که شدت تغییرات تنش محیطی نسبت به ا زایش  توان دریا تمی 10-3و  9-3با توجه به دو شکل

نظر بسیار کم و قابل صرف =2mو  =1mکه تغییرات تنش محیطی برای طوریشود؛ بهکاسته می mمقدار 

 .است mرات خواص مکانیکی و شعاد همگرایی با تغییر علت کاهش شدت تغییکردن است. این پدیده به

  
 mگشودگی در ورق ناهمگن نود اول برای مقادیر مبتلف  اطرافتوزیع تنش محیطی در  9-3شکل 
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 mتوزیع تنش محیطی در اطراف گشودگی در ورق ناهمگن نود دوم برای مقادیر مبتلف  10-3شکل 

 

 

-جابه     ، شدت تغییراتمحیطی تنششود که همانند نمودارهای مشاهده می 12-3و  11-3در شکل 

توان از ، میو دوم که برای ورق ناهمگن نود اولطوریبهیابد کاهش می mجایی شعاعی نیز با ا زایش 

جایی شعاعی در نقاط اطراف نرخ تغییرات جابه .نظر کردصرف =2mو  =1mجایی شعاعی برای تغییرات جابه

جایی اختلاف مقدار جابهباشد. می نسبت به ورق ناهمگن نود دوم بیشتر گشودگی برای ورق ناهمگن نود اول

هایی با خواص باشد. علت این امر وجود  یه، زیاد میدر ورق ناهمگن نود اول m شعاعی برای مقادیر

 .است نود دوم ناهمگننسبت به ورق  تر در ورق ناهمگن نود اولمکانیکی و حرارتی قوی
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  mبرای مقادیر مبتلف  جایی شعاعی نقاط اطراف گشودگی در ورق ناهمگن نود اولجابه 11-3شکل 

 
 

 
 m برای مقادیر مبتلف جایی شعاعی نقاط اطراف گشودگی در ورق ناهمگن نود دومجابه 12-3شکل 
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 =2n یورق تحت بارگذاری دومحور 2-6-3

با توجه به تنود در ترکیب بارهای  شاری و کششی در مرزهای خارجی ورق برای  محورهرگذاری دوادر ب

 بررسی خواهد محوریبارگذاری دو تحال ها تنها یکخروجی شکلنویسی و شلوغ شدن جلوگیری از زیاده

 . شد

تغییرات تنش توان از می   mنیز با ا زایش مقدار  =2nبا  محوره، در بارگذاری دومحورههمانند بارگذاری تک

-3و همچنین  14-3و  13-3 ی نمودارهایمقایسههمچنین نظر کرد. جایی شعاعی صرفمحیطی و جابه

یی شعاعی برای جاتغییرات تنش محیطی و جابه ،محورهتک که همانند بارگذاری دهدنشان می 16-3و  15

 است.  ورق ناهمگن نود اول بیشتر از ورق ناهمگن نود دوم

 

 
 mمقادیر مبتلف  برای گشودگی در ورق ناهمگن نود اول اطراف توزیع تنش محیطی در 13-3شکل 
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 mمقادیر مبتلف  برای گشودگی در ورق ناهمگن نود دوم اطراف توزیع تنش محیطی در 14-3شکل 

 

 

  
 mمقادیر مبتلف  برای اطراف گشودگی ورق ناهمگن نود اولجایی شعاعی نقاط جابه 15-3شکل 
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  mمقادیر مبتلف برای  دومجایی شعاعی نقاط اطراف گشودگی ورق ناهمگن نود جابه 16-3شکل 

 

 
 [49]ی نمونه برای شار حرارتیمسأله 3-6-3

 Yنهایت در جهت محور تحت یک شار حرارتی ثابت در بی ی موردیعنوان مطالعهبه در این مسأله ورق

دست روابط اساسی برای به .شودبار مکانیکی به ورق اعمال نشده و گشودگی عایق  رض می گیرد.قرار می

توابع اما توزیع دما و  ،باشدهای قبلی میها همانند روند ذکر شده در قسمتجاییها و جابهآوردن تنش

ی بارگذاری ورق تحت شار حرارتی را نشان اختلاف دما کمی متفاوت است. شکل زیر نحوهپتانسیل با حالت 

 :دهدمی
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 [2] ای در ورقدایرهجریان حرارت اطراف گشودگی  17-3شکل 

 [:2توزیع دمای ورق در این حالت به شکل زیر است]

(3-10) 
2q R

r+ sin θ
k r

 
 
 

 

شعاد گشودگی است. دمای مبتلط برای این مسأله  Rضریب هدایت حرارتی و  kشار حرارتی،  qکه 

 صورت زیر است:به

(3-11) 
2

* iq R
T (z)= (z )

k z
   

 اند از:در این حالت بارگذاری عبارت ψ(z)و  φ(z)توابع پتانسیل 

(3-12) φ(z) = Aln(z) φ (z)  

(3-13) ψ(z) = Aln(z) ψ (z)  

 آید:دست میشکل زیر به( به56-2ی )انتگرال رابطه
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(3-14) 
2

2
1

2qαπR
(u+iv)

k
   

 آید:دست میصورت زیر بهطبق روند قبلی به Aدر نتیجه ضریب 

2i qEα R
A =

k
 

 [:10شوند]شکل زیر بیان میبه ψ(z)و  φ(z)توابع 

(3-15) φ(z) = Aln(z) 

(3-16) 
2

2

R
+ ln(z)

z
ψ(z) = A

 
 
 

 

 آیند:دست می( به52-2( و )51-2های محیطی و شعاعی با استفاده از روابط )در نهایت تنش 

(3-17) 
3

r 3

1 EαqR R R
σ = sinθ

2 k r r

 
 
 

  

(3-18) 
3

θ 3

1 EαqR R R
σ = sinθ

2 k r r

 
 
 

   

 بدون بار محوری بررسی نتایج 1-3-6-3

2مقدار شار در این ببش نتایج حاصل از تحقیق را برای 
w

m
q در مرز گشودگی بررسی   120000=

 در اطراف گشودگیجایی شعاعی جابه محیطی و توزیع تنشترتیب ( به19-3و )( 18-3شکل ) کنیم.می

آید وجود مینقاطی از گشودگی بهبیشترین مقدار تنش در  ،. بر اساس این نموداردهدورق همگن را نشان می

باشد. با استفاده از حل عددی نیز توزیع تنش ی وارد شدن شار عمود بر خط مماس بر آن نقاط میکه زاویه

تحلیلی، درستی حل پیشنهادی را اثبات دست آمد که با توجه به تطابق آن با حل در اطراف گشودگی به

 کند.می
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 توزیع تنش اطراف گشودگی در ورق همگن تحت شار حرارتی 18-3شکل 

 

 

 جایی شعاعی اطراف گشودگی در ورق همگن تحت شار حرارتیجابه 19-3شکل 
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 n=1بررسی نتایج تحت کشش دومحوری  2-3-6-3

در این قسمت ورق همگن، ناهمگن نود اول و نود دوم تحت بار حرارتی ذکرشده و بار کششی دومحوری 

n=1 دهند که ورق ناهمگن نود ( به خوبی این نکته را نشان می21-3( و )20-3های )گیرند. شکلقرار می

ورق ناهمگن نود دوم  جایی شعاعی و تنش محیطی نسبت به ورق همگن واول ر تار بهتری را در برابر جابه

که این موضود برای ورق ناهمگن نود دوم نسبت به ورق همگن کاملاً معکوس دهد. در حالیاز خود نشان می

ی ناهمگن گر این موضود است که در مورد بارگذاری شار حرارتی، انتباب مادهباشد. این نکته بیانمی

مکانیکی نسبت به ورق ناهمگن _ری ترکیبی حرارتیر تار سازه در برابر بارگذاسرامیک باعث بهبود _ لز

 شود. لز می_ لز

 

 n=1توزیع تنش در اطراف گشودگی ورق همگن، ناهمگن نود اول و نود دوم تحت بارگذاری دومحوری  20-3شکل 
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 n=1جایی شعاعی گشودگی در ورق همگن، ناهمگن نود اول و نود دوم تحت بارگذاری دومحوری جابه 21-3شکل 

 

 تاثیر تغییر طول ضلع ورق  4-6-3

در انتها نیز بررسی برروی تاثیر تغییر طول ضلع ورق بر تنش محیطی اطراف گشودگی برای ورق همگن 

است. نتایج حاکی از آن است که با ا زایش نسبت قطر به طول ضلع مربع و ورق ناهمگن نود اول انجام شده

D

L
نتایج حاصل دارای تطابق قابل قبولی با منبع  یابد.در اطراف گشودگی ا زایش می، مقدار تنش محیطی  

 [ است.14]
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 تغییرات تنش محیطی نسبت به طول ضلع ورق 22-3شکل 

 بندیجمع 7-3

که  در این  صل، تابع ناهمگنی مورد استفاده در این تحقیق معر ی و مزایا و خصوصیات آن بررسی شد

. همچنین با بررسی ورق بلند ناهمگن و همگن [ مراجعه کرد23توان به منبع ]برای اطلاعات بیشتر می

مقدار  ا زایش، باعث 1-3جدولشد، ورق ناهمگن نود اول با خصوصیات مکانیکی تعریف شده در  مشبص

نیز به شود. این امر برای ورق ناهمگن نود دوم درصد با توجه به نود بارگذاری می 50-13تنش در حدود 

ی اما نتیجه .باشد با این تفاوت که درصد ا زایش تنش حرارتی کمتر از ورق نود اول استمی ورتهمان ص

جایی شعاعی بود؛ که در ورق ناهمگن نود اول شاهد کاهش مطلوب مقدار مهم در این  صل در رابطه با جابه

همگن نود دوم معکوس این روند برای ورق ناجایی شعاعی اطراف گشودگی نسبت به ورق همگن بودیم. جابه

ی مورد مطالعه تحت بارگذاری شار حرارتی نیز قرار گر ته و نتایج مورد بررسی چنین مسألههم باشد.می

 قرار گر ت.
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تحت بار فشاری در  همگن و ناهمگن ورق4فصل

 داخل گشودگی
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 گفتارپیش 1-4

 شار یکنواخت درون گشودگی ای در مرزهای خارجی، صفحهبر بارگذاری دروندر این  صل علاوه 

بررسی تأثیر بارگذاری مورد نظر بر تنش هدف این  صل، شود. دایروی ورق همگن و ناهمگن وارد می

حضور  در هنگام( موجود مراجع 44-2در ابتدا تعمیم حل تحلیلی ) جایی شعاعی است.محیطی و جابه

. سپس نتایج حاصل از ورق همگن و ناهمگن تحت کشش [23]شودگشودگی بررسی میبارگذاری درون 

  شوند.استبراج و مطالعه می محوره و دومحوره به همراه بارگذاری  شاری یکنواختتک

 معادلات حاکم 2-4

در داخل گشودگی  در این  صل علاوه بر بارگذاری در مرزهای خارجی، برای ورق همگن و ناهمگن،  شار

یکنواخت به تمام نقاط اطراف گشودگی دایروی وارد  صورتبهنیز وارد محاسبات خواهد شد. بار  شاری 

برای ورق همگن و معاد ت  صل سوم  در  صل دوم مانند معاد ت قبلی معاد ت حرارتی کماکانشود. می

ست ا؛ تنها کا یز تغییر زیادی نبواهند کردکنند. معاد ت مکانیکی نیبوده و تغییری نمی برای ورق ناهمگن

 شار وارد بر  با مقدار تنش شعاعی عددی مرز داخل گشودگی مقداربه  ( مربوط41-2ی )که در رابطه

 شود. برابر گشودگی 

های گذشته، در این  صل نیز برای اطمینان از درستی حلّ تحلیلی پیشنهادی، از حلّ همانند  صل 

که توسط دانشمندانی همچون (، 44-2( و )43-2ی )رابطه دوم  صل درشود. استفاده میموجود در مراجع 

 ؛ مطرح گردید. بیان شده بودای صفحهدرون گذاریبرای ورق همگن تحت بارردی و پیلکی 

در داخل گشودگی دایروی دیده نشده است. برای تعمیم  کنواختی شار در این دو رابطه، تأثیر بارگذاری 

ی ده از معادلهمدست آی تابع تنش ایری، بهتحلیلی برای بارگذاری مورد نظر در این  صل، از رابطه این حلّ

 شود.استفاده می دوهمسازه

(4-1)  4U 0 
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 :باشدصورت زیر میبه [46پیشنهادی برای تابع تنش ایری] حلّ

 

(4-2)                  
  

  
  

2 2 2 7

1 2 3 4 5 6 82

c
U c ln r c r c ln r c c r c r c cos 2

r

    

 

 صورت زیر است.های نرمال و برشی در مبتصات قطبی بهی تابع تنش ایری با تنشرابطه

(4-3) 




   
  

 
  
 


   
    

  

2

r 2 2

2

2

r

1 1

r r r

r

1

r r

 

دست بهپیشنهادی  ( مقادیر تنش برحسب ضرایب مجهول حل3ّ-4( در )2-4ی )دادن رابطهر ابا قر 

 آیند.می

(4-4) 

    

    

 





  
          

 
  
          

 
  
       
  

3 87
r 1 2 62 4 2

23 7
1 2 6 52 4

2 67
r 5 6 4 2

c 4c6c
c 1 2ln r 2c 2c cos 2

r r r

c 6c
c 3 2ln r 2c 2c 2c r cos 2

r r

2c6c
6c r 2c sin 2

r r

 

1نهایت برابر یط مرزی ورق در بیاشر
 ،2

12و 
د. با استفاده از روابط تبدیل تنش، این نباشمی 

 شوند.صورت زیر نوشته میمقادیر در دستگاه مبتصات قطبی به

(4-5) 
       

      1 2 1 2
r 12cos 2 sin 2

2 2
 

(4-6) 
   



   
      1 2 1 2

12cos 2 sin 2    
2 2

 

(4-7) 
   



 
     1 2

r 12sin 2 cos 2
2

 

با قرار دادن  r   ( داریم:4-4ی )رابطهدر 
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(4-8) 

 

   

   





   



      

   

r 2 6

2
2 6 5

2
r 5 6

2c 2c cos 2

r 2c 2c 2c r cos 2

6c r 2c sin 2

 

نهایت، مقدار ضرایب توجه به معیّن بودن مقدار تنش محیطی و برشی در نقاط دور از گشودگی در بیبا

5c  1وc ( با رابطه4-7( تا )4-5برابر صفر هستند. با برابر قرار دادن روابط )( داریم:4-8ی ) 

    
   2 1 2 1

6 2 5 1c   ,   c   ,  c 0   ,   c 0
4 4

  

 شوند.( روابط زیر حاصل می3-4ی )ودگی در رابطهشبا قرار دادن شرایط مرزی در اطراف گ

(4-9) 
 

 

     
             

   
            

3 81 2 2 1 7
2 4 2

r

r 82 1 7
4 2

c 4cc
P 6 cos 2

P 2 a 2 a a
r a

0 2cc
0 6 sin 2

2 a a

 

 شوند.حاصل میصورت زیر ( ضرایب مجهول به8-4روابط ) یبا مرتب سازی و تجزیه

           
         
     

2 2 41 2 1 2 2 1
3 8 7c P a   ,  c a   ,  c a

2 2 2
  

 شوند.صل میاصورت زیر ح( به3-4دست آمده برای ضرایب، روابط )با توجه به مقادیر به

(4-10)  
         

                     

4 22 2
1 2 2 1

r 2 2

a a a a
1 P 1 3 4 cos 2

2 r r 2 r r
  

(4-11) 
 

       
               

42 2
1 2 2 1

2 2

a a a
1 P 1 3 cos 2

2 r r 2 r
  

(4-12) 
 

 
  2 1

r sin 2
2

  

ی نتایج حاصل از حلّ تحلیلی پیشنهادی و روابط با  وجود دست آمدن این روابط، امکان مقایسهبا به

 دارد.
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 بررسی نتایج  3-4

ای در مرزهای خارجی بوده و  شار در داخل گشودگی صفر صفحهدرون بارگذاریدرحالتی که ورق تحت 

صورت  رولی د ؛های شعاعی و برشی در مرز گشودگی صفر هستندباشد )گشودگی عاری از بار است(؛ تنش

ی، مقدار عددی تنش شعاعی در اطراف گشودگی، برابر مقدار بار ومرز گشودگی دایر دراعمال بار  شاری 

به همین دلیل علاوه بر بررسی مجزای تنش محیطی در اطراف گشودگی  .بر آن است وارد شده شاری 

 (4-13)   یکه در رابطه ،stress enPlaدر حالت تنش دوبعدی یا  1از معیار تسلیم  ن میزس ،یودایر

تا علاوه بر تنش محیطی  ؛شودتنش معادل در این نقاط استفاده می یبرای محاسبهنمایش داده شده است، 

، مورد بررسی صورت کلی تنش را در نقاط مبتلفصورت حضور تنش شعاعی در اطراف گشودگی بتوان بهدر

 قرار داد. 

(4-13)   
      2 2

Von r r  

در مرز یکنواخت ای در مرزهای خارجی و  شار صفحهری درونادر این ببش نتایج حاصل از بارگذ

 شود.بررسی میهای قبل، مانند  صل 30همان نسبت ابعادی  برای ورق بلند با گشودگی

 یمحورکشش تک 1-3-4

 ورق همگن 1-1-3-4

باعث  ،یکنواخت در داخل گشودگی دایروی ورق رحضور  شاکه  ،توان دریا تمی (1-4) شکلبا توجه به 

؛ مانند تاثیری که اختلاف دمای ثابت در شودنقاط اطراف گشودگی میا زایش یکنواخت تنش محیطی در 

ی با مقایسه شده به داخل گشودگی است. وارد یکنواخت . این مقدار ا زایش برابر مقدار  شارایجاد تنش دارد

                                                      
1 Von Mises Yielding Criterion 
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توان دقت با ی حلّ ها، میاز بارگذاری، برای هر کدام استبراج شده از مراجع تحلیلی حلّ پیشنهادی و حلّ

 انجام شده را تأیید نمود. ا زارینرمتحلیلی پیشنهادی و تحلیل 

 
 محوریتحت کشش تک همگندر ورق  توزیع تنش محیطی در نقاط اطراف گشودگی 1-4شکل 

 

 شد، از معیار  ن میزس برایطور که گفته همانبا توجه به حضور تنش شعاعی در اطراف گشودگی 

ا زایش  (2-4) شکل. با توجه به شودمیدست آوردن مقدار تنشی واحد در نقاط اطراف گشودگی استفاده به

تنش  مودارنحفظ شکل کلی  باشد.مشهود می طور کاملبهتنش  ن میزس نسبت به تنش محیطی  مقدار

ثابت بودن مقدار تنش شعاعی در تمام زوایای گشودگی است.  یدهندهنشانمعادل نسبت به تنش محیطی 

 نموداردر  دهد.دقت خوب حلّ مورد بررسی را نشان می ،نزدیکی جواب تحلیل عددی و حلّ پیشنهادی

0P=  و5/0P= 0شود. در حالت تفاوتی در ر تار تنش مشاهده میP= ،σ0.5P=  وσP=  به علت ذات تنش

پذیرد، تواند مقدار منفی بپذیرد، در نقاطی که تنش محیطی مقادیر منفی میمعادل  ن میزس ،که نمی

 دهد.خود را نشان می ،صورت قدر مطلقمیزس بهتنش معادل  ن
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 محوریتحت کشش تک همگندر ورق  تنش معادل  ن میزس در نقاط اطراف گشودگیتوزیع  2-4شکل 

 

، توان نتیجه گر تمی P=0های  شاری های مربوط به بارگذارینموداری با مقایسه (3-4) شکلدر مورد 

صورت یکسان رخ داده است. جایی در تمام نقاط بههای تنش محیطی مقدار ا زایش جابهنمودارکه همانند 

 علت حضور تنش شعاعی یکنواخت در اطراف گشودگی است.این ر تار به

  
 محوریتحت کشش تک همگندر ورق  جایی شعاعی در نقاط اطراف گشودگیجابه 3-4شکل 
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 ورق ناهمگن نود اول 2-1-3-4

در ورق ناهمگن نود دوم، همانند ورق  یرویداتوزیع تنش محیطی در اطراف گشودگی  (4-4)شکلدر 

با مقدار بار  شاری  بریابد؛ ولی این مقدار ا زایش براشار درون گشودگی ا زایش می همگن با ا زایش مقدار 

 87-88تنش محیطی حدود  ،در تمامی مقادیر بار  شاری در داخل گشودگی 1-4نیست. با توجه به جدول

 نقاط طور مستقیم بهعلت آنکه  شار وارد شده در گشودگی بهبهیابد. بار  شاری ا زایش میمقدار درصد 

 بر مقدارهای میانی در ورق ناهمگن نود اول، تأثیر چندانی ا زایش سفتی  یه ،شوداطراف گشودگی وارد می

  بارگذاری  شاری ندارد. براثرا زایش تنش محیطی 

 درصد ا زایش تنش محیطی در اطراف گشودگی ورق ناهمگن نود اول تحت بارهای مبتلف  شاری 1-4جدول 

P 
 1/ 

 
P 0 1/ 

 
 

P 0
 درصد ا زایش  

5/0 4- 43/4- 43/0 88 

1 56/3- 43/4- 87/0 87 

2 68/2- 43/4- 75/1 87 

 

  
 یمحوردر ورق ناهمگن نود اول تحت کشش تک توزیع تنش محیطی در نقاط اطراف گشودگی 4-4شکل 
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باشد. ، همانند ورق همگن می(5-4) شکلر تار تنش معادل  ن میزس برای ورق ناهمگن نود اول در 

، در تنش معادل ناهمگن دو نود از ورق برای هرطی محیتوزیع تنش  های بیان شده درهرچند تفاوت

و وابسته  مقدار تنش شعاعی در اطراف گشودگی ورق مستقل از جنس ورق شود.می میزس نیز مشاهده ن

 باشد. راف گشودگی میطنقاط ای تعادل در ارضای معادله ر تار، باشد. علت اینمی به بارگذاری  شاری

 

  
 یمحوردر ورق ناهمگن نود اول تحت کشش تک توزیع تنش معادل  ن میزس در نقاط اطراف گشودگی 5-4شکل 

 

 

نسبت به ا زایش این ورق  جایی شعاعی در نقاط اطراف گشودگیدهد، که جابهنشان می (6-4)شکل 

ولی مقدار این ا زایش همانند  .ا زایشی همراه استهمانند ورق همگن با نرخ بارگذاری  شار یکنواخت، 

    باشد.تنش محیطی کمتر از ورق همگن می
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 یمحورجایی شعاعی در نقاط اطراف گشودگی در ورق ناهمگن نود اول تحت کشش تکجابه 6-4شکل 

 

 ورق ناهمگن نود دوم 3-1-3-4

شار با ا زایش مقدار   ،مربوط به ورق ناهمگن نود دوم، مانند ورق همگن  (8-4)و  (7-4) شکلدر 

یابد. برخلاف ورق ناهمگن نود اول، در این میزس ا زایش می داخلی مقدار تنش محیطی و تنش معادل  ن

میزس، براثر بارگذاری  شاری در درون سبب آن تنش معادل  نا زایش تنش محیطی و به ارمقدورق نود 

مقدار ا زایش تنش این  که ،شودمشاهده می 2-4در جدول  باشد.گشودگی، بیشتر از مقدار بار  شاری می

 باشد.درصد می 9تا  6سبت به مقدار بار  شاری، برابر ن محیطی

   

 گن نود دوم تحت بارهای مبتلف  شاریدرصد ا زایش تنش محیطی در اطراف گشودگی ورق ناهم 2-4جدول 

P 
 1/ 

 
P 0 1/ 

 
 

P 0
 درصد ا زایش 

5/0 87/2- 4/3- 53/0 106 

1 32/2- 4/3- 08/1 108 

2 32/1- 4/3- 18/2 109 
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  یمحورورق ناهمگن نود دوم تحت کشش تک در توزیع تنش محیطی در نقاط اطراف گشودگی 7-4شکل  

 

  
 یمحورورق ناهمگن نود دوم تحت کشش تک در توزیع تنش معادل  ن میزس در نقاط اطراف گشودگی 8-4شکل 

دهد؛ که در مقایسه با ورق ناهمگن ناهمگن نود دوم را نشان میجایی شعاعی در ورق جابه (9-4)شکل 

شکل شدن در ورق ناهمگن بیضوی میل کردن شکل گشودگی به شمت توان دریا ت، که مقدارنود اول می

هم قاط نسبت بهجایی ننود دوم بیشتر از ورق نود اول است؛ ولی حضور بار  شاری تغییری در اختلاف جابه
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ی تنش شعاعی و مستقل بودن آن نسبت به کند . علت این امر حضور مؤلفهرق ایجاد نمیدر هر دو نود و

جایی شعاعی ورق ناهمگن نود دوم نسبت به تر در مورد ا زایش جابهای که پیشاما قاعده ( است.θزاویه )

 .چنان پابرجاستورق همگن و ناهمگن نود اول به آن اشاره شد هم

 
 یمحوردر ورق ناهمگن نود دوم تحت کشش تک جایی شعاعی در نقاط اطراف گشودگیجابه9-4شکل 

 

 =n 2 یبارگذاری دومحور 2-3-4

 ورق همگن 1-2-3-4

 =2n      ادقت با ی حل تحلیلی پیشنهادی برای ورق همگن تحت بارگذاری دومحوره ب (10-4)شکل در 

 هایشکل شود.مشاهده می ،مراجع ازو بار  شاری داخل گشودگی، به نسبت حل تحلیلی استبراج شده 

 ؛دارای روند و نتایج مشابهی هستند جایی شعاعیو جابه مربوط به تنش معادل  ن میزس (12-4)و  (4-11)

که به دلیل مثبت بودن تنش محیطی در اطراف گشودگی روند  P=σو  =σ5/0Pمربوط به  شکل یرازغبه

های قبلی متفاوت های شعاعی در بارگذاریجاییبا جابه 12-4 شکلاما روند دارند.  P=2σصعودی مانند 

 باشد.است که به دلیل تغییر توزیع تنش و مثبت شدن آن در اطراف گشودگی می
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 =n 2 تحت بارگذاری دومحوری همگنتوزیع تنش محیطی در نقاط اطراف گشودگی در ورق  10-4شکل 

 
 

 

  
 =n 2 دومحوری تحت بارگذاری همگنمیزس در نقاط اطراف گشودگی در ورق دل  ناتوزیع تنش مع 11-4شکل 
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 =n 2 بارگذاری دومحوری همگن تحتنقاط اطراف گشودگی در ورق  جایی شعاعیجابه 12-4شکل 

 

 

 ورق ناهمگن نود اول 2-2-3-4

نیز ر تاری مشابه نسبت  =2nدر بارگذاری دومحوره محوره، بار کشش تکهمانند  ،ناهمگن نود اولورق 

مقدار  3-4با توجه به جدول این ر تار مشهود است.  (13-4) شکلدر دهد. به بارگذاری  شاری نشان می

 یبار  شارمقدار  85/0-75/0ا زایش تنش محیطی در ورق ناهمگن نود اول تحت این بارگذاری، حدود 

  یابد.وارد شده بر گشودگی ا زایش می

 

 تحت بارهای مبتلف  شاری اولدرصد ا زایش تنش محیطی در اطراف گشودگی ورق ناهمگن نود  3-4جدول 

P 
 1/ 

 
P 0 1/ 

 
 

P 0
 

درصد ا زایش


 

5/0 6/0 225/0 375/0 5/75 

1 08/1 225/0 855/0 5/85 

2 93/1 225/0 705/1 2/85 
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   =2n مگن نود اول تحت بارگذاری دومحوریورق ناه در توزیع تنش محیطی در نقاط اطراف گشودگی 13-4شکل 

 

 

جایی شعاعی در نقاط اطراف تنش معادل  ن میزس و جابهتوزیع  به ترتیب  (15-4)و  (14-4) شکل

تحت بارگذاری مورد بررسی هستند. در این نود بارگذاری در ورق ناهمگن نود اول، تنش  ورق گشودگی

-جابه  ها و دهد. ا زایش یکنواخت تنشر تاری مشابه به ورق همگن را از خود نشان می معادل  ن میزس

 ت.   ی مستقل بودن تنش محیطی و شعاعی حاصل از بار  شاری اسدهندهجایی شعاعی، نشان
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 دومحوریورق ناهمگن نود اول تحت بارگذاری توزیع تنش معادل  ن میزس در نقاط اطراف گشودگی در  14-4شکل 

2n= 

 

  
 =2n مگن نود اول تحت بارگذاری دومحوریدر ورق ناه جایی شعاعی در نقاط اطراف گشودگیجابه 15-4شکل 
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 ق ناهمگن نود دومرو 3-2-3-4

که روند ا زایش مقادیر تنش و  ،شودمشاهده می (18-4)و  (17-4)، (16-4)های شکلبا توجه به 

ر تار است. محوره و بار  شاری درون گشودگی،مشابه ورق ناهمگن نود دوم تحت کشش تک ،جاییجابه

، مقدار =2n دومحورهبا این تفاوت که در بارگذاری  باشد.میزس نیز مانند ورق همگن میتنش معادل  ن

باشد      وارد شده به گشودگی می نواختیک بیشتر از مقدار  شاردرصد  10کمتر از  ا زایش تنش محیطی

  (.4-4 )جدول

 

  
 =2n مگن نود دوم تحت بارگذاری دومحوریدر ورق ناه محیطی در نقاط اطراف گشودگیتوزیع تنش  16-4شکل 
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 مگن نود دوم تحت بارگذاری دومحوریدر ورق ناه توزیع تنش معادل  ن میزس در نقاط اطراف گشودگی 17-4شکل 

2n= 

 

 

 

 
 =2n مگن نود دوم تحت بارگذاری دومحوریدر ورق ناه جایی شعاعی در نقاط اطراف گشودگیجابه 18-4شکل 
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 درصد ا زایش تنش محیطی در اطراف گشودگی ورق ناهمگن نود دوم تحت بارهای مبتلف  شاری 4-4جدول 

P 
 1/ 

 
P 0 1/ 

 
 

P 0 

 درصد ا زایش




 
5/0 89/4 38/4 51/0 102  

1 45/5 38/4 07/1 107 

2 56/6 38/4 18/2 109 

 
 

 بندیجمع 4-4

همگن و ناهمگن تحت بارگذاری مکانیکی  در ورقجایی شعاعی تنش محیطی و جابه ارمقد ،در این  صل

نتایج تنش محیطی  شد. با توجه به خت داخل گشودگی، بررسیادر مرزهای خارجی و  شار یکنو و حرارتی

استبراج شده از منابع مورد تأیید قرار  در ورق همگن دقت با ی حلّ تحلیلی پیشنهادی نسبت به حلّ

در این  صل، پیشنهاد  مطالعه مورداف گشودگی در بارگذاری علت حضور تنش شعاعی در نقاط اطرگر ت. به

جای بررسی تنش محیطی تنش معادل حاصل از معیار  ن میزس مورد بررسی قرار گیرد. با هکه بشد 

مستقل از جنس  شد، که تنش شعاعی کاملاًهای متفاوت مشبص نتایج این دو تنش در بارگذاریی مقایسه

برابر بارگذاری  شار یکنواخت  تنش محیطی در کهیدرحالمرزهای خارجی ورق است؛  در ماده و بارگذاری

قدار ا زایش تنش محیطی باشد. در ورق ناهمگن نود اول، مدر داخل گشودگی به جنس ماده ورق وابسته می

ر و برای ورق ناهمگن نود دوم این مقدا 85/0-75/0بارگذاری  شار یکنواخت داخل گشودگی حدود  براثر

 باشد.مقدار  شار وارد شده می  09/1-02/1برابر 
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 و پیشنهادها گیرینتیجه 5فصل
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 گیرینتیجه 1-5

تمامی مسائل توان در این تحقیق گر ت، جامع نبودن روش متغیّر مبتلط برای ای که میاولین نتیجه

 تأیید نمود.توان این نتیجه را [ نیز می2منبع ] درآمدتنش حرارتی است که با توجه به پیش

جایی اطراف سازی تمرکز تنش و جابهصورت عدم سازگاری اهداف بهینهتوان بهدومین نتیجه را نیز می

بدین معنا که بهبود در یکی از این  گشودگی ورق ناهمگن نامحدود نسبت به ورق همگن عنوان نمود.

  اکتورها با عدم بهبود در  اکتور دیگر همراه است.

 مکانیکی و حرارتیتحت بارگذاری  ورق همگن  1-1-5

س، انسیمحدود  یازا زار اجو تحلیل عددی صورت گر ته با نرمحلّ تحلیل پیشنهادی در اولین قدم 

صورت و بار حرارتی در داخل گشودگی به ای خارجیهای در مرزصفحهبرای ورق همگن تحت بارگذاری درون

 و تحلیل عددی با حلّ تحلیلی موجود در مراجع مقایسه شد. دقت با ی حلّ پیشنهادی ،اختلاف دمای ثابت

 باشد.ی درستی روند حل برای ورق همگن مینشان دهنده

 مکانیکی و حرارتی تحت بارگذاری  ورق ناهمگن   2-1-5

-می   ق همگن و هم ناهمگن قابل استفاده ردست آمد، که هم برای وهطوری بحلّ تحلیلی پیشنهادی 

 دارای خطای ،سانسیا زار مبا نر انجام شده حلّ تحلیلی پیشنهادی و تحلیل عددینتایج حاصل از  باشد.

 جنس رای ورق ناهمگن است.بپیشنهادی  ی درستی روند حلّ؛ که نشان دهندهبودندبسیار کمی از یکدیگر 

جایی شعاعی جابهکاهش مقدار تنش محیطی و  ا زایشورق ناهمگن نود اول در مقایسه با ورق همگن باعث 

کاهش مستقل از نود و مقدار بارگذاری  30برای ورق بلند با نسبت ابعادی  در نقاط اطراف گشودگی شد.

علت به ،اهمگن نود دومباشد. در ورق نمی درصد 30و ا زایش نیز در حدود  درصد 26حدود ، در دومحوره

این  .جایی شعاعی ا زایش یا تمقدار تنش محیطی و جابه ،نسبت به ورق همگن های میانیسفتی کم  یه
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 درصد 34در حدود در مرزها، مگن نود اول، مستقل از نود و مقدار بارگذاری هدرصد ا زایش همانند ورق نا

بلکه وابسته به  ها وابسته به تنش محیطیتننهگذاری جایی شعاعی در این نود بارعلت آنکه جابهاست. به

باشد؛ درصد ا زایش و کاهش این دو کمیت به هم نزدیک می کارر ته در ورقی بهخواص حرارتی ماده

  باشند.می

بارگذاری و حرارتی -مکانیکیتحت بارگذاری  همگن و ناهمگن ورق  3-1-5

 فشار یکنواخت درون گشودگی

تنش شعاعی مقدار قابل توجهی در نقاط اطراف گشودگی  ،یکنواخت درون گشودگی یبار  شار وجودبا  

ی تنش در نقاط اطراف گشودگی از تنش که برای مطالعه ،شودکند. به همین دلیل، پیشنهاد میپیدا می

ی تنش محیطی و تنش معادل  ن میزس جای تنش محیطی استفاده شود. با مقایسهمعادل  ن میزس به

مرزهای خارجی ورق است؛ در  مستقل از جنس ماده و بارگذاری شد، که تنش شعاعی کاملاًدریا ته 

باشد. یکنواخت در داخل گشودگی به جنس ماده ورق وابسته می یتنش محیطی در برابر بار  شار کهیدرحال

بارگذاری  شار یکنواخت داخل گشودگی حدود  براثردر ورق ناهمگن نود اول، مقدار ا زایش تنش محیطی 

 باشد.مقدار  شار وارد شده می  09/1-02/1و برای ورق ناهمگن نود دوم این مقدار برابر  75/0-85/0

شود؛ تأثیر جنس ورق بر شدت مقدار ا زایش تنش می مشبصکه از مقادیر ا زایش تنش محیطی طورهمان

 ،شودصورت مستقیم به مرز داخلی گشودگی وارد میخت بهاار یکنو ش ،دلیل آنکهباشد. بهمحیطی کم می

 های داخلی ورق تأثیر چندانی بر مقدار تنش محیطی ندارند. یه
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 هاشنهادیپ 2-5

 .گرددیمهایی در زیر مطرح ی این تحقیق پیشنهادبا توجه به روند حل برای ادامه

ناهمگن با گشودگی دایروی، تحت بارگذاری  جایی ورق نازا و نامحدودبررسی تنش و جابه .1

دست آوردن نتایج و مقایسه با داخل گشودگی و یک شار حرارتی ثابت، به در  شار ،یاصفحهدرون

 حالت بارگذاری اختلاف دما.

، تحت بارگذاری یچندضلعناهمگن با گشودگی  جایی ورق نازا و نامحدودبررسی تنش و جابه  .2

همچنین بررسی تأثیر چرخش گشودگی بر مقادیر تنش و مکان بیشینه  و حرارتی. یاصفحهدرون

 تنش.

 ناهمگن با گشودگی دایروی، تحت بارگذاری حرارتی جایی ورق نازا و نامحدودبررسی تنش و جابه .3

 ی کلاسیک.گذرا با استفاده از تئوری ا ستیسیته

 ، تحت بارگذارییچندضلعناهمگن با گشودگی  جایی ورق نازا و نامحدودبررسی تنش و جابه .4

ی گشودگی و یا تن ی کلاسیک. بررسی تاثیر زاویهگذرا با استفاده از تئوری ا ستیسیته حرارتی

 حالت بهینه برای مسأله.

 ای و حرارتی.صفحهتحت بارگذاری درون نامحدودو  ضبیم بررسی ورق ناهمگن .5

تحت بارگذاری حرارتی و مکانیکی FG نامحدود بررسی کمانش حرارتی ورق نازا و .6
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 پیوست                                    

3C 3.29E+00 B 1.06E+09 

5C -1.15E-02 3D 282219.5 

7C -1.89E-06 5D -284.789 

9C 4.61E-09 7D 0.238541 

11C 8.60E-13 9D -0.00018 

13C -1.92E-15 11D 1.19E-07 

15C -3.81E-19 13D -7.11E-11 

17C 6.07E-22 15D 3.85E-14 

19C -2.10E-25 17D -1.88E-17 

21C -7.41E-28 19D 8.24E-21 

23C -5.10E-31 21D -3.19E-24 

25C -4.26E-34 23D 1.08E-27 

27C -2.65E-37 25D -3.09E-31 

29C -2.72E-40 27D 7.85E-35 

  29D -1.45E-38 

 ورق همگن ψ(z)و  φ(z)ضرایب تابع پتانسیل مبتلط  1-پ جدول
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3C 
485.6681 B 4.52E+10 

5C 
3.289044 3D 

18617916 

7C 
-6.5E-05 5D 

3597.131 

9C 
-1.7E-06 7D 

-14.4389 

11C 
-2.5E-10 9D 

-0.01042 

13C 
7.92E-13 11D 

1.48E-05 

15C 
3.33E-16 13D 

4E-09 

17C 
-2.9E-19 15D 

-2.9E-12 

19C 
-2.1E-22 17D 

-7.1E-15 

21C 
1.64E-26 19D 

2.36E-18 

23C 
1.2E-28 21D 

3.36E-21 

25C 
6.42E-32 23D 

2.79E-24 

 
 25D 

-1.5E-28 

 ورق ناهمگن ψ(z)و  φ(z)ضرایب تابع پتانسیل مبتلط  2-پ جدول
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Abstract  

The continuous changes of the mechanical and thermal properties of functionally graded 

materials lead to elimination of the residual stress and effect of the stress concentration, 

which make increase the strength of this material. In this paper, is tried to present the 

analytical solution to calculate the stress distribution around the circular hole in infinite 

FG plate, by using the complex potential functions method. The plate is subjected to 

thermal and mechanical loads; which is in-plane stress at boundary edges, a uniform 

pressure loading at boundary of hole and a steady thermal loading. The variation of 

Material properties, especially Young's modulus and thermal expansion coefficient, is 

in a radial direction and concentric to the hole. One special exponential function with 

specific convergence radius, is used to describe the variation of mechanical properties. 

The finite element method has been used to check the accuracy of analytical results for 

homogeneous and inhomogeneous plates, also for all loading cases. In the presence of 

applied load at the boundary of circular hole, amount of radial stress in addition to hoop 

stress is considerable. Therefore, the Von mises stress is used to study the stress around 

the hole. It is observed that FG plate with increasing young modulus has better behavior 

at radial displacement than FG plate with decreasing young modulus.  

 

Keywords:  FG Plate, Thermal and Mechanical Loading, Circular Hole, Complex 

Variable Method, Stress Concentration. 
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