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ده دانشگره صيعتی شرهرود نویسي مکرنیکدانشکده  طراحی کرربردیدانشجوی دوره کررشيرطی ارشد رشتص  رضر طلطرنیایيجرنب 
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 قرت در این پریرن نرمص توطي ایيجرنب انجرم شده اط  و ا  صح  و اصرل  بر وردار اط .تحقی 

 . در اطتفرده ا  نتریج پژوهشهری محققرن دیگر بص مرکع مورد اطتفرده اطتيرد شده اط 

   کر ارائص مطارلاب ميدرد در پریرن نرمص ترکيون توطاااي  ود یر فرد دیگری برای دریرف  هی  نوک مدر  یر امتیر ی در هی

 نشده اط .

   و یر  «دانشگره شرهرود » کلیص حقوق معيوی این اثر متعلق بص دانشاگره صايعتی شرهرود می برشد و مقرلات مستزرد بر نرم

«  Shahrood University of Technology   ».بص چرپ  واهد رطید 

 رمصپریرن نگ ار بوده اند در مقرلات مستزرد ا  حقوق معيوی تمرم افرادی کص در بص دطا  ممدن نتری  اصالی پریرن نرمص تیثیر 

 رعری  می گردد.

   در کلیص مراحل انجرم این پریرن نرمص ، در مواردی کص ا  موکود  نده ) یر برفتهری منهر ( اطاتفرده شاده اطا  ضاوابي و اصو

 ا لاقی رعری  شده اط .

 عرت شزيی افراد دطترطی یرفتص یر اطتفرده شده اط  در کلیص مراحل انجرم این پریرن نرمص، در مواردی کص بص حو ه اطلا

اصل را داری ، ضوابي و اصو  ا لاق انسرنی رعری  شده اط  
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 مالکیت نتایج و حق نشر

  کلیص حقوق معيوی این اثر و محيولات من )مقرلات مستزرد، کترب، برنرمص هری رایرنص ای، نرم افزار هر و

 ردتجهیزات طر تص شده اط  ( متعلق بص دانشگره صيعتی شرهرود می برشد. این مطلب برید بص نحو مقتضی 

 تولیدات علمی مربوطص ذکر شود.

 بدون ذکر مرکع مجر  نمی برشد اطتفرده ا  اطلاعرت و نتریج موکود در پریرن نرمص. 
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 چکیده

هم صب لای شکل متيّصفحص دایرها  دو نرنو شدهتشکیلی و متقررن محوری طیستم  طّغیر  رتارتعرش

طتفرده طیستم، بر ا یارتعرش پررامترهری مورد بررطی قرار گرفتص اط . ،ی طّیي الاطتیک غیري محتوطّ

هری ودمشکلروش،  یکبر اطتفرده ا  شده اط .  بيدیفرمو  ،ی اریيگنمحلّا  تئوری الاطتیسیتص غیر

تفرده ا  بر اط ،ااند. ابتداطتزراد شده، گیردارهری طبیعی طیستم، برای شرایي مر ی فرکرنس ،ی طّغیر

اند، اطتزراد شده ،و شرایي مر ی  حرکم بر مسئلص حرک  هریص، معردل1روش مقیرس هری چيدگرنص

ی طیستم، پردا تص شده  طّمودهری نرمر  غیرشکل، بص  یرفتن  2طپس بر اطتفرده ا  روش گلرکین

 ،و شکل مود من رتعرشیو غیر طیّ طیستم، بر پررامترهری ا کوچک، اثر مقیرسدر این تحقیق اط .

 . بررطی شده اط 

هد. دپس ا  بررطی مشرهده شد افزایش مقدار پررامتر غیرموضعی،  مقدار فرکرنس طبیعی را افزایش می

گیرد. همچيین مشرهده شد، انحراف فرکرنس این افزایش، بر بیشترشدن مقدار این پررامتر، شدّت می

ی مستقیمی بر مقدار طیستم در حرل   طیّ، رابطصطبیعی طیستم در حرل  غیر طّی، ا  فرکرنس 

نتریج بدط  ممده برای تیثیر پررامترهری غیر طّی و غیرمحلیّ  ضریب غیر طّی محیي الاطتیک دارد.

مود تواند شیب شکلمود طیستم، حرکی ا  من اط  کص افزایش این پررامترهر، میطیستم، بر روی شکل

 کيد.  موقعی  مرکزیمم را، کمتردر حوالی 

 کلیدی:  واژگان 

 ارتعرشرت غیر طّی، طیستم نرنومقیرس، محیي الاطتیک غیر طیّ
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 مروری بر کارهای گذشته -1-1

کوچک و هری مقیرس، برید اثر]3-1[مقیرسنرنو کرمپو ی  یهرقطعص هر وبهیيص، وطیلص برای انجرم طراّحی

 یجرهری کربيی، گرافن( ترثیر داده شود تر نتمقیرس )نرنو لولصهری نرنو، در تحلیل مؤلفصاتمینیروهری بین

 اتییرغهر در تطر هقبولی بر وردار شود. در مقیرس کوچک، ترثیر اندا ه نرنوهری مورد نظر، ا  دقّ  قربلتحلیل

هری اتمی و تجربی نشرن داده اط  طر یشبیص ریج. نتاط هر، گرهرً برکستص پررامترهری حرک  ارتعرشی من

ای مفهومی برقرار اط  هری مکرنیکی من، رابطصکص در مقیرس کوچک، بین اثرهری اندا ه طر ه و  رصی 

-هر ، و در نتیجص، طراّحیحل نتریجشود می اتمی، برعثهری بینا  این اثرهر و نیرو پوشیچشمای کص گونصبص

-، می]4[طر ی مکرنیک مولکولی هری اتمی مرنيد شبیصهری انجرم گرفتص، کرملا اشتبره برشد. اگرچص روش

ص ، برتهر، ا  نظر حجم محرطبتوانيد این اثرهر و نیروهری بین اتمی را ثب  کييد، امرّ اطتفرده ا  این روش

 هری موردنظر، بر اطتفرده ا  مکرنیکبرشد. بيربراین تحلیلصرفص نمیبصهر، مقروناتمدلیل  یرد بودن تعداد 

-هری مقیرسکيد، اثرهری ميطقی ارائص میگرف . اگرچص روش مکرنیک کلاطیک حلانجرم می ]5[کلاطیک

هری ر هط گیرد. بيربراین، ممکن نیس  کص این روش، برای تحلیلاتمی را درنظر نمیکوچک و نیروهری بین

 اطمیيرن برشد. نرنومقیرس، قربل

 برشد،کوچک و نیروهری بین اتمی می، کص دربرگیرنده اثرهری مقیرس]6[محلیا یراً، تئوری الاطتیسیتص غیر

 .]15-7[کرر برده شده اط هری مزتلفی در مقیرس نرنو، بصگیرد. این تئوری برای طر هاطتفرده قرار میمورد

مقیرس، بر اطتفرده ا  هری نرنودط  ممده برای طر هبص ریجکص نت شده اط  ئص شده نشرن دادههری ارامقرلص در

ری ههری بسیرر  یردی پیرامون طر هبرشيد. بر اطتفرده ا  این تئوری، تحقیقاطمیيرن میاین تئوری، قربل

 بعدی، مرنيد نرنوتیرهر و مقیرس یکهری  نرنوبعدی صورت گرفتص اط . در مقریسص بر طر همقیرس یکنرنو

ارائص شده اط . این در حرلی اط  کص  ]15-11[هرهری محدودی پیرامون نرنوصفحصنرنومیلص هر، تحقیق

ری هدارای  رصی  ،مقیرس یک بعدیمحلیّ نرنوهری غیرهر، مرنيد صفحص گرافن، در مقریسص بر طر هنرنوصفحص
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ی هری نرنوالکترونیکوطیلص تولید، در برکستص اکزایکملص ، ا هر، مرنيد گرافنبرشيد. نرنوصفحصممتر ی می

-هری کرنش، کرم، فشرر، تشزیصحسگردر  اکزاءدهد کص این هری ارائص شده نشرن می. گزارش واهيد بود

 ]9[هری غبررهری اتمی و غیره اطتفرده شده اند.دهيده

ن هری گرافارتعرشی صفحص رفتررهریرطیشرمل بر ،هری گرافنصفحص یدر  میيصگرفتص هری صورتتحقیق

رد. ک طر یهری نرنوکرمپو ی  مد صورت طر هتوان بصهری بسیرری را میطر ه برشيد.لایص میلایص و چيدیک

گزارش شده   .] 11[هری اوپتومکرنیکی دارندطیستم هری پیچیده نرنوصفحص، کرربرد بسیرری در طیستم

هم توطّي محیي الاطتیک غیر طّی، ای متّيل بصیستم دونرنوصفحصکص بررطی ارتعرش عرضی ط ]11[اط 

وطيسورهر تواند در نرنعلاوه، طیستم پیچیده نرنوصفحص، میبرشد. بصهری تئوری و عملی بسیرر مهم میبص دلیل

د بسیرر وانيت، میمقیرسهری نرنوهری ارتعرشی طیستممشزيّصهر، کرربرد فراوانی داشتص برشيد. و نرنوکرمپو ی 

هری ذکرشده، ا  اهمّیّ  ا  این رو، بررطی ارتعرشی طیستم .]12[برشيد هر،ای منتر ا  عملکرد طر همهم

يد. در کنظر، بر تغییر فيریّ  محیي الاطتیک، تغییر میارتعرشی طیستم مورد رفترربرلایی بر وردار اط . 

متّيل  ای شکلشده ا  دو نرنوصفحص دایرهلارتعرشی طیستم تشکی رفترری حر  حرضر هی  تحقیقی دربرره

ن هری برلا، بررطی ایهم توطي محیي الاطتیک غیر طّی، انجرم نشده اط . بيربراین، براطرس توضی بص

 رهر و یرفتن مد  ریرضی ميرطب برای چيین پدیده هریی ا  اهمیّّ  برلایی بر وردار اط .رفتر
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:دوم فصل   

 فرمول بندی مسأله
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 محلیّی غیرمروری بر تئوری الاستیسیته -2-1

نقطص  عيوان تربعی ا  کرنش در تمرمیدر تئوری الاطتیسیتص غیرمحلی، بر درنظرگرفتن تيش در یک نقطص، بص

ی وطیعی ا  شوند. این تئوری، محدودهلحرظ می طر یمد کوچک در نظر، اثرهری مقیرسمحدوده مورد

يد. کهریی وابستص بص اندا ه کسم، ارائص میگیرد و برتوکص بص من، نتیجصاتمی را درنظر میینکيش هری ببرهم

یک همگن ایزوتروپیک  طیّ را، بر هری اطرطی برای یک کسم غیرمحلیّ الاطتبراطرس این تئوری، معردلص

 ]1[صورت  یر بیرن کردتوان بصمی ،يظر ا  نیروهری حجمیصرف

𝜎𝑖𝑗,𝑗 = 0 

𝜎𝑖𝑗(𝒙) = ∫ 𝜙(|𝒙 − 𝒙′|, 𝛼)𝑡𝑖𝑗𝑑𝑽(𝒙′)
𝑣

, ∀𝒙𝑽                                   

𝑡𝑖𝑗 = 𝐻𝑖𝑗𝑘𝑙𝜀𝑘𝑙 

𝜀𝑖𝑗 =
1

2
(𝑢𝑖,𝑗 + 𝑢𝑗,𝑖) 

(1 − 2) 

 

تیب، تنش غیرمحلّی، تنش کلاسیک، کرنش تربه 𝐻𝑖𝑗𝑘𝑙و  𝜎𝑖𝑗 ،𝑡𝑖𝑗 ،𝜀𝑖𝑗های که در این رابطه، عبارت

1)یباشند. انتگرال موجود در رابطهچهارم الاستیسیته میکلاسیک و تانسور مرتبه − ی ، در محدوده(2

1)ی معادلهشود. اعمال می، که توسطّ جسم اشغال شده است، 𝑽حجم  − ، تنش غیرمحلّی و تنش  (2

𝜙(|𝒙سازد. تابع کرنل هم مربوط میکلاسیک را به − 𝒙′|, 𝛼) ،مدول غیرمحلّی است. مدول غیرمحلّی ،

. دهدرا نمایش می 𝒙 ی مرجع، بر تنش در نقطه′𝒙ی باشد که اثر کرنش نقطهمی 3تابع انحطاط یک عنوانبه

𝒙|عبارت  − 𝒙′|ی اقلیدسی و ، فاصله𝛼ّداخلی  ساختاری سازنده، که وابسته به ، یک ثابت مربوط به ماده

رک های خارجی مانند طول تپارامترو  ی بین نوارهای کربنبندی، فاصلهبندی، اندازه دانهپارامتر شبکهانند م

𝛼صورت توان بهباشد. ثابت مادّه یادشده را میموج میو طول =
𝑒0𝑎

𝑙
، ثابت 𝑒0تعریف کرد. در این رابطه، 

                                                           
3 attenuation function 
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ه، باشد. پارامتر کالیبراسیون یادشدهای معتبر مییر مدلها و ساآمده با  آزمایشدستایج بکالیبراسیون نت

های حاکم بر مدل الاستیسیته غیرمحلّی، تقریب خوبی از منحنی شود که رابطهصورتی تخمین زده میبه

دست آمده است، باشد. عبارت به ]4[ 5بندی اتمیشبکه ی دینامیکوسیلهای که بههای صفحهموج 4پخش

 باشند.مقیاس مینانو یهای داخلی و خارجی سازهرپارامت، 𝑙و  aهای 

1)یرابطه − م فر از، یک فرم انتگرالی است و حلّ تحلیلی آن بسیار دشوار است. بنابراین، معمولاً (2

ول های ارینگن، عبارت مدشود. بر اساس رابطههای الاستیسیته غیرمحلیّ، استفاده میدیفرانسیلی معادله

 :]1[صورت زیر بیان نمودبهتوان غیرمحلّی را می

𝜙(|𝒙|, 𝛼) = (2𝜋𝑙2𝛼2)−1𝐾0 (
√𝒙. 𝒙

𝑙𝛼
) 

(2 − 2) 

 یافته است.،تابع بسل تعمیم𝐾0که در این رابطه،

 صورت زیر بازنویسی کرد:بالا، به یتوان با استفاده از رابطهی حرکت را میمعادله

𝜎𝑖𝑗,𝑗 = 𝜌𝑢 ̈  (3 − 2) 

، به  jوi هایزیرنویسباشند. می شتابهای چگالی جرمی و بردار ترتیب، مؤلفه، به̈ 𝑢و 𝜌ین رابطه، که در ا

 اشاره دارند. z و r ،𝜃نماد های 

 :]1[ی دیفرانسیلی زیر را پیشنهاد کردعنوان تابع گرین، ارینگن رابطهبا درنظرگرفتن تابع کرنل، به

𝜎𝑖𝑗,𝑗 − ℒ(𝜌𝑢𝑖 ̈ ) = 0 (4 − 2) 

 :که در این رابطه

ℒ = [1 − (𝑒0𝑎)2𝛻2] (5 − 2) 

 باشد:صورت زیر میمحوری و بهی متقارنگر عملگر لاپلاس برای مسألهچنین بیانو هم

                                                           
4 Dispersion curves 
5 Atomistic lattice dynamics 
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𝛻2 =
𝜕2

𝜕𝑟2
+

1

𝑟

𝜕

𝜕𝑟
 

 (6 − 2) 

4)ی با استفاده از رابطه −  شود:میصورت زیر ساده کرنش غیرمحلیّ به-ی تنش، رابطه(2

[1 − 𝛼2𝑙2𝛻2]𝜎𝑖𝑗 = 𝑡𝑖𝑗  (7 − 2) 

ای هی دایرمحوری یک نانوصفحهی حرکت آزاد متقارنکرنش غیرمحلّی، معادله-ی تنشکاربردن رابطهبا به

 :]15[صورت زیر بیان شودتواند بهمی

𝐷

(1 − (𝑒0𝑎)2𝛻2)
𝛻4𝑤(𝑟, 𝑡) +  𝜌ℎ�̈�(𝑟, 𝑡) = 0 (8 − 2) 

 که در این رابطه داریم:

𝛻4 = 𝛻2(𝛻2) =
𝜕4

𝜕𝑟4
+

2

𝑟

𝜕3

𝜕𝑟3
−

1

𝑟2

𝜕2

𝜕𝑟2
+

1

𝑟3

𝜕

𝜕𝑟
 

(9 − 2) 

ترتیب، سختی خمشی و چگالی به𝜌 وD هایی غیرمحلیّ اشاره دارد. عبارتبه تغییرشکل صفحه 𝑤و 

 .باشندی غیرمحلیّ میصفحه
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م توسطّ های متصّل بهشده از دو نانوصفحه دایرههای حرکت آزاد سیستم تشکیلمعادله -3-1

 خطّیمحیط الاستیک غیر

های ی این سیستم، به نام. دو نانوصفحهنشان داده شده است 1-1در شکل  ،ایای دایرهدونانوصفحه سیستم

این دو نانوصفحه توسطّ یک محیط الاستیک غیرخطیّ  اند. نامگذاری شده 2ی حهو نانوصف 1ی نانوصفحه

ست بدهای حاکم بر این سیستم اند. با استفاده از تغییر متغیّر، معادلهی سوم، به هم متصّل شدهمرتبه

ی ستهوتوان فرض کرد که دو نانوصفحه، توسطّ فنرهای عمودی پیکردن ریاضی مسأله، می. برای مدلآیدمی

ستیک ین محیط الازتوانند جایگاند. در حقیقت، این فنرها میبه هم مرتبط شده پسترناک-غیرخطّی وینکلر

 والسدریا نیروهای ون و ]11[اوپتومکانیکی اثرهای نانو ناشی ازغیرخطّی شوند. نیروهای بین دو نانوصفحه 

درنظر گرفته شده است.  2kها، سختی آنو ضریب غیرخطّی  1kباشند. ضریب سختی خطّی این فنرها، می

صورت کلّی، دو به. شده است، از مقادیر مختلفی برای این ضریب های سختی استفاده در این تحقیق

، iRای هتوان به ترتیب با عبارتها را میشعاع، جرم و صلبیتّ خمشی متفاوتی دارند. این ضریب ،نانوصفحه

im  وiD 2 ,1ای که مشخص کرد به گونه i = .ها بصورت ثابت این پارامترها برای هر یک از نانوصفحه

ای هها، به ترتیب با عبارتدرنظر گرفته شده است. جابجایی خمشی متقارن محوری برای هر یک از نانوصفحه

𝑤1(r, t)  و𝑤2(r, t) .نمایش داده شده است 

8)ی ی نانوصفحه، یعنی معادلهی غیرمحلیّ برابا استفاده از معادلهو  1-1با توجه به شکل  − -، معادله(2

 :صورت زیر بیان نمودتوان بهها را میهای حاکم بر هر یک از نانوصفحه

 :1ی نانوصفحه

𝐷1

(1 − (𝑒0𝑎)2𝛻2)
𝛻4𝑤1 + 𝜌1ℎ1�̈�1 + (𝑤1 − 𝑤2)𝑘1

+ (𝑤1 − 𝑤2)
3𝑘2 = 0 

(1 − 3) 

 :2ی نانوصفحه
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𝐷2

(1 − (𝑒0𝑎)2𝛻2)
𝛻4𝑤2 + 𝜌2ℎ2�̈�2 + (𝑤2 − 𝑤1)𝑘1

+ (𝑤2 − 𝑤1)
3𝑘2 = 0 

(2 − 3) 

 :های بالادر معادله

�̈�𝑖 =
𝜕2𝑤𝑖

𝜕𝑡2
 

(3 − 3) 

𝐷𝑖 =
𝐸𝑖ℎ𝑖

3

12(1 − 𝜈𝑖
2)

 
(4 − 3) 

حه پواسن نانوصف ضریبگر مدول یانگ، ضخامت نانوصفحه و ترتیب بیانبه 𝜈𝑖و 𝐸𝑖،ℎ𝑖های چنین عبارتهم

 باشند. می

 
  طیّهم توطّي محیي الاطتیک غیرای شکل متيّل بصای دایرهصفحصطیستم دو نرنو مد  1-1شکل 

 نظر، فرض شده است که:برای تحلیل مورد

𝐷1 = 𝐷2 = 𝐷 ≡ 5) ثابت − 3) 
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𝜌1ℎ1 = 𝜌2ℎ2 = 𝜌ℎ ≡  ثابت

 صورت زیر بازنویسی کرد:ها را بههای حاکم بر نانوصفحهتوان معادلهپس از استفاده از رابطه بالا، می

𝐷

(1 − (𝑒0𝑎)2𝛻2)
𝛻4𝑤1 +  𝜌ℎ�̈�1 + (𝑤1 − 𝑤2)𝑘1 + (𝑤1 − 𝑤2)

3𝑘2

= 0 

(6 − 3) 

𝐷

(1 − (𝑒0𝑎)2𝛻2)
𝛻4𝑤2 +  𝜌ℎ�̈�2 + (𝑤2 − 𝑤1)𝑘1 + (𝑤2 − 𝑤1)

3𝑘2

= 0 

(7 − 3) 

,𝑤(𝑟در ادامه با معرفی پارامتر  𝑡) خواهیم  2ی نسبت به نانوصفحه 1ی با عنوان جابجایی نسبی نانوصفحه

 داشت:

𝑤(𝑟, 𝑡) = 𝑤1(𝑟, 𝑡) − 𝑤2(𝑟, 𝑡) (8 − 3) 

6)ی ز کسر کردن رابطهپس ا − 7)ی از رابطه (3 − 8)ی و استفاده از رابطه (3 − های معادله ،(3

 توان بازنویسی کرد:صورت زیر میحاکم بر مسأله را به

𝐷

(1 − (𝑒0𝑎)2𝛻2)
𝛻4𝑤(𝑟, 𝑡) +  𝜌ℎ�̈�(𝑟, 𝑡) + 2𝑘1𝑤(𝑟, 𝑡)

+ 2𝑘2𝑤
3(𝑟, 𝑡) = 0 

(9 − 3) 

𝐷

(1 − (𝑒0𝑎)2𝛻2)
𝛻4𝑤1(𝑟, 𝑡) +  𝜌ℎ�̈�1(𝑟, 𝑡)

= −𝑘1𝑤(𝑟, 𝑡) − 𝑘2𝑤
3(𝑟, 𝑡) 

(11 − 3) 

های کلاسیک های فوق به معادله، معادله𝑒0𝑎غیرمحلی، یعنی  از عبارت پوشیچشمکه با  شودمشاهده می

 شوند.ی کیرشهف تبدیل میآزاد از مقیاس تئوری صفحه

 :شودصورت زیر تعریف میبه ،بعدهای بیمیتدر ادامه ک
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𝑤∗ =
𝑤

𝑅
  ,  𝑤1

∗ =
𝑤1

𝑅
    ,   𝑟∗ =

𝑟

𝑅
  ,   𝑡∗ =

𝑡ℎ

𝑅2
√

𝐸

12𝜌(1 − 𝜈2)
    ,

𝛾 =
𝑒0𝑎

𝑅
 

(11 − 3) 

صورت زیر توان بهمی ،، پس از حذف علامت ستارههای حاکم راهای یادشده، معادلهاستفاده از کمیت با 

 بازنویسی کرد:

𝛻4𝑤(𝑟, 𝑡) + 
𝜕2

𝜕𝑡2
[𝑤(𝑟, 𝑡) −  𝛾2𝛻2𝑤(𝑟, 𝑡)]

+ 𝛼1[𝑤(𝑟, 𝑡) −  𝛾2𝛻2𝑤(𝑟, 𝑡)]

+ 𝛼2[𝑤
3(𝑟, 𝑡) −  𝛾2𝛻2𝑤3(𝑟, 𝑡)] = 0 

(12 − 3) 

𝛻4𝑤1(𝑟, 𝑡) + 
𝜕2

𝜕𝑡2
[𝑤1(𝑟, 𝑡) −  𝛾2𝛻2𝑤1(𝑟, 𝑡)]

= −𝛼1[𝑤(𝑟, 𝑡) −  𝛾2𝛻2𝑤(𝑟, 𝑡)]

− 𝛼2[𝑤
3(𝑟, 𝑡) −  𝛾2𝛻2𝑤3(𝑟, 𝑡)] 

 

(13 − 3) 

 :ی بالاکه در رابطه

𝛼1 =
24𝑅4𝑘1(1 − 𝜈2)

𝐸ℎ3
 

(14 − 3) 

𝛼2 =
24𝑅6𝑘2(1 − 𝜈2)

𝐸ℎ3
 

(15 − 3) 
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های حاکم بر حل معادله
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 های حاکم بر مسألهحل دستگاه معادله -1 -4

پاسخ  .شوداستفاده می، ]16[های چندگانه های حاکم بر مسأله، از روش مقیاسمعادلهبرای حل دستگاه 

12)هایمعادله − 13)و   (3 −  :]17-16[شودفرض میصورت زیر به، (3

𝑤(𝑟, 𝑇0, 𝑇1, 𝑇2)

= 𝑋(𝑟, 𝑇0, 𝑇1, 𝑇2)𝜖 + 𝑌(𝑟, 𝑇0, 𝑇1, 𝑇2)𝜖
2

+ 𝑍(𝑟, 𝑇0, 𝑇1, 𝑇2)𝜖
3 

(1 − 4) 

𝑤1(𝑟, 𝑇0, 𝑇1, 𝑇2)

= 𝐺(𝑟, 𝑇0, 𝑇1, 𝑇2)𝜖 + 𝐻(𝑟, 𝑇0, 𝑇1, 𝑇2)𝜖
2

+ 𝐼(𝑟, 𝑇0, 𝑇1, 𝑇2)𝜖
3 

 

(2 − 4) 

ابزار ساماندهی معرفی  عنوانباشد. این کمیّت، همچنین، بهبعد میبیکوچک یک کمیتّ  ،𝜖ها، این رابطه در

𝑇0که  طوری به ،شده است = 𝑡  های داده در اثر فرکانسهای رخحرکت و، مقیاس سریع زمانی بوده

𝑇1کند. همچنین، می مشخصّطبیعی نانوصفحه را  = 𝜖𝑡 و𝑇2 = 𝜖2𝑡های کند زمانی هستند ، مقیاس

ای هکنند. مشتقباشد، بیان میپارامترهای غیرخطیّ می ناشی ازهای نانوصفحه را، که که انتقال فرکانس

 صورت زیر بیان نمود:های زمانی بهتوان برحسب این مقیاسزمانی را می

𝜕

𝜕𝑡
= 𝐷0 + 𝜖𝐷1 + 𝜖2𝐷2 + ⋯ 

(3 − 4) 

 :الای بدر رابطهکه 

𝐷𝑛 =
𝜕

𝜕𝑇𝑛
 

(4 − 4) 

1)های پس از جایگذاری رابطه − 4) ،(2 − 3)و (4 − 12)های در معادله (4 − 13)و (3 −  و (3

آید. ها، دو دسته معادله بدست میدر دو طرف این معادله𝜖 توان از کمیتّهای هممساوی قرار دادن ضریب

ها ی اول معادلهها، ابتدا باید دستهرای حل این معادلهباشند. بها، دارای سه معادله میهریک از این دسته
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ی دوم، به حل آن پرداخته شود. روش دست آمده در دستهو در ادامه، پس از جایگذاری پاسخ به حل شود

های غیرخطیّ عمود برهم سیستم، درنظر مودشکل، به این صورت است که تنها، جابرده شده در اینکار به

 کرد: رتبّصورت زیر متوان بهدست آمده را میهای حاکم بههای معادلهدستهگرفته شده است. 

 ها(ی اول معادله)دسته

 :𝜖ی ی مرتبهمعادله

𝛻4𝑋 + 𝐷0
2[𝑋 −  𝛾2𝛻2𝑋] + 𝛼1[𝑋 −  𝛾2𝛻2𝑋] = 0 (5 − 4) 

 :𝜖2ی ی مرتبهمعادله

𝛻4𝑌 + 𝐷0
2[𝑌 −  𝛾2𝛻2𝑌] + 𝛼1[𝑌 −  𝛾2𝛻2𝑌]

= −2𝐷0𝐷1[𝑋 −  𝛾2𝛻2𝑋] 

(6 − 4) 

 :𝜖3ی ی مرتبهمعادله

𝛻4𝑍 + 𝐷0
2[𝑍 −  𝛾2𝛻2𝑍] + 𝛼1[𝑍 −  𝛾2𝛻2𝑍]                    

=  −2𝐷0𝐷1[𝑌 −  𝛾2𝛻2𝑌]

− (2𝐷0𝐷2 + 𝐷1
2)[𝑋 −  𝛾2𝛻2𝑋]

− 𝛼2 [ 𝑋3 −  𝛾2 [3𝑋2  
𝜕2𝑋

𝜕𝑟2
+ 6𝑋 (

𝜕𝑋

𝜕𝑟
)
2

]

−
3 𝛾2𝑋2 [

𝜕𝑋
𝜕𝑟

]

𝑟
 ] 

(7 − 4) 

 ها(ی دوم معادله)دسته 
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 :𝜖ی ی مرتبهمعادله

𝛻4𝐺 + 𝐷0
2[𝐺 −  𝛾2𝛻2𝐺] = −𝛼1[𝑋 −  𝛾2𝛻2𝑋] (8 − 4) 

 :𝜖2ی مرتبهی معادله

𝛻4𝐻 + 𝐷0
2[𝐻 −  𝛾2𝛻2𝐻]

= −𝛼1[𝑌 −  𝛾2𝛻2𝑌] − 2𝐷0𝐷1[𝐺 −  𝛾2𝛻2𝐺] 

  (9 − 4) 

 :𝜖3ی ی مرتبهمعادله

𝛻4𝐼 + 𝐷0
2[𝐼 −  𝛾2𝛻2𝐼]

= −𝛼1[𝑍 −  𝛾2𝛻2𝑍] − 2𝐷0𝐷1[𝐻 −  𝛾2𝛻2𝐻]

− (2𝐷0𝐷2 + 𝐷1
2)[𝐺 −  𝛾2𝛻2𝐺]

− 𝛼2 [ 𝑋3 −  𝛾2 [3𝑋2  
𝜕2𝑋

𝜕𝑟2
+ 6𝑋 (

𝜕𝑋

𝜕𝑟
)
2

]

−
3 𝛾2𝑋2 [

𝜕𝑋
𝜕𝑟

]

𝑟
 ] 

(11 − 4) 

 های اولّی معادلهروند حلّ دسته -4-2

5)ی اولّ ،یعنی معادلهی مرتبه مود غیرخطیّ، پاسخ مسألهشکلامین nبرای استخراج  − صورت زیر ، به(4

 :]17[شودگرفته میدرنظر 

𝑋 = 𝜉(𝑟)𝐴𝑛(𝑇1, 𝑇2)𝑒
𝑖𝜔𝑛𝑇0 + 𝑐𝑐  (11 − 4) 

، تابع 𝐴𝑛های نوشته شده، اشاره دارد. همچنین،های مختلط مزدوج عبارتبه مؤلفه ccدر این رابطه، عبارت 

های بعدی فرآیند حل، تعیین پذیری در مرحلهباشد که با اعمال شرایط حلمی 𝑇2و  𝑇1های زمانی مقیاس
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ی       ی اوّل ارائه شده در معادلهی پاسخ مرتبهباشد. پس از جایگذاری رابطهمی rتابعی از 𝜉 شود. تابعمی

(5 −  شود:، نتیجه می(4

𝛻2(𝛻2𝜉) + 𝛤2𝛻2𝜉 − 𝛴4𝜉 = 0 (12 − 4) 

 ای که:گونهبه

𝛤2 =  𝛾2(𝜔𝑛
2 − 𝛼1) (13 − 4) 

 

 و

𝛴4 = (𝜔𝑛
2 − 𝛼1) (14 − 4) 

12)یمعادله − باشد. با استفاده از این ای موردنظر میی اوّل سیستم دو نانوصفحهی مشخصهّ، معادله(4

 ه کرد. های طبیعی خطّی سیستم یادشده را محاسبتوان برخی از فرکانسمعادله، می

12)یپاسخ معادله −  صورت زیر بیان نمود:توان به، را می(4

𝜉(𝑟) = 𝐶1 𝐽0(𝛹𝑟) + 𝐶2 𝐽0(𝛷𝑟) + 𝐶3 𝑌0(𝛹𝑟) + 𝐶4 𝑌0(𝛷𝑟) (15 − 4) 

 ، عددهای ثابتی هستند و همچنین: 𝐶𝑖های که در این ضریب

𝛹 =
1

2
√2𝛤2 + 2√(𝛤2 − 2𝛤𝛴 + 2𝛴2)(𝛤2 + 2𝛤𝛴 + 2𝛴2) 

(16 − 4) 

𝛷 =
1

2
√2𝛤2 − 2√(𝛤2 − 2𝛤𝛴 + 2𝛴2)(𝛤2 + 2𝛤𝛴 + 2𝛴2) 

 

(17 − 4) 

15)یدر رابطه −  یباشند. با داشتن معادلههای تعمیم یافته بسل نوع اولّ و دومّ می، تابع𝑌0و 𝐽0، توابع (4

(15 − 5)یتوان پاسخ کلیّ معادله، می(4 −  صورت زیر بازنویسی کرد:، را به(4

𝑋 = [𝐶1 𝐽0(𝛹𝑟) + 𝐶2 𝐽0(𝛷𝑟) + 𝐶3 𝑌0(𝛹𝑟)

+ 𝐶4 𝑌0(𝛷𝑟)]𝐴𝑛(𝑇1, 𝑇2) 𝑒
𝑖𝜔𝑛𝑇0 + 𝑐𝑐 

( 81 − 4) 
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 ایهای دایرهاعمال شرایط مرزی گیردار برای نانوصفحه -4-2-1

گونه که در شود. هماندر نظر گرفته می 1-1ای مانند شکل ی دایرهنانوصفحه شده از دوسیستم تشکیل

، نمایش داده شده است. مرکز سیستم مختصات Rها با شود، شعاع هر یک از نانوصفحهاین شکل مشاهده می

 نظرای قرار داده شده است. شرایط مرزی سیستم موردی دایرهقطبی مورد استفاده، در مرکز نانوصفحه

و باشد. در این صورت، هر دها، مقیدّ به قید گیردار میصورتی است که محیط بیرونی هر یک از نانوصفحهبه

، در موقعیت مرکز نانوصفحه، مقداری نامشخص دارند. بنابراین ضریب های 𝑌0(𝛷𝑟)و 𝑌0(𝛹𝑟)تابع بسل 

𝐶3   و𝐶4  باشند.برابر با صفر می 

 صورت زیر بیان نمود:توان بههای بالا، شرایط مرزی گیردار را میحبا توجه به توضی

𝜉(𝑟)𝑟=1 = 0 ( 91 − 4) 

𝜕𝜉(𝑟)

𝜕𝑟 𝑟=1
= 0 

 

(21 − 4) 

18)ی پس از قرار دادن رابطه − 19)های ، در رابطه(4 − 21)و  (4 −  خواهیم داشت: (4

𝐶1 𝐽0(𝛹) + 𝐶2 𝐽0(𝛷) = 0 (21 − 4) 

𝐶1 𝛹 𝐽1(𝛹) + 𝐶2 𝛷 𝐽1(𝛷) = 0 

 

(22 − 4) 

 فرم ماتریسی نوشت: صورت زیر بهتوان بههای بالا را میمعادله

[
𝐽0(𝛹) 𝐽0(𝛷)

𝛹 𝐽1(𝛹) 𝛷 𝐽1(𝛷)
] [

𝐶1 

𝐶2 
] = [

0
0
] ( 32 − 4) 

 الا صفر باشد. بنابراین:ی بهای معادلهبرای داشتن جواب غیربدیهی، باید دترمینان ماتریس ضریب

|
𝐽0(𝛹) 𝐽0(𝛷)

𝛹 𝐽1(𝛹) 𝛷 𝐽1(𝛷)
| = 0 (24 − 4) 
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 صورت زیر، فراهم میکند:ی فرکانسی اوّل سیستم یادشده را، به، معادله(48)ی رابطه

𝛷 𝐽0(𝛹) 𝐽1(𝛷) − 𝛹 𝐽1(𝛹)𝐽0(𝛷) = 0 (25 − 4) 

 آید.ی بالا بدست میاز معادلههای خطّی سیستم برخی از فرکانس

23)ی ماتریسی ها، با استفاده از رابطهموددست آوردن شکلبرای به −  توان نوشت:، می(4

𝐶2 

𝐶1 
= −

𝐽0(𝛹)

𝐽0(𝛷)
 

( 62 − 4) 

 بنابراین:

𝑋 = [𝐽0(𝛹𝑟) −
𝐽0(𝛹)

𝐽0(𝛷)
 𝐽0(𝛷𝑟) ] 𝐴𝑛(𝑇1, 𝑇2)𝑒

𝑖𝜔𝑛𝑇0 + 𝑐𝑐 
(27 − 4) 

 ایهای حلقهاعمال شرایط مرزی گیردار برای نانوصفحه -4-2-2

ای در نظر گرفته صورت حلقهمقیاس موردنظر ، بهی سیستم نانودهندهدر این حالت، دو المان تشکیل

 شود. می

گیریم. مرکز سیستم یدر نظر م Rها را و شعاع خارجی آن 'Rها را شعاع داخلی هر یک از نانوصفحه

ای، قرار داده شده است. شرایط مرزی سیستم ی حلقهمختصات قطبی مورد استفاده، در مرکز نانوصفحه

اشد. در بها، مقیدّ به قید گیردار میصورتی است که محیط داخلی و بیرونی هر یک از نانوصفحهنظر بهمورد

 صورت زیر بیان نمود:توان بهگیردار را میهای بالا، شرایط مرزی این صورت با توجه به توضیح

𝜉(𝑟)𝑟=1 = 𝜉(𝑟)
𝑟=

𝑅′

𝑅

= 0 (28 − 4) 

𝜕𝜉(𝑟)

𝜕𝑟 𝑟=1
=

𝜕𝜉(𝑟)

𝜕𝑟 𝑟=
𝑅′

𝑅

= 0 

 

(29 − 4) 

18)ی پس از قرار دادن رابطه − 28)های ، در رابطه(4 − 29)و  (4 −  خواهیم داشت: (4
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(31 − 4) 𝐶1 𝐽0(𝛹) + 𝐶2 𝐽0(𝛷) + 𝐶3 𝑌0(𝛹) + 𝐶4 𝑌0(𝛷) = 0 

(31 − 4) 
𝐶1 𝐽0 (

𝑅′

𝑅
𝛹) + 𝐶2 𝐽0 (

𝑅′

𝑅
𝛷) + 𝐶3 𝑌0 (

𝑅′

𝑅
𝛹) + 𝐶4 𝑌0 (

𝑅′

𝑅
𝛷)

= 0 

(32 − 4) 𝐶1 𝛹𝐽1(𝛹) + 𝐶2 𝛷𝐽1(𝛷) + 𝐶3 𝛹𝑌1(𝛹) + 𝐶4 𝛷𝑌1(𝛷) = 0 

(33 − 4) 
𝐶1 𝛹𝐽1 (

𝑅′

𝑅
𝛹) + 𝐶2 𝛷𝐽1 (

𝑅′

𝑅
𝛷) + 𝐶3 𝛹𝑌1 (

𝑅′

𝑅
𝛹)

+ 𝐶4 𝛷𝑌1 (
𝑅′

𝑅
𝛷) = 0 

 فرم ماتریسی نوشت: صورت زیر بهتوان بههای بالا را میمعادله

[
 
 
 
 
 
 

𝐽0(𝛹) 𝐽0(𝛷) 𝑌0(𝛹) 𝑌0(𝛷)

𝐽0 (
𝑅′

𝑅
𝛹) 𝐽0 (

𝑅′

𝑅
𝛷) 𝑌0 (

𝑅′

𝑅
𝛹) 𝑌0 (

𝑅′

𝑅
𝛷)

𝛹𝐽1(𝛹)

𝛹𝐽1 (
𝑅′

𝑅
𝛹)

𝛷𝐽1(𝛷)

𝛷𝐽1 (
𝑅′

𝑅
𝛷)

𝛹𝑌1(𝛹) 𝛷𝑌1(𝛷)

𝛹𝑌1 (
𝑅′

𝑅
𝛹) 𝛷𝑌1 (

𝑅′

𝑅
𝛷)

]
 
 
 
 
 
 

[

𝐶1 

𝐶2 

𝐶3 

𝐶4 

]

= [

0
0
0
0

] 

(34 − 4) 

ان ی بالا صفر باشد. بنابراین دترمینهای معادلهبرای داشتن جواب غیربدیهی، باید دترمینان ماتریس ضریب

 صورت زیر داریم:فرکانسی را به

|

|

𝐽0(𝛹) 𝐽0(𝛷) 𝑌0(𝛹) 𝑌0(𝛷)

𝐽0 (
𝑅′

𝑅
𝛹) 𝐽0 (

𝑅′

𝑅
𝛷) 𝑌0 (

𝑅′

𝑅
𝛹) 𝑌0 (

𝑅′

𝑅
𝛷)

𝛹𝐽1(𝛹)

𝛹𝐽1 (
𝑅′

𝑅
𝛹)

𝛷𝐽1(𝛷)

𝛷𝐽1 (
𝑅′

𝑅
𝛷)

𝛹𝑌1(𝛹) 𝛷𝑌1(𝛷)

𝛹𝑌1 (
𝑅′

𝑅
𝛹) 𝛷𝑌1 (

𝑅′

𝑅
𝛷)

|

|

= 0 

(35 − 4) 
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هم توسطّ محیط ای متصّل بهی حلقهتشکیل شده از دو نانوصفحهخطیّ سیستم های برخی از فرکانس

 آید.ی بالا بدست میاز رابطهالاستیک غیرخطّی، 

34)ی ماتریسی های این سیستم، با استفاده از رابطهموددست آوردن شکلبرای به −  توان نوشت:، می(4

(36 − 4) 𝐶2 

𝐶1 
= −

𝐽0(𝛹)

𝐽0(𝛷)
−

𝑌0(𝛹)

𝐽0(𝛷)

𝜛3

𝜛1

+ [
𝜛6 −

𝜛4

𝜛1
𝜛3

𝜛5 −
𝜛4

𝜛1
𝜛2

] (
𝑌0(𝛹)

𝐽0(𝛷)

𝜛2

𝜛1
−

𝑌0(𝛷)

𝐽0(𝛷)
) 

(37 − 4) 
𝐶3 

𝐶1 
=

𝜛3

𝜛1
−

𝜛2

𝜛1

(𝜛6 −
𝜛4

𝜛1
𝜛3)

(𝜛5 −
𝜛4
𝜛1

𝜛2)
 

(38 − 4) 𝐶4 

𝐶1 
=

𝜛6 −
𝜛4

𝜛1
𝜛3

𝜛5 −
𝜛4

𝜛1
𝜛2

 

 های بالا:که در رابطه

(39 − 4) 

𝜛1 = 𝑌0 (
𝑅′

𝑅
𝛹) −

𝐽0 (
𝑅′

𝑅
𝛷)

𝐽0(𝛷)
𝑌0(𝛹) 

(41 − 4) 

𝜛2 = 𝑌0 (
𝑅′

𝑅
𝛷) −

𝐽0 (
𝑅′

𝑅
𝛷)

𝐽0(𝛷)
𝑌0(𝛷) 

(41 − 4) 

𝜛3 =
𝐽0 (

𝑅′

𝑅
𝛷)

𝐽0(𝛷)
𝐽0(𝛹) − 𝐽0 (

𝑅′

𝑅
𝛹) 

(42 − 4) 
𝜛4 = 𝛹𝑌1(𝛹) −

𝛷𝐽1(𝛷)

𝐽0(𝛷)
𝑌0(𝛹) 

(43 − 4) 
𝜛5 = 𝛷𝑌1(𝛷) −

𝛷𝐽1(𝛷)

𝐽0(𝛷)
𝑌0(𝛷) 
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(44 − 4) 
𝜛6 =

𝛷𝐽1(𝛷)

𝐽0(𝛷)
𝐽0(𝛹) − 𝛹𝐽1(𝛹) 

 :، خواهیم داشتبنابراین

𝑋 = [𝐽0(𝛹𝑟) +
𝐶2 

𝐶1 
𝐽0(𝛷𝑟) +

𝐶3 

𝐶1 
𝑌0(𝛹𝑟)

+
𝐶4 

𝐶1 
𝑌0(𝛷𝑟)] 𝐴𝑛(𝑇1, 𝑇2)𝑒

𝑖𝜔𝑛𝑇0 + 𝑐𝑐 

( 54 − 4) 

11)یاز جایگذاری رابطهپس  − 6)یدر معادله (4 −  خواهیم داشت: (4

𝛻4𝑌 + 𝐷0
2[𝑌 −  𝛾2𝛻2𝑌] + 𝛼1[𝑌 −  𝛾2𝛻2𝑌]

= −2𝑖𝜔𝑛𝑒𝑖𝜔𝑛𝑇0𝐷1𝐴𝑛[1 −  𝛾2𝛻2]𝜉(𝑟) + 𝑐𝑐 

( 64 − 4) 

 توان نوشت:می 6های سکولارپس از حذف عبارت

𝐷1𝐴𝑛 = 0 (47 − 4) 

 .است 𝑇1مقیاس زمانی  مستقل از، 𝐴𝑛تابعکند که ی بالا بیان میمعادله

46)یمعادلهخصوصی پاسخ   −  :]16[صورت زیر خواهیم داشترا به (4

𝑌 = 0 (48 − 4) 

11)هایپس از جایگذاری رابطه − 48)و (4 − 7)یدر معادله (4 −  خواهیم داشت: (4

                                                           
6 Secular terms 
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𝛻4𝑍 + 𝐷0
2[𝑍 −  𝛾2𝛻2𝑍] + 𝛼1[𝑍 −  𝛾2𝛻2𝑍]

= {−2𝑖𝜔𝑛 𝐴𝑛
́ [𝜉(𝑟) −  𝛾2𝛻2𝜉(𝑟)]

+ 3𝛼2𝐴𝑛
2 𝐴𝑛 (− 𝜉(𝑟)3 +  𝛾2𝜉(𝑟)2 (

𝑑2𝜉(𝑟)

𝑑𝑟2
)

+ 6 𝛾2𝜉(𝑟) (
𝑑𝜉(𝑟)

𝑑𝑟
)

2

+
3 𝛾2𝜉(𝑟)2 (

𝑑𝜉(𝑟)
𝑑𝑟

)

𝑟
)}𝑒𝑖𝜔𝑛𝑇0

+ 𝛼2𝐴𝑛
3 {− 𝜉(𝑟)3 + 3 𝛾2𝜉(𝑟)2 (

𝑑2𝜉(𝑟)

𝑑𝑟2
)

+ 6 𝛾2𝜉(𝑟) (
𝑑𝜉(𝑟)

𝑑𝑟
)

2

+
3 𝛾2𝜉(𝑟)2 (

𝑑𝜉(𝑟)
𝑑𝑟

)

𝑟
}𝑒3𝑖𝜔𝑛𝑇0 + 𝑐𝑐 

(49 − 4) 

 

 باشد و همچنین:می  𝐴𝑛، مختلط مزدوج 𝐴𝑛تابعی بالا، در رابطه

𝐴𝑛
́ =

𝑑𝐴𝑛

𝑑𝑇2
 

(51 − 4) 
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49)ی بخش غیرهمگن معادله − پذیری صادق باشد. این درصورتی دارای پاسخ است که شرایط حل (4

49)ی کند که عبارت سمت راست معادلهشرایط بیان می − ی اولّ، یعنی باید عمود بر پاسخ معادله (4

X49)یعمال این شرایط برای معادله، باشد. پس از ا −  توان نوشت:، می(4

−2𝑖𝜔𝑛𝐴𝑛
́ 𝜒2 + 3𝛼2𝐴𝑛

2 𝐴𝑛 𝜒1 = 0 (51 − 4) 

 ی بالا:که در رابطه

𝜒1 = ∫ (− 𝜉(𝑟)4 + 3 𝛾2𝜉(𝑟)3 (
𝑑2𝜉(𝑟)

𝑑𝑟2
) + 6 𝛾2𝜉(𝑟)2 (

𝑑𝜉(𝑟)

𝑑𝑟
)

21

0

+
3 𝛾2𝜉(𝑟)3 (

𝑑𝜉(𝑟)
𝑑𝑟

)

𝑟
)𝑑𝑟 

(52 − 4) 

𝜒2 = ∫ 𝜉(𝑟)2
1

0

𝑑𝑟 

 

(53 − 4) 

52)هایپاسخ انتگرال − 53)و (4 −  اند.تعیین شده 1-6آ.جدول صورت عددی و در بخش پیوست به (4

51)یبرای حل کردن معادله −  :]17[صورت زیر فرض کردتوان بهرا می 𝐴𝑛عبارت ،(4

𝐴𝑛 = 𝑎𝑒𝑥𝑝(𝑖𝑏) (54 − 4) 

54)ی دررابطه − -باشند. پس از جایگذاری رابطهمی 𝑇2هایی از مقیاس زمانیتابع bو  aهای ، عبارت(4

54)ی − 51)یدر معادله (4 −  توان نوشت:های حقیقی و موهومی این معادله، میو جداسازی بخش (4

�́� = 0 (55 − 4) 

2𝜔𝑛𝜒2�́� + 3𝛼2𝜒1𝑎
2 = 0 

 

( 65 − 4) 

 ها:که در این رابطه
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�́� =
𝑑𝑎

𝑑𝑇2
 

(57 − 4) 

�́� =
𝑑𝑏

𝑑𝑇2
 

 

(58 − 4) 

) یرابطه 75 − ) ی، عددی ثابت است. از رابطهaدارد که بیان می (4 85 −  توان نتیجه گرفت:می (4

𝑏 = −
3𝛼2𝜒1𝑎

2

2𝜔𝑛𝜒2
𝑇2 + 𝑏0 

(59 − 4) 

55)یدر رابطه − 59)ی یک عدد ثابت است. با استفاده از رابطه 𝑏0، عبارت(4 − -توان رابطه، می(4

56)ی −  صورت زیر بازنویسی کرد:را به (4

𝐴𝑛 = 𝑎 𝑒𝑥𝑝(−𝑖 [
3𝛼2𝜒1𝑎

2

2𝜔𝑛𝜒2
] 𝑇2 + 𝑖𝑏0) 

(61 − 4) 

 در نتیجه:

𝑋 = 2𝑎𝜉(𝑟) 𝑐𝑜𝑠(𝛺𝑛𝑡 + 𝑏0) (61 − 4) 

 که در رابطه بالا:

𝛺𝑛 = −[
3𝛼2𝜒1𝑎

2

2𝜔𝑛𝜒2
] 𝜖2 + 𝜔𝑛 

(62 − 4) 

56)هایپس از جایگذاری رابطه − 62)و (4 − 7)یدر رابطه (4 −  توان نوشت:می (4
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𝛻4𝑍 + 𝐷0
2[𝑍 −  𝛾2𝛻2𝑍] + 𝛼1[𝑍 −  𝛾2𝛻2𝑍]

= 3𝛼2𝐴𝑛
2 𝐴𝑛 {− 𝜉(𝑟)3 +  𝛾2𝜉(𝑟)2 (

𝑑2𝜉(𝑟)

𝑑𝑟2
)

+ 6 𝛾2𝜉(𝑟) (
𝑑𝜉(𝑟)

𝑑𝑟
)

2

+
3 𝛾2𝜉(𝑟)2 (

𝑑𝜉(𝑟)
𝑑𝑟

)

𝑟

−
𝜒1

𝜒2

[𝜉(𝑟) −  𝛾2𝛻2𝜉(𝑟)]} 𝑒𝑖𝜔𝑛𝑇0

+ 𝛼2𝐴𝑛
3 {− 𝜉(𝑟)3 + 3 𝛾2𝜉(𝑟)2 (

𝑑2𝜉(𝑟)

𝑑𝑟2
)

+ 6 𝛾2𝜉(𝑟) (
𝑑𝜉(𝑟)

𝑑𝑟
)

2

+
3 𝛾2𝜉(𝑟)2 (

𝑑𝜉(𝑟)
𝑑𝑟

)

𝑟
}𝑒3𝑖𝜔𝑛𝑇0 + 𝑐𝑐 

(63 − 4) 

 :]17[صورت زیر بیان کردتوان بهی بالا را میپاسخ معادله

𝑍 = 𝛼2𝐴
3𝑈(𝑟) 𝑒3𝑖𝜔𝑇0 + 3𝛼2𝐴𝑛

2𝐴𝑛 𝑆(𝑟)𝑒𝑖𝜔𝑛𝑇0 + 𝑐𝑐 (64 − 4) 

-باشند. پس از جایگذاری رابطه بالا در معادلهمی𝑟 توابعی از متغیرّ𝑆(𝑟) و𝑈(𝑟) هایی بالا، تابعدر رابطه

63)ی −  توان نوشت:می (4
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𝛻4𝑈(𝑟) + (𝛼1 − 9𝜔𝑛
2)[𝑈(𝑟) −  𝛾2𝛻2𝑈(𝑟)]

= − 𝜉(𝑟)3 + 3 𝛾2𝜉(𝑟)2 (
𝑑2𝜉(𝑟)

𝑑𝑟2
)

+ 6 𝛾2𝜉(𝑟) (
𝑑𝜉(𝑟)

𝑑𝑟
)

2

+
3 𝛾2𝜉(𝑟)2 (

𝑑𝜉(𝑟)
𝑑𝑟

)

𝑟
 

(65 − 4) 

𝛻4𝑆(𝑟) + (𝛼1 − 𝜔𝑛
2)[𝑆(𝑟) −  𝛾2𝛻2𝑆(𝑟)]

= − 𝜉(𝑟)3 +  𝛾2𝜉(𝑟)2 (
𝑑2𝜉(𝑟)

𝑑𝑟2
)

+ 6 𝛾2𝜉(𝑟) (
𝑑𝜉(𝑟)

𝑑𝑟
)

2

+
3 𝛾2𝜉(𝑟)2 (

𝑑𝜉(𝑟)
𝑑𝑟

)

𝑟

−
𝜒1

𝜒2

[𝜉(𝑟) −  𝛾2𝛻2𝜉(𝑟)] 

(66 − 4) 

65)های پاسخ معادله − 66) و (4 −  3-6و  2-6های آ.جدولصورت عددی و در بخش پیوست به، (4

 اند.تعیین شده

48)های پس از جایگذاری رابطه − 4) ،(61 − 64) و(4 − 1) یطهدر راب(4 −  توان نوشت:می (4

𝑤 = 2𝑎{𝜉(𝑟) 𝑐𝑜𝑠(𝛺𝑛𝑡 + 𝑏0)}𝜖

+ 2𝛼2𝑎
3{𝑈(𝑟) 𝑐𝑜𝑠(3𝛺𝑛𝑡 + 3𝑏0)

+ 3𝑆(𝑟) 𝑐𝑜𝑠(𝛺𝑛𝑡 + 𝑏0)}𝜖
3 

(67 − 4) 

 های دومی معادلهروند حلّ دسته -4-3

8)یپاسخ معادله −  :]17[فتگرصورت زیر درنظر بهتوان می، را (4

𝐺 = 𝛲(𝑟)𝑄𝑛(𝑇1, 𝑇2)𝑒
𝑖𝛿𝑛𝑇0 + 𝛼1𝐴𝑛ℎ(𝑟)𝑒𝑖𝜔𝑛𝑇0 + 𝑐𝑐 (68 − 4) 

,𝑄𝑛(𝑇1هستند.  rمتغیر  ،توابعی ازℎ(𝑟) و 𝛲(𝑟)های در این رابطه، تابع 𝑇2) های زمانی تابعی از مقیاس

𝑇1  و𝑇2 شود. پس از های بعدی فرآیند حل، تعیین میپذیری در مرحلهال شرایط حلباشد که با اعممی
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68)ی جایگذاری رابطه − 8)یدر معادله(4 −  hو  Pهای های مقدار مرزی زیر را برای عبارت، مسأله(4

 توان نوشت:می

𝛻4𝛲(𝑟) − 𝛿𝑛
2[𝛲(𝑟) −  𝛾2𝛻2𝛲(𝑟)] = 0 (69 − 4) 

𝛻4ℎ(𝑟) − 𝜔𝑛
2[ℎ(𝑟) −  𝛾2𝛻2ℎ(𝑟)] =  [𝜉(𝑟) −  𝛾2𝛻2𝜉(𝑟)] (71 − 4) 

69)یپاسخ معادله −  صورت زیر درنظر گرفت:توان به، را می(4

𝛲(𝑟) = 𝐶5 𝐽0(𝜑𝑟) + 𝐶6 𝐽0(𝜏𝑟) + 𝐶7 𝑌0(𝜑𝑟) + 𝐶8 𝑌0(𝜏𝑟) (71 − 4) 

 ند و همچنین:، عددهای ثابتی هست 𝐶𝑖های که عبارت

𝜑 =
1

2
√2𝛿𝑛

2 𝛾2 + 2Π 
(72 − 4) 

𝜏 =
1

2
√2𝛿𝑛

2 𝛾2 − 2Π 
(73 − 4) 

 های بالا:که در رابطه

Π = √(𝛿𝑛
2 𝛾2 − 2𝛾𝛿𝑛√𝛿𝑛 + 2𝛿𝑛)(𝛿𝑛

2 𝛾2 + 2𝛾𝛿𝑛√𝛿𝑛 + 2𝛿𝑛) 
(74 − 4) 

71)ی پاسخ معادله −  اند.تعیین شده 6-6 آ.جدولصورت عددی و در بخش پیوست به (4

 ای های دایرهاعمال شرایط مرزی گیردار برای نانوصفحه -4-3-1

ای، مقداری نامشخص دارند. بنابراین های دایرهدر موقعیت مرکز نانوصفحه 𝑌0(𝜏𝑟) و 𝑌0(𝜑𝑟)های عبارت

 باشند.میبرابر با صفر   𝐶8و  𝐶7هایضریب

 صورت زیر درنظر گرفت:توان بهشرایط مرزی گیردار را می

𝑃(𝑟)𝑟=1 = 0 (75 − 4) 

𝜕𝑃(𝑟)

𝜕𝑟 𝑟=1
= 0 

(76 − 4) 
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71)ی پس از قرار دادن رابطه − 75)های ، در رابطه(4 − 76)و (4 −  توان نوشت:می (4

𝐶5 𝐽0(𝜑𝑟) + 𝐶6 𝐽0(𝜏𝑟) = 0 (77 − 4) 

𝐶5 𝜑 𝐽1(𝜑𝑟) + 𝐶6 𝜏 𝐽1(𝜏𝑟) = 0 (78 − 4) 

 فرم ماتریسی نوشت: صورت زیر بهتوان بههای بالا را میمعادله

[
𝐽0(𝜑) 𝐽0(𝜏)

𝜑 𝐽1(𝜑) 𝜏 𝐽1(𝜏)
] [

𝐶5 

𝐶6 
] = [

0
0
] (79 − 4) 

 ی بالا صفر باشد. بنابراین:ههای معادلبرای داشتن جواب غیربدیهی، باید دترمینان ماتریس ضریب

|
𝐽0(𝜑) 𝐽0(𝜏)

𝜑 𝐽1(𝜑) 𝜏 𝐽1(𝜏)
| = 0 (81 − 4) 

 

 در نتیجه:

𝜏𝐽0(𝜑) 𝐽1(𝜏 ) − 𝜑 𝐽1(𝜑)𝐽0(𝜏 ) = 0 (81 − 4) 

25)های فرکانسیاز معادله − 81)و (4 − -های خطّی سیستم متشکّل از دو نانوصفحهتمامی فرکانس (4

 آیند.به هم توسطّ محیط الاستیک، بدست می ای شکل متصلّرهای دای

79)ی ماتریسی ها، با استفاده از رابطهموددست آوردن شکلبرای به −  توان نوشت:، می(4

𝐶6 

𝐶5 
= −

𝐽0(𝜑)

𝐽0(𝜏)
 

( 28 − 4) 

 بنابراین:

𝐺 = [𝐽0(𝜑𝑟) −
𝐽0(𝜑)

𝐽0(𝜏)
𝐽0(𝜏𝑟)]𝑄𝑛(𝑇1, 𝑇2)𝑒

𝑖𝛿𝑛𝑇0

+ 𝛼1𝐴ℎ(𝑟)𝑒𝑖𝜔𝑛𝑇0 + 𝑐𝑐 

   ( 38 − 4) 

 ایهای حلقهاعمال شرایط مرزی گیردار برای نانوصفحه -4-3-2

 صورت زیر بیان کرد:توان بهای را میهای حلقهشرایط مرزی گیردار برای نانوصفحه
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𝑃(𝑟)𝑟=1 = 𝑃(𝑟)
𝑟=

𝑅′

𝑅

= 0 (84 − 4) 

𝜕𝑃(𝑟)

𝜕𝑟 𝑟=1
=

𝜕𝑃(𝑟)

𝜕𝑟 𝑟=
𝑅′

𝑅

= 0 
( 58 − 4) 

71)ی پس از قرار دادن رابطه − 84)های ، در رابطه(4 − 85)و  (4 −  : توان نوشتمی (4

(86 − 4) 𝐶5 𝐽0(𝜑) + 𝐶6 𝐽0(𝜏) + 𝐶7 𝑌0(𝜑) + 𝐶8 𝑌0(𝜏) = 0 

(87 − 4) 
𝐶5 𝐽0 (

𝑅′

𝑅
𝜑) + 𝐶6 𝐽0 (

𝑅′

𝑅
𝜏) + 𝐶7 𝑌0 (

𝑅′

𝑅
𝜑) + 𝐶8 𝑌0 (

𝑅′

𝑅
𝜏) = 0 

(88 − 4) 𝐶5 𝜑𝐽1(𝜑) + 𝐶6 𝜏𝐽1(𝜏) + 𝐶7 𝜑𝑌1(𝜑) + 𝐶8 𝜏𝑌1(𝜏) = 0  

    ( 98 − 4) 
𝐶5 𝜑𝐽1 (

𝑅′

𝑅
𝜑) + 𝐶6 𝜏𝐽1 (

𝑅′

𝑅
𝜏) + 𝐶7 𝜑𝑌1 (

𝑅′

𝑅
𝜑)

+ 𝐶8 𝜏𝑌1 (
𝑅′

𝑅
𝜏) = 0 

 فرم ماتریسی نوشت: صورت زیر بهتوان بههای بالا را میمعادله

[
 
 
 
 
 
 

𝐽0(𝜑) 𝐽0(𝜏) 𝑌0(𝜑) 𝑌0(𝜏)

𝐽0 (
𝑅′

𝑅
𝜑) 𝐽0 (

𝑅′

𝑅
𝜏) 𝑌0 (

𝑅′

𝑅
𝜑) 𝑌0 (

𝑅′

𝑅
𝜏)

𝜑𝐽1(𝜑)

𝜑𝐽1 (
𝑅′

𝑅
𝜑)

𝜏𝐽1(𝜏)

𝜏𝐽1 (
𝑅′

𝑅
𝜏)

𝜑𝑌1(𝜑) 𝜏𝑌1(𝜏)

𝜑𝑌1 (
𝑅′

𝑅
𝜑) 𝜏𝑌1 (

𝑅′

𝑅
𝜏)

]
 
 
 
 
 
 

[

𝐶5 

𝐶6 

𝐶7 

𝐶8 

]

= [

0
0
0
0

] 

(91 − 4) 

ان ی بالا صفر باشد. بنابراین دترمینهای معادلهجواب غیربدیهی، باید دترمینان ماتریس ضریب برای داشتن

 صورت زیر داریم:فرکانسی را به
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|

|

𝐽0(𝜑) 𝐽0(𝜏) 𝑌0(𝜑) 𝑌0(𝜏)

𝐽0 (
𝑅′

𝑅
𝜑) 𝐽0 (

𝑅′

𝑅
𝜏) 𝑌0 (

𝑅′

𝑅
𝜑) 𝑌0 (

𝑅′

𝑅
𝜏)

𝜑𝐽1(𝜑)

𝜑𝐽1 (
𝑅′

𝑅
𝜑)

𝜏𝐽1(𝜏)

𝜏𝐽1 (
𝑅′

𝑅
𝜏)

𝜑𝑌1(𝜑) 𝜏𝑌1(𝜏)

𝜑𝑌1 (
𝑅′

𝑅
𝜑) 𝜏𝑌1 (

𝑅′

𝑅
𝜏)

|

|

= 0 

(91 − 4) 

35)های فرکانسیاز معادله − 91)و (4 −  ایای حلقههای خطّی سیستم دو نانوصفحهتمامی فرکانس (4

 آیند.به هم توسطّ محیط الاستیک ، بدست می شکل متصلّ

91)ی ماتریسی های این سیستم نیز، با استفاده از رابطهدست آوردن مودشیپبرای به − توان ، می(4

 نوشت:

(92 − 4) 𝐶6 

𝐶5 
= −

𝐽0(𝜑)

𝐽0(𝜏)
−

𝑌0(𝜑)

𝐽0(𝜏)

𝜛3

𝜛1

+ [
𝜛6 −

𝜛4

𝜛1
𝜛3

𝜛5 −
𝜛4

𝜛1
𝜛2

] (
𝑌0(𝜑)

𝐽0(𝜏)

𝜛2

𝜛1
−

𝑌0(𝜏)

𝐽0(𝜏)
) 

(93 − 4) 
𝐶7 

𝐶5 
=

𝜛3

𝜛1
−

𝜛2

𝜛1

(𝜛6 −
𝜛4

𝜛1
𝜛3)

(𝜛5 −
𝜛4
𝜛1

𝜛2)
 

(94 − 4) 𝐶8 

𝐶5 
=

𝜛6 −
𝜛4

𝜛1
𝜛3

𝜛5 −
𝜛4

𝜛1
𝜛2

 

 های بالا:که در رابطه

(95 − 4) 

𝜛1 = 𝑌0 (
𝑅′

𝑅
𝜑) −

𝐽0 (
𝑅′

𝑅
𝜏)

𝐽0(𝜏)
𝑌0(𝜑) 
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(96 − 4) 

𝜛2 = 𝑌0 (
𝑅′

𝑅
𝜏) −

𝐽0 (
𝑅′

𝑅
𝜏)

𝐽0(𝜏)
𝑌0(𝜏) 

(97 − 4) 

𝜛3 =
𝐽0 (

𝑅′

𝑅
𝜏)

𝐽0(𝜏)
𝐽0(𝜑) − 𝐽0 (

𝑅′

𝑅
𝜑) 

(98 − 4) 
𝜛4 = 𝜑𝑌1(𝜑) −

𝛷𝐽1(𝜏)

𝐽0(𝜏)
𝑌0(𝜑) 

(99 − 4) 
𝜛5 = 𝜏𝑌1(𝜏) −

𝛷𝐽1(𝜏)

𝐽0(𝜏)
𝑌0(𝜏) 

(111 − 4) 
𝜛6 =

𝜏𝐽1(𝜏)

𝐽0(𝜏)
𝐽0(𝜑) − 𝛹𝐽1(𝜑)  

 بنابراین:

𝐺 = [𝐽0(𝜑𝑟) +
𝐶6 

𝐶5 
𝐽0(𝜏𝑟) +

𝐶7 

𝐶5 
𝑌0(𝜑𝑟)

+
𝐶8 

𝐶5 
𝑌0(𝜏𝑟)]𝑄𝑛(𝑇1, 𝑇2)𝑒

𝑖𝛿𝑛𝑇0 + 𝛼1𝐴ℎ(𝑟)𝑒𝑖𝜔𝑛𝑇0

+ 𝑐𝑐 

( 111 − 4) 

68)ی با استفاده از رابطه − 9)ی، معادله (4 −  صورت زیر بازنویسی کرد:توان بهرا می (4

𝛻4𝐻 + 𝐷0
2[𝐻 −  𝛾2𝛻2𝐻]

= −2𝑖𝛿𝑛𝐷1𝑄𝑛𝑒𝑖𝛿𝑛𝑇0[1 −  𝛾2𝛻2]𝐺(𝑟) + 𝑐𝑐 

(112 − 4) 

 توان نوشت:های سکولار میپس از حذف عبارت

𝐷1𝑄𝑛 = 0 ( 311 − 4) 

 باشد.در نتیجه:نمی 𝑇1، تابع مقیاس زمانی 𝑄𝑛ند که عبارتکی بالا بیان میمعادله

𝐻 = 0 ( 411 − 4) 

68)هایپس از جایگذاری رابطه − )و (4 411 − 11)یدر معادله (4 −  توان نوشت:می (4
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𝛻4𝐼 + 𝐷0
2[𝐼 −  𝛾2𝛻2𝐼]

= −2𝑖𝛿𝑛𝐷2𝑄𝑛(𝑇2)[𝑃(𝑟) −  𝛾2𝛻2𝑃(𝑟)]𝑒𝑖𝛿𝑛𝑇0

− [
3𝐴𝑛

2  𝐴𝑛𝛼1𝛼2 𝜒1

𝜒2
] [ℎ(𝑟) −  𝛾2𝛻2ℎ(𝑟)]𝑒𝑖𝜔𝑛𝑇0

+ 3𝛼2𝐴𝑛
2 𝐴𝑛  {− 𝜉(𝑟)3 +  𝛾2𝜉(𝑟)2 (

𝑑2𝜉(𝑟)

𝑑𝑟2
)

+ 6 𝛾2𝜉(𝑟) (
𝑑𝜉(𝑟)

𝑑𝑟
)

2

+
3 𝛾2𝜉(𝑟)2 (

𝑑𝜉(𝑟)
𝑑𝑟

)

𝑟

− 𝛼1[ 𝑆(𝑟) −  𝛾2𝛻2𝑆(𝑟)]} 𝑒𝑖𝜔𝑛𝑇0

+ 𝛼2𝐴𝑛
3

[
 
 
 
 

 − 𝜉(𝑟)3 + 3 𝛾2𝜉(𝑟)2 (
𝑑2𝜉(𝑟)

𝑑𝑟2
)

+ 6 𝛾2𝜉(𝑟) (
𝑑𝜉(𝑟)

𝑑𝑟
)

2

+
3 𝛾2𝜉(𝑟)2 (

𝑑𝜉(𝑟)
𝑑𝑟

)

𝑟

− 𝛼1[𝑈(𝑟) −  𝛾2𝛻2𝑈(𝑟)]

]
 
 
 
 

𝑒3𝑖𝜔𝑛𝑇0 + 𝑐𝑐 

( 511 − 4) 

)ی بخش غیرهمگن معادله 511 − پذیری صادق باشد. این در صورتی دارای پاسخ است که شرایط حل (4

، Gی اولّ، یعنی ی یادشده باید عمود بر پاسخ معادلهکند که عبارت سمت راست معادلهشرایط بیان می

)یمعادلهباشد. پس از اعمال این شرایط برای  511 −  توان نوشت:می ،(4
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𝐷2𝑄𝑛(𝑇2) = 0 (116 − 4) 

 

)ی پاسخ معادله 511 −  :]17[صورت زیر بیان کردتوان بهرا می (4

𝐼 = − [
3𝐴𝑛

2  𝐴𝑛𝛼1𝛼2 𝜒1

𝜒2
]𝑀(𝑟)𝑒𝑖𝜔𝑛𝑇0 + 3𝛼2𝐴𝑛

2 𝐴𝑛𝐾(𝑟)𝑒𝑖𝜔𝑛𝑇0

+ 𝛼2𝐴𝑛
3 𝐿(𝑟)𝑒3𝑖𝜔𝑛𝑇0 + 𝑐𝑐 

(117 − 4) 

باشند. پس از جایگذاری رابطه بالا در می𝑟 توابعی از متغیرّ𝐿(𝑟) و𝑀(𝑟)، 𝐾(𝑟) هایی بالا، تابعدر رابطه

)یمعادله 611 −  توان نوشت:می (4

(118 − 4) 𝛻4𝑀(𝑟) − 𝜔𝑛
2[𝑀(𝑟) −  𝛾2𝛻2𝑀(𝑟)] = [ℎ(𝑟) −  𝛾2𝛻2ℎ(𝑟)] 

(119 − 4) 𝛻4𝐾(𝑟) − 𝜔𝑛
2[𝐾(𝑟) −  𝛾2𝛻2𝐾(𝑟)]

= − 𝜉(𝑟)3 +  𝛾2𝜉(𝑟)2 (
𝑑2𝜉(𝑟)

𝑑𝑟2
)

+ 6 𝛾2𝜉(𝑟) (
𝑑𝜉(𝑟)

𝑑𝑟
)

2

+
3 𝛾2𝜉(𝑟)2 (

𝑑𝜉(𝑟)
𝑑𝑟

)

𝑟

− 𝛼1[ 𝑆(𝑟) −  𝛾2𝛻2𝑆(𝑟)] 

(111 − 4) 𝛻4𝐿(𝑟) − 9𝜔𝑛
2[𝐿(𝑟) −  𝛾2𝛻2𝐿(𝑟)]

= − 𝜉(𝑟)3 + 3 𝛾2𝜉(𝑟)2 (
𝑑2𝜉(𝑟)

𝑑𝑟2
)

+ 6 𝛾2𝜉(𝑟) (
𝑑𝜉(𝑟)

𝑑𝑟
)

2

+
3 𝛾2𝜉(𝑟)2 (

𝑑𝜉(𝑟)
𝑑𝑟

)

𝑟

− 𝛼1[𝑈(𝑟) −  𝛾2𝛻2𝑈(𝑟)] 
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) هایپاسخ معادله 811 − ) تا  (4 111 − -6، 4-6های آ.جدولصورت عددی و در بخش پیوست به، (4

 اند.تعیین شده 7-6و  5

2)یدست آمده در رابطههای بهپس از جایگذاری رابطه −  توان نوشت:می (4

𝑤1 = 2{𝑄𝑃(𝑟) 𝑐𝑜𝑠(𝛿𝑛𝑡) + 𝛼1𝑎ℎ(𝑟) 𝑐𝑜𝑠(𝛺𝑛𝑡 + 𝑏0)}𝜖

− 2𝑎3𝛼2 {[
3𝛼1 𝜒1

𝜒2
]𝑀(𝑟) 𝑐𝑜𝑠(𝛺𝑛𝑡 + 𝑏0)

− 3𝐾(𝑟) 𝑐𝑜𝑠(𝛺𝑛𝑡 + 𝑏0)

− 𝐿(𝑟) 𝑐𝑜𝑠(3𝛺𝑛𝑡 + 3𝑏0)} 𝜖3 

(111 − 4) 

 توان نوشت:می 𝑤1و𝑤 هایدست آمده برای عبارتهای بهدر نهایت با استفاده از رابطه

𝑤2 = 2{𝑎𝜉(𝑟) 𝑐𝑜𝑠(𝛺𝑛𝑡 + 𝑏0) − 𝑄𝜉(𝑟) 𝑐𝑜𝑠(𝛿𝑛𝑡)

− 𝛼1𝑎ℎ(𝑟) 𝑐𝑜𝑠(𝛺𝑛𝑡 + 𝑏0)}𝜖

+ 2𝛼2𝑎
3 {𝑈(𝑟) 𝑐𝑜𝑠(3𝛺𝑛𝑡 + 3𝑏0)

+ 3𝑆(𝑟) 𝑐𝑜𝑠(𝛺𝑛𝑡 + 𝑏0)

+ [
3𝛼1 𝜒1

𝜒2
]𝑀(𝑟) 𝑐𝑜𝑠(𝛺𝑛𝑡 + 𝑏0)

− 3𝐾(𝑟) 𝑐𝑜𝑠(𝛺𝑛𝑡 + 𝑏0)

− 𝐿(𝑟) 𝑐𝑜𝑠(3𝛺𝑛𝑡 + 3𝑏0)} 𝜖3 

( 311 − 4) 
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:پنجم فصل   

هانتیجه  
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برای بدست آوردن نتایج تحلیل، باید به پارامترهای موجود در مسأله، مقادیر عددی مناسبی نسبت داد. 

 توان نوشت:برای این منظور، می

 𝐸 = 1060 𝐺𝑝𝑎 𝑅 = 30 𝑛𝑚 

(113 − 4) 𝜈 = 0.3 𝑅′ = 15 𝑛𝑚 

 𝑒0𝑎 = 0 − 70 𝑛𝑚 ℎ = 0.34 𝑛𝑚 

  𝜖 = 0.01 − 1 

 هاآزمایی نتیجهراستی -5-1

، چهار فرکانس طبیعی 1ی های استخراج شده، در جدول شمارهدست آمده و رابطههای بهبرای ارزیابی نتیجه

دست آمده در های بهای در شرایط مرزی گیردار، با نتیجههی دایربعد خطیّ اوّل، برای یک نانوصفحهبی

 های گذشته، مقایسه شده است. تحقیق

، ایای و حلقهبعد خطّی اوّل یک صفحه دایرهدست آمده برای چهار فرکانس طبیعی بیهای بهی نتیجه. مقایسه1-5جدول 

 های گذشته.های متقارن محوری، با تحقیقمودبرای شکل

دست آمدهای بههنتیجه  شماره مود 

 1 2 3 4 

ای با شرایط مرزی گیرداری دایرهحهصف      

[ 31 2158/11 هاتربوخ [  7711/39  1141/89  1831/158  

2159/11 تحقیق کنونی  7711/39  1141/89  3118/158  

ای، با شرایط مرزی گیردار در شعاع داخلی و خارجیی حلقهصفحه   

[ 81 1128/27 بوتاهر [  3611/75  2111/148  4811/245  

2815/27 تحقیق کنونی  3663/75  2137/148  4849/245  

 

باشد. دلیل خطای درصد می 1111/1دست آمده، کمتر از های بهدر جدول بالا، حداکثر خطای نتیجه

 باشد.های عددی میهای عددی استفاده شده و تفاوت دقتّ انجام محاسبهدست آمده، تفاوت روشبه
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 غیرخطّی سیستم آمده برای فرکانسیج بدستنتا -5-2

 

های مختلفی از ضریب بعد غیرخطیّ اوّل برای مقداردست آمده برای فرکانس طبیعی بیهای بهی نتیجه. مقایسه1-5شکل 

 ای.های دایرهفنریّت غیرخطیّ، برای سیستم تشکیل شده از نانوصفحه
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های مختلفی از ضریب بعد غیرخطیّ اوّل برای مقداررای فرکانس طبیعی بیدست آمده بهای بهی نتیجه. مقایسه2-5شکل 

 ای.های حلقهفنریّت غیرخطیّ، برای سیستم تشکیل شده از نانوصفحه

 

 یهای مختلفی از مرتبهبعد غیرخطیّ اوّل برای مقداردست آمده برای فرکانس طبیعی بیهای بهی نتیجه. مقایسه3-5شکل 

 ای.های دایرهبرای سیستم تشکیل شده از نانوصفحهجابجایی عرضی، 
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 یهای مختلفی از مرتبهبعد غیرخطیّ اوّل برای مقداردست آمده برای فرکانس طبیعی بیهای بهی نتیجه. مقایسه4-5شکل 

 ای.های حلقهجابجایی عرضی، برای سیستم تشکیل شده از نانوصفحه
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 های مختلفی از پارامتربعد غیرخطیّ اوّل برای مقدارآمده برای فرکانس طبیعی بی دستهای بهی نتیجه. مقایسه5-5شکل 

 ای.های دایرهغیرمحلیّ، برای سیستم تشکیل شده از نانوصفحه

 

 های مختلفی از پارامتربعد غیرخطیّ اوّل، برای مقداردست آمده برای فرکانس طبیعی بیهای بهی نتیجه. مقایسه6-5شکل 

 ای.های حلقهی، برای سیستم تشکیل شده از نانوصفحهغیرمحلّ

 های سیستممودآمده برای شکلنتایج بدست -5-3
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ی حرکت، های مختلفی از دامنهی اوّل، برای مقدارمود نانوصفحهدست آمده برای شکلهای بهی نتیجه. مقایسه7-5شکل 

 ای.های دایرهبرای سیستم تشکیل شده از نانوصفحه
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ی حرکت، های مختلفی از دامنهی دوم، برای مقدارمود نانوصفحهدست آمده برای شکلهای بهی نتیجه. مقایسه8-5ل شک

 ای.های دایرهبرای سیستم تشکیل شده از نانوصفحه

 

ی حرکت، های مختلفی از دامنهی اوّل، برای مقدارمود نانوصفحهدست آمده برای شکلهای بهی نتیجه. مقایسه9-5شکل 

 ای.های حلقهبرای سیستم تشکیل شده از نانوصفحه
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ی حرکت، های مختلفی از دامنهی دوم، برای مقدارمود نانوصفحهدست آمده برای شکلهای بهی نتیجه. مقایسه11-5شکل 

 ای.های حلقهبرای سیستم تشکیل شده از نانوصفحه

 

 ی جابجاییهای مختلفی از مرتبهی اوّل، برای مقدارمود نانوصفحهای شکلدست آمده برهای بهی نتیجه. مقایسه11-5شکل 

 ای.های دایرهعرضی، برای سیستم تشکیل شده از نانوصفحه
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ی ی جابجایهای مختلفی از مرتبهی دوم، برای مقدارمود نانوصفحهدست آمده برای شکلهای بهی نتیجه. مقایسه12-5شکل 

 ای.های دایرهل شده از نانوصفحهعرضی، برای سیستم تشکی
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 ی جابجاییهای مختلفی از مرتبهی اوّل، برای مقدارمود نانوصفحهدست آمده برای شکلهای بهی نتیجه. مقایسه13-5شکل 

 ای.های حلقهعرضی، برای سیستم تشکیل شده از نانوصفحه

 

ی ی جابجایهای مختلفی از مرتبهی دوم، برای مقدارنوصفحهمود نادست آمده برای شکلهای بهی نتیجه. مقایسه14-5شکل 

 ای.های حلقهعرضی، برای سیستم تشکیل شده از نانوصفحه
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های مختلفی از پارامتر غیرمحلیّ، ی اوّل، برای مقدارمود نانوصفحهدست آمده برای شکلهای بهی نتیجه. مقایسه15-5شکل 

 ای.های دایرهبرای سیستم تشکیل شده از نانوصفحه
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های مختلفی از پارامتر غیرمحلّی، ی دوم، برای مقدارمود نانوصفحهدست آمده برای شکلهای بهی نتیجه. مقایسه16-5شکل 

 ای.های دایرهبرای سیستم تشکیل شده از نانوصفحه

 

های مختلفی از پارامتر غیرمحلیّ، قداری اوّل، برای ممود نانوصفحهدست آمده برای شکلهای بهی نتیجه. مقایسه17-5شکل 

 ای.های حلقهبرای سیستم تشکیل شده از نانوصفحه
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های مختلفی از پارامتر غیرمحلیّ، ی دوم، برای مقدارمود نانوصفحهدست آمده برای شکلهای بهی نتیجه. مقایسه18-5شکل 

 ای.های حلقهبرای سیستم تشکیل شده از نانوصفحه
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 اثر پارامتر مقیاس کوچک بر ارتعاشات سیستم -6-1

غیرخطیّ سیستم به مقدار بسیار زیادی، به پارامتر مقیاس کوچک بستگی  فرکانس براساس نتایج بدست آمده، مشخّص شد که

که با افزایش مقدار این پارامتر، دهند ی این امر هستند. این نتایج نشان میخوبی نشان دهنده،  به6-5و  5-5های دارد. شکل

شود که در صورت چشم پوشی از این پارامتر، شود. مشاهده میشدّت تغییرات فرکانس طبیعی غیرخطیّ سیستم، بیشتر می

گن را، در ی غیرمحلیّ ارینکوچک و تئوری الاستیسیتهاین موضوع، اهمیّت بالای پارامتر مقیاس باشد.نتایج تحلیل اشتباه می

دلیل چشم پوشی از این پارامتر، قادر به تحلیل دهد. در نتیجه تئوری کلاسیک بهکوچک، نشان میهای مقیاسل مسألهتحلی

 کوچک نیست.های مقیاسصحیح مسأله

 یکوچک، است. برای مشاهدهمود سیستم، با تغییر پارامتر مقیاسی تغییرات شکلدهنده، نشان18-5تا  15-5های شکل

ود شکوچک، رسم شده است. مشاهده میمود نرمال شده، برای مقدارهای مختلفی از پارامتر مقیاسین پارامتر، شکلبهتر تاثیر ا

عنی مشود. افزایش مقدار این پارامتر، بهتر میمود در محل اکسترمم مطلق، ملایمکه با افزایش این پارامتر، تغییرات شکل

توان گفت که هرچه تأثیر این عوامل بیشتر شود، طول داخلی است. در نتیجه، میی بین اتمی و افزایش تأثیر نیروهای جاذبه

 شود.تر میمود کمدرمحل اکسترمم، شدّت تغییرات شکل

 اثر پارامتر غیرخطّی بر ارتعاشات سیستم -6-2

هد که با دن میاثر پارامتر غیرخطیّ، بر فرکانس طبیعی غیرخطیّ و شکل مود سیستم، بررسی شد. نتایج این بررسی نشا

ای ههای غیرخطیّ سیستم، انحراف پارامترهای ارتعاشی سیستم از حالت خطیّ، بیشتر شده است. شکلبیشتر شدن کمیت

 𝛼2و  ϵدهند. در این تحقیق، دو کمیت غیرخطیّ از فرکانس خطیّ سیستم را، نشان می ، انحراف فرکانس 4-5تا  5-1

ی ارتعاش و  غیرخطیّ به ترتیب ناشی از بزرگ درنظر گرفتن دامنه 𝛼2و  ϵباشند. می ی بخش غیرخطیّ سیستمدهندهنشان

قرار  شدّت تحت تاثیرتواند بهها، مقدار فرکانس طبیعی غیرخطیّ را میباشند. افزایش این کمیّتبودن محیط الاستیک می

 آیند.ها، بوجود میی از این کمیّتهای بیشترهای غیرخطیّ بالاتر، در مقدارای که فرکانسدهد به گونه

باشند. در این نتایج های غیرخطیّ میمود سیستم، با تغییر کمیّتی تغییرات شکلدهندهنشان 14-5تا  7-5های شکل

مم مود را در محل اکسترکوچک، تغییرات شکلها، مشابه اثر افزایش پارامتر مقیاسشود که اثر افزایش این کمیّتمشاهده می

 دهند.مود غیرخطیّ را نشان میمود خطیّ از شکلخوبی انحراف شکلها بهکنند. این شکلتر میلایم، م
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 .1-7جدول 

 .2Xو   1Xبدست آمده برای پارامترهای مقادیر عددی 

Nano-Plate Radius(Nm) Nonlocal Parameter(Nm) K1 K2 𝝎𝒏 X1 X2 

30 0 100 100 10.2158 -0.3517 0.4313 

30 1 100 100 10.0052 -0.34 0.4262 

30 2 100 100 9.7307 -0.3231 0.4207 

10 1 100 100 9.4054 -0.3007 0.4145 

15 1 100 100 9.7307 -0.3231 0.4207 

20 1 100 100 9.8752 -0.3322 0.4235 

30 1 1.00E+02 100 10.0052 -0.34 0.4262 

30 1 1.00E+13 100 10.2152 -0.34 0.4262 

30 1 1.00E+14 100 11.9401 -0.34 0.4262 

30 1 100 100 10.0052 -0.34 0.4262 

30 1 100 200 10.0052 -0.34 0.4262 

30 1 100 300 10.0052 -0.34 0.4262 
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 𝑺(𝒓)تابع 

𝑆(𝑟) = 𝑆5𝑟
5 + 𝑆4𝑟

4 + 𝑆3𝑟
3 + 𝑆2𝑟

2 + 𝑆1𝑟 + 𝑆0 

 .S(r)ثوابت استفاده شده در تعیین عددی تابع  .2-7جدول 

 K1 K2 a(Nm) Qn(Nm) 𝜖 R(nm) 𝑒0𝑎(nm) 

1 100 100 100 100 1.00E-07 30 30 

2 100 100 100 100 1.00E-07 30 50 

3 100 100 100 100 1.00E-07 30 70 

4 100 100 100 100 1.00E-07 30 100 

5 100 100 100 100 1.00E-07 30 150 

6 100 100 100 100 1.00E-07 30 200 

7 100 100 100 100 1.00E-07 10 100 

8 100 100 100 100 1.00E-07 50 100 

 

 .2-7بص ا ای مقردیر مزتلف داده شده در کدو   S(r). ضرایب ثابت تابع 3-7جدول 

 S5 S4 S3 S2 S1 S0 

1 0.02308 0.3684 -2.111 4.385 -4.026 1.36 

2 0.5397 -1.243 -0.4662 4.014 -4.351 1.507 

3 1.647 -4.944 3.955 2.006 -4.326 1.662 

4 4.253 -13.76 43.61 -17.43 -2.838 2.711 

5 11.14 -37.19 3.955 2.006 -4.326 1.662 

6 21.35 -71.99 86.65 -38.8 -1.015 3.8 

7 52.07 -176.9 216.8 -103.6 4.588 7.086 

8 1.037 -2.893 1.483 3.155 -4.362 1.581 
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 𝑼(𝒓)تابع 

𝑈(𝑟) = 𝑈5𝑟
5 + 𝑈4𝑟

4 + 𝑈3𝑟
3 + 𝑈2𝑟

2 + 𝑈1𝑟 + 𝑈0 

 .U(r). ثوابت استفاده شده در تعیین عددی تابع 4-7جدول 

 K1 K2 a(Nm) Qn(Nm) EPSILON Nano-Plate Radius(Nm) Nonlocal Parameter(Nm) 

1 100 100 100 100 1.00E-07 30 30 

2 100 100 100 100 1.00E-07 30 50 

3 100 100 100 100 1.00E-07 30 70 

4 100 100 100 100 1.00E-07 30 100 

5 100 100 100 100 1.00E-07 30 150 

6 100 100 100 100 1.00E-07 30 200 

7 100 100 100 100 1.00E-07 10 100 

8 100 100 100 100 1.00E-07 50 100 

 

 .4-7بص ا ای مقردیر مزتلف داده شده در کدو   U(r). ضرایب ثابت تابع 5-7جدول 

 U5 U4 U3 U2 U1 U0 

1 -324.9 1102 -1470 971.8 -323.6 44.56 

2 -535.5 1803 -2381 1551 -505.4 67.48 

3 -727.8 2443 -3212 2078 -670.9 88.35 

4 -1060 3551 -4651 2994 -958.9 124.8 

5 -1848 6175 -8060 5164 -1642 211.4 

6 -3018 1.01E+04 -1.31E+04 8376 -2652 339.2 

7 -6700 2.23E+04 -2.90E+04 1.84E+04 -5815 738.3 

8 -630.7 2120 -2792 1812 -587.2 77.79 
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 𝑳(𝒓)تابع 

𝐿(𝑟) = 𝐿5𝑟
5 + 𝐿4𝑟

4 + 𝐿3𝑟
3 + 𝐿2𝑟

2 + 𝐿1𝑟 + 𝐿0 

 .L(r). ثوابت استفاده شده در تعیین عددی تابع 6-7جدول 

 K1 K2 a(Nm) Qn(Nm) EPSILON Nano-Plate Radius(Nm) Nonlocal Parameter(Nm) 

1 100 100 100 100 1.00E-07 30 30 

2 100 100 100 100 1.00E-07 30 50 

3 100 100 100 100 1.00E-07 30 70 

4 100 100 100 100 1.00E-07 30 100 

5 100 100 100 100 1.00E-07 30 150 

6 100 100 100 100 1.00E-07 30 200 

7 100 100 100 100 1.00E-07 10 100 

8 100 100 100 100 1.00E-07 50 100 

 

 .6-7بص ا ای مقردیر مزتلف داده شده در کدو   L(r). ضرایب ثابت تابع 7-7جدول 

 L5 L4 L3 L2 L1 L0 

1 -324.9 1102 -1470 971.8 -323.6 44.56 

2 -535.5 1803 -2381 1551 -505.4 67.48 

3 -727.8 2443 -3212 2078 -670.9 88.35 

4 -1060 3551 -4651 2994 -958.9 124.8 

5 -1848 6175 -8060 5164 -1642 211.4 

6 -3018 1.01E+04 -1.31E+04 8376 -2652 339.2 

7 -6700 2.23E+04 -2.90E+04 1.84E+04 -5815 738.3 

8 -630.7 2120 -2792 1812 -587.2 77.79 
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 𝑲(𝒓)تابع 

𝐾(𝑟) = 𝐾5𝑟
5 + 𝐾4𝑟

4 + 𝐾3𝑟
3 + 𝐾2𝑟

2 + 𝐾1𝑟 + 𝐾0 

 .K(r). ثوابت استفاده شده در تعیین عددی تابع 8-7جدول 

 K1 K2 a(Nm) Qn(Nm) EPSILON Nano-Plate Radius(Nm) Nonlocal Parameter(Nm) 

1 100 100 100 100 1.00E-07 30 30 

2 100 100 100 100 1.00E-07 30 50 

3 100 100 100 100 1.00E-07 30 70 

4 100 100 100 100 1.00E-07 30 100 

5 100 100 100 100 1.00E-07 30 150 

6 100 100 100 100 1.00E-07 30 200 

7 100 100 100 100 1.00E-07 10 100 

8 100 100 100 100 1.00E-07 50 100 

 

 .1-7بص ا ای مقردیر مزتلف داده شده در کدو   K(r). ضرایب ثابت تابع 9-7جدول 

 K5 K4 K3 K2 K1 K0 

1 -0.6551 3.091 -6.455 7.807 -323.6 1.554 

2 -0.8192 4.421 -10.03 12.2 -505.4 2.132 

3 -1.646 11 -27.65 33.89 -670.9 5.003 

4 -3.308 23.54 -60.59 74.09 -958.9 10.3 

5 -5.994 42.95 -110.7 134.8 -1642 18.24 

6 -14.8 104.5 -266.7 321.9 -2652 42.56 

7 -0.941 5.356 -12.5 15.22 -5815 2.53 
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 𝒉(𝒓)تابع 

ℎ(𝑟) = ℎ5𝑟
5 + ℎ4𝑟

4 + ℎ3𝑟
3 + ℎ2𝑟

2 + ℎ1𝑟 + ℎ0 

 .h(r). ثوابت استفاده شده در تعیین عددی تابع 11-7جدول 

 K1 K2 a(Nm) Qn(Nm) EPSILON Nano-Plate Radius(Nm) Nonlocal Parameter(Nm) 

1 100 100 100 100 1.00E-07 30 30 

2 100 100 100 100 1.00E-07 30 50 

3 100 100 100 100 1.00E-07 30 70 

4 100 100 100 100 1.00E-07 30 100 

5 100 100 100 100 1.00E-07 30 150 

6 100 100 100 100 1.00E-07 30 200 

7 100 100 100 100 1.00E-07 10 100 

8 100 100 100 100 1.00E-07 50 100 

 

 .11-7بص ا ای مقردیر مزتلف داده شده در کدو   h(r). ضرایب ثابت تابع 11-7جدول 

 h5 h4 h3 h2 h1 h0 

1 -0.5667 2.439 -4.797 5.856 -4.245 1.315 

2 -0.4974 2.159 -4.361 5.53 -4.133 1.302 

3 0.2179 -0.875 0.8749 0.9265 -2.069 0.924 

4 1.665 -6.97 11.36 -8.307 2.096 0.156 

5 3.844 -16.11 27.05 -22.1 8.314 -0.993 

6 10.3 -43.31 73.84 -63.33 26.93 -4.437 

7 -0.409 1.791 -3.738 4.994 -3.899 1.26 

8 -0.5667 2.439 -4.797 5.856 -4.245 1.315 
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 𝑴(𝒓)تابع 

𝑀(𝑟) = 𝑀5𝑟
5 + 𝑀4𝑟

4 + 𝑀3𝑟
3 + 𝑀2𝑟

2 + 𝑀1𝑟 + 𝑀0 

 .M(r). ثوابت استفاده شده در تعیین عددی تابع 12-7جدول 

 K1 K2 a(Nm) Qn(Nm) EPSILON Nano-Plate Radius(Nm) Nonlocal Parameter(Nm) 

1 100 100 100 100 1.00E-07 30 30 

2 100 100 100 100 1.00E-07 30 50 

3 100 100 100 100 1.00E-07 30 70 

4 100 100 100 100 1.00E-07 30 100 

5 100 100 100 100 1.00E-07 30 150 

6 100 100 100 100 1.00E-07 30 200 

7 100 100 100 100 1.00E-07 10 100 

8 100 100 100 100 1.00E-07 50 100 

 

 .12-7بص ا ای مقردیر مزتلف داده شده در کدو   M(r). ضرایب ثابت تابع 13-7جدول 

 M5 M4 M3 M2 M1 M0 

1 -0.6821 2.885 -5.579 6.665 -4.727 1.438 

2 -0.9038 3.726 -7.063 8.245 -5.692 1.688 

3 -1.556 6.238 -11.81 13.75 -9.254 2.635 

4 1.665 -6.97 11.36 -8.307 2.096 0.156 

5 -2.126 9.379 -19.75 24.07 -15.81 4.244 

6 4.082 12.36 -79.88 120.7 -72.16 14.85 

7 -1.023 4.164 -7.835 9.095 -6.234 1.834 

8 -0.6821 2.885 -5.579 6.665 -4.727 1.438 
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Abstract 

Nonlocal nonlinear axisymmetric vibration of a double-circular-nanoplate-system is 

considered. The two nanoplates are assumed to be bonded by an enclosing nonlinear elastic 

medium. Situation of this type would arise in multiple graphene sheets dispersed in 

nanocomposites. We use one approache to determine the nonlinear modes and natural 

frequencies of a clamped nanoplates are assumed to be bonded by an enclosing nonlinear 

elastic medium with distributed cubic nonlinearity. In this approach, we use the method of 

multiple scales to treat the governing partial-differential equation and boundary conditions 

directly. The study highlights that the smallscale effects considerably influence the transverse 

vibration of nonlocal double-circular-nanoplate-system(NDCNPS). The small-scale effects 

in NDCNPS are higher with the increasing values of nonlocal parameter for the case of 

synchronous modes of vibration than in the asynchronous modes. The increase of the 

stiffness of the coupling springs in NDCNPS reduces the small-scale effects during the 

asynchronous modes of vibration. 

 

Keywords: Nonlinear Vibration, Multiple Scale, Double Nano-Plate System 
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