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دانشکده  طراحی کاربرديدانشجوي دوره کارشناسی ارشد رشته  مجید سعیدیهااینجانب 

بررسی ارتعاشاتی لوله تقویت شده به دانشگاه صنعتی شاهرود نویسنده پایان نامه  مکانیک

متعهد آقاي دکتر اردشیر کرمی محمدي  تحت راهنمائی صورت تدریجی و حاوي جریان سیال

  می شوم .

 جانب انجام شده است و از صحت و اصالت برخوردار است .تحقیقات در این پایان نامه توسط این  

 . در استفاده از نتایج پژوهشهاي محققان دیگر به مرجع مورد استفاده استناد شده است  

   مطالب مندرج در پایان نامه تاکنون توسط خود یا فرد دیگري براي دریافت هیچ نوع مدرك یا امتیازي در هیچ جا ارائـه

 نشده است .

  و یا » شاهرود  دانشگاه« ت مستخرج با نام شاهرود می باشد و مقالا ي این اثر متعلق به دانشگاهکلیه حقوق معنو 

 » University of Shahrood   «. به چاپ خواهد رسید 

  ایان نامهپحقوق معنوي تمام افرادي که در به دست آمدن نتایح اصلی پایان نامه تأثیرگذار بوده اند در مقالات مستخرج از 

 رعایت می گردد.

  در کلیه مراحل انجام این پایان نامه ، در مواردي که از موجود زنده ( یا بافتهاي آنها ) استفاده شده است ضوابط و اصول

 اخلاقی رعایت شده است .

 فاده شده است در کلیه مراحل انجام این پایان نامه، در مواردي که به حوزه اطلاعات شخصی افراد دسترسی یافته یا است

                                                                                                                             اصل رازداري ، ضوابط و اصول اخلاق انسانی رعایت شده است .

                                                                                                                             تاریخ                  

 امضاي دانشجو

  

  

 

 تعهد نامه

 مالکیت نتایج و حق نشر

  نرم افزار ها و کلیه حقوق معنوي این اثر و محصولات آن (مقالات مستخرج ، کتاب ، برنامه هاي رایانه اي ،

تجهیزات ساخته شده است ) متعلق به دانشگاه صنعتی شاهرود می باشد . این مطلب باید به نحو مقتضی در 

  تولیدات علمی مربوطه ذکر شود .

 استفاده از اطلاعات و نتایج موجود در پایان نامه بدون ذکر مرجع مجاز نمی باشد. 
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  چکیده

اي در تمامی صنایع دارند که به عنوان  هاي گسترده بردهاي حاوي جریان سیال کارلوله

رفتار دینامیکی دهند.  اي از خود نشان می ترین مساله اندرکنش میان سازه و سیال رفتار پیچیده ساده

لوله دوسر لولا و نیز یکسرگیردار حاوي جریان سیال که به صورت تدریجی تقویت شده مورد بررسی 

 قرار گرفته است. 

الف) حالتی که لوله در راستاي ضخامت به : استشده گرفته  ایط مرزي دو حالت در نظردر هر شر

صورت تدریجی تقویت شده باشد. ب) حالتی که لوله در راستاي طول  به طور تدریجی تقویت شده 

و معادلات  صورت گرفته نحوه تغییرات مدول یانگ در فرایند تقویت کردن بر اساس قانون توانی باشد.

هاي  بدست آمده است. سپس فرکانس با استفاده از تئوري اویلر برنولی ارتعاشاتی براي هر حالت

بعد بدست آمده و تاثیر تقویت کردن لوله به  هاي بی طبیعی لوله حاوي جریان سیال به ازاي پارامتر

سیال که به ازاي  انجری همچنین مقادیر سرعت بحرانی صورت تدریجی مورد بررسی قرار گرفته است.

مشخص شد در هر دو گردد به ازاي پارامترهاي مختلف بدست آمده است.  آن لوله دچار ناپایداري می

طول لوله به صورت تدریجی تغییر جهت نوع شرایط مرزي مورد نظر، در حالتی که مدول یانگ در 

بیعی لوله و همچنین هاي ط کند، با افزایش مدول یانگ در سمت ورودي جریان سیال، فرکانس می

همچنین در حالتی که مدول یانگ در جهت ضخامت لوله تغییر  یابد. سرعت بحرانی سیال افزایش می

هاي طبیعی و همچنین سرعت بحرانی سیال  کند، با افزایش آن در سطوح بیرونی لوله،  فرکانس می

  .و بالعکس یابد افزایش می

هاي  فرکانس- 3تدریجی  کردن به صورتتقویت - 2لوله حاوي جریان سیال  - 1کلمات کلیدي: 

 ناپایداري- 5سرعت بحرانی - 4 طبیعی



 ح 

 

  

 فهرست مطالب

 خچهیتار و  مقدمه :اول فصل

 2 ..............................................................................................................................  مقدمه - 1- 1

 3 .....................................................................................................:مفصل دوسر لوله - 1- 1- 1

 5 ..................................................................................................... رداریکسرگی لوله - 2- 1- 1

 7 ................................................................................. : جینتا یعلم انیب و مقالات مرور خچهیتار - 2- 1

 11 .......................................................................................................... نامه انیپا يها ينوآور - 3- 1

 حرکت معادلات و يانرژ ونیفرمولاس : دوم لفص

 14 ............................................................................................................................  مقدمه - 1- 2

 20 ........................................ :ریت ضخامت جهت در  یجیتدر صورت به شده تیتقو لوله معادله - 1- 1- 2

 21 ............................................ :ریت طول جهت در  یجیتدر صورت به شده تیتقو لوله معادله - 2- 1- 2

 24 ................................................................................................ حرکت معادلات يساز بعد یب - 2- 2

 27..................................................... :ریت طول جهت در  یجیتدر صورت به شده تیتقو لوله - 1- 2- 2

 جینتا و حل روش: سوم فصل

 32............................................................................................................................  مقدمه - 1- 3

 32................................................................................................... :حل روش و يساز گسسته - 2- 3

 33 ............................ :ریت ضخامت جهت در  یجیتدر صورت به شده تیتقو لوله يساز گسسته - 1- 2- 3

 34 ................................ :ریت طول جهت در  یجیتدر صورت به شده تیتقو لوله يساز گسسته - 2- 2- 3

 35 .............................................................................. ستمیس یعیطب يفرکانسها آوردن بدست  - 3- 3

 37 ..................................................................... لولا دوسر همگن لوله یعیطب يها فرکانس - 1- 3- 3

 40 .................................................................. رداریکسرگی همگن لوله یعیطب يها فرکانس - 2- 3- 3

 انیجر بدون ضخامت يراستا در یجیتدر شده تیتقو دوسرلولا لوله يها فرکانس آوردن بدست - 4- 3



 ط 

 46 .............................................................................    حاکم معادلات یسنج صحت یبررس جهت الیس

 48 ...................................... دوسرلولا لوله یعیطب يفرکانسها بر یجیتدر صورت به کردن تیتقو ریتاث -5- 3

 49 ........... ضخامت يراستا در یجیتدر صورت به  شده تیتقو دوسرلولا لوله یعیطب يها فرکانس -5-1- 3

 52............... طول يراستا در یجیتدر صورت به شده تیتقو لولا دوسر لوله یعیطب يها فرکانس -5-2- 3

    شکل بر  لولا دوسر يمرز طیشرا با الیس انیجر يحاو لوله یجیتدر صورت به کردن تیتقو ریتاث - 6- 3

 55  .......................................................................................................................................  :سوم تا اول يهامد             

 55 ............................................................. ضخامت جهت در یجیتدر صورت به کردن تیتقو - 1- 6- 3

 56..................................................................طول جهت در یجیتدر صورت به کردن تیتقو - 2- 6- 3

 59....................................رداریکسرگی لوله یعیطب يفرکانسها بر یجیتدر صورت به کردن تیتقو ریتاث- 7- 3

 59......................... ضخامت يراستا در یجیتدر شده تیتقو رداریکسرگی لوله یعیطب يها فرکانس - 1- 7- 3

 71 .............................طول يراستا در یجیتدر شده تیتقو رداریکسرگی لوله یعیطب يها فرکانس - 2- 7- 3

 83 ................................................................مختلف يپارامترها يازا به  یبحران يها سرعت نییتع - 8- 3

   ریمقاد يازا به ضخامت يراستا در یجیتدر شده تیتقو لولا دوسر لوله یبحران يها سرعت - 1- 8- 3  

 85 ............................................................................................... ������	و � مختلف              

         ریمقاد يازا به طول يراستا در یجیتدر شده تیتقو لولا دوسر لوله یبحران يها سرعت -8-2- 3     

 86 ....................................................................................................... ������و �	مختلف                    

 87 .................. ضخامت يراستا در یجیتدر شده تیتقو رداریکسرگی لوله یبحران يها سرعت - 3- 8- 3       

 89 ........................ طول يراستا در یجیتدر شده تیتقو رداریکسرگی لوله یبحران يها سرعت - 4- 8- 3       

 يریگ جهینت و يبند جمع:   چهارم فصل

 94  .............................................................................................................................................................  يبند جمع - 1- 4

 97  ..........................................................................................................................................................  شنهاداتیپ - 2- 4

 98 ...........................................................................................................................منابع و مراجع

 

 



 ي 

 

 

  هرست اشکالف

 16 .................................................................................................... الیس انیجر يحاو لوله) 1-2(شکل

 24 ............................................................. ریت ضخامت جهت در  یجیتدر صورت به شده تیتقو لوله) 2-2(شکل

 25 ........................... ������ و � مختلف ریمقاد يازا به ضخامت جهت در انگی مدول راتییتغ نمودار)الف- 3-2(شکل

������ و � مختلف ریمقاد يازا به ضخامت جهت در انگی مدول راتییتغ نمودار)ب- 3-2(شکل > � ..................... 25 

������ و � مختلف ریمقاد يازا به طول جهت در انگی مدول راتییتغ نمودار)الف- 4-2(شکل > � ........................ 28 

������ و � مختلف ریمقاد يازا به طول جهت در انگی مدول راتییتغ نمودار)الف- 4-2(شکل < � ........................ 28 

� يازا به همگن يدوسرلولا لوله سوم تا اول یاصل يها فرکانس یموهوم قسمت)الف- 1-3(شکل = �.� .................... 38 

� يازا به همگن يدوسرلولا لوله سوم تا اول یاصل يها فرکانس یقیحق قسمت)ب- 1-3(شکل = �.� ...................... 38 

� يازا به همگن يدوسرلولا لوله یاصل يها فرکانس یموهوم قسمت) پ- 1- 3( شکل = �.� ................................. 39 

� يازا به همگن يدوسرلولا لوله یاصل يها فرکانس یقیحق قسمت) ت- 3-1( = �.� ......................................... 39 

 39 ....................... � یجرم بعد یب پارامتر  به نسبت دوسرلولا همگن لوله یبحران بعد یب سرعت راتییتغ نحوه) 2-3(شکل

 بـه  و سرعت از یتابع عنوان به همگن رداریکسرگی لوله سوم تا اول یاصل يها فرکانس یموهوم قسمت)الف-3-3(شکل

� يازا = �.�						  ...................................................................... .. ........... .. ................. .. ........... .. .....................................................  41 

 بـه  و سـرعت  از یتـابع  عنوان به همگن رداریکسرگی لوله سوم تا اول یاصل يها فرکانس یقیحق قسمت)ب-3-3(شکل

� يازا = �.�     ...................................... .. ........... .. ................................................................................. .. ........... .. ......................  41 

  يازا به و سرعت از یتابع عنوان به همگن رداریکسرگی لوله سوم تا اول یاصل يها فرکانس مختلط نمودار)پ-3-3(شکل

� = �.�   ...... .. ........... .. ................. .. ........... .. ................................................................................. .. ........... .. ...............................  42 

 بـه  و سرعت از یتابع عنوان به همگن رداریکسرگی لوله سوم تا اول یاصل يها فرکانس یموهوم قسمت)الف-4-3(شکل

�						 يازا = �.� ..................................................................................................................... 42 

 بـه  و سـرعت  از یتـابع  عنوان به همگن رداریکسرگی لوله سوم تا اول یاصل يها فرکانس یقیحق قسمت)ب-4-3(شکل

� يازا = �.�     ...................................... .. ........... .. ................................................................................. .. ........... .. ......................  43 

 43 ................ سرعت از یتابع عنوان به همگن رداریکسرگی لوله سوم تا اول یاصل يها فرکانس مختلط نمودار)پ- 4-3(شکل

�  يازا به و = �.� .................................................................................................................... 43 

 بـه  و سرعت از یتابع عنوان به همگن رداریکسرگی لوله سوم تا اول یاصل يها فرکانس یموهوم قسمت)الف-5-3(شکل

� يازا = �.�     ...................................... .. ........... .. ................................................................................. .. ........... .. ......................  44 

 بـه  و سـرعت  از یتـابع  عنوان به همگن رداریکسرگی لوله سوم تا اول یاصل يها فرکانس یقیحق قسمت)ب-5-3(شکل

� يازا = �.�     ...................................................................................................................... 44 

   يازا به و سرعت از یتابع عنوان به همگن رداریکسرگی لوله سوم تا اول یاصل يها فرکانس مختلط نمودار)پ-5-3(شکل

� = �.�   ...... .. ........... .. ................. .. ........... .. ................................................................................. .. ........... .. ...............................  45 

 45 ............................... یجرم بعد یب پارامتر به نسبت همگن رداریکسرگی لوله یبحران بعد یب سرعت راتییتغ) 6-3(شکل



 ك 

� يازا به سرعت از یتابع صورت به همگن رداریکسرگی لوله مختلط نمودار) 7-3(شکل = �.�� ............................ 46 

 47 ................................. � و  ������ به نسبت انگی مدول مختلف عیتوز يازا به اول بعد یب يها فرکانس) 8-3(شکل

 در یجیتـدر  صـورت  بـه  شـده  تی ـتقو دوسرلولا لوله چهارم تا اول یاصل يها فرکانس یموهوم قسمت)الف-9-3(شکل

� يازا به ضخامت جهت = ������  و   	�.� = � ............................................................................ 50 

 جهـت  در یجیتدر صورت به شده تیتقو دوسرلولا لوله چهارم تا اول یاصل يها فرکانس یقیحق قسمت)ب-9-3(شکل

� يازا به ضخامت = ������  و   	�.� = � .................................................................................... 50 

 در یجیتـدر  صـورت  بـه  شده تیتقو دوسرلولا لوله چهارم تا اول یاصل يها فرکانس یموهوم قسمت)الف-10-3(شکل

� يازا به ضخامت جهت = ������  و   	�.� = �/� ........................................................................ 51 

 در یجیتـدر  صـورت  بـه  شـده  تی ـتقو دوسرلولا لوله چهارم تا اول یاصل يها فرکانس یموهوم قسمت)ب-10-3(شکل

� يازا به ضخامت جهت = ������  و   	�.� = �/� ........................................................................ 51 

 در یجیتـدر  صـورت  بـه  شده تیتقو دوسرلولا لوله چهارم تا اول یاصل يها فرکانس یموهوم قسمت)الف-11-3(شکل

� يازا به طول جهت = ������  و   	�.� = � ................................................................................ 53 

 جهت در یجیتدر صورت به شده تیتقو دوسرلولا لوله چهارم تا اول یاصل يها فرکانس یقیحق قسمت)ب-11-3(شکل

� يازا به طول = ������  و   	�.� = �........................................................................................ 53 

 در یجیتـدر  صـورت  بـه  شده تیتقو دوسرلولا لوله چهارم تا اول یاصل يها فرکانس یموهوم قسمت)الف-12-3(شکل

� يازا به طول جهت = ������  و   	�.� = �/� ............................................................................ 54 

 جهت در یجیتدر صورت به شده تیتقو دوسرلولا لوله چهارم تا اول یاصل يها فرکانس یقیحق قسمت)ب-12-3(شکل

� يازا به طول = ������  و   	�.� = �/� ................................................................................... 54 

 بـه  الیس ـ انی ـجر يحاو و ضخامت يراستا در یجیتدر صورت به شده تیتقو لوله اول یارتعاش مد) الف-13-3(شکل

� يازا = � و � = �	و�.� =  55 ................................................................... ������ مختلف ریومقاد �

 يازا به الیس انیجر يحاو و ضخامت يراستا در یجیتدر صورت به شده تیتقو لوله دوم یارتعاش مد) ب-13-3(شکل

� = �	و�.� = � �	و =  55 ......................................................................... ������ مختلف ریمقاد و �

 بـه  الیس ـ انی ـجر يحاو و ضخامت يراستا در یجیتدر صورت به شده تیتقو لوله سوم یارتعاش مد) پ-13-3(شکل

� يازا = �	و�.� = � �	و =  56 ................................................................... ������ مختلف ریمقاد و �

 يازا بـه  الیس ـ انیجر يحاو و طول يراستا در یجیتدر صورت به شده تیتقو لوله اول یارتعاش مد) الف-14-3(شکل

� = �,� = �,� =  57 ......................................................................... ������ مختلف ریمقاد و  �.�

 يازا بـه  الیس ـ انی ـجر يحاو و طول يراستا در یجیتدر صورت به شده تیتقو لوله دوم یارتعاش مد) ب-14-3(شکل

� = �,� = �,� =  57 .......................................................................... ������ مختلف ریمقاد و �.�

 يازا بـه  الیس ـ انیجر يحاو و طول يراستا در یجیتدر صورت به شده تیتقو لوله سوم یارتعاش مد) پ-14-3(شکل

� = �,� = �,� =  57 .......................................................................... ������ مختلف ریمقاد و �.�

 يازا بـه  الیس ـ انیجر يحاو و طول يراستا در یجیتدر صورت به شده تیتقو لوله اول یارتعاش مد) الف-15-3(شکل

� = �,� = ��,� =  58 ....................................................................... ������ مختلف ریمقاد و  �.�



 ل 

 

 يازا بـه  الیس ـ انی ـجر يحاو و طول يراستا در یجیتدر صورت به شده تیتقو لوله دوم یارتعاش مد) ب-15-3(شکل

� = �,� = ��,� =  58 ........................................................................ ������ مختلف ریمقاد و �.�

  يازا بـه  الیس ـ انیجر يحاو و طول يراستا در یجیتدر صورت به شده تیتقو لوله سوم یارتعاش مد) پ-15-3(شکل

� = �,� = ��,� =  58 ........................................................................ ������ مختلف ریمقاد و �.�

 در یجیتدر صورت به شده تیتقو رداریکسرگی لوله چهارم تا اول یاصل يها فرکانس یموهوم قسمت) الف-16-3(شکل

� يازا به ضخامت جهت = ������  و   	�.� = � ............................................................................ 60 

 در یجیتـدر  صـورت  به شده تیتقو رداریکسرگی لوله چهارم تا اول یاصل يها فرکانس یقیحق قسمت) ب-16-3(شکل

� يازا به ضخامت جهت = ������  و   	�.� = � ............................................................................ 60 

 در یجیتـدر  صـورت  بـه  شـده  تیتقو رداریکسرگی لوله چهارم تا اول یاصل يها فرکانس مختلط نمودار)پ-16-3(شکل

�يازا به  و سرعت از یتابع عنوان به ضخامت جهت = ������  و   	�.� = � ............................................. 61 

 در یجیتدر صورت به شده تیتقو رداریکسرگی لوله چهارم تا اول یاصل يها فرکانس یموهوم قسمت) الف-17-3(شکل

� يازا به ضخامت جهت = ������  و   	�.� = �/� ........................................................................ 62 

 در یجیتـدر  صـورت  به شده تیتقو رداریکسرگی لوله چهارم تا اول یاصل يها فرکانس یقیحق قسمت) ب-17-3(شکل

� يازا به ضخامت جهت = ������  و   	�.� = �/� ........................................................................ 62 

 در یجیتـدر  صـورت  بـه  شده تیتقو رداریکسرگی لوله چهارم تا اول یاصل يها فرکانس مختلط نمودار)پ-17-3(شکل

�يازا به  و سرعت از یتابع عنوان به ضخامت جهت = ������  و   	�.� = �/� ......................................... 63 

 در یجیتدر صورت به شده تیتقو رداریکسرگی لوله چهارم تا اول یاصل يها فرکانس یموهوم قسمت) الف-18-3(شکل

� يازا به ضخامت جهت = ������  و   	�.� = � ............................................................................ 64 

 در یجیتـدر  صـورت  به شده تیتقو رداریکسرگی لوله چهارم تا اول یاصل يها فرکانس یقیحق قسمت) ب-18-3(شکل

� يازا به ضخامت جهت = ������  و   	�.� = � ............................................................................ 64 

 در یجیتـدر  صـورت  بـه  شده تیتقو رداریکسرگی لوله چهارم تا اول یاصل يها فرکانس مختلط نمودار)پ-18-3(شکل

�يازا به  و سرعت از یتابع عنوان به ضخامت جهت = ������  و   	�.� = � ............................................. 65 

 در یجیتدر صورت به شده تیتقو رداریکسرگی لوله چهارم تا اول یاصل يها فرکانس یموهوم قسمت) الف-19-3(شکل

� يازا به ضخامت جهت = ������  و   	�.� = �/� ........................................................................ 66 

 در یجیتـدر  صـورت  به شده تیتقو رداریکسرگی لوله چهارم تا اول یاصل يها فرکانس یقیحق قسمت) ب-19-3(شکل

� يازا به ضخامت جهت = ������  و   	�.� = �/� ........................................................................ 66 

 در یجیتـدر  صـورت  بـه  شده تیتقو رداریکسرگی لوله چهارم تا اول یاصل يها فرکانس مختلط نمودار)پ-19-3(شکل

�يازا به  و سرعت از یتابع عنوان به ضخامت جهت = ������  و   	�.� = �/� ......................................... 67 

 در یجیتدر صورت به شده تیتقو رداریکسرگی لوله چهارم تا اول یاصل يها فرکانس یموهوم قسمت) الف-20-3(شکل

� يازا به ضخامت جهت = ������  و   	�.� = � ............................................................................ 68 

 در یجیتـدر  صـورت  به شده تیتقو رداریکسرگی لوله چهارم تا اول یاصل يها فرکانس یقیحق قسمت) ب-20-3(شکل

� يازا به ضخامت جهت = ������  و   	�.� = � ............................................................................ 68 



 م 

 در یجیتـدر  صـورت  بـه  شده تیتقو رداریکسرگی لوله چهارم تا اول یاصل يها فرکانس مختلط نمودار)پ-20-3(شکل

�يازا به  و سرعت از یتابع عنوان به ضخامت جهت = ������  و   	�.� = � ............................................. 69 

 در یجیتدر صورت به شده تیتقو رداریکسرگی لوله چهارم تا اول یاصل يها فرکانس یموهوم قسمت) الف-21-3(شکل

� يازا به ضخامت جهت = ������  و   	�.� = �/� ........................................................................ 70 

 در یجیتـدر  صـورت  به شده تیتقو رداریکسرگی لوله چهارم تا اول یاصل يها فرکانس یقیحق قسمت) ب-21-3(شکل

� يازا به ضخامت جهت = ������  و   	�.� = �/� ........................................................................ 70 

 در یجیتـدر  صـورت  بـه  شده تیتقو رداریکسرگی لوله چهارم تا اول یاصل يها فرکانس مختلط نمودار)پ-21-3(شکل

�يازا به  و سرعت از یتابع عنوان به ضخامت جهت = ������  و   	�.� = �/� ......................................... 71 

 در یجیتدر صورت به شده تیتقو رداریکسرگی لوله چهارم تا اول یاصل يها فرکانس یموهوم قسمت) الف-22-3(شکل

� يازا به  لوله طول جهت = ������  و   �.� = � ........................................................................... 72 

 در یجیتـدر  صـورت  به شده تیتقو رداریکسرگی لوله چهارم تا اول یاصل يها فرکانس یقیحق قسمت) ب-22-3(شکل

� يازا به  لوله طول جهت = ������  و   	�.� = � .......................................................................... 72 

 در یجیتـدر  صـورت  بـه  شده تیتقو رداریکسرگی لوله چهارم تا اول یاصل يها فرکانس مختلط نمودار)پ-22-3(شکل

�يازا به  و سرعت از یتابع عنوان به لوله طول جهت = ������  و   	�.� = � ............................................ 73 

 در یجیتدر صورت به شده تیتقو رداریکسرگی لوله چهارم تا اول یاصل يها فرکانس یموهوم قسمت) الف-23-3(شکل

� يازا به  لوله طول جهت = ������  و   �.� = �/� ....................................................................... 74 

 در یجیتـدر  صـورت  به شده تیتقو رداریکسرگی لوله چهارم تا اول یاصل يها فرکانس یقیحق قسمت) ب-23-3(شکل

� يازا به  لوله طول جهت = ������  و   �.� = �/� ....................................................................... 74 

 در یجیتـدر  صـورت  بـه  شده تیتقو رداریکسرگی لوله چهارم تا اول یاصل يها فرکانس مختلط نمودار)پ-23-3(شکل

�يازا به  و سرعت از یتابع عنوان به لوله طول جهت = ������  و   	�.� = �/� ........................................ 75 

 در یجیتدر صورت به شده تیتقو رداریکسرگی لوله چهارم تا اول یاصل يها فرکانس یموهوم قسمت) الف-24-3(شکل

� يازا به  لوله طول جهت = ������  و   �.� = � ........................................................................... 76 

 در یجیتـدر  صـورت  به شده تیتقو رداریکسرگی لوله چهارم تا اول یاصل يها فرکانس یقیحق قسمت) ب-24-3(شکل

� يازا به  لوله طول جهت = ������  و   �.� = � ........................................................................... 76 

 در یجیتـدر  صـورت  بـه  شده تیتقو رداریکسرگی لوله چهارم تا اول یاصل يها فرکانس مختلط نمودار)پ-24-3(شکل

�يازا به  و سرعت از یتابع عنوان به لوله طول جهت = ������  و   	�.� = � ............................................ 77 

 در یجیتدر صورت به شده تیتقو رداریکسرگی لوله چهارم تا اول یاصل يها فرکانس یموهوم قسمت) الف-25-3(شکل

� يازا به  لوله طول جهت = ������  و   �.� = �/� ....................................................................... 78 

 در یجیتـدر  صـورت  به شده تیتقو رداریکسرگی لوله چهارم تا اول یاصل يها فرکانس یقیحق قسمت) ب-25-3(شکل

� يازا به  لوله طول جهت = ������  و   �.� = �/� ....................................................................... 78 

 در یجیتـدر  صـورت  بـه  شده تیتقو رداریکسرگی لوله چهارم تا اول یاصل يها فرکانس مختلط نمودار)پ-25-3(شکل

�يازا به  و سرعت از یتابع عنوان به لوله طول جهت = ������  و   	�.� = �/� ........................................ 79 



 ن 

 

 در یجیتدر صورت به شده تیتقو رداریکسرگی لوله چهارم تا اول یاصل يها فرکانس یموهوم قسمت) الف-26-3(شکل

� يازا به  لوله طول جهت = ������  و   �.� = � ........................................................................... 80 

 در یجیتـدر  صـورت  به شده تیتقو رداریکسرگی لوله چهارم تا اول یاصل يها فرکانس یقیحق قسمت) ب-26-3(شکل

� يازا به  لوله طول جهت = ������  و   �.� = � ........................................................................... 80 

 در یجیتـدر  صـورت  بـه  شـده  تیتقو رداریکسرگی لوله چهارم تا اول یاصل يها فرکانس مختلط نمودار)پ-26-3(شکل

�يازا به  و سرعت از یتابع عنوان به لوله طول جهت = ������  و   	�.� = � ............................................ 81 

 در یجیتدر صورت به شده تیتقو رداریکسرگی لوله چهارم تا اول یاصل يها فرکانس یموهوم قسمت) الف-27-3(شکل

� يازا به  لوله طول جهت = ������  و   �.� = �/� ....................................................................... 82 

 در یجیتـدر  صـورت  به شده تیتقو رداریکسرگی لوله چهارم تا اول یاصل يها فرکانس یقیحق قسمت) ب-27-3(شکل

� يازا به  لوله طول جهت = ������  و   �.� = �/� ....................................................................... 82 

 در یجیتـدر  صـورت  بـه  شده تیتقو رداریکسرگی لوله چهارم تا اول یاصل يها فرکانس مختلط نمودار) پ-27-3(شکل

�يازا به  و سرعت از یتابع عنوان به لوله طول جهت = ������  و   	�.� = �/� ........................................ 83 

 ریمقـاد  يازا بـه  لولـه  ضـخامت  يراسـتا  در یجیتـدر  صـوررت  به شده تیتقو لوله بعد یب یبحران سرعت) 28-3(شکل

 86 ...............................................................................................................      ������و � مختلف

 مختلف ریمقاد يازا به و لوله طول يراستا در یجیتدر صوررت به شده تیتقو لوله بعد یب یبحران سرعت) 29-3(شکل

 87 ............................................................................................................................  ������و �

 پـارامتر  از یتـابع  عنـوان  بـه  ضـخامت،  يراستا در یجیتدر شده تیتقو لوله الیس انیجر یبحران سرعت) 30-3(شکل

 88 .............................................................................. انگی مدول نسبت مختلف ریمقاد يازا به ،یجرم بعد یب

 نسبت از یتابع عنوان به ضخامت، يراستا در یجیتدر شده تیتقو لوله الیس انیجر یبحران سرعت) الف-31-3(شکل

���.� که یحالت انگ،ی مدول ≤������ ≤ � ................................................................................. 89 

 نسـبت  از یتـابع  عنوان به ضخامت، يراستا در یجیتدر شده تیتقو لوله الیس انیجر یبحران سرعت) ب-31-3(شکل

� که یحالت انگ،ی مدول ≤ ������ ≤ � ......................................................................................... 89 

 بعـد  یب پارامتر از یتابع عنوان به ، طول يراستا در یجیتدر شده تیتقو لوله الیس انیجر یبحران سرعت) 32-3(شکل

 90 ...................................................................................... انگی مدول نسبت مختلف ریمقاد يازا به ،یجرم

 نسـبت  از یتـابع  عنـوان  بـه  طول، يراستا در یجیتدر شده تیتقو لوله الیس انیجر یبحران سرعت) الف-33-3(شکل

���.� که یحالت انگ،ی مدول ≤������ ≤ � ................................................................................. 91 

 نسـبت  از یتـابع  عنـوان  بـه  طـول،  يراستا در یجیتدر شده تیتقو لوله الیس انیجر یبحران سرعت) ب-33-3(شکل

� که یحالت انگ،ی مدول ≤ ������ ≤ � ......................................................................................... 92 

 

 

 



 س 

 

 

  هرست جداولف

 47 ............................................................. انگی مدول مختلف عیتوز يازا به اول بعد یب يها فرکانس) 1- 3(جدول

 48 ............................................................ انگی مدول مختلف عیتوز يازا به دوم بعد یب يها فرکانس) 2- 3(جدول

 48 ............................................................ انگی مدول مختلف عیتوز يازا به سوم بعد یب يها فرکانس) 3- 3(جدول

 مختلف ریمقاد يازا به ضخامت يراستا در یجیتدر شده تیتقو لولا دوسر لوله بعد یب یبحران يها سرعت) 4- 3(جدول

� ������         ......................................................................................................................... 85 

 مختلف ریمقاد يازا به ضخامت يراستا در یجیتدر شده تیتقو لولا دوسر لوله بعد یب یبحران يها سرعت) 5- 3(جدول

......   ������و� .. ........... .. ................. .. ........... .. ................................................................................. .. ........... .. ..............................  87 

  

  

  

   



 ع 

 

  فهرست علائم 

 ������  نسبت مدول یانگ �  بعد سیال سرعت بی

 �  توزیع توانی توان �  مقدار ویژه

 β  بعد پارامتر جرمی بی �  بردار سرعت سیال

 �  بعد زمان بی �  سرعت جریان سیال

 ��  جابجایی عرضی ��  طول سیالجرم واحد 

��  جرم واحد طول لوله  ��  طولهجابجایی  

 �  طول لوله Af  مساحت مقطع سیال

 �  مدول یانگ  Ap  مساحت مقطع لوله

 q  نیروي گسترده  ρf  چگالی وزنی سیال

�  ماتریس سفتی  ρp  چگالی وزنی لوله  

 �  ماتریس میرایی �  محور افقی

�  جرمماتریس  �  زمان  

�  ماتریس فضاي حالت ℎ  ضخامت لوله  

 �  درجه آزادي سیستم �  شعاع لوله

�  کار      

      

      

 

 



 

1 

 

ل اول
��

 

 و �ر���ه  �قد�                           

 

 

 

 

 

 

 



2 

 

 

 

  مقدمه -1-1

خطوط تخلیه  گاز، هاي خطوط لوله جهت انتقال سیالات نه تنها در صنایع نفت وسیستم

مورد استفاده قرار   ]2, 1[غیره و الکترومکانیکی نانو و میکرو هاي سیستم هاي حرارتی، مبدل پمپ،

که توجه بسیاري از محققین را به  ،دنگیرد،  بلکه کاربردهاي گسترده عمومی در صنایع مختلف دار می

اله در زمینه مسائل اندرکنش ترین مس لوله حاوي سیال به عنوان ساده .]3[اند سوي خود جلب کرده

شود که با این حال قادر به نشان دادن رفتار دینامیکی جالب و حائز  میان سازه و سیال محسوب می

شرایط  اي براي هاي حاوي جریان سیال به شکل گسترده ارتعاشات و ناپایداري لوله اهمیتی است.

  ].٣[مرزي مختلف بررسی شده است

شود به دلیل  حرکت لوله الاستیک حاوي سیال مشاهده میپس از بدست آوردن معادله 

شود: الف) شتاب عمودي سیال ب) شتاب کریولیس  سه نوع شتاب حاصل می ،حرکت محوري جرم

اي پ) شتاب جانب مرکز ناشی از تغییر شکل (خمیده شدن) لوله. نیروها به  ناشی از سرعت زاویه

  اند: ترتیب در زیر نشان داده شده

 

)1 -1(  ����������� = �� 	
����
���

 

)1 -2(  
��������� = 2��

����
����

 

  

)1 -3(  ������������ = ���
�
����
���

 

اندازه بردار سرعت سیال است. �	تغییر شکل عرضی لوله،  ��جرم واحد طول سیال،  ��که 
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وردن معادله آگردند. با بدست  انواع مختلف ناپایداري می ثاین نیروها در شرایط مرزي مختلف باع

 سرگیردار) زاد حاصل، و بسته به شرایط مرزي(دوسر مفصل یا یکآحرکت، مساله مقدار ویژه ارتعاشات 

اتفاق  1وقوع ناپایداري از نوع کمانش ،شود. اگر لوله دوسر مفصل باشد نوع ناپایداري مشخص می

خواهد بود. زمانی که لوله داراي شرایط  2فلاتریردار باشد ناپایداري از نوع سرگ افتد و اگر لوله یک می

توصیف  ،مفصل است پدیده کمانش به ازاي یک حداقل سرعت مناسب (سرعت بحرانی) مرزي دوسر

ر کننده این مطلب است که نیروي جانب مرکز بر نیروي بازگرداننده کریولیس غلبه دارد. همچنین د

یردار دارد پدیده لرزشی حاصل به ازاي سرعت بحرانی توصیف گ ایط مرزي یکسرحالتی که لوله شر

کننده این مطلب است که ترکیب کار انجام شده نیروي کریولیس و انرژي اضافه شده به سیستم 

توسط سیال باعث ایجاد یک نیروي میرایی منفی شده که توسط پایدوسیس بیشتر توضیح داده شده 

  ).]5[(مهیا شده توسط بنجامین ]4[است

  لوله دوسر مفصل: -1-1-1

نظر شود معادله حرکت لوله  فشار صرفاگر از نیروهاي جاذبه، میرائی، کشش خارجی و اثر 

  :]3[آید ساده به شکل زیر در می

)1 -4(  ��
����
���

+ ���
�
����
���

+ 2���
����
����

+ ��� + ���
����
���

= 0  

به ترتیب محور مختصات و  �و  �جرم واحد طول لوله ،  ��صلبیت خمشی لوله،  ��	که 

ترین شکل مساله لوله حاوي  زمان هستند. جریان سیال داخل لوله ساده در نظر گرفته شده، که ساده

) 4-1(شود. اولین جمله در معادله  هاي مختلفی استخراج می جریان سیال است. این معادله از راه

سیال است. با  توسطمرکز وارد شده  نیروي بازگرداننده خمشی، و دومین جمله ناشی از نیروي جانب

  بازنویسی

                                                
1 buckling 

2 flutter  
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����

����
=

��

��
= Ω اي محلی بوده و حاکی از اثر کریولیس است. جریان طولی سیال با  سرعت زاویه

چرخد  عمود به داخل صفحه است) می ⃗�(که  ⃗�	Ω−زمانی که قسمتی از لوله حول محور  ⃗�	�سرعت 

⃗�	2Ω−و شتاب  × �	2دهد که همان جمله سوم ( را نتیجه می ⃗�	�	
����

����
خر نیز آ. جمله است )

  : �باشد. پس از مقایسه معادله بالا با معادله تیر تحت نیروي فشاري  اینرسی لوله پر شده با سیال می

)1 -5(  �� �
����
���

� + � �
����
���

� + ��
����
���

� = 0  

کند. از  عمل می �روشن است که نیروي جانب مرکز در معادله لوله حاوي سیال مانند نیروي فشاري 

کند در  صلبیت لوله کاهش پیدا می �این طریق به صورت فیزیکی کاملا مشخص است که با افزایش 

کند  به مینیروي گریز از مرکز به نیروي بازگرداننده خمشی غل �نتیجه به ازاي افزایش کافی سرعت 

که از نوع کمانش است و در حیطه دینامیک غیرخطی، دوشاخگی پیچفورك  ،افتد اتفاق می 1و واگرایی

کار  ،زادآشود. ضمنا شایان ذکر است در بحث قبلی در حالت ارتعاشات  به آن اطلاق می 2استاتیکی

  انجام گرفته توسط سیال بر روي لوله صفر خواهد بود.

نرخ کار انجام شده روي لوله توسط نیروهاي سیال(به عنوان تنها منبع ورودي انرژي)در شرایط 

  صورت زیر است:زاد به آحرکت 

)1 -6(  

��

��
= − �

�	��
��	

�� �
�

��
+ �

�

��
� �
���
��

+ �
�	��
��	

� ��
�
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  شود: بنابراین در یک پریود ارتعاش به عبارت زیر تبدیل می

                                                
1 divergence  

2 Static pitchfork bifurcation  



 

5 
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  براي حرکت متناوب دومین انتگرال همیشه صفر است بنابراین: ]6[که طبق  مرجع

)1 -8(  ∆ � = − ���� ��
�	��
��	

�
�

+ � �
�	��
��	

� �
�	��
��	

� �
�

�

�
	
0
		�� 

و در نهایت به دلیل آنکه 
�	��

��	
�∆در ابتدا و انتها لوله دوسر لولا صفر است،   = بوده سیستم  0

نیروهاي وابسته به سرعت که کاري انجام  این 1پایستار خواهد بود.  بر اساس تقسیم بندي زیگلر

شوند، بنابراین سیستم فوق یک سیستم ژیروسکوپیک پایستار  دهند ژیروسکوپیک نامیده می نمی

سازي به روش گالرکین،  ینده مشاهده خواهد شد، در گسستهآ. همانطور که در فصول ]7[است

. در این سیستم با ]8[دهنده اثر کریولیس است، پادمتقارن است  ماتریس شامل سرعت که نشان

ابد و به ازاي یک حداقل سرعت معین، ی هاي اصلی کاهش می افزایش سرعت سیال مقدار فرکانس

کند. از نقطه نظر خطی به سیستم،  فرکانس اول به همراه سختی تیر به  سمت صفر میل می

با نگاه کردن به  رسد. شود و بعد به تعادل می پیکربندي مستقیم لوله ناپایدار شده و لوله خم می

افتد که بیان کننده دو حالت  اتفاق می 2فورك پیچ موضوع از دیدگاه غیرخطی در این لحظه دوشاخگی

  تعادل براي سیستم بوده که یکی ناپایدار است.

  لوله یکسرگیردار -1-1-2

همانطور که در ادامه نشان داده خواهد شد این یک سیستم ناپایستار است که به ازاي یک 

شود. معادله حرکت لوله  می 3دچار ناپایداري لرزشی از نوع دوشاخگی هپف ،حداقل سرعت سیال

                                                
1 Ziegler (1968)  

2 Pitchfork bifurcation  

3 hopf bifurcation  
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بوده که این تشابه از لحاظ فیزیکی نیز  نیز همانند لوله دوسر لولاي یکسرگیردار حاوي جریان سیال

 �ارتعاش قابل درك است. به طور مشابه کار انجام شده توسط سیال بر روي لوله یکسرگیردار در بازه 

  همانند قسمت قبل بدست خواهد آمد:

)1 -9(  ∆ � = − ���� ��
�	��
��	

�
�

�

+ � �
�	��
��	

�
�
�
�	��
��	

�
�
�

�

�

		��≠ 0  

�که 
�	��

��	
�
�

و �
�	��

��	
�
�

به ترتیب شیب و سرعت قسمت آزاد لوله است. در دسته بندي زیگلر به  

�∆دلیل انکه بعضی از نیروها باعث  ≠ یک سیستم سیرکولاتوري در نظر گرفته شوند این  می 0

بیشتر توضیح داده شده  [9] 2و پایدوسیس ]5[ 1بنجامینها توسط  . دینامیک این سیستماست شده

�) با فرض 9- 1است. در معادله ( > به قدري کوچک باشد که جمله دوم درون  و نیز چنانچه 0

�∆		اول کوچکتر شود،  جملهبراکت از  <   �شود. اما اگر  زاد لوله میراشونده میآشده و حرکت  0

�به اندازه کافی بزرگ باشد و در بیشتر طول یک سیکل ارتعاش 
�	��

��	
�
�

	و �
�	��

��	
�
�

علامت مخالف  

�∆داشته باشند،  > شده و بدان معناست که لوله انرژي دریافت کرده و حرکت آزاد،  0

گیرد که یک تیغه بلند حاوي سیالی  شود. ناپایداري لرزشی زمانی مورد توجه قرار می شونده می بزرگ

انتهاي لوله از حرکت خود عقب بماند. این همان چیزي  ،چگال بوده و در یک سیکل ارتعاش عرضی

که لوله به واسطه  اند. زمانی و پایدوسیس قبلا متذکر شده 4گوري ،بنجامین ، گري 3است که بورییرز

نهایت نوسان  بینی تئوري خطی به بی شود طبق پیش دوشاخگی هپف دچار ناپایداري لرزشی می

شود که تنها از طریق تئوري غیرخطی  رتعاش محدود وارد میکند، بلکه در عوض به یک سیکل  ا نمی

  قابل توضیح است.

ها و بررسی و نشان  هاي طبیعی لوله نامه، بدست آوردن فرکانس از این پایاندر بخشی هدف 

                                                
1 Benjamin(1961)  

2 paidoussis(1970)  
3 bourrieres(1939) 
4 Gregory(1966)  
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هاي طبیعی  دادن تاثیر چگونگی توزیع و تغییرات مدول یانگ در طول لوله یا ضخامت آن بر فرکانس

هاي بحرانی به ازاي ضرایب توزیع مختلف مدول  دیگر به بدست آوردن سرعت خشبسیستم بوده و در 

 .استیانگ با استفاده از توزیع توانی 

 تاریخچه مرور مقالات و بیان علمی نتایج  -1-2

به بررسی یک لوله خود تحریک شونده حاوي   1لویین بیري 1885اولین بار بسیار قبل از سال 

در   2یکی از شاگردانش به نام بورییرز  .رهایش منتشر نشده باقی ماندجریان سیال پرداخت اما کا

او به صورت عملی و  توانست معادلات حاکم بر مساله را به صورت تئوري بدست آورد. 1939سال 

اي منتشر کرد که توسط  سرگیردار کار کرد. بورییرز مقاله ارتعاش یک تیر یکتئوري، در زمینه 

مورد استفاده قرار گرفت .در توسط پایدوسیس  1973اینکه در سال  ماند تا خوانندگان آن ناشناخته

و   7، نیردسون6، هازنر 5، هنریچ 4هندلمن ، 3دانشمندان نظیر : فودوسیو 1960 تا 1950سالهاي 

و دوباره معادلات حرکت مساله را بدست  در این زمینه تلاش گرفتن مقاله بورییرز  هبا نادید 8بولوتین

 و 9. اشلی]10[را به صورت تجربی بهبود بخشیدند وي کمانش آن کار کردند و نتایجو روردند آ

در  11بلیونس.  ]11[داخلی برارتعاشات لوله پرداختند به مطالعه تاثیر سیال 1950در سال  10هاویلند

لانگ روي  1955در  .از شتاب کریولیس براي مدل کردن سیال داخل لوله استفاده کرد 1950سال 

ي پایداري آنرا نتوانست ببیند زیرا روش که استفاده می کرد برا ناتیر یک سردگیردار کار کرد اما 

براي اولین بار تحقیقات فراگیري  بنجامین 1961در سال . ]12[سرعت هاي پایین سیال مناسب بود

                                                
1Brillouin  
2Bourrières  

3Feodos’ev (1951)  

4Handelman  

5Heinrich  

6Housner(1952)  

7Niordson (1953)  

8Bolotin  

9Ashley  

10Haviland  

11BLEVINS  
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روي ارتعاشات لوله ها انجام داد. بنجامین تابع لاگرانژ را به صورت کامل و صحیح تعیین و معادلات 

گوري  گري 1963.در سال ]5[کرد مقایسهحرکت را براي تیرهاي کامل بدست آورد و با نتایج تجربی 

گیردار علاقه مند شدند و اولین افرادي بودند که سرعت بحرانی  هاي یکسر و پایدوسیس به موضوع لوله

وردند که با نتایج عملی تطابق داشت. محققین نظیر بلیوینس آرا با روشهاي تقریبی و دقیق بدست 

) گزارشات متفاوتی از سرعت 1998) و پایدوسیس (1992سوس و لاي (و) پاید1987) چن (1977(

ویتوري اولین کسی بود که اثبات کرد  2004بحرانی براي نسبتهاي وزنی مختلف ارائه کردند. در سال 

تفاوتی در نتایج تیر با تئوري اویلر برنولی نیست او در عوض پرشهایی در سرعت بحرانی براي نسبت 

ین پرشها به ترمهاي در نظر گرفته شده در وزنی مشخص مشاهده کرد و همچنین نشان داد که تعداد ا

که براي هر  استتقریب بستگی دارد. به گفته الیشا کوف  از یک معادله حرکت دیفرانسیل خطی 

  (جرم سیال به جرم کل)تنها یک سرعت بحرانی بدست آید. βبدون بعد جرمی  پارامتر

شده ارائه نام محققین کمک به دلیل در دسترس بودن تعداد زیادي از پیشینه کارهاي انجام 

شایانی نمی کند بلکه به جاي آن تعدادي از مقالات کلیدي که مرتبط به موضوع هستند لیست شده 

اند. بسیاري از محققین روي بهبود و بازنگري تئوري هاي دینامیک لوله ها خصوصا پایداري آنها کار 

گیر و رهاي اویلر برنولی خطی (دوسرد .همچنین معادلات حرکت دینامیکی لوله ]16-13[کرده اند

اولین کسانی  1یر . پایدوسیس و لایتیآورده شده است ]23- 17, 12, 5[  مراجعدر  سرگیردار ) یک

بعد در  بودند که معادلات خطی حرکت تیر را با استفاده از تئوري تیموشنکو استخراج و به صورت بی

 ن معادلات از روشهاي نیوتنی استخراج و توسط روشهاي حساب تغییرات. ای]25, 24, 10[آوردند

سرگیردار حل  براي بدست آوردن فرکانس و سرعتهاي بحرانی براي تیر با تکیه گاه ثابت و یک ]26[

از مدل تیموشنکو براي چندین مسئله دیگر لوله استفاده  یر و لایتی 2لو شدند. بعدها پایدوسیس،

  .]27[این معادلات را با استفاده از روش گالرکین و تبدیلات فوریه حل کردند کردند و

                                                
1Laithier  

2luu  
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به صورت صریح   ]29, 28[در بازبینی مدلهاي اجزا محدود براي تیر تیموشنکو فقط دو مقاله 

اند.  آیند پرداخته ت میاز فرمول انرژي بدس ،کنسرواتیو که زمان استخراج مدل هاي انرژي غیر جملهبه 

اند اما در  میرائی و سختی استفاده کرده براي استخراج ماتریسهاي جرم، خوبیروش  ]29[چو و لین 

  ن مقاله مقادیر اشتباهی وجود داشت.آ نتایج

خطی  جریان سیال را می توان به دو دسته تئوري خطی و غیردر کل دینامیک لوله هاي حاوي 

. در سال ]30[و عرضی از یکدیگر مستقل هستند تقسیم کرد. در تئوري خطی معادلات محوري 

هاي حاوي جریان سیال  خطی لوله دسته کامل معادلات حرکت غیر ]31[ و پایدوسیس 1سملر 1994

ت هاي بزرگ استفاده کردند. معادلا جایی ري تیر اویلربرنولی و تئوري جابهرا بدست آوردند. آنها از تئو

 هاي کرنش بود. با استفاده از کاملترین معادلاتی بوده که تا آن سال به کار رفته ]31[مورد استفاده در 

وابسته   هم  خطی به هاي غیر جملهمعادلات حرکت عرضی و محوري به واسطه  2نمکاروون  غیرخطی

توان آنرا تیر در نظر گرفت. دینامیک  شوند. اگر لوله به میزان کافی باریک در نظرگرفته شود می می

مورد  ]32[تیرهاي حاوي جریان سیال توسط ردي و وانگ باهر دو تئوري تیراویلر برنولی و تیموشنکو 

معادلات دیگر مقالات است و براي  مشابهبررسی قرار گرفته است. معادلات مورد استفاده در آن مقاله 

هاي کوچک و پیچش متوسط به کار می رود. صادقی و کریمی برروي رفتار  کرنش هاي تحال

  .]33[ اند گاه فنري را بررسی کرده و واقع بر تکیه، تحت اثر جرم متحرك ،حاوي سیال يتیر ارتعاشاتی

و آغاز بررسی  شد ها ایزوتروپیک در نظر گرفته می ها جنس لوله اغلب بررسی در گذشته، در

هاي  نانولولهویژگی هاي عالی و چند منظوره  .]34[گردد هاي کامپوزیتی به چند سال اخیر برمی لوله

شوند. به واسطه  ها در زمینه نانو کامپوزیت باعث شده کاندید مناسبی براي تولید مواد جدید کربنی

مبدایی در زمینه تولید کامپوزیتهاي جدید  ]37- 35[خواص قابل توجه مکانیکی حرارتی و الکتریکی 

علاقه محققین را به تقویت پلیمرها چه به عنوان تقویت  هاي کربنی نانولولهپایه گذاري شد. توسعه 

                                                
1Semler  

2von K´arm´an nonlinear strains      
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. بررسی کننده ماتریس پلیمري و چه به عنوان جانشینی براي فیبرهاي متداول جلب کرده است

می تواند  هاي کربنی نانولولهبرروي نانو کامپوزیتها نشان داده است که اضافه کردن مقدار اندکی 

  . ]41- 38[خواص مکانیکی حرارتی و الکتریکی کامپوزیت را به صورت چشمگیري افزایش دهد

چند لایه  هاي کربنی نانولوله % 3که تنها افزودن  اند       کردهي و همکارانش گزارش داخیرا امی

. ]42[دهد افزایش می %2/55و %  1/43انگ و استحکام کشش کامپوزیت اپوکسی را به ترتیب  یمدول 

کرنش نانوکامپوزیت بسیار مفید هستند استفاده از آنها در - اگرچه این مقالات در بیان رفتار تنش

کاربردهاي ساختاري واقعی انگیزه اصلی براي توسعه این دسته از مواد است در نتیجه مشاهده عملکرد 

روي خیز و  ]43[ 2یو آدال 1براي مثال وویت .کند اهمیت پیدا میدر سازه واقعی  هاي کربنی نانولوله

آزمایش کردند. آنها دریافتند که  3، با استفاده تئوري چند مقیاسیتنش تیر نانو کامپوزیت تقویت شده

تیر را به شکل قابل توجهی  سختیبه عنوان تقویت کننده  هاي کربنی نانولولهاضافه کردن مقدار کمی 

روي رفتار دینامیکی تیرچرخان که از مواد تقویت شده  ]44[ 5وسامپویا 4پیووان .افزایش می دهد

با استفاده از روش اجزا  کردن تدریجی را تدریجی ساخته شده بود مطالعه کردند و تاثیر تقویت

ارتعاشات آزاد غیر  ]45[ 7پورتچاي و  6تیر چرخان نشان دادند. یانگمیرائی و سختی  محدود بر روي

تک لایه را با استفاده از  هاي کربنی نانولولهتدریجی با به صورت  انوکامپوزیتی تقویت شده خطی تیر ن

خواص در جهت که کارمن مورد بررسی قرار دادند.  ونوتئوري تیر تیموشنکو و هندسه غیر خطی 

ا از پارامتر بازده در نظر گرفته شد. آنه هاي کربنی نانولولهتدریجی با  به صورت ضخامت تقویت شده

یاس و  براي توضیح انتقال نیرو بین نانو تیوب و فاز پلیمري استفاده کردند.  8هاي کربنی نانولوله

                                                
1Wuite  
2Adali  
3multi-scale  
4Piovan  
5Sampoia  
6Yang  
7Kitipornchai  
8CNT efficioncy  
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هاي  نانولولهتدریجی با به صورت نانو کامپوزیتی تقویت شده  تیرخواص ارتعاشاتی  ]46[هشمتی 

- تک لایه در جهت دلخواه تحت اثر نیروي متحرك را بررسی کرده اند. آنها از روش اشلبی کربنی

معادل براي پیش بینی خواص تیر و همچنین روش اجزا محدود براي  پایه فیبر بر 1تاناکا –موري

رفتار ارتعاشاتی  ]47[گسسته سازي مدل و حل مساله استفاده کرده اند. سبحانی عراق و همکارانش 

را با استفاده از روش  هاي کربنی نانولوله تدریجی بایه صورت  اي تقویت شده  استوانه یک صفحه

  تاناکا بررسی کرده است . –موري

  هاي پایان نامهوريآنو -1-3

جنس لوله همگن در نظر  ،حاوي جریان سیال زمینه لوله هايدر گذشته کلیه بررسی ها، در 

ها در صنایع مختلف نیاز به استفاده  گرفته شده و اخیرا با توجه به پیچیده شدن کاربردهاي ویژه  لوله

لذا توجه محققین به بررسی تاثیر استفاده از این مواد بر رفتار سازه جلب  .استاز مواد جدید مشهود 

تدریجی حاوي سیال به صورت مده براي لوله تقویت شده آبدست  معادلاتدر این تحقیق  .است شده

ن در حالت تقویت شده تدریجی در راستاي طول تا آمده و نحوه بی بعدسازي آبراي اولین بار بدست 

  .است به حال انجام نشده

  :از عبارتند حاضر تحقیق از حاصل نوآوري ي ها جنبه خلاصه طور به

 هاي تقویت شده به صورت تدریجی در راستاهاي  لولههاي طبیعی  بدست آوردن فرکانس

 ضخامت و همچنین طول لوله

 بحرانی در شرایط مرزي دوسرلولا   بررسی تاثیر تقویت کردن لوله به صورت تدریجی بر سرعت

 و نیز یکسرگیردار

 در نظر گرفتن هر دو حالت تقویت کردن در راستاي ضخامت و نیز طول لوله 

  

                                                
1Eshelby–Mori–Tanaka  
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ل دوم      
��

 

��ولا��ون ا�ژی و �عادلات       

���  
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  مقدمه -2-1

اوي جریان سیال با استفاده برنولی ح- هدف از این بخش بدست آوردن معادلات حرکت تیر اویلر        

برنولی تنها تاثیر ممان خمشی بردینامیک تیر در - اویلر در تئوري تیر. ]22[اصل کار مجازي است از 

بنابراین لازم است نیروهاي برش کوچک باشند درنتیجه تغییر شکلهاي ناشی از  ،نظر گرفته می شود

 ن بلند باشدآاین حالت طول تیر باید نسبت به ضخامت  در برش نادید گرفته می شود.

	(� ℎ� > 100).  

,�)�فرض می شود  �, (جابجایی طولی ) و  xجابجایی هر نقطه از تیر در جهت محور  (�

�(�,   ]22[(جابجایی عرضی ) است بنا به مرجع zجابجایی هر نقطه از تیر در جهت محور (�,�

  :شود ه طول لوله کوچک در نظر گرفته براي خطی بودن مساله باید جابجایی عرضی و طولی نسبت ب

)2 -1(  
�

�
~ � (∈ 										و												(

�

�
~ � 	(∈ )�																		 

   .است ∋ >>1که 

برنولی نیاز است که مقاطع تیر مورد نظر نسبت به بردار عمود - براي برقراري تئوري تیر اویلر

  برصفحه مقاطع تیر :

  صفحه اي بماند- 1

  تغییر شکل ندهد - 2

  طوري بچرخند که محور عمود برصفحه در هر لحظه برکل صفحه عمود بماند- 3
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میدان جابجایی و  شود. د گرفتن اثر پوواسون و کرنشهاي عرضی را شامل میفرضهاي بالا نادی

 : در نظر گرفتهکرنشها را به صورت زیر 

)2 -2(  

�(�,�,�) = ��(�,�) − �
���
��

 

�(�, �,�) = ��(�,�) 

  

. با استفاده از تئوري ون کارمن روابط است خنثی در نظر گرفته شدهکشیدگی صفحه  ��,��که 

 شود: جایی به صورت زیر بیان می جابه –کرنش 

)2 -3(  ��� =
���
��

+
1

2
�
���
��

�
�

+ � �−
����
���

� ≡ ���
� + ����

�  

 که:

)2 -4(  ���
� =

���
��

+
1

2
�
���
��

�
�

							, ���
� = −

����
���

 

  و کرنشهاي دیگر صفر هستند.

در طول آن گسترده شده و تیر حاوي جریان  (�,�)qفرض می شود تیر توخالی است و بار  

است. نیروي گسترده شده را می توان به عنوان وزن تیر و سیال درون آن در  (�)� سیال با سرعت

که تیر در سیال دیگري است به عنوان فشار هیدرواستاتیک  ینظر گرفت و یا می توان آن را براي حالت

 در نظر گرفت.
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  ]22[ن سیال) لوله حاوي جریا1-2شکل(

) به صورت زیر پذیر دینامیکی اصل کار مجازي (اصل همیلتون براي مدلهاي تغییر شکل نسخه

 است:

)2-5(  � [(δ U − δ V ) − δ K ]��= 0
�

�

 

 δKکار انجام شده توسط نیروهاي خارجی (جریان سیال) و  δVکار مجازي نیروهاي داخلی،  δUکه 

  :]٢٢[ی مجازي تیر حاوي جریان سیال استانرژي جنبش

)2-6(  � U = � � σ �� (δ ε��
� + zδ ε��

� )dAdx
	

� �

�

�

 

)2-7(  

δV = � ���� � − � ��
�
∂ �w �
∂� �

(������ � + ������ �)
�

�

− � ��(̇������ � − ������ �)� dx  
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)2 -8(  

� K = � � ρ � �� �̇� − z
��̇�
��

� �δ �̇� − z
�� �̇�
��

� + w �̇δ w �̇�
	

� �

dAdx
�

�

+ � � ρ � �V. δV + z
� �
��̇�
��

� �
���̇�

��
��

	

� �

dAdx
�

�

 

  mp = ρpAp مساحت مقطعی تیر و سیال، Apو   Afچگالی وزنی سیال،  ρfچگالی وزنی تیر،  ρpکه 

بردار سرعت سیال  Vسرعت جریان سیال و  �چگالی جرمی واحد طول تیر و سیال،   mf = ρf Af  و

 هستند:

)2 -9(  � = (����� + �̇�)�̂ + (− ����� + �			و				̂�(�̇� = −
���
��

 

  

δU  ي با جایگذار ,	δV, δK :در اصل همیلتون و فرضیات زیر 

)2 -10(  �
N��
M��

� = � �
1
�
� �����

	

��

 

)2 -11(  �� = � ���� = ����		,	��� = � ���
��� = ����

	

��

	

��

 

)2 -12(  �� = � ���� = ����		,��� = � ���
��� = ����

	

��

	

��

 

 :شود نتیجه میاز اصل همیلتون 
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)2 -13(  

� � �N��� ���
� + M��� ���

� − ��(�̇�� �̇� + �̇�� �̇�)
�

�

�

�

− �� �� + � ���	�
�	�̇�
����

	
�	��̇ �

��	
�

− � �[(����� + �̇ �)� (����� + �̇ �)

+ (����� − �̇ �)� (����� − �̇ �)]��

− � ���� � − � ��
�
����
���

(������ � + ������ �)
�

�

− � ��(̇������ � − ������ �)� ��� �� = 0  

  

شامل ،  �که اپراتور  هایی جملهحال براي بدست آوردن معادلات حرکت کافی است که از تمام 

��دیفرانسیل  است (نسبت به مکان یا زمان) انتگرال گرفته شود و  � , �� با استفاده از اصول  �

  :است گرفته شدهحساب تغییرات به صورت ضریبی فاکتور 
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� � �−
�N��
��

+ ��� + ���
����
���

+ ���	���� �
����
����

+ �
����
���

�
�

�

�

�

+ � ��̇	����� �� ��� ��

+ � � �−
����
���

−
�

��
�
���
��

N��� + �� � + � ��
����
���

�

�

�

�

− �� �� + � ���
����
������

− � + � ��
�	����

����
���

− � ��̇	����+� �� ����� �2
����
����

−
���
��

����
���

�

+ ��� � �
����
����

−
���
��

����
���

��� �������

+ � �N ���� � − M ��

����

��

�

�

+ �
�M��
��

+
���
��

��� − �� �� + � ���
����
�����

− � ��	(�����̇ �

+ ��� � �̇�)� � ���
�

0
		��= 0  

)2 -14( 

��با صفر قرار دادن ضرایب  طبق اصل حساب تغییرات � , δ� هاي تنش  لات برحسب منتجهمعاد �

  آید: بدست می
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)2 -15(  
−
�N��
��

	+ ��� + ���
∂ ���
∂ t�

+ ���	���� �
∂ ���
∂ � ∂ t

+ �
∂ ���
∂ ��

�

+ ���		̇���� = 0  

 

)2 -16(  

−
∂ �M��

∂ ��
−
�

��
�
∂��
∂ x

N��� + ��� + ���
∂ ���
∂ t�

− �I�� + I���
∂ ���
∂� � ∂��

+ � ��	 ����� �2
∂ ���
∂� ∂t

−
∂u �
∂t

∂ ���
∂� �

�

+ sin � �
∂ ���
∂� ∂t

+
∂� �

∂t

∂ ���
∂� �

��

+ � ��
� cos �

∂ ���
∂� �

− � ��̇	���� = q	 

  

  ضخامت تیر:جهت در   تقویت شده به صورت تدریجی معادله لوله -2-1-1

 :به صورت زیر هستندمنتجه هاي تنش  ،با فرض متغیر بودن مدول یانگ در ضخامت تیر

)2 -17(  

N�� = � �����
	

��

= � �(�) �
���
��

+
1

2
�
�	��
��	

�
�

+ � �−
����
���

��
	

��

��

= � � (�) �
���
��

+
1

2
�
���
��

�
�

� ��
	

��

+ � � �−
����
���

�
	

��

��

= � �(�)��.�
���
��

+
1

2
�
���
��

�
�

�
	

��
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)2 -18(  M�� = � ������ =
	

��

� ��(�) �
���
��

+
1

2
�
�	��
��	

�
�

+ � �−
����
���

��
	

��

 

ــه  ∫ک �	�(�)
	

��
�
���

��
+
�

�
�
����

���
�
�

� ــول    صــفر اســت. �� ــه ح ــودن لول ــارن ب ــا شــرط متق (ب

 بنابراین: محورچرخش).

)2 -19(  M�� = − ��
��(�)��.

����
���

 

 هاي غیرخطی و حذف جمله) 16- 2) و (15- 2(در معادلات   ��Mو   ��Nبا جاگذاري  نهایتا

  آید: زیر بدست می شکلمعادلات حرکت به 

)2 -20(  � �(�)��.
	

��

����
���

+ ��� +̇ ��� + ���
����
���

= 0 	 

  

)2 -21(  

����(�)��.
����
���

+ ��� + ���
����
���

− ���� + ����
����
�����

+ 2� ��	
����
����

+ � ��
�
����
���

+ � �	�	̇
���
��

= q  

  

با ثابت در نظر گرفتن  معادله ارتعاشات عرضی است. )21- 2طولی و () معادله ارتعاشات 20-2(معادله 

 همگنکه معادلات لوله  ]33[مرجع  صورتاز انتگرال خارج شده و معادلات به  (z)� ،مدول یانگ

  .شوند است تبدیل می

  طول تیر:در جهت   لوله تقویت شده به صورت تدریجیمعادله  -2-1-2

 ��,M		��Nمنتجه هاي تنش  باشددر طول تیر متغیر  ((�)��) ،با فرض اینکه مدول یانگ

  به صورت زیر تعریف می شود:
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)2 -22(  N�� = ��(�)�� �
���
��

+
1

2
�
���
��

�
�

� 

)2 -23(  	M�� = − ��(�)��
����
���

 

  :آیند سازي معادلات حرکت به صورت زیر بدست می و ساده  ��M	و	��Nبا جایگذاري 

)2 -24(  

− �
�

��
��(�)� �� �

���
��

+
1

2
�
����
���

�

�

�

− � �(�)�� �
����
���

+
���
��

+
����
��

�

+ � ��	���� �
����
����

+ �
����
���

� + � ��̇ 	����

+ �� � + � ��
����
���

= 0  

  

)2 -25(  

��

���
���(�)��

����
���

� −
����
���

���(�)�� �
���
��

+
1

2
�
���
��

�
�

��

−
���
��

�
�

��
��(�)�� �

���
��

+
1

2
�
���
���

�
�

�

+ � �(�)�� �
����
���

+
���
��

+
����
��

��

+ �� � + � ��
����
���

− �� �� + � ���
����
������

+ � ������ �2
����
����

+
���
���

+
����
���

�

+ ��� � �
���
��

+
����
���

+
����
����

� +� ��̇	����
����
���

− ���	̇���� = q 



 

23 

 معادلات حرکت لوله تقویت شده به صورت  تدریجی در جهت طول )25- 2) و (24-2(که معادله 

هستند، اما با کوچک درنظر  دلات در حالت غیرخطی به هم وابستهکه معا شود میمشاهده وده و ب

�گرفتن  = −
���

��
اشات عرضی و طولی از هم مستقل ارتع معادلات غیرخطی هاي جملهو حذف  

  شوند: می

)2 -26(  � 	����� → 			��� � ≈ 1 , ���� ≈ �  

)2 -27(  
− �

�

��
��(�)� ��

���
��

− ��(�)��
����
���

+ ���̇

+ ��� + ���
����
���

= 0  

  

)2 -28(  

��

���
���(�)��

����
���

� + ��� + ���
����
���

− ���� + ����
����
������

+ 2���
����
����

+ ���
�
����
���

+ ���̇
���
��

= � 

  

براي اثبات  ) به ترتیب معادله حرکت ارتعاشات طولی و عرضی است.28-2) و (27- 2(معادله 

مقداري ثابت باشد عبارت 		(�)��  درستی معادلات در صورتی که
��

���
(��(�)��

����

���
ساده  (

  :دنآی در می ]33[مرجع شده و به حالت  معادلات 

)2 -29(  ��� + ����̈� + ���̇− ������
�� = 0  

  

)2 -30(  
��� + ����̈� − ���� + �����̈�

�� + ��(�̇��
� + 2��̇�

� + ����
��)

+ ������
���� = � 
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�)با فرض اینکه سیال در تیر وجود ندارد  = معادلات به صورت زیر در می آیند که همان  	(0

  معادلات تیر ساده هستند:

)2 -31(  �������
��

����
���

+ ����
����
���

− ��⏟
�	�	

����
������

= 0  

	�	� جمله که 
����

������
است. معادله بالا به تیر ریلی معروف است. با حذف  1یاینرس چرخش   

  ولی معروف است.نتیر اویلر بر معادله که به حاصل شدهاینرسی چرخشی معادله تیر ساده 

)2 -32(  ����
����
���

+ ����
����
���

= 0  

 ی بعد سازي معادلات حرکتب -2-2

بعـد   سـرعت و جـرم بـی    بعـد  اي بـی معادلات با اسـتفاده از پارامتره ـ  ،جهت ارائه یک حل کلی

  .اند شده

 ضخامت تیر:در جهت   وله تقویت شده به صورت تدریجیل-1- 2-2

  ) لوله تقویت شده به صورت تدریجی در جهت ضخامت تیر2- 2شکل(

,��مدول یانگ داخلی و خارجی لوله را به ترتیب  طبق مدول یانگ و در نظر گرفته شده  ��

  گردد: قانون توانی در ضخامت تیر توسط رابطه زیر مشخص می

                                                
1Rotary inertia  
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)2 -33(  �(�̅) = (�� − ��) �
�̅

ℎ
+
1

2
�
�

+ ��
	
⇒ �

�
�̅
	
→�

�
�
	
= ��
	

�
�̅
	
→�

�
�
	
= ��

 

  

مدول یانگ در جهت ضخامت به ازاي  تغییراتالف)نمودار - 3-2شکل(

������و  �مقادیر مختلف  < 1  

ب)نمودار تغییرات مدول یانگ در جهت ضخامت به ازاي - 3-2شکل(

������و  �مقادیر مختلف  > 1  

������با تعریف نسبت  =
��

��
  کند: مدول یانگ در ضخامت تیر به صورت زیر تغییر می 

)2 -34(  �(�̅) = �(�) = �� �(������ − 1 ) �
� − �

ℎ
+
1

2
�
�

+ 1 � 

 ،تنها .دهد ، نشان میرا طبق قانون توانییانگ تغییرات مدول نحوه  ) ب-3- 2الف) و (-3- 2شکل(

نظر  یر در ضخامت تیر را در نظر گرفته و با صرفبا مدول یانگ متغ )21- 2( ارتعاشات عرضی معادله

،  q نیز و سرعت درون لوله)ثابت بودن ( ̇�اینرسی چرخشی و صفر در نظر گرفتن  جملهکردن از 

  :است شدهسازي استفاده  بعد ي بیبعد زیر برا پارامترهاي بی

)2 -35( � =
�

�
										, � =

�

�
							, � = �

��	�	
�� + ��

�

�
�� �

��
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  :تعریف روابط زیربا  .است شدهاستفاده  	�از  ��به جاي  از این پس   

)2 -36( 
�				́��
�
=
���

���
, �				́� =

���

��
, �́̇=

���

����	
, �̈ =

���

���
 

  :توان نوشت می

)2 -37(  

���

���
=
1

��
���

���
=
1

��
�				́��
�

 

���

���
=
1

�	
���

���
=
1

�	
�				́�  

���

��	��	
=
1

��
�

��	�	

�� + ��
�

�
�� ���

����
=
1

��
�

���	
�� + ��

�

�
��

�́  ̇

���

���
=
1

��
�

��	�	

�� + ��
�
���

���
=
1

��
�

��	�	
�� + ��

� �̈ 

  

 مقدارو ضرب کردن در  ساده سازي  و )21- 2(هاي بالا در معادله جملهگذاري یبا جا هدر نتیج

ثابت 
��

���
  :آید  به صورت زیر بدست میمعادله ارتعاشات عرضی   

			
∫ 	���(�̅)��	
	

��

���
.�				́��
�
+
���

���

���
	 �				́� + 	

2����

���
�

��	�	

�� + ��
�

�
��

�́̇+ �̈ = 0  

)2 -38(  
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  :است شدهبعد به صورت زیر تعریف  بنابراین پارامترهاي بی

)2 -39(  
� = 	 �

��

���	
�

�
��

��				 

)2 -40(  � =
��

�� + ��
 

 جرمی سیال است. پارامتر �بعد و  سرعت بی �	که 

تقویت شده به صورت تدریجی در بعد لوله  معادله بی ،(̅�)�	با قرار دادن مقدار در نهایت

  ید:آ بدست می �	 و 	� هاي پارامتر حاوي جریان سیال بر حسب جهت ضخامت و

∫ 	�� �(������ − 1 ) �
� − �
ℎ

+
1
2
�
�

+ 1 � ��	
	

��

�
	.�				́��
�
+ ���				́� + 	2�

�
�� �	�́ +̇ �̈

= 0 																					, 0 ≤ � ≤ 	1 	 

)2 -41(  

  طول تیر:در جهت   لوله تقویت شده به صورت تدریجی -2- 2-2

و در بین تیر طبق قانون توانی  فرض شده �� و ��مدول یانگ سمت راست و چپ به ترتیب 

  ید:آ یتوسط رابطه زیر بدست م

)2 -42(  �(�) = (�� − ��) �1 −
�

�
�
�

+ ��
	
⇒ �

��
	
→�	 = ��
	

��
	
→�	 = ��

 

نسبت  
��

��
  :شود به صورت زیر بازنویسی مییانگ و مدول  شدهتعریف  ������،   

)2 -43(  �(�) = ��[(������ − 1 )(1 − �)
� + 1 ] 
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تغییرات مدول یانگ در جهت طول  نمودارالف)- 4-2شکل(

������و  �به ازاي مقادیر مختلف  > 1  

الف)نمودار تغییرات مدول یانگ در جهت طول - 4- 2شکل( 

������و  �به ازاي مقادیر مختلف  < 1  

فرضیات حالت قبل و یر در طول تیر را در نظر گرفته و با ارتعاشات عرضی با مدول یانگ متغ معادله

  .است شدهبعد سازي معادله استفاده  براي بی ،بعد زیر که کمی با حالت قبل تفاوت دارد پارامترهاي بی

)2 -45( � =
�

�
										, � =

�

�
							, � = �

��	�	

�� + ��
�

�
�� �

��
 

و  (�)�یگذاري با جا
��

���
(�(�)�

���

���
) =

�

��
��

���
) 37- 2( بعد بی هاي جملهو  �́		�(�)�

 مقدار ثابت  و ضرب )28- 2( در معادله
�

��	�
�

  :  

)2 -46(  
��

���
	�

�(�)�

��	�
���

�		́� � + 	�		́ � + 2	 �
�	�	

�	

�� + � �
�

�
�� 1

��	
�́ +̇ �

�	��	

��
�
1

����
�̈

= 0  

�با انتخاب  = �	
��

�	�	
	�	
�

�
��

�  و �� =
��

�����
  بعد لوله  معادله بی (�)�	گذاري مقداریو جا  
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  :آید در جهت طول تیر و حاوي جریان سیال بدست می  تقویت شده به صورت تدریجی

��

���
	�
[(������ − 1 )(1 − �)

� + 1 ]

��
�		́� � + 	�		́� +

2�
�
�

�
	�́ +̇

1

��
�̈ = 0  

																,0 ≤ � ≤ 	1 	 

)2 -47(  
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ل �وم        
��

                   

ج                           
�

ل و �تا
�

 روش 
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  مقدمه  -3-1

مشـتقات   دیفرانسـیل  معادلـه  در فصل قبل معادلات حاکم بر مساله براي هر حالت بـه صـورت  

مساله پیوسـته را بـا اسـتفاده از      ،سیستمطبیعی  هاي فرکانس یافتن و بررسیبدست آمد. براي  جزئی

 بـا   مسـاله  بـر  حـاکم  جزئـی مشـتقات  بـا    دیفرانسیل روش گالرکین گسسته سازي نموده و معادلات

پیوسته، به یک سیستم بـا درجـه آزادي محـدود،    جایگزین شده و مساله  معمولی دیفرانسیل معادلات

   آیند. هاي طبیعی به سادگی بدست می تبدیل شده و فرکانس

  گسسته سازي و روش حل: -3-2

در این قسمت از روش گالرکین براي گسسته سازي و حل معادلات حرکت سیستم که 

  اي نسبت به مکان و زمان هستند استفاده خواهد شد. معادلاتی با مشتقات پاره

∑در روش گالرکین براي تابع مجهول معادله یک حل تقریبی به صورت  ��(�)��(�)
�
��� 

باشند که شرایط  توابع پایه نامیده شده و توابعی مستقل خطی می (�)��	در نظر گرفته می شود.

کاهش مرتبه  nنمایند و سیستم پیوسته را به یک فضاي برداري با بعد  مرزي معادله را ارضا می

تم شوند که مختصه هاي تعمیم یافته سیس نیز به صورت توابع مجهولی فرض می (�)��	میدهند.

گردد که اگر مقادیر  می ℛشوند. جایگذاري این حل تقریبی در معادله منجر به باقیمانده  نامیده می

توسط توابع پایه بر روي دامنه معادله صفر گردد بهترین تقریب براي پاسخ مساله  ℛوزن دار شده 

  :. یعنییدآبدست می 
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)3 -1(  �ℛ.
	

�

��(�)�� = 0 																		� = 1 ,2,…� 

 nمعادله دیفرانسیل معمولی به همراه  nاي سیستم پیوسته را به  رابطه بالا معادلات با مشتقات پاره

,(�)��مجهول ��(�),. . جواب  nکند که به راحتی قابل حل است. با افزایش  تبدیل می  (�)��

وان توابع شود. در اینجا از شکل مدهاي تیر ساده به عن مده به حل واقعی نزدیکتر میآتقریبی بدست 

 همگرا خواهد شد. nپایه استفاده شده است زیرا با این انتخاب پاسخ به ازاي مقادیر کمتري از 

  در جهت ضخامت تیر:  لوله تقویت شده به صورت تدریجیگسسته سازي  -3-2-1

براي حالتی که مدول یانگ در ضخامت تغییر میکند حل تقریبی را به صورت زیر در نظر 

  :شود می

)3 -2(  �(�,�) = ���(�)��(�)

�

���

 

  :)41-2( با جایگذاري در معادله

��

���
	ℛ(�(�,�),�)

= ���

�

���

∫ 	�� �(������ − 1 ) �
� − �
ℎ

+
1
2
�
�

+ 1� ��	
	

��

�
	.
����(�)

���
	

+�� �	

�

���

��
����(�)

���
+�� �	̇

�

���

2�
�
�� �
�	��(�)

��	
+�� �	̈

�

���

��(�) 

  

)3 -3(  

قرار داده  )1-3(باقیمانده بدست آمده را در معادله  ،وردن بهترین تقریب پاسخآدر نهایت براي بدست 

  آید : معادله بدست می nشده و 
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��̈�

�

���

�� ��(�)��(�)��
�

�

�
�������������

���

+ ���̇

�

���

�� 2�
�
�� �	��(�)

�	��(�)

��	
��

�

�

�
�������������������

���

+�� �

�

���

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡

�

∫ 	�� �(������ − 1 ) �
� − �
ℎ

+
1
2
�
�

+ 1� ��	
	

��

�
	. ��(�)

��
	
��(�)

���
	 ��

�

�

+� 	� ���(�)
��

	
��(�)

���
	 ��

�

� ⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

���������������������������������������������
���

= 0 �		و																																											 = 1 ,2,…,� 

)3 -4( 

���با فرض  = [� ���و  [ = ���و  	[�] = [� لوله تقویت شده به صورت در نهایت معادلات  [

  توان در نظر گرفت: میرا به شکل زیر  ضخامت در جهت  تدریجی

)3 -5(  [� ]{�̈} + [�]{�}̇ + [� ]{�} = 0  

  در جهت طول تیر:  لوله تقویت شده به صورت تدریجیگسسته سازي  -3-2-2

در نظر گرفته شده و با جایگذاري در  )2-3(مانند حالت قبل حل تقریبی را به صورت سري 

  ید:آ باقیمانده به صورت زیر بدست می )47- 2( معادله

ℛ(�(�,�),�)

= ���

�

���

��

���
	�
[(������ − 1 )(1 − �)

� + 1 ]

��
����(�)

���
�	

+ ���	

�

���

����(�)

���
+ � �̇�

�

���

2�
�
�

�
	
�	��(�)

��	
+ ���	̈

�

���

1

��
��(�) 

)3 -6(  

معادله به  nوردن بهترین تقریب قرار داده شده و آ) براي بدست 1-3در معادله (باقیمانده 
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  آید: بدست میصورت زیر 

  

		� �̈�

�

���

��
1

��
��(�)��(�)��

�

�

�
���������������

���

+��̇�

�

���

��
2�

�
�

�
	��(�)

�	��(�)

��	
��

�

�

�

�����������������
���

+�� �

�

���

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡� 	��(�)

��

���
	�
[(������ − 1 )(1 − � )� + 1 ]

��
����(�)

���
���

�

�

+� � �(�)
��

	
��(�)

���
	 ��

�

� ⎦
⎥
⎥
⎥
⎤

�������������������������������������
���

= 0		  		و

		� = 1,2,….� 

)3 -7(  

���با فرض  = [� ���و  [ = ���و  	[�] = [�  شکلبه  ،نیز در نهایت معادلات این سیستم [

  .آید ) در می5- 3معادلات (

  هاي طبیعی سیستم وردن فرکانسآبدست   -3-3

  :شده در نظر گرفتهزیر صورت بی بعد به لوله جانبی جابجایی

)3 -8(  �(�,�) = ���(�)��(�)

�

���

 

درشرایط مرزي دوسر لولا و  اشد.ب مختصات تعمیم یافته می  (�)��توابع ویژه و (�)��ن آکه در 

که به ترتیب به  شدهاستفاده  سادهتیر  هاي ارتعاشیمداز شکل  ،حاوي جریان سیال دارگیریکسر

  صورت زیر است.

  :تیر دوسر لولا
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)3 -9(  � = 1 (�)��و                �.…,2, = sin(���)  

  :دارگیرتیر یکسر

)3 -10(  

��(�) = cosh����� − cos�����

− �
sinh(��) − sin(� �)

cos(��) + cos(� �)
� �sinh����� − sin�� ���� 

�� = 1.87510							� � = 4.69409							�� = 7.85476			,…							 

,  � = 1 ,2,….�  

را  مرزي شرایط و هستند تعامد خاصیتي دارا که ندا شده انتخاب روي نای از ویژه توابع این

مده از روش آدر معادلات بدست  مذکور حال با جایگذاري توابع ویژه کنند.  می ارضا در هر حالت 

معادله  در نهایت یند.آهاي جرم ،سختی و میرایی  بدست می  هاي ماتریس کلیه درایه گالرکین،

 .گردد درجه آزادي تبدیل می �سیستمی با یعنی ،  )5- 3( گسسته سیستم ممتد مورد نظر به  معادله

سیستم را به فضاي حالت برده و بردار حالت اغتشاش  ،هاي طبیعی وردن فرکانسآجهت بدست 

�(�) = [�   ید:آ معادله در فضاي حالت به صورت زیر بدست می شده.تعریف  [�̇�			(�)�

)3 -11(  �(̇�) = ��(�) 

  که

)3 -12(  � = �
0 ⋮ �
⋯ ⋮ ⋯

− � �� ∗ � ⋮ − � �� ∗ �
� 

(�)�سپس حل سیستم ارتعاشی را به صورت  ماتریسی با ضرایب ثابت است.  � = � ��x  در نظر

  : ���و تقسیم بر  )4- 3( گرفته و با قرار دادن در معادله

)3 -13(  �x = �x  

پاسخ کلی سیستم  که معادله بالا، مساله مقدار ویژه جبري،یک تئوري پایه در مسایل ارتعاشی است.
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  :به صورت

)3 -14(  �(�) = ���

��

���

����x� 

براي بدست  در حالت کلی مختلط بوده و بیان کننده شرایط اولیه مساله است. ��که  تعیین شده

مورد که این مقادیر براي سیستم  آوردهسیستم کافی است مقادیر ویژه را بدست  يها وردن فرکانسآ

��به صورت مختلط  نظر = �� + �  جملهامین jبیان کننده بزرگی  ��قسمت حقیقی  هستند. �

 پاسخ است.کاملا روشن است که جملهامین jفرکانس  ��در حالیکه قسمت موهومی  ،پاسخ بوده

  رل کننده خواص پایداري سیستم استکنت ،قسمت حقیقی مقدار ویژه علامت

  دوسر لولا همگنهاي طبیعی لوله  فرکانس -3-3-1

اوي جریان سیال  و ی لوله حهاي طبیع مده فرکانسآبراي اثبات درستی معادلات حاکم بدست 

را به   �و   ������براي این منظور مقادیر  .آمدهبدست  )4- 3(از معادله با استفاده ساده(همگن) 

 0,1را  (�)	جرمی سیال بعد پارامتر بی  ]48[و براي مقایسه نتایج با مرجع  دادهقرار   0 و 1ترتیب 

   د استفاده شده اما در شکلشش مبراي رسیدن به دقت کافی در روش گالرکین از  .کردهانتخاب 

هاي سیستم به  فرکانسقسمت موهومی نشان دهنده  .د اول نشان داده شده استتنها سه م  ،)1- 3(

. در مرجع تطابق دارد ]48[مده کاملا با مرجع آهاي بدست  فرکانس .ازاي سرعتهاي مختلف است

براي بدست آوردن  2روش مربعات دیفرانسیلیو نیز  1از دو روش تبدیل دیفرانسیلی  ]48[

   .دهند این نتایج را نشان می ت)- 1- 3پ) و (- 1- 3.شکل (هاي اصلی استفاده شده است فرکانس

                                                
1differential transformation method (DTM)  
2differential quadrature method (DQM)  
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�اصلی اول تا سوم لوله دوسرلولاي همگن به ازاي  هاي فرکانسالف)قسمت موهومی - 1-3شکل( = 0.1 

 

�اصلی اول تا سوم لوله دوسرلولاي همگن به ازاي  هاي فرکانسحقیقی  قسمتب)- 1-3شکل( = 0.1  

 

یابد و در سرعت  فرکانس کاهش می ،با افزایش سرعت شود که مشاهده می) 1- 3در شکل ( 

(سرعت بحرانی)  3,142بعد کمتر از هاي بی در سرعت کند. فرکانس اول به صفر میل می 3,142

و پدیده   ،قسمت حقیقی فرکانس مثبت شده  3,142بعد  عت بیاما در سر یقی صفر است قسمت حق
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  است. 2نوع کمانش غاز ناپایداري ازآنشانگر نقطه  که دهد  رخ می 1دوشاخگی پیچفورك

هاي اصلی لوله  فرکانس موهومیپ) قسمت - 1- 3شکل (

�دوسرلولاي همگن به ازاي  = 0 .1  [48] 

هاي اصلی لوله  فرکانس حقیقی قسمتت) - 3-1(

βدوسرلولاي همگن به ازاي  = 0 .1 [48]  

هـاي مختلـف مشـاهده شـد کـه سـرعت بحرانـی لولـه بـا شـرایط           �هـا بـه ازاي    با بررسـی فرکـانس  

  است. � مقدار مرزي دوسر لولا مستقل از

 

  �بعد جرمی  پارامتر بی لوله همگن دوسرلولا نسبت به بحرانیبعد  نحوه تغییرات سرعت بی) 2-3شکل(

سـرعت بحرانـی    ،متفاوت پـارامتر جرمـی   مقادیرشود به ازاي  مشاهده می )2-3شکل(در  طورکه همان

                                                
1Pitchfork bifurcation  
2buckling  



40 

 

پـارامتر  بنابراین سرعت بحرانی سیستم در شرایط مرزي دوسـرلولا مسـتقل از    ،کند ي نمیسیال تغییر

  جرمی است.بعد  بی

  دارگیریکسر همگنهاي طبیعی لوله  رکانسف - 3-3-2

 0و  1را به ترتیب  �و   ������مقادیر  ،همگن بودن لوله فرض و )7- 3( با استفاده از معادله

د براي گسسته سازي گالرکین استفاده شش ماین بار نیز براي رسیدن به دقت مورد نظر از  ،دادهقرار 

بر خلاف به دلیل اینکه در شرایط مرزي یکسرگیردار  .است اول گزارش شده مداما تنها چهار  ،شده

براي   0,8و0,5و0,3تاثیر زیادي بر فرکانس و سرعت بحرانی دارد به ازاي سه مقدار  �	مقداردوسرلولا 

هاي بحرانی  سرعت میزان همچنین .است شدهاول رسم  مدهاي چهار  فرکانسجرمی،  بعد بی پارامتر

  اند. ها با رنگ قرمز متمایز شده در شکل

βهاي طبیعی لوله یکسرگیردار همگن به ازاي  الف) نشان دهنده فرکانس- 2- 3شکل ( = است.  0.3

فرکانس اول به صفر میل کرده و دو مقدار براي قسمت  5,8بعد از  با افزایش سرعت بی مشاهده شد

   شکل  همچنین با توجه به  .رود ارتعاش از بین می د، در این بازه محقیقی مقدار ویژه وجود دارد

تغییرعلامت  دوم مددر  نیز قسمت حقیقی مقدار ویژه 8,2بعد  د دوم، در سرعت بیدر م  )ب- 2- 3(

هپف دچار ناپایداري از نوع به واسطه وقوع پدیده دوشاخگی  در این لحظه سیستم اده و مثبت شده ود

نمودار مختلط مقدارهاي ویژه به ازاي افزایش سرعت  پ)- 2- 3شکل(. همچنین در شود می لرزشی

در لوله یکسرگیردار  دوشاخگی دها و پدیدهدارهاي قبلی قادر به نشان دادن مرسم شده که بهتر از نمو

دهاي ارتعاشی از هاي همه م ها صفر بوده و فرکانس است. به ازاي سرعت صفر مقدار حقیقی فرکانس

  شوند. روي محور موهومی آغاز می
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به ازاي به عنوان تابعی از سرعت و هاي اصلی لوله یکسرگیردار همگن  فرکانس موهومیالف)قسمت - 3-3شکل(

β = 0.3  

  

  

به ازاي  و به عنوان تابعی از سرعت هاي اصلی لوله یکسرگیردار همگن حقیقی فرکانس قسمتب)- 3-3شکل(

� = 0.3  
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 و به ازاي  به عنوان تابعی از سرعت هاي اصلی لوله یکسرگیردار همگن مختلط فرکانس نمودارپ)- 3-3شکل(

β = 0.3  

� ازاي بهنمودارها  ادامهدر  = کاملا مطابق با نمودار متناظر در  پ)- 2-3شکل ( که شدهرسم   0.5

. است [49]مرجع

  

هاي اصلی لوله یکسرگیردار همگن به عنوان تابعی از سرعت و به ازاي  موهومی فرکانس قسمتالف)- 4-3شکل(

� = 0.5  
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هاي اصلی لوله یکسرگیردار همگن به عنوان تابعی از سرعت و به ازاي  حقیقی فرکانس قسمتب)- 4-3شکل(

� = 0.5  

  

  

  هاي اصلی لوله یکسرگیردار همگن به عنوان تابعی از  فرکانس مختلطپ)نمودار - 4-3شکل(

�  ازايسرعت و به  = 0.5  

دچار  هپف دوشاخگی واسطه پدیدهسیستم به  9,31بعد  در این حالت نیز به ازاي سرعت  بی

. همچنین سوم رخ داده است مداین بار ناپایداري در  با این تفاوت که اما شدهناپایداري لرزشی 

  ناپایداري در سرعت بالاتري رخ دهد. ،افزایش پارامتر جرمی باعث شده
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�  بعد پارامتر جرمی بی مربوط به الف) نمودار- 4- 3( شکل در در نهایت = به عنوان تابعی از   0.8

  .بعد رسم شده سرعت بی

و به  هاي اصلی اول تا سوم لوله یکسرگیردار همگن به عنوان تابعی از سرعت الف)قسمت موهومی فرکانس- 5-3شکل(

�ازاي  = 0.8  

  

هاي اصلی لوله یکسرگیردار همگن به عنوان تابعی از سرعت و به ازاي  فرکانس حقیقیب)قسمت - 5-3شکل(

� = 0.8  

دهد با این تفاوت  رخ  می  13,71 بعد بی در سرعت دوشاخگی هپف،این بار نیز ناپایداري به واسطه 

  افتد. اول این اتفاق می مدکه در 
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  هاي اصلی لوله یکسرگیردار همگن به عنوان تابعی از سرعت مختلط فرکانس نمودارپ)- 5-3شکل(

�و به ازاي    = 0.8  

شود  زیاد می �گویاي این مطلب است که سرعت بحرانی با افزایش  قبلیمشاهده و بررسی نمودارهاي 

در زیر نحوه تغییرات سرعت  ن رسیده بودند.آگوري و پایدوسیس به  واین همان چیزي است که گري

ینده آدر فصل  .تطابق دارد ]50[که با مرجع  ،نشان داده شدهجرمی  بعد بی بحرانی نسبت به پارامتر

  وردن این نمودار و تعیین مرز پایداري توضیح داده خواهد شد.آنحوه بدست 

  

  بعد جرمی لوله یکسرگیردار همگن نسبت به پارامتر بی بحرانیبعد  سرعت بی تغییرات) 6-3شکل(
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و در کل  شدهمشاهده  0,92و 0,69و   0,3هایی در پارامترهاي جرمی  پرش )6- 3شکل(با توجه به 

هاي نمودار مرز پایداري، با  علت پرش .اند به هم چسبیده است که Sهاي لاتین  حرفنمودار به شکل 

 نشان داده شده 0,65به ازاي پارامتر جرمی  ،)7- 3شکل(در  مختلطهاي  فرکانسنمودار توجه به  

حقیقی محور  ،اول، در سه نقطه مدقسمت حقیقی فرکانس در  شود مشاهده میهمانطور که  .است

منفی بوده و  12,31و  12,09بنابراین قسمت حقیقی فرکانس در بازه سرعت صفر را قطع کرده است. 

  سیستم پایدار است.

�به ازاي و  به صورت تابعی از سرعت همگن لوله یکسرگیردار مختلط) نمودار 7-3شکل( = 0.65  

دوسرلولا تقویت شده تدریجی در  لولههاي  فرکانسبدست آوردن  -3-4

  حاکمصحت سنجی معادلات  بررسی جهت راستاي ضخامت بدون جریان سیال

جهت بررسی صحت نتایج حاصل از معادلات بدست آمده براي لوله تقویت شده به صورت 

به ازاي مقادیر  نسهاي طبیعیفرکا ،با فرض اینکه سیال در لوله دوسر لولا وجود نداردتدریجی، 

مقایسه   ]51[ه توسط الشوربیگیگزارش شد نتایجو با  آمدهبدست   �و   ������هاي  مختلف پارامتر

 قسمت از در اینبنابراین ، البته الشوربیگی مجذور مقدار ویژه را گزارش کرده است  .است شده

) را 4-3(مقدار سرعت در معادله  .و گزارش شده استمده آقدار ویژه بدست مجذور م نامه نیز پایان
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از تئوري تیر اویلر برنولی  در این ارائه نکه آو به دلیل  آمدهبعد بدست  هاي بی و فرکانس صفر قرار داده

(نیز با نتایج با ضریب لاغري مده آنتایج بدست  شدهاستفاده 
�

�
=  در مقاله الشوربیگی ) 100

  .است شدهمقایسه 

بی ) فرکانس1- 3جدول( انگ( هاي  ρبعد اول به ازاي توزیع مختلف مدول ی ����� =
��

��
= 1( 

� = �� � = � � = � � = � � = �.� � = �.� � = �.� � = �.� ������   

3.1289  3.0861  2.9301  2.7550  2.5835  2.4119  2.3298  2.2214  0.25  present  

3.1281 3.0849 2.9293 2.7546 2.5834 2.4118 2.3297 2.2214 ]51[  

3.1335  3.1071  3.0139  2.9120  2.8162  2.7272  2.6882  2.6418  0.5  

  

present  

3.1332  3.1067  3.0137  2.9119  2.8162  2.7271  2.6881  2.6417  ]51[  

3.1415 3.1415 3.1415 3.1415 3.1415 3.1415 3.1415 3.1415 1  

  

present  

3.1415 3.1415 3.1415 3.1415 3.1415 3.1415 3.1415 3.1415 ]51[  

3.1549  3.1940  3.3261  3.4629  3.5777  3.6672  3.7007  3.7360  2  

  

present  

3.1547  3.1939  3.326  3.4628  3.5775  3.6671  3.7006  3.7359  ]51[  

3.1748  3.2684  3.5813  3.8961  4.1413  4.3168  4.3791  4.4429  4  present  

3.1742  3.2684  3.5812  3.8957  4.1408  4.3166  4.3789  4.4428  ]51[  

  

  

  

  �و   �����Eبعد اول به ازاي توزیع مختلف مدول یانگ نسبت به  بی هاي فرکانس) 8-3شکل(
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انگ( هاي بی ) فرکانس2- 3جدول( زاي توزیع مختلف مدول ی به ا ρبعد دوم  ����� =
��

��
= 1(  

� = �� � = � � = � � = � � = �.� � = �.� � = �.� � = �.� ������   

6.2174  6.0857  5.7868  5.4881  5.1797  4.8480  4.6793  4.4429  0.25  present  

6.2109 6.0756 5.7789 5.484 5.1778 4.847 4.6785 4.4425 ]51[  

6.2411  6.1609  5.9873  5.8172  5.6446  5.4687  5.3863  5.2835  0.5  

  

present  

6.2386  6.158  5.9858  5.8162  5.6438  5.4681  5.3858  5.2831  ]51[  

6.2832 6.2832 6.2832 6.2832 6.2832 6.2832 6.2832 6.2832 1  

  

present  

6.2827 6.2827 6.2827 6.2827 6.2827 6.2827 6.2827 6.2827 ]51[  

6.3517  6.4623  6.6922  6.9178  7.1330  7.3192  7.3926  7.4720  2  

  

present  

6.349  6.4611  6.6915  6.9167  7.1316  7.3183  7.3919  7.4714  ]51[  

6.4503  6.7044  7.2366  7.7613  8.2324  8.6040  8.7418  8.8858  4  present  

6.443  6.7036  7.2356  7.7555  8.2276  8.6022  8.7407  8.885  ]51[  

 

ع مختلف مدول یانگ( هاي بی ) فرکانس3- 3جدول( توزی ه ازاي  ρ  بعد سوم ب ����� =
��

��
= 1(  

� = �� � = � � = � � = � � = �.� � = �.� � = �.� � = �.� ������  

9.2940 9.1083 8.6827 8.2383 7.7765 7.2817 7.0283 6.6643 
0.25 

present 

9.2713 9.0664 8.6377 8.2123 7.7678 7.2792 7.0259 6.6631 ]51[  

9.3401 9.2250 8.9743 8.7241 8.4712 8.2097 8.0846 7.9253 0.5 

 

present 

9.3311 9.2114 8.9642 8.7199 8.4691 8.2076 8.0827 7.9238 ]51[  

9.4248 9.4248 9.4248 9.4248 9.4248 9.4248 9.4248 9.4248 1 

 

present 

9.423 9.423 9.423 9.423 9.423 9.423 9.423 9.423 ]51[  

9.5682 9.7268 10.0472 10.3747 10.6911 10.9716 11.0845 11.2080 2 

 

present 

9.5559 9.7163 10.045 10.370 10.685 10.968 11.082 11.206 ]51[  

9.7801 10.1205 10.8779 11.6507 12.3357 12.8925 13.1046 13.3286 
4 

present 

9.7373 10.105 10.864 11.614 12.313 12.886 13.101 13.326 ]51[  

 0,01شود اختلاف نتایج بسیار ناچیز است و در بیشترین مقدار به  همانطور که مشاهده می

  رسد. می

لوله تدریجی بر فرکانسهاي طبیعی  به صورت تقویت کردنتاثیر  -3-5

  دوسرلولا

 و تقویت شده به صورت تـدریجی  حاوي جریان سیاللوله هاي طبیعی  فرکانس قسمت،در این 
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دریجی بـر خـواص ارتعاشـی و    هاي مختلف، با رویکرد نشان دادن تاثیر تقویت کردن ت ـ به ازاي سرعت

. جهت نمایش بهتر این تـاثیرات، در هـر شـکل    است بدست آمده ، به ازاي پارامترهاي مختلفپایداري

 هـا   در فرکـانس  هاي مربوط به لوله همگن نیز با رنگ آبی مشخص شده تا تغییرات ایجاد شده فرکانس

  حالت تقویت شده مشخص و قابل مقایسه باشند.نسبت به 

در راستاي تدریجی به صورت  هاي طبیعی لوله دوسرلولا تقویت شده  فرکانس -3-5-1

 ضخامت

تاثیري بر  درشرایط مرزي دوسرلولا بعد جرمی مشخص شد که پارامتر  بی )1-3-3قسمت (در 

ت  براي آن انتخـاب شـده   0,3د، بنابراین مقدار ثابت سرعت بحرانی ندار مـورد بررسـی قـرار     و دو حالـ

������ابتدا   .است گرفته = اسـت کـه مـدول    آن معنـی    هطبق تعریف این بشده،  در نظر گرفته 4

است ایـن   صمشخ  الف)-9-3شکل( همانطور که در ی است.داخلبرابر سطح  4لوله  خارج سطح یانگ

ب) -9-3شـکل( و بـا توجـه بـه     افـزایش یابـد   هاي اصلی لولـه  فرکانسحالت تقویت کردن باعث شده 

بعـد   افزایش یافته و سیستم در سرعت بی نسبت به حالت لوله همگن سرعت بحرانی که مشخص است

������در حالـت دیگـر    گـردد.  اول ناپایدار مـی  مددر  فوركپیچبه واسطه پدیده دوشاخگی  4,9 =

برابـر مـدول یانـگ داخلـی اسـت.       	1/4فرض شده که به این معناست که مدول یانگ خارجی  1/4

کـه  مشـخص اسـت نسـبت بـه       انـد  شـده الف) نشـان داده  -10-3هاي این سیستم در  شکل( فرکانس

) ناپایـداري در  ب-10-3شـکل( . همچنین بـا توجـه بـه    اند هاي حالت همگن کاهش پیدا کرده فرکانس

  اول روي داده است. مددر  2,4تر  سرعت پایین
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هاي اصلی اول تا چهارم لوله دوسرلولا تقویت شده به صورت تدریجی در  فرکانس موهومیالف)قسمت - 9-3شکل(

�ضخامت به ازاي  هتج = ������و     	0.3 = 4  

  

هاي اصلی اول تا چهارم لوله دوسرلولا تقویت شده به صورت تدریجی در جهت  حقیقی فرکانس قسمتب)- 9-3شکل(

�ضخامت به ازاي  = ������و     	0.3 = 4  
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هاي اصلی اول تا چهارم لوله دوسرلولا تقویت شده به صورت تدریجی در  الف)قسمت موهومی فرکانس-10-3شکل(

�جهت ضخامت به ازاي  = ������و     	0.3 = 1/4  

  

هاي اصلی اول تا چهارم لوله دوسرلولا تقویت شده به صورت تدریجی در  ب)قسمت موهومی فرکانس-10-3شکل(

�جهت ضخامت به ازاي  = ������و     	0.3 = 1/4  

 



52 

 

  

 

تدریجی در راستاي به صورت هاي طبیعی لوله دوسر لولا تقویت شده  فرکانس -3-5-2

 طول

بعد جرمی تاثیري بر تعیین نقاط بحرانی ندارد مقدار  در این قسمت نیز به دلیل آنکه پارامتر بی

فرض شده و دو حالت براي نحوه تغییرات مدول یانگ در نظر گرفته شـده اسـت.    0,3آن ثابت و برابر 

������در حالت اول  = ت چپ به معنی آن است که مدول یانگ سمکه طبق تعریف  شده، فرض 4

        شـکل بـا توجـه بـه    برابر سمت راست لولـه (سـمت خروجـی سـیال) اسـت.       4(سمت ورودي سیال) 

و همـانطور کـه از    نسبت بـه حالـت لولـه همگـن افـزایش یافتـه      هاي اصلی لوله  فرکانس الف)-3-11(

و سیسـتم   بالاتر از حالـت همگـن رخ داده   سرعت بحرانیناپایداري در ب) مشخص است -11-3شکل(

  گردد. اول ناپایدار می مدبه واسطه پدیده دوشاخگی پیچفورك در   4,7بعد  در سرعت بی

������در ادامه براي  حالت دیگر  = به این معناست که مدول سـمت  فرض شده که ،  1/4

الـف) نشـان دهنـده    -12-3شـکل(  مدول یانگ سمت راسـت اسـت.   	1/4 (سمت ورودي سیال)چپ

. همچنین بـا توجـه بـه    استهاي لوله همگن  که مقدار آنها کمتر از فرکانس بودههاي سیستم  فرکانس

گردد. بنابراین در این حالت سرعت بحرانی  ناپایدار می  2,3بعد  ) سیستم در سرعت بیب-12-3شکل(

  هد. دتر رخ مینسبت به حالت همگن کاهش یافته و  ناپایداري نسبت به لوله همگن زو

در هر دو حالـت تقویـت شـده، چـه در      لوله دوسر لولا یعیطب يها فرکانسهمچنین با مقایسه 

هـاي آنهـا تنهـا اخـتلاف      و فرکـانس  دهند ضخامت و چه در طول، تقریبا یک رفتار مشابه را نتیجه می

  .عددي دارند
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هاي اصلی اول تا چهارم لوله دوسرلولا تقویت شده به صورت تدریجی در  موهومی فرکانس قسمتالف)-11-3شکل(

�جهت طول به ازاي  = ������و     	0.3 = 4  

  

هاي اصلی اول تا چهارم لوله دوسرلولا تقویت شده به صورت تدریجی در جهت  ب)قسمت حقیقی فرکانس-11-3شکل(

�طول به ازاي  = ������و     	0.3 = 4  
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هاي اصلی اول تا چهارم لوله دوسرلولا تقویت شده به صورت تدریجی در  موهومی فرکانس قسمتالف)-12-3شکل(

�جهت طول به ازاي  = ������و     	0.3 = 1/4  

  

  

هاي اصلی اول تا چهارم لوله دوسرلولا تقویت شده به صورت تدریجی در جهت  ب)قسمت حقیقی فرکانس-12-3شکل(

�طول به ازاي  = ������و     	0.3 = 1/4 
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با شرایط  تدریجی لوله حاوي جریان سیال کردن به صورت تاثیر تقویت -3-6

  هاي اول تا سوممدمرزي دوسر لولا  بر شکل 

  جهت ضخامتدر  کردن به صورت تدریجیتقویت  -3-6-1

هاي مـد پـس از رسـم شـکل    نحوه تغییرات مدول یانگ در جهت ضخامت خطی فرض شـده و  

در این حالت،  ������و kپارامترهاي  مشخص شد به ازاي مقادیر مختلف نسبت مدول یانگارتعاشی 

هاي مـد ) 13-3شـکل( در  .است نداشته که از لحاظ فیزیکی نیز قابل دركارتعاش تاثیري  مدبر شکل 

  اند. ارتعاش به ازاي پارامترهاي مختلف کاملا برهم منطبق شده

  

تقویت شده به صورت  لوله ارتعاشی اول مدالف) -13-3شکل(

U حاوي جریان سیال به ازاي در راستاي ضخامت و تدریجی = 1 

βو  = k	و0.3 =   �����Eومقادیر مختلف  1

 

ارتعاشی دوم لوله تقویت شده به صورت  مدب) -13-3شکل(

حاوي جریان سیال به ازاي  در راستاي ضخامت و تدریجی

� = �	و0.3 = 1 �	و =   �����Eو مقادیر مختلف  1
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حاوي جریان سیال به ازاي  در راستاي ضخامت و ارتعاشی سوم لوله تقویت شده به صورت تدریجی مدپ) -13-3شکل(

� = 0 �	و3. = 1 �	و =   �����Eو مقادیر مختلف  1

  

  

  طولجهت در  تقویت کردن به صورت تدریجی - 3-6-2

مشخص شد بر خلاف حالت  تدریجی در راستاي طولبه صورت حالت تقویت شده با بررسی 

سوم  هاي ارتعاشی اول تامد) 14- 3شکل(تاثیر دارد.  مدلوله بر شکل  قبل، تغییر مدول یانگ در طول

�لوله تقویت شده به صورت تدریجی در راستاي طول و حاوي جریان سیال را به ازاي  = نمایش  1

ها به ازاي مدتفاوت شکل  �دهد که با افزایش مقدار  ) نشان می15- 3همچنین شکل( دهد. می

  یابد. هاي مدول یانگ مختلف کاهش می نسبت
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اول لوله تقویت شده به صورت  ارتعاشی مد) الف-14-3شکل(

 حاوي جریان سیال به ازايدر راستاي طول و تدریجی 

� = 1 ,� = 1 ,� = 0   ������مقادیر مختلف و   3.

 

ارتعاشی دوم لوله تقویت شده به صورت  مدب) -14-3شکل(

تدریجی در راستاي طول و حاوي جریان سیال به ازاي 

� = 1 ,� = 1 ,� = 0   ������و مقادیر مختلف  3.

  

�سوم لوله تقویت شده به صورت تدریجی در راستاي طول و حاوي جریان سیال به ازاي  ارتعاشی مدپ) -14-3شکل( = 1,� =

1 ,� = 0   ������و مقادیر مختلف  3.
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ارتعاشی اول لوله تقویت شده به  مد) الف-15-3شکل(

صورت تدریجی در راستاي طول و حاوي جریان سیال به 

�ازاي  = 1,� = 10,� = و مقادیر مختلف   0.3

������  

ارتعاشی دوم لوله تقویت شده به  مدب) -15-3شکل(

صورت تدریجی در راستاي طول و حاوي جریان سیال به 

�ازاي  = 1,� = 10,� = مختلف و مقادیر  0.3

������  

  

  ارتعاشی سوم لوله تقویت شده به صورت تدریجی در راستاي طول و حاوي جریان سیال به ازاي مدپ) -15-3شکل(

� = 1 ,� = 10 ,� = 0   ������و مقادیر مختلف  3.
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 تاثیر تقویت کردن به صورت تدریجی بر فرکانسهاي طبیعی لوله-3-7

  یکسرگیردار

  هاي طبیعی لوله یکسرگیردار تقویت شده تدریجی در راستاي ضخامت فرکانس -3-7-1

بعد جرمی، در شرایط مـرزي یکسـرگیردار    اشاره شد پارامتر بی هاي قبل قسمت همانطور که در

ها و سرعت بحرانی دارد. بنابراین براي نشان دادن بهتر این پدیده به ترتیـب   تاثیر بسیاري در فرکانس

βبا فرض پارامترهاي جرمی  = 0.8,β = 0.5,β = هاي اول تـا چهـارم، بـراي    مـد فرکانس   0.3

) با رنـگ قرمـز   k=1ه مدول یانگ به صورت خطی تغییر میکند(، زمانی ک 4/1و  4نسبت مدول یانگ 

رسم شده اند. براي مقایسه بهتر و نشان دادن تاثیر تقویت کردن تدریجی، فرکانس هاي لولـه همگـن   

که براي جلوگیري از پیچیدگی اشـکال از اضـافه کـردن     ،بی در هر نمودار رسم شده استآنیز با رنگ 

توان با مراجعه به قسمت مربوط به لولـه همگـن    داري شده که میمشخصات لوله همگن در شکل خود

  به جزئیات آن پی برد.

به این معنی است که مدول یانگ سطح خـارجی  به ترتیب  4/1و  4در این قسمت، نسبت مدول یانگ 

�) بـه ازاي  16-3(هـاي   شـکل . در برابر مدول یانـگ سـطح داخلـی اسـت      4/1 و  4لوله  = و  0.3

������ = بعد نسبت به حالت لوله همگن افزایش یافتـه   هاي طبیعی و سرعت بحرانی بی ،فرکانس 4

  ناپایدار شده است.  13,1دوم در سرعت  مدو 
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اصلی اول تا چهارم لوله یکسرگیردار تقویت شده به صورت تدریجی در هاي  الف) قسمت موهومی فرکانس-16-3شکل(

�جهت ضخامت به ازاي  = ������و     	0.3 = 4  

هاي اصلی اول تا چهارم لوله یکسرگیردار تقویت شده به صورت تدریجی در  حقیقی فرکانس قسمتب) -16-3شکل(

�جهت ضخامت به ازاي  = ������و     	0.3 = 4  
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هاي اصلی اول تا چهارم لوله یکسرگیردار تقویت شده به  پ)نمودار مختلط فرکانس- 16- 3شکل(

�جهت ضخامت به عنوان تابعی از سرعت و  به ازايصورت تدریجی در  = ������و     	0.3 = 4  

  

�ها به ازاي  ) فرکانس17-3در شکل ( = ������و  0.3 = و بیانگر  شده نمایش داده 1/4

ها و سرعت بحرانی نسبت به لوله همگـن اسـت.در ایـن حالـت لولـه در سـرعت        کاهش میزان فرکانس

همـانطور کـه مشـخص اسـت بـراي       گـردد.  دوم ناپایدار مـی  مدو همانند حالت همگن در   6,5بعد  بی

بیشـتر   هـاي  مدول یانگ بزرگتر از یک، ناپایداري نسبت به لوله همگن دیرتـر و در سـرعت   هاي نسبت

از یـک، ناپایـداري سـریعتر و در    مـدول یانـگ کـوچکتر     هـاي  افتـد. بـرخلاف آن در نسـبت    اتفاق مـی 

  دهد. هاي کمتر رخ می سرعت
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هاي اصلی اول تا چهارم لوله یکسرگیردار تقویت شده به صورت تدریجی در  الف) قسمت موهومی فرکانس-17-3شکل(

�جهت ضخامت به ازاي  = ������و     	0.3 = 1/4  

  

هاي اصلی اول تا چهارم لوله یکسرگیردار تقویت شده به صورت تدریجی در  فرکانس حقیقیب) قسمت -17-3شکل(

�جهت ضخامت به ازاي  = ������و     	0.3 = 1/4  
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هاي اصلی اول تا چهارم لوله یکسرگیردار تقویت شده به صورت تدریجی در  مختلط فرکانس نمودارپ)-17-3شکل(

�جهت ضخامت به عنوان تابعی از سرعت و  به ازاي = ������و     	0.3 = 1/4  

نمایش داده شده  0,5لوله تقویت شده به ازاي پارامتر جرمی  هاي  ) مقادیر فرکانس18-3در شکل(

������است. با فرض  = تر از سطح درونی بوده و همانطور که مشخص  سطح بیرونی لوله سخت 4

������رسد. اما در شرایطی که  می 14,8و به  بعد بحرانی افزایش یافته است مقدار سرعت بی =

رسد. در هر  می 7,3)  به 19- 3یابد و مطابق شکل ( بعد بحرانی کاهش می فرض شود سرعت بی 1/4

  افتد. سوم ارتعاش اتفاق می مدیز ناپایداري در دو حالت ن
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هاي اصلی اول تا چهارم لوله یکسرگیردار تقویت شده به صورت تدریجی در  الف) قسمت موهومی فرکانس-18-3شکل(

�جهت ضخامت به ازاي  = ������و     	0.5 = 4  

  

  

هاي اصلی اول تا چهارم لوله یکسرگیردار تقویت شده به صورت تدریجی در  فرکانس حقیقیب) قسمت -18-3شکل(

�جهت ضخامت به ازاي  = ������و     	0.5 = 4  
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هاي اصلی اول تا چهارم لوله یکسرگیردار تقویت شده به صورت تدریجی در  مختلط فرکانس نمودارپ)-18-3شکل(

�جهت ضخامت به عنوان تابعی از سرعت و  به ازاي = ������و     	0.5 = 4  
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هاي اصلی اول تا چهارم لوله یکسرگیردار تقویت شده به صورت تدریجی در  موهومی فرکانس قسمتالف) -19-3شکل(

�جهت ضخامت به ازاي  = ������و     	0.5 = 1/4  

  

هاي اصلی اول تا چهارم لوله یکسرگیردار تقویت شده به صورت تدریجی در  فرکانس حقیقیب) قسمت -19-3شکل(

�جهت ضخامت به ازاي  = ������و     	0.5 = 1/4  
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هاي اصلی اول تا چهارم لوله یکسرگیردار تقویت شده به صورت تدریجی در  پ)نمودار مختلط فرکانس-19-3شکل(

�جهت ضخامت به عنوان تابعی از سرعت و  به ازاي = ������و     	0.5 = 1/4  

������،و فرض  0,8ها به ازاي پارامتر جرمی  بررسی فرکانس دردر نهایت  = با توجـه بـه    4

ها منفی مانده و تغییر  قسمت حقیقی فرکانس به ازاي تمامی سرعت مشخص شد کهب) -20-3شکل(

ب) کـه  -21-3شـکل( امـا در   مانـد.  پایدار مـی  16عت بی بعد سیستم تا سر دهد، بنابراین علامت نمی

������ها به ازاي  نشان دهنده فرکانس = اول در  مـد هـا در   کـانس قسـمت حقیقـی فر   ،اسـت  1/4

به صفر میل کرده و تغییر علامت داده است که نشـان دهنـده شـروع ناپایـداري از ایـن       10,8سرعت 

  سرعت به بعد است. 
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هاي اصلی اول تا چهارم لوله یکسرگیردار تقویت شده به صورت تدریجی در  الف) قسمت موهومی فرکانس-20-3شکل(

�جهت ضخامت به ازاي  = ������و     	0.8 = 4  

  

هاي اصلی اول تا چهارم لوله یکسرگیردار تقویت شده به صورت تدریجی در  حقیقی فرکانس قسمتب) -20-3شکل(

�جهت ضخامت به ازاي  = ������و     	0.8 = 4  
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تدریجی در هاي اصلی اول تا چهارم لوله یکسرگیردار تقویت شده به صورت  پ)نمودار مختلط فرکانس-20-3شکل(

�جهت ضخامت به عنوان تابعی از سرعت و  به ازاي = ������و     	0.8 = 4  
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هاي اصلی اول تا چهارم لوله یکسرگیردار تقویت شده به صورت تدریجی در  الف) قسمت موهومی فرکانس-21-3شکل(

�جهت ضخامت به ازاي  = ������و     	0.8 = 1/4  

  

هاي اصلی اول تا چهارم لوله یکسرگیردار تقویت شده به صورت تدریجی در  حقیقی فرکانس قسمتب) -21-3شکل(

�جهت ضخامت به ازاي  = ������و     	0.8 = 1/4  
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هاي اصلی اول تا چهارم لوله یکسرگیردار تقویت شده به صورت تدریجی در  پ)نمودار مختلط فرکانس-21-3شکل(

�سرعت و  به ازايجهت ضخامت به عنوان تابعی از  = ������و     	0.8 = 1/4  

  

 هاي طبیعی لوله یکسرگیردار تقویت شده تدریجی در راستاي طول فرکانس -3-7-2

با توجه به این که در شرایط مرزي یکسرگیردار، پارامتر بی بعد جرمی تاثیر بسیاري بر 

 ترتیب به  ازاي اول تا چهارم بههاي  ها و سرعت بحرانی دارد، در این حالت نیز  فرکانس فرکانس

βپارامترهاي جرمی  = 0.8,β = 0.5,β = ، زمانی که مدول  4/1و  4نسبت مدول یانگ و   0.3

لوله هاي  در هر نمودار نیز فرکانسهمچنین ) بدست آمده. k=1کند( یانگ به صورت خطی تغییر می

  نیز جهت مقایسه با لوله تقویت شده با رنگ آبی مشخص شده است.همگن 

������) نسبت مدول یانگ 22- 3شکل(در  = فرض شده و طبق تعریف به این معنا است  4

برابر مدول یانگ سمت راست لوله (سمت  4که مدول یانگ سمت چپ (سمت ورودي جریان سیال) 

هاي لوله و همچنین سرعت بحرانی نسبت به حالت همگن  فرکانس در این حالت آزاد لوله) است.

تغییر علامت  12,8قسمت حقیقی فرکانس در سرعت  ب)- 22- 3. با توجه به شکل(یابد افزایش می

پ) مشخص است - 22- 3داده و مثبت شده است که نقطه آغاز ناپایداري است. همانطور که در شکل(
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دوم ارتعاش رخ داده است اما در حالت لوله تقویت شده ناپایداري در  مددر در لوله همگن ناپایداري 

  ده است که همچین اتفاقی تا به حال در هیچ مرجعی گزارش نگردیده است.سوم روي دا مد

  

هاي اصلی اول تا چهارم لوله یکسرگیردار تقویت شده به صورت تدریجی در  فرکانس موهومیالف) قسمت -22-3شکل(

�جهت طول لوله  به ازاي  = ������و     0.3 = 4  

هاي اصلی اول تا چهارم لوله یکسرگیردار تقویت شده به صورت تدریجی در  حقیقی فرکانس قسمتب) -22-3شکل(

�جهت طول لوله  به ازاي  = ������و     	0.3 = 4  
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هاي اصلی اول تا چهارم لوله یکسرگیردار تقویت شده به صورت تدریجی در  پ)نمودار مختلط فرکانس-22-3شکل(

�از سرعت و  به ازاي جهت طول لوله به عنوان تابعی = ������  و   	0.3 = 4  

βرم به ازاي هاي اول تا چها فرکانس) 23-3شکل(در  = ������و     0.3 = رسم شده است.  1/4

سـمت  برابـر  1/4ست که مدول سمت چـپ (سـمت گیـردار)،    به این معنا ا  1/4نسبت مدول یانگ 

در ایـن حالـت    هاي طبیعـی لولـه   الف) فرکانس-23-3شکل(راست (سمت آزاد لوله) است. با توجه به 

 4,6 ناپایداري در سرعت پـایین تـر   ب)-23-3با توجه به شکل( نسبت به حالت همگن کاهش یافته و

 پ) مشخص است که لوله تقویت شده در این حالت، هماننـد -23-3همچنین در شکل( افتد. اتفاق می

  دوم ناپایدار شده اند. مدلوله همگن، هردو در 



74 

 

  

هاي اصلی اول تا چهارم لوله یکسرگیردار تقویت شده به صورت تدریجی در  فرکانس موهومیالف) قسمت -23-3شکل(

�جهت طول لوله  به ازاي  = ������و     0.3 = 1/4  

  

  

هاي اصلی اول تا چهارم لوله یکسرگیردار تقویت شده به صورت تدریجی در  حقیقی فرکانس قسمتب) -23-3شکل(

�جهت طول لوله  به ازاي  = ������و     0.3 = 1/4  
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هاي اصلی اول تا چهارم لوله یکسرگیردار تقویت شده به صورت تدریجی در  مختلط فرکانس نمودارپ)-23-3شکل(

�جهت طول لوله به عنوان تابعی از سرعت و  به ازاي = ������و     	0.3 = 1/4  

  

�هاي طبیعی لوله به ازاي  ) فرکانس24-3شکل(در  = ������و     0.5 = رسم شـده و   4

هـا و سـرعت    برابر سمت آزاد بوده درنتیجـه مقـدار فرکـانس    4طبق تعریف، مدول یانگ سمت گیردار 

اما با  سیستم پایدار است. 14بعد  ب) تا سرعت بی-24-3بحرانی افزایش یافته است. با توجه به شکل(

������       فرض = هـا   ر فرکـانس الـف) مشـخص اسـت، مقـدا    -25-3همانطور که در شکل( 1/4

دوم رخ مـی   مـد ، در  6,7تـر   بعد پـایین  کاهش یافته و ناپایداري در سرعت بی نسبت به حالت همگن

  دهد.
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هاي اصلی اول تا چهارم لوله یکسرگیردار تقویت شده به صورت تدریجی در  موهومی فرکانس قسمتالف) -24-3شکل(

�جهت طول لوله  به ازاي  = ������و     0.5 = 4  

  

  

هاي اصلی اول تا چهارم لوله یکسرگیردار تقویت شده به صورت تدریجی در  حقیقی فرکانس قسمتب) -24-3شکل(

�جهت طول لوله  به ازاي  = ������و     0.5 = 4  
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هاي اصلی اول تا چهارم لوله یکسرگیردار تقویت شده به صورت تدریجی در  پ)نمودار مختلط فرکانس-24-3شکل(

�لوله به عنوان تابعی از سرعت و  به ازايجهت طول  = ������و     	0.5 = 4  
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هاي اصلی اول تا چهارم لوله یکسرگیردار تقویت شده به صورت تدریجی در  موهومی فرکانس قسمتالف) -25-3شکل(

�جهت طول لوله  به ازاي  = ������و     0.5 = 1/4  

  

هاي اصلی اول تا چهارم لوله یکسرگیردار تقویت شده به صورت تدریجی در  ب) قسمت حقیقی فرکانس-25-3شکل(

�جهت طول لوله  به ازاي  = ������و     0.5 = 1/4  
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هاي اصلی اول تا چهارم لوله یکسرگیردار تقویت شده به صورت تدریجی در  مختلط فرکانس نمودارپ)-25-3شکل(

�جهت طول لوله به عنوان تابعی از سرعت و  به ازاي = ������و     	0.5 = 1/4  

�در نهایت  = ������فرض شده و با در نظر گرفتن  0.8 =         شکل، با توجه به  4

ناپایداري مشاهده  14بعد  هاي طبیعی لوله افزایش یافته و تا سرعت بی الف) فرکانس- 26- 3(

������گردد. اما با فرض  نمی = هاي طبیعی لوله تقویت شده نسبت به  حالت همگن  فرکانس 1/4

  د.ده اول رخ می مدو در  7,5بعد  کاهش یافته و ناپایداري در سرعت بی
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هاي اصلی اول تا چهارم لوله یکسرگیردار تقویت شده به صورت تدریجی در  موهومی فرکانس قسمتالف) -26-3شکل(

�جهت طول لوله  به ازاي  = ������و     0.8 = 4  

  

هاي اصلی اول تا چهارم لوله یکسرگیردار تقویت شده به صورت تدریجی در  حقیقی فرکانس قسمتب) -26-3شکل(

�جهت طول لوله  به ازاي  = ������و     0.8 = 4  
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هاي اصلی اول تا چهارم لوله یکسرگیردار تقویت شده به صورت تدریجی در  پ)نمودار مختلط فرکانس-26-3شکل(

�جهت طول لوله به عنوان تابعی از سرعت و  به ازاي = ������و     	0.8 = 4  
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هاي اصلی اول تا چهارم لوله یکسرگیردار تقویت شده به صورت تدریجی در  الف) قسمت موهومی فرکانس-27-3شکل(

�جهت طول لوله  به ازاي  = ������و     0.8 = 1/4  

  

هاي اصلی اول تا چهارم لوله یکسرگیردار تقویت شده به صورت تدریجی در  ب) قسمت حقیقی فرکانس-27-3شکل(

�ازاي  جهت طول لوله  به = ������و     0.8 = 1/4  
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تا چهارم لوله یکسرگیردار تقویت شده به صورت تدریجی در  اولهاي اصلی  فرکانس مختلطپ) نمودار -27-3شکل(

�جهت طول لوله به عنوان تابعی از سرعت و  به ازاي = ������و     	0.8 = 1/4  

 

  پارامترهاي مختلفهاي بحرانی  به ازاي  تعیین سرعت -3-8

بعد است که به ازاي  هاي بحرانی بی وردن سرعتآاز پایان نامه بدست  قسمتهدف این 

هاي بحرانی از  وردن این سرعتآبراي بدست  هاي بیشتر از آن لوله دچار ناپایداري می گردد. سرعت

  استفاده شده است.  1 یتزروهو- معیار پایداري راث

به  xتنها جواب بدیهی براي  ،معادله همگن است �2شامل  )6- 3( با توجه به اینکه معادله

  صورت زیر است:

)3 -15(  x� = x� = ⋯ = x�� = 0  

بنابراین براي  که این با معیار گالرکین که نباید تمامی ضرایب تعین شده صفر باشند در تناقض است.

  باید تکین باشد. �جواب غیر بدیهی ماتریس  یافتن

                                                
1routh-hurwitz  
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)3 -16(  ���([�]) = 0  

  معادله به صورت زیر بازنویسی می شود: این

)3 -17(  �(λ) = ��λ
�� + ��λ

���� + ⋯ + ����λ
	 + �� = 0  

 (λ)�درجه عبارت  هستند.  �و  �����β ،E،  �ها تابع  ��مقدار ویژه است و ضرایب  λکه 

    توسط ضرایب معادله یتزروهودترمینان   تعداد توابع پایه مورد استفاده است. �است که  �2، 

  .آید میبدست  )17- 3(

�براي  = 2:  

)3 -18(  �� = �

�� ��
�� ��

0 0
	�� 0

	0 	��
	0 0

			�� ��
		0 ��

� = 0  

  

�و براي  > 4 :  

)3 -19(  ��� =
�

�

�� ��
�� 	��

�� ��
	�� 	��

⋯ �����
⋯ �����

0 			��
0 			� �

	�� 	��
	�� 		��

⋯ �����
⋯ 	�����

⋮ 			⋮
0 			0

⋮		 		⋮
0 			0

⋱			 ⋮	
0 	 ���

�

�
= 0  

هدف استفاده از این دترمینان ایجاد  بقیه پارامترهاي لوله است. و �اي شامل  معادله )19- 3(که

(λ)��به طوري که  ،سایر پارامترها است و �اي شامل  رابطه = 0 در ادامه جهت یافتن  باشد.  

 �نسبت به  )19-3(غیر خطی  هاي بحرانی پارامترهاي دیگر را در معادله قرار داده و معادله  سرعت

هاي مورد استفاده است  سرعت بحرانی به ازاي پارامتر ،مده از حلآکوچکترین ریشه بدست  حل شده.

از این روش استفاده که در ادامه براي شرایط مرزي دوسر لولا و نیز یکسرگیردار براي حالات مختلف 
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  .شده است

به ضخامت  لولا تقویت شده تدریجی در راستايهاي بحرانی لوله دوسر  سرعت -3-8-1

 ������و �ازاي مقادیر مختلف 

بعـد   بـی   بعد در شرایط مرزي دوسـرلولا ، بـر سـرعت    با در نظر گرفتن این که پارامتر جرمی بی

،  ������و �فرض کـرده و بـه ازاي مقـادیر مختلـف پارامترهـاي       0,3بحرانی تاثیر ندارد مقدار آن را 

-3) گزارش شده است. همچنین در شکل(4-3جدول(بعد محاسبه شده و در  میزان سرعت بحرانی بی

(افزایش مدول یانگ در سطح  ������شده اند. با توجه به شکل با افزایش    ) این مقادیر نشان داده28

تر  هاي پایین سرعتخارجی لوله) سرعت بحرانی افزایش چشمگیري دارد اما با کاهش آن ناپایداري در 

هاي بسیار کـوچکتر از یـک، بـه ازاي تغییـرات      �دهد. همچنین در شکل مشخص است که در  رخ می

هاي بزرگتر از یک این بـازه   �کند اما در  نسبت مدول یانگ، سرعت بحرانی در بازه بزرگتري تغییر می

 گردد. تغییرات کوچک می

  

نی بی ) سرعت4- 3جدول( راستايوسر لوله دبعد  هاي بحرا تدریجی در  تقویت شده   ضخامت لولا 

 ������و �به ازاي مقادیر مختلف  لوله

� = �� � = � � = � � = � � = �.� � = �.� � = �.� ������ 

3.04 2.94 2.73 2.42 2.20 1.99 1.80 0.25  

3.07 3.01 2.88 2.73 2.58 2.37 2.37 0.5  

3.14 3.14 3.14 3.14 3.14 3.14 3.14 1  

3.29 3.39 3.64 3.87 4.05 4.25 4.30 2  

3.54 3.87 4.50 4.96 5.47 5.85 6.07 4  
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به ازاي مقادیر  لوله بعد لوله تقویت شده به صوررت تدریجی در راستاي ضخامت بی بحرانی) سرعت 28-3شکل(

   ������و �مختلف 

 

  

به ازاي هاي بحرانی لوله دوسر لولا تقویت شده تدریجی در راستاي طول  سرعت -3-8-2

 ������و �	مقادیر مختلف

و   ������و �بعـد بـه ازاي مقـادیر مختلـف       هاي بی در این حالت نیز مانند حالت قبل سرعت

) 29-3شـکل( در  بدست آمده اسـت کـه تقریبـا مشـابه حالـت قبـل اسـت.        0,3بعد جرمی  پارامتر بی

( افزایش مدول یانگ سمت گیردار نسبت به سـمت آزاد) سـرعت    ������مشخص است که با افزایش 

کوچکتر از یک (مدول یانگ سمت گیردار کوپکتر از سـمت   ������بعد افزایش یافته و براي  بحرانی بی

 یابد. آزاد) سرعت بحرانی کاهش می
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نی بی ) سرعت5- 3جدول( راستايلوله دوسر بعد  هاي بحرا تدریجی در  لوله لولا تقویت شده   طول 

دیر مختلف  ه ازاي مقا   ������و �ب

� = �� � = � � = � � = � � = �.� � = �.� � = �.� ������ 

3.12 3.04 2.73 2.37 2.10 1.80 1.70 0.25  

3.13 3.07 2.88 2.69 2.52 2.37 2.29 0.5  

3.14 3.14 3.14 3.14 3.14 3.14 3.14 1  

3.17 3.25 3.50 3.83 4.09 4.30 4.40 2  

3.21 3.39 4.05 4.78 5.47 5.93 6.07 4  

  

  

  

بعد لوله تقویت شده به صوررت تدریجی در راستاي طول لوله و به ازاي مقادیر مختلف  بی بحرانی) سرعت 29-3شکل(

  ������و �

 هاي بحرانی لوله یکسرگیردار تقویت شده تدریجی در راستاي ضخامت سرعت -3-8-3

، در شرایط مرزي یکسرگیردار، تـاثیر بسـیاري بـر     �همانطور که قبلا گفته شد پارامتر جرمی 

هـاي بحرانـی بـه     ) سرعت30-3میزان سرعت بحرانی سیال دارد. جهت نشان دادن این تاثیر در شکل(

پارامتر جرمی، و به ازاي مقادیر مختلف نسبت مدول یانگ رسم شـده اسـت. مشـخص    عنوان تابعی از 

امتر سرعت بحرانی نیز افزایش یافتـه اسـت. در طـول تغییـر پـار      جرمی، بعد است با افزایش پارامتر بی

هـایی در سـه نقطـه مشـاهده      پرشهاي مدول یانگ،  ، در هر یک از نسبت 1جرمی  از صفر تا نزدیکی 
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هاي مدول یانگ  (نسبت مدول یانگ سـطح خـارجی بـه سـطح      همچنین با افزایش نسبتشده است.  

مـدول یانـگ بزرگتـر، بـازه      هـاي  . ضـمنا در نسـبت  اشت  هاي بحرانی نیز افزایش یافته داخلی) سرعت

ابد. این بدان معنـی اسـت کـه در مسـائلی بـا پـارامتر جرمـی        ی تغییرات سرعت بحرانی نیز افزایش می

  یابد. تقویت کردن به صورت تدریجی نیز افزایش میبزرگتر تاثیر 

بحرانی جریان سیال لوله تقویت شده تدریجی در راستاي ضخامت، به عنوان تابعی از پارامتر  سرعت) 30-3شکل(

 بعد جرمی، به ازاي مقادیر مختلف نسبت مدول یانگ بی
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الف) سرعت بحرانی جریان سیال لوله تقویت شده تدریجی در راستاي ضخامت، به عنوان تابعی از نسبت -31-3شکل(

0.125مدول یانگ، حالتی که  ≤ ������ ≤ 1  

  

جریان سیال لوله تقویت شده تدریجی در راستاي ضخامت، به عنوان تابعی از نسبت  بحرانیب) سرعت -31-3شکل(

1که مدول یانگ، حالتی  ≤ ������ ≤ 8  

گ، بـه ازاي      ) سرعت بی31-3در شکل ( بعد به عنوان تابعی از مقادیر مختلف نسبت مـدول یانـ

مـدول یانـگ   معرف حالتی اسـت کـه    الف) -31-3شکل(بعد جرمی مختلف رسم شده.  پارامترهاي بی

کـه   دهد را نشان می ب) حالتی-31-3شکل(خلی لوله بیشتر از سطح خارجی است. همچنین سطح دا

) نشان دهنده این مطلب 31-3هاي ( مدول یانگ سطح خارجی لوله بیشتر از سطح داخلی است. شکل

  یابد. است که با افزایش مدول یانگ سطح خارجی سرعت بحرانی افزایش می

  هاي بحرانی لوله یکسرگیردار تقویت شده تدریجی در راستاي طول سرعت -3-8-4

ر خلاف لوله دو سر مفصل عدد بی بعد نسبت جرمی  تاثیر زیادي بر روي ب در این حالت نیز 

بعد جرمی   سرعت بحرانی به عنوان تابعی از پارامتر بی )32- 3شکل( بنابراین در ،سرعت بحرانی دارد

به ازاي مقادیر مختلف نسبت مدول یانگ و در شرایطی که مدول یانگ در طول تیر به صورت خطی 

ست.رسم شده ا ) k=1کند( تغییر می
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بعد  سیال لوله تقویت شده تدریجی در راستاي طول ، به عنوان تابعی از پارامتر بی جریانسرعت بحرانی  )32-3شکل(

  جرمی، به ازاي مقادیر مختلف نسبت مدول یانگ

بیشتر  آزاد(زمانیکه مدول یانگ سمت  1مشخص است که در نسبتهاي مدول یانگ کوچکتر از 

جرمـی تـاثیر    بعد پارامتر بیاست) ناپایداري زودتر و در سرعت پایین اتفاق می افتد و  گیرداراز سمت 

������ دهنـده   هـاي نشـان   منحنـی  بـراي . همچنـین  چشمگیري بر مرز پایـداري نـدارد    = و  1/8

������ = و منحنـی شـبیه    شـود  مشاهده می 0,36و0,43درنسبتهاي جرمی  به ترتیب پرشی  1/4

بازه تغییرات سرعت بحرانی افزایش یافته و  1اما در نسبتهاي مدول یانگ بزرگتر از  . استخط راست 

������ هـاي  بـوده. در منحنـی   S لاتـین  حـرف  نمودار بـه شـکل   = ������و  4 = بـه ترتیـب     8

   شود. مشاهده می  )0.19,0.49,0.76( و )0.23,0.53,0.76(بعد  هاي بی سرعت در پرشهایی

سـرعت بحرانـی بـه ازاي     ،روي ناحیـه پایـداري   براي نشان دادن تاثیر نسـبت مـدول یانـگ   نهایته     

β = تغییرات مدول یانـگ در طـول    وبه عنوان تابعی از نسبت مدول یانگ رسم شده  0.3,0.5,0.8

βمنحنـی    در الف)-33-3(با توجه به شکل. )در نظر گرفته شده استk=1لوله خطی ( = 0.3,0.8  

������به ترتیب  در ،  = همچنـین واضـح اسـت کـه     شـود.   مـی پرشـهایی مشـاهده     0.57,0.91

βمنحنی هاي بحرانی در  سرعت = βنسبت به  0.5 =   بازه تغییرات کمتري دارد.  0.3,0.8
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، به عنوان تابعی از نسبت طول سرعت بحرانی جریان سیال لوله تقویت شده تدریجی در راستاي الف)-33-3شکل(

0.125مدول یانگ، حالتی که  ≤ ������ ≤ 1  

  

  در نظر گرفتن مقادیر بزرگتر از یک براي نسبت مدول یانگو  ب) - 33-3شکل(توجه به با 

βزاد باشد) در منحنی هاي آ(حالتی که مدول یانگ سمت گیردار بیشتر از سمت  = 0.3,0.5 

βشود ولی درمنحنی  پرشی مشاهده نمی = ������	در  0.8 = پرش و  2.07,4.76

������	در = . زیرا در همه حالات استکه رفتاري غیر قابل پیش بینی  کردهافت  ناگهان 5.66

   یافت. افزایش می فقطسرعت بحرانی  نسبت مدول یانگ قبل با افزایش 
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، به عنوان تابعی از نسبت طولبحرانی جریان سیال لوله تقویت شده تدریجی در راستاي  سرعت ب)-33-3شکل(

1مدول یانگ، حالتی که  ≤ E ����� ≤ 8  
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  بندي جمع -4-1

تقویت شده به صورت تـدریجی  هاي طبیعی لوله همگن و همچنین لوله  در این تحقیق فرکانس

 هاي مختلـف سـیال   به ازاي سرعت و نیز یکسرگیردار در شرایط مرزي دوسرلولا و حاوي جریان سیال

و با هم مقایسه شده است و تاثیر تقویت کردن به صورت تدریجی در راسـتاي ضـخامت و   بدست آمده 

بحرانی که لوله به ازاي آنهـا ناپایـدار   هاي  نیز طول لوله مورد بررسی قرار گرفته است. همچنین سرعت

انـد و مـورد بررسـی قـرار      سـازي بدسـت آمـده    گردد، به ازاي پارامترهاي مختلف در فرآیند تقویـت  می

  اند. اند. در زیر به اختصار این نتایج بیان شده گرفته

 نـگ  هاي مـدول یا  در لوله دوسرلولاي تقویت شده به صورت تدریجی در راستاي ضخامت براي نسبت

هـاي   بزرگتر از یک (مدول یانگ سطح خارجی بزرگتر از مدول یانگ سطح داخلـی) میـزان فرکـانس   

دهـد. امـا در    هـاي بـالاتر رخ مـی    افزایش یافته و ناپایـداري در سـرعت   نسبت به لوله همگن طبیعی

(مـدول یانـگ سـطح داخلـی بزرگتـر از مـدول یانـگ سـطح          هاي مدول یانگ کوچکتر از یک نسبت

هـاي   هاي طبیعی نسبت به لوله همگن کاهش یافتـه و ناپایـداري در سـرعت    یزان فرکانسمخارجی) 

 دهد. تري رخ می پایین

 هاي مدول یانـگ   در لوله دوسرلولاي تقویت شده به صورت تدریجی در راستاي طول نیز براي نسبت

زرگتـر از  بزرگتر از یک (مدول سمت ورودي سیال که در این تحقیق سمت چپ در نظر گرفته شده ب

هاي طبیعی نسبت بـه لولـه همگـن افـزایش یافتـه و       مدول یانگ سمت راست لوله ) میزان فرکانس

هاي مدول یانگ کوچکتر از یک (مدول یانگ  دهد. اما در نسبت هاي بالاتر رخ می ناپایداري در سرعت
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له همگن هاي طبیعی نسبت به لو سمت راست بزرگتر از مدول یانگ سمت چپ لوله) میزان فرکانس

 دهد. تري رخ می هاي پایین کاهش یافته و ناپایداري در سرعت

 بعد تاثیري در سـرعت بحرانـی سیسـتم نداشـته و تنهـا       در شرایط مرزي دوسرلولا پارامتر جرمی بی

 فرآیند تقویت سازي بر میزان سرعت بحرانی تاثیر دارد.پارامترهاي 

 سازي در راستاي ضخامت صـورت گرفتـه، نحـوه     در شرایط مرزي دوسر لولا زمانی که فرآیند تقویت

سازي در راستاي طـول   هاي طبیعی لوله ندارد اما اگر تقویتمدتغییرات مدول یانگ تاثیري بر شکل 

گردد.شکل  لوله صورت گیرد،لوله در هنگام ارتعاش به سمتی که مدول یانگ کمتري دارد متمایل می

 )14و3-13(

  هاي مدول یانـگ   صورت تدریجی در راستاي ضخامت براي نسبتدر لوله یکسرگیردار تقویت شده به

هـاي   بزرگتر از یک (مدول یانگ سطح خارجی بزرگتر از مدول یانگ سطح داخلـی) میـزان فرکـانس   

هاي بالاتر نسبت به لوله همگـن رخ   طبیعی نسبت به لوله همگن افزایش یافته و ناپایداري در سرعت

کوچکتر از یک (مدول یانـگ سـطح داخلـی بزرگتـر از مـدول       هاي مدول یانگ دهد. اما در نسبت می

هاي طبیعی نسبت به لوله همگـن کـاهش یافتـه و ناپایـداري در      یانگ سطح خارجی) میزان فرکانس

 دهد. تري رخ می هاي پایین سرعت

   هـاي  مـدول    براي نسـبت  طول لولهدر لوله یکسرگیردار تقویت شده به صورت تدریجی  در راستاي

هـاي   گتر از یک(مدول یانگ سمت گیردار بیشتر از مدول یانگ سمت آزاد)  میزان فرکـانس یانگ بزر

امـا در   دهـد.  هـاي بـالاتر رخ مـی    طبیعی نسبت به لوله همگن افزایش یافته و ناپایـداري در سـرعت  

هاي مدول یانگ کوچکتر از یک (مدول یانگ سمت آزاد بزرگتر از مدول یانـگ سـمت گیـردار     نسبت

ه لولـه همگـن کـاهش یافتـه و ناپایـداري در سـرعت        ان فرکانسلوله) میز هـاي   هاي طبیعی نسبت بـ

 دهد. تري رخ می پایین

 بحرانی ها و میزان سرعت بعد تاثیر بسیاري بر فرکانس در شرایط مرزي یکسرگیردار پارامتر جرمی بی 

. در یابـد  بعد جرمی از صفر تا یک، سرعت بحرانی نیز افزایش می بعد داشته و با افزایش پارامتر بی بی
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هاي مـدول   ) یعنی حالت تقویت شده تدریجی در راستاي ضخامت به ازاي تمامی نسبت30-3شکل(

در نقطه پرش وجود دارد اما در حالـت تقویـت شـده تـدریجی      3بعد در  هاي سرعت بی یانگ منحنی

در سه نقطـه پـرش مشـاهده     8و  4هاي مدول یانگ  ) تنها به ازاي نسبت32-3طول، شکل( راستاي

 تنها در یک نقطه پرش مشاهده شده است. 8/1و  4/1شود و به ازاي مدول یانگ  می

 )در لوله یکسرگیردار تقویـت شـده تـدریجی در راسـتاي ضـخامت، بـه ازاي       31-3با توجه به شکل (

 یابد. بعد جرمی، با افزایش نسبت مدول یانگ، سرعت بحرانی نیز افزایش می پارامتر بیتمامی مقادیر 

هـاي مـدول    در نسبت) در لوله یکسرگیردار تقویت شده تدریجی در راستاي طول 33-3با توجه به شکل(

 بـه ازاي  یابـد و تنهـا    یانگ کوچکتر از یک با افزایش نسبت مدول یانگ سرعت بحرانی نیـز افـزایش مـی   

هاي مدول یانگ بزرگتـر از یـک، بـه     شود. اما در نسبت پرش مشاهده می 0,8و  0,3بعد  پارامتر جرمی بی

کند که از لحاظ فیزیکـی قابـل    سرعت بحرانی پس از افزایش افت پیدا می 0,8بعد  ازاي پارامتر جرمی بی

 بینی نبوده است. پیش
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  پیشنهادات - 4-2

هاي تقویت شده تدریجی حاوي جریـان سـیال موضـوعات     زمینه لوله در تحقیق ادامه براي توان می

  زیر را مورد بررسی قرار داد:

           استفاده از تئوري تیر تیموشنکو به جـاي تئـوري اویلـر برنـولی و تعیـین تـاثیر اثـر برشـی بـر

 خصوصیات سیستم

 هاي میکرو و نانو بررسی لوله حاوي سیال و تقویت شده تدریجی در مقیاس 

 ه چرخان حاوي سیال و تقویت شده تدریجیبررسی لول 

 ترین نحوه توزیع مدول یانگ جهت افزایش پایداري لولهبدست آوردن بهینه 
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 Abstract 

 
The conveying fluid pipes are regarded as the simplest system of 

fluid–structure interaction problems, which is capable of displaying very 

rich and interesting dynamical characteristics. Pipeline systems are used for 

a fluid conveyance are not only commonly found in oil and gas 

installations, pump discharge lines and heat exchangers, but also MEMS, 

NEMS and so on. Dynamic behavior of both simply support and cantilever 

functionally graded of the conveying fluid pipes, are studied. Two cases are 

considered for each boundary condition: A) pipe is functionally graded in 

thickness direction. B) pipe is functionally graded in its axial direction. 

Material graduation in axially or transversally through the thickness based 

on the power law, and the motion equations of system are derived by using 

the principle of virtual work under the assumptions of the Euler–Bernoulli 

beam theory. The natural frequencies of conveing fluid pipe are obtained as 

the varius dimensionless parameters, and the effect of the gradual 

strengthening of the pipe is studied. The critical flow velocities which 

cause the unstablity of the system are obtained. It was found that in both 

types of boundary conditions, in the case of the Young's modulus while the 

length of the pipe gradually varies, by increasing the Young's modulus in 

the side of flow entrance, natural frequencies of pipe and the critical fluid 

velocity increases. Although, in the case of the Young's modulus of the 

pipe varies in the thickness direction, with growth in the outer surfaces of 

the pipe, the natural frequencies and the critical fluid velocity increases, 

and vice versa. 
 

Keywords: 1-pipe conveying fluid 2-functionally graded 3-natural 

frequency 4-critical velocity 5-unstable 
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