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  ي مهندسی مکانیک دانشکده

  گروه طراحی کاربردي
  

با گشودگی   FGاز مواد  شده ساخته مربعی تحلیل تنش در ورق
    يا صفحه دروندایروي تحت بارهاي 

  

  امین عامري: دانشجو 

  

  :راهنما  تاداناس

  دکتر مهدي قناّد کهتویی

  دکتر محمد جعفري

  

  رشدي کارشناسی ا نامه ارشد جهت اخذ درجه پایان

   93شهریور

  



  ج 

  سمه تعالیاب

  

  تحصیلی دوره کارشناسی ارشدپایان نامه  از جلسه دفاع فرم صورت
نتیجه ارزیابی جلسه دفاع از پایان نامه کارشناسی ارشد ) عج(با تأییدات خداوند متعال و با استعانت از حضرت ولی عصر 

تحلیل تنش در تحت عنوان   ........طراحی کاربردي............ گرایش .........مهندسی مکانیک.......... رشته ...............امین عامري............................آقاي 
  يا صفحه درونبا گشودگی دایروي تحت بارهاي   FGاز مواد  شده ساختهورق مربعی 

گردید به شرح ذیل اعلام  با حضور هیأت محترم داوران در دانشگاه صنعتی شاهرود برگزار 24/6/1393که در تاریخ  
  :می گردد

  

   مردود           دفاع مجدد         )...................................... امتیاز  ..................................................: با درجه ( قبول 

  )  18ـ  99/18( یار خوب ـ بس2)                             19ـ  20(ـ عالی 1              

  )  14ـ  99/15( قبول   ـ قابل4)                        16ـ 99/17(ـ خوب 3              

  غیر قابل قبول  14نمره کمتر از  - 5              
  

 نام ونام خانوادگی  ت داورانعضو هیأ      
رتبۀ م

  امضاء  علمی

    ـ استادراهنما1

     ـ استادراهنما2

     ـ استاد مشاور 3

ـ نماینده شوراي تحصیلات 4
  تکمیلی

   

     ـ استاد ممتحن 5

     ـ استاد ممتحن  6

 
  امضاء:                         رئیس  دانشکده  

  :شماره
  :تاریخ

 :ویرایش

  

  
  مدیریت تحصیلات تکمیلی

  )6(فرم شماره 



  د 

  دانشگاه صنعتی شاهرود

  مهندسی مکانیک: دانشکده 

  جامدات:گروه 

  کارشناسی ارشد امین عامري نامه یانپا

  :تحت عنوان

        با گشودگی دایروي تحت بارهاي   FGاز مواد  شده ساختهنش در ورق تحلیل ت

  ايصفحهدرون

ــاریخ  ــد                                         ............................ در ت ــی ارش ــدرك کارشناس ــذ م ــت اخ ــر جه ــی زی ــه تخصص ــط کمیت توس

  .قرار گرفت یرشموردپذ...... ................................مورد ارزیابی و با درجه 

 

 اساتید راهنما امضاء اساتید مشاور امضاء

  :نام و نام خانوادگی    :نام و نام خانوادگی  

  :نام و نام خانوادگی    :نام و نام خانوادگی  

  

 امضاء
نماینده تحصیلات 

 تکمیلی
 اساتید داور امضاء

  :نام و نام خانوادگی  
  :نام و نام خانوادگی  

  :نام و نام خانوادگی  
  : نام و نام خانوادگی 

  



  ه 

  تقدیم
  

  

  

  

  

  

  

  امهاي زندگیتقدیم به ریشه

  مادرم    وپدرم    
  روحمخشک و بی ایشان که بدون

    



  و 

  تشکر و قدردانی
  

جعفري،  محمد و دکتر کهتویی قناّد يدکتر مهدبا تشکر فراوان از اساتید محترم آقایان 

  .را در این تحقیق یاري کردندن م و شمعی سوزان،  مهربان  که همچون پدري دلسوز؛



  ز 

گرایش طراحی -مکانیک یمهندس ي رشتهي کارشناسی ارشد  دانشجوي دوره امین عامرياینجانب 
تحلیل تنش در ي  نامه ي پایان مکانیک دانشگاه صنعتی شاهرود نویسنده یمهندس ي دانشکدهکاربردي 

یی راهنما، تحت ايصفحهگشودگی دایروي تحت بارهاي درونبا   FGاز مواد  شده ساختهورق 
  .شوم متعهد می و دکتر محمد جعفري دکتر مهدي قناّد کهتویی

 و اصالت برخوردار است صحتنامه توسط اینجانب انجام شده است و از  تحقیقات در این پایان.  

 تناد شده استهاي محققان دیگر به مرجع مورد استفاده اس در استفاده از نتایج پژوهش. 

 نامه تاکنون توسط خود یا فرد دیگري براي دریافت هیچ نـوع مـدرك یـا امتیـازي در      مطالب مندرج در پایان

 .نشده است هیچ جا ارائه

 دانشـگاه  «باشد و مقالات مسـتخرج بـا نـام     کلیه حقوق معنوي این اثر متعلق به دانشگاه صنعتی شاهرود می

 .به چاپ خواهد رسید» Shahrood University of Technology«و یا » صنعتی شاهرود

  انـد در مقـالات مسـتخرج     نامه تأثیرگذار بوده اصلی پایان جینتاآمدن  دست بهحقوق معنوي تمام افرادي که در

 .گردد رعایت می نامه پایاناز 

 تفاده شـده اسـت   اس ـ) هـا  آني هـا  بافتیا (نامه، در مواردي که از موجود زنده  در کلیه مراحل انجام این پایان

 .ضوابط و اصول اخلاقی رعایت شده است

 ي اطلاعات شخصی افـراد دسترسـی یافتـه یـا      نامه، در مواردي که به حوزه ي مراحل انجام این پایان در کلیه

 .استفاده شده است اصل رازداري، ضوابط و اصول اخلاق انسانی رعایت شده است

  تاریخ
  امضاي دانشجو

  
  
  
  

 

 

  

  نامهتعهد                             

  ایج و حق نشرنتمالکیت 
 افزارهـا و   اي، نـرم  هـاي رایانـه   مقالات مستخرج، کتاب، برنامه( حقوق معنوي این اثر و محصولات آن ي کلیه

در ایـن مطلـب بایـد بـه نحـو مقتضـی       . باشد علق به دانشگاه صنعتی شاهرود میمت) تجهیزات ساخته شده

 .تولیدات علمی مربوطه ذکر شود

 باشد نامه بدون ذکر مرجع مجاز نمی اطلاعات و نتایج موجود در پایان استفاده از. 



  ح 

  چکیده
  

هاي پسماند منجر به حذف تنش (FGM)ت پیوسته در خواص مکانیکی و حرارتی مواد ناهمگن تغییرا

خاطر همین خواص ویژه، محققان به. شوندنتیجه افزایش استحکام این مواد میو اثر تمرکز تنش و در

درست ورق طراحی . مند به بررسی رفتار و استفاده از این قبیل مواد در صنایع مختلف هستند زیادي علاقه

ناهمگن حاوي گشودگی، مستلزم دانستن اطلاعات دقیق در مورد تغییر شکل و توزیع تنش در نقاط 

کمک روش توابع پتانسیل  شود، بهدر این تحقیق سعی می. ویژه در اطراف گشودگی استمختلف ورق به

ق  بلند ناهمگن ي در ورومختلط، حلیّ تحلیلی براي محاسبه توزیع تنش دوبعدي اطراف گشودگی دایر

دور شود؛ محوري به ورق اعمال میمحوري و دوصورت کشش ثابت و یکنواخت تکبارگذاري به. ارائه شود

بررسی تأثیر مقدار بار فشاري اعمال . شودصورت فشار یکنواخت به گشودگی اعمال میگشودگی نیز بار به

جهت ناهمگنی و . هم این تحقیق استشده بر مرز گشودگی در توزیع تنش اطراف آن، یکی از اهداف م

براي  .است گرفته شده در نظرمرکز با گشودگی تغییرات مدول الاستیسیته، در جهت شعاعی و هم

توصیف تغییر خواص مکانیکی ورق مورد نظر از یک تابع نمایی که داراي شعاع همگرایی مشخصی است، 

نتایج حلّ تحلیلی، در تمام حالات بارگذاري سنجی از روش اجزاي محدود براي راستی. شوداستفاده می

ي علاوه ووجود بارگذاري فشاري در داخل گشودگی دایربا. است براي ورق همگن و ناهمگن استفاده شده

بر تنش محیطی، مقدار تنش شعاعی نیز قابل توجه است؛ از تنش فن میزس براي بررسی تنش در اطراف 

توان نتیجه مییج تنش محیطی براي حالات مختلف بارگذاري با بررسی نتا. گشودگی استفاده شده است

در حالتی که مرز گشودگی عاري از بار هاي میانی بر روي مقدار تنش محیطی، ، که تأثیر جنس لایهگرفت

   .باشدمیاست، بیشتر 

  ش، مواد ناهمگن، گشودگی دایروي، توابع پتانسیل، تمرکز تنFGورق  :کلیدواژگان



  ط 

  مقالات
  

تحت  FGاي در ورق بررسی توزیع تنش اطراف گشودگی دایره"، .، عامري ا.، قناد م.جعفري م -1

 .ي مهندسی مکانیک مدرس، ارسال شده به مجله"ايصفحهبارگذاري درون

با گشودگی ) FGM(تحلیل عددي ورق بلند از مواد تابعی"، )1392(، .، جعفري م.، قناد م.عامري ا -2

، 84ص  ، همایش ملی مهندسی مکانیک،"ايصفحهدرونهاي مختلف دایروي تحت بارگذاري

  .ملایر

  

 
  



  ي 

  فهرست مطالب
 1 ________________________________________ یعلم يخچهیتار 1فصل

 2 __________________________________________________________ شگفتاریپ 1- 1

  2 ____________________________________________________ هاورق بر يا مقدمه 2- 1

 2 ____________________________________________________ هاورق يبند دسته 3- 1

 2 __________________________________________________ یهندس دگاهید 3-1- 1

 4 ____________________________________________________ يماد دگاهید 3-2- 1

 4 _________________________________________________ هاورق لیتحل يهایتئور 4- 1

 4 ____________________________________ نازك ورق کوچک زیخ کیکلاس يتئور 4-1- 1

 7 _______________________________________________ هاورق ییغشا يتئور 4-2- 1

 7 ____________________________________________ میضخ يهاورق يهایتئور 4-3- 1

 11 _______________________________________________  اهمگنن مواد بر يامقدمه 5- 1

 11 ____________________________________________ ناهمگن مواد يخچهیتار 5-1- 1

 14 _________________________________________ همگن مواد یاضیر يساز مدل 5-2- 1

 15 ____________________________________________________ قیتحق ينهیشیپ 6- 1

 20 ________________________________________________________ يبندجمع 7- 1

 23 ____________ يا صفحه درون يبارگذار تحت يرویدا یگشودگ با همگن ورق 2فصل

 24 ________________________________________________________ گفتارشیپ 1- 2

 24 ____________________________________________________ معادلات استخراج 2- 2

 35 _____________________________________________مراجع در موجود یلیتحل حلّ 3- 2



  ك 

 35 __________________________________________________ محدود ياجزا لیتحل 4- 2

 36 _______________________________________ آباکوس محدود ياجزا افزارنرم  یمعرف 5- 2

 37 ___________________________________________________ يعدد لیتحل روند 6- 2

 37 ____________________________________________________ ورق هندسه 1- 6- 2

 38 ________________________________________________ مواد خواص فیتعر 2- 6- 2

 39 _________________________________________ حل طیشرا اعمال و يبندمش 3- 6- 2

 41 ________________________________________ يبارگذار و يمرز طیشرا اعمال 4- 6- 2

 42 _______________________________________________________ جینتا یبررس 7- 2

 43 ____________________________________________ 20 يابعاد نسبت با ورق 7-1- 2

 46 ____________________________________________ 10 يابعاد نسبت با ورق 7-2- 2

 48 ________________________________________________________ يبندجمع 8- 2

 51 ___________ ياصفحهدرون يبارگذار تحت يرویدا یگگشود با ناهمگن ورق 3لفص

 52 ________________________________________________________ گفتارشیپ 1- 3

 52 ______________________________________________   ناهمگن ورق یاضیر مدل 2- 3

 56 ____________________________________________________ معادلات استخراج 3- 3

 56 _______________________________________________________ جینتا یبررس 4- 3

 58 ____________________________________________ 20 يابعاد نسبت با ورق 4-1- 3

 63 ____________________________________________ 10 يابعاد نسبت با ورق 4-2- 3

 68 ____________________________________________ ورق ییهمگرا شعاع ریتأث 4-3- 3

 75 ________________________________________________________ يبندجمع 5- 3

  



  ل 

 77_______________ یگشودگ داخل در يفشار بار تحت ناهمگن و همگن ورق 4فصل

 78 ________________________________________________________ گفتارشیپ 1- 4

 78 _____________________________________________________ حاکم معادلات 2- 4

 81 _______________________________________________________ جینتا یبررس 3- 4

 81 ________________________________________________ يمحورتک کشش 3-1- 4

 n= ___________________________________________ 88 2 يدومحور يبارگذار 3-2- 4

 n= ___________________________________________ 94-2 يدومحور يبارگذار 3-3- 4

 100 _______________________________________________________ يبندجمع 4- 4

 102 _________________________________ شنهادهایپ و يریگجهینت  5فصل

 103 ______________________________________________________ يریگجهینت 1- 5

 103 _________________________________ ياصفحهدرون يبارگذار تحت همگن ورق 1-1- 5

 103 ________________________________ ياصفحهدرون يذاربارگ تحت ناهمگن ورق 1-2- 5

 104 ___________ یگشودگ درون کنواختی فشار يبارگذار و  ياصفحهدرون يبارگذار تحت ورق 1-3- 5

 104 _______________________________________________________ ها شنهادیپ 2- 5

 106 _______________________________________________    مراجع

  
   



  م 

  ها شکلفهرست 
 

  6 .............................................................. ]2[نیکارتز مختصات در یلیمستط نازك ورق کی کیشمات 1-1  شکل

 9 ........................................................................................ ]2[سنریرا يتئور یانیم هیلا يهافرض 2-1  شکل

 10 ..................................................................... ]2[یانیم هیلا از یالمان در یخارج و یداخل يروهاین 3-1  شکل

 12 ............................................................................................................ استخوان مقطع ينما 4-1  شکل

 14 ............................................................................................... مختلف مواد در خواص راتییتغ 5-1  شکل

 L ............................................................................................................... 25 کانتور کیشمات 1-2  شکل

 28 .............................................................................. دومحوره بار تحت موردمطالعه  ورق کیشمات 2-2  شکل

 يابعاد نسبت با ورق هندسه 3-2  شکل
1

2 0
D
L

 38 ............................................................. آباکوس نرمافزار در 

 39 ...................................................................................... آباکوس نرمافزار در ورق کل يبندمش 4-2  شکل

 40 ......................................................................... یگشودگ اطراف در المانها  تراکم و دمانیچ نحوه 5-2  شکل

 41 ........... مراجع در موجود یلیتحل حل به نسبت يعدد لیتحل از حاصل یطیمح تنش ریمقاد يخطا درصد 6-2  شکل 

 42 ............................................... آباکوس در ورق پهارم کی برش محل در متقارق يمرز طیشرا اعمال -7-2  شکل

 44 .......................................... محورهتک يبارگذار تحت همگن ورق یگشودگ اطراف درنقاط تنش عیتوز 8-2  شکل

 44 ................................... تکمحوره يبارگذار تحت همگن ورق یگشودگ اطراف درنقاط یشعاع ییجاجابه 9-2  شکل

 45 ................................... دومحوره يبارگذار تحت همگن ورق یگشودگ اطراف در یطیمح تنش عیتوز  10-2  شکل

 46 .....................................دومحوره يبارگذار تحت همگن ورق یگشودگ اطراف نقاط یشعاع ییجاجابه 11-2  شکل

 46 ...................................... محورهتک کشش تحت همگن ورق یگشودگ اطراف در یطیمح تنش عیتوز 12-2  شکل

 47 ................................................... محورهتک کشش تحت همگن ورق یگشودگ اطراف در ییجاجابه 13-2  شکل

 48 ............................................. دومحوره يبارگذار تحت ورق یگشودگ اطراف در یطیمح تنش عیتوز 14-2  شکل

 48 ............................................. دومحوره يبارگذار تحت ورق یگشودگ اطراف نقاط یشعاع ییجاجابه 15-2  شکل

 53 .................................. يشنهادیپ یینما تابع تحت ورق يبرا یشعاع جهت در تهیسیلاست مدول راتیتغ 1-3  شکل



  ن 

 55 ........................... ))2- 3( يرابطه( یتوان تابع تحت رقو يبرا یشعاع جهت در تهیسیلاست مدول راتیتغ 2-3  شکل

 55 .....................................یحجم کسر تابع تحت ورق مرکز از فاصله به نسبت تهیسیلاست مدول راتیتغ  3-3  شکل

 59 ................. محورهتک يبارگذار تحت دوم و اول نوع ناهمگن ورق یگشودگ اطراف در یطیمح تنش عیتوز 4-3  شکل

 59 ............ محورهتک يبارگذار تحت دوم و اول نوع ناهمگن ورق یگشودگ اطراف در یشعاع ییجاجابه مقدار 5-3  شکل

 60 ............................... دومحوره يبارگذار تحت اول نوع ورق يبرا یگشودگ طراف در یطیمح تنش عیتوز 6-3  شکل

 61 .............................. دومحوره يبارگذار تحت دوم نوع ورق يبرا یگشودگ طراف در یطیمح تنش عیتوز 7-3  شکل

 62 ...................... دومحوره يبارگذار تحت اول نوع ناهمگن ورق در یگشودگ اطراف نقاط یشعاع ییجاجابه 8-3  شکل

 62 ...................... دومحوره يبارگذار تحت دوم نوع ناهمگن ورق در یگشودگ اطراف نقاط یشعاع ییجاجابه 9-3  شکل

 64 ........... محورهتک کشش تحت دوم و اول نوع ناهمگن ورق یگشودگ اطراف نقاط در یطیمح تنش عیتوز 10-3  شکل

 64 .............. محورهتک کشش تحت دوم و اول نوع ناهمگن ورق در یگشودگ اطراف نقاط یشعاع ییجاجابه 11-3  شکل

 65 .................. دومحوره يبارگذار تحت اول نوع ناهمگن ورق یگشودگ اطراف نقاط در یطیمح تنش عیتوز 12-3  شکل

 65 ................. دومحوره يبارگذار تحت دوم نوع ناهمگن ورق یگشودگ اطراف نقاط در یطیمح تنش عیتوز 13-3  شکل

 66 .....................دومحوره يبارگذار تحت اول نوع اهمگنن ورق در یگشودگ اطراف نقاط یشعاع ییجاجابه 14-3  شکل

 67 .................... دومحوره يبارگذار تحت دوم نوع ناهمگن ورق در یگشودگ اطراف نقاط یشعاع ییجاجابه 15-3  شکل

 m ...................... 69 مختلف ریمقاد يبرا اول نوع ناهمگن ورق در یگشودگ اطراف در یطیمح تنش عیتوز 16-3  شکل

 m ...................... 69 مختلف ریمقاد يبرا دوم نوع ناهمگن ورق در یگشودگ اطراف در یطیمح تنش عیتوز 17-3  شکل

 70 .................................................... اول نوع ناهمگن ورق در یگشودگ اطراف نقاط یشعاع ییجاجابه 18-3  شکل
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  فتارگپیش 1-1

مربوط به  هاي تئوريمروري بر و بندي دسته به همراه هااي بر ورقاین فصل تعریف و مقدمه ابتداي در

- می بررسی ي این نوع از موادچهختاری يمختصري دربارهتعریف مواد ناهمگن و  سپس. شودمی بیان ،آنها

هاي نازك همگن و ي تحلیل تنش در ورقزمینهدر  ،شدهانجام  تحقیقات مروري بر نو همچنیشود 

صورت هر فصل به اتنامه و موضوعدر این پایان مطالعه موردت موضوع در نهای. خواهد شد انجام ناهمگن،

  . دنشوبیان می خلاصه

  هابر ورق يا مقدمه 1-2

یک بعد آن در برابر دو بعد دیگر کوچک  عنیی. دتنمسطح، صاف و دوبعدي هس ها از نظر هندسی،ورق

قابلیت همچنین . محدود شوند ،یک خط صاف یا منحنی امتداد د به مرزهایی درنتوانآنها می. باشدمی

این نیروهاي  .دارنداي، استاتیکی و دینامیکی، گسترده و متمرکز را صفحهو درون عمودي تحمل بارهاي

ها در علم مهندسی رقو. شوندنیروي برشی عرضی مهار میاور خمشی و همچنین ترجی توسط گشاخ

ساخت انواع مخازن،  رازجمله کاربرد آنها، استفاده د. و از اهمیت بسیاري برخوردار هستند بسیار پرکاربرد

فضا را -هاي هواسازي و صنایع دریایی، صنایع نظامی و سازهسازي، کشتیآلات، ساختمانماشین يبدنه

  ]1[ .وجود آمده استها و بر حسب نیاز بهدر طی سالها ورقمتنوعی در  اشکال رو نیازا .دتوان نام برمی

  هاورق يبند دسته 1-3

  دیدگاه هندسی١- ٣- ١

  ]1[ بندي کرددیدگاه دسته سهتوان به میدسی ناز نظر ه ها را ورق

لع ین ضتر کوچکشود، که نسبت ضخامت به هایی گفته میبه ورق: هاي نازك با خیز کمورق  .1

1کمتر از 
20

  همچنین خیز ورق در برابر ضخامت ورق. باشد و لایه میانی بدون کرنش باقی بماند 
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  .باشد کردن، نظرقابل صرف

آن ضلع  ینتر کوچککه نسبت ضخامت به  ،شودهایی گفته میبه ورق: ورق نازك با خیز زیاد .2

1کمتر از 
20

در  نسبت خیز لایه میانی به ضخامت ورق لایه میانی و همچنین کرنشد و از باش 

  .قابل توجه است مقایسه با یک،

1ضلع بیشتر از  ینتر کوچککه نسبت ضخامت به  ،شودهایی گفته میبه ورق: ورق ضخیم .3
20

 .باشد

  ]2[. صورت زیر استبهبندي ورق نوع دیگر دسته

پارچه و بدون هیچ مرز داخلی ولی داراي یک ورق ،)آ(1-1مطابق شکل :پارچهیک دورق محدو .1

 .ها غیر یکنواخت استتنش در نقاط دور از مرزو  مرزهاي خارجی

مرز داخلی  k، ورق علاوه بر مرز خارجی داراي )ب(1-1مطابق شکل: ورق محدود چندپارچه  .2

طه امرز داخلی ورق را اح kي ي که همهاي خارج از دایرهو تنش در تمام نقاط ناحیه. است

 .باشدکند غیر یکنواخت میمی

مرز   k نهایت وي مرز خارجی در بیا، ورق دار)ج(1-1مطابق شکل: ورق نامحدود چندپارچه .3

 .ماندایت مقداري محدود و یکنواخت باقی مینهتنش در بی داخلی است و

 
  ورق محدود) آ(   با چند گشودگی ورق محدود) ب(   نهایت با چند گشودگیورق بی) ج(

 ]2[ي محدود و نامحدودبندي ورق به صورت ناحیهدسته 1-1 شکل 
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  دیدگاه مادي٢- ٣- ١

ها یکسان در تمام جهت و در تمام نقاط ،ي ورقخواص مکانیکی ماده: دورق همگن و همسانگر .1

 .باشدمی

ولی در هر  ؛در نقاط مختلف یکسان است ،ي ورقخواص مکانیکی ماده: ردهمسانگناورق همگن و  .2

 .هاي مختلف یکسان نیستنقطه از ماده در جهت

ولی در  ؛در نقاط مختلف یکسان نیست ،ي ورقخواص مکانیکی ماده: دورق ناهمگن و همسانگر .3

  .هاي مختلف یکسان استدر جهت ،هر نقطه

مختلف  هاي، در نقاط مختلف و در جهتي ورقکانیکی مادهخواص م: و ناهمسانگردورق ناهمگن  .4

  . ]3[یکسان نیست

  هاورق تحلیلهاي تئوري 1-4

  1کوچک ورق نازك کلاسیک خیز تئوري   ١- ۴- ١

 حاکم بر ورق دست آوردن معادلاتاي زیر جهت بههاي پایه، از فرضسازيدر این تئوري براي ساده

  .شوداستفاده می

 . کندو مدول الاستیسیته آن از قانون هوك پیروي می استهمگن و همسانگرد  جنس ورق -1

 .ورق در حالت اولیه صاف است -2

 .ماندي میانی ورق در هنگام خمش بدون کرنش باقی میصفحه -3

ضخامت در کل ورق ثابت و نسبت به دو بعد دیگر کوچک است؛ بدین معنا که بزرگی ابعاد  -4

 .برابر ضخامت آن است 20ورق بیش از 

                                                        
1 - Classical Theory of Thin Plates with Small-Deflection 
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 که يطور به. در برابر ضخامت آن کوچک است) خیز ورق(ورق در جهت ضخامت تغییر شکل  -5

1مقدار خیز برابر  ینتر بزرگ
20

ي تئوري تغییر در این صورت در محدوده. ضخامت است 

 .شودشکل کوچک شمرده می

 .استي میانی، در مقایسه با یک کوچک شیب خیز در صفحه -6

میانی، همچنان صاف و  ياز تغییر شکل صفحهو بعد قبل  ،ي میانیفحهي عمود بر صصفحه -7

هاي کرنشیاین شرط بدین معناست که مؤلفه. ماندي میانی باقی میعمود بر صفحه

xz yz
و   هاي کرنشطور عمده با نتیجه خیز ورق بهدر. نظر کردن هستندقابل صرف

عمودي کرنش .است همراهخمشی  z  .نظر کردن استنیز قابل صرف  

 .نظر کردتوان صرفاز تنش نرمال در جهت ضخامت می -8

؛ هستیم روروبه بعديسه ياگرچه در عمل با یک مسأله گیرد،تحت بار عمود بر سطح قرار  یاگر ورق

ها و بسیاري از آزمایش. شودتبدیل میدوبعدي  يبه یک مسألهاین مسأله هاي بالا، ولی با استفاده از فرض

هاي کوچک و بزرگ از ورق نازك، درستی هاي انجام شده توسط محققین در گذشته بر روي نمونهتست

یک المان مستطیلی از ورق نازك در دستگاه مختصات  2-1در شکل. کندمی را اثبات قوفهاي فرض

   .کارتزین نشان داده شده است

  ). 2-1شکل(تفاده از دستگاه مختصات کارتزین مناسب است براي یک ورق مربعی اس
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  ]3[شماتیک یک ورق نازك مستطیلی در مختصات کارتزین 2- 1 شکل   

  
در حالتی که هم جهت با محورهاي  wو  u ،vهاي جاییها و جابهنیروهاي داخلی و خارجی، تنش

ي شود، که معادلهدر این تئوري اثبات می .شوندصورت مثبت فرض میبه ،ه مختصات باشنداصلی دستگا

  ]. 3[شودبیان می) 1-1(ي حاکم بر خیز ورق با رابطه

) 1 -1(    
  

   

4 4 4
z

4 2 2 4

P (x,y)w w w2
Dx x y y
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 Dخیز ورق و  w). 2-1شکل(است  zسطح ورق در جهت محور  واحد بر تردهبارگس  zPکه در آن 

  .باشدمی EIبرابر در تیرها صلبیت خمشی است که 

) 1 -2(  


 

3

2

EhD
12(1 )

  

  .ضخامت ورق است hو  2وننسبت پواس ، 1مدول الاستیسیتهE در اینجا 

  لاپلاسین  يدوبعدهمچنین با استفاده از عملگر  

) 1 -3(       
   

 

2 2
2

2 2

( ) ( )( )
x y

   

  .صورت زیر نوشترا به) 1- 1(ي توان معادلهمی

) 1 -4(      2 2
zD w(x,y) P (x,y)   

  
  

  هاورق تئوري غشایی٢- ۴- ١

1 هایی بسیار نازك هستند، که نسبت ابعادي ضخامت به طول آنها کمتر ازها ورقپوسته
50

. است 

رحال در بسیاري هبه . ي میانی استبراساس تغییر شکل کوچک لایهها  تئوري غشایی مورد بحث در ورق

این یک موضوع بسیار مهم در . هایی به مراتب بزرگتر از ضخامتشان دارندر شکلیها تغیپوستهاز مواقع 

 ] 3.[ها استتحلیل و طراحی پوسته

  ضخیم هايورقهاي تئوري٣- ۴- ١

دهد؛ ولی با افزایش اگرچه تئوري کلاسیک ورق براي مسائل مربوط به ورق نازك پاسخ صحیح می

که  ؛دهدبعدي بعضی از مسائل ورق نشان میدقیق سه حلّ. شودیضخامت ورق از دقت پاسخ آن کاسته م

                                                        
1  - Elasticity Modulus 
2 - Poisson's Ratio 
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هاي عمومی پس به دلیل محدودیت. ي دوم ضخامت ورق نسبت مستقیم دارداین مقدار خطا با مرتبه

هاي هاي ورقهاي لازم در تئوريها و بازنویسیبایست، بسطهاي نازك میتئوري کلاسیک براي ورق

   ]1. [دست آیدین دسته مسائل، نتایج بهتري بهضخیم انجام شود؛ تا در ا

  1تئوري رایسنر 1- 3- 1-4

هاي عرضی اثر تنش در جهت ضخامت نیز مورد بررسی ها و کرنشعلاوه بر اثر تنش رایسنردر تئوري  

و  xy ،yهايدر این تئوري توزیع تنش. گیردقرار می x صورت خطی ها بهمشابه تئوري کلاسیک ورق

و تنش  دو درجهصورت تابع به کمک معادلات تعادل به yzو  xz هايفرض شد؛ ولی تنش z با به-

   ]3[ .شونداز معادلات دیفرانسیل تعادل، حاصل می yzو xzبرشی  يهادست آمدن تنش

  2نمیندلیتئوري  2- 3- 1-4

شوند؛ توسط هاي ضخیم استفاده میجایی در ورقبیشتر مسائل، که در حلّ آنها از تئورهاي مبتنی بر جابه

ول است، که از فرضیات ي اتئوري تغییر شکل برشی مرتبه ،مبناي اصلی آن. ن گسترش یافتندمیندلی

  .کنداي استفاده میصفحهجایی درونهبسینماتیک براي جا

) 1 -5(        x yu z x,y  , v z x,y   
که در آن (x,y)y و (x,y) x دلیل مستقل بودن خیز به. دي میانی هستني چرخش صفحهنشان دهنده

، در 3-1هاي اعمالی نشان داده شده در شکل فرض. دهد، هیچ تغییر ضخامتی در ورق رخ نمی zنسبت به

  .باشدو رایسنر یکسان می میندلینسطح مقطع ورق، در تئوري 

                                                        
1- Reissner 
2  - Mindlin 
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  ]3[سنرهاي لایه میانی تئوري رایفرض 3-1 شکل 

  
xدر این تئوري  x  وy y  صورت تابع درجهتوزیع تنش در ورق ضخیم  به ازآنجاکه. است -

علاوه . باشدنادرست میها که از تئوري رایسنر گرفته شده است، فرض خطی بودن تنش، ]3[ دو استي 

تا  ،لازم است بنابراین. شودفرض صفر نمی نیا وجود باپایینی ورق  لایی واي ببر این مقدار تنش در لبه

عنوان مثال، با به. معرفی گردد ،شودکه با مقایسه حل دقیق الاستیسیته ارزیابی می Kضریب تصحیح 

مقدار ، گیردي میانی تیرهاي ضخیم مورد استفاده قرار میکه در لایه، توجه به روش اولیه تیموشنکو

K 
5
6

ي معادلات دیفرانسیل با کمک روابط تئوري مینیمم انرژي پتانسیل و محاسبه ]3. [انتخاب شد 

  .آینددست میصورت زیر بههاي تنش در تئوري ورق میندلینن بهتعادل مقادیر منتجه

) 1 -6(  
 

      

yx
xM D

x y
  

) 1 -7(  
  

  
      

y x
yM D

y x
  

) 1 -8(  
  

      

y x
xy yx

1M M D
2 x y

  

) 1 -9(  
  

   
    

x x
wQ KGh
x
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ي تنش به ترتیب منتجه xM  ،yM. آیددست میبه) 2-1(ي از رابطه  D، )10-1(تا ) 6-1(در روابط 

xQي تنش برشی ومنتجه x ،xyM و yنرمال در جهت  yQو   ترتیب نیروي درونی برش عرضی در به  

  ]3). [ 4-1شکل(هستند  yو  xهاي جهت

  ]3[ینیروهاي داخلی و خارجی در الماي از لایه میان 4-1 شکل 

) 1 -10(   
    

y y
wQ KGh
y
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  اي بر مواد ناهمگنمقدمه 1-5

  ي مواد ناهمگنتاریخچه ١- ۵- ١

مقاومت  مقاومت مکانیکی، مقاومت حرارتی،: دلیل یکنواختی خواص از قبیلمواد همگن و همسانگرد به

صنایع نظامی،  هایی درمحدودیت... در برابر خوردگی و سایش، مقاومت در برابر خزش و خستگی و 

که از  ؛اند دانشمندان همواره در تلاش بوده بنابراین. کنند ایجاد می... زي و هوافضا، نفت و گاز، خودروسا

و آغاز  1940ي در پایان دهه )ها یتکامپوز(ي مواد مرکب  ایده. جدید با خواص برتر استفاده کنند يمواد

اه در دیدگ زي ناهمسا مواد مرکب از ترکیب دو یا چند ماده. در صنایع دریایی عملی شد 1950ي  دهه

 این عدم سنخیت رفتار. که خواص فیزیکی متفاوت و گاهی ناسازگار دارند ،آیند وجود میهب ماکروسکپی

. شود ها در اثر بارگذاري توأم مکانیکی و حرارتی می مواد، باعث تمرکز تنش و ایجاد گسستگی در مرز لایه

 مکانیکی یدگاهاز د اماهستند،  ناهمگن و ناهمسانگرد ،)میکروسکوپی( ها از دیدگاه متالورژي کامپوزیت

  .شوند می محسوب همگن و ناهمسانگرد، )ماکروسکوپی(

که درنتیجه موجب تغییر ناگهانی  ،هاست ي مواد مرکب، تغییر ناگهانی مواد و خواص آن عمده اشکال

اد با تغییرات مو. ریزي شد ي تغییر تدریجی خواص مواد پی ، لذا ایدهشودمیها  در مرز لایه ژهیو بهرفتار مواد 

استخوان در  ،عنوان مثال به. هاي زنده مانند استخوان وجود داشته است در ساختار ارگانیسم 1تابعی خواص

از استحکام بیشتري  ؛ي بیرونی که نیاز به مقاومت مناسبی در برابر عوامل خارجی از قبیل ضربه دارد لایه

تا شرایط  ؛باشد ي درونی که کاملاً نرم می یهشود تا لا تدریج از سختی آن کم میبرخوردار است و به

صورت کاملاً پیوسته و تدریجی رو تغییرات خواص به ازاین. غذایی را داشته باشد وادمناسب براي جذب م

                                                        
1- Functionally Graded Materials (FGM) 
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کند، صورت تدریجی تغییر میاین گونه مواد که خصوصیات آن تحت یک تابع ریاضی به .شود یایجاد م

   .]4[شوند ه مییا مواد ناهمگن، نامید FGمواد 

 ژاپن مطرح يدر سازمان هوافضا1984 سال و همکارانش در 1ینوتوسط ن ناهمگني مواد یهمفهوم اول

ی اول پروژه ملي  مرحله .کشور شروع شد یندر اآن، د یتول یسنج مطالعات امکان1986 سال و از گردید

  .]4[شد در ژاپن انجام1987-89 يها سال یط )مواد متغیر تابع گسترشفناوري (

  
  نماي مقطع استخوان  5- 1 شکل   

ي پیشنهادي، تولید  نظریه. داشتند يمواد همکار ارزیابیپردازش و ، ساخت :سه گروه، پروژه یندر ا

ن حرارتی مناسب ها با مقاومت حرارتی بالا و تحمل گرادیا ي جدید بود که با استفاده از سرامیک یک ماده

که تغییرات تدریجی ماده از  يا و فلزات با مقاومت مکانیکی بالا و ضریب هدایت حرارتی مناسب، به گونه

ي شاتل فضایی و نیز شرایط مکانیکی و  ي بیرونی دماغه انجام پذیرد تا شرایط دمایی لایهلز سرامیک به ف

                                                        
2- Niino 
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سازي  ی به هدف پروژه که ساخت و آمادهیاب پس از دست .ي درونی شاتل ارضاء شود جوشکاري لایه

 2000که قادر به تحمل دماهایی در حدود  متر یلیم 10تا 1 و ضخامت متر یلیم 30قطعاتی به قطر 

هاي خود را در  کلوین بودند، دانشمندان ژاپنی، نتایج پژوهش 1000کلوین و اختلاف دمایی در حدود

  .ان قرار دادنددر اختیار همگ1990سال اولین سمپوزیوم جهانی در

به ابعاد  یکه منجر به ساخت ورق مربع ،انجام شد 1990-91سال  ي ملی ژاپن در ي دوم پروژهمرحله

متر میلی 50کره به قطر ي فضایی و یک نیم ي سفینه متر براي استفاده در قسمت پایینی دماغهمیلی 300

 سال درمواد متغیر تابعی م جهانی دومین سمپوزیو. ي سفینه شد براي استفاده در نوك مخروطی دماغه

  .شد یرفراگهایی از این جنس،  سازه یلتحل ژهیو بهو  FGمواد  يمطالعات بر رو ،پس از آن برگزار و1992

داراي ) ها کامپوزیت( و مواد ناهمسانگرد) ها ایزوتروپ(مواد ناهمگن در مقایسه با مواد همگن 

  :باشند می هایی به شرح زیر ویژگی

  .زیاد در برابر گرادیان دمایی بالامقاومت  -1

  .مقاومت زیاد در برابر بارهاي مکانیکی بالا -2

 در بسیاري از. ، کاهش تمرکز تنش در اجسام جامد استهاي مواد ناهمگن ترین ویژگی یکی از مهم -3

که به کمک  ،شود از جسم ایجاد می نقاطی هاي خاص هندسی، تمرکز تنش در اجسام به دلیل وجود شکل

  .گیري کاهش داد صورت چشمبه تنش را توان آثار نامطلوب تمرکز می مواد ناهمگن

  .استناهمگن  بهترین ترکیب براي تغییر خواص ماده که مانع ایجاد یا رشد ترك شود، مواد -4

ي ترد  هاي جدا انجام شود، احتمال جدا شدن لایه صورت لایه اگر پوشش ترد بر روي مواد نرم به -5

  .یردپذ ، این کار با تغییرات پیوسته و تدریجی انجام میبه کمک مواد ناهمگن. د استبسیار زیا

هاي مختلف آن  ، موجب استحکام بین لایهناهمگنتغییرات تدریجی خواص در ساختار مواد  -6

در مواد مرکب کامپوزیتی، تداخل بین ساختارهاي زمینه و الیاف، نوعی ناهماهنگی  که یدرصورت. شود می
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بالا  رارتیهاي حمواد کامپوزیت در معرض بار که یهنگامعنوان مثال به. کند واص مکانیکی ایجاد میدر خ

ها و مقاطع ضعیف داخل زمینه و  گیرند، ترك، ابتدا در مرز زمینه و الیاف ایجاد  و سپس در لایه قرار می

کانیکی، حرارتی و دلیل پیوستگی موجود در خواص م، بهناهمگندر مواد . شود الیاف منتشر می

 شکل .شوند ماده می استحکامباعث  کنند؛ که اي پیدا می حالت پیوسته ها آنگرادیان  ها و مغناطیسی، تنش

  .]4[ دهد را نشان می کامپوزیت و ناهمگن ي بین تغییرات خواص در مواد ایزوتروپ، مقایسه 6- 1 

 
  تغییرات خواص در مواد مختلف 6-1 شکل 

  سازي ریاضی مواد ناهمگن مدل٢- ۵- ١

  .ندک صورت تدریجی و پیوسته تغییر می بهناهمگن در مواد  مکانیکی خواصمطابق توضیحات داده شده، 

 .]4[این قرارند  ازصورت عمده این توابع به

  یتوان یعتوز) الف

 ) 1-11(  
 

Pr

Pr
n

i i
i

n
rPr(r) Pr Pr r
r

 
  

   
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  یینما یعتوز) ب

) 1 -12(  
 

 i
Pr

Pr

r 1
r r 1

i i

n
nPr(r) Pr e Pr e

 
 

    

  1یکسر حجم یعتوز) ج

) 1 -13(     
Pr Pr

i
o i i o i i

o i

n nr r r 1Pr(r) (Pr Pr ) Pr (Pr Pr ) Pr
r r k 1

              
  

در  یبخاصیت ماده به ترت iPr ،oPrاستوانه و داخلی و خارجی شعاعترتیب به  ir ،orدر روابط فوق 

 نسبت :یلاز قب یکی، حرارتی و الکتریکیخاصیت مکاند نتوان یم که ،باشد می ی جسمو خارج یداخل ي یهلا

 Prn .باشند 4ی حرارتیانبساط خط یبضر ،3یت حرارتیهدا یبضر، 2یچگال یسیته،مدول الاست، پوآسون

 یرمقاد تواند یفقط م یکه ثابت ناهمگن) 11-1(ي  رابطه خاصیت است؛ جزی در روابط فوق ثابت ناهمگن

 یاراخت تواند یم یزرا ن یمنف یقیحق یرمقاد) 13- 1(و ) 12-1(روابط  یردر سا ؛کند یارمثبت را اخت یقیحق

Prn. کند 0 همچنینمواد همگن است يدهنده نشان ،توابع يیهدر کل ،r عاع به شعاع داخلی نسبت ش

  .باشد نسبت شعاع خارجی به داخلی می kو

  تحقیق يپیشینه  1-6

تنوع کاربرد، بسته . دلیل کاربرد وسیع در صنایع مختلف از اهمیت بسیاري برخوردار هستندها بهورق

ز جمله این موارد، ا. طلبدها میورقها با ابعاد و اشکال مختلف را در وجود انواع شیارها و گشودگی ،به نیاز

ها و ها، محل اتصال فشارسنجهواپیماها و زیردریایی يها در بدنهتوان به گشودگی درها و پنجرهمی

                                                        
3. Volume Fraction 
5. Density 
7. Heat Conduction Coefficient 
8. Thermal Linear Expansion Coefficient 
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هایی در ها، وجود سوراخها و پرچها، محل اتصال دو ورق به همدیگر توسط پیچکوره يها در بدنهدماسنج

ها در وجود گشودگی. اشاره کردرا ... ها وآندر  کننده خنکتن سیال ها جهت جریان یافهاي توربینپره

با کمک طراحی صحیح جنس و  .شودوجود آمدن تمرکز تنش در اطراف گشودگی میجسم، باعث به

دستیابی به طرحی بهینه و توانایی مقابله با  توان مقدار تمرکز تنش را کاهش داد، کههندسه قطعه می

ي توزیع تنش در اطراف گشودگی ازمند دانستن اطلاعات دقیق در مورد نحوههاي مکانیکی نیشکست

ها، براي طراحی و ي توزیع تنش در اطراف گشودگیي مقدار و نحوهبررسی و محاسبه رو ینازا. است

  .ورق بسیار مهم است سازي ینهبه

گوناگون اعم از  هاياز روش د و ناهمسانگرد داراي گشودگیهمسانگردر مورد بررسی تنش صفحات 

کارگیري روش متغیر مختلط در حل مسائل مقدار مرزي به. تجربی، عددي و تحلیلی استفاده شده است

. براي مواد الاستیک همسانگرد ارائه شد] 5[ شویلیدوبعدي، اولین بار توسط موشخلی تهیسیالاستدر 

همسانگرد نامحدود  هايورق يوبر ر ]6[کاربردهایی از روش ارائه شده توسط وي در مطالعات ساوین 

ناهمسانگرد با  هايورقهمچنین ساوین براي . شودهاي مختلف و تحت کشش دیده میحاوي گشودگی

به مسائل  شویلیتوسعه کامل روش موشخلی. گشودگی بیضوي و دایروي، مطالعاتی را انجام داد

بعدها . انجام شد ]9[و لخنیتسکی  ]8[، اشترو ]7[الاستیسیته دوبعدي مواد ناهمسانگرد توسط اشلباي 

ناهمسانگرد صفحات نامحدود  يپژوهشگران متعددي با استفاده از روابط ارائه شده توسط آنها به مطالعه

مختلف به  هايورقیکی از کاربردهاي عمده تمرکز تنش در اتصالات . ]14-10[ داراي گشودگی پرداختند

از طرف پیچ یا پین نیرویی به مرز  غالباً ها،ها و پینپیچ لهیوسبه هاورقباشد؛ در اتصالات یکدیگر می

توابع پتانسیل مختلط در تحقیقات متعددي  از گونه مسائل با استفادهتحلیل این. شودگشودگی وارد می

. محدود حاوي گشودگی تحقیقات کمی صورت گرفته است هايورقمورد  رد. ]17-15[ انجام شده است

محدود مربعی همگن و همسانگرد داراي گشودگی به شکل  ورق] 18[ و همکارانش  در این زمینه، پن



17  

مذکور را به ورق مربعی با  ورقآنها با استفاده از تابع نگاشت، . مربع در مرکز را مورد بررسی قرار دادند

شولی، به حلّ این ورق دست آمده توسط موشخلیو به کمک معادلات به ندي تبدیل کردوگشودگی دایر

آنها معادلات لازم را از شرایط مرزي ورق با کمک . قرار داشت محورهتحت بار کششی تک ورق. رداختندپ

  . دست آوردند، به1در مرزبندي منظم در نقاطی با تقسیمروش حداقل مربعات خطا 

این مواد  تیمحورهایی با  به بعد، حضور تحقیقات مختلف و سمینارها و کنفرانس 1992از سال 

. هاي مختلف صورت گرفته استها در زمینهتحقیق بر روي  این نوع از ورق .شدبیشتر می هرساله ناهمگن

ي تنش حرارتی در یک ورق نامحدود ناهمگن داراي به حلیّ دقیق براي محاسبه ]19[ژانگ و همکارانش 

در . کردییر میدر تحقیق آنها، خواص مواد و دماي اعمالی در جهت شعاعی تغ. ي پرداختندوگشودگی دایر

به تحلیل تنش دینامیکی یک ورق از جنس مواد ناهمگن با گشودگی  ]20[اي یانگ و همکارانش مقاله

را که خواص ماده  ناهمگنآنها از روش متغیرهاي مختلط، توزیع تنش دینامیکی ورق . ي پرداختندودایر

زیع تنش دینامیکی اطراف گشودگی آنها دریافتند، که تو. آوردند دستبهکرد؛ در جهت شعاعی تغییر می

خیز ] 21[رددي . چشمگیري به انتخاب تابع مناسب براي تغییر خواص مواد وابسته است طوربهي ودایر

و  2یانگ. کرد یبررسگاه ساده ي ناویر براي ورق مربعی با تکیهورق را تحت بار مکانیکی به شیوه

ها با مواد تابعی تحت بار جانبی و در ورق براي ورق را یلیتحل مهینبراي اولین بار حل ] 22[ همکارانش

 3کمانش ورق با مواد تابعی را با کمک تئوري تغییر شکل برشی مرتبه ] 23[قناّد و قارونی . ارائه کردند

  .مورد بررسی قرار دادند

. هاي ناهمگن حاوي گشودگی، تحقیقات بسیار کمی صورت گرفته استدر مورد تمرکز تنش ورق

ناهمگنی خواص  ریتأث، کیپارامترزویامحدود  اجزايبندي ولشکلاستفاده از  اب ]24[ همکارانش وکوبایر 

                                                        
1 - Least Square Boundary Collocation Technique 
2 - Yang  
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مورد  ورق. ي بررسی کردندوهاي ناهمگن حاوي گشودگی دایرروي ضریب تمرکز تنش در ورق رمواد را ب

دور شدن از  که مدول یانگ بانتایج تحقیقات آنها نشان داد؛ وقتی. بود محورهبحث آنها تحت کشش تک

در تحقیق مذکور تابع مورد استفاده براي . یابدیابد؛ تمرکز تنش کاهش میمرکز گشودگی افزایش می

محدود، ورق تابعی با  اجزاياز روش ] 25[ کاو  و همکارانش. نشان دادن تغییر خواص، تابعی توانی بود

هاي گوناگون هایی به شکلدگیي و چندضلعی داراي گشووهاي مختلف از قبیل ورق بیضوي، دایرهندسه

نحوه توزیع و گسترش ترك در ورق با مواد تابعی تحت  یبه بررس] 26[حسینی . را مورد بررسی قرار دادند

براي محاسبه و تحلیل  1یافتهمحدود توسعه اجزايوي از روش . مکانیکی پرداخت-بارگذاري حرارتی

. رگذاري مکانیکی و حالت دمایی پایدار استفاده کردشکست مواد تابعی ایزوتروپیک و اورتوتروپیک تحت با

 برابر تغییرات زیاد دما، تحلیل تنش حرارتی  رموادي مقاوم د عنوانبهتوجه به کاربرد مواد ناهمگن  اب

  . حاوي گشودگی مورد توجه محققان بوده است هايورق

 موردمطالعهناهمگن را ي در ورق نامحدود وضریب تمرکز تنش در اطراف گشودگی دایر ]27[محمدي 

در جهت شعاعی درنظر  ،و نسبت پواسون الاستیسیته تغییر خواص مکانیکی ورق از قبیل مدول. قرار داد

ضریب تمرکز تنش در ورقی تحت کشش یکنواخت  يبراي محاسبه را حلیّ تحلیلی وي. گرفته شد

مکانیکی بر تمرکز تنش در این  همچنین تأثیر تغییر خواص. و بارگذاري برشی خالص ارائه کرد دومحوره

در بخشی از مقاله خود به توزیع تنش ] 28[و همکارانش  2سوكچارون. مقاله مورد بررسی قرار گرفت

و  یانگ. ي در ورقی از جنس مواد ناهمگن و تحت بارگذاري مکانیکی پرداختندواطراف گشودگی دایر

ي و تحت وگن محدود حاوي گشودگی دایرناهم  تنش دوبعدي یک ورق به بررسی ]30 و 29[همکارانش 

آنها از روش متغیر مختلط و استفاده از تابع تنش ایري براي حل خود . پرداختند گذاري یکنواخت،بار

                                                        
1 - Extended Finite Element Method 
2- Chareonsuk  



19  

آنها . هاي مختلف ورق ارائه شدنتایج براي شرایط مختلف بارگذاري، خواص مواد و اندازه. کمک گرفتند

یابد در مقایسه با ورق نامحدود در شرایط یکسان افزایش میکه تمرکز تنش در ورق محدود  ،نشان دادند

گیري توان کاهش چشمو با انتخاب صحیح تابع خواص ماده، از قبیل مدول الاستیک در مواد ناهمگن، می

به  را يوپاسخ ورق ناهمگن با گشودگی دایر، ]31[ را در تمرکز تنش شاهد بود اشرفی و همکاران

خواص . دادندقرار  مورد مطالعه 1بعدي از روش المان مرزي مدرجلت سهدر حا ،دومحورهبارگذاري 

از نقاط قوت این مقاله . کردصورت تابعی توانی تغییر میمکانیکی در جهت طولی و در امتداد ضخامت به

. بود دومحورهتوزیع نامتقارن خواص مواد، تحت بارگذاري  ي جهینت درکشش -بررسی اثر کوپلینگ خمش

- در زمینه. بر توزیع تنش مورد بررسی قرار گرفت ،قیق، تأثیر فاصله گشودگی از مرز و نسبت باردر این تح

براي مواد ناهمگن ضرایب شدت . تحلیل ترك در ورق ناهمگن نیز تحقیقات مختصري انجام شده است ي

جلوي نوك  گونه مواد، عموماً هر دو مود برشی و عمودي دردر این. تنش به گرادیان ماده وابسته است

براي مشخص کردن پاسخ این مواد، نیاز به . خاطر نامتقارن بودن خواص ماده وجود خواهد داشتترك به

ي ضرایب اطلاعات لازم در مورد چقرمگی شکست است؛ که براي دستیابی به این هدف، نیاز به محاسبه

و همکارانش  3و نودا ]32[ نشهمکاراو  2دلاله. هاي متغیر استتحت بارگذاري ،هاشدت تنش براي نمونه

در  ]34[ 4پی. ترك محدود در ورق ناهمگن تحت بارهاي مکانیکی و حرارتی را تحلیل کردند ]33[

 دوکه ضریب شدت تنش مود  ،او نتیجه گرفت. تحقیقی طبیعت میدان نوك ترك را مورد بررسی قرار داد

به تحلیل مسأله ترك در ورق  ]35 [و همکارانش 5ژانگ. هاي ناهمگن داردنقش مهمی در شکست ورق

                                                        
1- Graded Boundary Element 
2 - Delale  
3 - Noda  
4 - Pei 
5 - Zhong 
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ضرایب شدت تنش در مودهاي ترکیبی را در  ] 36[ 1آیهان. ناهمگن با توزیع دلخواه خواص مواد پرداختند

با توجه به کاربرد . مورد بررسی قرار داد ،محدود اجزايدر مواد ناهمگن، با استفاده از روش  يبعد سهحالت 

ها حاوي تغییرات زیاد دما، تحلیل تنش حرارتی  این نوع ورق در برابر عنوان موادي مقاوم،مواد ناهمگن به

ها و ي کرنشبه محاسبه ]37 [و همکارانش 2گارسیاکاردناس. گشودگی، مورد توجه محققان بوده است

ي براي ورق از جنس مواد ناهمگن و وهاي محیطی و شعاعی و جابجایی شعاعی اطراف گشودگی دایرتنش

ي در وضریب تمرکز تنش در نتیجه حضور گشودگی دایر ]38[کوبایر . حرارتی پرداختندتحت بارگذاري 

خواص مواد در جهت شعاعی و . دادمورد بررسی قرار  را ايصفحهیک ورق ناهمگن تحت بار برشی خارج

با  ،ورق ها برايجاییها و جابهدر این تحقیق، تنش. در مرکز ورق قرار دارد، تغییر کرد مبدأبا فرض اینکه 

 تهیسیالاست که وقتی مدول ،نتیجه گرفتوي . دست آورده شدصورت تابعی تحلیلی بهو بدون گشودگی به

. شودي باعث افزایش تمرکز تنش میوبا فاصله از مرکز گشودگی کاهش پیدا کند؛ وجود گشودگی دایر

 ؛کندافزایش پیدا می ،دگیبا فاصله از مرکز گشو الاستیسیته تمرکز تنش در حالتی که مدول مؤثرکاهش 

  .آیدحساب مینتیجه مفیدي در طراحی به

  بنديجمع 1-7

با بیان تعریف و . ها مرور شدي ورقهاي مختلف در زمینهصورت مختصر تئوريدر این فصل به

 هاي ناهمگن این نتیجه حاصلي تحقیقات علمی بر روي ورقخصوصیات مواد ناهمگن و بررسی پیشینه

بار است؛ فاقد هاي ناهمگن حاوي گشودگی که در آن گشودگی ي تمرکز تنش ورقهشد، که در زمین

پرچ معمولاً گشودگی هاي مختلف از طریق پیچ و در اتصالات ورق. تحقیقات بسیار کمی انجام شده است

هاي ناهمگن تأثیر بار خارجی در مرز گشودگی بر تحلیل تنش ورق. گیردتحت فشار خارجی قرار می

                                                        
1 - Ayhanhdkni  
2 - Cardenas-Garcia 
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جایی در شود، نحوه توزیع تنش و جابهدر این تحقیق سعی می. مورد بررسی قرار نگرفته استتاکنون 

تحت  ،با گشودگی دایروي همسانگرد و ناهمگن بلند نازك و ي، در یک ورقونقاط اطرف گشودگی دایر

ر تأثی. ، تحلیل شودگشودگی در اطراف یکنواخت اي در مرزهاي بیرونی و فشارصفحهبارگذاري درون

در این تحقیق از . باشندنسبت بار و روند تغییرات خواص مکانیکی از دیگر پارامترهاي مورد بررسی می

بندي منظم در مرز براي تحلیل توابع پتانسیل مختلط و روش حداقل مربعات خطا در نقاطی با تقسیم

  . شوداستفاده می

همچنین توزیع تنش در اطراف . شونداستخراج میوم، روابط و معادلات حاکم بر ورق در فصل د

. گیرداي با استفاده از حلّ پیشنهادي مورد بررسی قرار میصفحهگشودگی در ورق همگن، تحت بار درون

فصل چهارم . اي مطالعه خواهد شدصفحهورق ناهمگن تحت بار درون از تحلیل در فصل سوم نتایج حاصل

تنش  عیتوزبر فشار در داخل گشودگی تأثیر اي، صفحهبراي ورق همگن و ناهمگن علاوه بر بارگذاري درون

در نهایت در فصل پنجم به . گیردقرار می موردمطالعه جینتاشود و در نقاط اطراف گشودگی بررسی می

  .شودمی پرداختهبراي تحقیقات آینده  ها شنهادیپي و ارائه گیري نتیجه
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ورق همگن با گشودگی دایروي تحت   2فصل

  يا صفحه درونبارگذاري 
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  گفتارپیش 2-1

در  متغیرهاي مختلط روشمعادلات حاکم بر ورق بلند همگن با استفاده از  ،در بخش اول این فصل

سپس با توجه به شرایط مرزي ورق و با کمک روش حداقل . گردندتئوري الاستیسیته استخراج می

  . شوندشخص و تعیین میمربعات خطا در مرز منظم، معادلات مربوط به شرایط مرزي ورق م

بیان و با تعریف یک مسأله،  1محدود آباکوس اجزايافزار روند تحلیل عددي با کمک نرم ،در بخش بعد

  .نتایج حاصل از حل تحلیلی انجام شده و تحلیل عددي مربوط به مسأله مقایسه و بررسی خواهند شد

  استخراج معادلات 2-2

ماتریس تنش در  .همسانگرد تحلیل و بررسی خواهد شد تئوري الاستیسیته یک ورق يبر پایهمسأله 

اي، داراي  سه صفحههمانند ورق نازك، تحت بار درون يدوبعدهاي الاستیک در مسأله يهر نقطه از ماده

که سه  ،شودبعدي با دو معادله بیان میدو ياي مسألهمعادلات تعادل بر. باشدمی xyو  x ،yتنش 

  .باید این دو معادله را ارضا کنندتنش بیان شده 

) 2 -1(    
   

   
xy y xyx 0 , 0

x y y x
  

  .دنشوصورت زیر ساده میبه بر حسب تنش همچنین معادلات سازگاري

) 2 -2(   
   

 

2 2

x y2 2( )( ) 0
x y

 

  . پذیر استپارچه کردن این معادلات، با کمک روابط حاکم بین آنها امکانمسأله، با یک يساز ساده

                                                        
1 -ABAQUS 
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ي اساسی و صورت دو مسأله، به)1-2شکل( از جسم محدود شده است  Lکه توسط کانتورS ناحیه 

در مرز  جاییبهارضاي شرط مرزي نیرویی و جااین دو مسأله به ترتیب . دنشویه میشده از هم تجز کتفکی

  . هستند

به مرزهاي خارجی  Yn و  Xn براي اولین مسأله اساسی نام برده شده، زمانی که نیروهاي خارجی 

   ]6[).1-2شکل( صورت زیر نوشتتوان روابط تعادل را بهمی. ندوشاز جسم وارد می S    يناحیه

) 2 -3(    
  
x xy n

yx y n

cos(n,x) cos(n,y) X
cos(n,x) cos(n,y) Y  

  .است  L کانتورعمود بر سطح  ير یکهبردا n که در اینجا 

  
  Lشماتیک کانتور  1- 2 شکل        

  
. در نظر گرفته شده باشد Sاز ناحیه  Lجایی براي کانتور اساسی دوم، در حالتی که جابه يبراي مسأله

  .شودصورت زیر نوشته میشرایط مرزي به

) 2 -4(   1 2u g (s), v g (s)  
1gکه در اینجا  (s) 2وg (s) کانتور جایی مربوط به نقاط واقع در بهکه جا ،توابعی هستندL يناحیه از 

S  کننداز جسم را بیان می .  

  :ت زیررصوهب U(x,y)با تعریف تابع تنش 
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) 2 -5(    
      

  x y xy
U U U, ,

x yy x
2 2 2

2 2
 

  .کنیمهارمونیک یکتاي زیر برخورد میياي ببه معادله) 5- 2(و ) 2-2( ،)1- 2(با ترکیب معادلات و 

) 2 -6(    
  

   

4 4 4

4 2 2 4

U U U2 0
x x y y

  

- هب )7- 2(ي از رابطهاساسی نوع اول  يدر مرز کانتور براي مسأله U(x,y)توان نشان داد که تابع می

  .]6[آیددست می

) 2 -7(   
    

  
s s

n 1 n 2
0 0

U UX ds c , Y ds c
y x

  

توانند صفر فرض پارچه مییک جسم یک هستند؛ که براي ثابت حقیقی دلخواه دو c2و  c1در اینجا 

که  U(x,y) کیهارمون يبااي تئوري الاستیسیته، به تعریف و تعیین تابع بنابراین مسائل صفحه. شوند

نشان ] 5[شیولیموشخلی. شود، خلاصه می))7-2(و ) 4-2(روابط (کند شرایط مرزي کانتور را ارضا می

  ]6[.ورت زیر حل کردصتوان بهرا می) 6-2(ي که معادله ،داد

) 2 -8(    1 1U(x,y) Re[z (z) (z)]  
توابعی تحلیلی از  1(z)و  1(z). حقیقی یک عبارت مختلط است قسمت ي دهنده نشان Reدر اینجا 

 1(z)هارمونیکيااي به تعیین دو تابع بصفحهتنش حل مسائل  نیبنابرا. تاس z = x + iyمتغیر مختلط 

و 
  1
1

d
(z)

dz
ي با ارائه. شودد، محدود مینکنتعیین شده را ارضا می مرزي شرایط Lکه بر روي کانتور  

 1(z)و  1(z)صورت دو تابع هبسط شرایط مرزي ب ،)8-2(ي شکل رابطهبه ) 6-2(ي حل معادله

  .شودزیر حاصل می شکل، )7-2(ي رابطههمان اساسی نوع اول یا  يبراي مسأله. است ریپذ امکان

  
) 2 -9(  

        
 

    

1 1 1

s

n n 1 2
0

U Ui (z) z (z) (z)
x y

(X iY )ds c f if

 

const 

  

  .جایی را تعیین نمودتوان به همین روش شرایط مرزي جابهمی ؛جایی معلوم باشدهمقادیر جاب اگر
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) 2 -10(         1 1 1 1 22G(u iv) K (z) z (z) (z) 2(g ig )   on L.  

اي اي و کرنش صفحهباشد، که در شرایط تنش صفحهتابعی از نسبت پواسون می  Kکه در اینجا

     .است مقدارش متفاوت

) 2 -11(  
3-    

K 1+
3-4ν 


 


  

  .باشدمدول الاستیسیته می  Eمدول برشی و  Gهمچنین  .نسبت پواسون است که در آن 

) 2 -12(  



EG

2(1 )
  

  .آیددست میهجدیدي براي شرایط مرزي ب شکل) 10- 2(و ) 9-2(با ترکیب روابط 

) 2 -13(      1 1 1 1x (z) z (z) (z) F(z)   on  L  
  نوع اولاساسی  يکه در آن براي مسأله

  
   

s

1 n n
0

x 1,           F i (X iY )ds const  

  اساسی نوع دوم يو براي مسأله

    1 1 2x K        F 2G(g ig )  
  .شوددر نظر گرفته می

امکان ) 14-2(شیولی هاي موشخلیولشکلمعلوم باشند، با کمک  1(z)و  1(z)توابع  هکدر صورتی

هاي نرمالمحاسبه تنش x   ]6[.وجود دارد xyو تنش برشی  y و  

) 2 -14(  
         

         

x y 1 1 1

y x xy 1 1

2[ (z) (z)] 4Re( (z))

2 2[z (z) (z)]
  

  

تغییرات . باشددر مرکز آن می دایروي گشودگییک ورق بلند با  مطالعه مورد ينامه مسألهدر این پایان

این  براي حل. صورت شعاعی در نظر گرفته شده استدر اینجا به) مدول الاستیسیته(خواص مکانیکی 

ايتنش صفحه  

ايصفحه کرنش  
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  مرکز با یکدیگر تقسیم هایی دایروي با ضخامت یکسان و هم، ورق به دیسک2-2همانند شکل مسأله

  .د شو یم

  شماتیک ورق  موردمطالعه تحت بار دومحوره  2-2 شکل  
  

پس . بندي ورق، امکان همگن گرفتن هر یک از دیسک ها وجود داردبا در نظر گرفتن این نوع تقسیم

روند حل به . نوشت) 8-2(ي بندي رابطهولشکلتوان روابط حاکم بر ورق را بر طبق براي هر دیسک می

ت یک سري مختلط با تعداد جملات نامحدود رصوشویلی بهع تنش ایري طبق تعریف موشخلیتعیین تاب

  .انجامدمی

) 2 -15(  
k

k
j

j k
z(z) a    j=1,2,...,N( )
R




    

) 2 -16(  
k

k
j

j k
z(z) b    j=1,2,...,N( )
R




    



29  

jدر اینجا
ka و j

kb  ضرایب مجهول جملات توابع پتانسیل در لایهjهمچنین . باشدام میR  یک طول

jباید ضرایب مجهول ،این مسأله براي حلّ یطورکل به. متغیر مکان است zمرجع و 
ka  وj

kb دست آورده به

تحلیلی جملات سري را باید محدود فرض کرد؛ تا تعداد معادلات و مجهولات  براي انجام حلّ. شوند

تعداد جمله مثبت و منفی در سري براي حل استفاده  Mمنظور از  براي این. عددي محدود و معلوم شوند

  .  خواهد شد

) 2 -17(  M

k M

k
j

j k
z(z) a    j=1,2,...,N( )
R

    

) 2 -18(  M

k M

k
j

j k
z(z) b    j=1,2,...,N( )
R

    
براي رسیدن به این هدف . باشدتنش با کمک توابع پتانسیل می هايمؤلفه دست آوردنههدف نهایی ب

به همین دلیل، . باشد و خود تابع کاربردي نداردیل مینیاز به مشتق مرتبه اول و دوم این دو تابع پتانس

 M2در هر تابع  يرو نیازا. باشدي آن نمیهر سري عددي ثابت است، نیاز به محاسبه شکلچون  جمله ص

(z) , (z)(در هر لایه دو تابع مستقل وجود دارد . جمله و مجهول وجود دارد  ( پس در هر لایهM4 

کی شکل تقسیم شده یسلایه مجزا و د Nبیان شد ورق به پیشتر که  طور همان. قل وجود داردمجهول مست

مجهول مستقل وجود دارد؛ که براي تشکیل دستگاه معادلات خطی جهت  MN4است؛ پس در کلّ ورق، 

  .مستقل تشکیل داد يمجهولات، باید به همین تعداد، معادله يمحاسبه

ي ارضاي شرایط مرزي ورق روش اول بر پایه. دست آورده خواهند شدبهمعادلات لازم از دو روش کلی 

  .شودچون در مرکز ورق گشودگی دایروي وجود دارد پس مرز ورق به دو دسته تقسیم می. است

  .قرار دارد يا صفحه درونمرزهاي خارجی که تحت بارگذاري  -1

ت بارگذاري فشار یکنواخت قرار تحآزاد از باراست؛ یا مرز داخلی یا مرز گشودگی دایروي ورق که  -2

 .دارد
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جایی در فصل مشترك هر دو لایه مجاور به هبروش دوم ارضاي شرایط تعادل نیرویی و پیوستگی جا

بندي شده است؛ ارضاي این ولشکلقل از دیگري تصورت مسهر لایه به که نیابا توجه به . یکدیگر است

صورت جایی و تعادل نیرویی بهشرط پیوستگی جابه. دپارچه بودن ورق بسیار مهم هستنها براي یکشرط

  .شوندزیر نوشته می

) 2 -19(  j j 1 j j 1
n n n nX X  ,  Y Y    

) 2 -20(  
j j 1 j j 1u u  , v v    

روابط برحسب توابع پتانسیل نوشته ) 20-2(و ) 19-2(در روابط ) 10-2(و ) 9- 2(وابط ربا قرار دادن 

  .شوندمی

) 2 -21(  j j j j 1 j 1 j 1(z) z (z) (z) (z) z (z) (z)              
) 2 -22(      



          j j j 1 j 1j j 1
j j 1

1 1K (z) z (z) (z) K (z) z (z) (z)
G G 

حسب ضرایب مجهول  رب) 18-2(و ) 17-2(را با کمک فرض ) 22-2(و ) 21-2(روابط  هر طرف از

  .شوندها نوشته میسري

) 2 -23(   k 1k k k k k
M

k
k kk k k kk 1

(z) z (z) (z)

zz.k.aR z R R za a z.k.a b b
z R R Rz z z









    

                                       
  

به . ن وجود داردآ يساز مرتبو  يساز سادهر در رابطه بالا نیاز به ضبا توجه به تعداد زیاد جملات حا

izاین دلیل با در نظر گرفتن  re  این رابطه و  يساز سادهبه دنبال ) 23-2(ي و جایگزینی آن در رابطه

     . هستیم تجزیه آن به معادلاتی ساده و مستقل از 

  

 
k 1

kk kiiM
k

k ki i ik 1

ki k i
i

k kk k i

re kaR re R(z) z (z) (z) a a
re R re re

re R rere ka b b
R re R






     


   


  


                     

 
                   
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   
  

M k 2 ik k i k k i k k
k k k

k 1

k 2 ik k k k ki k k ki
k kk

a r R e a r R e ka r R e

                   ka r R e b r R e b r R e

      
 



       


  

  
  

     
   

    

M k 2 k 2k k i k k i ki
k k k 2

k 1

k 2k 2 ki k k ki k k ki
k kk 2

a r R e a r R e k 2 a r R e

                   k 2 a r R e b r R e b r R e

       
  



        


   

   

  
  

) 2 -24(  
    

   
     

M k 2k k k 2 k k ik
k k 2 k

k 1

k 2 k 2k k k k ik
k kk 2

(z) z (z) (z) a r R k 2 a r R b r R e

                   + a r R k 2 a r R b r R e

    
 



    
 

        

  

  
  .آیدوجود میامکان تشکیل معادلاتی مستقل به ،)21-2( در) 24-2( يبا جایگذاري رابطه

  
  

) 2 -25(  

    
   

     
    

   
     

M k 2j k k j k 2 j k k ik
k k 2 k

k 1

k 2 k 2j k k j j k k ik
k kk 2

M k 2j 1 k k j 1 k 2 j 1k k ik
k k 2 k

k 1

k 2 k 2j 1 k k j 1 j 1 k k ik
k kk 2

a r R k 2 a r R b r R e

 + a r R k 2 a r R b r R e

a r R k 2 a r R b r R e

 + a r R k 2 a r R b r R e

    
 



    
 

       
 



       
 





  

   

  

  

  

ي مستقل معادله M2تعداد ) 25.2(ي با برابر قرار دادن ضرایب جملات نمایی از دو طرف معادله

jبر حسب ضرایب مجهول  و نسبت به یکدیگر j j 1 j 1
k k k ka  , b  , a  , b  د آمدندست خواهبه.  

  
) 2 -26(  

 

 

k k 2 k
j j j

k k 2 k

k k 2 k
j 1 j 1 j 1

k k 2 k

R r ra k 2 a b
r R R

R r ra k 2 a b
r R R



 


  
 

                  

            
     

  

  
) 2 -27(     

 

   

 

k k 2 k
j j j
k kk 2

k k 2 k
j 1 j 1 j 1

k kk 2

r R Ra k 2 a b
R r r

r R Ra k 2 a b
R r r



 


  

 

             
     

            
     

  

  .است k=1,2,..Mکه در معادلات بالا 
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معادلاتی ) 22-2(ي، براي رابطه)2- 21(ي از رابطه) 27- 2(و ) 26-2(خراج معادلات تبا تکرار روند اس

  .جایی در فصل مشترك هر دو لایه قابل استخراج استاي شرط پیوستگی جابهمشابه براي ارض

  
) 2 -28(     

  

 

 

k k 2 k
j j j

j k k 2 k
j

k k 2 k
j 1 j 1 j 1

j 1 k k 2 k
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  

  


                      
                     

  

  
) 2 -29(   

 

 

 
 

 

k k 2 k
j j j

j k kk 2
j

k k 2 k
j 1 j 1 j 1

j 1 k kk 2
j 1

1 r R RK a k 2 a b
G R r r

1 r R RK a k 2 a b
G R r r



 


  

  


               
       

              
       

  

مشترك  براي فصل) 22-2(و ) 21-2(روابط  ،طورکه گفته شدهمان. است  k=1,2,..Mکه در اینجا 

نیز براي ) 29-2(و ) 28-2(، ) 27-2(، ) 26-2(این معادلات بنابر. دو لایه از ورق تعریف شده است هر

فصل مشترك وجود دارد (N-1) لایه  Nپس براي . ام تعریف شده استi+1)(ام و iي فصل مشترك دو لایه

ها که از با توجه با تعداد کل مجهول. شودي مستقل از این روش حاصل میمعادله M(N-1)4در مجموع و 

. دستگاه معادلات خطی نیاز هست تشکیل ي دیگر جهتمعادله M4محاسبه شد؛ به  MN4 به تعداد قبل

با توجه به . هند شدکه استفاده از شرایط مرزي ورق است، استخراج خوا ،این تعداد از معادلات از روش اول

روش . بایست شرایط مرزي را ارضا کنندي آخر میي اول و لایهمرزهاي ورق که در قبل بررسی شد، لایه

در این . است بندي منظم در مرزحداقل مربعات خطا در نقاطی با تقسیممورد استفاده در این مرحله روش 

براي بهبود در دقت جواب . شوندورق فرض می روش ابتدا تعدادي نقطه در فواصل مساوي در کلّ مرزهاي

سپس با توجه به نوع بارگذاري، مقادیر تنش در . بهتر است، تعداد نقاط از تعداد مجهولات کمتر نباشد

هاي نرمال و برشی بر حسب توابع پتانسیل و تنش) 14-2(هاي با استفاده از رابطه. شوندمرزها بررسی می

  .شوندمی ضرایب مجهول آن محاسبه
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) 2 -30(    
 
 
 

x

y

xy

Re 2 (z) z (z) (z)

Re 2 (z) z (z) (z)

Im z (z) (z)

       

       

    
    

) 2 -31(  
 

 

M k (k 1) k (k 2)
x k

k 1
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
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        

) 2 -32(  
 

 

M k (k 1) k (k 2)
y k

k 1

k (k 1) k (k 2) k (k 1) k (k 1)
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   




       


     
     

   

) 2 -33(  
M k (k 2) k (k 2)

xy k k
k 1

k (k 1) k (k 1)
k k

Im a R zk(k 1) z a R zk(k 1) z

b R kz b R kz

   




   


     
  

   

) 14-2( يبا کمک صورت قطبی رابطه. صورت قطبی بررسی شوندها باید بهبراي مرز گشودگی، تنش

  داریم] 6[از کتاب ساوین

) 2 -34(   
 

r

2i
r r

4Re (z)

2i 2e z (z) (z)



 

    

       
  

izکه در آن  re ها در براي استخراج تنش )14-2(ي از رابطه با  تکرار روند صورت گرفته .است

  .آینددست میصورت زیر بههاي شعاعی، محیطی و برشی بهتنش) 34-2(ي مختصات دکارتی، از رابطه

 ) 2-35(  
 

 

M k (k 1) 2i k (k 2)
r k
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k (k 1) 2i k (k 2) 2i k (k 1) 2i k (k 1)
k k k
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a 2R kz e R zk(k 1) z b e R kz b e R kz
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) 2 -36(  
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) 2 -37(  
M2i k (k 2) k (k 2)

r k k
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Lyاگر فرض شود، تنش نرمال وارد شده در مرز  
2

   برابرn  و تنش برشی در آن مرز برابرn 

2. باشد
nr شودصورت زیر تعریف میبه.  
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) 2 -38(      22 2
n x n xy nr ( )         

در هر مرز نقاطی با فواصل یکسان در نظر گرفته شده است، که با قرار دادن مختصات این نقاط در 

   .تشکیل داده خواهد شد عبارت ) 38.2(ي و تکمیل رابطه) 37- 2(تا  )35-2( روابط

    
) 2 -39(  


 
P 2

nn 1
r        n=1,2,..,P   

ي ي نقطهشماره  n. جایگزین خواهند شد) 33-2(و ) 31-2(از معادلات  xyو  xکه در آن مقادیر 

طور مشابه براي مرزهاي به. نقاط مورد بررسی در این روش است تعداد کل Pمورد بررسی از مرز و 

Lx
2

   وr a  شودتشکیل داده می) 39-2(عباراتی همانند عبارت.  

) 2 -40(     2 22
n y n xy nr          

) 2 -41(     2 22
n r n r nr        

آخر و نقاط واقع در مرز داخلی ورق یا  ينقاط واقع در مرزهاي خارجی ورق با توابع پتانسیل لایه 

از  با تشکیل عبارت رو نیازا. همان گشودگی دایروي با توابع پتانسیل لایه اول ورق در ارتباط هستند

. این عبارت تابعی ضمنی از ضرایب مجهول توابع پتانسیل لایه اول و آخر ورق خواهد شد) 38-2(ي رابطه

این دست آوردن معادلات لازم براي به ،بر حسب هر یک از ضرایب مجهول با گرفتن مشتق ضمنی از 

   .شدخواهند حاصل  ضرایب

) 2 -42(   
    

 j j
k k

0  ,    0              j=1,2   &    k= 1, 2,..., M
a b

  

رزي ورق لازم است، که از معادلات    معادله از شرایط م M4شد، تعداد  طور که در قبل بیانهمان 

jبا انتخاب دسته متغیرهاي  .دنشو، استخراج می)2-42(
ka و jkb  مختلف براي تشکیل معادلات متفاوت

  .  پاسخ حاصل از حلّ این معادلات مستقل از انتخاب متغیرها استاین نتیجه حاصل شد که، 

- پذیر میي ضرایب مجهول توابع پتانسیل امکاندر نهایت با داشتن این تعداد معادله امکان محاسبه

    .شوند
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   ر مراجعتحلیلی موجود د حلّ 2-3

براي ورق بلند همگن با گشودگی دایروي حلّ دقیق وجود دارد، که بسیاري از دانشمندان مانند والتر 

  .اندهاي خود به آن اشاره کردهدر کتاب] 2[ساد. مارتین اچ و ]39[پیلکی. دي

) 2 -43(  
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) 2 -44(       

   
            
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2 4
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1 a 1 a1 1 3 cos 2
2 2r r

  

1شعاع گشودگی و aدر اینجا   به ترتیب تنش در مرزهاي  2و  
Lx
2

و   
Ly
2

- شکل می  

  .باشند

  محدود اجزايتحلیل  2-4

توان با قوانین فیزیک اثبات و با کمک علم هاي موجود در جهان را میدر حقیقت تمامی عناصر و پدیده

ي ریاضی بندي بر پایهولشکلجبري، معادلات دیفرانسیلی یا انتگرالی براي آنها  معادلاتریاضی شامل 

هاي مختلف و انواع توزیع تنش در یک جسم با هندسهتوان میزان و نحوه در علم مکانیک می. پیدا کرد

ط مرزي مختلف، ارتعاشات جسم بر اثر بارهاي دینامیکی و یري، میزان توزیع دما در ماده با شراابارگذ

ي برخی از مسائل با شرایط مرزي و هندسه. دست آورددي ریاضی بهنبولشکلاستفاده از، را با ...اي وضربه

حلّ تحلیلی و دقیق ولی واقعیت این است، که بسیاري از مسائل فاقد راه. باشندّ دقیق میخاص داراي حل

بندي ریاضی ولشکلدست آوردن یک باشند؛ که در این شرایط روش حلّ عددي راه مناسبی براي بهمی

ویژگی آن نسبت به . محدود نیز یک روش حلّ عددي است اجزايروش . براي این دسته مسائل است

این عمل . هاي محدود، استتر به نام المانهاي سادهجسم به دامنه يبندي دامنهها در دستهگر روشدی

- تر که حلّ آن آسان میهاي سادههاي سخت و پیچیده به یک مجموعه هندسهشود، که هندسهباعث می
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هر نقطه بین چند شود و جسم است، تشکیل می هر المان از نقاطی که متعلق به کلّ. باشد، تبدیل شود

این امر باعث برقراري شرط . کنندها شرکت میتمام آن المان المان مشترك است؛ که در معادلات تعادل

هاي مختلفی براي المان. شودمی کل جسم در هنگام حل دستگاه معادلات سفتی هايبین المانپیوستگی 

زیر  توان به دو دستهکه براي مثال می د،شونها استفاده میشرایط هندسی و بارگذاري متفاوت در تحلیل

  ]40[ .که در این تحلیل کاربرد دارند، اشاره کرد

بعدي براي حالتی که مسأله مورد نظر داراي هندسه دو: ايصفحهاي و کرنشصفحهالمان تنش .1

 .کندمی اي جسم را بررسیصفحهجایی دروناین المان جابه. اي داشته باشدصفحهبوده که بارگذاري درون

اري خارج صفحه است، مورد ذاین المان براي حالتی که ورق تحت بارگ: ياالمان خمش صفحه .2

هاي فضایی مناسب است، که علاوه بر خیز، شیب در ها و ورقاین المان براي پوسته. گیرداستفاده قرار می

  .کنددو جهت محورهاي اصلی ورق را محاسبه می

براي مسائل  این روش .باشدعددي می محدود یک روش حلّ اجزاي که گفته شد، روشطورپس همان

. نیست، گزینه مناسبی است ریپذ امکاندست آوردن حل دقیق یا حل تحلیلی در آن هپیچیده، که امکان ب

ولی در شرایطی  ؛شده است هتحلیلی استفاد محدود براي راستی سنجی حلّ اجزايدر این تحقیق از روش 

ورق  يمانند کشش ساده ؛براي مسأله وجود دارد ل تحلیلی مورد تأیید در مراجع، دقیق یا ح  که حلّ

تواند معیاري براي درستی محدود می اجزايو  تحلیلی حلّ يبلند همگن با گشودگی دایروي، مقایسه

 اجزاي محدوداین مقایسه، در این تحقیق انجام شده که با دقت قابل قبولی روند حل . تحلیل عددي باشد

  . مورد تأیید قرار گرفت

  محدود آباکوس اجزايافزار معرفی  نرم   2-5

- استفاده می آباکوس محدود اجزايافزار نرم پیشنهادي از تحلیلی سنجی حلّنامه براي راستیدر این پایان

ر بوده که توانایی تحلیل مکانیکی د  CAEافزارهايافزار آباکوس جزء گروه نرماز نظر قدرت مانور، نرم. شود
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. باشدمیدارا ها را ، دینامیکی، ارتعاشاتی، همچنین تحلیل سازههاي تحلیل تنش، تحلیل حرارتیزمینه

نیز از  3سو سالیدورک 2افزارهاي کتیااست که نرم 1داسو سیستمزشرکت سازنده آباکوس شرکت 

گذشته این  قدرت و دقت تحلیلی آباکوس باعث شده، که در چند سال. باشندمحصولات همین شرکت می

  . رو شودروبه... افزار با استقبال خوبی از طرف مهندسین مکانیک، عمران ونرم

  روند تحلیل عددي 2-6

  هندسه ورق١- ۶- ٢

 که در فصل قبل بیان شد، در این تحلیل از ورق مربعی با دو نسبت ابعاديطورهمان
1

10
D
L

و  


1

20
D
L

- صورت تغییر شکلمسأله تحت فضاي دو بعدي، بهي افزار آباکوس هندسهر نرمد. استفاده شد 

هاي حاکم بر این نوع فضا، باعث در نظر گرفتن پیش فرض. پذیر و با شکل ظاهري پوسته طراحی شد

. شودبنابراین انتخاب صحیح محیط تحلیل نقشی زیاد در درستی نتایج حاصل از آن می. شودمسأله می

وجود تقارن در . دن حجم محاسبات از یک چهارم ورق براي تحلیل در آباکوس استفاده شدجهت کم کر

 بیانطور که همان. دکنمیهندسه، خصوصیات مکانیکی و بارگذاري ورق امکان این ساده سازي را فراهم 

به  با توجهرو ایناز. هایی هم مرکز گشودگی، در نظر گرفته شده استصورت رینگورق همگن به ،شد

واحد  2هایی به ضخامت افزار نیز ورق به همین صورت با رینگسازي در نرم، در هنگام مدل3-2شکل

  .واحد فرض شده است 2نیزقطر گشودگی دایروي ورق . طراحی شد

                                                        
1 -Dassault Systemes 
2 - CATIA 
3- SOLIDWORKS 
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هندسه ورق با نسبت ابعادي  3-2 شکل 

1
2 0

D
L

  افزار آباکوسدر نرم 

  تعریف خواص مواد٢- ۶- ٢

شود؛ ایجاد می 1سپس براي هر ماده یک قسمت. شوددر این مرحله خواص مکانیکی ماده تعریف می  

ورق  يمورد نظر از هندسه) رینگ(ي به ناحیه ،تعریفی است و سپس این قسمت يکه داراي خواص ماده

افزاري جهت راستی واضح است که تحلیل نرم. شودینسبت داده م ،که باید این خواص را داشته باشد

- رو از نظر هندسی و خواص مکانیکی در هر نقطه میازاین ؛باشدسنجی حل پیشنهادي براي ورق می

                                                        
1- Section 
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وابسته به شرایط جنس  ها یهلااین خواص بنابر. بایست بیشترین انطباق را با حل پیشنهادي داشته باشد

  . رفته شدورق مورد تحلیل، از حل تحلیلی گ

 بندي و اعمال شرایط حلمش٣- ۶- ٢

اي مربعی صفحهاین مش یک المان تنش. استفاده شد CPS8Rبا توجه به هندسه انتخابی از مش 

- با توجه به ساختار کلی هندسه ورق و حضور رینگ. باشدمی) یرخطیغتغییرات هندسی ( اي هشت نقطه

فته شد، تا علاوه بر پوشش مناسب تمام سطح از بندي استاندارد و منظم درنظر گرنوع مش مرکز همهاي 

  . هددمی افزایشافزار را این امر دقت محاسبات در نرم. هاي غیر یکنواخت جلوگیري شودایجاد مش

  
  افزار آباکوسبندي کل ورق در نرممش 4-2 شکل  
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   در اطراف گشودگی هانحوه چیدمان و تراکم  المان 5-2 شکل      

                      
ها در مشخص است، ابعاد مش در اطراف گشودگی بسیار کوچکتر از مش 5-2که در شکلطورهمان

، که براي تحلیل مهم است، از با این حالت علاوه بر دقت حل در اطراف گشودگی. مرزهاي خارجی است

با این  . شودتولید و حل معادلات بیهوده در نقاط دور از گشودگی و اطراف مرزهاي خارجی جلوگیري می

ي اطراف گشودگی ي مش در ناحیهترین اندازهبراي یافتن بهینه .رودافزار بالا میروند، سرعت حل در نرم

افزار در نرم. محوره، مورد بررسی قرار گرفتکگذاري تی دایروي، تحت بارگیک ورق همگن با گشود

ي اطراف گشودگی مورد تحلیل قرار گرفت و نتایج هاي مختلف مش در ناحیهآباکوس، این ورق با اندازه

بیشینه مقدار  6-2 شکل، مقایسه و در )44-2(تحلیلی  حاصل شده از تحلیل براي تنش محیطی با حلّ

طور که مشاهده همان .آورده شد محورهراي ورق همگن تحت کشش تکدر تحلیل عددي ب تنش محیطی
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که با توجه به این نتیجه، در . مش در اطراف گشودگی است 70تعداد  بیشترین مقدار تنش برايشود، می

  . ها از این تعداد مش استفاده خواهد شدتمام تحلیل

 
  تنش محیطی حاصل از تحلیل عددي نسبت به حل تحلیلی موجود در مراجع مقدار بیشینه 6-2 شکل 

 
افزار نیز به دلیل شرایط بارگذاري و هندسه استاتیکی در مسأله نوع تحلیل مورد استفاده در نرم

  .استاتیکی در نظر گرفته شد

  اعمال شرایط مرزي و بارگذاري۴- ۶- ٢

ورق  يگذاري و هندسهربه علت تقارن با. شودتعریف می رقودر این مرحله شرایط مرزي و بارگذاري 

چهارم ورق براي تحلیل در براي کاهش حجم محاسبات از یک نتوامی ،نسبت به محورهاي اصلی ورق

. بایست شرط متقارن بودن را در محل برش ورق اعمال کرددر این صورت می و افزار آباکوس استفادهنرم

  . دهدمرزي اعمال شده نشان میورق را تحت شرایط  7-2شکل

صورت فشار بر ي مرزهاي خارجی بهبر روبا توجه به محیط طراحی و مش انتخابی، بارگذاري اعمالی  

این بارگذاري اثر یکنواختی تنش در مرزهاي ورق، بر طبق فرض مسأله را . واحد طول ورق، انتخاب شد

   .  کندارضا می
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  ورق در آباکوس چهارم یکدر محل برش  ناعمال شرایط مرزي متقار -7-2 شکل 

  
  بررسی نتایج 2-7

دو ورق با نسبت ابعاد  ،موردي يعنوان مطالعهورق مورد بررسی به
L 20
D

و  
L 10
D

. باشدمی 

متر و قطر گشودگی میلی 40لایه با طول  10یک ورق نازك  ،20مشخصات ابعادي براي نسبت ابعادي 

در این فصل هیچ بارگذاري در داخل . باشدمتر میمیلی 1متر و ضخامت یکنواخت میلی 2دایروي 

  .رو در اطراف گشودگی تنش شعاعی و تنش برشی نیز، حضور ندارندگشودگی وجود ندارد؛ ازاین

) 2 -45(  
r r0   ,    0     
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دون و در مرز داخل گشودگی ب همحورو دو همحورصورت تکبار اعمالی به ورق، در مرزهاي خارجی به  

 تنش ها، از نسبتبعد سازي محور قائم در شکلجهت بی. استفشار حضور 
1




در . استفاده شده است 

  .تنش محیطی است  و  )2-2شکل( 1تنش اعمالی در مرز ورق در جهت محور  1ا اینج

در حالت است؛ که  محورهدو محوره وتک صورت بارگذاريبه تحقیق در این مطالعه موردبارگذاري  

به  1بارگذاري در جهت محور  ،دومحورهحالت و در  MPa1=σ=1σ ي اندازه بهکششی  صورت بهمحوره تک

  .شودوارد می σn به مقدار 2و در جهت محور  MPa1=σ=1σ مقدارحالت کششی و 

}1- ،2 - ، 0،1 ،2 {n=  

  20ورق با نسبت ابعادي ١- ٧- ٢

  همحورکشش تک 1- 1- 2-7

جایی شعاعی را، در نقاط اطراف گشودگی به ترتیب تنش محیطی و جابه 9-2و  8-2هاي شکل

ي حلّ تحلیلی مورد بررسی و علاوه بر مقایسه. دهند، نشان میرهمحوبارگذاري کشش تک دایروي، تحت

نیز در نمودارهاي مربوط به )) 44-2(ي رابطه(نتایج حاصل از حلّ تحلیلی موجود در مراجع  FEMروش 

د، شومشاهده می 8-2شکلکه در طورهمان). Exaنمودار (تنش محیطی در ورق همگن آورده شده است 

پیشنهادي با کمک توابع پتانسیل براي ورق همگن تحت بارگذاري اشاره شده،  تحلیلی تنش حاصل از حل

دست آمده براي همچنین مقادیر به. داراي دقت قابل قبولی استنسبت به حلّ تحلیلی موجود در مراجع  

یلی مورد بررسی به تحل جایی شعاعی در نقاط اطراف گشودگی، از هر دو روش تحلیل عددي و حلّجابه

  .ي دقت بالاي حلّ پیشنهادي استدهندهاین خطاي کم نشان. باشندیکدیگر بسیار نزدیک می
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  محورهاطراف گشودگی ورق همگن تحت بارگذاري تک در نقاطتوزیع تنش  8-2 شکل 

 
 

 
  محورهاطراف گشودگی ورق همگن تحت بارگذاري تک در نقاطجایی شعاعی جابه 9-2 شکل 

  
  محورهبارگذاري دو 2- 1- 2-7

جایی شعاعی را در نقاط اطراف گشودگی ترتیب تنش محیطی و جابهبه 11-2و  10-2هاي شکل

شود، همانند هده میمشا 10-2 شکلطورکه در همان. دهندنشان می هایروي، تحت بارگذاري دومحورد
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پیشنهادي با کمک توابع پتانسیل براي ورق همگن تحت بارگذاري  ، تنش حاصل از حلّهمحورکشش تک

، اختلاف میان مقدار 2تا  -2از   n با افزایش مقدار، شکلدر این . اشاره شده، داراي دقت قابل قبولی است

که يطوربهیابد، ا کاهش و سپس افزایش میبعد بیشینه و کمینه در اطراف گشودگی ابتدتنش محیطی بی

ي علت این امر رابطه. باشداین تنش داراي مقداري ثابت می ،در تمام نقاط اطراف گشودگی=n 1 در

  .  باشداي در مرزهاي خارجی میصفحهمستقیم تنش محیطی در اطراف گشودگی نسبت به بارگذاري درون

- با کاهش بار فشاري درون. شودگشودگی نشان داده میجایی شعاعی در اطراف جابه 11- 2 شکلدر 

مرزهاي خارجی در جهت محور دوم ابتدا تغییر شکل گشودگی دایروي ورق، از بیضوي شکل  اي درصفحه

ر اطراف با توجه به یکنواختی مقدار تنش محیطی د =1nدر . کندبه سمت دایروي شکل میل می

با افزایش =n  1براي مقادیر بیشتر از . مانددایروي باقی می ییر شکل، همچنانگشودگی دایروي بعد از تغ

 .شود، گشودگی بعد از بارگذاري، بیضوي شکل میnمقدار 

 
  همگن تحت بارگذاري دومحورهتوزیع تنش محیطی در اطراف گشودگی ورق   10-2 شکل 
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  تحت بارگذاري دومحوره همگن جایی شعاعی نقاط اطراف گشودگی ورقجابه 11-2 شکل 

  
  10ورق با نسبت ابعادي ٢- ٧- ٢

  محورهکشش تک 1- 2- 2-7

افزاري، براي ورق با نسبت دقت حلّ پیشنهادي و تحلیل نرم 13-2و  12- 2هاي شکلبا توجه به 

  . باشنددر حد قابل قبولی می )44-2(تحلیل در مقایسه با حل  10ابعادي 

 
 محورهتحت کشش تک همگن توزیع تنش محیطی در اطراف گشودگی ورق 12-2 شکل 
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   محورههمگن تحت کشش تک جایی در اطراف گشودگی ورقجابه 13-2 شکل 

  
پوشی افزاري بسیار کم و قابل چشمدرصد خطاي میان حل پیشنهادي و تحلیل نرم 13-2شکلدر 

  .درستی روند حل براي ورق همگن است دهنده نشاناست؛ که 

  هبارگذاري دومحور 2- 2- 2-7

شدن نسبت ابعادي طول ورق نسبت به قطر گشودگی از دقت حل  کوچکبا  14-2شکلبا توجه به 

در این نوع بارگذاري براي ورق همگن در بارهاي مختلف این انحراف از جواب  .شودپیشنهادي کاسته می

بسیار  محورهتک کششیعنی در حالت  =0nکه درصد خطا در طوريهمتفاوت است؛ ب )44-2( يمعادله

2nولی در حالت  استناچیز     براي  15-2شکلدر . درصد خطا وجود دارد 3/2در بیشترین حالت

2nیابد؛ در اینجا نیز براي درصد خطا افزایش می nجایی شعاعی نیز، با افزایش مقدار ضریب جابه   ،

  . دارد مقدار راخطا بیشترین 
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  محورهدو توزیع تنش محیطی در اطراف گشودگی ورق تحت بارگذاري 14-2 شکل 

  

 
  محورهجایی شعاعی نقاط اطراف گشودگی ورق تحت بارگذاري دوجابه 15-2 شکل 

 

  بنديجمع 2-8

حداقل مربعات خطا توابع پتانسیل و روش  ،در این فصل با کمک روابط الاستیسیته، توابع تنش ایري

صورت بارگذاري به. ، معادلات حاکم بر ورق بلند، استخراج شدمرزبندي منظم در در نقاطی با تقسیم

سازي همچنین شیبه. اعمال گردید یگشودگاي در مرزهاي خارجی و بدون فشار در داخل صفحهدرون
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نتایج حاصل از حلّ . محدود آباکوس همانند روش تحلیلی مورد بررسی قرار گرفت اجزايافزار ورق در نرم

 مورد بررسی، حلّمقایسه و دقت قابل قبول  موجود در مراجعافزاري، با حلّ تحلیل نرم تحلیل ورق بلند و

  .براي ورق همگن مورد تأیید قرار گرفت
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ورق ناهمگن با گشودگی دایروي تحت   3فصل

  ايبارگذاري درون صفحه
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  گفتارپیش 3-1

توزیع تنش و  همچنین. شودتفاده در ورق ناهمگن معرفی میسمورد ا یبع ناهمگنات در این فصل،

جایی شعاعی در نقاط اطراف گشودگی در ورق ناهمگن با روند صعودي و نزولی مدول مقدار جابه

همچنین تأثیر . گیرد و نتایج آنها با ورق همگن مقایسه خواهند شدالاستیسیته مورد بررسی قرار می

  .شودجایی مطالعه میضریب همگرایی بر شدت مقدار تنش و جابه

  مدل ریاضی ورق ناهمگن 3-2

ي یکسان ضخامت و اندازه و با مرکز همهایی صورت حلقهکه در فصل دوم بیان شد، ورق بهطورهمان 

هاي صورت ورقی با حلقهعلت این فرض امکان درنظر گرفتن ورق ناهمگن به. بندي شدفرض و تقسیم

توان با کمک روابط استخراج ورت میدر این ص. باشدهمگن ولی خواص مکانیکی متفاوت با یکدیگر می

- دلیل آنکه ورق مورد بررسی یک ورق بلند است؛ میبه. شده در فصل دوم ورق ناهمگن را تحلیل کرد

رو براي تابع ناهمگنی در این مسأله، تابع از این. بایست مدول الاستیسیته در نقاط دور معین و معلوم باشد

  . ایی مشخص و قابل تنظیمی استنمایی انتخاب شد، که داراي شعاع همگر

 3) 3 -1(  o
o

E E 1 1 1
R

 
    

 

r(r) (k )exp(m( ))  

iکه در آن 

o

E
k

E
  وm باشدي ناهمگن در ورق میي ناحیهضریب همگرایی براي کنترل دامنه .

شیب تغییرات مدول  2تا  1/0از   mشود، با افزایش مقدارمشاهده می 1-3شکلکه در طورهمان

  . دهدزودتر رخ می همگرایی یجهدرنت. شودالاستیسیته نسبت به فاصله از مرکز ورق، تندتر می
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  لاستیسیته در جهت شعاعی براي ورق تحت تابع نمایی پیشنهاديایرات مدول یتغ 1-3 شکل 

  
   mشعاع همگرایی ورق ناهمگن نسبت به ضریب  1-3 جدول 

 mضریب 
گرایی شعاع هم

)mm(   ضریبm 
شعاع همگرایی 

)mm(  
1/0  43  5/0  11  
2/0  29  1  7  
3/0  17  2  4  

  

  ها در اکثر موارد تابع ناهمگنی مورد استفاده، فاقد مجانب افقیها و کرههاي محدود و یا استوانهدر ورق

  . در زیر ازجمله این توابع هستند شده اشارهموارد . باشدمی

  :تابع توانی
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) 3 -4(  i
o i i o i i

o i

n nr r r 1P(r) (P P ) P (P P ) P
r r k 1

              
   

، با  2-3شکلبا توجه به . ضریب ناهمگنی توابع است  nیک خاصیت مکانیکی ماده و Pدر اینجا که  

ي خارجی جسم ، مقدار تابع در لایه)2- 3(در تابع  nافزایش ضخامت جسم و یا تغییر ضریب ناهمگنی 

. پذیر نیستلند یا نامحدود امکاناستفاده از این توابع در ورق و یا هر جسم ب ،کند؛ به این دلیلتغییر می

شیب تغییرات  این تابع بسیار تندتر از .  باشدنیز همانند تابع توانی مناسب یک جسم بلند نمی) 3-3(تابع 

. قابل مشاهده است  nهم براي مقادیر مثبت وهم منفی 2-3این روند تند،در جدول. باشدتابع توانی می

، این تابع را براي اجسام mبه ازاي مقادیر مختلف ضریب همگرایی ) 1-3(ثابت بودن مقدار نهایی تابع 

عنوان یک توان بهنیز می) 4-3(همچنین از تابع کسر حجمی . کندبلند و یا نامحدود، قابل استفاده می

oدر اینجا . تابع ناهمگنی براي ورق بلند استفاده کرد

i

r
k

r
   و

i

rr
r

 توان است؛ که در یک ورق بلند می

تغییرات مدول الاستیسیته به ازاي  3-3در شکل. ي ناهمگنی را تغییر دادبا تغییر آن همگرایی محدوده

سبب تغییر مقدار ضریب ناهمگنی  ،شودطور که مشاهده میهمان. نشان داده شده است n مقادیر مختلف 

ي ناهمگنی ثابت و حد نهایی تابع در محدوده شودمی مکان شیب خواص نسبت به یی واشعاع همگر تغییر

  .   ماندباقی می

براي مقادیر ) 3- 3(تغییرات مقدار مدول الاستیسیته در جهت شعاعی براي ورق ناهمگن تحت تابع نمایی  2-3 جدول 
   npمختلف 

r  2-  np=  1- = np 0 np =  1 np =  2 np =  
1 200  200  200  200  200  
5 596191  10919  200  663/3  067/0  

10 1010×31/1  106×62/1  200  024/0  6-10×05/0  
15  1014×89/2  108×41/2  200  4-10×66/1  10-10×02/1  
20  1018×37/6  1010×57/3  200  6-10×12/1  15-10×28/6  
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  ))2- 3( يرابطه( در جهت شعاعی براي ورق تحت تابع توانی یسیتهالاستمدول  ییراتتغ 2-3 شکل 

  

   
  نسبت به فاصله از مرکز ورق تحت تابع کسر حجمی یسیتهالاستمدول  ییراتتغ  3-3 شکل 

  
به مدول الاستیسیته این ضریب در تمامی مراحل کدنویسی و  کم نسبت پواسون با توجه به تغییرات

  . شودصورت ثابت فرض میمحدود، به اجزايتحلیل به روش 
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  استخراج معادلات 3-3

دست آمد، که هم براي ورق همگن و هم ورق ناهمگن صورتی بهمعادلات استخراج شده در فصل دوم به

جز معادلات ییري در معادلات و کد نوشته شده از آن داده نخواهد شد؛ بهتغ رو نیازا. قابل استفاده باشند

در ورق همگن به دلیل . شودها وارد میي هر لایه در آنهاي پیوستگی که جنس مادهمربوط به شرط

در ) 29-2(و ) 28-2(، )22-2(در معادلات  jGیکسان بودن خواص مکانیکی در تمام نقاط ورق، ضریب 

هاي آن داراي خواص مکانیکی متفاوتی نسبت به در ورق ناهمگن، لایه. ها مقداري یکسان داشتتمام لایه

پس با توجه به مطالب ذکر شده در بالا، در . است همگن فرض شده ییتنها به؛ اما هر لایه هستندیکدیگر 

  . شودر هر لایه با توجه به شعاع میانی آن لایه، تعیین مید jGحلّ مورد بررسی مقدار ضریب 

  بررسی نتایج 3-4

ت ابعادي بهمانند فصل دوم، ورق مورد بررسی با دو نس 
D 1 D 1 ,  
L 20 L 10

، تحت بارگذاري  

     ي با توجه به رابطه. گیردمورد بررسی قرار می هو دومحور همحورصورت بار خارجی تکبه يا صفحه درون

، 1در جهت محور ه محوربراي ورق همگن تحت کشش تک ]39[ از کتاب آقاي پیلکی) 44- 2(و ) 2-43(

بار  97%، در حدود 2و تنش محیطی در راستاي محور 1 مقدار تنش شعاعی در راستاي محور =Ro10rدر 

بار بررسی اثرات براي  رو نیازا. شعاع گشودگی دایروي استRo ؛ که در اینجا باشداعمالی در مرز ورق می

- خت میاصورت غیر یکنواي که توزیع تنش بههم اندازه با ناحیهي ناهمگنی روي ورق، ناحیه بر یخارج

 ،mبراي  در نظر گرفته شده با وجود مقدار. استفاده شد =65/0mباشد، درنظر گرفته و از ضریب همگرایی 

 mتوان تأثیر مقدار ضریب همگرایی ن میهمچنی. شودشعاع همگرایی ده برابر شعاع گشودگی دایروي می

ماده در اطراف گشودگی در . قرار داد موردمطالعهجایی در نقاط اطراف گشودگی را بر مقدار تنش و جابه
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داراي خواص مکانیکی فولاد ساختمانی  ،شودمی گرفته درنظرهر دو حالتی که ورق همگن و ناهمگن 

  . است

  

دول م ي ندهیافزاآلومینیوم و براي ورق ناهمگن با روند  TA-2024ژ براي ورق ناهمگن نوع دوم از آلیا

خصوصیات  2جدول. شودعنوان ماده در مرزهاي بیرونی استفاده میالاستیسیته از سرامیک آلومینا به

  .]41[دهدمکانیکی این سه ماده را نشان می

   FGیکی مواد ورق خواص مکان 3-3 جدول
  

  

  
  

نوع اول و ورق با روند نزولی  ناهمگن براي سهولت در کار، ورق با روند صعودي مدول الاستیسیته، ورق

  .شودگذاري میوع دوم نامن ناهمگن مدول الاستیسیته، ورق

در نقاط اطراف گشودگی ورق ناهمگن نوع اول تحت بارگذاري را طی یمقادیر بیشینه تنش مح 4-3شکل 

- همانطور که مشاهده می. این نتایج از تحلیل عددي استخراج شده است. دهدنشان می n=-2دومحوره با 

یابد ولی مقدار این طی بیشینه افزایش میشود با افزایش تعداد مش در اطراف گشودگی مقدار تنش محی

به همین دلیل براي کاهش حجم . نظر کردن استقابل صرف 80عدد افزایش براي تعداد مش بالاي

مش در اطراف ورق ناهمگن در این فصل  80از تعداد  ،محاسبات همراه با حفظ دقت تحلیل عددي

  . استفاده خواهد شد

  نسبت پواسون  (GPa)مدول  الاستیسیته 
  34/0       200 فولاد
  TA-2024  73  33/0آلیاژ آلومینیوم  
  ARP  403  24/0آلومینا 
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ها مختلف در اطراف گشودگی ورق ناهمگن نوع اول تحت بارگذاري تنش محیطی بیشینه به ازاي تعداد مش 4-3 شکل 

  n=-2دومحوره با 

  
   20ورق با نسبت ابعادي ١- ۴- ٣

  همحورتک کشش 1- 1- 3-4

از ورق  )-E( مقدار تنش در اطراف گشودگی دایروي در ورق ناهمگن نوع دوم 5-3شکلبا توجه به 

که مقدار تنش  ،توان دریافتمی 7-2شکلبا  شکلبا مقایسه این . باشدبیشتر می )+E( مگن نوع اولناه

محیطی در ورق همگن، نسبت به ورق ناهمگن نوع اول بیشتر و نسبت به ورق ناهمگن نوع دوم کمتر 

ورق همگن هاي میانی هاي میانی سفتی بیشتري نسبت به لایهدر ورق ناهمگن نوع اول لایه. باشدمی

ها بیشتر از ورق همگن بوده و مقدار کمتري از انرژي حاصل از همین دلیل انرژي کرنش این لایهدارند؛ به

واضح است، که با کاهش انرژي . شودبارگذاري در مرزهاي خارجی ورق، به نقاط اطراف گشودگی وارد می

روند براي ورق با روند کاهشی مدول این . شوددر اطراف گشودگی از مقدار تنش در این نقاط کاسته می

با کاهش مدول الاستیسیته در این نوع ورق مقدار جذب انرژي . باشدصورت معکوس میالاستیسیته به

عبارت دیگر کسر بیشتري از انرژي حاصل از یابد؛ بههاي میانی کاهش میحاصل از بارگذاري در لایه
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با افزایش انرژي کرنش، شدت تنش در این نقاط . شودبارگذاري به نقاط اطراف گشودگی اعمال می

  . یابدافزایش می

جایی شعاعی در نقاط اطراف گشودگی براي ورق ناهمگن نوع شود، که جابهمشاهده می 6-3شکلدر 

کمتر از شکل دایروي  ،باشد و گشودگی دایروي پس از تغییر شکلاول کمتر از ورق ناهمگن نوع دوم می

  . کاهش شدت تنش در اطراف گشودگی است ،ن اتفاقعلت ای ؛شودخارج می

 
  محورهتحت بارگذاري تک توزیع تنش محیطی در اطراف گشودگی ورق ناهمگن نوع اول و دوم 5-3 شکل 

 

 
  محورهتحت بارگذاري تک ناهمگن نوع اول و دوم ی در اطراف گشودگی ورقجایی شعاعمقدار جابه 6-3 شکل 
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  هبارگذاري دومحور 2- 1- 3-4

در ورق ناهمگن نوع اول و دوم، با افزایش  ،شودمشاهده می 8-3و  7-3هاي شکلکه در طور همان

ق ور مشابه اختلاف میان مقدار تنش محیطی بیشینه و کمینه در اطراف گشودگی، 2تا  -2از   n مقدار

در ورق ناهمگن نوع اول تحت بارگذاري  ،محورههمانند بارگذاري تک .کنندرفتار می) 10- 2شکل(همگن 

و  7-3هاي شکلي با مقایسه. ، کاهش شدید مقدار تنش در اطراف گشودگی قابل مشاهده استهدومحور

ناهمگن نوع اول شود، که مقدار تنش در ورق ناهمگن نوع دوم تا حدود دوبرابر ورق دریافته می 3-8

هاي بارگذاري، به ترتیب درصد کاهش و افزایش، در تمام حالت 4- 3با توجه به جدول. کندافزایش پیدا می

- صورت تقریبی ثابت میمقدار تنش بیشینه در ورق ناهمگن نوع اول و نوع دوم نسبت به ورق همگن به

اي، تأثیري بر درصد کاهش و یا افزایش صفحهتوان نتیجه گرفت نوع و شدت بارگذاري درونپس می. ماند

  .تنش محیطی بیشینه در اطراف گشودگی ندارد

  
  محورهتحت بارگذاري دو گشودگی براي ورق نوع اول اطرافتوزیع تنش محیطی در  7-3 شکل 
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  محورهتحت بارگذاري دو گشودگی براي ورق نوع دوم اطرافتوزیع تنش محیطی در  8-3 شکل 

  
 دومحورهتحت بارگذاري  بیشینه تنش محیطی در نقاط اطراف گشودگی براي ورق همگن و ناهمگن 4-3 جدول 

n نوع ناهمگن    همگن
  اول

نوع ناهمگن  
  دوم

کاهش  درصد
  در ورق نوع اول

درصد افزایش 
  در ورق نوع دوم

2  5  68/3  93/6  4/26  6/38  
1  01/2  47/1  72/2  9/26  3/38  
0  02/3  21/2  2/4  5/26  5/39  
1 -  05/4  95/2-  62/5 -  2/27  8/38  
2 -  07/7-  17/5-  82/9-  9/26  9/38  

در . باشندنوع اول و دوم میجایی شعاعی ورق ناهمگن به ترتیب مربوط به جابه 10-3و  9-3هايشکل

جایی نقاط در اطراف گشودگی از شدت بیضوي شدن گشودگی کاهش مقدار جابه ،ورق ناهمگن نوع اول

در ورق ناهمگن نوع دوم این روند معکوس . کاهداي میصفحههاي مختلف دروندایروي تحت بارگذاري

ها و تأثیر آن بر شدت تغییر ز جنس ورقگذشته ا. یابدباشد و تغییر شکل گشودگی شدت بیشتري میمی

بعد از  2به  -2از   nدر ورق ناهمگن نوع اول و دوم با افزایش مقدار ضریب  ،همانند ورق همگنشکل، 

  . رودتغییر شکل،  گشودگی ابتدا به سمت دایروي شکل و سپس به سمت بیضوي شکل پیش می
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  محورهتحت بارگذاري دو جایی شعاعی نقاط اطراف گشودگی در ورق ناهمگن نوع اولجابه 9-3 شکل 

  

 
  محورهجایی شعاعی نقاط اطراف گشودگی در ورق ناهمگن نوع دوم تحت بارگذاري دوجابه 10-3 شکل 

 
. کندشعاعی را براي سه ورق همگن و ناهمگن مقایسه میجایی تغییرات بیشینه جابه 5-3جدول

هاي ناهمگن نسبت به ورق همگن جایی شعاعی ورقکاهش و افزایش درصد جابه همانند تنش محیطی،

تنش شعاعی نسبت به تنش  از نظر کردنعلت صرفبه. باشداي میصفحهمستقل از نوع بارگذاري درون
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 ؛باشدجایی شعاعی تنها تابعی از تنش محیطی و جنس ورق میمحیطی در نقاط اطراف گشودگی، جابه

  .باشداین دو متغیر به یکدیگر نزدیک می شیافزادرصد کاهش و  بنابراین

  )mm5-10واحد (جایی شعاعی در نقاط اطراف گشودگی براي ورق همگن و ناهمگن بیشینه جابه 5-3 جدول 

n نوع ناهمگن   همگن
  اول

نوع ناهمگن 
  دوم

درصد کاهش 
  در ورق نوع اول

درصد افزایش 
  در ورق نوع دوم

2  51/2  84/1  38/3  7/26  7/34  
1  01/1  74/0  36/1  7/26  35  
0  5/1  1/1  12/2  6/26  6/34  
1 -  02/2-  48/1-  69/2 -  7/26  2/33  
2 -  54/3-  58/2-  72/4-  1/27  3/33  

  
 اجزايافزاري و مقایسه نتایج حاصل از حل پیشنهادي و حلّ نرم 10-3تا  7-3هاي شکلبا توجه به 

 دقتبراي بارگذاري دومحوره حلّ مورد بررسی  همحورتوان نتیجه گرفت، که همانند کشش تکمحدود می

  . دارد یقابل قبول

  10ورق با نسبت ابعادي  ٢- ۴- ٣

  محورهکشش تک 1- 2- 3-4

د، که مقدار تنش براي ورق ناهمگن نوع اول، با شومشاهده می 5-3و  11-3هاي شکلبا توجه به 

هاي میانی بر علت این امر، تأثیر کمتر لایه. باشدمی 20بیشتر از ورق با نسبت ابعادي  10نسبت ابعادي 

اي صفحهبا کوتاه شدن ورق، تأثیر بارگذاري درون. وارد شده بر نقاط اطراف گشودگی استمقدار انرژي 

این اتفاق براي ورق ناهمگن نوع دوم باعث کاهش شدت . شودجی بیشتر میوارد شده بر مرزهاي خار

جایی شعاعی براي ورق ناهمگن نوع اول نسبت به ورق ناهمگن جابه مقدار 12-3 شکلدر  .شودانرژي می

. دهدباشد و براي ورق ناهمگن نوع دوم این پدیده برعکس رخ می، بیشتر می20نوع اول با نسبت  ابعادي 

بینی و جایی شعاعی قابل پیشجه به تغییرات تنش محیطی در این نسبت ابعادي این تغییرات جابهبا تو

  .باشدتوجیه می
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  محورهتحت کشش تک توزیع تنش محیطی در نقاط اطراف گشودگی ورق ناهمگن نوع اول و دوم 11-3 شکل 

  

 
  محورهتحت کشش تک جایی شعاعی نقاط اطراف گشودگی در ورق ناهمگن نوع اول و دومجابه 12-3 شکل 

  
  محورهبارگذاري دو 2- 2- 3-4

 محورهشود؛ حلّ مورد بررسی براي بارگذاري دومشاهده می 14- 3و  13-3هاي شکلکه در  طور همان

 ، شکلي این دو با مقایسه. است درصد 3شترین درصد خطا در حدود باشد و بیداراي دقت قابل قبول می
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که رفتار ورق در هر دو حالت یکسان بوده و روند تغییرات  توان نتیجه گرفت،می 8-3و  7- 3هاي شکلبا 

باشد؛ ولی مقدار می یکدیگر مشابه ، محورهبارگذاري دو شدت بهاطراف گشودگی نسبت  درتنش محیطی 

کوتاه شدن  ،علت این اختلاف. باشدالت نسبت ابعادي، تحت شرایط یکسان متفاوت میها در دوحتنش

، تا مرز ورق کوتاه است؛ که در جذب انرژي حاصل از بارگذاري خارجی توسط 10ورق با نسبت ابعادي 

  . گذاردهاي میانی تأثیر میلایه

 
  تحت بارگذاري دومحوره یع تنش محیطی در نقاط اطراف گشودگی ورق ناهمگن نوع اولتوز 13-3 شکل 

 

  
  تحت بارگذاري دومحوره توزیع تنش محیطی در نقاط اطراف گشودگی ورق ناهمگن نوع دوم 14-3 شکل 
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 4-3و مقایسه آن با جدول  6-3توان با توجه به جدول ها را نیز میي شکلدست آمده از مقایسهنتیجه به

درصد تغییرات تنش محیطی در اطراف گشودگی براي ورق با نسبت ابعادي  6-3در جدول. دریافت کرد

  . است 20کمتر از ورق با نسبت ابعادي  10

 همگن و ناهمگن تحت بارگذاري دومحورهبیشینه تنش محیطی در نقاط اطراف گشودگی براي ورق  6-3 جدول 

  

ي و مقایسه 16-3و  15-3هايشکلجایی شعاعی در نقاط اطراف گشودگی با توجه به جابه در مورد

که در ورق ناهمگن توان نتیجه گرفت، می، 20براي ورق با نسبت ابعادي  10-3و  9-3هاي شکلآنها با 

   .یابدفزایش میجایی شعاعی با کوتاه شدن ورق انوع اول جابه

 
  تحت بارگذاري دومحورهجایی شعاعی نقاط اطراف گشودگی در ورق ناهمگن نوع اول جابه 15-3 شکل 
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n  نوع ناهمگن   همگن
  اول

نوع ناهمگن 
  دوم

درصد کاهش 
  در ورق نوع اول

درصد افزایش 
  وع دومدر ورق ن

2  19/5  8/3  93/6  93/22  52/33  
1  04/2  62/1  67/2  57/21  89/30  
0  02/3  34/2  02/4  5/22  11/33  
1 -  17/4  6/3  38/5  6/19  29  
2 -  28/7-  7/5 -  47/8  7/21  61/18  
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دلیل این رفتار . یابدجایی شعاعی کاهش میبراي ورق ناهمگن نوع دوم با کوتاه شدن ورق، مقدار جابه

  . باشدجایی تابعی از تنش محیطی میییرات جابهآن است که تغ

 
  تحت بارگذاري دومحوره جایی شعاعی نقاط اطراف گشودگی در ورق ناهمگن نوع دومجابه 16-3 شکل 

  
نوع دوم  در ورق ناهمگنرا درصد افزایش و کاهش تنش محیطی  تغییراتتوان نیز می 7- 3در جدول

علت این خطا، کاهش نسبت . اشدبیجایی در ورق نوع دوم یکسان نمرات جابهیدرصد تغی. مشاهده کرد

      .تا مرز ورق کوتاه است ،ابعادي ورق

  
  )mm5-10واحد (مگن جایی شعاعی در نقاط اطراف گشودگی براي ورق همگن و ناهبیشینه جابه 7-3 جدول 

n نوع ناهمگن   همگن
  اول

نوع ناهمگن 
  دوم

درصد کاهش 
  در ورق نوع اول

درصد افزایش 
  در ورق نوع دوم

2  51/2  93/1  06/3  1/23  9/21  
1  02/1  79/0  29/1  4/23  47/26  
0  54/1  23/1  8/1  1/20  89/16  
1 -  12/2  72/1  34/2  3/20  13  
2 -  67/3  92/2  16/4  4/20  13  
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  اع همگرایی ورق تأثیر شع ٣- ۴- ٣

، مربوط به تابع ناهمگنی، باعث )1-3(ي در رابطه mبیان شد، تغییر ضریب  2-3بخش طورکه در همان

در این بخش، تأثیر این ضریب بر مقدار تنش . شودي ناهمگنی ورق میتغییر شعاع همگرایی تابع و ناحیه

  .ودشبررسی می ،قاط اطراف گشودگینجایی شعاعی در محیطی و جابه

  محورهورق تحت کشش تک 1- 3- 3-4

را بر توزیع تنش محیطی در نقاط اطراف گشودگی، براي   mترتیب تأثیر مقداربه 18-3و  17-3 هايشکل

شود، این افزایش مشاهده می 17-3 شکلکه در  گونههمان. دهند، نشان میع اول و دومونورق ناهمگن 

شود؛ زیرا در گی، در ورق ناهمگن نوع اول میباعث کاهش مقدار تنش محیطی در اطراف گشود mمقدار 

جذب  جهیدرنتتري بوده و هاي بیشتري از ورق داراي خواص مکانیکی قوياست، لایه=m 2حالتی که 

صورت این پدیده در ورق ناهمگن نوع دوم، به. پذیردهاي میانی ورق صورت میانرژي بیشتري در لایه

تر بودن خواص مکانیکی است، به دلیل ضعیف =2mتی که ، در حال18-3 شکلدر . دهدمعکوس رخ می

هاي میانی، تنش هاي بیشتري از ورق ناهمگن و درنتیجه جذب کمتري از انرژي کرنش توسط لایهدر لایه

  . یابدمقدار بیشتري می وياطراف گشودگی دایر نقاط محیطی در

ت تنش محیطی نسبت به افزایش توان دریافت، که شدت تغییرامی 18-3و  17-3با توجه به دو شکل

- بسیار کم و قابل صرف =2mو  =1mکه تغییرات تنش محیطی براي طوريشود؛ به، کاسته میmمقدار 

  . است mعلت کاهش شدت تغییرات خواص مکانیکی و نسبت به ضریب این پدیده به. نظر کردن است
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  mگشودگی در ورق ناهمگن نوع اول براي مقادیر مختلف  اطرافتوزیع تنش محیطی در  17-3 شکل 

 

 
  mتوزیع تنش محیطی در اطراف گشودگی در ورق ناهمگن نوع دوم براي مقادیر مختلف  18-3 شکل 

، که نرخ تغییرات شعاع همگرایی تابع مشاهده کرد 1-3با مراجعه به ابتداي این فصل در جدول 

ي این اطلاعات مطالب ذکر شده درباره. یابدبه سمت صفر، کاهش می mناهمگنی با میل کردن مقدار 

   .نمایدرا تأیید می 18-3و  17-3هاي شکل

جایی شعاعی در نقاط اطراف گشودگی براي ورق ناهمگن نوع اول نرخ تغییرات جابه، 19-3در شکل 

توان از تغییرات که براي ورق ناهمگن نوع اول، میطوريبه. باشدمیه ورق ناهمگن نوع دوم کمتر نسبت ب
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جایی شعاعی براي دو ولی اختلاف مقدار جابه. نظر کردصرف =5/0mو  =1mجایی شعاعی براي جابه

تر اص مکانیکی ضعیفهایی با خوعلت این امر وجود لایه. باشددر ورق ناهمگن نوع دوم، زیاد می  mمقدار 

و افزایش مقدار تنش  خصوصیتبا این  .نوع اول است ناهمگندر ورق ناهمگن نوع دوم، نسبت به ورق 

  . یابدجایی شعاعی نیز افزایش میمحیطی در اطراف گشودگی در ورق ناهمگن نوع دوم، جابه

 
   شعاعی نقاط اطراف گشودگی در ورق ناهمگن نوع اولجایی جابه 19-3 شکل 

 

  
  جایی شعاعی نقاط اطراف گشودگی در ورق ناهمگن نوع دومجابه 20-3 شکل 
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از نرخ  mهاي محیطی در هر دو حالت ورق ناهمگن، با افزایش مقدار ، همانند تنشوجود  نیا با

بسیار کم و  =2mو  =1mجایی شعاعی براي شود؛ تا جایی، که تغییرات جابهجایی کاسته میجابهتغییرات 

  .نظر کردن استقابل صرف

  هورق تحت بارگذاري دومحور 2- 3- 3-4

با توجه به تنوع در ترکیب بارهاي فشاري و کششی در مرزهاي خارجی ورق براي  محورهرگذاري دوادر ب

 بررسی خواهد محورهبارگذاري دو تحال وها تنها دخروجی شکلن نویسی و شلوغ شدجلوگیري از زیاده

  . شد

 =2nبارگذاري با  3-2-1- 3-4

توان از تغییرات می   mنیز با افزایش مقدار  =2nبا  محوره، در بارگذاري دومحورههمانند بارگذاري تک

و  22-3، 17-3و  21-3هاي شکلدوي از مقایسه دوبه. نظر کردجایی شعاعی صرفتنش محیطی و جابه

- که اختلاف میان مقادیر تنش محیطی و جابه ،شوددریافته می 20-3و  24- 3، 19- 3و  3-23، 3-18

با افزایش انرژي بارگذاري در مرزهاي ورق و با . افزایش یافته است هجایی شعاعی در بارگذاري دومحور

بیشتر  مراتب بهاعی جایی شعهاي میانی، تغییرات تنش محیطی و جابهثابت بودن خواص مکانیکی لایه

دهد؛ که همانند نشان می 24-3و  23-3و همچنین  22-3و  21-3هاي ي شکلمقایسه. شودمی

جایی شعاعی براي ورق ناهمگن نوع دوم بیشتر از ورق محوره تغییرات تنش محیطی و جابهبارگذاري تک

  . ناهمگن نوع اول است
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  mگشودگی در ورق ناهمگن نوع اول مقادیر مختلف  اطراف توزیع تنش محیطی در 21-3 شکل 

  

 
  mگشودگی در ورق ناهمگن نوع دوم مقادیر مختلف  اطراف توزیع تنش محیطی در 22-3 شکل 
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  mجایی شعاعی نقاط اطراف گشودگی ورق ناهمگن نوع اول مقادیر مختلف جابه 23-3 شکل 

 

 
   mجایی شعاعی نقاط اطراف گشودگی ورق ناهمگن نوع اول مقادیر مختلف جابه 24-3 شکل 

 
 =n-2بارگذاري با  3-2-2- 3-4

 ناین نشا. است =2nبا  هدر این بارگذاري همانند بارگذاري دومحور و دومرفتار ورق ناهمگن نوع اول 

نسبت به نوع بارگذاري در  mمستقل بودن رفتار ورق در مقادیر مختلف ضریب همگرایی  يدهنده

  . مرزهاي خارجی ورق است
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ت تح mهاي انجام شده براي ورق بلند ناهمگن نوع اول و دوم براي مقادیر مختلف با توجه به بررسی

هاي آینده، ضریب همگرایی در که براي تحقیق ،شود، پیشنهاد میدومحورهو  همحورهاي تکبارگذاري

شعاع همگرایی و یا شعاع ناهمگنی  1-3با توجه به این پیشنهاد و جدول . انتخاب شودm5/0 يبازه

11rي ورق در بازه  گیردقرار می .  

 
  mگشودگی در ورق ناهمگن نوع دوم مقادیر مختلف  اطراف توزیع تنش محیطی در 25-3 شکل 

 

 
  mمختلف  گشودگی در ورق ناهمگن نوع دوم براي مقادیر اطراف توزیع تنش محیطی در 26-3 شکل 
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   mجایی شعاعی نقاط اطراف گشودگی ورق ناهمگن نوع اول براي مقادیر مختلف جابه 27-3 شکل 

  

 
  mمقادیر مختلف  جایی شعاعی نقاط اطراف گشودگی ورق ناهمگن نوع اول برايجابه 28-3 شکل 

  
  بنديجمع 3-5

. در این فصل، تابع ناهمگنی مورد استفاده در این تحقیق معرفی و مزایا و خصوصیات آن بررسی شد

 مجانب افقی تابع و شعاع همگرایی این تابع و مستقل بودن مقدار حد بالا و پایین آن به شعاع همگرایی 
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همچنین با بررسی . بلند ناهمگن مناسب ساختندکه این تابع را براي ورق  ،خصوصیاتی هستند ازجمله

شد، ورق ناهمگن نوع اول با خصوصیات مکانیکی تعریف شده در  مشخصورق بلند ناهمگن و همگن 

این امر . شوددرصد با توجه به نوع بارگذاري می 35-20، باعث کاهش مقدار تنش در حدود 1-3جدول

علاوه بر این با تغییر ضریب . یابدار تنش افزایش میباشد و مقدبراي ورق ناهمگن نوع دوم معکوس می

جاي شعاعی در هر نقطه، با افزایش ضریب  که تغییرات تنش محیطی و جابه ؛شد مشخص mهمگرایی 

     يبه همین دلیل ضریب همگرایی براي ورق ناهمگن در بازه. کنندهمگرایی به مقدار ثابتی میل می

5/0m  مقدار ضریب همگرایی بزرگ درنظر گرفته شود ،ي ساخت بهتر استاز نظر هزینه. پیشنهاد شد.    



  

تحت بار فشاري در  همگن و ناهمگن ورق 4فصل

  داخل گشودگی
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  گفتارپیش 4-1

فشار یکنواخت درون گشودگی اي در مرزهاي خارجی، صفحهدر این فصل علاوه بر بارگذاري درون

بررسی تأثیر بارگذاري مورد نظر بر تنش هدف این فصل، . شودوارد میدایروي ورق همگن و ناهمگن 

حضور  در هنگامموجود مراجع ) 44-2(در ابتدا تعمیم حل تحلیلی  .جایی شعاعی استمحیطی و جابه

- سپس نتایج حاصل از ورق همگن و ناهمگن تحت کشش تک. شودبارگذاري درون گشودگی بررسی می

   .شونداستخراج و مطالعه می بارگذاري فشاري یکنواخت محوره و دومحوره به همراه

  معادلات حاکم 4-2

در داخل  در این فصل علاوه بر بارگذاري در مرزهاي خارجی، براي ورق همگن و ناهمگن، فشار

یکنواخت به تمام نقاط اطراف گشودگی  صورت بهبار فشاري . گشودگی نیز وارد محاسبات خواهد شد

حلّ پیشنهادي نیست؛ تنها  روند ي حلّ این مسأله نیاز به تغییرات زیادي دربرا. شوددایروي وارد می

فشار  با مقدار تنش شعاعی عددي مرز داخل گشودگی مقداربه  مربوط) 39- 2(ي کافیست که در رابطه

  . شودبرابر وارد بر گشودگی 

پیشنهادي، از حلّ هاي گذشته، در این فصل نیز براي اطمینان از درستی حلّ تحلیلی همانند فصل 

که توسط دانشمندانی ، )44-2(و ) 43-2(ي رابطه دوم فصل در. شودموجود در مراجع استفاده می

  . ؛ مطرح گردیدبیان شده بوداي صفحهدرون گذاريبراي ورق همگن تحت بارهمچون ردي و پیلکی 

براي . یده نشده استدر داخل گشودگی دایروي د کنواختیفشار در این دو رابطه، تأثیر بارگذاري 

ده از مدست آي تابع تنش ایري، بهتحلیلی براي بارگذاري مورد نظر در این فصل، از رابطه تعمیم این حلّ

  .شوداستفاده می ي دوهمسازهمعادله

) 4 -1(   4U 0  
  :باشدصورت زیر میبه ]40[تنش ایريپیشنهادي براي تابع  حلّ
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) 4 -2(  
                            

2 2 2 7
1 2 3 4 5 6 82

cU c ln r c r c ln r c c r c r c cos 2
r

    
  

  .صورت زیر استهاي نرمال و برشی در مختصات قطبی بهي تابع تنش ایري با تنشرابطه

) 4 -3(  



   
    
  
 


         

2

r 2 2

2

2

r

1 1
r r r

r
1

r r

  

دست بهپیشنهادي  مقادیر تنش برحسب ضرایب مجهول حلّ) 3-4(در ) 2- 4(ي ر دادن رابطهابا قر 

  .آیندمی

) 4 -4(  

    

    

 





            
 

            
 

           

3 87
r 1 2 62 4 2

23 7
1 2 6 52 4

2 67
r 5 6 4 2

c 4c6cc 1 2ln r 2c 2c cos 2
r r r
c 6cc 3 2ln r 2c 2c 2c r cos 2
r r

2c6c6c r 2c sin 2
r r

  
نهایت برابر شریط مرزي ورق در بی 1 ، با استفاده از روابط تبدیل تنش، این . باشدمی 12و 2

  .شوندصورت زیر نوشته میمقادیر در دستگاه مختصات قطبی به

) 4 -5(        
      1 2 1 2

r 12cos 2 sin 2
2 2

  
) 4 -6(     

   
      1 2 1 2

12cos 2 sin 2    
2 2

  
) 4 -7(     

 
     1 2

r 12sin 2 cos 2
2

  
با قرار دادن  r   :داریم) 4-4(ي رابطهدر   
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) 4 -8(  
 

   
   





   
       

   

r 2 6

2
2 6 5

2
r 5 6

2c 2c cos 2

r 2c 2c 2c r cos 2

6c r 2c sin 2

  

نهایت، مقدار ضرایب توجه به معین بودن مقدار تنش محیطی و برشی در نقاط دور از گشودگی در بیبا

5c  1وc داریم) 8- 4(ي هبا رابط) 7-4(تا ) 5-4(با برابر قرار دادن روابط . برابر صفر هستند:  

     
   2 1 2 1

6 2 5 1c   ,   c   ,  c 0   ,   c 0
4 4

   
  .شوندروابط زیر حاصل می) 3-4(ي ودگی در رابطهشبا قرار دادن شرایط مرزي در اطراف گ

) 4 -9(  

 

 

                                   

3 81 2 2 1 7
2 4 2

r

r 82 1 7
4 2

c 4ccP 6 cos 2
P 2 a 2 a a

r a
0 2cc0 6 sin 2

2 a a

  
  .شوندصورت زیر حاصل میل بهضرایب مجهو) 8-4(روابط  يبا مرتب سازي و تجزیه

                     
     

2 2 41 2 1 2 2 1
3 8 7c P a   ,  c a   ,  c a

2 2 2
   

  .شوندصل میاصورت زیر حبه) 3-4(دست آمده براي ضرایب، روابط با توجه به مقادیر به

) 4 -10(   
                             

4 22 2
1 2 2 1

r 2 2
a a a a1 P 1 3 4 cos 2

2 r r 2 r r

   
) 4 -11(  

 

                      

42 2
1 2 2 1

2 2
a a a1 P 1 3 cos 2

2 r r 2 r
   

) 4 -12(   

 
  2 1

r sin 2
2

   
ي نتایج حاصل از حلّ تحلیلی پیشنهادي و روابط بالا وجود دست آمدن این روابط، امکان مقایسهبا به

  .دارد
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  بررسی نتایج  4-3

اي در مرزهاي خارجی بوده و فشار در داخل گشودگی صفر صفحهدرون بارگذاريکه ورق تحت  درحالتی

 رولی د ؛هاي شعاعی و برشی در مرز گشودگی صفر هستند؛ تنش)گشودگی عاري از بار است(باشد 

ي، مقدار عددي تنش شعاعی در اطراف گشودگی، برابر ومرز گشودگی دایر درصورت اعمال بار فشاري 

به همین دلیل علاوه بر بررسی مجزاي تنش محیطی در اطراف  .بر آن است ر بار فشاري وارد شدهمقدا

نمایش داده شده است،  )13-4( ي،که در رابطه1بندي معیار تسلیم فن میزس ولشکلاز  ،يوگشودگی دایر

ت حضور تنش صورتا علاوه بر تنش محیطی در ؛شودتنش معادل در این نقاط استفاده می يبراي محاسبه

  . ، مورد بررسی قرار دادصورت کلی تنش را در نقاط مختلفشعاعی در اطراف گشودگی بتوان به

) 4 -13(          2 2
Von r r   

در مرز ت یکنواخاي در مرزهاي خارجی و فشار صفحهري درونادر این بخش نتایج حاصل از بارگذ

 .شودبررسی می 20براي ورق بلند با نسبت ابعادي  گشودگی،

  يمحورکشش تک١- ٣- ۴

  ورق همگن 1- 1- 4-3

باعث  ،یکنواخت در داخل گشودگی دایروي ورق رحضور فشاکه  ،توان دریافتمی 1-4 شکلبا توجه به 

 فشاراین مقدار افزایش برابر مقدار . شودنقاط اطراف گشودگی میافزایش یکنواخت تنش محیطی در 

استخراج شده از  ي حلّ پیشنهادي و حل تحلیلیبا مقایسه .شده به داخل گشودگی است وارد یکنواخت

انجام  افزارينرمتوان دقت بالاي حلّ تحلیلی پیشنهادي و تحلیل ها، می، براي هر کدام از بارگذاريمراجع

  .شده را تأیید نمود

                                                        
1 . Von Mises Yielding Criterion 



82  

 
  محورهتحت کشش تک همگندر ورق  توزیع تنش محیطی در نقاط اطراف گشودگی 1-4 شکل 

  

 شد، از معیار فن میزس برايطور که گفته همانبا توجه به حضور تنش شعاعی در اطراف گشودگی 

 افزایش 2-4 شکلبا توجه به . شودمیدست آوردن مقدار تنشی واحد در نقاط اطراف گشودگی استفاده به

تنش  نمودارحفظ شکل کلی  .باشدمشهود می طور کاملبهتنش فن میزس نسبت به تنش محیطی  مقدار

ثابت بودن مقدار تنش شعاعی در تمام زوایاي گشودگی  ي دهنده نشانمعادل نسبت به تنش محیطی 

ر د .دهددقت خوب حلّ مورد بررسی را نشان می ،نزدیکی جواب تحلیل عددي و حلّ پیشنهادي. است

به علت ذات تنش معادل  P=0در حالت . شودتفاوتی در رفتار تنش مشاهده می =5/0Pو  P=0 نمودار

پذیرد، تنش تواند مقدار منفی بپذیرد، در نقاطی که تنش محیطی مقادیر منفی میفن میزس ،که نمی

در نقاطی که تنش  =5/0Pمورد  در. دهدخود را نشان می ،صورت قدر مطلقمیزس بهمعادل فن

توان صرف می ،از جملاتی که این تنش در آن حضور دارند ؛محیطی داراي مقادیر نزدیک به صفر است

 مودارندرنتیجه  و  5/0نظر کرد؛ زیرا تنش شعاعی در تمام نقاط اطراف گشودگی، داراي مقدار یکنواخت

  . است 5/0یکنواخت و برابر  باًیتقرتنش معادل نیز در این نقاط 
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  محورهتحت کشش تک همگندر ورق  توزیع تنش معادل فن میزس در نقاط اطراف گشودگی 2-4 شکل 

  
، توان نتیجه گرفتمی P=0هاي فشاري هاي مربوط به بارگذارينموداري با مقایسه 3-4شکلدر مورد 

. صورت یکسان رخ داده استجایی در تمام نقاط بههاي تنش محیطی مقدار افزایش جابهنمودارکه همانند 

  .علت حضور تنش شعاعی یکنواخت در اطراف گشودگی استاین رفتار به

 
  محورهتحت کشش تک همگندر ورق  جایی شعاعی در نقاط اطراف گشودگیجابه 3-4 شکل 
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  ورق ناهمگن نوع اول 2- 1- 4-3

در ورق ناهمگن نوع دوم، همانند ورق  یرويداتوزیع تنش محیطی در اطراف گشودگی  4-4شکلدر 

با مقدار بار  بررایابد؛ ولی این مقدار افزایش بشار درون گشودگی افزایش میفهمگن با افزایش مقدار 

تنش محیطی حدود  ،در تمامی مقادیر بار فشاري در داخل گشودگی 1-4با توجه به جدول. فشاري نیست

 طور مستقیم بهعلت آنکه فشار وارد شده در گشودگی بهبه. یابدبار فشاري افزایش میمقدار  93/0-91/0

نی در ورق ناهمگن نوع اول، تأثیر چندانی هاي میاافزایش سفتی لایه ،شوداطراف گشودگی وارد می نقاط

   .بارگذاري فشاري ندارد براثرافزایش تنش محیطی  بر مقدار

 درصد افزایش تنش محیطی در اطراف گشودگی ورق ناهمگن نوع اول تحت بارهاي مختلف فشاري 1-4 جدول 

P    P 0
  

  
P 0

  درصد افزایش   
5/0  278/0-  742/0-  464/0  8/92  

1  167/0  742/0-  91/0  91  
2  111/1  742/0-  853/1  6/92  

 
  محورهگن نوع اول تحت کشش تکدر ورق ناهم توزیع تنش محیطی در نقاط اطراف گشودگی 4-4 شکل 

  
. باشد، همانند ورق همگن می5-4شکلرفتار تنش معادل فن میزس براي ورق ناهمگن نوع اول در 

- ، در تنش معادل فنناهمگن دو نوع از ورق براي هرطی توزیع تنش محی هاي بیان شده درهرچند تفاوت
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و وابسته به  دگی ورق مستقل از جنس ورقمقدار تنش شعاعی در اطراف گشو .شودمی میزس نیز مشاهده

  . باشدراف گشودگی میطنقاط اي تعادل در ارضاي معادله رفتار، علت این. باشدمی بارگذاري فشاري

 
  محورهشش تکدر ورق ناهمگن نوع اول تحت ک توزیع تنش معادل فن میزس در نقاط اطراف گشودگی 5-4 شکل 

  
نسبت به افزایش  این ورق  جایی شعاعی در نقاط اطراف گشودگیدهد، که جابهنشان می 6- 4شکل 

ولی مقدار این افزایش همانند  .همانند ورق همگن با نرخ افزایشی همراه استبارگذاري فشار یکنواخت، 

     .باشدتنش محیطی کمتر از ورق همگن می

  محورهجایی شعاعی در نقاط اطراف گشودگی در ورق ناهمگن نوع اول تحت کشش تکجابه 6-4 شکل 
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  ورق ناهمگن نوع دوم 3- 1- 4-3

شار داخلی با افزایش مقدار ف ،مربوط به ورق ناهمگن نوع دوم، مانند ورق همگن  8-4و  7-4 شکلدر 

برخلاف ورق ناهمگن نوع اول، در این نوع . یابدش میمیزس افزای مقدار تنش محیطی و تنش معادل فن

میزس، براثر بارگذاري فشاري در درون سبب آن تنش معادل فنافزایش تنش محیطی و به ارمقدورق 

مقدار افزایش تنش این  که ،شودمشاهده می 2-4در جدول  .باشدگشودگی، بیشتر از مقدار بار فشاري می

   . باشددرصد می 23تا  13ري، برابر سبت به مقدار بار فشان محیطی

 درصد افزایش تنش محیطی در اطراف گشودگی ورق ناهمگن نوع دوم تحت بارهاي مختلف فشاري 2-4 جدول 

P    P 0
  

  
P 0  

صد افزایشدر
  

5/0  787/0-  405/1-  618/0  123  
1  260/0-  405/1-  145/1  114  
2  859/0  405/1-  264/2  113  

  

 
   محورهورق ناهمگن نوع دوم تحت کشش تک در توزیع تنش محیطی در نقاط اطراف گشودگی 7-4 شکل 
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  محورهورق ناهمگن نوع دوم تحت کشش تک در توزیع تنش معادل فن میزس در نقاط اطراف گشودگی 8-4 شکل 

دهد؛ که در مقایسه با ورق ناهمگن جایی شعاعی در ورق ناهمگن نوع دوم را نشان میجابه 9-4شکل 

شکل شدن گشودگی در ورق ناهمگن نوع دوم بیشتر از ورق دار بیضويتوان دریافت، که مقنوع اول می

جایی نقاط نسبت به هم  در هر دو نوع ورق نوع اول است؛ ولی حضور بار فشاري تغییري در اختلاف جابه

  . است) (ي تنش شعاعی و مستقل بودن آن نسبت به زاویه علت این امر حضور مؤلفه. کند ایجاد نمی

 
  محورهدر ورق ناهمگن نوع دوم تحت کشش تک جایی شعاعی در نقاط اطراف گشودگیجابه9-4 شکل 
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  =n 2 يبارگذاري دومحور٢- ٣- ۴

  ورق همگن 1- 2- 4-3

و =n 2ا دقت بالاي حل تحلیلی پیشنهادي براي ورق همگن تحت بارگذاري دومحوره ب 10-4شکل در 

     هايشکل .شودمشاهده می ،مراجع ازبار فشاري داخل گشودگی، به نسبت حل تحلیلی استخراج شده 

مربوط  شکل یرازغ به ؛مربوط به تنش معادل فن میزس داراي روند و نتایج مشابهی هستند 2-4و  4-11

 11- 4 شکلدگی، در به دلیل مثبت بودن مقادیر تنش محیطی در نقاط اطراف گشوکه  ،=5/0Pو  =0Pبه 

محوره در تمام مقادیر فشار داخل گشودگی روندي میزس بر خلاف بارگذاري کشش تک تنش معادل فن

هاي جایی شعاعی براي بارگذارينیز نتایجی یکسان را براي جابه 3-4و  12-4هاي شکل. داردمشابه 

  .فشاري مشابه، به همراه دارند

  
  =n 2 تحت بارگذاري دومحوره همگنتوزیع تنش محیطی در نقاط اطراف گشودگی در ورق  10-4 شکل 
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  =n 2 تحت بارگذاري دومحوره همگنمیزس در نقاط اطراف گشودگی در ورق دل فناتوزیع تنش مع 11-4 شکل 

  

 
  =n 2بارگذاري دومحوره  همگن تحتجایی شعاعی در نقاط اطراف گشودگی در ورق توزیع جابه 12-4 شکل 

  

  ورق ناهمگن نوع اول 2- 2- 4-3

نیز رفتاري مشابه  =2nدر بارگذاري دومحوره محوره، بار کشش تکهمانند  ،ناهمگن نوع اولورق 

 3-4با توجه به جدول . این رفتار مشهود است 13-4 شکلدر . دهدمی نسبت به بارگذاري فشاري نشان
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 يبار فشارمقدار  92/0مقدار افزایش تنش محیطی در ورق ناهمگن نوع اول تحت این بارگذاري، حدود 

   .یابدوارد شده بر گشودگی افزایش می

  تحت بارهاي مختلف فشاري اولنش محیطی در اطراف گشودگی ورق ناهمگن نوع درصد افزایش ت 3-4 جدول 

P    P 0
  

  
P 0  

درصد افزایش
  

5/0  147/4  684/3  462/0  4/92  
1  611/4  684/3  927/0  7/92  
2  539/5  684/3  856/1  8/92  

  

 
    =2n ورق ناهمگن نوع اول تحت بارگذاري دومحوره در توزیع تنش محیطی در نقاط اطراف گشودگی 13-4 شکل 

  
جایی شعاعی در نقاط اطراف تنش معادل فن میزس و جابهتوزیع  به ترتیب   15-4و  14-4 شکل

در این نوع بارگذاري در ورق ناهمگن نوع اول، تنش . بارگذاري مورد بررسی هستندتحت  ورق گشودگی

- ها و جابهافزایش یکنواخت تنش. دهدرفتاري مشابه به ورق همگن را از خود نشان می معادل فن میزس

  .   ي مستقل بودن تنش محیطی و شعاعی حاصل از بار فشاري استدهندهجایی شعاعی، نشان
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  =2n توزیع تنش معادل فن میزس در نقاط اطراف گشودگی در ورق ناهمگن نوع اول تحت بارگذاري دومحوره 14-4 شکل 

  

 
  =2n حت بارگذاري دومحورهدر ورق ناهمگن نوع اول ت جایی شعاعی در نقاط اطراف گشودگیجابه 15-4 شکل 

  
  ق ناهمگن نوع دومرو 3- 2- 4-3

- که روند افزایش مقادیر تنش و جابه ،شودمشاهده می 18-4و  17-4، 16-4هاي شکلبا توجه به 

با این . است محوره و بار فشاري درون گشودگی،مشابه ورق ناهمگن نوع دوم تحت کشش تک ،جایی
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 بیشتر از مقدار فشاردرصد  10کمتر از  زایش تنش محیطی، مقدار اف=2n دومحورهتفاوت که در بارگذاري 

   ).4-4جدول (باشد وارد شده به گشودگی می نواختیک

  

 
  =2n در ورق ناهمگن نوع دوم تحت بارگذاري دومحوره توزیع تنش محیطی در نقاط اطراف گشودگی 16-4 شکل 

  

 
  =2n در ورق ناهمگن نوع دوم تحت بارگذاري دومحوره توزیع تنش معادل فن میزس در نقاط اطراف گشودگی 17-4 شکل 
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  هاي مختلف فشاريدرصد افزایش تنش محیطی در اطراف گشودگی ورق ناهمگن نوع دوم تحت بار 4-4 جدول 

P     P 0   
P 0  

 درصد افزایش

  
5/0  31/7  77/6  54/0  108   

1  86/7  77/6  09/1  109  
2  96/8  77/6  19/2  5/109  

 
  =2n در ورق ناهمگن نوع دوم تحت بارگذاري دومحوره جایی شعاعی در نقاط اطراف گشودگیجابه 18-4 شکل 

  
  =n-2 يدومحوربارگذاري ٣- ٣- ۴

  ورق همگن 1- 3- 4-3

براي ورق همگن تحت  19-4 شکلدر  ،=2nبا  محورهمحوره و دوتک مانند ورق همگن تحت باره

تحلیل  دست آمده از حلّمقدار تنش محیطی بهی، و بار فشاري داخل گشودگ-=n 2ا بارگذاري دومحوره ب

پیشنهادي  بسیار نزدیک به هم و مقدار خطاي حلّتحلیلی استخراج شده در مراجع،  حلّپیشنهادي و 

دلیل ي اول؛ بهنکته. ، دو نکته قابل بیان استتنش معادل فن میزسمربوط به  20-4 شکلدر . ناچیز است

تنش معادل فن  نمودارنقاطی از اطراف گشودگی در زوایایی خاص، منفی بودن مقادیر تنش محیطی در 
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علت حضور تنش شعاعی در تنش معادل فن میزس، ي دوم بهنکته. شودشکل میVصورت میزس به

این پدیده در  .شودمواجه می ،با افزایش نمودارمتناسب با مقدار فشار وارد شده در داخل گشودگی، کل 

؛ ولی مشاهده شدهمراه فشار یکنواخت در داخل گشودگی، هاي مختلف بهاريتمام حالات ورق با بارگذ

   .تر شده استتر و ملموسي این پدیده قابل فهمدر این نوع بارگذاري، مشاهده نمودارعلت شکل خاص به

 
  =n-2 در ورق همگن تحت بارگذاري دومحوره توزیع تنش محیطی در نقاط اطراف گشودگی 19-4 شکل 

  

 
  =n-2 در ورق همگن تحت بارگذاري دومحوره توزیع تنش معادل فن میزس در نقاط اطراف گشودگی 20-4 شکل 
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 12-4شکلا داراي نتایجی یکسان ب ،جایی شعاعی در نقاط اطراف گشودگیمربوط به جابه 21-4 شکل

علت این شباهت مستقل بودن تأثیر  .است=n 2بارگذاري دومحوره با  تحتمربوط به ورق همگن 

  .باشدجایی شعاعی، نسبت به نوع بارگذاري میبارگذاري فشاري بر مقدار جابه

 
  =n-2 در ورق همگن تحت بارگذاري دومحوره جایی شعاعی در نقاط اطراف گشودگیجابه 21-4 شکل 

  
  ورق ناهمگن نوع اول 2- 3- 4-3

همانند ورق ناهمگن نوع اول  تنش محیطی در نقاط اطراف گشودگی دایروي 22-4 شکلبا توجه به 

مقدار افزایش  بدان معنا که. استیکنواخت در داخل گشودگی، و فشار =2nتحت بارگذاري دومحوره با 

ي آن با و مقایسه 5-4 با توجه به جدول .باشدمیي کمتر از مقدار بار فشاري اثر بار فشارتنش محیطی بر

صورت فشاري و چه مقدار بار وارد شده در مرز خارجی چه به ، کهتوان نتیجه گرفتمی 3-4 جدول

       .افزایش تنش محیطی نسبت به افزایش بار فشاري در داخل گشودگی ندارد کششی تغییري در میزان

جایی به ترتیب براي تنش معادل فن میزس و جابه 24-4و  23-4هاي اصل شده از شکلنتایج ح

  .باشدشعاعی براي این نوع ورق با ورق همگن با بارگذاري مورد بررسی مشابه می
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  تحت بارهاي مختلف فشاري اول درصد افزایش تنش محیطی در اطراف گشودگی ورق ناهمگن نوع 5-4 جدول 

P    P 0
  

  
P 0  

درصد افزایش
  

5/0  704/4-  168/5-  464/0  8/92  
1  240/4-  168/5-  928/0  8/92  
2  313/3-  168/5-  855/1  7/92  

  

 
  =n- 2 در ورق ناهمگن نوع اول تحت بارگذاري دومحوره توزیع تنش محیطی در نقاط اطراف گشودگی 22-4 شکل 

  

 
  =n-2 ذاري دومحورهدر ورق ناهمگن نوع اول تحت بارگ توزیع تنش معادل فن میزس در نقاط اطراف گشودگی 23-4 شکل 
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  =n- 2 در ورق ناهمگن نوع اول تحت بارگذاري دومحوره جایی شعاعی در نقاط اطراف گشودگیجابه 24-4 شکل 

  
  ورق ناهمگن نوع دوم 3- 3- 4-3

گن نوع دوم، توان دریافت، که رفتار تنش محیطی در نقاط اطراف ورق ناهممی 25-4 شکلبا بررسی 

. همانند ورق ناهمگن نوع اول مستقل از فشاري یا کششی بودن بارگذاري در مرز خارجی ورق است

مقدار افزایش تنش  6-4 و 4-4که هم در جدولطوريبه. دهدنیز این نتیجه را نشان می 6-4جدول

  . فشاري استبار  09/1در حدود  گشودگی، داخل فشاري در یکنواخت اثر حضور بارگذاريمحیطی بر

  
  درصد افزایش تنش محیطی در اطراف گشودگی ورق ناهمگن نوع دوم تحت بارهاي مختلف فشاري 6-4 جدول 

P    P 0
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P 0

  
درصد افزایش

  
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2  240/7-  433/9-  193/2  6/109  
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  =n- 2 تحت بارگذاري دومحوره دومدر ورق ناهمگن نوع توزیع تنش محیطی در نقاط اطراف گشودگی  25-4 شکل 

جه به توضیحات بیان شده براي نمودار تنش محیطی و همچنین مستقل بودن مقدار تنش شعاعی با تو

با  دومحورهبا بارگذاري  را جایی شعاعی رفتاري مشابهجنس ورق، نمودار تنش معادل فن میزس و جابه از

2n=  دهدنشان میرا.  

 
  =n-2 تحت بارگذاري دومحوره دومدر ورق ناهمگن نوع  ع تنش معادل فن میزس در نقاط اطراف گشودگیتوزی 26-4 شکل 
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  =n-2 تحت بارگذاري دومحوره دومدر ورق ناهمگن نوع  جایی شعاعی در نقاط اطراف گشودگیجابه 27-4 شکل 

  
  بنديجمع 4-4

- در ورق همگن و ناهمگن تحت بارگذاري درونجایی شعاعی تنش محیطی و جابه اردمق ،در این فصل

نتایج تنش  با توجه به. شد خت داخل گشودگی، بررسیااي در مرزهاي خارجی و فشار یکنوصفحه

استخراج شده از منابع مورد  محیطی در ورق همگن دقت بالاي حلّ تحلیلی پیشنهادي نسبت به حلّ

در این  موردمطالعهعلت حضور تنش شعاعی در نقاط اطراف گشودگی در بارگذاري به .تأیید قرار گرفت

جاي بررسی تنش محیطی تنش معادل حاصل از معیار فن میزس مورد بررسی هفصل، پیشنهاد شد،که ب

 شد، که تنش شعاعی کاملاًهاي متفاوت مشخص نتایج این دو تنش در بارگذاريي با مقایسه. قرار گیرد

تنش محیطی در  برابر  که یدرحالمرزهاي خارجی ورق است؛  در ل از جنس ماده و بارگذاريمستق

در ورق ناهمگن نوع اول، . باشدبارگذاري فشار یکنواخت در داخل گشودگی به جنس ماده ورق وابسته می

ورق و براي  92/0-9/0بارگذاري فشار یکنواخت داخل گشودگی حدود  براثرقدار افزایش تنش محیطی م

  .باشدمقدار فشار وارد شده می  13/1- 09/1ناهمگن نوع دوم این مقدار برابر 
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  و پیشنهادها گیرينتیجه  5فصل
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  گیرينتیجه 5-1

   ايصفحهتحت بارگذاري درون ورق همگن ١- ١- ۵

محدود آباکوس،  يازافزار اجو تحلیل عددي صورت گرفته با نرمحلّ تحلیل پیشنهادي در اولین قدم 

با حلّ تحلیلی موجود در مراجع  ،اي خارجیهاي در مرزصفحهمگن تحت بارگذاري درونبراي ورق ه

ي درستی روند حل براي ورق همگن نشان دهنده و تحلیل عددي دقت بالاي حلّ پیشنهادي. مقایسه شد

علت این خطا نزدیک  .حلّ پیشنهادي دچار اندکی خطا شد ،با کوچک شدن نسبت ابعادي ورق. باشدمی

  .ابعاد ورق به ورق کوتاه استشدن 

  ايصفحهتحت بارگذاري درون ورق ناهمگن٢- ١- ۵

- ق همگن و هم ناهمگن قابل استفاده میردست آمد، که هم براي وهحلّ تحلیلی پیشنهادي طوري ب

انحراف بسیار  ،افزار آباکوسمبا نر انجام شده حلّ تحلیلی پیشنهادي و تحلیل عددينتایج حاصل از  .باشد

 جنس .راي ورق ناهمگن استبپیشنهادي  ي درستی روند حلّدیگر داشتند؛ که نشان دهندهکمی از یک

جایی شعاعی در ورق ناهمگن نوع اول در مقایسه با ورق همگن باعث کاهش مقدار تنش محیطی و جابه

ري این کاهش مستقل از نوع و مقدار بارگذا 20براي ورق بلند با نسبت ابعادي  .نقاط اطراف گشودگی شد

نسبت  هاي میانیعلت سفتی کم لایهبه ،در ورق ناهمگن نوع دوم. باشددرصد می 26حدود ، در دومحوره

این درصد افزایش همانند ورق  .جایی شعاعی افزایش یافتمقدار تنش محیطی و جابه ،به ورق همگن

- علت آنکه جابهبه. تاس درصد 34در حدود در مرزها، مگن نوع اول، مستقل از نوع و مقدار بارگذاري هنا

باشد؛ درصد افزایش و کاهش این دو ها وابسته به تنش محیطی میتنجایی شعاعی در این نوع بارگذاري 

افزایش و کاهش تنش محیطی درصد از  ،با کوتاه شدن نسبت ابعادي ورق .باشندکمیت به هم نزدیک می

همانند ورق  همچنین،. شود، کاسته میجایی شعاعی به ترتیب براي ورق ناهمگن نوع دوم و اولو جابه

   .یابدمی افزایش، درصد خطاي حلّ پیشنهادي ورقنسبت ابعادي ا کاهش بهمگن 
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 بارگذاري فشار یکنواخت درون گشودگیو   ايصفحهتحت بارگذاري درون ورق ٣- ١- ۵

تنش شعاعی مقدار قابل توجهی در نقاط اطراف  ،یکنواخت درون گشودگی يبار فشار وجودبا  

ي تنش در نقاط اطراف گشودگی که براي مطالعه ،شودبه همین دلیل، پیشنهاد می. کندودگی پیدا میگش

ي تنش محیطی و تنش معادل فن با مقایسه. جاي تنش محیطی استفاده شوداز تنش معادل فن میزس به

رجی ورق مرزهاي خادر  مستقل از جنس ماده و بارگذاري میزس دریافته شد، که تنش شعاعی کاملاً

یکنواخت در داخل گشودگی به جنس ماده ورق وابسته  يتنش محیطی در برابر بار فشار که یدرحالاست؛ 

بارگذاري فشار یکنواخت داخل  براثردر ورق ناهمگن نوع اول، مقدار افزایش تنش محیطی . باشدمی

مقدار فشار وارد   13/1-09/1و براي ورق ناهمگن نوع دوم این مقدار برابر  92/0-9/0گشودگی حدود 

شود؛ تأثیر جنس ورق بر شدت می مشخصکه از مقادیر افزایش تنش محیطی طورهمان .باشدشده می

صورت مستقیم به مرز داخلی خت بهافشار یکنو ،دلیل آنکهبه. باشدمقدار افزایش تنش محیطی کم می

  .تنش محیطی ندارند هاي داخلی ورق تأثیر چندانی بر مقدارلایه ،شودگشودگی وارد می

  ها شنهادیپ 5-2

  .گردد یمهایی در زیر مطرح ي این تحقیق پیشنهادبا توجه به روند حل براي ادامه

جایی ورق نازك و بلند ناهمگن با گشودگی دایروي، تحت بارگذاري بررسی تنش و جابه .1

نتایج این  ي آن باداخل گشودگی، با توابع ناهمگنی دیگر و مقایسه در و فشار يا صفحه درون

 .تحقیق و در نهایت پیشنهاد یک تابع ناهمگنی بهینه براي این مسأله

، تحت بارگذاري یچندضلعجایی ورق نازك و بلند ناهمگن با گشودگی بررسی تنش و جابه  .2

 .همچنین بررسی تأثیر چرخش گشودگی بر مقادیر تنش و مکان بیشینه تنش. يا صفحه درون
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نازك و بلند ناهمگن با گشودگی دایروي، تحت بارگذاري حرارتی و جایی ورق بررسی تنش و جابه .3

ر حرارتی در داخل گشودگی و یا شا بررسی تنش در اثر. اي و فشار داخل گشودگیصفحهبار درون

 .هاي ناهمگنی باشدپاسخی به بسیاري از کاربردهاي ورق ،تواندمی مرزهاي خارجی

، تحت بارگذاري یچندضلعناهمگن با گشودگی جایی ورق نازك و بلند بررسی تنش و جابه .4

ي شکل گشودگی ورق براي تعیین بهینه. و فشار داخل گشودگی يا صفحه درونحرارتی و بار 

 .هاي ترکیبی مکانیکی و حرارتیبارگذاري براثرکاهش تنش در نقاط اطراف گشودگی 

ن با بارگذاري بررسی ورق ناهمگن تحت بار خمشی در مرزهاي خارجی و داخلی و ترکیب آ .5

  .اع همگرایی مناسب براي این نوع بارگذاريعدست آوردن یک شهمچنین به.ايصفحهدرون
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Abstract  

The continuous changes of the mechanical and thermal properties of functionally graded 

materials lead to elimination of the residual stress and effect of the stress concentration, 

which make increase the strength of this material. For the correct design of perforated 

inhomogeneous plate is needed to know the accurate information about the deformation 

and stress distribution in different points of the plate especially around the hole. In this 

paper, is tried to present the analytical solution to calculate the stress distribution around 

the circular hole in finite FG plate, by using the complex potential functions method. The 

plate subjected to constant uniaxial or biaxial stress; In addition, the boundary of hole is 

subjected to uniform pressure loading. One of the most important goal of this research is to 

study the effect of compression stress applied to the hole boundary on stress distribution 

around the hole. The variation of Material properties, especially Young's modulus, is in a 

radial direction and concentric to the hole. The special exponential function, with specific 

convergence radius, is used to describe the variation of mechanical properties. The finite 

element method has been used to check the accuracy of analytical results for homogeneous 

and inhomogeneous plates, also for all loading cases. In the presence of applied load at the 

boundary of circular hole, amount of radial stress in addition to hoop stress is considerable. 

Therefore the Von Mises stress is used to study the stress around the hole. 

Keywords  FG Plate, Inhomogeneous Materials, Circular Hole, Potential Functions, 
Stress Concentration. 
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