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ABSTRACT 

 

Boundary conditions are known to have an important influence on the buckling 

behavior of cylindrical panels. This project is devoted to a circular cylindrical panel 

with two kind of boundary conditions. In the first kind, two curved edges simply 

supported and two edges free and in the second kind three edges simply supported and 

one edge free. In this project, simulation and analysis of steel cylindrical panels with 

various lengthes, thickness, Radius and angles, subjected to axial compression, were 

systematically carried out using finite element numerical method and analytical method. 

In analytical method, the deflection function and the force function-the Airy 

function are formulated with respect to the boundary conditions. The Donnell equations 

for linear buckling of shells are reduced to generalized eigenvalue problem with the use 

of Galerkin method. The results obtained from analytical methods were compared with 

numerical results. A good accordance was observed between the results obtained from 

the finite element simulation and the analytical methods. The results of numerical and 

analytical investigation are presented in figures. 
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 اول فصل

 مقدمه

 هاتعريف پوسته -1-1
باشد و هايي هستند كه شکل اوليه آنها به ترتيب تخت و خميده مي ها سازهورقها و پوسته

 ضخامت آنها نسبت به دو بعد ديگر بسيار كوچکتر است. 

ناميده  1ليا پان ،اي بازاستوانه در اين صورت پوسته ،اي بسته جدا شوداگر يك قسمت از پوسته استوانه

 .]11[مي شود

مي دهند و  نشانپايداري در برابر بارهاي اعمالي را از خود  هاي حالتين بهترها يکي از پوسته

مي  بيشتر مورد توجه ،هم چنين داراي استفاده گسترده مي باشند. به ويژه اگر وزن آن ها كم باشد

ضخامت ديواره را وادار كرده است كه  طراحان ،در پوسته هابا مقدار زياد يي تنش ها ايجاد. باشند

برسد. چنين  1111به مقدار  (R/t)تا جايي كه نسبت شعاع به ضخامت  را كاهش دهندها پوسته

هاي نازك اغلب با مقاومت در برابر نسبتي به ندرت ايجاد مي شود. ظرفيت تحمل بار در پوسته

براي پيش بيني گسيختگي دركمانش  قابل اطمينان. بنابراين ايجاد يك راه مي شودكمانش محدود 

 .]6[، لازم است2مخرب

                                                 
1 Panel 
2 Catastrophic buckling 
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 هاكاربرد پوسته -1-2
زير  عنوان مثال درمورد استفاده قرار مي گيرد. به  بسياري از سازه هااي در ي استوانههاپوسته

ها به دليل وزن كم و مقاومت . پوستهداردهاي فلزي و هوافضايي پيشرفته كاربرد زه دريايي ها و سا

هاي زه اي باز علاوه بر سااد كاربرد وسيعي در صنايع دارند. هم چنين پوسته هاي استوانهزي

هواپيمايي، در بام ها و سقف سازي مورد استفاده قرار مي گيرد كه به صورت استوانه كامل نمي باشند 

اي از تههاي پوسو دو انتهاي آن روي پايه هاي صلب قرار گرفته اند. با درك ويژگي هاي مهم سازه

در طراحي و ساخت سازه هاي  ها جمله قدرت تحمل بار، و راحتي ساخت، مهندسين همواره از پوسته

هاي سخت مورد  زهدر هواپيماها و كشتي ها و ساير سا از وقتي كه پانل كنند.مختلف استفاده مي

رزش براي بررسي اي يك زمينه با ااستفاده قرار گرفته است، كمانش كلاسيك در پانل هاي استوانه

تحت بارهاي محوري فشاري قرار گرفته و دچار  استدر طول عمر خود ممکن  هاسازهاين مي باشد. 

لازم است باري كه پوسته تحت آن  ،اي تحت بار فشاريبراي طراحي يك پوسته استوانهكمانش شوند. 

 كند، محاسبه شود.بار كمانش مي

 

 تعريف كمانش -1-3
ر شکل ناگهاني سازه در برابر بار وارده به آن است. اين بار غالبا به صورت كمانش به مفهوم تغيي

بلند و باريك تحت بار فشاري با مقدار كم قرار  زه. وقتي كه يك سا]3[گرددفشاري به سازه اعمال مي

مي گيرد، به سختي تغيير شکل مي دهد. هر گونه تغيير قابل توجه در هندسه و بار مي تواند اين 

فشاري قرار گرفته است، در محوري شکل را ايجاد كند. براي مثال وقتي يك ميله تحت نيروي تغيير 

. هم مي گرددابتدا اندكي كوتاه مي شود و در يك بار بحراني كه انحنا پيدا كرده است، دچار كمانش 

نش چنين در حالتي كه يك حلقه دايره اي نازك تحت فشار شعاعي قرار مي گيرد، پيش از آنکه كما

باعث ايجاد تعدادي موج محيطي در آن شود، حلقه از نظر اندازه اندكي كوچك شده است. براي يك 

محوري قرار گرفته است، ستون ابتدا كوتاه شده و سپس به  يفشاربار ستون صليبي شکل كه تحت 

 شکل پيچشي كمانش پيدا مي كند.
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 به توسعه سودمند روش هاي جربودن نسبي معادلات ديفرانسيل غيرخطي طي سالها، من پيچيده

، ها گران تجربي سازهتحليل بسياري از نتيجه در آناليز خطي براساس تقريبات نامعين شده است.

 اندداده مورد مطالعه قرار ،قواعد تئوري پايداري الاستيك را به عنوان يك مجموعه منحصر به فرد از

 .معمولي وابسته هستند تغييرمکان شيه اي به آناليز تنش وكه فقط به طورحا

-اين حال ما با باشد.دررفتارخطي اجسام شکل پذيرمتناسب با مقداربارگذاري مي هاتغييرمکان

درنتيجه آناليز  كوچك بار. افزايشعلت  ها بهتغييرمکان سبافزايش نامتنا هيت كمانش عبارت است از

رفتارغيرخطي درمکانيك اجسام  مکانيك خطي. قالب مکانيك غيرخطي مي گنجد تا در كمانش بيشتر

كرنش وارد -طريق رابطه تنش از شکل پذير يا يك پديده فيزيکي است يا هندسي. يعني مي تواند

 ]1[.تئوري شودبحث 

تقسيم به شرح زير كمانش كه به عنوان ناپايداري در سازه ها معرفي شده است، مي تواند به دو بخش 

 شود.

 

  ]2لوی -چن -موو گالا [ 1شاخه ایدو كمانش  -1-3-1

تغيير مي كند. )تغييرات از كوتاه  به صورت جانبياي خيز تحت بار فشاري شاخهدو در كمانش 

 .]3[شدن در جهت محوري به خيز جانبي(

به )تلاقي مسير اوليه و ثانويه( خيز  -شاخه اي رخ مي دهد، بار در فاصله باردو وقتي كه كمانش 

ر كمانش ساده ناميده مي شود. مسيري از خيز كه قبل از شاخه است عنوان بار كمانش بحراني و يا با

به عنوان مسير اوليه شناخته شده است و مسيري از خيز كه بعد از شاخه قرار دارد به عنوان مسير 

. بسته به ساختار و بار، مسير ثانويه مي تواند متقارن و يا غير ناميده مي شودثانويه و يا پس كمانش 

 (1-1)هاي اين مسير مي تواند بالا رود و يا پايين بيايد. اين موضوع در شکل  هم چنين .تقارن باشدم

 است. ( نشان داده شده3-1تا )

                                                 
1 Bifurcation buckling 
2 Galambos-Chen-Lui 
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 ]3[كمانش پايدار منحنی كمانش شاخه ای متقارن و پس وای  شاخه دوكمانش  -1-1 شكل

 
 [3]اپايدارمنحنی كمانش شاخه ای متقارن و پس كمانش نو شاخه ای دو كمانش  -2-1شكل 

 
 [3]كمانش شاخه ای نا متقارن وشاخه ای دو كمانش  -3-1شكل 

 1محدوديت بار كمانش -1-3-2
شاخه اي دو به يك بار ماكزيمم بدون هيچ گونه كمانش  زهدر حالت محدوديت بار كمانش، سا

سيختگي گ .( نشان داده شده است4-1كه در شکل ) رسيده استتنها با مود اول مربوط به خيز، قبلي 

                                                 
1 Limit Load Buckling 



 

 

 محوري با شرايط مرزي متفاوت. بار بررسي تحليلي و عددي كمانش پوسته استوانه اي باز تحت اثر 

 

 5 

و كمانش به صورت آشفته و محدود )تنها پوسته  2و طاق هاي كروي 1كمان هاي كم عمق مورددر 

  نمونه هايي از محدوديت بار كمانش هستند.هاي منحصر به فرد( 

ساير دسته بندي ها در مورد كمانش بر اساس مقدار جابجايي مي باشد كه جابجايي كوچك و يا 

كمانش استاتيکي در مقابل كمانش ديناميکي مي باشد. حالت ديگر بر  بزرگ مي باشد و يا بر اساس

 .]3[اساس رفتار ماده به صورت كمانش الاستيك در مقابل كمانش غير الاستيك است

 

 
 ]3[در طول كمانش مربوط به محدوديت بار كمانش 3گسيختگی -4-1شكل 

 

  

 
 ]3[مانشمربوط به محدوديت بار ك گیكمانش به صورت آشفت -5-1شكل 

                                                 
1 Shallow Arches 
2 Spherical Caps 
3 Snap 
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در فصل دوم به مرور كارهاي ديگران كه در گذشته صورت گرفته است پرداخته مي شود. در 

فصل سوم بررسي تحليلي مربوط به كمانش الاستيك در پانل ها و مقايسه نتايج آن با كارهاي قبلي 

مانش توسط ديگران انجام شده است. در فصل چهارم و پنجم هم به ترتيب كارهاي عددي مربوط به ك

الاستيك در پانل ها و مقايسه نتايج تحليلي و عددي با يکديگر انجام شده است. و در نهايت در فصل 

ششم نتيجه گيري صورت گرفته است. در واقع كاري كه نسبت به قبل صورت گرفته است اين است 

ت. هم كه بررسي هاي تحليلي تا حدي كامل تر بوده و اثر پارامتر هاي جديدتري بررسي شده اس

چنين كارهاي عددي نيز اضافه شده است و مقايسه بين آن ها صورت گرفته است كه در كارهاي 

 قبلي توسط ديگران انجام نشده است.
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 فصل دوم 

مروری بر تئوری ها و روابط موجود دركمانش 

 ایها و پانل های استوانهپوسته

  ی بر تحقيقات گذشتهمرور -2-1
-. خيزكمانش سازه ها داراي اهميت كاربردي از دهه هاي گذشته تا كنون بوده است مطالعه در

اگرچه  .مي باشد ، تاثيرات ديناميکي و نقص هاي اوليه در بررسي ها مورد اهميت، خزشهاي بزرگ

اي تحقيقات متعددي انجام شده است، ولي تاكنون رابطه براي محاسبه بار كمانش پوسته استوانه

محاسبه بار بحراني كمانش ارائه نشده است و روابط موجود با كمك فرضيات ساده كننده  دقيقي براي

 اند.حاصل شده

اي، بيش از يك قرن است كه مورد توجه محققين بسياري قرار هاي استوانهمساله كمانش پوسته

 اولين حل موجود بوده است. 1611 سال قبل از ايمعادلات پايداري پوسته هاي استوانه .گرفته است

 .]1[است شده ارائه 1111درسال  Lorenzوسيله به نه تحت بارمحورياستوا مربوط به

 Von misses و 1113سال در Sawtelجانبي به وسيله  يکنواخت تحت فشار هايپوسته كمانش حل

  .]1[ارائه شده است 1114 سال در

 استوانه تحت خمش را اي با بارگذاري مركب وهنستوااهاي پايداري پوسته رفتار 1132Fluggeدرسال 

 .ارائه شده است 1133 درسال Donnellاي تحت بار بوسيله نهاستوادر پوسته نتايج  .]1[ارائه نمود
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تحليل كمانش پيچشي لوله هاي جدار نازك بنا  براي 1133در سال  Donnellتئوري غير خطي 

اي براي تحليل مسائل تئوري به طور گسترده نهاده شد.به علت سادگي نسبي و دقت عملي، اين

 .]4[كمانش و پس كمانش به كار گرفته شده است

 .]5[نشان داده شده است 1133در سال  Krausتوسط اين تئوريقابليت هاي اجرايي 

اي غير دايره اي باز را آناليز كرده كه داراي پوسته هاي استوانه 1142در سال  Marguerreآقاي 

با در   Marguerreپيشنهاد .ه در لبه هاي طولي بوده و تحت گشتاور و فشار قرار داشتندتکيه گاه ساد

نظر گرفتن كمانش به صورت حداقل انحناي به صورت قطعي و واضح، به عنوان يك نقطه كليدي 

فراهم ساخت كه يك پوسته با مقطع  Kemperو Romanoپذيرفته شد. اين كار، الگو و نمونه را براي 

 .]8[ره اي تحت فشار خارجي را تحليل تنش كردندغير داي

اي شکل تحت بارهاي متفاوت و با شرايط اي دايرههاي استوانه، پانلو همکارانش Batdrof آقاي

اي غير دايره اي و پانل ها يك حالت پوسته هاي استوانه مرزي گوناگون را مورد بررسي قرار داده اند.

 .]7[يژه از آن جهت كه داراي اجزاي ساختاري مشترك مي باشندكلي تر براي بررسي مي باشند به و

اي باز با يك بررسي در مورد كمانش در پوسته هاي استوانه Krishnamoorthyو  Chu ،1187 سال در

 .]6[كه بر اساس فرضيات خيز هاي كوچك بودانجام دادند لبه هاي طولي آزاد 

مقدار بحراني بار فشاري در جهت  وردنروشي براي به دست آ Turulaو  Chu ،1171در سال

اي باز با لبه هاي طولي آزاد و داراي تکيه گاه ساده در دو انتها بر محوري براي يك پوسته استوانه

  .]6[پيشنهاد كرداساس فرضيه خيز هاي بزرگ قبل از كمانش 

به دسته اي از  اين روش براي بيان بار بحراني شامل دو معادله ديفرانسيل با مرتبه چهار است كه

 .مي شودنوشته شده تبديل  گرهمحدود غير خطي كه براي هر  تمعادلات تفاضلا

. خلاصه مطرح شد Masurو  Sechlerو  Fungتوسط  1172روش هاي محاسبه بار كمانش در سال 

 موجود است. ]6[مرجع  اي از حل هاي تئوري در

شود مربوط به كمانش پوسته هاي  بيشتر رابطه هاي تئوري و تجربي كه در مقالات ديده مي

اي كه تحت بار . براي پوسته هاي استوانهاستتحت بار محوري و يا فشار هيدرو استاتيك  اياستوانه

، بار كمانش از حل هاي كلاسيك به دست آمده است كه بر اساس فرضيه خيز ندمحوري قرار گرفته ا
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ج تجربي ضروري به نظر مي رسد. يك هاي كوچك، محاسبه بارهاي گسيختگي در مقايسه با نتاي

تئوري بر اساس فرضيه خيز هاي بزرگ است و يا وقتي كه  نتايجتطابق بهتر بين نتايج تجربي و 

 تاثيرات غير الاستيکي در بارهاي كمانش، ديده مي شود.   

و  Chu اي باز قبل ازبررسي هاي تئوري در كمانش مربوط به پوسته هاي استوانه

Krishnamoorthy   فقط به پانل هاي خميده با تکيه گاه ساده و گير دار در لبه هاي طولي آن كه

 تحت بار هاي عمودي و برش قرار داشت، مربوط مي شد.

در سال    Obodan  و Andreevمسائل مربوط به پانل ها با دو لبه تکيه گاه ساده به طور مختصر توسط 

 .]1[بررسي شده است 2114

 . ]11[اي با يك لبه آزاد را نشان دادنديك حل براي پانل استوانهو همکارانش  Chu آقاي 2118 در سال

اي باز با مقطع دايره از تنش بحراني پوسته استوانهقريبي يك ت 2118Magnucki هم چنين در سال

 .]11[را به دست آوردنداي تحت فشار محوري 

 

 ایتئوری پايداری در يک پانل استوانه -2-2
معيار يك سازه فقط و فقط زماني در حال تعادل پايدار به سر مي برد كه به ازاي بر اساس اين 

 . ]1[هر تغيير مکان به اندازه كافي كوچك ، تغيير انرژي پتانسيل كل آن مثبت باشد

بر اساس معيار ديناميکي از دست دادن پايداري، تعادل فقط و فقط در حالتي پايدار است كه به ازاي 

باعث نوساني شود كه به تعادل سازه محدود  ،اعمالي بر سازهكوچك ت، يك اغتشاش بار اعمالي ثاب

 باشد. )يعني سازه پس از اعمال نوسان به حالت اوليه تعادل خود بر مي گردد(.

اي ايزوتروپ تحت بار محوري بر اساس معادلات پايداري پايداري يك پانل استوانهدر اين فصل 

مسئله به يك معادله در ارتباط با تنش بحراني،  ست.ارسي شده الاستيك به صورت سه بعدي بر

اي با ضخامت كم بدست خلاصه شده است. يك بسط معادل براي تنش بحراني در يك پانل استوانه

 .نيز انجام شده است 1آمده است. هم چنين يك تحليل براي درستي فرضيه كير شهف

 

                                                 
1 Krischhoff 
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 ایهای استوانهمعادلات حاكم بر پوسته -2-3
ها غالبا مبتني بر دو نظرية متمايز است كه بسيار كاربرد دارد. اولي نظرية جزيه و تحليل پوستهت

را  1مطابق آن يك غشا قابل استفاده است واي از پوسته بخش عمده رايغشايي است كه معمولا ب

دو دانند كه داراي همان شکل ورق يا پوستة انعطاف پذير خواه مسطح و خواه خميده، جسمي مي

است كه  2تواند در برابر فشار نيز مقاومت كند. نظرية دوم نظرية خمشيبعدي است؛ جز اينکه مي

شود. نظرية خمشي عموما مشتمل بر يك حل غشايي است كه در نواحي شامل تأثيرات خمش مي

 داراي تأثيرات انقطاعي برجسته تصحيح شده است. بنابراين هدف اين نظريه بهبود حل غشايي نيست،

هاي متمركز است كه نظريه اي يا بارگذاريبلکه آناليز تنشها و كرنش هاي ناشي از نيروهاي لبه

-تواند آن را انجام دهد. شايان توجه است كه نيروهاي غشايي مستقل از خمش ميغشايي محض نمي

در گردد و چون هيچ گونه خواص ماده باشد و به طور كامل با شرايط تعادل استاتيکي تعريف مي

اي ها، از هر مادهشود، بنابراين نظريه غشايي براي همه پوستهاستخراج اين نيروها بکار گرفته نمي

توان براي حل مسائل كمانش ساخته شده باشد، قابل اعمال است. از تئوري غشايي به تنهايي نمي

 . ]11[ها استفاده كرد و بايد روابط حاصل از تئوري خمشي را بکار گرفتپوسته

 

با مقطع دايره  3ای بازتئوری خمشی در پوسته های استوانه  -2-3-1

 ای
باشد  xاي طوري قرار گيرد كه مولد استوانه موازي محوراي با مقطع دايرهاگر يك پوسته استوانه

يده مي نام اي بازاي دايرهو استوانه بسته نباشد، اصطلاحا پوسته به عنوان يك پوسته استوانه

( نشان داده شده است. اين پوسته ها عموما در سقف سازي و 1-2. به طوري كه در شکل )]11[شود

 قرار گرفته اند. 4ثابتدو انتهاي آن روي پايه هاي و بام ها مورد استفاده قرار مي گيرد 

  

                                                 
1 membrane 
2 bending theory 
3 Open Cylindrical shells 
4 Clamp 
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 ]11[ای باز دارای تكيه گاه صلب در دو انتهاپوسته استوانه -1-2شكل

 

نه تنها در صفحه مياني پوسته وجود دارد، در حالي كه  wو  vو  uجابجايي هاي ،در پوسته باز

xNو  xN 1صفحه اينيرو هاي برشي  بلکهوجود دارد  Nو  xNهاي منتج شده  نيروفقط    نيز

و  xQ عرضينيرو هاي برشي منتجه هاي و  xM ،M، xMممان هاي منتجه هاي موجود است. 

Q 11[نيز وجود دارد[. 

توان درك كرد كه مسائل تحليلي يك چنين پوسته اي باز، نسبت به حالتي كه تامل ميبدون 

 اي بسته است، بسيار پيچيده تر است.پوسته استوانه

ولي در اين حالت اين  ،اگر چه ايجاد معادلات حاكم به صورت دقيق در اين مسئله ساده مي باشد

ات ساده تر در تئوري پيشنهادي براي رسيدن نيستند و تمامي فرضي جوابمعادلات براي حل داراي 

 به يك حل مي باشد.

 است كه فرضيات زير را بيان كرده است. 2شورر ساده ترين اين تئوري ها مربوط به

 چيز در نظر گرفته شده است.ضريب پواسون نا 

 0  

مي تواند  xMكوچك است و بنا براين  Mعرضي در مقايسه با خمش  xMممان خمشي طولي 

 ناچيز در نظر گرفته شود. 

 0xM  

 در نظر گرفته شود. ناچيزمي تواند كوچك است و  Mدر مقايسه با  xMو  xM ه هايمنتج

 0 xx MM   

                                                 
1 In-Plane 
2 Schorer 



 

 

 محوري با شرايط مرزي متفاوت. بار بررسي تحليلي و عددي كمانش پوسته استوانه اي باز تحت اثر 

 

 12 

 را ناچيز در نظر گرفت. 12و  2مي توان  ،و با مقايسه بوده 1كرنش اصلي در جهت طولي  

 0212    

xN ،N ،xN ،xNه هاي منتج ،M  وQ ( نشان داده شده است2-2در شکل ).  با گرفتن

 ناچيز در نظر گرفته مي شود. xQاست در نتيجه 0xMچون  yممان در جهت محور

 

 ]11[تنش در المان پوسته های منتجه -2-2شكل

اي باز كه از با مقادير عددي در تنش هاي منتج شده براي پوسته هاي استوانهمي تواند  شورر فرضيات

  شود. مقايسهش به دست آمده است با آن چه كه از تئوري هاي دقيق تر به دست آمده است، اتئوري 

 ای بازمعادلات تعادل در پوسته استوانه  -2-3-2

با در نظر گرفتن معادله تعادل استاتيکي در يك المان مربوط به پوسته باز همان طور كه در 

 :]11[رابطه زير به دست مي آيد  x( نشان داده شد و حل آن در جهت محوري 2-2شکل )

 0)()( 






 dxXRddxNdxd

N
NRdNRddx

dx

N
N x

x

xx
x

x 


 



  

 :ddxRكه با تقسيم رابطه بر 

(2-1)  0








X

R

N

x

N xx




 

Ry) وبراي معادله با مرتبه اول  yبه طريق مشابه با حل كردن در جهت ) رابطه زير به دست مي

 :آيد
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(2-2)  0








Y

R

N

x

N x




 

XYZكه  مشاهده مي شود كه  zبا حل در جهت محور اجزاي بار خارجي در سه جهت هستند.  ,,

( نشان داده 3-2در اين جهت به طور مجزا بررسي شده اند. چنان كه در شکل ) Qو  Nاجزاي 

 شده است. 

 
 ]z]11در جهتتنش  های تجهاجزای من -3-2شكل

 

 بنا براين معادلات كامل آن به صورت زير است:

 0
2

sin2
2

cos
2

cos)( 



 









 dRdxZ
d

dxNdx
d

Qdx
d

d
Q

Q  

 به سمت صفر ميل كند معادله بالا به شکل زير در مي آيد: dچنان چه 

(2-3)  0



Z

R

N

R

Q 


 

 :( به دست مي آيد4-2رابطه ) xر جهت محوربا به كار بردن معادلات د

(2-4)  0)( 



 dxdRQdxMdxd

M
M 






  

 كه به صورت زير كاهش مي يابد:

(2-5)  0








Q

R

M
 

نتيجه مي  zبه طور دقيق ارضا شده است و در نهايت ممان حول محور yممان تعادلي حول محور

 دهد:

(2-8)  
 xx NN   
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، xN ،Nبنا براين پنج معادله تعادل ايجاد شده و اين معادلات براي بدست آوردن شش منتجه 

xN ،xN ،M  وQ  ناكافي مي باشد و معادلات بيشتري شامل كرنش ها، انحناها و جابجايي ها

 بايستي براي به دست آوردن يك راه حل جستجو شود.

كردن  حذفبا  ( مناسب به نظر مي رسد.8-2( تا )1-2از بين معادلات ) M برايايجاد يك رابطه 

Q ( مي توان داشت:5-2( و )3-2از بين معادلات ) 

(2-7)  0
22

2





Z

R

N

R

M 


 

 (  مي توان داشت:8-2( و )2-2( و )1-2از بين معادلات ) xNو  xNكردن  حذفبا 

(2-6)  0
22

2

2

2

























R

Y

x

X

R

N

x

N x  

 ( ، معادله منتج شده به صورت زير است:6-2( و )7-2از بين معادلات ) Nدر نهايت با خارج كردن 

(2-1)  0)(
11

22

2

2

2

44

4






























R

Z

R

Y

x

X

Rx

N

RR

M
x  

به  xNو  Mجابجايي، نشان داده شده است كه  و انحنا ،با در نظر گرفتن معادلات كرنش

يك معادله  بر حسب( 1-2است. هم چنين معادله ) wابجايي شعاعي در جهت عنوان تابعي از ج

 .به دست مي آيد wديفرانسيل جزيي از 

ای جابجايی در سطح ميانی پوسته استوانه –معادلات كرنش  -3 -2-3

 باز
و  xكه به ترتيب در جهات  wو  vو  uجابجايي هاي  ،هر نقطه روي سطح مياني المان پوسته

y  وz  1مي باشند را نشان مي دهد. كرنش غشايي  در سطح مياني در جهتx به طور دقيق در ،

 اي بسته بود، بدست آمده است و به صورت زير بيان مي شود:روشي كه مشابه حالت پوسته استوانه

(2-11)  
x

u




1  

Ryدر جهت  2كرنش غشايي   رت مي باشد. اگر يك قسمت از المان به صوRdAD   ،

 به نقطه A جايگزين شود به طوري كه نقطه yدر جهت vتوسط يك مقدار براي  xعمود بر محور 
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A نقطه  الف، (4-2) شکلهم چنين در  .انتقال يابدD مقدار  با


d
v

v )(



  به نقطهD  منتقل

 به شکل زير است: vناشي از جابجايي  yشده است. بنابراين كرنش المان در جهت

 





R

v
ADADDA /)(  

 
 ]11[( جابجايی های مربوط به سطح ميانیالف) -4-2شكل

 كرنش است، yدر جهت  ADكرنش در المان هر چند كه ، wبه علت جابجايي
R

w
  نيز

ناشي  yدر جهت  2رنش كلي آمده است. بنابراين كالف ( 4-2) . اين موضوع در شکلموجود است

 كه تركيبي است، به صورت زير مي باشد: wو  vاز جابجايي 

 

 
 ]11[(  جابجايی های مربوط به سطح ميانیب) -4-2شكل 

 

(2-11)  
R

w

R

v








 2  

را نشان مي دهد كه در  ,yxروي صفحه  A( يك المان مربوط به سطح پوسته در نقطه 5-2شکل )

 با Dبه Dر نقطه مجاو داشته باشد، uجابجايي  Aزاويه قائم اصلي مي باشد. اگر نقطه  BADآن 

مقدار 


d
u

u )(



  منتقل شده است و بنابراين تغيير زاويه در نقطهA :به صورت زير است 

 



 









R

u
dRud

u
uADDD /)(/  
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 ]11[جابجايی های منجر به برش -5-2شكل 

 

Bبه  B، سپس نقطه مجاور داشته باشد yدر جهت  vجابجايي  Aقطه به طور مشابه اگر ن   

dxمقدار  با
x

v
v )(




  منتقل مي شود و تغيير زاويه در نقطهA  به صورت

x

v



  است. تغيير كلي در

 12از كرنش برشي مي باشد.  مقداراست كه يك  vو  uبه علت وجود جابجايي هاي  Aزاويه 

 :عبارت است از

(2-12)  
x

v

R

u












12  

 ای بازجابجايی در سطح ميانی پوسته استوانه ءمعادلات انحنا  -2-3-4
يك قسمت از المان را محاسبه كرد.  yدر سطح مياني در جهت  ءاكنون مي توان تغيير انحنا

(BC در سطح مياني با طول )Rd  گرفته شده است. قبل از اين كه خمش رخ دهد شعاع در نظر

Rryانحناي آن    مي باشد. پس از خمش به موقعيت جديدCB   منتقل مي شود به طوري كه

yrشعاع انحناي جديد    مي باشد و نقاطB وC   باd ( 8-2مرتبط هستند. اين موضوع در شکل )

 آمده است.

Bچرخش زاويه اي در  ناشي از جابجاييw  به صورت  Rw/  است و بنابراين چرخش زاويه

Cاي در نقطه مجاور ) :به صورت زير است ) 

(2-13)  


 d
R

w

R

w
)(
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 ]11[ای بازتغيير انحنا در سطح ميانی پوسته استوانه -6-2شكل

صورت به  dبراي يك هندسه ساده زاويه   dd زير است: و يا مثل 

(2-14)   )( 


 d
R

w
dd










 

dRdSبه صورت BCقبل از اين كه خمش رخ دهد طول المان    و هم چنينdSdR //1  

تغيير نکرده است و به صورت  dSمي باشد. پس از خمش طول المان  drdS y .مي باشد 

dSdry هم چنين //1   2است و تغيير انحنا  در جهتy :به صورت زير است 

 
dS

d

dS

d
Rrrr yyy


 


 /1/1/1/12  

 (، خلاصه معادله بالا به صورت زير مي شود:14-2از معادله ) dحال با جايگزيني براي 

(2-15)  
22

2

2

1
)()(































R

w

RR

w

dS

d

R

w
 

(2-18)  
xx rr /1/11   

يات مي فرضناچيز است. با درستي اين  Mدر مقايسه با  xMفرض كرده بود  شوررهمان طور كه 

 ناچيز در نظر گرفته شود. 2در مقايسه با  مي تواند 1توان به اين مطلب اشاره كرد كه 

 

 كرنش –معادلات تنش   -2-3-5
به  اي بسته تحت بار متقارنمعادله كلي در محاسبه تئوري خمشي در پوسته هاي استوانهدو 

 صورت زير در نظر گرفته شده است:

(2-17)  )1(/)( 2

21   tEN x  
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(2-16)  )( 12   DM  

( 16-2( و )17-2)در دو معادله  0و بکار گيري  شوررر گرفتن اولين فرضيه از فرضيات با در نظ

 :روابط زير حاصل مي شود

 
1tEN x   

 
2 DM   

 و صلبيت سختي در اين حالت به صورت زير است:

 12/3tED   

 :روابط زير به دست مي آيد( 15-2( و )11-2از معادلات ) 2و  1راي با جايگزيني ب

(2-11)  
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u
tEN x



  

(2-21)  
22

2

22

23

12 












R

w
EI

R

wtE
M  

كه 
12

3t
I  .است 

 ای بازمعادله سازگاری در پوسته استوانه -2-3-6
0122ر بردن با به كا    روابط زير به دست مي آيد (12-2)و  (11-2)در معادلات: 

(2-21)  02 
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 :رابطه زير به دست مي آيداز بين دو معادله بالا  v حذف كردنبا 

(2-23)  
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 :رابطه زير به دست مي آيد( 23-2و استفاده از معادله ) (15-2) سپس از معادله

(2-24)  
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 مي باشند.wهر دو فقط به عنوان تابعي از xNو هم  Mبنابراين هم 
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 رتبه بالاتر به صورت زير است:( با دو م1-2معادله )

(2-25)  0)(
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(، معادله بالا به صورت زير خلاصه مي 24-2( و )21-2از معادلات ) xNو  Mبا جايگزيني براي 

 شود:

(2-28)  
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معادله  صورت يكي آن به رسماست و حل  شورراز معادله اين معادله يك فرم تصحيح يافته 

ديفرانسيل با مشتق جزيي نسبتا خسته كننده تر است. هر چند كه اين معادله براي آناليز پوسته هاي 

بودن لبه هاي پوسته باز در  ثابت( نشان داده شد، قابل استفاده است. 1-2اي باز كه در شکل )استوانه

به يك معادله  مي توانددارد كه انحنا در اين دو لبه حذف شده است و اين شکل اشاره به اين 

 ، تبديل شود. استديفرانسيل معمولي كه از نظر حل بسيار ساده تر 

 

 ]4[تئوری دانل -2-4

اي، شکل گيري يکي از پر هاي استوانهبه منظور آشنايي با معادلات حاكم بر كمانش پوسته

سازي ها )معادلات دانل( ارائه شده است. اگرچه سادهانش پوستهكاربردترين معادلات حاكم بر كم

كند، ولي معادلات دانل اساس اغلب آناليزهاي معادلات تا حدي دامنه كاربرد آنها را محدود مي

دهد. اين معادلات براي پانل هاي اي در كتب و مقالات را تشکيل ميهاي استوانهپايداري پوسته

اي كامل جوابهاي هاي استوانهغيير شکل نسبتا مسطح باشند و براي پوستهاي كه پيش از تاستوانه

 .كندخوبي ارائه مي

هاي مختلف ارائه شده ها تحت بارگذاريبراي كمانش پوسته 1و سندر هگومعادلات مشابهي توسط فل

ارائه شده  ايهاي استوانهولي در اينجا،  معادلات دانل و روش حل اين معادلات براي پوسته ].4[است 

 است.

                                                 
1 Sander 



 

 

 محوري با شرايط مرزي متفاوت. بار بررسي تحليلي و عددي كمانش پوسته استوانه اي باز تحت اثر 

 

 20 

هاي در ادامه نحوه استخراج معادلات دانل و بکارگيري اين معادلات براي مسئله كمانش پوسته

 .شود اي ارائه مياستوانه

كه از يك ماده همگن،  tو ضخامت  L، طول Rاي شکل با شعاع اي دايرهاستوانهيك پوسته 

است. دستگاه مختصات در  υپواسون  ريبض و Eمدول يانگ  الاستيك و ايزوتروپ تشکيل شده است.

به ترتيب در  wو  u ،vها با جابجايي (.(7-2))شکل ه مياني پوسته قرار داده شده است امتداد صفح

 اند.نشان داده شده zو  x ،yجهات 

 

 

 ]4[ هندسه پوسته و دستگاه مختصات -7-2شكل

 

 ير بنا نهاده شده است:تئوري دانل بر پايه فرضيات ز

1,1پوسته به اندازه كافي نازك است:  -1 
L

t

R

t  

 و قانون هوك صادق است. ε <<1به اندازه كافي كوچك است εكرنش  -2

خطوط مستقيم كه قبل از تغيير شکل عمود بر صفحه مياني هستند مستقيم و عمود بر صفحه  -3

 بدون اينکه طول آنها تغيير كند. ،نندماباقي ميمياني تغيير شکل يافته 

 ناچيز است. ،كنندبر صفحه مياني در مقايسه با تنشهايي كه در صفحه عمل مي تنش نرمال عمود -4

 نهايت كوچکند .بنابراين:بي vو uهاي جابجايي ،از مرتبه ضخامت پوسته است wتا وقتي كه  -5

 
tutv

tOw
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هاي آنها از مرتبه كرنشي هستند كه در اينجا اما مربعاتشان و منتجه ؛ندكوچك هست wمشتقات  -8

 . بنابراين:شودميبررسي 

 )()(,.,)(,1, 22 o
y

w

y

w

x

w

x

w

y

w

x

w










































 

توان با يك انحناها را مي ،بنابراين .در آن ناچيز است vو uتغيير انحنا كوچك است و تاثير  -7

در حالي كه  دهند.را تشکيل ميKrichhoff  اتفرضي ،4و  3فرضهاي  نشان داد. wتابع خطي از 

جابجايي  تاثير هاي تحتبراي جابجايي ،پوسته كم عمق براي به تقريبهاي قابل اجرا 7تا  5فرضيات 

 :]4[به صورت زير استجابجايي  –بر پايه اين فرضيات روابط كرنش  .شوندمربوط مي wنرمال 

 
xyxyxyyyyxxx zzz   000 ,,  

(2-27)  
yxxyxyyyyxxx wwvuwwRvwu ,,,,0,
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xyxyyyyxxx www ,,, 2,,    

 كرنش به صورت زير است: –روابط تنش  اما نشانه مشتقات جزئي است.گدر زير نويسها علامت 

 ,
)1(2

,, xyxyxyyyxx
v

E
vEvE  


  

(2-26)  
xyxyxyxyxx Gv
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صورت  به .y = constو  .x = constها بر واحد طول در امتداد مقاطع  هاي تنش و مماناكنون منتجه

 :شوندزير تعريف مي

(2-21)  

dzQNN xzxyx

t

t
xxyx ),,(),,(
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dzQNN yzyyx
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yyyx ),,(),,(
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 zdzMM xyx
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 zdzMM yyx
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t
yyx ),(),(
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 :نتيجه مي شودها  با جايگذاري تنش

(2-31)  
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1
,)(,)( xyyxxyxyyyxx
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JNNvJNvJN 
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(2-31)  
xyyxxyxyyyxx

v
DMMvDMvDM 
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 Jو  1، سختي كششيD ،شوند:به صورت زير تعريف مياست، كه  2سختي خمشي 

(2-32)  ,
)1(12
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2 v
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انرژي كرنشي الاستيك با رابطه زير محاسبه  .استاستخراج قابل قانون تغييرات  براساسمعادلات پايه 

  شود:مي

(2-33)  

dxdydz
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 توان از فرمول زير محاسبه كرد:خارجي را ميبا فرض نيروهاي پايستار انرژي پتانسيل نيروهاي 

(2-34)  dywMwPvPuPdxdyPwvPuPV Lx

xxxz
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yxyx

RL
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yxدر حالي كه  PPP بر واحد سطح پوسته  گستردهنيروهاي  zو  y،xهاي به ترتيب مولفه ,,

***هستند.  ,, xyz PPP هاي نيروهاي خارجي و مولفه*

xM مشي خارجي هر كدام بر واحد طول ممان خ

),,(اند. انرژي پتانسيل نهايي ها اعمال شدههستند كه در امتداد لبه wvu  استبه صورت زير: 

(2-35)  
fe VU   

با  سازگارانرژي پتانسيل نهايي در طي يك جابجايي مجازي  ،هنگامي كه پوسته در حال تعادل باشد

 شود. بنابراين:هندسي توصيف شده در امتداد مرزها يك مقدار ثابت فرض مي هاي قيد

(2-38)  0 fe VU   

 در حالي كه:

 

dxdyMMMNNN
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1 extensional rigidity 
2 flexural rigidity 
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 به فرم معادله زير تبديل خواهد شد: (38-2)شرط  ،با كمك تئوري گاوس

(2-37)  0][)( 0,43

2

0
21

2

0
321

0
 

 dywBwBvBuBdxdywLvLuL Lx

xx

RRL




 

0,)3,2,1(بنابراين با قرار دادن   iLi
 آيند:معادلات تعادل به صورت زير بدست مي ،

(2-36)  
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 توان نوشت:معادله آخر را به فرم زير مي

(2-31)  02 ,,,,,

14  

yyxxzyyyxyxyxxxy wPwPPwNwNwNNRwD  

 كه در آن

 22222 yx   

0,)1...4(تداد مرز با شرايط مرزي طبيعي در ام  iBi بنابراين شرايط مرزي  .داده خواهد شد

 توان با روابط زير تعيين كرد:را مي x = Lو   x = 0مناسب در امتداد 

(2-41)  
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vvorPN
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****كه  ,,, uvwwx شرايط هاي جابجايي و چرخش در امتداد مرز هستندبه ترتيب مقادير مولفه .

بايد اضافه كرد كه  شود.تشکيل مي (41-2)مرزي مختلف با انتخاب يك شرط از هر جفت از معادلات 

نهايت كوچك بعد از تغيير شکل تعادل يك المان بي بررسيبا  توان( را مي31-2( و )36-2)معادلات 

 است. (6-2هت مثبت نيروها و ممان ها مطابق شکل )ج .بدست آورد
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  ]4[ های عمل كننده روی المان پوسته ممان يروها ون -8-2شكل

 دهد:معادلات زير را نتيجه مي yو  xشرط تعادل گشتاورها حول محورهاي 

(2-41)  
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yyxxyy

yyxxxx













 

 شود. همراه با معادلات بالا منجر به همان نتايج قبلي مي zو  yو xتعادل نيروها در جهت 

هاي يط مرزي بدست آمده، معادلات پايه دانل براي تحليل پوستهو شرا( 36-2)معادلات تعادل 

 اي با تغيير شکلهاي بزرگ و محدود است.استوانه

0حالتي كه  براي yx PP( 36-2، دو معادله اول) با بکار بردن تابع تنشF ءبه صورت زير ارضا 

 شوند:مي

(2-42)  
xyxyxxyyyx FNFNFN ,,, ,,   

 آيند:بدست مي (31-2)ز معادله روابط زير ا

(2-43)  
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 :خواهد بودسازگاري به صورت زير  همعادل (43-2از معادله ) vو  uبا حذف 

(2-44)  0)( ,,,
2

,

14  

yyxxxyxx wwwwREtF  
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 شود :به صورت زير نوشته مي (31-2)معادله تعادل 

(2-45)  02 ,,,,,,

14  

zyyxxxyxyxxyyxx PwFwFwFFRwD  

را ارائه  wو Fيك شکل ديگر از معادلات پايه دانل با دو تابع مجهول ( 45-2) و (44-2ت )معادلا

د. در نهايت بايد متذكر ندار( 36-2)د كه در مسائل عملي سازگاري بيشتري نسبت به معادلات نكنمي

براي خيزهاي  1اين معادلات به معادلات شناخته شده كارمان ،نهايت شودبي R هشد كه در حالتي ك

 شوند.ورقهاي نازك تبديل ميبزرگ 

 

ای با شرط مرزی دولوه راست مروری بر پايداری در پانل استوانه -2-5

 دارای تكيه گاه ساده و دو لوه خميده آزاد
اي ايزوتروپ دو لبه پوسته كه در راستاي مولد در اين جا فرض شده است كه در پانل استوانه

لبه خميده آن كه در راستاي عمود بر محور پوسته و دو  بودهپوسته است داراي تکيه گاه ساده 

 نيروي( نشان داده شده است و پوسته تحت 1-2اي باز مي باشد، آزاد مي باشد كه در شکل )استوانه

 tو L،Rكه در جهت مولد پوسته اعمال شده، قرار گرفته است. براي اين حالت  Pبا شدتمحوري 

 .]12[نشان داده شده است توسط  2يتقسيمبه ترتيب طول، شعاع و ضخامت پانل است و زاويه 

 
 ای تحت بار محوری روی دو لوه خميده و دارای تكيه گاه ساده در دو لوه صافپانل استوانه -9-2شكل

                                                 
1 Karman 
2 Sectorial angle 
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 لي به صورت زير است:معادلات اص

(2-48)  )3,2,1(0)1( 3,3,33,32,21,1  iuP iiiii   

 بر طبق روابط الاستيسيته:

(2-47)  )( ,,, ijjikkijij uuu    

),,(اي نل در سيستم مختصات استوانهشرط مرزي روي لبه هاي پا 3xr  :به صورت زير مي باشد 

 0
2/


 tRrr
  

(2-46)  0
2/


 tRrr
  

 0
2/3


 tRrxr
  

 ( به صورت زير است:48-2حل كلي معادله معادلات )

(2-41)  )(cos)sin()]()([ 31
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1  yxrKArIA yymyym   

(2-51)  )3,2()(sin)cos()]()([ 3

21
 iyxrKArIA iy

i

ymiy

i

ymi   

Lmدر اين جا  /   و /ny   است وm  وn  به ترتيب تعداد نيم موج ها در جهت

jiمحوري و محيطي مي باشد. 

ymA  ثابت دلخواه مي باشد و)( rI iy   و)( rK iy   به ترتيب

2)3,2,1(مي باشند.  2و مك دونالد 1بسلاصلاح شده توابع  ii 3ديريشه هاي معادله سه بع 

 هستند و به صورت زير مي باشد:

(2-51)  z1
2

1  

(2-52)  22

3,2 )
22

1
(

222

1
1























 zzz  

/Pzثابت هاي لامه هستند و  و  در حالي كه   .مي باشد 

، شرايط مرزي روي لبه هاي پانل را ارضا (51-2( و )41-2حل هاي كلي در نظر گرفته شده )

اي با ضخامت كم كه تمامي لبه هاي آن داراي تکيه گاه ساده مي كند. اين حل براي پانل هاي استوانه

 ه صورت زير است:ب 3و  2و  1مي باشد نيز صادق است. روابط جابجايي بر حسب توابع 

                                                 
1 Bessel 
2 Macdonald 
3 Cubic Equation 
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(، يك سيستم شامل شش معادله 46-2( در شرايط مرزي )51-2( و )41-2با قرار دادن حل هاي )

jiجبري براي ثابت هاي

ymA .بدست مي آيد 

 به دست مي آيد:دترمينان زير از صفر شدن اين سيستم معادلات  صفر غيرحل  

(2-58)  )6,...2,1,(0  jiatde ij  

 آمده است. ]12[مرجع در  66aتا  11aكه مقادير 

پايداري در نااي حالتي كه بر crPبحراني  تنش( روش به دست آوردن 58-2) 1يجبرمعادله غير 

 اي رخ مي دهد را بيان مي كند. معادله توسط روش هاي عددي قابل حل مي باشد.پانل استوانه

اي با ضخامت كم در حالتي كه تعداد زيادي موج ي براي پانل استوانهجبرمعادله غير اين ريشه هاي 

/12نامساوي هاي  التبراي اين حبررسي شده است.  ،در راستاي مولد پوسته وجود دارد Ltm  و

1/ LRm  در نظر گرفته شده است. روابط اضافي و بسط معادل براي توابع تصحيح يافته بسل و

و  2مك دونالد استفاده شده است كه پس از تغييرات حقيقي با دقت 
2

1

x
راي بيان تنش ، معادله ب

LRmxبا در نظر گرفتن  crPبحراني  /  وLtm 2/  :به صورت زير بيان مي شود 
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خطي  zبا در نظر گرفتنرا ( 57-2بايستي معادله ) ،براي بيان ترم اصلي مربوط به تنش بحراني

 بحراني به دست مي آيد:  تنشزير براي  عبارت، و E. با توجه به ثابت هاي مهندسي ]12[كرد

                                                 
1 Transcendental 
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ولي كوتاه معمولا در موج هاي ط يفشاربار اي تحت بررسي ها نشان مي دهد كه پوسته هاي استوانه

 .استيك مقدار بزرگ  2xكمانش مي كند و بنا براين

crP  به صورت يك تابع پيوسته ازx ( براي شرايط زير رخ مي 56-2مي باشد. كمترين مقدار رابطه )

 دهد:

(2-51)  4 2

2

2

)1(3
4


t

R
x  

 :( نتيجه مي شود81-2رابطه )( 51-2( و )56-2از معادلات )

(2-81)  
R

t
Epcr

)1(3

1

2
  

( به دست آمده است، مقدار ريشه بدست آمده از 57-2( كه به طور مستقيم از معادله )81-2رابطه )

 :خواهد داد( را به صورت زير 57-2معادله )

(2-81)  ])(
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[
,...4,2
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i
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ii
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x

CB
x

Az


  


 

22(، معادلاتي براي بيان 57-2( در )81-2با قرار دادن رابطه ) ,BA 44و , BA  42و ,CC  بدست مي

 :رابطه زير به دست مي آيد ،آيد. به عنوان يك نتيجه از حل هر يك از معادلات

(2-82)  
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1
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2
);1(2 22 BA  

و  2با در نظر گرفتن دقتي در حدود 
2

1

x
 :به دست مي آيد( 56-2از معادله )رابطه زير  

(2-83)  2
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بحراني محاسبه  تنش( مي توان دست يافت كه با مقدار 81-2( به رابطه )83-2با مي نيمم كردن )

 منطبق است. krichhoffشده با استفاده از فرضيه 
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ي در آن به طور نسبي بزرگ مركز( فقط در مورد پانل هايي صادق است كه زاويه 81-2رابطه )

خيلي كوچك باشد، شرايط كمانش مربوط به يك چنين پانلي بسيار شبيه  يمركزاست. اگر زاويه 

 به شرايط مربوط به ورق هاي مستطيلي تحت فشار در جهت طولي مي باشد.

 

جابجايی ها در پوسته  استخراجسيک معادلات و حل كلا -2-6

 ای باز با دو تكيه گاه ساده در دو انتها تحت بار متقارناستوانه
با استفاده از اين تکيه گاه، خيز هاي شعاعي در دو انتها حذف مي شود و تحت بار به كار رفته 

دارد. با قرار دادن مبدا در مركز  يکنواخت در دو انتها، يك مقدار ماكزيمم بار در مركز پوسته باز وجود

در نظر گرفته شود كه در آن  kxcosبه عنوان تابعي از  wپوسته باز ، پيشنهاد شده است كه خيز 

L
k


 11[و خيز به صورت زير است[: 

(2-84)  xkWw cos  

را كه ممان و خيز آن صفر  xدر رابطه بالا شرايط مرزي در جهت wاست.  فقط تابعي از wكه 

Lx/2باشد، ارضا مي كند و در مي  ت خيز حذف مي شود و ماكزيمم خيز در مركز پوسته به دس

 مي آيد.

( با قرار دادن سمت راست آن برابر 28-2اكنون فرض مي شود كه معادله همسانگرد باشد. در معادله )

 به صورت زير بيان مي شود: معادله حاكمبا صفر، 

(2-85)  0
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 ي شود:م حاصل(، معادله ديفرانسيل معمولي زير 85-2( در معادله )84-2با قرار دادن معادله )

(2-88)  08

8

8

 WG
d

Wd


 

IkRtGبه طوري كه  /468  .مي باشد 

 :( مي تواند با فرض زير حل شود88-2معادله )

(2-87)  M

M eAW   
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رابطه زير به دست ( 11-2در معادله ) W. با قرار دادن اين مقدار براي استيك ثابت دلخواه  MAكه 

 :مي آيد

(2-86)  088 GM  

 كه حل آن به صورت زير است:

(2-81)  GM .18   

 :رابطه زير به دست مي آيدو  1iمي توان نشان داد كه  1]1[ 1مويور با استفاده از قضيه رياضي

 )9238795.03826833.0()3826833.09238795.0(18 ii   

 ( به صورت زير است:81-2بنابراين هشت ريشه معادله )

(2-71)  )(,)(  iiM   

 كه در آن:

(2-71)  
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3826833.0

9238795.0




 

( بايستي يك ثابت دلخواه وابسته به آن داشته 71-2هر كدام از هشت ريشه داده شده توسط معادله )

 ( به صورت زير است:87-2توسط معادله ) Wباشد و فرم نهايي داده شده براي

(2-72)  
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 هستند. ثابت هاي حل 8Aتا  1Aكه مقادير 

ي و با استفاده از روابطي كه بين تابع تواني و توابع مثلثاتبراي كمانش درحالت بار متقارن  اكنون

 ( به فرم زير كاهش مي يابد:72-2، معادله )وجود داردهيپربوليك 

(2-73)  





























)cosh()sin()sinh()(cos

)cosh()sin()(sinh)(cos

)sinh()sin()cosh()(cos

)(sinh)sin()cosh()(cos
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1 Moivre 
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 در اينجا مقادير حقيقي هستند. hو g,f,e,d,c,b,a به طوري كه ثوابت

 Wبراي (73-2( باشد، معادله )xاگر پوسته باز تحت بار متقارن در راستاي خط طولي )محور 

كه در شکل همان طور، xاي ساده مي شود. چنان چه پوسته در راستاي محوربه طور قابل ملاحظه

نشان داده شده است، متقارن باشد و هم چنين بار به كار رفته در اين جهت متقارن باشد، خيز 

نيز متقارن است. اين  xحول محور  Wمتقارن باشد و در نتيجه xمحور نسبت به بايستي wشعاعي 

 .است کسان در جهت هاي مثبت و منفي يداراي مقادير  Wموضوع اشاره به اين دارد كه 

 

 

 ]11[ در جهت مثوت و منفی كمان wجابجايی های شعاعی  -11-2شكل

 

بايستي  W( مقادير به دست آمده براي28-2در معادله ) و يا  به بيان ديگر با جايگزيني 

برابر با صفر باشند و h و g,f,eصل مي شود كه ثابت هاي دلخواه قط وقتي حايکي باشد. اين موضوع ف

 به صورت زير كاهش مي يابد: Wحل معادله براي

(2-74)  


















sinhsincoshcos

sinhsincoshcos
2

dc

ba
W  

( در معادله 47-2) به كارگيري، با wو حل كامل براي خيز شعاعي 
2

2

dx

wd
DM x   به دست مي

 .آيد

 لمکمكه بايستي به انتگرال خاص اضافه شود، مي باشد. توابع  1لمکمحل بالا فقط براي تابع 

توسط معادلات ديفرانسيل  مي تواندتنش است و خيز و يا انحناي باقيمانده منتجه هاي مربوط به 

 :ر نتيجه شده استرابطه زي( 21-2جزيي به صورت زير به دست آيد. از معادله )

                                                 
1 Complementary Function 
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 :به دست مي آيدرابطه زير ( 75-2از معادله ) M( و با قرار دادن 5-2از معادله )
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 :به دست مي آيدرابطه زير ( 3-2معادله )با استفاده از 

(2-77)  xk
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EI
ZR

Q
N cos][
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در انتگرال گيري خاص صفر در نظر گرفته  واست  Zبار مولفهمربوط به  Nبراي  کملمكه تابع 

 : به دست مي آيدرابطه زير ( 2-2از معادله ) با استفاده .شده است
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N x
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 .در نظر گرفته مي شود برابر صفر Y،كاملتابع  دركه 

 :( به دست مي آيد71-2رابطه ) x( نسبت به 76-2با انتگرال گيري از معادله )

(2-71)  xk
d

Wd

ka

EI
N x sin
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5
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 ثابت هاي انتگرال براي ساده سازي برابر با صفر در نظر گرفته شده اند.

 (:1-2از معادله )با استفاده 

(2-61)  xk
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N xx
sin][
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 مي دهد: به صورت زير نتيجه كه پس از انتگرال گيري )حذف ثابت ها براي ساده سازي(

(2-61)  xk
d

Wd

ka

EI
N x cos

6

6

25 
  

نيز به دست  vو  uجابجايي هاي و مي باشد Wتنش در اين جا بر حسبمنتجه هاي تمامي 

(، 11-2خواهد آمد. از معادله )
Et

N

x

u x


 و با قرار دادن  نتيجه مي شودxN( و 61-2از معادله )

 :ي شودبه صورت زير حاصل م xانتگرال گيري از آن، جابجايي در جهت 

(2-62)  xk
d

Wd

tka

I
u sin
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 :رابطه زير به دست مي آيد( بيان شد 22-2كه توسط معادله ) شورردر نهايت از آخرين فرضيه 

(2-63)  xk
d

Wd

tka

I
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u

x

v
sin
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 :( به دست مي آيد64-2رابطه )كه پس از انتگرال گيري 

(2-64)  xk
d

Wd

tka

I
v cos

7

7

46 
  

ابتدا مروري بر كارهاي ديگران كه در قبل انجام شده بود، بيان شد.  در مجموع در اين فصل

و تئوري دانل و روابط حاكم بر آن به عنوان اي باز سپس تئوري خمشي مربوط به پوسته هاي استوانه

يکي از پر كاربرد ترين تئوري ها در بحث كمانش پوسته ها بررسي شد. در ادامه يك حالت خاص 

ه دو لبه راست آن داراي تکيه گاه ساده است و دو لبه خميده آن كه آزاد است، مربوط به پانل ها ك

اي باز تحت بار محوري قرار گرفته است، بررسي شد. و در آخر حل معادلات مربوط به پوسته استوانه

كه داراي تکيه گاه ساده در دو لبه خميده است، انجام شد. هم چنين حل آن براي حالتي كه پوسته 

 سهکمل( انجام شد و جابجايي هاي مربوط به آن در مت بار متقارن است )با استفاده از تابع باز تح

 به دست آمد.و شعاعي جهت محيطي و محوري 
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 ومسفصل 

ای باز بررسی تحليلی كمانش پوسته استوانه

 تحت بار محوری

ادلات ديفرانسيل مع حل رياضي برايروش تحليلي به روشي اطلاق مي شود كه به واسطه آن 

 يك ،خود نياز مورد اوليه و مرزي شرايط با ديفرانسيل معادله يك واقع درحاكم به دست مي آيد. 

 فرم در آنها ارتباط كه نظر مورد متغيرهاي توزيع يافتن براي. است پديده يك از كامل رياضي مدل

 مقادير بتوان تا گردد حل مذكور معادله بايستمي گردد،مي بيان حاكم معادله توسط ديفرانسيلي

 بسيار اشکال توانمي تنها اينکه به توجه با اما. آورد بدست دلخواه نقاط در را مرتبط كميت هر عددي

 حل نمود، حل تحليلي روشهاي با را ساده بسيار هندسي هايناحيه در هم آن معادلات اين ساده

 .بسيار دشوار است تحليلي روش به حاكم معادلات اغلب

 

ای )روابط پوسته استوانهحالت كلی حل تحليلی كمانش يک  -3-1

 جابجايی ها و ممان ها(
بر  qتحت بار خارجي L و طول R، شعاع tبا ضخامتاي دايره اي شکل يك پوسته استوانه

ضريب پواسون در نظر گرفته شده  و  Eمدول الاستيسيته ، اي ختصات زاويه، با مواحد سطح
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، با اين تفاوت كه در ( است6-2منتجه هاي نيروها و ممان ها بر روي المان به صورت شکل ). است

ها سه از تعادل نيرو. تصات كارتزين در نظر گرفته شده استاي به جاي مخاين جا مختصات استوانه

در اين جا يك حالت عمومي با استفاده از معادلات زير مي توان در نظر رابطه زير به دست مي آيد. 

 :]13[گرفت
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(، 1-3خيلي كوچك هستند )شکلxNجزه نيرو بمنتجه هاي اين نوع پوسته تمامي  ينکه دربا فرض ا

، سه رابطه زير سه معادله بالا كه همچنين كوچك هستند، از wو vو uحذف مشتقات جابجايي هاي  و

 :حاصل مي شود
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 ]13[تحت بار محوری ایكمانش پوسته استوانه -1-3شكل
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حالت عمومي تر مربوط به ممان ها به صورت زير دل ممان ها سه رابطه زير به دست مي آيد. ااز تع
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هاي نيرو ،wو vو uها و مشتقات جابجايي هايممان منتجهاز معادلات بالا و بدون در نظر گرفتن 

 :برشي به دست مي آيد
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اي راي كمانش پوسته استوانه(، سه معادله تعادل ب8-3( تا )4-3با جايگزيني مقادير بالا در معادلات )

 تحت فشارمحوري به صورت زير بدست مي آيد:
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نهايت معادلات زير  (، در18-3( و )15-3کل مثبت و روابط )با در نظر گرفتن تنش فشاري به ش

 بدست مي آيد:
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 ( با فرضيات زير ارضاء مي شود.11-3( تا )17-3معادلات )
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( تا 17-3، حل معادلات )Lو Rمعلوم بودنستوانه و با در نظر گرفتن مبدا مختصات در يك انتهاي ا

تعداد  mوتعداد موج ها در جهت محيطي  n( را به شکل زير مي توان بيان كرد كه در آن 3-11)

 :]3[مي باشدنيم موج ها در جهت محوري 
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جهت به دست آوردن بار و تنش بحراني  اي دايره ايدر ادامه حل اين معادلات براي پانل استوانه

 ده است.ش آورده
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ای تحت بار ای دايرهكمانش متقارن در پوسته های استوانه -3-2

 محوری يكنواخت 
كه تحت بار يکنواخت  اي دايره اياستوانه معادلات حاكم بر كمانش متقارن در يك پوسته

 :]3[به صورت زير است ،)در حالت فشاري مثبت است( قرار گرفتهxNمحوري 
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( شبيه به معادله كمانش براي 25-3خيز شعاعي است. معادله ) wمختصات محوري و  xكه در آن 

 الاستيك مي باشد. 1پي ريك تير يا ستون ب

نيم موج در جهت  mكه شامل Lاي دايره اي داراي تکيه گاه ساده با طولبراي پوسته استوانه

اي بلند كه شرايط مرزي براي آن در نظر گرفته نشده باشد، حل محوري مي باشد و يا پوسته استوانه

 (  به صورت زير در مي آيد:25-3دقيق معادله ديفرانسيل مرتبه چهار )
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 يك ثابت است. Cآن كه در 

 

 ]3[برای نيم موج های محوری متفاوت ایبار كمانش بحرانی در پوسته استوانه -2-3شكل

                                                 
1 Foundation 
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( بار كمانش بحراني دقيق به صورت زير حاصل مي 25-3)در معادله  (28-3)با قرار دادن معادله 

 شود:
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   .(27-3معادله ) براي تعيين حداكثر بار بحراني، با مشتق گيري ازبستگي دارد، 

 :رابطه زير به دست مي آيد
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 :( كوچك ترين مقدار باركمانش بحراني را مي دهد27-3و با قرار دادن آن در معادله )
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با طول نيم موج ها نباشد، بار بحراني و تعداد نيم موج ها را  هماهنگ Lاگر طول پوسته ي يعني

به عنوان نيم موج ها در جهت  m( بدست آورد. در اين شکل مقادير متفاوت 2-3مي توان از شکل )

محوري با در نظر گرفتن 
L

m
  .نشان داده شده است 

بار كمانش متقارن بحراني متناسب با 
R

Et2

واقعي را نشان مي  1فروپاشيبار  برايبالا  حداست و يك  

 دهد.

 

ای تحت فشار محوری با دو لوه تكيه گاه ای دايرهپانل استوانه -3-3

 ساده

 روابط جابجايی محاسوه بار و تنش بحرانی با استفاده از -3-3-1
و در جهت مولد به  بودهاي داراي دو لبه دايره اي شکل عمود بر محور استوانه يك پوسته استوانه

0طور يکنواخت تحت بار محوري

xN  دو لبه خميده شکل مربوط به پوسته  (.(3-3شکل ))قرار دارد

 كه دو لبه صاف آن آزاد هستند.  اي باز داراي تکيه گاه ساده هستند در حالياستوانه

                                                 
1 Collapse load 
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 ]3[ای تحت بار محوریپانل استوانه -3-3شكل

 

طول پوسته در جهت مولد باشد، با استفاده از جهت  Lشعاع و Rزاويه مركزي پوسته،  اگر 

کل بالا، مي توان شرايط مرزي را با به كارگيري جابجايي ها نشان داده شده محورهاي مختصات در ش

 :]3[در طول كمانش پوسته به صورت زير ارضا كرد
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و ممان خمشي در طول لبه هاي پوسته wاي است كه جابجايي هاي شعاعيشرط مرزي به گونه

( 24-3( تا )22-3كه حالت خاص آن معادلات )( 32-3( تا )31-3صفر مي شود. با قرار دادن روابط )

( 33-3( بدست مي آيد. معادلات )35-3( تا )33-3(، معادلات )11-3( تا )17-3در معادلات )است، 

اي است تنها تغيير در آن اين است كه ه هاي استوانه( مشابه معادلات كلي در كمانش پوست35-3تا )

n با 


n .جايگزين شده است 

با در نظر گرفتن 
L

Rm
  13[روابط زير حاصل شده است[: 
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رابطه بعنوان ضرايب  2و 2با صفركردن دترمينان ضرايب و حذف تعدادي از مرتبه هاي بالا شامل

 :    زير به دست آمده است
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بالايي نسبتا آمده است. به علت خطاي  ( پيوست1حل معادلات مربوط به اين قسمت در بخش )

در  .كه در اين روش در مقايسه با نتايج عددي وجود دارد از نتايج مربوط به آن استفاده نشده است

LmRkبه صورت بر حسب راديان  kتاثير پارامتر ،اين جا براي يك حالت /  بر روي بار كمانش

سه مد اول كمانش با تغيير  ( نشان داده شده است.4-3در شکل )روي پانل از جنس فولاد  بربحراني 

m .( آمده است.1-3مشخصات هندسي در جدول ) از يك تا سه به دست آمده است 

 مشخصات هندسی پانل همراه با تغييرات طول -1-3جدول 

 فولاد پانلجنس 

mR شعاع پانل 1513.0 

mt ضخامت پانل 3105.0  

/2 زاويه مركزي پانل  
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با استفاده از روابط جابجايی برای سه مد اول  kتغييرات بار كمانش بحرانی نسوت به پارامتر -4-3شكل

 گاه ساده و دو لوه ديگر آزادكمانش مربوط به پانلی با دولوه خميده دارای تكيه 

 

 محاسوه بار و تنش بحرانی با استفاده از توابع خيز و نيرو -3-3-2
اي شکل در حالت الاستيك اي باز با مقطع دايرهنهدر اين بررسي پايداري يك پوسته استوا

يط بررسي شده است. معادلات دانل براي كمانش خطي در پوسته باز در نظر گرفته شده است و شرا

آزاد مي  نمرزي در آن به گونه اي است كه دو لبه خميده داراي تکيه گاه ساده است و دو لبه راست آ

 .باشد. بار به طور يکنواخت در دو انتهاي پوسته در جهت محوري اعمال شده است

 

 
 ]11[يكنواخت ای تحت بار محوریپانل استوانه -5-3شكل
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 :]11[اي كم عمق به صورت زير استنهاستوا ين پوستهاسيستم معادلات پايداري براي 
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),( كه xw  و1تابع خيز ),( xF  0است. 2تابع نيروي ايري

xN .بار يکنواخت در جهت محوري است 

 اين حالت به صورت زير است: براي 3لاپلاسين
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Ryدر حالي كه    به صورت  راستشرايط مرزي مربوط به حالت دو تکيه گاه ساده و دو لبه و

 زير است: شکلبه  ،آزاد

)0,(دو لبه با تکيه گاه ساده: -1 Lxx   
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به شکل زير در  دو تابع مجهول خيز و نيرو يك فرم متقارن از كمانش در اين جا بررسي شده است.

 : كه در شرايط مرزي بالا صدق مي كند نظر گرفته شده است
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1 Deflection function 
2 Airy force function 
3 Laplacian 



 

 

 محوري با شرايط مرزي متفاوت. بار بررسي تحليلي و عددي كمانش پوسته استوانه اي باز تحت اثر 

 

 44 

(3-44)  
L

xm
fRtExF










 sin)]

2
sin(

2

1
)[sin(),( 1   

و منجر به حل بديهي مي  ( صدق مي كند43-3، در رابطه )(41-3( و )31-3)دو شرط مرزي 

، و به كارگيري آن ها در رابطه (42-3( و )41-3)استفاده از شرط مرزي هاي با . در صورتي كه شود

 مي آيد: ، عبارت زير به دست(3-43)
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به صورت  3 كه با حل آن
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 پارامتر كه به دست مي آيد LmRk /،1w و 

1f .پارامترهاي توابع هستند 

باشد، با استفاده  i، شامل پارامتر كلي 3(، به جاي داشتن 43-3اگر تابع خيز يا همان رابطه )

دست (، و به كارگيري آن ها در تابع خيز كلي، عبارت زير به 42-3( و )41-3از شرط مرزي هاي )

 مي آيد:
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 با استفاده از روش گالركين، به روش تقريبي حل شده اند.توابع خيز و نيرو سپس 
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 آيد:به صورت زير به دست مي  1f( پارامتر 74-3از حل معادله )
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 ( به صورت زير است:41-3كه فرم ساده شده معادله )
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( پيوست 2صورت گرفته است در قسمت ) Mapleحل اين معادلات كه از ابتدا توسط نرم افزار 

و مقدار بار  1f بر حسب پارامتر w تابع خيز (،64-3( و )74-3)از حل دو انتگرال ارائه شده است كه 

روي آن مي توان از  است و (51-3رابطه )به صورت  بار بحرانيحالت كلي كه  بحراني به دست مي آيد
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ك مسئله مقدار بايستي توجه داشت كه چون با ي را نيز محاسبه كرد. (

 ، تنها مي توان بار بحراني را به دست آورد.ويژه سرو كار داريم
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(3-51) 

sinدر حالتي كه بار اعمالي به صورت 
0

xx NN  ،روابط مربوط به بدست آمدن بار  باشد

( به تنش بحراني 51-3ساس رابطه )اي دارد. نتايج بررسي هاي عددي بر افرم بسيار پيچيده بحراني،

 اي بسته تحت فشار محوري منجر شده است. كلاسيك براي يك پوسته استوانه

معروف  2تيموشنکو -وجود دارد كه به رابطه لورنز 1براي تنش بحرانيبي بعد در اين جا يك رابطه 

 است و به صورت زير بيان شده است:

(3-25)  
R

t

E

cr

)1(3

1

2




  

اي دايره اي شکل باز به صورت تيموشنکو، تنش بحراني در پوسته استوانه -اساس رابطه لورنز بر اين

 زير مي باشد:

0حالت اول: بار به صورت يکنواخت  -1

xx NN : 

(3-35)  
R

tE
ccr

)1(3 2
1

)1(





  

 كه در آن
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sinحالت دوم: بار به صورت  -2
0

xx NN : 

(3-45)  
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1 Stress Dimensionless 
2 Lorenz-Timoshenko 
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 كه در آن

(3-55)  


 
2

,])2/(8.01[
8

1 5.4

2c  

0كه در اين جا حالتي كه بار به صورت يکنواخت 

xx NN  .اعمال شده، بررسي شده است 

 

ای دايره ای نتايج تحليلی در كمانش الاستيک پانل های استوانه -3-4

ی محوری برای حالت دو تكيه گاه ساده در دو لوه خميده تحت بار فشار

 و دو لوه آزاد

(، تنش بحراني crNدر نمودارهاي مربوطه سه پارامتر بار بحراني )
t

N cr
cr   و تنش بحراني بي

بعد )
E


 
~

تعداد نيم موج هاي محوري در آن ( بر حسب پارامترهاي وابسته براي سه حالت كه 

3,2,1m  .( به 15-3( بر اساس رابطه )4-3نتايج مربوط به بخش )مي باشد، بررسي شده است

دست آمده است كه با مقدار گذاري براي پارامترهاي مختلف، مقادير بار و تنش بحراني براي هر حالت 

MPaE از جنس فولاد با مدول الاستيسيته تمامي نتايج براي پانلبه دست آمده است.  310207 

  بدست آمده است.

 

ای بر روی بار و تنش بحرانی برای پانل استوانه kتاثير پارامتر -3-4-1

 با دو لوه تكيه گاه ساده
كه بر حسب راديان مي  k ( نسبت به2-3با شرايط موجود در جدول ) (xN)كمانش بار بحراني 

لذا منحني  ،با طول پوسته رابطه دارد kلازم به ذكر مي باشد كه چون پارامتر شده است. ليستباشد، 

با يکديگر نسبت عکس  Lو kبراي طول هاي متفاوت بررسي شده است كه اين دو پارامتر يعني

پارامتر هاي شعاع، طول، ضخامت، و زاويه مركزي در بخش دوم پيوست مقدار گذاري شده اند و دارند. 

و تنش بحراني بي بعد را نتيجه بحراني با حل معادلات پايداري مربوطه، بار بحراني و در نهايت تنش 

 .( آمده است1-3در جدول ) ،تغييرات طول استمشخصات هندسي پانل كه همراه با  مي دهد.
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برای سه مد اول  kپارامتر در حالت الاستيک تحت تاثيربحرانی بار كمانش  ینتايج تحليل -2-3جدول

 با دولوه خميده دارای تكيه گاه ساده و دو لوه ديگر آزاد یكمانش برای پانل
طول پوسته باز 

)(mL 
 Rak)(پارامتر 

بار كمانش براي مد 

 N)(اول

بار كمانش براي مد 

 N)(دوم

بار كمانش براي مد 

 N)(سوم

43132 13156 25112311 14211345 11115322 

33181 1318 25544354 14656332 12668311 

33315 1317 25781314 11711231  18455377 

23171 1316 27115351 21662342 21776361 

23841 1311 31421347 28857368 25711381 

23378 1311 35648312 32152315 31437367 

0

5

10

15

20

25

30

35

40

0.05 0.06 0.07 0.08 0.09 0.1 0.11

k(Ra)

B
u

c
k
li
n

g
 L

o
a
d

(K
N

)

m=1

m=2

m=3

 
لوه  به پانلی با دوبرای سه مد اول كمانش مربوط  kپارامتر بر حسبتغييرات بار كمانش بحرانی  -6-3شكل

 خميده دارای تكيه گاه ساده و دو لوه ديگر آزاد

 

در اين محدوده خاص، كه با  kبا افزايش پارامتر ،همان طور كه در نمودار هم مشاهده مي شود

 كاهش طول پوسته همراه است، بار بحراني در جهت محوري افزايش مي يابد.

( مربوط به تنش 7-3تنش بحراني به دست مي آيد. منحني ) ،بر ضخامت پوسته با تقسيم بار بحراني

 ( بررسي شده است. 3-3بحراني بر حسب پاسکال است كه با شرايط مربوط به جدول )
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برای سه مد اول  kپارامتر در حالت الاستيک تحت تاثيرهای بحرانی  تنش ینتايج تحليل -3-3جدول

 با دولوه خميده دارای تكيه گاه ساده و دو لوه ديگر آزادنش برای پانل كما

پارامتر 

)(Rak 

تنش بحراني 

براي مد 

 MPa)(اول

تنش بحراني 

براي مد 

 MPa)(دوم

تنش بحراني 

براي مد 

 MPa)(سوم

تنش بحراني 

راي بي بعد ب

 مد اول

تنش بحراني 

بي بعد براي 

 مد دوم

تنش بحراني 

بي بعد براي 

 مد سوم

13156 51311 41326  11323  24.1e-5 13.7e-5 11.6e-5 

1318 11351  27321  77325  24.6e-5 14.3e-5 12.4e-5 

1317 52351  61335  11332  24.8e-5 17.2e-5 15.9e-5 

1316 61355  78343  85341  26.9e-5 21.1e-5 20.1e-5 

1311 64382  31353  56351  30.3e-5 25.7e-5 24.9e-5 

1311 81371  31384  67382  34.6e-5 31.0e-5 30.3e-5 
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لوه  برای سه مد اول كمانش مربوط به پانلی با دو kپارامتر بر حسب بحرانی  تنشتغييرات  -7-3شكل

 گر آزادخميده دارای تكيه گاه ساده و دو لوه دي

 

نشان مي دهد كه مثل حالت قبل با افزايش   kرا بر حسب( تنش بحراني بي بعد 6-3نمودار )

 مقدار تنش بحراني بي بعد افزايش مي يابد. kپارامتر
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برای سه مد اول كمانش مربوط به پانلی با  kپارامتر بر حسببی بعد بحرانی  تنشتغييرات  -8-3شكل

 دولوه خميده دارای تكيه گاه ساده و دو لوه ديگر آزاد
 

تاثير طول پوسته بر روی بار و تنش بحرانی برای پانل  -3-4-2

 ای با دو لوه تكيه گاه سادهاستوانه
بي بعد انجام  در اين جا بررسي تحليلي تغييرات طول پوسته بر روي بار، تنش و يا تنش بحراني

گرفته است كه نشان مي دهد با افزايش طول پوسته بار، تنش و يا تنش بحراني بي بعد كاهش مي 

مقادير بحراني افزايش مي يافت. با دانستن اين كه بين بار و  kبر خلاف حالت قبل كه با افزايش ،يابد

يم وجود دارد و با توجه به اين كه تنش بحراني بي تنش بحراني و تنش بحراني بي بعد رابطه مستق

لذا براي هر قسمت  ،اي استبعد يك عامل مهم در ارتباط با كمانش الاستيك در پانل هاي استوانه

 فقط تنش بحراني بي بعد در نظر گرفته شده است.

تنش بحراني بي بعد 
E


 
~

( 1-3در شکل ) ،Lبه( نسبت 5-3، با شرايط موجود در جدول )

( آمده 4-3مشخصات هندسي پانل كه همراه با تغييرات طول است در جدول )نشان داده شده است. 

در مدهاي كمانش تا حدي موجب  پيشرويتغييرات در طول پانل با  ،(1-3با توجه به شکل ) .است

 كاهش بار كمانش و تنش بحراني بي بعد مي شود. 
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 مشخصات هندسی پانل همراه با تغييرات طول -4-3جدول

 فولاد پانلجنس 

mR شعاع پانل 1513.0 

mt ضخامت پانل 3105.0  

/2 ي پانلمركززاويه   

 

اول برای سه مد طول  بر حسبدر حالت الاستيک های بحرانی بی بعد  تنش ینتايج تحليل -5-3جدول

 لوه خميده دارای تكيه گاه ساده و دو لوه ديگر آزاد با دوكمانش برای پانل 

 mL)(طول پانل 
تنش كمانش بحراني بي بعد 

 براي مد اول

تنش كمانش بحراني بي بعد 

 براي مد دوم

تنش كمانش بحراني بي بعد 

 براي مد سوم

2 45.4e-5 42.8e-5 42.3e-5 

235 32.5e-5 28.4e-5 27.6e-5 

3 26.7e-5 20.8e-5 19.7e-5 

335 24.7e-5 16.6e-5 15.1e-5 

4 24.8e-5 14.1e-5 12.2e-5 

435 26.3e-5 12.9e-5 10.5e-5 

5 28.8e-5 12.4e-5 9.37e-5 

535 32.3e-5 12.5e-5 8.72e-5 

8 36.4e-5 12.8e-5 8.39e-5 
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لوه خميده  سه مد اول كمانش مربوط به پانلی با دو برایطول بر حسب بحرانی  تنشتغييرات  -9-3شكل

 دارای تكيه گاه ساده و دو لوه ديگر آزاد

 

هم چنين تاثير طول پانل در يك محدوده طولي كمتر بر روي تنش بحراني بي بعد انجام شده 

تنش بحراني بي بعد است. 
E


 
~

( 11-3، در شکل )L( نسبت به7-3با شرايط موجود در جدول ) 

( آمده است. مثل حالت قبل با افزايش 8-3نشان داده شده است. مشخصات هندسي پانل در جدول )

 طول پانل در اين محدوده طولي، تنش بحراني بي بعد رو به كاهش است.

 

 مشخصات هندسی پانل همراه با تغييرات طول -6-3جدول

 فولاد پانلجنس 

mR شعاع پانل 02.0 

mt ضخامت پانل 3105.0  

/2 زاويه مركزي پانل  
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برای سه مد اول طول  بر حسبدر حالت الاستيک های بحرانی بی بعد  تنش ینتايج تحليل -7-3جدول

 ر آزادبا دولوه خميده دارای تكيه گاه ساده و دو لوه ديگكمانش برای پانل 

 mL)(طول پانل 
تنش كمانش بحراني بي بعد 

 براي مد اول

تنش كمانش بحراني بي بعد 

 براي مد دوم

تنش كمانش بحراني بي بعد 

 براي مد سوم

1315 9.77e-3 9.77e-3 10.40e-3 

131 3.24e-3 3.07e-3 3.14e-3 

1315 2.08e-3 1.60e-3 1.56e-3 

132 2.03e-3 1.16e-3 1.03e-3 

1325 2.41e-3 1.06e-3 0.82e-3 

133 3.06e-3 1.11e-3 0.76e-3 
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برای سه مد اول كمانش مربوط به پانلی با دولوه خميده بر حسب طول بحرانی  تنشتغييرات  -11-3شكل

 دارای تكيه گاه ساده و دو لوه ديگر آزاد

 

نش بحرانی تاثير نسوت طول پانل به شعاع آن بر روی بار و ت -3-4-3

 ای با دو لوه تكيه گاه سادهبرای پانل استوانه
  در اين حالت بررسي تحليلي تغييرات نسبت طول پوسته باز به شعاع آن بر روي تنش بحراني بي

RLتنش بحراني بي بعد نسبت به بعد انجام گرفته است.  براي سه حالت كه  كه بي بعد مي باشد، /

و  نشان داده شده است( 11-3مي باشد، در شکل ) 3,2,1mموج هاي محوري در آن تعداد نيم 
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مشخصات هندسي پانل كه همراه با تغييرات طول نسبت به  .( آمده است6-3نتايج آن در جدول )

 ( ذكر شد.4-3شعاع است در جدول )

نسوت طول پانل به بر حسب ستيک در حالت الاهای بحرانی بی بعد  تنش ینتايج تحليل -8-3جدول

 با دولوه خميده دارای تكيه گاه ساده و دو لوه ديگر آزادپانل  دربرای سه مد اول كمانش شعاع 
نسبت طول 

پانل به شعاع 

آن براي مد اول 

RL / 

نسبت طول پانل به 

شعاع آن براي مد 

RLدوم  / 

نسبت طول پانل به 

شعاع آن براي مد 

RLسوم  / 

تنش كمانش 

بحراني بي بعد 

 براي مد اول

تنش كمانش 

بحراني بي بعد 

 براي مد دوم

تنش كمانش 

بحراني بي بعد 

 براي مد سوم

13321 28343 83138  45.4e-5 42.8e-5 42.3e-5 

18352 333148 41357 32.5e-5 28.4e-5 27.6e-5 

11362 31385 65134  26.7e-5 20.8e-5 19.7e-5 

23313 48328 81331 24.7e-5 16.6e-5 15.1e-5 

12838  15332  17136  24.8e-5 14.1e-5 12.2e-5 

21374 51346 36132  26.3e-5 12.9e-5 10.5e-5 

33314 488311  11314 28.8e-5 12.4e-5 9.37e-5 

383351 72371 111315 32.3e-5 12.5e-5 8.72e-5 

313858 17133  711631  36.4e-5 12.8e-5 8.39e-5 
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برای سه مد اول كمانش طول پانل به شعاع  نسوتبر حسب بی بعد بحرانی  تنشتغييرات  -11-3شكل

 لوه خميده دارای تكيه گاه ساده و دو لوه ديگر آزاد مربوط به پانلی با دو
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تاثير ضخامت پانل بر روی بار و تنش بحرانی برای پانل  -3-4-4

 ای با دو لوه تكيه گاه سادهاستوانه
ا بررسي تحليلي تغييرات ضخامت پوسته بر روي تنش بحراني بي بعد انجام گرفته است در اين ج

تنش كه نشان مي دهد با افزايش ضخامت پوسته، بار، تنش و يا تنش بحراني بي بعد افزايش مي يابد. 

براي سه حالت كه تعداد نيم موج هاي محوري در  ،تغييرات ضخامت پوستهبحراني بي بعد نسبت به 

( آمده 11-3و نتايج آن در جدول ) نشان داده شده است( 21-3مي باشد، در شکل ) 3,2,1mآن 

( هم مشاهده مي شود نرخ تغييرات بار و تنش هاي بحراني با 12-3همان طور كه در شکل ) .است

  افزايش در تعداد نيم موج هاي محوري كاهش مي يابد.

 همراه با تغييرات ضخامت در حالت الاستيکمقادير هندسی پانل  -9-3جدول 

 فولاد جنس پانل

mR شعاع پانل 05.0 

mL طول پانل 8.0 

/2 زاويه مركزي  

 k 09817477.0kپارامتر 

 برای سه مد اول كمانش ضخامت پانل بر حسب بی بعد های بحرانی  تنش ینتايج تحليل -11-3جدول

 mmt)(ضخامت پانل 
عد تنش كمانش بحراني بي ب

 براي مد اول

عد تنش كمانش بحراني بي ب

 براي مد دوم

عد تنش كمانش بحراني بي ب

 براي مد سوم

0.1 30.5e-5 29.1e-5 28.8e-5 

0.2 36.4e-5 30.8e-5 29.7e-5 

0.3 46.3e-5 33.6e-5 31.3e-5 

0.4 60.2e-5 37.5e-5 33.4e-5 

0.5 78.0e-5 42.5e-5 36.1e-5 

0.6 99.7e-5 48.7e-5 39.5e-5 

0.7 125.4e-5 56.0e-5 43.4e-5 

0.8 155.1e-5 64.4e-5 48.0e-5 

0.9 188.7e-5 73.9e-5 53.1e-5 

1.0 226.3e-5 84.5e-5 58.9e-5 
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سه مد اول كمانش مربوط به پانلی  ضخامت پانل برای بر حسب بی بعدنی بحرا تنشتغييرات  -12-3شكل

 با دولوه خميده دارای تكيه گاه ساده و دو لوه ديگر آزاد

پانل بر روی بار و تنش بحرانی برای پانل  مركزیتاثير زاويه  -3-4-5

 ای با دو لوه تكيه گاه سادهاستوانه
بررسي تغييرات زاويه مركزي يا همان  مرزي، براي اين حالت شرطآخرين حالت مورد بررسي 

 براي سه حالت كه تعداد نيم موج هاي تنش بحراني مي باشد كه مثل حالات قبل   روي بار و

بر كه  تنش بحراني بي بعد نسبت به  مي باشد، بررسي شده است. 3,2,1mمحوري در آن 

مي باشد،  3,2,1mبراي سه حالت كه تعداد نيم موج هاي محوري در آن  مي باشد، حسب راديان

 پانل( آمده است. طول 12-3و نتايج آن در جدول ) نشان داده شده است ( 31-3در شکل )

mL 8.0 و تغييرات پارامترk مقادير پارامترهاي هندسي  ي همراه است.مركزات در زاويه با تغيير

 ( است.11-3براي اين حالت به صورت جدول )

 مشخصات هندسی پانل همراه با تغييرات زاويه مركزی -11-3جدول 

 فولاد جنس پانل

mmt ضخامت پانل 2109389.9  

mmR شعاع پانل 07518.30 
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برای ی پانل مركززاويه  بر حسبدر حالت الاستيک های بحرانی بی بعد  تنش یليلنتايج تح -12-3جدول

 با دولوه خميده دارای تكيه گاه ساده و دو لوه ديگر آزادپانل  درسه مد اول كمانش 

 Rak)(پارامتر 
زاويه مركزي 

)(Ra 

 تنش كمانش بحراني

 بي بعد براي مد اول

 ش كمانش بحرانيتن

 بي بعد براي مد دوم

 تنش كمانش بحراني

 بي بعد براي مد سوم

1315614 2/  24.75e-5 14.09e-5 12.12e-5 

1314416 3/2  24.70e-5 14.00e-5 12.02e-5 

1313534 6/5  24.64e-5 13.95e-5 11.97e-5 

4413121    24.62e-5 13.92e-5 11.94e-5 
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سه مد اول كمانش مربوط به  ی پانل برایمركززاويه  بر حسببی بعد بحرانی  تنشتغييرات  -13-3شكل

 لوه خميده دارای تكيه گاه ساده و دو لوه ديگر آزاد پانلی با دو

 

تاثير  تا  /2از  ر زاويه مركزي ديده مي شود تغييرات د (31-3شکل )همان طور كه در 

منحني شبيه به يك خط  شيب بسيار كمي دارد ،نمودار بسيار جزيي بر روي بار و تنش بحراني دارد و

 راست شده است.
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با مقطع  اینتايج تحليلی در كمانش الاستيک پانل های استوانه -3-5

دايره ای تحت بار فشاری محوری برای حالت سه لوه تكيه گاه ساده و 

 يک لوه آزاد
اي با مقطع دايره اي شکل در حالي كه سه لبه آن شامل دو لبه در اين قسمت يك پانل استوانه

خميده و يك لبه راست داراي تکيه گاه ساده است و لبه راست ديگري آزاد مي باشد، مورد بررسي 

ار گرفته است. اين پانل توسط يك بار يکنواخت كه روي دو لبه انتهايي آن توزيع شده است، تحت قر

( نشان داده شده است. در اين جا نيز از معادلات 14-3فشار محوري قرار گرفته است كه در شکل )

كلي با دانل براي كمانش خطي استفاده شده است. در نهايت معادلات دانل به يك مسئله مقدار ويژه 

 استفاده از روش گالركين كه در قبل توضيح داده شد، تبديل شده است.

 
 [10]ای با يک لوه آزاد تحت بار محوریپانل استوانه -14-3شكل

 

 اي كم عمق به صورت زير است:نهسيستم معادلات پايداري براي چنين پوسته استوا
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Ryفقط  ،( مي باشد63-3( و )73-3اين معادلات مثل معادلات )   مختصات منحني الخط و

0

x  به صورت زير در آن  1عملگر خطي و مي باشد، استتنش فشاري در پانلي كه تحت بار محوري

 :است

                                                 
1 Linear Operator 
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صلبيت خمشي  Dهم چنين  بيان شده است.  (31-2و پيچشي بر اساس رابطه ) ممان هاي خمشي

 ( بيان شده است.32-2اي در رابطه )است كه براي پوسته استوانه

اي مطابق با رابطه  ، و نيرو هاي صفحه(41-2رابطه )به صورت  yو xنيروهاي برشي در دو جهت 

 ( است.2-42)

هم چنين شرايط مرزي مربوط به حالت سه تکيه گاه ساده و يك لبه راست به صورت آزاد به 

 صورت زير است:

Lxxدو لبه خميده با تکيه گاه ساده:  -1  ,0   

 0)()0(  Lww  

 0)()0(  LMM xx  

0,0ه ساده: يك لبه راست با تکيه گا -2  y 

 0yyM  

 0)0,( xw  

 0yyN  

Rby يك لبه راست آزاد: -3  

 0 zyyy QM  

 0 yxyy NN  

 به طور تقريبي حل شده است. (57-3( و )58-3معادلات پايداري بيان شده در رابطه )

 شود:دو تابع خيز و نيرو در نظر گرفته شده است كه در ابتدا تابع خيز بررسي مي 

(3-65)  
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sin()
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(sin)
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ضخامت پانل مي  tوپارامترها مثل شرط مرزي دو لبه با تکيه گاه ساده تعريف شده است كه در آن 

 در نظر گرفته شده است و به صورت زير است:( 56-3براي تابع خيز )به صورت كلي  iباشد. 

2
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Niكه در آن  ,...7,5,3  ،iw و  پارامتر تابع  استضريب پواسون. 

 ر تعريف شده است:تابع نيروي ايري به صورت زي

(3-15)  
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RfEtxF
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)[sin(),( 1
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 تعريف شده  . دو تابع خيز و نيرو شرايط مرزيتابع نيرو ايري مي باشد مجهولپارامتر  1fكه در آن 

 .را ارضا مي كنند

انتگرال معين ، دو 1با ضرب كردن معادلات پايداري در توابع خيز و نيرو و استفاده از شرايط تعامد

تنش بحراني بدست مي آيد. روند  بدست مي آيد كه در نهايت با حل دترمينان يك ماتريس متقارن،

توسط  ،مي دهدارائه كه شامل معادلات پايداري است تا پايان كه تنش بحراني را  ابتداحل تحليلي از 

 انجام شده است.در بخش سوم پيوست  Mapleنرم افزار 

 :رابطه زير وجود داردتعامد براي معادله دومي  با استفاده از شرط

(3-81)   
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 به صورت زير به دست مي آيد: 1f، پارامتر مجهول (81-3) از حل انتگرال

(3-18)  
if

Ni

iaw
kk

k
f 




...7,5,3

2

24

2

1 )(
2016515

128






 

 كه در آن:

(3-28)  )
2

sin(
)16)(4(

45
22


 i

ii
a iif 











  

 :به دست مي آيد (83-3)رابطه ( 58-3ز شرط تعامد براي معادله )اكنون با استفاده ا
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كه حل رابطه بالا در نهايت به يك سيستم معادلات جبري همسانگرد كاهش مي يابد كه به صورت 

 زير مي باشد:

(3-48)  0.
0~











MM

jixji satde   

                                                 
1 Orthogonality 



 

 

 محوري با شرايط مرزي متفاوت. بار بررسي تحليلي و عددي كمانش پوسته استوانه اي باز تحت اثر 

 

 60 

هاي متفاوت به دست مي آيد  Mتنش بحراني بي بعد براي( مقادير 48-3از حل دترمينان ماتريس )

 ( همگرايي لازم بين داده ها به دست مي آيد.48-3و يا سطر و ستون ماتريس ) Mكه با افزايش

jiبراي حالت   رابطه زير به دست مي آيد: 

(3-58)  2

2

222222

1 ])4()4[( fiiii aCkikiCa    

(3-88)  
)(

222

iii iks   

jiهم چنين براي حالت   رابطه زير به دست مي آيد: 
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 ( به دست مي آيد.84-3ت تنش بحراني بي بعد با حل دترمينان مربوط به ماتريس معادله )در نهاي

وجود  Lorenz-Timoshenko-Southwellدر اين جا يك رابطه اي به نام تنش بحراني بي بعد 

قابل كاربرد است و به  ،اي كه در چهار طرف آن تکيه گاه ساده قرار دارددارد كه براي يك پانل استوانه

 ( مي باشد.52-3رابطه )صورت 

اي با مقطع در پانل استوانهبي بعد ( مقدار مربوط به تنش بحراني 71-3( تا )84-3معادلات )

دايره اي شکل كه سه لبه آن تکيه گاه ساده دارد و يك لبه آن آزاد است را مي دهد. بايستي توجه 

eMMداشت كه فرضيات مربوط به مقادير متوالي  ,...,7,5,3  يك سري جواب تقريبي متوالي براي

 پانل مي دهد. 

ای بر روی بار و تنش بحرانی برای پانل استوانه kتاثير پارامتر -3-5-1

 با سه لوه تكيه گاه ساده و يک لوه آزاد
41M ،2/با براي فولاد  kدر اين جا تنش بحراني بي بعد بر حسب پارامتر ،1m 

tRو 6.302]11[ ( براي 51-3( نشان داده شده است. شکل )51-3در شکل )5M  داراي دو
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1)(5مقدار مي نيمم مي باشد كه با مقادير
~

1068.15 
low

cr 2)(5و
~

109809.1 
low

cr  به ترتيب

 نشان داده شده است. 4.1kو  05.0kبراي 

 
 [10]بر روی تنش بحرانی بی بعد برای مد اول كمانش  kتاثير پارامتر -51-3شكل

با  41Mتا  3Mدر بخش سوم پيوست ارائه شده است از  apleMحل معادلاتي كه توسط 

همگرايي لازم بين داده ها ايجاد شده است. براي  41Mقدر نسبت دو صورت گرفته است كه براي 

سه ( كه در بالا بيان شد، مقاي51-3مربوط به شکل ) 41Mمقادير شعاع، زاويه مركزي، ضخامت و

به  1mبراي تنش بحراني بي بعد مربوط به مد اول يعني 1بين نتايج به دست آمده و نتايج ماگنوكي

( آورده 13-3( نشان داده شده است و داده هاي نتايج به دست آمده در جدول )18-3صورت شکل )

 شده است.

برای مد اول  kپارامتر بر حسبالت الاستيک در حبحرانی بی بعد  بار و تنش ینتايج تحليل -31-3جدول

 ديگر آزادراست لوه  يکلوه دارای تكيه گاه ساده و سه با پانل  دركمانش 
 N)(بار كمانش بحراني در مد اول تنش كمانش بحراني بي بعد در مد اول Rak)(پارامتر 

1313 34.09e-5 35212386 

1315 16.56e-5 17145316 

131 23.26e-5 24174384 

132 20.74e-5 21472311 

134 6.67e-5 8115388 

138 3.61e-5 3745371 

136 2.62e-5 2712361 

1 2.25e-5 2331362 

132 2.19e-5 2231312 

134 2.15e-5 2272382 

138 2.32e-5 2416311 

                                                 
1 Magnucki 
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136 2.52e-5 2817341 

2 2.78e-5 2667318 
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بر روی تنش بحرانی بی بعد  kپارامتر مقايسه نتايج بدست آمده با نتايج ماگنوكی مربوط به -61-3شكل

 برای مد اول كمانش

 

نشان مي  ،هاي متفاوت صورت گرفته است Mي كه روي تنش بحراني بي بعد براييبررسي ها

( داراي دو مقدار مي نيمم مي باشد كه يکي 81-3( و )51-3، شکل هاي )5Mدهد كه براي 

  مي باشد. 4.1kو ديگري مربوط به  05.0kمربوط به 

( 81-3، مربوط به شکل )4.1kو 05.0kدر پانل يعني kدرصد اختلاف براي دو مقدار مي نيمم 

محاسبه درصد اختلاف مربوط به ( نشان داده شده است. 17-3بررسي شده است كه در شکل )

ضل بين داده هاي به گونه اي است كه تفادر اين تحقيق مقايسه بين نتايج ماگنوكي و نتايج موجود 

 را مي دهد. اخطموجود و ماگنوكي تقسيم بر نتايج موجود، درصد 
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بر روی تنش  kپارامتر بين نتايج بدست آمده با نتايج ماگنوكی مربوط به درصد اختلاف -71-3شكل

 بحرانی بی بعد برای مد اول كمانش

 

ای بر روی بار و تنش بحرانی برای پانل استوانه Mتاثير پارامتر -3-5-2

 تكيه گاه ساده و يک لوه آزادبا سه لوه 
كه بيان گر تعداد  Mنسبت به ( تنش بحراني بي بعد مربوط به نتايج ماگنوكي61-3در شکل )

، نشان داده شده است كه اين ( است84-3سطر و ستون ها ماتريس تنش بحراني يا همان رابطه )

 43Mو 39M،41Mقدار تنش بحراني برايپانل بلندتر مي باشد و تفاوت مبه شکل مربوط 

همگرايي بين داده ها بيشتر رفته رفته  ،Mتنها در رقم چهارم بعد از اعشار مي باشد. با افزايش پارامتر

 ( آمده است.14-3)( در جدول 16-3مي شود. داده هاي مربوط به شکل )

 

برای مد اول  Mپارامتر نسوت بهدر حالت الاستيک بحرانی بی بعد  تنش ینتايج تحليل -41-3جدول

 مربوط به پانل بلندتركمانش 
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  پانل بلندترمربوط به  بر روی تنش بحرانی بی بعد برای مد اول كمانش Mتاثير پارامتر -81-3شكل 

و نتايج ماگنوكي براي تنش بحراني بي بعد در اين تحقيق مقايسه بين نتايج به دست آمده 

( نشان 11-3براي پانل بلندتر و يا مي نيمم بزرگتر به صورت شکل ) 1mمربوط به مد اول يعني

 ( آورده شده است.15-3جدول ) دردر اين تحقيق داده شده است و داده هاي نتايج به دست آمده 

برای مد اول  Mپارامتر بر حسبدر حالت الاستيک بحرانی بی بعد  بار و تنش ینتايج تحليل -51-3جدول

 مربوط به می نيمم بزرگتر لوه ديگر آزاد يکلوه خميده دارای تكيه گاه ساده و سه با پانل  دركمانش 

 Mپارامتر 
تنش كمانش بحراني بي بعد در مد اول 

 براي مي نيمم بزرگتر

بار كمانش بحراني در مد اول براي مي 

 N)(نيمم بزرگتر 

3 21.99e-5 22783343 

5 19.95e-5 21853313 

7 18.37e-5 11111315 

1 17.58e-5 16211383 

11 17.10e-5 17716361 

13 16.79e-5 36135617  

15 16.56e-5 17145316 

17 16.39e-5 18181315 

11 16.28e-5 18655335 

21 16.19e-5 18788385 

27 16.01e-5 18578311 

33 15.99e-5 18551318 

31 15.95e-5 18515311 

45 15.90e-5 18481316 
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بر روی تنش بحرانی بی بعد  Mپارامتر مقايسه نتايج بدست آمده با نتايج ماگنوكی مربوط به -91-3شكل

 و می نيمم بزرگتر برای مد اول كمانش

( بررسي شده 11-3براي مي نيمم بزرگتر در پانل مربوط به شکل ) Mدرصد اختلاف براي چند مقدار

 ( نشان داده شده است.21-3است و در شکل )
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و می نيمم  Mپارامتر يج بدست آمده با نتايج ماگنوكی مربوط بهبين نتا درصد اختلاف -21-3شكل

 بر روی تنش بحرانی بی بعد برای مد اول كمانشبزرگتر 
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، نشان Mنسبت به ( تنش بحراني بي بعد مربوط به نتايج ماگنوكي12-3در شکل )هم چنين 

پانل كوتاه تر و يا مي نيمم كوچکتر است و نتايج آن در جدول  بهبوط داده شده است كه اين شکل مر

همگرايي بين داده ها بيشتر شده است. همان  Mدر اين جا نيز با افزايش پارامتر ( آمده است.3-81)

پانل  طور كه مشاهده مي شود محدوده تنش هاي بحراني بي بعد نسبت به حالت قبلي يعني وقتي كه

 اي بلندتر است، بيشتر شده است. استوانه

 

برای مد اول  Mپارامتر نسوت بهدر حالت الاستيک بحرانی بی بعد  تنش ینتايج تحليل -61-3جدول

 ]11[مربوط به پانل كوتاه تركمانش 

 

 

 مربوط به پانل كوتاه تر ی بعد برای مد اول كمانشبر روی تنش بحرانی ب Mتاثير پارامتر -12-3شكل

 

مقايسه بين نتايج به دست آمده و نتايج ماگنوكي براي تنش بحراني بي بعد مربوط به مد اول 

( نشان داده شده است و 22-3براي پانل كوتاه تر و يا مي نيمم كوچکتر به صورت شکل ) 1mيعني

 ( آورده شده است.17-3دست آمده در جدول )داده هاي نتايج به 
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برای مد اول  Mپارامتر بر حسبدر حالت الاستيک بحرانی بی بعد  بار و تنش ینتايج تحليل -71-3جدول

 مربوط به می نيمم كوچک تر لوه ديگر آزاد يکلوه خميده دارای تكيه گاه ساده و سه با پانل  دركمانش 

 Mتر پارام
تنش كمانش بحراني بي بعد در مد اول براي مي نيمم 

 كوچکتر

بار كمانش بحراني در مد اول براي مي 

 N)(نيمم كوچکتر

5 3.074e-5 3161313 

7 2.496e-5 2564316 

1 2.347e-5 2421361 

11 2.260e-5 2331381 

13 2.208e-5 2268316 

15 2.141e-5 2215311 

17 2.125e-5 2211324 

11 2.109e-5 2163346 

21 2.090e-5 2183315 

23 2.071e-5 2143341 

25 2.053e-5 2124368 

21 2.029e-5 2111315 

35 2.019e-5 2111381 

41 1.999e-5 2181311 

47 1.990e-5 2151387 
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 روی تنش بحرانی بی بعد برای مد اول  Mپارامتر همقايسه نتايج با نتايج ماگنوكی مربوط ب -22-3شكل
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در  (،22-3براي مي نيمم كوچك تر در پانل مربوط به شکل ) Mدرصد اختلاف براي چند مقدار

 ( نشان داده شده است.23-3شکل )
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و می نيمم  Mپارامتر نوكی مربوط بهبين نتايج بدست آمده با نتايج ماگ درصد اختلاف -32-3شكل

 بر روی تنش بحرانی بی بعد برای مد اول كمانشكوچک تر 
 

تاثير طول پوسته بر روی بار و تنش بحرانی برای پانل  -3-5-3

 ای با سه لوه تكيه گاه ساده و يک لوه آزاداستوانه
نش ها و بار بحراني مي باشد. اين تغييرات براي در اين حالت بررسي تاثيرات طول پانل بر روي ت

در نظر گرفته شده است. حداقل مقدار بار  41Mحالت سه تکيه گاه ساده و يك لبه آزاد در حالت

mLبحراني مربوط به طول  0.4 اندكيمي باشد و با افزايش و كاهش طول پانل مقدار بار بحراني ، 

( براي حالتي كه يك نيم موج در جهت محوري وجود دارد، در نظر 24-3زايش پيدا مي كند. شکل)اف

( آمده است. ضخامت پانل براي اين حالت 16-3گرفته شده است و داده هاي مربوط به آن در جدول )

mtبرابر با  3105.0  شعاع آن ،mR 1513.0  2 مركزيو زاويه/  .مي باشد 
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برای مد اول طول پانل  بر حسبدر حالت الاستيک بحرانی بی بعد  بار و تنش ینتايج تحليل -18-3جدول

  لوه ديگر آزاد يکلوه خميده دارای تكيه گاه ساده و سه با پانل  دركمانش 
نسبت طول پانل به شعاع آن  mL)(طول پانل 

RL / 

تنش كمانش بحراني بي بعد 

 براي مد اول

بار كمانش بحراني براي مد 

 N)(اول 

2 13322  25.54e-5 28441381 

235 18352 21.53e-5 22211378 

3 11363 18.42e-5 11173321 

335 23313 16.49e-5 17186384 

4 28380 15.97e-5 18521357 

435 42137  16.36e-5 18142311 

5 333147 17.41e-5 16118375 

535 38335 19.03e-5 11715361 

8 31386 21.12e-5 21683321 
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 بر روی تنش بحرانی بی بعد برای مد اول كمانش  طول پانلتاثير  -24-3شكل
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تاثير نسوت طول پوسته به شعاع آن بر روی بار و تنش  -3-5-4

 ای با سه لوه تكيه گاه ساده و يک لوه آزادبحرانی برای پانل استوانه
RLدر اين قسمت تاثير پارامتر  است كه اين تاثير ناشي از  بررسي شدهبر روي تنش بحراني  /

( اين تاثير براي پانلي 25-3( مي باشد و در شکل )3-5-3همان تغيير طول پانل مربوط به قسمت )

//6.26كه در آن   kRL  براي سه مد اول كمانش نشان داده شده  مي باشد، توسط ماگنوكي

 است.

 
RLتاثير  -52-3شكل  ]11[اول كمانش سه مدبر روی تنش بحرانی بی بعد برای /

 

RL( بررسي تاثير پارامتر 52-3براي مقايسه با شکل ) ( 82-3) بر روي تنش بحراني در شکل /

( آورده 16-3براي مد اول كمانش نشان داده شده است داده هاي نتايج به دست آمده در جدول )

 شده است.
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 بر روی تنش بحرانی بی بعد برای مد اول كمانش به شعاع آن  طول پانلتاثير  -26-3شكل

//6.26درصد اختلاف براي مقدار   kRL  ( 3( و )52-3در پانل مربوط به شکل هاي-

-3( براي مد اول كمانش بين نتايج به دست آمده و نتايج ماگنوكي بررسي شده است و در شکل )28

 ( نشان داده شده است.27
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می نيمم نسوت طول به  بين نتايج بدست آمده با نتايج ماگنوكی مربوط به درصد اختلاف -27-3شكل

 بر روی تنش بحرانی بی بعد برای مد اول كمانششعاع 
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ای تاثير ضخامت بر روی بار و تنش بحرانی برای پانل استوانه -3-5-5

 با سه لوه تكيه گاه ساده و يک لوه آزاد
بررسي تحليلي تغييرات ضخامت پوسته بر روي بار، تنش و يا تنش بحراني بي بعد  لتاحدر اين 

يا تنش بحراني بي بعد، انجام گرفته است كه  نشان مي دهد كه با افزايش ضخامت پوسته، بار، تنش و 

 افزايش مي يابد. 

( نشان 62-3، در شکل ) t ( نسبت به11-3تنش بحراني كمانش بي بعد با شرايط موجود در جدول )

mRمي باشد. شعاع پانل  1mداده شده است. تعداد نيم موج هاي محوري برابر با  05.0 طول ،

mLآن  8.009817477.0، پارامترk  2و اندازه زاويه مركزي/  .است 

 

برای مد ضخامت پانل  بر حسبدر حالت الاستيک بحرانی بی بعد  بار و تنش ینتايج تحليل -19-3جدول

 لوه ديگر آزاد يکساده و  لوه خميده دارای تكيه گاهسه با پانل  دراول كمانش 

 تنش كمانش بحراني بي بعد براي مد اول mmt)(ضخامت پانل 
بار كمانش بحراني براي مد اول 

)(N 

0.1 17372e-5 388736 

0.2 28357e-5 1111131 

0.3 34312e-5 2112631 

0.4 43321e-5 3564638 

0.5 54361e-5 2358611  

0.6 86313e-5 6581337 

0.7 65347e-5 12364435 

0.8 114352e-5 17316136 

0.9 128311e-5 23411436 

1.0 151311e-5 31166736 
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 بر روی تنش بحرانی بی بعد برای مد اول كمانشضخامت تاثير  -28-3شكل

 

ی بر روی بار و تنش بحرانی برای پانل مركزتاثير زاويه  -3-5-6

 ی با سه لوه تكيه گاه ساده و يک لوه آزادااستوانه
بررسي شده است كه اين نتايج  نسبت به  تنش بحراني بي بعد مربوط به نتايج ماگنوكي

1)(پانل بلندتر و يا اولين مقدار مي نيمم  بهمربوط 
~

low
cr  مي نيمم بزرگتر( مي باشد كه در جدول(

 ه است.( آمد3-21)

 
برای مد زاويه مركزی پانل  نسوت بهدر حالت الاستيک بحرانی بی بعد  تنش ینتايج تحليل -21-3جدول

 ]11[اول كمانش

 
-3( و مطالعات قبلي يك رابطه براي تنش بحراني به بعد به صورت رابطه )52-3با استفاده از فرمول )

 ( در مي آيد.71
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به عنوان ضريب تنش بحراني در آن به كار رفته است. اين ضريب براي اولين  CSCپارامتر كه  

7.121مقدار مي نيمم تنش بحراني به صورت CSC  و براي دومين مقدار مي نيمم به صورت

1012 CSC  1است كه

CSC  2و

CSC .به ترتيب ضريب تنش بحراني اول و دوم مي باشد 

 نسبت به( آمده است، 21-3كه در جدول )مقادير تنش بحراني بي بعد مربوط به نتايج ماگنوكي 

 ( نشان داده شده است.21-3در شکل )

 
 [10]اول كمانش مدرای بر روی تنش بحرانی بی بعد بی مركززاويه تاثير  -29-3شكل 

 

تنش  روي بار و  يمركزدر اين جا بررسي تغييرات زاويه  براي مقايسه با نتايج ماگنوكي

كه اين دو نمودار تحت شرايط مرزي سه لبه با تکيه گاه ساده و يك لبه  انجام گرفته استبحراني 

mmtبراي اين حالت  باشند. ضخامت پانلآزاد، داراي تطابق خوبي مي 2109389.9  شعاع پانل ،

mmR 07518.30 باشد. در اين حالت پارامتر ميk  ي پانل تغيير كرده است. مركزبر حسب زاويه

-3( و نتايج مربوط به داده هاي به دست آمده در جدول )31-3اين مقايسه براي مد اول در شکل )

 آمده است. (21

 

برای ی پانل مركززاويه  نسوت بهدر حالت الاستيک بحرانی بی بعد  بار و تنش ینتايج تحليل -21-3جدول

 لوه ديگر آزاد يکلوه خميده دارای تكيه گاه ساده و سه با پانل  درمد اول كمانش 
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 N)(بار كمانش براي مد اول  لتنش كمانش بحراني بي بعد براي مد او Ra)(ي پانل مركززاويه 

2/  16.26e-5 3348313 

3/2  16.18e-5 3321318 

6/5  16.14e-5 3321337 

  16.12e-5 3317316 
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بر روی تنش بحرانی بی ی مركززاويه  ايج ماگنوكی مربوط بهمقايسه نتايج بدست آمده با نت -31-3شكل

  بعد برای مد اول كمانش

( بررسي شده است و در 31-3مربوط به شکل ) تا  /2ي پانل از مركزدرصد اختلاف براي زواياي 

 ( نشان داده شده است.31-3شکل )
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3.57

3.575

3.58

3.585

3.59

3.595

3.6

3.605

3.61

3.615

3.62

خطا درصد

Beta

 

بر روی تنش ی مركززوايای  بين نتايج بدست آمده با نتايج ماگنوكی مربوط به فدرصد اختلا -31-3شكل

 بحرانی بی بعد برای مد اول كمانش

ي پانل تاثير بسيار مركزمشاهده مي شود تغييرات در زاويه ( 31-3)همان طور كه در شکل 

 هم صدق مي كند. . اين موضوع در مورد تنش و بار بحرانيناچيزي بر روي تنش بحراني بي بعد دارد

 

برای به دست آوردن بار  جديدپيشنهادی  حل به كارگيری -3-6

دارای تكيه گاه ساده و پانل كمانش بحرانی با شرط مرزی دو لوه خميده 

 دو لوه ديگر آزاد
(، اكنون يك حل ديگر براي به دست آوردن 2-3-3روش موجود در بخش )استفاده از در راستاي 

نظر گرفته شده است. در اين حل معادلات پايداري در نظر گرفته شده مشابه بار كمانش بحراني در 

( مي 42-3( تا )31-3(، و شرايط مرزي به كار گرفته شده مشابه روابط )57-3( و )58-3روابط )

( بررسي شد، 56-3( و )43-3باشد. سپس با نتيجه گيري و الگو برداري از توابع خيزي كه در روابط )

 ( در نظر گرفته شده است.72-3جديدي به صورت رابطه ) در نهايت تابع

(3-72) t
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xmi
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ijكه در آن  BA -3تابع نيروي ايري در نظر گرفته شده، مشابه رابطه )هاي تابع هستند و پارامتر ,

(، 42-3( و )41-3يا روابط )( در شرايط مرزي مربوط به لبه آزاد 72-3با قرار دادن رابطه ) ( است.51

 ( به دست مي آيد:73-3به صورت رابطه ) jAبر حسب  iBپارامتر 

(3-73) 
)4)(
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 (، تابع خيز به صورت زير به دست مي آيد:72-3( در رابطه )73-3با قرار دادن )

(3-74) t
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( شرايط مرزي را ارضا مي كند. نتايج به دست آمده براي 74-3رابطه ) iبه ازاي جميع مقادير

 به دست آمده است. 3iمقدار 

در نهايت  ومثل قبل، با حاصل ضرب معادلات پايداري در توابع خيز و نيرو ارضاء مي شود شرط تعامد 

jiدر اين ماتريس حالت  .نتيجه مي شود (84-3ستم معادلات جبري به صورت رابطه )يك سي  

jiداده هاي روي قطر اصلي را مي دهد و    .تمامي نتايج مربوط به ساير داده هاي ماتريس است

نتايج مربوطه پس از مقايسه با نتايج عددي در  ت.محاسبه شده اس 41M( براي 5-3مثل بخش )

 فصل پنجم بررسي شده است.

در اين فصل در ابتدا كمانش پوسته استوانه اي در حالت كلي بررسي شد و روابط جابجايي و 

اي تحت بار محوري بررسي ممان ها مربوط به آن ذكر شد. سپس كمانش متقارن در پوسته استوانه

داراي تکيه  ايدر پانل استوانهبار و تنش بحراني با استفاده از روابط جابجايي  شد. در ادامه محاسبه

گاه ساده در دولبه خميده كه تحت بار محوري است انجام شد. سپس بار و تنش بحراني با استفاده از 

، است اي داراي تکيه گاه ساده در دو لبه خميده كه تحت بار محوريتوابع خيز و نيرو در پانل استوانه

محاسبه بار و تنش بحراني با استفاده از در ادامه به دست آمد.  بر حسب پارامتر هاي هندسي متفاوت

اي داراي تکيه گاه ساده در دو لبه خميده و يك لبه راست، و لبه توابع خيز و نيرو در پانل استوانه
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انجام شد و با نتايج اوت بر حسب پارامتر هاي هندسي متف ،راست ديگر آزاد كه تحت بار محوري است

در آخر  ماگنوكي مقايسه شد و درصد اختلاف بين داده هاي موجود با نتايج ماگنوكي محاسبه شد.

براي شرط مرزي تکيه گاه ساده در دو لبه خميده و دو لبه ديگر  iيك تابع خيز كلي بر حسب پارامتر

دست آوردن بار كمانش، به اين نتيجه مي توان رسيد كه در كه پس از حل و به آزاد، پيشنهاد شد 

 بهبود دقت نتايج مفيد است.

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 مچهارفصل 

ای تحت بار بررسی عددی در كمانش پانل استوانه

 محوری
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 مقدمه: -4-1
از مسائل پايداري ورق ها و پوسته ها، همانند مسائل عملي مطرح در مهندسي را نمي  بسياري

فرق بين دو به صورت تحليلي حل نمود كه در نتيجه بايستي از روش هاي عددي استفاده نمود.  توان

حل هاي عددي داراي اين نقطه اشتراك هستند كه عبارت تحليلي و عددي گاهي مشخص نمي باشد. 

 آنها يك محيط پيوسته را به وسيله تعداد محدودي درجه آزادي تقريب مي زنند.

 هايبارگذاري تحت پيچيده خواص و هندسه با قطعات تحليل و طراحي به زنيا ،موارد اغلب در

 براي الاستيسيته تئوري مثال عنوان ه)ب موجود كلاسيك هاي روش كارگيريه ب و باشد مي عمومي

 اين حل عملا كهشود ، ميفاوتمت اوليه و مرزي شرايط با ،پيچيده معادلات به منجرش( تن توزيع

 .سازدمي ممکن غير را يليتحل روش از معادلات

 قرن در موجود وسيله ترين قدرتمند از استفاده جهت نيز و حل تحليلي مشکلات با مقابله براي

 حل تا شود ريخته جبري كاملا قالب يك در نظر مورد مساله كه است ضروري كامپيوتر، يعني حاضر

 روشهاي مختلف انواع از توانمي يهدف چنين به دستيابي براي. باشد جبري عمليات نيازمند تنها آنها

 اين در. نمود استفاده ديفرانسيل معادلات وسيله به شده تعريف پيوسته مساله يك سازي گسسته

 وسيلهب داد، نشان اعداد از متناهيان ايمجموعه با را آنها توانمي كه مجهول توابع يا و تابع روشها

 بر در را تقريب نوعي كلي حالت در طبيعتا كه گردندمي جايگزين مجهول پارامترهاي از متناهي تعداد

 ايجاد ها سيستم رب حاكم ديفرانسيل معادلات حل براي متنوعي عددي روشهاي براي اين منظور. دارد

 معادله يك عددي حل در عمده روش سه .گيرندمي قرار استفاده مورد وسيعي ورط به امروزه و

 :زيرند شرح به ديفرانسيل

 1محدود تفاضل شرو -1

 2روش تغييرات-2

 3روشهاي باقيمانده وزني -3

 ،1محدود حجم نظير مختلفي روشهاي بندي، المان نوع و استفاده مورد عددي روش نوع به بسته

 نرم قالب در فوق، روشهاي از كدام هر .است شده حاصل  ...و محدود تفاضل ،2محدود ياجزا

                                                 
1 Finite Difference 
2 Variational Method 
3 Weighted Residual Methods 
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يد ويژه بر روش هاي تفاضل محدود و اجزا محدود مي اند. تاكشده عرضه كاربران به متنوع افزارهاي

باشد. زيرا اين نکته مشخص شده است كه اين روش ها براي حل كامپيوتري مسائل مبتني بر 

البته براي چنين معادلاتي، متغير هاي وابسته تابعي معادلات ديفرانسيل جزيي بسيار مناسب هستند. 

ند استفاده از بسط سري فوريه نسبت به يك متغير نمااز دو متغير فضايي هستند. روش هاي مركب 

فضايي و انتگرال گيري عددي مستقيم نسبت به متغير ديگر به طور موفقيت آميزي براي هندسه هاي 

-مي قرار استفاده مورد جامدات مکانيك مسائل اغلب در كه وشير. ]1[خاصي به كار برده شده است

 قابل و ... ANSYS ،ABAQUS چون افزارهايي نرم قالب در كه است محدود ياجزا روش گيرد

 . است استفاده

 

 معرفی روش عددی اجزای محدود -4-2
آغاز و با گسترش كامپيوترهاي عددي رو به توسععه  1151محدود از دهه  اجزايروش قدرتمند 

پوشعي هاي آن در مقايسه با ساير روشها چشمتوان از تواناييگذاشت. البته در گسترش اين روش نمي

كعه در مکانيعك  4اصل تغييرات و 3توان تركيبي از روش تقريبي ريتزش اجزاي محدود را مينمود. رو

 .]2[رود تصور نمودهاي پيوسته به كار مي محيط

 توسط كه باشدمي فيزيکي مسايل حل جهت عددي دستورالعمل يك محدود ياجزا روش

 روشهاي ساير از را آن كه است ويژگي دو داراي روش اين .شوندمي توصيف ديفرانسيل تمعادلا

 : سازدمي متمايز عددي

 استفاده جبري معادلات دستگاه يك ايجاد جهت انتگرالي بندي فرمول يك از روش اين در -1

 .شودمي

 .شودمي استفاده مجهول كميات تقريب جهت پيوسته ايقطعه و هموار توابع از روش اين در -2

 دارنعد، انتگرالعي بنعدي فرمعول كه عددي روشهاي ساير از را ودمحد ياجزا روش دوم، مشخصه

 :كرد تقسيم اصلي مرحله پنج به توانمي را محدود ياجزا روش .كندمي متمايز

                                                                                                                                               
1 Finite Volume 
2 Finite Elements 
3 Approximate Ritz method 
4 Variational principle 
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 اتصعال نقعاط .1المعان بعه موسوم كوچك ناحيه زير زيادي تعداد به بحث مورد ناحيه تقسيم -1

 .شودمي ناميده 2هگر ،يکديگر به ها المان

 معثلا مجهعول ثابعت ضعرايب بعا چند جملعه اي يك صورت به حل براي اوليه تقريب تعيين -2

-مي نوشته المان هر براي حاكم معادله اوليه، تقريب مرتبه شدن تعيين از پس. 4دوم هدرج يا 3يخط

 .شود

 هعر بعراي وزني تابع گالركين، روش از استفاده صورت در .جبري معادلات دستگاه استخراج -3

 يك گره هر براي گيري،انتگرال با .گرددمي تشکيل وزني باقيمانده انتگرال سپس و شده خصمش گره

 .آيدمي بوجود معادلات دستگاه ها،گره همه معادلات استخراجاز  پس و گرددمي ايجاد جبري معادله

 .شده ايجاد معادلات دستگاه حل -4

 .گرهي مقادير روي از كميات ساير محاسبه -5

 سه يا و دو يك، توانندمي ها المان .شودمي گفته 5 شم يك هايش گره با المان يك مجموعه به

 المعان يك .است تصور قابل المان يك براي مختلف اشکال المان، بعد به بسته همچنين باشند. بعدي

 بععدي سه المان يك طرفي از .باشد ديگري دلخواه شکل يا و مربع مثلث، شکل به تواندمي بعدي دو

 مساله هندسه بندي مش .باشد داشته مکعب يا و منشور هرم، وجهي، چهار مانند اشکالي تواندمي نيز

 .باشدمي مناسب مهارت و دقت مستلزم كه باشدمي سازي مدل مهم مراحل از

 

 روش گالركين  -4-3
به وسيله گالركين بيان شده است. اين روش در  1115روشي مبتني بر بسط سري ها در سال 

خوانده مي شود. براي بيان  ]1[گالركين -توسط بابنو پيشنهاد شده و گاهي نيز به روش بابنواصل 

 نيز وزني باقيمانده روشهايشود. روش گالركين ابتدا به طور مختصر روشهاي باقيمانده وزني بيان مي

 در و در نظر گرفته شده جواب براي تخمين يك ابتدا روشها اين در .باشندمي انتگرال يك شامل

                                                 
1 Element 
2 Node 
3 Linear 
4 Quadratic 
5 Mesh 
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 باقيماندهكند، صدق نمي معادله در اوليه تقريب كه آنجايي از. گيردمي قرار مربوطه ديفرانسيل معادله

xhy)(مانند تابعي به عنوان مثال اگرشود. حاصل مي R مانند خطايي يا   تقريب عنوان به ابتدا در 

 :رود بکار زير ديفرانسيل معادله براي

(4-1)  0
2

2

Q
dx

yd
D 

 :رابطه زير حاصل مي شود (1-4)معادله در تابع دادن قرار با

(4-2)  0)(
2

2

 xRQ
dx

hd
D 

 :باشد برقرار زير رابطه بايستمي وزني باقيمانده روشهاي در

(4-3)   
H

i dxxRxW
0

0)()( 

 توابعع تعداد. باشد صفر بايد ربحاصلض انتگرال و است شده ضرب وزني تابع يك در معادله باقيمانده

 توانمي را مختلفي وزني توابع. است تقريبي حل در مجهول ضرايب تعداد با است برابر نياز مورد وزني

 :شودمي اشاره هاآن مشهورتر نوع چند به زير در كه نمود انتخاب حل براي

 انتخاب نوع اين. شوندمي انتخاببه عنوان تابع وزني  ضربه توابع روش اين در: 1ترتيب روش -1

 ضرايب تعداد برابر نقاط اين تعداد. باشد صفر باقيمانده مقدار خاصي نقاط در بايد كه است اين بيانگر

 .است تقريبي حل در مجهول

)(1واحد برابر وزني تابع هر:  2زير دامنهروش  -2 xWi، شودمي انتخاب خاص ناحيه يك در، 

 هاهقيماند( باانتگرال) مجموع ناحيه، يك از ايفاصله طول در بايستمي كه اين بيانگر انتخاب نوع اين

 .است تقريبي حل در نامعين ضرايب تعداد برابر گيريانتگرال فواصل تعداد. گردد صفر برابر

 به شود،مي استفاده تقريبي حل عنوان به كه تابعي همان گالركين روش در: 3گالركين وشر -3

 مسايلاز  بسياري براي محدود ياجزا روش مبناي رهيافت، اين. شودمي استفاده نيز وزني ابعت عنوان

 .است

شعود. معي اسعتفاده وزنعي تابع عنوان به Rخطاي  مقدار روش اين در: 1مربعات حداقل روش -4

 :شودمي حاصل زير انتگرال بنابراين
                                                 
1 Collocation Method 
2 Subdomain Method 
3 Galerkin’s Method 
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(4-4)  
H

dxxREr
0

2)]([ 

 روش از. شودمي نيمم مي تقريبي، حل در موجود نامعلوم ضرايب به نسبت خطا ميزان اين

 اندازه به روش اين اما شودمي استفاده محدود ياجزا حل كردن فرموله جهت نيز مربعات حداقل

 .گيردنمي قرار استفاده مورد گالركين روش و اتتغيير روش

 مثال طور به) خمينت يك داابت. داد قرار بررسي مورد بيشتر را گالركين روش توانمي اكنون

21 cxcu   شودمي فرض حاكمدر خصوص توزيع تغيير مکان در المان يك بعدي( براي معادله .

 حاصلضرب انتگرال اوليه، تخمين در موجود مجهولات تعداد به و مناسب وزني تابع انتخاب با سپس

 در. بود خواهد تقريب تابع نامعلوم ضرايب حسب رب عبارتي كه گرددمي محاسبه باقيمانده و وزني تابع

 انتگرال خطي المان يك در مثال طور به. باشندمي شکل توابع همان وزني توابع گالركين، روش

 i مجهولات با معادله دو نهايت در و گرددمي محاسبه ،باقيمانده در شکل توابع از يك هر حاصلضرب

 (.شوندمي نوشته گرهي مقادير حسب بر 2aو  1a ضرايب گرديدكه اشاره قبلاآيد. )بدست مي jو 

 يك از بيش شامل معادله هر اينکه دليل به. آيدمي بدست معادله يك گره هر ازاي به ديگر عبارت به

 معادله درجات آزادي تعداد به ابتدا بايستمي و بود نخواهد حل قابل تنهايي به است، مجهول

بايد آن  معادلات استخراج از پس .گردند حل جا يك صورت به معادلات تمامي آنگاه تا شود استخراج

 با گرهي، مقادير شدن مشخص از پس .است موجود حل براي متنوعي هاي روش كه ها را حل كرد

 گشتاور و نيرو تنش، كرنش، نظير كميات ساير شده، تعريف ماده سيهند خواص و اوليه ابعاد به توجه

 .ندشومي محاسبه

 

 ABAQUS/CAEمعرفی نرم افزار  -4-4

ABAQUS ]14[ بر مبتني كه باشدمي توانمند بسيار سازي مدل هاي برنامه از مجموعه يك 

 سازي مدل ترين دهپيچي تا ساده خطي تحليل يك از مسايل حل قابليتبوده كه  محدود ياجزا روش

 هر كه باشدمي ايگسترده بسيار هاي المان مجموعه داراي افزار نرم اين. باشدمي دارا را خطي غير

 مواد مدلهاي داراي همچنين. كرد مدل هاالمان اين توسط مجازي صورت به توانمي را ايهندسه نوع

                                                                                                                                               
1 Least Squares Method 
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 فلزات، نظير گوناگون رفتار و خواص با مواد انواع سازي مدل در كه است زيادي بسيار مهندسي

 .سازدمي ممکن را بالايي قابليت ها،كامپوزيت پليمرها، لاستيکها،

 تنها آن از استفاده باشد،مي گسترده و عمومي مدلسازي ابزار يك ABAQUS اينکه به نظر

ر افزا نرم از استفاده شودنمي (مکان تغيير -تنش) سازه و جامدات مکانيك هايتحليل به محدود

ABAQUS كار دهد،مي قرار كاربر اختيار در را ايگسترده بسيار قابليتهاي مجموعه اينکه وجود با 

 مسايل مثال عنوان به. كرد مدل آساني به توانمي را مسايل ترين پيچيده. باشدمي ايساده نسبتا

 ماده تاررف نداد نسبت سپس و جزء هر هندسي مدل ايجاد با توانمي را جزء يك از بيش شامل

 با مدلهاي حتي ها،مدلسازي اغلب در. كرد مدل مختلف اجزاء مونتاژ سپس و جزء هر به مربوطه

 به مربوط ماده رفتار مساله، هندسه نظير مهندسي هايداده تنها بايستمي كاربر بالا، خطي غير درجه

  .كند تعيين را مساله آن بارگذاري و مرزي شرايط آن،

 كه كندمي ايجاد 1ورودي فايل يك ABAQUS/CAE، رسيد اتمام هب مدلسازي كه هنگامي

 مورد صريح يا و ضمني روش دو از يکي توسط و دارد شده نويسي برنامه كد يك به شبيه ساختاري

 CAE به را اطلاعاتي حل فرآيند طي و خواندهرا  ورودي فايل افزار، نرم گر حل. گيردمي قرار تحليل

 نتايج همچنين. سازدمي ممکن را همزمان طور به حل پروسه كردن تورماني قابليت كه فرستدمي

. در اين جا چون فقط حالت الاستيك در نظر گرفته گرددمي ذخيره 2خروجي فايل يك در تحليل

بار بحراني كمانش از روي آن مي توان شده است خروجي نرم افزار يك مقدار ويژه خطي مي باشد كه 

 .]14[را به دست آورد

 براي تحليل هاي عددي استفاده شده است.   ABAQUS/CAE 6-6-3اين تحقيق از نسخهدر 

 

 مدل سازی  -4-5
اي جدار نازك با طول ها، قطر ها و ضخامت هاي از پوسته هاي استوانه ،بررسي انجام شدهدر 

/2ي مركزاي براي چهار زاويه متفاوت استفاده شده است. هندسه پانل استوانه ،3/2  ،

6/5   و  مي باشد.( 2-4و )( 1-4) هاي مطابق شکل 

                                                 
1 Input file 
2 Output database 
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2/  3/2  

 یمركززاويه متفاوت  دو باای مدل سازی اوليه پانل استوانه -1-4شكل 

 

 

 

 
6/5    
 یمركززاويه متفاوت  دو باای مدل سازی اوليه پانل استوانه -2-4شكل 

 

 خواص مكانيكی ماده -4-6
اي از جنس فولاد در حالت خواص مکانيکي ماده ايزوتروپ تشکيل دهنده پانل هاي استوانه

 .است (1-4جدول )الاستيك به صورت 

 

 خواص مكانيكی مربوط به حالت الاستيک -1-4جدول 

 فولاد نلجنس پا

GPaE مدول الاستيسيته 207 

 3.0v پواسون ضريب

 



 

 

 محوري با شرايط مرزي متفاوت. بار بررسي تحليلي و عددي كمانش پوسته استوانه اي باز تحت اثر 

 

 86 

 بارگذاری و شرايط مرزی -4-7
اي عامل تاثير گذار بر روي بار كمانش در پوسته هاي استوانهشرايط مرزي همواره به عنوان يك 

شناخته شده است. اين تاثير هم بر روي بار كمانش خطي در حوزه الاستيك و هم بر روي بار 

نسبت به  Abaqus 6-6-3نرم افزار  اعمال شرايط بارگذاري در. ]15[گسيختگي غير خطي مي باشد

Abaqus 6-4  ن علت كه مي توان بار را به صورت لبه اي با استفاده از گزينه به اي ه است.شدراحت تر

shell edge load يك  ،به عنوان نوع بار بر روي لبه پانل اعمال كرد. براي اعمال بار در راستاي مولد

. در اين صورت بار به شودطرف پانل را در اين جهت بسته و بار بر روي لبه ديگر پانل اعمال مي 

 .مي شودو لبه خميده پانل اعمال صورت محوري بر د

بيان كننده  3ss – 1freeشرايط مرزي به كار گرفته شده در اين بخش چهار حالت مي باشد كه  

دولبه خميده با تکيه گاه ساده و دولبه ديگر ) 2ss – 2free)سه لبه تکيه گاه ساده و يك لبه آزاد(، 

)چهار طرف پانل داراي  4ss ور و دولبه ديگر آزاد( دو لبه خميده با تکيه گاه گيردا) 2c- 2free، آزاد(

 ، است.(مي باشدتکيه گاه ساده 

به ترتيب در قسمت هاي  Abaqus در نرم افزار 2c-2free و 3ss-1free ،4ss ،2ss-2freeشرايط مرزي 

a،b ،c  و d ( نشان داده شده است.3-4شکل ) 
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 ایچهار حالت شرط مرزی به كار گرفته شده بر روی لوه های پانل استوانه -3-4شكل 

 

 هاالمان بندی نمونه -4-8
المان هاي پوسته براي ساختار هايي كاربرد دارد كه يك بعدي هستند و يا ضخامت آن به طور 

وجود  Abaqusدو نوع المان پوسته در نرم افزار  .قابل توجه اي كوچکتر از دو بعد ديگر است

 .]14[دارد

در پوسته ها براي جداسازي يك جسم به صورت يك هندسه تعريف شده  1المان هاي مرسوم -1

در يك سطح مرجع استفاده مي شود. در اين حالت ضخامت در قسمت خواص تعريف شده آمده است. 

 ي ها وممان ها به صورت درجات آزادي است. المان هاي مرسوم در پوسته ها شامل جابجاي

در پوسته ها براي جداسازي يك جسم سه بعدي كامل استفاده مي شود.  2المان هاي پيوسته -2

ضخامت از هندسه گره اي المان نشان داده شده است. المان هاي پيوسته در پوسته ها فقط شامل 

مدل سازي المان هاي پيوسته در پوسته ها جابجايي ها به عنوان درجات آزادي هستند. از ديدگاه 

شبيه جامدات پيوسته سه بعدي هستند، اما از نظر رفتار حركت و بنيادي شبيه به المان هاي مرسوم 

 (  تفاوت هاي بين يك المان مرسوم و المان پيوسته در پوسته را نشان مي دهد.4-4هستند. شکل )

                                                 
1 Conventional 
2 Continuum 
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 ]14[المان پيوسته در پوسته )ب(مرسوم و  المان )الف(المان مدل سازی شده  -4-4شكل

 

 انتخاب المان در پوسته ها 4-8-1
غير  هاي ، و المانS4Rالمان خطي  وجود دارد.دو نوع المان خطي و غير خطي براي المان بندي 

 . ندسته S8R5و  S8Rاست  استفاده شدهكه در اين جا خطي 

مربع است كه گره ها بر روي چهار گوش  به شکلاي : اين المان يك المان چهار گرهS4Rالمان 

هاي نازك مورد هاي با ضخامت زياد و هم براي پوستهاست. اين المان هم براي پوستهمربع قرار گرفته 

تغيير شکلهاي برشي را محاسبه  ،گيرد و اين قابليت را دارد كه با افزايش ضخامتاستفاده قرار مي

ها هاي غشايي محدود است و چرخششود كه كرنشده ميكند. همچنين اين المان در مواردي استفا

 باشد. توانند تا حد دلخواهي بزرگ باشند. بنابراين براي تحليل تنش هاي بزرگ مناسب ميمي

 

 )الف(

 )ب(
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 ]S4R ]14المان  نمونه يک -5-4شكل

 

كه شامل سه جابجايي در اي، با پنج درجه آزادي : اين المان يك المان هشت گرهS8R5المان 

هشت گره طوري است كه چهار گره  .راي هر گره استت محورهاي مختصات و دو چرخش به جهس

آن روي راس هاي چهار گوش، و چهار گره ديگر در وسط اضلاع چهار گوش قرار گرفته است به 

بسيار هاي نازك بندي پوسته المانالمان براي  اين( نشان داده شده است. 8-4صورتي كه در شکل )

  لذا تمامي تحليل ها با اين المان انجام شده است. .باشدمناسب مي

 

 
 ]S8R5 ]14يک نمونه المان  -6-4شكل 

 

كه سه جابجايي و سه درجه آزادي  شش اي، باهشت گرهيك المان المان  اين :S8Rالمان 

در  شود.استفاده ميهاي نسبتا ضخيم بندي پوسته المانبراي . اين المان تاسبراي هر گره چرخش 

 المان اثر تنش برشي در نظر گرفته شده است. اين

 تعيين نوع تحليل -4-9
 شود. براي تحليل مسئله كمانش در نرم افزارانجام مي Stepتعريف حلگر مسئله در محيط 

ABAQUS بايد يك نوع تحليل انجام شود. اين تحليلBuckle  .( 7-4در شکل ) ناميده شده است

اي كل پانل شود كه به خاطر عدم وجود سوراخ در پانل استوانه يك نمونه المان بندي شده ديده مي

به طور يکدست المان بندي شده است و تعداد المان ها تاثير خيلي زيادي بر روي نتايج ندارد. براي 

 در نظر گرفته شده است. 2511تا  1511تمامي تحليل ها تعداد المان ها بين 
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 يک نمونه المان بندی شده -7-4شكل

 

 Buckleتحليل  -4-11
اين فرايند حل، يك تحليل خطي مقدار ويژه است و براي بدست آوردن مقادير ويژه كمانش براي 

بار بحراني، و شکل مدهاي كمانش  و مي تواند گيردمورد استفاده قرار مي 1تفس هاي الاستيك وسازه

 .]14[دهدرا بدست مي

تي مدل فكه در اين بارها ماتريس س استرهايي با هدف محاسبهدر يك مسئله مقدار ويژه كمانش 

  :عبارتتکين شود. بنابراين 

(4-5)  
0MMNvK 

تي مماسي است و فماتريس س MNKشود، حلهاي غير صفر خواهد داشت. وقتي بار اعمال مي

Mv توانند شامل فشار، نيروهاي متمركز، ي اعمال شده ميهاي مخالف صفر هستند. بارهاجابجايي

هاي غير صفر معين و يا بارگذاري حرارتي باشند. فرمول بندي مسئله مقدار ويژه به صورت جابجايي

 زير است: 

(4-8)  0)( 0  

M

i

NM

i

NM vKK  

                                                 
1 Stiff 
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NMKكه در اين رابطه تاثيرات پيش بارها است.  تي مربوط به حالت اوليه و شاملفماتريس س 0

NMK تي ديفرانسيلي بار و تنش اوليه ناشي از الگوي بارگذاري افزايشي است. فماتريس سi  مقادير

Mويژه هستند و

iv  .شکل مدهاي كمانش )بردارهاي ويژه( هستندM  وN  كل مربوط به درجات آزادي

 ام است.iمشخص كننده مد كمانش  iمدل و 

كه مقدار ويژه كمتري دارند  ابتدايي يك تحليل خطي )مقدار ويژه( انجام شد تا شکل مدهايبنابراين 

گر  ور از روش حلظبراي اين من. افتدبدست آيند؛ زيرا كمانش معمولا در اين مدها اتفاق مي

Subspace  در مقايسه با حل گرLancsoz زيرا حل گر  .ده شداستفاLancsoz براي آناليز  نمي تواند

، المان هاي هيبريدي، المان هاي كوپل شده و يا 1هاي كمانش كه در آن ها از المان هاي تماسي

 قرار دارند، استفاده شود. 2المان هايي كه تحت پيش بار

برابر با يك در در تمامي حالات  ( بيان شد،7-4كه در بخش ) Loadمقدار بار اعمالي در قسمت 

نظر گرفته شده است كه در نهايت به عنوان يك ضريب در مقدار ويژه خطي ضرب مي شود و بار 

اي از ضرب كردن محيط لبه خميده كمانش بحراني را مي دهد. نيروي اعمالي بر روي لبه پانل استوانه

( نشان داده شده است، در بار بحراني به دست 3-4كه بار بر روي آن اعمال شده و در شکل ) Pپانل

 مي آيد.

(4-7)  PNF x  

/2كه محيط لبه خميده پانل در حالت    برابر باRP  2/.است 

پوسته جعدار نعازك بعه بر ضخامت در جهت محوري xNهم چنين تنش بحراني از تقسيم بار بحراني

 صورت زير به دست مي آيد:

(4-6)  
t

N x 

 در نهايت تنش بحراني بي بعد از رابطه زير محاسبه مي شود:

(4-1)  
E


 
~

 

 

                                                 
1 Contact Elements 
2 Preload 
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ای با مقطع دايره ای تحت نتايج تحليل عددی پانل های استوانه -4-11

 بار فشاری محوری
هاي اي تحت بار فشاري محوري براي نمونهج تحليل كمانش پانل هاي استوانهدر اين بخش نتاي

مختلف ارائه شده است. هدف از انجام اين تحليل ها بررسي تاثير پارامترهاي طول، ضخامت، و زاويه 

اي جدار نازك است. ابتدا با ترتيبي كه در تقسيمي پانل بر روي رفتار كمانش الاستيك پانل استوانه

بر روي تنش هاي بحراني بي بعد و بار بحراني براي سه مود  kتحليلي بيان شد تاثير پارامترقسمت 

 اول كمانش بررسي شده است. 

 

بر روی بار و تنش بحرانی برای دو حالت  تغييرات شعاعتاثير  -4-11-1

3ss-1free 2وss-2free  

لبه خميده داراي تکيه گاه ساده و دو لبه  بر روي بار كمانش در حالت دو kبررسي عددي اثر 

مشخصات هندسي پانل كه همراه با تغييرات . بررسي شده است ،ديگر آزاد براي سه مد اول كمانش

شعاع متناسب با تغييرات  kدر اين حالت تغييرات پارامتر .( آمده است2-4در جدول ) شعاع است

كوچك تر در يك محدوده خاص بار بحراني  مي باشد. براي شعاع هايبراي يك طول ثابت پانل 

بار بحراني رو به كاهش است. نتايج  ،و يا شعاع پانل kكمانش رو به افزايش است اما با افزايش پارامتر

 ( آمده است.3-4مربوط به اين حالت در جدول )

 

 

 با تغييرات شعاعهمراه  مشخصات هندسی پانل -2-4جدول 

 فولاد پانلجنس 

mL طول پانل 8.0 

mt ضخامت پانل 3105.0  

/2 ي پانلمركززاويه   
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برای سه مد اول  kپارامتر در حالت الاستيک تحت تاثيربحرانی نتايج عددی بار كمانش  -3-4جدول

 با دولوه خميده دارای تكيه گاه ساده و دو لوه ديگر آزادكمانش برای پانل 

 پارامتر

)(Rak  

بار كمانش براي مد 

 N)(اول

بار كمانش براي مد 

 N)(دوم

بار كمانش براي مد 

 N)(سوم

-------------- 2ss-2free 2ss-2free 2ss-2free 

0.05 18618 26119 29157 

0.1 13609 24864 42151 

0.2 25828 34764 37692 

0.4 20197 20425 21332 

0.6 14079 14251 14803 

0.8 10866 10938 11475 

1 8899.1 8922.9 9434.6 

1.2 7564.1 7569.5 8052.4 

1.4 6595.7 6595.8 7050.2 

1.6 5860 5860.7 6289 

1.8 5283.2 5283.5 5690.2 

2 4818.2 4818.2 5206.7 
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لوه خميده  با دو یبرای سه مد اول كمانش پانل kتغييرات بار كمانش بحرانی نسوت به پارامتر -8-4كلش

 دارای تكيه گاه ساده و دو لوه ديگر آزاد
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فت كه با افزايش شعاع پانل براي يك طول ثابت، بار كمانش بحراني در مي توان نتيجه گر

محدوده شعاع هاي كوچك افزايش پيدا مي كند اما رفته رفته با افزايش شعاع بار بحراني رو به كاهش 

مد هاي اول تا سوم كمانش مربوط به پانلي با دولبه خميده داراي تکيه گاه ساده و دو لبه ديگر است. 

-1-4شکل )( مد اول كمانش الاستيك، الف-1-4( نشان داده شده است. شکل )6-4شکل )آزاد در 

( 3-4مد سوم كمانش الاستيك مربوط به نتايج جدول )( ج-1-4) شکلمد دوم كمانش الاستيك، ( ب

 مي باشد.

 

 
 

 
 

 
 

 
 

 

  

 )الف(

)ب(

) 
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با دو لوه تكيه گاه ساده و سه مد اول كمانش الاستيک در پانل استوانه ای  )ج( و و )ب( )الف( -9-4شكل 

 دو لوه آزاد
 

 3ss-و 2free-2ssبراي دو حالت شرط مرزي  kنتايج مربوط به بار بحراني بر حسب پارامتر

1free ( و داده هاي مربوط به آن در11-4در شکل ) ( آمده است. 4-4جدول ) مشخصات هندسي

با تغييرات شعاع بر حسب راديان  k. تغييرات پارامتر( است2-4مطابق با جدول )مربوط به اين حالت 

 نتايج مربوط به مد اول كمانش است. پانل نسبت مستقيم دارند.

 

بر ای استوانههای انلپر حالت الاستيک در بار كمانش و تنش بحرانی بی بعد د عددینتايج  -4-4جدول

 برای مد اول kپارامتر حسب

 پارامتر

)(Rak 
 N)(مد اول در بار كمانش بحراني  مد اولدر تنش بحراني بي بعد 

-------- 

0.05 

3ss-1free 

1729e-6 

2ss-2free 

180e-6 
 

3ss-1free 

178962 

 

2ss-free 

18618 

0.1 807e-6 131e-6 83479 13609 

0.2 391e-6 250e-6 40474 25828 

0.4 199.4e-6 195.5e-6 20646 20197 

0.6 136.9e-6 136.9e-6 14179 14079 

0.8 105.3e-6 105.3e-6 10903 10866 

1 86.0e-6 86e-6 8911.1 8899.1 

1.2 73.1e-6 73.1e-6 7566.8 7564.1 

1.4 63.7e-6 63.7e-6 6595.7 6595.7 

a 

 )ج(
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1.6 56.6e-6 56.6e-6 5860.4 5860 

1.8 51.0e-6 51.0e-6 5283.3 5283.2 

2 46.5e-6 46.6e-6 4818.2 4818.2 
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هر دو حالت مربوط به برای مد اول كمانش  kپارامتربار كمانش بحرانی نسوت به تغييرات  -11-4شكل 

 شرط مرزی

 

بين مقادير بار و تنش بحراني بي بعد براي مدهاي اول تا  4.0kتا حدود  kبراي مقادير كم 

و يا افزايش  kسوم در دو حالت شرط مرزي اختلاف ديده مي شود كه رفته رفته با افزايش پارامتر

هم  برتفاوت بسيار كاهش پيدا مي كند تا حدي كه در دو حالت شرط مرزي، نتايج  شعاع پانل اين

در حقيقت براي شرط مرزي سه لبه داراي تکيه گاه ساده و يك لبه آزاد مثل شرط  است. منطبق شده

نتايج  مرزي قبلي با افزايش شعاع براي يك طول ثابت بار كمانش بحراني رفته رفته كم مي شود.

( 11-4براي دو حالت شرط مرزي در شکل ) kبه تنش بحراني بي بعد بر حسب پارامتر عددي مربوط

 ( آمده است.4-4و جدول )
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دو حالت شرط مربوط به برای مد اول كمانش  kتنش بحرانی بی بعد نسوت به پارامترتغييرات  -11-4شكل 

 مرزی
 

وم كمانش، مربوط به پانلي با سه لبه داراي تکيه گاه ساده و يك لبه ديگر آزاد مد هاي اول تا س

الف( مد اول كمانش  -12-4شکل )( نشان داده شده است. 12-4در حالت الاستيك در شکل )

ج( مد سوم كمانش الاستيك  -12-4ب( مد دوم كمانش الاستيك، شکل ) -12-4الاستيك، شکل )

 ( مي باشد.4-4مربوط به نتايج جدول )

 
 

 

 

 

 

 

 
 

 )الف(
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سه لوه تكيه گاه ستيک مربوط به پانل استوانه ای با سه مد اول كمانش الا )ج( و )ب( و )الف( -12-4شكل 

 ساده و يک لوه آزاد

تاثير طول پوسته بر روی بار و تنش بحرانی برای دو حالت  -4-11-2

3ss-1free 2وss-2free  
يك حالت شرط مرزي بررسي براي متناسب با تغييرات طول پانل،  kتاثير پارامتر لتاحدر اين 

مربوط به  (b)و شکل آن در قسمت  شده است كه در آن چهار طرف پانل داراي تکيه گاه ساده است

نتايج بدست آمده براي بار كمانش بحراني در حدود ده برابر بيشتر از شرط  ( آمده است.3-4شکل )

ت آمده نتايج براي سه مد اول كمانش به دس مرزي سه لبه داراي تکيه گاه ساده و يك لبه آزاد است.

m3105.0است. ضخامت پانل برابر با    در شعاع و ي پانل مركززاويه مقادير مي باشد. هم چنين

كه با تغيير طول  k. نتايج تنش بحراني بي بعد بر حسب پارامتر محدودآمده است (5-4) جدول

 ده شده است.( نشان دا8-4( و جدول )13-4همراه است در شکل )

 

 )ب(

a 

 )ج(



 

 

 محوري با شرايط مرزي متفاوت. بار بررسي تحليلي و عددي كمانش پوسته استوانه اي باز تحت اثر 

 

 99 

 

 مشخصات هندسی پانل در حالت الاستيک -5-4جدول 

 فولاد پانلجنس 

mR شعاع پانل 1513.0 

mt ضخامت پانل 3105.0  

/2 ي پانلمركززاويه   

 

-های استوانهانلپستيک در بار كمانش و تنش بحرانی بی بعد در حالت الا عددینتايج تحليل   -6-4جدول

 برای مد اول kپارامتربر حسب تكيه گاه ساده  لوهبا چهار ای 

 mL)(طول پانل  Rak)(پارامتر 
تنش بحراني بي بعد براي 

 مد اول كمانش

بار كمانش براي مد اول 

)(N 

------------- ------------- 4ss 4ss 
0.058 4.032 20.12e-4 208290 
0.06 3.961 20.12e-4 208212 
0.07 3.395 20.13e-4 208347 
0.08 2.970 20.13e-4 208335 
0.09 2.640 20.11e-4 208113 
0.1 2.376 20.10e-4 208046 
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با  یپانلمربوط به برای سه مد اول كمانش  kنسوت به پارامتر بی بعد بحرانیتنش تغييرات  -31-4شكل 

 تكيه گاه ساده لوهچهار 
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-4براي سه حالت شرط مرزي در شکل ) ،با محدوده كمتر kنتايج بار بحراني بر حسب پارامتر 

با تغييرات  kات پارامتر( آمده است. تغيير6-4( و )8-4) هاي ( و داده هاي مربوط به آن در جدول41

به علت تشابه نتايج مد هاي دوم و سوم در شرط مرزي سه لبه با تکيه  طول پانل نسبت عکس دارند.

مقادير پارامترهاي گاه ساده و يك لبه آزاد، فقط نتايج مربوط به مد اول كمانش بررسي شده است. 

يا همان كاهش  kدر اين وضعيت با افزايشاست.  (7-4)هندسي براي اين حالت به صورت جدول 

 طول پانل، بار كمانش بحراني در اين محدوده طولي، رو به افزايش است. 

 

 مشخصات هندسی پانل در حالت الاستيک -7-4جدول 

 فولاد پانلجنس 

mR شعاع پانل 1513.0 

mt ضخامت پانل 3105.0  

/2 ي پانلمركززاويه   

 

-های استوانهانلپبار كمانش و تنش بحرانی بی بعد در حالت الاستيک در  عددینتايج تحليل  -8-4جدول

 برای مد اول kپارامتر بر حسببا دو و سه لوه تكيه گاه ساده ای 

پارامتر 

)(Rak 

طول پانل 

)(mL 
 N)(بار كمانش براي مد اول  تنش بحراني بي بعد براي مد اول كمانش

---------- ----------- 2ss-2free 3ss -1free 2ss-2free 3ss -1free 

0.058 4.032 28.2e-6 24.7e-5 2922.1 25616 
0.06 3.961 29.8e-6 24.7e-5 3089.3 25586 
0.07 3.395 37.9e-6 24.8e-5 3926,0 25653 
0.08 2.970 47.1e-6 25.9e-5 4877.6 26791 
0.09 2.640 57.4e-6 27.7e-5 5948.5 28711 
0.10 2.376 68.9e-6 29.7e-5 7133.6 30761 
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با  یپانلمربوط به رای سه مد اول كمانش ب kنسوت به پارامتر بعدبی تنش بحرانی تغييرات  -41-4شكل 

 دو، سه و چهار لوه تكيه گاه ساده

 

( نشان مي دهد كه با افزايش قيد لبه ها از حالت سه لبه به چهار لبه با تکيعه گعاه 14-4شکل )

 ساده، تنش بحراني بي بعد در حدود ده برابر افزايش مي يابد. 

بر روي تنش هاي بحراني بي  Lصورت پارامتر بهبررسي عددي تاثيرات طول پانل  ،حالت بعدي

( در 1-4اي با مقادير مربوط به جدول )بعد مي باشد. تنش بحراني بي بعد بر حسب طول پانل استوانه

يعني دو تکيه گاه ساده در دو انتهاي پانل و دو لبه آزاد و سه  ،( با دو حالت شرط مرزي15-4شکل )

(، براي سه مد 17-4( و )18-4( و )15-4) هاي ه و يك لبه آزاد بررسي شده است. شکلتکيه گاه ساد

در مد هاي كمانش، سطح تنش بحراني بي بعد  پيشرويبا  اول كمانش در نظر گرفته شده است.

تنش بحراني بي بعد و  بحراني،تنش  ،( بار1-4) تا( 7-4افزايش مي يابد. از آن جا كه طبق روابط )

، در اين جا فقط تنش بحراني بي بعد براي ردالي بر لبه پوسته با يکديگر رابطه مستقيم دانيروي اعم

سه مد اول بررسي شده است. نتايج مربوط به حالت دو لبه خميده گيردار و دو لبه ديگر آزاد بسيار به 

ن داده در شکل نشا كهحالت دو لبه خميده داراي تکيه گاه ساده و دو لبه ديگر آزاد نزديك است 

. تاثير طول پانل است (7-4)مقادير پارامترهاي هندسي براي اين حالت به صورت جدول نشده است. 
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و با افزايش آن مثل  بر روي بار كمانش بحراني در مقايسه با تاثيرات شعاع و ضخامت كمتر مي باشد

 .قبل، بار كمانش رو به كاهش است

-های استوانهانلپش بحرانی بی بعد در حالت الاستيک در بار كمانش و تن عددینتايج تحليل   -9-4جدول

 طول پانل برای مد اول كمانش بر حسببا دو حالت شرط مرزی ای 

نسبت طول به شعاع 

)/( 0 RL 

طول پانل 

)(mL 
 N)(براي مد اولبار كمانش  تنش بحراني بي بعد براي مد اول

------------------------ 3SS-1free 2SS-2free 3SS-1free 2SS-2free 

13.21 2 23.7e-5 93.2e-6 24487 9643.4 
16.52 2.5 23.5e-5 63.1e-6 24306 6534.5 
19.82 3 23.0e-5 46.4e-6 23791 4803.5 
23.13 3.5 21.5e-5 36.1e-6 22296 3741.4 
26.60 4 19.7e-5 29.1e-6 20378 3016.7 
29.74 4.5 17.8e-5 24.7e-6 18427 2560.3 
33.04 5 16.5e-5 21.4e-6 17054 2216.3 
36.35 5.5 15.7e-5 18.9e-6 16221 1960.1 
39.65 6 15.3e-5 17.0e-6 15801 1764 
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مد اول مربوط به به طول پانل برای دو حالت شرط مرزی  نسوت تنش بحرانی بی بعدتغييرات  -15-4شكل 

 كمانش
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( و نتعايج آن 18-4تاثير طول پانل بر روي تنش بحراني بي بعد براي مد دوم كمانش در شعکل )

 ( آمده است.11-4در جدول )

 

-های استوانهانلپبار كمانش و تنش بحرانی بی بعد در حالت الاستيک در  عددینتايج تحليل  -11-4جدول

 دوم كمانشطول پانل برای مد  بر حسببا دو حالت شرط مرزی ای 

نسبت طول به شعاع 

)/( 0 RL 

طول پانل 

)(mL 
 N)(براي مد دومبار كمانش  تنش بحراني بي بعد براي مد دوم

------------------ 3ss-1free 2ss-2free 3ss-1free 2ss-2free 

26.43 2 247e-6 207e-6 25602 21406 
33.04 2.5 243e-6 158e-6 25157 16303 
39.65 3 240e-6 115e-6 24858 11892 
46.26 3.5 232e-6 87.3e-6 24053 9038.8 
53.20 4 229e-6 68.1e-6 23728 7050.7 
59.48 4.5 229e-6 55.9e-6 23657 5789.3 
66.09 5 228e-6 46.0e-6 23612 4834.8 
72.70 5.5 228e-6 39.8e-6 23570 4124.1 
79.31 6 223e-6 34.6e-6 23117 3581.1 
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مد دوم مربوط به به طول پانل برای دو حالت شرط مرزی  نسوتتنش بحرانی بی بعد تغييرات  -16-4شكل 

 كمانش
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( و نتعايج آن 17-4تاثير طول پانل بر روي تنش بحراني بي بعد براي مد سوم كمانش در شکل )

 ( آمده است.11-4در جدول )

-های استوانهانلپبار كمانش و تنش بحرانی بی بعد در حالت الاستيک در  عددینتايج تحليل  -11-4جدول

 طول پانل برای مد سوم كمانش بر حسببا دو حالت شرط مرزی ای 

نسبت طول 

به شعاع 

)/( 0 RL 

طول پانل 

)(mL 
 N)(براي مد سومانش بار كم تنش بحراني بي بعد براي مد سوم

---------------- 3SS-1free 2SS-2free 3SS-1free 2SS-2free 

39.65 2 25.0e-5 22.0e-5 2613 22737 
49.57 2.5 24.0e-5 20.4e-5 2577 21063 
59.48 3 24.0e-5 20.2e-5 2560 20896 
69.39 3.5 23.9e-5 16.0e-5 24725 16513 
79.80 4 23.5e-5 12.5e-5 24285 12984 
89.22 4.5 23.3e-5 10.3e-5 24107 10641 
99.14 5 23.2e-5 8.5e-5 23965 8826.7 

109.05 5.5 23.0e-5 7.2e-5 23841 7456.9 
118.96 6 22.8e-5 6.1e-5 23583 6401.4 
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مد مربوط به رزی تنش بحرانی بی بعد نسوت به طول پانل برای دو حالت شرط متغييرات  -17-4شكل 

 سوم كمانش
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مد سه ، براي هم چنين تاثير طول پانل در يك محدوده طولي كمتر بر روي تنش بحراني بي بعد

تنش بحراني بي بعد ابتدا انجام شده است.  اول كمانش
E


 
~

( 21-4با شرايط موجود در جدول ) 

( 8-3( نشان داده شده است. مشخصات هندسي پانل مانند جدول )61-4، در شکل )Lنسبت به

است. مثل حالت قبل با افزايش طول پانل در اين محدوده طولي، تنش بحراني بي بعد رو به كاهش 

 است.

-های استوانهانلپبار كمانش و تنش بحرانی بی بعد در حالت الاستيک در  عددینتايج تحليل  -12-4جدول

 طول پانل برای مد اول كمانش رط مرزی بر حسببا دو حالت شای 

نسبت طول به 

)/(شعاع  0 RL 
طول پانل 

)(mL 
 N)(اولبراي مد بار كمانش  تنش بحراني بي بعد براي مد اول

------- ------- 3ss-1free 2ss-2free 3ss-1free 2ss-2free 

235 1315 3.13e-3 2.67e-3 32431832 276665 

5 131 2.44e-3 1.15e-3 25323133 119134 

735 1315 2.30e-3 0.75e-3 23626431 77824 

11 132 2.24e-3 0.60e-3 23182131 61828 

1235 1325 2.23e-3 0.52e-3 23135436 53949 

15 133 2.22e-3 0.47e-3 23112135 49459 
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نش بحرانی بی بعد نسوت به طول پانل با محدوده طولی كمتر برای دو حالت شرط تتغييرات  -18-4شكل 

 مد اول كمانشمربوط به مرزی 
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( و نتعايج آن 11-4تاثير طول پانل بر روي تنش بحراني بي بعد براي مد دوم كمانش در شعکل )

 د.( مي باش8-3( آمده است. مشخصات هندسي براي اين حالت مشابه جدول )13-4در جدول )

 

های نتايج تحليل عددی بار كمانش و تنش بحرانی بی بعد در حالت الاستيک در پانل -13-4جدول

 كمانش دومطول پانل برای مد  ای با دو حالت شرط مرزی بر حسباستوانه
نسبت طول به 

)/(شعاع  0 RL 
طول پانل 

)(mL 
 N)(دومبراي مد بار كمانش  مدوتنش بحراني بي بعد براي مد 

------- ------- 3ss-1free 2ss-2free 3ss-1free 2ss-2free 

235 1315 3.56e-3 3.25e-3 38671135 336488 

5 131 2.69e-3 2.03e-3 27671131 210074 

735 1315 2.42e-3 1.21e-3 25161533 125674 

11 132 2.34e-3 0.87e-3 24228134 90021 

1235 1325 2.27e-3 0.69e-3 23511233 72379 

15 133 2.26e-3 0.60e-3 23411136 62445 
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تنش بحرانی بی بعد نسوت به طول پانل با محدوده طولی كمتر برای دو حالت شرط تغييرات  -19-4شكل 

 كمانش دوممد مربوط به مرزی 
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( و نتعايج آن 21-4اي مد سوم كمانش در شکل )تاثير طول پانل بر روي تنش بحراني بي بعد بر

 ( مي باشد.8-3( آمده است. مشخصات هندسي براي اين حالت نيز مشابه جدول )14-4در جدول )

 
های نتايج تحليل عددی بار كمانش و تنش بحرانی بی بعد در حالت الاستيک در پانل -14-4جدول

 كمانش سومبرای مد طول پانل  ای با دو حالت شرط مرزی بر حسباستوانه
نسبت طول به 

)/(شعاع  0 RL 
طول پانل 

)(mL 
 N)(دومبراي مد بار كمانش  دومتنش بحراني بي بعد براي مد 

------- ------- 3ss-1free 2ss-2free 3ss-1free 2ss-2free 

235 1315 4.49e-3 3.40e-3 48583231 352402 

5 131 3.07e-3 2.76e-3 31768131 285223 

735 1315 2.65e-3 1.89e-3 27514231 195510 

11 132 2.51e-3 1.31e-3 28114831 135615 

1235 1325 2.40e-3 1.00e-3 24633531 103498 

15 133 2.36e-3 0.76e-3 24364731 78223 
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ت به طول پانل با محدوده طولی كمتر برای دو حالت شرط تنش بحرانی بی بعد نسوتغييرات  -21-4شكل 

 مد سوم كمانشمربوط به مرزی 



 

 

 محوري با شرايط مرزي متفاوت. بار بررسي تحليلي و عددي كمانش پوسته استوانه اي باز تحت اثر 

 

 108 

تاثير نسوت طول پانل به شعاع بر بار و تنش بحرانی برای دو  -4-11-3

  2ss-2freeو 3ss-1freeحالت 
 اي به شعاع آن بر روي تنشدر اين حالت بررسي عددي تغييرات نسبت طول پانل استوانه

RLتنش بحراني بي بعد نسبت به بعد انجام گرفته است.  بحراني بي براي سه  كه بي بعد مي باشد، /

( تا 1-4) هاي نتايج مربوط به آن در جدول نشان داده شده است.( 21-4در شکل ) مد اول كمانش،

 است. (7-4)مقادير پارامترهاي هندسي براي اين حالت به صورت جدول ( آمده است. 4-11)
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نسوت طول پانل به شعاع آن برای دو حالت شرط  بر حسب تنش بحرانی بی بعدتغييرات  -21-4شكل 

 سه مد اول كمانشمربوط به مرزی 
 

 تاثير ضخامت پانل بر روی بار و تنش بحرانی برای دو حالت -4-11-4

3ss-1free 2وss-2free  

روي تنش بحراني بي بعد انجام گرفته است در اين جا بررسي تحليلي تغييرات ضخامت پوسته بر 

و يا تنش بحراني بي بحراني بر حسب پاسکال كه  نشان مي دهد با افزايش ضخامت پوسته، بار، تنش 

بعد افزايش مي يابد. اين نتايج براي سه مد اول كمانش در دو حالت شرط مرزي نشان داده شده 

اين تاثير براي  دارد. ،ش هاي بحراني بي بعدافزايش در ضخامت پانل تاثير چشمگيري در تناست. 

 شرط مرزي سه لبه پانل با تکيه گاه ساده، نسبت به حالت دو لبه با تکيه گاه ساده بيشتر است.
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تاثير ضخامت پانل بر ( است. 15-4مقادير پارامترهاي هندسي براي اين حالت به صورت جدول )

( آمده 18-4(  و نتايج آن در جدول )22-4کل )روي تنش بحراني بي بعد براي مد اول كمانش در ش

 .است

 مقادير هندسی پانل در حالت الاستيک -15-4جدول 

 فولاد جنس پانل

mR شعاع پانل 05.0 

mL طول پانل 8.0 

/2 يمركززاويه   

 

های ش بحرانی بی بعد در حالت الاستيک در پانلنتايج تحليل عددی بار كمانش و تن -16-4جدول

 كمانش اولپانل برای مد  ضخامت برحسبای با دو حالت شرط مرزی استوانه
ضخامت پانل 

)(mmt 
 N)(بار كمانش براي مد اول  تنش بحراني بي بعد براي مد اول

------ 2ss-2free 3ss-1free 2ss-2free 3ss-1free 

0.1 6.02e-5 14.6e-5 1246.4 3028.8 
0.2 7.09e-5 30.6e-5 2937.1 12652 
0.3 8.63e-5 47.4e-5 5357.7 29438 
0.4 10.7e-5 6.46e-5 8818.5 53470 
0.5 13.2e-5 82.1e-5 13613 85005 
0.6 16.1e-5 100.1e-5 20027 124305 
0.7 19.6e-5 118.4e-5 28341 171490 
0.8 23.4e-5 136.8e-5 38833 226542 
0.9 27.8e-5 155.3e-5 51779 289346 
1.0 32.6e-5 173.8e-5 67459 359775 
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مد مربوط به تنش بحرانی بی بعد نسوت به ضخامت پانل برای دو حالت شرط مرزی تغييرات  -22-4شكل 

 اول كمانش

 

و نتايج  (23-4)وم كمانش در شکل تاثير ضخامت پانل بر روي تنش بحراني بي بعد براي مد د

  (15-4)مقادير پارامترهاي هندسي براي اين حالت به صورت جدول ( آمده است. 17-4آن در جدول )

 است.

های نتايج تحليل عددی بار كمانش و تنش بحرانی بی بعد در حالت الاستيک در پانل -17-4جدول

 كمانش دومبرای مد  پانل ضخامت بر حسبای با دو حالت شرط مرزی استوانه
ضخامت پانل 

)(mmt 
 N)(بار كمانش براي مد دوم  تنش بحراني بي بعد براي مد دوم

---------- 2SS-2free 3SS-1free 2SS-2free 3SS-1free 

0.1 12.0e-5 14.7e-5 2486 3044.6 
0.2 17.3e-5 30.7e-5 7166.1 12700 
0.3 19.1e-5 47.6e-5 11859 29587 
0.4 21.2e-5 65.1e-5 17515 53904 
0.5 23.6e-5 82.9e-5 24475 85762 
0.6 26.6e-5 101.0e-5 33057 125418 
0.7 30.1e-5 119.4e-5 43568 173070 
0.8 34.0e-5 138.2e-5 56309 228821 
0.9 38.4e-5 157.1e-5 71576 292679 
1.1 43.3e-5 176.1e-5 89664 364589 
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مد  مربوط بهتنش بحرانی بی بعد نسوت به ضخامت پانل برای دو حالت شرط مرزی تغييرات  -23-4شكل 

 دوم كمانش

-4هم چنين تاثير ضخامت پانل بر روي تنش بحراني بي بعد براي مد سوم كمانش در شکل )

براي اين حالت به صورت مقادير پارامترهاي هندسي ( آمده است. 16-4(  و نتايج آن در جدول )24

 است. (15-4)جدول 

 

های نتايج تحليل عددی بار كمانش و تنش بحرانی بی بعد در حالت الاستيک در پانل -18-4جدول

 كمانش سومپانل برای مد  ضخامت بر حسبای با دو حالت شرط مرزی استوانه
ضخامت پانل 

)(mmt 

 N)(بار كمانش براي مد سوم  تنش بحراني بي بعد براي مد سوم

----------- 2SS-2free 3SS-1free 2SS-2free 3SS-1free 

0.1 13.1e-5 15.0e-5 2711.4 3095.1 

0.2 25.2e-5 31.2e-5 10418 12917 
0.3 33.7e-5 48.2e-5 20898 29912 
0.4 36.8e-5 66.2e-5 30451 54798 
0.5 39.9e-5 84.9e-5 41290 87841 
0.6 43.3e-5 103.9e-5 53811 129066 
0.7 47.2e-5 123.2e-5 68363 178473 
0.8 51.5e-5 142.6e-5 85275 236142 
0.9 56.3e-5 162.2e-5 104863 302261 
1.0 61.6e-5 182.2e-5 127436 377076 
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مد مربوط به لت شرط مرزی تنش بحرانی بی بعد نسوت به ضخامت پانل برای دو حاتغييرات  -24-4شكل 

 سوم كمانش

 

ی پانل بر روی بار و تنش بحرانی برای دو مركزتاثير زاويه  -4-11-5

  2ss-2freeو 3ss-1freeحالت 

 .شده است هپرداختتنش بحراني  روي بار و  يمركزبررسي تغييرات زاويه  به قسمتدر اين 

تکيه گاه ساده و يك لبه آزاد و هم چنين دو تکيه گاه ساده در دو  اين تغييرات براي شرط مرزي سه

به دليل تطابق زياد در نتايج تنش بحراني مربوط به  لبه خميده و دو لبه ديگر آزاد، بررسي شده است.

شرط مرزي سه لبه با تکيه گاه ساده و يك لبه آزاد براي سه مد اول كمانش، فقط مد اول كمانش 

ست. تفاوت در سه مد اول كمانش براي حالت دو تکيه گاه ساده در دو لبه خميده و نشان داده شده ا

 پانل بر روي تنش بحراني بي بعد براي مد يمركززاويه اثر  دو لبه ديگر آزاد، مشخص تر مي باشد.

( آمده است. 21-4( و )21-4) هاي (  و نتايج آن در جدول25-4اول تا سوم كمانش در شکل ) هاي

بر  kدر اين حالت پارامتر است.( 11-4)ارامترهاي هندسي براي اين حالت به صورت جدول مقادير پ

 ي پانل تغيير كرده است.مركزحسب زاويه 
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 مشخصات هندسی مربوط به تغييرات زاويه مركزی -19-4جدول 

 فولاد جنس پانل

mmt ضخامت پانل 2109389.9  

mmR شعاع پانل 07518.30 

 

ای با دو های استوانهنتايج تحليل عددی تنش بحرانی بی بعد در حالت الاستيک در پانل -21-4جدول

 كمانش اولمد سه پانل برای  مركزیزاويه  بر حسبحالت شرط مرزی 
ي مركززاويه 

پانل 

)(Ra 

تنش كمانش بحراني بي بعد براي 

 مد اول

مانش بحراني بي بعد براي تنش ك

 مد دوم

تنش كمانش بحراني بي بعد براي 

 مد سوم

----- 2SS-2free 3SS-1free 2SS-2free 3SS-1free 2SS-2free 3SS-1free 

2/ 2.92e-5 24.8e-5 6.82e-5 24.8e-5 12.6e-5 25.0e-5 

3/2 2.53e-5 23.9e-5 6.47e-5 23.9e-5 12.2e-5 24.0e-5 

6/5 2.36e-5 23.5e-5 6.34e-5 23.5e-5 12.1e-5 23.6e-5 

 2.29e-5 23.5e-5 6.30e-5 23.5e-5 12.1e-5 23.5e-5 

 

ا دو حالت ای بهای استوانهدر حالت الاستيک در پانل بار كمانش بحرانینتايج تحليل عددی  -21-4جدول

 كمانش اولمد سه پانل برای  یمركززاويه  بر حسبشرط مرزی 
ي مركززاويه 

پانل 

)(Ra 

 kپارامتر 
بار كمانش براي مد اول 

)(N 

كمانش براي مد دوم  بار

)(N 

بار كمانش براي مد سوم 

)(N 

----- ----- 
2SS-

2free 
3SS-

1free 
2SS-

2free 
3SS-

1free 
2SS-

2free 
3SS-

1free 
2/ 0.05894 600.64 5094.9 1404 5104 2585.8 5151 

3/2 0.04418 520.34 4908 1330.3 4916.2 2510 4943.8 

6/5 0.03534 485.64 4838.5 1304.6 4843.9 2493 4861.4 

 0.02944 470.2 4828.1 1297 4830.4 2485 4830.8 
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مربوط ی پانل برای دو حالت شرط مرزی مركززاويه  بر حسبتنش بحرانی بی بعد تغييرات  -25-4شكل 

 سه مد اول كمانشبه 
 

پانل بر روی بار و تنش بحرانی  ضخامت نسوت شعاع بهتاثير  -4-11-6

  2ss-2freeو 3ss-1freeبرای دو حالت 

)/(آخرين حالت مورد بررسي، تاثير نسبت شعاع به ضخامت  tR  بر تنش بحراني بي بعد مي

رو به براي هر دو حالت شرط مرزي، باشد كه نشان مي دهد با افزايش آن، بار و تنش هاي بحراني 

)/(تاثير نسبت شعاع به ضخامت هش است. كا tR ،( و داده 82-4در شکل ) بر تنش بحراني بي بعد

مشخصات . مربوط به مد اول كمانش است كه ( نشان داده شده است23-4هاي آن در جدول )

 ( آمده است.22-4هندسي مربوط به اين حالت در جدول )

 

 همراه با تغييرات نسوت شعاع به ضخامتمشخصات هندسی پانل  -22-4جدول 

 فولاد جنس پانل

mt ضخامت پانل 001.0 

mL طول پانل 4.0 
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/2 زاويه مركزي  

ای با دو حالت های استوانهدر حالت الاستيک در پانل بار كمانش بحرانینتايج تحليل عددی  -23-4جدول

 كمانش اولپانل برای مد  نسوت شعاع به ضخامت بر حسبمرزی  شرط
نسبت شعاع به 

پانل  ضخامت

tR / 

 N)(اولبراي مد بار كمانش  اولتنش بحراني بي بعد براي مد 

------- 3ss-1free 2ss-2free 3ss-1free 2ss-2free 
51 1.78e-3 0.55e-3 369220 113612 

111 0.93e-3 0.85e-3 193066 178616 

151 0.65e-3 0.60e-3 133895 123824 

211 0.50e-3 0.50e-3 104521 112621 

251 0.42e-3 0.41e-3 86557 65541 

311 0.36e-3 0.36e-3 74354 73115 
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الت شرط تنش بحرانی بی بعد بر حسب نسوت شعاع به ضخامت پانل برای دو حتغييرات  -26-4شكل 

 مد اول كمانشمربوط به مرزی 
 

 

تاثير نسبت شعاع به ضخامت پانل بر روي تنش بحراني بي بعد براي معد دوم كمعانش در شعکل 

 ( آمده است. 24-4( و نتايج آن در جدول )4-27)
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 ای با دو حالتهای استوانهدر حالت الاستيک در پانل بار كمانش بحرانینتايج تحليل عددی  -24-4جدول

 كمانش دومپانل برای مد  نسوت شعاع به ضخامت بر حسبشرط مرزی 
نسبت شعاع به 

پانل  ضخامت

tR / 

 N)(دومبراي مد بار كمانش  دومتنش بحراني بي بعد براي مد 

------- 3ss-1free 2ss-2free 3ss-1free 2ss-2free 
51 1.86e-3 0.95e-3 385348 118477 

111 0.99e-3 0.86e-3 204907 177142 

151 0.70e-3 0.66e-3 145186 138413 

211 0.55e-3 0.51e-3 114593 115651 

251 0.46e-3 0.42e-3 95708 67458 

311 0.40e-3 0.36e-3 82809 74816 
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دو حالت شرط تنش بحرانی بی بعد بر حسب نسوت شعاع به ضخامت پانل برای تغييرات  -27-4شكل 

 مد دوم كمانشمربوط به مرزی 

 

تاثير نسبت شعاع به ضخامت پانل بر روي تنش بحراني بي بعد براي مد سوم كمعانش در شعکل 

 ( آمده است. 25-4( و نتايج آن در جدول )4-26)
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لت ای با دو حاهای استوانهدر حالت الاستيک در پانل بار كمانش بحرانینتايج تحليل عددی  -25-4جدول

 كمانش سومپانل برای مد  نسوت شعاع به ضخامت بر حسبشرط مرزی 
نسبت شعاع به 

پانل  ضخامت

tR / 

 N)(سومبراي مد بار كمانش  سومتنش بحراني بي بعد براي مد 

------- 3ss-1free 2ss-2free 3ss-1free 2ss-2free 
51 2.01e-3 1.51e-3 416114 312376 

111 1.12e-3 0.96e-3 232082 111425 

151 0.81e-3 0.71e-3 167622 148831 

211 0.65e-3 0.55e-3 134352 114521 

251 0.55e-3 0.46e-3 113605 15886 

311 0.48e-3 0.40e-3 99335 62766 
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ی دو حالت شرط تنش بحرانی بی بعد بر حسب نسوت شعاع به ضخامت پانل براتغييرات  -28-4شكل 

 مد سوم كمانشمربوط به مرزی 

 

ي روي بعار و مركز، طول، شعاع، ضخامت، و زاويه kدر اين فصل تاثير پارامتر هاي مختلف مثل 

به گونعه اي بعود كعه بعراي محعدوده كوچعك آن بعا  kتنش بحراني بي بعد بررسي شد. تاثير پارامتر

بار بحراني افزايش مي يابد اما رفته رفته با افزايش شعاع  ،شعاع استافزايش كه متناسب با  kزايشاف

. تاثير طول پانل بر روي بار كمانش بحراني نسبت بعه سعاير بار يا تنش بحراني بي بعد كاهش مي يابد
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مت طوري است كه با افزايش ضخامت بعار و پارامتر ها از قبيل ضخامت بسيار كمتر مي باشد. اثر ضخا

ي بسيار ناچيز است به طوري مركزتنش بحراني به طور چشم گيري افزايش پيدا مي كند. تاثير زاويه 

سبت و در آخر اثر ن بار و تنش بحراني بي بعد تغيير چنداني نمي كند. تا  /2كه با افزايش آن از 

كه با افزايش آن، تنش بحراني رو به  به گونه ايبررسي شد، شعاع به ضخامت پانل روي تنش بحراني 

 كاهش است.
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 فصل پنجم

 مقايسه نتايج تحليلی و عددی

 

ای دارای مقايسه نتايج تحليلی و عددی مربوط به پانل استوانه -5-1

 تها و دو لوه ديگر آزادتكيه گاه ساده در دو ان
اي با مقطع دايره اي در حالت الاستيك، با در اين فصل نتايج تحليلي كمانش پانل هاي استوانه

عددي مورد بحث قرار گرفته  -نتايج حاصل از روش عددي مقايسه شده و دقت و صحت نتايج تحليلي

در اين فصل تنش هاي بحراني بي بعد است.
E


 
~

MpaEبراي فولاد با  310207 در نظر گرفته

 شده است.

 ایروی بار و تنش بحرانی بی بعد در پانل استوانه kاثر پارامتر -5-1-1
كه بر حسب راديان مي باشد، نشان  kپارامتر نسبت بهقسمت تنش هاي بحراني بي بعد، در اين 

بر حسب طول پانل تغيير مي كند. در اين حالت تغييرات  kشده است. در اين حالت پارامتر داده

mRمتناسب با تغييرات طول پانل مي باشد به طوري كه شعاع پانل  kپارامتر 1513.0 ضخامت ،

mtآن  3105.0   2ي پانل مركزو زاويه/  است و با افزايش پارامترk،  طول پانل كوتاه تر

، دوم و براي مد اولبه ترتيب را  تحليلي و عدديمقايسه  (3-5( و )2-5، )(1-5)هايمي شود. شکل 

 نشان مي دهد. ،كمانش سوم



 

 

 محوري با شرايط مرزي متفاوت. بار بررسي تحليلي و عددي كمانش پوسته استوانه اي باز تحت اثر 

 

 120 

0.00E+00

5.00E-05

1.00E-04

1.50E-04

2.00E-04

2.50E-04

3.00E-04

3.50E-04

4.00E-04

0.05 0.06 0.07 0.08 0.09 0.1 0.11

k(Ra)

S
tr

e
s
s
(D

im
e
n

s
io

n
le

s
s
)

Analytical, m=1

FEM Result, m=1

 

پانل دارای تكيه  برای kپارامتربر حسب  حرانی بی بعدتنش بمقايسه نتايج تحليلی و عددی  -1-5شكل 

 مد اول كمانشدر  گاه ساده در دو انتها و دو لوه ديگر آزاد
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پانل دارای تكيه  برای kپارامتربر حسب تنش بحرانی بی بعد مقايسه نتايج تحليلی و عددی  -2-5شكل 

 كمانش دوممد  در و انتها و دو لوه ديگر آزادگاه ساده در د

 



 

 

 محوري با شرايط مرزي متفاوت. بار بررسي تحليلي و عددي كمانش پوسته استوانه اي باز تحت اثر 

 

 121 

0.00E+00

5.00E-05

1.00E-04

1.50E-04

2.00E-04

2.50E-04

3.00E-04

3.50E-04

0.05 0.06 0.07 0.08 0.09 0.1 0.11

k(Ra)

S
tr

e
s
s
(D

im
e
n

s
io

n
le

s
s
)

Analytical, m=3

FEM Result, m=3

 
پانل دارای تكيه  برای kپارامترتنش بحرانی بی بعد بر حسب مقايسه نتايج تحليلی و عددی  -3-5شكل 

 در مد سوم كمانش گاه ساده در دو انتها و دو لوه ديگر آزاد

مقدار تنش بحراني تحليل و عددي، بر مقدار تحليلي محاسبه درصد خطا به گونه اي است كه اختلاف 

ضرب مي شود. درصد خطا در مد سوم كمانش مربوط به پانل  111تنش تقسيم شده و حاصل آن در 

( 4-5( در شکل )3-5اي نسبت به دو مد اول كمتر مي باشد. درصد خطا مربوط به شکل )استوانه

 آمده است.

0

1

2

3

4

5

6

خطا درصد

k=0.06

k=0.07

k=0.08

   k(Ra)
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برای پانل دارای تكيه گاه   kو نتايج تحليلی نسوت به پارامتر درصد اختلاف نتايج عددی  -4-5شكل

 كمانشسوم ساده در دو انتها و دو لوه ديگر آزاد مربوط به مد 

ای بر مقايسه نتايج تحليلی و عددی اثر طول پانل استوانه -5-1-2

 روی تنش بحرانی بی بعد
راني بي بعد نسبت به طول پانل براي مد اول كمانش در عددي تنش بح -ابتدا مقايسه تحليلي  

متر  8تا  2در اين حالت محدوده طولي بزرگ يعني طول هاي بين ( نشان داده شده است. 5-5شکل )

مشخصات  است. مد اول بالاهمان طور كه مشاهده مي شود درصد خطا براي بررسي شده است. 

 ن شد.( بيا7-4هندسي مربوط به اين حالت در جدول )
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مربوط به مد اول  طول پانلنسوت به تنش بحرانی بی بعد مقايسه نتايج تحليلی و عددی  -5-5شكل 

 كمانش

 

عددي تنش بحراني بي بعد نسبت به طول پانل به ترتيب بعراي معدهاي  -تحليلي نتايج مقايسه 

 ( نشان داده شده است.7-5( و )8-5دوم و سوم كمانش در شکل هاي )
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مربوط به مد دوم  طول پانلنسوت به تنش بحرانی بی بعد قايسه نتايج تحليلی و عددی م -6-5شكل 

 كمانش
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مربوط به مد سوم  طول پانلنسوت به تنش بحرانی بی بعد مقايسه نتايج تحليلی و عددی  -7-5شكل 

 كمانش
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ي بععد با افزايش طول پانل براي يك شعاع و ضخامت ثابت، مقدار بار كمانش و تنش بحرانعي بع

( نشان داده شعد نتعايج بعراي معد سعوم 7-5همان طور كه در شکل ) رفته رفته كاهش پيدا مي كند.

، در شکل  (7-5كمانش تا حد نسبتا خوبي تطابق پيدا كرده و درصد خطا مربوط به داده هاي شکل )

 .درصد است 1تا  1 بينكه مقادير آن  ( نشان داده شده است5-6)
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پانل دارای تكيه گاه ساده در دو انتها و  طول بر حسبف نتايج عددی و تحليلی درصد اختلا -8-5 شكل

 كمانشسوم دو لوه ديگر آزاد مربوط به مد 

 

در يك محدوده عددي تنش بحراني بي بعد نسبت به طول پانل  -مقايسه تحليلي  هم چنين

 ،حدوده طولي كوچك( نشان داده شده است. در م1-5براي مد اول كمانش در شکل ) ،كوچکترطولي 

( بيان 8-3. مشخصات هندسي مربوط به اين حالت در جدول )مي باشدمتر  133تا  1315طول ها بين 

شد. مثل حالت قبل با افزايش طول پانل در اين محدوده طولي، تنش بحراني بي بعد رو به كاهش 

 است.



 

 

 محوري با شرايط مرزي متفاوت. بار بررسي تحليلي و عددي كمانش پوسته استوانه اي باز تحت اثر 

 

 125 

0.00E+00

2.00E-03

4.00E-03

6.00E-03

8.00E-03

1.00E-02

1.20E-02

0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35

L(m)

S
tr

e
s
s
(D

im
e
n

s
io

n
le

s
s
)

FEM Result, m=1

Analytical, m=1

 
در محدوده طولی  طول پانل نسوت بهتنش بحرانی بی بعد مقايسه نتايج تحليلی و عددی  -9-5شكل 

 كوچكتر مربوط به مد اول كمانش
محعدوده طعولي  درعددي تنش بحراني بي بععد نسعبت بعه طعول پانعل  -مقايسه نتايج تحليلي 

 است. آمده( 11-5( و )11-5به ترتيب براي مدهاي دوم و سوم كمانش در شکل هاي ) ،كوچکتر
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در محدوده طولی  طول پانلنسوت به حرانی بی بعد تنش بمقايسه نتايج تحليلی و عددی  -11-5شكل 

 كوچكتر مربوط به مد دوم كمانش
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در محدوده طولی  طول پانلنسوت به تنش بحرانی بی بعد مقايسه نتايج تحليلی و عددی  -11-5شكل 

 كوچكتر مربوط به مد سوم كمانش
 

( نشان داده شده 12-5، در شکل ) (11-5و ) (11-5) هاي درصد خطا مربوط به داده هاي شکل

 درصد مي باشد. 28درصد تا  1كه مقادير آن از كمتر از  است
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پانل دارای تكيه گاه ساده در دو انتها و  طول بر حسبدرصد اختلاف نتايج عددی و تحليلی  -12-5 شكل

 كمانشسوم  های دوم و دو لوه ديگر آزاد مربوط به مد

ای سوت طول پانل استوانهمقايسه نتايج تحليلی و عددی اثر ن -5-1-3

 به شعاع آن بر تنش بحرانی بی بعد
در  اي به شعاع آن بر تنش بحراني بي بعددر اين حالت مقايسه تغييرات نسبت طول پانل استوانه

( اين مقايسه را 13-5دو حالت تحليلي و عددي براي سه مد اول كمانش انجام گرفته است. شکل )

mRي اين قسمت شعاع پانلدهد. برابراي مد اول نشان مي 1513.0 ضخامت آن ،mt 3105.0  

/2ي پانل مركزو زاويه   است. 
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به شعاع  طول پانلنسوت بر حسب تنش بحرانی بی بعد مقايسه نتايج تحليلی و عددی  -13-5شكل 

 مربوط به مد اول كمانش

 

نسبت طول پانل به شعاع آن بر تنش بحراني بي بعد به بر حسب ددي ع -سپس مقايسه تحليلي 

 ( نشان داده شده است.15-5( و )14-5ترتيب براي مدهاي دوم و سوم كمانش در شکل هاي )
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به شعاع  طول پانلنسوت  بر حسب تنش بحرانی بی بعدمقايسه نتايج تحليلی و عددی  -14-5 شكل

 مربوط به مد دوم كمانش
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به شعاع  طول پانلنسوت بر حسب تنش بحرانی بی بعد مقايسه نتايج تحليلی و عددی  -15-5شكل 

 مربوط به مد سوم كمانش
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با افزايش نسبت طول پانل به شعاع آن براي يك شعاع و ضخامت ثابت، مقدار بار كمانش و تنش 

( با داده هاي 15-5درصد اختلاف مربوط به شکل ) بحراني بي بعد رفته رفته كاهش پيدا مي كند.

 ( يکي مي باشد فقط متغير آن از طول پانل به نسبت طول به شعاع پانل تغيير كرده است.6-5شکل )

 

 ای برمقايسه نتايج تحليلی و عددی اثر ضخامت پانل استوانه -5-1-4

 تنش بحرانی بی بعد 
بحراني  عددي تغييرات ضخامت پوسته بر حسب متر بر روي تنش -در اين جا مقايسه تحليلي

بي بعد انجام گرفته است كه  نشان مي دهد كه با افزايش ضخامت پوسته بر حسب متر، بار، تنش و 

( نشان داده 18-5يا تنش بحراني بي بعد، افزايش مي يابد. اين مقايسه براي مد اول كمانش در شکل )

 شده است.
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 مد اول كمانش در ضخامت پانل سببر حتنش بحرانی بی بعد مقايسه نتايج تحليلی و عددی  -16-5شكل 

 

( تاثير ضخامت روي تنش بحراني بي بعد را به ترتيب 16-5( و )17-5به طور مشابه شکل هاي )

براي مدهاي دوم و سوم كمانش نشان مي دهد. درصد خطا براي مد سوم كمانش بسيار كاهش يافته 

بين داده ها به چشم مي خورد. است و براي مد سوم كمانش در برخي ضخامت ها تطابق نسبتا خوبي 
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درصد مي  11تا  4كه بين  ( نشان داده شده است11-5درصد خطا براي مد سوم كمانش در شکل )

 .باشد
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 مد دوم كمانش در ضخامت پانل بر حسبتنش بحرانی بی بعد مقايسه نتايج تحليلی و عددی  -17-5شكل 
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مربوط به مد سوم  ضخامت پانل بر حسببی بعد  تنش بحرانیمقايسه نتايج تحليلی و عددی  -18-5شكل 

 كمانش
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دارای تكيه گاه ساده در  یپانل ضخامتبر حسب  درصد اختلاف نتايج عددی و نتايج تحليلی -19-5 شكل

 كمانشسوم دو انتها و دو لوه ديگر آزاد مربوط به مد 

 

-ی پانل استوانهمركزمقايسه نتايج تحليلی و عددی اثر زاويه  -5-1-5

 ی بر تنش بحرانی بی بعد ا
باشد كه  ميبي بعد روي تنش بحراني  تغييرات زاويه مركزي مقايسه بررسي  ،آخرين حالت

 ( نشان داده شده است. 21-5براي مد اول و دوم كمانش در شکل )
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مد های اول و در ی كزمرزاويه  بر حسبتنش بحرانی بی بعد مقايسه نتايج تحليلی و عددی  -21-5شكل 

 دوم كمانش
براي مد سوم كمانش در بي بعد روي تنش بحراني  تغييرات زاويه مركزيهم چنين مقايسه 

ي پانل تاثير بسيار كمي بر روي بار، تنش مركز( نشان داده شده است. تغييرات در زاويه 21-5شکل )

( براي 22-5( در شکل )21-5رسي خطا هاي مربوط به شکل )بحراني و تنش بحراني بي بعد دارد. بر

 مد سوم كمانش نشان داده شده است.
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مربوط به مد  ی پانلمركززاويه  بر حسبتنش بحرانی بی بعد مقايسه نتايج تحليلی و عددی  -21-5شكل 

 سوم كمانش
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انل دارای تكيه گاه ساده پ یمركززاويه  بر حسبدرصد اختلاف نتايج عددی و نتايج تحليلی  -22-5 شكل

 كمانشسوم در دو انتها و دو لوه ديگر آزاد مربوط به مد 

مقايسه نتايج تحليلی و عددی مربوط به پانل دارای تكيه گاه  -5-2

 و يک لوه ديگر آزاد لوهساده در سه 
 

ش بر تن kاثر پارامترمربوط به مقايسه نتايج تحليلی و عددی  -5-2-1

 ایبحرانی بی بعد در پانل استوانه

مقايسه بين نتايج تحليلي و عددي تنش بحراني بي بعد )
E


 
~

( با شرايط موجود در جدول 

( نشان داده 23-5كه بر حسب راديان مي باشد، براي مد اول كمانش در شکل ) k( نسبت به5-1)

ه آن كه نتايج براي مد هاي دوم و سوم كمانش بسيار نزديك به نتايج مد اول شده است. با توجه ب

mRشعاع پانل بنابراين فقط مد اول كمانش بررسي شده است. ،است 1513.0  و ضخامت پانل برابر

m3105.0با    2ي پانل در اين حالت مركزمي باشد. هم چنين زاويه/   است. تغييرات

 با تغييرات طول پانل همراه است.  kپارامتر
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برای پانل با سه لوه تكيه گاه  kپارامتر بر حسبمقادير تحليلی و عددی بار و تنش بحرانی  -1-5جدول

 ساده مربوط به مد اول كمانش

 Rak)(پارامتر 

مقدار تحليلي بار 

كمانش براي مد اول 

)(N 

مقدار عددي بار 

كمانش براي مد اول 

)(N 

مقدار تحليلي تنش 

 بحراني بي بعد مد اول 

مقدار عددي تنش 

 بحراني بي بعد مد اول

0.03 35292.68 25477 34.1e-5 24.61e-5 

0.05 17145.98 178962 16.6e-5 172.9e-5 

0.1 24074.64 83479 23.3e-5 80.65e-5 

0.2 21472.9 40474 20.7e-5 39.10e-5 

0.4 6905.66 20646 6.67e-5 19.94e-5 

0.6 3745.709 14179 3.62e-5 13.69e-5 

0.8 2712.807 10903 2.62e-5 10.53e-5 

1 2331.82 8911.1 2.25e-5 8.600e-5 

1.2 2231.027 7566.8 2.16e-5 7.310e-5 

1.4 2272.621 6595.7 2.20e-5 6.37e-5 

1.6 2408.111 5860.4 2.33e-5 5.66e-5 

1.8 2617.418 5283.3 2.53e-5 5.10e-5 

2 2887.068 4818.2 2.79e-5 4.65e-5 
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مربوط به مد اول  kپارامتر بر حسبتنش بحرانی بی بعد مقايسه نتايج تحليلی و عددی  -23-5شكل 

 كمانش
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(   42-5به صورت شکل ) ،، يك بررسي مشابهkعلت تغييرات زياد تنش بحراني در مقادير كم به

براي حالت تحليلي،  .، بر روي تنش بحراني بي بعد صورت گرفته استkبراي مقادير محدود تر

41M  .شعاع پانلمي باشدmR 1513.0  و ضخامت پانل برابر باm3105.0   مي باشد. هم

/2ي پانل در اين حالت مركزچنين زاويه    است. درصد اختلاف براي مد اول كمانش مربوط به

 ( نشان داده شده است.25-5اي در شکل )پانل استوانه
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مربوط به مد اول  kپارامتر  بر حسبتنش بحرانی بی بعد مقايسه نتايج تحليلی و عددی  -42-5كل ش

 كمانش
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پانل دارای تكيه گاه ساده در در  kپارامتر بر حسبدرصد اختلاف نتايج عددی و تحليلی  -52-5 شكل

 كمانشاول بوط به مد لوه ديگر آزاد مر يکو  سه لوه
 

اثر طول پانل مربوط به مقايسه نتايج تحليلی و عددی  -5-2-2

 ای بر روی تنش بحرانی بی بعداستوانه
 

و دوم اول  هاي طول پانل براي مد بر حسبعددي تنش بحراني بي بعد  ومقايسه تحليلي 

mRنشان داده شده است. شعاع پانل( 27-5و )( 82-5) هاي كمانش در شکل 1513.0  و ضخامت

m3105.0پانل برابر با    2ي پانل در اين حالت مركزمي باشد. هم چنين زاويه/   .است

و  (26-5) هاي اي در شکلكمانش مربوط به اين پانل استوانهبراي مد هاي اول و دوم درصد اختلاف 

 نشان داده شده است. (5-21)
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طول پانل مربوط به مد اول  بر حسبتنش بحرانی بی بعد مقايسه نتايج تحليلی و عددی  -26-5شكل 

 كمانش
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طول پانل مربوط به مد دوم  تنش بحرانی بی بعد بر حسبمقايسه نتايج تحليلی و عددی  -27-5شكل 

 كمانش
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 سه لوهدارای تكيه گاه ساده در پانل طول در  بر حسبدرصد اختلاف نتايج عددی و تحليلی  -28-5 شكل

 كمانشاول لوه ديگر آزاد مربوط به مد  يکو 

 

 

0

1

2

3

4

5

6

خطا درصد

L(m)

L=2

L=6

 

درصد اختلاف نتايج عددی و تحليلی بر حسب طول در پانل دارای تكيه گاه ساده در سه لوه  -29-5 شكل

 كمانش دومو يک لوه ديگر آزاد مربوط به مد 
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در يك محدوده سبت به طول پانل عددي تنش بحراني بي بعد ن -مقايسه تحليلي  هم چنين

( نشان داده شده است. مشخصات هندسي مربوط 31-5براي مد اول كمانش در شکل ) طولي كمتر،

( بيان شد. مثل حالت قبل با افزايش طول پانل در اين محدوده طولي، 8-3به اين حالت در جدول )

 .تنش بحراني بي بعد رو به كاهش است

 

0.00E+00

5.00E-04

1.00E-03

1.50E-03

2.00E-03

2.50E-03

3.00E-03

3.50E-03

0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35

L(m)

S
tr

e
s
s
(D

im
e
n

s
io

n
le

s
s
)

FEM Result, m=1

Analytical, m=1

 
طول پانل مربوط به مد اول  تنش بحرانی بی بعد بر حسبتحليلی و عددی  مقايسه نتايج -31-5شكل 

 كمانش

 

( نشان داده شده 31-5(، در شکل )31-5درصد اختلاف براي مد اول كمانش مربوط به شکل هاي )

 است.
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 سه لوهپانل دارای تكيه گاه ساده در طول در  بر حسبدرصد اختلاف نتايج عددی و تحليلی  -31-5 شكل

 كمانشاول لوه ديگر آزاد مربوط به مد  کيو 

اثر نسوت طول پانل مربوط به مقايسه نتايج تحليلی و عددی  -5-2-3

 ای به شعاع آن بر تنش بحرانی بی بعداستوانه
طول پانل به شعاع آن بر تنش بحراني بي بعد براي مد  بر حسب نسبتعددي  -مقايسه تحليلي 

( مشابه 32-5ه شده است. درصد اختلاف مربوط به شکل )( نشان داد32-5اول كمانش در شکل )

 ( مي باشد فقط متغير آن از طول پانل به نسبت طول به شعاع پانل تغيير كرده است.26-5شکل )
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طول پانل به شعاع نسوت بر حسب تنش بحرانی بی بعد مقايسه نتايج تحليلی و عددی  -32-5شكل 

 مربوط به مد اول كمانش

اثر ضخامت پانل مربوط به نتايج تحليلی و عددی  مقايسه -5-2-4

 ای بر روی تنش بحرانی بی بعد استوانه
بحراني انجام گرفته است كه مثل كمانش عددي تغييرات ضخامت پوسته بر بار  -مقايسه تحليلي

قبل نشان مي دهد كه با افزايش ضخامت پوسته، بار، تنش و يا تنش بحراني بي بعد، افزايش مي يابد. 

( نشان داده 33-5( در شکل )2-5اين مقايسه براي مد اول كمانش با داده هاي مربوط به جدول )

mLي اين حالت به ترتيب اكه طول و شعاع پانل بر شده است 1.0  وmR 02.0 .مي باشد 
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خامت برای پانل با سه لوه تكيه ض بر حسبمقادير تحليلی و عددی بار و تنش بحرانی  -2-5جدول

 گاه ساده مربوط به مد اول كمانش

 mmt)(ضخامت پانل 

مقدار تحليلي بار 

كمانش براي مد اول 

)(N  

مقدار عددي بار 

كمانش براي مد اول 

)(N  

 مقدار تحليلي تنش

ولبحراني بي بعد مد ا  

عددي تنش مقدار 

ولبحراني بي بعد مد ا  

0.1 57902.28 8423.6 279.7e-5 40.69e-5 

0.2 118127.2 35002 285.3e-5 84.54e-5 
0.3 182997.2 83944 294.7e-5 135.17e-5 
0.4 254835.3 157460 307.8e-5 190.16e-5 
0.5 335963.8 257645 324.6e-5 248.93e-5 
0.6 428705.5 384327 345.2e-5 309.44e-5 
0.7 535382.8 530986 369.5e-5 366.45e-5 
0.8 658318.5 690342 397.5e-5 416.87e-5 
0.9 799835.2 859229 429.3e-5 461.20e-5 
1.0 962255.5 1037210 464.9e-5 501.06e-5 
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ط به مد ای مربوضخامت پانل استوانه بر حسببار بحرانی مقايسه نتايج تحليلی و عددی  -33-5شكل 

 اول كمانش

 

هم چنين مقايسه تحليلي و عددي تغييرات ضخامت پوسته بر روي تنش بي بعد انجام گرفته 

هم چنين زاويه . ( نشان داده شده است34-5( در شکل )2-5است كه با داده هاي مربوط به جدول )
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/2ي پانل در اين حالت مركز   اول كمانش مربوط به نتايج شکلاست. درصد اختلاف براي مد 

 ( نشان داده شده است.35-5( در شکل )5-34)
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ای مربوط ضخامت پانل استوانه بر حسبتنش بحرانی بی بعد مقايسه نتايج تحليلی و عددی  -34-5شكل 

 به مد اول كمانش
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يه گاه ساده پانل دارای تكضخامت در  بر حسبدرصد اختلاف نتايج عددی و نتايج تحليلی  -35-5 شكل

 كمانشاول لوه ديگر آزاد مربوط به مد  يکو  سه لوهدر 
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ی مركزاثر زاويه مربوط به مقايسه نتايج تحليلی و عددی  -5-2-5

 ای بر تنش بحرانی بی بعد پانل استوانه
 ميد بي بعروي تنش بحراني  تغييرات زاويه مركزي مقايسه  ،مورد بررسي يك حالت ديگر

( نشان داده شده است. براي تطابق بيشتر با نتايج 38-5براي مد اول كمانش در شکل )باشد كه 

در نظر گرفته شده است. شعاع  41Mعددي، نتايج تحليلي مربوط به اين حالت براي 

mRپانل 03007518.0  و ضخامت پانل برابر باm51093.9   مي باشد. درصد اختلاف براي مد

كه براي هر چهار  ( نشان داده شده است37-5( در شکل )38-5اول كمانش مربوط به نتايج شکل )

 .درصد مي باشد 7زاويه مركزي، كمتر از 
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ای ی پانل استوانهمركززاويه  بر حسبتنش بحرانی بی بعد مقايسه نتايج تحليلی و عددی  -36-5شكل  

 د اول كمانشمربوط به م
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پانل دارای تكيه گاه  یمركززاويه  بر حسبدرصد اختلاف نتايج عددی و نتايج تحليلی  -37-5 شكل

 كمانشاول لوه ديگر آزاد مربوط به مد  يکو  لوه سهساده در 

اثر نسوت شعاع به مربوط به يسه نتايج تحليلی و عددی امق -5-2-6

 بعد ای بر تنش بحرانی بیضخامت پانل استوانه
)/(بررسي اثر نسبت شعاع به ضخامت  ،آخرين حالت مقايسه نتايج تحليلي و عددي tR  بر تنش

، بار و براي يك ضخامت ثابت بحراني بي بعد مي باشد كه نشان مي دهد با افزايش اين پارامتر بي بعد

( 3-5هاي آن در جدول ) ( و داده36-5تنش هاي بحراني رو به كاهش است. اين مطلب در شکل )

mL. طول پانل براي اين حالت و مربوط به مد اول كمانش است نشان داده شده است 1  در نظر

 گرفته شده است. 

شعاع به ضخامت برای پانل با نسوت بر حسب مقادير تحليلی و عددی بار و تنش بحرانی  -3-5جدول

 د اول كمانشسه لوه تكيه گاه ساده مربوط به م

)/(نسبت شعاع به ضخامت  tR 
بعد  مقدار تحليلي تنش بحراني بي

كمانش مد اولدر   

در  ي تنش بحراني بي بعدعددمقدار 

كمانش مد اول  

302.6 3.64e-4 2.95e-4 

500 31 87e-4 1.80e-4 

750 31 42e-4 1.26e-4 

1000 1311e-4 31 98e-4 
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ضخامت پانل به شعاع نسوت  بر حسبتنش بحرانی بی بعد ايج تحليلی و عددی مقايسه نت -38-5شكل 

 ای مربوط به مد اول كمانشاستوانه

 

)/(بررسي اثر نسبت شعاع به ضخامت  tR  بر تنش بحراني بي بعد براي مقادير كوچکتر اين نسبت

( و داده هاي آن 31-5مانش در شکل )عددي براي مد اول ك –بررسي شده است. اين مقايسه تحليلي 

 ( نشان داده شده است.4-5در جدول )

 

شعاع به ضخامت با محدوده نسوت بر حسب مقادير تحليلی و عددی بار و تنش بحرانی  -4-5جدول

 كوچكتر برای پانل با سه لوه تكيه گاه ساده مربوط به مد اول كمانش

)/(نسبت شعاع به ضخامت  tR 
مد در مقدار تحليلي تنش بحراني بي بعد 

 كمانش اول
مد در ي تنش بحراني بي بعد عددمقدار 

 كمانش اول
51 15.26e-4 17.84e-4 

111 9.12e-4 9.33e-4 

151 4.59e-4 6.47e-4 

211 3.64e-4 5.05e-4 

251 3.35e-4 4.18e-4 

311 3.23e-4 3.59e-4 

 



 

 

 محوري با شرايط مرزي متفاوت. بار بررسي تحليلي و عددي كمانش پوسته استوانه اي باز تحت اثر 

 

 147 

0.00E+00

2.00E-04

4.00E-04

6.00E-04

8.00E-04

1.00E-03

1.20E-03

1.40E-03

1.60E-03

1.80E-03

2.00E-03

50 100 150 200 250 300

R/t

S
tr

e
s
s
(D

im
e
n

s
io

n
le

s
s
)

FEM Result, m=1

Analytical, m=1

 
نسوت شعاع به ضخامت با  تنش بحرانی بی بعد بر حسبددی مقايسه نتايج تحليلی و ع -39-5شكل 

 ای مربوط به مد اول كمانشمحدوده كوچكتر در پانل استوانه

 

-5در شکل )( 31-5و )( 36-5) نمودارهايدرصد اختلاف براي مد اول كمانش مربوط به نتايج 

 .درصد مي باشد 31درصد اختلاف از صفر تا كمتر از  ( نشان داده شده است.41
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پانل دارای  شعاع به ضخامتنسوت بر حسب درصد اختلاف نتايج عددی و نتايج تحليلی  -41-5 شكل

 كمانشاول لوه ديگر آزاد مربوط به مد  يکو  لوه سهتكيه گاه ساده در 
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 دو لوه دارای بامقايسه نتايج تحليلی و عددی مربوط به پانل  -5-2

 خيز جديد و دو لوه ديگر آزاد با تابعتكيه گاه ساده 
در ابتدا مقايسه اي بين نتايج تحليلي و عددي براي پانل هايي كه مقادير هندسي آن در جدول 

( آمده 5-5، در جدول )(8-3نتايج تحليلي مربوط به بخش ) ( آمده است صورت گرفته است.5-5)

قت ( براي مقادير هندسي مشخص شده در زير، داراي د4-3در مقايسه با نتايج بخش ) كه است

بيشتري مي باشد و تطابق بهتري با نتايج عددي دارد. با افزايش در طول پانل تا حدي از دقت نتايج 

 كاسته شده است.

مقادير هندسی، مقادير تحليلی و عددی تنش بی بعد و درصد اختلاف بين آنها برای پانل با  -5-5جدول 

 دو لوه تكيه گاه ساده با استفاده از حل پيشنهادی جديد

 mR 1325 0.5 0.5)(ع پانلشعا

 mmt 1 1.65 1.65)(ضخامت

 Rak 1 0.78 0.63)(پارامتر 

 mL 1331 1 1.25)(طول

  2/ 2/ 2/زاويه مركزي 

 1 1 1 مد كمانش

مقدار تحليلي تنش بحراني 

 بي بعد
3.79e-4 3.79e-4 5.59e-4 

مقدار عددي تنش بحراني بي 

 بعد
4.16e-4 3.09 3.18 

 43.11 18.46 8.89 درصد اختلاف
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عددي تغييرات ضخامت پوسته بر تنش بحراني بي بعد صورت گرفته  -سپس مقايسه تحليلي

كه مطابق با قبل نشان مي دهد كه با افزايش ضخامت پوسته، بار، تنش و يا تنش بحراني بي است 

به ( 8-5بعد، افزايش مي يابد. اين مقايسه براي سه مد اول كمانش با داده هاي مربوط به جدول )

 ( نشان داده شده است كه طول و شعاع پانل براي اين43-5( و )42-5(، )41-5در شکل هاي )ترتيب 

mLحالت به ترتيب  1  وmR 5.0 ( نتيجه شده است8-3و از روابط مربوط به بخش ) مي باشد. 

لازم به ذكر است كه محدوده ضخامت پانل نسبت به حالت هاي مورد بررسي در قبل افزايش يافته 

 است.

 

ضخامت برای پانل با دو لوه تكيه گاه  بر حسب بی بعدمقادير تحليلی و عددی تنش بحرانی  -6-5جدول

 استفاده از حل پيشنهادی جديدساده مربوط به سه مد اول كمانش با 

ضخامت پانل 

)(mmt 

مقدار تحليلي 

تنش بحراني 

بي بعد در مد 

 اول

مقدار تحليلي 

تنش بحراني 

بي بعد در مد 

 دوم

مقدار تحليلي 

تنش بحراني 

د بي بعد در م

 سوم

مقدار عددي 

تنش بحراني 

بي بعد در مد 

 اول

مقدار عددي 

تنش بحراني 

بي بعد در مد 

 دوم

مقدار عددي 

تنش بحراني 

بي بعد در مد 

 سوم

1 1.74e-4 1.04e-4 1.04e-4 1.79e-4 1.80e-4 1.91e-4 

132 2.01e-4 1.28e-4 1.49e-4 2.19e-4 2.21e-4 2.35e-4 

134 2.73e-4 1.56e-4 2.02e-4 2.58e-4 2.64e-4 2.81e-4 

138 3.57e-4 1.88e-4 2.64e-4 2.99e-4 3.07e-4 3.28e-4 

136 4.52e-4 2.24e-4 3.35e-4 3.40e-4 3.52e-4 3.76e-4 

2 5.57e-4 2.65e-4 4.13e-4 3.83e-4 3.97e-4 4.26e-4 

232 6.74e-4 3.11e-4 5.00e-4 4.27e-4 4.43e-4 4.76e-4 

234 8.03e-4 3.60e-4 5.95e-4 4.73e-4 4.89e-4 5.27e-4 

238 9.42e-4 4.14e-4 6.98e-4 5.21e-4 5.34e-4 5.80e-4 
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ای مربوط ضخامت پانل استوانه تنش بحرانی بی بعد بر حسبمقايسه نتايج تحليلی و عددی  -41-5شكل 

 به مد اول كمانش
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ای مربوط ضخامت پانل استوانه ر حسبتنش بحرانی بی بعد بمقايسه نتايج تحليلی و عددی  -42-5شكل 

 به مد دوم كمانش
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ای مربوط ضخامت پانل استوانه تنش بحرانی بی بعد بر حسبمقايسه نتايج تحليلی و عددی  -43-5شكل 

 به مد سوم كمانش

( نشان داده شده است. حداقل اين 44-5( در شکل )43-5( تا )41-5درصد اختلاف براي سه نمودار )

mmtبراي  2371اختلاف % 1 % براي  2234در مد اول كمانش و حداكثر آن برابرmmt 6.2  در مد

 دوم كمانش مي باشد.
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پانل دارای تكيه گاه ساده در  بر حسب ضخامتدرصد اختلاف نتايج عددی و نتايج تحليلی  -44-5 شكل

 كمانشاول مد  سهلوه ديگر آزاد مربوط به  دوو  لوه دو
)/(بررسي اثر نسبت شعاع به ضخامت در آخر  tR كه بر تنش بحراني بي بعد بررسي شده است 

عددي براي مد اول كمانش  –. اين مقايسه تحليلي ( نتيجه شده است8-3از روابط مربوط به بخش )

mLبا طول( 45-5در شکل ) 4.0ضخامت ،mmt 1  ( نشان داده 7-5داده هاي آن در جدول )و

( نشان داده شده است اين مقايسه براي مقادير كوچك 45-5همان طور كه در نمودار ) شده است.

)/( tR  داراي دقت كمي بوده كه با افزايش اين نسبت و يا شعاع پانل، تطابق بهتري بين نتايج حاصل

 مي شود.

شعاع به ضخامت برای پانل با نسوت بر حسب مقادير تحليلی و عددی بار و تنش بحرانی  -7-5ولجد

 دو لوه تكيه گاه ساده مربوط به مد اول كمانش با استفاده از حل پيشنهادی جديد

)/(نسبت شعاع به ضخامت  tR 
مد در مقدار تحليلي تنش بحراني بي بعد 

 كمانش اول
مد در ي تنش بحراني بي بعد دعدمقدار 

 كمانش اول
51 25.9e-3 0.55e-3 

111 6.97e-3 0.85e-3 

151 2.56e-3 0.60e-3 

211 0.87e-3 0.50e-3 

251 0.39e-3 0.41e-3 

311 0.21e-3 0.36e-3 
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نسوت شعاع به ضخامت پانل  تنش بحرانی بی بعد بر حسبمقايسه نتايج تحليلی و عددی  -45-5شكل 

 ای مربوط به مد اول كمانشنهاستوا

 

 

 

 

 

 
 

 

 فصل ششم

 نتيجه گيریبحث و 

 

اي جدار نازك با ابعاد و زواياي مختلف، تحت بارگذاري ، كمانش پانل هاي استوانهدر اين تحقيق

هاي تحليلي و عددي مورد مطالعه قرار گرفت. در اين بخش نتايج بدست آمده به طور  محوري با روش

 .خلاصه بيان شده است

با توجه به فرضيات مورد استفاده در بحث تحليلي مسئله، عدم استفاده از روش تجربي به علت      -1

در برخي موارد  ،شرايط خاص تکيه گاهي و هم چنين كلاسيك بودن معادلات پايداري

عددي  -تجربي  هعددي نسبت به مقايس  -تحليلي  هخطاهاي نسبتا بيشتري بين مقايس

 . ايجاد كرده است

 S8R5براي تحليل هاي عددي و هم چنين استفاده از المان  Abaqusاستفاده از نرم افزار      -2

نتايج كمك مي بيشتر مربوط به كه مناسب براي پانل ها با ضخامت كم مي باشد در دقت 

 كند.
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براي يك ضخامت  kات پارامترتغيير ،نسبت عکس با طول پانل دارد kاين كه پارامتر دليلبه       -3

محدوده تغييرات به گونه اي روي بار و تنش بحراني كمانش تاثير گذار است كه  ،ثابتو شعاع 

با  اما ،است كه تنش بحراني زياد و كم مي شود طوري تنش بحراني براي طول هاي بزرگ

به يك حدي مي رسد كه تغييرات آن  اين مقدار رفته رفته كم شده است تاپانل طول  كاهش

، داراي دو مقدار kبسيار كم مي شود. در نتيجه نمودار بار بحراني كمانش نسبت به پارامتر

مي نيمم مي باشد كه يکي از آن ها مربوط به پانل با طول كوچك تر و ديگري مربوط به پانل 

 با طول بزرگ تر مي باشد.

براي يك  kنسبت مستقيم با شعاع پانل دارد تغييرات پارامتر kيل اين كه پارامتربه دل     -4

ضخامت و طول ثابت، به گونه اي روي بار و تنش بحراني كمانش تاثير گذار است كه براي 

ر اين بزرگتهاي  عاعش، بار بحراني كمانش رو به افزايش است اما براي كوچكهاي  شعاع

مقدار رفته رفته كم شده است تا به يك حدي مي رسد كه تغييرات آن بسيار كم مي شود. 

، داراي دو مقدار مي نيمم مي باشد كه kدر نتيجه نمودار بار بحراني كمانش نسبت به پارامتر

بزرگ تر مي  شعاعربوط به پانل با كوچك تر و ديگري م شعاعيکي از آن ها مربوط به پانل با 

 باشد.

1.005.0، يعني kبراي مقادير محدود تر      -5 k با افزايشk ، تنش بحراني كمانش رو به افزايش

 است. 

 يط كمانش مربوط به يك چنين پانلي بسيار خيلي كوچك باشد، شرا ي مركزاگر زاويه      -6

 شبيه به شرايط مربوط به ورق هاي مستطيلي تحت فشار در جهت طولي مي باشد.

باعث كاهش در بار و تنش بحراني بي بعد مي شود. يعني با افزايش  Mافزايش در پارامتر     -7

 رايي بيشتر بين نتايج مي شود.مگهتعداد سطر و ستون هاي ماتريس تنش باعث 

مي توان نتيجه گرفت كه افزايش قيد ها در لبه هاي پانل باعث افزايش در بار و تنش        -8

كمانش بحراني مي شود. شدت افزايش اين تنش بحراني از سه به چهار لبه تکيه گاه ساده در 

ت خاص، تنش هاي اي شکل بسيار قابل ملاحظه است ولي براي برخي حالاپانل استوانه

 بحراني بي بعد در پانل با دو و سه لبه تکيه گاه ساده تفاوت چنداني ندارد.
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نسبت به  ،بار كمانش بحراني در حالتي كه چهار طرف پانل تکيه گاه ساده قرار گرفته است    -9

شتر حالتي كه در سه لبه آن تکيه گاه ساده قرار گرفته و يك لبه آزاد است، حدود ده برابر بي

 نيز بيان مي كند.   lorenzاست. اين موضوع را رابطه 

 تاثير طول پانل بر روي بار كمانش بحراني در مقايسه با تاثيرات شعاع كمتر مي باشد.     -10

 تاثير ضخامت پانل بر روي بار كمانش بحراني در مقايسه با تاثيرات شعاع بيشتر مي باشد.     -11

 وسته، بار، تنش و يا تنش بحراني بي بعد، افزايش مي يابد. با افزايش ضخامت پ     -12

RLافزايش در نسبت طول پانل به شعاع آن    -31 و يا افزايش در طول پانل، براي يك شعاع ثابت، /

 باعث كاهش در بار كمانش بحراني و تنش بحراني مي شود.

گونه اي است كه با افزايش آن بار كمانش بحراني تا  تاثير افزايش نسبت شعاع به ضخامت به    -14

 حدي كاهش مي يابد.

اي انجام شد نشان داد كه تغييرات در ي در پانل استوانهمركزكه بر روي زاويه هايي بررسي     -15

پانل تاثير چنداني بر روي بار كمانش بحراني ندارد. به همين خاطر يك حالت  مركزيزاويه 

/2 كزيمرپانل با زاويه   .بررسي شده است 

استفاده از حل پيشنهادي جديد مربوط به شرط مرزي دو لبه خميده در پانل داراي تکيه گاه     -18

ساده و دو لبه ديگر آزاد، كه در آن تابع خيز به صورت كلي در نظر گرفته شده است در دقت 

tRفقط در مواردي كه نسبت  و مقايسه با نتايج عددي مفيد واقع شده است. براي يك  /

طول پانل بزرگ در نظر گرفته مي شود، از ضخامت ثابت كوچك مي باشد و يا مواقعي كه 

 دقت نتايج تا حدي كم مي شود. 
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 پيوست

)بررسی حل معادلات مربوط به شرط مرزی دو لوه با تكيه گاه  بخش اول

 اد با استفاده از معادلات جابجايی(ساده و دو لوه آز

 
*************************First Program************************** 

 

> restart; 

> with(linalg);: 

Warning, new definition for norm 

Warning, new definition for trace 

> lambda:=m*pi*R/L: 

> alpha:=(t^2)/(12*R^2): 

 

m13:=nu*lambda: 

> m12:=((1+nu)/2)*n*(pi*lambda/beta): 

> m11:=(lambda^2)+((1-nu)/2)*(n*pi/beta)^2: 

> m21:=((1+nu)/2)*n*(pi*lambda/beta): 

> m22:=((1-nu)/2)*(lambda)^2+((n*pi/beta)^2)+(alpha*(1-

nu)*(lambda)^2)+(alpha*(n*pi/beta)^2)-(psi*(lambda)^2): 

> m23:=(n*pi/beta)+(alpha*n*pi/beta)*((n*pi/beta)^2+lambda^2): 

> m31:=nu*lambda: 

> m32:=(n*pi/beta)*(1+alpha*((n*pi/beta)^2+((2-nu)*lambda^2))): 

> m33:=1-((lambda^2)*psi)+alpha*(lambda^2+(n*pi/beta)^2)^2: 

> M:=matrix([[m11,m12,m13],[m21,m22,m23],[m31,m32,m33]]); 

                                   

>N:=det(M); 

>beta:=pi/2: 

>R:=0.1513:#Radius of panel  

>L:=4.032: #Length of panel 

> t:=0.5e-3:#thickness of panel 
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>m:=1:#number of half wave in axial direction 

> n:=1:#number of wave in circumfrential direction 

>nu:=0.3: 

> s:=solve(N,psi); 

s := .1595022919e-1, 12.01054749 

 

 

( مي باشد كه از روي آن بار و تنش بحراني در جهت محوري به دست 15-3در رابطه )همان sكه 

 مي آيد.
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انی مربوط به شرط دوم )بررسی حل معادلات منجر به تنش بحربخش 

مرزی دو لوه با تكيه گاه ساده و دو لوه آزاد با استفاده از توابع خيز و 

 نيرو(
 

*************************Second Program************************** 
 

> restart: 

> F:=-E*t*R*f[1]*(sin(Pi*phi/beta)+1/2*sin(2*Pi*phi/beta))*sin(m*Pi*x/L); 

> y:=R*phi; 

>nabla4F:=1/R^4*diff(F,phi$4)+2*diff(F,x$2,phi$2)/R^2+diff(F,x$4);#:nabla4F:=colle

ct(",{sin(m*Pi*x/L),f[1]});; 

> W:=w[1]*(sin(Pi*phi/beta/2)+alpha[3]*sin(3*Pi*phi/beta/2))*sin(m*Pi*x/L); 

>(nabla4F-

E*t/R*diff(W,x,x))*(sin(Pi*phi/beta)+1/2*sin(2*Pi*phi/beta)):aa_0:=expand("); 

>aa_0:=collect(",{sin(m*Pi*x/L),t,f[1]});; 

>aa1:=simplify(int(aa_0,phi=0..beta)); 

>collect(aa1,f1):solve(",f[1]);; 
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> normal("):collect(",{w[1],alpha[3]}); 

>subs(L=m*R*beta/k,"); 

>ff1:=collect(",{m,R,beta,k,t,Pi,w[1],alpha[3]}):ff1:=normal("); 
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>aa_2:=D*(1/R^4*diff(W,phi$4)+2*diff(W,x$2,phi$2)/R^2+diff(W,x$4))+(1/R)*diff(F

,x$2)+N[0]*diff(W,x$2):collect(aa_2,sin(m*Pi*x/L)):aa2:=remove(has,",sin(m*Pi*x/L)

); 

 

>aa2*(sin(Pi*phi/beta/2)+alpha[3]*sin(3*Pi*phi/beta/2));aa3:=int(",phi=0..beta); 
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>aa4:=subs(f[1]=ff1,aa3); 

 

>eq1:=subs({L=2.640683158,m=1,E=207e9,R=0.1513,beta=pi/2,t=0.5e-

3,nu=0.3,k=0.09,alpha[3]=(1+4*k^2*nu)/(9+4*k^2*nu)},aa1); 

>eq2:=subs({L=2.640683158,m=1,E=207e9,R=0.1513,beta=pi/2,t=0.5e-

3,nu=0.3,k=0.09,alpha[3]=(1+4*k^2*nu)/(9+4*k^2*nu)},aa4); 

>eq2:=subs(D=E*t^3/(12*(1-nu^2)),"); 

>equ1:=evalf(eq1); 

>equ2:=evalf(eq2); 

>solve({equ1,equ2},{w[1],N[0]}); 

>evalf("); 

>simplify("); 

{w[1] = 815.3432711*f[1], N[0] = 26657.85586} 

 

آن تنش بحراني بي  با استفاده ازر بحراني كمانش در جهت محوري محاسبه شده است كه در نهايت با

محاسبه بار كمانش بحراني در حالت پارامتري  ( آمده است، محاسبه مي شود.51-3بعد كه در رابطه )

 به صورت زير است:

N[0] = .2842052555e-

10*E*t*(.8696104703e13*k^2*beta^6*m^2*R^4*L^2+.3577647310e15*t^2*m^2*R^2

*beta^2*L^2+.7377108755e14*t^2*L^4*k^6+.6519268435e15*t^2*m^4*R^4*beta^4+

.1466835398e14*t^2*L^4*k^8+.7123493315e15*t^2*m^4*R^4*beta^4*k^2+.8049706

450e14*t^2*L^4+.1646612175e15*t^2*L^4*k^4+.1717270709e15*t^2*L^4*k^2+.618

3896676e12*k^6*beta^6*m^2*R^4*L^2+.4637922508e13*k^4*beta^6*m^2*R^4*L^2

+.5724235699e13*t^2*m^4*R^4*beta^4*k^8+.6601951840e14*t^2*m^4*R^4*beta^4

*k^6+.3385249390e15*t^2*m^4*R^4*beta^4*k^4+.4579388557e15*t^2*m^2*R^2*be

ta^2*L^2*k^2+.2840651964e15*t^2*m^2*R^2*beta^2*L^2*k^4+.8872565329e14*t^2

*m^2*R^2*beta^2*L^2*k^6+.1431058924e14*t^2*m^2*R^2*beta^2*L^2*k^8)/m^2/

R^4/beta^4/L^2/(20500.+10645.*k^4+22400.*k^2+2076.*k^6+180.*k^8) 
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سوم )بررسی حل معادلات منجر به تنش بحرانی مربوط به شرط بخش 

گاه ساده و يک لوه آزاد با استفاده از توابع خيز و  مرزی سه لوه با تكيه

 نيرو(
 

*************************Third Program************************** 

 

>restart: 

>with(linalg): 

>F:=-E*t^2*R*f[1]*(sin(Pi*phi/beta)+1/2*sin(2*Pi*phi/beta))*sin(m*Pi*x/L); 

>y:=R*phi; 

>nabla4F:=1/R^4*diff(F,phi$4)+2*diff(F,x$2,phi$2)/R^2+diff(F,x$4);#:nabla4F:=colle

ct(",{sin(m*Pi*x/L),f[1]});; 

>w[j]*(sin(j*Pi*phi/beta/2)-

alpha[j]*sin(j*Pi/2)*sin(Pi*phi/beta/2))*sin(m*Pi*x/L):W:="*t; 

>(1/E*nabla4F-

1/R*diff(W,x,x))*(sin(Pi*phi/beta)+1/2*sin(2*Pi*phi/beta)):aa_0:=expand("); 

>aa_0:=collect(",{sin(m*Pi*x/L),t,f[1]});; 

>aa1:=simplify(int(aa_0,phi=0..beta)); 

>collect(aa1,f1):solve(",f[1]);; 

>normal("):collect(",{w[j],alpha[j]}); 

>subs(L=m*R*beta/k,"); 

>ff1:=collect(",{m,R,beta,k,t,Pi,w[j],alpha[j]}):ff1:=normal("); 

 

>################ for i<>j 

> # we defined:   b=(i^2-16)*(i^2-4), k=m*R*beta/ 

>ff1_i:=select(has,ff1,i):af[i]:=remove(has,",w[i]):af[j]:=subs(i=j,af[i]);; 

>ff1_Noi:=remove(has,ff1,i); 

>ff1_exact:=ff1_Noi*afi*w[i]; 
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>#===============for i<>j 
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>nabla4w:=1/R^4*diff(W,phi$4)+2*diff(W,x$2,phi$2)/R^2+diff(W,x$4): 

> aa2:=D1/t*nabla4w+1/R*diff(F,x$2)+ sigma 

[0]*diff(W,x$2):collect(aa2,sin(m*Pi*x/L)): 

> aa2*(sin(i*Pi*phi/beta/2)-

alpha[i]*sin(i*Pi/2)*sin(Pi*phi/beta/2)):aa3:=int(",phi=0..beta): 

>aa3:=subs(f[1]=ff1,aa3): 

>eq2:=subs(L=m*R*beta/k,m=1,R=302.6*t,beta=Pi/2,alpha[i]=(i^2+4*k^2*nu)/(1+4*k

^2*nu),alpha[j]=(j^2+4*k^2*nu)/(1+4*k^2*nu),D1=E*t^3/(12*(1-nu^2)), sigma [0]= 

sigma0*E,nu=0.3,aa3): 

>remove(has,eq2,x):collect(",{w[j],t,E}):remove(has,",{t,w[j],E}): 

>pp:=": 

> #indets(pp,string); 

> expand((pp)):pp:=collect(",sigma0): 

#select(has,pp, sigma0):aa:=remove(has,", sigma0): 

#ss:=remove(has,pp, sigma0): 

> #ss+sigma0*aa-pp:expand("); 

 

>#===============for i=j 

>W1:=subs(j=i,W);fff1:=subs(j=i,ff1); 

 

>nabla4w:=1/R^4*diff(W1,phi$4)+2*diff(W1,x$2,phi$2)/R^2+diff(W1,x$4): 

> 

aa2:=D1/t*nabla4w+1/R*diff(F,x$2)+sigma[0]*diff(W1,x$2):collect(aa2,sin(m*Pi*x/L

)): 

> aa2*(sin(i*Pi*phi/beta/2)-

alpha[i]*sin(i*Pi/2)*sin(Pi*phi/beta/2)):aa3:=int(",phi=0..beta): 

 

>aa3:=subs(f[1]=fff1,aa3): 

>eq2:=subs(L=m*R*beta/k,m=1,R=302.6*t,beta=Pi/2,alpha[i]=(i^2+4*k^2*nu)/(1+4*k

^2*nu),D1=E*t^3/(12*(1-nu^2)),sigma[0]=sigma0*E,nu=0.3,aa3): 

>remove(has,eq2,x):collect(",{w[i],t,E}):remove(has,",{t,w[i],E}): 

>qq:=": 

#indets(pp,string); 

> expand((qq)):qq:=collect(",sigma0): 

>#select(has,qq,sigma0):aa:=remove(has,",sigma0): 

#ss:=remove(has,qq,sigma0): 

> #ss+sigma0*aa-qq:expand("); 
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>M:=41: 

S:=array(sparse,1..(M-1)/2,1..(M-1)/2): 

> A:=array(sparse,1..(M-1)/2,1..(M-1)/2): 

> for ii from 3 to M by 2 do for jj from 3 to M by 2 do if (ii=jj) then A[(ii-1)/2,(jj-

1)/2]:=A[(ii-1)/2,(jj-1)/2]+subs(i=ii,qq):S[(ii-1)/2,(jj-1)/2]:=S[(ii-1)/2,(jj-

1)/2]+subs(i=ii,qq): else A[(ii-1)/2,(jj-1)/2]:=A[(ii-1)/2,(jj-

1)/2]+subs({i=ii,j=jj},pp):S[(ii-1)/2,(jj-1)/2]:=S[(ii-1)/2,(jj-1)/2]+subs({i=ii,j=jj},pp)  fi: 

od: od: 

>h:=evalm(A-sigma0*S): 

>evalf("): 

>det("):; 

>sol:=solve(",sigma0): 

>dd:=subs(k=.05,sol); 

>sigma:=simplify(dd);  

00016566.0: 
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