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 دشنشکده مهندسي مكانیکدشنشجطی دوره هير  ي ت شر د ر خي  فاطمه سوهانيش  جينب 

 نسبتاً خیز رياضي و عددی تیر با  تحلیلدشنشگيه ص عخت  يهمود نط س ده پي ين نياي  مكانیک

 تحا رشه  يئت تغییر شكل برشي مرتبه اول وریتحت بار دينامیكي عرضي به کمک تئ زياد

 اخعکد ات  طم . دکتر حمید رضا ايپک چي

  تحقتقيت در ش ن پي ين نيااي تط اي ش  جيناب شنجايم  اده ش اا و شا صاحا و شصاي ا

 بمنطردشر ش ا .

 . در ش خفيده شا نخي ج پژوهشکيی احققين د گم بي امرع اطرد ش خفيده ش خ يد  ده ش ا 

   اطي ب ا درج در پي ين نياي تيه طن تط ي نطد  ي فمد د گمی بمشی در يفاا هاتن ناط

 ر هتن ري شرشئي نشده ش ا .ادر   ي شاختيای د

   هلتي حقطق اع طی ش ن شثم اخعلق بي دشنشاگيه صا عخت  ايهمود اات بي اد و اقاي ت

  Shahrood  University  of» و  اي « دشنشگيه صا عخت  ايهمود » اسخيمج بي نيم 

Technology  ».بي چيپ نطشهد ر تد 

 گايشر  تاثثتمشصالت پي اين نيااي  جم شفمشدی هي در بي د ا آادن نخاي حقطق اع طی ت ي

 رعي ا ات گمدد. پي ين نياياقي ت اسخيمج شا  شند دربطده

    در هلتي امشحل شنجيم ش ن پي ين نياي، در اطشردی هي شا اطرطد انده )  ي بيفخکايی آنکاي

 ش خفيده  ده ش ا ضطشبي و شصطل شنلاقت رعي ا  ده ش ا.

  در هلتي امشحل شنجيم ش ن پي ين نياي، در اطشردی هي بي حطاه شطلاعيت  يرت شفمشد

د خم ت  يفخي  ي ش خفيده  ده ش ا شصل رشادشری، ضطشبي و شصطل شنلاق شنسينت رعي ا 
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 مالکیت نتایج و حق نشر

  هلتي حقطق اع طی ش ن شثم و احرط ت آن )اقي ت اسخيمج ، هخيب ، بمنياي هيی رش يني شی ، نمم شفزشر هي و

در تجکتزشت  ينخي  ده ش ا   اخعلق بي دشنشگيه ص عخت  يهمود ات بي د . ش ن اطلب بي د بي نحط اقخضت 

 تط تدشت عل ت امبططي ذهم  طد .

  بدون ذهم امرع اجيا ن ت بي د در پي ين نيايش خفيده شا شطلاعيت و نخي ج اطرطد. 
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 چكیده

 و بير احطری تحا بير د  ياتکت عمضت ،ا يد نسبخي  ر يضت و عددی تتم بي نتز  تحلتلنياي پي يندر ش ن 

گيه  يده در نظم گمفخي تتم ه گن و ه سينگمد ش ا و  مش ي امای بي صطرت تکتي. ش ا شرشئي  ده

ی شول  ت امتبيبي ه ک تئطری تغتتم  کل بم ري تاتدشن ريبي ،در ش خيمشج اعيد ت ده ش ا. 

ی و رشبطي هيران-فن ري تريبي -روشبي همنشبم ش يس   ت  يتتک اسث ي  طد.ات تي تن اده

بي  نطتغتم  ک د خگيه اعيد ت د فمشنستل ،بمحمها تتماعيد ت حيهم . ب تيد ن، رشبطي هط  ش ا

تعتتن ه ک شصل ه تلخطن  بطده و بيهطپل هسخ د هي بي  کد گم  بي ضمش ب ثيباو  رزئتاشخقيت 

بي در فضيی  پلاس  اسث يحل گتمی شا اعيد ت، پس شا  پلاس بمشی تعتتن پي . تتم،. شند ده

هي ه ک ايندهبيقتهي بي حطاه ااين، شا قضتي بمشی شنخقيل پي . وتعتتن  ش خفيده شا روش   ي امای

 بي ه ک بسي ادهيی نمايل نتز تعتتن  ده ش ا. ه چ تنتحلتلت  حل آن علاوه بمگمفخي  ده ش ا. 

 ش ا. نتز تحلتل  دهشنستس بي ه ک نمم شفزشر  اسث ي

تعتتن پي . بم حسب اکين و ااين، اطشردی هي در ش ن تحلتل در نظم گمفخي  ده ش ا عبيرت د شا:  

 دقاپيرشاخمهيی ه د ت بم پي . و فمهينس، بمر ت  تثثتمطبتعت تتم، بمر ت  هيیتعتتن فمهينس

 و اقي سي نخي ج بي حل عددی. فمهينستئطری امتبي شول در تعتتن 

 کلمات کلیدی:

 نسبخي  نتز روش   ي امای، شغخشي يت،  تئطریتحلتل فمهينست، امتبي شول، تئطری تغتتم  کل بم ت 

 ، روش شرزشی احدودا يد
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 م

 پیشگفتار

 

 .ش احيضم دشرشی  ينخير هلت ا م  ینيايپي ين

 هيی ياه پس در اطرد تتمهي و  ؛ طددر فرل شول، شبخدش بي اعمفت شنطش  پتط خيرهي پمدشنخي ات

هيی تتم و هيرهيی شنجيم  ده در ايخرمی در اطرد تئطری یتير يچي.  طدات غتمنطت تطضتح دشده

نياي و درنکي ا بي امور اقي ت امتبي بي پي يننطشهد  د هيی غتمنطت شرتعي يت بتين اات ي تئطری

د فمشنستل . در فرل دوم، بم ش يس تئطری تغتتم  کل بم ت امتبي شول، اعيد ت  طدات پمدشنخي

. ش ن اعيد ت  يال اشخقيت رزئت نسبا بي  طداتحيهم بم شرتعي يت غتمنطت تتم ش خيمشج 

حل  بمشی. در فرل  طم،  طندتعتتن ات ه تلخطن شصل ه ک بي اخغتمهيی ااين و اکين هسخ د و

  ده و بعدبمشی ش ن ا ظطر شبخدش اعيد ت بت  طد.ش خفيده ات 1، شا تئطری شغخشي يتتاعيد ش ن 

اعيد ت د فمشنستل بي اشخقيت رزئت در حطاه ااين بي اعيد ت  2 پس بي ه ک تبد ل  پلاس

، پي . 3  ي امای د فمشنستل اع ط ت در حطاه  پلاس تبد ل نطشه د  د. در شدشاي، بي ه ک روش

 4هيايندهبيقت ینکي ا بمشی تعتتن  پلاس اعکطس شا قضتيآ د. درد ا اتدر حطاه  پلاس بي

تحلتلت  حل آن علاوه بمگمدد. ااين و اکين تعتتن ات یش خفيده  ده و پي . نکي ت اعيد ت در حطاه

در فرل چکيرم، حل   طند.تتم نتز تعتتن ات هيی طبتعتفمهينس بي ه ک بسي ادهيی نمايل و

در فرل پ جم، بي  شرشئي نطشهد  د. ،اطرد بمر ت یاسث يدشل و حل د  ياتکت عددی  يال حل ا

بم رفخير  تسخم اطرد ی و ه د ت ثم پيرشاخمهيی ايخلف ايد طد. شپمدشنخي ات اسث يبتين نخي ج 

 بمر ت قمشر نطشهد گمفا. نخي ج و پتش کيدهي در فرل پي ينت شرشئي نطشهد  د.

 

                                                 
1 Perturbation theory 

2 Laplace transformation 
3 Matched Asymptotic Expansion  (MAE) 

4 Residual theorem 



 

1 
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  مقدمه -1-1

هطپخم، هيی هلتهي اين د پمههيی اک د ت ش ا و در بتشخم  ياهدر  ياه تتم  کت شا ع يصم ب تيدی

ی  ياندههيی عم ض و شرزشی ، پلهيی بل دی تف گ،  ينخ ينهيی هطشپت ي،  ط يآنخن فضيپت ي، بيل

هيی ايخلف ی پي . د  ياتکت و ش خيتتکت تتمهي تحا بيرگيشری. اطي عيهيی پتچتده هيربمد دشرد ياه

 تحا  مش ي بيرگيشری اشيبي ه ک ه د.  هيی وشقعترفخير  ياه در  بکخم تطشند بيات

 ا هي ا کن شادلش ن هيی نطت بي ت کي ت بمشی در  رفخير  تسخم هيفت نتسا و بمر ت ادل

هيی طبتعت ه  ده بي  د. ااينت هي دشا ي نط ينيت بزرگ بي د و فمهينسنيدر ا، نيهيفت و  ي گ مشه

تطشند اتهيی نطت هيی نطت نيدر ا هسخ د. ادلهي شين بي د پي .شفزش  ده، وشبسخي بي دشا ي

هي  در حي تبت ت ه د هي  تسخم پي دشر ش ا ه  ده بي د؛ ا مش ا کن ش ا  ک حل نطت پتشگ مشه

  نيپي دشر ش ا.در وشقعتا 

هيی نطت شفخد هي بي و تلي ادلهيی غتمنطت شتفيق اتهيی فتز کت ري بت در  ياهپد دهشا طمفت 

-،  طپم3هيراطنتک، تشد دهيی  يب2، ش بي 1هي  يال پمشهي رش تطضتح دشد. ش ن پد دهتطشن آنن ت

هيی پتط خي ر لات ش ا. در  تسخم 1 طبو آ 6، نط ينيت نطدتحم ک1و تمهتبت 4هيراطنتک

گمدد و ش ن پد ده ا جم بي شنخقيل شنمژی بتن ادهي غتمنطت بيعث هطپل  دن ادهيی نمايل نطت ات

ده د هي گيهت شنمژی شا  ک اد بي فمهينس بي  بي اد فمهينس پي تن هي نشين ات. آااي ش طدات

ی پي . ادهيی فمهينس ا مش دشا ي ؛نطمني  بي دتطشند بي  دت  طد هي ش ن پد ده اتا خقل ات

تم ش ا. در وشقعتا هتن  تسخم فتز کت ی ادهيی فمهينس بي  بستير بزرگپي تن در اقي سي بي دشا ي

هي ت هسخ د. بي ططر هيی فتز کت دشرشی احدود اهيی نطت  تسخمهيالا  نطت ورطد ندشرد و ادل

                                                 
1Jump  
2Saturation  
3Subharmonic  
4Superharmonic  
5Combination  
6Self-excited oscillations  
7Chaos  
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هي دشا ي شرتعي يت بستير ير هطچک هيربمد دشرند. اثلا  ااينتهيی بستهيی نطت بمشی احدودهادل هلت

رفخير د  ياتکت  ياه تحا  مش ي بيرگيشری  تمدقتق در هطچک ش ا. ب يبمش ن بمشی   ينا و 

 تسخم در نظم گمفخي  ده و بمر ت   يایادلع طات ضموری ش ا هي پيرشاخمهيی غتمنطت در 

 .[1] طند 

ی ع يصم  ينخيری و تتمهي دشده  ده ش ا. در قس ا در ش ن فرل، در شبخدش تطضتح ايخرمی دربيره

نياي شنجيم  ده اقي ت امتبي بي پي ينهيی غتمنطت پمدشنخي و درنکي ا امور بعد، بي اعمفت  تسخم

 ش ا.

 ایاجزای سازه -1-2

، 1هيب دی ن طد: هيبلتطشن بي  ش گموه تقستمهي رش اتشا  حيظ ه د ي و  مش ي بيرگيشری،  ياه

هي ت  ک بعدی هسخ د هي ت کي بير هششت هي  ياههيبل  .1هيو پط خي 4هي، ورق3هي، تتمهي، غشي2هياتلي

-بي د. اتليهشش اتپتشدشرشی  بطده واسخقتم  ش ا هي در شبخدش ه  د. ر خي نطعت هيبلاترش تح ل 

هي و رش تح ل ه  د. اتلي و پتچشت هيی احطریتطشن د بيرهي ت  ک بعدی هسخ د هي اتهي  ياه

 د هي هي ت هسختتمهي  ياه هي ش ا.شی شا اتليدو نتمو ت هسخ د و نمپي اج طعي یهي نطعت  ياه خطن

اعمض بيرهيی عمضت قمشر دشرند هي  در تم شا دو بعد د گم ش ا وهي بي امشتب بزرگ کت شا شبعيد آن

 طد. در حي ا هلت تتم قيدر بي تح ل نتموهيی هششت، فشيری، ن شت، هي اتا جم بي ن ش آن

نيصت شا تتمهي هي نط  هي و  خطنهي، اتليهي، ر خيبمش عمضت و پتچشت ش ا. بي عبيرت د گم هيبل

و قيدرند  ش اتم شا بعد  طم هي بي امشتب بزرگهي ت اسطح هسخ د هي دو بعد آنهي  ياههسخ د. ورق

، ن شت، پتچشت و بيرهيی بم ت عمضت رش تح ل ه  د. 6شینتموهيی هششت، فشيری، بمش صفحي

                                                 
1Cables  

2Rods  
3Membranes  

4Plates  
5Shells  

6In-plane 
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هي  ل ه د. پط خيشی رش تحتطشند نتموی هشش و بمش صفحيشی دو بعدی ش ا هي ت کي ات ياه غشي

تم شا بعد  طم ش ا و قيدرند نتموهيی نيرج هي بي امشتب بزرگهي ت ن تده هسخ د هي دو بعد آن ياه

هيی اک د ت هسخ د تم ن  ياههي ع طاتشی، تح ل ه  د. پط خيرش بي ش جيد نتموهيی صفحي 1صفحي

 .[2]بي  د هي اتهي نط  نيصت شا آنغشيهي و هي ورق

 2خطيغیر -1-3

هي صيدق نتسا. در طبتعا هي ت هسخ د هي شصل ر ع آثير در اطرد آنهيی غتمنطت  تسخم تسخم

 ،هيی غتمنطت ني ت کي ش خث ي نتسخ د تسخمهيی غتمنطت فمشوشنت ورطد دشرد. در حقتقا  تسخم

غتمنطت ش ا شگم ضمب اخغتمهيی  ،بلکي قينطن و قيعده طبتعا هسخ د. شا نظم ر يضت،  تسخم

وشبسخي و اشخقيت آنکي در اعيد ت حمها،  مش ي امای و  ي روشبي  ياگيری ورطد دش خي بي د. علاوه 

تطشن د  بب غتمنطت  دن اعيد ت گمدد. بم ش ن ورطد همگطني پمش و  ي نيپتط خگت در  تسخم ات

هيی هي رش بي رزئتيت و بي و تلي اثيلشنطش  غتمنطت [5] و اطن [4]، ني في و اط  [3]ش طشن ش طشنط کت 

، ه د ي، ش  م ت، تطشند ر س ايدها شث رفخير غتمنطت در  تسخم اتشند. ايخلف تطضتح دشده

 بي د هي هم  ک در شدشاي تطضتح دشده نطشهد  د. ش خکلا نتموهيی حج ت و  ي 

تيبع غتمنطت شا  ش خکلا ا مش نتموی  ؛: ش خکلا  ش ي ي   ک پد ده غتمنطت ش ااستهلاک

 يای  تسخم ش ا. شصطکي  نشک آلش دهري ت و  معا ش ا. ش خکلا  و سکطا نطت نطعت ريبي

 هي ت شا ش خکلا  غتمنطت هسخ د.ن طني 3و ش خکلا  هتسخما س

هيی بزرگ قمشر دشرند، غتمنطت ري تهي و  ي ريبيهي ت هي تحا تغتتم  کل: در  تسخمهندسه

 هي، تغتتم طد. در  ياهه د ت ورطد دشرد. ش ن غتمنطت در شنمژی پخينستل  تسخم ظيهم ات

تطشن بي  طد. بي ع طشن اثيل اتري ت اتريبي-هيی بزرگ اع ط   ا جم بي روشبي غتمنطت همنش کل

                                                 
1Out-of-plane 
2Nonlinearity  
3Hysteretic damping  
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هيی بزرگ و  ي  ک تتم  ک  م گتم دشر بي شنح يی حمها  ک پيندول  يده بي در نظم گمفخن اشو ي

 بزرگ ش يره ن طد. 

. شنمژی ش اغتمنطت ش  م ت ني ت شا ر لات غتمنطت  معا و  خيب در اعيد ت حمها  اينرسي:

تطشن بي ر لات  خيب هيی ش  م ت ش ا. بي ع طشن اثيل، اتر بشت  تسخم ا شث ش جيد غتمنطت

هم ط تس و امهزگمش ش يره ن طد. ه چ تن در اعيد ت تطصتف حمها  ک پيندول ش  ختک و  ي 

 هيی ش  م ت ورطد دشرد.تحا هشش، غتمنطت حمها عمضت  ک تتم

 طد.   ختک  ک همنش غتمنطت بي د ش جيد ات-ی ت شش ن نط  غتمنطت ااينت هي رشبطي جنس:

 اثيل هلا تک ش ن د خي ش ا.

ظيهم  اسث ير لات غتمنطت ا کن ش ا هي در  مش ي امای  :و تحريک خارجي شرايط مرزی

  . طند

 ش خيمشج اعيد ت د فمشنستل،  مش ي امای و  ي هم دو ظيهم  طند.ر لات غتمنطت ا کن ش ا در 

هيی شنتم، گسخمش  م ع تحقتقيت فضي ت  بب شنجيم تحقتقيت گسخمده در د  ياتک و در  يل

هي، رشدشرهي، نمپيهيی هيی نطر تدی، آنخنهيی فضي ت ا عطف بزرگ اين د ه خمل ه  دهه خمل   ياه

هيی فضي ت  ده ش ا. بمشی طمشحت روند ا ي ب بمشی ه خمل ش سخگيههيی فضي ت و بزرگ، تلسکطپ

هي،  تسخمخيتتکت د  ياتکت و ش  غتمنطت ی بزرگ، نتيا بي در  رفخيرهي بي دشا يشرتعي يت  ياه

)شنخقيل شنمژی اتين ادهيی  ياه  و نيپي دشری د  ياتکت و ش خيتتکت ش ا و  ادشل يال هطپلت گ 

 هيی غتمنطت ش ا. صحتح  تسخم  يایادلهي، نتياا د ش ن

 و 1غتمنطت بي  يایادلنطت،   يایادلتطشن بي  ي گموه تقستم همد: هي رش ات تسخم  يایادل

ی هي بي و تلينطت، رفخيرهيی د  ياتکت و ش خيتتکت  ياه  يایادلغتمنطت. در   يایادل

فمد هسخ د. ادل ش خيتتکت ا حرمبي هيی د  ياتکت و طد هي دشرشی پي .هيی نطت تطصتف اتادل

تطشند اقدشر تطشند  کت شا شنشعيبيت ش خيتتکت اين د ه ينش رش تعتتن ه د؛ شاي ن تش خيتتکت نطت ات
                                                 
1Pseudo nonlinear  



 تير يچي و امور اقي ت       فرل شول                                                                             

6 

ی  ک ادل غتمنطت رفخير ش خيتتکت بي و تلي بي  يایادلبت ت ه د. در ري ت ه ينش رش پتشريبي

گمدد.  ک ادل ي ه ک ادل نطت تطصتف ات طد؛ شاي رفخير د  ياتکت بغتمنطت تطصتف ات

بت ت ه د.  پس تحلتل پي دشری تطشند پتشهي رش اتري ت ه ينش  ياهش خيتتکت غتمنطت اقدشر ريبي

 ی ادل د  ياتکت نطت صطرت نطشهد گمفا.ی تعيدل ش خيتتکت بي و تليد  ياتکت حطل نقطي

 تاريخچه -1-4

هيی تتم هي شامواه هيربمد دشرند عبيرت د شا: اعيد ت دقتق ش  ختستخي، تئطری تتم تم ن تئطریاکم

بمنط ت و تئطری تتم تت ط  کط. اشکل ش ي ت در تئطری ش  ختستخي ش ن ش ا هي ت کي بمشی تعدشد  شو لم

تتم  شا ه تن رو ش ن تئطری پمهيربمد نتسا. در تئطری ؛تطشند حل دقتق شرشئي دهده ت شا اسيئل ات

فمض  ده ش ا هي صفحيت  طح اقطع هي پتش شا تغتتم  کل ع طد بم تير ن ثت  [6]بمنط ت  شو لم

همنشت  نهسخ د، پس شا تغتتم  کل نتز ه چ ين اسطح و ع طد بم تير ن ثت بيقت نطشه د ايند و هت

ططر شا شت شعطريج و تغتتم  کل بم ت و ه تنتثثتمد گم شا در ش ن صفحيت رخ نيطشهد دشد. بي عبيرت 

پط ت  ده ش ا. ش ن فمضتيت بمشی تتمهيی بل د و بير ک اعخبم ش ا. هيی ع طدی عمضت چشمهمنش

فمض عدم ورطد بمش عمضت بد ن اع ي ا هي چمنش در  طح اقطع ت کي بي د تل ن ش ش جيد 

نس بي  و  ي در تتمهيی هياپطا خت بمش عمضت قيبل  طد. شاي بمشی تتمهيی ضيتم، ادهيی فمهيات

 چشم پط ت نتسا. 

. در [7]بمنط ت تئطری تتم تت ط  کط پد د آاد  شو لمبي وشرد ن طدن شثم تغتتم  کل بم ت در ادل تتم 

 يای ش خيمشج اعيد ت حمها، فمض  ده ش ا هي همنش بم ت در  طح ش ن تئطری، بمشی  يده

ريی آن  ک ضم ب ترحتح بم ت در اعيد ت در نظم گمفخي نطشهد اقطع  ک طشنا نطشهد بطد و بي

 .امای و نط  بيرگيشری وشبسخي ش ابم پيرشاخمهيی ر س و ه د ي بي  مش ي ش ن فيهخطر علاوه  د هي 

در حضطر بمش عمضت، چمنش در  طح اقطع ني ت شا هم دو تغتتم  کل ن شت و بم ت  [8]

 نطشهد بطد.  عمضت
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هيی امتبي بي تم علاوه بم ع طد بطدن شا اسخقتم بطدن نططط نتز صمف نظم  ده ش ا. اثلا  در تئطری

شی ش ا هي  ک همنش بم ت و ت ش ري ت بي گطني، اتدشن ريبي1بتکفطرد-در تئطری امتبي  طم ردی

ه د و در صفحيت بي  ت و پيئت ت ت ش و همنش بم ت صفم اتبم ت عمضت امتبي دو رش در تتم ش جيد 

 .بي د؛ در نختجي در ش ن تئطری نتيای بي فيهخطر ترحتح بمش نتساات

بزرگ  نسبخي هي هي تغتتم  کل. شاي ااينتش اهيی هطچک ا ي ب ادل تتم نطت بمشی تغتتم  کل

ش ا  د طشروشرد ن طد.  اسث يدقتق بي د ر لات غتمنطت اطرد نتيا رش نتز در   يایادلهسخ د، بمشی 

هلت رش بي در نظم گمفخن ت يات ر لات غتمنطت و شثمشت بعدی بستير هي بخطشن  ک تئطری تتم  ي

 کل ش خيتتکت و غتمه  ثينط ي اين د ش  م ت دورشنت، تغتتم  کل بم ت، شعطريج، ش خکلا ، تغتتم

 هيیت يای عبيرو شثمشت ثينط ي بي ا ظطر  يده هسخ د اع ط   ر لات غتمنطت نيچتز. بمر ت همد

 طند. شنخييب پي م ن طدن ادل و تسکتل ن طدن حل اعيد ت، در نظم گمفخي ن تايخلف، ه خمل

هي چشم پط ت  طد، بي نطشص تتم )شبعيد، ر س شی هي قمشر ش ا شا آنر لات غتمنطت و شثمشت ثينط ي

تتم  عمضت  شرتعي يت  هيی غتمنطت  تئطری بستيری شا ه ، بيرگيشری و  مش ي امای وشبسخي ش ا.و غتم

گيه  يده بي اقيواا احطری نياحدود ی اتينت در تتم  ک طشنا بي تکتيهشش صفحي تثثتمبي بمر ت 

هيی افرلت رش بمر ت گيهنط ينيت آاشد تتم بي تکتي [10]و بطرگم ن  [9]هم گم -پمدشاند. و  ط کتات

اتينت ش ا هي  یی غتمنطت ني ت شا هشش صفحيهي  يال  ک ر ليحمها آنن طدند. اعيد ت 

هي پي . رش بي صطرت تطشبع بتضطی شرشئي  طد. آنري ت اتريبي- بب غتمنطت  دن روشبي همنش

بير احطری  تثثتمه د. ه چ تن بطرگم ن همدند و در يفخ د هي فمهينس شرتعي يت بي دشا ي تغتتم ات

بير نط ينت احطری رش بم روی  تثثتم [11]تئطری و تجمبت بمر ت ن طد. ش ز ت  فشيری رش بي صطرت

تطيبق هيال  [12]هيی فطق بي نخي ج آااي شگيهت ری و بمت . تئطریاطي عي همدحمها تتم افرلت 

هيی گيهی اتينت بم روی شرتعي يت تتم  ک طشنا رش بي تکتيهشش صفحي تثثتم [13]ش طنسن دش ا. 

شا روش ش  ين احدود بمشی  [14]. بيابت و و  گيرتن همدگتمدشر بمر ت - يده، گتمدشر و  يده

                                                 
1Reddy – Bickford 
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هي  مش ي امای بي ب دی اعيد ت د فمشنستل غتمنطت تتم تحا بير نط ينت ش خفيده همدند. آنفماطل

 یهشش صفحي تثثتماطي عي  بي [16]و  [15]گيه  يده و گتمدشر رش بمر ت ن طدند. هط و ه کيرشن تکتي

. بط طتتن پمدشنخ دگيه  يده ی بزرگ در تتم بي تکتيشی بي دشا ياتينت در حمهيت چمنشت غتمصفحي

غتمنطت ه د ت در  تثثتمتم شا غتمنطت ش  م ت اکم تثثتمهي در  ک اسث ي نيص نشين دشد  [17]

شرتعي يت غتمنطت تتم افرلت رش بمر ت ن طد. شو در اعيد ت، ش  م ت  [18]آتلطری تتمهي ش ا. 

ی اتينت و تغتتم هشش صفحي تثثتمپتچشت، غتمنطت ه د ت و غتمنطت ش  م ت رش وشرد ن طد؛ شاي شا 

بمشی حل اعيد ت حيصل  1هيی چ دگينياقتيسش نظم همد. ش خفيده شا رو کل بم ت عمضت صمف

ی اد نشين دشد هي غتمنطت اؤثم وشبسخي بي ر لات غتمنطت ش  م ت و ه د ت ش ا هي بي   يره

-اعيد ت غتمنطت و  مش ي امای حمها ن شت [20]و  [19]ه  د. هم پط دش تلطش تغتتم ات

پتچشت تتم ه سينگمد تحا هشش رش بمر ت ن طد. در اعيد ت، ر لات غتمنطت ه د ت و -ن شت

متبي بي ر لات اش  م ت امتبي  طم رش در نظم گمفخي و نشين دشدند هي ر لات غتمنطت ش  م ت هم

و شندر طن و ه کيرشن  [21]پيی و ني في  ،[20]و  [19]غتمنطت ه د ت هسخ د. هم پط دش تلطش 

حمها غتمنطت تتم  ک  مگتمدشر رش بمر ت و نشين دشدند هي در اد شول ر لات غتمنطت  [22]

بي د؛ در حي ت هي در ادهيی دوم و بي تم ر لات ش ا، غي ب ات 2 طندهه د ت هي شا نط   يا

شا روش عددی بمشی  [23]بي  د، غي ب هسخ د. نطردگمن ات 3 طندهغتمنطت ش  م ت هي شا نط  نمم

ی احدود بمشی تتمهيی در اعمض هشش دشنلت ش خفيده ن طد. بعدی بي دشا يتحلتل حمها  ي

هيی بزرگ تتمهيی ردشر نيا  رش بعدی بمشی تحلتل تغتتم  کلتئطری  ي [24]اطری  شپسختن و

 کل در ش ن تئطری بي  Iه ينش تتم هيی عددی صطرت گمفخي بمشی رفخير پتشب دی همدند. حلفماطل

اعيد ت غتمنطت حمها بي ر لات  [25] طدگس و دشولهيی تجمبت تطيبق بستير نطبت دش ا. هدشده

هطپخم بي هيی چمنين هلتغتمنطت درري دوم رش بمشی تطصتف د  ياتکت تتمهيی بستير بير ک و پمه

                                                 
1Multiple scale  
2 Hardening  

3Softening  
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بي صطرت  [26]ا يد تعتتن ن طدند. دشول و ه کيرشن  نسبخي  هيی هشش نيررت و تحا تغتتم  کل

چمنشت تحا تغتتم  کل بزرگ رش بمر ت و بي نخي ج حيصل شا گتمدشر غتم متجمبت حمها تتم  ک

نطبت بمشی تغتتم  کل ن شت هطچک  نسبخي اقي سي همدند. شنطبيق  [25] تئطری هطدهس و دشول

بي در  [27] تم بتن نخي ج شنخلاف د ده  د. رش ن و فم دانهيی بزرگري تورطد دش ا؛ شاي در ريبي

 [25]هطدهس و دشول تمی نسبا بي نظم گمفخن ر لات غتمنطت امتبي  طم تطشنسخ د اعيد ت دقتق

دش ا. رش ن و  [26]و ه کيرشن  هيی تجمبت دشولشرشئي ده د. نخي ج عددی آن هي شنطبيق نطبت بي دشده

 ده غتمنطت رش بمشی تحلتل اتلي ن شت هطپل-اعيد ت حمهيت پتچشت [29]و  [28]ه کيرشن 

تئطری رياعت در شرتبيط بي شرتعي يت  [30]. هتن و ه کيرشن ش خيمشج ن طدند 1 دهپتچتدهپتش

بعدی )شنخقي ت و چمنشت  شرشئي ن طدند. گتمدشر بي حمها شنختيری در حي ا  ي مهطچک تتمهيی  ک

هي بي هيربمد دشرد. آنش ن تئطری بمشی تتمهي ت بي  طح اقطع د يطشه و نطشص ايدی اخغتم بي اکين 

عضطی رش هيی چ دی هياپتطتمی اعموف در تحلتل د  ياتکت  ياهه ک  ک اثيل نيهيرش ت  ک بمنياي

عضطی و روش شرزشی شی بي صطرت تمهتبت شا شعضيی چ دبمنياي [31]نشين دشدند. هت ينا و هطدگس 

هي شرشئي ن طدند. نخي ج ش ن بمنياي احدود بمشی بمر ت رفخير د  ياتکت نطت و ش خيتتکت غتمنطت  ياه

هم پط دش تلطش و  شنطبيق بستير نطبت دش ا. [32]بي نخي ج تجمبت شرشئي  ده تط ي دشول و ه کيرشن 

 هيی طبتعت نط ينيت بستير هطچک حطلش خيتتکت و فمهينسري ت بي بمر ت ريبي [33]ه کيرشن 

تعيدل ش خيتتکت پمدشنخ د و نخي ج حيصل هيالا  بي نخي ج روش شرزشی احدود هت ينا و  اطقعتا 

 [36]دش تلطش و هطدگس   کسين بطد. هم پط[35] و نخي ج تجمبت دشول و ه کيرشن [34] [34] هطدگس

اعيد ت د فمشنستل غتمنطت حمها تتم چمنين رش بي در نظم گمفخن ت يم ر لات غتمنطت  [37]و 

هي نشين هطپخم بمر ت همدند. آنهيی چمنين هلتش ن ر لات رش بم حمها پمه تثثتمامتبي  طم شرشئي و 

ر لات غتمنطت امتبي  طم، ر لات غتمنطت ه د ت هسخ د هي در اعيد ت تم ن دشدند هي اکم

-پتچشت-ن شت- طند.  پس اعيد ت تطصتف د  ياتک غتمنطت تتمهيی ن شتپتچش ظيهم ات

                                                 
1 Pretwisted 
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اعيد ت شرتعي يت  [40] ش ا. پيی و ني في شرشئي  ده  [39]و  [38]هششت تط ي هم پط دش تلطش 

هششت تتمهيی هياپطا ا و فلزی چمنين رش شرشئي ن طدند. اعيد ت حيصل -پتچشت-ن شت-ن شت

هيی امتبي دوم و  طم ه د ت و ش  م ت بطدند. پيی و  ده  ينخيری و غتمنطت يال ر لات هطپل

تغتتم  کل بم ت عمضت گسخمش دشدند. پيی و ني في  تثثتمادل فطق رش بي شضيفي ن طدن  [41]ني في 

هيی چمنين هياپطا خت ن تده و تحا بي صطرت ه د ت ادل دقتق تتم غتمنطت رش بمشی تتغي [42]

بعدی و شعطريج رش بمر ت همدند. ااينت هي شت ت ش  يتثثتمپتچش تحا شرتعي يت بزرگ شرشئي دشدند و 

چمنش بمشی اشو ي  طند،  ي ا يد ش خيمشج ات نسبخي بعدی و بي نتز اعيد ت تطصتف حمها تتم  ي

بي [43]  طد. هطدگس و ه کيرشن نتيفخي ش خفيده اتشرتبيط وضعتا تغتتم  کل  يفخي و تغتتم کل

  مگتمدشر ش يره ن طدند.غتمنطت تتمهيی  ک  يایادلرش ج در  هيیش خبيهبعضت شا 

 مروری بر مقالات انجام شده -1-1

هيی ن تده بي  طح اقطع ثيبا ب دی ايتم س  فخت د  ياتکت رش بمشی  ياهفماطل [44]ش سي وشنگ و 

و بي در نظم گمفخن شثمشت تغتتم  کل بم ت عمضت، ش  م ت دورشنت و هشتدگت احطر ن ثت تحا 

 ددی بمشی نشين دشدن هيربمد ش ن روش شرشئي  ده ش ا.شرتعيش شربيری، شرشئي همدند.  ک اثيل ع

هي هي ت هي در آنهيی اخغتم در رش خيی ططل، در بستيری شا  ياهتتمهيی غتم ک طشنا بي  طح اقطع

هيی طبتعت فمهينس [45] رخگينکير و چکتلی ش خحکيم و وان ش ا، هيربمد دشرند. نتيا بي تطا ع بکت ي

تتم بي ش  م ت، اسيحا و رمم اخغتم رش در  ک حي ا ع طات بمر ت همد. ش ن روش پتش کيدی شرياه 

هم  ک شا ش ن اخغتمهي بي صطرت ردشگيني شرا يبت  طد و ا جم بي افيهتم رمم اؤثم،  تثثتمدهد هي ات

ی تطشن بي  ک فماطل  يده اين د فماطل احي بيگمدد. در ش ن روش اتش  م ت اؤثم و  طح اؤثم ات

هيی طبتعت تتم  ک طشنا، فمهينس تتم بي نطشص اخغتم رش تعتتن همد. ه چ تن شثمشت تغتتم فمهينس

شی هيی  يدهتطشن بي فماطلهيی طبتعت تتم بي  مش ي امای هلا تک رش اتل بم ت بم روی فمهينس ک

تطشن گيه  يده اشيص همد. و ژگت بيرا ش ن هير  يدگت روشبطت ش ا هي اتاشيبي تتمهيی بي تکتي



 تير يچي و امور اقي ت       فرل شول                                                                             

11 

روش رد دی رش بم ش يس تمهتب شغخشي يت  [46]بمشی شنطش   مش ي امای ش خفيده همد. اي و ه کيرشن 

ا يد تحا  نسبخي بمشی پي . غتمنطت تتم بي نتز  3و شغخشي يت ايتم ست 2ادهي ه شبم هم، 1ادشل

 ري ت طط ت و ش  م ت در نظم گمفخي  ده ش ا.ريبيب دی، بيرگيشری نط ينت شرشئي همدند. در فماطل

 ادشلدهد هي شغخشي يت  ک اثيل عددی شا هيربمد ش ن روش شرشئي  ده ش ا. نخي ج نشين ات ه چ تن

چ دگيني بمشی  هيیاقتيسشا روش  [47]فطدش  روش اؤثمتمی در تحلتل ش ن د خي شا اسيئل ش ا.

ب دی، شثمشت تغتتم  کل بم ت گيه  يده ش خفيده همد. در فماطلتحلتل شرتعيش غتمنطت تتم بي تکتي

بمش  تثثتمعمضت ه ين د ش  م ت دورشنت بم روی رفخير شرتعي يت دشا ي بزرگ در نظم گمفخي  ده ش ا. 

ا ي بزرگ قيبل تطري ش ا. تغتتم ضيتم و هطتيه تحا شرتعي يت دش نسبخي و ش  م ت دورشنت در تتمهيی 

اعيد ت حيهم بم  [48] طن و ه کيرشن  هيی ايخلف شرشئي  ده ش ا.بي پيرشاخم غتمنطتهيی فمهينس

در نظم گمفخ د. حل  [50]و  [49]هيی رش بم ش يس اقي ي 4رفخير د  ياتکت تتم ن تده ردشر نيا 

شرشئي  ده ش ا تي بخطشن رفخير بت ت رفخير د  ياتکت تتمهيی ن تده نيا  عددی صم ح بمشی پتش

د  ياتکت تتم رش شرا يبت همد. در فماطل ب دی علاوه بم  ش درري آاشدی اع طل، درري آاشدی هفخم 

در هم گمه ش ا نتز در نظم گمفخي  ده ش ا. در ش ن اقي ي شعخبير و ه گمش ت  1هي امبطط بي تيبتدگت

دشده  ده ش ا و نخي ج ش ن اقي ي بي اقي ت د گم ب دی شرشئي  ده بمشی ش  ين تتم ن تده نشين فماطل

رش  6هيی ات د تنهيی تت ط  کط و ورقشرتعي يت آاشد تتم [51]فم مش و فسشير  اقي سي  ده ش ا.

هيی ات د تن شرشئي  ده ش ا. بمر ت همدند. اعيد ت حمها و  مش ي امای تتمهيی تت ط  کط و ورق

دهد. بمشی ش ن ا ظطر شا تطشبع  کل هيی غتماسخطتلت رش اتش ن روش شاکين ش خفيده شا ه د ي

کط بستير طتفت ش خفيده همدند. دقا نخي ج ش ن روش بمشی تتمهيی تت ط  رد دی بي ه مشه روش  بي

                                                 
1 Modal perturbation 

2 Mode superposition 
3 Matrix perturbation 

4Thin-walled 
5 Warping 

6 Mindlin 
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ی اقدشر و ژه امتبي بي ادل تتم تت ط  کط اسث ي، روش حل [52]درامو رنزبطرگ و فنبي  ا. فن

گيه  يده و تتم  ک ادهيی تتم بي تکتي  کل هيی طبتعت و ک طشنا رش شرشئي همدند. در اطرد فمهينس

 [53]ه د. ژونگ و  تيئط هي، نخي ج اطرطد رش بسي دشده و تک تل اتش ا. نخي ج آن مگتمدشر بحث  ده

منطت امتبي بي ی تتمهيی تت ط  کط بي اماهيی ثيبا رش بمر ت همدند. شثمشت غتمنطت شرتعي يت غت

هيی بم ت عمضت در نظم گمفخي  ده ش ا. اعيد ت تغتتم  کل احطری، شنح يی ن شت و همنش

هيی غتمنطت نسبا فمهينسحل  ده ش ا.  SDQM1د فمشنستل غتمنطت حيهم بي ش خفيده شا روش 

-تغتتمشت آنکي بي نسبا دشا ي بي  عي  ژ مش تطن بمر ت  ده ش ا. بمنلاف  يفخيبي نطت ش خيمشج و 

هيی غتمنطت امتبي بي  هيی شصلت غتمنطت تتمهي، بعضت شا فمهينسهيی   ينخي  ده بمشی فمهينس

 2بي تعتتن روش حل ش ي ت  [54]  يب د. و نبي شفزش ش نسبا دشا ي بي  عي  ژ مش تطن، هيهش ات

و ات د تن  بم روی پت ش  ختک تحا بير  3هيی ر س مبمشی ورق تحا تغتتم  کل بم ت )تئطری

د  ياتکت  ي ش خيتتکت پمدشنا. پي . ش ي ت روش ش  ين امای بمشی ورق ات د تن در حطاه  پلاس 

تطشن بي تبد ل  پلاس اعکطس ی ااين رش اتبمشی نيسختن بير تعتتن  د. ت يم اخغتمهي در حطاه

 م صحا نخي ج آورده  ده ش ا. هيی عددی بمشی تثهتد بتعتتن همد. روش 4دشربتن

روش بمشی حل ش خيتتکت بمر ت  ده ش ا. روش پتش کيدی بمشی  6و ه گمش ت 1بي علاوه حسي تا

ه د. شرمش  يده بطده و نخي ج ورق بي تغتتم  کل بم ت تحا بيرهيی د  ياتکت و ش خيتتکت رش تث تد ات

ا يد شرشئي  نسبخي ی تتم  ک  مگتمدشر بي نتز اسث يرد دی رش بمشی حل  1روش شنخگمش ت [55]چن 

هيی پتچتده و نطشص اخغتم در تتم بي هير بمد. تطشن بمشی بيرگيشریرش ات 1ن طد. روش شنخگمشل ا ين

                                                 
1Spline-based differential quadrature method 

2Method of Foundamental Solution(MFS) 
3Reissner's theory 

4Durbin's laplase transform inversion method 
5Sensitivity 

6Convergence 
7 Integral approach 

8 Moment integral 
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هيی  يده عددی نتيا دشرد در نختجي هيربمد آن آ ين ش ا. پي . بمشی ت کي بي روشی آ ين، ش ن  تطه

بيرگيشری و نطشص اشيص در تتم بي ا ظطر نشين دشدن شعخبير ش ن روش شرشئي  ده ش ا.  ت سک 

گيه  يده تحا بير هيراطنتک بي تکتي 1تحلتل د  ياتکت غتمنطت تتم  ينخي  ده شا اطشد تيبعت [56]

شرشئي همد. نطشص  2هيران-ري ت فنريبي-اخحم  رش بي ش خفيده شا تئطری تتم تت ط  کط و روشبي همنش

ه د. اعيد ت حمها بي خيی ضيياا بم ش يس قينطن تطشنت بي صطرت پتط خي تغتتم اتاطشد تتم در رش 

ش خفيده شا اعيد ت  گمشنژ ش خيمشج  دند. تطشبع حد ت بمشی تغتتم  کل عمضت و احطری و چمنش 

شی در نظم گمفخي  ده ش ا. قتطد  مش ي امای بي ش خفيده شا  طح اقطع تتم بي صطرت چ در لي

و  3شنژ در نظم گمفخي  ده ش ا. اعيد ت حمها غتمنطت بي ش خفيده شا روش نتطاير  بخيضمش ب  گم

شند. در ش ن اقي ي شثمشت تغتتم  کل ا يد، تطا ع اطشد،  معا بير اخحم  حل  ده 4روش تکمشر اسخقتم

هيی بم ت بمر ت  ده ش ا. هيی ن شت و ت شري ت تتم، ا ينو فمهينس تحم ک بم روی ريبي

دهد هي اطشرد فطق نقش اک ت در شی شنجيم  ده ش ا. نخي ج نشين اتعيت ه گمش ت و اقي سياطي 

، شرتعي يت غتمنطت ه د ت تتم بي [57]ه  د. ش خط کطف و ر بمو هيی د  ياتکت تتم ش في اتپي .

هيی ن شت، پتچشت و طط ت در هم صفحي رش بي ش خفيده شا روش  طح اقطع اسخطتلت بي تغتتم  کل

در نظم  1 نبمر ت همدند. غتمنطت ه د ت بي ش خفيده شا تينسطر همنش گم version-pش  ين احدود 

ري ت ريبي-هيی طط ت امتبي دو هي اع ط   در روشبي همنشري تگمفخي  ده ش ا و شه تا ريبي

 طند، بمر ت  ده ش ا. در ش ن اقي ي دو ادل شصلت ش خفيده  ده ش ا؛  کت شا آنکي نيد ده گمفخي ات

بمنط ت بمشی ن ش تتم و د گمی بم ش يس تئطری تتم تت ط  کط ش ا. در هم  شو لمبم ش يس تئطری تتم 

چمند و در رکا طط ت، اشيبي تئطری دو ادل فمض  ده ش ا هي  طح اقطع بي صطرت صلب ات

                                                 
1 Functionally graded materials 
2 Von-Karmaan 

3 Newmark-𝛽 method 
4 Direct iteration method 

5Green's strain 
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، اعيد ت 2هيرگتمی قينطن ع طات هط دهد. بي بيدر تتم رخ ات بمشی پتچش، تيبتدگت 1ونين  ا

هيی شند. شه تا تيبع تيبتدگت بمشی  طح اقطعای ش خيمشج  دهحمها بم ش يس شصل هير اجي

اسخطتلت ايخلف بمر ت و نشين دشده  د هي در نظم گمفخن آن نقش ش ي ت در نخي ج صحتح دشرد. 

 يای تطشبع اثلثيتت امتبي بي اشو ي پتچش، هي اع ط   در اتدشن ه چ تن نشين دشده  د هي نطت

ري ت ريبي-گتمد، بي د در روشبي همنشونين شنجيم اتتئطری   ا هيی بم ش يسري ت در ادلريبي

بمنط ت و تتم تت ط  کط شرشئي  شو لمهيی تتم بعدی بم ش يس تئطریهيی تتم  يی ادلشنجيم  طد. اقي سي

ري ت عمضت ش ا. نشين دشده  د هي شگم چمنش در رش خيی احطر عمضت بي اشخق تطشبع ريبي ده

بمنط ت ورطد دشرد  تقم ب اده  طد، ااينت  شو لمططر هي در ادل شرشئي  ده بم ش يس تئطری تتم )ه ين

گمدد. در شند، ت ش بم ت شضيفت ا جم بي نخي ج غلي اتهي حمهيت ن شت و پتچشت هطپل  ده

نکي ا بي در نظم گمفخن صحا و  يدگت، اد ت شنخييب  د و شرتعيش شربيری غتمنطت تتم بي ش خفيده 

-هي ت شا هطپل ن شتی ااين بمر ت  د. اثيلشا شنخگمشل اسخقتم شا اعيد ت حمها در حطاه

شرتعي يت  [58]ش ا.  ت و ه کيرشن پتچشت ني ت شا ر لات غتمنطت در اسيئل د  ياتکت شرشئي  ده 

رش بي در نظم گمفخن ش  م ت دورشنت بمر ت همدند؛ در حي ت هي در تتمهيی بم ت  3آاشد تتمهيی بم ت

هلا تک حمها دورشنت در نظم گمفخي نشده ش ا. شا  ک اعيد ي وشحد تتم تت ط  کط بي صطرت 

و تتم بم ت، بي تمتتب بي اطشرد حدی نسبا  فخت بم ت هيهش  يفخي بي  4تحلتلت اعيد ت تتم رش لت

 فخت ن شت بزرگ و هطچک شرشئي  ده ش ا. تثهتد بم تحلتل شرتعيش آاشد تتمهيی بم ت غتم 

ی تتمهيی ی اشيريهلا تک بدون در نظم گمفخن شثمشت اتمش ت ش ا. تحا  مش ي ع طات، اعيد ي

هيی طبتعت و  کل ادهي بي صطرت صم ح شرشئي  ده ش ا. فمهينسبم ت بي ش  م ت دورشنت احدود 

بمشی تتم ش سخيده بم روی پت ش  ختک احي بي  ده ش ا. شثمشت ش  م ت دورشنت احدود، نطشص ايده، 

                                                 
1Saint-Vanant's theory 

2Generalized Hooke's law 
3  Shear beam 

4  Rayleigh beam 
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بي  [59] مش ي ه د ت و  مش ي امای بم روی فمهينس طبتعت تتم بحث  ده ش ا.  ط و ه کيرشن 

پي . د  ياتکت گيرشی تتم تت ط  کط  ،ش خفيده شا دو روش تحلتلت، تبد ل  پلاس و اد نمايل

شی بمر ت همدند. پي . صم ح بمشی روش اد نمايل و روش تبد ل  مگتمدشر رش تحا نتموی ضمبي ک

 پلاس شرشئي  ده ش ا. شا روش دشربتن بمشی تعتتن  پلاس اعکطس ش خفيده  ده ش ا و نخي ج عددی 

دهد هي روش اد نمايل در بم پي ي ش ن دو روش بي هم اقي سي  ده ش ا. اقي سي دو روش نشين ات

هي در  مگتمدشر شا روش تبد ل  پلاس هيرشتم ش ا، در حي تتحلتل پي . گيرشی تتم تت ط  کط  ک

بي د. تم اتی پتچتده، روش  پلاس شا روش اد نمايل دقتقتحلتل تتم تت ط  کطی چ د دهيني

ري ت،  مگتمدشر شنجيم  د و نخي ج بي پي . گيرش بمشی ريبيبعدی ش  ين احدود تتم  ک ي  يایادل

 سي  د. در بمنط ت و تت ط  کط اقي شو لمهيی تشد د هيی بم ت و فمهينسهيی نمايل، ت شت ش

بي د شا  11بزرگخم شا  1 مگتمدشر، شگم ضم ب  غمیري ت گيرش بمشی  ک تتم  کتعتتن پي . ريبي

تطشن بمنط ت ات شو لمبي د شا تئطری تتم  111تئطری تتم تت ط  کط و شگم ضم ب  غمی بزرگخم شا 

 111 مگتمدشر رش، شگم ضم ب  غمی بزرگخم شا هيی تشد د تتم  کش خفيده ن طد. ه چ تن فمهينس

بمنط ت،  شو لمبي د شا تئطری تتم  411بي د شا تئطری تتم تت ط  کط و شگم ضم ب  غمی بزرگخم شا 

 تطشن بي ططر دقتق تعتتن ن طد.ات

 جمع بندی -1-6

هي طرد تتمهي و شنطش  غتمنطتدر ش ن فرل، در شبخدش بي اعمفت شنطش  پتط خيرهي پمدشنخي  د،  پس در ا

هيی تتم و هيرهيی شنجيم  ده در ايخرمی در اطرد تئطری ی د. در قس ا بعد تير يچي تطضتح دشده

نياي هيی غتمنطت شرتعي يت تتم بتين گمد د و درنکي ا بي امور اقي ت امتبي بي پي ينتئطری یاات ي

هيی عددی بي روش ا يد اع ط   نسبخي هي بي نتز  ياهپمدشنخي  د. بي تطري بي اقي ت امور  ده تحلتل 

پمدشنخي  اسث يشی بي حل تحلتلت  طد و ه خم اقي ياين د تفيضل احدود و شرزشء احدود شنجيم ات

                                                 
1 Slender Ratio 
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ا يد هي  نسبخي نياي، بي صطرت تحلتلت بي بمر ت شرتعي يت آاشد و شربيری تتم بي نتز . در ش ن پي ينش ا

 ی شول تي تن اده  دههير رفخي، بي ه ک تئطری تغتتم  کل بم ت امتبييب ري ت در آن اتدشن ريبي

   طد.ش ا، پمدشنخي ات

        



 

17 

  

 

 فرل دوم:

 
 

 

 

 

 

 معادلات حرکت استخراج -2
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 مقدمه -2-1

تطشن بي ه ک قينطن دوم نتطتطن و رش ات اعيد ت حمها و  مش ي امای ،شرتعي يت غتمنطت تتمهي در

 نسبخي بي نتز  شرتعي يت غتمنطت تتم حيهم بمدر ش ن فرل اعيد ت تعتتن ن طد.  1 ي شصل ه تلخطن

بم ت  ري ت، اطيبق تئطری تغتتم  کلريبي . اتدشنش ا ش خيمشج  دهبي ه ک شصل ه تلخطن  ،ا يد

 :فمضتيت ا م در نظم گمفخي  ده ش ا ،بمشی ش خيمشج اعيد ت حمها بطده و شول یامتبي

 .ه گن و ه سينگمد ش ا تتم •

 .هسخ د ري ت غتمنطتريبي-و روشبي همنش بزرگ نسبخي  هي ري تريبي •

 .ش او شا رشبطي هط  ش خفيده  ده  2تهمنش نط-رشبطي ت ش •

 مسألهتعريف  -2-2

افموض ش ا. تتم تحا بير احطری  ρ و چگي ت h ، ع قb ، پک يیl ، بي ططل 1-2)  کلتتمی اطيبق 

P  بم وشحد ططل عمضت د  ياتکتو بير )t , x(Q ايخريت  سخمت ب دی شا قمشر دشرد. بمشی فماطل

هيرتز ن x , y , z ش خفيده  ده ش ا هي در آنx تتم،رکا احطریy در رکا پک يی تتم وz  در

  .دنگتمی ات  طی اتينت شندشاهرش خيی ع ق تتم بطده و شا صفحي

 
 ن يی   يتتک  ياه  1-2 کل )

 ي صطرتب ري تريبيی شول، اتدشن امتبيبم ت  بم ش يس تئطری تغتتم  کل

(2-1   

     

 

     

0 1

0 1

u x,z,t =u x,t +zu x,t

v x,z,t =0

w x,z,t =w x,t +zw x,t

 

ش ن  ه کبي و هير نتموهيی نيررت، بي تعتتن شنمژی همنشت، شنمژی ر بشت ش ا.در نظم گمفخي  ده 
                                                 
1  Hamilton’s principle 

2   Small strain 
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اتدشن  در . طدتاش خيمشج  تتمروشبي حيهم بم  ،و بي بکمه گمفخن شا شصل ه تلخطن ري تريبياتدشن 

 z و x، y ايخريت احطرهيی در رش خيی ري تريبي ی ي اؤ في بي تمتتب w و u، v ، 1-2) ري تريبي

اخغتمهيی  1wو  1u و بي  دات ی اتينتري ت صفحيريبي اعمف ،بطده دشرشی بعد ططل 0wو  0u هسخ د.

صفم  y ري ت در رش خيیی ريبياؤ فيشی، گمفخن حمها بي صطرت صفحي. بي در نظم هسخ دبعد بت

 :[60]شا   دعبيرت همنشهيی اؤ في، هيران-فنري ت ريبي-روشبي همنش يسبم ش نطشهد بطد. 

(2-2   
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 دن اعيد ت نطشهد  د. بي  غتمنطتهيران، در نکي ا بيعث -اطرطد در رشبطي فن غتمنطتر لات 

 ،فطق وشبيو ر  1-2)ري ت اتدشن ريبي  خفيده شاشبي . ش اه د ت  غتمنطت تمتتب، اسث ي،ش ن 

 .دن طتعتتن اتهمنش  اتدشن هيیاؤ في

(2-3   

 

2

20 01 1
1 1

0 1
1 1

1 1

2 2

1 0

x z

xz y xy yz

u wu w
z z , w w

x x x x

w w
u w z ,

x x

 

   

   
      
    

  
       

                

 

 د.ن طاتت ش بي صطرت ا م تعم ف  اتدشن هيیاؤ في

(2-4   

 
 

 yxzz

xzyy

zyxx

A

A

A













                     

zxzx

yzyz

xyxy













 

  و هسخ د 3و ضم ب پطش طن 2ادول ش  ختک تيبعت شا بطده و 1ثطشبا  اي. 

(2-1   
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E
 ,   

    

 2 1

E






 ,      2A  

 .تعتتن نطشهد  د  4-2) و  3-2) ش خفيده شا روشبيبي  اتدشن ت ش در نکي ا

                                                 
1 Lamé coefficients  
2 Elastic modulus 

3 Poisson's ratio 
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(2-6   
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x

 
  

   
  

 

 انرژی پتانسیل یمحاسبه -2-3

 .[61] طد بي  کل ا م تعم ف ات چگي ت شنمژی همنشت

(2-1   *
x x y y z z xy xy yz yz zx zxU =                 

 شا:هيی ت ش ، عبيرتسا اؤ فيبي ري گز  ت اقيد م صفم بمنت شا  U* شنمژی همنشتچگي ت  1و تغتتمشت

(2-1   *
x x z z zx zxU =          

  طد.نختجي ات  1-2) در  3-2)هيی اتدشن همنشاؤ فيري گيشری بي 

(2-9    
 

 

0 0 01 1 1

0 01 1
1 1 1

1 1 1

1

       
      

        

      
         

      

 

*
x

zx

z

u w wu w w
U = z z z

x x x x x x

w ww w
u w z w z

x x x x

w w w

     

    

  

 

بي  حجمش  ين  .د آتد ا اي ب حجمروی بم  همنشتچگي ت شنمژی گتمی بي شنخگمشل تتمشنمژی همنشت 

هيی احطرهيی اؤ فيتغتتمشت  یو در آن احدودهش ا در نظم گمفخي  ده  dV =dxdydz صطرت

 .بي دات  h/2 ≤ z ≤ h/2-و  x ≤ l  ,-b/2 ≤ y ≤ b/2 ≥ 0  ايخريت بي صطرت

(2-11   

 

 

 

0 0 1 1
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1 Variations 
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 شند.بي صطرت ا م تعم ف  ده 1هيی ت شا خجي ،شنمژی همنشتدر 

(2-11   

2 2 2
2

2 2 2

h / h / h /

x x x x x x
h / h / h /

N dz M z dz P z dz  
  

  
      

2 2 2

2 2 2

h / h / h /

x xz xz xz z z
h / h / h /

Q dz M z dz N dz    
  

  
      

κ ش ن ضم ب وشبسخي بي ه د ي  ياه بطده و بمشی اقطع اسخطتلت اقدشر  و ضم ب ترحتح بم ت ش ا

 .]62[ش ا 122π/ن آ

 انرژی جنبشي یمحاسبه -2-4

 . طدبي صطرت ا م تعتتن ات چگي ت شنمژی ر بشتبمشی تعتتن شنمژی ر بشت تتم، شبخدش 

(2-12   
2 2 2

* 1 u v w
T =  

2 t t t

        
                 

 

روی حجم، شنمژی  چگي ت شنمژی ر بشتگتمی شا شنخگمشلو   1-2) ري تبي ري گيشری اتدشن ريبي

  طد.تعتتن اتتتم ر بشت 

(2-13   
2 2 2 23 3

0 12 12

           
                      
 

l
* 0 0 1 1u w u w1 h h

T T dxdydz= b h h  dx
2 t t t t
  

 کار نیروهای خارجي -2-1

هير شنجيم  ده تط ي هير حيصل شا نتموی نيررت شا دو بيش هير شنجيم  ده تط ي نتموی احطری و 

بي صطرت شفقت در   2-2 کل )اطيبق  Pاحطری  نتموی .تحم ک د  ياتکت عمضت تشکتل  ده ش ا

 بي د.احطری بي  کل ا م ات یهير شنجيم  ده تط ي نتمو طد. وشرد ات تتم  ک  بي

 
   د يگمشم آاشد تتم تحا بير احطری2 -2 کل)

(2-14     PdW dP ds dx 
 

                                                 
1 Stress resultants 
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 :گمددبي صطرت ا م تعتتن ات اسث ي یططل ه ين بطده و بم ش يس ه د ي ds در آنهي 

 
2

2 1
1 1

2

w
ds dx y dx

x

  
        

 

و شنخگمشل گتمی شا تغتتمشت آن در رش خيی ططل تغتتمشت هير ني ت   14-2)بي ري گيشری رشبطي فطق در 

 :گمددشا نتموی احطری تعتتن ات

(2-11   
 0 0 0

0 0 0
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2
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0 020
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W P w dx P w P w dx
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نتموی  طد. تعتتن اتهيی آن اؤ فيبمشی تعتتن هير حيصل شا تحم ک د  ياتکت عمضت هير هم  ک شا 

، تحم ک پس شا تغتتم  کل تتم و  طدوشرد ات z=h/2ی بي  ت تتم  ع ت بم  بي Q(x,t)ی گسخمده

sinQی اؤ فيدشرشی  عمضت  در رش خيیx  ی اؤ فيوcosQ  در رش خيیz بي تطري بي  بي د.ات

 ش  کي:

(2-16   
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 : طداحي بي ات بي  کل ا م اؤ فيهير شنجيم  ده تط ي ش ن دو 

(2-11   
2

Q
h

z

Q sin u
W Qu sin Qw cos

Q cos w


 




   
       
   

 

حيصل شا تحم ک د  ياتکت عمضت تغتتمشت هير   11-2)در   16-2)و   1-2)بي ش خفيده شا روشبي 

  طد.تعتتن ات

(2-11   
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  طد.، هير نتموی گسخمده تعتتن اتتتم در رش خيی ططلگتمی شا ش ن رشبطي بي شنخگمشل
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(2-19   
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 اصل همیلتون با استفاده از معادلات حرکتتعیین   -2-6

بي د شصل ه تلخطن رش شرضي ه  د. بم ش يس شصل  1t , 0(t(اعيد ت حيهم بم حمها تتم در بياه ااينت 

    :[63]ه تلخطن
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T U W W dt      

T  ،شنمژی ر بشت  تسخمU  ،شنمژی همنشتpW  هير حيصل شا نتموی احطری وQW  هير ني ت شا

در شصل    19-2)و   11-2) ، 13-2)،  11-2) روشبي هير گتمیيببي  تحم ک د  ياتکت عمضت ش ا.

  طند.تعتتن اتتتم اعيد ت حمها ه تلخطن 
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نطشه د   يده ا م  کلقيئم بيقت ب يند ر لات غتمه گن بي  Q(x,t) نتموی گسخمدهو در صطرتت هي 

 د: 
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 ري تريبيهيی اؤ فياعيد ت حمها بم ش يس  ، 21-2)هيی ت ش در اعيد ت بي قمشر دشدن ا خجي

 د: نطشه د تعتتن 
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اعيد ت بي صطرت  ک د خگيه اعيد ي  يال چکير اعيد ي د فمشنستل بي اشخقيت رزئت ش ا هي بي 

حيصل بي  ي  ینظم همدن شا شثمشت همنش نمايل عمضت، د خگيه اعيد يبي صمف .بي دات کد گم هطپل 

نطشه د  0wو  0u، 1u ري تريبيهيی اؤ فيهي  يال   يبدد فمشنستل اشخق رزئت هيهش ات یاعيد ي

د ا نطشهد آاد. يب مش ي امای نتز  ،بي ش خفيده شا شصل ه تلخطن علاوه بم اعيد ت حمها .بطد

 نطشهد بطد. ا مهيی ت ش بي صطرت  مش ي امای تتم بم ش يس ا خجي
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  م ک   مش ي امای بي صطرت اثلا  بمشی ؛تطشن تعتتن ن طدرش ات اسث ي مش ي امای   21-2)شا 

  طد:نختجي اتگيه گتمدشر  يده و طمف د گم تکتيگيه تکتي
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 جمع بندی -2-1

در ش ن فرل، بم ش يس تئطری تغتتم  کل بم ت امتبي شول، اعيد ت حيهم بم شرتعي يت غتمنطت تتم 

بي در نظم  ه د ت ش ا هي غتمنطت ر لات يال  اعيد ت حمها ش خيمشج  د.ا يد  نسبخي  بي نتز 

د خگيه اعيد ي بي صطرت  ک اعيد ت  طند. اتظيهم  ،هيران-فن ري تريبي-روشبي همنشگمفخن 

اشخقيت رزئت نسبا بي اخغتمهيی ااين و اکين  د فمشنستل بي  ی يال چکير اعيد ي ،د فمشنستل

ااين حل  بي د بي ططر هم ري تريبيهيی اتدشن اؤ فيهي بي  کد گم هطپل بطده و بمشی تعتتن  هسخ د

بي ه ک تئطری  سث ياتحلتلت  حل ،حيهم بم تتم بعد يای اعيد تبت پس شا . در فرل بعدد طن

   .شرشئي نطشهد  ده ک بسي ادهيی نمايل و بي و روش   ي امای شغخشي يت
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 مقدمه -3-1

بم ش يس تئطری تغتتم  کل بم ت امتبي شول، اعيد ت حيهم بم شرتعي يت غتمنطت تتم در فرل قبل، 

 بي صطرت  ک د خگيه اعيد ي د فمشنستل،  يال چکير اعيد ي د فمشنستل بي اعيد ت  ش خيمشج  د.

شا آنجي هي در . هسخ دهي بي  کد گم هطپل  بطده اشخقيت رزئت نسبا بي اخغتمهيی ااين و اکين

بعد يای اعيد ت  طد، نيسا بي بتتعتتن حل ش ن د خگيه اعيد ي، شا تئطری شغخشي يت ش خفيده ات

حلتل  ده و ت تعتتن تسخم  هيی طبتعتفمهينس بيش شول،در  يای بعدپس شا بت  طد.پمدشنخي ات

و تعتتن  اسث يتحلتل د  ياتکت  در قس ا بعد بي ا ظطرگمدد. بتين ات تتم شرتعي يت غتمنطت ادشل

ااين بي  یبي ه ک تبد ل  پلاس اعيد ت د فمشنستل بي اشخقيت رزئت در حطاه شبخدش، ،پي .

، پي . امای  ي  بي ه ک روشپلاس تبد ل نطشه د  د.   یاعيد ت د فمشنستل اع ط ت در حطاه

 یشا قضتي پي . در نکي ا بمشی تعتتن  پلاس اعکطس آ د ود ا ات پلاس بي یدر حطاه

 حل آن علاوه بمگمدد. تعتتن ات بم حسب اکين و ااينو پي . نکي ت  نطشهد  دهي ش خفيده ايندهبيقت

 تحلتلت بي ه ک بسي ادهيی نمايل نتز تعتتن  ده ش ا.

 بعدسازی معادلاتبي -3-2

بعد يای ه  ده، نيسا بي بتآنجي هي در تعتتن حل ش ن د خگيه اعيد ي، شا تئطری شغخشي يت ش خفيدشا 

  طند:بعد ا م تعم ف ات طد. در شبخدش پيرشاخمهيی بتاعيد ت پمدشنخي ات

(3-1   0 0
0 0

0 0 0 0

* * * * *u wx t h
x , t , u , w , h

l t h h h
                                   

*x و *t بعد،ي تمتتب اکين و ااين بتب *

0u و *

0w 0 یاؤ فيبعد هيی بتري تريبيu 0 وw و بطده 

هي  هيی ضيياا و ااين هسخ د ينص 0t و 0h .هسخ دبعد بت نتز 1w و 1u ري تريبيهيی اؤ في

و بي صطرت  بطده معا اطج اعمف  cشند.در نظم گمفخي  ده l/c0t= و  h0h= اقيد م آنکي بي صطرت

Ac 

 
بعد ده بي بعد فطق، شپمشتطرهيی اشخق بت. بي تطري بي پيرشاخمهيی بت ده ش اتعم ف 

  طند. صطرت ا م تعتتن ات
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نتز بعد ا م پيرشاخمهيی بت  26-2)تي   23-2)بعد فطق در اعيد ت بي شع يل پيرشاخمهي و شپمشتطرهيی بت

  طند.تعم ف ات
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در نکي ا اعيد ت   طد.پيرشاخمی هطچک ش ا و بي ع طشن پيرشاخم شغخشيش در نظم گمفخي ات

 و بي  کل ا م همد فمشنستل بي اشخقيت رزئت غتمنطت هطپل بي ی يال چکير اعيد يبعد ده، بت

 ش ا.
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𝑓1 هي در آن
𝑓2 و∗

∗،𝑓3
∗،𝑓4

 .ش اهيی نيررت ني ت شا تحم کبت بعد، هيی اؤ في ∗
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*ايند، اقيد م قيئم بيقت ات Qبير گسخمده شگم فمض  طد هي

1f  تي*

4f :عبيرت د شا 

(3-9   
2 *

* * * * * 2 * *0
1 2 3 4*2

1
0, ,

2

w
f f f Q P f Q

x



    


 

 بي د.  ات9-3روشبي ) طد بم ش يس هي ت هي در شدشاي شرشئي اتحل

 عیین فرکانس طبیعيت -3-3

اقدشر فمهينس طبتعت نيطشهد ی بم تثثتمهيی طبتعت تتم تحم ک د  ياتکت عمضت در تعتتن فمهينس

رکا  يفخن رو در اعيد ت ر لات امبطط بي بير احطری در نظم گمفخي  ده ش ا.  شا ش ن ؛دش ا

  : طدنختجي ات  1-3) تي   4-3)  اعيد تدر   ε*X=x/بي تعم ف  ،هيی طبتعتفمهينس
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گمدد. در شبخدش در تئطری شغخشي يت ش خفيده ات 1روش بسي اسخقتمبمشی حل تقم بت اعيد ت فطق شا 

  طد.در نظم گمفخي ات ا مشرتعي يت بي صطرت  یهيی دشا ياؤ في
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حيصل هيی ايخلفامتبي اعيد ت بم ش يس  13-3)تي   11-3) در اعيد ت  14-3)ری بي ري گيش

 عبيرت د شا:  امتبي  کتم ن امتبي )هطچکبي . ر لات  طندات
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2 02 2

2 22 2

1
0

12 6

** **
* * *

*

wu ueh
h u h ,

XX t

  

       
2 2 2

2 20 0 02
2 2 2 2

2 0
* * **

* * * *

*

w w wu
h h eh P ,

X X t X

   

         
 

                                                 
1 Straight forward expansion 
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2 2 22
0 2 2 2

1 22 2
0

12 6

* * * **
* *

*

u h w weh
h w

X X t




  
    

  

 
نطت ش ا هي دو بي دو اسخقل شا هم هسخ د. هم  ک د خگيه اعيد ت د فمشنستل   11-3)اعيد ت 

 تطشن بي  کل ايتم ست:د خگيه رش ات

(3-16    2 2

2 2

2 1 3 4 0
* * *

*

*

d y dy d y
B B B y B

dXdX dt
          
       

 

هي  ن ي ش دشد *y صطرتي بي د. بي در نظم گمفخن حل بهم د خگيه ات ی يال تطشبع وشبسخي: 

(3-11       
** i ty V X e 

 

نختجي  ، 16-3) یدر رشبطي  16-3) یرشبطي يشریري گ و ش ابعد بتطبتعت فمهينس هي در آن

  طد:ات

(3-11    2

2
2

2 1 0 0 3 40
d V dV

B B B V B B B
dXdX

               
           

 

تطشن بي صطرت ات هي  ک د خگيه اعيد ت د فمشنستل بي ضمش ب ثيبا ش ا، رش  11-3)پي . اعيد ي 

 .ا م در نظم گمفا

(3-19        XV X A e 
 

 A بمدشرهيی و ژه و ی، اعيد ي 11-3)در   19-3) یبي  د. بي ري گيشری رشبطياقيد م و ژه ات 

  طد: تسخم بي صطرت ا م تعتتن ات یاشيري

(3-21      2
2 1 0 0B B B A    

   

  .صفم بي دش ا هي دتمات ين ايتم س ضمش ب  ش ن فطق ی مط دش خن رطشب غتمصفم بمشی اعيد ي 

(3-21    2
2 1 0 0det B B B   

 

 ر و ژهدشاقچکير تفمق ش ا و شا حل آن  یاعيد ي ، 21-3) یرشبطي 1 2 3 4 jj , , ,  تعتتن  ده

 طد. تعتتن ات  21-3)ش ا. بي شاشی هم اقدشر و ژه،  ک بمدشر و ژه اطرطد ش ا هي بي ه ک اعيد ي 

پس شا  يفخن اقيد م و ژه و بمدشرهيی  هسخ د.  ش ن اقيد م و ژه و بمدشرهيی و ژه  يال عبيرشتت شا

  : طدبي صطرت ا م نط خي ات  11-3) یو ژه، پي . هلت اعيد ي
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(3-22      
4

1

j X

j j
j

V C A e





 

jC هي در . بي شع يل  مش ي امای در دو  بي طدو شا  مش ي امای تعتتن ات ش ا باثي ،* 0x  

*گتمدشر و در  1x  ک د خگيه اعيد ي ربمی بي صطرت  يده فمض  ده ش ا  ،    0ax C  

 طد هي حيصل ات C  يال ع يصم jC  ش ا.  مط ورطد رطشب غتمصفم، صفم بطدن دتمات ين

ش ا نتز تيبعjبي د هي اقيد ماتjو  ربمی بتن  ی ک رشبطي ش ن اعيد ي ش ا. axايتم س 

 طد. در هيی احي بيت عددی ش خفيده اتشا روشبمشی تعتتن طد. تعتتن اتاقيد م ،و شا حل آن

پس شا تعتتن اقيد م  ش ا.بمشی حل اعيد ي فطق ش خفيده  ده  1تفنياي شا ش گطر خم ت رش ن پي ين

 کل ادهي تعتتن  د. بمشی شدشاي حل بي ه ک  ، 11-3) یبي ه ک رشبطي فمهينس طبتعت هم د خگيه

اعيد ت امتبي دو بي صطرت   13-3)تي   11-3) در اعيد ت  14-3)بي ري گيشری اعيد ت امتبي دوم، 

  طند.حيصل اتا م 

22 2 2
23 0 01 1 2 2 2

1 1 22 2 2 2

1
2 0

12

* * ** * * * *
* *

*

w w wu u w w w
e w h ,

X X X XX t X X
 
      

     
         

2 22 2
2 2 2 20 3 02 1 2 1

2 2 2 2 32 2 2 2
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* * * * * *
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* * * ** * * * * *
* *

* * * ** * * *
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(3-23   
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2 2 2 2 23 32 2 2
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1 22 2 2 2 2

01
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* ** * *
* * * * * *
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* * * ** * * * *
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w ww w w
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X XX t X
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wu
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2 2

2 0 0 0
2 1 2 2 1

3 1
0

2 2

* * *
* * u w w

w u
X X X

  
     

                

نطشهد بطد بيش   24-3)اعيد ت امتبي دو بي  کل   23-3)در  شولحل اعيد ت امتبي  بي ري گيشری
                                                 
1 Bisection 
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   کسين ش ا.روند حل آن ه گن اعيد ت اشيبي اعيد ت امتبي شول ش ا و 

(3-24   

2 2
31 1

1 12 2

2 2
2 23 31

2 3 22 2

1 1

12 12
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 :هسخ دبي صطرت ا م و هيی نيه گن اعيد ت بطده بيش 4k و 1k، 2k، 3k هي در آن
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dw X d w X dw X d w X dw X
k w X h e e ,
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k h h w X e

dX dX dXdX dX
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d w X d u X dw X
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dXdX dX

du X d u X dw X
w X w X e h

dX dXdX

d w X du X dw X dw X dw X
h u e

dX dX dX dXdX







  



 
    

 
 

   
     

    
    

 

1ω 2طبتعت د خگيه شول و  فمهينسω هي شا حل  بي دفمهينس طبتعت امبطط بي د خگيه دوم ات

هيی ر لي طد هي بي دقا در بيش نيه گن اعيد ت اشيص ات .شنداعيد ت امتبي  ک حيصل  ده

شاي در  کل   کط ر ظيهم نشده ش ا و بي حل اعيد ت امتبي دو اقيد م فمهينس تغتتم نيطشه د همد.
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دهد در هي ت ورطد نطشهد دش ا. بمر ت شنجيم  ده نشين اتجادهيی امتبي بي هم فمهينس، شعطري

 ، ر لات  کط ر ظيهم نطشهد  د3εدر اعيد ت امتبي  شدشاي  يبد 3ε، شگم بسي تي امتبي  14-3)رشبطي 

ب دی اسث ي بي روش اقتيس چ دگيني تطشن وشبسخگت فمهينس بي دشا ي رش بي فماطلدر ش ن صطرت ات

 نياي شنجيم نشده ش ا. تعتتن همد. ش ن اطضط  در پي ين

 تعیین پاسخ -3-4

 بتين نطشهد  د.   ي امای و بسي تطشبع و ژهروند تعتتن پي . بي روش  ،در شدشاي

 تبديل لاپلاس  -3-4-1

در شبخدش بي ش خفيده شا تبد ل  پلاس  د. بي  يال اعيد ت بي اشخقيت رزئت ات حيصل، اعيد ت

د. تبد ل  پلاس ن طبي اعيد ت د فمشنستل اع ط ت تبد ل ات ،اعيد ت حيهم بعدنسبا بي ااين بت

تيبع  *f t 64[گمددبي صطرت ا م تعم ف ات[: 

(3-21         
0

** st * *L f t F s e f t dt


  

                             

 

 [66]روش لايه مرزی -3-1

 شی هطچک )بير ک  شثم همده و شثم تغتتمشت اخغتمهيی وشبسخيدر بستيری شا اسيئل، شغخشيش در نيحتي

ش ن  . طداشخق ضمب ات یدر بزرگخم ن امتبي ε در ش ن د خي اسيئل، پيرشاخم .ش ادر آن نتلت ا يد 

اسيئل  شا د خي ش ن ، طند. شا ش ن رواطرد بمر ت امتبي ات یبي اماهيی حطاه اع ط    کنطشحت بير

 ؛بتين همد 1تطشن بي اخغتم ه درش ن ت تيبع بي اسيئل   ي امای اعموف د. در ش ن نطشحت، تغتتمشت  م ع

در  هطچک، پيرشاخم . شا آنجي هي در اعيد تش اپي م شاي بي ه ک اقتيس  م ع ش ن هير شاکين

تطشن رزء اسيئل   ي امای اطرد بمر ت رش ات یاسث ياشخق ضمب  ده ش ا،  یتم ن امتبيبزرگ

 ش خفيده  ده ش ا.   ي امای، شا روش اسث يبمشی حل ش ن دشنسا. 

                                                 
1 Slow 
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 زواي  بم حسب  ک بسي و  ک اقتيس قيبل بتين  ،ش ا هي حلش ن    ي امایدر روش شصلت  یش ده

اعخبم  شی نيص، يال دو  ي چ د بسي و اقتيس ش ا هي هم هدشم در نيحتي اسث يبلکي حل  ؛تسان

 اطرد بمر ت رش  يال  طند یهي، ت يم حطاهبسي شی شنخييب  طند هيهي بي د بي گطني. ش ن اقتيسش ا

 ،، حلدر نطشحت نزد ک امااشخم   دش خي بي  د.  ی)نيحتي 1پط ينتهيی نطشحت اجيور، همحل نتز و

)( 2دشنلت iy 3در نقيط دور شا آن، حل، نيررت و)( oy هيی دشنلت و شا تمهتب حل  طد.نياتده ات

c نيررت بي صطرت i o i oy y y ( y )   هي  طدحيصل ات 4حل هلت ، 
o

iy   بيش اشخم

0هيی دشنلت و نيررت ش ا. در اعيد ت اطرطد، بي قمشر دشدن حل ی اشخقيت اعيد ي، دو ، امتبي

،  يال دو حل دشنلت در نزد کت دو اما و  ک حل نيررت در اسث ي يبد و حل امتبي هيهش ات

 نقيط دور شا آن ش ا.

 يحل خارج  -3-1-1

شبخدش بي تبد ل  پلاس شا  . طدتعم ف ات x*حل نيررت، حل در نطشحت دور شا اما ش ا و بي اخغتم

  طد. ی  پلاس ا خقل اتش ن اعيد ت بي حطاه  1-3)تي   4-3)روشبي 

(3-26   

      
      
      
      

0 0 1

1 2 3

0 0 1

1 2 3

* * * * * *

* * * * * *

* * * * * *

* * * * * *

u x ; u x u x

u x ; u x u x

w x ; w x w x

w x ; w x w x

  

  

  

  

 

 

 

 
 

  طند.ی  ک حل نيررت تعتتن ات، اعيد ت امتبي 26-3)بي ري گيشری حل بي  کل 

(3-21   

2 2
0 0* * *eh s u p ,          

2
2

2 2 2 0
6

*
* *eh

u s u ,    

2 2
02 0* * *Q eh s w ,    

                                                 
1 Overlap 

2 Inner solution 
3 Outer solution 

4 Composite solution 
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2
2

2 22 0
6

*
* * *eh

Q w s w   

 
 هي بي رشحخت قيبل حل ش ا.ربمی ش ا  ي ک د خگيه اعيد اعيد ت امتبي  ک در حل نيررت، 

x*0حل داخلي در   -3-1-2  

)0(حل دشنلت در اما چپ اعيد ت امبطط بي  * x بي شع يل اخغتم  م ع ،*x   و شع يل تبد ل

  : طدحيصل ات  1-3)تي   4-3) در اعيد ت پلاس 

(3-21    
2 2 2

2 20 0 0 1 1
1 1 0 12 2 2

1
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h h w eh s u k ,
   

      
              

  

(3-29    
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(3-31   
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(3-31   

 

2 22 2 2
20 0 0 01 1 1 1

2 2 2 2

2 2
22 2

20 0 01 1
1 1 1 1 1 12

2
1

2

3
3

12 2 12

1 1
1

12 2 2 24

12

* * * ** * * ** *
* * *

* * ** ** *
* * *

**

w w w wu w w uh h
h h h

u u ww wh h
w w w

wh

      

  
   




       
           

                             

 
 


   

2
22

0 01
2 1 2 1 12

2
22 2

2 3 2 20 1 1 1
1 1 1 42

1 1
12
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 :هي در آن
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1 2

0 1
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* ** *
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(3-32   

   

2
2

0 01
1 1

2
22

0 01 1

2

2
0

4 0 1 0

1

2 4 2

2 8

2 4 2

* *** *
* * * * * *

* ** ** *
* *

** * *
* * * * * * *

w wwh h
Q w Q w Q Q

w ww wh h
Q Q P ,

wh h h
k Q u Q u Q w

    

   

   

      
                  

     
           

   
         

 

 

2
2 2

01 1
1 1 1

2
2 2

2 0 0 1 1
0

1

16 4 8 2

1

4 4 4

** ** * *
* * * * * *
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*ايند، اقيد م قيئم بيقت ات Qشگم فمض  طد هي بير گسخمده

1k  تي*

4k :عبيرت د شا 

(3-33   
2 *

* * * * * * *0
1 2 3 42

1
0, ,

2

w
k k k Q P k Q




    


 

ي هم ش ا. حل ش ن اعيد ي ب  هطپل بيsد فمشنستل اع ط ت )بي پيرشاخم یاعيد ت فطق، چکير اعيد ي

 صطرت ا م در نظم گمفخي  ده ش ا.

(3-34   

      

      

      

      

0 0 1

1 2 3

0 0 1

1 2 3

u ; u u

u ; u u

w ; w w

w ; w w

     

     

     

     

 

 

 

 
 

هيی ايخلفو ردش يای اعيد ت بم ش يس امتبي  31-3) تي  21-3) اعيد تدر   34-3)بي ري گيشری 

، د طات نختجي: 

(3-31   

2
2 2 20 2

1 02
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* *
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h h eh s u ,
dd




          

2 2
2 202
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1
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* * * *d wd u eh
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2 2

2 2 20 02
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d d


  

  
        

 

2 2 2
20 2 2

1 2 22

1
0

12 6 2

* * * *
* * * *d u h d w eh

h w s w Q
d d




 
    

 ک د خگيه اعيد ت د فمشنستل نطت ش ا هي دو بي دو اسخقل شا هم هسخ د. هم   31-3)اعيد ت  

 تطشن بي  کل ايتم ست ا م نط ا:د خگيه رش ات
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(3-36    2

2
0 0

2 1 0 0 0
i i

id y dy
B B B y F

dd 
        
     

 

نرطصت نطشهد بطد. بم ش يس ،  يال دو بيش حل ع طات و اعيد ت د فمشنستل  ن د خگيهحل ش

ا م در نظم گمفخي   کلبي   36-3)تئطری اقدايتت حل اعيد ت د فمشنستل، پي . ع طات اعيد ي 

  ده ش ا.

(3-31     mi

g eVY 0  

اقدشر و ژه و  mهي در آن  V تن بي تعت وشبسخي ،بي د. تعتتن پي . ع طات اعيد يبمدشر و ژه ات

  31-3). بمشی  يفخن اقيد م و ژه و بمدشرهيی و ژه، بي ري گز ن همدن اقيد م و ژه و بمدشرهيی و ژه ش ا

ا م حيصل  یشا طمفتن اعيد ت، د خگيه اعيد ي meو حيف   36-3)در بيش ه گن اعيد ت 

  طد.  ات

(3-31        022  VD  

صفم گمدد. Dآن ش ا هي دتمات ين ايتم س   31-3) مط دش خن رطشب غتم صفم بمشی د خگيه 

)det(0 یهيی اعيد ير شي D هي تيبعت شا اخغتم ،اقيد م و ژه  تسخم هسخ د s  .نطشه د بطد

بي  يفخن  طند. تعتتن ات  31-3) یبي ه ک رشبطي د م و ژهبمدشرهيی و ژه امتبي بي هم  ک شا اقي

د ا آوردن ي . بمشی ب طداتاقيد م و بمدشرهيی و ژه، پي . ع طات حل دشنلت در اما چپ تعتتن 

بي تطري بي ثيبا بطدن ضمش ب اعيد ي د فمشنستل،  ، پلاس یدر حطاه  36-3) یرطشب نرطصت اعيد ي

 حل ،ش خفيده همد. بم ش يس ش ن روششا روش ضمش ب نياعتن  تطشنات بمشی تعتتن حل نرطصت

 نرطصت اعيد ي بي صطرت ا م ش ا:

(3-39      
1

0pY B F


 
 

هي بمدشر نتموی  بي تطري بي ش ن F  و ايتم س 0Bاسخقل شا بي  د، حل نرطصت نتز اسخقل ات

*ش ا. ب يبمش ن حل هلت دشنلت در اما  شا  0x  بمشبم ش ا بي اج ط  حل ع طات و نرطصت: 

(3-41    
4

0 0 0

1

nmi i i
g p n n p

n
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nC طند.هي بي تطري بي  مش ي امای تعتتن ات هسخ د ضمش ب ثيبا  

، بي د 1بم ش يس  مط شنطبيق   
o i

i oy yتطشن نط ا:در شو تن امتبي اعيد ت، ات ؛  

(3-41      0
0 

 
*

o i
i i o o

x
y lim y , y lim y

  

0 هي
iy  0پي . ب يبمش ن ش ا.  دشنلتحل

iy  بي د در    احدود بي د. شا ش ن رو در بيش حل

nmeدر ع طات آن، ضمش ب   .هم دو د خگيه بي  )اقيد م و ژه  بي د دشرشی قس ا حقتقت ا فت بي  د

  طند.ه تن روش حل ات

x*1حل داخلي در   -3-1-3  

بي شع يل اخغتم  م ع   1*x    اعيد ت ش ن نيحتي بي د ا   1-3)تي   4-3)در اعيد ت

 طد. روند حل، تبد ل ات بي  ش ا؛ فقي  31-3)تي   21-3)آ د. ش ن اعيد ت اشيبي اعيد ت ات

*اشيبي حل دشنلت در  0x  ی  ک، بي دو د خگيه اسخقل تبد ل ش ا. اعيد ت حيصل در امتبي

  طد هي هم د خگيه بي  کل ا م ش ا:ات

(3-42    2

2
1 1

2 1 0 1 0
i i

id y dy
B B B y F

dd 
        
     

 

1،هي در آن
iy  1حل دشنلت در فضيی  پلاس بمشی*x   .بي صطرت   42-3)ع طات اعيد ي  حلش ا

 1
i m
gY V e  36-3)هيی ضمش ب اعيد ت  طد. بي تطري بي  کسين بطدن ايتم سدر نظم گمفخي ات  

 بي د اه ين اقيد م ه امبطط بي حل دشنلت در اما رش ا، ، اقيد م و ژه و بمدشرهيی و ژ 42-3) و

. ش ا  39-3) یه ين رشبطي. حل نرطصت در اما   ا رش ا نتز هسخ دآاده بمشی اما چپ 

x*1 ب يبمش ن حل هلت دشنلت در اما  :بمشبم ش ا بي 

(3-43    
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nD  هي بي تطري بي  مش ي امای اما رش ا  هسخ دضمش ب ثيبا امبطط بي حل ع طات در اما رش ا

                                                 
1  Matching principle 
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بم ش يس  مط شنطبيق، بي د  طند. تعتتن ات   
o i

i oy yتطشن نط ا:در شو تن امتبي اعيد ت، ات ؛ 

(3-44      1
1 

 
*

o i
i i o o

x
y lim y , y lim y

  

1ب يبمش ن پي . هلت 
iy در بي د    بي د. شا ش ن رو در بيش حل ع طات آن، اقيد م و ژه احدود

ت اجزش ب يبمش ن حل دشنلت و نيررت بي صطر بي د دشرشی قس ا حقتقت اثبا بي  د. ضمب  ده در

در فضيی  پلاس بي صطرت  اسث يتعتتن  دند. حل هلت    0 1 0 1    
o o

C i i o i iy y y y y y ش ا 

هي 0

o
iy  و 1

o
iy بي قمشر دشدن  .هسخ دهيی دشنلت هيی اشخم  حل نيررت بي هم هدشم شا حلبيش

0*x   1و*x  هيی اشخم  رش پتدش همد. بي تطري بي اسخقل تطشن ش ن بيشدر حل نيررت، ات

x ،*بطدن حل نيررت شا    0 1 
o o

o i iy y yحل هلت بمشبم ش ا بي: ،ب يبمش ن 

(3-41   0 1  C i i oy y y y  

Cy ی تطشن حل رش در حطاه پلاس اعکطس، ات یدهد. بي احي بيحل هلت رش در فضيی  پلاس ات

 آورد.  بي د اااين 

 لاپلاستبديل معكوس  -3-6

 تيبع س پلاس اعکطی هلت رشبطي  F s 64[ بي  کل ا م ش ا[:  

(3-46   
1

( ) ( )
2

i
st

i
f t e F s ds

i





 

 
 

 

 بي  یدر رشبطي f t و  F s  هسخ دااين و  پلاس  یحطاهبي تمتتب تطشبع در .γ  نتز  ک ثيبا

. ش ن ضمش ب تيبع ش ان ي ت بي ضمش بت پتچتده  ر لاتپي . در حطاه  پلاس  يال حقتقت ش ا. 

-تيبع پلي در نظم گمفخي  ده ش ا. 1بي صطرت تيبع پلي شا نظم ااينت. بير گسخمده ش ا sاخغتم  پلاس

  طد:شی وشحد بي  کل ا م تعم ف ات

(3-41    
0

1

t a
H t a

t a


  

  

                                                 
1 Heaviside 
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و در نختجي پي . هلت در   41-3)در رشبطي  nm حيضم بي تطري بي پتچتدگت اقيد م و ژه یاسث يدر 

ش خفيده   46-3)تطشن شا فماطل هلت ن ت ،فضيی  پلاس، بمشی  يفخن تبد ل  پلاس اعکطس حل نکي ت

قبل شا   طد.هي ش خفيده اتايندههي در حطاه ااين، شا روش بيقتهمد. شا ش ن رو بمشی تعتتن پي .

 nCو هم در ضمش ب   41-3)هي هم در تطشن عبيرت ن ي ت رشبطي  nmش خفيده شا ش ن روش، اقيد م و ژه 

 اده  ده ش ا. 1، تقم بsشی بم حسب  طد، در  ک بياه اشيص، بي  ک چ د ر ليظيهم ات

 ها ماندهباقيتبديل معكوس لاپلاس با روش    -3-6-1

ش ن  .[65] ش ای هط ت ی ايندهش يس قضتي هي بمايندهتئطری بيقتگتمی بي ش خفيده شا اعکطس پلاس

  طد:قضتي بي صطرت ا م بتين ات

)همگيه هط ت: یقضتي )f z  یروی اما  يدهدر درون و C بي ش خث يی نقيط تکتن n,…,z2,z1z 

 تحلتلت بي د در ش ن صطرت:

(3-41      
1

2
n

k

kC

f z dz i Re s F z ,z


   
 

 : طدهي بي  کل ا م بتين اتايندهبيقتگتمی بي روش اعکطس پلاس ،بم  ش ن ش يس

)شگم  )F s  پلاس تيبع تبد ل ( )f t ( بي د( ) { ( )}F s L f t و ش ن تبد ل  پلاس  ( )f t ، تعدشد

)Re  ا چپ  هيقطبهي ت يم  شیگطنيي ب cبي شنخييب ،ددش خي بي احدودی قطب  )s c  قمشر

)ی رشبطي ،cهيی   ا چپ sیورطد دش خي بي د هي بمشی ه يشی M پس گتمند؛ )s F s M 

)گيه  پلاس اعکطس تيبع بمقمشر بي د، آن )f t طدبي صطرت ا م تعتتن ات : 

(3-49      
1

n
st

k

k

f t Re s F s e ,z


   
 

ش شا فضيی  پلاس بي فضيی تطشن رطشب نکي ت اعيد ت ر، ات 49-3)ی در نکي ا بي ش خفيده شا رشبطي

ش ن  هيی  تسخم اشيص بي  د.،  ام ش ا قطب 49-3)بمشی ش خفيده شا رشبطي  گمدشند.ااين بيا

  و 3-1-3  و )2-1-3،  مط شنطبيق ذهم  ده در بيش ) 46-3)هي بي د  مط ه گمش ت رشبطي قطب

                                                 
1 Curve fitting 
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 هي، قيبل قبطل نتسخ د. ش شرضي ه  د. در وشقع ت يم قطبی ه گمش ت تيبع فتا  ده ره چ تن احدوده

 طند هيی صفم اسخقت يٌ احي بي اتهيی  تسخم،  پلاس اعکطس امبطط بي قطبپس شا تعتتن قطب

پي . امتبي بي  در ش ن اخن،  طد.فطق ش خفيده ات یصطرت ردشگيني شا قضتيي هي بو بمشی  ي م قطب

نياتده  اسث يهي، حل د  ياتکت تکت و پي . امتبي بي  ي م قطبهيی صفم  تسخم، حل ش خيتقطب

هي، پي . نکي ت ايندهبيقتپس شا تعتتن  پلاس اعکطس ضمش ب تطشبع ن ي ت بي ه ک روش  . ده ش ا

  طد.تعتتن ات  ]65[1پتچش یبي ه ک قضتي

 پیچش یقضیه  -3-6-2

   :بي  د g(t) و  f(t) بي تمتتب تبد ل  پلاس دو تيبع G(s) و F(s) همگيه

(3-11        L f * g F s G s  

 در آن: و

(3-11      
0

t

f * g f t g d     

*f g رش هينط ط ن دو تيبعf وg و  دنيااتگتمی  ک اخغتم اجيای ش ا هي پس شا شنجيم شنخگمشل

 گمدد.حيف ات

 تعیین پاسخ استاتیكي -3-1

، د خگيه تدر اعيد  s=0بي ري گيشری  تعم ف  ده ش ا s=0حل اسث ي بي شاشی قطب حل ش خيتتکت 

         طد.   اعيد ت د فمشنستل اع ط ت ا م حيصل ات

(3-12          
2

2
2 1 02

S S
S

* *

Y Y
B B B Y F

x x
 

 
  

   

  طد.پي . ش خيتتکت  تسخم تعتتن ات ،اسث يبم ش يس  مش ي امای  بي  یبي حل اعيد ي

  ؛ش ا و د  ياتکت هيی ش خيتتکتبمشبم بي اج ط  پي . ،بعدب يبمش ن پي . هلت  تسخم در احتي بت

(3-13   
* * *
total statical dynamicaly y y 

 

                                                 
1 Convolution theorem 
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 معادلات مرتبه دو -3-1

 .ب آورده  ده ش ا یل دشنلت و نيررت در ض ت ياعيد ت امتبي دو بمشی ح

 حل خارجي  -3-1-1

  طند.، اعيد ت ربمی ش ا هي بي اعلطم بطدن حل امتبي  ک، تعتتن اتاشيبي قبل ،اعيد ت

 حل داخلي   -3-1-2

حل دشنلت ش ن اعيد ت نتز، اشيبي حل دشنلت امتبي  ک، دو بي دو اسخقل شا هم هسخ د. بيش 

حل ه گن اشيبي قبل  وه گن ش ن اعيد ت،  يال ر لاتت ش ا هي در امتبي  ک احي بي  ده 

نياي، حل پتچتده ش ا هي در ش ن پي ين نسبخي ه گن، نرطصت، بي تطري بي  کل ر لات غتمش ا. حل 

  شنجيم نشده ش ا.  MAEه ک روش بي آن

 )مدهای نرمال( روش بسط توابع ويژه -3-9

شغخشي يت  هيی چ دگيني در تئطریشا روش اقتيس  13-3)تي   11-3)بمشی حل اعيد ت در روش دوم 

  طد:ش خفيده  ده ش ا. حل اعيد ت بي صطرت ا م در نظم گمفخي ات

(3-14   

      

      

      

      

0 0 0 1 1 0 1

1 2 0 1 3 0 1

0 0 0 1 1 0 1

1 2 0 1 3 0 1

*

*

*

*

u X ,t ; u X ,T ,T u X ,T ,T

u X ,t ; u X ,T ,T u X ,T ,T

w X ,t ; w X ,T ,T w X ,T ,T

w X ,t ; w X ,T ,T w X ,T ,T

  

  

  

  

 

 

 

 
 

 د.  طبي صطرت ا م تعتتن ات ااينهي، شپمشتطر اشخق تعم فش ن بي تطري بي  ؛ش ا εt1T=* و t0T=*هي 

(3-11   
2 2 2

2 2
0 10

2
* T Tt T


  

 
    

و ردش يای اعيد ت بم ش يس   13-3)تي   11-3)در اعيد ت   11-3)و   14-3)بي ري گيشری روشبي 

  طد:نختجي اتاعيد ت امتبي  ک بي صطرت ا م ، ε ايخلف هيیامتبي

(3-16   
2 2

2 20 02
12 2

0

2 0
* **

* * *u uw
h h eh ,

XX T
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2 22
2 02 2

2 22 2
0

1
0

12 6

** **
* * * wu ueh

h u h ,
XX T


  

       
2 2 2

2 20 0 02
2 2 2 2

0

2 0
* * **

* * * * *w w wu
h h eh P Q ,

X X T X

   

          
 

2 2 22
0 2 2 2

1 22 2
0

1
0

12 6 2

* * * **
* * *u h w weh

h w Q
X X T




  
     

  

بمشی تتم بي  حل د خگيه شولهي  شا هم بطدهی  ک، دو د خگيه اسخقل اعيد ت حيصل در امتبي 

 : طدگيه  يده بي صطرت ا م در نظم گمفخي اتتکتي

(3-11   

     

     

2 0 1 1 0 1

1

0 0 1 2 0 1

1

m

m

m

m

u X ,T ,T A T ,T cos m X l

w X ,T ,T A T ,T sin m X l




















 

-3)در اعيد ت دوم و  طم د خگيه   11-3)بي ري گيشری حل بي صطرت روشبي ش ا.  l=1/εو در آن 

 اعيد ت بي صطرت ا م نطشه د بطد.  16

(3-11   
 

 

1 1

2 2

P cos m X l F

P sin m X l F








 

 هي در آن

(3-19   

 

 

2
2 2 2 2 1

1 1 2 1 2 2
0

2
2 2 2 2 2 22

2 2 1 2 22
0

1 2

1 1

12 12

0

* *

* * * *

*

d A
P h A A A eh ,

dT

d A
P h A h A eh P A ,

dT

F , F Q

   

     

    

   

   

 بم ش يس بسي نتم دشا ي فطر ي شاصمف ظم  ده ش ا.  mبمشی رعي ا  يدگت در نط خير شا شند س 

 صطرت ا م تعتتن ن طد.رش بي 2Pو  1Pتطشن اقيد م ات  11-3)وشبي ر

(3-61   

 

 

1 1

0

2 2

0

2

2 1

l

l

P F cos m X l dX
l

P F sin m X l dX ,l
l








 




 

 هي عبيرت ش ا شا:دو اعيد ي د فمشنستل هطپل بي هم هسخ د هي حل آن  19-3)اعيد ت 
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(3-61   
     

     

2 0 3 0

2 0 3 0

1 0 1 1 1 2 1

2 0 1 3 1 4 1

i T i T

i T i T

A T ,T a T e a T e cc

A T ,T a T e a T e cc

 

 

  

  
 

هيی طبتعت امبطط بي د خگيه فمهينس 3ωو  2ωحل بطده و  1هيی ازدوج ايخليعبيرت ccهي در آن 

و  1ωبي د. روند حل بمشی د خگيه دوم  يال اعيد ت  ک و چکير نتز بي ه تن تمتتب بطده و  ک ات

4ω در شدشاي بي در نظم گمفخن ضمش ب  بي  د.هيی طبتعت آن اتاعمف فمهينسε بي  دو، اعيد ت امتبي

  صطرت ا م نطشه د بطد.

(3-62   
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(3-63   
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(3-64   

22 2 2
2 2 3 0 02 2 2 2 1

2 22 2 2 2

2 2 2
0 02 2 1 1

1 2 2 1 2 2 2
0 10

2
0 0 02 2

2 2 22

12 12 12

12 12 12 12 24

24 12 12

* * ** * * * *
* *

* ** * * *
* *

* * ** *
*

u u wu w w u w
h h

X X X XX X X X

w ww w w w
u w e e

X X X T TX T

w w uw u
w

X X X XX
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(3-61   
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 ش ا.بمشی حل اعيد ت د خگيه شول  يال اعيد ت دوم و  طم حل بيش ه گن بي صطرت ا م 

                                                 
1 Complex conjugate 
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(3-66   

     

     

3 0 1 3 0 1

1

1 0 1 4 0 1

1

m

m

m

m

u X ,T ,T A T ,T cos m X l

w X ,T ,T A T ,T sin m X l




















 

در   61-3)و   16-3)بي ع طشن حل بيش ه گن و ش خفيده شا روشبي   66-3) یبي ري گيشری رشبطي

 ا م نطشه د بطد.  کلاعيد ت بي   61-3)تي   62-3)اعيد ت 

 هي در آن

(3-61   

 

 

       

1 0 2 0 3 0 4 0

1 2 0 3 4 0 2 4 0 1 3 0

1 0 2

2
2 2 2 2 3

3 3 2 3 4 2
0

2
2 2 2 2 2 24

4 2 3 4 42
0

3 1 2 3 4

5 6 7 8

4 1 2

1 1

12 12

* *

* * * *

i T i T i T i T

i T i T i T i T

i T i

d A
P h A A A eh ,

dT

d A
P h A h A eh P A ,

dT

F f e f e f e f e

f e f e f e f e

F g e g e

   

       

 

   

     

   

      

 

    

   

   

   

 

       

0 3 0 4 0

1 2 0 3 4 0 2 4 0 1 3 0

3 4

5 6 7 8

T i T i T

i T i T i T i T

g e g e

g e g e g e g e

 

       

 

      

 

     

2هيی غتم ه گن  يال ر لات عبيرت 0i T
e

  3و 0i T
e

  ش ا هي بمشی د خگيه دوم و  طم ر لاتت

 تطشن نط ا:ات .[66] طدپي می ش خفيده ات کط ر ش ا. بمشی حيف ر لات  کط ر شا  مط حل

(3-69   
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 بي  د.ات  61-3)هيی   ا چپ اعيد ت عبيرت 2Eq و 1Eqهي در آن 

3بي صفم همدن ضمش ب ر لات  0i T
e

 3 و 0i T
e

  تطشبع 1 1a T و  2 1a T آ  د و در نکي ا حل د ا اتبي

بي ري گز  ت  اعيد ت امتبي  ک تعتتن نطشهد  د. 1 1a T و  2 1a T در اعيد ت امتبي دوم و حيف 

(3-61   
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3ر لات  کط ر   0i T
e

 3 و 0i T
e

حل نرطصت ش ن اعيد ت تطشن اعيد ت امتبي دو رش حل همد. ، ات

 بي صطرت

(3-11          

1 0 2 0 3 0 4 0

1 2 0 3 4 0 2 4 0 1 3 0
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 بي د. حل هلت اعيد ي  يال حل ه گن امتبي شول بي شضيفي حل نرطصت امتبي دو ش ا.  ع تات

د ا آاده شا هيی بيبي شع يل  مش ي شو تي، ثيبا 1 1a T و  2 1a T آ د.د ا اتبي 

 بار کمانش -3-11

  طد:رکا  يفخن بير ه ينش  تسخم، پي . ه گن د خگيه  بي صطرت ا م فمض ات 

(3-13   
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 یاشيري یاعيد ي  12-3)و   11-3)اعيد ت  اعيد ت امتبي  ک در  13-3) یبي ري گيشری رشبطي

تعتتن و  پس بمدشرهيی و ژه  تسخم  P*بم حسب  nβ  تسخم بي د ا نطشهد آاد. شاحل ش ن اعيد ي،

 طد. شع يل ات اسث يري گز ن  ده و  مط امای   13-3) ی طد. ش ن اقيد م در اعيد ياحي بي ات

 آ د.اقيد م بير ه ينش بي د ا اتبي در نظم گمفخن  مط غتم صفم بطدن حل، 

 بندیجمع -3-11

هيی طبتعت ، روش تعتتن فمهينس.  پسپمدشنخي  دبعد يای اعيد ت در ش ن فرل، نيسا بي بت

ااين بي اعيد ت  یبي ه ک تبد ل  پلاس اعيد ت د فمشنستل بي اشخقيت رزئت در حطاه بتين  د.

حيضم رزء  یاسث ي پلاس تبد ل  د. در شدشاي، بي تطري بي ش ن هي  ید فمشنستل اع ط ت در حطاه

د ا   پلاس بيی ، پي . در حطاه  ي امای  د، بي ه ک روشب دی ات  ي امای د خي اسيئل

هي ش خفيده  د و پي . نکي ت اعيد ت ايندهبيقت یآاد. در نکي ا بمشی تعتتن  پلاس اعکطس شا قضتي

(3-12    2 0 20u u u    
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در فرل علاوه بم آن حل تحلتلت بي ه ک بسي ادهيی نمايل و اکين تعتتن گمد د.  ااين یدر حطاه

 پ جم نخي ج حيصل شا ش ن فرل، شرشئي نطشهد  د.



 

50 
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 مقدمه -4-1

بي  حل د  ياتکت  ي گيرشو  ، ه ينشادشل ش خيتتکت،  يال حل ،اسث ي عددیدر ش ن فرل حل 

شفزشر شا نمم اسث ياحدود  یمشی حل شرزشب شرشئي نطشهد  د. بعدی  ک بعدی و  يهيی ش خفيده شا ش  ين

پمدشنخي  ده  هير رفخي در تحلتلي هيی ببي اعمفت ش  ين ی فرلدر شبخدش. اش خفيده  ده ش  1شنستس

 ک بعدی و   يایادل ده و شندشاه اش بکت ي در دو  شنجيمدر بيش بعد آني تز حسي تا اش  .ش ا

و تعتتن  ادشلامشحل حل ، اسث يبي بتين امشحل حل ش خيتتکت   پس. گمدداتتعتتن  ي بعدی 

حل د  ياتکت  بي تعتتن پي . بي ه ک و در نکي ا ، حل ه ينشهيی طبتعت و  کل ادهيفمهينس

 ام بي ذهم ش ا هي در ش ن فرل بي د تل رعي ا شنخرير تطضتحيتت در اطرد روند  ش ا. پمدشنخي  ده

  ش ا. آورده  ده  ج)و بتين رزئتيت حل عددی در پتط ا  طد حل شرشئي ات

 [76]هامعرفي المان -4-2

 solid95و در تحلتل  ي بعدی شا ش  ين  beam189در تحلتل  ک بعدی شا ش  ين  ،نيايدر ش ن پي ين

  طد.هي تطضتح دشده اتش خفيده  ده ش ا. در شدشاي ايخرمی در اطرد ش ن ش  ين

 Beam189المان   -4-2-1

Beam189 ش ن ش  ين بي  بي د.ش  ينت ا ي ب بمشی تحلتل تتمهي شعم شا تتمهيی نيا  و ضيتم ات

و تعم ف آن ه د رش اشيص ات رکا ش  ين L هي گمه  طدتعم ف ات L و I، J، Kگمه  چکيره ک 

  .ش اشنختيری 

 
 beam189 [61]ش  ين )1 -4 کل )

                                                 
1Ansys 11 
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شت تغتتم  کل بم ت نتز در آن در نظم گمفخي  ده تثثتمو  ش اش  ين بم ش يس تئطری تتم تت ط  کط 

 ي درري امبطط  ؛ش ا ش درري آاشدی دشرشی  بي  ي گمه بطده و هم گمه آنش  ينت  Beam189. ش ا

نطت، ش ن ش  ين بمشی هيربمدهيی  .بي دات بي حمها شنخقي ت و  ي درري امبطط بي حمها دورشنت

  بي فعيل ن طدن گز  يهيی بزرگ غتمنطت ا ي ب ش ا. در ش ن ش  ين هيی بزرگ و همنشدورشن

NLGEOM1  طد ش  ين بمشی . ورطد ش ن ر لات  بب ات طداتر لات  فخت ت ش در نظم گمفخي 

هيی ش  ختستخي، نزش و پتچشت ا ي ب بي د. ادليئل امبطط بي پي دشری ن شت، عمضت تحلتل اس

  طند. پلا ختستخي نتز بدون در نظم گمفخن نط   طح اقطع در ش ن ش  ين پشختبينت اتو 

 Solid95 المان  -4-2-2

هيی  کل  يایادلتطشن در شا ش ن ش  ين ات  ي درري آاشدی دشرد. ی آنگمه گمه و هم 21ش ن ش  ين 

ی بزرگ، هيهمنشی بزرگ، هي کلتغتتم  شتتثثتمشاکين ادل همدن  Solid95 د.همقيعده ش خفيده بت

ش  ين در  و  تسخم ايخريت بمشی ش ن هيگمه د ي و اطقعتا ه. ه دتاپلا ختستخي و نزش رش فمشهم 

  کل ا م آورده  ده ش ا.

 
 solid95 [61]ش  ين   2 -4 کل )

 د.همات و  ي ا شطری بي  ،تطشند بي صطرت چکير ورکتش ن ش  ين ات ،هيتمی گمهگبم ش يس نط  قمشر 

                                                 
1Nonlinear geometry 
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 تعیین مش بهینه  -4-3

بعدی، بي صطرت  ک  يایادلدر ش ا.   1-4) اشيريت تتم و نطشص اکينتکت آن اطيبق ردول

گيه بي صطرت افرلت  طد. تکتينطت بي ططل  ک اخم ادل  ده و  پس  طح اقطع تتم تعم ف ات

پس شا تعتتن نطشص اکينتکت و  طح اقطع، تتم  اقتد  ده ش ا.  y بطده و ت کي در رش خيی ضيياا

  . طدب دی اتاش

 اشيريت تتم  1 -4ردول )

 L=1 (m) ططل

 b=.0.0 (m) عمض

 h=.0..0 (m) ضيياا

ش  ختستخي ادول  E=0.. (GPa) 

 υ=.00 ضم ب پطش طن

 ρ=00.. (kg/m3) چگي ت

 P=00.. (N) نتموی احطری

گسخمدهبير   Q=1. (N/m) 

بمشی ش ن هير  اش شنجيم  ده و اش بکت ي تعتتن گمد ده ش ا. یآني تز حسي تا شندشاه اسث يدر ش ن 

هيی ايخلف فمهينس طبتعت عمضت پ جم گزشرش  ده هي شنجيم  ده و بي شاشی تعدشد گمه ادشلآني تز 

  طد.گمه حيصل ات 31بم ش يس نخي ج اش بکت ي بي شاشی  نختجي بي قمشر ا م ش ا.

  ک بعدی  يایادلدر  هيی ايخلفاقيد م فمهينس طبتعت عمضت بي شاشی اش  2 -4ردول )

 111 11 31 31 31 21 11 11 1 تعدشد گمه

 121.4 فمهينس عمضت
116.1

1 

111.1

6 

114.1

1 

114.1

1 
114.1 

114.1

9 

114.1

9 

114.1

9 

 ب دیاشبي ريی  1د خت ب دیاش ي بعدی، بي ا ظطر شفزش ش دقا احي بيت، شا   يایادلدر 

  ده  پس ب دیاش Plane83ش خفيده  ده ش ا. در شبخدش  طح اقطع تتم بي ه ک ش  ين  2شتطايتتک

 ده و نخي ج در ردول ا م گزشرش  ده ش ا.  3گسخمش دشدههيی ايخلف،  طح بي شاشی تعدشد ش  ين

تغتتمی در نخي ج ش جيد نشده و ب يبمش ن اش بکت ي در حي ا  131هيی بتشخم شا بي شاشی تعدشد ش  ين

                                                 
1Mapped 
2Free 

3 Extrude 
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   طد.ش  ين حيصل ات 131بعدی بي شاشی  ي

  ي بعدی  يایادلهيی ايخلف در اقيد م فمهينس طبتعت عمضت بي شاشی اش  3 -4ردول )

گمهتعدشد   31 11 61 11 111 121 131 111 211 

 116.13 فمهينس عمضت
111.3

1 

111.1

9 

111.1

1 
114.9 114.9 114.1 114.1 114.1 

 استاتیكيحل  -4-4

بعدی  ک  يایادلدر   طد.هيی  يهن و اسخقل شا ااين ش خفيده اتشا ش ن روش، بمشی تحلتل ادل

 گيه افرلتصطرت تکتيدر امحلي بيرگيشری شبخدش  مش ي امای تعتتن  د. تتم بي  ،ب دیپس شا اش

بي د. تحم ک شول بي صطرت بير احطری و  يال دو قس ا ات اسث يادل  ده ش ا. بيرگيشری در ش ن 

و تحم ک دوم بير گسخمده عمضت ش ا هي بي صطرت فشير بم روی تتم قيبل   طدوشرد ات شنخکيی تتمدر 

 نط  حل ش خيتتکگتمد. امبطط بي حل شنجيم اتت ظت يت   يایادلپس شا پي ين  .ش ا ای يادل

گز  ي امبطط بي نط  حل  ،در قس ا ت ظت يت حل اسث يبمشی در نظم گمفخن نتز بزرگ در و  بطده

Large displacement static   طدفعيل ات ت شپتشو گز  ي امبطط بي   دهشنخييب . 

 پس  طح ش جيد  ، طدات ب دیاشدر شبخدش  طح اقطع شو تي ادل  ده و بعدی،  ي  يایادلدر 

 مش ي امای بم روی دو  طح اقطع در طمفتن  گمدد.و ادل نکي ت ش جيد ات گسخمش  يفخي ده 

شند. بيرگيشری احطری و عمضت نتز بي صطرت اقتد  ده  zشع يل  ده و هم دو  طح در رش خيی احطر

بعدی ش ا و بعدی ت ظت يت حل اشيبي  ک ي  يایادلشع يل  ده ش ا. در  فشيری بم روی  ططح

 بي د.گز  ي امبطط بي نتز بزرگ فعيل ات

 [76]مدالحل  -4-1

آن، در فمهينس ازبطر ش خفيده اد  هيی طبتعت و  کلرکا تعتتن اقدشر فمهينس ادشلشا آني تز 

هيی آن  ياه گيه ياه، ر س و تکتيگمدد. اقدشر فمهينس طبتعت هم  ياه بسخگت بي  کل آن ات

تطشند در اقدشر فمهينس طبتعت اطثم بي د. هي و نط  بيرگيشری نتز اتاقدشر بيرگيشری ،دشرد. در عتن حيل
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در ش ن    رش شرشئي همده ش ا.ت شپتشو  1ت شبدون ) ادشلبي ه تن د تل نمم شفزشر دو نط  آني تز 

ت ش پتشهيی طبتعت  تسخم شا روش احطری بم اقدشر فمهينسبير  تثثتمنياي بي ا ظطر بمر ت پي ين

   طد.فعيل ات ت شپتشو در ت ظت يت امبطط بي حل گز  ي  گمددش خفيده ات

 [76]کمانشحل  -4-6

ر بير شا حد بحمشنت تعم ف ن طد. غتتم  کل نيگکينت  ياه در شثم گيتطشن بي صطرت ته ينش رش ات

بي ش خفيده شا ش ن تحلتل، اقدشر بير بحمشنت و نتز  .هي ش ا ياهه ينش حي ا نيصت شا نيپي دشری در 

  طد.تغتتم  کل  ياه پس شا بي ورطد آادن ه ينش، اشيص ات

بمشی شنجيم آني تز ه ينش  و آني تز ه ينش نطت )اقيد م و ژه  غتمنطتآني تز ه ينش  دو روش

تمی بمنطردشر بطده و بمشی طمشحت شا دقا بي  غتمنطتهيی روش پي . اع ط   بت ت  ده ش ا. پتش

نمم شفزشر بير رش بي تدر ج  ،ه د ت ش خيتتکت غتمنطت طد. در ش ن روش بي شنجيم آني تز دقتق تطصتي ات

م د. روش آني تز ه ينش نطت احدود بي اسيئل نطت ش ا بدهد تي  ياه بي اما نيپي دشری شفزش ش ات

 قيبل ینکخي  طد.اقيد م و ژه ه ينش شنجيم ات هيی حل اسيئل هلا تک ش  ختکو بم ش يس روش

 بي فعيل همدن بي د حل ش خيتتکت ،اسث يتطري در آني تز ه ينش ش ن ش ا هي پتش شا تحلتل ه ينش 

 شنجيم گتمد. ت شپتشامبطط بي  گز  ي

  دينامیكي حل -4-1

هيی وشبسخي بي بيرگيشری تثثتمپي . د  ياتکت  ک  ياه تحا  یتطشن بي احي بياتبي ه ک ش ن آني تز 

هي و نتموهيی اخغتم بي هي، ت شهمنش، هيري تتطشن بي احي بي ريبيااين پمدشنا. در ش ن آني تز ات

بمشی  ؛ چمش هيتم شا  ک آني تز ش خيتتکت ش ااشکل ش ن آني تز ع طاي ااين در  ک  ياه پمدشنا. 

ااين بتشخمی بي هير  اسث يد و بمشی حل هم احي بيت نطد نتيا بي شاکينيت  يا شفزشری بتشخمی دشر

روش در شنجيم احي بيت ايتم ست اطرطد ش ا. در آني تز د  ياتک گيرش  ي روش بمشی نحطه  .رودات

                                                 
1Stress free 
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ش ن روش قدرت  دتم ن روش   طداحي بي ات  ده و پي . آنايتم س هيال  تسخم تشکتل ، 1هيال

نظتم پلا ختستخي تغتتم  کل بزرگ و... رش بتن  ي روش اطرطد ش ا ا مش قيدر ش ا نطشص غتمنطت 

نسبا بي ااين  ن طدشر نتموی وشرد بم تتمدر ش ن تحلتل شا روش هيال ش خفيده  ده و ا ظطر ه د. 

 بي د.بطده و روند تغتتمشت آن بم حسب ااين اطيبق  کل ات اخغتم

 
 تغتتمشت ااينت نتموی گسخمده  3 -4 کل )

هي  ک تطشن بي دو قس ا اجزش تقستم ن طد. هم  ک شا ش ن قس اتغتتمشت نتمو بم حسب ااين رش ات

 طد. ه گيم تحلتل ش  ين احدود، هم  ک شا امشحل بيرگيشری، بي نياتده ات 2بيرگيشری یامحلي

هيی هطچکخم، حيصل شا تحلتل شفزش ش  يبد. بي ش ن بيش  طند تي دقاتم تقستم اتهيی هطچکبيش

-و پلي 4هيی تغتتم نتمو بي دو صطرت نطت طد. در تحلتل د  ياتکت  تطهگفخي ات 3بيرگيشریهيی گيم

تحلتل ش  ين احدود شا نط  بمشی تحلتل  ک ادل وشبسخي بي ااين، پتش شا هم چتز بي د  .ش ا 1شی

  شنخييب  طد. 6تحلتل گيرش

ذنتمه  طند. شا نيسختن امحلي هيی اسخقل  ک شا امشحل بيرگيشری بي د ردشگيني تعم ف و در في ل هم

 طند. پس شا بيرگيشری  مو  همده و اقيد م هلتي نتموهي، قتدهي و ... اشيبي حي ا ش خيتتکت تعم ف ات

 .پي ين ش ن امحلي شا بيرگيشری اشيص  طد یشت يم تعم ف بيرگيشری، بي د  حظي

                                                 
1Full method 

2Load step 
3Loading substeps 

4Ramped 
5Stepped 

6Transient 



حل عددیفرل چکيرم                                                                                                  

57 

هيی بيرگيشری، دقا  طد. بد کت ش ا بي شفزش ش تعدشد گيمنياتده ات 1ی ااينت، گيم ااينتطل بياهط

شاي شا آنجي هي ش ن شفزش ش دقا، ا جم بي شفزش ش ااين تحلتل ادل نتز  ؛ يبدتحلتل شفزش ش ات

دقا قيبل قبطل،  هي بي هم اقدشر د يطشه ا طقت نتسا. در وشقع بي تطري بيتعدشد گيم گمدد؛ شفزش شات

آل هي ه ي ادهيی  ياه شی ورطد دشرد. در  ک تحم ک ش دههيی تحلتل، عدد بکت يبمشی تعدشد گيم

آل بي صطرت بي د. هم چ د تط تد تحم ک ش دههي اتپي . تتم  يال ه ي فمهينس  طند؛تحم ک ات

تعت  ياه بي صطرت ا م هيی ااينت بم ش يس بي تم ن فمهينس طبگيم یشندشاه ؛عددی ا کن نتسا

 گمدد.تعتتن ات

time_step=1/20f 

 

  21شی شنخييب  طند هي هيی ااينت بي د بي گطنيبزرگخم ن فمهينس طبتعت  ياه ش ا. گيم fهي در آن 

پتش شا   ام بي تيهم ش ا هي بزرگخم ن فمهينس طبتعت ش جيد  طد. یاجزش در هم دوره ینقطي

هيی آن بي ا ظطر   ينا رفخير د  ياتکت  ياه و تعتتن فمهينس ادشلتحلتل د  ياتکت، بي د تحلتل 

  صطرت گتمد.

 بندیجمع -4-1

، ه ينش و حل ادشل،  يال حل ش خيتتکت، اسث يبعدی بعدی و  يحل عددی  ک روند در ش ن فرل

. در ي  دهير رفخي در تحلتل پمدشنخيهيی بندر شبخدشی فرل بي اعمفت ش  ي  د.شرشئي د  ياتکت  ي گيرش 

بعدی و  ک  يایادلاش بکت ي در دو  یو شندشاه بي آني تز حسي تا اش پمدشنخي  د بيش بعد

و تعتتن  ادشل، امشحل حل اسث يگمد د.  پس بي بتين امشحل حل ش خيتتکت تعتتن بعدی  ي

هيی طبتعت و  کل ادهي، حل ه ينش و در نکي ا بي تعتتن پي . بي ه ک حل د  ياتکت فمهينس

 در فرل پ جم نخي ج حيصل شا ش ن فرل، شرشئي نطشهد  د.. پمدشنخي  د

   

                                                 
1Time step 
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 فصل پنجم:
 

 

 

 

 

 

بررسي نتايج -1
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 مقدمه -1-1

پمدشنخي  و چکيرم  طم هيیهيی شرشئي  ده در فرلبمر ت نخي ج حيصل شا روش ن فرل بي بتين ودر ش 

طط بي فمهينس نخي ج امبشنجيم گمفخي ش ا. در شبخدش  Maple 13احي بيت در احتي  نطشهد  د.

پيرشاخمهيی ايخلف بم روی آن بمر ت  ده  تثثتمشرشئي  ده و بدون در نظم گمفخن بير احطری طبتعت 

بير احطری و همنش نمايل عمضت بم فمهينس طبتعت نشين دشده  ده ش ا.  تثثتمدر بيش بعد ش ا. 

هيی شو لم بمنط ت و تت ط  کط اقي سي  ده ش ا. اسث ي تعتتن  ده و نخي ج آن بي تئطریبير ه ينش 

  پس بي بتين نخي ج پي . هلت پمدشنخي نطشهد  د.

 بي د.ات اسث يشنخييبت بمشی  ی  اقيد م شو تي1-1ردول )

شنخييبت ی  اقيد م شو تي1-1)ردول   

 (m)ططل  1

 (m)عمض  1.12

 (m)ضيياا  1.112

 ضم ب پطش طن 1.3

 (GPa)ادول  ينگ  211

 kg/m)3(چگي ت  1111

 فرکانس طبیعي -1-2

بير احطری شرشئي  تثثتمپيرشاخمهيی ايخلف بم روی فمهينس طبتعت بدون در نظم گمفخن  تثثتمدر شبخدش 

هيی در تئطریگيه  يده در نظم گمفخي  ده ش ا.  مش ي امای در تتم بي صطرت تکتينطشهد  د. 

هيی طبتعت احطری فمهينس یبمنط ت و  ي تت ط  کط شاکين احي بي شو لمنطت اين د تئطری تتم 

هي بي ش خفيده شا اعيد ت ش خيمشج  ده بم ش يس تئطری تغتتم  کل  در حي ت ؛ورطد ندشرد)طط ت  

ردول  ورطد دشرد.هيی عمضت احطری علاوه بم فمهينس هيیبم ت امتبي شول، شاکين تعتتن فمهينس

 فمهينس احطری شول رش شرشئي همده ش ا. چکير  1-2)

 (HZ)هيی )اد احطری  حل تحلتلتفمهينس  2-1)ردول 

 4 3 2 1   يره اد

تنخي ج تحلتل  2614 1311 1963 11611 
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ططر هي در  کل د ده دهد. ه ينشثم تغتتم چگي ت رش بم روی فمهينس طبتعت نشين ات  1-1 کل )

 یه چ تن فمهينس بي رير چگي ت رشبطي  يبد.بي شفزش ش چگي ت فمهينس طبتعت هيهش ات ، طدات

آ د نتز ورطد دشرد. د ا اتايخلف بيهيی ش ن رشبطي در ت يم روشبي تحلتلت هي شا تئطری عکس دشرد.

دهد. شفزش ش ططل  بب هيهش فمهينس   شثم ططل رش بم روی فمهينس طبتعت نشين ات2-1 کل )

هي در تئطری تتم شو لم  در حي ت ؛عکس دشرد یططل رشبطي ت در تتم نطشهد  د و فمهينس بيطبتع

 عکس دشرد. یهيی هطچک فمهينس بي اجيور ططل رشبطيبمنط ت بي فمض نتز

 

 تثثتم چگي ت بم فمهينس طبتعت  1-1 کل )

 

 ثتم ططل بم فمهينس طبتعتثت  2-1 کل )

ططر هي اشيهده  تغتتمشت فمهينس بي ادول ش  ختک نشين دشده  ده ش ا. ه ين  3-1 کل ) در

2e8 Gpa در احدوده E  طد شفزش شات ≤ 𝐸 ≤ 2e10 Gpa  بيعث شفزش ش ن ي ت در فمهينس طبتعت

ω = 13403ρ-0.5
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شثم ضيياا رش بم روی   4-1 کل ) ه د.تم فمهينس تغتتم چ دشنت ن ت ده ش ا و ت در اقيد م پي تن

دهد. شفزش ش ضيياا  بب شفزش ش فمهينس طبتعت در تتم نطشهد  د و نشين اتفمهينس طبتعت 

 هي بي نخي ج تتم شو لم بمنط ت  ياگير ش ا. ،هينس بي ضيياا رشبطي اسخقتم دشردفم

 

 ثتم ادول ش  ختستخي بم فمهينس طبتعتتث  3-1 کل )

 

 ضيياا بم فمهينس طبتعت ثتمثت  4-1 کل )

 بر فرکانس طبیعيبار محوری  تأثیربررسي   -1-2-1

 w/h بتن نخي ج تحلتلت بي نخي ج عددی و تتم شو لم بمنط ت شرشئي  ده ش ا. ی  اقي سي3-1در ردول )

امهز تتم بي ضيياا آن ش ا هي بمشی تتم شو لم بمنط ت ش ن نسبا بستير هطچک ش ا. نسبا نتز 

، شنخلاف بتن نخي ج تحلتلت و نخي ج تتم شو لم بمنط ت بتشخم ش ا هي ش ن  w/h تمبزرگبمشی اقيد م 

هيی بي تم غتمنطت بم فمهينس طبتعت ش ا. ه چ تن شنخلاف در فمهينس ر لات تثثتمنشين ده ده 

ω = 0.0003E0.5

0

20

40

60

0 2/5E+09 5E+09 7/5E+09 1E+10 1/25E+101/5E+101/75E+10 2E+10

ت
تع
طب
س 

هين
فم

(r
ad

/s
)

(Pa) ادول ش  ختستخي

ω = 37856h0.9996

0

100

200

300

400

0 0/002 0/004 0/006 0/008 0/01

(r
ad

/s
ت (

تع
طب
س 

هين
فم

(m) ضيياا



بمر ت نخي ج    فرل پ جم                                                                                             

62 

بي شفزش ش نتموی احطری  .ش ابي د تل ش خفيده شا تئطری بم ت امتبي شول  يبد هي ش ن شفزش ش ات

 ياه  1ختفدر وشقع شفزش ش نتموی احطری، اخ يظم بي شفزش ش    يبد.ات طبتعت شفزش ش اتزشن فمهينس

 ش ا.

 (HZ) تحلتلت و عددی بي شاشی بيرهيی احطری ايخلف هي بي روشفمهينس اقي سي  3-1ردول )

 w/h اد پ جم اد چکيرم اد  طم اد دوم اد شول روش بير احطری

111(N) 

شول تئطری بم ت امتبي  11.422 21.141 14.911 1192.1  141.161 

2.161 

بعدی  يشنستس   11.961 29.143 11.919 91.139 134.121 

 123.266 11.111 49.311 21.663 11.161 تتم تت ط  کط

121.61 11.161  ک بعدی شنستس  49.216 11.129 1123.21  

 123.211 11.111 49.314 21.663 11.166 تتم شو لم بمنط ت

111(N) 

شول تئطری بم ت امتبي  21.123 41.314 16.112 111.112 166.611 

1.111 

بعدی  يشنستس   22.119 41.161 11.113 116.61 162.111 

 112.364 111.111 12.932 44.161 21.146 تتم تت ط  کط

 112.291 111.661 12.191 44.141 21.136  ک بعدی شنستس

 112.312 111.124 12.934 44.161 21.141 تتم شو لم بمنط ت

1111(N) 

شول تئطری بم ت امتبي  21.12 61.123 91.111 141.191 194.433 

1.491 

بعدی  يشنستس   31.212 62.161 99.121 142.39 191.96 

 112.321 131.141 94.491 19.149 21.691 تتم تت ط  کط

 112.231 134.911 94.442 19.119 21.611  ک بعدی شنستس

 112.336 131.141 94.492 19.11 21.692 تتم شو لم بمنط ت

2111(N) 

شول تئطری بم ت امتبي  41.411 12.191 129.311 111.49 241.131 

1.261 

بعدی  يشنستس   41.111 11.313 132.131 113.14 239.116 

 231.141 116.263 121.111 12.111 41.314 تتم تت ط  کط

 231.131 116.111 121.111 12.144 41.291  ک بعدی شنستس

 231.119 116.166 121.112 12.142 41.294 تتم شو لم بمنط ت

 طد. اقيد م هطچک ش ن ضم ب بي اع ت هطتيه و ضم ب  غمی تعم ف ات l/h  نسبا 4-1در ردول )

تئطری تغتتم  هيی احي بي  ده بيفمهينس ططر هي شا نخي ج پتدش اضيتم بطدن تتم ش ا؛ و ه ين

بعدی نزد کخم ش ا و در ش ن احدوده نخي ج شو لم شنخلاف م ت امتبي شول بي نخي ج شنستس  ي کل ب

 یده دههي بي هم نزد کخم نطشهد بطد هي ش ن نشينا يدی دشرند. بي شفزش ش ضم ب  غمی نخي ج تئطری

                                                 
1 stiffness 
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   ش ا.شه تا پي تن بمش در تتمهيی بل د و نيا

 (HZ) بي شاشی ضمش ب  غمی ايخلف N11تتم بي بير احطری تحلتلت و عددی هي بي روشفمهينس  اقي سي 4-1ردول )

l/h اد پ جم اد چکيرم اد  طم اد دوم اد شول روش 

21 

شول تئطری بم ت امتبي  3461.62 13211.39 21191.11 49463.13 14331.91 

بعدی  يشنستس   1.4661  .114611  .129111  .149631  .113211  

 61196.1 43312.1 21191.1 11461.1 3121.1  ک بعدی شنستس

 11964.91 46121.19 26111.11 11619.11 3141.19 تتم شو لم بمنط ت

111 

شول تئطری بم ت امتبي  241.13 666.31 1339.31 2211.19 3461.62 

بعدی  يشنستس   211.299 111.411 1361 2243 3346 

 3121 1999 1194 611.94 231.13  ک بعدی شنستس

 3141.19 2114.13 1191.61 619.13 231.11 تتم شو لم بمنط ت

311 

شول تئطری بم ت امتبي  61.316 146.113 241.13 316.9 491.21 

بعدی  يشنستس   12.412 112.426 241.991 311.126 419.143 

 461.31 331.921 231.131 142.119 61.921  ک بعدی شنستس

 461.14 336.11 231.11 142.94 61.96 تتم شو لم بمنط ت

111 

شول تئطری بم ت امتبي  41.411 12.191 129.311 111.49 241.131 

بعدی  يشنستس   41.111 11.313 132.131 113.14 239.116 

 231.131 116.111 121.111 12.144 41.291  ک بعدی شنستس

 231.119 116.166 121.112 12.142 41.294 تتم شو لم بمنط ت

نشين  N4111شول بي شاشی نتموی احطری  شثم تغتتم چگي ت رش بم روی فمهينس طبتعت  1-1 کل )

فمهينس بي رير چگي ت  و اين د حي ا قبل  يبددهد. بي شفزش ش چگي ت فمهينس طبتعت هيهش اتات

دهد. شفزش ش ططل نشين اتشول  شثم ططل رش بم روی فمهينس طبتعت  6-1 کل ) عکس دشرد. یرشبطي

 دشرد.نرشبطي  l/1فمهينس بي  و ت اين د حي ا قبل ، بب هيهش فمهينس طبتعت در تتم نطشهد  د

بتن  ینتموی احطری رشبطي دهد.نشين اتشول  رش بم روی فمهينس طبتعت ضييااشثم   1-1 کل )

شاي بي  ش ا؛دهد. در غتيب نتموی احطری ش ن رشبطي نطت تغتتم ات ضيياا و فمهينس طبتعت شول رش

ه د. ن طدشرهي فمهينس طبتعت حدشقلت رش نشين شفزش ش نتموی احطری ش ن رشبطي تغتتم هلت ات

 ده د هي بي شاشی  ک ضيياا بحمشنت نطشهد بطد.ات
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 4111(N)احطری  بي شاشی بير   تثثتم چگي ت بم فمهينس طبتعت1 -1 کل)

 

 

 4111(N)احطری  بي شاشی بير ثتم ططل بم فمهينس طبتعتثت  6 -1)  کل

 

 
 بي شاشی بيرهيی احطری ايخلف ثتم ضيياا بم فمهينس طبتعتثت  1 -1 کل)

 دهد.رش نشين ات 4000N  چکير  کل اد امبطط بي حمها عمضت، بي شاشی بير 1-1 کل )  

ω = 5024.6ρ-0.5
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 يده شرشئي  ده -گيه  يده و گتمدشرامای، تکتي  فمهينس طبتعت بي شاشی دو  مط 1-1در ردول )

چ تن گيه  يده هطچکخم ش ا. همهيی طبتعت تتم بي تکتيرفا فمهينسططر هي شنخظير اته ين ش ا.

  د.  نتز اشيهده ات3-1 يبد. ش ن اطضط  در ردول )، فمهينس شفزش ش اتبي شفزش ش بير

 
 

 

 

 4111(N)چکير  کل اد عمضت بي شاشی بير احطری   1 -1 کل)
 

 (HZ) بي شاشی بيرهيی احطری ايخلف و اخفيوتهيی گيهفمهينس طبتعت پ ج اد شول بمشی تتم بي تکتي  1-1ردول )

 اد پ جم اد چکيرم اد  طم اد دوم اد شول  

P=1111(N) 
 194.433 141.191 91.111 61.123 21.12 تکتي گيه  يده

دشر متدو  م گ  32.131 61.611 111.424 119.11 211.611 

P=4111(N) 
گيه  يده يتتک  316.19  4111.21  116.161 242.113 1312.9  

دشر مت م گ دو  61.111 122.632 111.11 211.13 332.11 
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 اثر کرنش نرمال عرضي بر فرکانس طبیعي   -1-2-2

تغتتم بيقت ات اين د در حي ت بت تتم هيی طبتعت عمضتبي چشم پط ت شا همنش نمايل عمضت فمهينس

هي اعيد ت  يال ر لات حمها احطری تغتتم همده و حيف همنش نمايل عمضت  بب تغتتم 

طبتعت امبطط بي چکير اد شول  هيیفمهينس  6-1)هيی طبتعت احطری نطشهد  د. در ردول فمهينس

ش ا.  يدآوری   2-1ردول )نخي ج  بتشخم شاحمها احطری آورده  ده ش ا هي حدود ني درصد 

   ش ا.1-2در رشبطي ) 01w= طد هي حيف همنش نمايل عمضت اخ يظم بي ات

 (Hz)  هيی اد احطریفمهينس  6-1)ردول 

 4 3 2 1   يره اد

شول تئطری بم ت امتبي  2939.13 1111.11 1111.16 11116.2 

 

 تحلیل کمانش -1-3

 ه ينش و حل عددی بمشی چکير اد روش تحلتلتاقيد م بير ه ينش بي د ا آاده شا   1-1)درردول 

 آورده  ده ش ا.

 (N)تحلتلت و عددی  بير ه ينش بي روشاقي سي   1-1)ردول 

 4 3 2 1   يره اد

 111.2 214.2 126.3 31.11 تئطری بم ت امتبي شول

 462.1 219.1 111.4 21.16 بعدی يشنستس 

 421.12 236.11 111.26 26.32 تت ط  کط

 422.1 231.2 111.3 26.32 بعدی کشنستس 

حل تحلتلت بي دو تئطری تغتتم  کل بم ت امتبي شول و تت ط  کط شنجيم  ده ش ا. در تئطری     

همنش نمايل بي صطرت -ی ت شش ا. هم چ تن رشبطي w0u=01=اقيد م  ،  1-2)تت ط  کط، دررشبطي 

 ؛ طدنظم اتصفم ش ا و شا شثم پطش طن صمف نمايل هيی ت شاؤ فيبطده و  ي م  xε =Exσ بعدی  ک

بعدی ش  ختستخي تعم ف همنش بي روشبي  ي-در حي ت هي در تئطری تغتتم  کل بم ت، رشبطي ت ش

 zσنتز ورطد دشرد. هم چ د شثم  zσو علاوه بم آن   z+λ εxε =Axσ  ع ت )در ش ن حي ا نيص  ؛ ده ش ا

شاي شنخلافت هي در تعم ف  ؛ طدظيهم ن ت -هي امتبي بي بير ه ينش ش ا- در اعيد ت دوم و  طم
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، شنخلاف ν=0.25بمشی  دهد. اثلا ورطد دشرد نخي ج رش تغتتم ات xهمنش نمايل در رش خيی -ی ت شرشبطي

تئطری درصد ش ا هي ش ن شنخلاف در نخي ج حل  21و در نختجي ت ش نمايل حدود    Aو Eاقيد م 

علاوه بم آن، نخي ج تتم تت ط  کط و حل  ک  طد. تت ط  کط نتز اشيهده ات تتم و شول بم ت امتبي

ب دی حل عددی نتز بم چطن فماطل ؛بعدی تتم، ه ين ططر هي شنخظير ش ا شنخلاف نيچتزی دشرند

 حل عددیبي  شول تئطری بم ت امتبينخي ج حل  یب يبمش ن اقي سي ش يس تئطری تت ط  کط ش ا.

تئطری حل تطشن نخي ج ، اتاسث ي تممر ت هيالبعدی، نطيی بتشخمی دشرد. بمشی بابخ ت بم ش  ين  ک

تئطری دهد نخي ج نشين ات  1-1) بعدی نتز اقي سي همد. ردول ي حل عددیرش بي  شول بم ت امتبي

بعدی تتم، بعدی نزد کخم شا تئطری تت ط  کط ش ا. ش بخي تحلتل  ي ي حل عددیبي  شول بم ت امتبي

ب دی چطن نتيا بي اش ؛م ش ابا يد وضيياا هم ، تحلتلت ااينبي د تل شبعيد نيه يه گ تتم )ططل 

 در نختجي تعدشد ش  ين ا يد دشرد.  ر ز و

 
   ثتم ضيياا بم بير ه ينشثت  9-1) کل

 

 ، طدهي در  کل د ده ات ه ينططر .دهدشثم تغتتم ضيياا رش بم روی بير ه ينش نشين ات  9-1) کل 

اسخقتم دشرد هي بي  یو بي تطشن  طم ضيياا رشبطي يبد بي شفزش ش ضيياا بير ه ينش شفزش ش ات

دهد. شفزش ش رش بم روی بير ه ينش نشين ات شثم ططل  11-1)  کل  ياگير ش ا. شو لمتئطری  خطن 

نتز بي  ش ن اطضط  اخ ي ب ش ا. l/21ططل  بب هيهش بير ه ينش در تتم نطشهد  د و بير ه ينش بي 

 تئطری  خطن شو لم ه يه گت دشرد.

P=4.429h2.99
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 ثتم ططل بم بير ه ينشثت  11-1) کل

 

 پاسخ  -1-4

دهد. بي دقا هيی ااينت ايخلف نشين ات  پي . عمضت تتم بي روش عددی رش بي شاشی گيم11-1 کل )

نخي ج ش جيد ثينتي تغتتم چ دشنت در  1.12هيی ااينت هطچکخم شا  طد هي بي شاشی گيمدر نخي ج رو ن ات

  طد.بي ع طشن گيم ااينت بکت ي شنخييب ات 1.12نيطشهد  د. شا ش ن رو گيم ااينت 

 

 هيی ااينت ايخلفبي شاشی گيم x*= 1.1  پي . عمضت تتم در 11-1) کل

دهد. تتم تحا بير گسخمده   پي . عمضت امهز تتم رش بي حل تحلتلت و عددی نشين ات12-1 کل )

(N)11  ه د و پسثينتي ش ا؛ در ااين شع يل بير تتم حطل نتز ش خيتتکت نطد نط ين اتبي ادت  ک 

P=35.436/l2
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  يبد.شا  ک ثينتي بي حيف بير حمها نط ينت تتم حطل صفم شدشاي ات

 
 x*= 1.1  پي . عمضت تتم در 12-1) کل

شنخلاف نخي ج حل  دهد.  نشين اتx*=1.11نزد ک اما )  ريبجي ت احطری تتم در 13-1 کل )

 تحلتلت بي حل عددی در حمها احطری بتش شا حمها عمضت ش ا.

 

 x*= 1.11  پي . احطری تتم در 13-1) کل

  دهد.  نشين اتx*=1.1نزد ک اما )تتم در  نتز عمضت  14-1 کل )
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 x*= 1.1  پي . عمضت تتم در 14-1) کل

 دهد.نشين ات  نتز عمضت تتم در ااين نتم ثينتي رش 11-1 کل )

 

 ثينتي =t 1.1  تغتتم  کل عمضت تتم در 11-1) کل

دهد. بي شفزش ش بير احطری هششت نتز تتم   شثم بير رش بم روی حمها عمضت نشين ات16-1 کل )

  يبد.و بي شفزش ش بير احطری فشيری نتز عمضت بي  دت شفزش ش ات هيهش  يفخي
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 بي شاشی بيرهيی احطری ايخلفثينتي  =t 1.1  تغتتم  کل عمضت تتم در 16-1) کل

دهد. بي شفزش ش بير احطری نتز تتم هيهش   شثم بير رش بم روی حمها عمضت نشين ات11-1 کل )

  يبد هي بي نخي ج بيش فمهينس شنطبيق دشرد. يفخي و فمهينس شفزش ش ات

 

 بي شاشی بيرهيی احطری ايخلف x*= 1.1  پي . عمضت تتم در 11-1) کل
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 بندیجمع -1-1

هيی  طم و چکيرم پمدشنخي هيی شرشئي  ده در فرلدر ش ن فرل بي بتين و بمر ت نخي ج حيصل شا روش

يی ايخلف  د. نخي ج امبطط بي فمهينس طبتعت بدون در نظم گمفخن بير احطری شرشئي و تثثتم پيرشاخمه

مهينس طبتعت نشين ت بم فتثثتم بير احطری و همنش نمايل عمض هم چ تن. بم روی آن بمر ت  د

و در  هيی شو لم بمنط ت و تت ط  کط اقي سي  دبير ه ينش اسث ي تعتتن و نخي ج آن بي تئطری ؛دشده  د

 بم حسب اکين و ااين تعتتن  د.  ياهنکي ا پي . د  ياتکت 
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 مقدمه-7-1

پمدشنخي  د.  تحا بير د  ياتکت عمضت ا يد نسبخي نتز ر يضت و عددی تتم بي نياي بي حل در ش ن پي ين

اعيد ت حيهم بم شرتعي يت غتمنطت تتم تغتتم  کل بم ت امتبي شول، در شبخدش، بم ش يس تئطری 

بي ه ک  ش خيمشج  د. ش ن اعيد ت  يال اشخقيت رزئت نسبا بي اخغتمهيی ااين و اکين بطده و

ن  دند. در تعتتن حل ش ن د خگيه اعيد ي، شا تئطری شغخشي يت ش خفيده  د. بمشی تعتتشصل ه تلخطن 

بعد ده و  پس بي ه ک تبد ل  پلاس اعيد ت د فمشنستل بي اشخقيت ش ن ا ظطر شبخدش اعيد ت بت

 پلاس تبد ل  د. در شدشاي، بي  یااين بي اعيد ت د فمشنستل اع ط ت در حطاه یرزئت در حطاه

 طد، بي ه ک روش   ي امای، حيضم رزء اسيئل   ي امای د خي ب دی ات اسث يي ش ن هي تطري ب

هي ايندهبيقت ید ا آاد. در نکي ا بمشی تعتتن  پلاس اعکطس شا قضتي پلاس بي یپي . در حطاه

ی ه چ تن شا روش ادهي ااين و اکين تعتتن گمد د. یش خفيده  د و پي . نکي ت اعيد ت در حطاه

تتم نتز تعتتن  و بير ه ينش هيی طبتعتعلاوه بم ش ن، فمهينس د ا آاد.نمايل، پي .  تسخم بي

 بي ه ک نمم شفزشر اسث يو حل د  ياتکت  ، ه ينشادشلحل عددی  يال حل  در پي ين، دند. 

Ansys  دشرشئي . 

 نتايج-7-2

 .ش اصطرت ا م قيبل بتين نياي بينخي ج ش ن پي ين

 2هيی  تسخم نطت و غتمنطت تي امتبي در بسي شنخييب  ده، فمهينسε .کسين ش ا  

  بي ش خفيده شا اعيد ت ش خيمشج  ده بم ش يس تئطری تغتتم  کل بم ت امتبي شول، شاکين

 هيی عمضت ورطد دشرد.هيی احطری علاوه بم فمهينستعتتن فمهينس

 در  ؛اين دتغتتم بيقت اتطبتعت عمضت بتهيی بي چشم پط ت شا همنش نمايل عمضت فمهينس

حي ت هي اعيد ت  يال ر لات حمها احطری تغتتم همده و حيف همنش نمايل عمضت 

 هيی طبتعت احطری نطشهد  د. بب تغتتم فمهينس
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 در  نطشنت نخي ج تئطری تغتتم  کل بم ت امتبي شول بي تئطری  ي بعدی ش  ختستخيهم

بعدی شو لم بمنط ت و هيی  ک ي م تئطری بکخم شا ينش احي بي فمهينس طبتعت و بير ه

 ش ا. تت ط  کط

 احي بي  ده هيی شرشئي  ده، تئطری امتبي شول بير ه ينش رش بتش شا اقدشر بم ش يس ردول

بعدی اقدشر احي بي  ده تط ي شنستس  يو فمهينس رش ه خم شا  بعدیتط ي شنستس  ي

 دهد.اتنشين 

 يبد.بي شفزش ش چگي ت فمهينس طبتعت هيهش اتی احطری، بدون در نظم گمفخن نتمو  

ی عکس دشرد. ش ن رشبطي در ت يم روشبي تحلتلت هي شا ه چ تن فمهينس بي رير چگي ت رشبطي

 آ د نتز ورطد دشرد. د ا اتهيی ايخلف بيتئطری

  ،شفزش ش ططل  بب هيهش فمهينس طبتعت در تتم نطشهدبدون در نظم گمفخن نتموی احطری 

ی عکس دشرد؛ در حي ت هي در تئطری تتم شو لم بمنط ت بي فمض  د و فمهينس بي ططل رشبطي

 ی عکس دشرد.هيی هطچک فمهينس بي اجيور ططل رشبطينتز

  ،شفزش ش ضيياا  بب شفزش ش فمهينس طبتعت در تتم بدون در نظم گمفخن نتموی احطری

بي نخي ج تتم شو لم بمنط ت  ياگير  هيهينس بي ضيياا رشبطي اسخقتم دشرد، نطشهد  د و فم

 ش ا.

 تم بمشی اقيد م بزرگw/h  شنخلاف بتن نخي ج تحلتلت و نخي ج تتم شو لم بمنط ت بتشخم ش ا هي ،

 ش ن نشين ده ده تثثتم ر لات غتمنطت بم فمهينس طبتعت ش ا. 

  ي م نزد کخم شا   عددی  ي بعدیحل در ت يم بيرهيی احطری، نخي ج تغتم  کل بم ت بي

 هيی ذهم  ده ش ا. ، حخت در نتزهيی ا يد بتش شا  ي م تئطریهي ا  ي دقا ش ن روشروش

 يبد. در وشقع شفزش ش نتموی بي شفزش ش نتموی احطری اتزشن فمهينس طبتعت شفزش ش ات 

 احطری، اخ يظم بي شفزش ش  فخت  ياه ش ا.

  در اقيد م هطچکl/h م  کل بم ت امتبي شول بي هيی احي بي  ده بي تئطری تغتتفمهينس
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نخي ج عددی  ي بعدی نزد کخم ش ا و در ش ن احدوده نخي ج شو لم شنخلاف ا يدی دشرند. بي 

ده ده شه تا هي بي هم نزد کخم نطشهد بطد هي ش ن نشينشفزش ش ضم ب  غمی نخي ج تئطری

 پي تن بمش در تتمهيی بل د و نيا  ش ا.

  يبد و اين د شفزش ش چگي ت فمهينس طبتعت هيهش اتبي در نظم گمفخن نتموی احطری، بي 

 ی عکس دشرد.حي ا قبل فمهينس بي رير چگي ت رشبطي

 شفزش ش ططل  بب هيهش فمهينس طبتعت در تتم نطشهد  ،بي در نظم گمفخن نتموی احطری

 رشبطي ندشرد. l/1 د، و ت اين د حي ا قبل فمهينس بي 

  دهد. در غتيب نتموی نس طبتعت شول رش تغتتم اتی بتن ضيياا و فمهينتموی احطری رشبطي

ه د. احطری ش ن رشبطي نطت ش ا؛ شاي بي شفزش ش نتموی احطری ش ن رشبطي تغتتم هلت ات

ده د هي بي شاشی  ک ضيياا بحمشنت نطشهد ن طدشرهي فمهينس طبتعت حدشقلت رش نشين ات

 بطد.

 ی اسخقتم دشرد  طم ضيياا رشبطي  يبد و بي تطشنبي شفزش ش ضيياا بير ه ينش شفزش ش ات

 هي بي تئطری  خطن شو لم  ياگير ش ا.

   21شفزش ش ططل  بب هيهش بير ه ينش در تتم نطشهد  د و بير ه ينش بي/l  .اخ ي ب ش ا

 ش ن اطضط  نتز بي تئطری  خطن شو لم ه يه گت دشرد.
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  پیشنهادها-7-3

 هسخ دتم در اات ي ريری، اطشرد ا م قيبل بمر ت رکا شنجيم اطي عي رياع: 

 ؛هيی بم ت امتبي بي تمش خفيده شا تئطری 

 ؛بمر ت پي .  تسخم تحا بير احطری وشبسخي بي ااين 

 ؛بي اکين بمر ت پي .  تسخم تحا بير عمضت اخغتم 

 ؛هيی بد ا آادهگتمی شا پي .تم در  پلاس اعکطسهيی دقتقروش  خفيده شاش 

  ؛گمفخن ايده بي صطرت و سکطش  ختکدر نظم 

  در نظم گمفخن ايده بي صطرتFG؛ 

 بمر ت تغتتمشت فمهينس بي دشا ي؛ 

 ؛متبي دوتعتتن  کل ادهي بي حل اعيد ت ا 

  ؛ايندقيئم بيقت ن تبمر ت اسث ي، وقخت بير عمضت 

  ؛ه ينش  –پي .  –بمر ت تتم ضيياا اخغتم )فمهينس 

 ؛ت فطر ي در تعتتن پي .بمر ت شاکين ش خفيده شا تبد لا 

 



 

78 

 

 

 

 

 پیوست ها

 
 
 
 
 
 
 
 
  

 
 
 
 
 
 
 
 
 



سيئل   ي امایاپتط ا ش ف                                                                                         
 

79 

 

 [66]مسائل لايه مرزی -الف پیوست

  شثم 1شی هطچک )بير کهي شغخشيش در نيحتيدر ش ن قس ا اسيئلت در نظم گمفخي ات  طند هي در آن

در  ε در ش ن د خي اسيئل، پيرشاخم. ش اهمده و تغتتمشت اخغتمهيی وشبسخي در آن نتلت ا يد 

- طد. ش ن نطشحت بير ک بي اماهيی حطاه اطرد بمر ت اخرل اتاشخق ضمب ات یتم ن امتبيبزرگ

در  3شیدر اکينتک  تي ت، اسيئل  بي 2هيی اسيئل   ي امای طند. شا ش ن رو، ش ن د خي اسيئل بي نيم

 طند. اسيئل فتز کت ا يدی در هيربمدهيی ش کخم کت،   ينخي ات 4شیاکينتک ريادشت و اسيئل پط خي

 یشفخد و نيحتياطرد بمر ت شتفيق ات یورطد دشرند هي در آن، تغتتمشت  م عت شا  ک اخغتم، در نيحتي

 یدر اکينتک ريادشت و  تي ت، نقطي 1 ط  یشفخد،   يبير کت رش هي ش ن تغتتمشت در آن شتفيق ات

نيا د. در ش ن نطشحت، تغتتمشت در ر يضتيت ات 1اکينتک هطشنخطم و ني  ي  طح ش خطهسدر  6شنخقيل

ش ن  1 ده  ده  ي هشتدهتطشن بي اخغتم ه د بتين همد، شاي بي ه ک اقتيس  م ع )بزرگ م ع رش ن ت

 بي د.پي م اتهير شاکين

ده هي يبي  ک اثيل   ،رد. بمشی ش ن ا ظط طبي شنخرير تطضتح دشده ات MAEدر ش ن پتط ا روش 

، بي طمح و ضمورت بمر ت ش ن د خي اسيئل پمدشنخي ش احل دقتق آن نتز رکا اقي سي اطرطد 

  طد.ات

 بررسي يک مثال ساده-1-الف

 ادنظم ش ا: ی ا م رش بي  مش ي امای امبطط بي آناقدشر امای  يده یاسث يحل 

                                                 
1 Narrow region 

2 Boundary layer 
3 Edge layer 

4 Skin layer 
5 Shock layer 

6 Transition point 
7 Stokes line and surface 

8 Magnified or stretched scale 
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   1-ش ف)

2 2(1 ) (1 ) 0

(0) , (1)

y y y

y y

 

 

     

 
 

 طد اعيد ي و  مش ي امای بي د. ه چ تن فمض اتبعد هطچک ات ک پيرشاخم اثبا بت هي در آن 

 بعد هسخ د.بت

  طد:بمشی  مو ،  ک  می  ک طشنا بي صطرت ا م، بي ع طشن پي . تقم بت در نظم گمفخي ات

);()()(...   2-ش ف) 10  xyxyxy o  

شصلت و  مش ي امای آن ري گيشری همده و  یدر اعيد ينيا د. ش ن حل رش حل فطق رش حل نيررت ات

  طد:، بمشی هم امتبي نختجي اتهيی  کسين  پس بي بمشبم قمشر دشدن ضمش ب تطشن

   3-ش ف)











)1(

)0(

0

0

0

00

y

y

yy

 

   4-ش ف)










)1(

)0(

0

1

1

11

y

y

yy

 

 بي د، بمشبم ش ا بي:ات 1امتبي  یهي  ک اعيد ي  3-)ش ف یپي . اعيد ي

   1-ش ف)
xecy  00 

فطق فقي بي  ک  مط امای  یبي د، در حي ت هي رشبطيدشرشی دو  مط امای ات  3-)ش ف یاعيد ي

تطشند هم دو  مط امای رش شرضي ن ي د. ن ت)بي رز در  مش ي نيص شنطبيق   0yنتيا دشرد. ب يبمش ن 

 دهد:هم  مط امای،  ک پي . ايخلف ات ع ت شع يل 

   6-ش ف)
xeyy   00 ;)0( 

   1-ش ف)
xeyy   00 ;)1(

 

. پس در هم ش ا طد هي بي هم اخفيوت ب يبمش ن بي شاشی هم  مط  ک اقدشر بمشی ثيبا حيصل ات

اثبا بي د،  مط امای   1-)ش فدر اعيد ي y طد. هم گيه ضم ب صطرت  ک  مط امای شرضي ن ت

   ا چپ بي د نيد ده گمفخي  طد.

 :ش ابي صطرت   4-)ش فبطده و شا آن ري حل اعيد ي   1-)ش ف، ه ين اعيد ي 0yب يبمش ن پي . 
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   1-ش ف)
xx xeecy   1

11  

در ش ن ري نتز بيا ه ين اشکل تعدد  مش ي امای ورطد دشرد هي دوبيره بي نيد ده گمفخن  مط امای 

 بي صطرت ا م نطشهد  د: 1yچپ، 

   9-ش ف)
xexy  1

1 )1( 

 آ د:ب يبمش ن پي . هلت )حل نيررت  بي صطرت ا م در ات

)1(...   11-ش ف) 11   xxo exey  

)1(هي در ابدأ دشرشی اقدشر   e  ش ا هي بي اقدشر وشقعت)0(y  اخفيوت ات بي د. رکا

  طد.اشيص  دن ر شي ش ن غتم ک طشنت پي . رش بي حل دقتق اطرد اقي سي قمشر گمفخي ات

sxeyبي ري گيشری    بي تطري بي  مش ي امای، حل دقتق آن بي صطرت ا م بي د ا  1-)ش فدر ،

 آ د:ات

   11-ش ف)

        

   11
1

11
1111












 




 

ee

eeee

y

xx

e 

تقم بت نيررت، بي ، حل دهد هي بي شاشی اقدشری هطچک اقي سي حل نيررت و حل دقتق نشين ات

اطلب رش بکخم  ش ن ، 1-)ش ف  کل .بي درز در نزد کت اما چپ )  ي امای ، بم حل دقتق ا طبق ات

 دهد:نشين ات

 

01.0,1,0بي شاشی  اقي سي بسي حل نيررت بي حل دقتق  1-)ش ف  کل  [66]  

 

  کله د. حل دقتق در ابدأ، رکا شرضيء  مش ي امای،  م عي  تغتتم ات ، 1-)ش ف  کلبي تطري بي 
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  کلبي تطري بي  ه د.رش بم شندشاه   ي امای بتين ات هم شثم اقيد م ايخلف پيرشاخم هطچک  ، 2-)ش ف

  طد.تم ات،   ي امای بير کبي شفزش ش اقدشر  ، 2-)ش ف

تطشن بم حسب  ک ر د هي پي .  ک اعيد ي رش ن تبي تطري بي اطي ب بتين  ده در بي ، بي نظم ات

 اقتيس ت کي بتين همد

 

 
1,0امای بي شاشیشثم اقدشر پيرشاخم شغخشي ت بم شندشاه   ي  2-)ش ف  کل  66][ 

 لايه مرزیروش حل -2-الف

ش ن ش ا هي حل تقم بت  زواي  بم حسب  ک بسي و  ک اقتيس قيبل بتين  MAEشصلت در  یش ده

شی نيص، اخغتم  يال دو  ي چ د بسي و اقتيس ش ا هي هم هدشم در نيحتي اسث يبلکي حل  نتسا؛

اطرد بمر ت رش  يال  یهي ت يم حطاهشی شنخييب  طند هي شو  ، بسيهي بي د بي گطني. ش ن اقتيسهسخ د

ري بي حل  ک در ش ن دش خي بي  د. 1پط ينت )نيحتي اشخم  هيی نطشحت اجيور، هم طند. ثينتي ، حل

  طد.اثيل، بي  مح ش ن روش پمدشنخي ات

0، اعيد ي بي صطرت 0افموض ش ا. وقخت   1-)ش ف یاعيد ي yy يبد هي هيهش ات 

امای بي د تطشند هم دو  مط امای رش شرضي ن ي د. در نختجي  کت شا  مش ي شول بطده و ن ت یامتبي

 .ش اامای در ابدأ  ی ، بي تطري بي حل دقتق، اشيص  د هي   ي1-ش فحيف  طد. در بيش )

 طد هي آن، در  کت شا دو شنخکي ش ا.  پس، بي تطري بي آن، رکا تعتتن اطقعتا   ي امای، فمض ات

                                                 
1 Overlap 
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ي ا، وگمنشنطبيق بي  د فمض در هيی ه سي ي قيبل طد. شگم بسيبسي حل تعتتن ات ی ک ر لي

 .  ي امای در شنخکيی د گم قمشر دشرد

بي د حيف  طد.  پس، حل  )1(yامای در   ا رش ا ش ا و شا ش ن رو  یدر ش  جي،   ي

);()()(...نيررت بي صطرت  10  xyxyxy o  طد. بي ري گيشری ش ن حل در در نظم گمفخي ات 

  طد:و بي تطري بي  مط امای   ا چپ، حل نيررت بي صطرت ا م حيصل ات  1-)ش فاعيد ي

...   12-ش ف) xo ey  

تم   طد. شا )گسخمدهتم بزرگ 1xبمشی بمر ت رفخير حل در   ي امای فمضت،  ام ش ا، ه سي گت 

ش ا،  1xهي در آن  xنزد ک  x1هطچک  یش ا،  ک بياه ]1,0[اطرد بمر ت  یآنجي هي بياه

 طد. ب يبمش ن پيرشاخم  م ع بي صطرت بزرگ ات 1 x     تعم ف  ده هي در آن تم بي د بزرگ

نياعلطم ش ا و در حي ا هلت،  ک اقدشر قتي ت   ک پيرشاخم  م ع بي د. اقدشر  شا صفم بي د، تي 

ش ا و بي د شا طم ق تحلتل تعتتن  طد. بي هم حيل، بي تغتتم اخغتم  1 x    1-)ش ف، اعيد ي  

 بي اعيد ي ا م تبد ل ات  طد:

)1()1(0   13-ش ف) 22

2

2
21   y

d

dy

d

yd






  

 اعيد ي فطق، بي صطرت ا م ات بي  د: 1ر لات غي ب ،0وقخت هي  بي ثيبا نگي دش خن 

0   14-ش ف)
2

2
21   y

d

dy

d

yd





  

، 1بسخگت دشرد.  ي شاکين ورطد دشرد:  ، بي اقدشر 0در   13-)ش ف کل حدی اعيد ي 

1  1و 1. شگم 2بي صطرت   13-)ش ف،  کل حدی اعيد ي 2 0id y d   ات  طد هي

 پي . ع طات آن بمشبم ش ا بي:

00   11-ش ف) bay i  

شرضي ن ي د.  1xرش در  yبي د  مط امای   11-)ش ففمض  د،  1xشا آنجي هي   ي امای در 

                                                 
1 Dominant 
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 ب يبمش ن بمشی حل دشنلت نختجي ات  طد:

   16-ش ف) 0by i  

، بي د بيش هيی اشخم  دش خي بي  د.  16-)ش فو دشنلت   12-)ش فآاده نيررت  بي د احل هيی 

 بمشی تعتتن بيش هيی ه پط ين )اشخم   دو حل، بي صطرت ا م ع ل ات  طد:

بي اخغتم   12- ف)شرش ري گز ن  طد. در نختجي اعيد ي  ، اخغتم  م ع x  در حل نيررت، بي ريی 1

 رد د بي صطرت ا م درات آ د:

   11-ش ف)
 eo ey  1 

  طد:، نط خي ات0، بسي تتلطر اعيد ي فطق حطل پيرشاخم هطچک   حيل بي فمض ثيبا بطدن 2

   11-ش ف)
1)(  ey io  

  طد.شا آنجي هي اعيد ي در امتبي صفم بمر ت ات  طد، فقي  ک ر لي شا بسي در نظم گمفخي ات

  طد:ري گز ن ات x، اخغتم   در حل دشنلت بي ريی 3

   19-ش ف)


x
by i 


1

0 

 ، بي صطرت ا م ات  طد:0ثيبا، بسي تتلطر اعيد ي فطق، حطل  x  بي فمض 4

   21-ش ف)
     0

0

0

0





b

b

      if

if

      













x
b

y oi
1)(

0

 

oiio   مط ا طبق بطدن پي . هي، بي صطرت 1 yy )()(  .بتين ات  طد 

شرضيی  مط شنطبيق نتياا د آن ش ا هي  1e  هي ش ن در حي ا هلت بمقمشر ن ت بي د. حيل شگم

1 0بي صطرت   14-)ش ف،  کل حدی اعيد يidy d   0ات  طد هي پي . آنay i   ات

بيق درات آ د. شرضيی  مط شنط iy، پي . بي صطرت 0بي د. بي تطري بي  مط امای در 

حکم ات ه د،  1e  1هي در حي ا هلت بمقمشر ن ت بي د. پس فمض  نتز بمشی ش ن حي ا

0بي صطرت   14-)ش ف،  کل حدی اعيد ي 1ش خبيه ش ا. شگم 
2

2


 d

dy

d

yd ii

ات  طد هي پي .  
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ebayآن  i

00   0ات بي د. بي تطري بي  مط امای در پي . بي صطرت ،

 ebby i

00   درات آ د. پس شا بتينiy  بم حسبx بي فمض ،x  ثيبا، بسي تتلطر آن حطل

0 :بمشبم ش ا بي 

   21-ش ف)
     0

0

0

0





b

b

      if

if

      





 




x

oi

eb

y 1

0

)( 

رکا شرضيی  مط شنطبيق بي د  1e  00و bبي د.  بي د هي در حي ا هلت صحتح ن ت

ب يبمش ن، فمض ورطد   ي امای در   ا رش ا صحتح نتسا، شا ش ن رو   ي امای بي د در ابدأ بي د. 

اعخبم بي د. ب يبمش ن حل نيررت شی  1xبمشی ش  کي   ي امای در ابدأ بي د، حل نيررت بي د در 

);()()(...بي صطرت  10  xyxyxy o  ش ف طد. بي ري گيشری ش ن بسي در اعيد ي شنخييب ات(-

 حل نيررت بي صطرت ا م در ات آ د: 1xو بي تطري بي  مش ي امای در   1

1...   22-ش ف)  xo ey  

xبمشی بمر ت ورطد   ي امای در ابدأ، اخغتم  م ع رش بي صطرت    گمدد. بي تغتتم اعمفت ات

 ، بي اعيد ي ا م تبد ل ات  طد: 1-)ش فش ن اخغتم، اعيد ي 

)1()1(0   23-ش ف) 22

2

2
21   y

d

dy

d

yd






  

 ، ر لات غي ب اعيد ي فطق بمشبم ش ا بي:0وقخت هي 

0   24-ش ف)
2

2
21   y

d

dy

d

yd





  

بسخگت دشرد هي  ، بي اقدشر 0در   24-)ش فاشيبي حي ا قبل، در ش  جي نتز  کل حدی اعيد ي 

1اشيبي قبل   نياتده ات  طد. قيبل ذهم ش ا، بزرگ  ي ت صحتح، ه تشي  1نطشهد بطد و حد ت ي ز

 تط ي حد ت ي ز حيصل ات  طد.

oy بمشی هل نيحتي بي رز بياه هطچک نزد ک ابدأ وiy  فقي بمشی   ي امای اعخبم ات بي  د. در

                                                 
1 Distinguished limit 
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  طد:، شا رشبطي ا م ش خفيده ات1حل هلت ض ن ش ن دو حل،  ک نيحتي اشخم  نتز دشرند. بمشی تعتتن

   21-ش ف)
ioioc yyyy )( 

 بي صطرت ا م ات بي د:  1-)ش فبي تطري بي اعيد ي فطق، حل هلت 

   26-ش ف)
x

xc eeey



  )(1 

 
1.0,1,0بي شاشی  بي حل دقتق MAEهيیاقي سي  حل امهب روش  3-)ش ف  کل   66][ 

 ک پي . هلت ش جيد ات ه د هي بمشی حل دشنلت و نيررت قيبل تفکتک ات بي د. MAEروش 

                                                 
1 Composite solution 
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 معادلات مرتبه دو -ب پیوست
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 حل عددی - جپیوست 

 بعدیحل عددی يک -1-ج

 : تعم ف ش  ين اطرد نتيااول یمرحله

Ansys Main Menu>Preprocessor>Element Type>Add/Edit/Delete 

 رش شنخييب ه تد.Beam189 ش  ين  library of elementsدر پ جمه 

 : تعم ف نطشص ايدهدوم یمرحله

 ه تم.ش زوتموپتک تعم ف ات یفط د رش بي ع طشن  ک ايده

Ansys Main Menu>Preprocessor>Material Properties>Materia Model 

  طد. پس ادول ش  ختستخي، ضم ب پطش طن و چگي ت بي اقيد م ا م تعم ف ات

Ex=210e9, PRXY=0.25, DENS=7800 

  يای: ادلسوم یمرحله

  طد. بمشی تم تم تتم بي ه ک دو نقطي هلتدی  ک ني تم تم ات

Ansys Main Menu>Preprocessor>Modeling>Create>Keypoints>In active CS 

 شا استم و بمشی ش جيد ني ش ا (1,0,0)و  (0,0,0)ايخريت نقيط 

Ansys Main Menu>Preprocessor>Modeling>Create>Lines>Straight line 

  طد.ش خفيده ات

 : تعم ف  طح اقطعچهارم یمرحله

Ansys Main Menu>Preprocessor>Sections>Beam>Common Sections 

 ه تم.تعم ف ات اخماتلت 2اخم و عمض  ينخت 2بي ه ک استم فطق اسخطتلت  بي ططل 

 ب دیاش: پنجم یمرحله

  طد.تعتتن  ده و  پس تتم اش اده ات 31هي شبخدش تعدشد ش  يندر 

Ansys Main Menu>Preprocessor>Meshing>Mesh Tool>Mesh 

 تعتتن قتدهي و بيرگيشری: ششم یمرحله
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Ansys Main Menu > Preprocessor > Loads > DefineLoads > Apply > Structural > 

Displacement > On Keypoints  

بمشی  نطشهد  د. اقتد xرش خيی  در 1گمه و عمضت  ) yري ت در رش خيی يريب  تشنخکي یگمهدو 

بير گسخمده شا   يایرش شع يل ن طده و در ادلنتطتطن  1111بير احطری  2گمه در  ي ثبيرگيشری اس

 . طدش خفيده اتتتم گز  ي فشير بم روی 

Ansys Main Menu > Preprocessor > Loads > DefineLoads > Apply > Structural > Force 

Moment > On Keypoints  

FX=1000 

Ansys Main Menu > Preprocessor > Loads > DefineLoads > Apply > Structural > 

Pressure > On Beams 

PRES value=10 

  يثحل اس: هفتم یمرحله

 حل ش خيتتکت-1

 . طداتش خفيده  staticبمشی تعتتن حل ش خيتتکت شا حل 

Ansys Main Menu > Solution > Analysis Type> New Analysis  

Static 

 Large displacement یبمشی در نظم گمفخن نتزهيی بزرگ گز  ي Analysis Optionsدر قس ا 

Static  طد.اتفعيل  

Ansys Main Menu > Solution > Analysis Type> Solution Controls  

 ادشلحل -2

 ش خفيده  د. modalهيی طبتعت و  کل ادهي شا حل ن فمهينسبمشی تعتت

Ansys Main Menu > Solution > Analysis Type> New Analysis  

modal 

تعتتن  ده و تعدشد ادهيی اطلطب بمشی  Block lancsozروش حل  Analysis Optionsدر قس ا 

آن بم اقدشر فمهينس  تثثتم طد. در ش ن اسي ي بي د تل ورطد نتموهيی احطری و تعتتن اشيص ات

  طد.نتز فعيل ات prestress effectگز  ي امبطط بي 
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 حل ه ينش-3

 در تعتتن بير ه ينش ش خفيده  ده ش ا.   Eigen Bucklingشا حل 

Ansys Main Menu > Solution > Analysis Type> New Analysis  

Eigen Buckling 

بي  بي د حل ش خيتتکت ،قيبل تطري در آني تز ه ينش ش ن ش ا هي پتش شا تحلتل ه ينش اسث ي ینکخي

روش حل  Analysis Optionsدر قس ا  ت ش شنجيم گتمد.امبطط بي پتش فعيل همدن گز  ي

Subspace طد.تعتتن  ده و تعدشد ادهيی اطلطب بمشی تعتتن اشيص ات  

 حل د  ياتکت-4

 شا استم . دش خفيده  transientشا حل  در تحلتل اسيئل وشبسخي بي ااين

Ansys Main Menu > Solution > Analysis Type> New Analysis  

ه تم. بمشی شنجيم ت ظت يت امبطط بي حل شنخييب ات Fullو روش حل رش  Transientنط  حل رش 

 د  ياتکت شا استم 

Ansys Main Menu > Solution > Analysis Type>sol'n controls 

 شنخييب  د.  111هي و تعدشد ا م بياه شع يلبي ادت  ک ثينتي و بير پلي نط  تحم ک بي صطرت 

 حل عددی سه بعدی -2-ج

 اطرد نتيا: تعم ف ش  ين اول یمرحله

Ansys Main Menu>Preprocessor>Element Type>Add/Edit/Delete 

 رش شنخييب ه تد. solid95 و plane82 ش  ين  library of elementsدر پ جمه 

 : تعم ف نطشص ايدهدوم یمرحله

 ه تم.فط د رش بي ع طشن  ک ايده ش زوتموپتک تعم ف ات

Ansys Main Menu>Preprocessor>Material Properties>Materia Model 

Ex=210e9, PRXY=0.25, DENS=7800 

 : اد سيایسوم یمرحله

 .  طدشبخدش اسخطتل  طح اقطع ر م اتبمشی تم تم تتم 
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Ansys Main Menu>Preprocessor>Modeling>Create>Rectangle>By Dimensions 

 ش ا. اتلت اخم 2 ينخت اخم و عمض  2 ططلشبعيد اسخطتل 

 اش ب دی: پنجم یمرحله

 . طداخم اش اده اتهي ت بي شبعيد  ک اتلتخطتل  طح اقطع بي ش  يناسدر شبخدش 

Ansys Main Menu>Preprocessor>Meshing>Mesh Tool>Mesh 

 د ن ا ظطر شبخدش شا استمبي  طد.آن شهسخمود ات ع طد بم  پس  طح اقطع در رش خيی

Ansys Main Menu>Preprocessor>Modeling>Extrude>Elem ext opts 

 طد؛  پس ش  ين تعتتن ات 131هيی در رش خيی ططل  شنخييب  ده و تعدشد ش  ين solid95نط  ش  ين 

 شا استم

Ansys Main Menu>Preprocessor>Modeling>Extrude>Areas>Along normal 

  طد.مود ات طح اقطع بي ططل  ک اخم در رش خيی ع طد بم  طح شهسخ

 تعتتن قتدهي و بيرگيشری: ششم یمرحله

Ansys Main Menu > Preprocessor > Loads > DefineLoads > Apply > Structural > 

Displacement > On Area 

 اقتد xرش خيی  پ در  ا چب د م و در )عمضت  رش ات yدر شنخکي ريبجي ت در رش خيی   طحدر دو 

شع يل ن طده و  در امهز  طح رش 1111در   ا رش ا بير احطری بمشی بيرگيشری اسئلي  نطشهد  د.

 ه تم.ش خفيده ات  طحبير گسخمده شا گز  ي فشير بم روی  در اد سيای

Ansys Main Menu > Preprocessor > Loads > DefineLoads > Apply > Structural > Force 

Moment > On Nodes  

FZ=1000 

Ansys Main Menu > Preprocessor > Loads > DefineLoads > Apply > Structural > 

Pressure > On Areas 

PRES value=10 

 بعدی ش ا.امشحل حل و ت ظت يت امبطط بي آن اشيبي حل  ک
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Abstract 

 

In this research, mathematical and numerical analysis of beams with moderately large 

deflection under transverse and axial load are presented. These equations are derived 

using the first order shear deformation theory. The kinematic of problem is according to 

the von karman strain-displacement relation and the Hook's law is used as the 

constitutive equation. These equations which are a system of coupled nonlinear partial 

differential equations with constant coefficients have been derived by using the 

Hamilton’s principle. The matched asymptotic expansion method (MAE) and the 

Laplace transform has been applied to obtain the equations in Laplace domain. These 

displacements have been transmitted to the time domain by using the residual theorem. 

Based on this analytical solution, the response of the system, the buckling load and the 

natural frequencies, are determined for a given set of initial values. Finally, a parametric 

study is performed to investigate the effects of the various parameters such as thickness, 

density and length on the system response, natural frequency and buckling load. The 

results are compared with the numerical method too. 

Key words: First order shear deformation theory, Frequency analysis, Perturbation 

technique, Matched asymptotic expansion method, Moderately large deflection, Finite 

elements method. 
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