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 تشكر و قدرداني
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ج و حق نشريت نتايمالک   

 افزارها و ، نرمیاانهیرا یها، برنامهن اثر و محصولات آن )مقالات مستخرج، کتابیا یه حقوق م نویکل

ی در د به نحو مقتضین مطلب بایا باشد.یشاهرود م ی( مت لق به دانشااه صن تزات ساخته شدهیتجه

 .ولیدات علمی مربوطه ذکر شودت

 باشد.بدون ذکر مرجع مجاز نمی نامهانیج موجود در پایاستفاده از اطلاعات و نتا 
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 چكیده

گری پیوسته مورد تحلیل قرار فرآیند تغییر فاز و انتقال حرارت در فرآیند ریخته ،در این تحقیق

بصورت ستونی و با  گری که در این مسئله در نظر گرفته شده استگرفته است. مختصات قالب ریخته

کننده از قبیل دمای قالب و شرایط آب خن  همچنین شار خروجی از سطح مقطع مرب ی شکل است.

 .شودفرض می م لومورودی و پروفیل تغییر دمای آن در طول فرآیند 

 است، در ابتدا برای قالب، با تغییر مختصات کارتزین به مختصاتی که مشابه مختصات قطبی

ب دی تبدیل ذاب و جامد و قالب را از حالت دوب دی به ی های محاکم برای قسمت م ادلات انرژی

توان این م ادلات را گیرد و حتی میتری انجام میکنیم که با این کار حل م ادلات به شکل سادهمی

 به شکل تحلیلی نیز حل نمود.

 ادلات بدست آمده های مایع و جامد مدام در حال تغییر هستند، مچون میدان حل در قسمت

کنیم که میدان حل در مذاب ثابت و بدون را با انتقال مناسب دستااه مختصات بصورتی تبدیل می

ز روش تثبیت مرز استفاده شده است. در نهایت م ادلات تغییر شود. برای انتقال دستااه مختصات ا

-ورد تحلیل قرار گرفتهم سازی و بصورت عددیستفاده از روش تفاضل محدود گسستهبا ا بدست آمده

 .یر برای این مسئله ارائه شده است. همچنین ی  حل تحلیلی و با استفاده از روش تکرار متغاند

گری پیوسته و مسائل با مرز متحرک بیان شده است و ای برای ریختهدر فصل اول مقدمه

یان مسئله و در فصل دوم به ب تحقیقات انجام شده قبلی صورت گرفته است. همچنین مروری بر

گری پیوسته پرداخته شده است. در فصل سوم به حل م ادلات حاکم بر فرآیند تغییر فار در ریخته

عددی مسئله اختصاص دارد و در فصل چهارم نتایج بدست آمده از این روش ارائه و مورد تحلیل قرار 

است. در نهایت در  داده شده است. در فصل پنجم و ششم حل تحلیلی مسئله و نتایج آن گزارش شده

گیری و پیشنهادات پرداخته شده است. در این تحقیق نتایج برای مقادیر مختلف فصل هفتم به نتیجه

 .اندثیر این پارامترها بدست آورده شدهگری به منظور بررسی تاعدد استفان و سرعت ریخته



 

 ح

 

ی کارتزین را به ب دتوان مسئله دودهد که با تغییر مختصات مینتایج این تحقیق نشان می

در این تحقیق پارامترهای تر مورد تحلیل قرار داد. ب دی تبدیل کرد و مسئله را به شکل سادهی 

گری؛ و در اینجا اثر این پارامترها تاثیرگذار در فرآیند انجماد عبارتند از عدد استفان و سرعت ریخته

ه این اشاره کرد که با افزای  عدد استفان توان بمی بدست آمدهاز نتایج مورد بررسی قرار گرفته است. 

 یابد.ضخامت لایه جامد و سرعت انجماد نیز افزای  می

 

بیت مرز، روش تثگری، سرعت ریخته، مسائل استفان، گری پیوستهفرآیند ریختهکلمات کلیدی: 

.، توزیع دماضخامت لایه جامد  
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 گری پیوستهای در مورد ریختهمقدمه -9-9

این  د وننکیند پیوسته، به جامد تبدیل میآفراساس ی  پیوسته، فلز مذاب را برگری ریختهدر 

یندها موثرترین راه برای جامد کردن حجم آرباشد. این فیند تجاری مهم میآشامل چندین فرمکانیزم 

یه اکثر فلزات پا ،باشند. در جهانهای ب دی میزیادی از فلز و تبدیل آنها به اشکال ساده برای پردازش

میلیون تن آلومینیم، و ی  میلیون تن مس، نیکل و دیار  23میلیون تن فولاد،  233)شامل بی  از 

 رسند. پیوسته به تولید انبوه میگری یند ریختهآلانه با استفاده از فرفلزات(، سا

شود. یندهای انجماد متمایز میآاهیت حالت پایدار خود از دیار فرگری پیوسته توسط مریخته

سرعتی  شود، در حالی که بطور همزمان، از کف قالب بامذاب در مجاورت دیواره قالب منجمد می فلز

مایع در ی  موق یت ثابت با زمان تغییر نکند، دوباره باز پس گرفته شده و  -که فصل مشترک جامد

نند، به ک های آن در حالت پایدار کاریند هناامی که تمام جنبهآشود. این فرمی جامد، مایعدوباره 

 کند. بهترین وجه عمل می

گذاری بالاتر اما گری پیوسته عموماً هزینه سرمایهگری، ریختهیندهای ریختهآنسبت به دیار فر

ترین روش )چه از لحاظ هزینه و چه از لحاظ انرژی( یند پربازدهآکمتری دارد. این فر هزینه اجرایی

شود. با انواع اب اد و اشکال محسوب میفیتی سازگار تمام با کیرای تولید انبوه قط ات فلزی نیمهب

و تبدیل آن به ورق یا صفحه، مربع یا دایره برای  تواند مستطیلی، برای نوردمیسطح مقطع قط ات 

 باشد.  Lیا  Hبرای نورد و تبدیل به تیرهای "استخوان سای"محصولات طویل، و حتی اشکال 

گری ریختههای عمودی، برای گری پیوسته وجود دارد. ماشینیند ریختهآانواع مختلف فر

گری های انحنادار، برای ریخته. ماشینروندبا کاربردهای خاص، بکار می آلومینیم و برخی فلزات دیار

ن لایه در حال انجماد کرد گیرند و نیازمند خم کردن و یا راستها مورد استفاده قرار میاکثر فولاد

-نی بکار میهای غیرآهها و آلیاژبرای فولاد تری دارد و گاهاًساختمان کوچ  ،گری افقیاست. ریخته
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گری تسمه نازک، به منظور به حداقل رساندن میزان نورد مورد نیاز، برای تولید رود. در نهایت، ریخته

 شود.ها و فلزات دیار استفاده میمحدود فولاد

 

 گری پیوسته فولادریخته  -9-9-9

-شود. اگرچه ریختهمی های تاریخی محسوبیندی نسبتاً جدید در دورهآته، فرگری پیوسریخته

 23گری پیوسته فولاد تا دهه مطرح شد، اما ریخته 1828در سال  1گری پیوسته تسمه توسط بسمر

با این  2گسیختایت مانند یه مشکلات فنی زیادی داشهای اولمیلادی استفاده گسترده نیافت. تلاش

یابد در شود و فولاد مذاب اجازه میچسبد، پاره میانجماد به قالب میلایه فولاد در حال که  مفهوم

از طریق نوسان عمودی قالب  1934در سال  3تمام کف دستااه پاشیده شود. این مشکل توسط ژانقانز

 تر از لایه فولاد به سمت پایین بیاید تاسریع به این م نا که قالب "تسمه منفی")با استفاده از مفهوم 

گری پیوسته یند ریختهآهای دیار، فرها و پیشرفتچسبندگی اتفاق نیافتد( حل شد. بسیاری نوآوری

درصد فولاد امروز جهان شامل فولاد کربنی  93یند پیچیده کنونی آن برای تولید بی  از آرا به فر

 تبدیل کرد.  های زنگ نزن،و فولادساده، آلیاژی 

-های مختلف خن نشان داده شده است. قسمت (1-1شکل )گری در مکانیزم فرآیند ریخته

کننده منتقل قالب مسی گرما را از مذاب به آب خن سازی در این فرآیند در شکل مشخص است. 

سازی با اسپری شود، فرآیند خن ته میگف 4سازی ثانویهدهد. در زیر قالب که به آن منطقه خن می

تر دستااه، این عمل با انتقال حرارت بوسیله تش شع شود و در قسمت پایینکردن آب انجام می

ت و گیرد. در این تحقیق قسمت مشخص شده در شکل را برای بررسی فرآیند انتقال حرارصورت می

 .تشکیل انجماد در نظر گرفته شده است

 

                                                 
1. Bessemer 
2. Breakout 
3. Junghans 
4. Secondary cooling zone 
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 و اجزای آن. گری پیوستهطرح کلی از فرآیند ریخته       (1-1) شکل

 

پدیده مکانیزم انتقال  کند درکگری بازی میند ریختهفرآی در چون انتقال حرارت نق  مهمی

دهد که در مورد پروفیل انجماد تشکیل شده و توزیع دما آیند به ما این امکان را میحرارت در این فر

 گذارند را بشناسیم.هایی که بر این دو پارامتر اثر میو متغیر های اولیه درستی داشته باشیمبینیپی 

 یر محدود( که به وسیلههای قالب مسی بدون کف )غلب، فولاد مذاب در مجاورت دیوارهدر قا

-دهد. قالب بصورت عمودی نوسان میشده و ی  لایه جامد را تشکیل می شود، منجمدآب سرد می

تر از دستااه از د. قرارگیری نوردهای متحرک پایینکند تا چسبندگی لایه به دیواره قالب برطرف شو

، چسبیدن لایه جامد به دیواره در سرعتی که با جریان فلز در حال ورود مطابقت داشته باشد

 رود. سرعت جریان مذابت ایده آل در حالت پایدار پی  مییند بصورآکند در نتیجه فرجلوگیری می

شود، می فرستاده اساس سیانالی که از ی  حسار سطحی در قالببر ،توسط محدود کردن دهانه نازل

 سرباره .1

 متوقف کننده .2

 توزیع کننده .3

 اتصال دهنده .4

 قالب و ژاکت آب سردکننده  .2

 غلت  ناهدارنده .2

 منطقه کامل شدن .7

 اتصال دهنده .8

 لسطح کنتر .9

 هلاله .13

 واحد خروجی .11

 قالب شم  .12

http://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/c/c0/Lingotamento_Continuo-Continuous_Casting.png
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یه منجمد جایی که نوک لا ،است 1یند انجماد اولیه در هلالهآترین قسمت فربحرانی گردد.کنترل می

شود و اگر است که سطح محصول نهایی ایجاد میرسد. اینجا، جایی شده به قالب و مذاب می

توانند شکل گیرند. های سطحی میمشکلاتی از قبیل تغییر سطحی اتفاق بیافتد، نواقصی مانند ترک

اصله بین قالب و ر فبرای اجتناب از این موضوع، روغن یا سرباره قالب به هلاله فولاد اضافه شده و د

برابر هوا محافظت  شود. علاوه بر روانکاری سطح تماس، لایه سرباره قالب از فولاد درلایه جاری می

 کند. ده و عایق حرارتی ایجاد میها را جذب کرکرده، ناخالصی

قالب باید قادر به خارج کردن مقدار کافی حرارت از فولاد مذاب در حال عبور باشد بطوریکه 

ای باشد که از ایجاد پدیده گسیختای که در جامد تشکیل شده هناام خروج از قالب به اندازهضخامت 

الی  2زیر خروجی قالب، لایه نازک منجمد )با ضخامت قسمت قبل به آن اشاره شد، جلوگیری شود. 

کند، ه که بخ  درونی لایه را ایجاد میماندوان ظرف عمل کرده و از مایع باقیمتر( به عن میلی 23

کند. نرخ سیلان ه بین نوردهای پشتیبان را خن  میسطح لای ،کند. پاش  آب یا هواحفاظت می

امد شدن کامل هسته مذاب پاش  برای کنترل دمای سطح لایه با حداقل گرم شدن دوباره تا ج

تر م 43تا  13ریز که بار 2شد )در طول متالورژیکی شود. ب د از آنکه هسته کاملا منجمدتنظیم می

بریده  ول دلخواه دیاریاست(، شم  پیوسته با مش ل اکسی استیلن به تختال یا شمشال یا هر ط

 شوند. می

گری پیوسته مختلفی برای تولید مقاط ی با اشکال و اب اد متفاوت وجود دارد. یندهای ریختهآفر

های ری تختالگت سخت و محکم پشتیبان برای ریختهای با صفحاهای سناین چهار تکه صفحهقالب

متر( که نورد شده و به ورق  2/2تا  2/3و عرض  میلی متر 223تا  23بزرگ و مستطیلی )به ضخامت 

های با مقطع گری شمشههای مشابهی نیز برای ریختهروند. قالبشوند، بکار میدیل مییا صفحه تب

های شوند. قالباده میرسد، استفمی میلی متر 433×233تقریبا مربع که سطح مقطع آنها تا اب اد 

                                                 
1. Meniscus 
2. Metallurgical length 
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( میلی متر 233تا  133های کوچ  و مرب ی )به ضخامت گری شم ای ی  تکه برای ریختهاستوانه

-ها و محورها تبدیل میها، میخها، ریلها، نبشیتری مانند مفتوللات طویلمحصو به که نورد شده و

ه نوردهای دوار بزرگ بمه با استفاده از گری تسجدید ریخته یندآگیرد. فرشوند، مورد استفاده قرار می

در حال توس ه  میلی متر 3تا  1های فولادی به ضخامت های قالب برای انجماد ورقعنوان دیواره

 است. 

گری مقاطع بزرگ مانند تختال، باید ی  سری غلت  نورد لایه فولادی نرم در هناام ریخته

اثر فشار مذاب درونی به  در 1کند تا باد کردنبین خروجی قالب و طول متالورژیکی را پشتیبانی 

های اضافی دیاری نیز برای وادار کردن لایه به راست شدن )از طریق انتقال از حداقل برسد. غلت 

بخ  انحنادار به بخ  مستقیم و راست مسیر( لازم است. اگر پشتیبانی و تنظیم غلت  نورد کافی 

شود. این عیوب حتی ب د از چندین نورد دیار در ایی میهای داخلی و جدنباشد، منجر به بروز ترک

ی از اهمیت گریند ریختهآی خواهد ماند، بنابراین کنترل فرهای دیار، در محصول نهایی باقعملیات

 زیادی برخوردار است. 

میزان  شود. ب د از آنکه فلز بهآغاز می "میله کف بند"بستن کف قالب با ی  فرایند فوق با 

د به آرامی از طریق گری م مولی تا نوک  منجمد شد، میله کف بند ی  قط ه ریختهکافی مانن

یند بطور پیوسته آگردد. سپس این فرباز می آید و به حالت پایدارگری پیوسته پایین میدستااه ریخته

آغاز  ارهیند دوبآه ذخیره فولاد به اتمام رسد و فریابد تا وقتی کاز ی  ساعت تا چند هفته ادامه می

-برای اجتناب از مشکلات کیفیتی  متر بر دقیقه 8الی  3.1 گری به میزانشود. حداکثر سرعت ریخته

 شود. ل مجاز هسته مذاب کنترل میتوسط طو -های بالاتر بدتر استکه عموما در سرعت

داد. گری، این مسائل را باید در زمره مسائل دوفازی قرار به دلیل تشکیل جامد در فرآیند ریخته

نکته مهم در ایناونه فرآیندها این است که در حین تشکیل جامد موق یت فصل مشترک جامد و مایع 

مقدار بیشتری از مایع به جامد تبدیل در هر مقطع قالب متفاوت بوده و با حرکت مذاب در داخل قالب 

                                                 
1. Bulging 
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هر چیز باید ابتدا  کند. در نتیجه قبل ازشود و مرز بین این دو فاز به سمت مرکز قالب حرکت میمی

 ای در مورد مسائل مرز متحرک ارائه داد.مقدمه

 

 ل با مرز متحرکای بر مسائمقدمه -9-2

شناسند. در مسائل استفان همیشه ی  می 1محققین، مسائل مرز متحرک را با مسائل استفان

ساس برا گویند. این شرطشرط استفان می ،شرط مرزی اضافه در مسئله وجود دارد که به این شرط

 به دلیل یا جذب شده آزاد شدهشود که در آن انرژی در مرز بین جامد و مایع نوشته میموازنه انرژی 

شود. روابط موجود در مسائل منتقل می یا داخل ناحیه حل به سمت خارج یا ذوب انجماد فرآیند

جذب یا آزاد  های گرمایی ایجاد شده در طیدهنده ی  مدل ریاضی برای توضیح فرآینداستفان نشان

های یخ زدن آب، انجماد به فرآیندتوان می به عنوان مثالشدن انرژی در فرآیند تغییر فاز هستند. 

 .[1] ، ذوب یخ و ... اشاره کرد2فلزات، انجماد سریع غذاها

های ترموفیزیکی در صورتی که شرایط اولیه و مرزی و پارامتر رامسائل استفان عموماً محققین 

موق یت  نتوزیع دما در میدان مورد مطال ه و همچنین بدست آوردت یین  به منظور مشخص باشند،

 دهند.مورد تحلیل و بررسی قرار می ،گویندنیز می 3که به آن جبهه انجماد جامد ˗مایع فصل مشترک

اشاره کرد که در آن دما را در  4فازیتوان به مسئله استفان ت ی  حالت خاص از این مسائل را می

گیرند و می طرف فصل مشترک ثابت و برابر با دمای تغییر فاز یا همان دمای ذوب در نظر ی 

باشد دهند. مثالی از این حالت فرآیند انجماد آب میتغییرات دما در فاز دیار را مورد بررسی قرار می

له استفان اما در تحقیق حاضر ما با مسئ [.1] باشدکه در آن دما در فاز مایع برابر دمای ذوب می

 باشد.دوفازی مواجه هستیم، به این صورت که دما در هر دو طرف مرز متحرک در حال تغییر می

 
                                                 

1. Stefan problem 
2. Deep freezing of foodstuffs 
3. Freezing front 

4. One-phase Stefan problem 
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 مرز متحرکپیشینه تاریخي مسائل   -9-2-9

 -( بر روی تغییر فاز جامد1832-1893) 1مسائل مرز متحرک در ابتدا توسط جوزف استفان

( 1728-1722های )ر چند بین سال( مورد مطال ه قرار گرفت، ه1889-1891های )مایع بین سال

های تجربی بر روی ( ی  سری ف الیت1728-1799) 2فیزیکدان و شیمیدان اسکاتلندی جوزف بلاک

انجام داد. او اثبات کرد که انرژی حاصل از این فرآیند  3فرآیند تغییر فاز آب و یخ در دانشااه گلاسکو

ود. در نتیجه او پارامتری را با مفهوم گرمای تواند تنها به صورت گرمای محسوس از آن خارج شنمی

 .[1] نهان م رفی کرد

( برای انتقال حرارت 1728-1833) 4ریاضیدان و فیزیکدان فرانسوی جان باپتیس جوزف فوریه

ای انجام داد و روابط ریاضی و فیزیکی مهمی را تهیه و در کتاب در فرآیند تغییر فاز مطال ات گسترده

به چاپ رسیده  1822در سال  که "La Théorie Analytique de la Chaleur"خود با عنوان 

بود، منتشر کرد. ترکیب گرمای نهان در م ادلات انتقال حرارت هدایتی اولین بار توسط فیزیکدان 

در  1831( در سال 1799-1824) 2مهندس مکانی  امیل کلاپیرونو ( 1792-1823) 2گابریل لامی

 .[1] چاپ رسید ای بهالهرار گرفت و در مقبه صورت تحلیلی مورد بحث ق

 

 پیشینه تحقیق -9-3

گری پیوسته و مسائل مرز در این قسمت مروری بر تحقیقات انجام شده قبلی در زمینه ریخته

ل استفاده هایی که محققان برای حل این نوع مسائروش صورت گرفته است و به بررسیمتحرک 

 .شوداند، پرداخته میکرده

 

                                                 
1. Jožef Stefan  
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 گری پیوستهریخته تحقیقپیشینه   -9-3-9

های عملی پرکاربرد و مهم در صن ت تولید فلز به گری پیوسته یکی از روشبا اینکه ریخته

های های آزمایشااهی دقیق برای بررسی و تحلیل پارامتردلیل هزینه اجرایی کم آن است، اما داده

ر حرارتی آزاد شده به ترمودینامیکی، بدست آوردن توزیع دما در مذاب، جامد و قالب و همچنین شا

های ساده ، مدلدر نتیجههایی روبرو است. دلیل انجماد، کم و نادر و انجام این آزمایشات با دشواری

 شده مختلفی برای این مسئله پیشنهاد شده است.

گری پیوسته، حل تحلیلی م ادلات انرژی در های ریختهبه دلیل وجود تغییر فاز در فرآیند

تحلیلی ارائه شده  مدلای های استوانهغیر بسیار پیچیده است و بیشتر برای قالبقلمرو نامشخص و مت

-نرم های عددی یا با استفاده ازدار را بیشتر بوسیله روشها با هندسه چهارگوشهاست. بنابراین قالب

 شود.ها اشاره میاند که در ادامه به برخی از این مدلافزارهای تجاری حل کرده

با سطح مقطع  در کنار قالب را سازیبه صورت تئوری پدیده خن  [2]اران  و همک 1کنجیل

ی  مدل  از اند. آنها برای تحلیل خوددهبررسی قرار دا مورد سازی ثانویهو در ناحیه خن مرب ی شکل 

های ریاضی ناپایدار و دوب دی انتقال حرارت برای محاسبه توزیع دما و همچنین مطال ه تاثیر پارامتر

 ADI . آنها این مسئله را با استفاده از روشاستفاده کردند، گری بر روی کیفیت شم تهریخ

 سازی و بصورت عددی حل کردند. گسسته

-مکانیزم انتقال حرارت و فرآیند تشکیل انجماد را برای فرآیند ریخته [3]علیزاده و همکاران  

بررسی قرار دادند. مدلی را که به آن پرداختند شامل م ادله  گری پیوسته در شرایط مختلف مورد

و آن را با استفاده از روش حجم محدود حل کردند. مدل ریاضی آنها قادر  ناپایدار و دوب دی انرژی بود

 باشد. به ت یین ضخامت لایه جامد تشکیل شده و توزیع دما در قالب و جامد می

                                                 
1. Kandeil 
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گری پیوسته آلومینیوم که این فرآیند در ی  به ریختهمسئله حالت پایدار مربوط  [4] 1داس

سازی عددی حل کرد. او با استفاده از پذیرد را با استفاده از روش شبیهای انجام میقالب استوانه

مچنین تکنی  انتقال دستااه مختصات به حل پدیده و ه 2 امدسازی حجم کنترل غیر متگسسته

ترک جامد و مایع و ارزیابی پروفیل دمایی در طول عملکرد انتقال حرارت که شامل ت یین مرز مش

  گری پیوسته بود، پرداخت.ریخته

با استفاده از الاوریتم ژنتی  ی  مدل ریاضی برای انجماد در  [2]و همکاران   3سانتوس

-سازی )خن سازی برای شرایط خن گری پیوسته ارائه دادند. آنها از استراتژی بهینهفرآیند ریخته

زی اولیه در قالب و مرحله ثانویه( و شرایط متالوژیکی مذاب به منظور تولید با بالاترین کیفیت بهره سا

 بردند. در نهایت نتایج بدست آمده را با نتایج قبلی که از روش تجربی بدست آمده بود مقایسه کردند. 

سازی مدلرا برای  2محدود نقطهی  روش بدون شبکه با نام روش  [2]و همکاران   4ژنگ

برای محاسبه گرمای نهان بهره بردند.  2فرآیند انجماد مذاب بکار بردند. آنها همچنین از روش آنتالپی

روش المان آنها نتایج خود را با مسئله استفان کلاسی  و انجماد دوب دی که با استفاده از روش 

)محدود )FEM ررسی کردند. حل شده بود، از نظر صحت و درستی ب 

ب دی انرژی در داخل قالب برای شم  برای م ادله سه را حل عددی [7] 8و جایجه 7جانی 

گری پیوسته ارائه کردند. آنها این روش عددی را برای محاسبه میدان دما و فلز در طی فرآیند ریخته

 افزار تجاریو نرم FEMروش عددی، آنها از ضخامت لایه جامد تشکیل شده بکار بردند. برای حل

ANSY S .بهره بردند  

                                                 
1. Das 

2. Nonorthogonal control volume discretization 

3. Santos 
4. Zhang 
5. Finite point method 
6. Enthalpy method 
7. Janik 
8. Dyja 
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گری سازی ریاضی فرآیند ریختهروش المان محدود را به منظور مدل [8] 2و ونکیر 1کانستیلز

ای استفاده کردند. در این تحقیق آنها فرض کردند که مذاب با سرعت پیوسته در ی  قالب استوانه

مورد  3کند. در این تحقیق دو حالت استفان مستقیم و م کوسای عبور میز داخل قالب استوانهثابتی ا

 شود.در مورد مسائل استفان مستقیم و م کوس در قسمت ب دی توضیح داده میبررسی قرار گرفت. 

جدیدی را برای محاسبه شار حرارتی محلی در قالب تحلیلی مدل  [9]علیزاده و همکاران  

در مورد ت یین شار  های ارائه شده قبلیهای مدلری پیوسته ارائه کردند. این مدل محدودیتگریخته

 های دیار نیز استفاده کرد.توان از آن برای حالترا ندارد و می حرارتی منتقل شده

) 2گری پیوسته سیمانتقال حرارت را در فرآیند ریخته [13] و همکارش 4شی )CWC  در کانال

شود، مورد تجزیه و تحلیل قرار دادند. آنها در این گری مستطیلی شکل که به تدریج باری  میریخته

تحقیق از روش تفاضل محدود برای حل عددی خود استفاده کردند و همچنین تاثیر پارامترهای موثر 

و ضریب هدایت کننده، دمای ورودی مذاب گری، دمای آب خن در فرآیند از جمله سرعت ریخته

 گرمایی قالب را بر روی زمان تشکیل انجماد بررسی کردند.

توان جزء مسائل گری پیوسته به دلیل تغییر فاز و حرکت مرز فصل مشترک را میمسئله ریخته

استفان در نظر گرفت و حل کرد. بنابراین در اینجا لازم است مختصری از پیشینه تحقیق مسائل 

 های مورد استفاده برای حل ایناونه مسائل ارائه شود.وشدوفازی و مرز متحرک و ر

 

 استفان پیشینه تحقیق مسائل  -9-3-2

به آنها اشاره  [1]های مورد استفاده در مسائل مرز متحرک که در ای از روشدر ابتدا تاریخچه

 شود.شده است را در این قسمت عنوان می

                                                 
1. Constales 
2. Van Keer 
3. Direct & inverse Stefan problem 
4. Shi 
5. Continuous wire casting 
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اند و م مولاً از این تحرک مطرح شدهسازی مسائل مرز مسازی و سادههایی که برای مدلنظریه 

)روش مرز بدون  1اند عبارتند از: روش تثبیت مرزها برای حل عددی این نوع مسائل استفاده شدهایده

 . 3و روش ت یین مسیر مرز( 2حرکت

 با تغییر متغیر مناسب این انتقال بنا نهاده شده است. 4روش تثبیت مرز براساس انتقال لاندا

 :گیردجام میبصورت زیر ان

(1-1)  
( )

x

t



 

)در آن  که )t  0بیانار موق یت فصل مشترک جامد و مایع است. نقاط محدود به دو مرزx   و

( )x t  0 ( )x t   به دستااه ثابت 0 1  شود. با استفاده از این نااشت، منتقل می

شوند شود. از طرف دیار م ادلات حاکم به م ادلات صریح تبدیل میقلمرو غیرخطی مسئله حذف می

های حل این دستااه م ادلات غیرخطی . بنابراین یکی از راهکه از نظر جبری غیرخطی هستند

 های عددی است.استفاده از روش

پیشنهاد کرده بود و  1923اه مختصات که در بالا به آن اشاره شده، لاندا در سال انتقال دستا

دود از آن استفاده شد. سازی روش تفاضل محبرای پیاده 2توسط کران  1927اولین بار در سال 

های های کلی است که در آنها ناحیههای ساده انتقالب دی ت ریف شده در بالا یکی از حالتانتقال ی 

-شوند و م مولاً با عنوان انتقالب دی به ناحیه مستطیل ثابت تبدیل مینی شکل دوب دی و سهمنح

های مرز ثابت است که برای ترین روششوند. روش آنتالپی یکی از رایجم رفی می 2های منحنی شکل

 شود.حل مسائل استفان از آن استفاده می

                                                 
1. Front fixing method 
2. Boundary immobilization method 
3. Front tracking method 
4. Landau transformation 
5. Crank 
6. Curvilinear transformation 
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شود. و مایع بطور پیوسته مشخص میدر روش ت یین مسیر مرز، موق یت فصل مشترک جامد 

مثالی از این روش است که در آن موق یت خطوط همدما )مرز تغییر فاز  1روش انتارال ت ادل گرمایی

 شبکه) 2متغیر شبکهشود. روش آید( بطور صریح ت یین مینیز یکی از خطوط همدما به شمار می

ن مرز فاز است مثالی دیار از نظریه ت یین مکانی متغیر و یا گام زمانی متغیر( که روشی برای ت یی

0xمکانی بین مرز ثابت  هایشبکهآید. در این روش ت داد شمار می مسیر مرز به   و مرز متحرک

( )x t ثابت و برابر باN گرهنابراین مرز متحرک همیشه در است و بNگیرد. لازم به ام قرار می

بطور پیوسته در حال تغییر  هاشبکه و همچنین اندازه هاگرهذکر است که بخاطر حرکت مرز موق یت 

 است. 

های ذکر شده در بالا در حل مسائل استفاده شده به تحقیقاتی که بیشتر از روش در زیر اکنون

 شود.است اشاره می

مسئله استفان را در دو حالت مستقیم و م کوس حل کرد. مسائل استفان  [11] 3اسلوتا

 هدف شود که در آنها توزیع دما و موق یت مرز متحرک مجهول است ومستقیم به مسائلی گفته می

به مسائلی  استفان م کوسمسائل ،  اما ها استمحققان از تحلیل این مسائل بدست آوردن این پارامتر

، )یکی از شرایط مرزی( تاب ی که دما را در مرز نشان دهد توزیع دما و د که در آنهاشوگفته می

در حالیکه موق یت مرز متحرک م لوم  مجهول است. حل ایناونه شامل یافتن این دو پارامتر است

) 4. حلی که اسلوتا ارائه داد براساس روش تکرار متغیرشودمیفرض  )VIM  .او در این مقاله به بود

های عددی از جمله روش تفاضل محدود و المان محدود پرداخت های این روش در برابر روشبرتری

او همچنین مسئله استفان م کوس را با  سازی این روش اشاره کرد.توان به عدم نیاز به گسستهکه می

توزیع دما در میدان حل و  . این مسئله شامل حل[12]حل کرد  2استفاده از روش انحراف هماتاپی

                                                 
1. Heat balance integral method 
2. Variable grid method 
3. Slota 
4. Variational iteration method 

5. Homotopy perturbation method 
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تواب ی که دما و شار حرارتی منتقل شده در مرز را نشان دهد، بود در حالیکه موق یت بدست آوردن 

داد که این روش نیز روشی موثر برای فصل مشترک م لوم در نظر گرفته شده بود. محاسبات نشان می

 آید.نظر به شمار می حل مسائل مورد

حل تقریبی برای  با استفاده از روش تکرار متغیر ی   1زیلونکا ار به همراهدر تحقیقی دی اسلوتا 

. این مسئله شامل ت یین میدان دما در میدان حل و [13] فازی ارائه دادندمسئله استفان ت 

فازی به دلیل ک بود. میدان حل مسئله استفان ت همچنین مشخص کردن موق یت فصل مشتر

ر حال تغییر بود، بنابراین اسلوتا و همکارش در ابتدا با استفاده از روش تشکیل جامد با گذشت زمان د

قلمرو حل را مستقل از زمان کردند و سپس با انتخاب تابع اولیه برای  ،و تبدیل مختصاتتثبیت مرز 

مسئله را نیز این  [14]و همکاران   2آکدما و موق یت فصل مشترک، مسئله را حل کردند. هتمینی

و روش تکرار متغیر حل و نتایج حاصل از این دو روش را با هم مقایسه  3تجزیه ادومینبا دو روش 

بخ  است، ولی با تحلیل کردند. آنها به این نتیجه رسیدند نتایج بدست آمده از هر دو روش رضایت

V تر و تحلیل خطاهای هر دو روش نسبت به حل دقیق مسئله، روشدقیق IM ا برای حل مسائل ر

 تر دانستند. تر و دقیقمرز متحرک مناسب

ب دی مرز متحرک با شرط مرزی متناوب را به کم  مسئله ی  [12]و همکاران   4راجیو

روش تکرار متغیر حل کردند. آنها در این مقاله با استفاده از روش تکرار متغیر دما را برحسب موق یت 

 ت یین کردندذاری در شرط استفان تابع موق یت مرز متحرک را و با جایا ندمرز متحرک بدست آورد

و بنابراین به دنبال آن تابع توزیع دما نیز ت یین شد. لازم به ذکر است که شرط استفان رابطه بین 

دهد. آنها در این تحقیق نیز به حجم کم محاسبات و گرادیان دما و موق یت مرز متحرک را نشان می

 ش اشاره کردند.همارایی سریع این رو

                                                 
1. Zeilonka 

2. Hetmaniok 

3. Adomian decomposition method 
4. Rajeev 
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ب دی با شرط مرزی با روش تفاضل محدود مسئله استفان ی  [12] 2و کادول 1سیوویچ

و همچنین سرعت انجماد حل را به منظور ت یین توزیع دما، موق یت فصل مشترک  دیریشله متناوب

چنین با تغییر ها را به ازای مقادیر مختلف عدد استفان بدست آوردند. آنها همنها این پارامترکردند. آ

این دو محقق در دامنه نوسان در شرط مرزی دیریشله اثرات این پارامتر را نیز مورد بررسی قرار دادند. 

سازی شده است، مکانی متغیر را که براساس روش تفاضل محدود گسسته شبکهروش  تحقیق دیاری

 بسته به زمان بکار بردندب دی استفان با شرایط مرزی واتشریح فرآیند انجماد در مسئله ی برای 

نظر بود. نتایج  . در این تحقیق ت یین توزیع دما، موق یت مرز متحرک و سرعت انجماد مورد[17]

آمده تطبیق خوبی با نتایج موجود از حل دقیق داشت. از مزایای روش بکار رفته در این  بدست

توان با می و همچنینهای مشابه دیار است تحقیق، کمتر بودن زمان محاسبات نسبت به روش

 به دقت بالاتری دست یافت. هاشبکهتصحیح اندازه 

ای مشابه مسئله استفان متغیر و تثبیت مرز مسئله شبکهبا استفاده از دو روش  [18] 3کاتلویی

نظر را با استفاده دو روش به فرم مناسبی برای حل تبدیل کرد. در نهایت  را حل کرد. او م ادله مورد

 سازی و حل کرد. آمده را براساس روش تفضل محدود و بصورت صریح گسسته تم ادلات بدس

ب دی انجماد که به تشکیل جامد در کف قالب اشاره دارد و با شرط مسئله ی  [19] 4یجت

مرزی متناوب را با استفاده از روش تفاضل محدود حل کرد. او در این تحقیق به دنبال ت یین توزیع 

کیل شده و قالب، موق یت مرز متحرک انجماد و همچنین سرعت تشکیل دما در ضخامت جامد تش

های مختلف نظیر عدد استفان، ضخامت قالب، ضریب پارامتر د بود. او همچنین به مطال ه اثرانجما

 هدایت حرارتی و ضریب نفوذ حرارتی بر روی ضخامت تشکیل شده و سرعت آن پرداخت. 

                                                 
1. Savović 

2. Caldwell 
3. Kutluay 

4. Yigit 
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سازی شده ش تفاضل محدود بصورت صریح گسستهوکه براساس ر 1متناوب ثابت شبکهروش 

فازی کلاسی  ارائه شد. به منظور حل مسئله استفان ت  [23]و همکاران   2است توسط ورما

-را ابتدا با روش تثبیت مرز و انتقال دستااه مختصات به فرم مناسبمسئله همین [ 21] 3اسیتهامبی

گیری تکنی  مشتق براساسددی ساده سپس با استفاده از ی  روش ع وتری برای حل تبدیل 

  گذاری شده است.پایهاین مسئله را حل کرد. این روش براساس بسط سری تیلور  4خودکار

مسئله دوفازی استفان را حل  2با استفاده از روش تکرار پیکارد [22]و همکاران   2ویتولا

و با استفاده از روش پیکارد و  کردند. آنها در این مسئله ی  تابع مجهول را برای توزیع دما انتخاب

براساس شرایط مرزی موجود تابع مجهول را ت یین کردند. برای موق یت فصل مشترک نیز تاب ی با 

ضرایب مجهول فرض کردند که با روش مینیمم انحراف توابع براساس شرایط مرزی و تابع دما ت یین 

 شد. 

 دی ذوب و بال ت ادل حرارتی مسئله ی انتار با استفاده از روش [23] 8و کازمیرژاک 7رودیی

باشد، حل انجماد در ی  قالب با شرط مرزی انتقال حرارت جابجایی که این شرط تابع زمان نیز می

کردند. آنها حالت گذرای این مسئله را با همین روش نیز مورد بررسی قرار دادند. در نهایت اثرات 

 فصل مشترک مایع و جامد بررسی کردند.  امتضخ تغییر عدد بیوت را بر روی افزای  یا کاه 

های انتارال ت ادل حرارتی و آنتالپی مسئله انجماد را در با استفاده از روش [24] 9دول و وانکا

هندسه کروی بررسی کردند. هدف از این تحقیق بدست آوردن موق یت فصل مشترک بود. آنها این 

و به این نتیجه رسیدند که نتایج بدست آمده از  دندحل کرمسئله را برای مقادیر مختلف عدد استفان 

 هر دو روش انطباقی خوبی با یکدیار دارند. 

                                                 
1. Alternative fixed grid method 

2. Verma 

3. Asaithambi 

4. Automatic differentiation 

5. Witula 

6. Picard's iterative method 
7. Roday 

8. Kazmierczak 

9. Kwan 
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مکانی  شبکهبا استفاده از روش انتارال ت ادل حرارتی و روش  [22]و همکاران   1سیدون

-اساس طرح صریح گسستهمکانی متغیر بر شبکهفازی را حل کردند. روش متغیر مسئله استفان ت 

 های مکانی و زمانی براساس روش تفاضل مرکزی جایازین شده بودند. شده بود و هر دو مشتقسازی 

در . [22] سازی ریاضی منتشر کردندکتابی در مورد مدل 2334دول و همکارش در سال کا

ای مورد کروی و استوانه تخت، هایفصل سوم این کتاب، انتقال حرارت در فرآیند انجماد در هندسه

بررسی قرار گرفته است. در این فصل بحث جامع و کاملی در مورد فرآیند انجماد صورت تحلیل و 

نارفته است و فقط محدود به ت دادی از مسائل استفان که شامل انجماد بر روی ی  صفحه تخت، 

توان آن را برای مسائل باشد، است ولی میقسمت خارجی استوانه و همچنین قسمت خارجی کره می

اند های که در این بخ  از کتاب م رفی و مورد استفاده قرار گرفتهن گسترش داد. روشدیار استفا

-و انتارال ت ادل حرارتی می 2شامل روش آنتالپی، تثبیت مرز، انحراف هماتاپی، روش انتارال گرهی

  باشند.

ب دی وابسته به ی  الاوریتم عددی جدید برای مسئله استفان ی  [27]و همکاران   3میشل

برای  4زمان در گرمای  گذرای ی  قطره در حال تبخیر ارائه دادند. آنها از طرح تفاضل محدود کلر

حل عددی خود استفاده کردند. قسمت مهم و اصلی استفاده از این روش در دقت استفاده از انتقال 

های شاین مسئله را بصورت عددی و با استفاده از روهمچنین کادول و سیوویچ باشد. می 2متغیر

سازی شده بودند، حل مکانی متغیر که با استفاده از روش تفاضل محدود گسسته شبکهتثبیت مرز و 

  .[28]کردند 

                                                 
1. Sadoun 
2. Nodal integral method 

3. Mitchell 

4. The Keller box finite-difference scheme 

5. Variable transformation 
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) 2از روش مرز بدون حرکت، فرآیند انجماد مواد تغییر فاز[ 29]و همکاران   1ویتورینو )pcm 

و دیواره ظرف و انتقال  pcm ال حرارت هدایتی بینانتق ،را مورد تحلیل قرار دادند. در این مسئله

حرارت جابجایی بین سطح خارجی ظرف و مایع سردی که در محیط بیرون ظرف جریان دارد، صورت 

پوسته در داخل را  pcm مواد عددی انجماد بصورت [33] 4و هنریکس 3ایزماعیلهمچنین  پذیرد.می

-کروی بررسی کردند. در این مسئله سطح خارجی کره که محتوی مایع است در م رض هوای خن 

Tکننده با دمای ثابت  T شود و گیرد و بصورت جابجایی حرارت از کره به خارج منتقل میقرار می

شود. آنها انتقال حرارت از لایه یهمچنین دمای مایع داخل کره ثابت و برابر دمای تغییر فاز فرض م

جامد به کره را هدایت خالص فرض کردند. در نهایت اثرات اندازه ضخامت کره، جنس کره، دمای اولیه 

 بر روی زمان کامل شدن انجماد بررسی کردند. را مایع و دمای دیواره خارجی

مکانی متغیر  شبکهسازی شده با استفاده از روش فرم صریح گسسته [31]سیدون و همکاران  

برای حل مسئله انتقال حرارت گذرای با تغییر فاز در نظر گرفتند. براساس را مرز  تثبیت و روش

مکانی متغیر برای انجام  شبکهزمان بیشتری نسبت به روش  ،مرزتثبیت نتیجه این تحقیق در روش 

 شود.محاسبات صرف می

ان و مرز متحرک، همانطور که مشاهده با بررسی مقالات چاپ شده در زمینه حل مسائل استف

باشد. بنابراین در ادامه به های حل تحلیلی ایناونه مسائل روش تکرار متغیر میشد یکی از تکنی 

و مشاهده خواهیم کرد که این روش نه  شودرفته در زمینه این روش پرداخته میتحقیقات صورت گ

دیفرانسیل بسیاری از م ادلات  برای حل تنها برای تحلیل مسائل با مرز متحرک مفیدند، بلکه

 تواند سودمند باشد.که در علوم مهندسی با این نوع مسائل به دف ات مواجه هستیم، نیز میغیرخطی 

 

 

                                                 
1. Vitorino 

2. Phase change materials 

3. Ismail 

4. Henríquez 
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 VIM پیشینه تحقیق روش  -9-3-3

ریزی شد. او در این تحقیق به توضیح روش و پایه [32] 1روش تکرار متغیر در ابتدا توسط هی

با استفاده از این روش، موثر   ادله دیفرانسیل غیرخطیت و با حل چندین مچاونای کاربرد آن پرداخ

و کارا بودن این روش را در حل مسائل نشان داد. در نهایت با بررسی نتایج بدست آمده به برخی 

توان به سادگی کاربرد های مشابه پرداخت که از آن جمله مینظر در برابر روش های روش موردبرتری

توان تقریب اولیه برای شروع ی سریع روش، حجم پایین محاسبات و در نهایت اینکه میآن، همارای

های توان با روشحل را بطور اختیاری تاب ی با ضرایب مجهول را انتخاب کرد که این ضرایب را می

 دستااه م ادلاتهمین روش برای حل از  [33] در تحقیق دیاریهمچنین او  مختلفی ت یین کرد.

کرد و در این مقاله نیز به م رفی روش تکرار متغیر با حل چند مثال پرداخت. او استفاده  یلدیفرانس

را توضیح داد که در روش تکرار متغیر از  2لاگرانژ کلی تغییر در این تحقیق نیز چاونای ت یین ضریب

 3ون لم تغییراتتوان با استفاده از قانشود. بنابر توضیحات این محقق این ضریب را میده میاآن استف

  بدست آورد.

برای  پیشنهادی خودروش همین ی  حل تحلیلی تقریبی با استفاده از  در تحقیق دیاری هی

. او در این [34] م ادله بلازیوس در جریان آرام و لزج دوب دی بر روی صفحه تخت محدود ارائه کرد

افزار دارد و بوسیله ی  نرم تحقیق نشان داد که حتی تقریب تکرار اول این روش نیز دقت بالایی

های ب دی را با دقت بالاتر بدست آورد. بنابراین این روش نق  توان به سرعت تکرارریاضی مناسب می

 کند.مهمی در مسائل غیرخطی بازی می

را با استفاده از روش تکرار متغیر حل کرد. او تنها با دو  2مسئله ناپایدار تواشِ [32] 4چانگ

 . حل کندانست مسئله را بصورت تحلیلی و با دقت بالا مرتبه تکرار تو

                                                 
1. He 
2. General Lagrange multiplier 

3. Variational theory 

4. Chang 

5. Troesch 
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م ادله لاپلاس در سه حالت با شرایط مرزی مختلف را با استفاده از روش تکرار  [32] 1وازواز

متغیر بصورت تحلیلی حل کرد. او در این مقاله ثابت کرد که این روش حجم محاسبات را به مقدار 

  ل قدرت همارایی بالایی نیز دارد.دهد و در عین حاقابل توجهی کاه  می

پرداختند. این طرح براساس  4به م رفی طرح عددی تکرار متغیر لاپلاس [37] 3و سیفی 2کوری

روش تکرار متغیر و انتقال لاپلاس بنا نهاده شده و برای حل برخی م ادلات دیفرانسیل خطی و 

 ال، موثر بودن روش را نشان دادند.غیرخطی مناسب است. آنها ب د از م رفی این طرح با حل چند مث

م ادله حرارت در فین با شرط نوک پره عایق را با استفاده از روش  [38]گنجی و همکاران  

تکرار متغیر به منظور بدست آوردن توزیع دما حل کردند. در این مسئله ضریب هدایت حرارتی تابع 

اند و ه از روش انحراف هماتاپی نیز حل کردهدما در نظر گرفته شده است. آنها این مسئله را با استفاد

با مقایسه نتایج حل این دو روش با حل دقیق مسئله به این نتیجه رسیدند که نتایج هر دو روش 

همین مسئله را با  [39] 2و اتیی 2کاسکونهمچنین انطباق بسیار خوبی با حل دقیق مسئله دارند. 

. آنها حل بدست حل کردند کارایی پرهنیز  زیع دما ومحاسبه تو برای از روش تکرار متغیراستفاده 

آمده از این روش را با نتایج قبلی که از روش تجزیه ادومین مقایسه کردند و به این نتیجه رسیدند که 

دهد. با این حال برای م ادلات غیرخطی با تری بدست میروش تکرار متغیر، نتایج بهتر و منطقی

 ی با این روش انجام داد تا حل دقت کافی را داشته باشد.مرتبه بالا باید تکرار بیشتر

 

 

 

 

                                                 
1. Wazwaz 

2. Khuri 

3. Sayfy 

4. Laplace variational iteration strategy 
5. Coşkun 

6. Atay 
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 اهداف تحقیقمعرفي مسئله و  -9-1

و انتقال حرارت در  مطال ه پدیده تغییر فازشود ای که در این تحقیق به آن پرداخته میهمسئل

 است. پیوسته گریفرآیند ریخته در قالب با سطح مقطع مرب ی شکل

های مایع، جامد و قالب و همچنین م ادله بالانس دما برای قسمتم ادله توزیع  ،در این تحقیق

. ایده اصلی برای این شودمیسازی بصورت ریاضی مدل مایع و جامد انرژی در قسمت فصل مشترک

 و همچنین بصورت عددی گیرد. حل این م ادلاتانجام می مرزتثبیت سازی با استفاده از نظریه مدل

روش عددی که در این  گردد.مورد بررسی قرار می ه از روش تکرار متغیربصورت تحلیلی و با استفاد

سازی تحقیق برای حل مسئله مرز متحرک گزارش شده با استفاده از روش تفاضل محدود گسسته

 [.43]شده است 

گری بر روی ضخامت گذار مانند عدد استفان و سرعت ریختههای تاثیراثر پارامتر در نهایت

های مایع، جامد و قالب مورد شکیل انجماد، شار حرارتی محلی و توزیع دما در قسمتانجماد، نرخ ت

 گیرد.بررسی قرار می

گری پیوسته فرض حالت پایدار در نظر گرفته شده در این مسئله براساس ماهیت فرآیند ریخته

در این فرآیند است و تغییر دما در مایع و جامد و همچنین تشکیل انجماد صرفاً به دلیل وجود سرعت 

افتد. لازم به ذکر است دما در طول قالب در هر مقطع با یکدیار متفاوت است ولی در طول اتفاق می

 ماند.زمان ثابت باقی می

 های مورد مطال ه در این تحقیق عبارتند از:بطور خلاصه پارامتر

 تصاتسازی مسئله با استفاده از تغییر مختصات و همچنین انتقال دستااه مخساده. 

 حل توزیع دما در مذاب، جامد و قالب. 

 ضخامت جامد تشکیل شده در طول قالب ت یین. 

 نرخ تشکیل جامد. 
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  شار حرارتی محلی در طول و عرض قالبمحاسبه. 

 های موثر در فرآیند تغییر فاز مانند عدد استفان و سرعت ریختهبررسی تاثیر پارامتر-

 .لایه جامد ضخامتگری بر روی توزیع دما و 

 

 
 

 
 

 

 

 

 



 

 

 

 

  .2 فصل

 بیان مسئله و معادلات حاکم
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 مقدمه -2-9

درک این موضوع که چه  است. برای فرموله کردن مسئله نیاز به درک تصویر واضحی از مسئله

های جامد نق  دارند و باید در نظر گرفته شوند و از چه پدیده -هایی در فرایند تغییر فاز مایعپدیده

. کندسازی روابط کم  میارامترهای درگیر با مسئله و پیاده، به شناسایی پتوان صرفنظر کردمی

شود، هایی که در این فرآیند درگیر هستند، ارائه میبنابراین در این فصل ابتدا تصویر کلی از پدیده

سپس مسئله با فرضیات در نظر گرفته شده و با استفاده از روش تثبیت مرز برای فاز مایع و روش 

 شود.سازی میجامد، مدل گرید متغیر برای فاز

 

 جامد -ی فیزیكي درگیر در فرآیند تغییر فاز مایعهاپدیده -2-2

کنند در حالیکه در مایع ها در اطراف موق یت ت ادلی ثابت خود ارت اش میدر جامد مولکول

های هایشان در حال حرکت هستند. در شکل ماکروسکوپی به این انرژیها آزادانه بین موق یتمولکول

ها در فاز مایع دارای انرژی شود. واضح است که اتماشی، انرژی گرمایی یا انرژی حرارتی گفته میارت 

به مراتب بیشتری نسبت به حالتی است که آنها در فاز جامد هستند. بنابراین قبل از اینکه جامد به 

لکولی که باعث مایع تبدیل شود باید مقدار مشخصی از انرژی را دریافت کند تا بر نیروهای بین مو

غلبه کند. این انرژی به عنوان گرمای نهان ذوب مواد شناخته  ،اندبوجود آمدن ساختمان جامد شده

همین استدلال مایع های جامد و مایع است. با های حالتدهنده اختلاف بین آنتالپیشود و نشانمی

تری قرار گیرند حالت شبکه پایدار ها دردن این مقدار انرژی نهان است تا ساختمان اتمنیاز به خارج کر

 و مایع به جامد تبدیل شود.

منطقه انتقال فاز، جایی که حالت جامد و مایع ماده هر دو وجود دارند، به عنوان فصل مشترک 

متر متغیر متر تا چند سانتیشود. ضخامت این فصل مشترک ممکن است بین چند دهم میلیبیان می

های مختلفی )مانند خصوصیات مکن است خیلی پیچیده و به پارامترباشد و شکل میکروسکوپی آن م



معادلات حاکمبیان مسئله و   فصل دوم  

 

22 

 

کاری، گرادیان دما در مایع و ...( وابسته باشد. برای بیشتر مواد خالص فرآیند ذاتی ماده، نرخ خن 

 (، فصل مشترکfTای با دمای ثابت انجماد )کاری م مولی، در نقطهانجماد تحت شرایط خن 

وان جبهه شود و ضخامت آن قابل صرفنظر کردن است که آن را به عنبصورت سطحی م لوم ظاهر می

-است. در حالت fTهای جامد و مایع در دمایفاز توان در نظر گرفت که سطح جدا کنندهمی 1م لوم

اد موادی که از چند ترکیب تشکیل یا در فرآیند انجم 2های دیار، بطور نمونه در فرآیند فوق تبرید

( ناحیه انتقال فاز ممکن است دارای ضخامتی باشد که این ضخامت 3اند )مانند آلیاژهای دوتاییشده

اگر اختلاف بین دماهای خط جامد و خط مایع ناچیز باشد،  شود.نامیده می 4اسناحیه حسن به عنوا

 پوشی کرد.توان از ضخامت این ناحیه چشممی

های مختلفی در فرآیند جامد به مایع یا مایع به جامد دخالت دارند مانند تغییر فاز ممکانیز

همراه با انتقال حرارت )و همچنین در برخی موارد همراه با انتقال جرم(، احتمال وجود فرآیند فوق 

. بحث های ترموفیزیکی، اثرات سطح و ... تبرید، جذب یا آزاد کردن گرمای نهان، تغییر در پارامتر

 .[1] ها در زیر آورده شده استکیفی این پارامتر

 

 انتقال حرارت و انتقال جرم   -2-2-9

در این فرآیند سه حالت انتقال حرارت ممکن است در ماده رخ دهد: انتقال حرارت هدایتی، 

انتقال حرارت جابجایی و انتقال حرارت به روش تش شع. انتقال حرارت هدایتی نوعی از انتقال انرژی 

های همسایه با ها که شامل برخورد اتمبوسیله هر ی  از این روش تواندمی هاست کهی بین اتمجنبش

هاست، رخ دهد. در این روش جریان ماده و همچنین انتقال جرم وجود یکدیار و حرکت الکترون

یان تواند بواسطه جردهد. در مایع حرارت میندارد. این روشی است که بیشتر در اجسام جامد رخ می

                                                 
1. Sharp front 
2. Supercooling 
3. Binary alloys 
4. Mushy zone 



معادلات حاکمبیان مسئله و   فصل دوم  

 

22 

 

تواند در مانند انتقال حرارت جابجایی. تش شع تنها روش انتقال حرارت است که می ،ذرات رخ دهد

 خلأ نیز رخ دهد )در این روش نیاز به وجود ماده واسطه نیست(.

 

 متغیر بودن دمای فاز  -2-2-2

شدن گرمای نهان که ممکن است بواسطه جذب یا آزاد-از ی  فاز به فاز دیار تحول  فرآیند

، به فشار بستای دارد. fT دهد. این تغییر فاز با دمای فاز ذوبهای مشخصی رخ میدر دما -باشد

-ممکن است ی  مقدار مشخص ثابت باشد که ی  ویژگی ماده محسوب می fT برای ی  فشار ثابت،

است.(، و یا  0oCحت فشار اتمسفر دمای ذوبشود )برای مثال برای آب خالص در حال انجماد ت

 های ترمودینامیکی دیار باشد )برای مثال، میزان غلظت حلال در ی  مخلوط ضد یخ(.تاب ی از متغیر

 

 فوق تبرید  -2-2-3

ها( در ها و یا یونها، مولکولبیشتر اجسام جامد بلورین هستند، به این م نی که ذرات آنها )اتم

تشکیل ی  کریستال منظم از جامد ممکن است نیاز به  اند. چون شبکه منظم قرار گرفته ساختار ی 

 fTبه همین دلیل ممکن است دمای ماده به کمتر از باشد، ها در داخل ساختار شبکه جامدحرکت اتم

 fTانند مای ی در دمای کمتر ازبرسد بدون اینکه جامدی تشکیل شود. بنابراین مایع فوق تبرید م

های ترمودینامیکی در حالت ناپایدار خود قرار دارند. به ممکن است ظاهر شود. در این حالت خاصیت

که در این -گری پیوسته ها ناحیه حساس وجود دارد. در فرآیند ریختهاین ترتیب در این گونه فرآیند

دهد و در نتیجه ناحیه حساس نیز فرآیند فوق تبرید رخ می -قرار گرفته است نامه مورد بررسیپایان

 .شودتشکیل می
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 های ترموفیزیكيتغییرات پارامتر  -2-2-1

بیشتر  -کنندم مولاً به آهستای با تغییر دما تغییر می-های ترموفیزیکی مواد بیشتر پارامتر

تاثیر بسزائی در تغییر این گونه پارامترها تحت تاثیر تغییر فاز هستند و ممکن است تغییر فاز ماده 

داشته باشد و یا اصلاً تاثیر محسوسی نداشته باشد. تاثیرگذار بودن یا نبودن این پدیده به جنس ماده 

و مواد تشکیل دهنده آن بستای دارد؛ برای مثال تغییر کمیت ظرفیت گرمایی در فلز آلومینیوم در 

تغییر ظرفیت  %3.3باشد در حالیکه در فلز سیلیسیوم شاهد فقط می 11%( oC229دمای ذوب )

های ترموفیزیکی ها در خاصیت( هستیم. این قبیل ناپیوستایoC1383گرمایی در دمای ذوب )

در م ادلات  هایی در ضرایب موجودکند؛ چون باعث ایجاد ناپیوستایسازی ریاضی را پیچیده میمدل

شود. اگرچه بیشترین تاثیرات بنیادی و مهم در فرآیند تغییر فاز به علت تغییرات در دیفرانسیلی می

 ست.چاالی ا

 

 تغییرات چگالي  -2-2-5

 %2افتند، بین های واق ی که اتفاق میتغییرات چاالی به علت انجماد یا می ان در بیشتر فرآیند

نیز شود. برای بیشتر مواد، فاز جامد آنها  %33حتی بیشتر از  توانداست اما در برخی موارد می %13تا 

های خالی در این شان است؛ در نتیجه ممکن است طی تشکیل لایه جامد حفرهتر از فاز مایعچاال

لایه بوجود آید و یا در هناام ذوب شدن ظرف محتوی ماده ذوب شده دچار شکستای شود. لازم به 

ا وجود دارد که فاز جامد این ماده دارای چاالی کمتری نسبت به فاز ذکر است که در آب این استثن

های سرد و ها در روزشود که باعث شکستن لولهمایع آن است و هناام منجمد شدن دچار انبساط می

 شود.ها میها در اقیانوسشناور شدن یخ

ی ی در صورت وجود تغییر چاالی با دما باعث بوجود آمدن جریان با انتقال حرارت جابجایی طب

شود که تر شدن فرآیند تغییر فاز میشود. همه این تاثیرات ممکن است باعث پیچیدهنیروی ثقل می

 فراتر از توانایی ما در تحلیل این تاثیرات است.
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 فرضیات استفاده شده -2-3

با در نظر گرفتن فرضیات مناسب بصورت زیر، تحلیل فرآیند تغییر فاز در  در این قسمت

 گیرد:تری صورت میبه شکل ساده ،گری پیوستهریخته

 شود گری پیوسته گرمای نهان ذوب ثابت در نظر گرفته میدر ریخته fL cte. 

  اثرات فوق تبرید در این فرآیند در نظر گرفته شده است ولی چون در قسمت خن-

-امت آن چشمتوان از ضخکاری اولیه )قالب( ضخامت ناحیه حساس کم است می

 پوشی کرد.

 های جامد و مایع های گرمایی ویژه و ضرایب انتقال حرارت هدایتی برای فازظرفیت

ثابت ولی با یکدیار متفاوت هستند.  ( ) , ( )s l s lc c c T k k k T   . 

 .انتقال حرارت فقط بوسیله هدایت فرض شده است 

  گیری از برای جلواز تغییر چاالی به علت تغییر فاز صرفنظر شده است. این فرض

جابجایی قسمت سیال ضروری است. از طرفی با توجه به بحثی که در قسمت قبل 

ها ها منطقی است، اگرچه برای همه حالتانجام شد، این فرض برای بیشتر حالت

گیری تر شدن مسئله جلوممکن است مناسب نباشد. به هر حال این فرض از پیچیده

 کند.می

 

 گری پیوستهیند ریختهمعادلات حاکم در فرآ -2-1

گری پیوسته براساس در این قسمت م ادلات حاکم روی پدیده تغییر فاز در فرآیند ریخته

های مناسب، مسئله به گیرد و با استفاده از تغییر پارامترفرضیات در نظر گرفته مورد بررسی قرار می

 شود.تری تبدیل میشکل ساده
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 معادله حاکم در مختصات کارتزین  -2-1-9

م ادله سطح مقطع چهارم با در نظر گرفتن ی  [13]و  [2]، [2]و طبق  (1-2شکل)اس براس

 آید:حاکم در مذاب بصورت زیر بدست می

(2-1)  
2 2

2 2

1
z

T T T
U

x y z

  
 

  
 

 

 
 .مختصات کارتزینسطح مقطع قالب در  (1-2)شکل

 

و م ادله  در نظر گرفتشرط استفان توان ت ریف دقیقی از در مختصات کارتزین دوب دی نمی

حاکم بر روی این شرط را براساس موازنه انرژی نوشت. ضمن اینکه م ادله توزیع دما در ضخامت 

شرایط مرزی حاکم در  (1-2شکل)توان ت ریف کرد چون طبق جامد تشکیل شده و قالب را نمی

 ت کارتزین ت ریف مشخصی ندارند.براساس مختصا جامد و قالبقسمت 

توان این مشکل را برطرف کرد. لازم به ذکر برای حل این مشکل با تغییر مختصات مناسب می

 است که این تغییر مختصات در این گونه مسائل اولین بار در این تحقیق انجام شده است.



معادلات حاکمبیان مسئله و   فصل دوم  

 

33 

 

 

 تغییر مختصات  -2-1-2

توان مختصات می (2-2شکل)ی مطابق گرچهارم مقطع قالب ریختهدر این مساله با انتخاب ی 

را  (3-2شکل)سازی کرد. برای اثبات این موضوع ای را برای این مسئله پیادهمشابه مختصات استوانه

شکل هستند،  های همدما در قسمت مذاب تقریبا بصورت مرب یدر نظر بایرید. در این شکل منحنی

کند. دما تغییر نمی ،متغیر است و با تغییر زاویه rدما فقط در جهت (2-2شکل)پس با توجه به 

ه صحت این دما در مذاب گزارش شده است کهای همو منحنی کانتور [2]و  [2]ضمن اینکه در 

 کند.موضوع را مشخص می

 

 
 در سطح مقطع قالب. میدان حلتغییر  (2-2)شکل
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 قالب. از در ی  مقطع های همدمامنحنی (3-2)شکل

 

-ب دی تبدیل میلاوه بر اینکه م ادله از حالت دوب دی به حالت ی با این تغییر مختصات ع

های لایه جامد تشکیل شده و همچنین قالب را مطابق این توان م ادله توزیع دما در قسمتشود، می

 شود.های ب دی به آن اشاره میله را حل کرد که در قسمتریف و به سادگی مسئمختصات ت 

 

 معادله توزیع دما در قسمت مذاب  -2-1-3

سازی قانون بقای انرژی گیریم. با پیادهالمانی را در این منطقه در نظر می (4-2شکل)مطابق با 

 برای این المان داریم:

(2-2)  in out stq q E  

 

 
 مایع. در قسمت گیریالمان (4-2)شکل
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 که در این م ادله داریم:

(2-3)  in rq q 

(2-4)  
r

out r

q
q q dr

r


 

 

(2-2)  (2 ) l
st l z

T
E c rdr dz U

z


 
   

  

(2-2)  (2 ) l
r l

T
q k rdz

r


 

 

حالت پایا انجام  گری پیوسته بهتوجه این نکته در اینجا ضروری است که با اینکه فرآیند ریخته

م ادله در حال حرکت است پس در عبارت ذخیره انرژی ) zUشود ولی چون مذاب با سرعت ثابتمی

l( مشتق مادی دما برابر با (2-2)
z

T
U

z




 است. 

م ادله توزیع دما در مذاب  ،های صورت گرفتهسازیو ساده (2-2)ت بالا در ابا جایاذاری عبار

 :شودیل میدتببصورت زیر 

(2-7)  

2

2
1 1l l l

z
l

T T T
U

rr r z
   

   
   
 

ای کنید رابطه بدست آمده مشابه م ادله انرژی در مختصات استوانههمانطور که مشاهده می

 tو زمان  zت است، رابطه بین جهت طولی گری در سرتاسر فرآیند ثابچون سرعت ریختهاست. 

گری در حال حرکت در داخل قالب ریخته zبرای ی  قط ه )المان( باری  از فلز مذاب که در جهت 

 :[13]و  [8]، [2]شود است، بصورت زیر بیان می

(2-8)  .zz U t 

، م ادله انرژی بصورت زیر ساده (7-2)م ادله با در نظر گرفتن این رابطه و جایاذاری آن در 

 شود:می
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(2-9)   
2

2
1 1 , 0l l l

l

T T T
r t

rr r t



  

   
  
 

)ضریب نفوذ حرارتی مایع و  lکه در آن  )t مایع است. -موق یت فصل مشترک جامد 

 شود:شرایط مرزی و شرط اولیه برای مذاب بصورت زیر ت ریف می

) الف(2-13( ,0)l inT r T 

) ب(2-13( ( ), )l liqT t t T 
 

,0) ج(2-13( ) 0lT
t

r




 

همیشه ی  شرط مرزی  ،ها اشاره شدعلاوه بر شرایط مرزی که در بالا به آن ،در مسائل استفان

انرژی در فصل  ت ادلاضافی دیار وجود دارد که به شرط استفان م روف است. این شرط بر پایه 

. لازم به دید را خواهیمکه در ادامه م ادله حاکم بر این شرط  شودسازی میپیادهمایع  -مشترک جامد

گرفته شود و به نوعی این شرط بصورت ذکر است که در این شرط باید قسمت جامد نیز در نظر 

 شود.های جامد و مایع بیان میمشترک برای ناحیه

 

 معادله استفان )شرط استفان(  -2-1-1

در فرآیند تغییر فاز مایع به جامد باید مقدار انرژی نهان ذوب که به دلیل تشکیل جامد آزاد 

مایع در  -ژی در فصل مشترک جامدانر موازنهسازی در نظر گرفته شود و این ترم هناام پیاده ،شودمی

شود. شود. در مسائل دوفازی جامد و مایع به این شرط مرزی شرط استفان گفته میم ادله ظاهر می

شرط استفان بصورت زیر  ،گری که در این تحقیق مورد بررسی قرار گرفته استدر فرآیند ریخته

 :]23[و  ]23[، ]8[ شودت ریف می

(2-11)  
( ) ( )

sl
f l s

r t r t

TTd
L k k

dt r r 




  

 
   

  
 

 .]8[توجه داشته باشید که دو طرف م ادله فوق باید مثبت باشند 
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)به دلیل مجهول بودن موق یت فصل مشترک تغییر فاز  ) باید بصورت  (9-2)، م ادله

م ادله توزیع دما در لایه جامد تشکیل شده که در ادامه خواهید  و همچنین (11-2)همزمان با م ادله 

 دید، حل شود.

 

 و قالب معادله توزیع دما در لایه جامد  -2-1-5

سازی قانون بقای انرژی در این المان مشابه و پیاده (2-2شکل)براساس المان مشخص شده در 

 شود:، م ادله توزیع دما در جامد بصورت زیر خلاصه می -3-4-2قسمت 

(2-12)  

2

2
1 1s s s

z
s

T T T
U

rr r z
   

   
   

 

 

   
)الف(
 

 )ب( 

 ب( قالب. و الف( لایه جامد در قسمت گیریالمان (2-2)شکل

 

 داریم: (8-2)گری و براساس به دلیل ثابت بودن سرعت ریخته

(2-13)   
2

2
1 1 ,s s s

s

T T T
t r L

rr r t
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توان بصورت زیر ت ریف کرد:شرایط مرزی و شرط اولیه را می
 
 

) الف(2-14( ,0)s solT r T 

) ب(2-14( ( ), )s solT t t T 
 

) ج(2-14( )l
s

r L

T
k q z

r 


 

 

)که در آن )q z  چون در قالب نیز  است ومقدار حرارت خروجی از جامد و ورودی به قالب

)مقدار حرارت خارج شده از قالب با حرارت وارد شده به آن ی نی  ،حالت پایا برقرار است )q z ، برابر

شود و کل حرارت وارد شده به آن عیناً از آن چون هیچ حرارتی در قالب ذخیره و یا دفع نمی ؛است

 شود:بصورت زیر خلاصه می (2-2شکل) براساس زیع دما قالبشود. بنابراین م ادله توخارج می

(2-12)  
1

0 ,MT
r L r L d

r r r

  
    

  
 

 باشد:همچنین شرایط مرزی حاکم در قالب بصورت زیر می

) الف(2-12( ) ( , )M sT L T L t 

) ب(2-12( )M
M

r L d

T
k q z

r  


 

 

توان به روش تحلیلی حل نمود. بنابراین در این را نمی (13-2)و  (11-2)، (9-2)م ادلات 

-می به شکل ثابت تبدیلجامد و مایع بین مرز متحرک  ،قسمت با انتقال مناسب دستااه مختصات

 .شودکه در ادامه به آن اشاره می کنیم. برای این کار از روش تثبیت مرز استفاده میشود

 

 تثبیت مرزروش   -2-1-6

ب د کردن برای انتقال دستااه مختصات و همچنین بی ،همانطور که در فصل اول اشاره شد

 :]22[و  ]21[، ]19[ شودامد از روابط زیر استفاده میدماهای مایع و ج
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 الف(2-17(
( )

r

t



 

 ب(2-17(
liq

l

in liq

T T

T T





 

 ج(2-17(
sol

s

in sol

T T

T T





 

مختصات  بهر به ترتیب بصورت زی (13-2)و  (11-2)، (9-2)با استفاده از روابط فوق م ادلات 

)جدید  , )t  0)و در میدان غیر متحرک 1)  شوند:تبدیل می 

(2-18)  

2 2

2

1
, 0 1l l l

l l t

   


    

     
       

     
 

(2-19)  
1 1

s in sol sl
l s

l in liq

c T Td
Ste

dt c T T
 


  

   

     
            
 

(2-23)  

2 2

2

1
, 1s s s

s s

l
t

   


    

     
       

     
 

)بق رابطه بیانار عدد استفان است که ط Steکه در آن  )l in liq fc T T L شود و ت ریف می

برابر است با  lهمچنین 
( )

Ll
t

 [24.]  نسبت انرژی  بصورت عدد استفانت بیر فیزیکی

 .شودبیان میجامد  -محسوس به انرژی نهان خارج شده طی تغییر فاز مایع

ختصات شرایط مرزی و اولیه در مایع بصورت زیر در مختصات جدید ت ریف با انتقال دستااه م

 شوند:می

) الف(2-21( ,0) 1l   

,1) ب(2-21( ) 0l t 
 

,0) ج(2-21( ) 0l t
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 :شوندیت ریف مزیر در مختصات جدید بصورت و همچنین در جامد نیز شرایط مرزی و اولیه 

) الف(2-22( ,0) 0s   

,1) ب(2-22( ) 0s t 
 

 ج(2-22(
1

( ) ( )s
s in sol

l

k T T q z




 



   

 

(0)برای م ادله شرط استفان تنها ی  شرط اولیه مورد نیاز است که بصورت  L  شود.ت ریف می 

بینید. تغییر میدان حل در مایع و جامد را پس از انتقال دستااه مختصات را می (2-2شکل)در 

کند که برای حل عددی همانطور که از شکل مشهود است قلمرو حل در ناحیه جامد با زمان تغییر می

)مکانی متغیر  شبکهدر این ناحیه از روش  )VSG فصل ب د به تفصیل درباره که در  شوداستفاده می

 این روش و چاونای استفاده از آن در این مسئله بحث خواهد شد.

 

 
 .ب د از تغییر مختصاتتغییر میدان حل در مایع و جامد  (2-2)شکل

 

 :شودالب از رابطه زیر استفاده میب د کردن دما در ناحیه قهمچنین برای بی
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(2-23)  
sol

M

in sol

T T

T T






 

 شود:ابطه م ادله توزیع دما در قالب بصورت زیر تبدیل میبا استفاده از این ر

(2-24)  
1

0 ,Mr L r L d
r r r

  
    

  
 

 شوند:شرایط مرزی در قالب نیز بصورت زیر تبدیل می

) الف(2-22( ) ( , )M sL L t  

) ب(2-22( ) ( )M
M in sol

r L d

k T T q z
r



 


  

 

بصورت تحلیلی قبل حل است. با دو بار ( به راحتی و 22-2ط مرزی )با شرای (24-2)م ادله 

 :بدست خواهد آمد Mگیری از م ادله نتیجه زیر برای انتارال

(2-22)  1 2lnM C r C   

 شوند:ط مرزی بصورت زیر ت یین میبا استفاده از شرای 2Cو  1Cهای ثابت

(2-27)  1 2

( ) ( ) ( ) ( )
( , ) ln

( ) ( )
s

M in sol M in sol

q z L d q z L d
C C L t L

k T T k T T


    
  

 
 

گری پیوسته و تا جایی با بررسی پیشینه تحقیقات انجام شده در زمینه انتقال حرارت در ریخته

های مرب ی به بصورت تحلیلی حلی برای توزیع دما در قالب کند تاکنونان  ناارنده یاری میکه د

برای این نوع  تغییر مختصاتگزارش نشده است ولی در تحقیق حاضر با  دلیل شرایط هندسی آنها

 هندسه به راحتی مسئله قابل حل شد.

 

 (q(z))مقدار حرارت خارج شده   -2-1-4

بر روی  zکننده المانی در جهت برای ارزیابی مقدار شار حرارتی منتقل شده به آب خن 

 . مقدار شار حرارتی منتقل شده از این المان برابر است با:[9] دشوگرفته میسطح قالب در نظر 
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(2-28)  
w w wc Q dT

dq
ds

 
 

مساحت المان است که عمود بر شار حرارتی  ds مقدار افزای  دمای آب و wdT که در آن

 شود:است و بصورت زیر ت ریف می

(2-29)  mds dz P  

نیازمند داشتن  (28-2)م ادله کننده از برای بدست آوردن مقدار حرارت ورودی به آب خن 

 هستیم که خود جزء مجهولات مسئله است، بنابراین ت داد کل مجهولات z بر حسب wTرابطه 

شود. در اینجا برای مسئله بیشتر از ت داد م ادلات است و دستااه م ادلات غیرخطی غیرقابل حل می

با  ]9[. در شودقالات مرتبط دیار استخراج میاز نتایج م ،رفع این مشکل رابطه پروفیل دما در آب

گزارش شده است  z ای برای افزای  دمای آب در طول قالب بر حسباستفاده از روش تحلیلی رابطه

. رابطه شودامترهای مورد نظر استفاده میو در تحقیق حاضر از این رابطه برای بدست آوردن پار

 باشد:گزارش شده بصورت زیر می

(2-33)  
0

1 1

az aH az aH
T T

w w w w waH aH

e e e e
T T T T T

e e

   

 

 
       

 
 

Tمقدار افزای  موض ی دمای آب و  T که در آن

wT  افزای  کلی دمای آب در طول قالب

آید که روش دستیابی ای برای شار حرارتی بصورت زیر بدست میاست. با استفاده از این رابطه، رابطه

 توضیح داده شده است: ]9[به این رابطه در 

(2-31)     2( ) W m .
1

T az

w w w
zaH

m

a c Q T e
q z z U t

P e

 





  


 

,، سه مجهول (23-2)و  (19-2)، (18-2)با حل همزمان سه م ادله کوپله حال  ,s l   

ضمن اینکه با مشخص شدن مقدار شار حرارتی خارج شده توزیع دمای قالب نیز با  آید.بدست می

 شود.ت یین می (22-2)استفاده از م ادله 
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به دلیل اینکه به هم وابسته هستند باید تواماً حل شوند.  (23-2)و  (19-2)، (18-2)م ادلات 

بصورت تحلیلی مورد بررسی قرار خواهند  ی و همهم بصورت عدد ب د این م ادلات هایدر فصل

 .گرفت

 



 

 

 

 

  .3 فصل

 حل عددی مسئله
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 مقدمه -3-9

برای  شوند.حل می دیعد بوسیله روش ،بدست آمده در فصل قبلهای در این قسمت م ادله

 البته لازم به ذکر است که حل بوسیله روش. خواهد شداستفاده  MATLABافزار این منظور از نرم

های مایع و جامد و همچنین برای شرط استفان گزارش های حاکم در قسمتعددی فقط برای م ادله

 داره قالب نیازی به حل عددی نیست.شده است و برای ج

این فصل، شامل مباحثی در مورد روش عددی مورد استفاده، صورت گسسته م ادلات حاکم و  

 باشد.نحوه اعمال شرایط مرزی می

مسئله تغییر فاز در تفاضل محدود برای تحلیل انتقال حرارت در روش ق، در این تحقی

-صورت صریح گسسته. م ادلات حاکم بهگری پیوسته مورد استفاده قرار گرفته استفرآیندهای ریخته

اند. تقریب مرکزی مرتبه دوم برای مشتقات مکانی و تقریب پیشروی مرتبه اول برای مشتق سازی شده

 . ده استاستفاده ش زمان

 

 صورت گسسته شده معادلات -3-2

 اند،سازی شدهکه در فصل قبل مدل در این قسمت شکل گسسته م ادلات حاکم انتقال حرارت

این م ادله در جهت  گسسته فرم، (18-2)اعمال روش تفاضل محدود بر روی م ادله شود. با ارائه می

 [43] به شکل زیر خواهد بود: 

(3-1)  

, 1, , , , 1,

, , 1 , , 2 2

, 1, , 1,

2

1

2

l i m l i m l i ml
l i m l i m

m l

l i m l i mi m m

i l l

g

h

h

  
 



   

 

 



 

   
   

 

  
   

   

 

,که در آن  , ( , )l i m l i mt    وlh   به عنوان گام مکانی ثابت وg t   به عنوان گام

 اند.زمانی در نظر گرفته شده
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 باشد:( نیز بصورت زیر می(19-2)فرم گسسته شده شرط استفان )م ادله 

(3-2)  

, , , 1, , 2,

1

,1, ,2, ,3,

3 4

2

3 4

2

l N m l N m l N m

m m l

m l

s m s m s m

s

s

Ste

h

M
h

  
  



  


 



   
    

 

   
 

 

 

sکه در آن  in sol

l in liq

c T T
M

c T T

   
      

ی باشد. در این رابطه از تفاضل سه نقطه پسرو و پیشرومی 

 باشدیاستفاده شده است که بصورت زیر م جامد -برای گرادیان دما در مرز مشترک مایع مرتبه دوم

]43[: 

(3-3)  
, , , 1, , 2, 2

1

3 4
( )

2

l N m l N m l N ml

l

o x
h



  



 



 
  


 

(3-4)  
,1, ,2, ,3, 2

1

3 4
( )

2

s m s m s ms

s

o x
h



  




  
  

 

میدان حل در قسمت جامد با زمان متغیر است، از  ،همانطور که در فصل قبل به آن اشاره شد

1بین مرزهای  هاشبکهطرفی ت داد   وl  ت و برابر با ها ثابدر همه زمانsN  در نظر گرفته

 (23-2)سازی م ادله شود، بنابراین اندازه گام مکانی با زمان متغیر است، در نتیجه قبل از گسستهمی

اثیر حرکت را بواسطه حرکت مرز متحرک در نظر گرفته شود. برای بیان ت هاگرهباید تغییر موق یت 

)مکانی متغیر  شبکهمرز و در نظر گرفتن آن از روش  )VSG در ادامه به آن کنیم که استفاده می

 شود.اشاره می

 

 مكاني متغیر شبكهروش   -3-2-9

مواجه هستیم،  شبکهو همچنین تغییر اندازه  هاگرهدر مسائلی که در آنها با تغییر موق یت 

 :]31[و  ]18[، ]17[ شوداز رابطه زیر استفاده می گرهاثر این تغییرات در هر برای در نظر گرفتن 
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(3-2)  
s s s

ii t
t t t 

  



  
  

   
 

ترتیب که تغییرات کلی  این به ،در این رابطه به نوعی از مشتق مادی استفاده شده است

ما که تنها به )مشتق مادی( دما در ی  نقطه بر حسب زمان )طرف چپ م ادله( برابر است با تغییر د

)دهدواسطه گذشت زمان رخ می )s

t




ب لاوه تغییر دما بواسطه تغییر مکان که باید در سرعت  

 .ا ببینید(( ر1-3)شکل) حرکت همان نقطه نیز ضرب شود

 

s(: 1بردار )

it
t

 



 


 
 

s(: 2بردار )

t 




  

s(: 3بردار )

it




 

 

 مکانی متغیر شبکهنمای  تصویری از روش  (1-3)شکل

 

s (2-3)در م ادله 

t 



 
است و  (23-2)برابر با طرف راست م ادله 

it




 :[18] برابر است با 

(3-2)  
id dl

dt l dt


  

 رسیم:به رابطه زیر می (2-3)در م ادله  (2-3)و  (23-2)های با جاگذاری م ادله

(3-7)  

22 2

2

1
, 1s s s si

s s s

dl
l

t l dt

     


      

        
          

        
 

)برابر که  شبکهلازم به ذکر است که اندازه  1)

s

l
N

 
 
 

هر زمان متغیر است در باشد، می

dlمقدار  (7-3)شود. همچنین در رابطه ثابت در نظر گرفته می sNها در حالیکه ت داد گره
dt

برابر  
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2است با 
L


 . 

 آید:بصورت زیر بدست می (7-3)حال فرم گسسته م ادله 

(3-8)  

, 1, , , , 1,

, , 1 , , 2 2

, 1, , 1,

2 2
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2

s i m s i m s i ms
s i m s i m

m s

s i m s i msi m i m
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,که در آن  , ( , )s i m s i mt    وsh   به عنوان گام مکانی ثابت وg t   به عنوان گام

 اند.ر نظر گرفته شدهزمانی د

1mدر تمام روابط   یل در لحظه جدید و م رف گام زمانی تحلm  م رف گام زمانی در لحظه

 قبل است.

 

 شرایط مرزیاعمال  -3-3

0( برای 1-4رابطه ) 1  اید روابط دیاری قابل استفاده است ولی برای نقاط مرزی ب

مرزهای دامنه محاسباتی برای قسمت مایع شامل ی  شرط ورودی و دو شرط مکانی که  بدست آورد.

)یکی از آنها شرط تقارن در مرکز قالب  0)   1و شرط دیار در   قرار دارد که در این نقطه

 شود.ایع میدمای مایع برابر با دمای خط م

0برای   ( داریم:21-1طبق شرط )ج 

(3-9)  
, 1, , , , 1, , ,

, , 1 , , 2 2

1

2

l i m l i m l i m l i ml i m m
l i m l i m

m l i l l

g

h h

      
 

  

 



      
        

     
 

0توجه کنید که در    :به دلیل تقارن داریم , 1, , , 1l i m l i m i     که با جایاذاری این رابطه در

 رسیم.می (9-3)به م ادله  (1-3)م ادله 

1همچنین برای   ( داریم: 21-1براساس شرط )ب, , 0l i m   که در آنli N  و

1,2,3,...m . 
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رای مرزهای ناحیه محاسباتی بدست آورد. رابطه توان روابط مشابهی ببرای قسمت جامد نیز می

1برای  (3-8) l   1برقرار است و برای  ( داریم: 22-1براساس شرط )ب, , 0s i m   که

1i   1,2,3و,...m  همچنین برای .l  ( داریم:22-1طبق شرط )ج 

(3-13)  , , 1 , 1, 1 ( )
( )

s m
s l m s l m

s in sol

h
q z

k T T
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 قدمهم -1-9

از مذاب انتقال حرارت  تحلیل پدیده تغییر فاز وبرای  در این فصل، نتایج حاصل از حل عددی

سه حالت عدد  نتایج برای. ارائه شده است ،ی شکلگری مرب در حال حرکت در داخل قالب ریخته

 اند.ها ارائه شدهر این پارامتربه منظور بررسی تاثی گریاستفان و سه حالت سرعت ریخته

های موردنیاز و همچنین فرضیات لازم مشخصات ترموفیزیکی و پارامتر در ابتدای این فصل،

نتایج با بدست آمده  نتایج، عددی روشصحت  جهت ارزیابیدر ادامه . شودارائه می برای حل عددی

در پایان برای حالات مختلف عدد استفان و سرعت  .مطال ات قبلی مقایسه شده استحاصل از 

-بصورت نمودار و کانتور نمای  داده می گری پروفیل ضخامت جامد، توزیع دما و شار حرارتیریخته

 شود.

 

 اطلاعات اولیه -1-2

، میدان ندکه از روش تفاضل محدود بدست آمد (8-3)و  (2-3)، (1-3)با استفاده از م ادلات 

ایع به روش عددی دما در قسمت مایع و جامد و همچنین موق یت فصل مشترک بین جامد و م

هایی که در این تحقیق مورد استفاده قرار موفیزیکی و پارامتر. مقادیر خواص ترمحاسبه خواهند شد

 [3] هایی که دراس دادهآمده است. قسمتی از اطلاعات این جدول براس( 1-4جدول ) گرفته است در

 جداول فولادهای دیار براساس خواص فولاد که در شده است و پارامتر آوردهگزارش شده،  [9]و 

اینکه بتوان از ضخامت ناحیه حساس که در فصل دوم به آن اشاره شد،  برای گزارش شده، آمده است.

که اختلاف چندانی با هم  اندطوری انتخاب شدهصرفنظر کرد در اینجا دماهای خط مایع و جامد 

 د.ننداشته باش
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 .[9]و  [3] گریکننده و مشخصات هندسی قالب ریختههای ترموفیزیکی فولاد و آب خن پارامتر (1-4) جدول

 

 ملاحظات اولیه -1-3

شود و گیرد و ابتدا مذاب کمی خن  میگری، انجمادی صورت نمیدر ابتدای فرآیند ریخته

الب لایه جامد و شود. بنابراین در زمان بسیار کمی ب د از ورود مذاب به قسپس انجماد شروع می

برقرار است و شرط  (9-2)فقط م ادله  یشرط استفان وجود ندارد. در نتیجه در این محدوده زمان

rمرزی مذاب در  L  ب(، شرط انتقال 13-2به جای شرط مرزی )وجود دارد که در این نقطه

  فیزیکی فولاد مذاب: مشخصات

مایع                                   جامد               
c (J kg-1 oC-1) 

ρ (kg m-3) 

k (W m-1 oC-1) 

C)o( liqT 

C)o( solT 

Lf (J kg-1) 

Tin (oC) 

Ste 

 

430 

7400 

33 
 

 

 

 

1450 

1425 

260000 

1530 

0.25, 0.75, 1 

825 

7400 

39 

                                                                        گری:مشخصات هندسی قالب ریخته

                                         
Section size (2L×2L) (m×m) 

H (m) 

Uz (m min-1) 

d (m) 

k (W m-1 oC-1) 
 

0.28×0.28 

0.67 

0.6, 0.75, 0.9 

0.02 

315 

 

 کننده:مشخصات فیزیکی آب خن 

 

Q (l min-1) 

∆Tw (oC) 

c (J kg-1 oC-1) 

ρ (kg m-3) 

a (m-1) 
 

  

2347 

5 

4200 

1000 

1.25 
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برابر این مرز  درمقدار حرارت خارج شده از مذاب  zبرای هر مقطع  هحرارت در مرز را داریم ک

( )q z .که دمای  شودمیسازی این رابطه و شرایط مرزی مربوطه، م ادله تا جایی حل با گسسته است

)گره آخر برابر دمای خط مایع  )liqT 500با حل این رابطه، ب د از مدت زمان  ود.ش t  دمای گره آخر

که در آن  شودتقریباً به دمای خط مایع نزدی  می
100000

zH U
t 

 
این فرض از این جهت لازم  است.

1و ضروری است که چون در ابتدا گرادیان دما در مایع در نقطه    حل  شدبود، باعث میبسیار زیاد

-با در نظر گرفتن این مدت زمان گردیان دما کمی کاه  می که ؛برودسئله به سمت واگرایی پی  م

 شود.یابد و این مشکل برطرف می

ضخامت لایه جامد تشکیل شده در ابتدا خیلی کم است، بنابراین حل م ادلات به سمت 

شود چون گام مکانی در لایه جامد مقدار کمی را داراست. به اپایدار میرود و مسئله نواگرایی پی  می

1همین دلیل برای  0.01l   کند، بنابراینیه جامد بصورت خطی تغییر میشود دما در لافرض می 

1مقدار حرارت وارد شده به آن با حرارت خارج شده از آن برابر است. برای  0.01l    (8-3)م ادله 

0.001shدر فرم ضمنی با   1شود و در نهایت برای حل می 0.01l    با اندازه  (8-3)م ادله

متغیر  شبکه 1 10sh l  گیرد.ده قرار میبرای جامد مورد استفا 

)1مکانی برای قسمت مایع ثابت و برابر با  شبکهاندازه  )l
l

h x
N

   ها است )ت داد گره

200lNبرابر    در نظر گرفته شده است(. مقدار گام مکانی برای لایه جامد متغیر و برابر

( 1)
10s

l
h


 ام زمانی باشد. اندازه گمی g t   :برای همه م ادلات برابر است با

100000

zH U
t . 

ها برابر در ذکر این نکته در اینجا ضروری است که مقدار حرارت خارج شده برای همه حالت

ای  سرعت پذیر نیست چون به عنوان مثال با افزنظر گرفته شده است که در واق یت این امر امکان
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شود ولی در اینجا برای تحلیل بهتر تاثیر گری مطمئناً مقدار حرارت کمتری از قالب خارج میریخته

 .در نظر در نظر گرفته شده استاین فرض  ( Steو  zUتغییر پارامترهای مهم )

 

 مدلارزیابي صحت  -1-1

سازی تحقیق حاضر، نتیجه حل برای تبار بخشیدن به صحت مدلبه منظور مقایسه و اع

مقایسه  موق یت فصل مشترک جامد و مایع را با نتایج عددی که قبلا انجام گرفته است مورد ارزیابی و

جامد و مقدار حل عددی از تحقیق حاضر برای موق یت مرز متحرک بین  (1-4شکل)گیرد. در قرار می

بی با نتیجه آمده برای این مرز تطابق خو رسم شده است، و نتیجه بدست zمایع به عنوانی تاب ی از 

0.1254Ste عدد استفان برابر [9]. توجه کنید که در [9] در دسترس از مطال ات گذشته دارد  

 است 1492 , 1396liq solT T  

 

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7
0

0.005

0.01

0.015
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z(m )

S
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e
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n
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ss
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m
)

 

 

current work

previous work

 

 .از تحقیق حاضر با نتایج قبلی بدست آمده جامد ضخامت مقایسه (1-4)شکل

 

)گری عدد استفان های موثر در فرآیند ریختهدر تحقیق حاضر، پارامتر )Ste و سرعت ریخته-

)گری  )zU ضخامت لایه تشکیل  ها را بر رویهستند. بنابراین برای این مسئله اثرات این پارامتر
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شده، سرعت انجماد و میدان دما در مایع، جامد و قالب با تغییر ی  پارامتر و ثابت ناه داشتن بقیه 

 .ا، مورد بحث و بررسی قرار خواهند گرفتهپارامتر

 

 نتایج بدست آمده -1-5

( و (2-4شکل)دد استفان )ضخامت جامد تشکیل شده برای مقادیر مختلف ع (2-4شکل)در 

( نشان داده شده است. لازم به ذکر است که (2-4شکل)گری )مقادیر مختلف سرعت ریخته

S L    ستفان ضخامت جامد تشکیل شده نیز با افزای  عدد ا (2-4شکل). براساس نتایج

توان اینطور استدلال کرد که به عنوان مثال طبق ت ریف عدد استفان یابد، دلیل این را میافزای  می

 ( )l in liq fSte c T T L   افزای  این عدد به دلیل کاه  مقدارfL  باشد و چون مقدار حرارت

گیرد و تر انجام میانجماد سریع fLر سه حالت برابر است پس با کاه  خارج شده از قالب در ه

شود برای سه حالت دیده می (2-4شکل)شود. همانطور که از ضخامت جامد تشکیل شده بیشتر می

زیکی این نتیجه قابل قبول است ها بر هم منطبق شده است، از نظر فیگری ضخامتسرعت ریخته

های چون با فرض برابر بودن مقدار حرارت خارج شده برای سه حالت و با توجه به اینکه بقیه پارامتر

های تشکیل شده برای تغییر نکرده است پس منطقی است که ضخامت Steترموفیزیکی از جمله عدد 

گری مذاب و تنها تفاوت در این است که با افزای  سرعت ریخته هر سه مورد بر هم منطبق باشد

 شود.کاری ثانویه میبا ضخامت کمتری وارد مرحله خن  بنابراینشود و زودتر از قالب خارج می
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0
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t ime=53.6

t ime=44.66

U
z
=0.6 (time=67)

U
z
=0.75 (time=53.6)

U
z
=0.9 (time=44.66)

t ime=67

 
 )ب(

مقادیر مختلف عدد استفان در سرعت ثابت  تشکیل شده برای الف( جامد ضخامت (2-4)شکل

 .Ste=0.25 درگری ( و ب( مقادیر مختلف سرعت ریختهmin=0.75 m zU-1گری )ریخته

 

های مختلف گزارش شده است. همانطور که در سرعت انجماد برای حالت (3-4شکل)در 

تر رخ دهد که تاثیر شود که انجماد سریعقسمت قبل توضیح داده شد افزای  عدد استفان باعث می

نشان  (3-4شکل)نشان داده شده است. در  (3-4شکل)عدد بر روی سرعت انجماد در افزای  این 

گری تقریبا با هم برابر دهد که سرعت انجماد در طول فرآیند به ازای مقادیر مختلف سرعت ریختهمی
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رت خارج شده و بقیه پارامترها یکسان در نظر گرفته شده است چون برای این سه حالت مقدار حرا

 است.
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U
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=0.75

U
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 )ب(

گری مقادیر مختلف عدد استفان در سرعت ثابت ریخته برای الف( ζپروفیل سرعت  (3-4)شکل

(1-=0.75 m minzUمقادیر مختلف سرعت ریخته )درگری ( و ب Ste=0.25. 
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ع دما در قسمت مذاب به ازای مقادیر مختلف عدد استفان بصورت کانتور توزی (4-4شکل)در 

تر نقاط داخلی گرادیان دما در Steنمای  داده شده است. همانطور که از شکل م لوم است با افزای  

به  پارامتر بیشتر شده است. مطابق ت ریف عدد استفان که در فصل دوم به آن اشاره شد افزای  این

بنابراین با  ،م نای افزای  حرارت محسوس منتقل شده نسبت به حرارت نهان منتقل شده است

شد که منجر به کاه  بیشتر خواهد از مذاب خارج  بصورت محسوس حرارت بیشتری Steافزای  

 .شودمیدما 

توان دید ری توزیع دما در مذاب را میگبه ازای مقادیر مختلف سرعت ریخته ( 2-4شکل) در

گری مذاب زودتر از قالب خارج که اختلاف بین آنها تنها به این دلیل است که با افزای  سرعت ریخته

 شود و به همان نسبت گرادیان دما در نقاط داخلی کمتر است.می
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 ج(

و  (m minzU 0.75=-1ی ثابت  )گرتوزیع دما در قسمت مایع در سرعت ریخته (4-4)شکل

 .Ste=1ج( ، Ste=0.75ب( ، Ste=0.25الف( 
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 الف(
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 ب(

 ج(

ب(  ،0.6zU=و الف(  (Ste=0.25توزیع دما در قسمت مایع در عدد استفان ثابت ) (2-4)شکل

=0.75zU،  )0.9=جzU. 
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استفان را  های مختلف عددتوزیع دما در لایه جامد تشکیل شده به ازای حالت ( 2-4شکل) در

در  .قرار خواهد گرفتبررسی مورد  (2-3)تاثیر تغییر عدد استفان بر روی رابطه  ،در اینجابینید. می

idداریم (2-3)رابطه  dl

dt l dt


  که در آن

2

dl L

dt






 .استi

l

 برای هر سه حالت تقریبا یکسان

dlاست ولی در عبارت 

dt
dlیابد در نتیجه افزای  می کاه  و  Ste ، چون با افزای  

dt
به  

( چون ج22-2است. از طرفی طبق شرط مرزی ) یابد و علامت آن نیز مثبتادی افزای  میمیزان زی

( )q z  1ثابت است در نتیجه s

 




 ،Ste برای هر سه حالت برابر است و با توجه به اینکه با افزای  

 یابد پس کاه  میs





 
sیابد ولی مقدار کاه  نیز به همان نسبت کاه  می





 
کمتر از 

dمقدار افزای  

dt



 
sاست، بنابراین 

it
t

 



 


  
یابد که علامت این عبارت منفی در کل افزای  می

s. از سوی دیار است

t 



 
توان برای سه حالت برابر و علامت آن نیز منفی است. با این توضیحات می

sنتیجه گرفت که 

it



 
یابد که علامت آن با افزای  عدد استفان افزای  می از نظر اندازهدر کل 

  شود.  دیده میتاثیر این افزای (2-4شکل) منفی است که در
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و الف(  (m minzU 0.75=-1گری ثابت  )توزیع دما در لایه جامد در سرعت ریخته (2-4)شکل

Ste=0.25 ، )بSte=0.75 ، )جSte=1. 

 

 

بینید با این تفاوت که برای نیز کانتور دما در لایه جامد تشکیل شده را می (7-4شکل)در

توان تحلیل گری بدست آمده است. مانند پارگراف قبل نیز میریختههای مختلف سرعت حالت

s توان ثابت کرد با افزای  سرعتانجام داد و می (2-3)مشابهی بر روی م ادله 

it




یابد کاه  می 

 شود.دیده می (7-4شکل) که تاثیر این کاه  را در
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ب( ، 0.6zU=و الف(  (Ste=0.25توزیع دما در لایه جامد در عدد استفان ثابت ) (7-4)شکل

=0.75zU ، )0.9=جzU. 

 

 

گری حالت مختلف عدد استفان و سرعت ریخته 4توزیع دما در قالب برای  (8-4شکل)در شکل 

قالب ثابت است و برای در  r شار حرارتی در جهت (27-2)و  (22-2)ط گزارش شده است. طبق راب

)مشخص مقدار این شار حرارتی برابر  z هر مقطع در )q z 2ل شرط مرزی )است، و تنها به دلی-

 ت مختلف شده است.( است که باعث اختلاف بین حالاالف22
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 ج( ،0.75zU= و =1Ste ب( ،0.75zU= و Ste=0.25توزیع دما در قالب برای الف(  (8-4)شکل

Ste=0.25 0.6= وzU،  )دSte=0.25 0.9= وzU. 
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کنید که در را مشاهده می z ج شده از مایع به عنوان تاب ی ازشار حرارت خار (9-4شکل)در 

1در  r جهت  به ازای عددهای استفان مختلف رسم شده است و  (9-4شکل)شود. خارج می

مقدار  Steشود چون با افزای  مقدار حرارت خارج شده نیز بیشتر می Steاساس شکل با افزای  بر

شار حرارتی خارج  (9-4شکل). در شوداز مایع خارج می نسبت به انرژی نهان بیشتری محسوس انرژی

گری رسم شده است. همانطور که از شکل م لوم است به ازای مقادیر مختلف سرعت ریخته شده از

های مشخص شده وجود ندارد، به این دلیل که چون کل حرارت خارج اختلاف چندانی بین حالت

ها اد نیز بین حالتسرعت انجم (3-4شکل)های مختلف برابر بوده و همچنین بر طبق شده در حالت

تقریبا برابر بوده پس حرارت خارج شده از مایع نیز تقریبا با هم برابرند. توجه داشته باشید که پروفیل 

 شار حرارتی خارج شده از مایع از ابتدای شروع انجماد رسم شده است.
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مختلف عدد استفان در مقادیر  برای الف( 1ƞ=در  zشار حرارتی محلی بصورت تاب ی از  (9-4)شکل

 .Ste=0.25 درگری مقادیر مختلف سرعت ریخته( و ب(m minzU 0.75=-1گری ثابت )سرعت ریخته

zدر   بینید که به عنوان تاب ی ازشار حرارتی محلی در مایع را می (13-4شکل)در  H  و

با افزای  عدد استفان شار  (13-4شکل)رسم شده است. براساس  zUو  Ste به ازای مقادیر مختلف

-یجهحرارتی محلی در مایع نیز بیشتر شده است و همانطور که در قسمت قبل به آن اشاره شد این نت

گیری رسم شده این پارامتر به ازای مقادیر مختلف سرعت ریخته (13-4شکل)گیری منطقی است. در 

جامد  -در نقاط نزدی  به فصل مشترک مایع zUشود با افزای  است و همانطور که از شکل دیده می
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توان اینطور تحلیل کرد که شود. این نتیجه را میتر کمتر میهای داخلیشار حرارت بیشتر و در گره

های داخلی وجود دارد بنابراین کاری قالب بر روی گرهزمان کمی برای اثرگذاری خن  zUبا افزای  

له شار حرارتی م اد لازم به ذکر است که شود.گرادیان دما و شار حرارتی در این نقاط کمتر می

1 بصورت
( ) l

l in liqq k T T
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مقادیر مختلف عدد استفان در  برای الف( z=Hدر  ƞشار حرارتی محلی بصورت تاب ی از  (13-4)شکل

 .Ste=0.25 درگری مقادیر مختلف سرعت ریخته( و ب(m minzU 0.75=-1گری ثابت )سرعت ریخته
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 قبلاً  ،ه تفاضل محدود که در این تحقیق مورد استفاده قرار گرفتهلازم به ذکر است که نظری

در مسئله استفان برای توضیح تبخیر قطرات، با موفقیت اعمال شده  [28]وویچ توسط کادول و سی

ب دی با شرط مرزی متناوب که توسط همان محققین و همچنین در حل مسئله استفان ی  است،

. اما در [17]و  [12] وش تفاضل محدود برای آن استفاده شده استمورد ارزیابی قرار گرفته و از ر

. همچنین میدان شده استاعمال  یتراین روش برای مسئله استفان به مراتب پیچیده ،تحقیق حاضر

گری . به علاوه اثرات تغییر در عدد استفان و سرعت ریختهبدست آمده است قالبدما در مایع، جامد و 

. بنابراین، داده شده استشترک و میدان دما را نیز مورد بحث و بررسی قرار بر روی موق یت فصل م

 توان برای مسائل استفان مختلف با دقت بالا و کافی مورد استفاده قرار داد.نظریه تفاضل محدود را می

 



 

 

 

 

  .5 فصل

 حل تحلیلي مسئله
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 مقدمه -5-9

شود. ارایه می وم،دهای بدست آمده در فصل ی  روش تحلیلی برای م ادله ،در این قسمت

) به روش تکرار متغیر ،شودروشی که در این قسمت به آن اشاره می )VIM  م روف است. قبل از

این روش حجم شود. پرداختن به حل م ادلات، ابتدا توضیح مختصری در مورد این روش ارایه می

های عددی که دارای دقت بالاتری از روشدهد با اینمحاسبات را به مقدار قابل توجهی کاه  می

لازم به ذکر است که  .خواه شدهای اساسی از این روش برای حل ی  مسئله بیان گام ،است. در ادامه

مناسبی بر روی م ادلات انجام گیرد که در ادامه به آن  سازیبرای حل تحلیلی م ادلات باید ساده

 شود. اشاره می

 

 روش تكرار متغیر -5-2

Vروش IM  ابداع و گسترش یافت و بسیاری از محققان و  هیتوسط آقای  1999در سال

خطی م ادلات  استفاده کردند. های خطی و غیرپژوهشاران از این روش به منظور دستیابی به مدل

روش  بخشد. اینهای عددی است را بهبود میثابت شده است که این روش، مسائلی که متکی به روش

 .[33] و [32] دهدبا تقریب بسیار خوب و با مرتبه خطای بالا بدست می حل مسئله را

 برای توضیح مفهوم بنیادی این روش، ی  م ادله دیفرانسیل را به صورت زیر در نظر بایریم:

(2-1)  ( , )Lu Nu g x t  

)خطی هستند و به ترتیب اپراتورهای خطی و غیر N و Lکه در آن  , )g x t  ترم ناهمان

 م ادله است.

توان به صورت زیر را می (1-2)برای م ادله  تکراری تابع تصحیحساس روش تکرار متغیر بر ا

 :[33]و  [32] بیان کرد

(2-2)   1
0

( , ) ( , ) ( ) ( ) ( , ) 0
t

n n n nu x t u x t Lu Nu g x d n          
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شود و ه لم اساسی تغییرات ت یین میکلی است که بوسیل ضریب تغییر لاگرانژ  که در آن

( )nu  0شود، بطوریکه در نظر گرفته می 1به عنوان متغیر محدودnu . 

ضریب  ت یینسازی روش تکرار متغیر ای پیادهبر اولیههمانطور که از رابطه مشخص است گام 

)تغییر لاگرانژ  ) 1. با ت یین این ضریب، تقریب مناسب است ( 0)nu n   که حل تقریبی برایu 

)0لیه خواهد بود به آسانی و با استفاده از هر تابع قابل انتخاب برای فرض او )u [32] آیدبدست می .

فرض اولیه را  تحقیقات انجام شدهقرارداد مشخصی برای انتخاب فرض اولیه وجود ندارد، در ب ضی 

البته به شرطی که بصورت ی  تابع که بر حسب  ،[13]دهند ن شرط اولیه مسئله قرار میهما

 Lدر مواردی که اپراتورهای  ،مشخص است (2-2)ابطه چون همانطور که از ر ،متغیرهای دیار باشد

توان از این روش نتیجه نمی و شرط اولیه بصورت ی  عدد ثابت باشد، بصورت مشتق باشند Nو 

ی مستقل مسئله وجود ندارد باید فرض اولیه گرفت. برای مواردی که تابع مشخصی بر حسب متغیرها

و  [38]، [32] را براساس ماهیت مسئله طوری انتخاب کرد که حداقل نصف شرایط مرزی را ارضا کند

در نهایت حل دقیق . [14]و  [11] ای، مثلثاتی، نمایی و... باشدتواند چند جمله. تابع انتخابی می[39]

 آید:بصورت زیر بدست می

(2-3)  lim n
n

u u


 

فرضیاتی را در لازم است برای حل م ادلات مورد نظر در تحقیق حاضر به روش تکرار متغیر 

 شود.اشاره می آنکه در زیر به با استفاده از این روش حل کرد را بتوان مسئله  نظر گرفت که

 

 سازی مسئله برای حل تحلیليساده -5-3

مشخص است ناحیه جامد ب د از انتقال دستااه مختصات متغیر  (2-2شکل)همانطور که از 

 با افزای  چوندر مرز بین جامد و قالب چه مقداری را دارد  توان گفت که است بطوری که نمی

 جامد انتخاب و تابع اولیه را برای قسمت توان، به همین علت نمیشودمقدار آن نیز بیشتر میزمان 

                                                 
1. Restricted variation 
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مسئله را بصورت تحلیلی حل کرد. در اینجا با فرض اینکه پروفیل دما در قسمت جامد بصورت خطی 

رسیم تر کرد. با انتخاب این فرض به این نتیجه میتوان مسئله را سادهکند میتغییر می نسبت به 

شکیل شده با حرارت خارج شده از آن برابر است، بنابراین که مقدار حرارت وارد شده به لایه جامد ت

 با دو رابطه زیر مواجه هستیم: (23-2)و  (19-2)، (18-2)بجای سه م ادله کوپله 

(2-4)   
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) (2-2)که در رابطه  )q z  کننده است و از برابر است با مقدار حرارت منتقل شده به آب خن

ن اشاره شد، دو به آ دومآید. با استفاده از روش تثبیت مرز که در فصل بدست می (31-2)رابطه 

 شود:بصورت زیر تبدیل می (2-2)و  (4-2)م ادله 

(2-2)  
2 2
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ید که آحال با استفاده از این دو م ادله توزیع دما در مایع و موق یت فصل مشترک بدست می

V در زیر به مراحل حل مسئله به روش IM شود.اشاره می 
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 ل تحلیلي مسئلهح -5-1

-به روابط زیر می (2-2)در رابطه  (7-2( و )2-2) در این قسمت با جایاذاری دو م ادله کوپله

 رسیم:

(2-8)  
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دست آیند. این دو ب 2و  1شوند که در ابتدا باید مقادیر دو رابطه با تکرار متغیر حل میاین 

. ابتدا [34]و  [32]، [12] شوندبصورت زیر ت یین می لم اساسی تغییرات قضیه پارامتر با استفاده از

 آوریم، با استفاده از روش جزء به جزء داریم:را بدست می 1مقدار 

(2-13)  
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)1براساس قضیه لم اساسی تغییرات داریم  , ) 0n t   پس طرف راست رابطه بالا نیز باید ،

 برابر با صفر باشد، در نتیجه:

(2-11)  1 1( ) 0 , 1 ( ) 0
t

   


    

 رسیم:می 1 به نتیجه زیر برای با حل م ادلات بالا

(2-12)  1( ) 1    

 :نیز به روش مشابه داریم 2برای بدست آوردن مقدار 

(2-13)  
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 براساس قضیه لم اساسی تغییرات داریم:

(2-14)  2 2( ) 0 , 1 ( ) 0
t

   


    

 ل م ادلات فوق داریم:با ح

(2-12)  2 ( ) 1    

 شوند:( بصورت زیر تبدیل می9-2( و )8-2بنابراین روابط )

(2-12)  
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0با انتخاب تابع اولیه مناسب به عنوان فرض اولیه برای  ( ,0)   0و ( )   و جایاذاری آنها در

-( تقریب مناسبی برای توزیع دما در مایع و موق یت فصل مشترک بدست می17-2( و )12-2روابط )

 شود.آید که در فصل ب د نتایج حاصل از این روش ارائه و با نتایج حاصل از روش عددی مقایسه می

 پله که باید همزمان حل شوند قبلاً ذکر این نکته در اینجا ضروری است که حل دو م ادله کو

که مشابه مسئله مورد بحث در تحقیق حاضر است، با استفاده  فازیت در مسئله استفان  اسلوتاتوسط 

Vاز روش  IM [13] با موفقیت انجام گرفته است. 



 

 

 

 

  .6 فصل

 نتایج روش تحلیلي
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 مقدمه -6-9

شود. ابتدا با در نظر اده از روابط و همچنین نمودار ارائه میفصل نتایج تحلیلی را با استفدر این 

داده کند مسئله حل و نتایج نمای  گرفتن تابع انتخابی اولیه برای دما که شرایط مرزی را ارضاء می

. در ادامه با انتخاب دو تابع که پروفیل آنها تقریبا بر هم منطبقند و شرایط مرزی مسئله را خواهند شد

که نتایج بدست آمده از هر دو تابع یکسان اثبات خواهد شد  کنیم ومسئله را حل می کنند،ارضاء می

در این فصل با  ارائه شدهروابط و نمودارهای  است و بنابراین حل مستقل از تابع انتخابی اولیه است.

 اند.بدست آمده Mapleافزار استفاده از نرم

مقدار عدد استفان و دو مقدار برای دو  ،یع دما و موق یت فصل مشترکدر روش تحلیلی توز

. همچنین نتایج را با نتایج بدست آمده از خواهند شدو نتایج با هم مقایسه  ارائهگری سرعت ریخته

 شود.روش عددی نیز مقایسه می

 

 نتایج بدست آمده -6-2

 :شودمیحل مسئله شروع  ،با انتخاب فرض اولیه برای دما بصورت زیر

(2-1)  
2(1 )cos( )

2


  

(0)ان شرط اولیه آن ی نی برای موق یت فصل مشترک فرض اولیه را هم L   با  داده وقرار

تا سه بار تکرار  بطور همزمان و (17-2)و  (12-2)دو م ادله کوپله  (1-4جدول ) از اطلاعاتاستفاده 

-حل برای دما به شکل انتارل در مخرج، ( به علت وجود 12-2)با توجه به رابطه . شوندمیحل 

صفحه امکان ارائه و نمای  آن وجود نداشت و چندین که آید بدست می و تودرتو هایی بسیار طولانی

 نیز طولانی بود، برای نمای  آن مورد نیاز بود و همچنین به دنبال آن رابطه بدست آمده برای 

موق یت فصل مشترک برای  تکرار دوم و ((2-2))م ادله برای توزیع دما  اولتکرار تنها بنابراین 

 بینید:که در زیر این روابط را می شودداده مینمای   ((3-2))م ادله 
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(2-2)  

 

 

(2-3)  

 

 اند.متر بر دقیقه بدست آمده 3.72گری و سرعت ریخته 3.22روابط براساس عدد استفان این 

-همانطور که اشاره شد امکان ارائه روابط بدست آمده ب د از سه بار تکرار وجود ندارد ولی می

 بینید.هایی نمای  داد که در ادامه میتوان نتایج را بصورت نمودار

یلی با حل عددی که در فصل قبل ارائه شد، ضخامت لایه جامد در ابتدا برای مقایسه حل تحل

گری و سرعت ریخته 3.22بدست آمده از حل تحلیلی ب د از سه بار تکرار برای مقادیر عدد استفان 

گیرد که در متر بر دقیقه را با ضخامت بدست آمده از روش عددی مورد مقایسه قرار می 3.72

 این دو نمودار در ی  شکل نشان داده شده است. (1-2شکل)
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Numerical Solut ion

Analyt ical Solut ion

 
 .بدست آمده از روش تحلیلی با روش عددیضخامت لایه جامد مقایسه  (1-2)شکل

 

مشخص است اندازه ضخامت لایه تشکیل شده و سرعت آن بیشتر از مقدار  همانطور که از شکل

توجیه کرد که گرادیان تابع  توان اینطوربدست آمده از روش عددی است. دلیل این موضوع را می

1انتخاب شده برای دما در نقطه    کمتر از گرادیان واق ی دما در این نقطه است و طبق م ادله

شود و به دنبال آن حرارت بیشتری به واسطه انجماد خارج حرارت کمتری از مایع خارج می (2-7)

 شود.شود، بنابراین ضخامت لایه جامد و سرعت انجماد بیشتر میمی

برای  و سرعت انجماد را تشکیل شده لایه جامد ضخامتبا استفاده از تکرار سوم  (2-2شکل)در 

گری را ثابت و برابر با بینید که در آن سرعت ریختهعدد استفان میدو حالت مختلف 

10.75( min )zU m   در نظر گرفته شده است. همانطور که قبلاً اشاره شد مقدار ضخامت تشکیل

Sشده برابر است با:  L  . 
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 (الف)

 
 )ب(

گری در سرعت ریخته Ste، برای مقادیر مختلف ζسرعت ب( ضخامت لایه جامد و الف(  (2-2)شکل

 .به عنوان فرض اولیه (1-2)رابطه با استفاده از ثابت 
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گری را برای دو حالت مختلف سرعت ریخته ضخامت جامد تشکیل شدهنیز  (3-2شکل)در 

 کنید.مشاهده می

 

 
 .(Ste=0.25گری در عدد استفان ثابت )ضخامت لایه جامد برای دو حالت سرعت ریخته (3-2)شکل

 

این نمودار عدد  رسم شده است. های مختلف به ازای پروفیل دما در زمان (4-2شکل)در 

 در نظر گرفته شده است.متر بر دقیقه  3.72و  3.22گری به ترتیب استفان و سرعت ریخته
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 .0.75zU=و  Ste=0.25در  ƞمختلف بصورت تاب ی از های پروفیل دما در زمان (4-2)شکل

 

متر بر دقیقه  3.72گری و سرعت ریخته 3.72عدد استفان نیز پروفیل دما برای  (2-2شکل)در 

در عدد استفان آن است. همانطور که  (3-2شکل ) رسم شده است و تفاوت موجود بین این شکل و

جامد  -شد عدد استفان نسبت انرژی محسوس به انرژی نهان خارج شده طی تغییر فاز مایعقبلاً اشاره 

است، بنابراین افزای  عدد استفان به م نای افزای  انرژی محسوس منتقل شده است که منجر به 

 شود.کاه  بیشتر دما در مایع می
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 .0.75zU=و  Ste=0.75در  ƞهای مختلف بصورت تاب ی از پروفیل دما در زمان (2-2)شکل

 

متر بر  3.9گری و سرعت ریخته 3.22پروفیل دما با در نظر گرفتن عدد استفان  (2-2شکل)در 

گری است که با به دلیل اختلاف در سرعت ریخته (3-2شکل ) دقیقه رسم شده است و تفاوت آن با

  کند.دما کمتر کاه  پیدا می بنابراین دارد و فزای  سرعت، مذاب فرصت کمتری برای تبادل حرارتا
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 .0.9zU=و  Ste=0.25در  ƞهای مختلف بصورت تاب ی از پروفیل دما در زمان (2-2)شکل

 

ر د ( به دلیل وجود مشتق دما و همچنین قرار گرفتن (4-2)طبق رابطه شار حرارتی )م ادله 

های قادر به ترسیم نمودار شار حرارتی به دلیل طولانی بودن عبارت Mapleافزار مخرج عبارت، نرم

 های حل نشده در آنها، نبود.و همچنین وجود انتارال دما و 

(2-4)  
1

( ) l
l in liqq k T T



 


    


 

 

 ض اولیهبررسي استقلال حل تحلیلي از فر -6-3

شود. در این بخ  استقلال حل تحلیلی از تابع انتخابی اولیه مورد تحلیل و بررسی قرار داده می

0در اینجا با انتخاب دو تابع که پروفیل آنها در محدوده  1  ًبر هم منطبق است مسئله  تقریبا

عبارتند از: اند تاب ی که برای حل انتخاب شدهدو  .شوندمیحل و نتایج بدست آمده با یکدیار مقایسه 

cos( )
2


  1)2و ). 
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( و شرط اولیه (1-2)نمودار این دو تابع به همراه تابع انتخابی اول )م ادله  (7-2شکل)در 

همانطور که از شکل مشهود است دو تابع  ط استفاده شده در حل عددی( رسم شده است.واق ی )شر

 های مشابه هستند.انتخاب شده در این قسمت دارای نمودار
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cos(/ 2)
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  (1+
2
)cos(/ 2)

 

 .توابع انتخابی با شرط واق ی مسئله نمودار مقایسه (7-2)شکل

 

، همانطور که )شرط دقیق( ی حل عددینموار شرط اولیه برا (7-2شکل)توجه کنید که در 

500)به آن اشاره شد، ب د از گذشت زمان لازم برای شروع انجماد  قبلاً )t .رسم شده است 

)cosابتدا با استفاده از تابع انتخابی  )
2


 (2-2)کنیم. م ادله تا سه بار تکرار حل می مسئله را 

رابطه  (2-2)دهد. همچنین در م ادله رابطه بدست آمده برای دما را ب د از دو بار تکرار نشان می

 توانید ببینید.موق یت فصل مشترک را ب د از دو بار تکرار می
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(2-2)  
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(2-2)  

 

1)2حال با استفاده از تابع انتخابی  ) در اینجا نیز تنها سه گیردمسئله مورد تحلیل قرار می .

( و برای موق یت مرز بین (7-2). در زیر روابط بدست آمده برای دما )م ادله گیردمی صورتبار تکرار 

در اینجا برای هر دو تابع انتخابی عدد  ارائه شده است. ( ب د از دو تکرار(8-2)مایع و جامد )م ادله 

 در نظر گرفته شده است. 3.72و  3.22گری به ترتیب برابر استفان و سرعت ریخته

(2-7)  

 

 

(2-8)  
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ب د از سه بار تکرار با استفاده از پروفیل ضخامت جامد تشکیل شده  (8-2شکل)در  همچنین

)cosه انتخابی توابع اولی )
2


  1)2و ) مربوط به تابع انتخابی  )الف(زارش شده است که نمودار گ

cos( )
2


  1)2 مربوط به تابع انتخابی )ب(است و نمودار ). 

 
 (الف)

 
 )ب(

 .2ƞ-1ب( و  cos(ƞπ/2)با استفاده از تابع انتخابی الف(  تشکیل شده ضخامت لایه جامد (8-2)شکل
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رسم  های مختلف بصورت تاب ی از نیز پروفیل دمای بدست آمده برای زمان (9-2شکل) در

خامت لایه جامد و هم  ضدر  ها همکنید تطابق خوبی بین جوابشده است و همانطور که مشاهده می

 وجود دارد.در پروفیل دما 

 
 (الف)

 
 )ب(

الف( با استفاده از تابع انتخابی  ƞهای مختلف بصورت تاب ی از پروفیل دما در زمان (9-2)شکل

(ƞπ/2)cos  2ب( وƞ-1. 
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است، به این  تحلیلیهای حل دلیل اینکه در نقاط انتهایی شکستای رخ داده از محدودیت 

بع انتخابی، تابع دقیقی برای اعمال شرط اولیه مسئله نبود به همین دلیل حل ترتیب که چون تا

مناسبی برای دما ارائه نداد و اگر بتوان تابع مناسبی انتخاب کرد بطوری که نمودار آن، با توجه به 

ری که وتر خواهد شد. همانطتر باشد، حل نیز دقیقبه شرط اولیه برای حل عددی نزدی  (7-2شکل)

)cosتری نسبت به حل مناسب (1-2) رابطه با انتخاب تابع )
2


  1)2و )  و نقطه برخورد  شدارائه

رد که با گذشت زمان توان اینطور توجیه کها به تأخیر افتاده است. دلیل این برخورد را مینمودار

1 شیب دما در نقطه   .به دلیل کاه  مقدار حرارت خارج شده از قالب، در حال کم شدن است

 کند.بنابراین با گذشت زمان نمودار در به سمت هموار شدن میل می



 

 

 

 

  .4 فصل

 گیری و پیشنهاداتنتیجه
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 گیرینتیجه -4-9

و تحلیلی صورت عددی به گری پیوستهفرآیند ریختهانتقال حرارت در یزم در این تحقیق، مکان

حالت دوب دی  ازم ادله انرژی ، با تغییر میدان حل، ابتدا فصل دوممورد بررسی قرار گرفته است. در 

با استفاده از روش تثبیت مرز، قلمرو حل در قسمت مایع که متغیر سپس  .شدب دی تبدیل به ی 

که با این کار م ادلات بصورت غیرخطی تبدیل شدند، ضمن اینکه  شکل داد، تغییرابت ث فرمبه  ،بود

مکانی  شبکهمیدان حل لایه جامد همچنان بصورت متغیر باقی ماند که برای حل این مشکل روش 

هم به روش عددی و هم به روش  ،در نهایت م ادلات بدست آمده .قرار گرفتاستفاده  مورد متغیر

 ند.تحلیلی حل شد

در فصل سوم، روش عددی مورد استفاده تشریح و م ادلات حاکم در این تحقیق، با استفاده از 

اند که در فصل چهارم نتایج این روش ارائه سازی شدهصورت صریح گسستههروش تفاضل محدود ب

د و داد که تغییر عدد استفان تاثیر قابل توجهی بر روی ضخامت جامشد. نتایج بدست آمده نشان می

بر روی این پارامترها گیری چشم تغییرگری، گذارد، در حالیکه با تغییر سرعت ریختهتوزیع دما می

  .نشدمشاهده 

 با استفاده از روش تکرار متغیر دستاوردهای این تحقیق حل م ادلات به روش تحلیلییکی از 

حاصل از این روش ارائه  بود که در فصل پنجم به تشریح این روش پرداخته شد و در فصل ششم نتایج

تنها با سه بار تکرار مسئله با دقت مناسب و زمان محاسبات کمتر حل  مشاهده شد،شد. همانطور که 

  .شد

 ای از نتایج حاصله اشاره شده است.به گزیده ادامهدر 

 یابد.با افزای  عدد استفان ضخامت جامد و سرعت انجماد افزای  می -

 کند.ذاب و جامد بیشتر کاه  پیدا میبا افزای  عدد استفان دما م -

 بر روی ضخامت جامد و سرعت آن ندارد.گری تاثیر چندانی سرعت ریخته -
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Vفرض اولیه برای حل به روش  - IM تواند هر تاب ی باشد، فقط باید این نکته را در نظر می

 داشت که حداقل نصف شرایط مرزی را ارضا کند.

 

 پیشنهادات -4-2

گری پیوسته و همچنین مسائل در فرآیند ریختهانتقال حرارت در زمینه توان برای ادامه تحقیق می

 ، موضوعات زیر را بررسی نمود:استفان

 با طول  و مستطیلی شکل با سطح مقطع محاسبه توزیع دما و موق یت فصل مشترک در قالب

 و عرض نابرابر.

 روند و یی که برای تحلیل مسائل استفان بکار میهاحل تحلیلی این مسئله با استفاده از روش

 روش تکرار پیکارد. در فصل مقدمه به آنها اشاره شد، مانند

  بدست آوردن توزیع دما و موق یت فصل مشترک، بدون انتقال دستااه مختصات و تغییر

 متغیر مسئله را حل کرد. شبکهتوان به روش عددی و با استفاده از روش متغیر، که می

 سازی ثانویه.خن  ناحیهسازی و تشکیل انجماد در یل فرآیند خن تحل 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 



 گیری و پیشنهاداتنتیجه   فصل هفتم

 

93 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

91 

 

 مراجع

[1] A. Ayasoufi, Numerical simulation of heat conduction with melting and/or freezing 

by space-time conservation element and solution element method, PhD Thesis, 

University of Toledo (2004). 

[2] A. Y. Kandeil, I. A. Tag, M. A. Hassab, Solidification of steel billets in continuous 

casting, Engineering J. of Qatar University, Vol. 4 (1991) 103–120. 

[3] M. Alizadeh, H. Edris, A. Shafyei, Mathematical modeling of heat transfer for steel 

continuous casting process, International J. of ISSI, 3 (2006) No. 2, 7–16. 

[4]  S. K. Das, Thermal modelling of DC continuous casting including submould 

boiling heat transfer, Appl. Therm. Eng. 19 (1999) 897–916. 

[5] C. A. Santos, J. A. Spim, A. Garcia, Mathematical modeling and optimization 

strategies (genetic algorithm and knowledge base) applied to the continuous casting 

of steel, Eng. Appl. of Artificial Intelligence, Vol. 16 (2003) 511–527. 

[6] L. Zhang, Y. M. Rong, H. F. Shen, T. Y. Huang, Solidification modeling in 

continuous casting by finite point method, J. of Mater. Process. Technol. 192–193 

(2007) 511–517. 

[7] M. Janik, H. Dyja, Modelling of three-dimensional temperature field inside the 

mould during continuous casting of steel, J. of Mater. Process. Technol. 157–158 

(2004) 177–182. 

[8] D. Constales, R. Van Keer, Finite-element solutions for a direct problem in 

continuous casting and for its inverse, WIT Trans. Modelling Simul. Vol. 17, (1997) 

97–102. 

[9] M. Alizadeh, A. J. Jahromi, O. Abouali, New analytical model for local heat flux 

density in the mold in continuous casting of steel, Comp. Mater. Sci. 44 (2008) 807–

812. 

[10] Z. Shi, Z. X. Guo, Numerical heat transfer modelling for wire casting, Mater. Sci. 

Eng. A 365 (2004) 311–317. 

[11] D. Slota, Direct and inverse one-phase Stefan problem solved by the variational 

iteration method, Comput. Math. Appl. 54 (2007) 1139–1146. 

[12] D. Slota, The application of the homotopy perturbation method to one-phase inverse 

Stefan problem, Int. Commun. Heat Mass Tran. (2010) 1–6. 

[13] D. Slota, A. Zielonka, A new application of He's variational iteration method for the 

solution of the one-phase Stefan problem, Comput. Math. Appl. 58 (2009) 2489–

2494. 



 

92 

 

[14] E. Hetmaniok, D. Slota, R. Witula, A. Zielonka, Comparison of the Adomian 

decomposition method and the variational iteration method in solving the moving 

boundary problem, Comput. Math. Appl. (2010) 1–4. 

[15] Rajeev, K. N. Rai, S. Das, Solution of one-dimensional moving boundary problem 

with periodic boundary conditions by variational iteration method, Therm. Sci. Vol. 

13 (2009), No. 2, pp. 199–204. 

[16] S .Savović, J. Caldwell, Finite difference solution of one-dimensional Stefan 

problem with periodic boundary conditions, Int. J. Heat Mass Tran. 46 (2002) 2911–

2916. 

[17] S. Savović, J. Caldwell, Numerical solution of Stefan problem with time-dependent 

boundary conditions by Variable Space Grid method, Therm. Sci. Vol. 13 (2009), 

No. 4, pp. 165–174. 

[18] S. Kutluay, Numerical schemes for one-dimensional Stefan-like problems with a 

forcing term, Appl. Math. Comput. 168 (2005) 1159–1168. 

[19] F. Yigit, One-dimensional solidification of pure materials with a time periodically 

oscillating temperature boundary condition, Appl. Math. Comput. 217 (2011) 6541–

6555. 

[20] A. K. Verma, S. Chandra, B. K. Dhindaw, An alternative fixed grid method for 

solution of the classical one-phase Stefan problem, Appl. Math. Comput. 158 (2004) 

573–584. 

[21] A. Asaithambi, Numerical solution of Stefan problems using automatic 

differentiation, Appl. Math. Comput. 189 (2007) 943–948. 

[22] R. Witula, E. Hetmaniok, D. Slota, A. Zielonka, Solution of the two-phase Stefan 

problem by using the Picard's iterative method, Therm. Sci. Vol. 15 (2011), Suppl. 

1, pp. S21–S26. 

[23] A. P. Roday, M. J. Kazmierczak, Melting and freezing in a finite slab due to a 

linearly decreasing free-stream temperature of a convective boundary condition, 

Therm. Sci. Vol. 13 (2009), No. 2, pp. 141–153. 

[24] J. Caldwell, Y. Y. Kwan, Spherical solidification by the enthalpy method and heat 

balance integral method, WIT Trans. Eng. Sci. Ashurst Lodge, Southampton, SO40 

7AA, UK, 165–174. 

[25] N. Sadoun, E. K. Si-Ahmed, J. Legrand, On heat conduction with phase change: 

accurate explicit numerical method, J. Appl. Fluid Mech. Vol. 5 (2012), No. 1, pp. 

105–112. 

[26] J. Caldwell, D. K. S. Ng, Mathematical Modelling Case Studies and Projects, 

Kluwer Academic Publishers, Dordrecht, Vol. 28 (2004). 



 

93 

 

[27] S. L. Mitchell, M. Vynnycky, I. G. Gusev, S. S. Sazhin, An accurate numerical 

solution for the transient heating of an evaporating spherical droplet, Appl. Math. 

Comput.  217 (2011) 9219–9233. 

[28] J. Caldwell, S. Savović, Numerical solution of Stefan problem by variable space 

grid method and boundary immobilization method, J. Math. Sci. 13 (2002) 67–79. 

[29] N. Vitorino, J. C. C. Abrantes, J. R. Frade, Numerical solutions for mixed controlled 

solidification of phase change materials, Int. J. Heat Mass Tran. 53 (2010) 5335–

5342. 

[30] K. A. R. Ismail, J. R. Henríquez, Solidification of pcm inside a spherical capsule, 

Energ. Convers. Manage. 41 (2000) 173–187. 

[31] N. Sadoun, El-Khider Si-Ahmed, P. Colinet, J. Legrand, On the boundary 

immobilization and variable space grid methods for transient heat conduction 

problems with phase change: Discussion and refinement, C. R. Mecanique 340 

(2012) 501–511. 

[32] J.-H. He, Variational iteration method ─ a kind of non-linear analytical technique: 

some examples, Int. J. Nonlin. Mech. 34 (1999) 699–708. 

[33] J.-H. He, Variational iteration method for autonomous ordinary differential systems, 

Appl. Math. Comput. 114 (2000) 115–123. 

[34] J.-H. He, Approximate analytical solution of Blasius’ equation, Commun. Nonlin. 

Sci. Numer. Simul. Vo1.4 (Apr. 1999), No.1, 75–78. 

[35] S.-H. Chang, A variational iteration method for solving Troesch's problem, J. 

Comput. Appl. Math. 234 (2010) 3043–3047. 

[36] A.-M. Wazwaz, The variational iteration method for exact solutions of Laplace 

equation, Phys. Lett. A 363 (2007) 260–262. 

[37] S. A. Khuri, A. Sayfy, A Laplace variational iteration strategy for the solution of 

differential equations, Appl. Math. Lett. 25 (2012) 2298–2305. 

[38] D. D. Ganji, G. A. Afrouzi, R. A. Talarposhti, Application of variational iteration 

method and homotopy-perturbation method for nonlinear heat diffusion and heat 

transfer equations, Phys. Lett. A 368 (2007) 450–457. 

[39] S. B. Coşkun, M. T. Atay, Fin efficiency analysis of convective straight fins with 

temperature dependent thermal conductivity using variational iteration method, 

Appl. Therm. Eng. 28 (2008) 2345–2352. 

[40] K. A. Hoffmann, S. T. Chiang, Computational Fluid Dynamics, Vol 1, Engineering 

Education System, Wichita. 

 



 

 

Abstract 

In this study, the phase change and heat transfer process in continuous casting 

machines analyzed. The mold, which use in this problem is column and the cross 

section is square. In the current work, by choosing a suitable cylindrical coordinates we 

are able to simplify the problem and transform the equation into an unsteady one-

dimensional energy equation.  

In the case of solidification in continuous casting process, the boundary of the 

domain is not known in advance. This means that the solution of such problems requires 

solving the diffusion or heat conduction equation in an unknown region which has to be 

determined as part of the solution. Solution reported in the literature using the control-

volume finite difference approach together with the boundary immobilization method is 

selected to predict the position of moving interface and the temperature distribution. 

Also an analytical solution for this problem is reported that using by variational iteration 

method.  

The approach is validated by some available models and the agreement is found to 

be satisfactory. Effects of the governing parameters such as Stefan number and casting 

speed on the evolution of the freezing front and temperature distributions are 

investigated. It is found that the variation of Stefan number has a strong influence on the 

growth of the shell thickness and the temperature distributions. For the same values of 

heat transferred from the mold, increasing Stefan number has significant results such as: 

accelerating the solidification process and increasing the solid thickness, enhancing the 

local heat flux in the liquid, and broadening the liquid zone affected by the cooling 

jacket. As the casting speed becomes higher, the molten flow leaves the mold faster and 

the solid thickness entering the secondary cooling stage will be decreased. Decreasing 

of casting speed results in decreasing the solid temperature; in other words, the solid 

layer becomes cooler. Increasing the casting speed causes the central region has less 

time to be affected by the cooling water. 

 

Keyword: Continuous casting process; Stefan problems; Casting speed; Boundary 

immobilization method; Shell thickness; Temperature distribution. 
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