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 اقرارنامه و واگذاري حقوق
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ق موضوع این پایان حقوق مادي مترتب از  نتایج مطالعات ، آزمایشات و نو آوري ناشی از تحقی

 متعلق به دانشگاه صنعتی شاهرود می باشد . نامه
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 چکیده
 

 

های حلقوی به شکل میکروتیر و میکروصفحه را های میکروالکترومکانیکیدر این پایان نامه، تشدیدکننده   

حرارتی را که می بایست با هدایت در فصل دوم معادلات  ایم.و مستطیلی تحت تأثیر بار الکتریکی مدل کرده

ایم و همچنین معادله نیروی الکتریکی را با فرض خازنی بودن معادلات مکانیکی کوپل شوند، استخراج کرده

 تیر برنولی و-ایم. در فصل سوم مدل میکروتیر تشدید کننده را در دو حالت تیر اولرصفحات بدست آورده

برنولی با در نظر گرفتن کشش درونی برای -ایم مدل اولربرنولی با در نظر گرفتن کشش درونی ارائه داده-اولر

محاسبه تغییر شکلهای بزرگ ناشی از نیروی الکترواستاتیکی کاربرد دارد. برای محاسبه میرایی 

ین خیز میرایی آن ترموالاستیک آن ابتدا خیز استاتیکی آن محاسبه شده سپس با خطی سازی حول ا

بعد نشان داده غیرخطی میرایی را بر حسب پارامترهای بیمحاسبه شده است. نتیجه این محاسبات رفتار 

بدست  DQهمچنین در انتهای این فصل میرایی ترموالاستیک غیرخطی را نیز با استفاده از روش است. 

 محاسبه میرایی ترموالاستیکارم برای در فصل چهآوردیم که  جنبه جدید این پایان نامه نیز می باشد. 

معادله فرکانسی بدست  کردیم. استفادهلاو -حلقوی با تئوری کیرشهف کروصفحهیم تشدیدکننده، از مدل

این مدل را از دو روش خطی سازی و بدون خطی سازی حل کرده ایم و میرایی را در سه شرط  آمده از 

-و شعاع و صخامت بحرانی را نمایش داده ساده محاسبه کرده -گیردارآزاد و  -گیردار و گیردار-مرزی گیردار

. در فصل پنجم مدل میکروصفحه مستطیلی ارائه شده است. در این مدل از دو فرض کیرشهف و وان ایم

ایم. در مدل وان ایم. در این فصل برای محاسبه میرایی از روش گالرکین استفاده کردهکارمن استفاده کرده

ایم که این خیز را را بدست آوردهبرای تغییر شکلهای بزرگ استفاده می شود ابتدا خیز استاتیکی  کارمن که

و با یک داده تجربی مقایسه کردیم. در پایان نیز میرایی  با روش اختلاف محدود نیز بدست آورده

 ترموالاستیک را بر حسب پارامترهای بی بعد بررسی کرده ایم.
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2 

 

 (MEMSسیستمهاي میکروالکترومکانیکی ) -1-1

ای از میکروسنسورها و عملگرهایی اطلاق می ( به مجموعهMEMS) سیستمهای میکروالکترومکانیکی

قابلیت را دارند که در مقابل تغییرات محیطی توانند عوامل محیطی را احساس کنند و این شوند که می

 هایواکنش نشان دهند که این امر با میکرومدار کنترل کننده انجام می شود. این سیستمها علاوه بر بسته

بخشهای  دارای ،های مجتمع جهت ارسال سیگنالآنتن مثلمیکروالکترونیکی معمولی 

 های ماکروسیستم نسبت به میکرو سیستمهای .دنباشعملگرها و سنسورها می  نظیرمیکروالکترومکانیکی 

 [.2سریعتر ، با قابلیت اعتماد بیشتر، ارزانتر و قابلیت ایجاد عملکردهای پیچیده تری را فراهم می کنند ]

 MEMSتوانند بعنوان مغز متفکر سیستمها باشند و ( میICدر واقع، مدارهای پیوستة میکروالکترونیکی )

دهد تا این میکروسیستمها بتوانند محیط ، این قدرت تفکر را توسعه می«بازو»و « چشم»کردن با اضافه

گیری ترین حالت خود با کمک اندازهاطرافشان را حس کرده و کنترل نمایند. این حسگرها در ساده

آوری محیط جمعهای مکانیکی، گرمایی، زیستی، شیمیایی، نوری و مغناطیسی، اطلاعات را از پدیده

گیری ها، دستگاههای الکترومکانیکی به کمک قدرت تصمیمکنندهکنند. پس از اخذ اطلاعات از حسمی

کردن و فیلترکردن وادار کرده، کردن، پمپهایی چون: حرکت، جابجایی، تنظیمخود، محرکها را به پاسخ

ها با ICهمانند  MEMSاههای کنند. از آنجا که دستگمحیط را به سمت نتایج موردنظر هدایت می

توان سطح بسیار بالایی از کارکرد، اطمینان و پیچیدگی را شوند، میتکنیکهای ساخت ناپیوسته ساخته می

 [.2با هزینه اندك بر روی تراشة کوچک سیلیکونی شکل داد ]
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 1میکروسازوكارها -1-2

قطعات اساسی در ابعاد میکرو یا بیشتر سیستمهای میکروالکترومکانیکی از تعداد اندکی المانها و 

 شود.اند. در ادامه توضیح مختصری از چند میکروسازوکار برجسته ارائه میمیکروسازوکار تشکیل شده

)مانند  5عمیق و حکاکی 9: با ترکیب کردن روشهای فتولیتوگرافی و کانالها 3، شیارها1گودالها

 6گذاری با ضخامت بالافرآیندهای رسوب( و یا DRIEیا  KOHکاری حجمی، حکاکی میکروماشین

توان گودالها، شیارها آسانی می(، به1و لیتوگرافی لایة ضخیم PDMسازی ، میکرومدل7کاری)مانند روکش

های بسیار گوناگونی را ساخت. این میکروسازوکارها قطعات اصلی سیستمهای و کانالهای با هندسه

، مقادیر نسبتاً زیاد سیال و 3های نوریاً بزرگی )مانند رشتهمیکروالکترومکانیکیی هستند که اشیأ نسبت

 [3و  1سلولهای زیستی( را جابه جا می کنند یا نگه می دارند. ]

: اولین سیستمهای میکروالکترومکانیکی که برای دست یافتن به حرکتهای  میکروسازه های انعطاف پذیر

[. با 9های انعطاف پذیر بودند ]د دارای میکروسازهپایدار و کنترل شده در مقیاس میکرو استفاده می شدن

اند، اما در بیشتر این سیستمها از های انعطاف پذیر بسیار پیچیده ساخته شدهآنکه برخی از این میکروسازه

ترکیب المانهای انعطاف پذیر پایه مانند تیرهای یک سر گیردار و دوسر گیردار و غشاها و صفحات استفاده 

توانند دارای نسبت اضلاع بسیار زیاد شایان ذکر است که میکروسازه های انعطاف پذیر می. شده است

( که در µm2 و ضخامت  µm27، پهنای µm2777باشند )مثل تیر یک سر گیردار با درازای 

 .سیستمهای ماکروسکوپی نادر هستند

                                                 
1 Micromechanisms 
2 Pits 
3 Grooves 
4 Photolithography 
5 Deep Etching 
6 Thick-Deposition Processes 
7 Plating 
8 Thick deposition processes 
9 Optical Fibers 
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جود سطوح میکرویاتاقانی ) مانند ها، به ومنظور دوران یا حرکت انتقالی سازه: به سطوح میکرویاتاقانی 

مشاهده می شود، رینگهای  2-2( نیاز است. برای مثال همان طور که در شکل 2یاتاقان لغزنده و رینگی

[ 6و  5اند]را فراهم آروده های پیچیدهامکان ارتقای میکروموتورها و مجموعه چرخدنده 1صفحهدورانی هم

را  1-2های بلند در فضای بالای تراشه )شکل ه مؤثر میکروسازهامکان استفاد 3ایو مفصلهای بیرون صفحه

سبب تلرانسهای نسبی بالا، عدم روانکاری کافی و مواد ضعیف سطح  [. به1، 7سازند ]ببینید( را میسر می

مدت یاتاقانها، سیستمهای میکروالکترومکانیکی که دارای سطوح یاتاقانی می باشند، پس از کارکرد طولانی

[. تلاشهایی برای ارتقای مواد یاتاقان و روانکارها صورت گرفته که 3شوند]اییدگی و شکست میدچار س

  [.27آمیز بوده است ]برخی از آنها هم موفقیت

 
 های قفل شوندهسیستمهای میکروالکترومکانیکی با سطوح یاتاقانی دوار و چرخدنده 2-2شکل 

 

 
 [7میکروساختارهای مفصلی ] 1-2شکل 

 

                                                 
1 Bearing hubs and sliders 
2 In-plane rotary hub 
3 Out-of-plane hinges 
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 1حسگرهاي تشدید كننده -1-9

تیرها و میکروهای تشدیدکننده بر اساس اندازه گیری فرکانس تشدید ارتعاشات مکانیکی حسگر

اند . کرنش اعمال شده موجب تغییرات در فرکانس تشدیده شده ) مانند دیافراگمها ساخته شدهمیکرو

سرعت و دما می شود.  فشار، شتاب،سیم گیتار ( که این مسأله باعث توانایی آنها در اندازه گیری ورودی 

میکرو سنسوری که بر این اساس ساخته می شود در اثر فشاری که به دیافراگم آن وارد می آید، فرکانس 

طبیعی آن تغییر کرده و سبب اندازه گیری پارامتر ورودی می گردد. با ثبت اطلاعات مربوط به تغییرات 

 [2که باعث تغییر کرنش شده اندازه گیری می شود.] فرکانس طبیعی تشدید کننده اطلاعات فیزیکی

بوجود آمده  DCحول خیزی که توسط ولتاژ  ACهمچنین تشدیدکننده ها ادواتی هستندکه بوسیله ولتاژ 

می باشد.  DCاست، نوسان و ارتعاش می کنند. میرایی ترموالاستیک نیز همچون فرکانس متأثر از ولتاژ 

بر خیز و به دنبال آن بر میرایی ترموالاستیک  DCامه مد نظر بوده تأثیر ولتاژ نبنابراین آنچه در این پایان

بوده است. چرا که میرایی اثر زیادی بر حساسیت تشدیدکننده دارد. بنابراین بررسی این میرایی روی 

های بهینه یاری تواند طراحان و سازندگان تشدیدکننده را در امر ساختن تشدیدکنندهتشدیدکننده می

 رساند.

 

 میرایی ترموالاستیک -1-4

میرایی ترموالاستیک، ناشی از شار حرارتی بازگشت ناپذیری است که در اثر فشردگی و کشش سازه در 

حال ارتعاش بوجود می آید. سازه مرتعش هم کشیده و هم فشرده می شود، آن قسمت از سازه که فشرده 

                                                 
1 Resonator Sensors 
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خنکتر می شود. این اختلاف دما باعث ایجاد  می شود گرمتر شده و قسمت دیگر که در حال کشش است

گرادیان حرارتی در سازه شده و این گرادیان حرارتی سعی می کند در سازه تعادل حرارتی ایجاد کند. 

انرژی بکار رفته در این تعادل حرارتی نمی تواند ذخیره شود ) فرآیند بازگشت ناپذیر است ( و موجب 

آنتروپی اتلاف انرژی اتفاق می افتد. این اتلاف انرژی را با نام میرایی  افزایش آنتروپی می شود، با افزایش

 [21و 22ترموالاستیک می شناسیم که در میکروتیرها و میکروصفحه ها اتفاق می افتد.]

 

 مروي بر كارهاي گذشته -1-5

کیفیت [ اولین کسی بود که میرایی ترموالاستیک را پیش بینی کرد و عبارتی برای ضریب 29و23زنر ]

[ تیری با سطح مقطع مستطیلی را با میرایی ترموالاستیک مدل 25یک تیر ارائه داد. لیفشیتز و روکس ]

تری نسبت به کار زنر برای ضریب کیفیت تیر بدست آوردند. همچنین آنان در کار کردند و عبارت دقیق

ادند که نتایج آن را با حل و سیلیکون انجام د 2خود آزمایشاتی در مورد ضریب کیفیت آرسناید ژرمانیم

با افزایش  1های دبایخود مقایسه کردند. آنان در کار خود مشاهده کردند که ضریب کیفیت بعد از قله

 ابعاد سازه کاهش پیدا می کند.

[ با در نظر گرفتن یک تحریک الکترواستاتیکی دلخواه مدل کلاسیک میرایی 26سودیپتو و همکاران ]

دادند. مرتبه های بالای فرکانسهای تحریک که در نوسانات ناشی از طبیعت غیر ترموالاستیک را بهبود 

خطی نیروی الکترواستاتیکی ظاهر می شوند نیز در مدل اصلاح شده در نظر گرفته شدند. آنان یک تیر با 

تغییر شکل بزرگ، میرایی فیلم فشاری و ترموالاستیک را در نظر گرفتند و با روش انرژی ضرایب کیفیت 

های آزمایشگاهی مقایسه کردند. آنان را برای حالتهای متفاوت محاسبه کردند. این نتایج تئوری را با داده

                                                 
1 GaAs 
2 Debye Peaks 
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تغییرات کیفی و کمی در نتایج بدست آمده را با توجه به نیروی الکترواستاتیکی در مقایسه با کار 

 [ نشان دادند.29و23زنر]

ک یک میکروصفحه تحت بار الکترواستاتیکی ارائه دادند [ مدلی برای میرایی ترموالاستی22نایفه و یونس ]

و ضرایب کیفیت را برای یک شکل مستطیلی و تحت شرایط مرزی متفاوت بدست آوردند. آنان معادلات 

کوپل شده را با جدا کردن معادله هدایت حرارتی از معادله ارتعاشی صفحه حل کردند. همچنین از روش 

یب کیفیت در قالب یک عبارت تحلیلی استفاده کردند. آنان با حذف برای بدست آوردن ضر 2اغتشاشات

[ و 23و29نیروی الکترواستاتیکی نیز ضریب کیفیت را بدست آوردند و آن را با کارهای قبلی مثل و زنر ]

 [ مقایسه کردند. 25لیفشتز ]

ک تیر را بهبود [ تئوری یک بعدی زنر و لیفشیتز برای میرایی ترموالاستی27پرابهاکار و همکاران ]

 1بخشیدند. آنان این میرایی را به طور دو بعدی در مدل خود توسعه دادند. همچنین از روش تابع گرین

برای حل معادله دو بعدی هدایت حرارتی استفاده کردند و ضریب کیفیت ترموالاستیکی را بر حسب یک 

عرض تیر، فرکانس طبیعی، شکل سری نامحدود محاسبه کردند. آنان اثرات هندسی تیر، نسبت طول به 

کریستالی بر این -مودهای خمشی و شرایط مرزی میکروتیر تشدید کننده ساخته شده از سیلیکون تک

درصد بر حسب موردی که  17تا  1میرایی را بررسی کردند. خطاهای تئوری یک بعدی با این مدل بین 

 بررسی شده بود، محاسبه شد. 

رایی ترموالاستیک یک صفحه مدور کار کردند. آنان به طور تحلیلی [ بر روی می21سان و همکاران ]

ضریب کیفیت یک میکروصفحه مدور را بدست آوردند و به بررسی آن بر حسب ابعاد و اندازه و شکل مود 

                                                 
1 Perturbation 
2 Green’s Function 



8 

 

های آن پرداختند و همچنین عبارتی نیز برای ماکزیمم ضریب کیفیت برحسب ضخامت صفحه بدست 

 آوردند. 

نیز فرمولبندی خاصی از اجزا محدود را برای میرایی ترموالاستیک میکروتیرهای تشدید  [23یای و متین ]

کننده ارائه دادند. آنان پس از به کار بردن روش اغتشاشات در معادله حرکت دینامیکی تیر و هدایت 

زا محدود حرارتی و ترموالاستیسیته به معادله مقدار ویژه خطی رسیدند که آن را به طور عددی با روش اج

برای تیر با تکیه گاههای ساده حل کردند. همچنین آنان نتایج عددی خود را با کارهای تحلیلی زنر 

[ مقایسه کردند و نتایج خوبی را بدست آوردند. آنان مطالعه ای پارامتری بر روی 25[ و لیفشیتز ]29و23]

را بر روی ضریب کیفیت و فرکانس ضریب کیفیت و فرکانس انجام دادند و تأثیر نوع ماده و هندسه تیر 

 بررسی کردند.

[ معادلات ترموالاستیک میکروتیر خازنی یک تشدیدکننده را با مدل هدایت 17رضازاده و همکاران ]

ای بدست آوردند. در این مطالعه آنان فرض کردند که هدایت گرمایی در دو راستای گرمایی غیرفوریه

کیفیت ترموالاستیک را در دو حالت از مدل هدایت حرارتی یعنی طولی و عرضی صورت می گیرد. ضریب 

دو بعدی سهموی و یک بعدی هذلولی مورد مطالعه قرار دادند و نتایج را با مدل هدایت حرارتی یک بعدی 

سهموی مقایسه کردند و دریافتند که دو حالت مذکور با یک بعدی سهموی انطباق خوبی دارد. همچنین 

و ابعاد را بر ضریب کیفیت بررسی کردند و ضخامت بحرانی بدست آمده را با نتایج تحلیلی  آنان تأثیر اندازه

را بر ضریب کیفیت مورد بررسی قرار دادند و به این نتیجه  2مقایسه کردند. از طرفی تأثیر ولتاژ توقف

 رسیدند که ولتاژ توقف ضریب کیفیت را کاهش می دهد.

ه که راه حلی برای کاهش میرایی ترموالاستیک وجود ندارد تأثیر نیروی [ با ذکر این نکت12کومار و هاکو ]

محوری پسماند میکروتیر را بر این میرایی مورد بررسی قرار دادند. و به این نتیجه رسیدند که افزایش 

                                                 
1 Pull-in Voltage 
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نیروی محوری هم باعث افزایش فرکانس طبیعی  می شود و هم ضریب کیفیت را افزایش می دهد 

 اند.ای کنترل این میرایی تغییر در نیروی محوری را پیشنهاد دادهبنابراین آنان بر

[ کاری آزمایشگاهی بر روی ژیروسکوپهای میکرو انجام دادند و اهمیت وجود 13و  11دوول و همکاران ]

های میکرومکانیکی نشان دادند. آنان همچنین مشاهده کردند میرایی ترموالاستیک را برای تشدید کننده

حی و ماده به کار رفته، تأثیر به سزایی در این میرایی دارد. این آزمایشات در حالی انجام شد که نوع طرا

 ها نظیر میرایی سیال را به حداقل رسانده بودند.که تأثیر بقیه میرایی

[ نیز با استفاده از شبیه سازی عددی میرایی ترموالاستیک تیر یک سرگیردار را با در 19مندز و همکاران ]

گرفتن ترمهای خطی و غیر خطی آن شبیه سازی عددی کرده و با یکدیگر مقایسه کردند. نتایج نظر 

بدست آمده از فرض جابه جایی های بزرگ، سخت شوندگی ) افزایش فرکانس( و کاهش زمان تأخیر برای 

 دامنه نوسانات را نشان می دهد.

کردند و متوجه شدند که مقدار این [ بر روی میرایی یک میکروتیر سیلیکونی کار 15گو و رگرسون ]

میرایی قابل توجه است و از میرایی سیال بیشتر است. تغییرات فرکانس را بر حسب ضخامت تیر بررسی 

 کرده اند.

ها را با دو روش تبدیل فوریه سینوسی [ میرایی ترموالاستیک میکروتیر تشدیدکننده16سان و همکاران ]

تحلیل کردند. فرکانس ارتعاشی برای سه حالت  2و آنالیز مود نرمال محدود ترکیب شده با تبدیل لاپلاس

شرط مرزی شامل گیردار و ایزوترمال، تکیه گاه ساده و ایزوترمال ، تکیه گاه ساده و آدیاباتیک محاسبه 

شده است. نتایج نشان دادند که اگر اثر ترموالاستیسیته در نظر گرفته شود دامنه ارتعاش و ممان حرارتی 

شده و فرکانس ارتعاش افزایش می یابد. در این کار آنان یک ضخامت بحرانی برای میکروتیر محاسبه کم 

 کردند که اگر از آن ضخامت دور شویم اثر میرایی تقلیل می یابد.

                                                 
1 Normal Mode Analysis 
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[ تیر اولربرنولی را تحت میرایی فیلم فشاری و ترموالاستیک در نظر گرفتند. در این 17یانگ و همکاران ]

ای تحلیل دینامیکی حالت گذرای تیر از روشهای عددی اجزا محدود و اختلاف محدود استفاده کار آنان بر

برای بدست آوردن یک  2لوو/گالرکین-اند. بنابراین آنان از روش کارهیونننمودند که بسیار وقت گیر بوده

فشاری و مدل ماکرو جهت غلبه بر ترمهای غیرخطی ناشی از ساختار دینامیکی و میرایی های فیلم 

ترموالاستیکی استفاده کردند. همچنین نتایجی را که بدست آورده اند با اندازه گیری های آزمایشگاهی 

 مقایسه کرده و انطباق قابل قبولی را مشاهده کردند.

های مستطیلی با شرایط مرزی کاملاً گیردار و [ یک مدل تحلیلی برای میکروصفحه11پو لی و همکاران ]

ه ساده ارائه دادند. ضریب کیفیت با محاسبه انرژی هدر رفته در هر سیکل ارتعاشی در واحد گاتکیه-گیردار

حجمی در میکروصفحه بدست آمده است. معادلات بدست آمده در این مقاله نشان می دهد که میرایی 

مقاله گاه ساده یکسان می باشند. این تکیه-ترموالاستیک برای صفحه مستطیلی کاملاً گیردار و گیردار

 برای سایر شرایط مرزی بر اساس روش ریلی در فرکانس پایه میرایی را تخمین زده است. 

[ میرایی ترموالاستیک میکروصفحه مدور را با در نظر گرفتن کرنشهای وان کارمن  13سلاجقه و همکاران ]

ترموالاستیک بر  با روش میانگیری زمانی کنترویچ و روش اغتشاشات، محاسبه کردند. در این کار میرایی

حسب خصوصیات مواد، دمای محیط، شعاع صفحه و ضخامت آن بررسی شده است. همچنین مدلهای 

 خطی و غیرخطی نیز مقایسه شده اند.

[ نیز تأثیر نیرو محوری در میرایی ترموالاستیک یک میکروتیر را که تحت تأثیر 37سعیدی و همکاران ]

گ شده است را بررسی کرده است. برای این کار از روش المان یک نیروی الکترواستاتیکی دچار خمش بزر

محدود گالرکین استفاده کرده اند و معادله هدایت را به شکل دو بعدی در نظر گرفته اند. همچنین 

بررسیهای انجام شده در نزدیکی ولتاژ توقف صورت گرفته است. همچنین آنها مدل خطی و غیرخطی 

                                                 
1 Karhunen-Loeve/Galerkin Technique 
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ه و به این نتیجه رسیده اند که نیروی محوری اهمیت خود را در مدل خطی خود را با یکدیگر مقایسه کرد

 نمی توان نشان دهد.

[ نیز میرایی ترموالاستیک یک میکروتیر را بررسی کردند و تأثیر پارامترهای هندسی و 32گو و همکاران ]

ه را در نظر بگیریم از حرارتی خود نشان داده اند. همچنین نشان داده اند که چنانچه معادله حرارت نافوری

میرایی بحرانی لیفشیتز و زنر به میرایی بزرگتری می رسیم. همچنین معادلات خود را با روشهای عددی 

 حل کرده است.

[ کار قبلی خود را به این ترتیب ارتقا دادند که اثر نیروهای محوری ناشی از تغییر 31زمانیان و خادم ]

کننده در نظر گرفتند و از تئوری اغتشاشات میرایی ترموالاستیک شکل بزرگ را در یک میکروتیر تشدید 

را با در نظر گرفتن نیروهای الکتریکی محاسبه کردند. ایشان همچنین نشان داده اند که در نظر نگرفتن 

اثر کشش محوری و بسط نیروری الکتریکی باعث ایجاد خطا در محاسبه ولتاژ توقف می کند. همچنین 

 رایی ترموالاستیک را بر حسب پارامترهای هندسی و خواص مواد نشان داده است.ایشان تغییرات می

[ نیز در کاری دیگر میرایی ترموالاستیک یک میکروتیر تشدید کننده را با در نظر 33سعیدی و همکاران ]

د. گرفتن اثرات غیر خطی کشش محوری و دو لایه پیزوالکتریک در بالا و پایین میکروتیر، بدست آورده ان

همچنین ایشان معادله حرارت دو بعدی نافوریه را برای ادغام با معادله حرکت در نظر گرفته اند. همچنین 

 ایشان میرایی را برحسب ضخامت لایه های پیزوالکتریک و میکروتیر و ولتاژ الکتریکی بررسی کرده اند.

نده دو سرگیردار را با مدلهای [ رفتارهای غیرخطی دینامیکی میکروتیر تشدید کن39مستورم و همکاران ]

عددی و روشهای آزمایشگاهی مورد بررسی قرار دادند. ایشان انطباق خوبی بین شبیه سازیها و -تحلیلی

نتایج آزمایشگاهها بدست آوردند. مدل ایشان شامل اثر میرایی ترموالاستیک و نیروی الکترواستاتیکی و 

شگاهی و هم شبیه سازیها اثرات سخت شوندگی و نرم اثرات غیرخطی هندسی می باشد. هم نتایج آزمای

 شوندگی غیرخطی دینامیکی را بر حسب پارامتر تحریک الکتریکی نشان می دهند. 
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ای برای دیسک، حلقه و صفحات [ میرایی ترموالاستیک را در ارتعاشات درون صفحه35بار دیگر یای ]

روش المان محدود کاهش یافته استفاده کرده  بیضوی مورد بررسی قرار داده است. او برای این کار از

یابی درجه دوم استفاده کرده است. همچنین نتایج را با کار دیگران است. برای بهبودی نتایج از توابع درون

 افزارهای تجاری مقایسه کرده است. و نرم

ارائه دادند که در آن خیز و ای را [ مقاله36]در پایان نیز آقایان دکتر جلالی و دکتر اسماعیل زاده خادم 

فرکانس طبیعی و ضریب کیفیت میرایی ترموالاستیک میکروصفحه ویسکوالاستیک تحت بار 

های الکترواستاتیکی را بررسی کردند. میکروصفحه مورد بررسی شده نانوکامپوزیتی است که با نانولوله

ویت معادلات غیرخطی -کلوینکارمن و مدل ویسکوالاستیک -کربنی تقویت شده بود و با تئوری وان

تاناکا بدست آوردند و -موری-حرکت آن را بدست آوردند. همچنین خواص نانوکاموپوزیت را از روش اشبای

ناپایداری توقف را نیز مورد بررسی قرار دادند. ایشان نشان دادند که میکروصفحه نانوکامپوزیتی هم خیز و 

ی دهد، که در آن در مقایسه با میکروصفحه سلیکونی هم فرکانس طبیعی را در میکروادوات افزایش م

برابر نوع سلیکونی آن می باشد که این مشخصات در میکروسوییچ ها  2495دارای خیز برابر و فرکانس 

مطلوب است. همچنین ایشان نشان دادند که میرایی ترموالاستیک در نانوکامپوزیت بسیار بزرگتر از نوع 

ها مناسب نیستند. در کار ایشان نتایج یل نانوکامپوزیتها برای تشدید کنندهسیلیکونی آن است به همین دل

 مفیدی راجع به مشخصات ارتعاشی و استاتیکی نانوکامپوزیتها ارائه شده است.

 

 تعریف مسأله -1-6

ما تشدید کننده را به شکل یک خازن که از دو صفحه ثابت و انعطاف پذیر تشکیل یافته است، در نظر 

(. صفحه انعطاف پذیر که تحت اثر نیروی الکترواستاتیکی تغییر شکل یافته است را 3-2یم )شکل گرفته ا

 ایم:به سه شکل مدل کرده
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 مدل میکروتیر -2

 مدل میکروصفحه حلقوی -1

 مدل میکروصفحه مستطیلی -3

 
 : شکل شماتیک و کلی تشدید کننده3-2شکل 

 

 کننده در نظر گرفته شدند به قرار زیر هستند:فرضیاتی که برای سازه انعطاف پذیر تشدید 

 ماده ایزوتروپ می باشد.

 چگالی ثابت و یکنواخت است.

به دلیل بزرگ بودن فرکانسها نسبت به فرکانس حرکت عرضی، صرف نظر  yو  xاز اینرسهای راستاهای 

 شده است.

صفحات، بزرگ فرض شده در تحریک الکترواستاتیکی طول و عرض صفحات خازن نسبت به فاصله بین 

 است تا خطوط نیرو به صورت موازی درآیند.

در مدل میکروتیر دو فرض تغییر شکلهای کوچک و بزرگ را با به کار بردن دو تئوریهای خطی و غیرخطی 

اند و در مدل میکروصفحه حلقوی و مدل تغییر شکل کوچک میکروصفحه مستطیلی برنولی ارائه شده-اولر

-استفاده شده است و در مدل تغییر شکل بزرگ میکروصفحه مستطیلی تنشهای وان از فرضیات کیرشهف

 کارمن در نظر گرفته شده بودند.
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همچنین هدف از این پایان نامه بدست آوردن میرایی ترموالاستیک و تأثیر نیروی الکترواستاتیکی بر این 

فرکانسها را بدست می آوریم و از آنجا میرایی بوده است. برای بدست آوردن میرایی ترموالاستیک هم ابتدا 

که این فرکانسها بدلیل وجود میرایی مختلط هستند با جدا کردن ترمهای حقیقی و موهومی این میرایی 

و در  DQنیز محاسبه شده است. برای نیل به این هدف در میکروتیر از روش اختلاف محدود و روش 

در واقع میرایی غیرخطی ترموالاستیک  DQت. از روش میکروصفحه نیز از روش گالرکین استفاده شده اس

 را محاسبه کرده ایم که جنبه جدید این پایان نامه می باشد.
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 فصل دوم
 

 معادلات حرارت و بار الکتریکی
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 مقدمه -2-1

خازنی صفحات استفاده کردیم به این ایم و از فرض در این فصل نیروی الکترواستاتیکی را بررسی کرده

ایم و در نهایت بر شکل که میکروتیر یا میکروصفحه را قسمت فوقانی و انعطاف پذیر خازن در نظر گرفته

ایم همچنین معادله هدایت را برای حالتی ای ارائه دادهاساس این فرض برای نیروی الکترواستاتیکی رابطه

 ایم.ست را نیز مطرح کردهکه با کرنشهای مکانیکی کوپل شده ا

 

 نیروي الکترواستاتیکی -2-2

ترین روش اعمال نیرو، اعمال نیروی الکترواستاتیکی از طریق ها رایجو همچنین تشدید کننده MEMSدر 

(. فضای بین این دو صفحه را 2-1ایجاد میدان الکتریکی بین دو صفحه موازی یک خازن می باشد )شکل 

 از یکدیگر قرار دارند.  dبه فاصله کوچک  تشکیل می دهدکهمعمولاً هوا یا خلأ 

 

 : نمایش یک خازن با یک الکترود انعطاف پذیر2-1شکل 

بین صفحات یک خازن معادلات زیر را ارضا می کنند  𝜙با این فرضیات، پتانسیل میدان الکترواستاتیکی 

[37] 

(1-2)                                                                                                               ∇2ϕ = 0 
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(1-1    )                                                                          𝜙(𝑥, 𝑦, 𝑑) = 0,   𝜙(𝑥, 𝑦, 𝑤) = 𝑉 

𝛻2که در آن  =
𝜕2

𝜕𝑥2
+

𝜕2

𝜕𝑦2
+

𝜕2

𝜕𝑧2
خیز قسمت  𝑤ولتاژ اعمال شده و  𝑉نمایانگر اپراتور لاپلاسین ،  

 انعطاف پذیر خازن می باشد که می تواند میکروتیر یا میکروصفحه در نظر گرفته شود. 

اگر طول و عرض صفحات خازن را نسبت به فاصله بین صفحات، بزرگ فرض کنیم، خطوط نیرو به صورت 

( به شکل زیر 2-1نیز ناچیز خواهند شد. در این حالت، معادله ) 2و میدانهای فرینگینگموازی درمی آیند 

 [31کاهش پیدا می کند.]

(1-3                                                                                                            )
𝜕2𝜙

𝜕𝑧2
= 0 

 ( می توان به معادله زیر رسید.1-1مرزی )از حل معادله فوق برحسب شرایط 

(1-9                                                                                                       )𝜙 =
𝑉(𝑧−𝑑)

𝑤−𝑑
 

 [37حال می توان نیروی الکترواستاتیکی بر واحد سطح را به شکل زیر محاسبه کرد. ]

(1-5            )                                                                                    𝐹𝑒 = −
𝜀

2
|𝛻𝜙|2 

-1( در )9-1ضریب گذردهی دی الکتریک ماده بین صفحات می باشد. بنابراین با جایگزینی ) 𝜀که در آن 

 ( می توان نیروی الکترواستاتیکی صفحات موازی را محاسبه کرد.5

(1-6 )                                                                                                   
 2

2

2 wd

V
Fe





 

 [31آید ]در نهایت نیروی الکترواستاتیکی بین دو صفحه تشدیدکننده به شکل زیر بدست می

                                                 
1 fringing 
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(1-7                                                                                              )
 
 2

2

0

2

)(

wd

tvV
F

p

e






 

به ترتیب ولتاژ دینامیکی و استاتیکی می باشند و از آنجایی که فرض براین است  PVو   tv)(که در آن 

باشد. همچنین رابطه فوق را ضریب گذردهی خلأ می 0فاصله بین دو صفحه خازن خالی از هوا است،که 

 بنویسیم 0wمی توان بر اساس بسط تیلور حول فاصله 

(1-1                                     )  







 ...

4321
)()(2

2

3

5

2

432

220 w
d

w
d

w
dd

tvtvVVF ppe

 

 مقادیر کوچکی دارند، رابطه فوق را می توان ساده کرد tv)(و  wبا فرض اینکه 

(1-3                                                                            )w
d

V

d

tvV

d

V
F

pppL

e 3

2

0

2

0

2

2

0 )(

2


 

 ر مدلهای خطی استفاده شده است.( می باشد که د7-1( شکل خطی سازی شده معادله )3-1معادله )

 

 معادله هدایت  -2-2

 [33توان از معادله هدایت بدست آورد. ]توزیع دما روی صفحه و تیر را می

(1-27                                                                          )
t

eTE

t

T
cQTk T

p

















21

2 

ضریب ظرفیت گرمایی  pcچگالی جرمی، کرنش انبساطی ناشی از اثر حرارتی و مکانیکی،  eکه در آن 

هدایت حرارتی و  kضریب پواسن،  مدول یانگ،  Eضریب انبساط حرارتی،  Tدما،  Tدر فشار ثابت، 

Q شار حرارتی ورودی می باشد. برای نشان دادن و محاسبهe  33بر حسب جابه جایی ابتدا باید کرنش 
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مخالف صفر می باشد بنابراین با توجه به  33را محاسبه کنیم چرا که به دلیل وجود اثر ترموالاستیکی، 

033اینکه تنش   [،داریم 22می باشد  ] 

(1-22                                                                         ))()(
1

0221111 TT
E

T   

(1-21                                                                         ))()(
1

0112222 TT
E

T   

(1-23                                                                        ))()( 0221133 TT
E

T  


 

( 21-1( و )22-1را از معادلات ) 22و  11دمای حالت تعادل می باشد. حال تنشهای  0Tکه در آن 

 بدست می آوریم

(1-29                                                             ) )()1(
1

02211211 TT
E

T 


 


 

(1-25                                                            ) )()1(
1

01122222 TT
E

T 


 


 

 داریم 33بنابراین برای 

(1-26                                                         ) )()1()(
1

1
0221133 TTT 


 


 

 ( داریم، معادله زیر 26-1) ( و25-1با توجه به آنچه که در معادلات )

(1-27                                                                                               )332211  e 

فرض کنیم zو  x ،yرا جابه جایی های میکروتیر یا میکروصفحه در راستای  wو  u ،vحال اگر 

 به شکل زیر می شوند 22و 11کرنشهای 
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(1- 21                                                                                                  )xxx zwu 11 

(1- 23                                                                                                 )yyy zwv 22 

 ( داریم.27-1( و نتیجه آن در )26-1( در )23-1( و )21-1حال با در نظر گرفتن )

(1-17                                                )  )(
1

1
)(

1

21
0TTwwzvue Tyyxxyx 









 







 

 ( و حذف شار حرارتی ورودی داریم27-1( در )17-1با قرار دادن )

(1-12                       ) )(
21)21)(1(

)1(2
2

yyxxyx
TT

p wwzvu
t

TE

t

TTE
cTk 
































 

 ( را می توان به شکل زیر در نظر گرفت12-1اگر تغییرات دما زیاد بزرگ نباشد )

(1-11                      ) )(
21)21)(1(

)1( 00

2
2

yyxxyx
TT

p wwzvu
t

TE

t

TTE
cTk 
































 

0TTحال برای راحتی می توان با تعریف   (1-11را به شکل زیر نوشت ) 

(1-13                       ) )(
21)21)(1(

)1( 00

2
2

yyxxyx
TT

p wwzvu
t

TE

t

TE
ck 


































 

 از طرفی می توان ممان حرارتی و نیروی محوری حرارتی را به شکل زیر نوشت

(1-19                                                                                             )
 2

2
1

h

h
TT dz

E
N 




 

(1-15                                                                                           )
 2

2
1

h

h
TT dzz

E
M 
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pهمچنین در معادله فوق 
T c

TE











)21)(1(

)1( 0

2

می باشد. مثلاً برای میکروصفحه سیلیکونی در دمای  

KT 3000   7.1443، داریم
)21)(1(

)1( 0

2








 TE T  0.1662716وpc[22 بنابراین معادله نهایی .]

 هدایت به شکل زیر می شود.

(1-16                                                     ) )(0

2

yyxxyxp wwzvu
t

T
t

ck 








 


 

 که در آن 

(1-17                                                           )                                            
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مدول گرمایی می باشد. همچنین می توان با فرض لیفشیتز و روکاس و با نادیده گرفتن 
2

2

x

   و
2

2

y

  

 [25( را به شکل زیر کاهش داد. ]16-1معادله )

(1-11                                                     )

 )(02

2
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معادله فوق برای محاسبه میرایی ترموالاستیک با معادلات ارتعاشات میکروصفحه غیرخطی )با در نظر 

دست کارمن( کوپل خواهد شد و اگر معادله ارتعاشی میکروصفحه با فرض کیرشهف ب-گرفتن تنشهای وان

 آید معادله هدایت حرارتی به شکل زیر می شود

(1-13                                                                 ) )(02
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ای که با معادله ارتعاشی میکروتیر همچنین برای بدست آوردن میرایی ترموالاستیک در میکروتیر معادله

 ( ساده می شود13-1زیر از معادله )کوپل می شود  به شکل 

(1-37                                                                            )
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 مقدمه -9-1

ایم و از آنجا که برای نشان دادن اثر کشش یک میکروتیر مدل کردهدر این فصل تشدیدکننده را به عنوان 

ای داریم بنابراین از این مدل، برای برنولی با کشش درون صفحه-ای نیاز به مدل تیر اولردرون صفحه

-ای موقعی خود را نشان میایم. اثر کشش درون صفحهبدست آوردن میرایی ترموالاستیک استفاده کرده

برنولی پیدا می -زیادی به تیر اعمال شود که در این صورت اختلاف زیادی با مدل تیر اولر دهد که ولتاژ

بعد کردیم تا بررسی میرایی کند که این مقایسه نیز انجام شده است. همچنین معادلات میکروتیر را بی

در تیرهای  برحسب پارامترها به سهولت صورت گیرد. نتایجی که بدست آمده بسیار متفاوت است با آنچه

 برنولی قبلاً دیده بودیم.-اولر

 

برنولی با در نظر گرفتن كشش -معادله خیز تیر ترموالاستیک اولر -9-2

 ايدرون صفحه

در اینجا تیر همگنی را فرض کرده ایم که سیستم مختصات، جابه جایی های المان و دیاگرام آزاد آن را در 

فاصله انتهای تیر تغییر شکل نیافته تا نقطه مرجع  sایم که در آن نشان داده 3-3و  1-3، 2-3شکلهای 

برنولی صفحه سطح مقطع عرضی قبل و بعد از خمش همچنان بر -المان آن می باشد. در تئوری تیر اولر

همچنین این محور تیر عمود و بدون تغییر شکل باقی می ماند که این فرض نیز در اینجا پابرجا می باشد. 

012فرض این نکته را بیان می کند که   [ .33می باشد] 
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 برنولی-: سیستم مختصات تیر اولر2-3شکل 

 

 برنولی-های المان تیر اولرجایی: جابه1-3شکل 

 

 

 برنولی-آزاد المان تیر غیرخطی اولر-: دیاگرام جسم3-3شکل 
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می  1-3و  2-3برنولی همچنان برقرارند. از شکلهای -نیز فرضهای اولر برنولی غیرخطی-در تئوری تیر اولر

برقرار  و مختصات منحنی متعامد  xyzبین مختصات کارتزین  T][ای با ماتریس انتقال توان رابطه

 کرد

(3-2                                                    ){
𝐢1

𝐢2

𝐢3

} = [𝑇] {

𝐢𝑥

𝐢𝑦

𝐢𝑧

}  ,   [𝑇] = [
cos Θ3 0 sin Θ3

0 1 0
−sin Θ3 0 cos Θ3

] 

 

 ها و زاویه چرخشجایی:  رابطه بین جابه9-3شکل 

 

یکه در راستای بردارهای   𝒊𝑥, 𝒊𝑦, 𝒊𝑧و   𝜂و  𝜉  ،𝜁بردارهای یکه در راستای محورهای  𝒊𝑗که در آن 

به  3و زاویه چرخش  eآید که کرنش نیز چنین برمی 9-3باشند. از شکل می zو x،yمحورهای

 شوند.بیان می wو  uشکل زیر بر حسب 

(3-1                                      )𝑒 = √(1 + 𝑢′)2 + 𝑤′2 − 1,   cos Θ3 =
1+𝑢′

1+𝑒
,    sin Θ3 =

𝑤′

1+𝑒
 

 حال می توان چرخشها را به شکل زیر نوشت

(3-3                 )𝜌3 = 𝐢′
1. 𝐢3 = [(cos Θ3)′𝐢𝑥 + (sin Θ3)′𝐢𝑧]. [− sin Θ3 𝐢𝑥 + cos Θ3 𝐢𝑧] = Θ′

3 

(3-9                                                                                      )𝜌1 = 𝐢′
3. 𝐢2,    𝜌2 = 𝐢′

2. 𝐢1 
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می باشد. همچنین  𝜁چرخش حول  𝜌3و   𝜂چرخش حول  𝜉  ،𝜌2چرخش حول محور  𝜌1که در آن 

 را ببینید( 3-3را می توان به شکل زیر نوشت )شکل  zتعادل گشتاورها حول راستای 

(3-5                                 )𝑀′
3𝑑𝑠 + 𝐹2(1 + 𝑒)𝑑𝑠 = 𝑗3𝑑𝑠Θ̈3,      𝐹2 = −

1

1+𝑒
(𝑀′

3 − 𝑗3Θ̈3) 

 ممان اینرسی می باشد که به شکل زیر تعریف می شود 𝑗3که در آن 

(3-6                                                                                                      )𝑗3 = ∫ 𝜌𝑧2𝑑𝐴 

 توان بدست آورد، با استفاده از قانون دوم نیوتن می3-3با توجه به شکل 

(3-7                                                              )                         𝜕𝐅

𝜕𝑠
𝑑𝑠 + 𝑞2𝑑𝑠𝐢𝑧 = 𝑚𝑑𝑠𝐚 

 که در آن

(3-1                                                                                                  )𝐅 = 𝐹1𝐢1 + 𝐹2𝐢3 

 نیروی برآیند وارد بر سطح مقطع می باشد و 

(3-3                                                                                                    )𝐚 = �̈�𝐢𝑥 + �̈�𝐢𝑧 

 ( داریم7-3( در )3-3( و )1-3(، )2-3شتاب مرکز جرم المان است. حال با جایگزینی )

(3-27   )[(𝐹1 cos Θ3)′ − (𝐹2 sin Θ3)′]𝐢𝑥 + [(𝐹1 sin Θ3)′ + (𝐹2 cos Θ3)′]𝐢𝑧 + 𝑞2𝐢𝑧 = 𝑚�̈�𝐢𝑥 + 𝑚�̈�𝐢𝑧 

 معادلات حرکت را به شکل زیر بدست می آوریم 𝐢zو  𝐢xبا مساوی صفر قرار دادن ضرایب 

(3-22                                                                       )(𝐹1 cos Θ3)′ − (𝐹2 sin Θ3)′ = 𝑚�̈� 

(3-21                                                               )(𝐹1 sin Θ3)′ + (𝐹2 cos Θ3)′ + 𝑞2 = 𝑚�̈� 
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 [، شرایط مرزی را به شکل زیر مشخص می کنیم.33با استفاده از روش حساب تغییرات ]

                                                                                                      𝐹2 = 𝑤یا  0 = 0 

(3-23                                                                                              )𝑀3 = Θ3یا  0 = 0 

                                                                                   𝐹1 = 𝑢یا  0 = 0 

𝑠در  = 0, 𝐿 . 

با  𝑀3و گشتاور  𝐹2و  𝐹1های تنش برای رسیدن به معادلات حرکت، به پیدا کردن ارتباط بین منتجه

( داریم اما با دو مجهول 21-3( و )22-3(، )5-3بنابراین ما سه معادله ). نیاز داریم 𝑤و  𝑢جایی های جابه

𝑢 و 𝑤 ( برای ارتباط دادن منتجه تنش برشی با 5-3. برای حل مسأله، ما از معادله )𝐹2  بر حسب𝑀3  و

Θ3 ( بر حسب دو متغیر مستقل 21-3( و )22-3کنیم. با اینکار، دو معادله )استفاده می𝑢 و 𝑤  بدست

آمدند. برای این منظور ما نیاز به محاسبه کرنشها داریم. بنابراین با برخی عملیات ریاضی، کرنشها را با در 

 آوریم. ها و چرخشهای بزرگ بدست میجایینظر گرفتن جابه

(3-29                                                )𝜖11 = 𝑒 − 𝑧𝜌3,   𝜖12 = 𝜖22 = 𝜖33 = 𝜖13 = 𝜖23 = 0 

 را با در نظر گرفتن اثر ترموالاستیکی بدست می آوریم. 𝜖11براین تنش مرتبط با بنا

(3-25                                                                                 )𝜎11 = 𝐸(𝑒 − 𝑧𝜌3) − 𝐸𝛼Δ𝑇 

-3کند و با استفاده از )با در  نظر گرفتن اینکه تیر همگن است و خط مرجع از محور وسط تیر عبور  می

 ( می توان نوشت25

(3-26                              )𝐹1 = ∫ 𝜎11𝑑𝐴 = ∫ 𝐸(𝑒 − 𝑧𝜌3 − 𝛼Δ𝑇)𝑑𝐴 = 𝐸𝐴𝑒 − 𝐸𝛼 ∫ Δ𝑇𝑑𝐴 
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(3-27              )𝑀3 = − ∫ 𝑧𝜎11𝑑𝐴 = ∫ 𝐸(−𝑧𝑒 + 𝑧2𝜌3 + 𝑧𝛼Δ𝑇)𝑑𝐴 = 𝐸𝐼𝜌3 + 𝐸𝛼 ∫ 𝑧Δ𝑇𝑑𝐴 

 𝑀𝑇  و𝑁𝑇  نیروی گرمایی محوری تعریف می کنیمرا به ترتیب گشتاور گرمایی و 

(3-21                                                                                                )𝐹1 = 𝐸𝐴𝑒 − 𝑁𝑇 

(3-23                                                                                              )𝑀3 = 𝐸𝐼𝜌3 + 𝑀𝑇 

( و حذف برخی جملات غیرخطی ناشی از اینرسی دورانی، به 5-3( در )23-3را با جایگزینی ) F2بنابراین 

 بدست آورد. می توان ،  𝑗3خاطر کوچک بودن 

(3-17                                                                                   )𝐹2 = −
1

1+𝑒
(𝐸𝐼𝜌3 + 𝑀𝑇)′ 

 ( می توان نوشت23-3( و )21-3( و با استفاده از )21-3( و )22-3( در )17-3با جایگزینی )

(3-12                                    )[(𝐸𝐴𝑒 − 𝑁𝑇) cos Θ3]′ + [
1

1+𝑒
(𝐸𝐼𝜌3 + 𝑀𝑇)′ sin Θ3]

′

= 𝑚�̈� 

(3-11                            )[(𝐸𝐴𝑒 − 𝑁𝑇) sin Θ3]′ − [
1

1+𝑒
(𝐸𝐼𝜌3 + 𝑀𝑇)′ cos Θ3]

′

+ 𝑞2 = 𝑚�̈� 

 𝑤و  𝑢مرتبط هستند. با فرض اینکه  𝑤و  𝑢( به 3-3( و )1-3از طریق روابط ) 𝜌3و  𝑒  ،Θ3که در آن 

 ( را بسط دهیم و روابط زیر را بدست آوریم.1-3کوچک هستند می توانیم معادله )

(3-13                                                                          )   𝑒 = 𝑢′ +
1

2
𝑤′2 −

1

2
𝑢′𝑤′2 + ⋯ 

(3-19                                                                                )cos Θ3 = 1 −
1

2
𝑤′2 + 𝑢′𝑤′2 

(3-15                                                            )sin Θ3 = 𝑤′ − 𝑢′𝑤′ + 𝑢′2𝑤′ −
1

2
𝑤′3 + ⋯ 

(3-16            )                             Θ3 = 𝑡𝑎𝑛−1 (
𝑣′

1+𝑢′) = 𝑤′ − 𝑢′𝑤′ + 𝑢′2
𝑤′ −

1

3
𝑤′3

+ ⋯ 
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1)در مقابل عدد یک کوچک است  𝑒لازم به ذکر است که  + 𝑒 ≈ ( 13-3( و )3-3با جایگزینی ) حال. (1

، و نگه داشتن  𝑤و  𝑢(، و بسط نتایج حاصله با کوچک در نظر گرفتن 11-3( و )12-3( در )16-3تا )

و در ،  𝑗3مهای با توان دو، و نادیده گرفتن ترمهای غیرخطی ناشی از اینرسی دورانی به دلیل کوچکی تر

 نظر گرفتن تیر یکنواخت در نهایت به روابط زیر می رسیم.

(3-17     )[𝐸𝐴 (𝑢′ +
1

2
𝑤′2) − 𝑁𝑇 (1 −

1

2
𝑤′2)]

′
+ [(𝐸𝐼(𝑤′ − 𝑢′𝑤′)′′ + 𝑀𝑇′)(𝑤′ − 𝑢′𝑤′)]′ = 𝑚�̈� 

(3-11)[𝐸𝐴𝑤′𝑢′ − 𝑁𝑇(𝑤′ − 𝑢′𝑤′)]′ − [(𝐸𝐼(−𝑢′𝑤′)′′ + 𝑀𝑇′
) (1 −

1

2
𝑤′2

)]
′

+ 𝑞2 = 𝑚�̈� + 𝐸𝐼𝑤𝑖𝑣 

تواند نادیده گرفته شود. از طرفی چون شعاع ژیراسیون می 𝑚�̈�برای تیر باریک و بلند اینرسی طولی 

√𝐼 𝐴⁄  معمولاً کوچک است ترمهایی که در𝐸𝐼  ( ضرب شده11-3( و )17-3در سمت چپ معادله ) اند را

 می توان حذف کرد. 

(3-13                                           )[𝐸𝐴 (𝑢′ +
1

2
𝑤′2

) − 𝑁𝑇 (1 −
1

2
𝑤′2

)]
′

+ [𝑀𝑇′
(𝑤′ − 𝑢′𝑤′)]

′
= 0 

(3-37     )𝐸𝐴(𝑤′𝑢′)′ − [𝑁𝑇(𝑤′ − 𝑢′𝑤′)]′ − (𝑀𝑇′′
(1 −

1

2
𝑤′2

) + 𝑀𝑇′
(1 −

1

2
𝑤′2

) ′) + 𝑞2 = 𝑚�̈� + 𝐸𝐼𝑤𝑖𝑣 

 های بالاتر داریمهمچنین با حذف ترمهای با مرتبه

(3-32                 )                                           [𝐸𝐴 (𝑢′ +
1

2
𝑤′2) − 𝑁𝑇]

′

+ (𝑀𝑇′𝑤′)′ = 0 

(3-31                                             )𝐸𝐴(𝑤′𝑢′)′ − (𝑁𝑇𝑤′)′ − 𝑀𝑇′′
+ 𝑞2 = 𝑚�̈� + 𝐸𝐼𝑤𝑖𝑣 

 ( می توانیم این نتیجه را بگیریم که 32-3از معادله )

(3-33                                                                 )𝐸𝐴 (𝑢′ +
1

2
𝑤′2

) − 𝑁𝑇 + 𝑀𝑇′
𝑤′ = 𝐶1 
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 را می توانیم بدست بیاوریم ′𝑢( 33-3از )

(3-39                                                                   )𝑢′ =
1

𝐸𝐴
(𝐶1 + 𝑁𝑇 − 𝑀𝑇′

𝑤′) −
1

2
𝑤′2 

 این با انتگرالگیری داریمبنابر

(3-35                                                 )𝑢 = ∫ [
1

𝐸𝐴
(𝐶1 + 𝑁𝑇 − 𝑀𝑇′

𝑤′) −
1

2
𝑤′2

] 𝑑𝑠
𝑠

0
+ 𝐶2 

 با در نظر گرفتن شرایط مرزی مفصلی داریم

(3-36                                                                     )𝑢(0, 𝑡) = 0   𝑎𝑛𝑑   𝑢(𝐿, 𝑡) = 𝐿𝑃(𝑡) 

(3-37                                                                             )𝑤 = 0, 𝑤′′ = 0   𝑎𝑡   𝑠 = 0, 𝐿 

 ( داریم35-3( در )36-3نیروی محوری وارد شده به تیر می باشد. با اعمال کردن ) 𝑃(𝑡)که در آن 

(3-31                               )                                                                              𝐶2 = 0 

(3-33                                                   )𝐿𝑃(𝑡) = ∫ [
1

𝐸𝐴
(𝐶1 + 𝑁𝑇 − 𝑀𝑇′𝑤′) −

1

2
𝑤′2] 𝑑𝑠

𝐿

0
     

 را بدست بیاوریم 𝐶1بنابراین می توانیم 

(3-97                                                )𝐶1 = 𝐸𝐴𝑃(𝑡) −
1

𝐿
∫ [(𝑁𝑇 − 𝑀𝑇′

𝑤′) −
𝐸𝐴

2
𝑤′2

] 𝑑𝑠
𝐿

0
 

 ( داریم31-3( در )39-3( و )97-3با جایگزینی )

(3-92)𝐸𝐴 (𝑤′ [
1

𝐸𝐴
(𝐶1 + 𝑁𝑇 − 𝑀𝑇′

𝑤′) −
1

2
𝑤′2

])
′

− (𝑁𝑇𝑤′)′ − 𝑀𝑇′′
+ 𝑞2 = 𝑚�̈� + 𝐸𝐼𝑤𝑖𝑣 

 الا در نهایت داریمبا حذف کردن برخی ترمهای مرتبه ب
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(3-91      )𝑤′′ {𝐸𝐴𝑃(𝑡) −
1

𝐿
∫ [(𝑁𝑇 − 𝑀𝑇′

𝑤′) −
𝐸𝐴

2
𝑤′2

] 𝑑𝑠
𝐿

0
} + 𝑞2 = 𝑚�̈� + 𝐸𝐼𝑤𝑖𝑣 + 𝑀𝑇′′

 

باشد. معادله فوق می ها نیروی الکترواستاتیکی مییک بار دلخواه است که در تشدیدکننده 𝑞2که در آن 

 ی ترموالاستیک را محاسبه کرد.بایست با معادله هدایت کوپل شود تا بتوان از آن ضریب میرای

 

برنولی تشدید كننده با در نظر گرفتن كشش درون -مدل تیر اولر -9-9

 ايصفحه

نشان داده شده است تشدید کننده را به شکل یک تیر دو سر گیردار مدل  5-3همان طور که در شکل 

ایم که یک نیروی الکتریکی سبب خمش این تیر شده است این نیروی الکتریکی از دو جزء تشکیل کرده

نمایش می دهیم و جزء دوم آن که دارای  𝑉𝑝که آن را با  است DCشده است یک جزء آن ناشی از ولتاژ 

نمایش می دهیم. همچنین نیروی  𝑣(𝑡)است که آن را با  ACمقدار کمی می باشد ناشی از ولتاژ 

,𝑤(𝑥الکتریکی در عرض تیر به طور یکنواخت وارد می شود. خیز تیر را با  𝑡) ایم که از معادله نشان داده

 زیر بدست می آید.

(3-93)𝜕2𝑤

𝜕𝑡2 + 𝐸𝐼
𝜕4𝑤

𝜕𝑥4 +
𝜕2𝑀𝑇

𝜕𝑥2 =
𝜕2𝑤

𝜕𝑥2 {𝑃(𝑡) −
1

𝐿
∫ [(𝑁𝑇 −

𝜕𝑀𝑇

𝜕𝑥

𝜕𝑤

𝜕𝑥
) −

𝐸𝐴

2
(

𝜕𝑤

𝜕𝑥
)

2
] 𝑑𝑥

𝐿

0
} +

1

2
𝜖𝑏

(𝑉𝑝+𝑣(𝑡))
2

(𝑑−𝑤)2 

به ترتیب زمان، ضریب انبساط حرارتی، مدول یانگ،  و  t ،T ،E ،)(tP ،L ،b ،d ،𝜖که در آن 

الکتریک و چگالی می نیروی محوری اعمال شده، طول، عرض، فاصله بین تیر و صفحه زیرین، ثابت دی

𝐴باشد بنابراین باشند. لازم به ذکر است که سطح مقطع تیر مستطیل شکل می = 𝑏ℎ  و𝐼 = 𝑏ℎ3 12⁄ 

 باشد.ضخامت تیر می hمی شوند که در آن 
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 ایبرنولی با در نظر کشش درون صفحه-: مدل تشدید کننده به شکل تیر اولر5-3شکل 

 

شود. این دو معادله، معادلات اصلی حرکت ( کوپل می93-3( با معادله )37-1همچنین معادله هدایت )

حال برای راحتی و ساده سازی  تیر هستند که با آنها می توان اثر میرایی ترموالاستیک را نشان داد.

 کنیم.بعد میبیشتر، این معادلات را با استفاده از متغیرهای زیر بی

(3-99                                                          )�̂� =
𝑤

𝑑
 ,    �̂� =

𝑥

𝐿
 ,    �̂� =

𝑡

𝑡̅
 ,    �̂� =

𝑧

ℎ
 ,    𝜃 =

𝜃

�̅�
 

𝑡̅که در آن  = √
𝜌𝑏ℎ𝐿4

𝐸𝐼
�̅�و    =

𝛽𝑇0𝑑ℎ3

𝜅�̅�𝐿2 ( داریم93-3( و )37-1( در )99-3می باشند. حال با جایگزینی ) 

(3-95  )𝜕2�̂�

𝜕�̂�2 +
𝜕4�̂�

𝜕𝑥4 + 𝛼1
𝜕2�̂�𝑇

𝜕𝑥2 =
𝜕2�̂�

𝜕𝑥2 {�̂�(𝑡) − ∫ [�̂�𝑇 − 𝛼2
𝜕�̂�𝑇

𝜕𝑥

𝜕�̂�

𝜕𝑥
− 𝛼3 (

𝜕�̂�

𝜕𝑥
)

2
] 𝑑𝑥

1

0
} + 𝛼4

(𝑉𝑝+𝑣(𝑡))
2

(1−�̂�)2 

(3-96                                                        )                               𝜕2�̂�

𝜕�̂�2 = 𝛼5
𝜕�̂�

𝜕�̂�
− �̂�

𝜕

𝜕�̂�
(

𝜕2�̂�

𝜕𝑥2 ) 

 که در آن 

(3-97                   )𝛼1 =
12𝛼𝑇�̅�𝐿2

ℎ𝑑
 ,    𝛼2 =

12𝛼𝑇�̅�𝑑

ℎ
 ,    𝛼3 =

6𝑑2

ℎ2  ,    𝛼4 =
6𝜖𝐿4

𝐸ℎ3𝑑3  ,    𝛼5 =
𝜌𝑐𝑣ℎ2

�̅�𝜅
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(3-91                                 )�̂�𝑇 = ∫ �̂�𝜃𝑑�̂�
1

2

−
1

2

 ,    �̂�𝑇 = 𝐸𝛼𝑇𝑏�̅�ℎ ∫ 𝜃𝑑�̂�
1

2

−
1

2

 ,    �̂�(𝑡) =
𝐿2

𝐸𝐼
𝑃(𝑡) 

 همچنین شرایط مرزی تیر به شکل زیر است

(3-93                                                   )𝑤(0, 𝑡) = 𝑤(𝐿, 𝑡) = 0 ,    
𝜕𝑤

𝜕𝑥
|

(0,𝑡)
=

𝜕𝑤

𝜕𝑥
|

(𝐿,𝑡)
= 0 

 زیر بدست می آیند.بعد شوند به شکل ( بی99-3که اگر با متغیرهای )

(3-57                                                   )�̂�(0, �̂�) = �̂�(1, �̂�) = 0 ,    
𝜕�̂�

𝜕�̂�
|

(0,�̂�)
=

𝜕�̂�

𝜕�̂�
|

(1,�̂�)
= 0 

 

 ارتعاشات تیر حول خیز استاتیکی -9-4

آید که آن را با بوجود می 𝑉𝑝( DCشود. بخش اول در اثر ولتاژ ثابت )خیز میکروتیر شامل دو بخش می

�̂�𝑠(�̂�) آید که آن را با بوجود می دهیم و بخش دوم حول این خیز استاتیکینمایش می𝑣(�̂�, �̂�)  نمایش

 دهیم.می

(3-52                                                                                  )�̂�(�̂�, �̂�) = �̂�𝑠(�̂�) + 𝑣(�̂�, �̂�) 

-3( کوپل خود را با معادله )95-3حذف شده و معادله )برای محاسبه خیز استاتیکی، میرایی از سیستم 

شوند. بنابراین برای بدست آوردن خیز دهد و کلیه ترمهای حرارتی نیز حذف می( از دست می96

 بایست معادله زیر را حل کرد.استاتیکی در شرایط مرزی دو سر گیردار می

(3-51                  )                                  𝑑4�̂�𝑠

𝑑�̂�4 =
𝑑2�̂�𝑠

𝑑�̂�2 {�̂� + ∫ 𝛼3 (
𝑑�̂�𝑠

𝑑�̂�
)

2

𝑑�̂�
1

0
} + 𝛼4

𝑉𝑝
2

(1−�̂�𝑠)2 

(3-53                        )                             �̂�𝑠(0) = �̂�𝑠(1) = 0 ,    
𝑑�̂�𝑠

𝑑�̂�
|

�̂�=0
=

𝑑�̂�𝑠

𝑑�̂�
|

�̂�=1
= 0 
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-3( را در معادلات )52-3بایست )ای که حرکت ارتعاشی تیر را بیان کند میبرای بدست آوردن معادله

 ( جایگزین کرد. 3-96(، )95

(3-59 )𝜕2�̂�(�̂�,�̂�)

𝜕�̂�2 +
𝜕4(�̂�𝑠(�̂�)+�̂�(�̂�,�̂�))

𝜕𝑥4 + 𝛼1
𝜕2�̂�𝑇

𝜕𝑥2 =
𝜕2(�̂�𝑠(�̂�)+�̂�(�̂�,�̂�))

𝜕𝑥2 {�̂�(𝑡) − ∫ [�̂�𝑇 −
1

0

𝛼2
𝜕�̂�𝑇

𝜕𝑥

𝜕(�̂�𝑠(�̂�)+�̂�(�̂�,�̂�))

𝜕𝑥
− 𝛼3 (

𝜕(�̂�𝑠(�̂�)+�̂�(�̂�,�̂�))

𝜕𝑥
)

2

] 𝑑𝑥} + 𝛼4
(𝑉𝑝)

2

(1−(�̂�𝑠(�̂�)+�̂�(�̂�,�̂�)))2 

(3-55                                                                                       )𝜕2�̂�

𝜕�̂�2 = 𝛼5
𝜕�̂�

𝜕�̂�
− �̂�

𝜕

𝜕�̂�
(

𝜕2�̂�

𝜕𝑥2) 

 کنیم.سازی میحال ترم آخر معادله که مربوط به نیروی الکتریکی است را حول خیز استاتیکی خطی

(3-56                           )𝛼4
𝑉𝑝

2+2𝑉𝑝𝑣(𝑡)+𝑣2(𝑡)

[(1−�̂�𝑠(�̂�))−�̂�(�̂�,�̂�)]
2 =

𝛼4𝑉𝑃
2

(1−�̂�𝑠(�̂�))
2 +

2𝛼4𝑉𝑃𝑣(𝑡)

(1−�̂�𝑠(�̂�))
2 +

2𝛼4𝑉𝑃
2

(1−�̂�𝑠(�̂�))
3 𝑣(�̂�, �̂�) 

 ( و حذف ترمهای با مرتبه بالا داریم59-3( در )56-3با جایگزینی )

(3-57   )𝜕2�̂�(�̂�,�̂�)

𝜕�̂�2 +
𝜕4�̂�𝑠(�̂�)

𝜕𝑥4 +
𝜕4�̂�(�̂�,�̂�)

𝜕𝑥4 + 𝛼1
𝜕2�̂�𝑇

𝜕𝑥2 =
𝜕2�̂�𝑠(�̂�)

𝜕𝑥2 {�̂�(𝑡) − ∫ [�̂�𝑇 − 𝛼2
𝜕�̂�𝑇

𝜕𝑥
(

𝜕�̂�𝑠(�̂�)

𝜕�̂�
) −

1

0

𝛼3 ((
𝜕�̂�𝑠(�̂�)

𝜕𝑥
)

2
+ 2

𝜕�̂�𝑠(�̂�)

𝜕𝑥

𝜕�̂�(�̂�,�̂�)

𝜕𝑥
)] 𝑑𝑥} +

𝜕2�̂�(�̂�,�̂�)

𝜕𝑥2 {�̂�(𝑡) + ∫ 𝛼3 (
𝜕�̂�𝑠(�̂�)

𝜕𝑥
)

2
𝑑𝑥

1

0
} +

𝛼4𝑉𝑃
2

(1−�̂�𝑠(�̂�))
2 +

2𝛼4𝑉𝑃
2

(1−�̂�𝑠(�̂�))
3 𝑣(𝑥, �̂�) 

 ( حذف کرد و در نهایت داریم57-3( را می توان از معادله )51-3معادله )

(3-51)𝜕2�̂�(�̂�,�̂�)

𝜕�̂�2 +
𝜕4�̂�(�̂�,�̂�)

𝜕𝑥4 + 𝛼1
𝜕2�̂�𝑇

𝜕𝑥2 =
𝜕2�̂�𝑠(�̂�)

𝜕𝑥2 {∫ [−�̂�𝑇 + 𝛼2
𝜕�̂�𝑇

𝜕𝑥

𝜕�̂�𝑠(�̂�)

𝜕𝑥
+ 2𝛼3

𝜕�̂�𝑠(�̂�)

𝜕𝑥

𝜕�̂�(�̂�,�̂�)

𝜕𝑥
] 𝑑𝑥

1

0
} +

𝜕2�̂�(�̂�,�̂�)

𝜕𝑥2 {�̂�(𝑡) + ∫ 𝛼3 (
𝜕�̂�𝑠(�̂�)

𝜕𝑥
)

2
𝑑𝑥

1

0
} +

2𝛼4𝑉𝑃
2

(1−�̂�𝑠(�̂�))
3 𝑣(�̂�, �̂�) 

 شود( نیز به شکل زیر نوشته می51-3همچنین شرط مرزی معادله )

(3-53   )                                                  𝑣(0, �̂�) = 𝑣(1, �̂�) = 0 ,    
𝜕�̂�

𝜕�̂�
|

(0,�̂�)
=

𝜕�̂�

𝜕�̂�
|

(1,�̂�)
= 0 
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( مدل خطی سازی شده حول خیزهای بزرگ استاتیکی در اثر اعمال بار 51-3بنابراین معادله )

-هارمونیک حل می ( را با فرض ارتعاشات55-3( و )51-3اکنون معادلات )الکترواستاتیکی می باشد. هم

 کنیم

(3-67                                              )𝑣(𝑥, �̂�) = ∑ 𝑅𝑛(𝑥)𝑒𝑖Ω𝑛�̂�    ,   𝜃(�̂�, �̂�, �̂�) = ∑ Θ𝑛(�̂�, �̂�)𝑒𝑖Ω𝑛�̂� 

و  𝜆𝑛باشد که به دلیل وجود میرایی مختلط بوده و دارای دو بخش موهومی فرکانس می Ω𝑛که در آن 

,Θ𝑛(�̂�و  𝑅𝑛(�̂�)باشد و می ω𝑛حقیقی  �̂�)  به ترتیب شکل مودهایnباشند. ام ارتعاشی صفحه و دما می

 ( داریم53-3( و )51-3(، )55-3( در )67-3با جایگزینی )

(3-62 )−Ω𝑛
2 𝑅𝑛(�̂�) +

𝜕4𝑅𝑛(�̂�)

𝜕𝑥4 + 𝛼1
𝜕2�̂�𝑛

𝑇

𝜕𝑥2 =
𝜕2�̂�𝑠(�̂�)

𝜕𝑥2 {∫ [−�̂�𝑛
𝑇 + 𝛼2

𝜕�̂�𝑛
𝑇

𝜕𝑥

𝜕�̂�𝑠(�̂�)

𝜕𝑥
+

1

0

2𝛼3
𝜕�̂�𝑠(�̂�)

𝜕𝑥

𝜕𝑅𝑛(�̂�)

𝜕𝑥
] 𝑑𝑥} +

𝜕2𝑅𝑛(�̂�)

𝜕𝑥2 {�̂� + ∫ 𝛼3 (
𝜕�̂�𝑠(�̂�)

𝜕𝑥
)

2
𝑑𝑥

1

0
} +

2𝛼4𝑉𝑃
2

(1−�̂�𝑠(�̂�))
3 𝑅𝑛(�̂�) 

(3-61                                                            )𝜕2Θ𝑛(�̂�,�̂�)

𝜕�̂�2 = 𝑖Ω𝑛𝛼5Θ𝑛(�̂�, �̂�) − 𝑖Ω𝑛�̂�
𝜕2𝑅𝑛(�̂�)

𝜕�̂�2 

(3-63                                                   )𝑅𝑛(0) = 𝑅𝑛(1) = 0 ,    
𝜕𝑅𝑛(𝑥)

𝜕𝑥
|

�̂�=0
=

𝜕𝑅𝑛(�̂�)

𝜕𝑥
|

�̂�=1
= 0 

 که در آن 

(3-69                                       )�̂�𝑛
𝑇 = ∫ �̂�Θ𝑛(�̂�, �̂�)𝑑�̂�

1

2

−
1

2

 ,    �̂�𝑛
𝑇 = 𝐸𝛼𝑇𝑏�̅�ℎ ∫ Θ𝑛(�̂�, �̂�)𝑑�̂�

1

2

−
1

2

 

Θ𝑛∂( به شرط مرزی نیاز داریم. شرط مرزی آن 61-3می باشند. برای حل معادله ) ∂ẑ⁄ = �̂�در  0 =

± 1 باشد و هیچ شار حرارتی از آنها می باشد. چرا که صفحات بالایی و پایینی هر دو آدیاباتیک می ⁄2

 شود.( به شکل زیر می61-3عبور نمی کند. بنابراین حل )

(3-65                                                                )Θ𝑛(�̂�, �̂�) =
1

𝛼5

𝜕2𝑅𝑛(�̂�)

𝜕�̂�2
(�̂� −

sin(𝑁𝑛�̂�)

𝑁𝑛𝑐𝑜𝑠(𝑁𝑛 2⁄ )
) 



37 

 

 که در آن 

(3-66                                                                                           )𝑁𝑛 = (1 − 𝑖)√
Ω𝑛𝛼5

2
  

 ( داریم69-3( در )65-3با جایگزینی )

(3-67                                                                                 )              �̂�𝑛
𝑇 = 𝐶𝑛

𝑇 𝜕2𝑅𝑛(�̂�)

𝜕�̂�2 

(3-61                                                       )�̂�𝑛
𝑇 =

𝐸𝛼𝑇𝑏�̅�ℎ

𝛼5

𝜕2𝑅𝑛(�̂�)

𝜕�̂�2 [
�̂�2

2
+

cos(𝑁𝑛�̂�)

𝑁𝑛
2𝑐𝑜𝑠(𝑁𝑛 2⁄ )

]
−1

2

1
2

= 0 

 که در آن 

(3-63                                                                                       )𝐶𝑛
𝑇 =

1

12𝛼5
[1 + 𝑓(Ω𝑛)] 

(3-77                                                                               )𝑓(Ω𝑛) =
24

𝑁𝑛
3 (

𝑁𝑛

2
− 𝑡𝑎𝑛(𝑁𝑛

2
)) 

𝐶𝑛قی و موهومی در اینجا می بایست قسمت حقی
𝑇 .را جدا کرد برای این کار فرض زیر را به کار می گیریم 

(3-72                                                                                                )𝑁𝑛 = 𝑁𝑛
𝑅 + 𝑖𝑁𝑛

𝐼 

𝑁𝑛که در آن 
𝑅  و𝑁𝑛

𝐼  قسمتهای حقیقی و موهومی𝑁𝑛 توان همچنین می باشند.می𝐶𝑛
𝑇𝑅  و𝐶𝑛

𝑇𝐼  را به عنوان

𝐶𝑛قسمتهای حقیقی و موهومی 
𝑇 در نظر گرفت. بنابراین داریم 

(3-71                                )𝐶𝑛
𝑇𝑅 = 𝑅𝑒{𝐶𝑛

𝑇} =
1

𝛼5
[

1

12
+

𝑃

(𝑃2+𝑆2)
−

2[𝐴 sin(𝑁𝑛
𝑅)+𝐵𝑠𝑖𝑛ℎ(𝑁𝑛

𝐼 )]

(𝐴2+𝐵2)[cos(𝑁𝑛
𝑅)+cosh(𝑁𝑛

𝐼 )]
] 

(3-73                                       )𝐶𝑛
𝑇𝐼 = 𝐼𝑚{𝐶𝑛

𝑇} =
−1

𝛼5
[

𝑆

(𝑃2+𝑆2)
+

2[𝐴𝑠𝑖𝑛ℎ(𝑁𝑛
𝐼 )−𝐵 sin(𝑁𝑛

𝑅)]

(𝐴2+𝐵2)[cos(𝑁𝑛
𝑅)+cosh(𝑁𝑛

𝐼 )]
] 

 که در آن 
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(3-79                                                                                          )𝐴 = 𝑁𝑛
𝑅3 − 3𝑁𝑛

𝑅𝑁𝑛
𝐼2 

(3-75                                                                                           )𝐵 = 3𝑁𝑛
𝑅2𝑁𝑛

𝐼 − 𝑁𝑛
𝐼3 

(3-76                                                                                                 )𝑃 = 𝑁𝑛
𝑅2 − 𝑁𝑛

𝐼2 

(3-77                                                                                                      )𝑆 = 2𝑁𝑛
𝑅𝑁𝑛

𝐼 

 ( جایگزین می کنیم62-3( را در )61-3( و )67-3می باشند. حال )

(3-71 )−Ω𝑛
2 𝑅𝑛(�̂�) + (1 + 𝛼1𝐶𝑛

𝑇)
𝜕4𝑅𝑛(�̂�)

𝜕𝑥4 =
𝜕2�̂�𝑠(�̂�)

𝜕𝑥2 {∫ [𝛼2𝐶𝑛
𝑇 𝜕�̂�𝑠(�̂�)

𝜕𝑥

𝜕3𝑅𝑛(�̂�)

𝜕𝑥3 +
1

0

2𝛼3
𝜕�̂�𝑠(�̂�)

𝜕𝑥

𝜕𝑅𝑛(�̂�)

𝜕𝑥
] 𝑑𝑥} +

𝜕2𝑅𝑛(�̂�)

𝜕𝑥2 {�̂� + ∫ 𝛼3 (
𝜕�̂�𝑠(�̂�)

𝜕𝑥
)

2
𝑑𝑥

1

0
} +

2𝛼4𝑉𝑃
2

(1−�̂�𝑠(�̂�))
3 𝑅𝑛(�̂�) 

 ای مختلط است بنابراین شامل دو بخش حقیقی و موهومی می باشد.معادله فوق معادله

(3-73  )[1 + 𝛼1𝐶𝑛
𝑇𝑅]

𝜕4𝑅𝑛(�̂�)

𝜕�̂�4 =
𝜕2�̂�𝑠(�̂�)

𝜕�̂�2 {∫ [𝛼2𝐶𝑛
𝑇𝑅 𝜕�̂�𝑠(�̂�)

𝜕�̂�

𝜕3𝑅𝑛(�̂�)

𝜕�̂�3 + 2𝛼3
𝜕�̂�𝑠(�̂�)

𝜕�̂�

𝜕𝑅𝑛(�̂�)

𝜕�̂�
] 𝑑�̂�

1

0
} +

𝜕2𝑅𝑛(�̂�)

𝜕�̂�2 {�̂�(𝑡) + ∫ 𝛼3 (
𝜕�̂�𝑠(�̂�)

𝜕�̂�
)

2

𝑑�̂�
1

0
} + [

2𝛼4𝑉𝑃
2

(1−�̂�𝑠(�̂�))
3 + 𝜔𝑛

2 − 𝜆𝑛
2 ] 𝑅𝑛(�̂�) 

(3-17                    )𝛼1𝐶𝑛
𝑇𝐼 𝜕4𝑅𝑛(�̂�)

𝜕�̂�4 =
𝜕2�̂�𝑠(�̂�)

𝜕�̂�2 {∫ [𝛼2𝐶𝑛
𝑇𝐼 𝜕�̂�𝑠(�̂�)

𝜕�̂�

𝜕3𝑅𝑛(�̂�)

𝜕�̂�3 ] 𝑑�̂�
1

0
} + 2ω𝑛𝜆𝑛𝑅𝑛(�̂�) 

می توان ضریب کیفیت ترموالاستیک  𝜆𝑛و  ω𝑛حال پس از بدست آوردن فرکانسهای حقیقی و موهومی 

 را بدست آورد.

(3-12                                                                                                    )𝑄−1 = 2 |
𝜆𝑛

ω𝑛
| 
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 برنولی تشدیدكننده-اولرمدل تیر  -9-5

 به شکل زیر می باشد  5-3معادله خطی تشدید کننده شکل 

(3-11                                                                       )𝜌𝐴
𝜕2𝑤

𝜕𝑡2 + 𝐸𝐼
𝜕4𝑤

𝜕𝑥4 +
𝜕2𝑀𝑇

𝜕𝑥2 =
𝜀𝑏𝑉𝑃

2

2𝑑3 𝑤 

بعد ( بی99-3بعد )انچه معادله فوق را با متغیرهای بی( کوپل شود و چن37-1که این می تواند با معادله )

 کنیم داریم

(3-13                                                                           )𝜕2�̂�

𝜕�̂�2 +
𝜕4�̂�

𝜕�̂�4 + 𝛼1
𝜕2�̂�𝑇

𝜕�̂�2 = 𝛼4𝑉𝑃
2�̂� 

کیفیت ترموالاستیک خطی رسید. ( کوپل شود تا بتوان به ضریب 96-3که این معادله نیز می بایست با )

 رسیم( به معادله زیر می13-3(  در )67-3( و جایگزینی رابطه )67-3حال با اعمال ارتعاشات هارمونیک )

(3-19                                           )−(Ω𝑛
2 + 𝛼4𝑉𝑃

2)𝑅𝑛 + (
𝛼1

12𝛼5
[1 + 𝑓(Ω𝑛)] + 1)

𝜕4𝑅𝑛

𝜕𝑥4 = 0 

 شود( به شکل زیر می19-3پاسخ معادله )

(3-15                       )𝑅𝑛(𝑥) = 𝐶1𝑠𝑖𝑛(𝛾𝑛𝑥) + 𝐶2𝑐𝑜𝑠(𝛾𝑛𝑥) + 𝐶3𝑠𝑖𝑛ℎ(𝛾𝑛𝑥) + 𝐶4𝑐𝑜𝑠ℎ(𝛾𝑛𝑥) 

  𝛾𝑛آیند که برای شرایط مرزی دو سرگیردار به ازای از شرایط مرزی بدست می 𝐶4تا  𝐶1که در آن ضرایب 

 آیند.بدست می 2-3مشخص از جدول 

 های مختلف در شرط مرزی دو سر گیردار𝑛به ازای  𝛾𝑛و  𝐶𝑖: لیست ضرایب 2-3جدول 

4C 3C 
2C 1C n n 

0.7133 0.7008- 0.7133- 0.7008 4.7300 1 
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0.7068- 0.7074 0.7068 0.7074- 7.8532 2 

0.7071 0.7071- 0.7071- 0.7071 10.9956 3 

 

 ( به شکل زیر فرض شده است.15-3در معادله ) 𝛾𝑛همچنین 

(3-16                                                                                          )𝛾𝑛
4 =

Ω𝑛
2 +𝛼4𝑉𝑃

2

𝛼1
12𝛼5

[1+𝑓(Ω𝑛)]+1
 

 ( را به شکل زیر بنویسیم17-3بایست معادله )را بدست بیاوریم می Ω𝑛حال اگر بخواهیم 

(3-17                                                             )Ω𝑛
2 = 𝛾𝑛

4 [
𝛼1

12𝛼5
[1 + 𝑓(Ω𝑛)] + 1] − 𝛼4𝑉𝑃

2 

حل  𝑁𝑛باشد. چنانچه معادله فوق را برحسب معادله فوق یک معادله مختلط است که غیرخطی نیز می

 کنیم قسمتهای حقیقی و موهومی آن را می توان به شکل زیر جدا کرد.

(3-11                     )𝑁𝑛
𝑅4 − 6𝑁𝑛

𝑅2𝑁𝑛
𝐼2 + 𝑁𝑛

𝐼4 = 𝐺 − 𝐻 [
12𝑃

(𝑃2−𝑆2)
−

24[𝐴 sin(𝑁𝑛
𝑅)+𝐵𝑠𝑖𝑛ℎ(𝑁𝑛

𝐼 )]

[𝐴2−𝐵2][cos(𝑁𝑛
𝑅)+cosh(𝑁𝑛

𝐼 )]
] 

(3-13                                 )4𝑁𝑛
𝑅3𝑁𝑛

𝐼 − 4𝑁𝑛
𝑅𝑁𝑛

𝐼3 = 𝐻 [
12𝑆

(𝑃2−𝑆2)
+

24[𝐴𝑠𝑖𝑛ℎ(𝑁𝑛
𝐼 )−𝐵 sin(𝑁𝑛

𝑅)]

(𝐴2−𝐵2)[cos(𝑁𝑛
𝑅)+cosh(𝑁𝑛

𝐼 )]
] 

 که در آن 

(3-37                                                                   )𝐺 = −𝛾𝑛
4𝛼5

2 (1 +
𝛼1

12𝛼5
) + 𝛼5

2𝛼4𝑉𝑃
2     

(3-32)                                                                                                       𝐻 =
𝛾𝑛

4𝛼5𝛼1

12
 

 ( بدست آورد.12-3رسید و ضریب میرایی را از ) Ω𝑛( به 66-3آنگاه می توان از ) 𝑁𝑛پس از بدست آوردن 
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[ در این 97استفاده شده است.] 2( از روش اختلاف محدود17-3( و )73-3(، )51-3برای حل معادلات )

م است که برای این کار از معادله روش چون معادلات غیرخطی هستند حدس اولیه برای جواب بسیار مه

برنولی بدست آوردن فرکانسها -( به عنوان حدس اولیه استفاده شده است. همچنین برای مدل اولر3-15)

( می باشد که برای حل آنها از روش تکرار ساده استفاده 13-3( و )11-3مستلزم حل کردن معادلات )

 شده است. 

 

برنولی با در نظر گرفتن كشش -اولربرنولی و -مقایسه مدل اولر -9-6

 ايدرون صفحه

میرایی  6-3شوند. در این راستا، در شکل ها بوسیله اعمال نیروی الکتریکی دچار خمش میتشدید کننده

برنولی با در نظر گرفتن کشش درون -برنولی و اولر-ترموالاستیک را بر حسب ولتاژ برای دو مدل اولر

آورده شده است رسم گردیده  1-3لیکونی که خصوصیات آن در جدول ای برای یک میکروتیر سیصفحه

است. همان طور که در شکل هم دیده می شود برای مقادیر پایین دو مدل بر یکدیگر انطباق دارند اما به 

تدریج که مقدار ولتاژ نیز افزایش پیدا می کند تفاوت این دو مدل نیز بیشتر می شود. بنابراین اگر 

یات و رفتارهای غیرخطی را ببینیم می بایست ولتاژ یا بطور کلی نیروی الکتریکی را بخواهیم خصوص

 افزایش دهیم.

 [21: خصوصیات میکروتیر سیلیکونی]1-3جدول 

𝑇0 (𝐾) 𝐸 (𝐺𝑃𝑎) 𝜌 (𝑘𝑔 𝑚−3) 𝜈 𝜅 (𝑊𝑚−1𝐾−1) 𝑐𝑣(𝐽𝑘𝑔−1𝐾−1) 
293 165.9 2330 0.22 156 713 

𝛼𝑇(10−6𝐾−1) �̂� 𝜀(𝐶2𝑚−2𝑁−1) 𝑑(𝜇𝑚) 𝐿(𝜇𝑚) 𝑏(𝜇𝑚) 

                                                 
1 Finite Difference 
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2.59 0 8.85×10-12 2 700 5 

 

 

ای برحسب ولتاژ با در نظر گرفتن برنولی با در نظر گرفتن کشش درون صفحه-برنولی و اولر-: مقایسه مدل اولر6-3شکل 

ℎ = 5𝜇𝑚 

 

 

 نتایج -9-7

[ استفاده شده است. در 92ای از کار نایفه]برنولی با کشش درون صفحه-برای صحه گذاری روی مدل اولر

این کار فرکانس بر حسب نیروی الکتریکی رسم شده است. از طرفی چون اثر ترموالاستیک در این کار 

آورده  7-3اند. نتیجه این مقایسه در شکل مساوی صفر قرار داده شده P̂و  1 ،2 ،5وجود ندارد 

 شده است.

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
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Euler-Bernoulli Model

Euler-Bernoulli considering Stretching Effect Model
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𝛼3( با در نظر گرفتن o[ )92( و کار نایفه ]-ای )برنولی با کشش درون صفحه-: مقایسه مدل اولر7-3شکل  = و  10

𝛼3 = 50 

 

های متفاوت نشان می دهد. 3تغییرات فرکانس طبیعی را بر حسب نیروی الکتریکی به ازای  1-3شکل 

𝛼1بقیه پارامترها نیز  = 𝛼2 = 𝛼5 = �̂�و  1 =  50تا  1.0نیز از  3اند. مقدار در نظر گرفته شده 0

شکل وجود دارد برای مقادیر کمتر شود رفتار میرایی به دو کند. همان طور که در شکل دیده میتغییر می

نیز  3-3آید. شکل یابد و برای مقادیر بالاتر افزایش میمیرایی با افزایش نیروی الکتریکی کاهش می

مشاهده شد  1-3دهد و همان رفتاری که در شکل تغییرات میرایی را برحسب نیروی الکتریکی نشان می

برنولی با -که در تیر اولر 2ایکه اثر کشش درون صفحه دهددر اینجا نیز تکرار شده است. این نشان می

غالب  3برنولی وجود ندارد(، در مقادیر بالای -ای وجود دارد )که در مدل تیر اولرکشش درون صفحه

 شود.است و سبب افزایش فرکانس و میرایی ترموالاستیک می

                                                 
1  Mid-plane stretching 
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 مختلف 𝛼3: تغییرات فرکانس طبیعی بر حسب نیروی الکتریکی به ازای 1-3شکل 

 

 مختلف 𝛼3: تغییرات میرایی ترموالاستیک بر حسب نیروی الکتریکی به ازای 3-3شکل 

 

𝛼2با در نظر گرفتن  𝛼1تغییرات فرکانس طبیعی را بر حسب  27-3شکل  = 𝛼3 = 𝛼4 = به ازای  1

دو جور رفتار را   𝛼5شود، مقادیر دهد. همان طور که در این شکل دیده مینشان می 𝛼5مقادیر مختلف 
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𝛼5) برای مثال  𝛼5کنند. برای برخی از مقادیر ایجاد می = ( فرکانس ابتدا کاهش سپس افزایش  0.09

𝛼5)برای مثال  𝛼5کند و برای برخی دیگر از مقادیر پیدا می = رفتاری شبه  𝛼1( فرکانس نسبت به  2

 دهد.خطی از خود نشان می

 

 𝛼5به ازای مقادیر مختلف  𝛼1: تغییرات فرکانس طبیعی نسبت به 27-3شکل 

 

با در نظر گرفتن  𝛼5به ازای مقادیر مختلف  𝛼1تغییرات میرایی ترموالاستیک را نسبت به  22-3شکل 

𝛼2 = 𝛼3 = 𝛼4 = یک مقدار بحرانی  𝛼1دهد. همان طور که در این شکل نیز دیده می شود، نشان می 1

بیانگر تغییرات دما و گشتاور  𝛼1و  𝛼5(، 97-3شود. با توجه به )دارد که به ازای آن میرایی ماکزیمم می

کند بدون اینکه میرایی میرایی افزایش پیدا می 𝛼5باشند. همچنین برای برخی مقادیر حرارتی می

لیست شده است. این مقادیر برای طراحان و  𝛼1برخی مقادیر بحرانی  3-3زیمم شود. در جدول ماک

 بایست به میرایی توجه داشته باشند، مفید می باشند.ها که میسازندگان تشدیدکننده
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 𝛼5به ازای مقادیر مختلف  𝛼1: تغییرات میرایی ترموالاستیک در مقابل 22-3شکل 

 

 های مختلف 𝛼5به ازای  𝛼1قادیر بحرانی : لیست م3-3جدول 

𝜶𝟏 𝜶𝟓 𝑸−𝟏 
8.1217 0.09 5.8243 
7.4102 0.12 2.0302 
7.0041 0.15 1.3866 
7.4102 0.2 0.9466 

13.0959 0.5 0.3489 

 

𝛼2حال با در نظر گرفتن  = 𝛼3 = 10, 𝛼4 = ای که منجر به تغییر ترکیب اثرات کشش درون صفحه 50

نشان داده شده است. در این شکل تغییرات  21-3شود و میرایی ترموالاستیک در شکل شکل بزرگ می

متفاوت است چرا که  22-3نشان داده شده است. این شکل با شکل  𝛼1میرایی ترموالاستیک را بر حسب 

د که دهیابد. این موضوع نشان میدر آن میرایی یک مقدار اولیه دارد و پس از آن تا مقدار صفر کاهش می
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می  𝛼1شود برای مقادیری از با افزایش نیروی الکتریکی که موجب تغییر شکل بزرگ در میکروتیر می

 توان به میرایی صفر رسید.

 

 با در نظر گرفتن تغییر شکل بزرگ 𝛼1: تغییرات میرایی بر حسب 21-3شکل 

 

𝛼1=1, 𝛼3=10, 𝛼5=1, �̂�و با در نظر گرفتن  𝛼2 تغییرات فرکانس طبیعی را بر حسب  23-3شکل  = و   0

بیشتر شود فرکانس با آهنگ بیشتری کاهش می  𝛼4نشان می دهد. هر چقدر  𝛼4به ازای مقادیر مختلف 

روی کوپلینگ تغییر شکل و اثر ترموالاستیک اثر دارد همچنین پارامتری  𝛼2 ( 95-3یابد. با توجه به )

ت بنابراین در بررسی های غیرخطی می تواند حائز است که از فرض تغییر شکل بزرگ تیر بدست آمده اس

به ازای مقادیر مختلف  𝛼2 تغییرات میرایی ترموالاستیک بر حسب  29-3اهمیت باشد. همچنین در شکل 

𝛼4 یابد سپس افزایش نشان داده شده است. همان طور که نشان داده شده است میرایی ابتدا کاهش می

𝛼2است که آن را با  𝛼2 د یک مقدار بحرانی در گر وجویابد که این خود بیانمی
𝑐 دهیم که به نمایش می

 ایم.ارائه داده 9-3های مختلف در جدول  𝛼4شود که این مقادیر به ازای ازای آن میرایی مینیمم می
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 های مختلف 𝛼4به ازای  𝛼2 : تغییرات فرکانس بر حسب 23-3شکل 

 

𝛼2: مقادیر 9-3جدول 
𝑐  به ازای𝛼4 های مختلف 

𝜶𝟐
𝒄  𝜶𝟒 

19.5923 30 
13.8782 35 
9.7967 40 
7.3478 45 
5.7151 50 
4.0825 55 
3.2662 60 
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 های مختلف 𝛼4به ازای  𝛼2 : تغییرات میرایی ترموالاستیک بر حسب 29-3شکل 

 

�̂� باشد که تأثیر آن روی فرکانس طبیعی و میرایی ترموالاستیک ای تیر میبیانگر اثر کشش درون صفحه

𝛼3با در نظر گرفتن  = 𝛼2 = 𝛼1و  10 = 𝛼5 = نمایش داده  26-3و  25-3به ترتیب در شکلهای  1

کشش درون صفحه ای را  �̂�شده است. همان طور که در این شکلها نیز نشان داده شده است، چون 

 𝛼4در مقادیر بالای  26-3یابد. همچنین مطابق شکل ش میدهد فرکانس طبیعی نیز افزایافزایش می

بحرانی می باشد که  �̂�میرایی ابتدا کاهش و سپس افزایش می یابد که این خود نشان دهنده وجود یک 

 لیست شده اند. 5-3در جدول  𝛼4نشان می دهیم و مقادیر آن به ازای  �̂�𝑐آن را با 

𝛼2: مقادیر 5-3جدول 
𝑐  به ازای𝛼4 ای مختلفه 

�̂�𝒄 𝜶𝟒 

6.1224 45 
12.2449 50 
18.3673 55 
24.4898 60 
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 های مختلف 𝛼4به ازای  �̂�: تغییرات فرکانس طبیعی بر حسب 25-3شکل 

 

 

 های مختلف 𝛼4به ازای  �̂�: تغییرات میرایی ترموالاستیک برحسب  26-3شکل 
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 میرایی ترموالاستیک غیرخطی میکروتیر -9-8

[ بدست می آوریم. برای این کار 96] DQدر این قسمت میرایی ترموالاستیک را با استفاده از روش 

[ گسسته 96] DQ( که مدل غیرخطی میرایی ترموالاستیک است را با استفاده از روش 95-3معادله )

 سازی می کنیم. 
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 که در آن
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-3( و )67-3( و به کار گیری روابط )31-3حال با اعمال ارتعاشات هارمونیک در ترمهای خطی معادله )

 ( داریم61
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 ( اعمال می کنیم. 1-1همچنین نیروی الکترواستاتیکی را با توجه به رابطه )

(3-37                     )
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[ ارائه شده 96برای حل معادله فوق و بدست آوردن فرکانسهای غیرخطی از روش تکرار مستقیم که در ]

-( بدست می13-3ای غیرخطی، میرایی را از رابطه )ایم. پس از بدست آوردن فرکانسهاست استفاده کرده

( را به شکل زیر گسسته سازی 57-3آوریم. همچنین برای اعمال شرط مرزی دو سر گیردار، معادلات )

 می کنیم.

(3-31                                                                                    )
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برای صحه گذاری، بدون در نظر گرفتن اثرات ترموالاستیکی و الکتریکی، نسبت  20  را محاسبه

 ارائه شده است. 6-3ای انجام شده است که این مقایسه در جدول [ مقایسه97کرده و با نتایج موجود در ]

 باشد.نیز شعاع ژیراسیون می rشکل مود در وسط تیر و  Rکه در آن 
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 برای مدل غیرخطی DQ[ با روش 97: مقایسه نتایج مقاله ]6-3جدول 

 FEM [97] rRروش  DQ (24N)روش 

0204.1 0216.1 6.0 

0566.1 0598.1 1 
2246.1 2382.1 2 

 

[ 25را برای میرایی ترموالاستیک با مدل لیفشیتز ] DQنتایج روش  1-3حال با توجه به میکروتیر جدول 

به درستی  DQایم. این شکل نشان می دهد که میرایی خطی با روش مقایسه کرده 27-3در شکل 

 محاسبه می شود.

 

 و مدل لیفشیتز در محاسبه میرایی ترموالاستیک DQ: مقایسه روش 27-3شکل 

 

 1-3تغییرات میرایی ترموالاستیک را برای دو مدل خطی و غیرخطی برای میکروتیر جدول  21-3شکل 

بر حسب ولتاژ نشان می دهد و همان طور که مشاهده می شود تغییرات غیرخطی برای ولتاژهای بالا به 

بالایی دارد وضوح نشان داده شده است. این شکل نشان می دهد که برای ولتاژهای بالا مدل خطی خطای 
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و نمی تواند میرایی صحیح را به ما بدهد. بنابراین سعی شده است تغییرات میرایی برای دو مدل خطی و 

 غیر خطی در ولتاژ بالا بر حسب پارامترهای میکروتیر بررسی و مقایسه شوند.

 

mh: تغییرات میرایی ترموالاستیک بر حسب ولتاژ در دو مدل خطی و غیرخطی برای 21-3شکل  5 

 

vVpنیز تغییرات میرایی ترموالاستیک برای ضخامتهای کم به ازای  23-3شکل  40  .را نشان می دهد

همان طور که مشاهده می شود در ضخامتهای کم میرایی به شدت افزایش پیدا می کند که این پدیده به 

خاطر مقدار زیاد ولتاژ می باشد که مدل خطی قادر به نشان دادن آن نیست. چنانچه مقدار ولتاژ کم شود 

راین افزایش ولتاژ که اثر غیرخطی مدل خطی و غیر خطی رفتار یکسانی را نشان خواهند داد. بناب

کشیدگی درون صفحه ای میکروتیر را ایجاد می کند می تواند برای ضخامت تشدیدکننده محدودیت 

نیز تغییرات میرایی ترموالاستیک را برای ضخامتهای بالاتر نشان می دهد و همان  17-3ایجاد کند. شکل 

ی در این حالت یکسان است و ضخامت بحرانی طور که نشان داده شده است رفتار مدل خطی و غیرخط

میکروتیر که در آن میرایی ماکزیمم است در هر دو مدل دیده می شود با این تفاوت که مقدار میرایی 

 ماکزیمم در مدل غیر خطی کمتر است.
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 تغییرات میرایی ترموالاستیک بر حسب ضخامت در دو مدل خطی و غیرخطی برای ضخامتهای کم: 23-3شکل 

 

 

 تغییرات میرایی ترموالاستیک بر حسب ضخامت در دو مدل خطی و غیرخطی برای ضخامتهای زیاد: 17-3شکل 

 

vVpنیز تغییرات میرایی ترموالاستیک بر حسب طول تیر و به ازای  12-3شکل  40  وmh 5  را

نشان می دهد. همان طور که در شکل هم دیده می شود برای طول نیز می توان یک مقدار بحرانی تعریف 
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کرد که به ازای آن میرایی ماکزیمم است و این میرایی بحرانی در مدل غیرخطی کمتر است. در انتهای 

خطی چنین اتفاقی نمی  نمودار در مدل غیرخطی میرایی به طور ناگهانی افزایش پیدا می کند که در مدل

افتد که این قضیه در واقع محدودیت طول را نیز برای تشدید کننده ها در ولتاژهای بالا نشان می دهد که 

 از یک حد مشخص نمی تواند افزایش پیدا کند.

 

 : تغییرات میرایی ترموالاستیک بر حسب طول در دو مدل خطی و غیرخطی12-3شکل 

 

ترموالاستیک بر حسب فاصله خازنی، برای دو مدل خطی و غیرخطی، در تغییرات میرایی  11-3شکل 

vVpحالت  10  وmh 5  را نشان می دهد. همان طور که در این شکل مشاهده می شود رفتار این دو

مدل با یکدیگر متفاوت است و مقادیر میرایی نیز کاملاً تفاوت دارند. مدل خطی بعد از یک کاهش ناگهانی 

تقریباً به یک مقدار مشخصی از میرایی میل می کند و مدل غیر خطی نیز یک کاهش سریع و بیشتر از 

خطی دارد که این تفاوت به دلیل این است که نیروی الکترواستاتیکی در مدل غیرخطی بسیار مدل 

دقیقتر مدل شده است و در آن تغییر شکلهای بزرگ نیز لحاظ شده است بنابراین این تفاوت آشکار بین 
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ده ها این دو مدل توجیه پذیر است. همچنین میرایی به طور کلی با افزایش فاصله خازنی تشدید کنن

 کاهش پیدا می کند که این روند در مدل غیرخطی شدیدتر است.

 

 تغییرات میرایی ترموالاستیک بر حسب فاصله خازنی در دو مدل خطی و غیرخطی: 11-3شکل 

 

در دو مدل خطی و غیرخطی برای حالت  P̂تغییرات میرایی ترموالاستیک را بر حسب  13-3شکل 

vVp 30  وmh 5  نشان می دهد. همان طور که در این شکل نشان داده شده استP̂  تأثیر خاصی

 بر میرایی ندارد.
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 در دو مدل خطی و غیرخطیP̂: تغییرات میرایی ترموالاستیک بر حسب 13-3شکل 

 

ارتعاشات میکروتیر حول خیز ناشی از بار الکترواستاتیکی بررسی شد. در آنجا فرض شد که  9-3در بخش 

میکروتیر در اثر اعمال بار الکترواستاتیکی دچار خیز می شود سپس معادله ارتعاشی تیر غیرخطی حول 

یکی دارای این خیز خطی سازی شد. این فرض از آنجا نشأت گرفته که میکروتیر حول خیز استات

( ارائه شد. اما در این بخش ما فرض کردیم که 51-3ارتعاشاتی کوچکی است که معادله حرکت آن در )

ارتعاشات به طور کلی با دامنه بزرگ صورت می گیرند بنابراین بدون هیچ گونه خطی سازی فرکانسها را 

رکانسهای غیرخطی بدست با ف 9-3مقایسه ای بین روش ارائه شده در بخش  19-3بدست آوردیم. شکل 

ارائه داده است. همان طور که در این شکل نیز دیده می شود میرایی در مدل  DQآمده از روش 

 غیرخطی مقدار کمتری دارد.
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 : تغییرات میرایی ترموالاستیک بر حسب ولتاژ در دو مدل غیرخطی و خطی سازی شده19-3شکل 
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 مقدمه -4-1

ایهم و میرایهی در این فصل تشدیدکننده را به شکل یک صفحه حلقوی با فرضهای کیرشههف مهدل کهرده

ایم. اما معادله فرکانس که یک معادله غیرخطی است، را یهک ترموالاستیک را بطور تحلیلی محاسبه نموده

ایم و آن دو را با هم سازی و با روش عددی حل نمودهبدون خطی ایم و یک بار آن رابار خطی سازی نموده

رود دارای خهواص بهه کهار مهی MEMSای که بسهیار در ادوات ایم. سیلیکون به عنوان مادهمقایسه کرده

 باشد و چنانچه ماده مورد نظر سیلیکون باشد نیازی به حل غیرخطی نیست.خطی می

 

 تئوري صفحه كلاسیک حلقوي -4-2

 [33استفاده کرده ایم ] 2بدست آوردن معادلات صفحه حلقوی از اصل توسعه یافته هامیلتون برای

(9-2                                                                                 )∫ (𝛿𝑇 − 𝛿Π + 𝛿𝑊𝑛𝑐)𝑑𝑡 = 0
𝑡

0
 

باشد که در مسائل مختلف، متفاوت است و بستگی به بیانگر تغییرات انرژی ناپایستار می 𝛿𝑊𝑛𝑐که در آن 

 به شکل زیر می باشند. Πو الاستیک  𝑇شکل مسأله دارد همچنین تغییرات انرژیهای جنبشی 

(9-1                                                                                       )𝛿𝑇 = − ∬ 𝜌�̈�. 𝛿𝐃𝑑𝐴𝑑𝑧 

(9-3          )𝛿Π = ∬(𝜎11𝛿𝜀11 + 𝜎22𝛿𝜀22 + 𝜎33𝛿𝜀33 + 𝜎23𝛿𝜀23 + 𝜎13𝛿𝜀13 + 𝜎12𝛿𝜀12)𝑑𝐴𝑑𝑧 

جایی یک نقطه بردار جابه 𝐃باشد و سطح صفحه مرجع تغییرشکل نیافته می 𝐴چگالی،  𝜌که در آن 

 باشند.تنش و کرنش وارد بر صفحه می 𝜖𝑖𝑗و  𝜎𝑖𝑗باشد و همچنین دلخواه از المان صفحه می

                                                 
1 Extended Hamilton Principal 
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(. مبدأ 2-9در نظر گرفته شده است )شکل  bو شعاع خارجی  a، شعاع داخلی  hای به ضخامت صفحه 

),(ای در مرکز میکروصفحه و محورهای سیستم مختصات استوانه r  را در صفحه خنثی تعریف کرده و

z باشد.محور عمود بر این صفحه می 

 

 : صفحه دایره ای که با سیستم مختصات قطبی تعریف شده است 2-9شکل 

 

 را به شکل زیر نوشت. 𝐃با توجه به آنچه گفته شد، می توان بردار جابه جایی 

(9-9                                                               )𝑫 = (𝑢 − 𝑧𝑤𝑟)𝐣1 + (𝑣 −
𝑧

𝑟
𝑤𝜑) 𝐣2 + 𝑤𝐣3 

 ( مشتقات لازم را می گیریم9-9از رابطه )

                                                    𝜕𝐃

𝜕𝑥
= (𝑢𝑟 − 𝑧𝑤𝑟𝑟)𝐣1 + (𝑣𝑟 −

𝑧

𝑟
𝑤𝑟𝜑 +

𝑧

𝑟2 𝑤𝜑) 𝐣2 + 𝑤𝑟𝐣3 

(9-5             )𝜕𝐃

𝜕𝑦
=

1

𝑟
(𝑢𝜑 − 𝑧𝑤𝑟𝜑 − 𝑣 +

𝑧

𝑟
𝑤𝜑) 𝐣1 +

1

𝑟
(𝑣𝜑 −

𝑧

𝑟
𝑤𝜑𝜑 + 𝑢 − 𝑧𝑤𝑟) 𝐣2 +

1

𝑟
𝑤𝜑𝐣3 

                                                                                                  𝜕𝐷

𝜕𝑧
= −𝑤𝑟𝐣1 −

1

𝑟
𝑤𝜑𝐣2 

 ( می توان کرنشها را بدست آورد.5-9هم اکنون با توجه به )

                                                                                            𝜖11 =
𝜕𝐃

𝜕𝑥
. 𝐣1 = 𝑢𝑟 − 𝑧𝑤𝑟𝑟 
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                                                                  𝜖22 =
𝜕𝐃

𝜕𝑦
. 𝐣2 =

1

𝑟
[𝑣𝜑 + 𝑢 − 𝑧 (

1

𝑟
𝑤𝜑𝜑 + 𝑤𝑟)] 

(9-6                                     )𝜖12 =
𝜕𝐃

𝜕𝑥
. 𝐣2 +

𝜕𝐃

𝜕𝑦
. 𝐣1 = 𝑣𝑟 +

1

𝑟
[𝑢𝜑 − 𝑣 − 𝑧 (2𝑤𝑟𝜑 −

2

𝑟
𝑤𝜑)] 

                                                                                                   𝜖33 = 𝜖13 = 𝜖23 = 0 

 ( را به شکل زیر نوشت1-9و مشتق آن، رابطه ) 𝐃حال می توان با محاسبه تغییرات 

(9-7   )𝛿𝑇 = − ∫ [(𝐼0�̈� − 𝐼1�̈�𝑟)𝛿𝑢 + (𝐼0�̈� −
1

𝑟
𝐼1�̈�𝜑) 𝛿𝑣 + 𝐼0�̈�𝛿𝑤 + (𝐼2�̈�𝑟 − 𝐼1�̈�)𝛿𝑤𝑟 +

1

𝑟
(

1

𝑟
𝐼2�̈�𝜑 − 𝐼1�̈�) 𝛿𝑤𝜑] 𝑟𝑑𝑟𝑑𝜑 = − ∫ {(𝐼0�̈� − 𝐼1�̈�𝑟)𝛿𝑢 + (𝐼0�̈� −

1

𝑟
𝐼1�̈�𝜑) 𝛿𝑣 +

[𝐼0�̈� −
1

𝑟
(𝑟𝐼2�̈�𝑟 − 𝐼1𝑟�̈�)𝑟 −

1

𝑟
(

1

𝑟
𝐼2�̈�𝜑 − 𝐼1�̈�)

𝜑
] 𝛿𝑤} 𝑟𝑑𝑟𝑑𝜑 − ∫[𝐼2�̈�𝑟 − 𝐼1�̈�]𝑟=𝑎

𝑟=𝑏𝛿𝑤𝑟𝑑𝜑 −

∫ [
1

𝑟
𝐼2�̈�𝜑 − 𝐼1�̈�]

𝜑=0

𝜑=𝜑0

𝛿𝑤𝑑𝑟 

 که در آن 

(9-1                                                                       ){𝐼0 𝐼1 𝐼2} = ∫ 𝜌{1 𝑧 𝑧2}𝑑𝑧
ℎ

2

−
ℎ

2

 

𝐼1ون صفحه میانی و مرجع یکسان هستند بنابراین این نکته را متذکر می شویم که چ =  می باشد.  0

 ( داریم3-9( در )6-9با جایگزینی )

(9-3  )𝛿Π = ∫ (𝑁1𝛿𝑢𝑟 +
1

𝑟
𝑁6𝛿𝑢𝜑 +

1

𝑟
𝑁2𝛿𝑣𝜑 + 𝑁6𝛿𝑣𝑟 − 𝑀1𝛿𝑤𝑟𝑟 −

1

𝑟2 𝑀2𝛿𝑤𝜑𝜑 −
1

𝑟
𝑀6𝛿𝑤𝑟𝜑 −

1

𝑟
𝑀6𝛿𝑤𝜑𝑟 +

1

𝑟
𝑁2𝛿𝑢 −

1

𝑟
𝑁6𝛿𝑣 −

1

𝑟
𝑀2𝛿𝑤𝑟 +

2

𝑟2 𝑀6𝛿𝑤𝜑 + 𝑄1𝛿𝑤𝑟 +
1

𝑟
𝑄2𝛿𝑤𝜑 − 𝑄1𝛿𝑤𝑟 −

1

𝑟
𝑄2𝛿𝑤𝜑) 𝑟𝑑𝑟𝑑𝜑 = − ∫ {[(𝑟𝑁1)𝑟 + 𝑁6𝜑 − 𝑁2]𝛿𝑢 + [𝑁2𝜑 + (𝑟𝑁6)𝑟 + 𝑁6]𝛿𝑣 + [(𝑟𝑄1)𝑟 +

𝑄2𝜑]𝛿𝑤 − [(𝑟𝑀1)𝑟 + 𝑀6𝜑 − 𝑟𝑄1 − 𝑀2]𝛿𝑤𝑟 −
1

𝑟
[𝑀2𝜑 + 𝑟𝑀6𝑟 − 𝑟𝑄2 + 2𝑀6]𝛿𝑤𝜑} 𝑑𝑟𝑑𝜑 +
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∫ [𝑁1𝛿𝑢 + 𝑁6𝛿𝑣 + (𝑄1 +
1

𝑟
𝑀6𝜑) 𝛿𝑤 − 𝑀1𝛿𝑤𝑟]

𝑟=𝑎

𝑟=𝑏
𝑟𝑑𝜑 + ∫ [𝑁6𝛿𝑢 + 𝑁2𝛿𝑣 + (𝑄2 + 𝑀6𝑟)𝛿𝑤 −

1

𝑟
𝑀2𝛿𝑤𝜑]

𝜙=0

𝜑=𝜑0
𝑑𝑟 − 2𝑀6𝛿𝑤|(𝑟,𝜑)=(𝑏,0),(𝑎,𝜑0)

(𝑟,𝜑)=(𝑎,0),(𝑏,𝜑0) 

 که در آن با فرض اینکه صفحه ما ایزوتروپ باشد، داریم

(9-27                         ){
𝑁1

𝑁2

𝑁6

} =
𝐸ℎ

1−𝜈2
[
1 𝜈 0
𝜈 1 0
0 0 (1 − 𝜈) 2⁄

] {

𝑢𝑟

(𝑣𝜑 + 𝑢) 𝑟⁄

(𝑢𝜑 + 𝑟𝑣𝑟 − 𝑣) 𝑟⁄
} −

1

1−𝜈
{
𝑁𝑇

𝑁𝑇

0

} 

(9-22                       ){
𝑀1

𝑀2

𝑀6

} = −𝐷 [
1 𝜈 0
𝜈 1 0
0 0 (1 − 𝜈) 2⁄

] {

𝑤𝑟𝑟

(𝑤𝜑𝜑 + 𝑟𝑤𝑟) 𝑟2⁄

(2𝑟𝑤𝑟𝜑 − 2𝑤𝜑) 𝑟2⁄
} −

1

1−𝜈
{
𝑀𝑇

𝑀𝑇

0

} 

 که در آن 

(9-21                                                                                                     )𝐷 =
𝐸ℎ3

12(1−𝜈2)
 

(  و سپس صفر قرار 2-9( در )27-9( و )3-9ضریب پواسون می باشد. با جایگزینی ) 𝜈گ و مدول یان 𝐸و 

 به معادلات حرکت می رسیم 𝛿𝑤𝑟و  𝛿𝑢  ،𝛿𝑣  ،𝛿𝑤  ،𝛿𝑤𝜑دادن ضرایب 

(9-23                                                                       )𝜕𝑁1

𝜕𝑟
+

1

𝑟

𝜕𝑁6

𝜕𝜑
+

𝑁1−𝑁2

𝑟
= 𝐼0�̈� − 𝐼1�̈�𝑟 

(9-29                                                                          )𝜕𝑁6

𝜕𝑟
+

1

𝑟

𝜕𝑁2

𝜕𝜑
+

2𝑁6

𝑟
= 𝐼0�̈� −

𝐼1

𝑟
�̈�𝜑 

(9-25                                                                                       )𝜕𝑄1

𝜕𝑟
+

1

𝑟

𝜕𝑄2

𝜕𝜑
+

𝑄1

𝑟
= 𝐼0�̈� 

(9-26                                                              )−
𝜕𝑀6

𝜕𝑟
−

1

𝑟

𝜕𝑀2

𝜕𝜑
−

2𝑀6

𝑟
+ 𝑄2 =

𝐼2

𝑟
�̈�𝜑 − 𝐼1�̈� 

(9-27                                                              )𝜕𝑀1

𝜕𝑟
+

1

𝑟

𝜕𝑀6

𝜕𝜑
+

𝑀1−𝑀2

𝑟
− 𝑄1 = 𝐼1�̈� − 𝐼2�̈�𝑟 
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 حال شرایط مرزی را بدست آمده را می نویسیم

𝑟در راستای  = 𝑎, 𝑏 :داریم 

(9-21 ) 1N 0 یاu 

(9-23) 6N  0 یاv 

(9-17) 



 6

1

1 M

r
Q  0 یاw 

(9-12) 1M 0 یاrw 

𝜑در راستای  = 0, 𝜑0 :داریم 

(9-11) 6N 0 یاu 

(9-13) 2N  0 یاv 

(9-19) rMQ 62   0 یاw 

(9-15) 2M 0 یاw 

𝐼1[ را برای صفحه در نظر بگیریم آنگاه داریم 33حال اگر فرض کیرشهف ] = 0 ،𝐼2 = 1

12
𝜌ℎ3   و𝐼3 =

𝜌ℎ کنیم. همچنین می بایست علاوه بر آن از ترمهای اینرسی دورانی  نیز صرف نظر می𝑄1  و𝑄2  را از

 ( قرار دهیم. بنابراین داریم25-9( بدست بیاوریم و آن را در )27-9( و )26-9معادلات )

(9-16     )𝜕

𝜕𝑟
(

𝜕𝑀1

𝜕𝑟
+

1

𝑟

𝜕𝑀6

𝜕𝜑
+

𝑀1−𝑀2

𝑟
) +

1

𝑟

𝜕

𝜕𝜑
(

𝜕𝑀6

𝜕𝑟
+

1

𝑟

𝜕𝑀2

𝜕𝜑
+

2𝑀6

𝑟
) +

1

𝑟
(

𝜕𝑀1

𝜕𝑟
+

1

𝑟

𝜕𝑀6

𝜕𝜑
+

𝑀1−𝑀2

𝑟
) = 𝐼0�̈� 

 رسیمصفحه مدور می( به معادله حرکت 22-9با جایگزینی )

(9-17                                                                              )𝐷∇2∇2𝑤 +
∇2𝑀𝑇

1−𝜈
+ 𝜌ℎ�̈� = 0 

 که در آن 

(9-11                                                                                   )∇2= (
𝜕2

𝜕𝑟2 +
1

𝑟

𝜕

𝜕𝑟
+

1

𝑟2

𝜕2

𝜕𝜑2) 
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 ( اضافه کنیم، داریم17-9( را به )3-1حال اگر نیروی الکترواستاتیکی خطی سازی شده )

(9-13                                  )w
d

V

d

tvV

d

V
hwMDwD

ppp

tt

T

T 3

2

22

2

024
)(

2
)1(


 

 

 

 حل معادلات -4-9

توان حل کرد. بنابراین ( را با فرض هارمونیک بودن ارتعاشات می13-1( و )13-9معادلات اصلی )

),,( trw  و),,,( tzr  نویسیمرا به شکل زیر می. 

(9-37  ) 











1 0

)(
),(),,,(

n m

mti

mn
mnezrtzr

    











1 0

)(
)(),,(

n m

mti

mn
mnerRtrw



imفرکانس و  mnکه در آن  

mn erR imو  )(

mn er)(  به ترتیب شکل مدهایm ام مختلط ارتعاشی

به ترتیب بیانگر عدد گره شعاعی  3,2,1n...,و  2,1,0m...,صفحه و دما می باشند. در این نمادگذاری 

کمیتی مختلط است که قسمت حقیقی آن به اثر کوپلینگ ترموالاستیکی و  mnای می باشند. و دایره

( 13-1( و )13-9( در )37-9قسمت موهومی آن به میرایی ارتعاشات مرتبط می شود. با جایگذاری )

 داریم

(9-32                                          )mn

p

mnmn

T

mnTmn R
d

V
RhMDRD

3

2

22*4* )1(


 

 
(9-31                                                           )

mnmnmnvmn
mn RzTici

z

2*

02

2







 

 که در آن

(9-33                                                                                      )
2

2

2

2
2* 1

r

m

rrr












 

(9-39                                      )                                               2

2

12 ),(3

h

h mnh

T

mn zdzzrM 
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0( عبارتند از 31-9شرایط مرزی برای حل معادله ) zmn  2درhz های بالا و ، چرا که رویه

کند بنابراین حل عبور نمی پایین میکروصفحه ایزوله در نظر گرفته شده و هیچ شار حرارتی از این رویه ها

 آید.( به شکل زیر بدست می9-31)

(9-35                                                       )











)2cos(

)sin(
),( 2*0

hNN

zN
zRzr

mnmn

mn
mnc

T

mn v

 

 که در آن 

(9-36                                                                                        )




2
)1( vmn

mn

c
iN  

Tمی باشد.  -2جذر  iکه 

mnM ( بدست می آید.39-9( در )35-9با به کار بردن ) 

(9-37                                                                                              )mn

T

mn

T

mn RCM 2* 

 که در آن 

(9-31                                                                                     ) )(10
mn

v

T

mn f
c

T
C 






 
 

(9-33                                                                     ) 









233
tan

2

24
)(

hNmn

mn

mn
mn

hN

hN
f  

T

mnC باشد. متغیر کمیتی مختلط است که دارای دو قسمت حقیقی و موهومی میmn  به صورت زیر

 جهت سهولت کار تعریف شده

(9-97                                                                                               )





2

vmn
mn

c
h 

 قسمت حقیقی و موهومی را به شکل زیر جدا کرد توانو می

(9-92                                               )  





















mnmn

mnmn

mnv

T

mn

TR

mn
c

T
CC









coshcos

sinhsin6
1Re

3

0

 

(9-91                                            )  






















mnmn

mnmn
mn

mnv

T

mn

TI

mn
c

T
CC










coshcos

sinhsin6
Im

3

0 
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 ( داریم32-9( در )37-9حال با جایگذاری )

(9-93                                                                                       )0422  mnmnmn RR  

 که در آن 

(9-99                                                                                          )






mn

p

mn

mn
D

d

V
h

3

2

2

4





 

(9-95                                                                               )  )(11 mnDmn fDD   

(9-96                                                                                           )
v

T
D

c

T



 0)1( 
 

 وی به شکل زیر خواهد بود( برای صفحه حلق17حل معادله )

(9-97                               ))()()()()( 4321 rKCrICrYCrJCrR mnmmnmmnmmnmmn   

)4,3,2,1(که در آن ضرایب  jC j
آیند. همچنین فرکانس ارتعاشی با اعمال شرایط مرزی به دست می

 صفحه حلقوی کوپل شده با اثر ترموالاستیک را می توان به شکل زیر بیان کرد.

(9-91                                                              ) 
3

2

2

0 ))(1(1
hd

V
f

p

mnDmnmn



  

که در آن 
mn0 .فرکانس بدون اثر ترموالاستیک می باشد 

(9-93                                                                                                )
h

D
mnmn


 4

0  

دارد  D( استفاده شده است. راه حلها بستگی به مقدار 91-9دو روش برای حل معادله فرکانسی )

خطی کرد در غیر این صورت باید با نگه  mnچنانچه این مقدار کوچک باشد می توان آن را  نسبت به 

 .داشتن ترمهای اصلی از روشهای حل عددی استفاده کرد
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 سازيحل معادله فركانس بدون خطی -4-9-1

( 97-9( و )33-9(، )36-9نوشت برای این کار باید روابط ) mn( را بر حسب 91-9توان معادله )حال می

 ( جایگزین کرد91-9را در )

(9-57                         )
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 که در آن
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(9-53                                                                                                   )DmnB  2

03 6 

mn توان نوشت.یک عدد مختلط است، بنابراین می 

(9-59                                                                                                 )I

mn

R

mnmn i  

 آیدموهومی،  دو معادله بدست می( و جدا کردن قسمت حقیقی و 57-9( در )59-9سپس با قراردادن از )

(9-55                                                                      )61232211 TTTTTFTF I

mn

R

mn   

(9-56                                                                      )52141221 TTTTTFTF I

mn

R

mn   

 که در آن
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R
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R
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(9-67                                                             )       I
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R
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mnT  sincoshsinhcos6  

( حل شده و 56-9( و )55-9( معادلات )97-9با استفاده از رابطه )
mn  و سپس ضریب کیفیت میرایی

  آیند.ترموالاستیک بدست می

(9-65                                                                                                   )
)Re(

)Im(1 2
mn

mnQ 


 

 

 سازيحل معادله فركانس از روش خطی -4-9-2

( را می توان با خطی سازی ساده کرد. با استفاده از بسط تیلور و نگه 91-9کوچک شود، معادله ) Dاگر 

 داشتن ترمهای اول و دوم معادله از شکل رادیکالی به خطی تبدیل می شود.

(9-66                                                        )
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در اینجا قسمتهای حقیقی و موهومی 
mn .جدا می شوند 
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 که در آن

(9-63                                                                                               )4

2 h

Dc
h v




 

 بنابراین ضریب کیفیت میرایی ترموالاستیک را می توان به شکل زیر نوشت
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و بدون بار الکتریکی را نشان می دهد. این شکل  Dتغییرات میرایی ترموالاستیک نسبت به  1-9شکل 

توان نتیجه گرفت گیردار رسم شده است. بر اساس این شکل می-براساس مود اول در شرایط مرزی گیردار

تر این است که برای سیلیکون، راه حل خطی استفاده شود چرا که که ساده
D  برای سیلیکون بسیار

4102760.4کوچک است )  D
KTدر دمای   2930  .) 

 

 

 : مقایسه حل خطی و غیرخطی میرایی ترموالاستیک1-9شکل 
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 مطالعه موردي -4-4

مرزی بررسی شده که در هر سه آنها لبه داخلی گیردار است. در اولی لبه بیرونی گیردار سه مورد شرایط 

آزاد می -گیردار می نامیم و در دومی لبه بیرونی آزاد می باشد که به آن گیردار-می باشد که آن را گیردار

 .ساده می نامیم-گوییم و در سومی نیز لبه بیرونی تکیه گاه ساده است که آن را گیردار

 

 گیردار-شرایط مرزي گیردار -4-4-1

( به شکل زیر 12-9( و )17-9لبه های بیرونی و درونی گیردار هستند بنابراین شرایط مرزی با توجه به )

 می شوند.

(9-72                                                                                       )0,0
,

,








bar

bar

w
r

w 

 ( داریم72-9( در )37-9جایگزین کردن ) با

(9-71                                                                                  )0,0
,

,





barmn

bar

mn R
dr

dR 

 ( در شرایط فوق و با تعریف پارامترهایی که در زیر آورده شده اند97-9با جایگزینی )

(9-73                                                                                                       )amnmn  

(9-79                                                                                                              )a

b
s  

 گیردار بدست می آیند.-معادلات برای شرایط مرزی گیردار
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 (9-77                                       )0)()()()( 4321  mnmmnmmnmmnm sKCsICsYCsJC 
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 برای محاسبه جواب غیر صفر، داریم
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 که در آن 

(9-17                                                                                                   ) mnmJA 11 

(9-12                                                                                                   ) mnmYA 12 

(9-11                                                                                                    ) mnmIA 13 
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(9-13                                                                                             )    mnm sJA 31 

(9-37                                                                                                  ) mnm sYA 32 

(9-32                                                                                                  ) mnm sIA 33 

(9-31                                                                                                 ) mnm sKA 34 
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در  2,1nو  1,0m( محاسبه شده است که این مقادیر برای 73-9از ) 2s  ،mnحال با فرض 

 اند.نشان داده شده 3-9اند. همچنین شکل مدهای مرتبط نیز در شکل لیست شده 2-9جدول 

 

 

 

: مقادیر 2-9جدول 
mn 2گیردار و -برای شرط مرزی گیردارs 

m 1m 2m 

7 7136/9 1977/7 

2 7935/9 1633/7 
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(7،2) (7،1) 

  

(2،2) (2،1) 

 2sگیردار و -در شرایط گیردار (m,n): شکل مدهای 3-9شکل 

 آزاد-شرط مرزي گیردار -4-4-2

 ( به شکل زیر نوشته می شود12-9و ) (17-9در این حالت شرط مرزی با توجه به )

(9-37                                                                                                       )0,t)=w(a, 
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 ( در معادلات فوق به معادلات زیر می رسیم37-9( و )37-9با جایگذاری )
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این صورت معادلات حاصل می بایست ( می بایست در معادلات فوق جایگزین شود، که در 97-9رابطه )

حل غیر صفر داشته باشند و برای این کار، دترمینان زیر که ضرایب آن در ضمیمه آورده شده است، برابر 

 شود.صفر می
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 که در آن

(9-276                                                                                                ) aJB mnm 11 

(9-277                                                                                                ) aYB mnm 12 
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 1-9اند که این مقادیر در جدول محاسبه شده mn، مقادیر  2,1nو  1,0mو برای  2sحال برای 

 اند.آورده شده 9-9اند و شکل مدهای مرتبط با آنها نیز در شکل لیست شده

 

مقادیر : 1-9جدول 
mn 2آزاد ، -برای شرط مرزی گیردارs  ،ma 500  وmh 20 

m 1m 2m 

7 91/3765 33/3373 

2 11/3779 12/3932 

 

TRآزاد، چون -در شرط مرزی گیردار

mnC  خود تابع ضخامت است، لذاmn  .نیز تابع ضخامت خواهد شد

به ضخامت را نشان می دهد. بر اساس این شکل این وابستگی بسیار کم می  mnوابستگی  5-9شکل 

باشد بنابراین می توان از این وابستگی چشم پوشی کرد و در تمامی محاسبات مربوطه ضخامت را ثابت 

mhفته شده است، گرفت. ضخامتی که در اینجا در نظر گر 20  .می باشد 
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(7،2) (7،1) 

  

(2،2) (2،1) 

2s ،maآزاد برای -گیردار (m,n)شکل مدهای  :9-9شکل  500  وmh 20 
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 )الف(

 

 )ب(

: وابستگی 5-9شکل 
mn  )به ضخامت الفn=1  )بn=2 

 

 

  شرط مرزي گیردار ساده -4-4-9

0 1 2 3 4 5

x 10
-5

3765.35

3765.36

3765.37

3765.38

3765.39

3765.4

3765.41

3765.42

3765.43
clamped-free boundaries with m=0 , n=1

h (meter)

G
a
m

a

0 1 2 3 4 5

x 10
-5

9373.925

9373.9255

9373.926

9373.9265

9373.927

clamped-free boundaries with m=0 , n=2

h (meter)

G
a
m

a
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 ( به شکل زیر نوشته می شود12-9( و )17-9در این حالت شرط مرزی با توجه به )

(9-211                                                                                                     )0,t)=w(a, 
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 ( در معادلات فوق به معادلات زیر می رسیم37-9( و )37-9با جایگذاری )
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( می بایست در معادلات فوق جایگزین شود، که در این صورت معادلات حاصل می بایست 97-9رابطه )

حل غیر صفر داشته باشند و برای این کار، دترمینان زیر که ضرایب آن در ضمیمه آورده شده است، برابر 

 شود.صفر می
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 که در آن 

(9-232                                                                         ))4,3,2,1(),4,2,1(  jiBC ijij 

(9-231                                                                 )   asJ
a

m
asJC mnm

mn

mnm 
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(9-233                                                                  )   asY
a

m
asYC mnm

mn

mnm 
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(9-239                                                                    )   asI
a

m
asIC mnm

mn

mnm 
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(9-235                                                       )            asK
a

m
asKC mnm

mn

mnm 


  134
 

 3-9اند که این مقادیر در جدول محاسبه شده mn، مقادیر  2,1nو  1,0mو برای  2sحال برای 

 اند.آورده شده 6-9اند و شکل مدهای مرتبط با آنها نیز در شکل لیست شده

 

مقادیر : 3-9جدول 
mn 2آزاد ، -برای شرط مرزی گیردارs  ،ma 500  وmh 20 

m 1m 2m 

7 21/7135 71/29219 

2 65/7377 95/29276 
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(7،2) (7،1) 

  

(2،2) (2،1) 

2s ،maساده برای -گیردار (m,n)شکل مدهای  :6-9شکل  500  وmh 20 

 

 

 

 



85 

 

  نتایج -4-5

روی در این قسمت، تأثیر برخی پارامترهای هندسی نظیر ضخامت، شعاع، نوع شرط مرزی و بار الکتریکی 

میرایی ترموالاستیک بررسی شده است. در اینجا اثر میرایی ترموالاستیک برای سیلیکون بررسی شده، که 

آورده شده است. همچنین مقدار ثابت دی الکتریک و فاصله بین صفحات از  9-9خواص آن در جدول 

[ گرفته شده است )22مرجع ]
Nm

Cmd 2

2121085.8,2.1   یلیکون (. خواص مکانیکی و گرمایی س

KTباشد به همین دلیل این محاسبات در دمای ثابت تابع دما می 293 .انجام شده است 

 

 [21: خواص میکانیکی و گرمایی سیلیکون در دماهای مختلف ]9-9جدول 

)(0 KT 977 133 177 267 

)(GPaE 2/263 3/265 3/266 5/261 

)( 3Kgm 1317 1337 1337 1337 

 11/7 11/7 11/7 11/7 

 11  KWm 275 256 166 375 

)( 11  KJKgcv
 715 723 557 956 

)10( 16  KT 153/3 53/1 976/2 613/7 

 

maمیرایی ترموالاستیک بر حسب ضخامت، برای  500  در سه نوع شرایط مرزی محاسبه شده که

نمایش داده شده است. مطابق این شکل میرایی اول افزایش و بعد از آن کاهش  7-9نتایج آن در شکل 

پیدا می کند بنابراین در اینجا یک میرایی ماکزیمم وجود دارد که در ضخامت بحرانی رخ می دهد. 

نیز افزایش پیدا می کند و دلیل  nت اما با افزایش بسیار کوچک اس mتغییرات ضخامت بحرانی بر حسب 
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باشد. همچنین می nتغییر نمی کند بلکه بیشتر تابع مقدار  mبستگی دارد که با  mnآن به مقدار 

)ج( می توان این  7-9)ب( و 7-9)الف( ،7-9ضخامت بحرانی به شرایط مرزی نیز بستگی دارد. با مقایسه 

 آزاد این میرایی بیشتر است.-دید که در شرط مرزی گیردار تفاوت را

 

 

 )الف(

 

 )ب(
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Q
-1
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 )ج(

ma: میرایی ترموالاستیک با 7-9شکل  500  وvVp 5 آزاد )ج( -گیردار )ب( گیردار-برای شرط مرزی )الف( گیردار

 ساده-گیردار

 

mhبا در نظر گرفتن  aدر اینجا نیز میرایی ترموالاستیک را برحسب شعاع  10 ،2s ،vVp 5 

رسم شده است.  1-9ساده در شکل -آزاد و گیردار-گیردار، گیردار-برای سه نوع شرایط مرزی گیردار

همان طور که در این شکل دیده می شود در اینجا نیز یک شعاع بحرانی داریم که سبب شده میرایی 

  ماکزیمم شود.

 

0 1 2 3 4 5

x 10
-5

-0.5

0

0.5

1

1.5

2

2.5

3
x 10

-4 s=2 , clamped-Simple Supported boundaries

h (meter)

Q
-1

 

 

m=0,n=1

m=0,n=2
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 )الف(

 

 )ب(
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 )ج(

 : میرایی  ترموالاستیک بر حسب شعاع 1-9شکل 

 

بر میرایی ترموالاستیک را در مد اول نمایش می دهد. بر  pVاثر تغییرات بار الکترواستاتیکی  3-9شکل 

اساس این شکل، با افزایش بار الکتریکی میرایی ترموالاستیک نیز افزایش پیدا می کند. همچنین این 

ساده می باشد. بنابراین -گیردار و گیردار-آزاد بیشتر از دو حالت گیردار -افزایش برای شرایط مرزی گیردار

  ی اهمیت زیادی برای میکروصفحاتی که تحت بار الکتریکی هستند دارد.نوع شرایط مرز
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Q
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 )الف(

 

 )ب(
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 )ج(

ma: میرایی ترموالاستیک برحسب بار الکتریکی با در نظر گرفتن 3-9شکل  500  وmh 20  برای شرط مرزی

 ساده-گیردارآزاد )ج( -گیردار )ب( گیردار-)الف( گیردار
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Q
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 فصل پنجم

 

 مدل میکروصفحه مستطیلی
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 مقدمه -5-1

در این فصل تشدیدکننده به عنوان یک صفحه مستطیلی مدل شده است و برای این کار از دو مدل تغییر 

ایم. روش پرداختهایم و در این مدلها به محاسبه میرایی ترموالاستیک شکل کوچک و بزرگ استفاده کرده

حل در مدل صفحه با تغییر شکل بزرگ بدین شکل بوده است که ابتدا خیز استاتیکی محاسبه شد، سپس 

ارتعاشات حول این خیز بررسی شده و میرایی آن محاسبه گردیده است. روشی که برای حل معادلات 

بزرگ و کوچک با یکدیگر  انتخاب شده روش گالرکین بوده است. همچنین نتایج مدلهای با تغییر شکل

 مقایسه شده و پارامترهایی که سبب رفتارهای غیرخطی شده بررسی گردیده است.

 

 تئوري خطی صفحه مستطیلی -5-2

شود که سطح تئوری صفحه کلاسیک بر پایه فرضیات کیرشهف بنا نهاده شده است که در آن فرض می

مقطعها قبل و بعد از تغییر شکل تخت و عمود بر صفحه مرجع باقی می مانند. به عبارت دیگر پیچشهای 

 برشی در این تئوری صفر در نظر گرفته می شوند. 

axبرای بدست آوردن معادلات حرکت صفحه مستطیلی، شکل مستطیلی را در ناحیه و ابعاد  0  و

by 0  المان دیفرانسیلی صفحه را قبل و بعد از تغییر شکل نشان می  2-5در نظر می گیریم. شکل

hdydxدهد. همچنین ابعاد این المان را فرض می کنیم که    می توان جابه جایی  2-5باشد. از شکل

 [33مربوط به المان را به شکل زیر تعریف کرد. ] iuهای 

(5-2)                                                              𝑢1 = 𝑢 − 𝑧𝑤𝑥 ,   𝑢2 = 𝑣 − 𝑧𝑤𝑦 ,   𝑢3 = 𝑤 
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 [33: المان صفحه بدون در نظر گرفتن تغییر شکلهای برشی ]2-5شکل 

 

و  x ،yهای مشاهده شده از دید نقطه مرجع، بر حسب سیستم مختصات جاییجابه wو  u  ،vکه در آن 

z جایی ها از می باشند همچنین این جابهz ها بردار جابه جاییباشند. با توجه به این جابهمستقل می

 نویسیم.جایی را می توان به شکل زیر می

(5-1                                                          )                               332211
ˆˆˆ jujujuD 


 

و  1ĵ ،2ĵکه در آن 
3ĵ بردارهای یکه در راستایx ،y  وz  می باشند. مشتق زمانی و ورییشن بردارD


 

 می شود

(5-3                                                                        )    311
ˆˆˆ jwjwzvjwzuD yx



  

(5-9                                                              )    311
ˆˆˆ jwjwzvjwzuD yx  


 

کنیم که رابطه استفاده می برای بدست آوردن معادلات حاکم بر صفحات، از اصل هامیلتون توسعه یافته

 شود.آن در غیاب نیروهای حجمی به شکل زیر می
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(5-5                                                                                      )  0
0


t

nc dtWT  

که در آن 
ncW ورییشن انرژیهای ناپایستار می باشد. همچنینT  و  انرژیهای جنبشی و الاستیک می

 اند.باشند که به شکل زیر تعریف شده

(5-6                                                                                        ) 
z A

dAdzDDT


  . 

(5-7                    )   
z A

dAdz121223231313333322221111  

تنش و ijو ijباشد. همچنین ناحیه صفحه مرجع قبل از خمش می Aچگالی صفحه، که در آن 

 باشند.کرنش وارد بر ورق می

 ( داریم6-5( در )9-5( و )3-5حال با جایگزینی )

(5-1)

        

         
   


















x

by

yy
y

ax

xx

A yyxxyx

A
yyxxyx

wdxvIwIwdyuIwI

dAwvIwIuIwIwIvwIvIuwIuI

dAwvIwIwuIwIwwIvwIvIuwIuIT







012012

121201010

121201010







 

 اندبه شکل  زیر تعریف شده iIکه در آن

(5-3                                                                         )    z
dzzzIII 2

210 ,,1,,  

hIثابت و صفحه مرجع در وسط ورق باشد آنگاه قابل ذکر است چنانچه  0  ،01 I  3و

12
1

2 hI  

  خواهند شد.

 جایی می توان کرنشهای خطی را به شکل زیر بدست آورد.جابه -حال با استفاده از روابط خطی کرنش
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(5-27                                                                        )

0

2

231333

21
12

2
22

1
11


































xyxy

yyy

xxx

zwvu
x

u

y

u

zwv
y

u

zwu
x

u

 

 ( داریم 7-5( در )27-5با جایگزینی )

(5-22              )

     

  

      

  

   ),(),0,0(),(

),0(),0.(),(6026226

016161

6216261

621621

122211

22

2

2

2

2

bayx

bayxx

by

yyxy

y

ax

xxyx

A
xyyyxxxyyx

A
xyyyxxxyyx

A z
xyxyyyyxxx

wMdxwMwMMvNuN

dywMwMMvNuN

dAwMMMvNNuNN

dAwMwMwMvuNvNuN

dAdzwzvuwzvwzu































 











 

نیز نیروهای درون صفحه ای می باشند که  iNممانهای وارد بر لبه های المان و  iM 1-5مطابق شکل 

 شوندبه شکل زیر تعریف می

 (5-21                                                              )    z
dzNNN 122211621 ,,,,  

(5-23                                                           )    z
dzzMMM 122211621 ,,,, 
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 )ب( )الف(

 : الف( ممانهای برایند ب( نیروهای برایند در یک المان ورق1-5شکل 

 

xyو  xu  ،yvبرای ربط دادن کرنشهای صفحه میانی )  vu  )  ( و قوسهایxxw،yyw  وxyw به )iM  و

iN  0332313فرض می کنیم که    033می باشند. ) برای صفحات نازك فرض   از فرض

033  [بنابراین راب33مناسب تر می باشد )] طه بین تنش و کرنش برای ورق ایزوتروپیک به شکل زیر

 می شود

(5-29                                                                 )
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 ( به کار ببریم و اثر کرنش ترموالاستیک را نیز در آن اعمال کنیم، داریم29-5( را در )27-5حال اگر )

(5-25                                      )
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 ( خواهیم داشت23-5( و )21-5( در )25-5بنابراین با جایگزینی حاصل )
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(5-26                                                )
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(5-27                                                      )
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 که در آن 

(5-21                                                                                   ) 


 2

2

0 )(
1

h

h
TT dzTT

E
N




 

(5-23                                                                                  ) 


 2

2

0)(
1

h

h
TT dzTTz

E
M




 

(5-17                                                                                                 ))1(12 2

3




Eh
D  

),,,(که در آن tzyxT  ،دمای سطح صفحهE ،مدول الاستیسیتهT  ،ضریب انبساط حرارتی  ضریب

( و صفر قرار 5-5( در )1-5( و )22-5دمای شرایط تعادل می باشد. حال با جایگزینی ) 0Tپواسون و 

 معادلات حرکت به شکل زیر در می آیند  uو  w ،vدادن هر کدام از ضرایب 

(5-12                                                                                        )xyx wIuINN 
1061  

(5-11                                                                                      )yyx wIvINN 
1026    

(5-13                                          )yxyyxxyyxyxx vIuIwwIwIMMM 
1120261 )(2  

 و در ادامه نیز می توان شرایط مرزی زیر را بدست آورد:
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axدر راستای ,0 

(5-19) 
1N 0 یاu 

(5-15) 
6N 0 یاv 

(5-16) xyx wIuIMM 
2161 2  0 یاw 

(5-17) 
1M 0 یاxw 

 

byدر راستای  ,0 

(5-11) 
6N 0 یاu 

(5-13) 
2N 0 یاv 

(5-37) yxy wIvIMM 
2162 2  0 یاw 

(5-32) 
2M 0 یاxw 

 

( نیروهای درون صفحه ای و ممانها را بر حسب جابه جایی های 27-5( و )26-5حال در اینجا با توجه به )

u  ،v  وw می نویسیم 

(5-31                                                                                  )  T

yx Nvu
Eh

N 


 
 21

1 
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(5-33                                                                                  )  T

yx Nvu
Eh

N 


 
 22

1 

(5-39                 )                                                                       
 

 xy vu
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6 

(5-35                                                                                 )  T

yyxx MwwDM  1 

(5-36                                                                                )  T

xxyy MwwDM  2
 

(5-37                                                                                            )  xywDM  16 

( معادلات حرکت صفحه به شکل زیر می 13-5( تا )12-5( در )37-5( تا )31-5با قرار دادن معادلات )

 شوند.

(5-31                                    )
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(5-97                                                  )
TT Mw

t
IwN

t

w
IwD 22

2

2

2

2

2

2

0

4 )( 










 
لازم به ذکر است که معادلات فوق با یکدیگر کوپل نیستند لذا برای محاسبه میرایی ترموالاستیک فقط 

( را در نظر می گیریم همچنین می توان از اثر غیرخطی اینرسی چرخشی نیز صرف نظر 97-5معادله )

 کرد، بنابراین می توان نوشت
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 ( را اضافه می کنیم 3-1حال به معادله فوق نیروی الکتریکی خطی )
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 تئوري صفحه غیرخطی مستطیلی -5-9

قسمت، ما معادلات و شرایط مرزی حاکم بر صفحات غیرخطی را با ترکیب تئوری خطی صفحات در این 

کرنشهای غیرخطی وان کارمن به  کلاسیک کیرشهف و فرضیات غیرخطی وان کارمن، بدست می آوریم.

 شکل زیر تعریف می شوند.
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 که در آن 
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بی بعدسازي معادلات حركت -5-4
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 بریمبه کار میبرای بی بعدکردن معادلات حرکت و هدایت، متغیرهای زیر را 
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 بدست می آیند ( به شکل زیر11-1( و معادله هدایت )51-5( تا )56-5بنابراین معادلات حرکت )
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 بعد کرد( را می توان به شکل زیر بی91-5همچنین صفحه خطی )
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، 3 ،5 ،6لازم به ذکر است که در ادامه خواهیم دید که در محاسبه میرایی ترموالاستیک پارامترهای 

7 ( را به شکل زیر نوشت65-5حذف خواهند شد. حال می توان رابطه بین پارامترهای ) 
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صفحه با تغییر شکل كوچک میرایی ترموالاستیک -5-5
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( و معادله 67-5برای بدست آوردن میرایی ترموالاستیک می بایست ارتعاشات هارمونیک را برای معادله )

( برای صفحه با تغییر شکل کوچک می بایست به شکل زیر 69-5هدایت در نظر گرفت. معادله هدایت )

 کاهش یابد.
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( 72-5. با جایگزینی )، به میرایی ارتعاشات مرتبط می شود mnترموالاستیکی  و قسمت موهومی آن ، 
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(5-71)
mnp

T

mn

T

mnmnmnT

mn

ti

mnmn
mnmnmn

WV
y

M

x

M

y

W

x

W
Ne

W
y

W

yx

W

x

W

mn 2

112

2

92

2

82

2

72

2

6

ˆ

22

4

4
1

122

4

4

4

1

ˆ

ˆ

ˆ

ˆ
)1(

ˆˆ
ˆ)1(

)1(
ˆˆˆ

2
ˆ



































































 

(5-73                                                 )





















2

2

2

2

1

10

122

2

ˆˆ

ˆ

ˆ y

W

x

Wzi
i

z

mnmnmn
mnmn

mn 




 

 که در آن 



117 
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 شود.( به شکل زیر می73-5بنابراین حل )
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جایگزین کنیم و انتگرال حاصله را محاسبه کنیم به پاسخهای ذیل می  (79-5را در ) (75-5چنانچه )
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 ( داریم5-61)
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کنیم کنیم. برای این کار فرض می[ استفاده می91] 2برای حل معادله فوق از روش گالرکین
mnmnW  

که در آن 
mn در اینجا با توجه به   شود.باشد که با توجه به شرایط مرزی انتخاب میشکل مود صفحه می

1اینکه  nm با توجه به نوع شرط 2-5باشد برخی از شکل مودهای مورد استفاده در جدول می ،

اختصار در نظر گرفته شده [. لازم به ذکر است که برای هر شرط مرزی نیز یک 93اند]مرزی لیست شده

 است.

 ( را می نویسیم17-5معادله ) 1حال در اینجا شکل وریشنال
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 [93مرزی و اختصار آنها ]: لیست شرایط  2-5جدول 
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 می باشند. با فرض زیر
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 میرایی ترموالاستیک را برای مود اول به شکل زیر محاسبه کرد.
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 خیز استاتیکی -5-6

محاسبه بایست شود که این خیز میدچار خیزی می pVصفحه مورد نظر در اثر اعمال بار الکترواستاتیکی 

شود. از طرفی چون این خیز استاتیکی است، بنابراین میرایی ترموالاستیک مفهوم خود را از دست می 
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( خیز استاتیکی محاسبه 63-5( تا )62-5دهد بنابراین با حذف ترمهای دینامیکی و گرمایی از معادلات )

 شود.می
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-از روش گالرکینباشند. برای حل معادلات فوق ، جابه جایی های استاتیکی می sŵو  sv̂و  sûکه در آن

 کنیم [ برای این کار ابتدا فرض می91کنیم ]ولاسوف استفاده می
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 که در آن 
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(  می نویسیم.39-5( تا )31-5را با توجه به معادلات )باشند. حال معادلات ورییشنال صفحه برنولی می
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 ( جایگزین می کنیم277-5( تا )31-5( را در معادلات )36-5( تا )39-5سپس سریهای )
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( فقط جمله اول را در نظر می گیریم و از بقیه صرف نظر می کنیم. به 36-5( تا )39-5در سریهای )

 ( را به شکل زیر می نویسیم273-5( تا )272-5عبارت دیگر معادلات )
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 توان پارامترهای زیر را به این شکل تعریف کرد.برای راحتی کار  می
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 ( را می توان به شکل زیر بازنویسی کرد276-5( تا )279-5حال با توجه به پارامترهای فوق معادلات )
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می  sV11و  sW11  ،sU11( و با بدست آوردن 223-5( تا )227-5و در پایان هم با حل همزمان معادلات )

 ( بدست آورد.36-5( تا )39-5توان خیز استاتیکی را از روابط )

نیز استفاده کرد که برای این کار از  ( می توان از روش عددی33-5( تا )32-5برای حل معادلات )
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مقایسه ای بین حل عددی و  3-5باشد. در شکل  ŵو  û ،v̂می تواند هر یک پارامترهای  fکه در آن 

ولاسوف انجام شده است که در آن خیز ماکزمیم صفحه چهارطرف گیردار، با توجه به -حل گالرکین

رسم شده است. همان طور که  pVآورده شده است، بر حسب ولتاژ  1-5پارامترهایی که در جدول 
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بین این دو حل وجود دارد بنابراین به دلیل طولانی بودن محاسبات  شود اختلاف اندکیمشاهده می

 ایم.ولاسوف را انتخاب کرده -عددی ما روش گالرکین

 ولاسوف-: مقادیر و ضرایب بکار رفته در مقایسه روش عددی و گالرکین1-5جدول 

 11 10 
1 

11/7 773/7 15/7 2 

 

 

 ولاسوف برای خیز استاتیکی صفحه کاملًا گیردار-: مقایسه روش عددی )اختلاف محدود( و روش گالرکین3-5شکل 

 

ولاسوف برای دو حالت یک مود و چهار مود که در آن -روش گالرکین 2-5همچنین برای مقادیر جدول 

2 nm نشان داده شده است همان  9-5ایم که این مقایسه در شکل اند را در نظر گرفتهفرض شده
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طور که در این شکل نشان داده شده است اختلاف بسیار اندکی بین یک مود و چهار مود وجود دارد به 

 ایم.همین دلیل در محاسبات خود به یک مود اکتفا کرده

 

 وف با فرض یک مود و چهار مودولاس-: مقایسه روش گالرکین9-5شکل 

 

ولاسوف مقایسه -توان با روش گالرکینرا می 2-5همچنین خود روش گالرکین با شکل مدهای جدول 

 آورده شده است. 5-5کرد که این مقایسه در شکل 
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 1-5ولاسوف بر حسب پارامترهای جدول -: مقایسه روش گالرکین و گالرکین5-5شکل 

 

[ خیز مرکز مکیروصفحه کاملاً گیردار را تحت تأثیر نیروی الکترواستاتیکی 99]فرانسیس و دوفور نیز 

آورده شده است و این اندازه گیری را با روش  3-5اند که مشخصات آن در جدول اندازه گیری کرده

 به شکل زیر تعریف می شود CDایم. که در آن مقایسه کرده 6-5گالرکین در شکل 
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 : مقایسه مدلهای با تغییر شکل بزرگ و کوچک و اندازه گیرهای فرانسیس و دوفور6-5شکل 

 

 ارتعاشات حول خیز استاتیکی -5-7

اکنون که خیز استاتیکی را می توانیم محاسبه کنیم می بایست ارتعاشات حول این خیز را بررسی کنیم 

خطی سازی  sŵو  sû  ،sv̂( را حول جابه جایی های 63-5( تا )62-5برای این کار می بایست معادلات )
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توان حل کرد. بنابراین( را با فرض هارمونیک بودن ارتعاشات می232-5( تا )213-5معادلات )

)ˆ,ˆ,ˆ(ˆ tyxud  ،)ˆ,ˆ,ˆ(ˆ tyxvd  ،)ˆ,ˆ,ˆ(ˆ tyxwd  و)ˆ,ˆ,ˆ,ˆ(ˆ tzyx نویسیم.را به شکل زیر می 
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)ˆ,ˆ(فرکانس و  mnکه در آن  yxU mn
 ،)ˆ,ˆ( yxVmn

 ،)ˆ,ˆ( yxWmn
)ˆ,ˆ,ˆ(و   zyxmn  به ترتیب شکل مدهای

m  وn ام مختلط ارتعاشی طولی و عرضی صفحه ، خیز صفحه و دما می باشند. در این نمادگذاری

,...2,1,0m  2,1,0,...,وn  .به ترتیب بیانگر عدد گره طولی و عرضی می باشندmn  کمیتی مختلط

، به  mn، به اثر کوپلینگ ترموالاستیکی  و قسمت موهومی آن ، mnاست که قسمت حقیقی آن ، 

 ( داریم231-5( تا )237-5( در )233-5. با جایگزینی )میرایی ارتعاشات مرتبط می شود
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( و همچنین روابط بین پارامترهای 235-5( تا )233-5( در )71-5( و )77-5حال با قرار دادن معادلات )

 ( داریم5-61)
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1حال برای  nm  و در نظر گرفتن
mnmnW   و

mnmnmn VU  توان شکل ورییشنال می

 ( را به شکل زیر نوشت.231-5( تا )236-5معادلات )
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 کنیم برای راحتی کار نیز متغیرهای زیر را تعریف می

(5-291                                               ) 
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بدست آوردن میرایی ترموالاستیک فرکانسهای حقیقی و موهومی را از معادله زیر در نهایت نیز برای 

 کنیم.( میرایی را محاسبه می37-5آرویم سپس با استفاده از رابطه )بدست می

(5-299                                                                      )065

2

11332211  PPPLPLPL 

 

 غیرخطی در میرایی ترموالاستیکعامل  -5-8

و  pVمهمترین عامل غیرخطی در میرایی ترموالاستیک، نیروی الکترواستاتیکی می باشد که به دو پارامتر 

11  بستگی دارد. برای نشان دادن این تأثیر، میرایی را بر حسب ولتاژ برای دو مدل تغییر شکل بزرگ و

 7-5آورده شده است، را در شکل  9-5کوچک در یک میکروصفحه سیلیکونی که مشخصات آن در جدول 

ر شکل ایم. همان طور که در این شکل دیده می شود اختلاف زیادی بین میرایی مدل تغییرسم کرده

 بزرگ و کوچک در مقادیر بالای ولتاژ وجود دارد. 

 

 : مشخصات میکروصفحه سیلیکونی برای مقایسه اثر غیرخطی نیروالکترواستاتیکی9-5جدول 

)( 11  KWm )(0 KT )( mb  )( ma  )( md  )( mh  

148 300 100 200 2.1 5.1 

)( 122

0

 NmC )( 3kgm  )(GpaE )10( 16  KT )( 11  KJkgcp
 

121085.8  2330 25.0 170 6.2 712 
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 بزرگ و کوچک: مقایسه اثر غیرخطی نیروی الکترواستاتیکی در دو مدل تغییر شکل 7-5شکل 

 

در میکروتیرها و میکروصفحاتی که تحت نیروی الکترواستاتیکی قرار دارند ولتاژ الکترواستاتیکی اعمال 

شده حد بالایی دارد که بیشتر از آن مقدار تعادل نیروی الکترواستاتیکی و نیروی الاستیک صفحه یا تیر 

زیرین تماس پیدا کند و موجب خرابی  به هم می خورد و سبب می شود که تیر یا صفحه با صفحه ساکن

است و به آن ولتاژ بحرانی، ولتاژ توقف  2[ این پدیده موسوم به ناپایداری توقف95سیستم مورد نظر شود.]

نمایش می دهیم. بنابراین هر چه قدر ولتاژ اعمال شده به  MVنیز می گویند که در اینجا آن را به نماد 

نزدیکتر باشد خواص غیرخطی صفحه بیشتر نمایان می شود. برای محاسبه این ولتاژ می ولتاژ توقف 

کمتر از یک می شود را بدست آورد. مثلاً برای مکیروصفحه  sŵبایست بیشترین ولتاژی که در آن خیز 

 7.137ف به اندازه ، ولتاژ توق1-5لیست شده است با توجه به شکل  1-5ای که مشخصات آن در جدول 

ولت بدست آمده است. همان طور که در شکل نیز دیده می شود پس از اینکه خیز مرکز میکروصفحه به 

 می رسد ناپایداری توقف اتفاق افتاده و به طور ناگهانی خیز افزایش پیدا می کند. 45.0
                                                 
1 Pull-in instability 
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 : نحوه محاسبه ولتاژ توقف1-5شکل 

 

 نتایج -5-3

ایم. لیفشیتز میرایی [ استفاده کرده25برای صحه گذاری روی نتایج بدست آمده از مدل لیفشیتز ]

ترموالاستیک را برای تیر اولربرنولی دو سر گیردار بدست آورد. لذا برای مقایسه، میرایی ترموالاستیک 

و یک بار با  0آورده شده است را یکبار با  9-5میکروصفحه سیلیکونی که مشخصات آن در جدول 

25.0 ( 0و بدون نیروی الکترواستاتیکیpV و با شرایط مرزی )CFCF ایم. آورده 3-5در شکل

می باشد میرایی ترموالاستیک انطباق  0شود در حالتی که همان طور که در این شکل دیده می

 باشد.یانگر صحت مدل میکاملی با مدل لیفشیتز دارد که این خود ب
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 : مقایسه مدل تغییر شکل کوچک با مدل لیفشیتز3-5شکل 

 

 9-5ای که مشخصات آن در جدول ، روی میرایی ترموالاستیک میکروصفحهتأثیر  27-5در شکل 

میرایی ترموالاستیک مدل تغییر شود ایم. همان طور که در شکل دیده میآورده شده است را نشان داده

Mpشکل بزرگ در دو حالت  VV 1.0  وMp VV 9.0  محاسبه شده و با مدل تغییر شکل کوچک مقایسه

شده است. مطابق آنچه در این شکل نشان داده شده است بین مدل تغییر شکل کوچک و تغییر شکل 

Mpبرزگ با  VV 1.0  انطباق کاملی وجود دارد که این خود بیان می کند که این دو مدل یکدیگر را تأیید

Mpشود که مدل تغییر شکل بزرگ با می کنند همچنین دیده می VV 9.0  اختلاف واضحی وجود دارد

ی است که کاملاً تابع خواص حرارتی پارامتر که این اختلاف به خاطر تأثیر تغییر شکلهای بزرگ است. 

و مکانیکی ماده می باشد بنابراین همان طور که در شکل هم دیده می شود چنانچه این خواص به گونه 

برای  شوند موجب می شود که میرایی به طور غیرخطی تغییر کند اما  ای سبب افزایش مقدار 

( بنابراین می توانیم این نتیجه را 005.0درجه مقدار بسیار اندکی است ) 377سیلیکون در دمای 
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بگیریم که برای سیلیکون میرایی ترموالاستیک در هردو مدل تغییر شکل بزرگ و کوچک مقدار نزدیکی 

 دارند.

 

 : مشخصات میکروصفحه دلخواه5-5جدول 
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0899.10 1.0 1 1 1 25.0 

 

 

 : میرایی ترموالاستیک بر حسب 27-5شکل 

 

لیست شده است را بر حسب  9-5ای که مشخصات آن در جدول حال میرایی ترموالاستیک  میکروصفحه

ضخامت و ولتاژ صفر در شرایط مرزی مختلف بررسی می کنیم. در میرایی ترموالاستیک ضخامت بحرانیی 
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(. همچنین برای بررسی این میرایی از مدل 22-5[ که در اینجا نیز دیده می شود)شکل 21دارد]وجود 

 خطی استفاده شده است.

 

 : میرایی ترموالاستیک از مدل با تغییر شکل کوچک در شرایط مرزی مختلف22-5شکل 

 

بررسی می کنیم.  1را برحسب  میرایی ترموالاستیک میکروصفحه 5-5حال با توجه به مشخصات جدول 

نیز یک مقدار بحرانی دارد که به ازای آن  1نیز نشان داده شده است  21-5همان طور که در شکل 

 می باشد. 0.4میرایی ماکزیمم می شود که در اینجا برای این حالت دارای مقدار 
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 1: میرایی ترموالاستیک برحسب 21-5شکل 

نشان می دهد همان طور  9-5برای میکروصفحه جدول  aمیرایی ترموالاستیک را بر حسب  23-5شکل 

که ملاحظه می شود برای ابعاد هندسی من جمله طول میکروصفحه نیز یک مقدار بحرانی وجود دارد که 

 در آن میرایی ماکزیمم می شود.

 

 a: میرایی ترموالاستیک برحسب 23-5شکل 
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 مقدمه-6-1

ایم. فصلهایی که می توان از آنها نتیجه گیری کرد در این فصل به نتیجه گیری از فصلهای قبلی پرداخته

 باشند که در آنها مدلهایی از تشدید کننده ارائه شده است.شامل فصول سوم، چهارم و پنجم می

 

 مدل تیر -6-2

اثر میرایی ترموالاستیک و کشش درون صفحه ای در فصل سوم ما مدلی از تشدیدکننده ارائه دادیم که دو 

بعدسازی پارامترهایی بدست بعد کردیم و از این بیرا در آن نظر گرفته ایم. معادلات این مدل را بی

 آوردیم که تأثیر این پارامترها را بر میرایی ترموالاستیک و فرکانس بررسی کردیم.

کرد فرکانس افزایش و میرایی ای افزایش پیدا مینتایج نشان دادند که هر جا اثر کشش درون صفحه

افزایش پیدا  می کند.  𝛼3و  پارامتر   �̂�ای نیز با کشش اولیه، کرد. اثر کشش درون صفحهکاهش پیدا می

کرد میرایی ترموالاستیک نیز کاهش پیدا می ، افزایش پیدا می 𝛼5همچنین هر گاه ضریب آهنگ دما، 

یک مقدار  𝛼1کرد. همچنین در این بین نیز ابتدا افزایش و بعد کاهش پیدا میکرد ولی فرکانس طبیعی 

تواند مورد توجه سازندگان باشد. از بحرانی دارد که به ازای آن میرایی ماکزیمم می شود که این خود می

دا کردیم که میرایی تا صفر کاهش پیطرفی هنگامی که اثر تغییر شکل را افزایش می دادیم مشاهده می

تواند برای کم کردن میرایی مورد توجه سازندگان یافت که این نکته نیز میکرد و سپس افزایش میمی

 واقع شود.
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 مدل صفحه حلقوي -6-9

های تحت بار الکتریکی در این فصل، مدلی خطی از میرایی ترموالاستیک در میکروصفحات تشدیدکننده

ت بحرانی بدست آمد که در آنها میرایی ماکزیمم می شود. ارائه شد. در نتایج بدست آمده، شعاع و ضخام

بنابراین بررسی این ابعاد به دلیل تأثیری که میرایی روی کارایی تشدید کننده ها می گذارد اهمیت پیدا 

می کند. شعاع بحرانی و ضخامت بحرانی میکروصفحه حلقوی به نوع ماده، ابعاد میکروصفحه و شرایط 

الکتریکی نیز بر این میرایی اثر می گذارد به طوری که تغییرات میرایی در حالت  مرزی بستگی دارد. بار

 آزاد بیشتر از دو حالت دیگر  می باشد. -گیردار

 

 مدل صفحه مستطیلی -6-4

ای تشدیدکننده را ارائه کردیم. معادلات صفحه را با فرض کرنشهای وان در این فصل، ما مدل میکروصفحه

بعد کردیم و با روش گالرکین قسمت استاتیکی و سپس معادلات حاصل را بیکارمن بدست آوردیم. 

 دینامیکی معادلات را حل کردیم و میرایی ترموالاستیک را محاسبه کردیم.

ای انجام شد و در آن معلوم شد که هنگامی که ولتاژهای بین مدل با تغییر شکل بزرگ و کوچک مقایسه

آید به خصوص وقتی که تلاف زیادی بین میرایی در آنها پدید میزیاد به میکروصفحه وارد می شود اخ

ولتاژ نزدیک به ولتاژ توقف باشد. شرط مرزی نیز تأثیر زیادی بر میرایی ترموالاستیک دارد و از آنجایی که 

 ها در صفحه مستطیلی زیاد است بنابراین این تأثیر بیشتر خودش را نشان می دهد.تنوع شرط مرزی
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 اداتپیشنه -6-5

در ادامه این موضوع کارهای متعددی می توان انجام داد. همچنین می توان از روشهای حساب اغتشاشات 

و المان محدود نیز بهره برد. از جمله کارهایی که می توان در ادامه این رساله انجام داد بحثهای مختلف 

شات و همچنین سخت ارتعاشات غیرخطی مثل نظیر بحث وجود یا عدم وجود آشوب در این ارتعا

شوندگی و نرم شوندگی میکروصفحه ها و میکروتیرها می باشد. همچنین می توان معادله حرارت را با 

 شرط مرزی های متنوع تری حل کرد و ساده سازی های کمتری انجام داد.
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Abstract 

 

In this thesis, we modeled the MEMS resonator as microbeam, annular microplate and rectangular 

microplate. In chapter two, we derive electrostatic equation and conduction equation that should be 

coupled with motion equation. In chapter three, we present two cases of models: Euler- Bernoulli 

and Euler-Bernoulli considering stretching effect. In the second one which is used in large 

deformations, we calculated the static deflection due to electrostatic load then we linearized the 

equation of motion around the deflection. The results show the nonlinear behavior of thermoelastic 

damping. In the end of this chapter the thermoelastic damping is obtained by DQ method. In the 

chapter four, we present an annular microplate model. The equation of motion is derived by using 

Kirchhoff–Love theory. The obtained frequency equation is solved by two approaches: with 

linearization and without linearization. The quality factor of thermoelastic damping is calculated by 

considering clamped-clamped, clamped-simply supported and clamed-free boundary conditions. In 

the results, the critical radius is shown. In the chapter five, we present the rectangular microplate 

model. For driving the equations of motion, we used the von-Karman and Kirchhoff theories. In the 

large deformation model, the static deflection is calculated and then we linearized the equation of 

motion around the deflection. The thermoelastic damping is illustrated against the dimensionless 

parameters.  
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