
 

 

 

 

 

 



 

 مهندسی مکانیک دانشکده

 جامدات طراحیگروه 

 

تحلیل عددي گسترش ترك در يک صفحه از جنس ماده تابعی 

 تحت بار دينامیکی و شوك حرارتی

 

 

 دانشجو

 مسعود مهدي زاده رخی

 

 

 استاد راهنما

 محمود شريعتیپروفسور 

 

 رساله دکتري جهت اخذ درجه دکتري

 

 1931ماه  دي



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

 

 

 پدر و مادر عزيزمبه  تقديم             

 تقديم به برادر و خواهر دلسوزم                   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 تشکر و قدردانی

 

از لطف و عنایت کلیه اساتید بزرگوارم تشکر و قدردانی نمایم. به ویژه از استاد دانم بر خود لازم می

های دلسوزانه ها و پشتیبانیشریعتی به خاطر کمکمحمود راهنمای گرامی جناب آقای پروفسور 

 بسیار سپاسگذارم. 

جام این به دلیل رهنمودهای ارزشمند در ان نیز آقای دکتر نظریجناب د گرانقدر تااز اسهمچنین 

 کنم. رساله قدردانی می

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 تعهد نامه

دانشکده  طراحی کاربردي -مهندسی مکانیک دانشجوی دوره دکتری رشته  زاده رخیمسعود مهدياینجانب 

تحلیل عددي گسترش ترك در يک صفحه از جنس ماده دانشگاه صنعتی شاهرود، نویسنده رساله  مکانیک

 شوم:متعهد می پروفسور محمود شريعتیتحت راهنمایی  شوك حرارتی تابعی تحت بار دينامیکی و

 .* تحقیقات در این رساله توسط اینجانب انجام شده است

 های محققان دیگر به مرجع مورد استفاده استناد شده است.* در استفاده از نتایج پژوهش

* مطالب مندرج در رساله تا کنون توسط خود یا فرد دیگری برای دریافت هیچگونه مدرک یا امتیازی در هیچ جا ارائه 

 نشده است. 

دانشگاه صنعتی » باشد و مقالات مستخرج با نام کلیه حقوق معنوی این اثر متعلق به دانشگاه صنعتی شاهرود می* 

 به چاپ خواهد رسید.«   Shahrood University of Technology»و یا « شاهرود 

اند در مقالات مستخرج از رساله * حقوق معنوی تمام افرادی که در بدست آمدن نتایج اصلی رساله تاثیر گذار بوده

 گردد.رعایت می

شده * در کلیه مراحل انجام این رساله در مواردی که به حوزه اطلاعات شخصی افراد دسترسی یافته یا از آن استفاده 

 است، اصل رازداری، ضوابط و اصول اخلاق انسانی رعایت شده است.

 

 تاریخ :                                                                               

 امضای دانشجو                                                                               

 

 و حق نشر مالکیت نتايج

ای، نرم افزارها و ...( متعلق های رایانه* کلیه حقوق معنوی این اثر و محصولات آن )مقالات مستخرج، کتاب، برنامه

 باشد. به دانشگاه صنعتی شاهرود می

 باشد.* استفاده از اطلاعات و نتایج موجود در رساله بدون ذکر منبع مجاز نمی



 

 أ

 

 چکیده

 تحلیلو  بررسیمورد  مکانیکی-های حرارتیرفتار شکست مواد تابعی تحت شوک رسالهدر این 

ابتدا  شود.میاستفاده  جفت شدهبرای این منظور از معادلات ترموالاستیسیته کلاسیک  گیرد.قرار می

سازی شده و سپس با گسستهدر قلمرو مکان روش المان محدود توسعه یافته  استفادهاین معادلات با 

سازی مواد تابعی توسط شبیهدر این رساله . شوندمیاستفاده از روش نیومارک در قلمرو زمان حل 

های ایزوپارامتریک تعمیم گیری از المانو با بهره های میکرومکانیکی متداول برای مواد مرکبمدل

 مقاله. در این شودمیانجام  کنند،سازی میغییرات خواص ماده را به صورت پیوسته مدلیافته که ت

های متحرک تحت بارهای حرارتی و مکانیکی در مواد ترین شکل انتگرال برهمکنش برای ترککلی

 . شودمیتابعی استخراج و برای محاسبه ضرایب شدت تنش دینامیکی بکار گرفته 

تا حل معادلات مربوطه و استخراج نتایج در محیط نمونه بندی المانز کلیه مراحل حل مسئله ا

صحت و دقت برنامه نوشته شده با استفاده از صورت گرفته است.  MATLABافزار نویسی نرمبرنامه

با نتایج تحلیلی و عددی موجود در مقالات مقایسه نتایج حاصل از آنها و  عددیمثال حل چندین 
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و نیز شبکه تغییر شکل یافته  تنش و جابجاییهای مسیر رشد ترک به همراه کانتور -23-3شکل 

تحت شوک  e=  1و  p=  1در حالت شیشه/اپوکسی با ماتریس شیشه برای تیر تابعی 

 ...................................................................................  μs 51 = tدر زمان  = K◦21 θگرمایی 

 

 

113 

  



 

 ط

 

و جابجایی در جهت طول های میدان تنش ون میزز همراه کانتورمسیر رشد ترک به  -24-3شکل 

تحت شوک  e=  1و  p=  1در حالت  شیشه/اپوکسیتابعی  هایبرای تیر( yتیر )

 ............................................................................................................................  مکانیکی-گرمایی
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تیر تابعی شیشه/اپوکسی برای  Pa√mبا واحد  یب شدت تنش معادلاهای ضرمنحنی -25-3 شکل

-ب( شوک گرمایی = K◦21 θتحت الف( شوک گرمایی  e=  1و  p=  1در حالت 

 ...........................................................................................................................................  مکانیکی
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تحت  e=  1و  p=  1در حالت  اپوکسی/های سرعت رشد ترک برای تیر شیشهمنحنی -23-3شکل 

 ...............................................  مکانیکی-ب( شوک گرمایی = K◦21 θالف( شوک گرمایی 
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 113 ...............  ایبا یک ترک لبه 4V-6Al-Ti/2ZrOهندسه و شرایط بارگذاری صفحه تابعی  -21-3شکل 

 بر حسب زمان برای صفحه تابعی  (Pa√m)های ضریب شدت تنش با واحد منحنی -22-3شکل 

4V-6Al-Ti/2ZrO 1های گرمایی و مکانیکی الف( تحت شوک  =p )5، ب  =p )ج ،p 

متغیر، صفحه  pد(  ،گرمایی-متغیر، صفحه تحت شوک مکانیکی و شوک مکانیکی

 .......................................................................  گرمایی-تحت شوک گرمایی و شوک مکانیکی
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و شبکه تغییر شکل  Paبا واحد تنش ون میزز های مسیر رشد ترک به همراه کانتور -23-3شکل 

-گرماییتحت شوک  p=  2/1با پارامتر  4V-6Al-Ti/2ZrOصفحه تابعی برای یافته 

 .....................................................................................................  های مختلفمکانیکی در زمان
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 صفحه تابعی برای با واحد متر  جابجاییهای مسیر رشد ترک به همراه کانتور -31-3شکل 

Ti-6Al-4V/ZrO2  2/1با پارامتر  =p  های مکانیکی در زمان-گرماییتحت شوک

 .............................................................................................................................................  مختلف
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و شبکه تغییر شکل  Paبا واحد تنش ون میزز های مسیر رشد ترک به همراه کانتور -31-3شکل 

-گرماییتحت شوک  p=  1با پارامتر  Ti-6Al-4V/ZrO2صفحه تابعی برای یافته 

 .....................................................................................................  های مختلفمکانیکی در زمان
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 صفحه تابعی برای با واحد متر  جابجاییهای مسیر رشد ترک به همراه کانتور -32-3شکل 

Ti-6Al-4V/ZrO2  1با پارامتر  =p  های مختلفمکانیکی در زمان-گرماییتحت شوک  
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و شبکه تغییر شکل  Paبا واحد تنش ون میزز های مسیر رشد ترک به همراه کانتور -33-3شکل 

-گرماییتحت شوک  p=  5با پارامتر  4V-6Al-Ti/2ZrOصفحه تابعی برای یافته 

 .....................................................................................................  های مختلفزمانمکانیکی در 
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 صفحه تابعی برای با واحد متر  جابجاییهای مسیر رشد ترک به همراه کانتور -34-3شکل 

4V-6Al-Ti/2ZrO  5با پارامتر  =p  های مختلفمکانیکی در زمان-گرماییتحت شوک 
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 با پارامترهای  4V-6Al-Ti/2ZrOصفحه تابعی  دررشد ترک  هایمسیرمقایسه  -35-3شکل 

2/1  =p ،1  =p  5و  =p  مکانیکی-گرماییتحت شوک  ....................................................... 

 

122 

 های سرعت گسترش نوک ترک بر حسب زمان برای صفحات تابعی منحنی -33-3شکل 

4V-6Al-Ti/2ZrO  با پارامترهایp مکانیکی-مختلف تحت شوک گرمایی  ...................... 
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 135 ............................................................................................  دستگاه مختصات محلی نوک ترک -1-شکل الف
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 هاجدولفهرست 

 صفحه عنوان

 rc  ........................................................................................................................... 33تفسیر پارامتر  -1-3جدول 

 4N3Si ]45[  ..................................................................................................... 31و  3O2Alخواص  -1-3جدول 

 112 ......................................................................................................  ]3[خواص اپوکسی و شیشه  -2-3جدول 

 2ZrO ]111[  ......................................................................................... 113و  4V-6Al-Tiخواص  -3-3جدول 
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 هاعلامتفهرست 

A مساحت المان، (2m) 

A* مساحت ناحیه انتگرال برهمکنش، (2m) 

a طول ترک، (m) 

a ای مربوط به توابع شکل المان محدود بردار مجهولات گره 

B ضخامت نمونه( ،m) 

Bf  کالبدیبردار نیروی ( ،3بر واحد حجمN/m) 

Bx و By کالبدیهای بردار نیروی مولفه ( ،3بر واحد حجمN/m)  

b شده با تابع هویسایدای مربوط به توابع شکل غنیبردار مجهولات گره 

c شده نوک ترکای مربوط به توابع شکل غنیبردار مجهولات گره 

[C] ماتریس میرایی 

Cijkl تشکیل دهندههای ماتریس مولفه ( 2مادهN/m) 

𝑐𝑟 ( ،سرعت موج ریلیm/sec) 

𝑐𝑠 ( ،سرعت موج برشیm/sec) 

ct ظرفیت گرمایی ویژه، (K)◦J/(kg.) 

[D] ماتریس خواص ماده، (2N/m) 

e ( ،خروج از مرکزm) 

E مدول یانگ، (2N/m) 

F ایبردار نیروهای گره( ،N) 

Fm توابع غنی سازی نوک ترک، (0.5m) 

Fr بردار نیرو، (N) 

G مدول صلبیت برشی، (2N/m) 

H تابع هویساید 

𝐽  انتگرالJ، (N/m) 

Ja ماتریس ژاکوبی 

k هدایت گرمایی، (K)◦W/(m.) 

K مدول حجمی، (2N/m) 



 

 م

 

[K] ماتریس سفتی 

KE چگالی انرژی جنبشی، (2N/m) 

𝐾𝐼
𝑒𝑞

 (N.m-1.5) ،معادلضریب شدت تنش  

𝐾𝐼  مدI ضریب شدت تنش، (1.5-N.m) 

KId چقرمگی شکست، (1.5-N.m) 

𝐾𝐼𝐷𝑖𝑚 ضریب شدت تنش بی بعد، 

𝐾𝐼𝐼 ضریب شدت تنش مد دوم، (1.5-N.m) 

𝐾𝑇 ضریب شدت تنش گرمایی، (1.5-N.m) 

l طولی که بار گسترده بر روی آن توزیع می( ،شودm) 

L طول نمونه، (m) 

m  بردار نرمال بر مسیر انتگرال گیری در انتگرالJ 

[M] ماتریس جرم، (kg) 

MI  برهمکنشانتگرال، (N/m) 

𝑛𝑠 تعداد توابع شکل المان محدود توسعه یافته 

N تابع شکل روش المان محدود 

NA های شبکهمجموعه گره 

NH های اطراف مسیر ترکمجموعه گره 

NC های نوک ترکهای المانمجموعه گره 

nx و ny های بردارهای نرمال در جهتx  وy  

𝑛𝑄 تعداد نقاط گوسی 

p پارامتر تعیین کننده پروفیل تغییر کسر حجمی اجزای تشکیل دهنده ماده تابعی، بی بعد 

q تابع وزنی برای محاسبه انتگرال برهمکنش، بی بعد 

qi های بردار شار گرمایی بر واحد سطحمولفه، (2W/m) 

R گرمای تولید شده بر واحد حجم، (3W/m) 

r مولفه دستگاه مختصات قطبی، (m) 

𝑟𝑐 ( 25-3پارامتر تعریف شده با رابطه) 

𝑟𝑠 ( 23-3پارامتر تعریف شده با رابطه) 



 

 ن

 

S بردار توابع شکل روش المان محدود توسعه یافته 

SE چگالی انرژی کرنشی، (2N/m) 

T دما، (K◦) 

Tr  نیروی سطحی بر واحد سطحبردار، (2N/m) 

t زمان، (sec) 

tD زمان بی بعد شده 

𝑡𝑥
𝑛 و   𝑡𝑦𝑛 های بردار نیروی سطحیمولفه، (2N/m) 

u  بردار جابجایی 

V حجم، (3m) 

Vi کسر حجمی ماده افزوده شده به ماتریس یک ماده تابعی 

Vm کسر حجمی ماتریس یک ماده تابعی 

𝑤  انگرال گیری گوسیتوابع وزنی در 

W ارتفاع نمونه، (m) 

X1 و X2 دکارتی سراسریهای دستگاه مختصات مولفه( ،m) 

x  (m، )دکارتیهای دستگاه مختصات مولفه y و 

Ζ دارتابع فاصله علامت( ،m) 

  يونانی هايمتعلا

𝛼𝑡 ضریب انبساط گرمایی، (K◦1/) 

𝛼𝑑 ( ،سرعت موج انبساطیm/sec) 

𝛼𝑠 سرعت ( ،موج برشیm/sec) 

𝛽  ،عبارت جفت کننده معادلات ترموالاستیک کلاسیکK)◦.2N/(m  

𝛽𝑖 ( 43-5( و )45-5توابع تعریف شده با روابط) 

𝛾 و   휁 بندی نیومارک، بی بعد پارامترهای فرمول 

𝛿𝑖𝑗  بی بعدکرونکردلتای ، 

휀 تانسور کرنش، بی بعد 

휀  𝑎𝑢𝑥  ،بی بعدتانسور کرنش کمکی 

휀𝑖𝑗
𝑚 های تانسور کرنش مکانیکیمولفه 



 

 س

 

θ تغییر دما، (K◦) 

𝜇 و   𝜆 ثوابت لامه، (2N/m) 

𝜉 و   휂 های ایزوپارامتریکهای دستگاه مختصات محلی در المانمولفه 

𝜅 ضریب کلوسوف، بی بعد 

𝜈 نسبت پواسون، بی بعد 

𝜌 چگالی، (3kg/m) 

𝜑  ،بی بعدمولفه دستگاه مختصات قطبی 

𝜙 تابع تفکیک واحد 

𝜎 ( ،2تانسور تنشN/m) 

𝜎𝑎𝑢𝑥 ( ،2تانسور تنش کمکیN/m) 

𝜎ℎ𝑐 ( ،2تنش بحرانیN/m) 

Φ های مسیر ترک، بی بعدتابع شکل غنی شده برای المان 

Ψ های نوک ترک، بی بعدتابع شکل غنی شده برای المان 

𝜔 سراسری، بی بعدهای مختصات محلی و زاویه بین دستگاه 

𝜔𝑐 زاویه رشد ترک، بی بعد 

 ایبردار مجهولات گره ∆

𝜍 ( 11-3یک طول اختیاری کوچکتر از ابعاد یک المان برای استفاده در رابطه( ،)m) 

𝛤  مسیر انتگرال گیری در انتگرالJ 

هابالا نويس   

aux های کمکیمربوط به میدان 

E مربوط به حالت الاستیک 

i مربوط به ماده افزوده شده به ماتریس ماده تابعی 

m مربوط به ماتریس ماده تابعی و حالت مکانیکی 

n  مربوط به بردار نرمالn 

s مربوط به حالت برهم نهی 

T مربوط به دما 

u  به ترتیب مربوط به جابجایی در جهت محورهای مختصات افقی و قائم   v و 



 

 ع

 

  هازير نويس

𝑔  مختصات سراسریمربوط به 

h ها در یک المانشمارنده، مربوط به گره 

i   شمارنده، مربوط به مولفهx دستگاه مختصات دکارتی و نیز ماده افزوده شده به ماتریس 

j  شمارنده، مربوط به مولفهy  ،دستگاه مختصات دکارتی 

k شمارنده 

l  مختصات محلی ندههنشان دشمارنده مربوط به توابع شکل و نیز 

L پمربوط به طرف چ 

m  شمارنده، مربوط به توابع غنی سازی نوک ترک و نیز ماتریس ماده تابعی 

n های دستگاه مختصاتها، گام زمانی، و مولفهشمارنده، مربوط به گره 

ne ها در المان شمارنده، مربوط به گرهe 

ns یافته شمارنده، مربوط به توابع شکل المان محدود توسعه 

R مربوط به طرف راست 

s  مربوط به سطوح مرزی 

tip مربوط به نوک ترک 

 مربوط به حالت اولیه (0) 1

 شمارنده  3تا  1
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 مقدمه -1-1

به طور روز مطلوب و قابل کنترل های اخیر مواد تابعی به دلیل خواص مکانیکی و گرمایی در سال

ترین اند. مواد تابعی متشکل از سرامیک و فلز، متداولافزون مورد توجه مهندسان و محققان قرار گرفته

تغییر  مواد تابعی هستند که از فاز سرامیک در یک طرف به صورت تدریجی به فاز فلز در طرف دیگر

گرمایی مقاومت  فلزات وی استحکام مکانیکی بالا بالا وچقرمگی  به طور همزمان ازکنند. این مواد می

ها، به دلیل شکنندگی ذاتی سرامیکبرند. بهره میخوردگی و سایش مواد سرامیکی  مقاومت در برابر و

های ر بسیاری از کاربرددمهمترین عامل خرابی این مواد پدیده گسترش ترک تحت بارهای دینامیکی 

های کاربردی آنها از اهمیت است. بنابراین بررسی رفتار شکست این مواد با توجه به زمینهمهندسی 

 ای برخوردار است.ویژه

مواد سرامیکی به دلیل خواص عالی در دماهای بالا و مقاومت بسیار زیاد در برابر خوردگی و 

ای و دیگر کاربردهای مهندسی هستند. نایع هوافضا، هستهسایش، یکی از مواد بسیار پرکاربرد در ص

های که در صورت قرار گرفتن در معرض شوک ها شکنندگی ذاتی آنها استمحدودیت مهم سرامیک

. برای غلبه بر این ]1[ های فاجعه آمیز شوندتوانند منجر به خرابیگرمایی یا مکانیکی شدید می

این ها صورت گرفت و در نهایت جهت افزایش چقرمگی سرامیکهای قابل توجهی در محدودیت تلاش

 منجر شد.  1به ایجاد مواد تابعیها کوشش

ساختار و خواص مکانیکی و گرمایی آنها به طور فضایی مواد تابعی، مواد مرکبی هستند که میکرو

به دلیل کارایی  های اخیر مواد تابعینظر حاصل شود. در سالکند تا عملکرد موردو پیوسته تغییر می

به طور روز افزون مورد توجه مهندسان و محققان  ،بالا ناشی از خواص مکانیکی و گرمایی بهبود یافته

ها در آنها اند. مزیت مهم مواد تابعی نسبت به مواد مرکب سنتی عدم وجود فصل مشترکقرار گرفته

تابعی هستند که از فاز سرامیک در  ترین موادمواد تابعی متشکل از سرامیک و فلز، متداولباشد. می

کنند. این مواد خواص مطلوب فلزات از یک طرف به صورت تدریجی به فاز فلز در طرف دیگر تغییر می

                                                           
1 Functionally Graded Materials 
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قبیل چقرمگی بالا و استحکام مکانیکی بالا و مقاومت بالای مواد سرامیکی در برابر دما، خوردگی و 

در مطالعات خود گزارش  ]3[ و تاکاهاشی و همکاران ]2[ کودورا و همکاران باشند.سایش را دارا می

های سرامیکی سنتی به های حرارتی نسبت به پوششهای تابعی در معرض شوککردند که پوشش

 شوند.طور چشمگیری کمتر دچار خرابی می

دهند که وقتی سطح سرامیکی مواد تابعی تحت نشان می ]4[ همکارانهای کاواساکی و آزمایش

هایی در سطح سرامیکی ایجاد شود. قرار گیرد، در مرحله سرد شدن، ممکن است ترک شوک حرارتی

 ای طی های سطحی لبهعمود بر سطح و یا به صورت منحنی باشند. ترک دنتوانمیها این ترک

 .]5[ اندنیز مشاهده شده 2ای( و گرمایش کوره1های گرمایش با اشعه لیزر )گرمایش لیزریفرآیند

توانند در مرحله ساخت یا ها میها، ترککه گفته شد به دلیل شکنندگی ذاتی سرامیکطور همان

پدیده گسترش  ،های مهندسیدر بسیاری از کاربرددر مواد تابعی ایجاد شوند.  ،در مرحله بکارگیری

های القایی ناشی از فشار در مخازن ترک تحت بارهای دینامیکی گذرا ممکن است اتفاق بیفتد. شوک

های انفجاری در موتور بارگذاری و سرامیکی توسط ضربه ناشی از گلوله-رآکتورها، شکست زره فلزی

های به عنوان مثال دو نمونه از شکست .]3[ های کمی از این کاربردها هستندمثال ،هواپیماها

 اند. ( نشان داده شده1-1دینامیکی در شکل )

های حرارتی و ی مواد تابعی به ویژه تحت شوکبنابراین شناخت و تحلیل رفتار شکست و خراب

مکانیکی از اهمیت بسیار بالایی در طراحی، قابلیت اطمینان و بکارگیری این مواد در کاربردهای 

ها از نوع دینامیکی بارگذاری ،زیرا در بیشتر موارد کاربرد مواد تابعی ؛مهندسی برخوردار است

 )مکانیکی و حرارتی( هستند.

در زمینه شکست مواد تابعی و بعد از برگزیده ابتدا مطالعات تحلیلی انجام شده این فصل در ادامه 

شوند و در انتها مروری بر مطالب بررسی میشاخص در این زمینه انجام شده  آن مطالعات عددی

 شود.میهای بعدی ارائه بخش

                                                           
1 Laser heating 
2 Burner heating 
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 )الف(

 

 )ب(

الف( گسترش ترك از لبه پره توربین گازي به داخل سطح  یهاي دينامیکدو نمونه از شکست -1-1شکل 

 ]6[ موشک ابتصاز اآن ب( شکست بتن بعد 
 

 مطالعات تحلیلی انجام شده  -1-2

های تاکنون مطالعات زیادی بر روی رفتار شکست شبه استاتیکی مواد تابعی تحت بارگذاری

که گسترش ترک در  ندبوداولین کسانی  ]1[اتکینسون و لیست حرارتی انجام شده است. و  مکانیکی

ای های گستردهتلاشپس از آن  محیطی با خواص الاستیک متغیر نسبت به مکان را مطالعه کردند.

انجام شد تا میدان تنش نوک ترک در مواد تابعی تحت شرایط بارگذاری شبه استاتیکی توصیف شود. 

مطالعه قرار دادند و مورد مسائل مختلفی از مکانیک شکست را در مواد تابعی  ]2[دلاله و اردوگان 

  های ضرایب شدت تنش را ارائه کردند.تعدادی از حل



 مقدمه فصل اول 

 

5 

 

یک رفتار تئوری و عددی برای گسترش ترک در یک لایه فصل مشترک با  ]3[وانگ و مگید 

 ای پیشنهاد کردند.خواص الاستیک متغیر نسبت به موقعیت تحت شرط بارگذاری غیر صفحه

یک ای در یک ترک لبه را برایضرایب شدت تنش گرمایی در حالت پایدار  ]11[جین و نودا 

نشان دادند بدست آوردند. آنها  ،در معرض یک بار گرماییو ماده تابعی جنس فضای نیمه متناهی از 

غالب است به شرط آنکه مدول یانگ  تابعیهم در مواد  معکوس در نوک ترک باز دومکه تکینی ریشه 

 ابل تشخیص باشند. قپیوسته ای قطعهطور ه ب یا و نسبت پواسون پیوسته باشند و

مسائل ترک تحت  ]12[و اردوگان و وو  ]11[با فرض تغییر نمایی مدول الاستیک، اردوگان 

ضریب شدت تنش  همچنین ]13[ اردوگان و ووبارگذاری مکانیکی در ماده تابعی را حل کردند. 

گرمایی حالت پایدار را برای یک لایه تابعی با یک ترک سطحی عمود بر لبه تعیین کردند. با فرض 

در نوک  1مسئله فروکشی شدت تنش ]14[تغییر نمایی خواص گرمایی و مکانیکی مواد، جین و بترا 

 دادند. کوکینی و چولزای در یک ماده تابعی تحت شوک حرارتی را مورد بررسی قرار یک ترک لبه

های های تابعی تحت شوکترک سطحی و فصل مشترک را در پوشش ]13[و کوکینی و کیس  ]15[

 حرارتی مطالعه کردند.

قرار گرفته در یک  IIIضرایب شدت تنش دینامیکی برای یک ترک مد  ]11[بابایی و لوکاسیویژ 

دت تنش با نسبت طول ترک به ضخامت لایه را مطالعه کردند. آنها دریافتند که ضرایب ش تابعیماده 

 کنند. تغییر می

ای یک ماده مرکب ناهمگن شامل چندین ترک در پاسخ خارج صفحه ]12[وانگ و همکارانش 

های دینامیکی را تحلیل کردند و یک روش جدید برای تحلیل پاسخ دینامیکی مواد با معرض ضربه

 خواص متغیر در جهت ضخامت ارائه دادند. 

کردند.  بررسیرا  تابعیتغییر شکل ترک در مواد  ]21[و بیکر و همکارانش  ]13[و و اسارو یج

به کمک یک مدل ماده لایه لایه، مسئله ترک در مواد تابعی تحت بارگذاری  ]21[وانگ و همکارانش 

                                                           
1 Stress intensity relaxation 
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گرمایی گذرا را مطالعه کردند. آنها همچنین پاسخ یک ماده تابعی شامل تعدادی ترک در معرض 

. آنها فرض کردند تمامی خواص ماده فقط به ]22[ رگذاری حرارتی دینامیکی را نیز بررسی نمودندبا

های کامپوزیتی کاملا متصل صورت یک سری لایهه جهت ضخامت بستگی دارد و در تحلیل ماده را ب

های به کمک تکنیکآنها اندکی تفاوت داشت، درنظر گرفتند. با لایه بعدی به هم که خواص هر لایه 

 را بااستخراج و در نهایت حل کامل تمام ماده را تبدیل لاپلاس و تبدیل فوریه، حل کلی هر لایه 

 .وردندمعرفی شرایط مرزی مکانیکی و فصل مشترک لایه بدست آ

بیکران در معرض یک  تابعیپاسخ دینامیکی یک ترک محدود در یک ماده  ]23[لی و همکارانش 

در امتداد جهت را  تابعیتغییر مدول برشی ماده آنها بارگذاری برشی خارج صفحه را مطالعه کردند. 

معادلات الاستودینامیک را برای یک  ]24[واران و شوکلا پارامس. در نظر گرفتندعمود بر سطح ترک 

باز شدن گسترش ترک دینامیکی در  بندی کردند. برای مدفرمول تابعیمواد  درای کلی مسئله صفحه

های خارج از هایی برای جابجاییامتداد گرادیان ماده، این معادلات به طور مجانبی حل شدند و بسط

های ساکن در امتداد ای بدست آمدند. آنها میدان تنش برای ترکصفحه تحت شرایط تنش صفحه

در . این محققان همچنین ساختار میدان تنش ]25[را نیز گسترش دادند  تابعیگرادیان در مواد 

. ]23[کردند برای شکست دینامیکی را ارائه ای تحت شرایط کرنش صفحه تابعیامتداد گرادیان ماده 

 صفحاتمتصل به نیم  تابعیرفتار دینامیکی دو ترک خطی در یک لایه از ماده  ]21[ما و همکارانش 

آنها مسئله مورد نظر مطالعه کردند.  1را با روش اشمیتای های برشی خارج صفحهنامتشابه تحت موج

به کمک حاصل یک معادله انتگرالی دوگانه حل کردند. معادلات  و با استفاده از روش تبدیل فوریهرا 

 هایی که بر هم اثر روش اشمیت حل شدند. آنها این روش را برای نشان دادن رفتار بنیادی ترک

 و تحت بارگذاری دینامیکی استفاده کردند. تابعیگذارند در مواد می

                                                           
1 Schmidt method 
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ای مورد مطالعه های گرمایی گذرا را در یک ماده تابعی با یک ترک لبهتنش ]22[جین و پائولینو 

د و فقط خواص دنقرار دادند. در ماده تابعی مورد مطالعه آنها مدول یانگ و نسبت پواسون ثابت بو

 کردند.گرمایی در امتداد ضخامت تغییر می

یک بررسی تئوری جامع بر روی رفتار یک ترک در حال رشد در یک  ]23[مگید و همکارانش 

های تحلیلی بندیای انجام دادند. در این تحقیق فرمولتحت تغییر شکل الاستیک صفحه تابعیماده 

، 1ای های چبیشفبر حسب تبدیلات فوریه و حل معادلات انتگرالی تکین منتجه به کمک چند جمله

ام شد. آنها اثر گرادیان خواص ماده و سرعت رشد ترک را بر روی ضرایب شدت تنش، نرخ آزاد انج

 سی کردند. رسازی انرژی کرنشی و باز شدن ترک بر

در یک باریکه ارتوتروپیک غیر همگن  Iمسئله ترک داخلی گذرا در مد  ]31[چن و همکارانش 

های مکانیکی را مطالعه کردند. آنها از تبدیلات انتگرالی و توابع چگالی نابجایی برای کاهش تحت ضربه

 مسئله به معادلات انتگرالی تکین استفاده کردند. 

طور متقاطع ه در یک باریکه که ب 2پاسخ به ضربه پیچشی یک ترک دایره شکل ]31[فنگ و ژو 

ه نحوی که به ب بود بود را بررسی کردند. در این مطالعه مدول برشی متغیر فرض شده همسانگرد

های لاپلاس و هنکل برای کاهش مسئله به حل یک لحاظ ریاضی قابل کنترل باشد. آنها از تبدیل

استفاده کردند و میدان تنش نوک ترک را با درنظر گرفتن رفتار مجانبی  3معادله انتگرالی فردهولم

باریکه بر روی ضریب شدت تنش  طولاثرات ناهمگنی ماده، ارتوتروپی و  آنهابسل بدست آوردند.  تابع

  را بررسی کردند.دینامیکی 

روکش با یک ترک -رفتار شکست دینامیکی گذرای یک سیستم زیرلایه ]32[جوئو و همکارانش 

د. سازه شامل یک ای را مطالعه کردنای صفحهداخلی عمود بر فصل مشترک تحت یک بار ضربه

قرار داشت. مسئله مقدار  تابعیو یک زیرلایه همگن نیمه نامحدود بود و ترک در روکش  تابعیروکش 

                                                           
1 Chebyshev polynomials 
2 Penny-Shaped crack 
3 Fredholm integral equation 
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معادله انتگرالی تکین و های تبدیل انتگرالی صورت تحلیلی و با استفاده از روشه مرزی مختلط ب

 بندی شد.فرمول

های تنش نوک ترک برای یک ترک قرار گرفته در یک جهت میدان ]33[جاین و همکارانش 

نیز  ]34[ هوآنگ و وانگ را بدست آوردند. تابعیدلخواه نسبت به جهت تغییر خطی خواص در ماده 

 با تغییر خواص دلخواه ارائه دادند.  تابعییک مدل جدید برای تحلیل شکست مواد 

تحت بارگذاری مکانیکی و  تابعیها را در یک ماده یک آرایه تناوبی از ترک ]35[وانگ و مای 

های فشاری ایجاد شده گرمایی بررسی کردند. به دلیل گرمایش و سرمایش غیر یکنواخت، تنش

شدند. آنها مسئله مقدار مرزی مختلط را به موجب برخورد سطوح ترک در یک طول تماس خاص می

وانگ و مای ان یک مجهول اضافی کاهش دادند. یک معادله انتگرالی تکین با طول تماس ترک به عنو

تحت بارگذاری مکانیکی گذرا را بررسی  تابعیها در یک ماده یک آرایه متناوب از ترکهمچنین  ]33[

ه ( درنظر گرفته شدII( و برشی )مد Iای )مد ، نرمال صفحهآنها کردند. شرایط بارگذاری در تحقیق

های که در آن جابجایی کردندبرای هر مد بارگذاری مجزا یک معادله انتگرالی تکین استخراج آنها . بود

ضرایب شدت  Iتواند مد سطح ترک توابع مجهول بودند. آنها نشان دادند که وجود چندین ترک می

 طور چشمگیری افزایش دهد.ه را ب IIاما مد  ،تنش را کاهش

ن تنش مکانیکی الاستیک برای یک ترک مایل رشد کننده های میداحل ]31[چالیوندرا و شوکلا 

های شبه استاتیکی تنش و میداننیز  ]32[ناپایدار در مواد تابعی را بدست آوردند. جاین و همکاران 

مکانیکی بدست -جابجایی را برای یک ترک در یک ماده تابعی نامحدود تحت بارگذاری گرمایی

رشد ترک الاستودینامیک گذرا در حالت مد ترکیبی در امتداد مسیرهای  ]33[چالیوندرا  آوردند.

 را به تابعیتغییر مدول برشی و چگالی جرمی مواد  اورا بررسی کرد.  تابعیمتغیر دلخواه در مواد 

های . او میدانفرض کردمتغیر را صورت نمایی و جهت گرادیان ماده نسبت به جهت رشد ترک 

های خمیده با سرعت دلخواه را به کمک روش برای گسترش ترک ،نوک ترکجابجایی خارج از صفحه 

 .کردنیز محاسبه را  IIو  Iضرایب شدت تنش مد  همچنینمجانبی بدست آورد. 
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ای با یک ترک لبه تابعیپاسخ دینامیکی گذرای یک نوار ارتوتروپیک  ]41[جوئو و همکارانش 

عمود بر مرز را به طور تئوری مورد مطالعه قرار دادند. آنها از تبدیلات لاپلاس و فوریه برای کاهش 

 تابعینیز پاسخ گذرای یک ماده  ]41[مسئله به یک معادله انتگرالی تکین استفاده کردند. چن و لیو 

مطالعه کردند. آنها یک  ای عمود بر مرز رایا یک ترک لبه IIIارتوتروپیک شامل یک ترک در حالت مد 

بر سطح ترک اعمال کردند و از تبدیل لاپلاس و  t=  1ای برشی خارج صفحه را در زمان بار ضربه

هونگمین و تبدیل فوریه سینوسی برای کاهش مسئله به یک معادله انتگرالی فردهولم استفاده نمودند. 

ارتوتروپیک  تابعیدر یک ماده  1نهایتهای نیمه بیای ترکمسائل کرنش صفحه ]42[همکارانش 

ای ای یکنواخت یعنی مد بازشدن و برش صفحهدو مد بارگذاری ضربه آنهانامحدود را مطالعه کردند. 

بندی برای حل فرمولرا  2هاف-های فوریه و لاپلاس همراه با روش وینرتبدیلآنها . رفتندگدر نظر را 

ند. وردبدست آرا های بسته ضرایب شدت تنش دینامیکی و حل گرفتندجابجایی معادلات حرکت بکار 

های هاف حل-های فوریه و لاپلاس و با کمک تکنیک وینربا اعمال تبدیل نیز ]43[ژو و همکاران 

 ضرایب شدت تنش در مواد تابعی را بدست آوردند.

برای را ی تحلیلی یهاعبارتهای جابجایی و تحلیل مجانبی، به کمک پتانسیل ]44[لی و همکاران 

مکانیکی در مواد -ترک دینامیکی تحت بارگذاری گرمایییک نوک در های جابجایی و تنش میدان

یابد و معادله آنها فرض کردند که ترک با سرعت ثابت در حالت پایا گسترش می تابعی ارائه کردند.

انتقال گرما را در حالت پایدار درنظر گرفتند. همچنین تغییرات مدول برشی، چگالی جرمی و ضریب 

 .ندبه صورت نمایی در نظر گرفت را تابعیانبساط گرمایی مواد 

های مختلف در های سطحی با طولشامل ترک تابعیرفتار شکست یک صفحه  ]45[فنگ و جین 

های ی با طولیهاآنها ضرایب شدت تنش گرمایی در نوک ترک .بررسی کردندمعرض شوک حرارتی را 

اثرات گرادیان خواص گرمایی، نسبت  ومختلف را با استفاده از روش معادله انتگرالی تکین محاسبه 

نمودند؛ ها بررسی ها را بر روی ضرایب شدت تنش گرمایی در نوک ترکطول ترک و فواصل ترک

                                                           
1 Semi-infinite cracks 
2 Winner–Hopf technique 
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. آنها از توزیع کردندشود محاسبه حرانی را که موجب آغاز رشد ترک میشوک حرارتی ب همچنین

 دمای بدست آمده از قانون فوریه برای محاسبه دما استفاده کردند. 

ترک دینامیکی در حالت مد ترکیبی در مواد تابعی تحت یک رفتار رشد  ]43[کیدانه و همکاران 

های جابجایی از تحلیل مجانبی همراه با پتانسیل مکانیکی را مطالعه کردند. آنها-بارگذاری گرمایی

مد ترکیبی استفاده کردند و حالت برای بدست آوردن میدان تنش مکانیکی هنگام رشد ترک در 

مکانیکی برای ترک رشد کننده با سرعت ثابت در جهت تغییر خواص ماده را -های تنش گرماییمیدان

 ایی فرض کردند.آنها تغییرات خواص ماده را نم بدست آوردند.

های منحنی ناپایدار در مواد معادلات میدان جابجایی خارج از صفحه را برای ترک ]41[چالیوندرا 

های نوک ترک های مرتبه بالای میدانبرای مشخص کردن ترم ]42[ژانگ و کیم تابعی استخراج کرد. 

مسئله نیز  ]43[ استفاده کردند. کلمنتس 1در مواد تابعی از یک رویکرد متغیر مختلط IIIایستا در مد 

  ای را برای مواد تابعی ناهمسانگرد ناهمگن الاستیک تحلیل کرد.ترک غیر صفحه

های جابجایی و تنش گذرا برای ترک در حال گسترش در امتداد میدان ]51[گوپتا و همکاران 

آنها تغییرات خواص مکانیکی و مسیر منحنی الخط با سرعت متغیر در مواد تابعی را استخراج کردند. 

با استفاده از معیار کمترین چگالی انرژی و  گرمایی ماده تابعی را به صورت نمایی در نظر گرفتند

های گسترش ترک مورد را بر روی جهت T2های نوک ترک و تنش کرنشی، اثر گرادیان دما، سرعت

 بررسی قرار دادند.

شود که ، مشاهده میتابعید شکست مکانیکی مواد های تئوری در مورد فرآینعلیرغم پیشرفت

دلیل عدم شواهد تجربی هنوز با محدودیت مواجه ه ب تابعیمواد  دینامیکیدرک و فهم فرآیند شکست 

 های تحلیلی را به دلیل پیچیدگی مسائل ترک ترموالاستیک در حالت گذرا، حلاز طرفی  است.

برای  در واقع. ]51[های بسیار ساده و خاص بدست آورد توان فقط برای شرایط بارگذاری و هندسهمی

                                                           
1 Complex variable approach 
2 T-stress 
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طور کلی ه ببنابراین  .]52[ های دقیق غیر ممکن استاجسام ترکدار با ابعاد محدود، بدست آوردن حل

 های تجربی و عددی بهره گرفت.برای بررسی این قبیل مسائل باید از روش

 بررسی مطالعات عددي انجام شده -1-9

، تابعیاست. در مورد مواد  پیچیدهشکست دینامیکی بسیار پدیده سازی عددی رشد ترک در مدل

 تابعیبینی جهت گسترش ترک در یک ماده افزاید. برای پیشناهمگنی ماده به پیچیدگی مسئله می

و ارزیابی مسیر ترک  لحاظ کندمدل باید بتواند تغییر فضایی پیوسته خواص ماده را ، روش عددیبه 

. تا کنون مطالعات زیادی در زمینه محاسبه ضرایب شدت تنش ]3[ باید خروجی طبیعی تحلیل باشد

های مکانیکی و گرمایی انجام های عددی تحت بارگذاریدینامیکی در مواد تابعی با استفاده از روش

سیار محدود است. تعدادی از بانجام شده اما در زمینه رشد ترک در این مواد مطالعات  ؛شده است

 د.نشور ادامه مرور میدترین این تحقیقات شاخص

ارائه  تابعییک روش عددی برای گسترش ترک دینامیکی در مواد  ]53[ و همکارانش ناکاگاکی

گسترش  تابعینوک ترک در هنگامی که در ماده  سفتیدادند و اثر تغییر تدریجی خواص را بر روی 

 یابد، تعیین کردند. می

بینی رشد ترک در یک از روش المان محدود برای پیش ]53و  55[ و فوجیموتو و نودا ]54[نودا 

از برای بدست آوردن توزیع دما آنها  تحت شوک حرارتی استفاده کردند. تابعیماده جنس صفحه از 

 .صرفنظر کردند 1مکانیکی-جفت شدگی حرارتیاز و  نمودهمعادله انتقال حرارت استفاده 

یک  ،های بنیادی الاستواستاتیک و هدایت گرمایی ایستابا استفاده از حل ]52و  51[کوگل و گال 

 دینامیکی ارائه کردند. جفت شدهبندی المان مرزی برای ترموالاستیسیته فرمول

 هایروش ا استفاده ازضرایب شدت تنش دینامیکی برای مواد تابعی را ب ]53[روسیو و تیپور 

برای تعیین ضرایب شدت  ]31[های مجانبی ویلیامز عددی و تجربی محاسبه کردند. آنها از میدان

                                                           
1 Thermo-mechanical coupling  
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تغییر شکل نوک ترک و پارامترهای  تنش دینامیکی قبل از رشد ترک استفاده کردند. آنها همچنین

های روشاستفاده از اپوکسی تحت بارهای استاتیکی و دینامیکی را با -شکست در تیرهای تابعی شیشه

 های عددی از روش المان محدود استفاده کردند.. آنها برای حل]31[ تجربی و عددی بدست آوردند

از روش المان محدود برای تحلیل مواد تابعی ارتوتروپیک ترکدار استفاده  ]32[کیم و پائولینو 

فاده از روش و مد ترکیبی در مسائل دو بعدی را با است Iکردند. آنها ضرایب شدت تنش برای مد 

 ]34و  33[ کیم و پائولینو بدست آوردند. 2و روش همبستگی جابجایی 1اصلاح شده بسته شدن ترک

و زاویه  Tضرایب شدت تنش مد ترکیبی، تنش  انتگرال برهمکنش را برای مواد تابعی بسط دادند و

عددی استفاده های از روش المان محدود برای حل مثال آغاز رشد ترک را محاسبه نمودند. آنها

 کردند.

را برای دربرگرفتن اثرات دینامیکی و گرادیان ماده توسعه دادند. آنها  Jانتگرال  ]35[ وو و همکاران

ای و به کمک روش بدون المان ای تحت بارگذاری پلهرا برای یک ورق تابعی با ترک لبه Jانتگرال 

یک ترک با جهت دلخواه در یک ماده ای مسئله صفحه ]33[دالبو و گوژ گلرکین محاسبه کردند. 

 تابعی را با استفاده از روش المان محدود توسعه یافته بررسی کردند.

به کمک روش  تابعییک تحلیل ترک دینامیکی گذرا برای یک ماده  ]31[ژانگ و همکارانش 

تغییرات فضایی پارامترهای  در تحقیق آنهاارائه دادند.  ،3معادله انتگرال مرزی قلمرو زمانی فوق تکین

. آنها یک فرآیند حل عددی برای حل معادله بودندتوسط یک قاعده نمایی توصیف شده  تابعیماده 

رفتار دینامیکی یک ترک  ]32[و همکارانش  ما .انتگرال مرزی قلمرو زمانی فوق تکین ارائه دادند

وسیله روش اشمیت بررسی ه را بال های هارمونیک الاستیک نرمدر معرض موج تابعیمحدود در مواد 

را در نظر گرفته و مسئله ماده طور دلخواه نسبت به جهت گرادیان خواص ه برا جهت ترک  آنها. کردند

 ]33[. ما و همکارانش کردندای تعمیم یافته حل ای یا شرایط تنش صفحهتحت شرایط کرنش صفحه

                                                           
1 Modified crack closure 
2 Displacement correlation technique 
3 Hypersingular time-domain boundary integral equation method 
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تحت  تابعیضریب شدت تنش دینامیکی را برای ترک گریفیث در مواد ارتوتروپیک همچنین 

های های مولفهبارگذاری هارمونیک بررسی کردند. آنها دوباره با استفاده از تبدیل فوریه و تعریف پرش

عنوان توابع مجهول، دو جفت از معادلات انتگرالی دوگانه را ه جابجایی در سرتاسر سطح ترک ب

های جابجایی در سراسر سطح های مولفهج کردند و برای حل معادلات انتگرالی دوگانه، پرشاستخرا

نیز رفتار دینامیکی یک  ]11[ ای بسط دادند. ژیا و ماصورت یک سری ژاکوبی چند جملهه ترک را ب

های هارمونیک الاستیک نرمال را به وسیله روش اشمیت در معرض موج تابعیترک محدود در مواد 

در امتداد جهت صورت نمایی ه ررسی کردند. آنها فرض کردند که مدول یانگ و چگالی جرمی مدل بب

ماند. آنها همانند کارهای قبلی که توسط در حالی که نسبت پواسون ثابت باقی می ؛کندمیترک تغییر 

سطوح  های جابجایی در سراسرما و همکارانش انجام شده بود به کمک تبدیل فوریه و تعریف پرش

و برای حل  هعنوان توابع مجهول، دو جفت از معادلات انتگرالی دوگانه را استخراج کرده ترک ب

 هایی بسط دادند. صورت سریه های جابجایی در سطوح ترک را بمعادلات انتگرالی دوگانه، پرش

ابر با استفاده از یک روش المان محدود/تفاضل محدود، مقاومت در بر ]11[ وانگ و همکارانش

وانگ و  گرمایی بحرانی را بدست آوردند. کرا مطالعه کردند و شو تابعیشوک حرارتی یک ماده 

جدایش نمایی برای شبیه سازی گسترش ترک دینامیکی در مواد -از یک قانون کشش ]12[ناکامورا 

فرآیندهای شکست دینامیکی در مواد  ]13[پلاستیک استفاده کردند. ژانگ و پائولینو -الاستیک تابعی

کشف  تابعیجدید برای مواد  1را بررسی کردند. آنها یک مدل ناحیه چسبنده تابعیهمگن و مواد 

کردند و با چهارچوب المان محدود درآمیختند. آنها گرادیان ماده را در سطح المان و با استفاده از یک 

 مدرج تقریب زدند.  یبندی المانفرمول

کلی را برای بدست آوردن ضرایب شدت تنش  2های انتگرال ناحیهروش ]14[ و همکارانوالترز 

مکانیکی مد اول ارائه کردند. والترز و -های سطحی در مواد تابعی تحت بارگذاری گرماییبرای ترک

انتگرال انرژی برهمکنش برای تعیین ضرایب شدت تنش تحت روش از  همچنین ]15[همکاران 

                                                           
1 Cohesive zone model 
2 Domain integral 
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های بندی انتگرال انرژی برهمکنش از عبارتلترکیبی استفاده کردند. آنها در فرموبارگذاری مد 

 مربوط به اثر انحنای نوک ترک صرفنظر کردند. 

در مواد تابعی دارای ترک  Tبندی غیر تعادلی برای محاسبه تنش یک فرمول ]13[پائولینو و کیم 

کنش به همراه روش المان محدود برای محاسبه در مد ترکیبی ارائه کردند. آنها از روش انتگرال برهم

همچنین مسیر رشد ترک در مد ترکیبی در یک ماده  ]11[ کیم و پائولینو استفاده نمودند. Tتنش 

ای بر سه خلاصه ]12[ کیم و پائولینو تابعی را با استفاده از روش المان محدود شبیه سازی کردند.

های کمکی ارائه دادند و در مورد چگونگی استخراج ضرایب شدت تنش مد روش تعریف میدان

 در مواد تابعی همسانگرد و ارتوتروپیک بحث کردند. Tترکیبی و تنش 

ها در مواد تابعی تحت با استفاده از روش المان محدود، گسترش ترک ]13[ تیلبروک و همکاران

 بارگذاری خمشی شبه استاتیکی را بررسی کردند.

از روش المان مرزی به کمک تبدیل لاپلاس در قلمرو  ]21[گودرزی حسینی و  تهرانی حسینی

زمان برای تحلیل مکانیک شکست با درنظر گرفتن مسائل ترموالاستیک گذرای کوپل شده با زمان 

بعدی  و همگن دو همسانگرددر ناحیه محدود دوبعدی استفاده کردند. آنها یک نوار از ماده  1فروکشی

ای اولیه بر روی مرز آن را مورد مطالعه قرار دادند. جسم ای با یک ترک لبهت شرایط کرنش صفحهتح

های تنش گرمایی حاصله از طریق در معرض یک شوک حرارتی بر روی مرزها قرار گرفت و موج

معادلات ترموالاستیک کوپل شده بررسی شدند. آنها مدل ترموالاستیک دینامیکی لورد و شولمن را 

از  ]52[ و همکارانش تهرانی برای نشان دادن سرعت انتشار گرمایی محدود انتخاب کردند. حسینی

روش المان مرزی به کمک تبدیل لاپلاس در قلمرو زمان و با استفاده از تئوری ترموالاستیسیته گرین 

لاستیک و لیندزی برای تحلیل مکانیک شکست تحت شوک حرارتی استفاده کردند. آنها از مدل ترموا

دینامیکی گرین و لیندزی برای نشان دادن اثر گسترش موج گرمایی با سرعت محدود بر روی مقدار 

 ضریب شدت تنش نوک ترک استفاده کردند. 

                                                           
1 Relaxation time 



 مقدمه فصل اول 

 

15 

 

به منظور محاسبه ضرایب شدت تنش دینامیکی برای مواد همگن و  ]21[ نگ و پائولینواس

یک محیط همگن استاتیکی  درشدت تنش ناهمگن، انتگرال برهمکنش را که برای ارزیابی ضرایب 

بر گرفتن اثرات دینامیکی و ناهمگنی ماده گسترش دادند و از روش المان  پیشنهاد شده بود، برای در

 . بهره بردندمحدود 

زمانی ناپیوسته برای مطالعه -یک روش المان محدود گلرکین مکانی ]22[خلمانوا و کوستانزو 

هایی در جابجایی و تغییرات دما با ناپیوستگی جفت شدهمسائل الاستودینامیک خطی و ترموالاستیک 

 ارائه کردند. 

را برای محاسبه  1گلرکین محلی-یک روش بدون المان پتروف ]23-12[ اسلادک و همکاران

در مواد تابعی و نیز برای مسائل ترموالاستیسیته شبه استاتیکی گذرا پیشنهاد پارامترهای شکست 

 کردند. 

 Iهای تابعی تحت مد مسائل سه بعدی ترک سطحی در پوشش ]22[ییلدیریم و همکاران 

های مکانیکی و گرمایی گذرا را با استفاده از روش همبستگی جابجایی مطالعه کردند. بارگذاری

را برای تحلیل شکست مواد تابعی و  Jانتگرال ناحیه معادل بر مبنای انتگرال همچنین  ]23[ ییلدیریم

 تحت شرایط بارگذاری دمایی پایا و گذرا بکار گرفت.  Iمحاسبه ضریب شدت تنش مد 

شبه ترد با خواص الاستیک  تابعیشبیه سازی فرآیندهای شکست در مواد  ]31[ کومی و ماریانی

بندی تک . آنها از یک فرمولبار شبه استاتیکی را انجام دادندو چقرمگی متغیر نسبت به مکان تحت 

در محیط درجه بندی  2های چسبندهمنظوره المان محدود گسترش یافته برای شبیه سازی رشد ترک

 شده استفاده کردند. 

در مواد تابعی تحت  Tش مد ترکیبی و تنش تنضرایب شدت  Jبا استفاده از انتگرال  ]31[ دگ

بدست آورد فقط برای مد ترکیبی  Tبندی که او برای تنش بارهای گرمایی را محاسبه کرد. فرمول

  کاربرد داشت.

                                                           
1 Meshless local Petrov–Galerkin method 
2 Cohesive cracks 
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گیری یافته و آمیخته با یک الگوی انتگرال توسعهروشی را بر پایه روش المان محدود  ]32[ سانگ

های نازک ارائه داد. او این ور شبیه سازی شکست دینامیکی در صفحات و پوستهزمانی صریح به منظ

تسای -لین-ای بلیچکوهای پوستهای و المانای صفحههای مربعی چهار گرهروش را با بکارگیری المان

 اجرا کرد. 

شکست ترموالاستیک را در حالت استاتیکی با استفاده از روش المان محدود توسعه  ]33[دافلوت 

یافته مورد مطالعه قرار داد. او مسائل دو بعدی و سه بعدی با شرایط مرزی حرارتی مختلف بر روی 

و ضرایب  Tتنش  ،با استفاده از روش المان محدود ]34[کی سی و کیم سطح ترک را بررسی کرد. 

نظری و  ر حالت مد ترکیبی در مواد تابعی تحت بارهای حرارتی پایا را محاسبه کردند.شدت تنش د

نیز ضرایب شدت تنش گرمایی مد اول را برای یک صفحه تابعی تحت بار گرمایی  ]33و35[همکاران 

های میکرومکانیکی و سازی ماده تابعی از مدلدر حالت پایا و گذرا، محاسبه کردند. آنها برای مدل

 برای حل معادلات از روش بدون المان گلرکین استفاده نمودند. 

 های محدود غنی شده خاص، ضرایب شدت تنش برای با استفاده از المان ]32و  31[ آیهان

 و مد ترکیبی را بدست آورد.  Iهای سه بعدی مسطح در مواد تابعی تحت شرایط بارگذاری مد ترک

یک انتگرال برهمکنش برای محاسبه ضرایب شدت تنش مد ترکیبی در مواد  ]33[ یو و همکاران

ناهمگن با خواص پیوسته یا ناپیوسته ارائه کردند. آنها از روش المان محدود توسعه یافته برای حل 

 مسائل عددی استفاده نمودند.

یک صفحه  با استفاده از روش المان محدود، ضرایب شدت تنش را در ]111[زمانی و اسلامی 

و این  هاستفاده نمود جفت شدهترکدار به دست آوردند. آنها از معادله ترموالاستیک کلاسیک  تابعی

روش المان همچنین  ]111[زمانی و اسلامی  معادلات را با استفاده از روش المان محدود حل کردند.

محدود توسعه یافته را برای بررسی مسئله شکست ترموالاستیک دینامیکی به کار گرفتند. آنها ترک را 

های گرمایی و مکانیکی را تحت شوکهمگن ساکن فرض کردند و آغاز شکست یک ماده ترکدار 

 مطالعه کردند. 
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ضرایب شدت تنش مد  ،با استفاده از انتگرال انرژی برهمکنش ]112[ شقاقی مقدم و همکاران

های خارج صفحه منحنی الخط سه بعدی در مواد تابعی تحلیل کردند. آنها از ترکیبی را برای ترک

روش المان محدود برای استخراج ضرایب شدت تنش در امتداد عدسی شکل نوک ترک در یک ماده 

 تابعی استفاده کردند.  

برای حل مسائل ترک ترموالاستیک  1ایناحیه-یک روش المان مرزی ]51[ مکاراناخلاکف و ه

بعدی در یک ماده همسانگرد تابعی در معرض شوک حرارتی ارائه خطی گذرا در حالت دو جفت شده

خطی در قلمرو تبدیل یافته لاپلاس برای  جفت شدههای بنیادی ترموالاستیسیته کردند. آنها از حل

-ناحیه-بندی معادله انتگرالی مرزیجامدات الاستیک خطی همگن و همسانگرد جهت استخراج فرمول

 یابی محاسبه نمودند.ای استفاده کردند. آنها همچنین ضرایب شدت تنش گرمایی را نیز با روش برون

 لهدر اين رساشده مباحث ارائه  اي ازخلاصه -1-4

در بررسی مقالات مرتبط با شکست دینامیکی مواد تابعی تا کنون، هیچ تحقیقی که به طور کامل 

 جفت شدهمعادلات  استفاده ازمکانیکی را با -های گرماییرفتار گسترش ترک مواد تابعی تحت شوک

به اهمیت شود. بنابراین و با توجه سازی کرده باشد، مشاهده نمیبه طور عددی شبیه ترموالاستیک

مزمان، موضوع ه های گرمایی و مکانیکیمطالعه پدیده شکست دینامیکی مواد تابعی تحت شوک

 به بررسی این پدیده اختصاص یافته است.حاضر رساله 

-مواد تابعی، اهمیت و کاربردهای آنها به طور مختصر معرفی و نحوه مدلاین رساله فصل دوم در 

 شود.ارائه می ،های میکرومکانیکیه از مدلبا استفاددر این تحقیق سازی آنها 

ترک رشد فصل سوم به معرفی و نحوه بکارگیری روش المان محدود توسعه یافته در مسائل 

 ترموالاستیک اختصاص یافته است.

                                                           
1 Boundary-domain element method 
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با استفاده از روش المان محدود  جفت شدهدر فصل چهارم معادلات ترموالاستیسیته کلاسیک 

شوند. نحوه حل و به شکل ماتریسی مونتاژ میشده سازی توسعه یافته در قلمرو مکان گسسته

 گیرد.معادلات ماتریسی استخراج شده نیز با استفاده از روش نیومارک مورد بررسی قرار می

بندی کلی برای انتگرال برهمکنش در مواد تابعی تحت بارهای گرمایی و در فصل پنجم یک فرمول

و شیوه بدست آوردن ضرایب شدت تنش دینامیکی با استفاده از انتگرال شود میمکانیکی استخراج 

 .گیردمیجهت و سرعت رشد ترک، مورد بحث قرار نحوه محاسبه و نیز برهمکنش 

چهار مثال عددی  در این فصل ابتدا. ص یافته استهای عددی اختصافصل ششم نیز به حل مثال

د که هدف از حل آنها بررسی صحت و دقت نتایج حاصل از روش ارائه شده و کد نوشته نشوحل می

شده در این تحقیق است. برای این منظور نتایج حاصل از این چهار مثال با نتایج تحلیلی و عددی 

در ادامه این فصل نیز پدیده گسترش ترک و تاثیر پروفیل د. نشوموجود در مقالات معتبر مقایسه می

های تغییر خواص ماده تابعی بر روی مقادیر ضرایب شدت تنش در دو صفحه تابعی از جنس

4N3/Si3O2Al  4وV-6Al-Ti/2ZrO های مکانیکی، گرمایی و یک تیر تابعی شیشه/اپوکسی تحت شوک

 انه مورد بحث و بررسی قرار خواهد گرفت.و گرمایی مکانیکی توام در غالب سه مثال جداگ

 .شونداین رساله ارائه میفصل هفتم الب قدر نیز  هاگیری و پیشنهادنتیجه
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 معرفی مواد تابعی و کاربردهاي آنها -2-1

های استحکام به وزن و سفتی به وزن بالا تا کنون با موفقیت در وزن با نسبتمواد مرکب سبک 

توان اند. با این وجود مواد مرکب سنتی را نمیصنایع هوافضا و دیگر کاربردهای مهندسی استفاده شده

های دما بالا مورد استفاده قرار داد. فلزات نیز به خاطر سفتی و استحکام عالی سالیان درازی در محیط

در دماهای بسیار زیاد استحکام اما شوند. به کار گرفته میدر صنایع مختلف است که توسط مهندسان 

ر بالایی در در حالی که مواد سرامیکی مقاومت بسیا ؛یابدفلزات هم مانند مواد مرکب سنتی کاهش می

پایین در بکارگیری مواد سرامیکی  و چقرمگی برابر حرارت دارند. با این وجود به خاطر سفتی

که از سفتی و افتادند مواد مرکب جدیدی محققان به فکر ابداع محدودیت وجود دارد. بنابراین 

 .ببرند ها به طور همزمان بهرهچقرمگی شکست بالای فلزات و مقاومت گرمایی بالای سرامیک

نینو و همکارانش در آزمایشگاه ملی میلادی توسط  21در اواسط دهه  یمواد تابع اولین بار مفهوم

. هدف نینو تولید پوششی با ]5[ معرفی شد 2عنوان مواد ضد حرارته در ژاپن ب 1هوافضای سندای

حرارتی و افزایش مقاومت حرارتی بسیار بالا برای بدنه هواپیماهای فوق سریع بود که کاهش تنش 

هایی برای توسعه مواد با مقاومت بالا با پس از آن تلاش مقاومت در برابر گرما را در پی داشته باشد.

های هوافضا و استفاده از مواد تابعی ادامه یافت. مواد تابعی ابتدا به عنوان عایق حرارتی برای سازه

. اندتری یافتهکاربردهای وسیعمواد تابعی  اما امروزه .]113-115[ ای طراحی شدندرآکتورهای هسته

 ای در های سازههای مدرن، این مواد به عنوان مولفهبا توسعه صنایع جدید و فرآیند

رسانندگی گرمایی و ضریب انبساط گیرند. هایی با دماهای بسیار بالا مورد استفاده قرار میمحیط

 های. از دیگر موارد کاربرددهدقابلیت تحمل تغییرات دمایی زیاد را می تابعی گرمایی پایین به مواد

های های ضد حرارت پرهتوان به ابزارهای برش، پوششمیهای هوافضا علاوه بر سازه مواد تابعی

اجزای ، ایهای هستهکتور نیروگاهآمخازن تحت فشار و لوله ها در رهای ضد حرارت، ها، کاشیتوربین

                                                           
1 Sendai 
2 Thermal Barrier Materials 



 مواد تابعی فصل دوم 

 

21 

 

ها و ، زره پوش1هاها، سنسورها و محرکها، کوره، حفاظ حرارتی موشکورهای شیمیاییداخلی راکت

 .]111و  311، 3[ اشاره کرد 2های مصنوعیدندان

توان اند که از این میان میبه کار گرفته شده تابعیبرای ساخت مواد  یهای مختلفتکنیکتا کنون 

(، متالوژی پودر، پاشش پلاسما، PVDبخار فیزیکی )(، رسوب با CVD) 3سازی با بخار شیمیاییرسوب

 .]211[ را نام برد 5و سنتز احتراق 4آبکاری به کمک برق

. تغییر تدریجی کسر حجمی تغییر پیوسته خصوصیات فیزیکی است مواد تابعی شخصهمهمترین م

به سطح مواد تشکیل دهنده یک ماده تابعی، به تغییر یکنواخت و پیوسته خواص ماده از یک سطح 

 یافتهتمرکز تنش گرمایی کاهش  ،ندورازبین میمشکلات فصل مشترک  شود. بنابراینمنجر می دیگر

صورت ترکیب پیوسته دو ه ب تابعیمعمولا مواد  .]113[ دشوتری نتیجه میو توزیع تنش یکنواخت

یک اتصال بین شوند. تغییر فضایی در نسبت اجزای سازنده و خواص در ماده مختلف در نظر گرفته می

ها در محل پتانسیل کاهش تنش -ای در مقایسه با یک فصل مشترک دو ماده -دو ماده مختلف 

علاوه استحکام فصل مشترک در اتصال افزایش و احتمال گسستن آن کاهش ه اتصال را داراست. ب

ی کاهش بنابراین مشکلات فصل مشترک و ضرایب تمرکز تنش گرمایی در مواد تابع .]112[ یابدمی

های سطحی پوششنیز لات بین انواع مختلف مواد و اعنوان اتصه توان بمیتابعی از مواد یابند. می

استفاده نمود. عدم حضور  ،1بندی شدههای طبقهعنوان مولفهه طور ساده به یا ب 3بندی شدهطبقه

نتیجه مقاومت در عدم تناسب خواص مواد را کاهش داده و در تابعی، های تیز در مواد فصل مشترک

دهد. با این وجود ساختمان لایه شدن فصل مشترک و گسترش ترک خستگی را بهبود میبرابر لایه

آغاز ترک و تابعی  طور کلی ناهمگن است و نوع خرابی حاکم بر مواده ب تابعی میکروسکوپی مواد

                                                           
1 Actuators 
2 Dental implant 
3 Chemical Vapor Deposition 
4 Electro-Plating 
5 Combustion Synthesis 
6 Graded Surface Cotings 
7 Graded Components 
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که در معرض بارهای مواد تابعی هنگامی شکست بینی رفتار توانایی پیشبنابراین گسترش آن است. 

 ها برخوردار است.گیرند از اهمیت بسیار بالایی در تحلیل این نوع سازهگرمایی و مکانیکی قرار می

  تابعی موادموثر خواص  -2-2

 نیز  مواد تشکیل دهندهعلاوه بر پروفیل ترکیب، تابع خواص  مواد تابعی به طور کلی، خواص

. از ]111[ ساختارهای تابعی واقعی در دسترس نیست معمولا یک توصیف تفصیلی از میکرو باشد.می

کند، خواص آنجایی که کسر حجمی هر فاز به طور تدریجی در جهت گرادیان ماده تابعی تغییر می

 موثر مواد تابعی نیز در امتداد همین جهت تغییر خواهد کرد. 

شود که کسر . در روش اول فرض می]111[ وجود داردتابعی سازی مواد دو روش برای مدل

لایه با کسر حجمی صورت لایهه ب تابعیکند و ماده ای تغییر میصورت تکهه حجمی سرامیک یا فلز ب

شود که کسر الف(. در روش دوم فرض می-1-2شود )شکل نظر گرفته می در لایهیکسان در هر 

خواص یک ماده . در این روش ب(-1-2کند )شکل می صورت پیوسته تغییره حجمی سرامیک یا فلز ب

در این رساله از روش دوم برای  تابعی در امتداد ضخامت آن باید با استفاده از یک تابع توصیف شود.

 شود.مدلسازی ماده تابعی استفاده می

 

 
 ]117[ تابعی هاي تحلیلی براي يک مادهمدل -1-2شکل 

 (الف) (ب)
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تغییر شود که شود و فرض میقرار داده می 𝑋1ضخامت ماده در امتداد محور در این تحقیق 

که ماده تابعی از دو جزء تشکیل شده  شودفرض میهمچنین . دهدرخ میجهت این خواص ماده در 

کسر حجمی ماده افزوده شده به ماتریس در این تحقیق  به آن. 1باشد؛ ماتریس و ماده افزوده شده

(𝑉𝑖 از تابع نمایی )45[ کندپیروی می زیر[: 

(2-1) 𝑉𝑖(𝑋1) = (𝑋1 𝐿⁄ )p 

 تغییر خواصپارامتر تعیین کننده پروفیل  pو نمای است.  𝑋1ضخامت قطعه در امتداد محور  𝐿که 

 :ماده است. کسر حجمی ماتریس نیز عبارت است از

(2-2) 𝑉𝑚(𝑋1) = 1 − 𝑉𝑖(𝑋1) 

را  pبرای مقادیر مختلف  (𝑉𝑖کسر حجمی ماده افزوده شده )های تغییرات منحنی( 2-2شکل )

 دهد. نشان می

 

 

 𝐩حجمی ماده افزوده شده به ماتريس، توصیف شده با پارامتر کسر  تغییرات هايمنحنی -2-2شکل 

                                                           
1 Inclusion 
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توان با در اختیار داشتن کسر حجمی مواد تشکیل دهنده یک ماده تابعی در هر نقطه از آن می

های میکرومکانیکی مرسوم مواد خواص ماده در آن نقطه را محاسبه نمود. در این تحقیق از مدل

 شود. ی در هر نقطه استفاده میمرکب برای محاسبه خواص مواد تابع

 ارائه کردند:مواد مرکب  1برای محاسبه هدایت گرماییرا ای به صورت زیر رابطه ]311[حتا و تایا 

(2-3) 𝑘 = 𝑘𝑚 − 
3𝑉𝑖(𝑘𝑚 − 𝑘𝑖)

𝑉𝑚(𝑘𝑚 − 𝑘𝑖) + 3𝑘𝑚
 𝑘𝑚 

 ( به ترتیب مشخص کننده ماده افزوده شده و ماتریس هستند. 𝑚( و )𝑖های )در این رابطه زیر نویس

برای مواد برشی و مدول حجمی صلبیت مدول  ]111-112و  111[ بر طبق مدل موری و تاناکا

 تخمین زد:( 5-2( و )4-2به ترتیب با استفاده از روابط )توان را میمرکب 

(2-4) 𝜇 =  𝜇𝑚 +
𝑉𝑖(𝜇𝑖 − 𝜇𝑚)

1 + 𝑉𝑚(𝜇𝑖 − 𝜇𝑚)/[𝜇𝑚 +
𝜇𝑚(9𝐾𝑚 + 8𝜇𝑚)
6(𝐾𝑚 + 2𝜇𝑚)

]
 

(2-5) K = K𝑚 + 
𝑉𝑖(𝐾𝑖 − 𝐾𝑚)

1 + 𝑉𝑚
(𝐾𝑖 − 𝐾𝑚)

(𝐾𝑚 + 4𝜇𝑚 3⁄ )

 

برشی ماتریس صلبیت مدول  𝜇𝑚برشی ماده افزوده شده به ماتریس و صلبیت مدول  𝜇𝑖در این روابط 

 مدول حجمی ماتریس است.  𝐾𝑚مدول حجمی ماده افزوده شده به ماتریس و  𝐾𝑖است. همچنین 

 شوند.زیر محاسبه میبا استفاده از روابط شناخته شده نیز  𝜈و نسبت پواسون  𝐸مدول یانگ 

(2-3) 𝐸 =
9𝜇𝐾

(𝜇 + 3𝐾)
    

(2-1) 𝜈 =  
3𝐾 − 2𝜇

2(𝜇 + 3𝐾)
 

و  2اختلاط قانونبا استفاده از نیز  𝛼و ضریب انبساط گرمایی  𝑐𝑡، ظرفیت گرمایی ویژه 𝜌چگالی 

 .]111[ شوندمحاسبه میبه صورت زیر 

(2-2) 𝜌 =  𝑉𝑖𝜌𝑖 + 𝑉𝑚𝜌𝑚 

(2-3) 𝑐𝑡 = 𝑉𝑖𝑐𝑡𝑖 + 𝑉𝑚𝑐𝑡𝑚 

                                                           
1 Thermal conductivity 
2 Rule of mixtures 
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(2-11) 𝛼 = 𝑉𝑖𝛼𝑖 + 𝑉𝑚𝛼𝑚 

برای مطالعه پدیده رشد ترک در مواد تابعی، باید چقرمگی شکست آنها نیز محاسبه شود. 

بدست  ]14[ استفاده از فرمول اختلاط جین و بترابا توان را میماده تابعی یک چقرمگی شکست برای 

 .آورد

(2-11) 𝐾𝐼𝐶(𝑥) =  {𝑉𝑖(𝑥)(𝐾𝐼𝐶
𝑖 )

2
+ 𝑉𝑚(𝑥)(𝐾𝐼𝐶

𝑚)2}
0.5
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 مقدمه -9-1

چهارچوب روش المان محدود برای شبیه سازی مسئله رشد ترک در حالت  دراساسا سه رویکرد 

 شبکه. اولی روش المان محدود متحرک با تجدید ]3[ مد ترکیبی در محیط ناهمگن وجود دارد

موضعی در امتداد مسیر ترک است. این روش مستلزم تعیین یک نمو ترک توسط کاربر و متکی بر 

های این روش عبارتند از: ت مد ترکیبی برای تعیین جهت رشد ترک است. محدودیتیک معیار شکس

ها برای تنظیم دوباره قوی، ایجاد سیستم ثبت شماره گذاری گره شبکهنیاز به یک الگوریتم تجدید 

 شبکههای حل در برای نگاشتن میدان شبکهبه طور متناوب و یک فرآیند منطقه بندی  شبکهالگوی 

 جدید. شبکهوی آنها در قبلی بر ر

های چسبناک امکان ابقای کشش در امتداد . الماناست 1های چسبندهروش دوم استفاده از المان

 دهند تا در طی کنند و به ترک اجازه میسطوح شکست بعد از گسترش یک ترک را فراهم می

نباشد. با این وجود سازی از هر مسیری گسترش یابد و محدود به یک مسیر از پیش تعیین شده شبیه

د. این مشکلات شامل نرم شدن رنبندی اولیه مشکلات ذاتی داهای سطح چسبناک در فرمولروش

در امتداد شاخه  شبکههای چسبناک و وابستگی به مصنوعی خواص ماده در هنگام کاهش اندازه المان

  .]113[است شدن ترک )حداقل در اولین شروع یک شاخه( 

برای  2بلیچکو و همکارانش پیشنهاد شد روش المان محدود توسعه یافتهروش سوم که توسط 

 . ]3[ های المان محدود استهای دلخواه در شبکهسازی ناپیوستگیمدل

 1333در سال  3نورث وسترن ن محدود توسعه یافته نخستین بار توسط دانشگاهنام روش الما

همان روش المان محدود است که  یافتهالمان محدود توسعه روش مبنای . ]115و  114[ شد مطرح

گسترش  .بردمیموضعی بهره  هایو از غنی سازی هها گسترش یافتمانند ترک ییهابرای ناپیوستگی

 های بدون المان است.در روش ]113[ این روش حاصل تحقیقات گسترده بلیچکو و همکاران

                                                           
1 Cohesive element 
2 Extended Finite Element Method (XFEM) 
3 Northwestern University 
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 هاي محدود غنی شدهالمان واحدتفکیک  -9-2

های محدود غنی شده یا برای المان 1محدود توسعه یافته، مفهوم تفکیک واحدمبنای روش المان 

𝜙یک مجموعه از توابع ، Ω. تفکیک واحد در یک قلمرو ]111[های بدون المان است تقریب
𝑖
(𝐱)  است

 به نحوی که

(3-1) ∑𝜙𝑖(𝐱)

∀𝑖

= 1,   ∀𝐱 ∈ Ω 

 بردار موقعیت است. 𝐱در این رابطه 

این است که هر تابع  روش المان محدود توسعه یافته استفاده شده در واحدخاصیت تفکیک 

Ψ(𝐱) با  واحدتوان توسط حاصلضرب توابع تفکیک را میΨ(𝐱)یعنی:، ]112[ ، بازیابی کرد 

(3-2) ∑𝜙𝑖(𝐱)Ψ(𝐱)

∀𝑖

= Ψ(𝐱) 

تواند به شود، تابع غنی سازی میاصلاح می b𝑖که جمع بندی با معرفی پارامترهای علاوه هنگامیه ب

 :]113[ کمک تقریب زیر با این پارامترها تنظیم شود

(3-3) u(𝐱) =∑𝑁𝑖(𝐱)a𝑖
∀𝑖

+∑𝜙𝑖(𝐱)Ψ(𝐱)b𝑖
∀𝐼

 

روش المان  توابع شکل استانداردها نیز  𝑁𝑖. ای استاندارد هستندها درجات آزادی گره a𝑖در این رابطه 

 شوند:به صورت زیر تعریف می بندی المانی ایزوپارامتریکفرمولبوده که برای یک  محدود

(3-4) 𝑁𝑖(𝜉, 휂) =
1

4
(1 + 𝜉𝜉𝑖)(1 + 휂휂𝑖)    

 است.  𝑖تابع شکل مربوط به نقطه  𝑁𝑖که در این رابطه 

که بخش ( تقریب المان محدود استاندارد است در حالی3-3اولین عبارت در سمت راست رابطه )

سازی را پارامترهای مجهول هستند که غنی b𝑖 ای. مقادیر گره]311[ شودنامیده می 2انساتزدوم اغلب 

های مجانبی غالبا مبتنی بر حل Ψ(𝐱) .خوبی تقریب بزنده حل را ب بتواند نحوی کهه کنند بتنظیم می

نظر لازم نیست دقیقا حل موضعی برای مسئله موردانساتز  بنابراین ؛های دقیقی نیستندحلاست که 

                                                           
1 Partition of unity 
2 Ansatz 
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فقط بر روی یک زیر ناحیه  𝜙𝑖(𝐱)که توابع این است که هنگامی ایباشد. مزیت دیگر این تقریب سازه

برای سیستم صفر خواهند شد. در مقابل  شده کوچک از مسئله غیر صفر هستند، معادلات گسسته

که  دهدرا نتیجه می یمعادلات گسسته غیر صفر ،اضافه کردن مستقیم یک تابع غنی سازی به تقریب

 و  b𝑖 = 1 که، هنگامیواحدهستند. توجه کنید که با خاصیت تفکیک تر از نظر محاسباتی پر هزینه

1  =a𝑖 ، تابعΨ(𝐱) ( بازیابی می3-3دقیقا با تقریب )طور که در بالا نشان شود. باید اشاره شود همان

طور ه اما ب .توابع شکل برای تقریب استاندارد و غنی سازی لازم نیست توابع یکسانی باشند ،داده شد

𝜙𝑖(𝐱) طور کلیه یعنی ب ؛دنگیرتوابع یکسانی مورد استفاده قرار میکلی  = 𝑁𝑖(𝐱) ]113[ در اینجا .

 .شوداستفاده می قاعده نیز از این

زیرا این خاصیت  ؛کنندمی ءرا ارضا واحدتمام توابع شکل المان محدود لاگرانژی خاصیت تفکیک 

به تقریب المان محدود  واحدبرای همگرایی و عبور از آزمون پیوستگی ضروری است. خاصیت تفکیک 

 .]113[ طور دقیق نمایش دهده دهد که حرکت انتقال جسم صلب را باین قابلیت را می

 در روش المان محدود توسعه يافته هاسازي تركمدل -9-2

شود. یک ها تشریح میترکسازی مدلبرای روش المان محدود توسعه یافته  در این قسمت کاربرد

 شودمیفرض . شودگرفته مینظر  ( در1-3مدل المان محدود از یک جسم ترک دار مطابق شکل )

اطراف  یهاهای المانمجموعه گرههمچنین مشخص شوند،  AN های شبکه المان محدود باتمام گره

هایی که توسط ترک های المانو مجموعه گره CNنوک ترک )یا جلوی ترک در حالت سه بعدی( با 

 CNها در ها با گرهوند. مجموعه المانشمشخص  HNبا نیز عبارتی ناپیوستگی ه شوند یا ببریده می

اما با استفاده از چندین المان  ؛کندکفایت می توانند توسط کاربر انتخاب شوند. معمولا یک المانمی

توان مقداری بهبود در می (شودمشاهده می 1-3در شکل  ترکسمت چپ طور که در نوک  همان)

های غنی شده نوک و غنی عنوان گرهه ترتیب به ب HNو  CNها در . گره]311[ دست آورده دقت را ب

  .شوندهای غنی شده شناخته میعنوان گرهه شده گام و مجموعا ب
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 هاي هاشور خورده( و هاي غنی شده گام )المانيک ترك دلخواه در يک شبکه با المان -1-9شکل 

ها و به ترتیب با مربع HNو  CNهاي ها در مجموعههاي پر رنگ شده(. گرههاي غنی شده نوك )المانالمان

 اندها مشخص شدهدايره

 

 المان غنی شده شامل ترک را برای یک در روش المان محدود توسعه یافته  میدان جابجایی

 :]112[توان به صورت زیر نوشت می

(3-5) 

𝐮(𝑥, 𝑦, 𝑡) = ∑ 𝑁n(𝑥, 𝑦)𝐚n(𝑡)

n∈NA

+ ∑ 𝑁n(𝑥, 𝑦)[H(Ζ) − H(Ζn)]𝐛n(𝑡)

n∈NH

+∑ ∑ 𝑁n(𝑥, 𝑦)[𝐹m(𝑟, 𝜑) − 𝐹m(𝑟n, 𝜑n)]𝐜nm(𝑡)

n∈NCm

 

 ای بوده که توابعی از زمان هستند.بردارهای مجهولات گره 𝐜nm(𝑡)و  𝐚n(𝑡)  ،𝐛n(𝑡)در این رابطه 

(3-3) 𝐚n(𝑡) = {an
u(𝑡), an

v(𝑡)}𝑇 

(3-1) 𝐛n(𝑡) = {bn
u(𝑡), bn

v(𝑡)}𝑇 

(3-2) 𝐜nm(𝑡) = {cnm
u (𝑡), cnm

v (𝑡)}𝑇 

 شود:تابع هویساید است که به صورت زیر تعریف می H(Ζ) ( 5-3در رابطه )

(3-3) H(Ζ) = {
1,       Ζ > 0
0,       Ζ ≤ 0

 

 تابعی از موقعیت یک نقطه نسبت به مسیر ترک است. Ζدر اینجا 

x 

y 
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توان از تابع هویساید اصلاح شده زیر به های عددی میقابل ذکر است که برای اجتناب از ناپایداری

 : ]13[( استفاده نمود 3-3جای رابطه )

(3-11) H(Ζ) = {

0                                     Ζ < −𝜍

0.5 +
Ζ

2𝜍
+
1

2𝜋
sin

𝜋Ζ

𝜍
−𝜍 < Ζ < 𝜍

1                                    Ζ > 𝜍

 

 شود. تر از ابعاد یک المان انتخاب میکوچک 𝜍که در این رابطه 

یک مجموعه از توابع غنی سازی هستند که رفتار نزدیک نوک ترک را تقریب  𝐹m(، 5-3در رابطه )

 :]112[ از( عبارتند 𝜑 و  𝑟زنند. این توابع بر حسب مختصات محلی نوک ترک )می

(3-11) {𝐹m} = {√𝑟 sin (
𝜑

2
) , √𝑟 cos (

𝜑

2
) , √𝑟 sin(𝜑)sin (

𝜑

2
) , √𝑟 sin(𝜑)cos (

𝜑

2
) } 

 میدان جابجاییهای (، مولفه5-3( در رابطه )11-3( و )2-3( تا )3-3بنابراین با جایگذاری روابط )

توان به صورت را می yو  x سراسری در روش المان محدود توسعه یافته در جهت محورهای مختصات

 نوشت:زیر 

(3-12) 

u(𝑥, 𝑦, 𝑡) = ∑ 𝑁n(𝑥, 𝑦)an
u(𝑡)

n∈NA

+ ∑ 𝑁n(𝑥, 𝑦)[H(Ζ) − H(Ζn)]bn
u(𝑡)

n∈NH

 

     + ∑ 𝑁n(𝑥, 𝑦) [√𝑟 sin (
𝜑

2
) − √𝑟n sin (

𝜑n
2
)] cn1

u (𝑡)

n∈NC

 

     + ∑ 𝑁n(𝑥, 𝑦) [√𝑟 cos (
𝜑

2
) − √𝑟n cos (

𝜑n
2
)] cn2

u (𝑡)

n∈NC

 

     + ∑ 𝑁n(𝑥, 𝑦) [√𝑟 sin(𝜑)sin (
𝜑

2
) − √𝑟n sin(𝜑n)sin (

𝜑n
2
)] cn3

u (𝑡)

n∈NC

 

     + ∑ 𝑁n(𝑥, 𝑦) [√𝑟 sin(𝜑)cos (
𝜑

2
) − √𝑟n sin(𝜑n)cos (

𝜑n
2
)] cn4

u (𝑡)

n∈NC
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(3-13) 

v(𝑥, 𝑦, 𝑡) = ∑ 𝑁n(𝑥, 𝑦)an
v(𝑡)

n∈NA

+ ∑ 𝑁n(𝑥, 𝑦)[H(Ζ) − H(Ζn)]bn
v(𝑡)

n∈NH

 

     + ∑ 𝑁n(𝑥, 𝑦) [√𝑟 sin (
𝜑

2
) − √𝑟n sin (

𝜑n
2
)] cn1

v (𝑡)

n∈NC

 

     + ∑ 𝑁n(𝑥, 𝑦) [√𝑟 cos (
𝜑

2
) − √𝑟n cos (

𝜑n
2
)] cn2

v (𝑡)

n∈NC

 

     + ∑ 𝑁n(𝑥, 𝑦) [√𝑟 sin(𝜑)sin (
𝜑

2
) − √𝑟n sin(𝜑n)sin (

𝜑n
2
)] cn3

v (𝑡)

n∈NC

 

     + ∑ 𝑁n(𝑥, 𝑦) [√𝑟 sin(𝜑)cos (
𝜑

2
) − √𝑟n sin(𝜑n)cos (

𝜑n
2
)] cn4

v (𝑡)

n∈NC

 

اگر ترک عایق فرض شود، میدان دما نیز در امتداد ترک ناپیوسته و شار حرارتی در نوک ترک 

توان از تابع هویساید استفاده . بنابراین برای در نظر گرفتن ناپیوستگی دما می]33[ تکین خواهد بود

کرد. برای غنی سازی نوک ترک نیز باید میدان دمای نوک ترک را بررسی کرد. میدان دما مشابه 

 . ]33[ ( ترک استIIIمیدان جابجایی برای مد پارگی )مد 

(3-14) 𝑇 = −
𝐾𝑇
𝑘
√
2𝑟

𝜋
sin (

𝜑

2
) 

 است. گرمایی ضریب شدت تنش 𝐾𝑇ضریب هدایت گرمایی و  𝑘که در این رابطه 

توان میدان دما را مشابه میدان جابجایی گسسته سازی کرد، ( می14-3با در نظر گرفتن رابطه )

ود شهای نوک ترک استفاده می( برای غنی سازی گره11-3با این تفاوت که فقط از اولین تابع رابطه )

 توان به صورت زیر نوشت:بنابراین میدان تغییر دما را می .]111[

(3-15) 

θ(𝑥, 𝑦, 𝑡) = ∑ 𝑁n(𝑥, 𝑦)an
T(𝑡)

n∈NA

+ ∑ 𝑁n(𝑥, 𝑦)[H(Ζ) − H(Ζn)]bn
T(𝑡)

n∈NH

 

     + ∑ 𝑁n(𝑥, 𝑦) [√𝑟 sin (
𝜑

2
) − √𝑟n sin (

𝜑n
2
)] cn

T(𝑡)

n∈NC

 

anکه در این رابطه 
T(𝑡) ،bn

T(𝑡)  وcn
T(𝑡) ها برای توابع شکل مربوطه مقادیر تغییرات دمای گره

 :بازنویسی کردتوان به صورت زیر ( را می15-3( و )13-3(، )12-3هستند. روابط )
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(3-13) 

u(𝑥, 𝑦, 𝑡) = 

         ∑ 𝑁n(𝑥, 𝑦)an
u(𝑡)

n∈NA

+ ∑ Φn(𝑥, 𝑦)bn
u(𝑡)

n∈NH

+ ∑ ∑Ψnm(𝑥, 𝑦)cnm
u (𝑡)

4

m=1n∈NC

 

(3-11) 

v(𝑥, 𝑦, 𝑡) = 

         ∑ 𝑁n(𝑥, 𝑦)an
v(𝑡)

n∈NA

+ ∑ Φn(𝑥, 𝑦)bn
v(𝑡)

n∈NH

+ ∑ ∑Ψnm(𝑥, 𝑦)cnm
v (𝑡)

4

m=1n∈NC

 

(3-12) 
θ(𝑥, 𝑦, 𝑡) = 

         ∑ 𝑁n(𝑥, 𝑦)an
T(𝑡)

n∈NA

+ ∑ Φn(𝑥, 𝑦)bn
T(𝑡)

n∈NH

+ ∑ Ψn1(𝑥, 𝑦)cn1
T (𝑡)

n∈NC

 

های جابجایی و دما هستند که به ترتیب وظیفه سازی میدانهای غنیعبارت Ψو  Φدر این روابط 

( این توابع 15-3( و )13-3(، )12-3سازی سطح و نوک ترک را بر عهده دارند. با توجه به روابط )غنی

 توان به صورت زیر استخراج کرد:را می

(3-13) Φn(𝑥, 𝑦) = 𝑁n(𝑥, 𝑦)[H(Ζ) − H(Ζn)] 

(3-21) 

Ψn(𝑥, 𝑦) = 𝑁n(x, y) [√𝑟 sin (
𝜑

2
) − √𝑟n sin (

𝜑n
2
) , √𝑟 cos (

𝜑

2
) − √𝑟n cos (

𝜑n
2
), 

                   √𝑟 sin(𝜑)sin (
𝜑

2
) − √𝑟n sin(𝜑n)sin (

𝜑n
2
), 

                  √𝑟 sin(𝜑)cos (
𝜑

2
) − √𝑟n sin(𝜑n)cos (

𝜑n
2
)] 

توان معادلات ( در معادلات حاکم بر مسئله مورد نظر می12-3( تا )13-3با قرار دادن روابط )

 سازی کرد. حاکم را گسسته

 هاي ايزوپارامتريک تعمیم يافتهالمان -9-9

های ایزوپارامتریک مربعی یک المان چهار وجهی در دستگاه مختصات ( المان2-3مطابق شکل )

نقاط  𝑦و  𝑥کنند. مختصات ( نگاشت میη×ξدر دستگاه محلی ) 2×2( را به یک مربع 𝑥, 𝑦سراسری )

 :]112[ دنآیروابط زیر بدست میاز در المان اولیه 
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 المان محدود ايزوپارامتريک -2-9شکل 
 

(3-21) 𝑥 =∑𝑥𝑖𝑁𝑖

4

𝑖=1

 , 𝑦 = ∑𝑦𝑖𝑁𝑖

4

𝑖=1

    

 بیان( 4-3های ایزوپارامتریک با رابطه )همان توابع شکل المان محدود هستند که برای المان 𝑁𝑖که 

 شوند.می

که توسط کیم و  1های مدرجاز المانتوان از جنس ماده تابعی می لایهیک بندی برای المان

یابی ها از توابع شکل یکسان برای درون. در این المانکردستفاده ا پیشنهاد شده ]121[ پائولینو

بندی فرمولبندی، این نوع فرمولبنابراین . شودها، هندسه و پارامترهای ماده استفاده میجابجایی

 ( نامیده شده است. GIF) 2ایزوپارامتریک تعمیم یافتهالمانی 

 کلیه  ، تمامی خواص برایتوسعه یافته در مدل المان محدودماده تابعی برای تعبیه خواص 

شوند. سپس خواص مورد نیاز برای های میکرومکانیکی محاسبه میبا استفاده از مدل هاهای المانگره

های المان مربوطه با استفاده از توابع شکل ان از روی خواص گرهوترا میدر یک المان هر نقطه گوسی 

و  ν، نسبت پواسون 𝐸یابی کرد. بنابراین خواص ماده از قبیل مدول الاستیک ایزوپارامتریک میان

و به کمک خواص  ηو  ξبر حسب مختصات توان را میدر یک المان برای هر نقطه گوسی  𝜌چگالی 

  :]121[و در معادلات مربوطه جایگزین نمود  روابط زیر محاسبها استفاده از بهای آن المان گره

                                                           
1 Graded Elements 
2 Generalized Isoparametric Element Formulation 

𝜉 

휂 

1 1- 

1 

1- 
1 2

2 

3 4 

1 

2

2 

3 

4 

x 

y 
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(3-22) 𝐸 =∑𝑁𝑖𝐸𝑖

𝑚

𝑖=1

,   𝜈 =∑𝑁𝑖𝜈𝑖

𝑚

𝑖=1

,   𝜌 =∑𝑁𝑖𝜌𝑖

𝑚

𝑖=1

 

 بندی ماده تابعی استفاده های ایزوپارامتریک تعمیم یافته برای الماندر این تحقیق از المان

 شود. می

 عددي گیري انتگرال -9-4

سازی معادلات نتیجه هایی که از گسستهبه طور کلی در روش المان محدود برای محاسبه انتگرال

 ها از روش های عددی استفاده کرد. در اینجا نیز برای محاسبه انتگرالباید از روش ،شوندمی

 شود. گیری گاوس استفاده میانتگرال

روش گاوس شود. در گیری گاوس استفاده میانتگرالاز روش  های انتگرالیبرای محاسبه عبارت

∫ 𝑓(𝜉)d𝜉
1

−1
 :]121[ شودبه صورت زیر تقریب زده می 

(3-23) ∫ 𝑓(𝜉)d𝜉
1

−1

=∑𝑓(𝜉𝑖)𝑤𝑖

𝑛𝑄

𝑖=1

 

تعداد نقاط گوسی در حالت یک بعدی  𝑛𝑄مقادیر نقاط گوسی و  𝜉𝑖توابع وزنی،  𝑤𝑖در این رابطه 

 است. 

 ها انجام ها معمولا بر روی سطح المانگیریالمان محدود انتگرالبا توجه به اینکه در روش 

ها را . با استفاده از روش گاوس این انتگرالاستهای دوگانه نیاز به محاسبه انتگرالبنابراین د، نشومی

 توان به صورت زیر بدست آورد:می

(3-24) ∫ ∫ 𝑓(𝜉, 휂)𝑑𝜉𝑑휂
1

−1

1

−1

=∑∑𝑓(𝜉𝑖, 휂𝑖)𝑤𝑖

𝑛𝑄

𝑗=1

𝑛𝑄

𝑖=1

𝑤𝑗 

( نقطه گوسی در  𝑛𝑄× 𝑛𝑄)  21×21امکان استفاده از حداکثر این تحقیق برنامه نوشته شده در 

در  11برابر با  𝑛𝑄نقاط گوسی برای حالت موقعیت . را داراستگیری دو بعدی یک المان برای انتگرال

 به تصویر کشیده شده است.( 3-3مثلثی در شکل )یک المان المان مربعی و یک 
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𝐧𝐐هاي مربعی و مثلثی در حالت موقعیت نقاط گوسی در المان -9-9شکل  = 𝟏𝟎 

 

هایی که توسط ترک بریده سازی را در المانتواند انتگرال توابع غنیاز آنجایی که روش گاوس نمی

دو روش برای غلبه بر این مشکل ارائه کرد. اولین  ]122[ شوند به طور دقیق محاسبه نماید، دالبومی

ترک است به نحوی که  های مثلثی کوچکتر در دو طرفروش تقسیم بندی المان ترک خورده به المان

های مثلثی بر سطوح ترک منطبق باشند. دومین روش نیز تقسیم المان ترک خورده های این المانلبه

 های چهار ضلعی کوچکتر است. به المان

چهار به های ترک خورده المان( 4-3ق شکل )مطابشود و در این تحقیق از روش دوم استفاده می

موقعیت مرکز هر و ارزیابی تابع هویساید، گیری . برای انتگرالشوندمیتری تقسیم کوچک هایضلعی

 یعنی با قرار گرفتن مرکز  گیرد.میملاک قرار نسبت به ترک کوچکتر  هایچهار ضلعییک از 

 گیری بر روی آندر انتگرالبرای ارزیابی تابع هویساید نقاط گوسی در یک طرف ترک، کل  ضلعیچهار

 . شونددر نظر گرفته میدر همان طرف  ضلعیچهار

تا اثر تکینی نوک ترک در  شودمی( به چند مثلث تقسیم 5-3المان نوک ترک نیز مطابق شکل )

 عبارت زیر انتگرال حذف شود.
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 هاي شامل ترك براي انتگرال گیري عدديتقسیم بندي المان -4-9شکل 
 

 

 تقسیم بندي المان شامل نوك ترك براي انتگرال گیري عددي -5-9شکل 
 

 تعیین موقعیت نقاط نسبت به مسیر ترك -9-5

ای یا گاوسی( نسبت به مسیر ترک، یعنی اینکه نقاط در موقعیت استقرار نقاط )اعم از نقاط گره

های های عددی بر روی المانبرای محاسبه تابع هویساید و انتگرالگیرند، کدام طرف ترک قرار می

 شامل ترک یک مسئله مهم است.

در  Ζدار )در این بخش با استفاده از روابط برداری الگوریتمی برای محاسبه تابع فاصله علامت

 گیری نقاط از مسیر ترک است، ارائه ( که مشخص کننده فاصله و سمت قرار11-3 و 3-3 رابطه

 نوك ترك

(1) 

(2) 

(3) 

(4) 

(5) 

 مسير ترك
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 شود. برای محاسبه این تابع به صورت زیر عمل نامیده می 1شود. این تابع، تابع مجموعه ترازمی

 شود:می

 . مطابق شکل استبخش بوده که هر بخش یک خط راست  nمسیر ترک شامل  شودمیفرض 

را یک نقطه دلخواه  Cام از مسیر ترک و نقطه  nرا نقاط ابتدا و انتهای بخش  Bو  A( نقاط 3-3)

 AO/ABکه نسبت  𝑟𝑐می باشد. پارامتر  ABبر روی خط  Cنیز تصویر نقطه  O. نقطه کنیممیفرض 

 شود.باشد به صورت زیر تعریف میمی

(3-25) 𝑟𝑐 =
𝐀𝐂. 𝐀𝐁

|𝐀𝐁|2
 

( 1-3است. جدول ) O، یعنی نقطه ABبر روی خط  Cبیان کننده موقعیت تصویر نقطه  𝑟𝑐مقدار 

 کند.را بیان می 𝑟𝑐تفاسیر استخراج شده از مقدار 

 

 
 موقعیت يک نقطه دلخواه نسبت به مسیر ترك -6-9شکل 

 

 rcتفسیر پارامتر  -1-9جدول 

 تفسیر بدست آمده 𝐫𝐜مقدار 

𝑟𝑐 = 0 O = A 

𝑟𝑐 = 1 O = B 

𝑟𝑐 <  قرار دارد. Aو قبل از نقطه  ABروی امتداد بردار  Oنقطه  0

𝑟𝑐 >  قرار دارد. Bو بعد از نقطه  ABروی امتداد بردار  Oنقطه  1

0 < 𝑟𝑐 <  ( قرار دارد.Bو  A)بین نقاط  ABروی بردار  Oنقطه  1

                                                           
1 Level set function 

A 

B 

C 

O 
n-1 

n 

n+1 
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 شود:نیز به صورت زیر تعریف می 𝑟𝑠پارامتر 

(3-23) 𝑟𝑠 =
𝐀𝐁 × 𝐀𝐂

|𝐀𝐁|2
 

𝑟𝑠هنگامی که  < 𝑟𝑠و هنگامی که  ABدر سمت راست بردار  Cباشد، نقطه  0 > باشد، نقطه  0

C  در سمت چپ بردارAB  قرار دارد. همچنین در صورتی که𝑟𝑠 = واقع  ABبر روی بردار  Cباشد،  0

 است. 

بخش خطی تشکیل شده باشد و تغییر زاویه هر بخش نسبت به  ncمسیر ترک از  شودمیفرض 

توان و الگوریتم زیر می 𝑟𝑠و  𝑟𝑐بیشتر نشود. اکنون با استفاده از پارامترهای درجه  31بخش قبلی از 

 ( را بدست آورد.Ζتابع فاصله )
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 𝚭الگوريتم يافتن تابع فاصله  -7-9شکل 

 

 

 

 

 خیر

i = 1 

 بله

 

i = nc 𝑟𝑐 ≥ 1 𝑟𝑐 ≤ 0 

 خیر

 
 بله

 

 بله

 

 خیر

 

O = B 

A  وB  را برابر با مختصات نقاط ابتدایی و انتهایی

 .را بیابید 𝑟𝑐 ام ترک قرار دهید و  iبخش 

O = A 

O = A+ 𝑟𝑐 (B-A) 

𝑟𝑐 > 0 

 بله

O = A+ 𝑟𝑐(B-A) 

O = A 
 خیر

را  COاندازه بردار 

  (iCO) بیابید

i > nc 

i = i+1 

 بله

 خیر

 را بیابید. mi( و بخش مربوطه mCO) COکمترین مقدار 

 را برای این بخش بیابید. 𝑟𝑠پارامتر 

Ζ = sign(𝑟𝑠) (COm)  
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 فصل چهارم

 جفت شده کلاسیک معادلات ترموالاستیک حل

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 جفت شدهحل معادلات ترموالاستیک کلاسیک  فصل چهارم 

 

44 

 

  مقدمه -4-1

 های دمای غیر یکنواخت را توصیف رفتار اجسام الاستیک تحت اثر میدان ،ترموالاستیسیتهتئوری 

های گرما در الاستیسیته نخستین بار پدیده کند؛ بنابراین تعمیمی از تئوری الاستیسیته است.می

معادله  ]124[نیومن  ،1225مورد بحث قرار گرفتند. در سال  1231در سال  ]123[توسط دوهامل 

بدست آمده توسط دوهامل برای تئوری ترموالاستیسیته کلاسیک را دوباره بدست آورد. در این تئوری 

ادله انتقال گرما مستقل از میدان کرنش اما مع ؛دما هستند جملهمعادلات حرکت یا تعادل شامل 

تئوری ترموالاستیسیته  ]125[ حاصل شد هنگامی که بیوت 1353است. پیشرفت بعدی در سال 

کوپله را معرفی کرد. این تئوری شامل دو معادله دیفرانسیل جزئی کوپل شده در بردار جابجایی و 

 ولیک است.میدان دما است که یکی معادله هایپربولیک و دیگری پاراب

تئوری ترموالاستیسیته دینامیکی بر اساس معادله هدایت گرمایی فوریه به عنوان تئوری 

 غتشاشاتشود که اشود. در تئوری کلاسیک فرض میترموالاستیسیته دینامیکی کلاسیک شناخته می

 یابند. های نامحدود در محیط انتشار میگرمایی با سرعت

ترموالاستیسیته دینامیکی بسیار مورد توجه قرار گرفته است و اولین راه های مسائل در راه حل

حل تحلیلی برای یک مسئله مقدار مرزی اولیه در ترموالاستیسیته کلاسیک دینامیکی جفت نشده 

های حل تحلیلی و تقریبی که از جمله مطالعات مربوطه به روش .ارائه شد ]123[دانیلوفسکایا  توسط

 ایگنازاک کارهایبه توان می ،دارند را جفت شدهو غیر  جفت شدهت ترموالاستیک قابلیت حل معادلا

 .اشاره کرد ]123و  122[و هیتنارسکی و ایگنازاک  ]121[

نخستین بار با روش المان محدود توسط  جفت شدهحل تقریبی معادلات ترموالاستیک دینامیکی 

مکانیکی با معادلات -تقریبی برای مسائل گرماییهای همچنین حلارائه شد.  ]131[نیکل و ساکمن 

تینگ و  به کمک روش المان محدود توسط جفت شدهو غیر  جفت شدهترمو الاستیسیته دینامیکی 

ارائه شده  ]132-141[ و تاما و نامبورو ]133-131[تاما و رایلکار ، ]132[لیو و پانگ  ،]131[چن 

 است. 
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به کمک روش المان محدود  جفت شدهدر این فصل نحوه حل معادلات ترموالاستیسیته کلاسیک 

های ایزوپارامتریک تعمیم یافته برای بکارگیری در مواد تابعی تشریح توسعه یافته و با استفاده از المان

 شود.می

 کلاسیک جفت شدهمعادلات ترموالاستیک استخراج  -4-2

معادلات ترموالاستیک و انرژی  جفت شدهباید با استفاده از شکل  یک سازه تحت شوک حرارتی

های تحلیلی این گونه از مسائل از نظر ریاضی پیچیده و محدود به یک جسم تحلیل شود. حل

 . ]141[هستند با شرایط مرزی ساده  1نامحدود یا نیم فضا

های توابعی خطی از مولفه ،های تانسور کرنشدر تئوری کلاسیک ترموالاستیسیته خطی مولفه

 . یعنی:]143و  142[ های تانسور کرنش ناشی از تغییر دما هستندتانسور تنش و مولفه

(4-1) 휀𝑖𝑗 = 휀𝑖𝑗
𝐸 + 휀𝑖𝑗

𝑇  

휀𝑖𝑗که در این رابطه 
𝐸  و  الاستیککرنش휀𝑖𝑗

𝑇  را از یک ماده همسانگرد کرنش گرمایی است. یک المان

یابد. افزایش می 𝑇ها صفر هستند به ها و تنشکه در این دما کرنش 𝑇0در نظر بگیرید که دمای آن از 

شود. کرنش گرمایی این المان ناشی از تغییر دما عبارت است های المان اعمال نمیهیچ نیرویی به لبه

 از:

(4-2) 휀𝑖𝑗
𝑇 = 𝛼𝑡(𝑇 − 𝑇0)𝛿𝑖𝑗 

های تانسور کرنش است. مولفه کرونکردلتای  𝛿𝑖𝑗ساط حرارتی خطی و ضریب انب 𝛼𝑡در این رابطه 

 های تانسور تنش متناسب هستند:الاستیک به صورت خطی با مولفه

(4-3) 휀𝑖𝑗
𝐸 =

1

2𝐺
(𝜎𝑖𝑗 −

𝜈

1 + 𝜈
𝜎𝑘𝑘𝛿𝑖𝑗) 

                                                           
1 Half-space 



 جفت شدهحل معادلات ترموالاستیک کلاسیک  فصل چهارم 

 

43 

 

( به عنوان قانون تشکیل 3-4نسبت پواسون است. رابطه ) 𝜈برشی و صلبیت مدول  𝐺در این رابطه 

(، 3-4( و )2-4شود. با استفاده از معادلات )دهنده الاستیسیته خطی یا قانون هوک شناخته می

 توان به صورت زیر نوشت:تانسور کرنش نهایی را می

(4-4) 휀𝑖𝑗 =
1

2𝐺
(𝜎𝑖𝑗 −

𝜈

1 + 𝜈
𝜎𝑘𝑘𝛿𝑖𝑗) + 𝛼𝑡(𝑇 − 𝑇0)𝛿𝑖𝑗 

 𝜎𝑖𝑗نامند. با حل این معادله برای ( را قانون تشکیل دهنده ترموالاستیسیته خطی می4-4معادله )

 داریم:

(4-5) 𝜎𝑖𝑗 = 2𝐺 [휀𝑖𝑗 +
𝜈

1 − 2𝜈
(휀𝑘𝑘 −

1 + 𝜈

𝜈
𝛼𝑡(𝑇 − 𝑇0)) δ𝑖𝑗] 

 نوشت: 𝜆و  𝜇توان بر حسب ثوابت لامه یعنی ( را می5-4( و )4-4روابط )

(4-3) 휀𝑖𝑗 =
1

2𝜇
(𝜎𝑖𝑗 −

𝜆

3𝜆 + 2𝜇
𝜎𝑘𝑘𝛿𝑖𝑗) + 𝛼𝑡(𝑇 − 𝑇0)𝛿𝑖𝑗 

(4-1) 𝜎𝑖𝑗 = 2𝜇휀𝑖𝑗 + [𝜆휀𝑘𝑘 − 𝛼𝑡(3𝜆 + 2𝜇)(𝑇 − 𝑇0)]𝛿𝑖𝑗 

 عبارتند از: 𝜆و  𝜇که در این روابط 

(4-2) 𝜇 = 𝐺 =
𝐸

2(1 + 𝜈)
    

(4-3) 𝜆 =
𝐸𝜈

(1 + 𝜈)(1 − 2𝜈)
 

 :]141[ های تنش عبارت است ازمعادله حرکت بر حسب مولفه

(4-11) 𝜎𝑖𝑗,𝑗 + 𝐵𝑖 = 𝜌�̈�𝑖 

توان بر حسب های تنش را میاست. مولفه iبر واحد حجم در جهت  کالبدینیروی  𝐵𝑖در این رابطه 

. نمودها بیان های کرنش را بر حسب جابجاییها بیان کرد. برای این منظور ابتدا باید مولفهجابجایی

 :های بسیار کوچک رابطه کرنش به صورت زیر استبرای مواد همسانگرد الاستیک خطی جابجایی

(4-11) 휀𝑖𝑗 =
1

2
(𝑢𝑖,𝑗 + 𝑢𝑗,𝑖) 

 .شود( جایگذاری می1-4( را در معادله )11-4سپس رابطه )
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(4-12) 𝜎𝑖𝑗 = 𝜇(𝑢𝑖,𝑗 + 𝑢𝑗,𝑖) + [𝜆𝑢𝑘,𝑘 − 𝛼𝑡(3𝜆 + 2𝜇)(𝑇 − 𝑇0)]𝛿𝑖𝑗 

 ها نوشت.توان معادله حرکت را بر حسب جابجایی( می11-4( در معادله )12-4با جایگذاری معادله )

(4-13) [𝜇(𝑢𝑖,𝑗 + 𝑢𝑗,𝑖)],𝑗 + [𝜆𝑢𝑘,𝑘 − 𝛽휃],𝑖 + 𝐵𝑖 = 𝜌�̈�𝑖 

𝛽که در این رابطه  = 𝛼(3𝜆 + 2𝜇)  و휃 = (𝑇 − 𝑇0) بنابراین معادلات حرکت برای مسائل دوبعدی .

 توان به صورت زیر نوشت: را می

(4-14) [2𝜇𝑢1,1],1 + [𝜇(𝑢1,2 + 𝑢2,1)],2 + [𝜆𝑢𝑘,𝑘 − 𝛽휃],1 + 𝐵1 = 𝜌�̈�1 

(4-15) [𝜇(𝑢2,1 + 𝑢1,2)],1 + [2𝜇𝑢2,2],2 + [𝜆𝑢𝑘,𝑘 − 𝛽휃],2 + 𝐵2 = 𝜌�̈�2 

بر طبق قانون هدایت گرمایی فوریه، شار گرمایی عبوری از یک سطح واحد در واحد زمان به یک 

  :]141[شود بیان می با رابطه تجربی زیرو محیط پیوسته متناسب است با توزیع دما 

(4-13) 𝑞𝑖 = −𝑘𝑖𝑗𝑇,𝑗 

 کلی هستند.  1ضرایب هدایت گرمایی برای یک ماده ناهمسانگرد 𝑘𝑖𝑗در این رابطه 

 : ]141[شود بیان میترین شکل قانون اول ترمودینامیک به صورت زیر کلی

(4-11) (𝑘𝑖𝑗𝑇,𝑗),𝑖 − 𝑐𝑡𝜌�̇� − 𝑇0 (1 +
휃

𝑇0
) 𝛽𝑖𝑗휀�̇�𝑗 = 0 

 𝑐𝑡کند. در این رابطه این رابطه قانون تعادل حرارتی در یک جامد ناهمسانگرد ناهمگن را توصیف می

توان به صورت ( را می11-4شود. برای یک جامد همسانگرد رابطه )به عنوان گرمای ویژه شناخته می

 زیر نوشت:

(4-12) (𝑘𝑇,𝑖),𝑖 − 𝑐𝑡𝜌�̇� − 𝑇0 (1 +
휃

𝑇0
) 𝛽휀�̇�𝑖 = 0 

بر واحد حجم و زمان در  𝑅اگر علاوه بر شار حرارتی عبوری از مرز محیط پیوسته، گرما نیز با نرخ 

 توان به صورت زیر اصلاح کرد:( را می12-4جسم تولید شود، معادله )

                                                           
1 Anisotropic material 
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(4-13) (𝑘𝑇,𝑖),𝑖 − 𝑐𝑡𝜌�̇� − 𝑇0 (1 +
휃

𝑇0
) 𝛽휀�̇�𝑖 + 𝑅 = 0 

هنگامی که نرخ زمانی تغییر شرایط مرزی دمایی بر روی سازه یا نرخ زمانی تغییر منابع گرمایی در 

شوند. تحت های تنش گرمایی ایجاد میی ارتعاشی سازه باشد، موجهاسازه قابل مقایسه با مشخصه

ته یترموالاستیس جفت شدههای تنش و دما باید از طریق معادلات حل مسئله برای میدان ،این شرایط

( و 13-4کلاسیک عبارتند از معادله حرکت ) جفت شدهبدست آید. معادلات کلی ترموالاستیسیته 

بنابراین معادلات حاکم برای یک جامد همسانگرد متشکل از . (13-4معادله )قانون اول ترمودینامیک 

 های جابجایی و دما عبارتند از:بر حسب مولفهیک ماده تابعی 

(4-21) [𝜇(𝑢𝑖,𝑗 + 𝑢𝑗,𝑖)],𝑗 + [𝜆𝑢𝑘,𝑘 − 𝛽휃],𝑖 + 𝐵𝑖 = 𝜌�̈�𝑖 

(4-21) (𝑘𝑇,𝑖),𝑖 − 𝜌𝑐�̇� − 𝑇0 (1 +
휃

𝑇0
) 𝛽휀�̇�𝑖 + 𝑅 = 0 

 شوند:معادلات حاکم به صورت زیر ساده می کالبدیدر غیاب منابع گرمایی و نیروهای 

(4-22) [𝜇(𝑢𝑖,𝑗 + 𝑢𝑗,𝑖)],𝑗 + [𝜆𝑢𝑘,𝑘 − 𝛽휃],𝑖 = 𝜌�̈�𝑖 

(4-23) (𝑘𝑇,𝑖),𝑖 − 𝜌𝑐�̇� − 𝑇0 (1 +
휃

𝑇0
) 𝛽휀�̇�𝑖 = 0 

بسته به اینکه لبه مورد نظر دما ثابت باشد یا یک را های جسم بر روی لبهشرایط مرزی دمایی 

 :کردبیان ب( -24-4الف( و )-24-4)با روابط توان میشار گرمایی از آن عبور کند؛ به ترتیب 

휃 الف(-4-24) = 휃𝑠                      

휃,𝑛 ب(-4-24) + 𝑎휃 = 𝑏          

های شوند. مولفهبر روی مرز تعیین می 1های سطحیتنش شرایط مرزی مکانیکی از طریق بردار

 شوند.به تانسور تنش مرتبط می 2نیروی مرزی از طریق فرمول کوشی

(4-25) 𝑇𝑟𝑖
𝒏 = 𝜎𝑖𝑗𝑛𝑗                          

                                                           
1 Traction vector 
2 Cauchy’s formula 
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𝑇𝑟𝑖که در این رابطه 
𝒏  بر روی سطح مرزی است که بردار یکه نرمال آن  تنش سطحیمولفه𝒏  

 باشد. می

 کلاسیک جفت شدهترموالاستیک  سازي معادلاتگسسته  -4-9

( حل تحلیلی عمومی 23-4( و )22-4) جفت شدهسیستم معادلات  ،طور که قبلا گفته شدهمان

بندی المان محدود مبتنی بر روش گلرکین استفاده نمود. مدل توان از فرمولندارند. برای حل آنها می

با این فرض که  (eهر المان مبنا ) برایالمان محدود توسعه یافته مشابه مدل المان محدود است. 

طور که در فصل سوم نشان داده شد، همان ؛اندهای آن با هر دو تابع غنی سازی، غنی شدهتمامی گره

شوند قریب زده می( ت12-3( و )11-3(، )13-3)روابط استفاده از ییر دما با های جابجایی و تغمولفه

 توان این روابط را به صورت فشرده زیر نمایش داد:که می

(4-23) u𝑒(𝑥, 𝑦, 𝑡) = 𝑁ℎ(𝑥, 𝑦)aℎ
u(𝑡) + Φℎ(𝑥, 𝑦)bℎ

u(𝑡) + Ψℎ𝑚(𝑥, 𝑦)cℎ𝑚
u (𝑡) 

(4-21) v𝑒(𝑥, 𝑦, 𝑡) = 𝑁ℎ(𝑥, 𝑦)aℎ
v(𝑡) + Φℎ(𝑥, 𝑦)bℎ

v(𝑡) + Ψℎ𝑚(𝑥, 𝑦)cℎ𝑚
v (𝑡) 

(4-22) 휃𝑒(𝑥, 𝑦, 𝑡) = 𝑁ℎ(𝑥, 𝑦)aℎ
T(𝑡) + Φℎ(𝑥, 𝑦)bℎ

T(𝑡) + Ψℎ𝑚(𝑥, 𝑦)cℎ𝑚
T (𝑡) 

 ℎ = 1,… , 𝑛𝑒,     𝑚 = 1,… ,4 

است که توابع  1( است. این یک تقریب از نوع کانتروویچeای در المان مبنا )تعداد نقاط گره 𝑛𝑒که 

های جابجایی و تغییر دما در مولفه. در این رابطه ]141[ شوندزمان و مکان به توابع مجزا تفکیک می

,𝑁ℎ(𝑥هر گره تابع زمان هستند و تابع شکل  𝑦)،  تابعی از متغیرهای مکان است. مشتقات اول و دوم

 توان به صورت زیر بدست آورد:را مینسبت به زمان های جابجایی و تغییر دما مولفه

(4-23) u̇𝑒(𝑥, 𝑦, 𝑡) = 𝑁ℎ(𝑥, 𝑦)ȧℎ
u(𝑡) + Φℎ(𝑥, 𝑦)ḃℎ

u(𝑡) + Ψℎ𝑚(𝑥, 𝑦)ċℎ𝑚
u (𝑡) 

(4-31) ü𝑒(𝑥, 𝑦, 𝑡) = 𝑁ℎ(𝑥, 𝑦)äℎ
u(𝑡) + Φℎ(𝑥, 𝑦)b̈ℎ

u(𝑡) + Ψℎ𝑚(𝑥, 𝑦)c̈ℎ𝑚
u (𝑡) 

                                                           
1 Kantrovitch type of approximation 
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(4-31) v̇𝑒(𝑥, 𝑦, 𝑡) = 𝑁ℎ(𝑥, 𝑦)ȧℎ
v(𝑡) + Φℎ(𝑥, 𝑦)ḃℎ

v(𝑡) + Ψℎ𝑚(𝑥, 𝑦)ċℎ𝑚
v (𝑡) 

(4-32) v̈𝑒(𝑥, 𝑦, 𝑡) = 𝑁ℎ(𝑥, 𝑦)äℎ
v(𝑡) + Φℎ(𝑥, 𝑦)b̈ℎ

v(𝑡) + Ψℎ𝑚(𝑥, 𝑦)c̈ℎ𝑚
v (𝑡) 

(4-33) 휃̇𝑒(𝑥, 𝑦, 𝑡) = 𝑁ℎ(𝑥, 𝑦)ȧℎ
T(𝑡) + Φℎ(𝑥, 𝑦)ḃℎ

T(𝑡) + Ψℎ𝑚(𝑥, 𝑦)ċℎ𝑚
T (𝑡) 

 ℎ = 1,… , 𝑛𝑒,     𝑚 = 1,… ,4 

,𝑆𝑙(𝑥مانده وزنی نسبت به توابع وزنی با اعمال انتگرال باقی 𝑦)توان به صورت ، تقریب گلرکین را می

 زیر نوشت:

(4-34) ∫ (𝜎𝑖𝑗,𝑗 + 𝐵𝑖 − 𝜌�̈�𝑖)𝑆𝑙𝑑𝑉
𝑉(𝑒)

= 0          𝑙 = 1,2, … , 𝑛𝑠,    𝑖, 𝑗 = 1,2  

,𝑆𝑙(𝑥که در این رابطه توابع وزنی  𝑦) ،همان توابع شکل المان محدود توسعه یافته هستند. یعنی 

(4-35) 𝑆𝑙 = {𝑁1, 𝑁2, 𝑁3, 𝑁4, Φ1, Φ2, Φ3, Φ4, Ψ1𝑚, Ψ2𝑚, Ψ3𝑚, Ψ4𝑚 }      𝑚 = 1,… ,4 

 :شودنتیجه می( و استفاده از تئوری گاوس 34-4به اولین عبارت رابطه ) 1بندی ضعیفبا اعمال فرمول

(4-33) ∫ (𝜎𝑖𝑗,𝑗)𝑆𝑙𝑑𝑉
𝑉(𝑒)

= ∫ 𝜎𝑖𝑗𝑛𝑗𝑆𝑙𝑑𝐴
𝐴(𝑒)

−∫
𝜕𝑆𝑙
𝜕𝑥𝑗

𝜎𝑖𝑗𝑑𝑉
𝑉(𝑒)

           

( در 33-4. جایگذاری رابطه )هستندهای بردار یکه نرمال خارجی بر روی مرز مولفه 𝑛𝑗در این رابطه 

 دهد:( رابطه زیر را نتیجه می34-4معادله )

(4-31) ∫ 𝜎𝑖𝑗𝑛𝑗𝑆𝑙𝑑𝐴
𝐴(𝑒)

−∫
𝜕𝑆𝑙
𝜕𝑥𝑗

𝜎𝑖𝑗𝑑𝑉
𝑉(𝑒)

+∫ 𝐵𝑖𝑆𝑙𝑑𝑉
𝑉(𝑒)

− ∫ 𝜌�̈�𝑖𝑆𝑙𝑑𝑉
𝑉(𝑒)

= 0       

توان به صورت ( را می31-4( اولین عبارت از رابطه )25-4با درنظر گرفتن فرمول کوشی )رابطه 

 زیر نوشت:

(4-32) ∫ 𝜎𝑖𝑗𝑛𝑗𝑆𝑙𝑑𝐴
𝐴(𝑒)

= ∫ 𝑇𝑟𝑖
𝑛𝑆𝑙𝑑𝐴

𝐴(𝑒)

       

 شود:( رابطه زیر نتیجه می31-4( در دومین عبارت از رابطه )12-4از رابطه ) 𝜎𝑖𝑗با جایگذاری 

                                                           
1 Weak formulation 
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(4-33) ∫
𝜕𝑆𝑙
𝜕𝑥𝑗

𝜎𝑖𝑗𝑑𝑉
𝑉(𝑒)

= ∫
𝜕𝑆𝑙
𝜕𝑥𝑗

[𝜇(𝑢𝑖,𝑗 + 𝑢𝑗,𝑖) + 𝜆𝑢𝑘,𝑘𝛿𝑖𝑗 − 𝛽휃𝛿𝑖𝑗]𝑑𝑉
𝑉(𝑒)

    

 آید:(، معادله زیر بدست می31-4( در معادله )33-4( و )32-4با جایگذاری روابط )

(4-41) 
∫ 𝜌�̈�𝑖𝑆𝑙𝑑𝑉
𝑉(𝑒)

+∫
𝜕𝑆𝑙
𝜕𝑥𝑗

[𝜇(𝑢𝑖,𝑗 + 𝑢𝑗,𝑖) + 𝜆𝑢𝑘,𝑘𝛿𝑖𝑗]𝑑𝑉
𝑉(𝑒)

−∫ 𝛽휃
𝜕𝑆𝑙
𝜕𝑥𝑖

𝑑𝑉
𝑉(𝑒)

= ∫ 𝐵𝑖𝑆𝑙𝑑𝑉
𝑉(𝑒)

+∫ 𝑇𝑟𝑖
𝑛𝑆𝑙𝑑𝐴

𝐴(𝑒)

       𝑖, 𝑗 = 1,2 

شامل هر دو های آن شود که تمامی گرهگره در نظر گرفته می 𝑛𝑒با تعداد  eاکنون، المان مبنای 

( 22-4( تا )23-4های جابجایی و تغییر دما در این المان با معادلات )سازی هستند. مولفهتابع غنی

توان با معادلات زیر را در حالت تفکیک شده می( 41-4ها، معادله )شوند. با این تقریبتقریب زده می

 :بیان کرد

(4-41) 

(∫ 𝜌𝑆𝑙𝑁ℎ𝑑𝑉
𝑉(𝑒)

) äℎ
u + (∫ 𝜌𝑆𝑙Φℎ𝑑𝑉

𝑉(𝑒)

) b̈ℎ
u + (∫ 𝜌𝑆𝑙Ψℎ𝑚𝑑𝑉

𝑉(𝑒)

) c̈ℎ𝑚
u

+∫ 𝑆𝑙,𝑥[(𝜆 + 2𝜇)(𝑁ℎ,𝑥aℎ
u +Φℎ,𝑥bℎ

u +Ψℎ𝑚,𝑥cℎ𝑚
u )

𝑉(𝑒)

+ 𝜆(𝑁ℎ,𝑦aℎ
v +Φℎ,𝑦bℎ

v +Ψℎ𝑚,𝑦cℎ𝑚
v )]𝑑𝑉

+ ∫ 𝜇𝑆𝑙,𝑦(𝑁ℎ,𝑦aℎ
u +Φℎ,𝑦bℎ

u +Ψℎ𝑚,𝑦cℎ𝑚
u + 𝑁ℎ,𝑥ah

v

𝑉(𝑒)

+Φℎ,𝑥bℎ
v +Ψℎ𝑚,𝑥cℎ𝑚

v )𝑑𝑉

− ∫ 𝛽𝑆𝑙,𝑥(𝑁ℎaℎ
T +Φℎbℎ

T +Ψℎ𝑚cℎ𝑚
T )𝑑𝑉

𝑉(𝑒)

= ∫ 𝐵𝑥𝑆𝑙𝑑𝑉
𝑉(𝑒)

+∫ 𝑇𝑟𝑥
𝑛𝑆𝑙𝑑𝐴

𝐴(𝑒)
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(4-42) 

(∫ 𝜌𝑆𝑙𝑁ℎ𝑑𝑉
𝑉(𝑒)

) äℎ
v + (∫ 𝜌𝑆𝑙Φℎ𝑑𝑉

𝑉(𝑒)

) b̈ℎ
v + (∫ 𝜌𝑁𝑆𝑙Ψℎ𝑚𝑑𝑉

𝑉(𝑒)

) c̈ℎ𝑚
v

+∫ 𝜇𝑆𝑙,𝑥(𝑁ℎ,𝑥aℎ
v +Φℎ,𝑥bℎ

v +Ψℎ𝑚,𝑥cℎ𝑚
v + 𝑁ℎ,𝑦aℎ

u +Φℎ,𝑦bℎ
u

𝑉(𝑒)

+Ψℎ𝑚,𝑦cℎ𝑚
u )𝑑𝑉

+∫ 𝑆𝑙,𝑦[(𝜆 + 2𝜇)(𝑁ℎ,𝑦aℎ
v +Φℎ,𝑦bℎ

v +Ψℎ𝑚,𝑦cℎ𝑚
v )

𝑉(𝑒)

+ 𝜆(𝑁ℎ,𝑥aℎ
u +Φℎ,𝑥bℎ

u +Ψℎ𝑚,𝑥cℎ𝑚
u )]𝑑𝑉

−∫ 𝛽𝑆𝑙,𝑦(𝑁ℎaℎ
T +Φℎbℎ

T +Ψℎ𝑚cℎ𝑚
T )𝑑𝑉

𝑉(𝑒)

= ∫ 𝐵𝑦𝑆𝑙𝑑𝑉
𝑉(𝑒)

+∫ 𝑇𝑟𝑦
𝑛𝑆𝑙𝑑𝐴

𝐴(𝑒)

    

𝑙 = 1,2, … , 𝑛𝑠, ℎ = 1,… , 𝑛𝑒   𝑚 = 1,… ,4     

( تقریب المان محدود توسعه یافته معادله حرکت هستند. تقریب 42-4( و )41-4معادلات )

 توان به صورت زیر نوشت:( را می21-4گلرکین معادله انرژی )رابطه 

(4-43) ∫ (𝑞𝑖,𝑖 + 𝜌𝑐𝑡휃̇ + 𝑇0 (1 +
휃

𝑇0
) 𝛽�̇�𝑖,𝑖 − 𝑅)𝑆𝑙𝑑𝑉

𝑉(𝑒)

= 0    𝑙 = 1,2, … , 𝑛𝑠 

توان به صورت زیر برای مسائل دو بعدی را می 𝑞𝑖,𝑖فرمول بندی انتگرالی گرادیان شار گرمایی 

  :]141[ بیان کرد

(4-44) 
∫ 𝑞𝑖,𝑖𝑆𝑙𝑑𝑉
𝑉(𝑒)

= ∫ (
𝜕𝑞𝑥
𝜕𝑥

+
𝜕𝑞𝑦

𝜕𝑦
) 𝑆𝑙𝑑𝑉

𝑉(𝑒)

= ∫ (𝑞𝑖𝑛𝑖)𝑆𝑙𝑑𝐴
𝐴(𝑒)

−∫ 𝑞𝑖
𝜕𝑆𝑙
𝜕𝑥𝑖

𝑑𝑉
𝑉(𝑒)

                  𝑙 = 1,2, … , 𝑛𝑠  

( در 44-4تحت شار حرارتی است. جایگذاری رابطه ) 𝑒سطح مرزی المان  𝐴(𝑒)که در این رابطه 

 دهد:های آن رابطه زیر را نتیجه می( و مرتب کردن عبارت43-4معادله )
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(4-45) 
∫ 𝜌𝑐𝑡휃̇𝑆𝑙𝑑𝑉
𝑉(𝑒)

−∫ 𝑞𝑖
𝜕𝑆𝑙
𝜕𝑥𝑖

𝑑𝑉
𝑉(𝑒)

+∫ 𝑇0 (1 +
휃

𝑇0
) 𝛽�̇�𝑖,𝑖𝑆𝑙𝑑𝑉

𝑉(𝑒)

= 

∫ 𝑅𝑆𝑙𝑑𝑉
𝑉(𝑒)

−∫ (𝑞𝑖𝑛𝑖)𝑆𝑙𝑑𝐴
𝐴(𝑒)

          𝑙 = 1,2, … , 𝑛𝑠 

 ( را 45-4کوچک باشد، معادله ) 𝑇0، در مقایسه با دمای اولیه 휃در صورتی که تغییرات دما 

 زیر نوشت:تر توان به شکل سادهمی

(4-43) 
∫ 𝜌𝑐𝑡휃̇𝑆𝑙𝑑𝑉
𝑉(𝑒)

−∫ 𝑞𝑖
𝜕𝑆𝑙
𝜕𝑥𝑖

𝑑𝑉
𝑉(𝑒)

+∫ 𝑇0𝛽�̇�𝑖,𝑖𝑆𝑙𝑑𝑉
𝑉(𝑒)

= 

∫ 𝑅𝑆𝑙𝑑𝑉
𝑉(𝑒)

–∫ (𝑞𝑖𝑛𝑖)𝑆𝑙𝑑𝐴
𝐴(𝑒)

                𝑙 = 1,2, … , 𝑛𝑠 

 ،(43-4( در رابطه )22-4( تا )23-4از روابط ) 휃و تغییر دما  𝑢𝑖های جابجایی با جایگذاری مولفه

 آید:به دست میبه صورت زیر  جفت شدهتقریب المان محدود توسعه یافته معادله انرژی 

(∫ 𝜌𝑐𝑡𝑆𝑙𝑁ℎ𝑑𝑉
𝑉(𝑒)

) ȧℎ
T + (∫ 𝜌𝑐𝑡𝑆𝑙Φℎ𝑑𝑉

𝑉(𝑒)

) ḃℎ
T + (∫ 𝜌𝑐𝑡𝑆𝑙Ψℎ𝑚𝑑𝑉

𝑉(𝑒)

) ċℎ𝑚
T + 

(∫ 𝑘𝑥𝑆𝑙,𝑥𝑁ℎ,𝑥𝑑𝑉
𝑉(𝑒)

)aℎ
T + (∫ 𝑘𝑥𝑆𝑙,𝑥Φℎ,𝑥𝑑𝑉

𝑉(𝑒)

)bℎ
T + (∫ 𝑘𝑥𝑆𝑙,𝑥Ψ1ℎ,𝑥𝑑𝑉

𝑉(𝑒)

) cℎ
T + 

(∫ 𝑘𝑦𝑆𝑙,𝑦𝑁ℎ,𝑦𝑑𝑉
𝑉(𝑒)

)aℎ
T + (∫ 𝑘𝑦𝑆𝑙,𝑦Φℎ,𝑦𝑑𝑉

𝑉(𝑒)

)bℎ
T + (∫ 𝑘𝑦𝑆𝑙,𝑦Ψℎ1,𝑦𝑑𝑉

𝑉(𝑒)

) cℎ
T + 

(∫ 𝑇0𝛽𝑆𝑙𝑁ℎ,𝑥𝑑𝑉
𝑉(𝑒)

) ȧℎ
u + (∫ 𝑇0𝛽𝑆𝑙Φℎ,𝑥𝑑𝑉

𝑉(𝑒)

) ḃℎ
u + (∫ 𝑇0𝛽𝑆𝑙Ψℎ𝑚,𝑥𝑑𝑉

𝑉(𝑒)

) ċℎ𝑚
u + 

(∫ 𝑇0𝛽𝑆𝑙𝑁ℎ,𝑦𝑑𝑉
𝑉(𝑒)

) ȧℎ
v + (∫ 𝑇0𝛽𝑆𝑙Φℎ,𝑦𝑑𝑉

𝑉(𝑒)

) ḃℎ
v + (∫ 𝑇0𝛽𝑆𝑙Ψℎ𝑚,𝑦𝑑𝑉

𝑉(𝑒)

) ċℎ𝑚
v  

= ∫ 𝑅𝑆𝑙𝑑𝑉
𝑉(𝑒)

−∫ (𝑞𝑥𝑛𝑥)𝑆𝑙𝑑𝐴
𝐴(𝑒)

−∫ (𝑞𝑦𝑛𝑦)𝑆𝑙𝑑𝐴
𝐴(𝑒)

 

(4-41)   𝑙 = 1,2, . . , 𝑛𝑠        ℎ = 1,… , 𝑛𝑒         𝑚 = 1, … ,4 

الب معادلات قدر وان آنها را ت(، می41-4( و )42-4(، )41-4های معادلات )با مرتب سازی عبارت

 زیر بازنویسی کرد:
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(∫ 𝜌𝑆𝑙𝑁ℎ𝑑𝑉
𝑉(𝑒)

) äℎ
u + (∫ 𝜌𝑆𝑙Φℎ𝑑𝑉

𝑉(𝑒)

) b̈ℎ
u + (∫ 𝜌𝑆𝑙Ψℎ𝑚𝑑𝑉

𝑉(𝑒)

) c̈ℎ𝑚
u + 

(∫ [(𝜆 + 2𝜇)𝑆𝑙,𝑥𝑁ℎ,𝑥 + 𝜇𝑆𝑙,𝑦𝑁ℎ,𝑦]
𝑉(𝑒)

𝑑𝑉)aℎ
u + 

(∫ [(𝜆 + 2𝜇)𝑆𝑙,𝑥Φℎ,𝑥 + 𝜇𝑆𝑙,𝑦Φℎ,𝑦]
𝑉(𝑒)

𝑑𝑉)bℎ
u + 

(∫ [(𝜆 + 2𝜇)𝑆𝑙,𝑥Ψℎ𝑚,𝑥 + 𝜇𝑆𝑙,𝑦Ψℎ𝑚,𝑦]
𝑉(𝑒)

𝑑𝑉) cℎ𝑚
u + 

(∫ [𝜆𝑆𝑙,𝑥𝑁ℎ,𝑦 + 𝜇𝑆𝑙,𝑦𝑁ℎ,𝑥]𝑑𝑉
𝑉(𝑒)

) aℎ
v + (∫ [𝜆𝑆𝑙,𝑥Φℎ,𝑦 + 𝜇𝑆𝑙,𝑦Φℎ,𝑥]𝑑𝑉

𝑉(𝑒)

)bℎ
v + 

(∫ [𝜆𝑆𝑙,𝑥Ψℎ𝑚,𝑦 + 𝜇𝑆𝑙,𝑦Ψℎ𝑚,𝑥]𝑑𝑉
𝑉(𝑒)

) cℎ𝑚
v −∫ 𝛽𝑆𝑙,𝑥(𝑁ℎaℎ

T +Φℎbℎ
T +Ψℎ𝑚cℎ𝑚

T )𝑑𝑉
𝑉(𝑒)

 

(4-42) = ∫ 𝐵𝑥𝑆𝑙𝑑𝑉
𝑉(𝑒)

+∫ 𝑇𝑟𝑥
𝑛𝑆𝑙𝑑𝐴

𝐴(𝑒)

    

(∫ 𝜌𝑆𝑙𝑁ℎ𝑑𝑉
𝑉(𝑒)

) äℎ
v + (∫ 𝜌𝑆𝑙Φℎ𝑑𝑉

𝑉(𝑒)

) b̈ℎ
v + (∫ 𝜌𝑆𝑙Ψℎ𝑚𝑑𝑉

𝑉(𝑒)

) c̈ℎ𝑚
v + 

(∫ [𝜇𝑆𝑙,𝑥𝑁ℎ,𝑦 + 𝜆𝑆𝑙,𝑦𝑁ℎ,𝑥]𝑑𝑉
𝑉(𝑒)

) aℎ
u + (∫ [𝜇𝑆𝑙,𝑥Φℎ,𝑦 + 𝜆𝑆𝑙,𝑦Φℎ,𝑥]𝑑𝑉

𝑉(𝑒)

)bℎ
u + 

(∫ [𝜇𝑆𝑙,𝑥Ψℎ𝑚,𝑦 + 𝜆𝑆𝑙,𝑦Ψ ,𝑥]𝑑𝑉
𝑉(𝑒)

) cℎ𝑚
u + 

(∫ [𝜇𝑆𝑙,𝑥𝑁ℎ,𝑥 + (𝜆 + 2𝜇)𝑆𝑙,𝑦𝑁ℎ,𝑦]𝑑𝑉
𝑉(𝑒)

)aℎ
v + 

(∫ [𝜇𝑆𝑙,𝑥Φℎ,𝑥 + (𝜆 + 2𝜇)𝑆𝑙,𝑦Φℎ,𝑦]𝑑𝑉
𝑉(𝑒)

)bℎ
v + 

(∫ [𝜇𝑆𝑙,𝑥Ψℎ𝑚,𝑥 + (𝜆 + 2𝜇)𝑆𝑙,𝑦Ψℎ𝑚,𝑦]𝑑𝑉
𝑉(𝑒)

) cℎ𝑚
v − 

(4-43) ∫ 𝛽𝑆𝑙,𝑦(𝑁ℎaℎ
T +Φℎbℎ

T +Ψℎ𝑚cℎ𝑚
T )𝑑𝑉

𝑉(𝑒)

= ∫ 𝐵𝑦𝑆𝑙𝑑𝑉
𝑉(𝑒)

+∫ 𝑇𝑟𝑦
𝑛𝑆𝑙𝑑𝐴

𝐴(𝑒)

   

  

(∫ 𝜌𝑐𝑡𝑆𝑙𝑁ℎ𝑑𝑉
𝑉(𝑒)

) ȧℎ
T + (∫ 𝜌𝑐𝑡𝑆𝑙Φℎ𝑑𝑉

𝑉(𝑒)

) ḃℎ
T + (∫ 𝜌𝑐𝑡𝑆𝑙Ψℎ𝑚𝑑𝑉

𝑉(𝑒)

) ċℎ𝑚
T + 
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(∫ [𝑘𝑥𝑆𝑙,𝑥𝑁ℎ,𝑥 + 𝑘𝑦𝑆𝑙,𝑦𝑁ℎ,𝑦]𝑑𝑉
𝑉(𝑒)

) aℎ
T + (∫ [𝑘𝑥𝑆𝑙,𝑥Φℎ,𝑥 + 𝑘𝑦𝑆𝑙,𝑦Φℎ,𝑦]𝑑𝑉

𝑉(𝑒)

)bℎ
T + 

(∫ [𝑘𝑥𝑆𝑙,𝑥Ψℎ1,𝑥 + 𝑘𝑦𝑆𝑙,𝑦Ψℎ𝑚,𝑦]𝑑𝑉
𝑉(𝑒)

) cℎ𝑚
T + (∫ 𝑇0𝛽𝑆𝑙𝑁ℎ,𝑥𝑑𝑉

𝑉(𝑒)

) ȧℎ
u + 

(∫ 𝑇0𝛽𝑆𝑙Φℎ,𝑥𝑑𝑉
𝑉(𝑒)

) ḃℎ
u + (∫ 𝑇0𝛽𝑆𝑙Ψℎ𝑚,𝑥𝑑𝑉

𝑉(𝑒)

) ċℎ𝑚
u + (∫ 𝑇0𝛽𝑆𝑙𝑁ℎ,𝑦𝑑𝑉

𝑉(𝑒)

) ȧℎ
v + 

(∫ 𝑇0𝛽𝑆𝑙Φℎ,𝑦𝑑𝑉
𝑉(𝑒)

) ḃℎ
v + (∫ 𝑇0𝛽𝑆𝑙Ψℎ𝑚,𝑦𝑑𝑉

𝑉(𝑒)

) ċℎ𝑚
v  

(4-51) = ∫ 𝑅𝑆𝑙𝑑𝑉
𝑉(𝑒)

–∫ (𝑞𝑥𝑛𝑥)𝑆𝑙𝑑𝐴
𝐴(𝑒)

−∫ (𝑞𝑦𝑛𝑦)𝑆𝑙𝑑𝐴
𝐴(𝑒)

 

   𝑙 = 1,2, . . , 𝑛𝑠        ℎ = 1,… , 𝑛𝑒         𝑚 = 1, … ,4 

توان در غالب یک معادله ماتریسی مونتاژ کرد. این ( را می51-4( و )43-4(، )42-4معادلات )

 :آیدبدست میکه به صورت زیر  توسعه یافته است المان محدود جفت شدهمعادله، معادله 

(4-51) [M]{∆̈} + [C]{∆̇} + [K]{∆} = {F} 

بردار  {∆}های جرم، میرایی، و سفتی هستند. به ترتیب ماتریس [K]و  [C]، [M]در این رابطه 

ها و بردارها ( این ماتریسeای است. برای یک المان مبنا )بردار نیروهای گره {F}ای و مجهولات گره

 :آیندبه صورت زیر بدست می

(4-52) [M](𝑒) = [

[𝑀11] [𝑀12] [𝑀13] [0] [0] [0] [0] [0] [0]

[0] [0] [0] [𝑀24] [𝑀25] [𝑀26] [0] [0] [0]

[0] [0] [0] [0] [0] [0] [0] [0] [0]

] 

(4-53) [C](𝑒) = [

[0] [0] [0] [0] [0] [0] [0] [0] [0]
[0] [0] [0] [0] [0] [0] [0] [0] [0]
[𝐶31] [𝐶32] [𝐶33] [𝐶34] [𝐶35] [𝐶36] [𝐶37] [𝐶38] [𝐶39]

] 

(4-54) 

[K](𝑒) = 

[

[𝐾11] [𝐾12] [𝐾13] [𝐾14] [𝐾15] [𝐾16] [𝐾17] [𝐾18] [𝐾19]
[𝐾21] [𝐾22] [𝐾23] [𝐾24] [𝐾25] [𝐾26] [𝐾27] [𝐾28] [𝐾29]

[0] [0] [0] [0] [0] [0] [𝐾37] [𝐾38] [𝐾39]
] 

(4-55) {∆}(𝑒) = {aℎ
u , bℎ

u, cℎ𝑚
u , aℎ

v , bℎ
v , cℎ𝑚

v , aℎ
T, bℎ

T, cℎ𝑚
T }

𝑇
,   

ℎ = 1,… , 𝑛𝑒,    𝑚 = 1,… ,4 
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(4-53) {F}(𝑒) =

{
 
 
 

 
 
 ∫ 𝐵𝑥𝑆𝑙𝑑𝑉

𝑉(𝑒)

+∫ 𝑇𝑟𝑥
𝑛𝑆𝑙𝑑𝐴

𝐴(𝑒)

∫ 𝐵𝑦𝑆𝑙𝑑𝑉
𝑉(𝑒)

+∫ 𝑇𝑟𝑦
𝑛𝑆𝑙𝑑𝐴

𝐴(𝑒)

∫ 𝑅𝑆𝑙𝑑𝑉
𝑉(𝑒)

−∫ (𝑞𝑥𝑛𝑥)𝑆𝑙𝑑𝐴
𝐴(𝑒)

−∫ (𝑞𝑦𝑛𝑦)𝑆𝑙𝑑𝐴
𝐴(𝑒) }

 
 
 

 
 
 

 

توان آنها را از هایی هستند که میمیرایی و سفتی، خود ماتریسهای جرم، های ماتریسمولفه

های جرم، های ماتریسمولفه کار ( استخراج کرد. با انجام این51-4( و )43-4(، )42-4معادلات )

 :آیندمیرایی و سفتی به صورت زیر بدست می

(4-51) [𝑀11] = [𝑀24] = [∫ 𝜌𝑆𝑙𝑁ℎ𝑑𝑉
𝑉(𝑒)

]   

(4-52) [𝑀12] = [𝑀25] = [∫ 𝜌𝑆𝑙Φℎ𝑑𝑉
𝑉(𝑒)

] 

(4-53) [𝑀13] = [𝑀26] = [∫ 𝜌𝑆𝑙Ψℎ𝑚𝑑𝑉
𝑉(𝑒)

] 

(4-31) [𝐶31] = [∫ 𝑇0𝛽𝑆𝑙𝑁ℎ,𝑥𝑑𝑉
𝑉(𝑒)

] 

(4-31) [𝐶32] = [∫ 𝑇0𝛽𝑆𝑙Φℎ,𝑥𝑑𝑉
𝑉(𝑒)

], 

(4-32) [𝐶33] = [∫ 𝑇0𝛽𝑆𝑙Ψℎ𝑚,𝑥𝑑𝑉
𝑉(𝑒)

] 

(4-33) [𝐶34] = [∫ 𝑇0𝛽𝑆𝑙𝑁ℎ,𝑦𝑑𝑉
𝑉(𝑒)

], 

(4-34) [𝐶35] = [∫ 𝑇0𝛽𝑆𝑙Φℎ,𝑦𝑑𝑉
𝑉(𝑒)

] 

(4-35) [𝐶36] = [∫ 𝑇0𝛽𝑆𝑙Ψℎ𝑚,𝑦𝑑𝑉
𝑉(𝑒)

], 

(4-33) 
[𝐶37] = [∫ 𝜌𝑐𝑡𝑆𝑙𝑁ℎ𝑑𝑉

𝑉(𝑒)

] 
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(4-31) [𝐶38] = [∫ 𝜌𝑐𝑡𝑆𝑙Φℎ𝑑𝑉
𝑉(𝑒)

] 

(4-32) [𝐶39] = [∫ 𝜌𝑐𝑡𝑆𝑙Ψℎ𝑚𝑑𝑉
𝑉(𝑒)

] 

(4-33) [𝐾11] = [∫ ((𝜆 + 2𝜇)𝑆𝑙,𝑥𝑁ℎ,𝑥 + 𝜇𝑆𝑙,𝑦𝑁ℎ,𝑦)
𝑉(𝑒)

𝑑𝑉] 

(4-11) [𝐾12] = [∫ ((𝜆 + 2𝜇)𝑆𝑙,𝑥Φℎ,𝑥 + 𝜇𝑆𝑙,𝑦Φℎ,𝑦)
𝑉(𝑒)

𝑑𝑉] 

(4-11) [𝐾13] = [∫ ((𝜆 + 2𝜇)𝑆𝑙,𝑥Ψℎ𝑚,𝑥 + 𝜇𝑆𝑙,𝑦Ψℎ𝑚,𝑦)
𝑉(𝑒)

𝑑𝑉] 

(4-12) [𝐾14] = [∫ (𝜆𝑆𝑙,𝑥𝑁ℎ,𝑦 + 𝜇𝑆𝑙,𝑦𝑁ℎ,𝑥)𝑑𝑉
𝑉(𝑒)

] 

(4-13) [𝐾15] = [∫ (𝜆𝑆𝑙,𝑥Φℎ,𝑦 + 𝜇𝑆𝑙,𝑦Φℎ,𝑥)𝑑𝑉
𝑉(𝑒)

] 

(4-14) [𝐾16] = [∫ (𝜆𝑆𝑙,𝑥Ψℎ𝑚,𝑦 + 𝜇𝑆𝑙,𝑦Ψℎ𝑚,𝑥)𝑑𝑉
𝑉(𝑒)

],     

(4-15) [𝐾17] = [−∫ 𝛽𝑆𝑙,𝑥𝑁ℎ𝑑𝑉
𝑉(𝑒)

] 

(4-13) [𝐾18] = [−∫ 𝛽𝑆𝑙,𝑥Φℎ𝑑𝑉
𝑉(𝑒)

] 

(4-11) [𝐾19] = [−∫ 𝛽𝑆𝑙,𝑥Ψℎ𝑚𝑑𝑉
𝑉(𝑒)

] 

(4-12) [𝐾21] = [∫ (𝜇𝑆𝑙,𝑥𝑁ℎ,𝑦 + 𝜆𝑆𝑙,𝑦𝑁ℎ,𝑥)𝑑𝑉
𝑉(𝑒)

] 

(4-13) [𝐾22] = [∫ (𝜇𝑆𝑙,𝑥Φℎ,𝑦 + 𝜆𝑆𝑙,𝑦Φℎ,𝑥)𝑑𝑉
𝑉(𝑒)

] 

(4-21) [𝐾23] = [∫ (𝜇𝑆𝑙,𝑥Ψℎ𝑚,𝑦 + 𝜆𝑆𝑙,𝑦Ψℎ𝑚,𝑥)𝑑𝑉
𝑉(𝑒)

] 
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(4-21) [𝐾24] = [∫ (𝜇𝑆𝑙,𝑥𝑁ℎ,𝑥 + (𝜆 + 2𝜇)𝑆𝑙,𝑦𝑁ℎ,𝑦)𝑑𝑉
𝑉(𝑒)

] 

(4-22) [𝐾25] = [∫ (𝜇𝑆𝑙,𝑥Φℎ,𝑥 + (𝜆 + 2𝜇)𝑆𝑙,𝑦Φℎ,𝑦)𝑑𝑉
𝑉(𝑒)

] 

(4-23) [𝐾26] = [∫ (𝜇𝑆𝑙,𝑥Ψℎ𝑚,𝑥 + (𝜆 + 2𝜇)𝑆𝑙,𝑦Ψℎ𝑚,𝑦)𝑑𝑉
𝑉(𝑒)

] 

(4-24) [𝐾27] = [−∫ 𝛽𝑆𝑙,𝑦𝑁ℎ𝑑𝑉
𝑉(𝑒)

]   

(4-25) [𝐾28] = [−∫ 𝛽𝑆𝑙,𝑦Φℎ𝑑𝑉
𝑉(𝑒)

] 

(4-23) [𝐾29] = [−∫ 𝛽𝑆𝑙,𝑦Ψℎ𝑚𝑑𝑉
𝑉(𝑒)

] 

(4-21) [𝐾37] = [∫ (𝑘𝑥𝑆𝑙,𝑥𝑁ℎ,𝑥 + 𝑘𝑦𝑆𝑙,𝑦𝑁ℎ,𝑦)𝑑𝑉
𝑉(𝑒)

] 

(4-22) [𝐾38] = [∫ (𝑘𝑥𝑆𝑙,𝑥Φℎ,𝑥 + 𝑘𝑦𝑆𝑙,𝑦Φℎ,𝑦)𝑑𝑉
𝑉(𝑒)

] 

(4-23) [𝐾39] = [∫ (𝑘𝑥𝑆𝑙,𝑥Ψℎ𝑚,𝑥 + 𝑘𝑦𝑆𝑙,𝑦Ψℎ𝑚,𝑦)𝑑𝑉
𝑉(𝑒)

] 

زیر بازنویسی ماتریسی توان به فرم های جرم، میرایی و سفتی المان مبنا را میهای ماتریسمولفه

 کرد:

(4-31) [𝑀11] = [𝑀24] = ∫ 𝜌[𝑆]𝑇[𝑁]𝑑𝑉
𝑉(𝑒)

   

(4-31) [𝑀12] = [𝑀25] = ∫ 𝜌[𝑆]𝑇[Φ]𝑑𝑉
𝑉(𝑒)

 

(4-32) [𝑀13] = [𝑀26] = ∫ [𝜌[𝑆]𝑇[Ψ1] 𝜌[𝑆]𝑇[Ψ2] 𝜌[𝑆]𝑇[Ψ3] 𝜌[𝑆]𝑇[Ψ4]]
𝑉(𝑒)

𝑑𝑉 

(4-33) [𝐶31] = ∫ 𝑇0𝛽[𝑆]
𝑇[𝐺1]𝑑𝑉

𝑉(𝑒)
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(4-34) [𝐶32] = ∫ 𝑇0𝛽[𝑆]
𝑇[𝐺3]𝑑𝑉

𝑉(𝑒)

 

(4-35) [𝐶33] = ∫ [𝑇0𝛽[𝑆]
𝑇[𝐺5] 𝑇0𝛽[𝑆]

𝑇[𝐺6] 𝑇0𝛽[𝑆]
𝑇[𝐺7] 𝑇0𝛽[𝑆]

𝑇[𝐺8]]𝑑𝑉
𝑉(𝑒)

 

(4-33) [𝐶34] = ∫ 𝑇0𝛽[𝑆]
𝑇[𝐺2]𝑑𝑉

𝑉(𝑒)

 

(4-31) [𝐶35] = ∫ 𝑇0𝛽[𝑆]
𝑇[𝐺4]𝑑𝑉

𝑉(𝑒)

 

(4-32) 
[𝐶36] = 

∫ [𝑇0𝛽[𝑆]
𝑇[𝐺9] 𝑇0𝛽[𝑆]

𝑇[𝐺10] 𝑇0𝛽[𝑆]
𝑇[𝐺11] 𝑇0𝛽[𝑆]

𝑇[𝐺12]]
𝑉(𝑒)

𝑑𝑉 

(4-33) [𝐶37] = ∫ 𝜌𝑐𝑡[𝑆]
𝑇[𝑁]𝑑𝑉

𝑉(𝑒)

 

(4-111) [𝐶38] = ∫ 𝜌𝑐𝑡[𝑆]
𝑇[Φ]𝑑𝑉

𝑉(𝑒)

 

(4-111) [𝐶39] = ∫ [𝜌𝑐𝑡[𝑆]
𝑇[Ψ1] 𝜌𝑐𝑡[𝑆]

𝑇[Ψ2] 𝜌𝑐𝑡[𝑆]
𝑇[Ψ3] 𝜌𝑐𝑡[𝑆]

𝑇[Ψ4]]𝑑𝑉
𝑉(𝑒)

 

(4-112) [𝐾11] = ∫ ((𝜆 + 2𝜇)[𝐺13]
𝑇[𝐺1] + 𝜇[𝐺14]

𝑇[𝐺2])
𝑉(𝑒)

𝑑𝑉 

(4-113) [𝐾12] = ∫ ((𝜆 + 2𝜇)[𝐺13]
𝑇[𝐺3] + 𝜇[𝐺14]

𝑇[𝐺4])
𝑉(𝑒)

𝑑𝑉 

(4-114) 

[𝐾13] =  [∫ ((𝜆 + 2𝜇)[𝐺13]
𝑇[𝐺5] + 𝜇[𝐺14]

𝑇[𝐺9])
𝑉(𝑒)

𝑑𝑉 

∫ ((𝜆 + 2𝜇)[𝐺13]
𝑇[𝐺6] + 𝜇[𝐺14]

𝑇[𝐺10])
𝑉(𝑒)

𝑑𝑉 

∫ ((𝜆 + 2𝜇)[𝐺13]
𝑇[𝐺7] + 𝜇[𝐺14]

𝑇[𝐺11])
𝑉(𝑒)

𝑑𝑉 

∫ ((𝜆 + 2𝜇)[𝐺13]
𝑇[𝐺8] + 𝜇[𝐺14]

𝑇[𝐺12])𝑑𝑉
𝑉(𝑒)

] 
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(4-115) [𝐾14] = ∫ (𝜆[𝐺13]
𝑇[𝐺2] + 𝜇[𝐺14]

𝑇[𝐺1])𝑑𝑉
𝑉(𝑒)

 

(4-113) [𝐾15] = ∫ (𝜆[𝐺13]
𝑇[𝐺4] + 𝜇[𝐺14]

𝑇[𝐺3])𝑑𝑉
𝑉(𝑒)

 

(4-111) 

[𝐾16] = 

∫ [(𝜆[𝐺13]
𝑇[𝐺9] + 𝜇[𝐺14]

𝑇[𝐺5]) (𝜆[𝐺13]
𝑇[𝐺10] + 𝜇[𝐺14]

𝑇[𝐺6])
𝑉(𝑒)

 

(𝜆[𝐺13]
𝑇[𝐺11] + 𝜇[𝐺14]

𝑇[𝐺7]) (𝜆[𝐺13]
𝑇[𝐺12] + 𝜇[𝐺14]

𝑇[𝐺8])]𝑑𝑉 

(4-112) [𝐾17] = −∫ 𝛽[𝐺13]
𝑇[𝑁]𝑑𝑉

𝑉(𝑒)

 

(4-113) [𝐾18] = −∫ 𝛽[𝐺13]
𝑇[Φ]𝑑𝑉

𝑉(𝑒)

 

(4-111) 
[𝐾19] = 

−∫ [𝛽[𝐺13]
𝑇[Ψ1] 𝛽[𝐺13]

𝑇[Ψ2] 𝛽[𝐺13]
𝑇[Ψ3] 𝛽[𝐺13]

𝑇[Ψ4]]
𝑉(𝑒)

𝑑𝑉 

(4-111) [𝐾21] = ∫ (𝜇[𝐺13]
𝑇[𝐺2] + 𝜆[𝐺14]

𝑇[𝐺1])𝑑𝑉
𝑉(𝑒)

 

(4-112) [𝐾22] = ∫ (𝜇[𝐺13]
𝑇[𝐺4] + 𝜆[𝐺14]

𝑇[𝐺3])𝑑𝑉
𝑉(𝑒)

 

  

(4-113) 

[𝐾23] = 

∫ [(𝜇[𝐺13]
𝑇[𝐺9] + 𝜆[𝐺14]

𝑇[𝐺5]) (𝜇[𝐺13]
𝑇[𝐺10] + 𝜆[𝐺14]

𝑇[𝐺6])  
𝑉(𝑒)

 

(𝜇[𝐺13]
𝑇[𝐺11] + 𝜆[𝐺14]

𝑇[𝐺7]) (𝜇[𝐺13]
𝑇[𝐺12] + 𝜆[𝐺14]

𝑇[𝐺8])]𝑑𝑉 

(4-114) [𝐾24] = ∫ (𝜇[𝐺13]
𝑇[𝐺1] + (𝜆 + 2𝜇)[𝐺14]

𝑇[𝐺2])𝑑𝑉
𝑉(𝑒)

 

(4-115) [𝐾25] = ∫ (𝜇[𝐺13]
𝑇[𝐺3] + (𝜆 + 2𝜇)[𝐺14]

𝑇[𝐺4])𝑑𝑉
𝑉(𝑒)
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(4-113) 

[𝐾26] = [∫ (𝜇[𝐺13]
𝑇[𝐺5] + (𝜆 + 2𝜇)[𝐺14]

𝑇[𝐺9])𝑑𝑉
𝑉(𝑒)

 

∫ (𝜇[𝐺13]
𝑇[𝐺6] + (𝜆 + 2𝜇)[𝐺14]

𝑇[𝐺10])𝑑𝑉
𝑉(𝑒)

 

∫ (𝜇[𝐺13]
𝑇[𝐺7] + (𝜆 + 2𝜇)[𝐺14]

𝑇[𝐺11])𝑑𝑉
𝑉(𝑒)

 

∫ (𝜇[𝐺13]
𝑇[𝐺8] + (𝜆 + 2𝜇)[𝐺14]

𝑇[𝐺12])𝑑𝑉
𝑉(𝑒)

] 

(4-111) [𝐾27] = −∫ 𝛽[𝐺14]
𝑇[𝑁]𝑑𝑉

𝑉(𝑒)

 

(4-112) [𝐾28] = −∫ 𝛽[𝐺14]
𝑇[Φ]𝑑𝑉

𝑉(𝑒)

 

(4-113) 
[𝐾29] = 

−∫ [𝛽[𝐺14]
𝑇[Ψ1] 𝛽[𝐺14]

𝑇[Ψ2] 𝛽[𝐺14]
𝑇[Ψ3] 𝛽[𝐺14]

𝑇[Ψ4]]
𝑉(𝑒)

𝑑𝑉 

(4-121) [𝐾37] = ∫ (𝑘𝑥[𝐺13]
𝑇[𝐺1] + 𝑘𝑦[𝐺14]

𝑇[𝐺2])𝑑𝑉
𝑉(𝑒)

 

(4-121) [𝐾38] = ∫ (𝑘𝑥[𝐺13]
𝑇[𝐺3] + 𝑘𝑦[𝐺14]

𝑇[𝐺4])𝑑𝑉
𝑉(𝑒)

 

  

(4-122) 

[𝐾39] = 

∫ [(𝑘𝑥[𝐺13]
𝑇[𝐺5] + 𝑘𝑦[𝐺14]

𝑇[𝐺9]) (𝑘𝑥[𝐺13]
𝑇[𝐺6] + 𝑘𝑦[𝐺14]

𝑇[𝐺10])
𝑉(𝑒)

 

(𝑘𝑥[𝐺13]
𝑇[𝐺7] + 𝑘𝑦[𝐺14]

𝑇[𝐺11]) (𝑘𝑥[𝐺13]
𝑇[𝐺8] + 𝑘𝑦[𝐺14]

𝑇[𝐺12])]𝑑𝑉 

عبارتند  𝑛𝑒 = 4 ای باها و بردارهای استفاده شده در این روابط برای یک المان چهار گرهماتریس

 از:

(4-123) [𝑆] = [𝑁1 ⋯ 𝑁4 Φ1 ⋯ Φ4 Ψ11 ⋯ Ψ44] 
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(4-124) [𝑁] = [𝑁1 𝑁2 𝑁3 𝑁4] 

(4-125) [Φ] = [Φ1 Φ2 Φ3 Φ4] 

(4-123) [Ψ1] = [Ψ11, Ψ12, Ψ13, Ψ14] 

(4-121) [Ψ2] = [Ψ21, Ψ22, Ψ23, Ψ24] 

(4-122) [Ψ3] = [Ψ31, Ψ32, Ψ33, Ψ34] 

(4-123) [Ψ4] = [Ψ41, Ψ42, Ψ43, Ψ44] 

(4-131) [𝐺1] = [𝑁1,𝑥 𝑁2,𝑥 𝑁3,𝑥 𝑁4,𝑥] 

(4-131) [𝐺2] = [𝑁1,𝑦 𝑁2,𝑦 𝑁3,𝑦 𝑁4,𝑦] 

(4-132) [𝐺3] = [Φ1,𝑥 Φ2,𝑥 Φ3,𝑥 Φ4,𝑥] 

(4-133) [𝐺4] = [Φ1,𝑦 Φ2,𝑦 Φ3,𝑦 Φ4,𝑦] 

(4-134) [𝐺5] = [Ψ11,𝑥 Ψ12,𝑥 Ψ13,𝑥 Ψ14,𝑥] 

(4-135) [𝐺6] = [Ψ21,𝑥 Ψ22,𝑥 Ψ23,𝑥 Ψ24,𝑥] 

(4-133) [𝐺7] = [Ψ31,𝑥 Ψ32,𝑥 Ψ33,𝑥 Ψ34,𝑥] 

(4-131)  [𝐺8] = [Ψ41,𝑥 Ψ42,𝑥 Ψ43,𝑥 Ψ44,𝑥] 

(4-132) [𝐺9] = [Ψ11,𝑦 Ψ12,𝑦 Ψ13,𝑦 Ψ14,𝑦] 

(4-133) [𝐺10] = [Ψ21,𝑦 Ψ22,𝑦 Ψ23,𝑦 Ψ24,𝑦] 

(4-141) [𝐺11] = [Ψ31,𝑦 Ψ32,𝑦 Ψ33,𝑦 Ψ34,𝑦] 

(4-141) [𝐺12] = [Ψ41,𝑦 Ψ42,𝑦 Ψ43,𝑦 Ψ44,𝑦] 
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(4-142) [𝐺13] = [𝑁1,𝑥 ⋯ 𝑁4,𝑥 Φ1,𝑥 ⋯ Φ4,𝑥 Ψ11,𝑥 ⋯ Ψ44,𝑥] 

(4-143) [𝐺14] = [𝑁1,𝑦 ⋯ 𝑁4,𝑦 Φ1,𝑦 ⋯ Φ4,𝑦 Ψ11,𝑦 ⋯ Ψ44,𝑦] 

نویسی، سازی الگوریتم و برنامهبه منظور سهولت در پیاده هاسازی ماتریساکنون برای ساده

کامل  طور( که به eای برای المان مبنای )معادلات را به صورتی جابجا کرده که بردار مجهولات گره

 سازه شده، به شکل زیر درآید:غنی

(4-144) {∆}(𝑒) = {aℎ
u , aℎ

v , bℎ
u, bℎ

v , cℎ𝑚
u , cℎ𝑚

v , aℎ
T, bℎ

T, cℎ𝑚
T }

𝑇
 

ℎ = 1,… , 𝑛𝑒, 𝑚 = 1,… ,4 

 زیر نوشت:ساده توان به شکل های جرم، میرایی و سفتی را برای المان مبنا میبنابراین ماتریس

(4-145) [M](e) = [
[M1] [0]48×24

[0]24×48 [0]24×24
] 

(4-143) [C](𝑒) = [
[0]48×48 [0]48×24
[𝐶1] [𝐶2]

] 

(4-141) [K](𝑒) = [
[𝐾1] [𝐾2]

[0]24×48 [𝐾3]
] 

 توان به صورت زیر ساده کرد:بردار نیروی المان مبنا را نیز می

(4-142) {F}(𝑒) =

{
 
 

 
 ∫ [B]𝑇{𝐵𝑓}𝑑𝑉

𝑉(𝑒)

+∫ [B]𝑇{𝑇𝑟}𝑑𝐴
𝐴(𝑒)

∫ 𝑅[𝑆𝑡]𝑇𝑑𝑉
𝑉(𝑒)

−∫ (𝑞𝑥𝑛𝑥 + 𝑞𝑦𝑛𝑦)[𝑆𝑡]
𝑇𝑑𝐴

𝐴(𝑒) }
 
 

 
 

 

 آیند:های جرم، میرایی و سفتی به صورت زیر بدست میهای ماتریسالمانهمچنین 

(4-143) [M1] = ∫ 𝜌[B]T[B]dV
V(e)

   

(4-151) [𝐶1] = ∫ 𝑇0𝛽[𝑆𝑡]
𝑇[𝑆1]𝑑𝑉

𝑉(𝑒)

,    

(4-151) [C2] = ∫ 𝜌𝑐𝑡[St]
T[St]dV

V(e)
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(4-152) [K1] = ∫ [S2]T[D][S2]
V(e)

dV 

(4-153) [K2] = −∫ β[S1]T[St]
V(e)

dV 

𝑘𝑥برای مواد همسانگرد  = 𝑘𝑦 = 𝑘، :بنابراین 

(4-154) [K3] = ∫ 𝑘[𝑆3]𝑇[𝑆3]𝑑𝑉
𝑉(𝑒)

 

 که در این روابط،

(4-155) [𝑆𝑡] = [𝑁1 ⋯ 𝑁4 Φ1 ⋯ Φ4 Ψ11 ⋯ Ψ44] 

[B] = 

[
𝑁1 ⋯ 𝑁4 0 ⋯ 0 Φ1 ⋯ ⋯ 0 Ψ11 ⋯ Ψ44 0 ⋯ 0
0 ⋯ 0 𝑁1 ⋯ 𝑁4 0 ⋯ ⋯ Φ4 0 ⋯ 0 Ψ11 ⋯ Ψ44

] 

(4-153) 

[𝑆1] = [N1,x ⋯ N4,x N1,y ⋯ N4,y Φ1,x ⋯ Φ4,x Φ1,y ⋯ Φ4,y 

(4-151)                Ψ11,x ⋯ Ψ44,x Ψ11,y ⋯ Ψ44,y] 

(4-152) 

[𝑆2] = [

𝑁1,𝑥 𝑁2,𝑥 𝑁3,𝑥 𝑁4,𝑥 0 0 0 0 Φ1,𝑥 Φ2,𝑥

0 0 0 0 𝑁1,𝑦 𝑁2,𝑦 𝑁3,𝑦 𝑁4,𝑦 0 0

𝑁1,𝑦 𝑁2,𝑦 𝑁3,𝑦 𝑁4,𝑦 𝑁1,𝑥 𝑁2,𝑥 𝑁3,𝑥 𝑁4,𝑥 Φ1,𝑦 Φ2,𝑦

 

Φ3,𝑥 Φ4,𝑥 0 … 0 Ψ11,𝑥 … Ψ44,𝑥 0 … 0

0 0 Φ1,𝑦 … Φ4,𝑦 0 … 0 Ψ11,𝑦 … Ψ44,𝑦
Φ3,𝑦 Φ4,𝑦 Φ1,𝑥 … Φ4,𝑥 Ψ11,𝑦 … Ψ44,𝑦 Ψ11,𝑥 … Ψ44,𝑥

] 

(4-153) 
[𝑆3] = 

[
𝑁1,𝑥 𝑁2,𝑥 𝑁3,𝑥 𝑁4,𝑥 Φ1,𝑥 Φ2,𝑥 Φ3,𝑥 Φ4,𝑥 Ψ11,𝑥 ⋯ Ψ44,𝑥
𝑁1,𝑦 𝑁2,𝑦 𝑁3,𝑦 𝑁4,𝑦 Φ1,𝑦 Φ2,𝑦 Φ3,𝑦 Φ4,𝑦 Ψ11,𝑦 ⋯ Ψ44,𝑦

] 

( و 131-4ای به ترتیب در روابط )ای و تنش صفحهبرای حالت کرنش صفحه [𝐷]ماتریس خواص 

 ( ارائه شده است:4-131)

(4-131) [𝐷] =
𝐸

(1 + 𝜈)(1 − 2𝜈)
[

1 − 𝜈 𝜈 0
𝜐 1 − 𝜈 0

0 0
1 − 2𝜈

2

]    
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(4-131) [𝐷] =
𝐸

1 − 𝜈2
[

1 𝜈 0
𝜈 1 0

0 0
1 − 𝜈

2

] 

 نیز عبارتند از: {𝑇𝑓}و اثرات سطحی  {𝐵𝑓} کالبدیبردارهای نیروهای 

(4-132) {𝐵𝑓} = {
𝐵1
𝐵2
},      {𝑇𝑓} = {

𝑇𝑟𝑥
𝑛

𝑇𝑟𝑦
𝑛} 

سازی های نوک ترک، برای تقریب دما فقط از یک تابع غنیسازی المانبا توجه به اینکه در غنی

( را به صورت زیر 153-4( و )155-4(، )144-4(، )22-4(، باید روابط )12-3شود )رابطه استفاده می

 اصلاح کرد:

(4-133) 
휃e(𝑥, 𝑦, 𝑡) = 𝑁ℎ(𝑥, 𝑦)aℎ

T(𝑡) + Φℎ(𝑥, 𝑦)bℎ
T(𝑡) + Ψℎ1(𝑥, 𝑦)cℎ

T(𝑡), 

ℎ = 1,… , 𝑛𝑒 

(4-134) {∆}(𝑒) = {aℎ
u , aℎ

v , bℎ
u, bℎ

v , cℎ𝑚
u , cℎ𝑚

v , aℎ
T, bℎ

T, cℎ
T}
𝑇
,       ℎ = 1,… , 𝑛𝑒 

(4-135) [𝑆𝑡] = [𝑁1 ⋯ 𝑁4 Φ1 ⋯ Φ4 Ψ11 Ψ21 Ψ31 Ψ41] 

(4-133) [𝑆3] = [
𝑁1,𝑥 ⋯ 𝑁4,𝑥 Φ1,𝑥 ⋯ Φ4,𝑥 Ψ11,𝑥 Ψ21,𝑥 Ψ31,𝑥 Ψ41,𝑥
𝑁1,𝑦 ⋯ 𝑁4,𝑦 Φ1,𝑦 ⋯ Φ4,𝑦 Ψ11,𝑦 Ψ21,𝑦 Ψ31,𝑦 Ψ41,𝑦

] 

های ایزوپارامتریک، در صورت استفاده از المان [𝑆3]و  [𝑆2]، [𝑆1]های برای محاسبه ماتریس

( تعیین و با استفاده از ماتریس 휂 , 𝜉محلی )ابتدا باید مشتقات توابع شکل نسبت به دستگاه مختصات 

 شود:( انتقال یابند. ماتریس ژاکوبی به صورت زیر تعریف می𝑦 , 𝑥به دستگاه مختصات ) [Ja]ژاکوبی 

(4-131) [Ja] = [
j11 j12
j21 j22

] 

 :]111[عبارتند از های آن که مولفه

(4-132) 

j11 =
𝜕𝑥

𝜕𝜉
=∑𝑥𝑖𝑁𝑖,𝜉

4

𝑖=1

 , j12 =
𝜕𝑦

𝜕𝜉
=∑𝑦𝑖𝑁𝑖,𝜉

4

𝑖=1

,  

j21 =
𝜕𝑥

𝜕휂
=∑𝑥𝑖𝑁𝑖,𝜂

4

𝑖=1

 , j22 =
𝜕𝑦

𝜕휂
=∑𝑦𝑖𝑁𝑖,𝜂

4

𝑖=1
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 توان به صورت زیر نوشت:را می [𝑆3]و  [𝑆2]های بنابراین ماتریس

(4-133) 

[𝑆2] = 

1

det(Ja)
[

j22 −j12 0 0
0 0 −j21 j11
−j21 j11 j22 −j12

]

[
 
 
 
 
𝑁1,𝜉 ⋯ 𝑁4,𝜉 0 ⋯ 0

𝑁1,𝜂 ⋯ 𝑁4,𝜂 0 ⋯ 0

0 ⋯ 0 𝑁1,𝜉 ⋯ 𝑁4,𝜉
0 ⋯ 0 𝑁1,𝜂 ⋯ 𝑁4,𝜂

 

Φ1,𝜉 ⋯ Φ4,𝜉 0 ⋯ 0

Φ1,𝜂 ⋯ Φ4,𝜂 0 ⋯ 0

0 ⋯ 0 Φ1,𝜉 ⋯ Φ4,𝜉

0 ⋯ 0 Φ1,𝜂 ⋯ Φ4,𝜂

Ψ11,𝜉 ⋯ Ψ44,𝜉 0 ⋯ 0

Ψ11,𝜂 ⋯ Ψ44,𝜂 0 ⋯ 0

0 ⋯ 0 Ψ11,𝜉 ⋯ Ψ44,𝜉
0 ⋯ 0 Ψ11,𝜂 ⋯ Ψ44,𝜂]

 
 
 
 

 

(4-111) 
[𝑆3] =

1

det(Ja)
[
j22 −j12
−j21 j11

] 

[
𝑁1,𝜉 ⋯ 𝑁4,𝜉 Φ1,𝜉 ⋯ Φ4,𝜉 Ψ11,𝜉 Ψ21,𝜉 Ψ31,𝜉 Ψ41,𝜉
𝑁1,𝜂 ⋯ 𝑁4,𝜂 Φ1,𝜂 ⋯ Φ4,𝜂 Ψ11,𝜂 Ψ21,𝜂 Ψ31,𝜂 Ψ41,𝜂

] 

توان از را می  [𝑆1]های ماتریس دترمینان ماتریس ژاکوبی است. المان det(Ja)که در این روابط 

های دستگاه با توجه به اینکه توابع غنی سازی نوک ترک بر حسب مولفه برداشت کرد. [𝑆2]ماتریس 

مختصات های توان مولفهاند، برای مشتق گیری می( تعریف شده𝜑و  𝑟مختصات قطبی نوک ترک )

( به صورت زیر 𝑥2و  𝑥1های مختصات دکارتی محلی نوک ترک )قطبی در این توابع را بر حسب مولفه

 نوشت:

(4-111) 𝑟 = √𝑥1
2 + 𝑥2

2 , 𝜑 = 𝑡𝑎𝑛−1
𝑥2
𝑥1
     

توان با استفاده از های دستگاه مختصات دکارتی محلی را مینسبت به مولفه Fمشتق تابع دلخواه 

 :]112[( نوشت yو  xهای دستگاه مختصات سراسری )مولفهروابط زیر بر حسب 

(4-112) 
𝐹,𝑥 = 𝐹,𝑥1 cos(𝜔) − 𝐹,𝑥2 sin(𝜔) 

𝐹,𝑦 = 𝐹,𝑥1 sin(𝜔) + 𝐹,𝑥2 cos(𝜔) 

زاویه بین دستگاه مختصات محلی نوک ترک و دستگاه مختصات سراسری است.  𝜔که در این روابط 

x  وy ( به 21-3نیز با استفاده از رابطه )𝜉  و휂 شوند.مرتبط می 
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 نیومارك روش -4-4

در طی پنجاه سال گذشته به طور گسترده برای حل عددی معادلات درجه دوم  1روش نیومارک

های مختلف دیگر مهندسی مکانیک بکار رفته و مورد مطالعه قرار گرفته ها و زمینهدر دینامیک سازه

آن در خصوص میرایی عددی و بقای  های خوب این روش و مشتقاتسازی آسان و ویژگیاست. پیاده

سازی ها برای حل معادله حرکت گسستهانرژی ستودنی است. خانواده نیومارک پرکاربردترین روش

 :]144[باشند شده بوده و متشکل از معادلات زیر می

(4-113) [M]{∆̈𝑛+1} + [C]{∆̇𝑛+1} + [K]{∆𝑛+1} = {F𝑛+1} 

(4-114) {∆𝑛+1} = {∆𝑛} + ∆𝑡{∆̇𝑛+1} + ∆𝑡
2(1/2 − 휁){∆̈𝑛} + ∆𝑡

2휁{∆̈𝑛+1} 

(4-115) {∆̇𝑛+1} = {∆̇𝑛} + ∆𝑡(1 − 𝛾){∆̈𝑛} + ∆𝑡𝛾{∆̈𝑛+1} 

کنند. توجه مشخصات پایداری و دقت الگوریتم مورد نظر را تعیین می 𝛾و  휁در این روابط پارامترهای 

5/1𝛾 علاوه هنگامی کهه میرایی ویسکوز بر روی پایداری اثری ندارد. ب 𝛾 = 5/1 کنید که اگر ثر ا <

های نیومارکی است که به صورت مشروط پایدار زمانی بحرانی روشمیرایی ویسکوز افزایش گام 

 . ]144[هستند 

ای است که خیلی شناخته شده و پرکاربرد هستند. روش های ویژهخانواده نیومارک شامل روش

باشد که بدون ای میها برای کاربردهای دینامیک سازهیکی از پرکاربردترین این روش 2شتاب متوسط

 .]144[ هستند 휁=  25/1 و 𝛾=  5/1 . در این روشاستیدار قید و شرط پا

 ، گام زمانی پایدار مسئله 3از آنجایی که برای روش تفکیک واحد با الگوی نیومارک صریح

ما در  ]145[باشد سازی میسازی شده کسر کوچکی از گام زمانی پایدار مسئله بدون توابع غنیغنی

 . استاین تحقیق الگوی شتاب متوسط را انتخاب کردیم که همواره پایدار 

                                                           
1 Newmark method 
2 Average acceleration method 
3 Explicit Newmark 
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هنگامی که روش المان محدود توسعه یافته برای شبیه سازی گسترش ترک دینامیکی استفاده 

 اما توابع شکل جدیدی به مدل اضافه  ؛کندتغییر نمی 𝑡𝑛+1به  𝑡𝑛شود، شبکه در گذر از زمان می

و  𝑡𝑛های جرم، میرایی و سفتی در زمان سازی کنند. بنابراین ماتریسرشد ترک را شبیهشوند تا می

𝑡𝑛+1 ( معادلات )( تا 113-4متفاوت هستند. با استفاده از روش نیومارک )الگوی شتاب متوسط 

 : ]143[ بازنویسی کردتوان به صورت زیر ( را می4-115)

(4-113) [M𝑛+1
𝑛+1][∆̈𝑛+1

𝑛+1] + [C𝑛+1
𝑛+1][∆̇𝑛+1

𝑛+1] + [K𝑛+1
𝑛+1][∆𝑛+1

𝑛+1] = [F𝑛+1
𝑛+1] 

(4-111) [∆𝑛+1
𝑛+1] = [∆𝑛

𝑛+1] + ∆𝑡[∆̇𝑛
𝑛+1] +

∆𝑡2

4
([∆̈𝑛

𝑛+1] + [∆̈𝑛+1
𝑛+1]) 

(4-112) [∆̇𝑛+1
𝑛+1] = [∆̇𝑛

𝑛+1] +
∆𝑡

2
([∆̈𝑛

𝑛+1] + [∆̈𝑛+1
𝑛+1]) 

𝑋𝑛در حالی که 
𝑛+1  یعنی بردار𝑋  در زمان𝑡𝑛  که بر مبنای توابع شکل در زمان𝑡𝑛+1  نوشته شده

 آید:( معادله زیر بدست می113-4( در رابطه )112-4( و )111-4است. اکنون با قرار دادن روابط )

(4-113) 
([M𝑛+1

𝑛+1] +
∆𝑡

2
[C𝑛+1
𝑛+1] +

∆𝑡2

4
[K𝑛+1

𝑛+1]) [∆̈𝑛+1
𝑛+1] = [𝐹𝑛+1

𝑛+1] − 

[C𝑛+1
𝑛+1] ([∆̇𝑛

𝑛+1] +
∆𝑡

2
[∆̈𝑛
𝑛+1]) − [K𝑛+1

𝑛+1] ([∆𝑛
𝑛+1] + ∆𝑡[∆̇𝑛

𝑛+1] +
∆𝑡2

4
[∆̈𝑛
𝑛+1]) 

آید. بردارهای جابجایی و سرعت نیز با استفاده بدست می 𝑡𝑛+1با حل این معادله بردار شتاب در زمان 

شوند. درجات آزادی که در زمان ( محاسبه می112-4( و )111-4از بردار شتاب و به کمک روابط )

𝑡𝑛+1 143[شوند. یعنی شوند در ابتدا صفر منظور میبه مدل اضافه می[: 

(4-121) [∆𝑛
𝑛+1] = [

∆𝑛
𝑛

0
⋮
0

] 
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 مقدمه -5-1

 های شکستی مکانیک شکست دینامیکی زیر مجموعه مکانیک شکست است و شامل پدیده

توانند به دلیل اعمال بارگذاری شود که نقش اینرسی ماده در آنها اهمیت دارد. اثرات اینرسی میمی

 . ]141[سریع بر روی یک جسم ترک خورده یا بر اثر گسترش ترک سریع ایجاد شوند 

توان به تعیین ضرایب شدت در مسائل شکست دینامیکی میدان تنش موضعی اطراف ترک را می

در تئوری شکست، ضرایب شدت تنش برای تعیین رفتار شکست مورد استفاده قرار تنش محدود کرد. 

کند در چه جهتی و با کنند که ترک رشد خواهد کرد یا نه و اگر رشد میگیرند. یعنی تعیین میمی

بنابراین تعیین دقیق ضرایب شدت تنش در مسائل شکست الاستودینامیک خطی بسیار  ؟چه سرعتی

 مهم است. 

نحوه بدست آوردن فصل ابتدا رابطه انتگرال برهمکنش برای مواد تابعی استخراج و سپس  در این

شود. در نهایت معیار رشد ترک، سرعت و جهت رشد می بررسیضرایب شدت تنش با استفاده از آن 

 ؛هستندای گیرند. روابط ارائه شده در این فصل مربوط به مسائل صفحهترک مورد بررسی قرار می

 شود. ترک در نظر گرفته میو یا مد ترکیبی ( II)مد  2( و مد برشیI)مد  1ین فقط مد بازشدنبنابرا

 Jانتگرال  -5-2

تغییرات  رایس و بر پایه فرضیه انرژی معرفی شد. ]142[ رایساولین بار توسط  J مفهوم انتگرال

به  را Jو انتگرال  رشد ترک در مواد الاستیک غیر خطی را مورد بررسی قرار داد هنگامانرژی پتانسیل 

 سطحافزایش  با کاهش در انرژی پتانسیل بر با مقداری برابرو  عنوان انتگرال خطی مستقل از مسیر

در  Jبرای محاسبه انتگرال  ]143[ در این بخش روش توصیف شده در مرجع .بندی کردفرمول ،ترک

. تغییر خواص ماده در المان مبنا استفاده قرار گرفته استهای حرارتی، مورد یک جسم تحت تنش

 شود. در مواد تابعی نیز درنظر گرفته می Jبرای محاسبه انتگرال 

                                                           
1 Opening mode 
2 Shearing mode 
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ک مسیر کوچک صفر شونده حول نوک ترک به صورت زیر نوشت یتوان بر روی را می Jانتگرال 

 :]111و  21، 33[

(5-1) 𝐽 = 𝑙𝑖𝑚
𝛤0→0

∫ [(SE + KE)𝛿1𝑖 − 𝜎𝑖𝑗
𝜕𝑢𝑗

𝜕𝑥1
] 𝑛𝑖𝑑𝛤

𝛤0

 

بردار نرمال بر  𝑛𝑖و به ترتیب چگالی انرژی کرنشی و چگالی انرژی جنبشی  KEو  SEدر این رابطه 

ها و زیرا محاسبه تنش ؛های عددی مناسب نیست( برای تحلیل1-5هستند. شکل معادله )مسیر 

. یک مسیر باشدنمیپذیر امکان ،کندکه به سمت صفر میل میها در امتداد یک مسیر کوچک کرنش

∗𝛤∗ (𝛤بسته  = 𝛤1 + 𝛤+ + 𝛤− + 𝛤0) ( در نظر گرفته می1-5مطابق با شکل ) شود. با استفاده از تابع

توان ( را می1-5برابر با صفر است، معادله ) 𝛤1برابر با یک و بر روی   𝛤0که مقدار آن بر روی  𝑞وزنی 

 :]21و  111[ این مسیر به صورت زیر نوشتدر امتداد 

(5-2) 𝐽 = lim
𝛤0→0

(∫ [𝜎𝑖𝑗
𝜕𝑢𝑗

𝜕𝑥1
− (SE + KE)𝛿1𝑖] 𝑞𝑚𝑖𝑑𝛤

𝛤∗
−∫ 𝜎2𝑗

𝜕𝑢𝑗

𝜕𝑥1
𝑞𝑑𝛤

𝛤++𝛤−
) 

 بردار نرمال بر مسیر است. 𝑚𝑖که در این رابطه 

 

 

 اطراف نوك ترك Jمسیر انتگرال  -1-5شکل 

 

x2 

x1 

A* 

mi 

mi 
Γ+ 

Γ- 

Γ0 

Γ1 
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𝜎2𝑗شود که سطوح ترک عاری از تنش باشند؛ بنابراین فرض می = و با اعمال تئوری دیورژانس  0

 :]111[داریم 

(5-3) 
𝐽 = ∫ [𝜎𝑖𝑗

𝜕𝑢𝑗

𝜕𝑥1
− (SE + KE)𝛿1𝑖]

𝜕𝑞

𝜕𝑥𝑖
𝑑𝐴

𝐴∗
+ 

       ∫ [
𝜕

𝜕𝑥𝑖
(𝜎𝑖𝑗

𝜕𝑢𝑗

𝜕𝑥1
) −

𝜕(SE + KE)

𝜕𝑥1
] 𝑞𝑑𝐴

𝐴∗
 

 که در این رابطه 

(5-4) 𝜎𝑖𝑗,𝑖 = 𝜌�̈�𝑗 − 𝐵𝑗 

(5-5) 𝜎𝑖𝑗𝑢𝑗,1𝑖 = 𝜎𝑖𝑗휀𝑖𝑗,1 

 :]34[ شودبه صورت زیر تعریف می SEچگالی انرژی کرنشی 

(5-3) SE =
1

2
𝜎𝑖𝑗휀𝑖𝑗

𝑚 

휀𝑖𝑗که در این رابطه 
𝑚  شود:می محاسبهکرنش مکانیکی است و به صورت زیر 

(5-1) 휀𝑖𝑗
𝑚 = 휀𝑖𝑗 − 𝛼𝑡휃𝛿𝑖𝑗 

 کرونکردلتای  𝛿𝑖𝑗تغییر نسبی دما و  휃ضریب انبساط حرارتی خطی،  𝛼𝑡کرنش کل،  휀𝑖𝑗در این رابطه 

 توان به صورت زیر نوشت:را می چگالی انرژی کرنشیاست. بنابراین 

(5-2) SE =
1

2
𝜎𝑖𝑗(휀𝑖𝑗 − 𝛼𝑡휃𝛿𝑖𝑗) 

، که برای محاسبه (SE,1انرژی کرنشی نسبت به دستگاه مختصات محلی نوک ترک )مشتق چگالی 

 توان به صورت زیر بدست آورد:( مورد نیاز است، را می3-5رابطه )

(5-3) SE,1 =
𝜕SE

𝜕𝑥1
=
1

2
𝜎𝑖𝑗휀𝑖𝑗,1

𝑚 +
1

2
𝜎𝑖𝑗,1휀𝑖𝑗

𝑚 

𝜎𝑖𝑗,1휀𝑖𝑗در این رابطه 
𝑚 21[توان به صورت زیر نوشت را می[: 

(5-11) 𝜎𝑖𝑗,1휀𝑖𝑗
𝑚 = (𝐶𝑖𝑗𝑘𝑙휀𝑘𝑙

𝑚)
,1
휀𝑖𝑗
𝑚 = 𝐶𝑖𝑗𝑘𝑙,1휀𝑘𝑙

𝑚휀𝑖𝑗
𝑚 + 𝜎𝑖𝑗휀𝑖𝑗,1

𝑚  
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 :]112[های تانسور الاستیسیته زیر هستند مولفه 𝐶𝑖𝑗𝑘𝑙که در این رابطه 

(5-11) 

𝐶(𝐱) = 

[
 
 
 
 
 
2𝐺(𝐱) + 𝜆(𝐱) 𝜆(𝐱) 𝜆(𝐱) 0 0 0

𝜆(𝐱) 2𝐺(𝐱) + 𝜆(𝐱) 𝜆(𝐱) 0 0 0
𝜆(𝐱) 𝜆(𝐱) 2𝐺(𝐱) + 𝜆(𝐱) 0 0 0
0 0 0 2𝐺(𝐱) 0 0
0 0 0 0 2𝐺(𝐱) 0
0 0 0 0 0 2𝐺(𝐱)]

 
 
 
 
 

 

 :شودنتیجه می( 3-5( در رابطه )11-5با جایگذاری رابطه )

(5-12) SE,1 =
1

2
𝜎𝑖𝑗휀𝑖𝑗,1

𝑚 +
1

2
𝐶𝑖𝑗𝑘𝑙,1휀𝑘𝑙

𝑚휀𝑖𝑗
𝑚 +

1

2
𝜎𝑖𝑗휀𝑖𝑗,1

𝑚 = 𝜎𝑖𝑗휀𝑖𝑗,1
𝑚 +

1

2
𝐶𝑖𝑗𝑘𝑙,1휀𝑘𝑙

𝑚휀𝑖𝑗
𝑚 

( را به صورت زیر بازنویسی کرد که مشابه رابطه 12-5توان رابطه )( می1-5رابطه )با استفاده از 

 است. ]14[( در مرجع 21)

(5-13) SE,1 = 𝜎𝑖𝑗휀𝑖𝑗,1 − 𝛼𝑡,1휃𝜎𝑘𝑘 − 𝛼𝑡휃,1𝜎𝑘𝑘 +
1

2
𝐶𝑖𝑗𝑘𝑙,1휀𝑘𝑙

𝑚휀𝑖𝑗
𝑚 

 شود:به صورت زیر تعریف می KEچگالی انرژی جنبشی 

(5-14) KE =
1

2
𝜌�̇�𝑖�̇�𝑖 

 نیز عبارت است از: 𝑥1 (KE,1)نسبت به محور  مشتق چگالی انرژی کرنشی

(5-15) KE,1 = 𝜌�̇�𝑖�̇�𝑖,1 +
1

2
𝜌,1�̇�𝑖�̇�𝑖 

ترین رابطه برای (، کلی3-5( در معادله )15-5( و )14-5(، )3-5(، )5-5جایگذاری روابط )

 دهد.نتیجه میبه صورت زیر در مواد تابعی را  Jانتگرال 

(5-13) 

𝐽 = ∫ {[𝜎𝑖𝑗𝑢𝑗,1 −
1

2
𝜎𝑗𝑘휀𝑗𝑘

𝑚𝛿1𝑖 −
1

2
𝜌�̇�𝑘�̇�𝑘𝛿1𝑖] 𝑞,𝑖

𝐴∗

+ [𝜎𝑖𝑗,𝑖𝑢𝑗,1 + 𝜎𝑖𝑗𝑢𝑗,1𝑖 −
1

2
𝜎𝑖𝑗휀𝑖𝑗,1

𝑚 −
1

2
𝜎𝑖𝑗,1휀𝑖𝑗

𝑚 − 𝜌�̇�𝑖�̇�𝑖,1

−
1

2
𝜌,1�̇�𝑖�̇�𝑖] 𝑞} 𝑑𝐴 

 برای مواد تابعی را به صورت زیر نیز نوشت: Jتوان انتگرال ( می13-5با استفاده از رابطه )
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(5-11) 

𝐽 = ∫ {[𝜎𝑖𝑗𝑢𝑗,1 −
1

2
𝜎𝑗𝑘휀𝑗𝑘

𝑚𝛿1𝑖 −
1

2
𝜌�̇�𝑘�̇�𝑘𝛿1𝑖] 𝑞,𝑖

𝐴∗

+ [𝜎𝑖𝑗,𝑖𝑢𝑗,1 + 𝛼𝑡,1휃𝜎𝑘𝑘 + 𝛼𝑡휃,1𝜎𝑘𝑘 −
1

2
𝐶𝑖𝑗𝑘𝑙,1휀𝑘𝑙

𝑚휀𝑖𝑗
𝑚 − 𝜌�̇�𝑖�̇�𝑖,1

−
1

2
𝜌,1�̇�𝑖�̇�𝑖] 𝑞} 𝑑𝐴 

 انتگرال برهمکنش -5-9

را به طور جداگانه محاسبه  IIو مد  Iتوان مقادیر ضرایب شدت تنش مد نمی Jبا محاسبه انتگرال 

پیشنهاد کردند که در آن از برای این منظور روش انتگرال برهمکنش را  ]151[ کرد. یایو و همکاران

جمع آثار دو حالت سینماتیکی قابل قبول از یک جسم برای استخراج ضرایب شدت تنش مد ترکیبی 

 شود. استفاده می

 Jهای واقعی و کمکی در انتگرال ستفاده از برهم نهی میداندر این بخش انتگرال برهمکنش با ا

دو اکنون آید. بندی غیر تعادلی بدست میبا استفاده از فرمولشده و بندی مستقل از مسیر فرمول

𝒖𝑎𝑢𝑥, 휀)و کمکی  (𝒖, 휀, 𝜎)میدان واقعی   𝑎𝑢𝑥, 𝜎𝑎𝑢𝑥)  با استفاده از رابطه . شودگرفته میدر نظر 

 :توان به صورت زیر نوشترا می (𝐽𝑠)های برهم نهی شده برای میدان Jانتگرال ( 5-13)

(5-12) 

𝐽𝑠 = ∫ {[(𝜎𝑖𝑗 + 𝜎𝑖𝑗
𝑎𝑢𝑥)(𝑢𝑗,1 + 𝑢𝑗,1

𝑎𝑢𝑥) −
1

2
(𝜎𝑗𝑘 + 𝜎𝑗𝑘

𝑎𝑢𝑥)(휀𝑗𝑘
𝑚 + 휀𝑗𝑘

𝑎𝑢𝑥)𝛿1𝑖
𝐴∗

−
1

2
𝜌(�̇�𝑘 + �̇�𝑘

𝑎𝑢𝑥)(�̇�𝑘 + �̇�𝑘
𝑎𝑢𝑥)𝛿1𝑖] 𝑞,𝑖

+ [(𝜎𝑖𝑗,𝑖 + 𝜎𝑖𝑗,𝑖
𝑎𝑢𝑥)(𝑢𝑗,1 + 𝑢𝑗,1

𝑎𝑢𝑥) + (𝜎𝑖𝑗 + 𝜎𝑖𝑗
𝑎𝑢𝑥)(𝑢𝑗,1𝑖 + 𝑢𝑗,1𝑖

𝑎𝑢𝑥)

−
1

2
(𝜎𝑖𝑗 + 𝜎𝑖𝑗

𝑎𝑢𝑥)(휀𝑖𝑗,1
𝑚 + 휀𝑖𝑗,1

𝑎𝑢𝑥)

−
1

2
(𝜎𝑖𝑗,1 + 𝜎𝑖𝑗,1

𝑎𝑢𝑥)(휀𝑖𝑗
𝑚 + 휀𝑖𝑗

𝑎𝑢𝑥) − 𝜌(�̇�𝑖 + �̇�𝑖
𝑎𝑢𝑥)(�̇�𝑖,1 + �̇�𝑖,1

𝑎𝑢𝑥)

−
1

2
𝜌,1(�̇�𝑖 + �̇�𝑖

𝑎𝑢𝑥)(�̇�𝑖 + �̇�𝑖
𝑎𝑢𝑥)] 𝑞} 𝑑𝐴 

 به صورت زیر تجزیه کرد: تواناین رابطه را می
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(5-13) 𝐽𝑠 = 𝐽 + 𝐽𝑎𝑢𝑥 +𝑀𝐼 

زیر محاسبه از رابطه برای میدان کمکی است و  Jانتگرال  𝐽𝑎𝑢𝑥( و 13-5)رابطه  Jهمان انتگرال  𝐽که 

 شود: می

(5-21) 

𝐽𝑎𝑢𝑥 = ∫ {[𝜎𝑖𝑗
𝑎𝑢𝑥𝑢𝑗,1

𝑎𝑢𝑥 −
1

2
𝜎𝑗𝑘
𝑎𝑢𝑥휀𝑗𝑘

𝑎𝑢𝑥𝛿1𝑖 −
1

2
𝜌�̇�𝑘

𝑎𝑢𝑥�̇�𝑘
𝑎𝑢𝑥𝛿1𝑖] 𝑞,𝑖

𝐴∗

+ [𝜎𝑖𝑗,𝑖
𝑎𝑢𝑥𝑢𝑗,1

𝑎𝑢𝑥 + 𝜎𝑖𝑗
𝑎𝑢𝑥𝑢𝑗,1𝑖

𝑎𝑢𝑥 −
1

2
𝜎𝑖𝑗
𝑎𝑢𝑥휀𝑖𝑗,1

𝑎𝑢𝑥 −
1

2
𝜎𝑖𝑗,1
𝑎𝑢𝑥휀𝑖𝑗

𝑎𝑢𝑥

− 𝜌�̇�𝑖
𝑎𝑢𝑥�̇�𝑖,1

𝑎𝑢𝑥 −
1

2
𝜌,1�̇�𝑖

𝑎𝑢𝑥�̇�𝑖
𝑎𝑢𝑥] 𝑞} 𝑑𝐴 

𝑀𝐼  آید:بدست میدر مختصات محلی نوک ترک به صورت زیر نیز انتگرال برهمکنش است و 

(5-21) 

𝑀𝐼 = 𝑀𝐼𝑙 = 

∫ {[𝜎𝑖𝑗𝑢𝑗,1
𝑎𝑢𝑥 + 𝜎𝑖𝑗

𝑎𝑢𝑥𝑢𝑗,1 −
1

2
𝜎𝑗𝑘휀𝑗𝑘

𝑎𝑢𝑥𝛿1𝑖 −
1

2
𝜎𝑗𝑘
𝑎𝑢𝑥휀𝑗𝑘

𝑚𝛿1𝑖 − 𝜌�̇�𝑘�̇�𝑘
𝑎𝑢𝑥𝛿1𝑖] 𝑞,𝑖

𝐴∗

+ [𝜎𝑖𝑗,𝑖𝑢𝑗,1
𝑎𝑢𝑥 + 𝜎𝑖𝑗,𝑖

𝑎𝑢𝑥𝑢𝑗,1 + 𝜎𝑖𝑗𝑢𝑗,1𝑖
𝑎𝑢𝑥 + 𝜎𝑖𝑗

𝑎𝑢𝑥𝑢𝑗,1𝑖 −
1

2
𝜎𝑖𝑗휀𝑖𝑗,1

𝑎𝑢𝑥

−
1

2
𝜎𝑖𝑗
𝑎𝑢𝑥휀𝑖𝑗,1

𝑚 −
1

2
𝜎𝑖𝑗,1휀𝑖𝑗

𝑎𝑢𝑥 −
1

2
𝜎𝑖𝑗,1
𝑎𝑢𝑥휀𝑖𝑗

𝑚 − 𝜌�̇�𝑖�̇�𝑖,1
𝑎𝑢𝑥

− 𝜌�̇�𝑖
𝑎𝑢𝑥�̇�𝑖,1 − 𝜌,1�̇�𝑖�̇�𝑖

𝑎𝑢𝑥] 𝑞} 𝑑𝐴 

 الفهای متحرک در پیوست های ایستا و ترکهای کمکی )جابجایی، تنش و ...( برای ترکمیدان

 اند.ارائه شده

 براي مواد ناهمگن هابنديفرمول -5-9-1

 ،شودانتخاب می برهمکنشدر مواد ناهمگن هنگامی که یک ناحیه محدود برای محاسبه انتگرال 

های کمکی )جابجایی، تنش و کرنش( فقط برای موقعیت نوک به دلیل ناهمگنی خواص ماده، میدان

 توان از ن کمکی را میفقط دو میدا از بین جابجایی، تنش و کرنش ترک صادق هستند. بنابراین

های مجانبی انتخاب نمود و کمیت دیگر را باید با درنظر گرفتن ناهمگنی ماده بدست آورد. در حل

 شوند تا اثر ناهمگنی ماده را جبران کنند. بندی ظاهر میهای اضافی در فرمولعبارتاین کار نتیجه 
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ترک و فواصل دورتر از نوک ترک، سه در مواد ناهمگن به دلیل اختلاف بین خواص ماده در نوک 

تشکیل و تانسور  2، ناسازگاری1بندی غیر تعادلیبندی متفاوت ارائه شده که عبارتند از فرمولفرمول

های مربوطه برای مواد ناهمگن توسط محققان مختلفی بندیهای اضافی و فرمول. عبارت3ثابتدهنده 

بندی ناسازگاری را ارائه کردند و با فرمول ]151[وژ اند. دالبو و گقرار گرفتهو بررسی مورد بحث 

گیری دلخواه در مواد تابعی محاسبه استفاده از آن ضرایب شدت تنش را برای یک ترک با جهت

ثابت را برای محاسبه  تشکیل دهندههای ناسازگاری و تانسور بندیفرمول ]152[نمودند. رائو و رحمان 

ضرایب شدت تنش در مواد تابعی به وسیله روش بدون المان گلرکین به کار گرفتند. کیم و پائولینو 

بندی غیر تعادلی را برای تعیین ضرایب شدت تنش در مواد تابعی به وسیله روش المان فرمول ]34[

 محدود ارائه کردند.

تشکیل های ناسازگاری و تانسور بندیل با فرمولمعاداز نظر تئوری بندی غیر تعادلی فرمول

-ثابت به خوبی فرمول تشکیل دهندهبندی تانسور اما به لحاظ عددی دقت فرمول ؛ثابت است دهنده

روش عددی  اهای تنش و کرنش واقعی را که بهای دیگر نیست؛ زیرا این روش مشتقات میدانبندی

 . ]153[کند هم مرتبط میه شوند بمحاسبه می

بندی غیر تعادلی مربوطه برای تعیین انتگرال در این تحقیق عبارت غیر تعادلی و فرمول

ادامه هر سه  درگیرند. و ضرایب شدت تنش دینامیکی در مواد تابعی مورد استفاده قرار می برهمکنش

 شوند.بندی به طور مختصر معرفی میفرمول

 بندي ناسازگاريفرمول -الف

 :]33[ شودمیدان کرنش کمکی به صورت زیر تعیین میبندی در این فرمول

(5-22) 휀𝑖𝑗
𝑎𝑢𝑥 = 𝑆𝑖𝑗𝑘𝑙(𝐱)𝜎𝑘𝑙

𝑎𝑢𝑥 

                                                           
1 Non-equilibrium 
2 Incompatibility 
3 Constant constitutive tensor 
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از  𝑆(𝐱)هستند. ماتریس های ماتریس خواص در نقطه مورد نظر مولفه 𝑆𝑖𝑗𝑘𝑙(𝐱)که در این رابطه 

 :]112[ شودرابطه زیر محاسبه می

(5-23) 𝑆(𝐱) =
1

𝐸(𝐱)

[
 
 
 
 
 

1 −𝜈(𝐱) −𝜈(𝐱) 0 0 0
−𝜈(𝐱) 1 −𝜈(𝐱) 0 0 0
−𝜈(𝐱) −𝜈(𝐱) 1 0 0 0
0 0 0 1 + 𝜈(𝐱) 0 0
0 0 0 0 1 + 𝜈(𝐱) 0

0 0 0 0 0 1 + 𝜈(𝐱)]
 
 
 
 
 

 

𝑆𝑖𝑗𝑘𝑙(𝐱)یعنی  ؛در فواصل دورتر از نوک ترک برابر نیست 𝑆𝑖𝑗𝑘𝑙در نوک ترک با  𝑆𝑖𝑗𝑘𝑙به طور کلی  ≠

(𝑆𝑖𝑗𝑘𝑙)𝑡𝑖𝑝 . در حال تعادل است، یعنی  کالبدیهای که میدان تنش کمکی در نبود نیروقابل ذکر است

𝜎𝑖𝑗,𝑗
𝑎𝑢𝑥 = 휀𝑖𝑗 ،اما میدان کرنش کمکی با میدان جابجایی کمکی سازگار نیست. به عبارت دیگر. 0

𝑎𝑢𝑥 ≠

(𝑢𝑖,𝑗
𝑎𝑢𝑥 + 𝑢𝑗,𝑖

𝑎𝑢𝑥)/2بندی انتگرال برهمکنش در نظر گرفته . بنابراین این ناسازگاری باید در فرمول

 شود. 

 ثابت تشکیل دهندهبندي تانسور فرمول -ب

 :]33[بندی رابطه تنش کرنش به صورت زیر است در این فرمول

(5-24) 𝜎𝑖𝑗
𝑎𝑢𝑥 = (𝐶𝑖𝑗𝑘𝑙)𝑡𝑖𝑝휀𝑘𝑙

𝑎𝑢𝑥 

برای شود. ثابت است که در نوک ترک محاسبه می تشکیل دهندهیک تانسور  tip(𝐶𝑖𝑗𝑘𝑙)در این رابطه 

 ،برقرار است و در نقاط دیگر اطراف نوک ترک ( فقط در نوک ترک24-5رابطه )مواد تابعی 

𝐶𝑖𝑗𝑘𝑙(𝐱) ≠ (𝐶𝑖𝑗𝑘𝑙)tipهای تنش شود. میدانخطا بیشتر می ،. بنابراین با افزایش فاصله از نوک ترک

 های جابجایی سازگارند. های کرنش کمکی نیز با میدانکمکی در تعادل هستند و میدان

 بندي غیر تعادلیج( فرمول

های مجانبی )مانند حل های کمکی به طور مستقیم از حلها و کرنشبندی جابجاییفرمولدر این 

شوند. های کمکی به کمک مدل ساختمانی ناهمگن محاسبه میآیند و تنش( بدست می1ویلیامز

                                                           
1 Williams’ solution 
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آورد های کمکی بدست ز جابجاییبا استفاده ابه صورت زیر توان را میهای کمکی بنابراین کرنش

]21[: 

(5-25) 휀𝑖𝑗
𝑎𝑢𝑥 =

1

2
(𝑢𝑖,𝑗

𝑎𝑢𝑥 + 𝑢𝑗,𝑖
𝑎𝑢𝑥)  

 شود:میدان تنش کمکی نیز به صورت زیر محاسبه می

(5-23) 𝜎𝑖𝑗
𝑎𝑢𝑥 = 𝐶𝑖𝑗𝑘𝑙(𝐱)휀𝑘𝑙

𝑎𝑢𝑥        

کند، یعنی نمی ءهای ایستا معادله تعادل را ارضاواضح است که میدان تنش کمکی برای ترک

𝜎𝑖𝑗,𝑗
𝑎𝑢𝑥 ≠ های متحرک صادق نیست، یعنی همچنین معادله حرکت برای این میدان در ترک، 0

𝜎𝑖𝑗,𝑗
𝑎𝑢𝑥 ≠ 𝜌�̈�𝑖

𝑎𝑢𝑥 شامل خواص مواد است که توابعی از  تشکیل دهندهتانسور برای مواد تابعی . زیرا

منجر  بندی انتگرال برهمکنشموقعیت هستند. این شرط به ایجاد یک عبارت غیر تعادلی در فرمول

 خواهد شد.

سازی انتگرال برهمکنش توان نوشت که برای سادهبندی غیر تعادلی روابط زیر را میبرای فرمول

 . ]34و  21[ گیرندمورد استفاده قرار می

(5-21) 𝜎𝑖𝑗𝑢𝑗,1𝑖
𝑎𝑢𝑥 = 𝜎𝑖𝑗휀𝑖𝑗,1

𝑎𝑢𝑥 

(5-22) 𝜎𝑖𝑗휀𝑖𝑗
𝑎𝑢𝑥 = 𝐶𝑖𝑗𝑘𝑙(𝐱)휀𝑘𝑙

𝑚휀𝑖𝑗
𝑎𝑢𝑥 = 𝜎𝑘𝑙

𝑎𝑢𝑥휀𝑘𝑙
𝑚 = 𝜎𝑖𝑗

𝑎𝑢𝑥휀𝑖𝑗
𝑚        

(5-23) 𝜎𝑖𝑗,1휀𝑖𝑗
𝑎𝑢𝑥 = 𝐶𝑖𝑗𝑘𝑙,1휀𝑘𝑙

𝑚휀𝑖𝑗
𝑎𝑢𝑥 + 𝐶𝑖𝑗𝑘𝑙휀𝑘𝑙,1

𝑚 휀𝑖𝑗
𝑎𝑢𝑥 = 𝐶𝑖𝑗𝑘𝑙,1휀𝑘𝑙

𝑚휀𝑖𝑗
𝑎𝑢𝑥 + 𝜎𝑖𝑗

𝑎𝑢𝑥휀𝑖𝑗,1
𝑚  

(5-31) 𝜎𝑖𝑗,1
𝑎𝑢𝑥휀𝑖𝑗 = 𝐶𝑖𝑗𝑘𝑙,1휀𝑘𝑙

𝑎𝑢𝑥휀𝑖𝑗 + 𝐶𝑖𝑗𝑘𝑙휀𝑘𝑙,1
𝑎𝑢𝑥휀𝑖𝑗        

مستقل از  ،آیندسازی عددی بدست میهای آنها از شبیههای واقعی، چون کمیتدر مورد میدان

 شوند. یعنی:می ءسازگاری همواره ارضاشرط و  معادله حرکتبندی نوع فرمول

(5-31) 𝜎𝑖𝑗,𝑖 = 𝜌�̈�𝑗 − 𝐵𝑖 

(5-32) 휀𝑖𝑗 =
1

2
(𝑢𝑖,𝑗 + 𝑢𝑗,𝑖) 
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(5-33) 𝜎𝑖𝑗𝑢𝑗,1𝑖 = 𝜎𝑖𝑗휀𝑖𝑗,1 

 سازی ( را ساده21-5)رابطه  برهمکنشبندی غیر تعادلی، انتگرال اکنون با استفاده از فرمول

 :شودنتیجه می( 21-5( در رابطه )23-5( تا )21-5کنیم. بنابراین با قرار دادن روابط )می

(5-34) 

𝑀𝐼𝑙 = ∫ {[𝜎𝑖𝑗𝑢𝑗,1
𝑎𝑢𝑥 + 𝜎𝑖𝑗

𝑎𝑢𝑥𝑢𝑗,1 − 𝜎𝑗𝑘휀𝑗𝑘
𝑎𝑢𝑥𝛿1𝑖 − 𝜌�̇�𝑘�̇�𝑘

𝑎𝑢𝑥𝛿1𝑖]𝑞,𝑖
𝐴∗

+ [𝜌�̈�𝑗𝑢𝑗,1
𝑎𝑢𝑥 + 𝜎𝑖𝑗,𝑖

𝑎𝑢𝑥𝑢𝑗,1 +
1

2
𝜎𝑖𝑗휀𝑖𝑗,1

𝑎𝑢𝑥 + 𝜎𝑖𝑗
𝑎𝑢𝑥휀𝑖𝑗,1 − 𝜎𝑖𝑗

𝑎𝑢𝑥휀𝑖𝑗,1
𝑚

−
1

2
(𝐶𝑖𝑗𝑘𝑙,1휀𝑘𝑙

𝑚휀𝑖𝑗
𝑎𝑢𝑥) −

1

2
𝜎𝑖𝑗,1
𝑎𝑢𝑥휀𝑖𝑗

𝑚 − 𝜌�̇�𝑖�̇�𝑖,1
𝑎𝑢𝑥 − 𝜌�̇�𝑖

𝑎𝑢𝑥�̇�𝑖,1

− 𝜌,1�̇�𝑖�̇�𝑖
𝑎𝑢𝑥] 𝑞} 𝑑𝐴 

 دهد:( و ساده سازی آن رابطه زیر را نتیجه می34-5( در معادله )1-5جایگزینی رابطه )

(5-35) 

𝑀𝐼𝑙 = ∫ {[𝜎𝑖𝑗𝑢𝑗,1
𝑎𝑢𝑥 + 𝜎𝑖𝑗

𝑎𝑢𝑥𝑢𝑗,1 − 𝜎𝑗𝑘휀𝑗𝑘
𝑎𝑢𝑥𝛿1𝑖 − 𝜌�̇�𝑘�̇�𝑘

𝑎𝑢𝑥𝛿1𝑖]𝑞,𝑖
𝐴∗

+ [𝜌�̈�𝑗𝑢𝑗,1
𝑎𝑢𝑥 + 𝜎𝑖𝑗,𝑖

𝑎𝑢𝑥𝑢𝑗,1 +
1

2
𝜎𝑖𝑗휀𝑖𝑗,1

𝑎𝑢𝑥 + 𝜎𝑘𝑘
𝑎𝑢𝑥(𝛼𝑡,1휃 + 𝛼𝑡휃,1)

−
1

2
(𝐶𝑖𝑗𝑘𝑙,1휀𝑘𝑙

𝑚휀𝑖𝑗
𝑎𝑢𝑥) −

1

2
𝜎𝑖𝑗,1
𝑎𝑢𝑥휀𝑖𝑗

𝑚 − 𝜌�̇�𝑖�̇�𝑖,1
𝑎𝑢𝑥 − 𝜌�̇�𝑖

𝑎𝑢𝑥�̇�𝑖,1

− 𝜌,1�̇�𝑖�̇�𝑖
𝑎𝑢𝑥] 𝑞} 𝑑𝐴 

( و ساده کردن آن، کلی ترین رابطه انتگرال 35-5( در معادله )23-5با قرار دادن رابطه )

 آید:در مختصات محلی نوک ترک برای مواد تابعی به صورت زیر بدست می برهمکنش

(5-33) 

𝑀𝐼𝑙 = ∫ {[𝜎𝑖𝑗𝑢𝑗,1
𝑎𝑢𝑥 + 𝜎𝑖𝑗

𝑎𝑢𝑥𝑢𝑗,1 − 𝜎𝑗𝑘휀𝑗𝑘
𝑎𝑢𝑥𝛿1𝑖 − 𝜌�̇�𝑘�̇�𝑘

𝑎𝑢𝑥𝛿1𝑖]𝑞,𝑖
𝐴∗

+ [𝜌�̈�𝑗𝑢𝑗,1
𝑎𝑢𝑥 + 𝜎𝑖𝑗,𝑖

𝑎𝑢𝑥𝑢𝑗,1 + 𝜎𝑘𝑘
𝑎𝑢𝑥(𝛼𝑡,1휃 + 𝛼𝑡휃,1)

− (𝐶𝑖𝑗𝑘𝑙,1휀𝑘𝑙
𝑚휀𝑖𝑗

𝑎𝑢𝑥) − 𝜌�̇�𝑖�̇�𝑖,1
𝑎𝑢𝑥 − 𝜌�̇�𝑖

𝑎𝑢𝑥�̇�𝑖,1 − 𝜌,1�̇�𝑖�̇�𝑖
𝑎𝑢𝑥]𝑞}𝑑𝐴 

𝜌�̈�𝑗𝑢𝑗,1در این رابطه عبارت 
𝑎𝑢𝑥  نماینده اثرات دینامیکی و عبارت𝜎𝑖𝑗,𝑖

𝑎𝑢𝑥𝑢𝑗,1 بندی غیرناشی از فرمول-

𝜎𝑖𝑗,𝑖های های کمکی است. همچنین قابل ذکر است که عبارتتعادلی برای میدان
𝑎𝑢𝑥𝑢𝑗,1  و
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𝐶𝑖𝑗𝑘𝑙,1휀𝑘𝑙
𝑚휀𝑖𝑗

𝑎𝑢𝑥 اند. عبارت به دلیل ناهمگنی ماده تابعی ایجاد شده𝜎𝑘𝑘
𝑎𝑢𝑥(𝛼𝑡,1휃 + 𝛼𝑡휃,1)  نیز اثرات

 کند.تغییرات دمایی را در رابطه لحاظ می

ها در روش المان محدود توسعه یافته در ها و تنشها، کرنشبا توجه به اینکه محاسبه جابجایی

در دستگاه مختصات سراسری  برهمکنششود، ابتدا باید انتگرال دستگاه مختصات سراسری انجام می

در دستگاه  برهمکنشهای انتگرال محاسبه و سپس به دستگاه مختصات محلی انتقال یابد. مولفه

 شوند:مختصات سراسری به صورت زیر محاسبه می

(5-31) 

(𝑀𝐼𝑛)𝑔 = ∫ {[𝜎𝑖𝑗𝑢𝑗,𝑛
𝑎𝑢𝑥 + 𝜎𝑖𝑗

𝑎𝑢𝑥𝑢𝑗,𝑛 − 𝜎𝑗𝑘휀𝑗𝑘
𝑎𝑢𝑥𝛿𝑛𝑖 − 𝜌�̇�𝑘�̇�𝑘

𝑎𝑢𝑥𝛿𝑛𝑖]
𝜕𝑞

𝜕𝑋𝑖𝐴∗

+ [𝜌�̈�𝑗𝑢𝑗,𝑛
𝑎𝑢𝑥 + 𝜎𝑖𝑗,𝑖

𝑎𝑢𝑥𝑢𝑗,𝑛 + 𝜎𝑘𝑘
𝑎𝑢𝑥(𝛼𝑡,𝑛휃 + 𝛼𝑡휃,𝑛)

− (𝐶𝑖𝑗𝑘𝑙,𝑛휀𝑘𝑙
𝑚휀𝑖𝑗

𝑎𝑢𝑥) − 𝜌�̇�𝑖�̇�𝑖,𝑛
𝑎𝑢𝑥 − 𝜌�̇�𝑖

𝑎𝑢𝑥�̇�𝑖,𝑛 − 𝜌,𝑛�̇�𝑖�̇�𝑖
𝑎𝑢𝑥]𝑞} 𝑑𝐴 

                            𝑛 = 1, 2 

دستگاه مختصات سراسری هستند. برای بدست آوردن مقادیر عددی رابطه های مولفه 𝑋𝑖در این رابطه 

به شکل توان را می( 31-5گیری گوسی استفاده کرد. بنابراین رابطه )توان از روش انتگرال( می5-31)

 :نوشتزیر 

(5-32) 

(𝑀𝐼𝑛)𝑔 = 

∑ ∑ {[𝜎𝑖𝑗𝑢𝑗,𝑛
𝑎𝑢𝑥 + 𝜎𝑖𝑗

𝑎𝑢𝑥𝑢𝑗,𝑛 − 𝜎𝑗𝑘휀𝑗𝑘
𝑎𝑢𝑥𝛿𝑛𝑖 − 𝜌�̇�𝑘�̇�𝑘

𝑎𝑢𝑥𝛿𝑛𝑖]
𝜕𝑞

𝜕𝑋𝑖
𝐺𝑎𝑢𝑠𝑠 𝑝𝑡𝑠.𝑒𝑙𝑒𝑚𝑠

+ [𝜌�̈�𝑗𝑢𝑗,𝑛
𝑎𝑢𝑥 + 𝜎𝑖𝑗,𝑖

𝑎𝑢𝑥𝑢𝑗,𝑛 + 𝜎𝑘𝑘
𝑎𝑢𝑥(𝛼𝑡,𝑛휃 + 𝛼𝑡휃,𝑛)

− 𝐶𝑖𝑗𝑘𝑙,𝑛휀𝑘𝑙
𝑚휀𝑖𝑗

𝑎𝑢𝑥 − 𝜌�̇�𝑖�̇�𝑖,𝑛
𝑎𝑢𝑥 − 𝜌�̇�𝑖

𝑎𝑢𝑥�̇�𝑖,𝑛

− 𝜌,𝑛�̇�𝑖�̇�𝑖
𝑎𝑢𝑥]𝑞} det(𝐽)𝑤𝑔𝑝 

                            𝑛 = 1, 2 

دوم  ( و سیگمای∗𝐴) گیریها در داخل ناحیه انتگرالدر این رابطه سیگمای اول شامل تمامی المان

نیز دترمینان  det(𝐽)باشد. در داخل هر المان می 𝑤𝑔𝑝به توابع وزنی  شامل تمامی نقاط گوسی مربوط

,𝑋1)ماتریس ژاکوبین است که مختصات  𝑋2)  را به مختصات(𝜉,휂) کند. مرتبط می 



 مکانیک شکست دینامیکی فصل پنجم 

 

22 

 

 شودگیری تعریف می( روی ناحیه انتگرال2-5مطابق با شکل ) 𝑞( تابع وزنی 32-5در رابطه )

]34[.  

توان های انتگرال برهمکنش در دستگاه مختصات سراسری، اکنون میپس از بدست آوردن مولفه

با استفاده از رابطه زیر انتگرال برهمکنش را در دستگاه مختصات محلی نوک ترک محاسبه نمود 

]21[. 

(5-33) 𝑀𝐼𝑙 = (𝑀𝐼1)𝑔𝑐𝑜𝑠𝜔 + (𝑀𝐼2)𝑔𝑠𝑖𝑛𝜔 

های مختصات سراسری و محلی نوک ترک زاویه بین دستگاه 𝜔( 3-5که در این رابطه مطابق شکل )

 است. 

 

 

 

  ]𝐪 ]64تابع وزنی مسطح  -2-5شکل 
 

q(x1, x2) 

x1 

x2 

1 
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 هاي مختصات سراسري و محلی در نوك تركدستگاه -9-5شکل 

 

 دينامیکیمحاسبه ضرايب شدت تنش  -5-4

 ضرايب شدت تنش براي ترك ايستا -5-4-1

برای ترک ایستا به  برهمکنشرابطه بین ضرایب شدت تنش در حالت مد ترکیبی و انتگرال 

 :]33[صورت زیر است 

(5-41) 𝑀𝐼𝑙 =
2

𝐸′
(𝐾𝐼𝐾𝐼

𝑎𝑢𝑥 + 𝐾𝐼𝐼𝐾𝐼𝐼
𝑎𝑢𝑥) 

 :عبارت است از ′𝐸در این رابطه که 

 

(5-41) 𝐸′ = {
𝐸𝑡𝑖𝑝                       تنش صفحهای

𝐸𝑡𝑖𝑝/(1 − 𝜈𝑡𝑖𝑝
2) کرنش صفحهای

 

در  𝐾𝐼برای محاسبه به ترتیب مدول یانگ و نسبت پواسون در نوک ترک هستند.  𝜈𝑡𝑖𝑝و  𝐸𝑡𝑖𝑝که 

𝐾𝐼 (،41-5رابطه )
𝑎𝑢𝑥 = 𝐾𝐼𝐼و  1

𝑎𝑢𝑥 =  آید:به صورت زیر بدست می 𝐾𝐼. بنابراین شوندقرار داده می 0

(5-42) 𝐾𝐼 =
𝐸′

2
𝑀𝑙
(1)

 

X1 

X2 

𝜔 

φ 
x1 

x2 

r 

 ترک
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𝐾𝐼 ،(41-5در رابطه ) 𝐾𝐼𝐼برای محاسبه همچنین 
𝑎𝑢𝑥 = 𝐾𝐼𝐼و  0

𝑎𝑢𝑥 = به  𝐾𝐼𝐼و  شوندداده میقرار  1

 :شودصورت زیر تعیین می

(5-43) 𝐾𝐼𝐼 =
𝐸′

2
𝑀𝑙
(2)

 

𝑀𝑙برای محاسبه قابل ذکر است که 
𝑀𝑙کمکی مد اول و برای محاسبه  میداناز  (1)

 میداناز  (2)

 شود.استفاده می برهمکنشکمکی مد دوم در رابطه انتگرال 

 متحركضرايب شدت تنش براي ترك  -5-4-2

برای ترک متحرک به  برهمکنشرابطه بین ضرایب شدت تنش در حالت مد ترکیبی و انتگرال 

 :]154[ صورت زیر است

(5-44) 𝑀𝐼𝑙 =
2(1 − 𝜈𝑡𝑖𝑝

2 )

𝐸𝑡𝑖𝑝
(𝛽1(�̇�)𝐾𝐼𝐾𝐼

𝑎𝑢𝑥 + 𝛽2(�̇�)𝐾𝐼𝐼𝐾𝐼𝐼
𝑎𝑢𝑥) 

 شوند:به صورت زیر تعریف می 𝛽2(�̇�)و  𝛽1(�̇�)سرعت نوک ترک است و  �̇�در این رابطه 

(5-45) 𝛽1(�̇�) =
4𝛼𝑑(1 − 𝛼𝑠

2)

(𝜅 + 1)𝐷(�̇�)
    

(5-43) 𝛽2(�̇�) =
4𝛼𝑠(1 − 𝛼𝑠

2)

(𝜅 + 1)𝐷(�̇�)
    

 :]415[ دشوو به صورت زیر تعریف می است 1ضریب کلوسوف 𝜅که در این توابع 

(5-41) 𝜅 = {
(3 − 𝜈)/(1 + 𝜈)                ایصفحه تنش 

3 − 4𝜈                                 کرنش صفحهای
 

 همچنین،

(5-42) 𝐷(�̇�) = 4𝛼𝑑𝛼𝑠 − (1 + 𝛼𝑠
2)2 

 :]154[ عبارتند از 𝛼𝑠و  𝛼𝑑در این روابط 

                                                           
1 Kolosov coefficient 
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(5-43) 𝛼𝑑 = √1 − (
�̇�

𝑐𝑑
)
2

    

(5-51) 𝛼𝑠 = √1 − (
�̇�

𝑐𝑠
)
2

                      

هستند و به صورت توابعی  2و سرعت موج برشی 1به ترتیب سرعت موج انبساطی 𝑐𝑠و  𝑐𝑑در حالی که 

 :عبارتند ازای برای حالت کرنش صفحه ها. این سرعت]141و  13[ شونداز خواص ماده تعریف می

(5-51) 𝐶𝑑(𝐱) = √
𝐸(𝐱)(1 − 𝜈(𝐱))

(1 + 𝜈(𝐱))(1 − 2𝜈(𝐱))𝜌(𝐱)
   

(5-52) 𝐶𝑠(𝐱) = √
𝐸(𝐱)

2(1 + 𝜈(𝐱))𝜌(𝐱)
   

 ای نیز روابط زیر ارائه شده است.برای حالت تنش صفحه

(5-53) 𝐶𝑑(𝐱) = √
𝐸(𝐱)

(1 + 𝜈(𝐱))(1 − 𝜈(𝐱))𝜌(𝐱)
   

(5-54) 𝐶𝑠(𝐱) = √
𝐸(𝐱)(1 − 2𝜈(𝐱))

2(1 + 𝜈(𝐱))(1 − 𝜈(𝐱))
2
𝜌(𝐱)

   

 رشد تركمعیار  -5-5

کند در چه کند یا نه و اگر رشد میباید بررسی کرد که ترک رشد می 𝐾𝐼𝐼و  𝐾𝐼 محاسبهپس از 

به عنوان  3جهتی و با چه سرعتی رشد خواهد کرد. در این تحقیق از معیار ماکزیمم تنش مماسی

 :]141[ توان به صورت زیر بیان کردرا می 𝜎ℎتنش مماسی  شود.معیار رشد ترک استفاده می

(5-55) 𝜎ℎ =
𝐾𝐼

√2𝜋𝑟
∑ (𝜑, �̇�)

𝐼

ℎ
+

𝐾𝐼𝐼

√2𝜋𝑟
∑ (𝜑, �̇�)

𝐼𝐼

ℎ
 

                                                           
1 Dilatational wave speed 
2 Shear wave speed 
3 Maximum hoop stress criterion 
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∑که در این رابطه  (𝜑, �̇�)𝐼
ℎ  و∑ (𝜑, �̇�)𝐼𝐼

ℎ  توابعی از زاویه𝜑  ( و سرعت نوک ترک 3-5)شکل�̇� 

( بیشتر 𝜎ℎ𝑐از تنش بحرانی ) �̇�=  1در  (𝜎ℎ𝑚𝑎𝑥هستند. هنگامی که ماکزیمم مقدار تنش مماسی )

 توان به صورت زیر نوشت:بنابراین شرط رشد ترک را می شود.شود، گسترش ترک شروع می

(5-53) 𝜎ℎ𝑚𝑎𝑥|�̇�=0 ≥ 𝜎ℎ𝑐|�̇�=0 

که  (𝐾𝐼𝑑(�̇�))و با استفاده از چقرمگی شکست دینامیکی  I( برای حالت مد 𝜎ℎ𝑐تنش مماسی بحرانی )

شود. بنابراین با آید، محاسبه میبدست می Iاز آزمایشات بر روی ماده مورد نظر در حالت مد 

𝐾𝐼جایگذاری  = 𝐾𝐼𝑑(�̇�) ،𝐾𝐼𝐼 = 𝜑و  0 =  آید.بدست می 𝜎ℎ𝑐( 55-5در رابطه ) 0

(5-51) 𝜎ℎ𝑐 =
𝐾𝐼𝑑(�̇�)

√2𝜋𝑟
∑ (0, �̇�)

𝐼

ℎ
≡
𝐾𝐼𝑑(�̇�)

√2𝜋𝑟
 

 𝑟وابستگی تنش مماسی به شعاع  ،سازی عددی، برای چک کردن معیار آغاز رشد ترکدر پیاده

در دو طرف رابطه وجود دارد. با تعریف این عبارت زیرا  ؛شود( حذف می51-5)مخرج کسر در رابطه 

𝐾𝐼معادل  Iیک ضریب شدت تنش مد 
𝑒𝑞(�̇�) آید:، معیار رشد ترک به صورت زیر در می 

(5-52) 𝐾𝐼
𝑒𝑞(0) ≥ 𝐾𝐼𝑑(0) 

𝐾𝐼که در این رابطه 
𝑒𝑞 شود:به صورت زیر تعریف می 

(5-53) 𝐾𝐼
𝑒𝑞(�̇�) = 𝐾𝐼∑ (𝜑𝑐 , �̇�)

𝐼

ℎ
+ 𝐾𝐼𝐼∑ (𝜑𝑐, �̇�)

𝐼𝐼

ℎ
 

∑با جایگذاری  (𝜑𝑐, �̇�)
𝐼
ℎ  و∑ (𝜑𝑐, �̇�)

𝐼𝐼
ℎ ( 53-5در رابطه ،)𝐾𝐼

𝑒𝑞 143[شود به صورت زیر ساده می[: 

(5-31) 𝐾𝐼
𝑒𝑞 = 𝐾𝐼𝑐𝑜𝑠

3 (
𝜑𝑐
2
) −

3

2
𝐾𝐼𝐼𝑐𝑜𝑠 (

𝜑𝑐
2
) 𝑠𝑖𝑛𝜑𝑐 

جهت گسترش ترک است که عمود بر جهت تنش مماسی ماکزیمم بوده و به صورت  𝜑𝑐در این رابطه 

 :]155[ آیدزیر بدست می

(5-31) 𝜑𝑐 = 2𝑡𝑎𝑛
−1(

1

4
[
𝐾𝐼
𝐾𝐼𝐼

− sign(𝐾𝐼𝐼)√(
𝐾𝐼
𝐾𝐼𝐼
)
2

+ 8 ]),       − π < 𝜑𝑐 < 𝜋 
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 محاسبه سرعت رشد ترك -5-5-1

 :]155[ در هنگام رشد رابطه زیر ارائه شده استسرعت نوک ترک برای محاسبه 

(5-32) �̇� = {

0 if  𝐾𝐼
𝑒𝑞 < 𝐾𝐼𝑑 

𝑐𝑟 (1 − (
𝐾𝐼𝑑

𝐾𝐼
𝑒𝑞)

2

) در غیر این صورت
 

توان آن باشد و میاست که ماکزیمم سرعت نوک ترک تئوری می 1سرعت موج ریلی 𝑐𝑟در این رابطه 

 : ]141[ را بر حسب نسبت پواسون و سرعت موج برشی به صورت زیر تقریب زد

(5-33) 𝑐𝑟 = 𝑐𝑠
0.862 + 1.14𝜈

1 + 𝜈
 

های کمکی نوک ترک متحرک و ضریب شدت تنش معادل به سرعت با توجه به وابستگی میدان

برای محاسبه دقیقتر سرعت رشد ترک ارائه و در این تحقیق مورد استفاده رشد ترک، الگوریتم زیر 

 گیرد.قرار می

تواند میتعیین کننده دقت محاسبه سرعت نوک ترک است که  ϵ( پارامتر 4-5در الگوریتم شکل )

 دلخواه انتخاب شود. به 

 

 

 

 

 

 

 

                                                           
1 Rayleigh wave speed 
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 الگوريتم محاسبه سرعت رشد ترك -4-5شکل 

 

 

 

 

 

𝐾𝐼
𝑒𝑞
≥ 𝐾𝐼𝑑  

𝐾𝐼محاسبه 
𝑒𝑞  و𝜑𝑐  

 خیر

�̇�𝑖 = 0 

 (32-5با استفاده از رابطه ) �̇�𝑖 محاسبه

 بله

  ϵ > در صد اختلاف

 �̇�𝑖 شودانتخاب می 

�̇�𝑖−�̇�𝑖−1 = در صد اختلاف

�̇�𝑖
× 100 

 i = 1 

 خیر

هبل  

�̇�𝑖 = 0 

 i = i + 1 

𝐾𝐼محاسبه  
𝑒𝑞  و𝜑𝑐  

𝐾𝐼
𝑒𝑞
≥ 𝐾𝐼𝑑  

 خیر

�̇�𝑖 = 0 

 بله
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 مقدمه -6-1

از آنها با نتایج تحلیلی و عددی در این فصل ابتدا چهار مثال عددی حل شده و نتایج حاصل 

ها بررسی دقت و صحت روش حل ارائه موجود در مقالات مقایسه شده است. هدف از حل این مثال

دیگری جهت بررسی پدیده جدید شده در این تحقیق و برنامه نوشته شده است. سپس مسائل 

اند. تمامی این بررسی شدهمکانیکی تحلیل و -های گرماییشکست دینامیکی مواد تابعی تحت شوک

ای مورد در حالت کرنش صفحهبه خاطر انطباق با شرایط مسائل حل شده موجود در مقالات،  ،هامثال

  اند.تحلیل قرار گرفته

سازی روش المان محدود توسعه یافته و حل معادلات ترموالاستیسیته پیاده برایدر این تحقیق 

مسائل مختلف شکست دینامیکی در مواد تابعی از محیط سازی شبیه به منظور جفت شدهکلاسیک 

 استفاده شده است.  MATLABافزار نویسی نرمبرنامه

 هاي برنامه نوشته شده ويژگی -6-1-1

زیر برنامه است که هر گونه تغییر برای کاربردهای دیگر را  33برنامه نوشته شده در این تحقیق دارای 

 وشته شده در این تحقیق عبارتند از:های برنامه نویژگیکند. ساده می

یک زیر برنامه برای تولید شبکه نوشته شده که قادر به تولید شبکه برای یک هندسه  -1

ها به المان اندازهبندی و مستطیلی با ابعاد دلخواه و تعداد المان دلخواه است. بنابراین تغییر المان

  شود.سادگی انجام می

سازی کرده و همگن و تابعی با خواص مکانیکی و گرمایی دلخواه را مدلبرنامه قادر است مواد  -2

 هر نوع پروفیل تغییر خواص ماده برای مواد تابعی را لحاظ کند. 

 ای است. ای و کرنش صفحهای در هر دو حالت تنش صفحهبرنامه قادر به تحلیل مسائل صفحه -3
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ها و ها و کرنشهای جابجایی، دما، تنشانتورهای گرافیکی بوده و کلیه کبرنامه دارای خروجی -4

و  ه ذخیرهرا های غنی شده و شبکه تغییر شکل یافته در هر گام زمانی شامل المان یهمچنین شبکه

 . دهدقرار میدر دسترس 

نقطه گوسی را به منظور استفاده در  21×21 تا 1×1برنامه بسته به نیاز کاربر قادر است از  -5

نقطه  4×4های حل شده فقط از تعداد البته در مثالبکار گیرد. گیری گوسی روس سطح انتگرال

 گوسی استفاده شده است. 

گیری برای محاسبه های غنی شده نوک ترک و نیز اندازه ناحیه انتگرالگام زمانی، تعداد المان -3

 هستند.  انتگرال برهمکنش تحت کنترل کاربر بوده و به سهولت قابل افزایش یا کاهش

)غیر از  و در حالت مد ترکیبیای با زوایای مختلف های لبهسازی کلیه ترکبرنامه قادر به مدل -1

 است.   (IIIمد 

 اي تحت شوك گرمايی: صفحه همگن با ترك لبهمثال اول -6-2

ای مطابق با شکل این مثال یک لایه دو بعدی الاستیک همسانگرد و همگن با یک ترک لبه برای

  شودفرض می C◦121معادل با  K◦411شود. دمای اولیه لایه برابر با ( درنظر گرفته می3-1)

(K◦411  =0T). 1یند رسانش در زمان ادمای سطح سمت چپ این لایه با فر  =t  مقداربه سرعت به 

K◦351 (C◦11)کاهش پیدا می( کندK◦351  =1T سطوح دیگر این لایه عایق حرارتی فرض .) 

 شوند. می

از عبارت  ]153[در این مثال به خاطر انطباق شرایط حل مسئله با شرایط حل تحلیلی لی و سیم 

 شود.گرمایی در معادله انرژی صرف نظر می-جفت کننده مکانیکی

(. ضخامت 1-3)شکل  m11115/1  =aو  m111/1  =L ،m112/1  =Wابعاد این لایه عبارتند از 

 ،3kg/m5311  =𝜌شود. خواص ماده متشکله این لایه نیز عبارتند از می در نظر گرفته m5/1لایه نیز 

GPa111  =E، 333/1  =𝜈 ،1-K 3-11×112/1  =𝛼𝑡 ،K)◦J/(kg 3/315  =tc  وK)◦W/(m 133/2  =𝑘 . 
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 اي تحت شوك گرمايیداراي ترك لبههمسانگرد همگن  صفحههندسه و ابعاد  -1-6شکل 

 

باشد. همچنین ناحیه می s 4-11  =∆𝑡گام زمانی استفاده شده برای حل مسئله در قلمرو زمان نیز 

گیری برای محاسبه انتگرال برهمکنش و ضریب شدت تنش گرمایی گذرا، یک ناحیه مربعی با انتگرال

در نوک ترک است. به منظور مقایسه با نتایج تحلیلی، ضرایب شدت  m1111/1×m1111/1ابعاد 

 .  ]153[اند تنش عددی بدست آمده با استفاده از رابطه زیر بی بعد شده

(3-1) 𝐾𝐼𝐷𝑖𝑚 = 𝐾𝐼(1 − 𝜈) {𝐸𝛼𝑡(𝑇0 − 𝑇1)𝐿
0.5}⁄    

(3-2) 𝑡𝐷 = 𝑘𝑡 𝜌𝑐𝑡𝐿
2⁄  

( ارائه شده 2-3برای انتخاب تعداد المان یک آزمون همگرایی انجام شده که نتایج آن در شکل )

سازی هندسه ای برای گسستهالمان مستطیلی چهار گره 55×115یک شبکه شامل است. بنابراین 

دت تنش عددی بدست آمده در این تحقیق با نتایج ضرایب شگیرد. مسئله مورد استفاده قرار می

دهد که ( نشان می3-3شکل )اند. ( مقایسه شده3-3در نمودار شکل ) ]153[ تحلیلی لی و سیم

های ضرایب شدت تنش گرمایی عددی و تحلیلی مطابقت خوبی با یکدیگر دارند. این مثال منحنی

های گرمایی سازی صفحات ترکدار همگن تحت شوکنشان دهنده قابلیت برنامه نوشته شده برای مدل

 است.

T1 

L 

W 

T0 

x 

y 

a 

 عایق
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 براي مثال اول هاي متفاوتآزمون همگرايی ضرايب شدت تنش بدست آمده با تعداد المان -2-6شکل 

 

 

 نمودار ضريب شدت تنش بی بعد شده در برابر لگاريتم زمان بی بعد شده براي مثال اول -9-6شکل 

 

 اي تحت شوك گرمايی با ترك لبه 3O2Al/4N3Si: صفحه تابعی مثال دوم -6-9

 شکل با ای مطابق یک ترک لبه دارای 3O2Al/4N3Si از جنس ماده تابعیبعدی  دو صفحهیک 

 . ضخامت m112/1 = Wو  m111/1 = Lعبارتند از  صفحه. ابعاد این شوددر نظر گرفته می( 3-4)

 

0

0/07

0/14

0/21

0/28

-5 -4 -3 -2 -1 0

KIDim

log (tD)

51 * 101 Element

41 * 81 Element

31 * 61 Element

21 * 41 Element

0

0/07

0/14

0/21

-4 -3 -2 -1

KIDim

log(tD)

analytical, Lee & Sim [156]

Present
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 اي تحت شوك گرمايی با ترك لبه  3O2/Al4N3Si هندسه و شرط مرزي لايه تابعی -4-6شکل 

 

 شود که عبارتند ازمتفاوت تحلیل می طول ترک اولیهاست. صفحه با دو  m111/1صفحه نیز 

m1111/1 = a  وm1113/1 = a.  

قرار دارد. دمای سطح سمت چپ ورق در زمان K◦211 = 0T (C◦13- )ابتدا در دمای اولیه  صفحه

1 = t  به طور ناگهانی بهK◦131 = LT اما دمای سطح سمت راست همواره در مقدار ؛یابدکاهش می 

بنابراین شوند. سطوح دیگر عایق گرما فرض می .(K◦211 = RT) ماندثابت باقی میدرجه کلوین  211

 ترک در شرایط بارگذاری مد اول قرار دارد. 

. گام زمانی شودمیای شبکه بندی گره المان مربعی چهار 35×125با تعداد  صفحه مورد نظر

. همچنین یک محدوده مربعی شکل با ابعاد s 1112/1= ∆𝑡استفاده شده در این مثال عبارت است از 

a×2a2  برای محاسبه انتگرال برهمکنش و ضریب شدت تنشIK  شودمیدر نظر گرفته. 

است. به  ]1[ در این مثال هدف مقایسه نتایج عددی بدست آمده با نتایج تحلیلی جین و پائولینو

 جفتاز عبارت  ]1[همین دلیل برای انطباق شرایط حل مسئله با شرایط حل تحلیلی جین و پائولینو 

 . شودمیگرمایی در معادله انرژی صرف نظر -کننده مکانیکی

TL 

L 

W 

T0 

x 

y 

Vi(x) 

a 

TR 

 عایق
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اند. ت شدهثب( 1-3در جدول ) 4N3Siو  3O2Alیعنی  صفحهخواص مواد تشکیل دهنده این 

 4N3Si خالص باشد و تغییر درصد حجمی 3O2Al صفحهکه سطح سمت چپ  شودمیهمچنین فرض 

  ( تبعیت کند.1-2از رابطه ) xدر جهت محور 

به دست آمده توسط جین و ، با مقادیر pیب شدت تنش محاسبه شده برای دو مقدار مختلف اضر

یب شدت تنش و زمان ااند. در این مثال ضر( مورد مقایسه قرار گرفته5-3در شکل ) ]1[پائولینو 

 .اندتوسط روابط زیر بی بعد شده

 

(3-3) 𝐾𝐼𝐷𝑖𝑚 = 𝐾𝐼(1 − 𝜈) {𝐸𝛼𝑡0(𝑇0 − 𝑇1)(𝜋𝐿)
0.5}⁄     

(3-4) 𝑡𝐷 = 𝑘0𝑡 𝜌0𝑐𝑡0𝐿
2⁄  

هستند  x=  1اند، خواص ماده مربوط به موقعیت در روابط بالا خواصی که با اندیس صفر مشخص شده

 (. 3O2Al)خواص 

دهد همچنین نشان می دهد.نشان میرا بین نتایج عددی و تحلیلی ( مطابقت خوبی 5-3شکل )

 در ماده تابعی  3O2Alدر لبه متشکل از  که ضریب شدت تنش مد اول برای ترک قرار گرفته

4N3Si/3O2Al  تحت شوک حرارتی، با افزایش نمایp ( افزایش می1-2در رابطه ).یابد 

سازی مواد این مثال بیانگر دقت بالای برنامه نوشته شده در این تحقیق برای مدلنتایج حاصل از 

 .هستندهای حرارتی تابعی ترکدار تحت شوک

 

 ]4N3Si ]45و  3O2Alخواص  -1-6جدول 

چقرمگی 

شکست 
)1/2m.(MPa 

ظرفیت 

گرمایی ویژه 
(J/Kg-K) 

چگالی 
)3(Kg/m 

هدایت 

 گرمایی

(W/m-K) 

ضریب انبساط 

گرمایی 
/K)6−(10 

نسبت 

 پواسون

  مدول

یانگ 
(GPa) 

 ماده

4 311 3211 21 2 25/1  321 Al2O3 

5 111 3211 35 3 25/1  321 Si3N4 
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 )الف(

 

 )ب(

 يب شدت تنش مد اول براي لايه تابعی تحت شوك حرارتیاهاي ضرمقايسه منحنی -5-6شکل 

 a/L=  9/1ب( ، a/L=  1/1الف( 

 

 اي تحت شوك مکانیکی صفحه همگن با ترك لبه سوم:مثال  -6-4

گرفته ( در نظر 3-3ای مطابق شکل )دی با یک ترک لبهبع دوالاستیک  صفحهیک در این مثال 

های بالایی و به لبه t=  1 در زمان Pa33151  =𝜎0با مقدار یکنواخت یک تنش کششی  شود.می

است و شامل یک  m1با ضخامت  m11×m4( 1-3مطابق شکل ) لایهشود. ابعاد پایینی آن وارد می

  باشد.می m5 = aترک اولیه با طول 

0

0/03

0/06

0/09

0/12

0/15

0 0/02 0/04 0/06 0/08

KIDim

tD

Jin and Paulino [1], p = 1

Present, p = 1

Jin and Paulino [1], p = 0.2

Present, p = 0.2

0

0/02

0/04

0/06

0/08

0/1

0 0/02 0/04 0/06 0/08 0/1

KIDim

tD

Jin and Paulino [1], p = 1

Present, p = 1

Jin and Paulino [1], p = 0.2

Present, p = 0.2
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 اي تحت شوك مکانیکیهمگن با ترك لبه همسانگرد صفحهبارگذاري نحوه هندسه و  -6 -6شکل 

 

 از یک ماده همسانگرد و همگن تشکیل شده و خواص ماده تشکیل دهنده آن عبارت لایهاین 

مستطیلی چهار  المان 21×211با  لایه. این 𝜈 = 3/1و  3kg/m 1233 = 𝜌 ،GPa 211 = E :از است

 . شودمیشبکه بندی  ایگره

نهایت ارائه شده است. در اینجا بی صفحهبرای یک  ]141[حل تحلیلی این مسئله توسط فروند 

شود، یعنی قبل متوقف می ct3  =t سازی تا زمانچون ابعاد ورق درنظر گرفته شده محدود است، شبیه

برابر است با  ctدر این مسئله  .]314[ ها به نوک ترک برسنداز لبههای منعکس شده از اینکه موج

𝐶𝑑/2  و𝐶𝑑 ( برابر است با 51-5بر طبق رابطه )m/s5232سازی در حدود . بنابراین زمان شبیه 

s 111/1 𝑡 شود در نتیجه گام زمانی مورد گام زمانی تقسیم می 111آید. این زمان به بدست می =

 m5/1×m5/1به ابعاد مربعی یک ناحیه در این مثال است.  s 11111/1= ∆𝑡استفاده برای این مثال 

 شود. برای محاسبه انتگرال برهمکنش و ضریب شدت تنش مد اول استفاده میدر نوک ترک 

ارائه شده ( با مقادیر تحلیلی 1-3شکل )نمودار به دست آمده برای این مسئله در  IKمقادیر 

همچنین دیده . دارندمطابقت خیلی خوبی توان دید که نتایج می .اندمقایسه شده ]141[توسط فروند 

 منحنی حاصل از روش عددی حول مقادیر تحلیلی نوسان دارد که این پدیده در مراجعشود که می

σ0 

a 

10m 
2m 

2m 

Crack 
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 . این نوسانات گزارش شده استنیز برای روش المان محدود توسعه یافته  ]151و  143، 111، 111[

 

 

به دست آمده در اين تحقیق با مقادير حل تحلیلی  𝐏𝐚√𝐦( IK(مقايسه ضريب شدت تنش  -7 -6شکل 

 براي مثال سوم
 

سازی المان محدود در قلمرو مکان و روش مشخصه حل مسئله انتشار شوک توسط روش گسسته

 .]111[ در قلمرو زمان هستند نیومارک

 و کد نوشته شده در این تحقیق برایاین مثال نشان دهنده قابلیت خیلی خوب روش ارائه شده 

 حل مسائل تحلیل ترک تحت شوک مکانیکی است.

 تیر همگن ترکدار تحت شوك مکانیکی: مثال چهارم -6-5

. شودمثال در نظر گرفته میبرای این  (2-3کدار تحت خمش سه نقطه مطابق شکل )یک تیر تر

که  آن، مقدار استاتیکی با استفاده ازبارگذاری در حالت مد اول است و ضریب شدت تنش دینامیکی 

  .]143[ شودبی بعد می ،آیداز رابطه زیر به دست می

(3-5) 𝐾𝐼𝑠 =
6𝐿𝑙𝜎0
4𝐵𝑊2

√𝜋𝑎Φ(
𝑎

𝑊
) 

0/0E+0

5/0E+4

1/0E+5

1/5E+5

2/0E+5

2/5E+5

3/0E+5

0 0/0002 0/0004 0/0006 0/0008 0/001

KI

Time (sec)

Analytical [147]

Present
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)Φدر این رابطه تابع 
𝑎

𝑊
 عبارت است از: (

 

 

 شوك مکانیکی تحت ترکدار هندسه تیر همگن  -8-6شکل 

 

(3-3) Φ(
𝑎

𝑊
) = 1.09 − 1.735

𝑎

𝑊
+ 8.2 (

𝑎

𝑊
)
2

− 14.18 (
𝑎

𝑊
)
3

+ 14.57 (
𝑎

𝑊
)
4

 

ارتفاع تیر و  m11/1 = 𝑊 ،طول ترک m115/1 = 𝑎، فاصله بین دو تکیه گاه m14/1 = 𝐿 همچنین

m1 = 𝐵 بنابراین ضریب شدت تنش بی بعد عبارت است از: د.نباشضخامت تیر می 

(3-1) 𝐾𝐼𝐷𝑖𝑚 =
𝐾𝐼
𝐾𝐼𝑠

 

و  GPa 211 = E مدول یانگ ،3kg/m 1231 = 𝜌 چگالیتیر از یک ماده همسانگرد و همگن با 

این مسئله متشکل از  بندیالمانتشکیل شده است. شبکه استفاده شده برای  𝜈 = 3/1نسبت پواسون 

ای است. ناحیه در نظر گرفته شده برای محاسبه انتکرال برهمکنش مستطیلی چهار گرهالمان  21×31

در لحظه  Pa411 = 𝜎0یک بار گسترده به مقدار  است. mm5×mm5یک مربع به ابعاد تقریبی نیز 

 μs 251سازی زمان شبیهشود. در مرکز تیر اعمال می m1125/1 = 𝑙 ی به اندازهاولیه بر روی طول

 .شودمیگام زمانی تقسیم  211که به  باشدمی

( با منحنی ارائه شده 3-3در شکل )سازی منحنی ضریب شدت تنش بی بعد بر حسب زمان شبیه

مقایسه شده است. نمودار که آن هم با روش المان محدود توسعه یافته بدست آمده  ]143[ در مرجع
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ضریب شدت تنش ج مطابقت بسیار خوبی با هم دارند و نیز دهد که نتای( نشان می3-3شکل )

 .کندنوسان میآن  دینامیکی بین صفر و دو برابر مقدار استاتیکی

 

 

براي  شوك مکانیکیبی بعد شده براي تیر تحت  IKهاي ضريب شدت تنش مقايسه منحنی -3-6شکل 

 مثال چهارم
 

 4N3/Si3O2Alرشد ترك در صفحه تابعی : پنجممثال  -6-6

ماده تابعی و زاویه اولیه ترک بر روی  کسر حجمی اجزایتغییر پروفیل در این مثال ابتدا اثرات 

 4N3/Si3O2Alسپس پدیده رشد ترک در صفحه تابعی  شود.ضرایب شدت تنش گرمایی مطالعه می

دمای ابعاد و شرایط مرزی صفحه مورد نظر دقیقا مشابه مثال اول است. گیرد. مورد بررسی قرار می

یک شوک  t=  1(. در لحظه K◦511 = 0Tشود )درجه کلوین انتخاب می 511اولیه صفحه برابر با 

شود. طول اولیه ( به سطح سمت چپ صفحه اعمال می11-3( مطابق شکل )K◦51-  =سرمایشی )

 که در ابزارهای برش استفاده است  4N3/Si3O2Alو جنس صفحه نیز ماده تابعی  m1111/1  =aترک 
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سطح سمت است.  ارائه شده( 1-3در جدول ) 4N3Siو  3O2Al مکانیکی و گرمایی شود. خواصمی

شود )مشابه کاربرد این مواد خالص فرض می 3O2Alچپ صفحه که در معرض شوک گرمایی قرار دارد 

 در ابزارهای برش(. 

 

 اي تحت شوك گرمايی )مثال پنجم(با ترك لبه 4N3/Si3O2Alط مرزي لايه تابعی ايهندسه و شر -11-6شکل 
 

در این جهت از معادله  4N3Siدهد و تغییر کسر حجمی رخ می xتغییرات ماده در جهت محور 

بندی صفحه ای برای المانالمان مستطیلی چهار گره 35×125کند. یک شبکه با ( پیروی می2-1)

 شود. ثانیه در نظر گرفته می 1111/1انتخاب و گام زمانی نیز برابر با 

برای مطالعه اثر پروفیل تغییر کسر حجمی اجزای ماده تابعی بر روی ضرایب شدت تنش، مسئله 

شود. حل می pر متفاوت برای درجه با سه مقدا ω=  21و  ω=  1برای دو ترک با زوایای اولیه 

در شکل  pبی بعد شده برای مقادیر مختلف  IIو  Iتغییرات زمانی ضرایب شدت تنش دینامیکی مد 

 ( نشان داده شده است.3-11)

( استفاده شده 4-3( و )3-3سازی ضرایب شدت تنش و زمان از روابط )بعدبرای بیدر این مثال 

شود. باعث افزایش ضرایب شدت تنش می pدهد که افزایش پارامتر ( نشان می12-3شکل )است. 

 در نمودارهای شکل  p=  1تاثیر زاویه اولیه ترک بر روی مقادیر ضرایب شدت تنش برای حالت 

T1 

L 

W 

T0 

x 

y 

a 
ω 

Vi(x) 

 عایق
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نظر از چگونگی دهند که، صرف( نشان داده شده است. مطابق انتظار این نمودارها نشان می3-13)

( و IKزاویه اولیه ترک منجر به کاهش مقدار ضریب شدت تنش مد اول )تغییرات خواص ماده، افزایش 

  شود. ( میIIKافزایش مقدار ضریب شدت تنش مد دوم )

 
 )الف(

  
 (ب) (ج)

به روش عددي  4N3/Si3O2Alبراي لايه تابعی  ضرايب شدت تنش يبر رو pمطالعه اثر پارامتر  -11-6شکل 

بی بعد  IIKدرجه، ج(  21براي ترك مايل با زاويه بی بعد  IKبراي ترك افقی، ب( بی بعد  IKالف(  ،حاضر

 درجه  21براي ترك مايل با زاويه 
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ای تحت شوک با یک ترک لبه 4N3/Si3O2Alدر ادامه این مثال، پدیده رشد ترک در لایه تابعی 

شود و یک نظر گرفته می درجه کلوین در 211گیرد. دمای اولیه صفحه حرارتی مورد بررسی قرار می

 شود.در لحظه اولیه به لبه سمت چپ اعمال می K◦511-  =شوک سرمایشی به مقدار 

  
 )ب( )الف(

بر حسب  اي با زاويه اولیه متفاوتهاي لبهبعد براي تركهاي ضرايب شدت تنش بیمنحنی -12-6شکل 

 بی بعد IIKب( ، بی بعد IKالف(  ،4N3/Si3O2Alدر لايه تابعی  درجه

 

( مسیر رشد ترک، کانتورهای تنش ون میزز و شبکه تغییر شکل یافته را در آستانه 13-3شکل )

دهد. برای وضوح بیشتر، ، نشان میp=  1برای صفحه تابعی با  s 114/1  =tرشد ترک و بعد از زمان 

  اند.برابر بزرگ شده 51ها (، جابجایی13-3در ترسیم شبکه تغییر شکل یافته شکل )

 yu( نیز مسیر رشد ترک، کانتورهای تنش ون میزز و کانتورهای جابجایی در جهت 14-3شکل )

نشان تحت شوک گرمایی  p=  1( در حالت ω=  21◦دار )را برای یک صفحه تابعی با یک ترک زاویه

افقی دار نیز به صورت خط راست شود که مسیر رشد ترک برای یک ترک زاویهمشاهده میدهد. می

 باشد.می
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 آغاز رشد ترکالف( 

 
 

 s114/1  =t ب( 
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و شبکه تغییر شکل يافته با ( Paبا واحد پاسکال )مسیر رشد ترك، کانتورهاي تنش ون میزز  -19-6شکل 

تحت شوك  4N3/Si3O2Alدر لايه تابعی  اي افقیبراي ترك لبه اندبرابر بزرگ شده 51هايی که جابجايی

 )مثال پنجم( K◦ 055-  =θگرمايی 

  
 )ب( )الف(

تحت  4N3/Si3O2Alدر لايه تابعی درجه  21اي با زاويه اولیه مسیر رشد ترك براي ترك لبه -14-6شکل 

ب(  ،(Paبا واحد پاسکال ) . الف( کانتورهاي تنش ون میززs 11/1  =tلحظه  در K◦ 511-  =θشوك گرمايی 

 (mبا واحد متر ) yu کانتورهاي جابجايی

 

 اي تیر تابعی شیشه/اپوکسی با ترك لبهششم: مثال  -6-7

مطابق  مکانیکی-شوک گرماییتحت اپوکسی /یک تیر ترکدار ساخته شده از ماده تابعی شیشه

بار مکانیکی و گرمایی بر است.  چهارم. هندسه تیر همانند تیر مثال گیریممی( را در نظر 15-3)شکل 

تیر در  تشکیل دهندهص مواد خواشوند. تیر اعمال و سطوح دیگر عایق فرض میروی سطح بالایی 

 ( ارائه شده است.2-3جدول )
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 مکانیکی-گرمايیاي تحت شوك اپوکسی با ترك لبه/تابعی شیشه هندسه و بارگذاري تیر -15-6شکل 

 ]6[ خواص اپوکسی و شیشه -2-6جدول 

چقرمگی 

شکست 
)1/2m.(MPa 

ظرفیت 

گرمایی ویژه 
(J/Kg-K) 

چگالی 
)3(Kg/m 

هدایت 

گرمایی 
(W/m-K) 

ضریب انبساط 

گرمایی 
/K)6−(10 

نسبت 

 پواسون

مدول یانگ 
(GPa) 

 ماده

3/1  1211 1115 122/1  55 34/1  2/3  اپوکسی 

15/1  221 2511 331/1  3/2  23/1  شیشه  11 

 

دهد به عنوان ای که لبه پایینی تیر را تشکیل میشود. مادهمیبه سمت بالا درنظر گرفته  xمحور 

( 1-2و تغییرات کسر حجمی ماده افزوده شده به ماتریس از رابطه نمایی ) ماتریس در نظر گرفته شده

 کند.پیروی می

ای است. المان مستطیلی چهار گره 45×115شبکه استفاده شده برای حل این مسئله متشکل از 

 mm5×mm5کنش یک مربع به ابعاد تقریبی ناحیه در نظر گرفته شده برای محاسبه انتگرال برهم

 شود.در نظر گرفته می μs 2 برابر با زمانیاست. گام 

مکانیکی به -خواهیم پاسخ تیر تحت شوک حرارتی، شوک مکانیکی و بارگذاری حرارتیابتدا می

طور همزمان را با هم مقایسه کنیم. فرض کنید که سطح زیرین تیر از جنس شیشه باشد و اپوکسی 

به دست ( 1-2تغییرات کسر حجمی آن از رابطه )شود که به عنوان ماده افزودنی در نظر گرفته می

. در مرحله اول تیر تحت (= p 1) شوددر نظر گرفته میا یک ببرابر  p(، مقدار 1-2) آید. در رابطهمی

در وسط تیر  m1125/1 = 𝑙که در لحظه اولیه بر روی طول  MPa 1/1 = 𝜎0یک بار گسترده به مقدار 

بر  = K◦1 θیک شوک حرارتی با مقدار شود. در مرحله دوم فقط می(، تحلیل e=  1شود )اعمال می

x 
θ 

l 

𝜎0 

L 

W 

a 

e 
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بار به  تیر تحت هر دونیز پاسخ آید. در انتها و پاسخ تیر بدست میشده روی سطح بالایی تیر اعمال 

 آید.بدست میطور همزمان 

مکانیکی، حرارتی و ترکیب مکانیکی و  سه بارگذاری هربرای  IKیب شدت تنش اضر هایمنحنی

 . اند( ترسیم و با یکدیگر مقایسه شده13-3در شکل ) حرارتی

 

 مکانیکی بر حسب زمان براي سه بارگذاري  )𝐏𝐚√𝐦 (با واحد  IK هايمقايسه منحنی -16-6شکل 

MPa 1/1 = 𝜎𝟎  حرارتی ،K◦ 1  =θ  با ماتريس شیشه اپوکسی/بر روي تیر تابعی شیشهو ترکیب اين دو 

 

شود. بررسی می و خیز نقطه میانی تیر بر روی مقدار ضریب شدت تنش pدر ادامه اثر پارامتر 

که به طور  MPa 1/1 = 𝜎0و شوک مکانیکی  = K◦1 θبرای این منظور، دو تیر تحت شوک حرارتی 

ماتریس و در تیر دوم اپوکسی . در تیر اول شیشه به عنوان گیریممیشوند را در نظر همزمان اعمال می

  = 2pو   = 5/1p = ، 1pشود. هر دو تیر با سه مقدار متفاوت به عنوان ماتریس در نظر گرفته می

 اند. ارائه شده( 11-3تحلیل و نتایج در شکل )

یابد و هنگامی که افزایش می p ،IKشود در صورتی که ماتریس شیشه باشد با افزایش مشاهده می

شود که ( مشاهده می11-3همچنین در شکل ) یابد.کاهش می p ،IKریس باشد با افزایش اپوکسی مات
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در تیر با ماتریس شیشه افزایش یافته و در تیر با  pسرعت رسیدن موج به نوک ترک با افزایش 

 یابد. ماتریس اپوکسی کاهش می

 

 

  
 )ب( )الف(

اپوکسی تحت /بر حسب زمان براي تیر تابعی شیشه )𝐏𝐚√𝐦 (با واحد  IK هايمقايسه منحنی -17-6شکل 

 الف( ماتريس شیشه ب(ماتريس اپوکسی، pمکانیکی با سه مقدار مختلف -شوك حرارتی

 

شود. در ادامه اثر تغییر مکان اعمال شوک مکانیکی بر روی یک تیر با ماتریس اپوکسی بررسی می

و  = K◦1 θشود. تیر تحت شوک حرارتی ( در نظر گرفته می15-3تیر نشان داده شده در شکل )

شود. برای سه مقدار به طور همزمان در لحظه اولیه قرار داده می MPa 1/1 = 𝜎0شوک مکانیکی 

، ضرایب شدت تنش محاسبه و L = e/4و  L = e  ،3/L = e/2یعنی  (eخروج از مرکزی بار ) مختلف

 اند. نشان داده شده (12-3)در شکل 

دهد. بنابراین هنگامی که بار حرارتی ترک را در حالت مد اول قرار میواضح است که شوک 

 صفر  IIKشود ترک در حالت مد اول است و ضریب شدت تنش مکانیکی در مرکز تیر وارد می
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دهد که با دور شدن بار مکانیکی از مرکز تیر، ترک در حالت مد نشان می (12-3)شکل باشد. می

کاهش یافته زیرا مقدار ممان  IK ،فاصله بار تا مرکز تیر بیشتر شود گیرد و هرچهترکیبی قرار می

نوسانات شدیدتری دارد و با خارج شدن  IKنسبت به  IIKیابد. منحنی خمش در مرکز تیر کاهش می

های این منحنی به بیشترین مقدار و قرار گرفتن ترک در حالت مد ترکیبی ناگهان قلهتیر بار از مرکز 

با دور شدن بار مکانیکی از مرکز تیر به دلیل کاهش نیروی برشی در محل ترک، ارتفاع خود رسیده و 

  یابند.ها کاهش میاین قله

 

 )الف( 
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 )ب( 

با اپوکسی /شیشه تابعیبراي تیر  𝐏𝐚√𝐦ضرايب شدت تنش با واحد  هايمنحنیمقايسه  -18-6شکل 

 IIKب( ، IKالف(  ،eمکانیکی با سه مقدار مختلف -ماتريس اپوکسی تحت شوك حرارتی

های گرمایی و های خیز نقطه میانی لبه بالایی تیر تابعی شیشه/اپوکسی تحت بارگذاریمنحنی

های الف و ب در شکل ( ارائه شده است. مقایسه منحنی13-3در شکل ) p=  1مکانیکی برای حالت 

دهد هنگامی که ماتریس اپوکسی باشد خیز تیر بیشتر از زمانی است که ماتریس نتیجه می( 3-13)

رسد. به شیشه باشد و تیر با ماتریس شیشه زودتر از تیر با ماتریس اپوکسی به خیز بیشینه خود می

در  µm 5/1مکانیکی بیشترین خیز تیر با ماتریس شیشه حدود -عنوان مثال برای بارگذاری گرمایی

 µs 121و در زمان تقریبی  µm 5/13و بیشترین خیز تیر با ماتریس اپوکسی حدود  µs 111زمان 

 شود. حاصل می

دهد که با دور شدن محل اعمال بار مکانیکی از مرکز تیر، مطابق انتظار ( نشان می13-3شکل )

بیشتر است مکانیکی -یتوان دید که خیز تیر تحت شوک گرماییابد. همچنین میخیز تیر کاهش می

 اعمال شوند. به تیر ها هنگامی که به طور جداگانه خیز حاصل از هر یک از بارگذاری از

 

-1/6E+4

-1/2E+4

-8/0E+3

-4/0E+3

0/0E+0
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KII

Time(s)
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 )ب( )الف(

و  تحت شوك حرارتیاپوکسی /شیشه تابعیتیر  نقطه میانی لبه بالايی جابجايی هايمنحنی -13-6شکل 

 ماتريس اپوکسی ب( ماتريس شیشه الف( .p=  1در حالت  مکانیکی
 مکانیکی بر روی خیز تیر تابعی، اختلاف -کننده گرماییجفت عبارتبه منظور بررسی اثر 

کننده و با صرفنظر از آن جفت عبارتهای خیز نقطه میانی لبه بالایی تیر با در نظر گرفتن منحنی

( ارائه 21-3گرمایی در شکل )-تحت شوک مکانیکی p=  1تیری با ماتریس اپوکسی و پارامتر برای 

 شود.با استفاده از رابطه زیر محاسبه و ترسیم می خیزهای دو حالت شود. درصد اختلافمی

خیزها  (3-2) درصد اختلاف =
𝑢𝑥𝑢𝑛𝑐𝑜𝑢𝑝𝑙𝑒𝑑−𝑢𝑥𝑐𝑜𝑢𝑝𝑙𝑒𝑑

𝑢𝑥𝑐𝑜𝑢𝑝𝑙𝑒𝑑

× 100 

گیرد. برای این منظور اپوکسی مورد بررسی قرار می/در انتها پدیده رشد ترک در تیر تابعی شیشه

 m113/1 = 𝑎طول ترک اولیه  شود. فرض میشودگرفته مینظر  در( 15-3) یک تیر مطابق شکل

شود. ناحیه در ، برابر با یک انتخاب میpماده تابعی، تغییر کسر حجمی اجزای باشد. پارامتر پروفیل 

است. گام  mm2×mm2نظر گرفته شده برای محاسبه انتگرال برهمکنش یک مربع به ابعاد تقریبی 

 شود. در نظر گرفته می μs 1زمانی نیز برابر با 
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بنابراین مقادیر شوک حرارتی و مکانیکی را به  باید بار افزایش یابد. ،برای اینکه ترک رشد کند

 مکانیکی -برای شوک گرمایی MPa 5 = 𝜎0و  = K◦11 θبرای شوک گرمایی و  = K◦12 θترتیب به 

 

 

و غیر  جفت شدهدرصد اختلاف مقادير خیز نقطه میانی لبه بالايی تیر حاصل از معادلات  -21-6شکل 

 مکانیکی-تحت شوك گرمايی p=  1براي تیري با ماتريس اپوکسی و پارامتر  جفت شده

 (.e=  1شود )همچنین بار مکانیکی به مرکز تیر اعمال می دهیم.میافزایش 

با  تابعی مسیر رشد ترک همراه با کانتورهای میدان تنش ون میزز را در یک تیر (21-3)شکل 

با مقدار دهد. این تیر فقط تحت شوک مکانیکی های مختلف نشان میدر زمان p=  1و ماتریس شیشه 

MPa 5 = 𝜎0  مسیر رشد ترک مستقیم  ،شدپیش بینی میاز قبل قرار گرفته است. همان طور که

 الخط است.

میزز، و تنش ون σ𝑥 ،σ𝑦 ،𝜏𝑥𝑦به همراه کانتورهای تنش رشد ترک  مسیر (22-3)شکل 

با تابعی تیر  یکبرای و نیز شبکه تغییر شکل یافته  yو  xکانتورهای جابجایی در جهت محورهای 

 برای این تیر برابر با یک انتخاب  pپارامتر دهد. میرا نشان  گرماییماتریس اپوکسی تحت شوک 

اند. برای ترسیم سازی ترسیم شدهمیکرو ثانیه از زمان شبیه 111کانتورها پس از گذشت شود. می

و مسیر رشد ترک اند تا تغییر شکل تیر برابر بزرگتر شده 11ها شبکه تغییر شکل یافته، جابجایی

 شود. مشاهده تر واضح
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μs 35 = t μs 41 = t 

  
μs 51 = t μs 31 = t 

هاي در زمان (Paبا واحد پاسکال )میزز هاي میدان تنش ونمسیر رشد ترك به همراه کانتور -21-6شکل 

 شوك مکانیکیتحت  e=  1و  p=  1 در حالت با ماتريس شیشهشیشه/اپوکسی مختلف براي تیر تابعی 

و تنش ون میزز،  σ𝑥 ،σ𝑦 ،𝜏𝑥𝑦به همراه کانتورهای تنش رشد ترک  مسیرنیز  (23-3)شکل 

با تابعی تیر  یکبرای و نیز شبکه تغییر شکل یافته  yو  xکانتورهای جابجایی در جهت محورهای 

ثانیه از زمان میکرو  51کانتورها پس از گذشت دهد. نشان میرا  گرماییتحت شوک  شیشهماتریس 

 برابر  11ها اند. در اینجا نیز برای ترسیم شبکه تغییر شکل یافته، جابجاییسازی ترسیم شدهشبیه

 

  
σx (Pa)  σVon mises (Pa)  
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𝜏xy (Pa)  σy (Pa)  

  
u𝑦 (m) u𝑥  (m) 

 
 شبکه تغییر شکل یافته 

براي تیر شبکه تغییر شکل يافته نیز  و جابجايی و تنشهاي مسیر رشد ترك به همراه کانتور -22-6شکل 

  زمان در = K◦21 θ گرمايیتحت شوك  e=  1و  p=  1 در حالت با ماتريس اپوکسیشیشه/اپوکسی تابعی 

μs 111 = t 

 تر دیده شود. اند تا تغییر شکل تیر واضحبزرگتر شده

برای تیرهای  yو جابجایی در جهت محور  میززکانتورهای تنش ونبه همراه رشد ترک  مسیر

 مکانیکی به ترتیب در اشکال -های شیشه و اپوکسی تحت شوک گرماییتابعی با ماتریس

 اند. ب( ارائه شده-23-3الف( و )-3-23)

 

  
σx (Pa)  σVon mises (Pa)  
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𝜏xy (Pa)  σy (Pa)  

  
u𝑦 (m) u𝑥(m) 

 

 شبکه تغییر شکل یافته

براي تیر شبکه تغییر شکل يافته  و نیز تنش و جابجايیهاي مسیر رشد ترك به همراه کانتور -29-6شکل 

  زمان در = K◦21 θ گرمايیتحت شوك  e=  1و  p=  1در حالت  شیشهشیشه/اپوکسی با ماتريس تابعی 

μs 51 = t 

  
u𝑦 (m) σVon mises (Pa)  

 μs 51 = tتیر با ماتریس شیشه در الف( 

  

u𝑦 (m) σVon mises (Pa)  
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 μs 111 = tتیر با ماتریس اپوکسی در ب( 

( yو جابجايی در جهت طول تیر )میزز هاي میدان تنش ونمسیر رشد ترك به همراه کانتور -24-6شکل 

 مکانیکی-گرمايیتحت شوك  e=  1و  p=  1در حالت در حالت اپوکسی /شیشهتابعی  هايبراي تیر

 

های گرمایی های ضریب شدت تنش معادل برای تیرهای تابعی شیشه/اپوکسی تحت شوکمنحنی

اند. ترسیم شدهب( -24-3و )( الف-24-3ل )اشکادر به ترتیب مکانیکی در طی شبیه سازی -گرماییو 

دهد که ضریب شدت تنش معادل برای تیر تابعی شیشه/اپوکسی ترکدار که ( نشان می25-3شکل )

 ماتریس آن شیشه باشد بیشتر از تیر تابعی با ماتریس اپوکسی است. 

ای های سرعت رشد ترک را برای تیرهای تابعی شیشه/اپوکسی با ترک لبه( منحنی23-3شکل )

دهند ( نشان می21-3مودارهای شکل )ندهد. مکانیکی نشان می-گرمایی های گرمایی وتحت شوک

در تیر تابعی با ماتریس شیشه نسبت به مکانیکی -تحت شوک گرمایی و گرماییکه آغاز رشد ترک 

  افتد.تیر تابعی با ماتریس اپوکسی سریعتر اتفاق می

 

 

 )الف(
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 )ب(

در  شیشه/اپوکسی تیر تابعیبراي  𝐏𝐚√𝐦يب شدت تنش معادل با واحد اهاي ضرمنحنی -25-6 شکل

 مکانیکی-ب( شوك گرمايی = K◦21 θ شوك گرمايیالف( تحت  e=  1و  p=  1حالت 
 

 )الف(

 )ب(

 تحت  e=  1و  p=  1در حالت اپوکسی /هاي سرعت رشد ترك براي تیر شیشهمنحنی -26-6شکل 

 مکانیکی-ب( شوك گرمايی = K◦21 θ شوك گرمايیالف( 

 ايبا ترك لبه 4V-6Al-Ti/2ZrOصفحه تابعی  :هفتممثال  -6-8

( برای این مثال در نظر گرفته 21-3ای مطابق شکل )یک صفحه دو بعدی تابعی با یک ترک لبه

است  2ZrO سرامیک و 4V-6Al-Ti فلز شود. جنس ماده تابعی تشکیل دهنده این صفحه شاملمی

است و تغییر خواص  2ZrO( ارائه شده است. لبه سمت چپ متشکل از 3-3که خواص آنها در جدول )
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کند. ( تبعیت می1-2از رابطه ) Ti-6Al-4Vکسر حجمی فاز تغییر افتد. اتفاق می xدر جهت محور 

و طول ترک اولیه نیز  m15/1. ضخامت صفحه m12/1  =Wو  m1/1  =Lابعاد صفحه عبارتند از 

m15/1  =a ای مستطیلی چهار گرهالمان  21×211بندی صفحه از یک شبکه با است. برای المان

است. همچنین یک ناحیه با ابعاد  µs1/1  =∆tشود. گام زمانی در نظر گرفته شده نیز استفاده می

m115/1×m115/1 شود.برای محاسبه انتگرال برهمکنش در نظر گرفته می 

 

 

 ايبا يک ترك لبه 4V-6Al-Ti/2ZrO هندسه و شرايط بارگذاري صفحه تابعی -27-6شکل 

 

 ]2ZrO ]111و  4V-6Al-Tiخواص  -9-6جدول 

چقرمگی 

شکست 
)1/2m.(MPa 

ظرفیت 

گرمایی ویژه 
(J/KgK) 

چگالی 
)3(Kg/m 

هدایت 

گرمایی 
(W/mK) 

ضریب انبساط 

گرمایی 
/K)6−(10 

نسبت 

 پواسون

مدول یانگ 
(GPa) 

 ماده

31 3/212  4411 1/12 3/11  321/1  2/33  Ti-6Al-4V 

4 3/315  5311 133/2  11/1  333/1  111 ZrO2  

  و K◦11- = و یک شوک حرارتی سرمایشی ) MPa11  =𝜎0یک تنش کششی با مقدار 

K◦21-  = در زمان )s1  =t های دیگر عایق و لبه شوندصفحه اعمال میهای بالایی و پایینی به لبه

 (.K◦311  =0Tشود )درجه کلوین در نظر گرفته می 311. دمای اولیه صفحه شوندفرض می

های منعکس شده از لبه شود، یعنی قبل از اینکه موجمتوقف می µs11  =tسازی در زمان شبیه

 صفحه به نوک ترک برسند.

σ0 

a 

L 
W 

W 

Crack 

Pure ZrO2 

Pure  
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تغییر کسر حجمی اجزای ماده تابعی بر روی ضرایب شدت تنش  اثر پروفیلابتدا در این مثال نیز 

 و  p ،1  =p=  2/1در نظر گرفته شده ) pگیرد. برای این منظور سه مقدار برای مورد مطالعه قرار می

5  =pهای ضرایب شدت تنش مد اول در شود. منحنی( و مسئله برای این سه حالت حل می 

 اند.شدهترسیم ( 22-3های شکل )نمودار

دهند که ضریب شدت تنش مد اول ناشی از ب( نشان می-22-3الف( و )-22-3های )شکل

های مکانیکی تقریبا برابر با جمع آثار ضرایب شدت تنش مربوط به بارگذاری-بارگذاری گرمایی

د( -22-3ج( و )-22-3های )گرمایی و مکانیکی است هنگامی که به طور جداگانه اعمال شوند. شکل

، صرفنظر از نوع بارگذاری، ضریب شدت تنش مد اول را افزایش pدهند که افزایش پارامتر مینشان 

 دهد. می

 مکانیکی بررسی -در ادامه این مثال پدیده رشد ترک در این صفحه تابعی تحت شوک گرمایی

شوک شود. مقادیر در نظر گرفته می K◦511شود. برای این منظور دمای اولیه صفحه برابر با می

 MPa211( و K◦111-  =درجه ) -111حرارتی سرمایشی و شوک مکانیکی به ترتیب برابر با 

(MPa211  =𝜎0انتخاب می ) .نیز گام زمانیشوند µs2/1 اندازه ناحیه انتگرال  شود.انتخاب می

های مستقیم مسیر رشد ترک شود تا فقط بخشبرهمکنش برای مسئله رشد ترک کوچکتر انتخاب می

برای  m112/1×m112/1به ابعاد تقریبی شکل مربعی یک ناحیه در این ناحیه قرار گیرند. بنابراین 

 شود.محاسبه انتگرال برهمکنش در نظر گرفته می
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 )ب( )الف(

  

 )د( )ج(

  بر حسب زمان براي صفحه تابعی (𝐏𝐚√𝐦)هاي ضريب شدت تنش با واحد منحنی -28-6شکل 

4V-6Al-Ti/2ZrO 1هاي گرمايی و مکانیکی الف( تحت شوك  =p )5، ب  =p )ج ،p  متغیر، صفحه تحت

-متغیر، صفحه تحت شوك گرمايی و شوك مکانیکی pگرمايی د( -شوك مکانیکی و شوك مکانیکی

 گرمايی
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شبکه تغییر  ،میززکانتورهای تنش ون( مسیر گسترش ترک همراه با 23-3( و )22-3اشکال )

 p=  2/1با پارامتر  4V-6Al-Ti/2ZrOهای جابجایی را برای یک صفحه تابعی شکل یافته و میدان

ترسیم شبکه  برایدهند. نشان می µs121و  µs11 ،µs11های مکانیکی در زمان-تحت شوک گرمایی

 اند. برابر بزرگتر شده 5ها جابجایی(، برای وضوح بیشتر 23-3تغییر شکل یافته در شکل )

 

 

 

µs11  =t  

 
 

µs11  =t 

  

µs121  =t 

شبکه تغییر شکل يافته و  Paبا واحد  ن میززتنش وهاي مسیر رشد ترك به همراه کانتور -23-6شکل 

 هاي مختلفزمان در مکانیکی-گرمايیتحت شوك  p=  2/1با پارامتر  4V-6Al-Ti/2ZrO صفحه تابعیبراي 
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yu xu 

  
µs11  =t  

  
µs11  =t 

  
µs121  =t 

  صفحه تابعیبراي با واحد متر  جابجايیهاي مسیر رشد ترك به همراه کانتور -91-6شکل 

4V-6Al-Ti/2ZrO  2/1با پارامتر  =p  هاي مختلفزمان در مکانیکی-گرمايیتحت شوك 

 

های جابجایی را شبکه تغییر شکل یافته و میدان ،میزز( میدان تنش ون31-3( و )31-3اشکال )

 هایمکانیکی در زمان-تحت شوک گرمایی p=  1با پارامتر  4V-6Al-Ti/2ZrOبرای یک صفحه تابعی 

µs11 ،µs11  وµs111 به نیز  (31-3شکل )ترسیم شبکه تغییر شکل یافته در  برایدهند. نشان می

 اند.برابر بزرگتر شده 5ها جابجاییخاطر مشخص شدن بهتر مسیر رشد ترک 
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µs11  =t  

  

µs11  =t 

  

µs111  =t 

شبکه تغییر شکل يافته و  Paبا واحد ن میزز تنش وهاي مسیر رشد ترك به همراه کانتور -91-6شکل 

 مختلفهاي زمان در مکانیکی-گرمايیتحت شوك  p=  1با پارامتر  4V-6Al-Ti/2ZrO صفحه تابعیبراي 
 

های جابجایی میزز، شبکه تغییر شکل یافته و میدان( نیز میدان تنش ون33-3( و )32-3اشکال )

 مکانیکی در -تحت شوک گرمایی p=  5با پارامتر  4V-6Al-Ti/2ZrOرا برای یک صفحه تابعی 

( 33-3شکل )ترسیم شبکه تغییر شکل یافته در  برایدهند. نشان می µs11و  µs5 ،µs35های زمان

استفاده برابر بزرگتر  5با مقادیر  ییهاجابجاییاز نیز به خاطر مشخص شدن بهتر مسیر رشد ترک 

  .شده است
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yu xu 

 
 

µs11  =t  

  
µs11  =t 

  
µs111  =t 

  صفحه تابعیبراي با واحد متر  جابجايیهاي مسیر رشد ترك به همراه کانتور -92-6شکل 

4V-6Al-Ti/2ZrO  1با پارامتر  =p  هاي مختلفزمان در مکانیکی-گرمايیتحت شوك 
 

 p=  5و  p ،1  =p=  2/1با پارامترهای  4V-6Al-Ti/2ZrOرشد ترک در صفحات تابعی  هایمسیر

اند. نمودار ( ترسیم و با همدیگر مقایسه شده35-3مکانیکی در نمودار شکل )-تحت شوک گرمایی

 p=  5و  p ،1  =p=  2/1برای صفحات با پارامترهای  مسیر رشد ترکدهد که ( نشان می35-3شکل )

مسیر رشد آن افقی است. اما بعد از درصد طول صفحه به صورت  31و  11، 21به ترتیب تا حدود 
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مسیر رشد ترک در  pدهد که با افزایش پارامتر شود. این نمودار همچنین نشان میترک منحرف می

 شود. بیشتر مینیز مقدار انحراف مسیر رشد ترک شود و منحرف می یزمان کمتر

دهد که با ( نشان می2-2شکل )( توضیح داد. 2-2توان به کمک شکل )دلیل این موضوع را می

تغییر خواص ماده تابعی با دور شدن از لبه سمت چپ در ابتدا با نرخ مکانی کمی  pافزایش پارامتر 

 ولی در نزدیکی لبه سمت راست، خواص ماده تابعی با شیب زیاد به خواص ماده  ؛شودانجام می

 

 

 
µs5  =t  

 

 
µs35  =t 

 
 

µs11  =t 

شبکه تغییر شکل يافته و  Paبا واحد ن میزز تنش وهاي مسیر رشد ترك به همراه کانتور -99-6شکل 

 هاي مختلفزمان در مکانیکی-گرمايیتحت شوك  p=  5با پارامتر  4V-6Al-Ti/2ZrO صفحه تابعیبراي 
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yu xu 

 
 

µs5  =t  

  
µs35  =t 

  
µs11  =t 

  صفحه تابعیبراي با واحد متر  جابجايیهاي مسیر رشد ترك به همراه کانتور -94-6شکل 

4V-6Al-Ti/2ZrO  5با پارامتر  =p  هاي مختلفزمان در مکانیکی-گرمايیتحت شوك 
 

 شود که چقرمگی ( مشاهده می3-3شود. با توجه به جدول )دهنده این لبه نزدیک میتشکیل 

4V-6Al-Ti  2)ماده تشکیل دهنده لبه سمت راست( خیلی بیشتر ازZrO  ماده تشکیل دهنده لبه(

ابتدای مسیر در تابعی چقرمگی ماده ، pشود که با افزایش پارامتر سمت چپ( است. بنابراین نتیجه می

 شود. اینافزایش سرعت رشد ترک و ناپایداری بیشتر آن مییابد و موجب میرشد ترک کاهش 
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 p ،1  =p=  2/1با پارامترهاي  4V-6Al-Ti/2ZrOصفحه تابعی  دررشد ترك  هايمسیرمقايسه  -95-6شکل 

 مکانیکی-گرمايیتحت شوك  p=  5و 
 

تابعی عواملی هستند که باعث انحراف سریعتر مسیر رشد  ناپایداری و نیز تغییر سریع خواص ماده

شود ترک تا عمق کمتری در جهت ضخامت ماده موجب می pبنابراین افزایش پارامتر  شوند.ترک می

 تابعی نفوذ کند.

بینی کردند برای یک صفحه همگن مشابه تحت بارهای مکانیکی پیش ]151[ بلیچکو و همکاران

در صورتی که نرخ رهایی انرژی کرنشی بزرگتر یا رشد ترک به صورت مستقیم، مرحله که بعد از 

 ممکن است اتفاق بیفتد. ای شدن ترک شاخهمساوی دو برابر مقاومت ماده در برابر رشد ترک باشد، 

و  p ،1  =p=  2/1 پارامترهای برای صفحات تابعی بابر حسب زمان ترک  رشدسرعت های منحنی

5  =p ( نشان 33-3. شکل )ند( نشان داده شده ا33-3مکانیکی در شکل )-تحت شوک گرمایی 

دهنده ماده تابعی دهد که زمان آغاز رشد ترک به پروفیل تغییر کسر حجمی فازهای تشکیلمی

بیشتر، در زمان کمتری شروع  pای با پارامتر و گسترش ترک در صفحه است جفت شده( p)پارامتر 

همچنین برای  یابد.در نوک ترک کاهش می pخواهد شد. زیرا چقرمگی ماده تابعی با افزایش مقدار 

( نشان 33-3دهد. شکل )سرعت رشد ترک را افزایش می pصفحه تابعی مورد مطالعه، افزایش پارامتر 

 بالای میکرو ثانیه،  41مان تا ز p=  5دهد که منحنی سرعت نوک ترک مربوط به حالت می

 قرار گرفته است.  های دیگر منحنی
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 4V-6Al-Ti/2ZrO تابعی ترك بر حسب زمان براي صفحات نوكگسترش هاي سرعت منحنی -96-6شکل 

 مکانیکی-شوك گرمايی تحتمختلف  pبا پارامترهاي 
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 مقدمه -7-1

های عددی المان با استفاده از روش جفت شدهدر این رساله معادلات ترموالاستیک کلاسیک 

-تحت شوک گرمایی محدود توسعه یافته و روش نیومارک برای مسئله گسترش ترک در مواد تابعی

های های میکرو مکانیکی و المانسازی مواد تابعی در این رساله از مدلبرای مدلحل شدند.  مکانیکی

 . بنابراین مواد تابعی به صورت واقعی و پیوسته ه استایزوپارامتریک تعمیم یافته استفاده شد

اصل از گسسته سازی معادلات های حها، ماتریسند. به دلیل بکارگیری این الماناهسازی شدمدل

 منحصر به فرد هستند. جفت شدهترموالاستیک 

 نتايج بدست آمده -7-2

مهمترین دستاورد این رساله کد نوشته شده برای پیاده سازی و حل معادلات و شبیه سازی 

و  نوشته شده است MATLABپدیده گسترش ترک است. این کد در محیط برنامه نویسی نرم افزار 

برای تایید صحت نتایج حاصل از این برنامه قابل تغییر برای حل مسائل دیگر در این زمینه است. 

ها با نتایج موجود در چهار مثال عددی در این رساله حل شده است. مقایسه نتایج حاصل از این مثال

معادلات است.  مقالات معتبر، حاکی از دقت بالای برنامه نوشته شده و روش استفاده شده برای حل

 اند:های عددی به صورت خلاصه در زیر ارائه شدهنتایج حاصل از حل مثال

در معرض شوک  3O2Alبا یک ترک در لبه متشکل از  4N3/Si3O2Alتحلیل صفحه تابعی  -1

باعث افزایش ضرایب شدت تنش  pکه افزایش پارامتر  دادنشان  ،حرارتی سرمایشی بر روی همین لبه

به همدیگر، دلیل این افزایش تا حد  4N3Siو  3O2Alشود. با توجه به شباهت خواص مکانیکی می

 مطابق شکل  pشود. افزایش پارامتر زیادی به تفاوت ضریب انبساط گرمایی دو ماده مربوط می

تا فاصله بیشتری خواص ماده تشکیل دهنده لبه  xشود ماده تابعی در طول محور ( باعث می2-2)

ضریب انبساط گرمایی بیشتری دارد،  3O2Al( را حفظ کند. با توجه به اینکه 3O2Alپ )سمت چ
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شود. مسیر رشد ترک در این های نوک ترک تحت شوک سرمایشی میموجب بازشدن بیشتر لبه

 صفحه تحت شوک سرمایشی صرفنظر از زاویه اولیه ترک، به صورت عمود بر سطح لبه است. 

هنگامی که ترک در لبه با سفتی و چقرمگی بیشتر یر تابعی شیشه اپوکسی نشان داد تحلیل ت -2

منجر به  pتر )اپوکسی( صورت گیرد، افزایش پارامتر )شیشه( قرار داشته باشد و بارگذاری روی لبه نرم

شود و هنگامی که ترک در لبه با سفتی و چقرمگی کمتر افزایش بیشینه مقدار ضریب شدت تنش می

منجر به کاهش بیشینه  pتر صورت گیرد، افزایش پارامتر ر داشته باشد و بارگذاری روی لبه سفتقرا

یکسان، بیشینه مقدار ضریب شدت تنش  pشود. بعلاوه برای یک مقدار مقدار ضریب شدت تنش می

لبه تر بیشتر از بیشینه مقدار ضریب شدت تنش برای ترک واقع در برای ترک قرار گرفته در لبه سفت

هنگامی که ترک در ماده نرمتر قرار گیرد بیشینه خیز تیر بیشتر از زمانی است همچنین تر است. نرم

 تر واقع شود.که ترک در ماده سفت

مکانیکی -در تیر تابعی شیشه/اپوکسی با مشخصات ارائه شده در این رساله تحت شوک گرمایی -3

تر شود بیشتر از حالتی است که در لبه نرم تر واقعدر لبه سفتترک سرعت رشد ترک هنگامی که 

 تر کمتر است. قرار بگیرد. زمان آغاز رشد ترک نیز برای ترک قرار گرفته در لبه سفت

تحت شوک  2ZrOای در لبه شامل با ترک لبه 4V-6Al-Ti/2ZrOتحلیل صفحه تابعی  -4

بارگذاری، ضریب شدت تنش مد ، صرفنظر از نوع pدهد که افزایش پارامتر گرمایی نشان می-مکانیکی

، خواص ماده تابعی در نوک ترک به سمت ماده دارای pدهد. زیرا با افزایش پارامتر اول را افزایش می

 افزایش  pشود. سرعت رشد ترک نیز با با افزایش پارامتر ( متمایل می2ZrOمدول یانگ بیشتر )

که ترک در آن واقع است کمتر از ماده ( 2ZrOزیرا چقرمگی ماده متشکله لبه سمت چپ ) ؛یابدمی

کند ( را کم میxنرخ مکانی تغییر خواص در جهت ضخامت ماده )جهت  pدیگر است و افزایش پارامتر 

 کند. و ترک مسافت بیشتری را در ماده با چقرمگی کمتر طی می

تحت بار دینامیکی کششی و شوک سرمایشی ابتدا  4V-6Al-Ti/2ZrOرک در صفحه تابعی ت -5

شود. منحرف میترک کند ولی در انتها مستقیم الخط رشد میقرار داشته و به صورت  Iدر حالت مد 
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سرعت ترک و  p پارامتر زیرا با افزایش ؛دهدزودتر رخ می pترک با افزایش پارامتر مسیر انحراف 

 تغییر  در انتهای مسیر رشد ترکبا شیب بسیار زیاد ماده  ناپایداری آن افزایش یافته و نیز خواص

  کنند. می

 هاپیشنهاد -7-9

برای  جفت شدهشد در این رساله از معادلات ترموالاستیک کلاسیک  بیانطور که همان -1

به دلیل مکانیکی استفاده شده است. -ای تحت شوک گرماییهای لبهتحلیل صفحات تابعی با ترک

، این تئوری یک سرعت نامحدود برای گسترش دما انرژی در این معادلاتطبیعت پارابولیکی معادله 

اثرات اختلال  ،یعنی اگر ماده انتقال دهنده گرما در معرض یک توزیع دما قرار گیرد .کندبینی میپیش

ز نقطه نظر فیزیکی غیر ا پدیدهفورا در فواصل بینهایت دورتر از مبدا آن احساس خواهند شد. این 

شود که هستند. بنابراین پیشنهاد می واقعی است به ویژه در مسائلی که با ورود ناگهانی گرما در ارتباط

های ترموالاستیسیته تعمیم یافته مکانیکی از تئوری-برای تحلیل صفحات تابعی تحت شوک گرمایی

ئوری ترموالاستیسیته تعمیم یافته توسط یک تاستفاده شود و نتایج حاصل با همدیگر مقایسه شوند. 

تئوری ترموالاستیسیته تعمیم یافته دیگر توسط گرین و و  1331در سال  ]152[لورد و شولمن 

نیز در سال  ]131[ گرین و نقدیند. برای حالت ایزوتروپیک معرفی شد 1312در سال  ]153[ لیندزی

بنابراین کلیه مراحل انجام شده در این رساله را . یک تئوری ترموالاستیسیته جدید ارائه کردند 1331

 های تعمیم یافته تکرار کرد.توان با این تئوریمی

ند، اهای بررسی شدهای لبهفقط صفحات تابعی دارای ترکدر این رساله با توجه به اینکه  -2

شبیه مکانیکی -های داخلی در صفحات تابعی تحت شوک گرماییشود پدیده رشد ترکپیشنهاد می

 سازی و مطالعه شود.

ای شدن ترک را ندارد، با توجه به اینکه برنامه نوشته شده قابلیت شبیه سازی پدیده شاخه -3

 شود این قابلیت نیز به برنامه حاضر اضافه شود. پیشنهاد می
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 پیوست الف

 نوك تركهاي کمکی میدان

 هاي کمکی براي ترك ايستامیدان -1-الف

های تنش و جابجایی کمکی اطراف نوک ترک (، میدان1-برای ترک نشان داده شده در شکل )الف

اند. بنابراین برای ترک بدست آمده ]31[ های مجانبی نوک ترک هستند که توسط ویلیامزهمان میدان

 :]131[ عبارتند از Iهای کمکی برای مد ایستا در مختصات محلی نوک ترک میدان

𝜎1 (1-)الف =
𝐾𝐼

√2𝜋𝑟
cos (

𝜑

2
) [1 − 𝑠𝑖𝑛 (

𝜑

2
) 𝑠𝑖𝑛 (

3𝜑

2
)] 

𝜎2 (2-)الف =
𝐾𝐼

√2𝜋𝑟
cos (

𝜑

2
) [1 + 𝑠𝑖𝑛 (

𝜑

2
) 𝑠𝑖𝑛 (

3𝜑

2
)] 

𝜏12 (3-)الف =
𝐾𝐼

√2𝜋𝑟
𝑐𝑜𝑠 (

𝜑

2
) sin (

𝜑

2
) cos (

3𝜑

2
) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 دستگاه مختصات محلی نوك ترك -1-شکل الف

x2 

 x1 ترک

φ 

r 

2 

1 

12 
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𝑢1 (4-)الف =
𝐾𝐼
2𝜇𝑇𝑖𝑝

√
𝑟

2𝜋
𝑐𝑜𝑠 (

𝜑

2
) [𝜅𝑇𝑖𝑝 − 1 + 2𝑠𝑖𝑛

2 (
𝜑

2
)] 

𝑢2 (5-)الف =
𝐾𝐼
2𝜇𝑇𝑖𝑝

√
𝑟

2𝜋
𝑠𝑖𝑛 (

𝜑

2
) [𝜅𝑇𝑖𝑝 + 1 − 2𝑐𝑜𝑠

2 (
𝜑

2
)] 

( تعریف شده است. 41-5ضریب کلوسوف برای نوک ترک است که با رابطه ) 𝜅𝑇𝑖𝑝که در این رابطه 

 اند:های کمکی به صورت زیر تعریف شدهنیز میدان IIبرای ترک در مد 

𝜎1 (3-)الف =
−𝐾𝐼𝐼

√2𝜋𝑟
sin (

𝜑

2
) [2 + 𝑐𝑜𝑠 (

𝜑

2
) cos (

3𝜑

2
)] 

𝜎2 (1-)الف =
𝐾𝐼𝐼

√2𝜋𝑟
sin (

𝜑

2
) 𝑐𝑜𝑠 (

𝜑

2
) cos (

3𝜑

2
) 

𝜏12 (2-)الف =
𝐾𝐼𝐼

√2𝜋𝑟
cos (

𝜑

2
) [1 − 𝑠𝑖𝑛 (

𝜑

2
) 𝑠𝑖𝑛 (

3𝜑

2
)] 

𝑢1 (3-)الف =
𝐾𝐼𝐼
2𝜇𝑇𝑖𝑝

√
𝑟

2𝜋
𝑠𝑖𝑛 (

𝜑

2
) [𝜅𝑇𝑖𝑝 + 1 + 2𝑐𝑜𝑠

2 (
𝜑

2
)] 

𝑢2 (11-)الف =
−𝐾𝐼𝐼
2𝜇𝑇𝑖𝑝

√
𝑟

2𝜋
𝑐𝑜𝑠 (

𝜑

2
) [𝜅𝑇𝑖𝑝 − 1 − 2𝑠𝑖𝑛

2 (
𝜑

2
)] 

ها در های کمکی ارائه شده مربوط به مختصات محلی نوک ترک هستند. روابط زیر تنشمیدان

 :]132[ کنندها در دستگاه مختصات محلی مرتبط میدستگاه مختصات سراسری را به تنش

𝜎1 (11-)الف
𝑔
= 𝜎1

𝑙𝑐𝑜𝑠2𝜔 + 𝜎2
𝑙𝑠𝑖𝑛2𝜔 − 𝜏12

𝑙 sin (2𝜔) 

𝜎2 (12-)الف
𝑔
= 𝜎1

𝑙𝑠𝑖𝑛2𝜔 + 𝜎2
𝑙𝑐𝑜𝑠2𝜔 + 𝜏12

𝑙 sin (2𝜔) 

𝜏12 (13-)الف
𝑔
= 𝜏12

𝑙 cos (2𝜔) + 0.5(𝜎1
𝑙 − 𝜎2

𝑙)sin (2𝜔) 

مربوط به دستگاه مختصات سراسری  𝑔مشخص کننده دستگاه مختصات محلی و  𝑙در این روابط 

 های مختصات محلی و سراسری است. نیز زاویه بین دستگاه 𝜔است. 
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 متحرك هايهاي کمکی براي تركمیدان -2-الف

 استخراج شدند.  ]133[ متحرک توسط سونسون و اینگرافی هایهای کمکی برای ترکمیدان

های مطابقت دارند. میدان ]141[ توسط فروندهای استخراج شده های تنش و سرعت با میدانمیدان

 عبارتند از: Iتنش برای ترک در مد 

𝜎1 (14-)الف = 
𝐾𝐼

𝐷√2𝜋
 [(𝛼𝑠

2 + 1)(2𝛼𝑑
2 − 𝛼𝑠

2 + 1)
1

√𝑟𝑑
𝑐𝑜𝑠

𝜑𝑑
2
− 4𝛼𝑑𝛼𝑠

1

√𝑟𝑠
𝑐𝑜𝑠

𝜑𝑠
2
] 

𝜎2 (15-)الف = 
𝐾𝐼

𝐷√2𝜋
 [−(𝛼𝑠

2 + 1)2  
1

√𝑟𝑑
𝑐𝑜𝑠

𝜑𝑑
2
− 4𝛼𝑑𝛼𝑠

1

√𝑟𝑠
𝑐𝑜𝑠

𝜑𝑠
2
] 

𝜏12 (13-)الف = 
𝐾𝐼

𝐷√2𝜋
 [2𝛼𝑑(𝛼𝑠

2 + 1)
1

√𝑟𝑑
𝑠𝑖𝑛

𝜑𝑑
2
− 2𝛼𝑑(𝛼𝑠

2 + 1)
1

√𝑟𝑠
𝑠𝑖𝑛

𝜑𝑠
2
] 

 اند:به صورت زیر ارائه شده IIهای تنش برای ترک در مد همچنین میدان

𝜎1 (11-)الف = 
𝐾𝐼𝐼

𝐷√2𝜋
 [2𝛼𝑠

2(𝛼𝑠
2 − 1 − 2𝛼𝑑

2)
1

√𝑟𝑑
𝑠𝑖𝑛

𝜑𝑑
2
+ 2𝛼𝑠(𝛼𝑠

2 + 1)
1

√𝑟𝑠
𝑠𝑖𝑛

𝜑𝑠
2
] 

𝜎2 (12-)الف = 
𝐾𝐼𝐼

𝐷√2𝜋
 [2𝛼𝑠(𝛼𝑠

2 + 1)
1

√𝑟𝑑
𝑠𝑖𝑛

𝜑𝑑
2
− 2𝛼𝑠(𝛼𝑠

2 + 1)
1

√𝑟𝑠
𝑠𝑖𝑛

𝜑𝑠
2
] 

𝜏12 (13-)الف = 
𝐾𝐼𝐼

𝐷√2𝜋
 [4𝛼𝑑𝛼𝑠

1

√𝑟𝑑
𝑐𝑜𝑠

𝜑𝑑
2
− (𝛼𝑠

2 + 1)2
1

√𝑟𝑠
𝑐𝑜𝑠

𝜑𝑠
2
] 

 :عبارتند از Iسرعت برای ترک در مد  های جابجایی ومیدان

𝑢1 (21-)الف =
𝐾𝐼√2

𝜇𝐷√𝜋
[(𝛼𝑠

2 + 1)√𝑟𝑑𝑐𝑜𝑠
𝜑𝑑
2
− 2𝛼𝑑𝛼𝑠√𝑟𝑠𝑐𝑜𝑠

𝜑𝑠
2
] 

𝑢2 (21-)الف =
𝐾𝐼√2

𝜇𝐷√𝜋
[−𝛼𝑑(𝛼𝑠

2 + 1)√𝑟𝑑𝑠𝑖𝑛
𝜑𝑑
2
+ 2𝛼𝑑√𝑟𝑠𝑠𝑖𝑛

𝜑𝑠
2
] 

�̇�1 (22-)الف =
�̇�𝐾𝐼

𝜇𝐷√2𝜋
[−(𝛼𝑠

2 + 1)
1

√𝑟𝑑
𝑐𝑜𝑠

𝜑𝑑
2
+ 2𝛼𝑑𝛼𝑠

1

√𝑟𝑠
𝑐𝑜𝑠

𝜑𝑠
2
] 

�̇�2 (23-)الف =
�̇�𝐾𝐼

𝜇𝐷√2𝜋
[−𝛼𝑑(𝛼𝑠

2 + 1)
1

√𝑟𝑑
𝑠𝑖𝑛

𝜑𝑑
2
+ 2𝛼𝑑

1

√𝑟𝑠
𝑠𝑖𝑛

𝜑𝑠
2
] 



 های کمکی نوک ترکمیدان پیوست الف

 

132 

 

 اند:های جابجایی و سرعت ارائه شدهنیز روابط زیر برای میدان IIبرای ترک در مد 

𝑢1 (24-)الف =
𝐾𝐼𝐼√2

𝜇𝐷√𝜋
[2𝛼𝑠√𝑟𝑑𝑠𝑖𝑛

𝜑𝑑
2
− (𝛼𝑠

2 + 1)𝛼𝑠√𝑟𝑠𝑠𝑖𝑛
𝜑𝑠
2
] 

𝑢2 (25-)الف =
𝐾𝐼𝐼√2

𝜇𝐷√𝜋
[2𝛼𝑠𝛼𝑑√𝑟𝑑𝑐𝑜𝑠

𝜑𝑑
2
− (𝛼𝑠

2 + 1)√𝑟𝑠𝑐𝑜𝑠
𝜑𝑠
2
] 

�̇�1 (23-)الف =
�̇�𝐾𝐼𝐼

𝜇𝐷√2𝜋
[2𝛼𝑠

1

√𝑟𝑑
𝑠𝑖𝑛

𝜑𝑑
2
− (𝛼𝑠

2 + 1)
1

√𝑟𝑠
𝑠𝑖𝑛

𝜑𝑠
2
] 

�̇�2 (21-)الف =
�̇�𝐾𝐼𝐼

𝜇𝐷√2𝜋
[−2𝛼𝑠𝛼𝑑

1

√𝑟𝑑
𝑐𝑜𝑠

𝜑𝑑
2
+ (𝛼𝑠

2 + 1)
1

√𝑟𝑠
𝑐𝑜𝑠

𝜑𝑠
2
] 

 شوند: به صورت زیر تعریف می 𝜑𝑠و  𝑟𝑑 ،𝑟𝑠 ،𝜑𝑑سرعت نوک ترک است و  �̇�در این روابط 

𝑟𝑑 (22-)الف = √𝑥1
2 + 𝛼𝑑

2𝑥2
2 

𝑟𝑠 (23-)الف = √𝑥1
2 + 𝛼𝑠2𝑥2

2 

𝜑𝑑 (31-)الف = tan−1
𝛼𝑑𝑥2
𝑥1

 

𝜑𝑠 (31-)الف = tan−1
𝛼𝑠𝑥2
𝑥1
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Abstract 

In recent years, functionally graded materials were lionized increasingly by 

engineers and researchers due to their favorite and controllable mechanical and thermal 

properties. Functionally graded materials consist of ceramic and metal components, are 

the most conventional FGMs which vary gradually from ceramic phase in one side to 

metal phase on other side. These materials benefit of high fracture toughness and 

mechanical strength of metals and high thermal, corrosion and wear strength of 

ceramics simultaneously. Crack propagation phenomenon under dynamic loadings due 

to inherent brittleness of ceramics is important factor in failure of FGMs in many 

engineering applications. Therefore, the fracture analyses of FGMs under thermo-

mechanical shocks are important to their durability in engineering applications. 

In this thesis, the fracture behavior of functionally graded materials under thermo-

mechanical shocks is investigated. For this purpose, classical coupled thermoelastic 

equations are used in calculations. First, these equations are discretized with extended 

finite element method in the space domain and then they are solved by the Newmark 

method in the time domain. In this thesis, micromechanical models for conventional 

composites with assist of generalized isoparametric element formulation, which 

continuously models the material properties across the elements, are used to estimate 

material properties of FG layers. The most general form of interaction integral is 

extracted for moving cracks in FGMs under thermo-mechanical loadings, and then it is 

employed to calculate the stress intensity factors at each time step.  

All stages of problem solution from mesh generation to obtaining results were 

implemented in MATLAB programming environment. Four numerical examples are 

solved and obtained results are compared with existing analytical and numerical results 

in literature. Good accordance between these results verifies presented method and 

written code in this research. Finally, tree numerical examples consist of an Al2O3/Si3N4 

FG layer with edge crack under thermal shock, a glass/epoxy cracked FG beam under 

thermo-mechanical shock and a Ti-6Al-4V/ZrO2 FG layer with edge crack under 

thermo-mechanical shock are solved. The effects of material properties variations 

profile on dynamic stress intensity factors are investigated in these examples. In 

addition, crack propagation path and speed are studied in these examples.  
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