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 با تقدیر فراوان از

 بهروزحسنی استاد گرانقدر و بزرگوارم جناب آقاي دكتر

انتهايش مرا مديون خود  كه خالصانه علم و تجربه خود را در اختيار من قرار داده و روشنگر راهم در تنظيم اين پايان نامه بوده است  و با محبتهاي بی

 . كردكرده زحماتش را هرگز فراموش نخواهم 

ف اين پايان نامه ، در کمال صمیمیت از هیچگونه کمک و يا ري به با تشکر فراوان از آقاي مهندس احمد گجنعلی كه در راستاي به تحقق رسيدن اهدا

 من دریغ ننموده اند  .

همچنین جاي دارد كه از دوستان عزیزم آقايا
ن دكتر مهدي توکلی ، دكتر ناصر ظریف مقدم،مهندس حميد ضياء الحق، مهندس علیرضا 

 بوده اند ، نیز قدرانی می نمایم. ندن اين امر ياري رسان من            غشان در به نتیجه رسای عباسيان و مهندس وحيد احسنی كه با زحمات بی در

 باشد . مهندسی اره روشنايی بخش جامعهد فرزانه همو تياميد آنكه سايه پر فروغ اين اسا به
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 تقدیم به 

 پدر و مادر عزیزم                                         

می دانم اگر زحمات بی شائبه شما و دلسوزيهاي بی دریغتان نبود هرگز نمی توانستم اينگونه راه علم را بپیمایم ، با دلی 

 .سه می زنم و از صمیم قلب می گویم كه دوستتان دارم مالامال از عشق بردستهاي پر مهرتان بو
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 تعهد نامه

دانشجوی كارشناسي ارشد دانشکدۀ عمران و معماری دانشگاه صنعتي شاهرود،  پژمان آذرسا اينجانب

 تحتدر تحلیل غیرخطی سازه ها به روش ایزوژئومتریک خطا  برآوردنويسنده پايان نامه با عنوان 

 ز حسني متهد مي شوم.راهنمايي دكتر بهرو

 .تحقیقات در اين پايان نامه توسط اينجانب انجام شده است و از صحت و اصالت برخوردار است 

 .در استفاده از نتايج پژوهشهای محققان ديگر به مرجع مورد استفاده استناد شده است 

 ک يا امتیازی در هیچ جا ارائه نشده است.مطالب مندرج در پايان نامه تاكنون توسط خود يا فرد ديگری برای دريافت هیچ مدر 

  كلیه حقوق معنوی اين اثر متعلق به دانشگاه صنعتي شاهرود مي باشد و مقالات مستخرج با نام )دانشگاه صنعتي شاهرود( و يا

(Shahrood University of Technology) .به چاپ خواهد رسید 

 اند در مقالات مستخرج از پايان نامه  لي پايان نامه تاثیر گذار بودهحقوق معنوی تمام افرادی كه در به دست آمدن نتايج اص

 رعايت مي گردد.

  در كلیه مراحل انجام اين پايان نامه، در مواردی كه از موجود زنده )يا بافتهای آنها( استفاده شده است ضوابط و اصول اخلاقي

 رعايت شده است.

 ی كه به حوزه اطلاعات شخصي افراد دسترسي يافته يا استفاده شده است اصل در كلیه مراحل انجام اين پايان نامه، در موارد

 رازداری، ضوابط و اصول اخلاقي انساني رعايت شده است.

 

 امضای دانشجو:

 مالكیت نتایج و حق نشر

 ات كلیه حقوق معنوی اين اثر و محصولات آن )مقالات مستخرج، كتاب، برنامه های رايانه ای، نرم افزاها و تجهیز

ساخته شده است( متعلق به دانشگاه صنعتي شاهرود مي باشد. اين مطلب بايد به نحو مقتضي در تولیدات علمي 

 مربوطه ذكر شود.

 .استفاده از اطلاعات و نتايج موجود در پايان نامه بدون ذكر مرجع مجاز نمي باشد 

 

  

 تاريخ:

 



 

 ح
 

ین خطا در تحلیل غیرخطی سازه ها به روش ایزوژئومتریکتخم  

 

 چكیده

تحلیل غیرخطي سازه ها به روش  در اين پايان نامه به بررسي و معرفي روش تخمین خطايي در

ايزوژئومتريک پرداخته شده است. در روش ايزوژئومتريک، ابتدا به تهیه برنامه كامپیوتری به زبان فرترن 

پرداخته شده است كه قادر به تحلیل غیرخطي مسائل دوبعدی مي باشد. در اين پژوهش غیرخطي شدن 

ه است. برای تحلیل مسائل غیرخطي سازه ها و حل ناشي از نارسائي مصالح سازه مدنظر قرار داده شد

تکراری استفاده مي شود كه اين روند توسط روش -معادلات تعادلي غیرخطي اغلب از يک روند افزايشي

رافسون ارضا گرديده است. مسائل متنوع به ازای درجات مختلف توابع شکل نربزی با استفاده از روش -نیوتن

حاصله جهت صحت سنجي و كارايي اين روش با نتايج بدست آمده از روش ايزوژئومتريک تحلیل و نتايج 

اجزاء محدود و حل تحلیلي مقايسه شده است. نتايج نشان مي دهد كه اين برنامه از كارايي كاملاً مطلوبي 

برخوردار است و همچنین بیانگر دقت بیشتر و هزينه كمتر روش ايزوژئومتريک در تحلیل مسائل غیرخطي 

 روش های مشابه عددی مي باشد. نسبت به

همچنین در اين پژوهش به تشريح روشي ابداعي جهت بهبود میدان تنش بدست آمده از روش 

اين تخمین كننده خطا، در دستة روشهای ايزوژئومتريک و تخمین خطای موجود در آن پرداخته شده است. 

از  غیرخطي ايزوژئومتريکطای تحلیل برآورد خطای مبتني بر بازيافت تنش قرار مي گیرد. جهت تخمین خ

در اين روش، با استفاده از نقاط  .( استفاده شده استSPRروش بازيافت تنش بر مبنای نقاط فوق همگرا )

های میدان تنش در هر ناحیه، يک سطح فرضي ساخته مي  يک از مؤلفه همگرا، برای تابع مقادير هر  فوق

كه در روش ايزوژئومتريک برای تقريب  زی اين سطح تعريف مي شودبا استفاده از همان توابع شکل نربشود. 

نشان  شوند. مقايسه نرم خطای انرژی دقیق و نرم خطای انرژی تقريبي زدن تابع جابجايي به كار گرفته مي

كه تخمین كننده خطای پیشنهادی از كارايي مناسبي جهت برآورد خطای موجود در تحلیل  دهنده آن است

 به روش ايزوژئومتريک برخوردار است. غیرخطي مسائل

روش ايزوژئومتريک، تحلیل غیرخطي، تخمین خطا، بازيافت تنش، نقاط فوق  کلمات کلیدی:

 (SPR)همگرا
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 مقدمه -9-9

شوند. با پیچیده تر شدن  همگام با رشد علوم و فناوری، مسائل مهندسي نیز روز به روز پیچیده تر مي

تر و دقیق تر آنها، روشهای تحلیلي ديگر جوابگوی نیازهای روز افزون جوامع لزوم حل سريع مسائل و

نیستند. با چنین نگرشي، محققان همواره سعي كردند در كنار توسعه مباني علوم، روشهای عددی را نیز 

 توسعه بخشند.             

توان به روش  ها ميدراين مسیر، روشهای متعددی توسط محققین ابداع گشته است. از مهمترين اين

تفاضلهای محدود، روش اجزای محدود، روش احجام محدود، روش المانهای مرزی و همچنین روش  

ايزوژئومتريک كه از جملة جديد ترين روش ها است، اشاره كرد. هر كدام از اين روشها موارد كاربرد 

 داع روشهای جديد هستند.    خاص خود را دارند وهنوز هم محققان درصدد رشد و توسعه اين روشها و اب

هکای   روش اجزای محدود يکي از روشهايي است كکه كکاربرد فراوانکي در حکل مسکائل بسکیاری از رشکته       

های توسعه ايکن روش را بايکد در اوائکل دهکه      مهندسي و به خصوص مسائل مکانیک جامدات دارد. ريشه

چش را توسط آنچه امروز المانهای ون پیسكورانت معادله پوا 4913میلادی جستجو كرد. در سال  4912

اجزای محدود به شکل  ی وی مدتها ناشناخته ماند. روششود، حل كرد، اما كارها مثلثي خطي نامیده مي

، كلاف نکام اجکزای   4962دارد. در سال  4957امروزی آن، ريشه در كارهای ترنر و همکاران وی در سال 

توسط  4965ای درسال  رای حل معادلات ديفرانسیل پارهمحدود را بر اين روش نهاد؛ و كاربرد اين روش ب

  .]4[زينکويچ و چونگ پیشنهاد شد

مي توان روش ايزوژئومتريک را نام برد. تحلیل ايزوژئومتريک،  ،از جمله جديدترين روشهای عددی ديگر

واند ای نه چندان دور بت های منحصر به فرد و مناسبي است كه شايد در آينده بالقوه دارای ويژگي

جايگزين روشهای عددی متداول نظیر اجزای محدود و نقاط محدود گردد. وجود برخي معايب در روش 

اجزای محدود، از جمله وجود خطا در تعريف مرزهای مسائل با هندسه پیچیده و يا مسائل با تغییرات 

مسائل، نظیر مسائلي  شديد در بارگذاری و خواص مصالح و نیز نیاز به تولید مکرر شبکه المانها در برخي

سازی شکل سازه، از جمله علل ابداع اين روش  شوند و يا مسائل بهینه كه در چارچوب لاگرانژی حل مي
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 .باشد مي

 روش های عددیاما از همان آغاز مدل سازی رخدادهای فیزيکي توسط كامپیوتر و شکل گیری مباني 

؛ زيرا در فرايند جزء بندی يک محیط ستوجود خطاهای عددی درمحاسبات منشأ اصلي نگراني بوده ا

توان تمام اطلاعات موجود در مدل  نمي پیوسته و تبديل آن به يک مسأله كامپیوتری قابل مديريت، يقیناً

 ای يا معادلات انتگرالي مشخص و توصیف شده است، در بر گرفت. را كه بوسیله معادلات ديفرانسیل پاره

 ي چقدر است؟ خطای تقريبي در چنین شبیه سازيهاي

 آنرا كم كرد؟ چگونه ممکن است كه بتوان خطا را اندازه گرفت، كنترل كرد وبطور موثر و قابل توجه مقدار

اينها سوالاتي است كه از آغاز بکارگیری روشهای عددی در مسائل مختلف علوم و مهندسکي، متخصصکان   

   ها را با خود روبرو كرده است.  اين  رشته

 قیقات گذشتهمروری بر تح  -9-2

بررسکي تاريخچکه روش اجکزا     اين قسمت مروری دارد بر مطالعات و تحقیقات انجام شده درگذشته كه با

 .ادامه مي يابدبازبیني كلي در مورد حل مسائل خطي و غیر خطي  محدود و ايزوژئومتريک آغاز و با

 ایزوژئومتریکروش مقدمه ای بر تاریخچه روش اجزا محدود و  -9-2-9

، روشي قدرتمند برای حل عددی بسیاری از مسائل مهندسي مي باشد. ايده اصلي در 4زاء محدودروش اج

میلادی  4941ايجاد روش اجزاء محدود از لزوم تحلیل دقیق سازه هواپیما پايه ريزی گرديد. در سال 

 روشي موسوم به سازه اسکلت دار را ايجاد نمود. دراين روش يک صفحه الاستیک بصورت 2هرتیکف

مجموعه ای از میله ها و تیرها نشان داده شده بود. بر اين اساس روندی را برای حل مسائل تئوری 

 در مقاله ای كه كورانت .الاستیسیته بر پايه روش شبکه بندی ارائه نمود
میلادی ارائه  4912در سال 3

را  1انتنه پیچش سنت و كرد، با استفاده قانون انرژی پتانسیل مینیمم كل و اجتماع  اجزاء مثلثي، مسئل

 حل مسائل پیچش استفاده نموده بود.  آنترپوله چند جمله ای روی اجزاء مثلثي برا ی بررسي نمود. وی از

                                                 
   Finite Elements Method
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اگر چه كلیه خصوصیات بارز روش اجزاء محدود را مي توان در كارهای هرتیکوف گورانت پیدا نمود، اما 

 ارائه رسمي آن توسط اگیريس و كلسي
در  6یلادی از يکسو و ترنر،كلاف، مارتین و ناپم 4962در سال 5

میلادی از سوی ديگر انجام گرفت. ترنر و همکارانش ، ماتريس سختي را برای خرپا، تیر و  4956سال 

، میلادی منتشر ساختند. لفظ اجزاء محدود اولین بار 4956ساير اجزا تعیین و نتايج كارخود را در سال 

 . ]2[مورد استفاده قرار گرفت میلادی 4962توسط كلاف در سال 

میلادی روش اجزا محدود برای حل مسائل تنش، انتقال حرارت ، جريان سیالات و ساير  62اوايل دهه  از

میلادی در مبحث قضايای  4956زمینه ها توسط مهندسین بکار گرفته شد. كتابي كه ارگیريس در سال 

پیشرفت های بعدی بود. اولین كتاب در مورد اجزا  انرژی و روشهای ماتريسي منتشر نمود، پايه ای برای

و اوايل دهه  62میلادی منتشر گرديد. در اواخر دهه  4967در سال  7محدود  توسط زينگويچ و چانگ

قرار گرفت و  تغییر شکلهای بزرگ مورد استفاده روش اجزاء محدود برای تحلیل مسائل غیر خطي و 72

 .]43-3[میلادی منتشر نمود  4972در سال ورد محیطهای غیر خطي ابي را در مكت  4در اين رابطه اودن

وجود پاره ای از معايب در روش اجزا محدود، باعث ايجاد روش جديدی به نام تحلیل ايزوژئومتريک 

. ]41[توسط هیوز و همکارانش معرفي شد 2225گرديد. اين روش برای اولین بار طي مقاله ای در سال 

باشد كه  های بدون مش مي ی بعضي مفاهیم شبیه روش اجزای محدود و روشروش ايزوژئومتريک دارا

های مختلف علوم و مهندسي، از  تواند برای حل مسائل معادلات ديفرانسیل جزئي حاكم در حوزه مي

استفاده شده است.  9جمله پلاستیسیته، به كار رود. در اين روش از تکنیکهای طراحي به كمک كامپیوتر

شهای طراحي به كمک كامپیوتر تاكنون در روش اجزای محدود به صورت گسترده وارد دلیل اينکه رو

باشد. آغاز پیدايش روشهای  نشده است مربوط به اختلاف زماني، در پیدايش اين دو نسبت به يکديگر مي

میلادی بوده است در حالي كه روشهای طراحي به كمک  4962تا  4952اجزای محدود در سالهای 
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 .]41[شکل گرفته اند 4942تا  4972بعدها در حدود سالهای كامپیوتر 

به وجود  42های نسبي غیر يکنواخت اسپلاين -ای كه در اين روش معرفي شده است بر اساس بي ايده

ها و  آمده است. در اين روش ضمن استفاده از خواص توابع پايه اسپیلاين و نربز در تعريف دقیق منحني

 بي و تقريب سازی هم استفاده مي شود.سطوح، از آنها جهت درونیا

بسیاری از روابط از آنجايي كه روش ايزوژئومتريک شباهت زيادی به روش اجزا محدود دارد در نتیجه 

شان شبیه يکديگر مي باشد. لذا در اين پژوهش اكثر روابطي كه برای روش اجزا محدود  پايه ای و مفاهیم

 ريک كاربرد دارد. بیان گرديده به طور مشابه در ايزوژئومت

تحلیل خطی  -9-2-2  

در تحلیل اجزاء محدود يک سازه پس ازانتخاب جزء نمونه و جز بندی سازه با آن و سپس روی هم 

 گذاردن ماتريس های اجزاء، معادلات كلي اجزاء محدود آن سازه بصورت ذيل بدست مي آيند: 

KU  R                                                                         (4-4)  

سیستم اجزاء محدود مي باشد.  نیروبردار  Rبردار تغییر مکان و  Uماتريس سختي ،  Kبطه بالا دررا

ل آن در ، در درجه و تعداد معادلات كلي سیستم و بدنبانوع اجزاء به كار رفته بديهي است كه تعداد و

مورد استفاده درحل معادلات تعادلي . در تحلیل استاتیکي خطي زمان مدت زمان تحلیل موثر است

سیستم، درصد بزرگي از كل زمان تحلیل را در بر مي گیرد. اين درصد ممکن است در مورد تحلیل غیر 

تحلیل دينامیکي بالاتر هم برود. بنابراين روشي بايد اتخاذ شود كه زمان كمتری را درتحلیل  خطي و يا

پايدار نگشته و برای كل مسائل سازه ای عمومیت داشته  ناز در حل معادلات با درجه بالامصرف كند و نی

 باشد.  

ترين روش حل مستقیم سیستم معادلات سازه كه بطور متداول درتحلیل ها از آن استفاده مي كارامد

باً هر مجموعه از شود، روش حذف گوسي است. اگر چه اساس رويه حل گوسي قابل كاربرد برای تقري

درتحلیل اجزاء محدود به خواص ويژه ای از ماتريس سختي كل سیستم  اماباشد. معادلات خطي مي 

                                                 
42  Non-Uniform Rational B-Splines (NURBS) 
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ین خطا در تحلیل غیرخطی سازه ها به روش ایزوژئومتریکتخم  

 

 مثبت معین و نواری محدود مي شود.  نظیر تقارن،

 نواع مسائل غیرخطیا  -9-2-3

تحلیل استاتیک غیرخطي، بیان رفتارغیرخطي سازه ها تحت بارهای استاتیکي است. نارسائي سازه در 

شود. اين نارسائي به سه صورت خود را نشان مي دهد كه عبارتند  تحمل بار باعث رفتار غیرخطي آن مي

درنارسائي مصالح از نارسائي هندسي سازه، نارسائي مصالح سازه و نارسائي ناشي از تركیب دو حالت قبل. 

اصلي غیر خطي ماده را تشکیل مي دهند كه  هایسه عامل پلاستیسیته، خزش و ويسکوپلاستیک رفتار

و مصالح الاستوپلاستیک، خزش و رفتار هايپرالاستیک يا لاستیک مانند مي باشند. در شامل رفتار مواد 

رفتار مصالح الاستوپلاستیک انواع گوناگوني از معیارهای تسلیم و قوانین سختي وجود دارند. در رفتار 

انند، استفاده نمود و در حالت هايپرالاستیک يا لاستیک مخزشي نیز مي توان از قوانین مصالح خزشي 

انواع گوناگوني از توابع انرژی كرنشي با رفتار تراكم پذيری محدود يا نزديک به تراكم ناپذيری موجود مي 

 باشد.

دومین نوع رفتار غیرخطي، رفتار ناشي از نارسائي هندسي سازه است. در اين حالت تئوری كلاسیک 

توسط يک عملگر ديفرانسیلي كرنشهای خیلي كوچک، ديگر صادق نبوده و كرنش ها از جابجائي ها 

اين نوع غیرخطي ممکن است شامل جابجائي های بزرگ، چرخش های غیرخطي به دست مي آيند. 

بزرگ و كرنش های محدود باشد. در تغییر شکل های بزرگ، كمانش پوسته ها و كمانش ديگر اجزا سازه 

برای كرنش  اربردهای متداولای، جابجائي های بزرگ و چرخش ها يا دوران ها نمود پیدا مي كنند. ك

ا محدود، در مسائل شکل دهي فلزات و در تحلیل تغییر شکل های بزرگ مواد لاستیک های بزرگ ي

شدن ناشي از نارسائي مصالح مدنظر قرار داده  اول يعني غیرخطي مانند مي باشند. در اين پژوهش عامل

 مي شود.

 خطیحل مسائل غیر -9-2-4

به مجموعه ای از رفتارهای خطي تقسیم نمود. بدان معني كه منحني مزبور  مسائل غیرخطي را مي توان

را كه نشان دهنده رفتار غیر خطي مي باشد به بازه های كوچکتر تقسیم نمود، بطوريکه در اين بازه ها 
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ین خطا در تحلیل غیرخطی سازه ها به روش ایزوژئومتریکتخم  

 

 –حل معادلات تعادلي غیر خطي از يک روند افزايشي  رفتار را بتوان خطي فرض نمود. بنابراين در

بصورت مرحله به مرحله انجام مي شود تا كل بارهای تعريف شده  يستفاده مي شود. حل افزايشتکراری ا

وارد شوند. در هر افزايش، روند تکرار اتخاذ شده انجام مي گیرد تا جايي كه همگرايي يا ماكزيمم تعداد 

 تکرارها بدست آيد.

استفاده مي شود .  ]45[( NR) 44رافسون –برای تحلیل مسائل غیر خطي سازه ها اغلب از روش نیوتن 

، 43يا روش افزايشي استاندارد 42مرسوم يا نسخه اصلاح شده آن موسوم به روش خود اصلاحي NRروش 

استاندارد معادله كلي سیستم بصورت ذيل مي  NRدر حل اين نوع مسائل استفاده مي شود . در روش 

 باشد. 

 (4-2 )                                                              F u 0                     

 اين معادله را مي توان بصورت ذيل نوشت :

(4-3)                 1i i
T

k u F   

(4-1)                                         
1( ) /i

T
k F u u 

 

                                          
1i i iu u u  

 در اين معادلات:

i   شماره تکرار : 

TK ماتريس سختي مماسي : 

iu  افزايش تغییر مکان در تکرار :i 

 iu تغییر مکان كل در تکرار :i 

و معکوس آن ضروری و لازم مي باشد.  TK، ارزيابي و تعیین ونه كه از معادلات بالا مشخص استهمانگ

                                                 
44

 Newton-Raphson Method  
42  Self-correcting 
43  Standard incremental 
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ین خطا در تحلیل غیرخطی سازه ها به روش ایزوژئومتریکتخم  

 

نیز وابسته است . بدين دلیل  uبه ديفرانسیل  uدر اينجا علاوه بر  TKاما بر خلاف تحلیل خطي،

 در كل آسان نمي باشد.   TKارزيابي و تعیین 

( در هر تکرار تجديد مي شود. TKدر روش نیوتن رافسون در طي هر افزايش، محاسبه ماتريس سختي )

 NRروش  ]46[گوناگوني در روش نیوتن رافسون انجام گرفته است. زينکويچ و همکارانشاصلاحات 

(( را پیشنهاد نمودند كه در آن متناظر با هر تخمین مناسب 41ح شده ای بنام ))روش سختي اولیهاصلا

u   ماتريس سختيTK ش محاسبه و در كل تکرارهای بعدی ثابت نگه داشته مي در اولین تکرار هر افزاي

محاسبه ماتريس سختي در هر افزايش را مي توان در  ، تجديدشود. در روش نیوتن رافسون اصلاح شده

ابتدای تکرارها يا هر تعداد معیني از تکرارها در نظر گرفت. در برخي مسائل نظیر مسائلي با تغییر مکان 

کست در پلاستیسیته كه درجه غیر خطي مسائل بالا مي باشد، اين روش در های بزرگ و نزديک بار ش

های محاسبه شده در  iuشود. برای رفع اين مسئله، آنها رويه را با ضرب  اشکال مي رهمگرايي دچا

 ]47[یدند. نام 45((ثابت -a( اصلاح نمودند. بدين دلیل آن را روش سختي ))aيک ماتريس ضريب ثابت )

ضعف اصلي روش نیوتن رافسون و نسخه اصلاح شده آن در اين است كه افزايش بار از قبل تعیین مي 

شود. در اين رويه، بار افزايشي در طول تکرارها ثابت مانده و تغییر در افزايش تغییر مکان، بار نامتوازن را 

ه در آن افزايش بار خود به خود انتخاب به همراه دارد. برای رفع اين ضعف،  طرحي پیشنهاد شده است ك

روند حل گام به گام بدون تکراری را پیشنهاد نمودند كه در آن  ]44[ 46مي شود . هايسلر و استريکلین

افزايش بار در هر گام، در حدود مقدار تغییر مکان تعیین شده در نظر گرفته مي شود. روند گام به گام 

متوازن در هر گام بار كوچک شود بگونه ای كه تنها نامتوازني های بطور معمول انجام گرفته تا بار غیر

ح پیشنهادی هايسلر و استريکلین انجام نمي طركوچک به جلو برده شود. بدلیل اين كه هیچ تکراری در 

گیرد، ممکن است يک نامتوازني اساسي پیش برده شود. بنابراين در هر گام، نخست نامتوازني وارد مي 

خارجي اضافي مورد نیاز برای رسیدن به تغییر مکان معین شده، تعیین مي شود. رويه  شود و سپس بار

                                                 
41

  Initial Stiffness Method 
45

  α-constant stiffness method 
46  Haisler and Stricklin 
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ین خطا در تحلیل غیرخطی سازه ها به روش ایزوژئومتریکتخم  

 

دلیل توسط  ينمحاسباتي پیشنهاد شده توسط هايسلر و استريکلین مشکل و طاقت فرسا مي باشد. بد

47باتوز و دهات
ی ذكر شده است كه مي توان رويه ساده تری را بکار برد . آنها از تانژانت سختي جار] 49[

استفاده نموده و بوسیله آن افزايش تغییر مکان های ناشي از بار نامتوازن و بار خارجي ) بار كلي( را بطور 

 جداگانه بصورت ذيل تعیین كردند:

(4-5                                              )T
k u R 

 

                                                      T
k u P 

 

بترتیب بار نامتوازن و بار كلي تعريف مي گردند. سپس افزايش بار واقعي وارد  Pو  Rدر معادلات مذكور 

 باعث افزايش تغییر مکان ذيل مي شود .  Pشده، 

(4-6                          )           u u u    

( 6-4ساني از معادله )آب اين افزايش تغییر مکان، حدود تغییر مکان تعیین شده را بدست داده و مقدار

را جدا نموده و  Pو  Rقابل محاسبه مي باشد. روند مزبور از اين جهت جالب مي باشد كه ابتدا اثرهای 

ن شده تركیب مي كند. علاوه بر اين، رويه محاسباتي ساده ای برای سپس اين اثرها را برای ملاک تعیی

استريکلین بوجود آمد. باتوز و دهات رويه ای را پیشنهاد نمودند كه در آن تکرار نه در بار  -هايسلر روند

تن همگرايي را با توجه به ثابت نگه داش ثابت، بلکه در تغییر مکان ثابت انجام مي شود. آنها روند تکرار تا

تغییر مکان گره انتخابي، پیشنهاد كردند. در اين روش بدلیل اين كه بار خارجي در طول افزايش ثابت 

44تفاوت دارد. پاول و سیمونز NRبا روش مرسوم  نیست بنابراين روش مزبور اساساٌ
بهسازيي را در ] 22[

از دو افزايش جداگانه روش بالا پیشنهاد كردند. آنها افزايش تغییر مکان را بصورت يک تركیب خطي 

 بصورت ذيل انتخاب نمودند:

(4- 7      )               u u u  
 

    

                                                 
47

  Batoz and Dhatt 
44

 Pawell and Simons 
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ین خطا در تحلیل غیرخطی سازه ها به روش ایزوژئومتریکتخم  

 

در معادله بالا 


و  


مطابق با يک ملاک مشخص تعیین مي شوند. به دلیل اين كه در اين روش  

ز متفاوتي را بکار برد رويه دارای قابلیت انعطاف بسیار زيادی مي باشد. توسط مي توان ملاک های متماي

=4)دو التزام، ساده ترين روش تکرار به دست مي آيد. اول آن كه كل بار نامتوازن در هر تکرار به كار رود




0nUثابت باقي بماند )nU و دوم  اين كه جزء تغییر مکاني تعیین شده ، (  ) 

روش های حل تشريح شده در بالا به دو دسته تقسیم مي شود: روش كنترل بار و روش كنترل تغییر 

مکان، در اين روشها در هر افزايش، نیرو يا تغییر مکان ) تغییر مکان تعمیم داده شده ( ثابت نگه داشته 

منفرد يا تقريبا منفرد  TKدر نزديکي بار نهايي، جايي كه ماتريس  NRكه ، روش  مي شود . واضح است

 49مي شود، موثر نمي باشد از طرفي كنترل تغییر مکان نیز هنگامیکه رفتار مصالح رو به سفت شدگي

يک التزام قابل توجه  .شدكارآمد نمي بااز خود نشان دهند، ديگر 22برود يا مصالح ، رفتار جهش ناگهاني

 روش های مذكور اين است كه يا تغییر مکان يا نیرو در هنگام افزايش ثابت باقي مي ماند.

ايجاد روشي است كه تغییر پذيری در هردو جزء نیرو وتغییرمکان  پاسخ بديهي به نقطه ضعف اين روشها،

-طول»نظر قرار داده شده ، روش از جمله روش های كه اين مسئله درآن مد  را وارد محاسبات كند.

كمان اين است  كه با تحمیل تعدادی طول -مي باشد. يکي از خصوصیات بارز روش طول «24كمان

نیرو در هنگام  مراحل  افزايش امکان تغییر  مشخصه مبتني بر نرخ همگرايي، افزايش های تغییر مکان و

د به خود انتخاب شوند. يکي از مشکلات روش دارند. اين قابلیت اجازه مي دهد كه بار و تغییر مکان خو

)اندازه گام يا طول كمان( از  مزبور اين است كه تمام روندهای موجود، مبتني بر انتخاب طول مشخصه

قبل مي باشد. اين طول مشخصه براساس اطلاعات عددی حاصل شده از گام پیشین يا بوسیله استنتاج 

 کان بدست مي آيد.تغییر م -اطلاعات از برون يابي مسیر بار

22ولین نسخه روش طول كمان توسط ريکسا
پیشنهاد گرديد. برای رديابي مسیر تغییر مکاني كه   ]24[

مجهول فرض شده     رفتار جهش ناگهاني را از خود نشان مي دهد، ريکس پیشنهاد نمود كه ضريب بار

                                                 
49

  Stiffening 
22  Snap-through 
24

 Arc-Length Method 
22

  Riks 
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ین خطا در تحلیل غیرخطی سازه ها به روش ایزوژئومتریکتخم  

 

 ومعادلة ذيل به معادلات سیستم اضافه شود:

(4-4)     2

0

T TU U F F S    

 كه در آن:

(4-9)                                                 IIU U λ U                                               

                                         F R   P                                 

0S  به ( 4-4) اضافه كردن معادله كمان(. -)طول كه مقدار آن از قبل تعیین مي شودمتغیری است

اشکال مهمي را در اين سیستم معادلات ايجاد مي كند وآن اينکه معادلات سیستم  معادلات سیستم،

اين نقص، نقطه ضعف مهمي است زيرا يکي از مشخصات اصلي  نواری نمي باشد. حاصله ديگر متقارن و

23برای رفع اين مشکل كريسفیلد زاء محدود را نقص مي كند.معادلات اج
با وارد كردن معادله  ]22[

 محدود شده ذيل اين روش را اصلاح نمود:

(4-42)                                            T 2

0U U S   

دو افزايش تغییر  كريسفیلدم حفظ مي گردد. طبق نظر ( تقارن معادلات سیست42-4با كاربرد معادله )

، از 0Sسپس ضريب بار با تعیین مقداری برای  ( محاسبه شده و5-4از معادله ) IIUو  IUمکان

 ( به دست مي آيد.9-4معادله )

نامیده مي  25«طول كمان ثابت كروی»، 21اصلي اين رويه اصلاح شده در مقايسه با روش طول كمان ثابت

 برای اولین تکرار تعیین گشته ودر تکرارهای بعدی طبق رابطه ذيل معین مي گردد: S0شود. مقدار 

(4-44)                                    0

0

N
S S

N
 

تعداد تکرار های استفاده شده در افزايش بعدی است 0N تعداد تکرار ماكزيمم وN (، 44-4در رابطه )

0S)جايي كه  S قابل توجهي را بدست مي دهد كه همگي  مي شود(. اين اصلاحات، رويه های مهم و

 اساساً مشابه بوده وتنها در قواعد انتخاب طول كمان يا معادله قید متمايز مي باشند.

                                                 
23

  Crisfield 
21

 Original constant arc-length   
25

 Spherical constant arc-length 
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ین خطا در تحلیل غیرخطی سازه ها به روش ایزوژئومتریکتخم  

 

همچنین پايان دهي مراحل  ا يک ملاک همگرايي برای كنترل بسندگي وكفايت تکرارها وهر روش تکرار ب

از سه نوع ملاک همگرايي در تحلیل مسائل غیر خطي استفاده مي شود  معمولاً تکرار همراه مي باشد.

 در ملاک نیرو ضروريست كه متوسط ملاک انرژی. [، كه عباتند از ملاک نیرو، ملاک تغییر مکان و5،7]

پیش تعیین شده باشد. اگر  از 26نیروهای باقیمانده به متوسط نیروهای وارد شده، كمتر از يک تلرانس

نسبت متوسط جابه جايي تکراری به متوسط جابه جايي افزايشي )در اولین تکرار( با تلرانس خطا مقايسه 

ماني  مراحل شود سپس دومین ملاک كنترل مي شود. نهايتاً در ملاک انرژی فرض بر اين است ز

بارگذاری همگرا مي شود كه كار نیروی باقیمانده در جابجايي تکراری با كار نیروهای اعمال شده در 

جابجايي افزايشي)در اولین تکرار( كمتر از يک تلرانس معین باشد. در ملاک های ديگری كه مورد 

خطای از پیش تعیین شده مقايسه  استفاده قرار گرفته است، قدر مطلق نیروها يا تغییر مکان ها با تلرانس

 مي شوند. تجارب عددی نشان مي دهد كه ملاک های مبتني بر میانگین ها مناسب تر هستند.

 پلاستیسیته -9-2-5

در گذشته تحقیقات بسیار زيادی در مورد انحراف رفتار فلزات از حالت خطي انجام گرفته است. از 

برگشت مي باشد. اين بدان معناست كه وقتي نرخ تنش به  خصوصیت بارز اين رفتار، تغییر شکل غیرقابل

يک حد معین بنام حد تسلیم مي رسد تغییر شکل پلاستیک آغاز شده و مصالح تغییر شکل غیر قابل 

 برداری اين تغییر شکل بازيافت نمي شود . ربرگشتي را متحمل مي شوند كه در با

جهت آشکار ساختن آغاز پلاستیسیته تعريف گردد. برای بحث در مورد اين رفتار بايد يک ملاک تسلیم 

)اين ملاک بصورت تابعي از نرخ  )ijf  وقتي نرخ تنش نامیده مي شود 27تعريف گشته و تابع تسلیم .

)به حدی مي رسد كه  )ijf   )برابر با مقدار مشخصي )معمولا تنش تسلیم در آزمايش يک محوری

ود آنگاه فرض بر آن است كه مصالح متشکله در اين مقدار مشخص تسلیم مي شوند. در تقابل با تئوری ش

الاستیسیته كه ارتباطي يک به يک بین تنش و كرنش كل )الاستیک( وجود دارد چنین رابطه يکتايي 

تابع در عوض فرض مي شود كه نرخ كرنش پلاستیک از يک  ،ستیک وجود نداردلابین تنش و كرنش پ
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27  Yield Function 



 

03 
 

ین خطا در تحلیل غیرخطی سازه ها به روش ایزوژئومتریکتخم  

 

 بصورت ذيل محاسبه مي شود. 24تنش اسکالر بنام ))تابع پتانسیل پلاستیک((

(4-42)                     
p

g
 







 

0fضريبي مثبت است اگر تغییر شکل پلاستیک رخ دهد ) يعني برای در تابع،    0ياf  و

0df  ( و در غیر اين صورت صفر مي باشد. معادله )يا اصل بهنجاری ،  29( )) قانون جريان((42-4 (

 بدلیل اين كه بهنجاری نرخ كرنش پلاستیک را با تابع پتانسیل پلاستیک نشان مي دهد( نامیده مي شود. 

 

 لاک بارگذاری و باربردارینمایش سطح تسلیم و م(.  9-9شكل 

و در غیر اين صورت  32))پلاستیسیته پیوسته(( مشابه فرض مي شوند آنگاه تئوری مزبور gو  fاگر توابع 

در استفاده از اين تئوری برای فلزات معمولا از پلاستیسیته نامیده مي شود.  34))پلاستیسیته ناپیوسته((

ن آزمايشگاهي است. بعنوان نمونه واتني بر مشاهدات پیوسته استفاده مي شود. انتخاب اين توابع مب

سطح يک استوانه نامحدود در فضای تنش، با محوری در امتداد محور فشار  fفرض نمود كه  32زمیس

مي باشد. يا  33قانون سخت شوندگي((مهم ديگر در تئوری پلاستیسیته ))هیدرواستاتیک است. موضوع 

یم در فضای تنش را تعريف مي كند. اين حركت معمولا تا اندازه ای نشان تسلحركت سطح  قانون عمدتاٌ

دهنده كرنش پلاستیک يا كار پلاستیک، بنابر نظريه های سخت شوندگي كرنش و سخت شوندگي كار 
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29  Flow rule 
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 Associated plasticity  
34

 Non- Associated plasticity 
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 Von Misses 
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 Hardening rule  
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ین خطا در تحلیل غیرخطی سازه ها به روش ایزوژئومتریکتخم  

 

مي باشد. اگر حركت به شکل توسعه يکنواخت سطح تسلیم بدون هیچگونه حركت انتقالي باشد آنگاه 

نامیده مي شود. از سوی ديگر اگر سطح، بدون هیچ  31مزبور )) قانون سخت شوندگي آيزوتروپیک((قانون 

شايان توجه  .بکار مي رود 35ینماتیک((نگاه نظريه ))قانون سخت شوندگي كتوسعه ای انتقال داده شود آ

ینماتیک نون كوان به بهترين وجه بوسیله قااست كه اثر بوشینگر مشاهده شده در رفتار فلزات را مي ت

بکار مي  حبرای تعريف رفتار فیزيکي مصال  gو   fنشان داد . در اين جا بايد توجه شود كه چون توابع 

بصورت تابعي از نامتغیرهای  gو  fبنابراين بايد مستقل از محورهای مختصات باشند. به اين دلیل  ،روند

 مراجعه نمائید(  4ای تنش به ضمیمه )جهت آشنايي بیشتر در مورد نامتغیره .تنش تعريف مي گردند

                      

 )ب((                                                                                         )الف   

       

 )ج(   

 قوانین سخت شوندگی )الف( ایزوتروپیک )ب( ترکیبی )ج( کینماتیک (.2-9شكل 
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ین خطا در تحلیل غیرخطی سازه ها به روش ایزوژئومتریکتخم  

 

انجام مي شود. در  يپلاستیک بوسیله يک روش افزايش –حل مسائل الاستو های عددیدر زمینه روش 

اين روش محاسبه روابط مورد نیازی مبتني است بر اين فرض كه نرخ كرنش كل برابر است با مجموع 

 سهم الاستیک و سهم پلاستیک، يعني:

(4-43)                 e p    

رد قانون هوک برای سهم الاستیک و قانون جريان برای سهم پلاستیک و رابطه بین افزايش آنگاه با كارب

پلاستیک بدست مي آيد. اين رابطه را مي توان بصورت  –تنش و افزايش كرنش معادله تركیبي الاستو 

 :ذيل نشان داد

.    الف( -4-41) . .

. .

T

ep T

D b a D
D D

A a D b
 


 

 كه در آن داريم :

.                       ب(-4-41) .Tf
A b

k






   ,      f
a







    ,       g
b







 

k   پلاستیک  –در معادله  بالا پارامتر سخت شوندگي تعريف مي شود. ماتريس خواص الاستوDep 

. محاسبه مقدار مناسبي ]46[نتي در روند حل تکراری بکار مي رودسپس بعنوان ماتريس سختي تانژا

 .به شکل تابع تسلیم وابسته است Aبرای 

حجم تحقیقات ومطالعات انجام شده در مورد جنبه های مختلف تحلیل مسائل الاستو پلاستیک بقدری 

شد. در هر صورت برای  زياد است كه بازبیني و مرور بر روی كل آنها خارج از محدوده اين مطالعه مي با

 را مي توان مرور نمود.  ]24-23[اطلاعات بیشتر درباره اين موضوع منابع

و نتیجتا  Dep( قابل مشاهده است در حالت پلاستیسیته ناپیوسته ماتريس 43-4همانگونه كه ازرابطه )

36معادلات سیستم نامتقارن مي باشند. برای رفع اين مشکل، باروس و همکارانش
ي را پیشنهاد روش ]29[

نمودند كه در آن مصالحي جديد با قانون پیوسته معادل با اولي تعريف مي شود. واضح است كه با 

استفاده از اين روش مي توان پلاستیسیته ناپیوسته را به همان طريق ولي بصورت پلاستیسیته پیوسته 
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  Barros et. al. 
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ین خطا در تحلیل غیرخطی سازه ها به روش ایزوژئومتریکتخم  

 

در  ]32[ 37چن و همکارانش هاين بحث توصیه مي گردد مقالبکار گرفت. قبل از خاتمه به علاقه مندان 

اين مبحث را مطالعه نمايند. آنها در مقاله شان ملاک بارگذاری جديدی را پیشنهاد نمودند كه حالت كلي 

 پلاستیسیته كامل را در بر مي گیرد . نرم شوندگي وسخت شوندگي مصالح و متقابلاً داشته و

 ها در روش های عددی    منابع خطا -9-2-6

لیه روش های عددی روش های تقريبي مي باشند و منابع خطا در اين روش ها را بديهي است كه ك

 :]2[توان به سه گروه عمده تقسیم كرد  مي

شود كه درحالت كلي  : اين خطا از آنجا ناشي مي خطای ناشی از تقریب زدن دامنه حل مسأله -9

ای  شانید. برای مثال، يک صفحه دايرهتوان دامنه حل مسأله را با المانهای مورد نظر به طور كامل پو نمي

توان با المانهای مثلثي خطي به طور كامل مدل نمود، هر چند اين كار با هر دقت  شکل را هیچگاه نمي

 دلخواه با ريز تر كردن شبکه المان بندی امکان پذير است. 

رم افزار مورد ها بستگي به سخت افزار و ن اين گروه از خطاخطای ناشی از گرد کردن اعداد :  -2

شود،  استفاده برای محاسبات دارد. از آنجا كه تعداد محدودی از ارقام يک عدد در رايانه ذخیره مي

استفاده از اين عدد در محاسبات باعث ايجاد خطا خواهد شد و به علت اينکه محاسبات معمولا به صورت 

گردد. بر   ش خطا در تمامي حل ميزنجیروار به نتايج مراحل قبل وابسته است، اين موضوع باعث گستر

كند.  ها را تشديد مي خلاف ساير انواع خطاها، ريز تر نمودن شبکه المان بندی معمولا اين گروه از خطا

برای كاهش اين گروه از خطاها، بايد به صورت سخت افزاری و يا نرم افزاری تعداد ارقامي از يک عدد را 

داد كه اين كار با افزايش حافظه مورد نیاز و همچنین بالا رفتن  شود، افزايش كه در رايانه نگهداری مي

 زمان حل همراه است.

اين گروه از خطاها، عمده ترين منبع خطا در روش های عددی خطای ناشی از گسسته سازی :  -3

زتر باشد. اين گروه ازخطاها نیز با ري بوده و ناشي از تقريب زدن میدان جابجايي به وسیله توابع شکل مي

 يابد. كردن شبکه المان بندی و بالا بردن درجه توابع شکل مورد استفاده، كاهش مي
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ین خطا در تحلیل غیرخطی سازه ها به روش ایزوژئومتریکتخم  

 

بدست آوردن مقدار  جهتاين سه گروه خطا در حل عددی معادله ديفرانسیل و برای مثال در معادلات 

 شود.  هر گره وارد مي uجابجايي 

اهد گرفت، خطای ناشي از گسسته آنچه از اين پس در اين پژوهش به عنوان خطا مورد بحث قرار خو

سازی است و بنابراين همواره فرض بر آن خواهد بود كه دامنه حل به طور كامل توسط المانهای مورد 

 گیرد. دقیق انجام مي استفاده پوشیده شده و محاسبات نیز به صورت كاملاً

 پیشینه علمی تخمین خطا   -9-2-7

هايي است كه توسط  ومي از تخمین خطا بیان شد، مقالههايي كه در آن يک روش عم از اولین مقاله

 نوشته شده است. 4942در سال 34ريچاردسون

كند كه خطا در هر طرحي از تفاوت  روش ريچاردسون در تخمین خطا از اين حقیقت پیروی مي اصولاً

 .]34[های مورد استفاده )يا امروزه اندازه جزء محدود( بستگي دارد محدود معمولا به اندازه مش

روش آنها بر اين  .آغاز شد 12و رينبولت 39توسط بابوشکا و 4974كار اصلي در تخمین خطا در سال 

اساس بود، كه دقت باقیمانده را در يک گروه از المانها و يا يک المان تنها مورد بررسي قرار داده وبه 

 .]34[توانستند خطا را تخمین بزنند كمک آن مي

تخمین خطا به وسیله مقايسه بین معیار خاصي از خطای واقعي و  معمولا كیفیت ودرستي روشهای

گردد. البته امکان محاسبه خطای دقیق برای يک سری مسائل خاص كه حل  خطای تقريبي بررسي مي

دقیق آنها در دسترس است، وجود دارد. در اين راستا، نسبت خطای تقريبي به خطای واقعي شاخص 

 .]32[ارائه شد 4944سبت اولین بار توسط بابوشکا در سال شود كه اين ن نامیده مي 14تأثیر

 گردد كه شاخص تأثیر واحد گردد. حل جديد روشهای تعیین خطا هنگامي بر حل دقیق منطبق مي

ها در لیسبون برگزار شد. در اين  كنفرانس مهمي پیرامون اصلاح وفقي و تخمین خطا 4941در سال 

ها ارائه شدكه يکي ازاين پیشرفتها روش المان  رآوردكنندهكنفرانس پیشرفتهای جديدی در زمینه ب
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ین خطا در تحلیل غیرخطی سازه ها به روش ایزوژئومتریکتخم  

 

ارائه شد و برای بسیاری از مسائل فیزيک و مکانیک قابل اجرا  12بازيافت بود. روش فوق توسط دمکوويز

ارائه  گرديد كه منظور اصلي آنها ارائه روش آنالیز  11و وزر 13بود و سرانجام روند مشابهي توسط بنک

 وی دو بعدی بود.رياضي بر مسائل بیض

ای با توزيع يکنواخت معیار  برای اولین بار شبکه المان بهینه را شبکه 4946بابوشکا و همکارانش در 

  .]33[روی كل دامنه، برای مسائل يک بعدی تعريف كردند15خطای انرژی

ی برای ا زينکويچ و زو روش بازيافت تنش ها را در برآورد خطا و در همان سال روش ساده 4947در سال 

 .]31[ابداع كردند زرا نیتخمین خطای كلي و محلي در حل المانهای محدود 

ای با تقريب خطا در مسائل خمش صفحه، روشي را برای اصلاح  زينکويچ و زو طي مقاله 4949در سال 

از اين پس اين دو محقق  .]35[شد ارائه كردند المان بندی مثلثي كه طي آن بعد المانها ريزتر مي

را در برآورد خطای حل المانهای محدود،  SPR  16روش 4992ات زيادی انجام دادند و در سال تحقیق

 .]36،37[طي دو مقاله معروف معرفي نمودند

 .]34[ها در برآورد خطا را با اضافه كردن قیود تعادل اصلاح كردند ادن و همکارانش روش مانده 4993در 

ر بهبود خطا در حل مسائل دو بعدی سازی شکل با و اولیور يک روش كلي د 17بوگدا 4993در سال 

 .]39[استفاده از آنالیز تطبیقي ارائه كردند

برومند و زينکويچ روش قدرتمند ديگری در برآورد خطا ارائه كردند كه نسبت به روشهای قبلي  4997در 

ل پلاستیک اين روش قابل استفاده در اكثر مسائل به ويژه مسائ ]12،14[دارای هیچ محدوديتي نبود

 آيد. است كه اين ويژگي يک مزيت مهم به شمار مي
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ین خطا در تحلیل غیرخطی سازه ها به روش ایزوژئومتریکتخم  

 

 مقدمه -2-9

هر مسئله با استغاده از روش های عددی نظیر اجزا محدود و ايزوژئومتريک با بررسي بنیان تحلیل و بررسي 

پلاستیک مسائل صفحه ای نظیر -در اين پژوهش تحلیل الاستو ي شود.و روابط رياضي آن مسئله آغاز م

تنش صفحه ای، كرنش صفحه ای و مسائل متقارن محوری مد نظر قرار مي گیرند. از آنجايي كه پايه و بنیان 

رياضي روش ايزوژئومتريک برگرفته از روش اجزا محدود مي باشد لذا در ابتدای اين فصل به بیان مختصری 

اسپیلاين و -بيط اجزا محدود پرداخته مي شود. اين تحقیق و بررسي با تشريح روابط مربوط به توابع از رواب

نربز دنبال شده و در نهايت بطور خلاصه در مورد فرمول بندی روش ايزوژئومتريک و وجوه اشتراک و تمايز 

   آن با روش اجزا محدود بحث مي شود.

 وداستاتیک اجزاء محد-روابط الاستو -2-2

قدرتمندترين وكارآمدترين روشها در تحلیل عددی مسائل مقدار  ( يکي ازFEMروش اجزاء محدود )

( مي باشد. اين روش در حالت الاستیک كاملاً برقرار بوده وهیچگونه تغییری در روابط آن در BVP)14مرزی

استاتیک -الاستو اين قسمت مروری خلاصه در مورد روابطدر  .]43-1[تحلیل های مختلف ايجاد نمي شود

در تمام اين مبحث 19اجزاء محدود انجام مي گیرد با توجه به اين مسئله كه از قانون مجموع اينشتین

 استفاده مي شود مگر در جائي كه بطور صريح مشخص شده باشد.

 معادلات تعادل  -2-2-9

ر زمان و روی هر حجم لنگر در ه ای نیازمند اين است كه تعادل نیرو و تحلیل هر مسئله مکانیکي وسازه

نیز سطحي از اين حجم در نظر گرفته شود  Sرا حجم يک جسم و  Vاختیاری از جسم برقرار باشد. اگر 

( نیروی كالبدی يا i=1,2,3) biو  S( برواحد سطح، كشش سطحي روی سطح i=1,2,3) tiونیروی 

 (.4-2شت )شکلحجمي بر واحد حجم باشند آنگاه تعادل نیروها را مي توان بصورت ذيل نو

(2-4                          )                0i i i i
s v
t e ds b e dv        

                                                 
14

 Boundary Value Problem 
19

 The Einstein summation convention 
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ین خطا در تحلیل غیرخطی سازه ها به روش ایزوژئومتریکتخم  

 

به ترتیب اجزاء سطح وحجم  dv  و ds  بردار واحددر راستای محورهای مختصات بوده و ،   در اين معادله،

  52وشي(كش)تنش مي باشند.ماتريس تن
ij در يک نقطه روی سطحS :بصورت ذيل تعريف مي شود 

(2-2                         )           
i ij jt n 

كه در آن
jn ( 1,2,3)j ،  بردارهای واحد نرمال بر سطحS بررسي است. با جانشین سازی  در نقطه تحت

 ( رابطه ذيل بدست مي آيد:2-4( داخل )2-2از ) tiمقدار

(2-3)                                   0ji i i i i
s v

n e ds b e dv    

( به صورت ذيل 3-2برای تبديل انتگرال سطح به انتگرال حجم، معادله )54با استفاده از تئوری ديورژانس

 نوشته مي شود:

(2-1)                         , 0ji j i i i
v v

e dv b e dv    

 

 

 جسم سه بعدی(.  9-2 شكل

                                                 
52  Cauchy Stress 
54 

 Divergence theorem 
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ین خطا در تحلیل غیرخطی سازه ها به روش ایزوژئومتریکتخم  

 

از آنجايي كه اين معادله انتگرالي برای هر  حجم اختیاری از جسم صادق است بنابراين هسته اصلي انتگرال 

 بايد صفر شود:

(2-5)                           
, 0               , 1,2,3ji j ib i j    

( مجموعه معادلات متداول تعادل نیرو در مکانیک سازه ای بوده ودر سراسر جسم برقرار مي 5-2)معادلات

 معادله تعادل لنگر با لنگرگیری حول مبدأ بصورت ذيل نوشته مي شود: باشند.

(2-6     )   0k k i i k k i i
s v
r e t e ds r e b e dv     

kدر رابطه بالا  kr eمي شود. با جاگذاری  ، بردار وضعیت نامیدهit ( و با استفاده از  تئوری 2-2از معادله )

 ( به معادله زير كاهش مي يابد:6-2ديورژانس، معادله )

(2-7 )               , , 0k ji j i kil i k j ji kil i
v v
r b e dv r e dv       

 بوده وبصورت زير تعريف مي شود: 52تانسورجايگشت      در اين مرحله

 (2-4)               
kil 

 

{
 
 

 
      1 ,   , , 1,2,3 , 2,3,1 ,(3,1,2)k i l 

     1,   , , 1,3,2 , 3,2,1 ,(2,1,3)k i l 

                             برای جايگشتهای ديگر        

 

ابر صفر ( با توجه به قاعده ذيل بر7-2اگر توازن نیروها همواره برقرار باشد آن گاه دومین انتگرال در معادله )

 مي شود:

(2-9)                                                         kj kjr   

 (، بگونه زير تعريف شود:53)دلتای كرونکر    كه اگر نماد

 (2-42)                                
1        

 
0            

kj

K j

K j


  


 

 ( را مي توان بصورت ذيل نوشت:7-2)آنگاه دومین انتگرال معادله 

(2-44)                              , 0ji j kj kil i ji kil i
v v

e dv e dv       

                                                 
52

 Permuted tensor  
53

 Kronecker  delta 
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ین خطا در تحلیل غیرخطی سازه ها به روش ایزوژئومتریکتخم  

 

با توجه به اين كه حجم مورد نظر اختیاری بوده ونیز با توجه به اين نکته كه يک بردار زماني مقدار آن صفر 

 توان رابطه ذيل را نوشت: مي شود كه هر يک از اجزاء آن برداربرابر با صفر شوند، آنگاه مي

(2-42 )                                      0ji kil ji ij      

 كه از آن رابطه زير بدست مي آيد: 

(2-43                                                        )
ji ij  

( 43-2(و)5-2) اينکه معادلات ضمن ور تنش را تضمین مي كند.تقارن تانس (،43-2نتیجه آن كه معادله )

 موسوم هستند.51به ترتیب به اولین  ودومین قانون حركت كوشي

 شكل های ضعیف وقوی معادلات تعادل  -2-2-2

در مکانیک  57(BVP،برای رابطه سازی مسائل مقدار مرزی)56(Wوضعیف) 55(Sدر اين قسمت، مفاهیم قوی)

( نقطه شروعي برای هر يک از روشهای Wقرار مي گیرند. رابطه سازی شکل ضعیف)سازه ای مورد بررسي 

62، روش ايزوژئومتريک  59(FDM،روش اختلاف محدود)54(FEMتقريبي نظیر روش اجزاء محدود)
(IGA) 

پرداخته  BVP حال در ذيل بشرح تفصیلي در مورد  مي باشد.  64(BEM) و همچنین روش اجزاء مرزی

 مي شود.

 فضای اشغال شده توسط جسم تحت بررسي و ،Vنمادهای
d pS S S مرزV ،فرض مي شوند در آن فضا .

 تانسور تنش
ij     تابعي از  iU U .است كه به رفتار مصالح بستگي داردU  را چنان بدست مي

 آوريم كه روابط ذيل برقرار باشند:

(2-41)                         , 0      ij j iu b V    

                                                                           i i dS u d S    

                                                 
51

 Cauchy’s law of motion  
55

 Strong 
56

 Weak 
57

 Boundary  value  Problems 
54

 Finite Elements Method 
59

 Finite Difference Method 
62

 Iso Geometric Analysis  
64

 Boundary  Element  Method 
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ین خطا در تحلیل غیرخطی سازه ها به روش ایزوژئومتریکتخم  

 

                                         0           ij j i pn p S    

 كه در آن id dو iP p ،غییر مکان معین روی مرزبترتیب تdS شرايط مرزی ويژه(EBC
 (  و 62

 نیروی كششي معین وارد شده بر روی مرز pS ،شرايط مرزی طبیعي(NBC)63 (41-2مي باشند. معادله )

 ( نامیده مي شود.BVPشکل قوی مسائل مقدار مرزی)

بدين دلیل با استفاده از روش های . ملاً واقعي وكامل امکانپذير نمي باشددر اكثر مسائل حصول يک حل كا

در . ي تقريبي برای مسئله مورد نظر دست يافتجوابمي توان به  FEM  ،FDM،BEM ،IGAعددی نظیر

 ( كاملاً ارضا نشده  و41-2واقعي نیست معادله) اين روش ها بدلیل اين كه حل بدست آمده كامل و

بطور معمول حل تقريبي تركیبي خطي از يک سری توابع كامل با ضرائب  را برجا مي گذارد. باقیمانده هايي

توابع  و ايزوژئومتريک اين توابع كامل در مفهوم روش اجزاء محدود .61مجهول مي باشد)حل آزمايشي(

زيع مي شوند باقیمانده ها نیز با استفاده از توابع وزن، روی دامنة مسئله تو نامیده مي شوند. 65(SHFشکل)

 كه اين توابع وزن نیز تابعي خطي از يک سری توابع كامل هستند)اين تابع ترجیحاً ولي نه ضرورتاً مشابه با

در  معروف است. روشي كه شرح داده شد به روش باقیمانده های وزني تابع تقريبي حل آزمايشي مي باشد(.

را برآورده مي   EBCيط مرزی ضروریمعمولاً فرض مي شود كه حل آزمايشي شرا  FEM رابطه سازی

با مشخص  توزيع مي شوند. NBCبنابراين تنها باقي مانده های معادلات تعادل وشرايط مرزی طبیعي ، كند

( 41-2وبا استفاده از انتگرال جزء به جزء ونیز تئوری ديورژانس معادله ) Wi كردن توابع وزن با علامت

 بصورت ذيل نوشته مي شود:

(2-45)               0
p

ij ij i i i i
v v S

w dv w b dv w p ds      

 بوسیله     مشخص كردن قسمت متقارن گراديان با در نظر گرفتن تقارن تانسور تنش و 
  

 داريم:  

(2-46)                                     
1

2
ij ij jiw w w   

                                                 
62

 Essential  Boundary  Condition 
63

 Natural Boundary  Condtion 
61

 Trial  solution 
65

 Shape Functions 
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ین خطا در تحلیل غیرخطی سازه ها به روش ایزوژئومتریکتخم  

 

 ( بصورت ذيل خلاصه مي گردد:45-2پس معادله)

(2-47)                      , , , 0
pv v S

w L w u w b w p   

 در معادله بالا از نماد های ذيل استفاده گرديده:

(2-44)                                  , ij ijv v
L w u w u dv   

                                       
 , i ii v
w u w b dv  

                                      
 ,

p
i iS s

w u w p ds     

بايد توجه نمود كه انتگرال حاصل از يک تانسور تنش متقارن با بخش نامتقارن گراديان تغییر شکل ، صفر 

( مسائل Wرابطه سازی ضعیف) (،47-2معادله). اين نمادها تركیب های خطي نامیده مي شوند مي باشد.

ل كار مجازی يا تغییر مکانهای مجازی موسوم مي مقداری مرزی نامیده مي شود. اين معادله همچنین به اص

 استفاده مي شود. ی مسائل عددیله تعادل بدين صورت در رابطه سازمعاد باشد.

 اجزاء محدود روش اساس کار مجازی بعنوان پایه و -2-2-3

طبق اين اصل . در اين قسمت محاسبه معادلات اجزاء محدود بر اساس اصل كار مجازی تشريح مي گردد

موجود   Xiو i=1,2,3( در دستگاه مختصات كارتزينD-3ض مي شود كه يک جزء محدود سه بعدی)فر

بصورت يک بردار ستوني مانند تغییر مکان كلي در هر نقطه، مي باشد. U :بشکل زير نشان داده مي شود 

 (2-49)                                               1,2,3iU U i  

 نیروی كالبدی يا حجمي نیز به همان طريق ارائه مي گردد:

(2-22)                                                1,2,3ib b i  

 تغییر مکانهای گره ای اجزاء بصورت ذيل تنظیم مي گردند:

(2-24)                            1,2,3     1,2,e e

i elu u i n       

iUبگونه ای كه   .بطور مشابه نیروهای گره ای نیز بصورت  تغییر مکانهای گره ای جزء مورد نظر هستند

 ذيل تعريف مي شوند:

(2-22)                             1,2,3,   1,2,..e e

i elf f i n      
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ین خطا در تحلیل غیرخطی سازه ها به روش ایزوژئومتریکتخم  

 

ifدر رابطه بالا   .تغییر مکان كلي معرف نیروهای گره ای جزء مورد نظر مي باشندU  بشکل تابعي خطي

( با ضرائب مجهول بیان مي شود كه اين ضرائب مجهول در اين جا تغییر مکانهای گره SHFاز توابع شکل)

 بشکل زير بیان مي شود: ای بوده و

(2-23)                                   1,2, ,e e

i i elU N U n

    

 کل ماتريسيبه ش يا        

[ ] eU N U 

]دررابطه بالا ]N .ماتريسي مستطیلي شامل توابع شکل مي باشد 

 كرنش)بي نهايت كوچک( بصورت قسمت متقارن گراديان تغییر شکل تعريف و مي دانیمهمانگونه كه 

 معمولاً به شکل ماتريسي ذيل نمايش داده مي شود:

(2-21  )                                                  dU    

از  Uبا جاگذاری. مکان را تعريف مي كند رتغیی -اپراتور ديفرانسیلي است كه رابطه كرنش dدر رابطه بالا 

 ذيل حاصل مي شود:( را بطه 21-2( داخل )23-2معادله)

(2-25)                                                eBU  

 كه در آن:

(2-26)                                       B d N 

نقطه در داخل جزء كه ناشي از مقادير واحد تغییر  رماتريس كرنش نامیده شده وكرنش ه  Bماتريس

كرنش مصالح الاستیک، با استفاده از قانون هوک  -رابطه تنش. های گره ای است را بدست مي دهدمکان

 بگونه ذيل نوشته مي شود:

(2-27)                                         0 0D      

با در نظر گرفتن  تنش اولیه هستند.0 كرنش اولیه و0 ماتريس خواص مصالح، D دراين معادله، 

 ( را بصورت ذيل نوشت:27-2( مي توان معادله)25-2معادله)

(2-24    )                                 0 0

eDBU D     
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ین خطا در تحلیل غیرخطی سازه ها به روش ایزوژئومتریکتخم  

 

( بعد 47-2تركیبي از توابع شکل بازنويسي مي شود معادله)با استفاده از اين رابطه ونیز تابع وزن كه بصورت 

 از ساده سازی كاهش يافته وبشکل زير نوشته مي شود:

(2-29       )                             e e eK U f    

 كه مقادير آن به صورت ذيل تعريف مي شوند:

(2-32                               )       .
e

e T

v
K B DB dv     

                   
   0 0 . .

e e

Te T

e
v v

f f B D dv N b dv      

بار معادل  بار معادل تنش وكرنش اولیه و بترتیب نشان دهنده بار متمركز، ،efمقادير سمت راست معادله،

بدلیل آنکه  ورد نظر مي باشد.( معادله اجزاء محدود جزء م29-2دله)امع نیروی كالبدی يا حجمي هستند و

معادلات حاكم بر سیستم به شکل انتگرالي هستند اين معادلات را مي توان با جمع سهم هر جزء بسادگي 

66گونه، سوار سازی يا اجتماع فرآيند جمع بدين بدست آورد.
بنابراين با اجتماع سهم هر  نامیده مي شود. 

 ل زير بیان مي شود:يک از اجزاء معادلات اجزاء محدود سیستم بشک

(2-34)                                                                         K U F 

 و

(2-32)                             
1 1

          
nel nel

e e

e e

K K F f
 

     

 خواص مصالح در مسائل صفحه ایو ش کرن -2-3

واص مصالح برای مسائل صفحه ای بشکلي مناسب جهت برنامه نويسي در اين قسمت ماتريسهای كرنش وخ

 [ توصیه مي گردد.7كامپیوتری ارائه مي شوند. برای جزئیات بیشتر در اين مورد مطالعه منبع]

 تنش صفحه ای -2-3-9

 در اين نوع مسائل عناصر غیر مرتبط وخارج از تنش صفحه ای صفر فرض مي شوند:

(2 -33)                          33 31 32 0     

                                                 
66

 Assembling 
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ین خطا در تحلیل غیرخطی سازه ها به روش ایزوژئومتریکتخم  

 

بگونه ای كه تنها لازم است سه جزء تنش  وچهار جزء كرنش در نظر گرفته شوند.كرنشها بصورت ذيل 

 محاسبه مي شوند:

 (2 -31)                  
11

1

22

2

12

0

   0   

 

x

U

Uy

y x



 



 
 
  
    

     
     

    
 
  

 

12  در رابطه بالا 12 / 2 با جاگذاری دسي است.موسوم به كرنش برشي مهنU (و بعد از 31-2داخل )

 ساده كردن، بدست مي آيد:

(2- 35)                                               B U  

 كه در آن:

(2-36)                                         
1 2 eln

B B B B  
 

 

 و

(2-37)                                      
1 2

.,
el

T

n
U U U U  

 
    

 جايي كه:

(2-34)                                                     
,

,

, ,

0

0

j x

j yj

j y j x

N

B N

N N

 
 

  
 
 

 

 و

(2-39)                                                            1

2
j

j

U
U

U

 
  
 

                                           

D ماتريس ويژگي مصالح،  ،بصورت ذيل تعريف مي شود:  
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ین خطا در تحلیل غیرخطی سازه ها به روش ایزوژئومتریکتخم  

 

(2-12)              
2

1 0  0
1

1 0   0         
1 2

0 0 0

0 0 0 1

v
E v

D v g
v

g

 
 
  
  

  
 
  

 

ً عملا Dهستند.شايان توجه است كه بترتیب مدول الاستیسیته وضريب پوآسون مصالح   vو Eكه در آن

3 3 ،ه ودر محاسبات دستون چهارم بدلیل سازگاری با مسائل متقارن محوری اضافه گردي رديف و مي باشد

 الف(.-2-2تنش صفحه ای ناديده انگاشته مي شود)شکل 

 کرنش صفحه ای -2-3-2

بعد ديگر خیلي بزرگ باشد از كرنش درآن جهت صرف نظر مي  عد جسم در مقايسه با دوزماني كه سومین ب

 شود.برای  اين نوع مسائل عناصر تنش وكرنش ذيل صفر فرض مي شوند:

(2-14)              33 31 23 0     

بصورت ذيل  Dصماتريس خوا ماتريس كرنشها در اين نوع مسائل مشابه با حالت تنش صفحه ای است و

 ب(-2-2تعريف مي شود)شکل 

(2-12)           

1 0

1 0       

1 2
0 0 0

2
1

0

h h

D g h h

v
h

v
h h

 
 
 
 
 
 

 
 
 
 

  

      1

v
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v



      , 

 

  

1
     

1 1 2

E v
g

v v




 
 

ن جا بصورت در اي33  بنابراين جزء تنش ،با توجه به اين كه در اين حالت تنش نرمال با صفحه صفر نیست

 ذيل بدست مي آيد:

(2-13)      33 11 22v    
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ین خطا در تحلیل غیرخطی سازه ها به روش ایزوژئومتریکتخم  

 

 مسائل متقارن محوری خواص مصالح درو ش کرن -2-4

متقارن محوری يکي از مسائل  یتحت بارگذار مسئله توزيع تنش در اجسام مدور)اجسام متقارن محوری(،

  zبا مسائل صفحه ای دارد. با فرض اينکه قابل توجه است. رياضیات مسئله مشابهت زيادی علمي جالب و

 ج(:-2-2مختصه شعاعي باشد آنگاه كرنش بصورت ذيل بیان مي شود)شکل  r  محور تقارن و

(2-11)                
11

1

22

2

12

33

0

0

1
0

r

U

Uz

z
r

r



 





 
 
 
  

   
     
     

    
  

     
 
 
 

 

 رابطه ذيل حاصل مي شود: (11-2) در رابطه iUا جاگذاری. بشعاع نقطه تحت بررسي است rدر رابطه بالا 

(2-15)                       
1 21 2

. .,
elel

T

nn
B B B U U U      

  
 

 كه در آن

 

(2-16)       
,

,

,
,

0

0

0

j r

j zj

j r
j z

j

N

B N

N
N

N

r

 
 
 
 
 
 
 
 
 
  

 

 و   
j

Uهمچنین ماتريس ويژگي مصالح با حالت كرنش صفحه ای مشابه است. ( مشابه است.39-2)با رابطه 

 در اين جا نیز استفاده نمود. (12-2) رابطهبنابراين مي توان از 
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ین خطا در تحلیل غیرخطی سازه ها به روش ایزوژئومتریکتخم  

 

 

 )الف(

 

 )ب(

 

 )ج(

 انواع روش های تحلیل دوبعدی )الف( تنش صفحه ای)ب(کرنش صفحه ای )ج( متقارن محوری(.  2-2 شكل

 

 اسپلاین و نربز-بی -2-5

اسپلاين و نربز پرداخته  -بي ها و سطوح در اين بخش به طور خلاصه و در حد نیاز، به معرفي منحني

 پیشنهاد مي شود.[ 54و ]  ]41،12[شود. برای آشنايي بیشتر، مراجعه به مراجع  مي
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ین خطا در تحلیل غیرخطی سازه ها به روش ایزوژئومتریکتخم  

 

تعريف  67ها در يک فضای پارامتری )ناحیه( اسپیلاين  -ها ساخته مي شوند. بي اسپلاين -نربزها از بي

در  64تقسیم مي كنند. يک بردار گرهيمذكور دامنة مدلسازی شده را به چندين زير دامنه  شوند. نواحي مي

 .]12[فضای پارامتری يک بعدی از يک سری مختصات به صورت زير تشکیل مي شود

(2-17)  , , ..., , 1, 2, ..., 1
1 2 1 1

i n p
n p i i

         
   

كه در آن
i
 i  ،امین گرهp  مرتبه چند جمله ای وn اسپلاين به شمار  -تعداد توابع شکل تشکیل دهنده بي

مي رود. انواع مختلفي از بردارهای گره ای وجود دارد ولي در اين بحث فقط از نوع خاصي از بردارهای گره 

( استفاده مي كنیم. اين نوع بردارها به فرم زير نشان داده مي 72)يا باز 69ای بنام بردارهای گره ای نامتناوب

 شوند:

(2-14) 1 1

1 1

,..., , ,..., , ,...,p m p

p p

a a b b   

 

  
   

   

كه با p اسپلاين از درجه  ن تابع پايه ای بيامی iدر اين صورت  ,
N

i p
 شود بصورت زير  نشان داده مي

 :]12[شود تعريف مي

(2-19) 

 
1

1
,0

0

if
i iN

i
otherwise

  


 




 

     
1

, , 1 1, 1
1 1 1

i piN N N
i p i p i p

i i i p i

  
  

   

  
 

   
    

 :]12[بصورت زير تعريف مي شودP اسپلاين از درجه  -با استفاده از تعاريف بالا، منحني بي

(2-52)    ,

0

n

i p i

i

C N P a b  


  
 

 C است كه در آن  74يک منحني چند جمله ای قطعه ای iP  نقاط كنترلي و  ,i pN   توابع پايه

                                                 
67

  Patch 
64  Knot Vector 
69

 Nonperiodic knot vector 
72 Open 

74
 Piecewise polynomial curve 
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ین خطا در تحلیل غیرخطی سازه ها به روش ایزوژئومتریکتخم  

 

0aبا فرض (14-2)اسپیلاين هستند، كه روی بردار گره ای نامتناوبي بصورت رابطه  -ای بي  1وb  

 تعريف مي شوند.

1nدرجه توابع پايه،  p اگر   1تعداد نقاط كنترلي وm  ها باشند، آنگاه مي توان رابطه  تعداد گره

1m n p    نوشت.را برای آنها 

 :]12[اسپلاين بصورت زير تعريف مي شود-به طرز مشابهي سطوح بي

(2-54)      , , ,

0 0

,
n m

i p j q i j

i j

S N N P   
 


 

 كه در آن:

(2-52) 

1 1

1 1

0,...,0, ,..., ,1,...,1 ;p r p

p p

   

 

  
   

   

1 1

1 1

0,...,0, ,..., ,1,...,1q s q

q q

   

 

  
  
   

1rدارای بطوری كه بردار گره ای    وگرهH  1دارایs  گره مي باشد. 

 :]12[شود بصورت زير تعريف مي p يک منحني نربز از درجه

(2-53)  
 

 

,

0

,

0

n

i p i i

i

n

i p i

i

N w P

C a b

N w



 







  



 

كه در آن iP ،نقاط كنترلي iw ها و وزن  ,i pN  اسپلاين از درجه  -توابع پايه ای بيp ،كه  هستند

 تعريف شده اند. (14-2) بر روی بردار گره ای بصورت رابطه

باشد، بصورت زير تعريف  qاز درجه  ، و در جهت pاز درجه و در نهايت، يک سطح نربز كه در جهت 

 :]12[شود مي

(2-51)  
   

   

, , , ,

0 0

, , ,

0 0

, 0 , 1

n m

i p j q i j i j

i j

n m

i p j q i j

i j

N N w P
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N N w
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ین خطا در تحلیل غیرخطی سازه ها به روش ایزوژئومتریکتخم  

 

در عبارت فوق ,i jP شبکه نقاط كنترلي مي باشد كه در دو جهت تعريف شده است؛ همچنین ,i jw 

ها و  وزن  ,i pN   و  ,j qN  های گره ای به  اسپلاين هستند كه بر روی بردار -توابع پايه ای بي

ای را بصورت زير  اگر توابع پايه ای نسبي قطعه (51-2) در رابطه .تعريف شده اند (52-2)صورت رابطه 

 :تعريف كنیم

(2-55)  
   

   

, , ,

,

, , ,

0 0

,
i p j q i j

i j n m

k p l q k l

k l

N N w
R

N N w

 
 

 
 




 

 واهیم داشت:خ

(2-56)    , ,

0 0

, ,
n m

i j i j

i j

S R P   
 


 

 yو xشبکه نقاط كنترلي و سطح نربز بدست آمده از آن با توابع پايه درجه دو در جهت  3-2در شکل 

 شود. مشاهده مي

 

 )الف( شبکه نقاط كنترلي

 

 )ب( سطح نربز

 .]36[ه درجه دوشبكه نقاط کنترلی و سطح نربز مربوط به آن با توابع پای(.   3-2شكل 

 روش ایزوژئومتریک بنیان ریاضی -2-6

به منظور تحلیل يک محیط پیوسته در ايزوژئومتريک، بايد آن محیط را به يک محیط گسسته تبديل نمود، 

 [ 54] پذيرد. اين عمل در روش ايزوژئومتريک با استفاده از نقاط كنترلي نربز صورت مي

به همراه نقاط كنترلي و بردارهای گره  ح نربز از يکسری توابع پايههمانطور كه در بخش قبل اشاره شد، سطو

ای تشکیل شده است. نقاط كنترلي تشکیل دهنده شبکه ای از نقاط هستند و يک رويه نربز را در صورت 
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ین خطا در تحلیل غیرخطی سازه ها به روش ایزوژئومتریکتخم  

 

 .توان تعريف نمود معلوم بودن بردارهای گره ای، با مشخص نمودن نقاط كنترلي آن مي

يک مقدار مجهول مسئله )تغییر مکان(، در نقاط كنترلي محاسبه و سپس به بطور كلي در روش ايزوژئومتر

 شود. وسیلة توابع پايه ای نربز در بقیه نقاط تقريب زده مي

              شوند كه مولفه های  اول و دوم  مختصات  اين  نقاط در اين روش نقاط كنترلي طوری انتخاب مي

(,x yP Pبتوان ،)( ند هندسه مسئله را برآورد كنند؛ در اينصورت مولفة سوم مختصات اين نقاطzP طوری )

ای نربز، نشان دهندۀ تغییر مکان آن نقطه  شود كه درونیابي بین اين نقاط به وسیله توابع پايه   محاسبه مي

نشان دهندۀ هندسه مسئله و  xyوی صفحة توان رويه ای تشکیل داد كه تصوير آن ر باشد؛ در حقیقت مي

نشان دهندۀ مجهول مسئله در آن نقطه )تغییر مکان(  xy( نسبت به صفحهzارتفاع رويه در هر نقطه )

 باشد.

حه در نظر گرفته شود در اينصورت با استفاده از اگر هر مولفة تغییر مکان در دامنه مسئله به صورت يک صف

 توان صفحة مربوط به هر مولفة تغییر مکان را در حالت دو بعدی به صورت زير نمايش داد: مفهوم نربز مي

(2-57) 
 

 
, ,

,
ˆ

,
i j i j

i j

u x y
R

v x y

  
   
  

u u P

 

i,در رابطه بالا jP بز در جهت بردار مولفه های سوم مختصات نقاط كنترلي نرu  وv باشد كه به عنوان  مي

i,رود.  تنها پارامتر مجهول برای تعیین صفحة هر مولفة تغییر مکان به شمار مي jR ای نربز  ، توابع پايه

 [ 54] هستند كه عملکردی شبیه توابع شکل در اجزای محدود دارند.

0ال )همچنین با در نظر گرفتن دستگاه مختصات نرم  , 1  :داريم ) 

(2-54) 
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u
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باشند؛ در اينصورت رابطه  به دلیل خاصیت بازۀ تاثیر توابع نربز، تنها تعداد محدودی از اين توابع غیر صفر مي

 معادل است با: (2-54)
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ین خطا در تحلیل غیرخطی سازه ها به روش ایزوژئومتریکتخم  

 

(2-59) 
 

 

 

 

, ,

, ,

,
,

,
,

ji

k l u k l
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u
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 باشد: به صورت زير مي (59-2) فرم ماتريسي رابطه

(2-62)  .u R P 

 Pو  ماتريس توابع پايه ای نسبي نربز Rماتريس ستوني تغییر مکان های نقاط كنترلي،  uدر رابطه بالا 

 باشند: صورت زير مينقاط كنترلي به  ماتريس ستوني

(2-64) ,

, ,

T
i j

i j i ju v   u 

(2-62) 
     

     
, , ,

, , ,

, 0 ... , 0 ... , 0

0 , ... 0 , ... 0 ,

i p j q i p j i j

i p j q i p j i j

R R R

R R R

     

     

  

  

 
  
 

R 

(2-63) 
  , , , , , ,... ...

T

u i p j q v i p j q u i p j v i p j u i j v i jP P P P P P     
   P

 

ماتريس كرنش به  ،همانگونه كه در فرمول بندی روش اجزا محدود ديده شد بعد از محاسبه تغییر مکانها

 شود: صورت زير محاسبه مي

(2-61)   Lu 

برای مسائل دو بعدی بصورت زير باشد كه  عملگر ديفرانسیل مي Lبردار تغییر مکان و  uدر اين رابطه 

 شود: تعريف مي

(2-65) 

0

0

x

y

y x

 
 
 
 

  


 
  
 
  

L 

 شود: ماتريس كرنش به صورت زير محاسبه مي (62-2)با جايگذاری رابطه 

(2-66)  BP 

Bكه در آن  LR باشد. مي 
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ین خطا در تحلیل غیرخطی سازه ها به روش ایزوژئومتریکتخم  

 

رابطة بین تنش همانگونه كه در روش اجزا محدود اشاره شد، با فرض وجود رفتار خطي كشسان، همچنین 

 شود: ها و كرنش ها خطي و بصورت زير محاسبه مي

(2-67)  0 0     D 

با استفاده از رهیافت كار مجازی به تشکیل ماتريس  اهي گذرا وبا نگ در ادامه همانند روش اجزای محدود

 پردازيم. سختي مي

اشد، با ب نیروهای سطحي tو نیروهای كالبدی ،bمرزهای مسئله مورد نظر با دامنة  در صورتي كه 

 استفاده از روش كار مجازی داريم:

(2-64) 0
T

T Td d d  
  

     ε σ u b u t
 

 داريم: (66-2) و (62-2)با جايگذاری روابط 

(2-69) 0T T T T T Td d d  
  

     P B σ P R b P R t
 

 :داشت خواهیم (67-2) رابطة از استفاده و P حذف با همچنین

(2-72) 0 0T T T T Td d d d
    

         0B D ε B D ε B σ d R b R t 

 :داريم (66-2) رابطة جايگذاری با و

(2-74) 0 0T T T T Td d d d
    

         0B DBP B Dε B σ d R b R t 

 :شود مي نوشته زير صورت به (74-2) رابطه اولیه كرنش و تنش وجود عدم صورت در

(2-72) 
T RK U 

آن در كه
TK (مماسي سختي) ضرايب ماتريس،U و( ها مکان تغییر) مسئله مجهولات R نیروهای 

( را 72-2رافسون مي توان رابطه )-با استفاده از روند گام به گام نیوتن باشند؛ مي دامنه زير بر وارده خارجي

 برای هر تکرار به صورت زير بازنويسي نمود:

(2-73                     )                      1i i i

T R  K U 

 آن در كه
TK (مماسي سختي) در تکرار مورد نظر ضرايب ماتريس،U در تکرار  مسئله مجهولاتi ام 

1iدر تکرار  دامنه زير بر واردهباقیمانده  نیروهایبردار  R و( ات جابجاييتغییر)   بصورت كه؛باشند ميام 
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ین خطا در تحلیل غیرخطی سازه ها به روش ایزوژئومتریکتخم  

 

 :شوند مي تعريف زير

(2-71) 
     

T d


 K B DB 

 محاسبهدر تکرار مورد نظر  (ها مکان تغییر) مسئله مجهولات (73-2) معادلات دستگاه حل با نهايت در و 

پلاستیک از ماتريس-همچنین در مسائل الاستو .شوند مي
epD   به جای ماتريس الاستیکD  استفاده مي

 شود.

 اين در. شود مي استفاده مسئله تحلیل و هندسه تقريب برای مشابهي شکل توابع از ايزوژئومتريک روش در

 مجهول تابع تقريب همچنین و مسئله هندسي مدلسازی برای يکساني گرهي داربر و كنترلي نقاط صورت،

 :شود مي تعريف زير صورت به نیز مسئله هندسه بنابراين. رود مي كار به

(2-75) 
   

   

, ,

0 0

, ,

0 0

, ,

, ,

n m

i j x i j

i j

n m

i j y i j

i j

x R P

y R P

   

   

 

 








 

, آن در كه  هستند نرمال مختصات های مولفه (, 10   )، و , ,,y i j x i jP P دومین و اولین ترتیب به 

 .باشند مي كنترلي نقاط مختصات های مؤلفه

 بدين. شود مي استفاده گوس گیری انتگرال روش از سختي ماتريس انتگرال عددی حل برای روش اين در

 های المان برای شده ارائه های وزن و گوس نقاط از بتوانیم تا داريم، مسئله دامنة بندی المان به نیاز منظور

 انجام نربز ای گره های دهانه از استفاده با ايزوژئومتريک در بندی المان عمل. كنیم استفاده چهارضلعي

بصورت مجموعه زير هر كه بطوری. پذيرد مي   1 1, ,i i i i     شکل در. شود مي نامیده نربز المان يک 

 .است شده داده نشان بندی المان اين از ای نمونه 2 -1

 :شود مي ارائه زير بصورت دامنه زير هر سختي ماتريس (73-2) رابطة مطابق

(2-76)    , ,
patch

T

patch d   


 K B DB 

 آن در كه , B شود مي تعريف زير بصورت: 
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 ]94[نربز ای گره های دهانه وسیله به شده ساخته های المان (. 4 -2 شكل

(2-77) 

0

0

x

y

y x

 
 
 
 

   


 
  
 
  

B LR
 

x, به نسبت R مشتقات به سختي ماتريس انتگرال حل برای بنابراين y نیاز كلي مختصات دستگاه در 

 :كنیم مي فتعري را زير ژاكوبین نربز، پارامتری فضای و كلي مختصات دستگاه بین ارتباط برای كه داريم؛

(2-74) 1

x y

x y

 

 

  
  
 
  
   

J 

 :داريم بنابراين

(2-79) 1

1

x

y







  
      

   
    
      

RR

J
R R

 

 آن در كه






R و 






R بصورت را (76-2) رابطه توان مي بنابراين. باشند مي نربز ای پايه توابع جزئي مشتقات 

 :نوشت زير

(2-42)     1, , det
patch

T

patch d d     


 K B DB J 

 گوس نقاط ضلعي چهار های المان در. باشد مي گوس نقاط در انتگرال داخل تابع مقدار به نیاز اينصورت در
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ین خطا در تحلیل غیرخطی سازه ها به روش ایزوژئومتریکتخم  

 

 كه باشد مي نگاشت يک به نیاز بنابراين است، شده مشخص 72سرنديپیتي يا نرمال مختصات دستگاه در

 نربز زيردامنه نرمال مختصات دستگاه به را ام i المان سرنديپیتي دستگاه در شده ارائه نقاط مختصات

 ,  شود مي زير بصورت ژاكوبیني ايجاد باعث گیری انتگرال در نگاشت اين. كند منتقل: 

(2-44) 2 2,
r r

d d drds

s s

 

 
 

  
  

  
  
   

J J 

 :آن در كه

(2-42) 
 

 

1

1

1
, 0

2

1
0 ,

2

i i

i i

r r

s s

 
 

 
 





 
  

 

 
  

 

 

 نوشته المان سرنديپیتي مختصات دستگاه در زير نهايي فرم به (42-2)سختي ماتريس  رابطه بنابراين

 :شود مي

(2-43)    
1 1

1 2
1 1

, , det detT

patch r s r s drds
 

  K B DB J J 

 

 

  

                                                 
72

 Serendipity coordinate 
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ین خطا در تحلیل غیرخطی سازه ها به روش ایزوژئومتریکتخم  

 

 

 

 فصل سوم 

 پلاستیسیته
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ین خطا در تحلیل غیرخطی سازه ها به روش ایزوژئومتریکتخم  

 

 مقدمه : -3-9

اين رفتار از نقطه  پلاستیسیته، بعنوان رفتاری منحصر به فرد پس از رفتار الاستیک خطي شناخته مي شود.

پديده مزبور در اصل توسط  تئوری بطور خیلي گسترده توسط محققان تحت مطالعه قرار گرفته است.نظر 

غیر قابل برگشت در مصالح مربوط مشخص مي شود؛ كه اين كرنش وابسته زماني نبوده  كرنشي ماندگار و

زی تئوری كه ارا متحمل شود. برای رابطه س73مرتبه مي تواند سطح تنش معیني به نام حد تسلیم وتنها يک

 چهار التزام ذيل بايد مد نظر قرار داده شوند:ک تغییر شکل پذير  را نشان  دهد، پلاستی-رفتار مصالح الاستو

كرنشي بايد برای رفتار مصالح تحت شرايط الاستیک تعريف شود، يعني قبل از شروع  تغییر  -رابطه تنش  -4

 شکل پلاستیک مصالح.

 نش برای  شروع جريان پلاستیک ايجاد گردد.يک ملاک تسلیم جهت تشخیص سطح  ت -2

 قانون جرياني  بايد  برای تعريف رابطه بین  تنش وكرنش پلاستیک فرض گرفته شود. -3

رابطه ای بین  تنش وكرنش برای رفتار پس از تسلیم برای زماني كه رفتار مصالح تركیبي از هر دو حالت  -1

 د)قوانین سخت شوندگي تنش ونرم شوندگي كرنش(.پلاستیسیته است، مي بايست ايجاد گرد الاستیسیته و

برقرار مي شود. التزامهای ديگر بطور خلاصه در  71اولین التزام از التزام های بالا با استفاده از قانون هوک

 قسمت های ذيل مورد بحث قرار مي گیرند.

 : 75ملاک تسلیم -3-2

پلاستیک آغازمي گردد، ملاک  تغییر شکلاندازه گیری مقدار تنشي كه درآن مقدار در پلاستیسیته برای 

 گرفته مي شود. اين ملاک تسلیم را مي توان به شکل كلي ذيل نوشت: رتسلیمي در نظ

     , 0F k f K k     (3-4                                  )  

 آزمايشگاهي تعیین مي شود مشخصه مصالح است كه بگونه تجربي و Kه وبود تابعي از  fدر اين رابطه

در  باشد ملاک تسلیم را مي توان بصورت سطحي kمي تواند تابعي از مشخصه سخت شوندگي  K كه

                                                 
73

 Yield limit 
71

  Hook law 
75

  The Yield criterion 
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ین خطا در تحلیل غیرخطی سازه ها به روش ایزوژئومتریکتخم  

 

تصور نمود. از نقطه نظر فیزيکي هر ملاک تسلیم بايد  ،kفضای تنش، وابسته به مقدار آني مشخصه 

1 كه عبارتند از 76های تنشربنابراين در عبارتي  از نامتغی مستقل از سیستم مختصات انتخابي باشد. 2 3I ,I ,I   

ییر شکل فلزات ، اساساً مستقل آزمايشگاهي فرض مي شود كه تغ تعريف مي شود. بنابر مشاهدات تجربي و

يعني  77از فشارهیدروستاتیک است. نتیجتاً در فلزات ملاک تسلیم بصورت تابعي از نامتغیرهای تنش انحرافي

  3 2J 0 J , J    تعريف مي شود. تعدادی از ملاک هايي كه در اين رابطه در نظر گرفته شده  در ذيل تشريح

 مي گردند.

 ( :9864) 78رسكاملاک ت -3-2-9

برسد. اگر  Kطبق اين ملاک، تسلیم زماني  آغاز مي شود كه تنش برشي ماكزيمم به مقدار مشخص 

3تنشهای اصلي توسط 2 1σ ،σ ،σ  1تعريف شوند وشرط 2 3σ σ σ   نیز برقرار باشد، آنگاه تسلیم زماني آغاز

 د كه :مي شو

 1 3 2K k    (3-2                                           )  

Kبا بکار گیری رابطه بالا برای حالت يک بعدی، مقدار   Y / 2  بدست مي آيد كه در اين رابطهY  تنش

در فضای تنش های اصلي اين ملاک بصورت سطح يک  تسلیم در آزمايش كشش يک محوری مي باشد.

منشور شش گوشه طويل نامحدود نمايش داده مي شود. محور منشور با فضای قطری تعريف شده توسط 

1نقاطي كه دارای شرط 2 3σ σ σ  (. بدلیل اين كه هر  79هستند، منطبق  مي شود)محور هیدروستاتیک

ناً با هم برابر هستند، بنابراين بجا ست نمايش سطح تسلیم بطور هندسي بوسیله مقطع  نرمال  با منشور عی

42-ترسیم آن روی صفحه ای  موسوم به )صفحه
π1( كه برای آن 44( يا )صفحه انحرافي 2 3σ σ σ 0   

 صادق مي باشد.

                                                 
76  Stress Invariant 
77  Invariants of deviatoric stress 
74

  The Tresca criterion 
79

  Hydrostatic axis 
42

 Π-plane 
44

 Deviatoric-plane 
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ین خطا در تحلیل غیرخطی سازه ها به روش ایزوژئومتریکتخم  

 

 

 لینمایش هندسی سطوح تسلیم ترسكا و وان میسز در فضای تنش های اص(.  9-3شكل 

 ( :9193) 82ملاک وان میسز -3-2-2

، به يک مقدار 2Jوان میسز پیشنهاد نمود،  تسلیم زماني رخ مي دهد كه دومین نامتغیر تنش انحرافي، 

 بحراني برسد. ملاک وان میسز را مي توان بصورت ذيل نوشت:

 
1

2
2J K k  (3-3                    )                        

K با استفاده  از اين رابطه برای حالت يک محوری، مي توان  نشان داد كه Y / 3  است. از نظر هندسي

نامحدود نمايش داده مي شود. استوانه وان میسز منشور  اين ملاک بصورت استوانه ای دايروی طويل و

2 ، دايره ای به شعاعπ-توانه وان میسز با صفحهترسکا را احاطه مي كند. تقاطع اس / 3Y را بدست  مي

دهد. در بین مصالح مختلف، داده های بدست  آمده از آزمايش بر روی فلزات بیش از ديگر مصالح، ما بین 

ند. در تحلیل ترسکا قرار مي گیرند كه اين داده ها به ملاک وان میسز نزديک تر هست معیار وان میسز و

پلاستیک فلزات بطور وسیعي از ملاک وان میسز بدلیل سادگي وكاربری آن استفاده مي شود. اگر در تحلیل 

به  mYبا  2Kپلاستیک ازملاک ترسکا استفاده شود برای اصلاح دقت نتايج مي توان با جايگزين نمودن 

ي دراين جا عددی است كه با استفاده از تجارب آزمايشگاهي تعیین م mری دست يافت. ضريب نتايج  بهت

 مي باشد. 4555/4 و 4شود و معمولاً داری مقداری بین 

بتن پديده ای مشابه با پلاستیسیته درآنها رخ مي دهد. سطح  در مصالحي نظیر خاک، سنگ، سرامیک و

                                                 
42  The Von-Misses criterion 
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ین خطا در تحلیل غیرخطی سازه ها به روش ایزوژئومتریکتخم  

 

ن نوع مصالح نه  تنها وابسته به تنش انحرافي)برش(، بگونه ای كه درملاک وان میسز است، مي تسلیم در اي

كولمب -باشد؛ بلکه به بزرگي میانگین تنشهای فشاری )فشار هیدروستاتیک( نیز وابسته است. ملاكهای موهر

 د.پراگر از جمله ملاک هايي هستند كه برای  اين نوع مصالح پیشنهاد شده ان -داركر و

 

 فرم ساده مهندسی حدود مرزی تسلیم ترسكا و وان میسز(.  2-3شكل 

 ( :9737) 83کولمب –ملاک موهر  -3-2-3

 اين ملاک تعمیمي از قانون گسیختگي اصطکاكي كولمب بوده وبصورت ذيل تعريف مي شود:

n nc tan     (3-1                                               )  

زاويه اصطکاک  nضريب چسبندگي و Cتنش نرمال )كششي مثبت(،  n،تنش برشي  در اين رابط 

ترين دايرۀ نشان دهنده خط مستقیمي مماس بر بزرگ 1-3داخلي مصالح است. از نظر هندسي معادله 

 را با استفاده از تنشهای اصلي مي توان بصورت ذيل نوشت: 1-3تنشهای اصلي  است. رابطة 

   1 3 1 32Ccos sin         (3-5                            )  

در فضای تنشهای اصلي اين ابعاد نمايش دهنده سطحي مخروطي شکل مي باشد، كه مقطع نرمال در هر 

شه بي قاعده مي باشد. ارجهیت سطح تسلیم مخروطي بر استوانه ای ناشي از تاثیر نقطه آن يک شش گو

 فشار هیدروستاتیکي در اين ملاک مي باشد.

                                                 
43  The Mohr-Columb criterion 
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ین خطا در تحلیل غیرخطی سازه ها به روش ایزوژئومتریکتخم  

 

                  

 (الف)                                                                          (ب)

 πصفحه  )ب( کلمب -ردایره موهر و حد تسلیم موه)الف(  (.3-3شكل 

 

 

 

             

 (الف)                                                                          (ب)

 منحنی گسیختگی در صفحه انحرافی)ب(    0θ=صفحه نصف النهاری  )الف((. 4-3شكل 
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ین خطا در تحلیل غیرخطی سازه ها به روش ایزوژئومتریکتخم  

 

 (:9152) 84پراگر -ملاک دراکر -3-2-4

 شود:اين ملاک بصورت ذيل بیان مي 

1 '
2

1 2I J K   (3-6                                                )  

برای وارد نمودن اثر فشار     از اصلاح ملاک وان میسز توسط اضافه نمودن اين ملاک عملاً

د انطباق هیدروستاتیکي، بدست مي آيد. نمايش گرافیکي اين ملاک، يک مخروط مدور مي باشد. برای ايجا

بايد بصورت ذيل  ́ وαكولمب، درهر مقطع از اين ملاک  -اين ملاک با رئوس بیروني شش ضلعي موهر

 محاسبه شوند:

  
     

√ (      )
      ́  

     

√ (      )
(3-7                               )  

 ب توسط مقادير ذيل مهیا مي شود:كولم -انطباق با رئوس داخلي شش ضلعي موهر

  
     

√ (      )
      ́  

     

√ (      )
(3-4                                 )  

                     

 (الف)                                                                                (ب)

 پراگر –کلمب و دراکر  –نمایش هندسی سطح تسلیم موهر  (.5-3شكل 

 در برنامه نوشته شده تنها از اين چهار ملاک ذكر شده استفاده مي شود.

 اشكال مختلف ملاک های تسلیم در محاسبات عددی : -3-3

ب بوده برای محاسبات عددی، بازنويسي ملاک تسلیم بشکلي ديگر وبا استفاده از نامتغیر های تنش مناس

                                                 
41

  The Drucker-Pruger criterion 
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ین خطا در تحلیل غیرخطی سازه ها به روش ایزوژئومتریکتخم  

 

نتیجه اصلي حاصل از اين كار در اين است كه، برنامه  .]13[آمد مي باشدبرنامه نويسي راحت تر وكاروبرای 

نويسي كامپیوتری ملاک تسلیم وقانون جريان را مي توان بشکلي  مشابه انجام داد.  با اين  شیوه، تنها 

ن روش تنش های اصلي،  از اين رابطه زير تعیین سه ضريب برای هر ملاک منحصر بفرد لازم مي باشد. با اي

    قابل محاسبه هستند:

(3-9)        
 

0
1

1
2

2

2 0

3

0

2
Ψ

13
2

Ψ 1
3

14
Ψ

3

m

sin

J
sin

sin





 

 

  
  

          
      

     
      

   

 

1دررابطه بالا 2 3σ σ σ ،1
mσ , π / 6 Ψ π / 6

3
I

    0بوده وΨ 3برایΨ  در بازه
2

  بصورت اولین

 محاسبه مي شود: ريشه معادله ذيل

 
1

3 2
23

4 2
3Ψ          

3

J
sin ،rJ

r
    (3-42                        )          

3 بنابراين بجای 2 1J , J , I mσ ،مي توان از   
1

2
2J 0وΨ وان نامتغیرهای جديد استفاده نمود. حال با بعن

استفاده از اين نامتغیرهای جديد، ملاک های تسلیم مورد بحث در قسمت های قبلي را مي توان بصورت 

 ذيل توصیف نمود:

 ملاک ترسكا : -3-3-9

، اين ملاک بصورت  sinوبسط  (2-3) داخل معادلة (9-3) با جانشین سازی اجزاء تنشهای اصلي از معادله

 ذيل نوشته مي شود:

 
1

2
2 02 Ψ 2J cos k  (3-44                              )        

 ملاک وان میسز: -3-3-2

ر تنش انحرافي وابسته است، بنابراين تغییری در رابطه آن ملاک مزبور فقط به دومین نا متغیبدلیل  اين كه 

 ايجاد نمي شود.

 



 

40 
 

ین خطا در تحلیل غیرخطی سازه ها به روش ایزوژئومتریکتخم  

 

 کولمب : –ملاک موهر  -3-3-3

 بدست مي آيد: (5-3)  داخل رابطه (9-3) با جانشین سازی رابطه

 
1

2
1 2 0

1 1
Φ Ψ Ψ Φ Φ

3 3
I sin J cos sin sin Ccos

 
   

 
 (3-42)                              

 پراگر :  –ملاک دارکر  -3-3-4

 اين ملاک بدون تغییر باقي مي ماند.

برای بیان اين بردار  تعريف مي گردد. aز بردار نرمال با استفاده ا قانون جريان كه موضوع مبحث بعدی است،

 به گونه ای مناسب برای محاسبات عددی ، همواره مي توان نوشت :

(3-43)           

1

2
2

01

1
1 02

2

Ψ

Ψ

J
If f f f

a
I

J
   

 
 

       
      

  
 

 

 كه در آن:

11 22 33 12 23 23[ , , , , , ]T        (3-41                              )           

 ساده كردن آن بدست مي آيد: و (43-3)در معادله  (42-3)  یل معادلهبا جاگذاری ديفرانس

1 1 2 2 3 3a C a C a C a    (3-45         )                                     

 كه در آن:

1
1 {111 0 0 0}T I

a ،،،،،



 


 (3-46                      )                       

                          

1

2
2

2 11 22 33 12 23 131

2
2

( 2 2 2

2

)T

J
I

a S ،S،S،،،

J

  


 
  
  
  

 
 

 

 

 

2 23 2 2
3 22 33 23 11 33 13

2 2
11 33 13 13 23 33 12

12 13 11 23 12 23 22 13

{ , ,
3 3

,2 ,
3

2 ,2( }

T J J J
a S S S S

J
S S S

S S
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ین خطا در تحلیل غیرخطی سازه ها به روش ایزوژئومتریکتخم  

 

 و

         
1

1

f
C

I





 (3-47                                                     )  

   
0

2

2 2 0

3Ψ
(

Ψ

tanf f
C

J J

 
  

  
 

       
3 1

02
2 0

3

Ψ
2 3Ψ

f
C

J cos

 



 

 در روابط قبل:

11 22 33 12 23 13

TS S ،S،S،،،     (3-44                    )                   

3 همانگونه كه مشاهده مي گردد، تنها ضرائب كه به عنوان بردار تنش انحرافي شناخته مي شود. 2 1C ,C ,C    

لازم وضروری است. برای ملاكهايي  45-3 به ملاک تسلیم ربط داشته وبنابراين تعريف اين ضرائب در معادله

نشان داده شده اند. بايد توجه نمود كه  4-3ين پژوهش مد نظر قرار مي گیرند، اين ضرائب در جدول كه در ا

0Ψبرای π / 6 به همین دلیل در حالت ترسکا از مقادير زير  .اين ثابتها را نمي توان از جدول محاسبه نمود

 شود: استفاده مي

1 2 3 00  ,  3    , 0 Ψ
2

C C C


       (3-49 )                            

نشان دهنده اين مطلبند كه جهت جريان پلاستیک در گوشه های سطح تسلیم ترسکا  اين مقادير عملاً

كولمب -به همین منوال برای ملاک موهر ه از گوشه ها مي گذرد. فرض مي شودنرمال با سطح وان میسز ك

                نیز از مقادير ذيل استفاده مي شود:

(3-22)         
1 2 3 0

1 2 3 0

1 1 Φ
Φ     ,  3   , 0  Ψ

3 2 63

1 1 Φ
Φ     ,  3   , 0  Ψ

3 2 63

sin
C sin C C

sin
C sin C C





 
      

 

 
       

 

 

از نظر فیزيکي، اين تمهیدات با گرد كردن گوشه های سطح تسلیم متناظراست. لازم به ذكر است  كه در 
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ین خطا در تحلیل غیرخطی سازه ها به روش ایزوژئومتریکتخم  

 

 ،(4-3)معادله  f  در خاتمه برای تکمیل اين مبحث، تنش موثر وتنش نامیده مي شود 45، تنش موثر .

 2-3محوری )يا تنش تسلیم معادل( متناظر با ملاكهايي كه تاكنون مطرح شده،  در جدول _ک تتسلیم 

 ت.نشان داده شده اس

 مقادیر ثابت های(.  9-3جدول 
3, 2 1C C ,Cبرای ملاک های تسلیم مختلف 

3C 2C 1C 

 ملاک

 تسلیم

0

2 0

Ψ3
.

3Ψ

sin

J cos
  0 0 02 Ψ 1 Ψ Ψcos tan tan 0 T 

0 3 0 VM 

0 0

2 0

3 Ψ Ψ Φ

2 3Ψ

sin sin

J cos


 

 

 

 

 

0 0 0

0 0

Ψ [ 1 Ψ 3Ψ

Φ 3Ψ Ψ / 3]

cos tan tan

sin tan tan



 
 

 

1
Φ

3
sin M C 

 1  Dr Pr 

 

M: وان میسز، VM: ترسکا، Tتوضیح:  Cكولمب، -: موهرDr Prپراگر-:داركر 

 دل(اتنشهای یک محوری موثر)یا مع(.  2-3جدول 

تنش 

 تسلیم

 ملاک تسلیم تنش موثر

Y  
1

2
2 02 ΨJ cos 

 ترسکا

Y  
1

2
23 J 

 وان میسز

cos 1

02
1 2 0

Ψ Φ1
Φ Ψ

3 3

sin sin
I sin J cos

 
  

 
 

 كولمب-موهر

K 
1

2
1 2I J  

 پراگر-داركر

 

                                                 
45  Effective Stress 

0
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ین خطا در تحلیل غیرخطی سازه ها به روش ایزوژئومتریکتخم  

 

 مفهوم سخت شوندگی کار وکرنش : -3-4

يح مي گردد. پس از قبل از معرفي قانون جريان، مفهوم سخت شوندگي كار و سخت شوندگي كرنش تشر

تسلیم،  تراز تنشي كه در آن تغییر شکل پلاستیک بیشتری رخ مي دهد را مي توان به مقدار كرنش 

 47يا سخت شوندگي كار 46پلاستیک جاری آن مرتبط دانست. چنین پديده ای به سخت شوندگي كرنش

ح تسلیم بعدی، بسته به مصطلح مي باشد. بنابراين  سطح تسلیم در هر حالت تغییر شکل پلاستیک با سط

 كرنش پلاستیک تغییر خواهد نمود.

وابسته نباشد؛ مصالح مزبور  اگر سطح تسلیم مصالحي با درجه پلاستیک شدنش به هیچ طريقي در ارتباط و

نامیده مي شود. اگر سطح تسلیم بعدی گسترش يکنواختي از سطح تسلیم اصلي ولي  44كاملاٌ پلاستیک

است. از سوی ديگر اگر  «آيزوتروپیک»سخت شوندگي كرنش مربوطه از نوع  ،بدون حركت انتقالي باشد

سطوح بعدی  شکل وجهشان حفظ شود اما در فضای تنش بصورت يک جسم صلب حركت انتقالي داشته 

مي باشد. مفهوم سخت شوندگي كینماتیک از  «كینماتیک»باشند سخت شوندگي كرنش مربوطه از نوع 

اين  6-3در بارگذاری سیکلیک يا متناوب برداشت شده است. شکل  49وشینگرمشاهدات آزمايشگاهي اثر ب

مفاهیم را به تصوير مي كشد. برای برخي مصالح سطح تسلیم ممکن است به سخت  شوندگي كرنش نرسد 

اما به نرم شوندگي كرنش دست يابد يعني سطح تنش تسلیم در يک نقطه با افزايش تغییر شکلهای 

د. بنابراين برای نوع آيزو پارامتريک، گسترش سطح تسلیم بصورت تصاعدی وبدون پلاستیک كاهش مي ياب

توسعه تصاعدی سطح  حركت انتقالي قرارداد مي شود. نتیجتاً تسلیم بر گسیختگي محلي دلالت داشته و

ريف نمود. درجه سخت با تغییر شکل پلاستیک تع Yتسلیم را مي توان بوسیله رابطه بین تنش تسلیم 

p(Wشوندگي كار را مي توان تابعي از كار پلاستیک كل  فرض  نمود. بنابراين:          (

(3-24)                                                   pY W 

 كه در آن:

                                                 
46

  Strain Hardening 
47  Work Hardening 
44

  Perfectly Plastic 
49

  Bauschinger effect 
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ین خطا در تحلیل غیرخطی سازه ها به روش ایزوژئومتریکتخم  

 

p

p ijW d

   (3-22        )                                        

pكه در رابطه بالا  

ijd  ٌعبارتند از اجزاء كرنش پلاستیک هنگامي كه افزايش كرنش رخ مي دهد. نتیجتا ،Y 

لاستیک موثر)يا معادل( را مي توان با اندازه تغییر شکل كل بازگو نمود، كه اين تغییر شکل به كرنش پ

 مصطلح بوده وبشکل افزايشي ذيل تعريف مي شود:

 
1

p p p 2
ij ij

2
dε .dε

3
d   (3-23                                  )      

pاگر تنش تسلیم بفرض مستقل از فشار هیدروستاتیک باشد، آنگاه 

ijdε 0  پلاستیک تراكم ناپذير( صفر(

 را مي توان بصورت ذيل نوشت: 23-3و بنابراين معادله مي شود 

 
1

p p p 2
ij ij

2
dS .dS

3
d   (3-21           )                           

                                        
 )الف(

                                            
 )ب(

                                           
 )ج(

 مفاهیم مختلف سخت شوندگی (.6-3شكل 

 )الف( پلاستیسیته کامل)ب( سخت  شوندگی کرنش)ج( سخت شوندگی آیزوترپیک وکینماتیک
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ین خطا در تحلیل غیرخطی سازه ها به روش ایزوژئومتریکتخم  

 

در معادله بالا 
ijS  بعنوان كرنش انحرافي تعريف مي گردد. سپس پارامتر سخت شوندگيK بطه ذيل توسط را

 تعريف مي شود:

p pK d    (3-25                           )              

انتگرال در رابطه بالا در بازه كرنشها انجام مي گیرد. رفتار تشريح شده در بالا به سخت شوندگي كرنش 

F موسوم است. نرخ تنشي كه در آن K 0  بیان كننده حالت پلاستیک است كه رفتار  باشد، زماني

F الاستیک بوسیله K 0    توصیف گردد. در حالت پلاستیک تغییر افزايشي در تابع تسلیم ناشي از يک

 تغییر افزايشي در تنش موردنظر مي باشد. اين را مي توان با رابطه ذيل نمايش داد:

f
df d







 (3-26)                                         

 مي توان تنش را بصورت ذيل توصیف نمود: df حال براساس

0df : زماني كه اين شرط برقرار باشد باربرداری الاستیک رخ داده ونقطه تحت تنش به داخل سطح

 تسلیم برمي گردد.

0df .اين شرط به معني بارگذاری خنثي يا به عبارت ديگر، كاملا پلاستیک است : 

0df.شرط آخر  به معني سخت شوندگي پلاستیک مي باشد : 

 به تصوير كشیده شده است. 7 -3شرايط بالا در شکل 

 

 مفاهیم بارگذاری و باربرداری(.  7-3شكل 



 

55 
 

ین خطا در تحلیل غیرخطی سازه ها به روش ایزوژئومتریکتخم  

 

 ان :قانون جری -3-5

جهت يک افزايش تنش  ،در تئوری پلاستیسیته قانون جريان برای ارزيابي اجزاء كرنش پلاستیک افزايشي

تعريف مي شود. كرنش پلاستیک بوسیلة گراديان تابع پتانسیل  ،داده شده هنگام پاسخ غیر الاستیک سازه

g :بصورت ذيل تعريف مي گردد 

 p g
d b  




 


 (3-27)                                             

 يا

p

ij

ij

g
d  







 (3-24                                               )  

نیز تابع  gمثبت بوده كه بايد مقداری برای آن در نظر گرفته شود و  يک ثابت تناسب و در روابط بالا 

را مي توان بصورت  التزام  (27-3)پتانسیل است. اين قانون موسوم به اصل بهنجاری مي باشد زيرا معادله 

مشابه با  gبهنجاری بردار افزايش كرنش به سطح پتانسیل در فضای تنش تفسیر نمود. اگر تابع پتانسیل 

فرض شود، تئوری مزبور پلاستیسیته پیوسته نامیده مي شود ودر غیر اين صورت به  fسلیم تابع ت

 پلاستیسیته ناپیوسته موسوم است.

 :پلاستیک(-نش پس از تسلیم )الاستوکر -رابطه تنش -3-6

 را مي توان بصورت ذيل بیان نمود: 4-3ديفرانسیل تابع تسلیم معادله 

0
Tf f

dF d dk
k




 
  
 

 (3-29                          )               

 يا

TdF a d H    (3-32                                  )             

 كه در آن:

11 22 33 12 12 23 31

, , , , , ,
T T

T F f f f f f f f f
a

        

        
  
        

 (3-34       )      

 و
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ین خطا در تحلیل غیرخطی سازه ها به روش ایزوژئومتریکتخم  

 

1 1F K
H dk dk

k k 

 
 

 
 (3-32             )                      

موسوم به مدول سخت شوندگي است. از سوی ديگر فرض بر  Hبردار جريان )نرمال( نامیده شده و ،aبردار

 آن است كه:

e p ed d d d b         (3-33              )                

 بترتیب سهم افزايش كرنش الاستیک وافزايش كرنش پلاستیک از افزايش كرنش كلي pdو edكه در آن

 d  مي باشند. اين معادله نشان دهنده اين است كه نرخ كرنش كل، جمع سهم های الاستیک وپلاستیک

باربرداری برابر با صفر در نظر گرفته مي شود. برای بارگذاری،  ی الاستیک وبرا  است. ياد آوری مي شودكه 

را مي توان با اين شرط كه يک جزء محدود پس از جاری شدن در حالت پلاستیک باقي مي ماند،   ضريب 

Taدر  (32-3)بدست آورد. با ضرب هر دو قسمت معادله  D وجانشین سازیTa d  (32-3)از معادله ،  

 بصورت ذيل بدست مي آيد:

. .

. .

T

T

a D d

H a D b


 


 (3-31                                         )  

كرنش برای -رابطه تنش (31-3)از معادله  جاگذاری  و Dدر  (33-3)نهايتاٌ با ضرب هردو قسمت معادله 

 رفتار پس از تسلیم بصورت ذيل بیان مي شود:

epd D d   (3-35                                         )  

 كه در آن:

. . .

. .

T

ep T

D b a D
D D

H a D b

 
  

 
 (3-36                                )  

پلاستیک نامیده مي شود. با در نظر گرفتن مفهوم سخت شوندگي -ماتريس خواص الاستو epDدر رابطه بالا 

كرنش -ممکن است به صورت مدول تک محوری تنش Hكرنش وكرنش معادل مي توان نشان داد كه 

ستیک را كنترل مي كند، به همان نرخ كرنش پلا ،پلاستیک مصالح مطرح شود. مدول سخت شوندگي

كرنش تک  -صورتي كه  مدول يانگ نرخ كرنش الاستیک را تحت كنترل دارد. برای يک منحني تنش

مدول  سخت شوندگي را مي توان بصورت ذيل ، Etپلاستیک  -ومدول الاستو Eمحوری با مدول الاستیک 
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ین خطا در تحلیل غیرخطی سازه ها به روش ایزوژئومتریکتخم  

 

 محاسبه نمود:

. t

t

E E
H

E E



 (3-37        )                                   

برای  H مقدار از گرايشهای خاصي پیروی مي شود. Hعددی جهت تعیین مقداری برای  در محاسبات

ت شوندگي يا نرم شوندگي ( وبرای سخH=0) كاملا پلاستیک صفر در نظر گرفته شده -شرايط الاستیک

آن را مي توان محاسبه نمود. برای سخت ( 37-3)داده مي شود. بنابراين از معادله  tEكرنش خطي معمولاٌ 

كرنش پلاستیک آسان تر مي باشد. برای _شوندگي غیر خطي، دادن مختصات نقاط روی يک دياگرام تنش 

توسط اينترپلاسیون محاسبه مي  Hنش پلاستیک بدست آمده، مقدار متناظراين وضعیت بسته به مقدار كر

-3)شود. يا از طريق يک منحني مناسب ديگر مي توان آن را محاسبه  نمود. شايان توجه است كه معادلات 

fان معني كه از آن لحظه معتبر هستند كه نرخ تنش به سطح تسلیم رسیده باشد، بد (36-3)و  (35 k 

ها  ها از سطح تسلیم امکان پذير مي شود. بنابراين تنش باشد. برای افزايش های محدود عبور مختصر تنش

 بايد تصحیح گردند )بعبارتي به سطح تسلیم كاهش داده شوند(.

 

 به روز رسانی )به هنگام نمودن( تنش ها و رساندن به سطح تسلیم : -3-7

افزايشي استفاده مي شود. با فرض اينکه در يک نقطه شاخص -پلاستیک از يک روش تکرار-ر تحلیل الاستود

)نقطه گوس( در داخل جزء حل همگرا شده از قبل در دسترس است. محاسبات گام زماني موجود مکرراً 

ز تکرار قبلي گرفته مي شود. امین تکرار برابر با نیروی باقیمانده ا iانجام مي گردد. نیروی بکار برده شده در

برای اولین تکرار نیروی باقیمانده برابر با نیروی افزايشي گام جاری مي باشد. روش مزبور را مي توان در گام 

 در ارتباط هستند: 4-3ها ذيل خلاصه نمود. شايان توجه اين كه گام های ذيل با شکل 

OAنرخ تنش در شروع تکرار :J . 

: AC Dd.افزايش تنش مبتني بر رفتار الاستیک 

AD: تنش اضافي( افزايش تنش تصحیح شدهBC .)در يک گام كاهش داده مي شود 

OD :ضافي در يک گام كاهش داده مي شود(.نرخ تنش تصحیح شده )تنش ا 
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ین خطا در تحلیل غیرخطی سازه ها به روش ایزوژئومتریکتخم  

 

AE :.)افزايش تنش تصحیح شده )تنش اضافي درچهار گام كاهش داده مي شود 

OE: .)نرخ تنش تصحیح شده )تنش اضافي در چهار گام كاهش داده مي شود 

OE: ( نرخ تنش نهاييOE مقدار مناسب تری برای OE .)مي باشد 

 

 کاهش نرخ تنش به سطح تسلیم(.  8-3شكل 

 محاسبه مي شود.  jdu، تغییر مکان افزايشي jمتناظر با نیروی واردشده در تکرار -4گام

با فرض رفتار الاستیک افزايش تنش وكرنش -2گام   ,j j j

e e eAC d Dd d      محاسبه مي شود. در اين

 مشخص كننده رفتار الاستیک است. eرابطه زير نويس 

    جمع تنش ها  -3گام 

(3-34)                                    j j 1 j

e eσ σ dσ        OC  

)اين گام بستگي به اين دارد كه آيا در تکرار  -1گام  1)j   تسلیم بوقوع پیوسته يا نه. بنابراين شرط

1 1j j

pY H    . دوحالت در اين كنترل ممکن است روی دهد: را كنترل مي كنیم 

jاگر نقطه تحت تنش در تکرار قبلي تسلیم شده باشد آنگاه   -)الف(  1

eσ σj   مي شود كه اين دلالت بر

اين دارد كه تنش هنوز در حال افزايش است. تحت اين شرط كل تنش اضافي بايد به سطح تسلیم كاهش 

jداده شود. از سوی ديگر اگر 1

eσ σj   باشد دلالت بر اين دارد كه نقطه در حال كاهش بار است، بنابراين به

 مي رود. 7م گا
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ین خطا در تحلیل غیرخطی سازه ها به روش ایزوژئومتریکتخم  

 

 اگر نقطه تحت تنش قبلا تسلیم نشده باشد آنگاه دو حالت ممکن است روی دهد، اگر -)ب(
eσ
j Y باشد

 مي رود. اما اگر 7 نقطه هنوز الاستیک بوده بنابراين به گام
eσ
j Y باشد بدان معني است كه در اين تکرار

( بايد به سطح تسلیم BCن گاه قسمتي از تنش كه آن سوی سطح تسلیم قرار دارد )تسلیم شده است. آ

 كاهش داده شود. ضريب كاهش بصورت ذيل تقريب زده مي شود:

1

j

e

j j

e

YBC
R

AC



  


 


  (3-39                                   )     

 ي كه ملاک تنش تسلیم را ارضا كند، بصورت ذيل محاسبه مي گردد:برای نقطه تسلیم شده تنش كل -5گام 

 1 1 .j j

eR d     (3-12                                     )     

قسمت اضافي افزايش تنش بايد تا كاهش نرخ تنش به داخل سطح تسلیم حذف گردد، بنابراين از  -6گام 

 مي توان نوشت: (33-3)معادله 

1 .j j j

ed D a       (3-14                            )         

معادله  4-3پلاستیک را بدست مي دهد. در تصوير -تنش حاصل شده در اين تکرار ارضای شرايط الاستو

 رامي توان به صورت معادله برداری ذيل تصور نمود: (3-14)

OD OA AC CD    (3-12              )                         

ممکن است  Dمي توان مشاهده نمود كه اگر از افزايش تنش محدودی استفاده شود نرخ تنش نهايي، نقطه 

نین حالاتي دقت نسبتاً خوبي را مي توان با كم كردن تنش اضافي تا سطح چاز سطح تسلیم بالا برود. در 

نشان داده شده با كاربرد چهار گام دقت  4-3فراهم نمود. همان گونه كه در تصوير تسلیم در چندين مرحله 

میلادی وكريج  4979(. توسط شری ير وهمکارانش در سال  DبهE بهتری حاصل مي شود )از 

اد تقسیمات يا گامهای كاهش تنش به میلادی توصیه شده است كه تعد 4977در سال  ]11[وهمکارانش

 سطح تسلیم از رابطه ذيل محاسبه گردد:

10 1
j

e Y
m INTEGER

Y

  
    

  
 (3-13              )                  

 (:Eبه E يا ازDبه  Dنهايتا رابطه ذيل كاهش نرخ تنش به سطح تسلیم را بیان مي كند )از
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j

p

j j
Y H

Y


 

 
 

  
  
 

 (3-11                                             )  

 برای نقاط الاستیک مقدار ذيل محاسبه مي شود: -7گام 

1j j j

ed     (3-15                       )                         

محاسبه نیروهای معادل با تنشهای داخلي، محاسبه نیروهای باقیمانده وكنترل همگرايي، اگر ملاک  -4گام 

همگرايي ارضا شود به گام بعدی مي رود در غیر اينصورت نیروهای باقیمانده را بعنوان نیروهای  وارد شده 

 بکار برده وبه گام يک برمي گردد.

 ملاک همگرایی: -3-8

افزايشي بايد ملاک همگرايي مناسبي تعريف شود. اين -جهت پايان دادن به مراحل تکرار در روش های تکرار

ملاک ها به طور خلاصه در ذيل تشريح مي گردند كه در اين پژوهش ملاک يک برای كنترل همگرايي 

 استفاده مي شود.

 

 :CRI 1، 9ملاک  -3-8-9

مقابل نرم نیروهای وارد شده در آن افزايش با يکديگر مقايسه مي  در اين ملاک نرم نیروهای باقیمانده در

 شوند. يعني:

| |

| |

RESF
R TOLER

F
 


 (3-16                             )                  

 كه در آن :

(3-17)     
 

dof

1
n 2

2

RES i i

i 1

1
2

2

1

F G

( )
dofn

i

i

F

F F





 
  
 

 
   

 





    

iF  وiG در روابط بالا، به ترتیب اجزا نیروی وارد شده و نیروی معادل تنش های داخلي در درجه آزادیi 
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 تعداد كل درجات آزادی سیستم است. dofnمي باشند. 

 : CRI 2، 2ملاک  -3-8-2

د شده در كل تکرارهای افزايش تغییر مکان با يکديگر در اين ملاک كار نیروهای باقیمانده و نیروهای وار

 مقايسه مي شوند. بدان معني كه:

RES

F

W
R TOLER

W
   (3-14                                          )  

 كه در آن :

 (3-19                                     )

dofn

RES i i i

i 1

1

W (F G ) U

( )
dofn

F i i

i

W F U





  

  





 

افزايش تغییرمکان تکراری در iUبه صورتي كه قبلاٌ تعريف گشت، مي باشند.  dofnو  iFوiGكه در آن 

توسط كاربر  TOLERشايان توجه است آن كه مقدار نیروی افزايشي است.  iFبوده و  iدرجه آزادی 

 اختیار مي گردد. 24/2تا  224/2تعیین مي شود كه معمولاٌ مقداری در بازه 
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 فصل چهارم

 برآوردکننده هاي خطا
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 مقدمه -4-9

شده حول روشهای تخمین خطا به همانگونه كه قبلاً ذكر گرديد، از آنجايي كه تاكنون كلیه مسائل مطرح 

روش اجزا محدود بحث گرديده لذا در ابتدا به تشريح و معرفي برآوردكننده های خطا در اين روش پرداخته 

مي شود و سپس به توضیح روندی ابداعي جهت تخمین خطا به روش ايزوژئومتريک در مسائل خطي و 

 غیرخطي مي پردازيم.

گیرند كه از بین  قرار مي 94وپیشرونده 92های خطا در دو دسته پسرونده ندهاز نظر يک تقسیم بندی برآورد كن

، در های عددیهای بسیار مهم در كاربرد روش  آنها موضوع برآورد پسرونده خطا به صورت يکي از جنبه

روش اجزای محدود، با  روش های عددی مانند آمده است. در اين نوع برآورد، پس از هر بار حل مسأله با

شود. در صورتي كه برآورد پیشرونده خطا، اطلاعاتي درباره  ده از مقادير محاسبه شده، خطا برآورد مياستفا

دهد. همچنین اطلاعاتي اجمالي درباره رفتار خطا، مادامي كه  های مختلف ارائه مي پايداری حل همگرايي و

ه مقدار خطا در يک مسئله خاص دهد اما هیچ اطلاعات كمي دربار كند، ارائه مي های شبکه تغییر مي متغیر

 .]15[كند ارائه نمي

 گیرند : در تقسیم بندی مشابه روشهای تخمین خطا در دو گروه عمده زير قرار مي

های خطا قبل از حل مسأله، بر اساس خواص حل دقیق آن مانند  اين گروه از برآورد كننده: استقرایی -9

همگرايي )حالتي كه ابعاد المانهای به كار رفته به سمت  هموار بودن و غیره، اطلاعاتي در مورد نرخ حدی

های خطا بیشتر در  آورند. به لحاظ كاربرد محدود، اين گروه از برآورد كننده كند( فراهم مي صفر میل مي

 شوند. تحقیقات تئوری به كار برده مي

فرضیات اولیه، تخمیني له و مسئهای خطا، با استفاده از نتايج حل  اين گروه از برآوردكنندهاستنتاجی:  -2

های خطای استنتاجي امروزه  دهند. برآوردكننده از توزيع خطای يک كمیت در دامنه حل مسأله ارائه مي

تنها اين گروه از  پژوهشكنند، از اين رو در اين  ای در كاربردهای عملي مهندسي ايفا مي نقش عمده

 های خطا مورد توجه قرار گرفته است.  برآوردكننده

                                                 
92

  posteriori estimation of error 
94 

priori estimation of error 
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تخمین خطا بر اساس روشهای  ،خطا به روش استنتاجي، دو رويکرد عمده وجود دارد. اولین اينهادر برآورد 

باشد، استفاده  باشد. و دومین كه امروزه تأكید بر استفاده از آن مي باقیمانده است كه از ادامه كار بابوشکا مي

باشند. روشهای  پیشتاز مي 93نس ورس و ادٌناست، كه در اين زمینه ا 92های خود تعادلي از روشها، با وصله

 .]34[گیرند برآورد خطا مبتني بر بازيافت تنش )گراديان( نیز در اين دسته قرار مي

 [ 54] پردازيم. در ادامه اين فصل به شرح و توضیح اين دو رويکرد مي

 ها روشهای برآورد خطا مبتنی بر محاسبه مانده -4-2

معادله ديفرانسیل با حل دقیق آن متفاوت است، واضح است كه حل  از آنجا كه حل اجزای محدود يک

نمايد. همچنین در يک حل اجزای محدود، اصولا  اجزای محدود، معادله ديفرانسیل را به طور كامل ارضا نمي

 (باشد و میدان گراديان آن، ) دارای پیوستگي درلبه المانها مي( uتنها میدان متغیر اصلي معادله )

است. اين موضوع، اساس تخمین خطا در اين دسته از روشها است. در اينجا با قرار دادن حل حاصل  گسسته

ديان در از روش اجزای محدود در معادله ديفرانسیل اولیه و محاسبه مانده آن و نیز محاسبه پرش میدان گرا

 آيد.  مي لبه المانها، تخمیني از خطای حل اجزای محدود به دست

اين روش نخستین تلاش برای محاسبه خطا در روش اجزای محدود بوده است. اين روش و نیز ايده تعیین 

 .]4[توسط بابوشکا و رينبولت مطرح شد 4974خطاها در روش اجزای محدود اولین بار در سال 

 :]16[پردازيم در ادامه به شرح مختصری از اين روش مي

 ل حاكم بر يک مسئله با شرايط مرزی معلوم به صورت زير استفرض كنید معادله ديفرانسی

(1-4) in   0LU P  

 in    0 0 0L U P  

 مرز است. كل ناحیه و  میدان جابجايي است. منظور از  Uطي و اپراتورهای خ Lو0Lكه در آن 

بدست آورد. اگر  Uتوان يک میدان جابجايي پیشنهادی  اكنون با استفاده از روشهايي مثل روش گالركین مي

داده شود، طرف دوم اين معادله به علت وجود خطای  ( قرار4-1معادله ) اين میدان جابجايي تقريبي در

                                                 
92

 self-equilibrating patches 
93

 Ainsworth and Oden 
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 دهند. نمايش مي rگويند وآن را با  گسسته سازی صفر نخواهد شد. اين مقدار را مانده مي

(1-2) r LU P  

ان مقدار خطا را برای هر تو با استفاده از اين رابطه مقدار خطا در هر نقطه قابل محاسبه است. بنابراين مي

  .المان با انتگرال گیری روی المان به صورت زير محاسبه نمود

(1-3) 2 2

e

ie r d


  

ام است. البته مقدار خطايي كه از رابطه فوق به  iسطح المان  eشاخص خطا و  ieكه در اين رابطه 

 آيد قسمتي از خطای كل المان است.  ت ميدس

مطرح باشد، پیوستگي در تغییر مکان وجود دارد ولي در مشتق و يا شیب آن  0Cاگر يک مسئله از نوع 

پیوستگي وجود ندارد و اين بدان معني است كه تنشها در مرز المان با تنشهای مرزی المان مجاور خود 

 دهد. را نشان مي اين موضوع 4-1شکل  تفاوت دارند.

 

 

 عدم پیوستگی شیب در مرز المان(.  9-4شكل 

 

 گردد با توجه به مطالب فوق شاخص خطا به صورت زير اصلاح مي

(1-1) 2 2 2

1 2e c r d c J d
 

    

است. برای يک المان تنها در حالت دو مرز بین كل المانه مقدار پرش در مرز المانها و  Jدر رابطه فوق 

 شوند. محاسبه شده است. اين ضرايب به صورت زير محاسبه مي 2cو  1cبعدی ضرايب 
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(1-5) 2

1 224

h
c

p
 

 
2

24

h
c

p
 

ضريبي است كه بستگي به معادله ديفرانسیل  ا توان توابع شکل و درجه ي pاندازه المان،  hدر اين روابط 

 به صورت زير بدست آمده است. حاكم دارد. مثلا برای مسائل تنش وكرنش مستوی ضريب 

(1-6) 
     1

E






 

ضريب پواسون است. بنابراين مقدار خطا برای هر المان به صورت زير محاسبه    مدول يانگ و  Eكه 

 گردد. مي

(1-7) 
2

2 2 2

224 24
i i

i

r

h h
e r d J d

p p 


    

 در نتیجه خطا روی كل محیط برابر است با

(1-4) 
      

2 2

1

m

i
total

i

e e


 

 تعداد كل المانهاست. mدر رابطه بالا 

از دانشگاه تگزاس،  91بابوشکا همراه با يک تیم تحقیقاتي به سرپرستي پروفسور استروبولیس كهدر تحقیقاتي 

ای بین روشهای تخمین خطا انجام داد. اين  توان مقايسه انجام دادند، روشي ابداع شد كه به كمک آن مي

قايسه با روشهای روش آزمون وصله بابوشکا نام گرفت و بر اساس آن پي برده شد كه روشهای بازيافتي در م

از بررسي بیشتر اين  پژوهشلذا در اين  .]34[باشند ای از دقت و همگرايي بهتری برخوردار مي باقیمانده

 شود. ها صرف نظر مي دسته از برآورد كننده

 روشهای برآورد خطا مبتنی بر بازیافت تنش )گرادیان( -4-3

دست آوردن مقادير جابجايي در هر گره، در  به پس از حل معادله ديفرانسیل توسط روش اجزای محدود و

ها، روی مرز المانها و يا هر جای ديگر  صورتي كه به دست آوردن مقادير دقیق تنش )گراديان میدان( در گره

                                                 
91

 Strouboulis 



 

67 
 

ین خطا در تحلیل غیرخطی سازه ها به روش ایزوژئومتریکتخم  

 

های بازيافت تنش استفاده نمود. زيرا اگر مسألة تغییراتي،  از دامنه مورد نظر باشد، در آن صورت بايد از روش

باشد، تنها تابع جابجايي در نقاط گرهي و مرز المانها پیوسته بوده و تنش يا  0Cمانند از درجات پايین، 

باشد. برای مثال در هر گره كه چهار المان مربعي  گراديان میدان در آن نقاط گسسته و همراه با پرش مي

به وسیلة اجزای محدود  ة ديفرانسیلشکل به آن متصل باشد، فقط يک مقدار جابجايي پس از حل معادل

موجود بوده، ولي برای مشتق اول و تنش، به دلیل ناپیوسته بودن شیب در آن گره، از هر المان متصل به 

چهار مقدار مختلف برای آن گره وجود خواهد داشت. اين  گره مذكور مقداری متفاوت، يعني در مجموع

توان به اهمیت بحث بازيافت تنش پي برد.  مي باشد. از اينجا ميموضوع برای كلیة مرزهای المانها نیز صادق 

زيرا قاعدتا بايد فقط يک مقدارمشخص، نزديک به حل دقیق، برای مشتق اول يا تنش در هر گره موجود 

باشدكه به دست آوردن اين مقدار، با استفاده از عملیات تکمیلي بازيافت تنش به روی نتايج حاصل از حل 

 باشد، كه خود شامل روشهای مختلفي است.  دود مقدور ميروش اجزای مح

به طور كلي بازيافت تنش روشي به منظور بالا بردن دقت، و پیوسته و هموار نمودن میدان تنش يا گراديان 

میدان به دست آمده از حل اجزای محدود است. در اين روش با استفاده از حل روش اجزای محدود، يک 

ق يا تحلیلي در هر گره يا در نقاط دلخواه روی دامنه محاسبه شده كه دقت بالاتری جواب نزديک به حل دقی

 نسبت به حل اولیة اجزای محدود داشته است.

 شود : اين میدان تنش بهبود يافته، به صورت زير تعريف مي

(1-9)    
**σ = Nσ 

كه در آن 
*

 ين میدان و مقادير گرهي اN  توابع شکل مورد استفاده در المانها است. با استفاده از اين

 شود : میدان بهبود يافته، خطای بازيافت به صورت زير تعريف مي

(1-42)     * *

σ he σ -σ 

تعددی برای بازيافت تنش از حل روشهای مباشد.  اجزای محدود مي حل تنش ناشي از hكه در رابطه بالا 

ای در كارايي اين گروه از  نقش عمده تنش اجزای محدود وجود دارد. واضح است كه كارايي روند بازيافت

 های خطا دارد. در ادامه اين فصل، مهمترين اين روشها بررسي خواهد شد. برآورد كننده



 

68 
 

ین خطا در تحلیل غیرخطی سازه ها به روش ایزوژئومتریکتخم  

 

 15روش میانگین گیری -4-3-9

برای بازيابي تنش به كار برده شده است، كه در حال  4971سال  در 96روشي كه توسط هینتن و كمپبل

ها به كار  حاضر نیز در برخي نرم افزارهای اجزای محدود برای به دست آوردن يک مقدار واحد تنش در گره

 .]17[رود مي

در اين مقاله دو متد سراسری و موضعي پیشنهاد شده است. در روش موضعي پیشنهاد شده ابتدا مقادير 

نش در نقاط گوسي به وسیله روش اجزای محدود به دست آمده و پس از آن با استفاده از برونیابي در هر ت

میانگین تنش حاصل از المانهای . آيد ها به دست مي المان مربعي با چهار نقطه گوسي، مقادير تنش در گره

 گردد و مطابق رابطه داريم : مي يفمتصل به هر گره پس از عمل برونیابي به عنوان مقدار بهبود يافتة آن تعر

(1-44) 
* 1

i

i

i h X

i



 

 
 

  

كه در آن 
h

  تنش محاسبه شده در المان  در محل گرهi ام بعد از عمل برونیابي وi ای تعداد المانه

باشد. اين روش با وجود سادگي وسرعت بالا در مسائل ساده كه شبکه المان بندی  مي ام iمتصل به گره 

 منظم است، كارايي قابل قبولي دارد.

2روش تصویر  -1-3-2
L

17 

اين روش از اولین روشهای بازيافت . ]14[را پیشنهاد كردند 2Lروش تصوير  4974در سال  94اودن و براچلي

 شود. در اين روش با كمینه كردن عبارت زير : تنش محسوب مي

(1-42) ( ) ( )T d  


* *

h hσ -σ σ -σ 

 آيد : روی دامنه حل، مقادير گرهي میدان تنش بازيافتي به صورت زير بدست مي

(1-43) 1 T
hd



 
  

 


*

σ A N DB u 

                                                 
95

 Averaging Method 
96

 Hinton and Campbell  
97

 L2 Projection Method 
94

 Oden and Brauchli 
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ین خطا در تحلیل غیرخطی سازه ها به روش ایزوژئومتریکتخم  

 

 كه در آن :

(1-41) T d


 A N N 

باشد. البته اين  دامنة حل مي تنش به دست آمده از حل اجزای محدود و  hσتنش بازيافتي و  σ*و 

 شود. يروش كارايي محدودی داشته و با ابداع روشهای جديدتر به ندرت از آن استفاده م

  SPR  99روش بازیافت تنش بر مبنای نقاط فوق همگرا  -4-3-3

توسط زينکويچ و زو ابداع شد و گام بسیار بلندی در بازيافت تنش  4992اين روش بازيافت تنش در سال 

. امروزه اين روش به عنوان يکي از بهترين و موثرترين روشها برای برآورد خطا در مسائل ]36[برداشته شد

كه در آنها تنش بدست آمده از تحلیل برمبنای استفاده ازنقاطي  رود. اساس اين روش به كارمي مهندسي

در اين نقاط مرتبه همگرايي گراديان يک  تقريبي نسبت به ساير نقاط از دقت بیشتری برخوردار مي باشد.

ود، بالاتر است. به تابع، يک مرتبه از مقداری كه از تقريب تابع شکل مربوط به حل تقريبي انتظار مي ر

  .]16[استهمین دلیل به اين نقاط، نقاط فوق همگرا گفته مي شود كه اولین بار توسط بارلو مطرح شده 

ای با ضرايب نامعین بر روی گراديان حاصل از روش  دراين روش با برازش يک میدان به صورت چند جمله 

422اجزای محدود روی گروه المانهای متصل به هر گره
شود. اين  ن گراديان بهبود يافته تعیین مي، میدا 

 شود: میدان به صورت زير فرض مي

(1-45) *

p Pa  

*در روابط فوق 

p ،تنش بهبود يافته ،P های حداكثر هم درجه با توابع شکل المان و  ای مجموعة تک جمله

a ( به دست 47-1( مقادير مجهول مطابق رابطة )46-1نه كردن تابع )مقادير ثابت مجهول هستند، با كمی

 آيد. مي

(1-46) * 2 2

1 1

( ) ( ( , ) ( , )) ( ( , ) ( , ) )
n n

h i i p i i h i i i i

i i

F a x y x y x y p x y a  
 

     

(1-47    )  
1a A b 

                                                 
99

 Superconvergent patch recovery 
422  node 



 

79 
 

ین خطا در تحلیل غیرخطی سازه ها به روش ایزوژئومتریکتخم  

 

 شوند: به صورت زير تعريف مي  bو A( 47-1در رابطة )

(1-44) 
1

( , ) ( , )
n

T

i i i i

i

A P x y P x y


 

(1-49) 
1

( , ) ( , )
n

T

i i h i i

i

b P x y x y


 

مختصات نقاط فوق همگرا يا نقاط  iyو  ixتنش به دست آمده از روش اجزای محدود،  hدر اين روابط، 

 است. 424حیهتعداد المانهای موجود در هر نا nو  pبهینه نمونه گیری گراديان در 

( به وسیلة يک تابع شکل خطي كه مركز 45-1از رابطة ) pهای موجود در  ، سهم گرهaپس از محاسبه 

(. واضح است كه اين سهم برای گره اصلي برابر واحد و 2-1شود)شکل  ام است، محاسبه مي iآن بروی گره 

هايي كه در رئوس  های میاني، يعني گره شد. عملیات فوق برای گرهبا ای برابر صفر مي ها گوشه برای ساير گره

 گردد. ای برای آنها منظور مي های گوشه گیرد و سهم حاصل از عملیات به روی گره اند انجام نمي واقع نشده

 مراجعه نمائید[  2]برای آشنايي بیشتر با نقاط فوق همگرا در اين روش به ضمیمه 

 

 ها گره محاسبۀ سهم(.  2-4شكل 

REP 902ها،  روش بازیافت تنش بر مبنای تعادل در زیر دامنه -4-3-4
 

 SPR. در اين روش بر خلاف روش ]12[توسط برومند و زينکويچ ابداع شد 4997اين روش بازيافت در سال 

احتیاج به مشخص نمودن نقاط فوق همگرا در المان نیست. اساس كار در اين روش، معادل قرار دادن 

                                                 
424

  patch 
422

 Recovery by Equilibrium in Patches 
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ین خطا در تحلیل غیرخطی سازه ها به روش ایزوژئومتریکتخم  

 

عمل كننده بر يک گروه از المانها برای میدان تنش حاصل از روش اجزای محدود و میدان تنش نیروهای 

)واقع در گوشه هر المان( يک زير دامنة  iحول گره  SPRاست. اگر مانند روش  423بهبود يافته
p  در نظر

 صورت زير به دست آورد :توان به  گرفته شود، برآيند نیروهای عمل كننده بر آن را مي

(1-22) 
   p

T

p hF B d


  

در رابطه بالا، 
pF  .برآيند اثر نیروهای باقیمانده دامنه و نیز اثر نیروهای بدنه بر اين گروه از المانها است

 توان برای میدان تنش بازيافتي تعريف نمود : همین كمیت را مي

(1-24) 
     

* *

p

T

pF B d


  

 شود : در اين روش میدان تنش به صورت زير تعريف مي

(1-22) 

1

2* .

D

ap

ap
Pa

ap




  
  
     

   
      

 

بعد میدان تنش  Dايهای هم درجه با توابع شکل به كار رفته در المان و  مجموعه تک جمله pكه در آن 

و  pFشود دو كمیت دلات و مجهولات به احتمال زياد با هم برابر نیست، سعي مياست. از آنجا كه تعداد معا

*

pF :به صورت تقريبي برابر قرار داده شوند. به اين منظور، با كمینه كردن تابع زير 

(1-23) * *

p p p p

T

T T T T

h hB d B d B d B d   
   

           
       

 حاسبه نمود. اگر تابع فوق به صورت زير نوشته شود:توان ضرايب مجهول را م مي

(1-21) ( ) ( )T

p pHa F Ha F    

 كه در آن: 

(1-25) 
  p

TH B P d


  

 شوند: (، ضرايب مجهول به صورت زير محاسبه مي21-1با كمینه كردن رابطه )

                                                 
423

 Improved Stress Field 
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ین خطا در تحلیل غیرخطی سازه ها به روش ایزوژئومتریکتخم  

 

(1-26) 
      

1
T T

pa H H H F


 

( كمتر از تعداد مجهولات است، 21-1گاهي تعداد معادلات نهفته در كمینه كردن رابطه )اما از آنجايي كه 

          گردد: از رابطه فوق امکان پذير نیست. به همین منظور، رابطه بالا به صورت زير اصلاح مي aمحاسبه 

(1-27) 
1

i i

T T T T

p

p

a H H H H H F H F   

   



 

   
     
   

  

Fكه در آن   نیرو( های عمل كننده بر روی المانبه صورت زير تعريف مي ) :گردد 

(1-24) T

hF B d


 


  

 كارايي اين روش قابل مقايسه با روش قبل )استفاده از نقاط فوق همگرا( است.

 معیارهای بیان خطا -4-4

قیق و حل تقريبي كه به روش اجزای محدود بدست در حالت كلي، خطا عبارت است از اختلاف بین حل د

 آيد: آمده است. بنابراين خطای حل تنش بصورت زير بدست مي

(1-29)    he    

توان از میدان  میدان تنش دقیق است. اما به دلیل عدم دسترسي به میدان تنش واقعي مي كه در آن

ح شده استفاده كرد كه اين میدان تنش جديد توسط يکي از روشهای بازيافت تنش بدست آمده تنش اصلا

 شود: است. بنابراين خطای تقريبي بصورت زير محاسبه مي

(1-32) *

he    

نظر  كند ضمن اينکه اين مقدار ممکن است از رابطة اخیر مقدار خطای تقريبي را در يک نقطه برآورد مي

عددی، كوچکتر از صفر باشد. بنابراين برای درک بهتر خطا از معیارهای بهتری برای بیان آن استفاده 

 شود. مي

 :]16،2[مهمترين معیارهای بیان خطا عبارتند از

  421معیار خطای انرژی -4

                                                 
421

  Energy Norm 
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ین خطا در تحلیل غیرخطی سازه ها به روش ایزوژئومتریکتخم  

 

 2Lمعیار خطای  -2

 مفهوم نرم -4-4-9

ازای تابع مفروض ( به aوbرا بر روی بازه ) gو  fتوابع  ابتدا ضرب داخليبرای پي بردن به مفهوم نرم، 

( ) 0w x  19[گیريم را در نظر مي[. 

(1-34) , ( ). ( ). ( )
b

w
a

f g f x g x w x dx    

از فضای سه بعدی و رابطه ضرب داخلي با طول بردارها در آنجا، در اينجا نیز همراه با ضرب با ايده گرفتن 

 :  ]19[كنیم داخلي، مفهوم نرم )تعمیم مفهوم طول( بردارها را مطرح مي

 شود: به صورت زير تعريف مي fنرم بردار 

(1-32)  
   

1

2,f f f   

 باشد: ايط اساسي نرم به صورت زير مياز فضا، شر fبه ازای هر بردار 

(1-33) 0

.

0 0

f

f g f g

f f

f f

 



  



  

 

 معیار انرژی -4-4-2

 را در نظر بگیريم زيراگر مجددا معادله ديفرانسیل  

(1-31) 0Lu b on   

 شود: ان ميطبق تعريف، نرم انرژی برای مسائل الاستیسیته با معادله رفتاری فوق به كمک رابطه زير بی

(1-35) 
1 1

2 2

( )T T TU u Lu d u S DS u d
 

   
      
   
  

(1-36) 
1

2

( ) ( )TU Su D Su d
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ین خطا در تحلیل غیرخطی سازه ها به روش ایزوژئومتریکتخم  

 

(1-37) 
1

2
T D d 



 
  
 
 

(1-34) 
1

2
1T D d 



 
  
 
 

 : [46]شود و نرم انرژی برای خطاها برای يک مسئله الاستیسیته خطي توسط روابط زير بیان مي

(1-39) 
1 1

2 2

( ) ( )T T

h he e Le d u u L u u d
 

   
        
   
  

(1-12) 
1

2

( ) ( )T

h hD d   


 
    
 
 

(1-14) 
 

1

2

( ) ( )T

h h d   


 
    
 
 

(1-12) 
  

1

2
1( ) ( )T

h hD d   



 
    
 
 

نرم خطا انرژی برای مسائل پلاستیسته، از آنجايي كه پس از رسیدن تنش ها به سطح تسلیم تغییرات تنش 

و به صورت  ]52[در انتهای هر مرحله افزايش بار استفاده نمودهها ناچیز مي باشد لذا از تغییرات كرنش ها 

 د:   گردزير تعريف مي 

(1-13)                       

1

2

( ) ( )
n n

T

n n h n he d   


 
     
 


 

كه در آن 
n

εh  تغییرات كرنش ناشي از حل ايزوژئومتريک در انتهای مرحلهn .ام افزايش بار مي باشد 

 𝛈درصد خطای نسبی  -4-4-3

خطا به صورت  باشد و لذا معمولاً بیان خطا به صورت مقدار مطلق، عملا شاخص مناسبي برای درک آن نمي

 شود: شود. درصد خطای نسبي نرم انرژی با رابطة زير بیان مي نسبتي از مقدار كل بیان مي

(1-11) 
0

0100
e

U
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ین خطا در تحلیل غیرخطی سازه ها به روش ایزوژئومتریکتخم  

 

ث شد، میدان تنش، كرنش و يا جابجايي به طور دقیق در دست نیست، پس در بح از طرفي همانطور كه قبلاً

 محاسبه معیار خطا بايستي از میدان تنش اصلاح شده استفاده كرد:

(1-15) 
1

2
* 1 *( ) ( )T

h he e D d   



 
     

 
 

 شود: در نتیجه درصد خطای نسبي نیز به صورت تقريبي و با توجه به حل اصلاح شده بیان مي

(1-16) 
e

u
  

 شود: به صورت زير محاسبه مي uكه در رابطة فوق 

(1-17) 
1

22 2*u u e  
  

 

(1-14) 
1

2
* * 1 *u D d 



 
  
 
 

 قابل اين است كه: بنامیم، بنابراين شرط يک حلچنانچه خطای نسبي قابل قبول در يک مسئله را 

(1-19)   

 . ]16[شود درصد در نظر گرفته مي 5معمولا در كارهای عملي كمتر از  مقدار 

 L2معیار  -4-4-4

به صورت روابط زير  در مسائل الاستیسیته و پلاستیسته برای خطای تغییر مکان، تنش و كرنش L2نرم 

 شوند: عريف ميت

(1-52) 
2

1

2

( ) ( )T

u h hL
e u u u u d



 
    
 
 

(1-54) 
2

1

2

( ) ( )T

h hL
e d    
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ین خطا در تحلیل غیرخطی سازه ها به روش ایزوژئومتریکتخم  

 

(1-52) 
2

1

2

( ) ( )T

h hL
e d    



 
    
 
 

D( مشابه رابطه نرم انرژی است با اين تفاوت كه تابع وزني 52-1شود كه رابطه ) مشاهده مي
 را ندارد. 1-

دهند كه توجه  ( به ما اين اجازه را مي54-1( و )52-1و ) (19-1بنابراين نرمهای تعريف شده در روابط )

 خود را روی كمیت مورد نظر متمركز نمائیم. 

 شود: به صورت زير محاسبه مي L2درصد خطای نسبي برای معیار 

(1-53) 
2

1

* * 2

*

T

L
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(1-51) 

1

* * 2

*
( ) ( )T

h h d
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(1-55) 
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1

22
*

2 2
* *

L

e

e








 
 
 

  

 

 خطا 905جذر مجموع مربعات -4-4-5

مورد نظر باشد مقدار آن از  اگر جذر مجموع مربعات خطای تنش به صورت نرمالیزه شده برای يک ناحیة 

 . ]16[باشد رابطه زير قابل محاسبه مي

(1-56) 2

1
2 2

L

RMS

e
e




 
   

 
 

 

(1-57) 

1

2T
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 ی نسبي نرمالیزه شده تنش عبارت است از:خطا

                                                 
105

Root mean square 
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ین خطا در تحلیل غیرخطی سازه ها به روش ایزوژئومتریکتخم  

 

(1-54) 
0

0100RMS

RMS

e



  

توانند بر روی كل دامنه، جزئي از دامنه ويا فقط يک المان محاسبه شوند در اين  هر يک از نرمهای بالا مي

 شود: صورت خطای كل به صورت زير محاسبه مي

(1-59) 2
2

1

m

i i

e e


 

 باشد. تعداد اجزای شبکه مي mكه در آن 

 𝛉شاخص تأثیر  -4-4-6

توان معیار خطای دقیق و تقريبي را بدست  برای بعضي مسائل خاص كه حل دقیق مسئله موجود است مي

آورد. نسبت معیار خطای تقريبي به معیار خطای واقعي، بیانگر همگرايي حل به سمت حل واقعي است و 

 شود. باشد كه اين نسبت شاخص تأثیر نامیده مي خطا مي معیاری برای بیان دقت محاسبه گر

(1-62) e

e
  

 هنگامي يک محاسبه گر خطا دارای كارايي مناسب است كه شاخص تاثیر به سمت واحد میل نمايد.

iتعریف شاخص  -4-4-7
 

توان به قابل قبول بودن  مي و مقايسه آن با  ηسبه بیان شد، با محا 3-1-1همان طور كه  در بخش 

خطای اتفاق افتاده در تحلیل به روش اجزای محدود برای محیط جزء بندی شده پي برد. به طوری كه اگر 

ˆ   باشد، خطاهای اتفاق افتاده قابل قبول بوده و چنانچهˆ   باشد، خطای اتفاق افتاده بیش از مقدار

رسیدن به جواب قابل قبول بايد شبکه جزء بندی شده اصلاح گردد. اما سئوالي كه در مجاز بوده و برای 

 .]16[اينجا مطرح است، اين است كه شبکه جزء بندی شده چگونه بايد اصلاح شود

رسد كوچکتر نمودن كلیه المانها تا حصول  كه به نظر مي برای اصلاح شبکه جزءبندی شده اولین راه حلي

  بزرگ  رشود كه حجم مسئله بسیا باشد. اما راه حل فوق يک راه حل اقتصادی نیست و موجب مي مي

يي بیشتری آيد از كارا باشد. اما راه حلي كه به نظر مي شده و حل آن نیازمند نرم افزارهای با ظرفیت بالا مي
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باشد.  گردد، كوچکتر نمودن موضعي مسئله مي برخوردار بوده و موجب كمترين افزايش حجم مسئله مي

باشد، عملیات اصلاحي اعمال شود ودر جاهايي كه خطای  يعني در جاهايي كه خطا بیش از خطای مجاز مي

در روش اخیر نیازمند ابزار يا باشد، دست نخورده باقي بماند. اما  اتفاق افتاده كمتر از خطای مجاز مي

معروف  iپارامتری هستیم، كه بتوان به كمک آن خطای موضعي كلیه اجزاء را محاسبه نمود. اين پارامتربه 

 پردازيم. است كه در ادامه به نحوۀ محاسبة آن مي

را برای تک  iخطا بیشتر است، شاخص  برای آنکه يک معیاری داشته باشیم تا بتوانیم بگويیم كه در كجاها

كنیم. به منظور تعمیم خطای نسبي نرمها برای تک تک اجزاء مطابق  تک اجزاء به صورت زير تعريف مي

شود كه درصد خطا به طور يکنواخت بین كلیه اجزاء توزيع شده است. پس خواهیم  تعريف بابوشکا فرض مي

 : ]16[داشت
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 باشد. مي تعداد اجزاء در كل ناحیه  mكه درآن 
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*را با  426چنانچه خطای مجاز

per
e :نمايش دهیم، خواهیم داشت 
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ین خطا در تحلیل غیرخطی سازه ها به روش ایزوژئومتریکتخم  

 

 عبارت خواهد بود با: iطبق تعريف شاخص 

(1-67) 
*

i
i

per

e

e
  

1iبنابراين به عنوان يک معیار چنانچه   ( باشد، خطای جزء مورد نظرi مورد قبول بوده و چنانچه )ام

1i  .باشد، خطای جزء فوق بیش از مقدار مجاز خواهد بود 

 در روش ایزوژئومتریک  بازیافت تنش ابداعی تشریح روش -4-5

هر ناحیه به صورت يک سطح  به طور كلي در اين روش، میدان تنش بهبود يافته برای هر مولفة تنش در

فرضي در نظر گرفته مي شود. اين سطح فرضي با استفاده از توابع شکل نربزی كه برای تخمین تابع مجهول 

آيد. يک سطح نربز زماني بدست خواهد آمد كه مختصات نقاط  )جابجايي( استفاده شده اند، بدست مي

نقطه كنترلي توسط كاربر، تنها مولفه مجهول هر y و xكنترلي آن مشخص شده باشد. با تعريف مختصات 

نقاط  zنقطه كنترلي مي باشد. نحوه محاسبه مختصات  zجهت تعیین سطح بهبود يافتة تنش، مولفه 

كنترلي به نحوی است كه سطح تنش جديد بدست آمده نسبت به سطح تنش قبلي كه از تحلیل 

 [ 54] ي شود.ايزوژئومتريک است، به يک سطح تنش بهبود يافته تبديل م

اساس محاسبه مختصات نقاط كنترلي و در نتیجه بدست آوردن سطح تنش بهبود يافته برگرفته از خاصیت 

نقاطي است كه در آنها تنش بدست آمده از تحلیل تقريبي نسبت به ساير نقاط از دقت بیشتری برخوردار 

از مقداری كه از تقريب تابع شکل مربوط در اين نقاط مرتبه همگرايي گراديان يک تابع، يک مرتبه  مي باشد.

به حل تقريبي انتظار مي رود، بالاتر است.  به همین دلیل به اين نقاط، نقاط فوق همگرا گفته مي شود كه 

 .]16[اولین بار توسط بارلو مطرح شده است

چهار ضلعي  در تحلیل ايزوژئومتريک دو بعدی كه دامنه مسئله با توجه به آرايش نقاط گرهي به المانهای

تقسیم مي شود، اين نقاط فوق همگرا بر نقاط گوسي المان منطبق هستند.  مختصات نقاط كنترلي سطح 

بهینه تنش با مینیمم كردن فاصله بین اين سطح فرضي و سطح تنش بدست آمده از حل ايزوژئومتريک در 

 اسبه مي شود.نقاط گوس المانهای هر ناحیه با استفاده از روش حداقل مجموع مربعات مح
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نشان دهیم، با توجه به توابع  *های بردار تنش را با در صورتي كه سطح بازيافتي )بهینه( هريک از مؤلفه

 شکل نربز مي توان اين سطح را در داخل هر ناحیه به صورت زير بیان نمود:

(1-64) 
,

*
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1 1

σ ( , )
i j

m n

i j

i j

R u v P
 

 

توابع شکل نربز  Rهر ناحیه،  xتعداد نقاط كنترلي در جهت  mو  yاط كنترلي در جهت تعداد نق nكه در آن 

را به ترتیب بردار توابع  Pو Rمختصات نقاط كنترلي مربوط به صفحه تنش مي باشد. در صورتي كه Pو 

را  (64-1)تعريف كنیم، رابطه  (72-1)و( 69-1)صورت روابط  شکل نربز و بردار مختصات نقاط كنترلي، به

 بیان نمود. (74-1)توان به صورت مي

(1-69  )                     1,1 1,2 1, 2,1 2,2 2, ,, ,..., , , ,..., ,...,
T

n n m nR R R R R R R   R 

(1-72)                      1,1 1,2 1, 2,1 2,2 2, ,, ,..., , , ,..., ,...,
T

n n m nP P P P P P P   P 

(1-74) σ* T= R P 

نقاط كنترلي )بردار  zهمان طور كه مشاهده مي شود، تنها پارامتر مجهول جهت تعیین اين سطح، مختصات 

Pباشد. برای تعیین اين مقادير، مجموع مربعات اختلاف تنش بین مقدار بدست آمده از تحلیل  ( مي

)ته را در نقاط گوس مینیمم مي كنیم. برای اين منظور تابعايزوژئومتريک و تنش بهبود ياف )F P  را به

 كنیم: صورت زير تعريف مي

(1-72                            )    
, ,

* 2

1 1

( ) (σ σ )
y x

i j i j

k k

j i

F
 

 P 

 و xبه ترتیب تعداد نقاط گوس در جهتهای  kyو  kxتنش بدست آمده از تحلیل ايزوژئومتريک و σكه در آن

y خواهیم داشت: (72-1)در (74-1) موجود درهر ناحیه مي باشد. با جايگذاری رابطه 

 (1-73)                             2

1

( ) ( -σ )
K

T

l l l

l

F


P R P 

)ابعدر نهايت با مشتق گیری از ت تعداد نقاط گوس موجود در هر ناحیه مي باشد. Kكه در آن  )F P  نسبت

بهبود يافته  نقاط كنترلي و مساوی صفر قرار دادن آن مختصات نقاط كنترلي صفحه تنش  zهای  به مؤلفه
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 بدست مي آيد.

(1-71) 1

,
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F

P


    



P
AP B P A B 

 شوند.  محاسبه مي( 71-1)به صورت Bو Aكه در آن ماتريسهای

(1-75) 
1 1

; .σ
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K K
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i i 

  A R R B R 

جهت داشتن دقت بهتر حل  با داشتن مختصات نقاط كنترلي، سطح تنش مربوط به آن نیز بدست مي آيد.

ام را با استفاده از   nبرای مسايل غیرخطي در انتهای هر مرحله افزايش بار، تنش مربوطه در انتهای مرحله 

ذكر بهبود داده مي شود و همچنین مي توان اين تنش بهبود يافته را جهت همگرايي سريعتر روش فوق ال

همانگونه كه در ادامه نشان داده خواهد شد، اين  حل مسئله در مرحله بعدی افزايش بار نیز استفاده نمود.

رو  و از اينباشد  میدان مؤلفه تنش نسبت به سطح تنش بدست آمده از روش ايزوژئومتريک دقیق تر مي

تواند به عنوان يک تخمین كننده بالقوه خطا برای تحلیل ايزوژئومتريک به كار رود. روش كار اين تخمین  مي

كننده خطا بدين صورت است كه با در نظر گرفتن اختلاف بین سطح تنش بازيافتي و سطح تنش بدست 

يک معیاری جهت تعیین میزان خطای آمده از تحلیل ايزوژئومتريک برای هر المان، به صورت تقريبي به 

توان با افزايش نقاط در بردارگرهي و يا نقاط كنترلي  در مرحله بعد مي موجود در آن المان دست پیدا كرد.

در اطراف آن المان، به بهبود محلي شبکه اولیه پرداخت و تحلیل ايزوژئومتريک دوباره با توجه به شبکه 

 . ]54[ا حصول دقت مورد نیاز كاربر ادامه خواهد يافتپذيرد و اين روند ت جديد انجام مي

 در روش ایزوژئومتریک نرم خطای انرژی استفاده از -4-6

استفاده از معیارهای مختلفي برای تعیین میزان خطا متداول است. يکي از معروفترين معیارهای بیان خطا، 

به  در حالت خطي، ای يک المانمعیار خطای انرژی است. طبق تعريف، نرم خطای انرژی دقیق تنش بر

 :]16[صورت زير بیان مي شود

(1-76) 
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 ماتريس الاستیسیته و  Dتنش بدست آمده از حل تقريبي،  مقدار دقیق تنش،  كه در اين رابطه
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ین خطا در تحلیل غیرخطی سازه ها به روش ایزوژئومتریکتخم  

 

باشد. با توجه به اينکه در حالت كلي، جز در مواردی خاص كه حل تئوری بعضي از مسائل  المان مي دامنه

باشد، لذا به جای استفاده از میزان دقیق  باشد، حل دقیق مسئله در دسترس نمي الاستیسیته موجود مي

نصورت نرم خطای تنش از میزان بهبود يافته آن جهت محاسبه نرم خطای انرژی استفاده مي شود. در اي

 شود: انرژی تقريبي به صورت زير تعريف مي

(1-77) 
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 تنش بدست آمده از تحلیل ايزوژئومتريک مي باشد.  σتنش بازيافتي و  σ*كه در اينجا

وش انتگرال گیری گوس استفاده شده است. در اينصورت برای محاسبه انتگرال فوق روی هر المان از ر

 خواهیم داشت:

(1-74) 
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مربوط به  vو uسراسری به فضای y و xمربوط به انتقال دستگاه مختصات از فضای  1Jدر رابطه بالا دترمینان

)مختصات  sو rبه فضای  vو uمربوط به انتقال دستگاه مختصات از فضای  2Jتوابع پايه نربز و دترمینان

 باشد.  نرمال المان پايه( مي

 شود: به صورت زير محاسبه مي در حالت خطي نرم خطای انرژی برای هر المانو در نهايت 

(1-79) 
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n  وm نقاط گوس در جهت به ترتیب تعداد y وx  در هر المان وw در نهايت باشد.  وزن نقاط گوسي مي

 مجموع نرم خطای انرژی المانها، نرم خطای انرژی كل دامنه را تشکیل مي دهد.

( جهت محاسبه نرم خطای 13-1همانگونه كه قبلاً ذكر گرديد، برای مسايل غیرخطي نیز مي توان از رابطه )

  استفاده نمود.انرژی در انتهای هر مرحله افزايش بار 
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 فصل پنجم

تحلیل مسائل نمونه
 کاربرد برنامه در 
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 مقدمه -5-9

به طور كلي ارزيابي برنامه های كامپیوتری و نیز قابلیت اعتماد نسبت به نرم افزارهای مهیا شده برای تحلیل 

ز اهمیت بالايي خطي و غیرخطي، بالاخص برنامه هايي كه برای تحلیل غیرخطي مسائل تهیه مي شوند، ا

برخوردار هستند. پذيرش يک برنامه كامپیوتری برای تحلیل مسائل كاربردی عموماً به دو عامل بسیار مهم 

وابسته است. اعتبار روابط رياضي استفاده شده و نیز چگونگي رابطه سازی اين روابط در برنامه، به عنوان 

ئل و به تصوير كشیدن مسائل تحلیلي، به عنوان اولین عامل و نیز چگونگي اجرای برنامه در تحلیل مسا

دومین عامل مذكور به شمار مي روند. به طور كلي برای حصول اطمینان نسبت به قابلیت برنامه استفاده از 

 آن در تحلیل مسائل خاص و مشخص است. اين نوع مسائل عموماً بايد دارای خصوصیات ذيل باشند:

 يا نتايج آزمايشگاهي باشند.مسائل انتخابي دارای حل تحلیلي و  -4

مفروضات ساده كننده در آماده سازی مسائل برای تحلیل، تا حد ممکن به رفتار فیزيکي واقعي آن ها  -2

 نزديک باشد.

 مسائل مزبور به گونه ای باشند كه در تحلیل آنها از كل قابلیت در نظر گرفته شده در برنامه استفاده گردد. -3

د صحت و عملکرد برنامه در تحلیل مسائل و مقايسه آن با حل دقیق موجود هدف از اين فصل تحقیق در مور

مي باشد. در راستای تحقیق در مورد قابلیتهای برنامه،  ANSYSيا حل آن ها با نرم افزارهای تجاری نظیر 

پلاستیک سازه های فلزی )غیرخطي( و سپس به صحت عملکرد -ابتدا از آن جهت تحلیل الاستو

 3]جهت آشنايي با نحوه وارد نمودن فايل ورودی برنامه به ضمیمه  ا در مسائل غیرخطي مي پردازيم.برآوردكننده خط

 مراجعه نمائید[

 پلاستیک مسائل به روش ایزوژئومتریک –تحلیل الاستو  -5-2

سائل به منظور مشاهده كارايي و قابلیت برنامه در اين نوع تحلیل و با توجه به اين كه برنامه قابلیت تحلیل م

كرنش صفحه ای را داراست، دقت، قدرت، كارآيي و اعتبار برنامه در هر يک از اين نوع و  تنش صفحه ای

و برنامه های مشابه  ANSYSمسائل با تحلیل مسائل نمونه ذيل و مقايسه آن با نرم افزارهای تجاری مانند 

 نوشته شده به روش اجزا محدود، بررسي مي گردد:

 تحت اثر نیروی برشي  (Tapered)ک تیر يکسرگیردار باريک شونده پلاستی-تحلیل الاستو -4
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ین خطا در تحلیل غیرخطی سازه ها به روش ایزوژئومتریکتخم  

 

 صفحه نامحدود سوراخدار تحت اثر كشش يکطرفهپلاستیک -تحلیل الاستو -2

 پلاستیک صفحه نامحدود سوراخدار تحت اثر فشار داخل حفره -تحلیل الاستو -3

 : 9-5 سئلهم

با شرايط كرنش تحت اثر نیروی برشي  (Tapered)تیر يکسرگیردار باريک شونده پلاستیک -تحلیل الاستو

 (4-5 صفحه ای )شکل

 

 در ذيل مشخصات هندسي و خواص مصالح اين مسئله نشان داده شده است:

 مشخصات هندسی خواص مصالح

210GPAE         مدول الاستیسته                
150mmL                                        تیرطول    

0.3                  ضريب پواسان                 100                               ارتفاع انتهای تیرmmh  

0.24GPAY                             یمتنش تسل  336                    ي نقاط كنترل كل تعدادntcpt  

kns                    نیروی برشي اعمالي 093.0                 (تعداد وصله ها(patch                       1npatch  

 

 

 ر نیروی برشییاثتتیر یكسرگیردار تحت (.  9-5شكل 
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ین خطا در تحلیل غیرخطی سازه ها به روش ایزوژئومتریکتخم  

 

 پلاستیک عبارتند از: -مورد نیاز برای تحلیل غیرخطي يا الاستو اطلاعات

 ترسکاملاک تسلیم: 

 افزايش بار 1تعداد افزايش ها: 

 ملاک همگرايي: ملاک نیرو

61تلرانس خطا يا خطای مجاز:  10 

 KTروش حل: روش سختي مماسي، 

 ايشي: روش كنترل تغییر بارروش بارگذاری افز

 

 FEMآن را با حل بدست آمده از برنامه  توسط روش ايزوژئومتريک عملکرد تحلیلجهت نشان دادن 

 مي نمايیم. مقايسه

 

 Green(1954) توسط تئوری خطوط لغزش با استفاده از 9-5مسئله  شمای کلی تغییر مكان تیر(.  2-5شكل 

           

 ابع شکل درجه دوو)ب( ت                    ابع شکل درجه يکو)الف( ت                       
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ین خطا در تحلیل غیرخطی سازه ها به روش ایزوژئومتریکتخم  

 

            

 )د(                       ابع شکل درجه سهو)ج( ت                     

)د( ناشی از  Isogeometric)الف(،)ب(،)ج( ناشی از تحلیل  9-5مسئله تیر  Yتغییر مكان جهت (. 3-5شكل 

 اجزاء محدود تحلیل روش

 Greenو كرنش موثر پلاستیک كه توسط  yروند كلي مربوط به تغییر مکان جهت  1-5و  2-5در اشکال 

كه در قیاس برنامه نوشته  ظه مي نمايیدحبا استفاده از تئوری خطوط لغزش تحلیل گرديده ، را ملا 1957

  شده با نتايج تئوری روند قابل قبولي را نشان مي دهد.

( مشاهده مي شود، مقادير بدست آمده از برنامه با حل مشابه 7-5) ( تا5-5و)( 3-5كه در اشکال )همانگونه 

شباهت بسیار زيادی دارد چه از لحاظ اعداد بدست آمده و چه از لحاظ نحوه توزيع  FEMآن در برنامه 

 از مسائل مي باشد. گر كارايي برنامه در تحلیل اين نوعتنش كه بیان

 

 Green(1954)با استفاده از تئوری خطوط لغزش توسط  9-5مسئله  پلاستیک وزیع گستره ناحیهت(.  4-5شكل 
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ین خطا در تحلیل غیرخطی سازه ها به روش ایزوژئومتریکتخم  

 

 

 ابع شکل درجه دوو)ب( ت                    ابع شکل درجه يکو)الف( ت                       

 

 )د(                       ابع شکل درجه سهو)ج( ت                     

)الف(،)ب(،)ج( ناشی از تحلیل به روش ایزوژئومتریک )د(  9-5مسئله رنش موثر پلاستیک تیر ک (.5-5شكل 

 ناشی از تحلیل به روش اجزاء محدود

ات مختلف توابع شکل ، نتايجي دقیق تر و توزيع تنش بهتری كانتورهای ترسیم شده به ازای درج با توجه به

 مشاهده مي شود. دودمح ءبا روش اجزا سدر قیا
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ین خطا در تحلیل غیرخطی سازه ها به روش ایزوژئومتریکتخم  

 

 

 )ب(         )الف(

)الف( تحلیل به روش ایزوژئومتریک )توابع شكل درجه یک( )ب(  9-5مسئله تیر  Yتنش جهت (.  6-5شكل 

 تحلیل به روش اجزاء محدود

 

 ابع شکل درجه دوو)ب( ت                    يک ابع شکل درجه و)الف( ت

 

 )د(                       ابع شکل درجه سهو)ج( ت                     

)الف(،)ب(،)ج( ناشی از تحلیل به روش ایزوژئومتریک )د( ناشی از  9-5مسئله میسز  -تنش وان(.  7-5شكل 

 تحلیل به روش اجزاء محدود
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ین خطا در تحلیل غیرخطی سازه ها به روش ایزوژئومتریکتخم  

 

 :2-5مسئله 

 سوراخدار تحت تنش كششي از يکطرف با شرايط كرنش صفحه ای )شکل پلاستیک صفحه-تحلیل الاستو

5-4) 

 

 Pکششی  نیرویه سوراخدار تحت اثر صفح(.  8-5شكل 

 (9-5به علت تقارن، تنها يک چهارم از دامنه مدلسازی شده است.)شکل 

 

 مشخصات و شرایط مرزی دامنه مدلسازی شده صفحه سوراخدار(.  1-5شكل 
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ین خطا در تحلیل غیرخطی سازه ها به روش ایزوژئومتریکتخم  

 

 در ذيل مشخصات هندسي و خواص مصالح اين مسئله نشان داده شده است:

 مشخصات هندسی خواص مصالح

5mL                               طول صفحه                    ستیسته               مدول الا  

1maشعاع دايره)سوراخ(                                                           ضريب پواسان            

0.24GPAY                              یمتنش تسل  63                     نقاط كنترلي كل تعدادntcpt  

0.2GPAP                      تنش كششي اعمالي  (تعداد وصله ها(patch                     2npatch  

 

 پلاستیک عبارتند از: -مورد نیاز برای تحلیل غیرخطي يا الاستواطلاعات 

 ملاک تسلیم: وان میسز

 افزايش بار 42تعداد افزايش ها: 

 ملاک همگرايي: ملاک نیرو

31تلرانس خطا يا خطای مجاز:  10 

 KTروش حل: روش سختي مماسي، 

 افزايشي: روش كنترل تغییر بارروش بارگذاری 

 

از آنجايي كه حل دقیق مسئله مورد نظر در محدوده پلاستیک موجود نمي باشد، لذا جهت بررسي صحت 

و همچنین حل بدست آمده از  با مش های ريز به عنوان جواب دقیق ANSYSعملکرد تحلیل از نرم افزار 

 . ]52[استفاده مي نمايیم FEMبرنامه 

با حل  روش ايزوژئومتريکمقادير بدست آمده از  كه ( مشاهده مي شود42-5( تا )42-5شکال )ا با توجه به

بدست آمده  مقاديرلحاظ از  يو تطابق مناسب شباهت و روش اجزا محدود ANSYSمشابه آن در نرم افزار 

 .را داراست و نحوه توزيع تنش

  

210GPAE 

0.3 
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ین خطا در تحلیل غیرخطی سازه ها به روش ایزوژئومتریکتخم  

 

 

 

 توابع شکل درجه دو )ب(    توابع شکل درجه يک )الف(

 

 )د(       )ج(

)ج( تحلیل به تحلیل به روش ایزوژئومتریک  ،)ب(کرنش موثر پلاستیک صفحه سوراخدار )الف( (.90-5شكل 

 ANSYS( تحلیل توسط د)روش اجزا محدود 

ع شکل در تحلیل به روش ايزوژئومتريک بالاتر مي رود ، مقادير حاصله به نتايج بهمچنین هر چه درجه توا

نزديک تر مي شوند  )اين نتايج به عنوان حل دقیق به كار گرفته شده اند( ANSYSافزار  بدست آمده از نرم

 ع شکل مي باشد .ابي اين روش به ازای درجات بالاتر تويكه نشانگر كارا
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ین خطا در تحلیل غیرخطی سازه ها به روش ایزوژئومتریکتخم  

 

 

 )ب( توابع شکل درجه دو    )الف( توابع شکل درجه يک

 

 

 )د(       )ج(

الف(،)ب( تحلیل به روش ایزوژئومتریک )ج( تحلیل توسط میسز صفحه سوراخدار )-تنش وان(.  99-5شكل 

ANSYS د( تحلیل به روش اجزا محدود( 
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ین خطا در تحلیل غیرخطی سازه ها به روش ایزوژئومتریکتخم  

 

 

 

 )ب( توابع شکل درجه دو    )الف( توابع شکل درجه يک

 

 )د(       )ج(

صفحه سوراخدار )الف(،)ب( تحلیل به روش ایزوژئومتریک )ج( تحلیل به روش اجزا  Xتنش جهت (.  92-5شكل 

 ANSYS)د( تحلیل توسط محدود 
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ین خطا در تحلیل غیرخطی سازه ها به روش ایزوژئومتریکتخم  

 

 :3-5مسئله 

 صفحه ای )شکل تنشبا شرايط  نیروی فشاری داخل حفرهپلاستیک صفحه سوراخدار تحت -تحلیل الاستو

5-43) 

 

 حول سوراخ Pفشاری  نیرویصفحه سوراخدار تحت اثر  (.93-5شكل 

 (41-5به علت تقارن، تنها يک چهارم از دامنه مدلسازی شده است.)شکل 

 

 

 مشخصات و شرایط مرزی دامنه مدلسازی شده صفحه سوراخدار(. 94-5 شكل
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ین خطا در تحلیل غیرخطی سازه ها به روش ایزوژئومتریکتخم  

 

 داده شده است: مايشذيل مشخصات هندسي و خواص مصالح اين مسئله نجدول در 

 مشخصات هندسی خواص مصالح

100mmL                            طول صفحه                                مدول الاستیسته  

10mma                 شعاع دايره)سوراخ(                                       ضريب پواسان         

0.24GPAY                           یمتنش تسل   161                    نقاط كنترلي  كل تعدادntcpt  

0.27GPAP                 اعمالي فشاریتنش    (تعداد وصله ها(patch                       1npatch  

 

 پلاستیک عبارتند از: -اطلاعات مورد نیاز برای تحلیل غیرخطي يا الاستو

 ملاک تسلیم: وان میسز

 بار افزايش 5تعداد افزايش ها: 

 ملاک همگرايي: ملاک نیرو

61تلرانس خطا يا خطای مجاز:  10 

 KTروش حل: روش سختي مماسي، 

 روش بارگذاری افزايشي: روش كنترل تغییر بار

 

عملکرد  جهت بررسي صحت ،حل دقیق مسئله مورد نظر در محدوده پلاستیک دسترسي بهبه علت عدم 

 . بکار مي گیريم به عنوان جواب دقیق را با مش های ريز ANSYSاز نرم افزار مقادير حاصله تحلیل 

( مشاهده مي شود كه مقادير بدست آمده از روش ايزوژئومتريک با حل 44-5( تا )45-5با توجه به اشکال )

 ه و نحوه توزيع تنش را داراست.تطابق مناسبي از لحاظ مقادير بدست آمد ANSYSمشابه آن در نرم افزار 

210GPAE 

0.3 
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ین خطا در تحلیل غیرخطی سازه ها به روش ایزوژئومتریکتخم  

 

 

 )الف(

 

 )ب(
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ین خطا در تحلیل غیرخطی سازه ها به روش ایزوژئومتریکتخم  

 

 

 )ج(

 )ج( تنش بهبود یافته ANSYS)الف( روش ایزوژئومتریک )ب(   3-5تنش محیطی مسئله (. 95-5شكل 

 

 )الف(
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ین خطا در تحلیل غیرخطی سازه ها به روش ایزوژئومتریکتخم  

 

 

 )ب(

 

 )ج(

 )ج( تنش بهبود یافته ANSYSتنش شعاعی صفحه سوراخدار )الف( روش ایزوژئومتریک )ب(  (.96-5شكل 

ملاحظه شد در اين مسئله تنش های بهبود يافته نیز با نتايج  46-5و  45-5ل اشکادر همان گونه كه 

حاصله به تصوير كشیده شده كه در قیاس با حل ايزوژئومتريک دقت و شباهت بیشتری را از خود نشان داد 
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ین خطا در تحلیل غیرخطی سازه ها به روش ایزوژئومتریکتخم  

 

 فت تنش ها مي باشد . ياكه بیانگر كارايي روش پیشنهادی جهت باز

 

 )الف(

 

 )ب(

  ANSYSرنش موثر پلاستیک صفحه سوراخدار )الف( روش ایزوژئومتریک )ب( ک(. 97-5شكل 
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ین خطا در تحلیل غیرخطی سازه ها به روش ایزوژئومتریکتخم  

 

 

 )الف(

 

 )ب(

  ANSYSمیسز صفحه سوراخدار )الف( روش ایزوژئومتریک )ب(  -تنش وان(. 98-5شكل 

 پلاستیک مسائل به روش ایزوژئومتریک –تحلیل الاستو  برآورد خطا در -5-3

-رنامه نوشته شده از كارايي قابل قبولي جهت تحلیل الاستوهمانگونه كه در بخش قبل ملاحظه شد، ب
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ین خطا در تحلیل غیرخطی سازه ها به روش ایزوژئومتریکتخم  

 

پلاستیک مسائل برخوردار است. در اين بخش نیز به روش پیشنهاد شده جهت تخمین خطا در مسائل 

غیرخطي به روش ايزوژئومتريک مي پردازيم تا صحت روش مذكور در بازيافت تنش ها را توسط معیارهای 

 در اين بخش ارائه خواهند شد، عبارتند از:مدنظر بیازمايیم. مسائلي كه 

  اثر بار متركمز در انتهای آنتحت  تیر يکسرگیردارپلاستیک -تحلیل الاستو -4

 اثر فشار داخليتحت  استوانه جدار ضخیم فولادیپلاستیک -تحلیل الاستو -2

 :4-5 ئلهسم

به  صفحه ای تنششرايط با  اثر بار متركمز در انتهای آنتحت  تیر يکسرگیردارپلاستیک -تحلیل الاستو

 (49-5)شکل همراه تخمین خطا به روش مذكور

 

 

 

 

 یكسرگیردارشرایط هندسی و مرزی تیر (. 91-5شكل 
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ین خطا در تحلیل غیرخطی سازه ها به روش ایزوژئومتریکتخم  

 

 در ذيل مشخصات هندسي و خواص مصالح اين مسئله نشان داده شده است:

 مشخصات هندسی خواص مصالح

210GPAE                  مدول الاستیسته     
1000mmL                                         تیرطول    

0.3                          ضريب پواسان        50                     ابعاد مقطع تیر , 100mm mmb h  

0.24GPAY                          یمتنش تسل  255نقاط كنترلي                        كل تعدادntcpt  

30KNF                  اعمالي نیروی متمركز  (تعداد وصله ها(patch                         1npatch  

 پلاستیک عبارتند از: -لیل غیرخطي يا الاستواطلاعات مورد نیاز برای تح

 ملاک تسلیم: وان میسز

 افزايش بار 32تعداد افزايش ها: 

 ملاک همگرايي: ملاک نیرو

31تلرانس خطا يا خطای مجاز:  10 

 KTروش حل: روش سختي مماسي، 

 ل تغییر بارروش بارگذاری افزايشي: روش كنتر

 

مختصراً به روابط تحلیلي در حل اين مسئله اشاره مي نمائیم و سپس آنها را با نتايج بدست آمده از  در ابتدا

 برنامه مقايسه مي كنیم.

 حل تحلیلی :

 حالت الاستیک :

(5-4)  
 

( )F L x y

I



                  و                      2 2

2

F
c y

I
   

x,كه در آن  xy     32 و
3z

bcI I  .مي باشد 

22پلاستیسته زماني آغاز مي شود كه  3E YF F bc L .در اين حالت اگر نیروی اعمالي بیشتر از  باشد

EF) شود مقدار نیروی تسلیم F) بالا و پايین وجوه تیر  گوشه های ( در7-5، ناحیه پلاستیک )شکل

 گسترش مي يابد. 

 حالت پلاستیک :

,پس از رسیدن نیروی اعمالي به نیروی بیش از نیروی تسلیم، آنگاه در ناحیه پلاستیک مقدار    با توجه

به مقدار 
( )

*

x
y صورت زير محاسبه مي گردد: پلاستیک( به دو-)مرز ناحیه الاستو 
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ین خطا در تحلیل غیرخطی سازه ها به روش ایزوژئومتریکتخم  

 

 برای هسته پلاستیک: (1

(5-2)                             ( )

( )

( )

*

*

*

x

x

x

y

y

c y y
y y

y y c

 

 

     
   

   



( )

( )

( )

*

*

*

0

0

x

x

x

c y y
y y

y y c





     
   

  



: ارتفاع تار خنثي وcكه در آن
( )

*

x
yپلاستیک مي باشد.-: مرز الاستو

 ستیک:برای هسته الا (2

برای
( ) ( )

* *

x x
y y y  توزيع تنش ( و توزيع تنش 3-5)رابطه به صورت توزيع خطي از تنش تسلیم

 ( مي باشد:1-5رابطه )نیز به صورت 

     (5-3)
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(5-1)                                               
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( )3 4 xF by 
 

*پلاستیک -در روابط بالا مقدار مرز الاستو

( )xy :به صورت رابطه ذيل محاسبه مي گردد 

   (5-5)                    
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22 طول گستره ناحیه الاستیک مي باشد و از رابطه كه در آن  3ybc F  .قابل محاسبه است 

 

 طرهنواحی پلاستیک و الاستیک در تیر (. 20-5شكل 

2مقدار بار نهايي )خرابي( برابر است با: 

U yF F bc L  5/4كه اين مقدار ( برابر بار تسلیمEF )              

 مي باشد.

  رجوع شود. ]55-53[، به منابع 1-5جهت اطلاعات بیشتر نسبت به ساير روابط و خواص مسئله 

 نتایج و تحلیل خروجی های برنامه:
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ین خطا در تحلیل غیرخطی سازه ها به روش ایزوژئومتریکتخم  

 

به صورت جدولي و نموداری  ANSYSزار دراين قسمت نتايج حاصل از برنامه با روابط تئوری يا نرم اف

( مشاهده مي شود، نتايج بدست آمده از برنامه 29-5( تا )24-5مقايسه شده است. همانگونه كه در اشکال )

روند مناسب و قابل قبولي نسبت به ساير نتايج از خود نشان مي دهد علي الخصوص نتايج بهبود يافته 

آمده از تحلیل ايزوژئومتريک دارای تغییرات كمتری مي باشد و )بازيابي شده( نسبت به صفحه تنش بدست 

 همگرايي بیشتری به نتايج حل دقیق دارد كه نشان دهنده كارايي مناسب محاسبه گر خطا مي باشد.

 

 (ANSYS)تحلیل توسط نرم افزار  Yدر جهت تیر یكسرگیردار تغییرمكان (. 29-5شكل 

30به ازای بار اعمالي  Yم تغییر مکان در جهت با توجه به روابط تحلیلي مقدار ماكزيم
KN  مي بايست حدود

16.147mm . باشد كه در قیاس با نتايج حاصله از تحلیل ايزوژئومتريک خطای قابل قبولي دارد 
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ین خطا در تحلیل غیرخطی سازه ها به روش ایزوژئومتریکتخم  

 

 

 )تحلیل توسط روش ایزوژئومتریک( Yدر جهت تیر یكسرگیردار تغییرمكان (. 22-5شكل 

 

 (ANSYS)تحلیل توسط نرم افزار یكسرگیردار  تیرکرنش موثر پلاستیک  (.23-5شكل 
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ین خطا در تحلیل غیرخطی سازه ها به روش ایزوژئومتریکتخم  

 

 

 )تحلیل توسط روش ایزوژئومتریک(تیر یكسرگیردار کرنش موثر پلاستیک (.  24-5شكل 

 

 (ANSYS)تحلیل توسط نرم افزار تیر یكسرگیردار تنش وان میسز (. 25-5شكل 
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ین خطا در تحلیل غیرخطی سازه ها به روش ایزوژئومتریکتخم  

 

 

 ک()تحلیل توسط روش ایزوژئومتریتیر یكسرگیردار تنش وان میسز  (.26-5شكل 

 

 ناشی از حل ایزوژئومتریکتیر یكسرگیردار  Yتنش جهت  (.27-5شكل 

 

 ناشی از حل بهبود یافتهتیر یكسرگیردار  Yتنش جهت (. 28-5شكل 

 

 ناشی از حل دقیق تیر یكسرگیردار  Yتنش جهت (. 21-5شكل 

ین برای كل نرم خطای دقیق، نرم خطای تقريبي و شاخص تاثیر هر المان و همچن 1ضمیمه  در جدول

دامنه نشان داده شده است. شاخص تاثیر نسبت نرم خطای تقريبي به نرم خطای دقیق مي باشد كه بیانگر 
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ین خطا در تحلیل غیرخطی سازه ها به روش ایزوژئومتریکتخم  

 

همگرايي حل به سمت حل واقعي است و معیاری برای بیان دقت محاسبه گر خطا به شمار مي رود. هنگامي 

ک میل نمايد كه در اين مسئله يک محاسبه گر خطا دارای كارايي مناسب است كه شاخص تاثیر به سمت ي

 مي باشد. 0.93مقدار آن 

نحوه توزيع نرم خطای دقیق و نرم خطای تقريبي نشان داده شده است، كه تشابه  34-5و  32-5در اشکال 

در نحوه تغییرات نرم خطای تقريبي نسبت به نرم خطای دقیق نشانه كارايي مناسب محاسبه گر خطا مي 

 باشد.

 

 تقريبي)الف( نرم خطای 

 

 )ب( نرم خطای دقیق

به ازای توابع شكل درجه تیر یكسرگیردار توزیع دوبعدی نرم خطای تقریبی و نرم خطای دقیق در  (.30-5شكل 

 یک
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ین خطا در تحلیل غیرخطی سازه ها به روش ایزوژئومتریکتخم  

 

 

        
 نرم خطای تقريبي          نرم خطای دقیق

 الف( توابع شکل درجه يک

 
 نرم خطای تقريبي          نرم خطای دقیق

 دوشکل درجه  الف( توابع

 
 نرم خطای تقريبي     نرم خطای دقیق            

 الف( توابع شکل درجه سه
 

 تیر یكسرگیردارتوزیع سه بعدی نرم خطای دقیق و نرم خطای تقریبی در (. 39-5شكل 
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ین خطا در تحلیل غیرخطی سازه ها به روش ایزوژئومتریکتخم  

 

 :5-5 سئلهم

به  ایصفحه  كرنشبا شرايط اثر فشار داخلي تحت  استوانه جدار ضخیم فولادیپلاستیک -تحلیل الاستو

 (32-5)شکلهمراه تخمین خطا 

 

 استوانه جدار ضخیم تحت اثر فشار داخلی(. 32-5شكل 

 (33-5به علت تقارن، تنها يک چهارم از دامنه مدلسازی شده است.)شکل 

 

 شرایط هندسی و تكیه گاهی استوانه جدار ضخیم تحت اثر فشار داخلی (.33-5شكل 
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ین خطا در تحلیل غیرخطی سازه ها به روش ایزوژئومتریکتخم  

 

 اين مسئله نشان داده شده است:در ذيل مشخصات هندسي و خواص مصالح 

 مشخصات هندسی خواص مصالح

242.1                   مدول الاستیسته 10

dn

mmE  
100mm                                     شعاع داخلي 

ar  

0.3                                    ضريب پواسان                200                     شعاع خارجيmm

br  

                                  یمتنش تسل
2

24

dn

mm

Y  399                      نقاط كنترلي  كل تعدادntcpt  

                  فشاری اعمالي   نیروی 
2

18

dn

mm

P  (تعداد وصله ها(patch                        1npatch  

 پلاستیک عبارتند از: -اطلاعات مورد نیاز برای تحلیل غیرخطي يا الاستو

 ملاک تسلیم: وان میسز

 افزايش بار 5تعداد افزايش ها: 

 ملاک همگرايي: ملاک نیرو

31طا يا خطای مجاز: تلرانس خ 10 

 KTروش حل: روش سختي مماسي، 

 روش بارگذاری افزايشي: روش كنترل تغییر بار

 

 حل تحلیلی :

بدست آمده از برنامه آن را با روابط حل تحلیلي كه در خود برنامه بارگذاری شده،  نتايج برای مقايسه 

 ،كه اين روابط به صورت ذيل تعريف مي شوند:نمائیمي مقايسه م

2
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 حالت الاستیک :
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0zدر حالت كرنش مسطح تحلیل مي گردد نتیجتاً مقدار  از آنجايي كه مسئله مورد نظر  ( 6در رابطه-
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ین خطا در تحلیل غیرخطی سازه ها به روش ایزوژئومتریکتخم  

 

 مي باشد. (6

داخلي وارد مي شود، به صورت تدريجي افزايش داده مي شود تا به حد فشار نهايي ،كه بر سطح  Pفشار 

r، سطح تسلیم از سطح داخلي )زماني كه مختصات استوانه جدار ضخیم)خرابي( برسد. برای  a )باشد 

rشروع و به صورت تدريجي با افزايش فشار داخلي، به شعاعي معادل  c زماني رخ  427مي رسد. خرابي

cمي دهد كه مقدار فشار داخلي به حد نهايي آن برسد كه در اين حالت مقدار شعاع b  مي باشد و كل

 .دست مي يابداستوانه به حالت پلاستیک 

 فشار تسلیم: 

      (               7-5معیار ترسکا:        )
2

2
1Y ield

a
P K

b

 
  

 
                    

2

Y
K  

(              4-5معیار وان میسز:   )

1
4 2

2

4
1 (1 2 )

3
Y ield

a
P K

b




 
   

 
                3

3
K Y 

 فشار نهایی: 

(                               9-5عیار ترسکا:        )م
max ln

b
P Y

a

 
  

 
 

max                          (42-5)  معیار وان میسز:

2 3
ln

3

b
P Y

a

 
  

 
 

 

Y زماني كه فشار اعمالي)را مي توان  c424حال مقدار شعاع ieldP P)از رابطه زير محاسبه نمود: مي شود 

(5-44      )
                                      

 21 2ln
P c

N
K a

 
    

 
 

                                                 
427

 Collapse 
424

 Plastic Front 
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ین خطا در تحلیل غیرخطی سازه ها به روش ایزوژئومتریکتخم  

 

 

 5-5مسئله نواحی پلاستیک و الاستیک در  (.34-5شكل 

  حالت پلاستیک:

a زماني كه r c  :باشد، داريم 

 معیار ترسکا و وان میسز:

(5-42)                       
2
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c و زماني كه r b  :باشد، داريم 

 معیار ترسکا: 

(5-43)             
2
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 معیار وان میسز:

(5-41)       
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ین خطا در تحلیل غیرخطی سازه ها به روش ایزوژئومتریکتخم  

 

 كه در اين روابط:

 P429: فشار داخلي r: 442تنش شعاعي 444: تنش حلقوی
  z442: تنش محوری rU تغییرمکان :

 445: شعاع خارجيb 441شعاع داخلي :aشعاع نقطه : r 443شعاعي

  رجوع شود. ]59-56[مسئله ، به منابع اين جهت اطلاعات بیشتر نسبت به ساير روابط و خواص 

 نتایج و تحلیل خروجی های برنامه:

مچنین همانند مثال قبل در ادامه نتايج مربوط به تحلیل استوانه جدار ضخیم به روش ايزوژئومتريک و ه

 نتايج مربوط به نرم خطای تنش های بازيافتي و دقیق ارائه شده است.

    

   

 )ب(       )الف(

)الف( تحلیل به روش ایزوژئومتریک )ب( تحلیل توسط  5-5کرنش موثر پلاستیک مسئله (. 35-5شكل 

ANSYS 

                                                 
429

 Internal Pressure 
110

 Radial Stress 
111

 Hoop Stress 
112

 Axial Stress 
443

 Radial Displacement 
441

 Internal Radius 
445

 External Radius 



 

006 
 

ین خطا در تحلیل غیرخطی سازه ها به روش ایزوژئومتریکتخم  

 

  

 )ب(       )الف(

ار داخلی )الف( تحلیل به روش ایزوژئومتریک استوانه جدار ضخیم تحت اثر فش XYتنش جهت (. 36-5شكل 

 )ب( تحلیل بهبود یافته

 

 ANSYS)تحلیل توسط (استوانه جدار ضخیم تحت اثر فشار داخلی  XYتنش جهت  (.37-5شكل 

 

 )ج(    )ب(      )الف(

یک )ب( تنش شعاعی استوانه جدار ضخیم تحت اثر فشار داخلی )الف( تحلیل به روش ایزوژئومتر(. 38-5شكل 

 تحلیل بهبود یافته )ج( تحلیل دقیق
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ین خطا در تحلیل غیرخطی سازه ها به روش ایزوژئومتریکتخم  

 

( برای مقاسیه نتايج تحلیل به روش ايزوژئومتريک با ساير نتايج و همچنین 39-5( تا )35-5در اشکال )

 درک بهتر از آنها، به ترسیم كانتور و توزيع تنش و كرنش ها پرداخته شده است.

عي و محیطي در تحلیل های مختلف به ازای ( نیز نشان دهنده روند تغییرات تنش های شعا14-5شکل )

P=0.18
GPA  .و شعاع های مختلف در طول جسم مي باشد 

 

 )ج(    )ب(      )الف(

تنش محیطی استوانه جدار ضخیم تحت اثر فشار داخلی )الف( تحلیل به روش ایزوژئومتریک )ب( (. 31-5شكل 

 تحلیل بهبود یافته )ج( تحلیل دقیق

و نیز همساني تقريبي  1ضمیمه برای شاخص تاثیر نرم خطای كل دامنه، در جدول  0.98با توجه به عدد 

، مي توان گفت كه روش تخمین خطای به كارگرفته 12-5نمو تغییرات نرم خطای دقیق و تقريبي در شکل 

 شده برای مسئله موردنظر نیز از كارايي نسبتاً خوبي برخوردار مي باشد.

 

 )ب( نرم خطای دقیق     )الف( نرم خطای تقريبي

 به ازای توابع شكل درجه یک 5-5توزیع دوبعدی نرم خطای تقریبی و نرم خطای دقیق در مسئله (. 40-5شكل 
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ین خطا در تحلیل غیرخطی سازه ها به روش ایزوژئومتریکتخم  

 

 

 )الف(      

 

 )ب(     

P=0.18 به ازای  5-5نمودار تنش شعاعی و محیطی مسئله  (.49-5شكل 
GPA  
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ین خطا در تحلیل غیرخطی سازه ها به روش ایزوژئومتریکتخم  

 

 

 

 

 

 ششم فصل

 نتیجه گیري و پیشنهادات
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ین خطا در تحلیل غیرخطی سازه ها به روش ایزوژئومتریکتخم  

 

 قدمهم -6-9

در فصلهای قبلي اصول اساسي و مطالعاتي اين پايان نامه ارائه و سپس اين تئوری ها از لحاظ عملي 

مورد بررسي قرار گرفت. همانگونه كه مشهود است، به لحاظ اهمیت موضوع مي توان به نکات برجسته 

ن تئوری در زمینه و جالبي دست يافت. در مباحث قبلي پس از ارائه تئوری اساسي برنامه و تکمیل اي

تحلیل غیرخطي در روش ايزوژئومتريک و برآوردكننده مربوطه، برای تحقیق در مورد قابلیت و كارآيي 

برنامه نوشته شده مثالهای متعددی توسط اين برنامه تحلیل گرديد. سپس بواسطه مقايسه نتايج 

رسي قرار گرفته و نشان داده شد عددی با نتايج تحلیلي و يا نرم افزاری دقت و كارآيي برنامه مورد بر

و برآورد خطا به روش پلاستیک سازه های فلزی -كه مي توان از اين برنامه برای تحلیل الاستو

پیشنهادی استفاده نمود. فصل حاضر به بیان خلاصه ای از خصوصیات و نتايج بدست آمده پرداخته و 

 ه مي دهد.سپس نکات پژوهشي لازم در راستای تکمیل اين مبحث را ارائ

 

 نتایج -6-2

روش ايزوژئومتريک يکي از روشهای جديد در تحلیل سازه ها به شمار مي رود و با توجه به اينکه 

بالقوه دارای ويژگي های منحصربه فرد و مناسبي است كه به نظر مي رسد در آينده ای نه چندان دور 

 ط محدود گردد.بتواند جايگزين روش های عددی متداول نظیر اجزای محدود و نقا

 به طور خلاصه نتايج به دست آمده از اين پژوهش به صورت زير مي باشد:

تشابه عددی و توزيعي قابل قبولي ( 2-5بخش ) 3-5تا  4-5برای مسائل در كانتورهای ترسیم شده  -4

پلاستیک صورت گرفته توسط برنامه -لذا مي توان بیان نمود تحلیل الاستو ؛مشاهده مي شوددر نتايج 

مسائل مشابه با آن بخش پلاستیک( -ز كارايي مناسبي جهت تحلیل خطي و غیرخطي )الاستوا

 برخوردار مي باشد.
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مي باشد و در اين مسئله نیز علاوه بر تطابق و تشابه  93/2اخص تاثیر كل مسئله تیر يکسر گیردار ش -2

هي نیز به لحاظ مقبولیت قابل قبول در كانتور كرنش موثر پلاستیک و جابجايي انتهای تیر، روند مشاب

در نرم خطای تقريبي با نرم خطای دقیق مشاهده مي شود. همچنین مشاهده شد كه كانتور و صفحه 

تنش 
yست آمده از تنش های بازيافتي نسبت به كانتور مشابه آن از تحلیل ايزوژئومتريک در بد

بیان نمود كه تخمین وردار است. لذا در اين مسئله مي توان مقايسه با حل تحلیلي از دقت بالاتری برخ

كننده خطای پیشنهادی از كارايي مناسبي جهت برآورد خطای تحلیل غیرخطي به روش 

 ايزوژئومتريک برخوردار است.

به حل تحلیلي را نشان كانتورهای ترسیم شده برای مسئله استوانه جدار ضخیم روندی بسیار نزديک  -3

 لخصوص در اشکال نشان داده شده برای تنش های بازيافتي كه حاكي از دقت بالاترمي دهند علي ا

همچنین شاخص تاثیر كل در  نسبت به تحلیل ايزوژئومتريک برخوردار بودند. روند تخمین گر خطا

تطابق قابل قبولي مي باشد و در توزيع نرم خطای تقريبي نسبت به نرم خطای دقیق  94/2اين مسئله 

 گردد. ملاحظه مي

در نهايت با توجه به نتايج گرفته شده از حل مثالهای مطرح شده در اين پژوهش مي توان از روش 

تخمین كننده خطای به كار گرفته شده به عنوان راه حلي ساده و مهندسي جهت برآورد خطا و بهبود 

 برد.پلاستیک مسائل به روش ايزوژئومتريک نام -میدان تنش بدست آمده از تحلیل الاستو

 ارائه پیشنهادات -6-3

به علت تازگي و ويژگي های منحصر به فرد روش ايزوژئومتريک در تحلیل خطي و غیرخطي مسائل 

متفاوت علوم و مهندسي مي توان از آن به عنوان افقي روشن در پیش روی محققین نام برد كه در 

از جمله اجزای محدود مي آينده ای نزديک قادر به پشت سر گذاشتن تمام روش های عددی گذشته 

باشد. اين روش از پتانسیل بسیار بالايي جهت كار تحقیقاتي برخوردار است و هنوز در ابتدای راه خود 

 جهت پیشبرد اين موضوع در آينده اشاره شده است.قرار دارد. در ادامه به چند پیشنهاد 
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 (.Visco Plastic)پلاستیک -استفاده از روش ايزوژئومتريک در تحلیل مسائل ويسکو -4

پلاستیک، جهت امکان -در تحلیل مسائل )غیرخطي( الاستو NURBSبه جای  T-Splineاستفاده از  -2

 بهبود محلي شبکه تحلیل ايزوژئومتريک.

روند سازگازتری با تحلیل پلاستیک مسائل را داراست لذا از اين روش نیز  REPاز آنجايي كه روش  -3

 استفاده نمود. SPRنده خطا به جای روش برآوردكنبهبود تنش ها و  مي توان جهت

امکان سنجي و پیاده سازی روش ها و ايده هايي كه در روش اجزای محدود برای بهبود الگورتیم های  -1

 پلاستیک و تخمین خطا مورد استفاده قرار گرفته است.-تحلیل الاستو

اده شده است كه مي استف Explicitدر اين پژوهش جهت بازگرداندن تنش ها به سطح تسلیم از روش  -5

با روش حاضر، به مقايسه آن در نتايج خروجي در هر روش  Implicitتوان با جايگزين نمودن روش 

 پرداخت. 
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 1  ضمیمه

 نامتغیرهاي تنش و كرنش
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 نامتغیرهای تنش  -9

ر بايد بدين دلیل ملاک مزبو .باشد ملاک شکست مصالح آيزوتروپیک مبتني بر نرخ تنش حاصله مي

راهي مناسب برای تعريف ملاک  .مستقل از سیستم مختصائي كه تنش در آن تعريف شده باشد

بحث ذيل مروری خلاصه در اين مورد  .شکست، استفاده از تركیبهای مختلف نامتغیرهای تنش است

 دهد. را ارائه مي

تنش  توان بطور كامل توسط اجزاء تانسور نرخ تنش در هر نقطه از داخل جسم را مي
ij .تعريف نمود

بنابراين برای  ،كنند با نزديک شدن به يک جهت اصلي تنشهای برشي مربوطه به صفر نزول پیدا مي

يک جهت اصلي مانند 
jn توان نوشت: مي 

(4)                  ( ) 0ij ij jn    

مقدار اصلي بوده و  در رابطه بالا 
ij باشد مجموعه اين سه معادله يک دستگاه  دلتای كرونکر مي

مقاديری كه دترمینان ضرائب اين دستگاه معادلات را صفر كند،  .دهد سه مجهولي را تشکیل مي

 جوابهای اين معادلات است به عبارت ديگر: 

(2  )                             0ij ij   

 آيد:  با حل اين دترمینان معادله درجه سه ذيل بدست مي

(3 )                        3 2

1 2 31 1 1 0      

3در معادله بالا  2 11 ,1 رها به به ترتیب اولین، دومین و سومین نامتغیر تنش هستند اين نامتغی 1,

 گردند: صورت ذيل تعريف مي

    1 11 22 33 iiI       

 
2 2 2

2 11 22 22 33 11 12 23 31I ( ) ( )             

    
2

ij ij 1

1
( I )

2
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(1)                             
11 12 13

3

3 21 22 23 ij jk ki 1 ij ji 1

31 22 33

1 1 1
I I I

3 2 6

   
 

           
 
    

 

 توان با استفاده از تنشهای اصلي نامتغیرهای تنش را مي

              1 1 2 3I     

(5                   )                         2 1 2 2 3 3 1I ( )         

             3 1 2 3I     

)mتوان به دو جز هیدروستاتیک خالص يا كروی خالص  تانسور تنش را مي )  و انحرافي
ij(S بصورت  (

 ذيل تعريف نمود: 

(6 )                                   ij ij m ijS    

 كه در آن: 

(7 )                                  m ii 1

1 1
I

3 3
    

 ( نشان دهنده تنش متوسط يا تنش هیدروستاتیکي خالص است و رابطه ذيل: 7رابطه )

(4 )                                   ij ij m ijS     

نامتغیرهای تنش انحرافي را  .موسوم است به تنش انحرافي كه بیان كننده حالت برش خالص است

 توان به صورت ذيل تعريف نمود:  مي

1 ii 11 33J S S S 0             

2 ij ij

1
J S S

2


            
 

(9 )               2 2 2 2 2 2

11 22 22 33 33 11 12 23 31

1
[( ) ( ) ( ) ]

6
               

11 12 13

3 ij jk 21 22 23

31 32 33

S
1

J S S S
3

S
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توان به صورت ذيل  ، نامتغیرهای تنش انحرافي را مييبا استفاده از مقادير اصلي تنش و تنش انحراف

 بازنويسي نمود:

1 1 2 3J S S S 0              

(42 )             2 2 2 2 2 2

2 1 2 3 1 2 2 3 3 1

1 1
J (S S S ) [( ) ( ) ( ) ]

2 6
            

2 22

2 3 3 11 22

3 2 2 2

          
        

       

 

2J در نهايت  .شود در رابطه بالا بصورت مجموع متوسط توان دوم مقادير برشهای اصلي بیان مي

 نامتغیرهای تنش انحرافي با استفاده از نامتغیرهای تنش بصورت ذيل نوشته شوند:

1J 0            

(44       )                                      2

2 1 2

1
J (I 3I )

3
  

3

3 1 1 2 3

1
J (2I 9I I 27I )

27
 

   
 

كل  .با يکديگر مشابه هستند ijSو  ijتوان نتیجه گرفت كه جهات اصلي  ( مي4با توجه به معادله )

1 ،2 ،2مقادير  2 3 1 3J , J , I , I ,  نامتغیرهای اسکالری هستند كه مستقل از محورهای مختصات

3ملاک شکست معمولاً با استفاده از مقادير  .باشند مي 2 1J , J , I شود، كه اين مقادير به ترتیب  بیان مي

 در تنش دارا هستند.اولین، دومین و سومین رتبه را 

 تنشهای هشت وجهی  -2

octتنشهای هشت وجهي  oct( , )  ای است كه زاويای  به صورت تنش برشي و نرمال روی صفحه

سازد. به عبارت ديگر نرمال يکه اين صفحه زوايای مساوی را با  برابری را با جهت تنشهای اصلي مي

باشد. اين تنشها را  به صفحه هشت وجهي موسوم مي سازد. اين صفحه جهت تنشهای اصلي مي

 توان صورت ذيل نشان داد:  مي
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oct 1 m

1
I

3
    

(42)                                                       
oct 2

2
J

3
  

اين  .شود مي ب( تعريف-42-4)شکل  بوسیله زاويه تشابه  octجهت تنش برش هشت وجهي 

3زاويه با استفاده از  2J , J شود: بصورت ذيل تعريف مي 

(43 )                             3

1

3

J3 3
cos3 .

2 J
  

 كند:  در بازه ذيل تغییر مي كه در آن 

(41 )                                 0
3


   

3توان به جای نامتغیرهای  با شیوه مناسبي مي 2 1J , J , I  به ترتیب ازoct octcos3 , ,    استفاده نمود

اصلي را سپس تنشهای  ،دهد  اين جانشین تصوير فیزيکي واضح و مناسبي از نامتغیرها را بدست مي

 توان به صورت ذيل تعريف نمود:  مي

(45 )                           
1 oct

2 oct 2

3 oct

cos

2 2
. J . cos

33

2
cos

3

 
 
     
      

           
             
   
  

 

1 2 3 0
3


          

با استفاده از  .باشد ( در بازه بالا مي43اولیه ريشه بدست آمده از معادله )ض ک الف ک  در رابطه بالا 

,oct  ،2( مسئله به محاصبه نامتغیرهای 3)ض ک الف ک  3انشیني به جای حل معادله درجه اين ج J 

 كند. كاهش پیدا مي

 نامتغیرهای کرنش -3
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همانند تنش، نامتغیرهای تانسور كرنش 
ij ند:گرد نیز به صورت زير محاسبه مي 

1 kk 1 2 3I       

(22)                                             2

2 ij ij 1

1
I ( I )

2
     

3

3 ij jk ki 1 ij ji 1

1 1 1
I I I

3 2 6
         

 شود:  تانسور كرنش انحرافي به صورت ذيل تعريف مي

(24 )                                     ij ij t ij

1
S

3
     

ن كه درآ
i j k k 1I    نامتغیرهای كرنش انحرافي بصورت ذيل تعريف  .باشد كرنش حجمي مي

 گردند: مي

     1 kk 1 2 3J S s s s 0      

    
2 2 2

2 ij ij 1 2 3

1 1
J S S (S S S )

2 2
     

(22 )                              2 2 2

1 2 2 3 3 1

1
[(S S ) (S S ) (S S ) ]

6
      

 
3 ij jk ki 1 2 3

1
J S S S S S S

2
   

3بط بالا در روا 2 1S ,S ,S نهايتاً كرنشهای هشت وجهي  .نشان دهنده كرنشهای انحرافي اصلي هستند

 شوند: نرمال و برشي بصورت ذيل تعريف مي

oct kk 1

1 1
I

3 3
    

(23 )                                            
oct 3

2
2. J

3
  

 )كرنش مهندسي( استفاده شده است. شتعريف مهندسي كندر رابطه بالا از 
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 2ضمیمه 

 خطانقاط فوق همگرا در برآورد 
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 مرتبه خطا -9

شود  تقسیم شده است، در نظر بگیريد. فرض مي hبا اندازه  eرا كه به اجزای محدود  محدوده 

باشند. بديهي است كه اگر جواب  pای كامل از درجه  اجزای محدود شامل يک چند جملهتوابع شکل 

يا كمتر باشد در اين صورت تقريب حاصل، دقیق  pاز درجه ای  جمله چندخود يک مورد نظر، 

 خواهد بود.

ای نیست ولي در صورتي كه جواب  د يک چند جملهخو در حالت كلي معمولا جواب مورد نظر 

توان آن را  شوند، نباشد، مي مورد نظر دارای نقاط تکین، كه در آنها بعضي يا تمام مشتقها بینهايت مي

 Oتوانیم رابطة زير را در همسايگي نقطة فرضي  بطور موضعي با سری تیلور نشان داد. برای مثال، مي

 : از يک محدودۀ دو بعدی بنوسیم

(4)                         
0 0 0( , ) .....X Y X Y

X Y

 
 

 
     

 
 

باشد. حال  مي O، تفاوت مختصات نقطه مورد نظر و مبدأ منظور شده در نقطه Yو Xكه در آن 

، در يک جزء با Eخطای مورد استفاده قرار گیرد، در اين صورت  Pای از درجه  اگر يک چند جمله

توان دقیقاً به وسیله سری  ای را مي توان از رابطة زير محاسبه نمود. زيرا اين چند جمله ، را ميhاندازه 

 ام نمايش داد.Pتیلور درجه 

(2)         
1( )pE O h  

 باشد. مي YوXنمودار ماكزيمم مقادير hدر رابطه فوق 

)در بیاني ديگر، فرض كنید تابع  )u x باشد، مفروض  كه دارای مشتقات پیوسته تا مرتبة دلخواه مي

 باشد. بسط سری مک لورن اين تابع در حالت دو بعدی عبارت است از :

(3)     2 2

, , , , ....
1 1( ) (0) (0) (0) (0)

2 2x y xx yyu x u xu yu x u y y      

را با تعدادی از جملات سری مک لورن آن به صورت  u(x)توان تابع  د نظر ميدر همسايگي نقطه مور

 زير تقريب زد :
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(1) 1

, ,( ) ( ) (0) (0) (0) ... ( )P

x yu x u x u xu yu O h       

تابعي است كه میزان خطای ناشي  Oباشد. در جمله آخر،  مي yو xمجموع توانهای  Pدر معادله فوق 

له بین دو گره كه به صورت زير بیان عبارت است از فاص hاز قطع سری مک لورن را بیان كرده و 

 شود : مي

(5)      
2 2

x yh h h  

يابد و در نتیجه تابع تقريبي به  كاهش مي Oمقدار خطای  pوبا افزايش  hاز ديدگاه نظری با كاهش 

 كند. سمت تابع دقیق میل مي

 باشد. ری برای بیان میزان خطا ميباشد، كه اين مرتبه، معیا مي p+1در رابطه بالا تقريب از مرتبه 

 نقاط گوس در انتگرالگیری عددی -2

در فرآيند اجزای محدود، عملیات جبری لازم برای محاسبه ماتريسهای جزء اجزای مرتبه بالا، به دلیل 

باشد. علاوه بر اين در صورت استفاده از  پیچیدگي انتگرالهای موجود، خسته كننده و طولاني مي

بايستي ماتريس ژاكوبي نگاشت را برای محاسبه مشتقهای موجود در اين انتگرالها  فرآيند نگاشت،

عکس نمود و در نتیجه استفاده از انتگرال گیری دقیق، به واسطة پیچیدگي روابط حاصل، تقريبا غیر 

ممکن خواهد شد. در چنین حالتي بايستي انتگرالها را با استفاده از روشهای عددی محاسبه نمود كه 

 گردد. ( به وسیلة يک مجموعیابي جايگزين مي6آن يک انتگرال نمونه از معادله ) در

(6) 1 1

1 1
det( )

e e

l mN N
I k J d d

X X
 

 

 


   

های يک، دو يا سه بعدی را تنها با استفاده از  توان انتگرالهای بر روی حوزه در حالت كلي مي

، در وزنهای مناسب به مجموعیابي حاصلضرب مقدار جملات انتگرالده در نقاط مشخصي از محدوده

 صورت زير محاسبه نمود:

1 الف( 7)

0 0 1 1
1

( ) ( ) ( ) ... ( )n nI G d W G W G W G    


     

1 ب( 7)

0 0 0 1 1 1
1

( , ) ( , ) ( , ) ... ( , )n n nI G d d W G W G W G         
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ان نقاط نمونه انتخاب را به عنوn و. . .1 و 0توان ابتدا نقاط  برای ابداع روشهای يک بعدی، مي

)ام  nای درجه  نمود، سپس چند چند جمله )nF   را كه در اين نقاط دقیقا معادل تابع( )G  

)ای  توان چند جمله باشد، به دست آورد. بدين منظور مي مي )nF  :را به صورت زير نشان داد 

(4) 0 1( ) ... n

n nF          

 شوند: ای از حل معادلات زير نتیجه مي كه در آن ضرايب چند جمله

(9) 

0 0 1 0 0

1 0 1 1 1

0 1

( ) ...

( ) ...

( ) ...

n

n

n

n

n

n n n n

G

G

G

     

     

     

   

   

   

 

توان انتگرال مورد نظر را به صورت تقريبي محاسبه نمود و سپس با  حال با استفاده از رابطة زير مي

الف( به  7در آن، يک فرمول تقريبي از نوع معادله )( 9قرار دادن مقادير ضرايب حاصل از حل معادله )

 دست آورد.

(42)   

لجندر،  بر خلاف روش قبل، مختصات نقاط نمونه  -در روش انتگرالگیری عددی كوادراچر گوس

گردد، از قبل تعیین نشده است ولي مختصات آنها چنان  در آنها محاسبه مي گیری، كه تابع 

را محاسبه نمايد  Pاز درجات كمتر يا مساوی  ای  يک چند جمله گردد، كه انتگرال تعیین مي

تعداد نقاط نمونه گیری  n+1مجهول است و بايستي محاسبه گردد. ) كه در آن مقدار

 باشد( مي

 ای مورد نظر به صورت زير نوشته شود: اگر چند جمله 

(44)     0 1( ) ... p

p pF          

 الف( وبه صورت زير محاسبه نمود: 7تابع فوق را با استفاده از تقريب ) توان انتگرال در اين صورت مي

1 1
12

0
1 1

2
( ) ( ) 2 ... 1 ( 1)

3 1

nn
nI G d F d

n

 
     

 
          

( )G 

( )G 

( )p n
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(42) 1

0 0 1 0 0 1 0 1 1 1
1

0 1 1 1

( ) ( ... ) ( ... ) ...

( ... )

p p

p p p

p

n p

I F d W W

W

           

    


          

   


 

 ( و به صورت زير به دست آورد:42توان با استفاده از رابطة ) مقدار دقیق انتگرال فوق را مي

(43) 12
0

2
2 ... 1 ( 1)

3 1

nnI
n

 
        

 

الف( در صورتي مقدار دقیق  7مشاهده نمود كه معادله ) توان  با مقايسه ضرايب دو رابطه فوق مي

)ای  انتگرال چند جمله )pF  دهد كه روابط زير برقرار باشد: را به دست مي 

(41) 

 

( معادله فوق، كمیتهای p+1در دستگاه متشکل از ) , 0,1,2,...,,i i i nW  
باشند. بديهي  مجهول مي 

توان در صورت برابر بودن تعداد معادلات و مجهولات به دست  ستگاه فوق را تنها مياست كه جواب د

 آورد، يعني:

(45) 1 2( 1)p n   

را بر حسب  pباشد. جدول زير تغییرات  نمودار يک عدد فرد مي pعدد صحیح است؛  nاز آنجا كه 

 دهد. نشان مي nمقادير 

ای با درجة  ن، برای مثال، با سه برآورد تابع دقیقا انتگرال يک چند جملهتوا با استفاده از اين روش مي

 كمتر يا مساوی پنج را محاسبه نمود.

  

0 1

0 1 1

1

0 0 1 1

... 2

... 0

1
... 1 ( 1)

1

n

n n

p p p p

n n

W W W

W W W

W W W
p
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ای كه انتگرال آن دقیقا محاسبه  درجه چند جمله

 (pشود ) مي

 

 تعداد نقاط نمونه گیری

(n+1) 

4 

3 

5 

7 

4 

2 

3 

1 

 nی مربوطه را به ازای مقادير مشخص توان مختصات نقاط نمونه گیری و وزنها در اين روش مي

 شود: به صورت زير نوشته مي n=0(، با فرض 41محاسبه نمود. معادله )

(46) 0

0 0

2

0

W

W 




 

توان با فرض قرار  بديهي است كه در صورت استفاده از يک نقطة نمونه گیری، دقیقترين نتیجه را مي

ای درجه  توان يک چند جمله ت آورد كه با استفاده از آن ميگیری نقطة نمونه در مركز محدوده به دس

 الف(. 4اول را دقیقا انتگرالگیری نمود )شکل 

 

 

 

 

 

 )ب(                                                         )الف(                                    

. )ب( دو نقطه نمونه  p=1گیری، دقیق بازای  لجندر. )الف( یک نقطه نمونه -کوادراچر گوس (. 9شكل 

 . تقریب سطح زیر منحنی، هاشور زده شده استp=3گیری، دقیق برای 
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 داريم: n=1به روشي مشابه و با فرض 

(47) 

0 1

0 0 1 1

2 2

0 0 1 1

2

0

2

3

W W

W W

W W

 

 

 

 

 

 

 ب(:4با حل دستگاه معادلات فوق جوابهای زير بدست خواهد آمد)شکل 

(44) 
1 0

0 1

1
0.5773502591

3

1W W

    

 

 

در جدول زير قرار  nلجندر و وزنهای مربوطه به ازای مقادير بالای  -مختصات نقاط نمونه گیری گوس

 دارند:

iW نقاط نمونه 
i 

 

 

 باشد. ای به شکل زير لازم مي در مسائل دو بعدی محاسبه انتگرالهای دوگانه
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(49) 1 1

1 1
( , )I G d d   

 
   

گیرد، ساده ترين روش، استفاده از دو  از آنجا كه انتگرال فوق بر روی يک محدوده مستطیلي انجام مي 

باشد. بدين ترتیب فرآيند محاسبه انتگرال فوق را       مي و انتگرالگیری عددی مستقل در جهات 

 توان با محاسبه انتگرال داخلي، با استفاده از فرمولهای بخش قبل، به صورت زير شروع نمود: يم

(22) 1

0
0

( , ) ( , )
n

i i

i

G d W G    


 

  و سپس با استفاده از يک انتگرالگیری مشابه در جهت 

(24) 
1

1
0 0 0

( , ) ( , )
n n n

i i j ij i j

i j i

I W G d W W G    


  

   
    

   
   

 تگرال دو گانه فوق بدست آورد:تقريب زير را برای محاسبه ان

(22) 

0 0

( , )
n n

ij i j ij i j

i j

I W G W W W 
 

  

)كه در آن  , )i i  .مختصات نقاط نمونه گیری است 

 

 

 

 ها لجندر در چهار ضلعی -نقاط نمونه گیری برای کوادراچرگوس (. 2شكل 

جددا از يک روش مستقیم استفاده نمود. در صورت توان م های دو بعدی مثلثي نیز مي برای محدوده

(، روش مورد نظر دارای سه مجهول، مختصات نقاط نمونه و وزن n=0استفاده از يک نقطه نمونه )

توان با  را مي وای درجه اول بر حسب  باشد و بديهي است كه يک چند جمله ، مي0Wمربوطه 

ای  ، امکان انتگرال گیری دقیق يک چند جملهn=2استفاده از اين روش انتگرال گیری نمود. با فرض 

 گردد و الي آخر. درجه سوم فراهم مي

( نشان داده شده 3در شکل ) n=0,1,2,3مقادير ضرايب وزني و مختصات نقاط نمونه گیری به ازای 
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 است.

 9همگرانقاط فوق  -3

پردازيم كه درآنها دقت ودرستي حل به روش اجزای محدود، به  در اين قسمت به بررسي نقاطي مي

باشند. )در  ساير نقاط بیشتر است و از توان همگرايي بیشتری نسبت به جواب دقیق برخوردار مي

نقاط فوق بعضي المانها اين نقاط گوسي هستند كه دارای مشخصه مذكور هستند و اصطلاحآ به آنها 

 شود.( هم گرا گفته مي

 

 چند فرمول کوادراچر برای مثلثها (. 3شكل 

 

 

 

                                                 
1
 Super convergent Points 
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 پردازيم.  در ادامه برای روشن شدن مطلب به يک معادله ديفرانسیل مرتبه دوم يک بعدی مي

 گیريم: معادله زير را در نظر مي

(23) 
( ) 0

d d
k u Q

dx dx
   

و گراديان آن، در دو انتهای بازه داده شده است. در شکل            uكه شرايط مرزی، به صورت مقدار تابع 

و  uمقدار دقیق  2hو  1hبرای دو المان به طول الف( 1)
du

dx
و همچنین مقادير بدست آمده از حل  

شود، در نقاط  ي داده شده است. همان طور كه مشاهده مياجزای محدود با استفاده از المان خط

ب(       1)  بدست آمده از حل دقیق كاملا با مقدار اجزای محدود آن برابر است. در شکل uگرهي مقدار 

شاهد تفاوت زياد، بین گراديان ناشي از حل اجزای محدود و حل دقیق هستیم به جزء در نواحي 

 رسد. باشد و در وسط هر المان اين اختلاف به صفر مي حل دقیق ميداخلي هر المان كه نزديک به 

در دو  uالف( كه از المانهای درجه دو برای حل اجزای محدود استفاده شده است، مقدار  5در شکل )

باشد، اما با دورشدن از دو انتهای هر المان و  انتهای هر المان دقیق و يا نزديک به مقدار دقیق مي

ب( مشاهده  5و همان طور كه در شکل ) شود. واحي داخلي، اين اختلاف زيادتر مينزديک شدن به ن

 باشند. ها يا گراديان در دو نقطه گوس مربوط به هر المان دارای مقدار دقیق مي شود، تنش مي

 نام گرفت.  2بیان شد و اين نقاط، نقاط بارلو 4اين حقیقت اولین بار به طور آزمايشي توسط بارلو

 شود: گفته شده دو نکته بديهي زير برداشت مي از مطالب

 باشند. ( در هر المان با مرتبه دلخواه همان نقاط گرهي ميuبهترين نقاط برای جابجايي ) -4

 ای استفاده شده در بهترين دقت برای گراديان يا تنش، در نقاط گرهي گوس مربوط به چند جمله -2

 باشد. حل اجزای محدود مي

ای  ه همگرايي تابع يا گراديان آن، يک مرتبه بالاتر از مقداری كه از تقريب چند جملهدر اين نقاط مرتب

باشد؛ به همین دلیل به اين نقاط، نقاط فوق همگرا  رود، مي مربوط به حل اجزای محدود انتظار مي

                                                 
1 Barlow 
2 Barlow points 
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 ت.نشان داده شده اس  4شود. علت فوق هم گرا بودن اين نقاط، با استفاده از تئوری هرمان گفته مي

كنند را دقیقا  توان تمام توابع خطي كه از آن نقطه عبور مي با يک نقطة گوس در وسط المان مي

(، از اين رو اگر تابع تنش مسئله به صورت خطي باشد برای هر تابع از آن، 6انتگرال گیری كرد)شکل 

دو و سه اين باشد. به طور مشابه برای توابع تنش درجة  مقدار تنش در نقطة گوس كاملا دقیق مي

 خاصیت برقرار است.

( بهترين نقاط نمونه برای گراديان در سمت چپ، و كمترين نقاط لازم برای انتگرال گیری 7در شکل )

 مربعي شود، برای المان عددی در سمت راست جدول نشان داده شده است. همان طوركه مشاهده مي

 

 

 )الف(

 

 )ب(

 )الف( و گرادیان آن )ب( در یک بعد )المانهای خطی(بهترین نقاط نمونه برای تابع  (. 4شكل 

 

 

 

                                                 
1
 Herrmann theorem 
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باشند اما در المان مثلثي اين نقاط فوق همگرا وجود ندارند  نقاط گوس بر نقاط فوق همگرا منطبق مي

، فوق همگرايي نقاطي كه در شکل، برای المان مثلثي 4ولي نتايج عددی بدست آمده توسط موآن

 كند. نشان داده شده است را تايید مي

( نشان داده شده است. همان طور 4آنالیز يک تیر طره، با چهار المان مستطیلي درجه دو در شکل )

شود، تنش در نقاط گوس در مقايسه با ديگر نقاط از همگرايي و دقت بسیار زيادی  كه مشاهده مي

به آن  4-3-2باشد وبا استفاده از روش برونیابي كه توسط هینتون و كامبل در بخش  برخوردار مي

 اشاره شد، مقادير گرهي تنش محاسبه شده است. 

 

 

 )الف(

 
 )ب(

 بهترین نقاط نمونه برای تابع )الف( و گرادیان آن )ب( در یک بعد )المانهای درجه دو((.  5شكل  

                                                 
1 Moan 
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 خاصیت نقاط انتگرال گیری گوس در تضمین همگرایی گرادیان(. 6شكل

 

 

 قاط انتگرالگیری گوسنقاط نمونه فوق هم گرا و ن(.  7شكل
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(. مقدار تنش در نقاط گوس و مقادیر گرهی بدست 8Qتیر طره با چهار المان درجه دو )(.  8شكل 

 آمده به کمک برونیابی
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 3ضمیمه 

آشنايی با نحوه تهیه فایل ورودي برنامه 
IGAPLAS 
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ین خطا در تحلیل غیرخطی سازه ها به روش ایزوژئومتریکتخم  

 

مترهای موجود و نهايتاً نحوه تهیه فايل ورودی برنامه در اين ضمیمه به بیان جزئیات، معرفي پارا

IGAPLAS .پرداخته مي شود 

مي باشد كه مي بايست در  txt.به طور پیش فرض، پسوند فايل ورودی جهت فراخواني در برنامه از نوع 

 پوشه مربوط به برنامه قرار داده شود.

 فايل مربوطه از هفت بخش كلي تشکیل مي شود كه عبارتند از:

4) General Data 

 شامل اطلاعات كلي مربوط به فايل ورودی و خروجي برنامه مي باشد.

2) Pre Load Data 

در اين بخش اطلاعاتي مربوط به نوع تحلیل ايزوژئومتريک )مسائل تنش صفحه ای، كرنش صفحه ای 

قاط گوسي، نوع ، تعداد ن (Knot)،متقارن محوری(، تعداد نقاط كنترلي كل ،درجه توابع شکل، تعداد گره ها

معیار تسلیم، الگورتیم حل به روش نیوتن رافسون، تعداد افزايش مجاز بارگذاری و تعداد نقاط دلخواه جهت 

 چاپ خروجي های مسئله مي باشد.

3) Load Data 

شامل اطلاعاتي مربوط به مختصات هندسي نقاط كنترلي)معرفي هندسه مسئله(، اتصال وصله ها و مختصات 

 مي شود. (Knot Spans)ی دهانه های گره ا

1) Material Properties 

 دارای اطلاعاتي مربوط به خواص مصالح، رفتار مصالح پس از تسلیم مي باشد.

5) Boundary Conditions 

ها و بارگذاری های پیش فرض  مرزی اساسي و طبیعي شامل جابجايي در برگیرنده مطالب مربوط به شرايط

 است.

6) Type of Analytical Solution 

( و مقدار بار اعمالي كل به است جهت محاسبه حل تحلیلي مسائل )در صورت وجود در برنامه قرار داده شده

 مسئله در نظر گرفته شده است.

7) Incremental Variables 

در اين بخش به معرفي پارامترهای موجود در هر افزايش بار يا جابجايي شامل ضريب افزايش، تلرانس 

 های مجاز در هر افزايش پرداخته مي شود.همگرايي و تعداد تکرار

( يک نمونه از فايل ورودی قرار داده شده 4به لحاظ آشنايي با نحوه ايجاد فايل ورودی برنامه، در شکل )

است. اطلاعات اين فايل مربوط به يک استوانه جدار ضخیم كه تحت تاثیر فشار داخلي است، مي باشد و در 
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ین خطا در تحلیل غیرخطی سازه ها به روش ایزوژئومتریکتخم  

 

( اين ضمیمه نیز مشخصات هندسي و شرايط مرزی 2است. در شکل ) شرايط كرنش صفحه ای تحلیل شده

 يک چهارم دامنه مدلسازی شده مسئله مربوطه آورده شده است.

Solving the 2D Elasto-Plastic Problems With Error Estimation 

By Using 
NURBS Basis Functions 

Developed by : P. Azarsa 

 

Shahrood University of Technology 

Civil and Structural Engineering Department 

Cylinder results.txt 

@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@ 

@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@IGA PLAS@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@ 

@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@ @@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@  

##pre Load Data## 
!Type: 1=PlaneStress  2=PlaneStrain  3=Axisymmetric 

-NType  -npach  -ntctp  -ndime  -nintp   -nalgo  -ncrit -nincs      -nstre 

    2             1         77          2          9           2         2    5   3 
-ipach  -doapx  -nxknt  -doapy  -nyknt    -nele 

     1          1          8           1            12       60 

#Output Data 
-Xdir   -Ydir 

100     100 

-Coordinates System (1-Cartesian 2-Cylinderical) 
1 

##Load Data## 

-Control Point Coordinates 
1 0.00E+0 100  0 1 

2 0.00E+0 110  0 1 

3 0.00E+0 120  0 1 
4 0.00E+0 130  0 1 

5 0.00E+0 140  0 1 

6 0.00E+0 150  0 1 
7 0.00E+0 160  0 1 

8 0.00E+0 170  0 1 

9 0.00E+0 180  0 1 
10 0.00E+0 190  0 1 

11 0.00E+0 200  0 1 

12 25.8819 96.5926  0 1 
13 28.4701 106.252  0 1 

14 31.0583 115.911  0 1 

15 33.6465 125.57  0 1 
16 36.2347 135.23  0 1 

17 38.8229 144.889  0 1 
18 41.411 154.548  0 1 

19 43.9992 164.207  0 1 

20 46.5874 173.867  0 1 
21 49.1756 183.526  0 1 

22 51.7638 193.185  0 1 

23 50 86.6025  0 1 
24 55 95.2628  0 1 

25 60 103.923  0 1 

26 65 112.583  0 1 
27 70 121.244  0 1 

28 75 129.904  0 1 

29 80 138.564  0 1 
30 85 147.224  0 1 

31 90 155.885  0 1 

32 95 164.545  0 1 
33 100 173.205  0 1 

34 70.7107 70.7107  0 1 

35 77.7817 77.7817  0 1 
36 84.8528 84.8528  0 1 

37 91.9239 91.9239  0 1 

38 98.9949 98.9949  0 1 
39 106.066 106.066  0 1 

40 113.137 113.137  0 1 

41 120.208 120.208  0 1 
42 127.279 127.279  0 1 

43 134.35 134.35  0 1 
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44 141.421 141.421  0 1 

45 86.6025 50  0 1 
46 95.2628 55  0 1 

47 103.923 60  0 1 

48 112.583 65  0 1 
49 121.244 70  0 1 

50 129.904 75  0 1 

51 138.564 80  0 1 
52 147.224 85  0 1 

53 155.885 90  0 1 

54 164.545 95  0 1 
55 173.205 100  0 1 

56 96.5926 25.8819  0 1 

57 106.252 28.4701  0 1 
58 115.911 31.0583  0 1 

59 125.57 33.6465  0 1 

60 135.23 36.2347  0 1 

61 144.889 38.8229  0 1 

62 154.548 41.411  0 1 

63 164.207 43.9992  0 1 
64 173.867 46.5874  0 1 

65 183.526 49.1756  0 1 

66 193.185 51.7638  0 1 
67 100 0  0 1 

68 110 0  0 1 

69 120 0  0 1 
70 130 0  0 1 

71 140 0  0 1 
72 150 0  0 1 

73 160 0  0 1 

74 170 0  0 1 
75 180 0  0 1 

76 190 0  0 1 

77 200 0  0 1 

-ipach         -Patch Connectivity 

1 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24
 25 26 27 28 29 30 31 32 33 34 35 36

 37 38 39 40 41 42 43 44 45 46 47 48

 49 50 51 52 53 54 55 56 57 58 59 60
 61 62 63 64 65 66 67 68 69 70 71 72

 73 74 75 76 77 

-ipach         -Knot Vectors 
1 0    0   0.166666667 0.333333333 0.5 0.666666667 0.833333333    1   1 

1 0    0   0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9  1   1 

#Material Properties 
-E          -Noo   -Thickness  -Uniax   -Hards -Frict 

21000      0.3           0.0           24          0.0   0.0 

#Boundary Conditions 
-No.supports  -No.forces 

         22                12 

-Supports 
1 0 

3 0 

5 0 
7 0 

9 0 

11 0 
13 0 

15 0 

17 0 
19 0 

21 0 

134 0 
136 0 

138 0 

140 0 
142 0 

144 0 

146 0 
148 0 

150 0 

152 0 
154 0 

-Forces 
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2 261.7993878 

23 135.5173351 
24 505.75758 

45 261.7993878 

46 453.4498411 
67 370.2402448 

68 370.2402448 

89 453.4498411 
90 261.7993878 

111 505.75758 

112 135.5173351 
133 261.7993878 

##type of analytical solution## 

!type:  1=cantilever beam    2=Plate With circle hole   3=Cylinder 4=Spherical 5=Tapered Canti Beam 
3 

-Applied distributed force 

20 

##Incremental variables for the applied loading## 

-Facto   -Toler       -Miter  

0.5          0.10000E-06    35        
0.1          0.10000E-06    35        

0.1          0.10000E-06    35        

0.1          0.10000E-06    35        
0.05        0.10000E-06    35        

0.05        0.10000E-06    35        

################### End of  File ############### 

 IGAPLASنمونه ای از فایل ورودی برنامه .( 9شكل 

 

 

 

 رزی مسئله استوانه جدار ضخیممشخصات هندسی و شرایط م.( 2شكل 
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4    

### General Data########################################### 

 در اين بخش در چند سطر به معرفي نويسنده برنامه و همچنین عنوان فايل خروجي پرداخته شده است.

2    

### Pre Load Data ########################################## 

ين بخش سطرهای مختلفي وجود دارد كه در زير هر يک مقدار آن داده شده است. در ادامه به معرفي در ا

 هر متغیر و مقاديری كه مي تواند كسب كنند مي پردازيم.

Ntype- 

را به ترتیب  3تا  4اين متغیر نشانگر نوع تحلیل مسئله به روش ايزوژئومتريک مي باشد كه مي توانند اعداد 

 تصاص دهد.ذيل خود اخ

 = برای تحلیل مسائل تنش مسطح 4عدد 

 = برای تحلیل مسائل كرنش مسطح 2عدد 

 = برای تحلیل مسائل متقارن محوری 3عدد 

Npach- 

بیان كننده تعداد پچ های )وصله( دامنه مسئله در روش ايزوژئومتريک است)شروع تعداد پچ ها از يک مي 

 باشد(.

Ntctp- 

كنترلي توابع نربز جهت شبکه بندی هندسه شکل توسط اين متغیر معرفي مشخص نمودن تعداد كل نقاط 

 مي شود.

Ndime- 

برای نشان دادن بعد مسئله اين متغیر به خدمت گرفته شده است و اين برنامه در حیطه مسائل پلاستیک 

تیار تنها قادر به حل مسائل دو بعدی مي باشد كه همانگونه كه در شکل مشاهده مي نمايید عدد دو اخ

 گرديده است.
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Nintp- 

متغیر مربوطه تعداد نقاط گوسي كل را مشخص مي نمايد. در اين برنامه مختصات نقاط گوسي به ازای اعداد 

 در نظر گرفته شده است. 36و25،46،9،1

Nalgo- 

رافسون( با توجه به -اين متغیر نشانگر نوع حل مسئله برای روند تکراری موجود در برنامه )روش نیوتن

 اتريس سختي مي باشد.م

= روش سختي اولیه )ماتريس سختي در اولین افزايش و اولین تکرار محاسبه و در تکرارها و افزايش  4عدد 

 های بعدی ثابت مي باشد.(

 = روش سختي مماسي )ماتريس سختي به ازای هر افزايش و هر تکرار مجدداً محاسبه مي شود.( 2عدد 

سختي در اولین تکرار هر افزايش محاسبه و در باقي تکرار ها ثابت  = روش تركیبي يک )ماتريس 3عدد 

 فرض مي شود.(

= روش تركیبي دو )ماتريس سختي در دومین تکرار افزايش های مختلف محاسبه مي شود و در ساير  1عدد 

 تکرارها ثابت در نظر گرفته مي شود.(

Ncrit- 

 متغیر به ترتیب ذيل معرفي مي گردد: نوع معیار تسلیم برای شروع جريان پلاستیک توسط اين

 عدد يک = بیانگر معیار ترسکا 

 میسز-عدد دو = بیانگر معیار وان

 كلمب-عدد سه = بیانگر معیار موهر

 عدد چهار = بیانگر معیار دراكر پراگر

Nincs- 

 برای بیان تعداد افزايش مجاز نیرو يا جابجايي از اين متغیر استفاده مي شود.

Nstre- 

غیر نشان دهنده تعداد مولفه های تنش مسئله مربوطه است كه برای مسائل تنش يا كرنش مسطح اين مت
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 را مي توان اختصاص داد. 1و متقارن محوری عدد  3عدد  

در بخش بعدی اين قسمت مقادير مربوط به تعداد گره ها، درجه توابع شکل در جهات مختلف و همچنین 

ي كه در شکل مشاهده مي نمايید در زير پارامتر مربوطه مقدار مي تعداد المان های گره ای را به صورت

 گیرند.

Ipach- 

امین پچ(، جهت وارد نمودن داده های گره ای و الماني مربوط به  iاين متغیر نشانگر شماره پچ مربوطه )

 همان پچ مي باشد.

Doapx- 

 .xمتغیری است جهت نشان دادن درجه توابع شکل نربز در جهت 

Nxknt- 

از اين متغیر استفاده مي گردد. برای محاسبه مقدار آن،  xدر جهت  (Knots)هت معرفي تعداد گره ها ج

 همانگونه كه از روابط توابع شکل نربز مي دانیم، به صورت زير محاسبه مي گردد:

1m n p  

 

m : تعداد گره های المان 

n تعداد نقاط كنترلي : 

pدرجه توابع شکل : 

Doapy- 

 نیز توسط اين متغیر تعريف مي شود. y، درجه توابع شکل در جهت xبه طور مشابه جهت 

Nyknt- 

 مي باشد. yنشان دهنده تعداد گره های المان در جهت 

Nele- 

 امین پچ با استفاده از اين متغیر مقدار مي گیرد.  iتعداد المان های گره ای در 

له مدلسازی شده در جهات مختلف جهت ترسیم خروجي ها با برای كنترل تعداد تقسیمات دامنه مسئ

 مي توان اين عمل را انجام داد. ydivو  xdivتعريف دو متغیر 
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در قسمت انتهای اين بخش نیز نوع دستگاه مختصات را مي توان انتخاب نمود كه برای دستگاه مختصات 

 ده شده است.كارتزين عدد يک و دستگاه مختصات استوانه ای عدد دو اختصاص دا

3    

### Load Data ################################################# 

در اين بخش از فايل ورودی به تعريف مختصات هندسي مسئله، اتصال پچ ها به يکديگر و مقادير بردارهای 

 گره ای در هر پچ پرداخته شده است كه توضیح مختصری در اين رابطه داده مي شود:

Control points coordinates- 

در اين قسمت اطلاعات مربوط به مختصات نقاط كنترلي، شماره آن در دستگاه مختصات كلي و وزن آن 

 نقاط به صورت ستوني مقدار مي گیرند. مولفه های اين ستون ها در جدول زير نشان داده شده است.

 ستون اول ستون دوم ستون سوم ستون چهارم ستون پنجم

 شماره نقطه كنترلي xمختصه جهت  yمختصه جهت  zمختصه جهت  كنترليوزن نقطه 

 

Patch connectivity- 

جهت اتصال پچ های مختلف دامنه مسئله از اين قسمت استفاده مي شود كه اين امر ابتدا با معرفي شماره 

 ي گیرد.و سپس با وارد نمودن شماره نقاط كنترلي كه در آن پچ وجود دارند، صورت م (ipach)پچ 

Knot vectors- 

طبق رابطه
1 1

1 1

0,...,0, ,..., ,1,...,1p r p

p p

   

 

  
   

  

، مي توان مقادير بردارهای گره ای را بدست آورد كه  

ام مي باشد. با توجه به اين رابطه، در اين قسمت از فايل  iتعداد گره های پچ  rدرجه توابع شکل و  pدر آن 

چ و مولفه های بعدی بردار گره ای پچ مورد نظر در ورودی در سطر اول آن، اولین مولفه مربوط به شماره پ

معرفي  yرا نشان مي دهد. در سطر دوم آن، به طور مشابه سطر اول، مقادير بردار گره ای در جهت  xجهت 

 مي شود.
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1    

### Material Properties ########################################## 

مختلفي وابسته به خواص مصالح معرفي مي گردد كه در زير هر يک  در خط مربوط به اين بخش، متغیرهای

 مقدار آن داده شده است. در ادامه به معرفي هر متغیر و مقاديری كه مي تواند كسب كنند مي پردازيم.

E- 

 از اين متغیر جهت معرفي مدول الاستیسته مصالح استفاده مي شود.

Noo- 

 ين متغیر به خدمت گرفته مي شود.برای معرفي مقدار ضريب پواسان مصالح ا

Thickness- 

معرف ضخامت مصالح برای مسائل دو بعدی تحت شرايط تنش صفحه ای مي باشد. برای مسائل كرنش 

 مسطح و متقارن محوری مقدار اين متغیر صفر در نظر گرفته مي شود.

Uniax- 

 د.مقدار اين متغیر بیانگر تنش تک محوری مصالح تحت آزمايش كشش مي باش

Hards- 

برای مصالحي كه رفتارشان پس از تسلیم به صورت خطي است از اين متغیر برای نشان دادن مقدار كرنش 

كاملاً پلاستیک دارند مقدار صفر را به -سخت شوندگي مصالح استفاده مي شود. مصالحي كه رفتار الاستو

 اين متغیر اختصاص مي دهیم.

 Frict- 

 كلمب توسط اين متغیر تعريف مي گردد.-سلیم موهرمعیار ت Cضريب چسبندگي مصالح 

5    

### Boundary Conditions ######################################### 

در اين بخش شرايط مرزی اساسي و طبیعي مسئله معرفي مي گردد. در ذيل نحوه وارد نمودن متغیرهای 

 اين بخش آورده شده است.

اد درجات آزادی كه نیرو يا تغییرمکان محدود مي گردند در اين قسمت در سطر ابتدايي مي بايست تعد
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 تعريف شوند.

Supports- 

در اين قسمت درجات آزادی كه در آنها تکیه گاه وجود دارد به صورت ستوني از شماره درجه آزادی مربوطه 

عد مسئله بدست و مقدار آن تعريف مي شود. )شماره درجه آزادی از حاصلضرب شماره نقطه كنترلي در ب

 مي آيد.(

-Forces 

نیروهای خارجي وارد بر دامنه مسئله با استفاده از شماره درجه آزادی مربوطه )ستون اول( و مقدار آن نیرو 

 در همان درجه آزادی با استفاده از متغیرهای مربوطه موجود در برنامه تعريف مي گردد.

لحاظ مي گردد نبايد بیش از تعداد  Forces & Supportsتوجه: تعداد سطرهايي كه در دو قسمت 

 درجات آزادی كه در سطر ابتدايي اين بخش تعريف گرديده، باشد.

6    

### Type of Analytical Solution #################################### 

وجه به اين بخش برای مسائلي كه حل تحلیلي آنها موجود است، در نظر گرفته شده است كه مي توان با ت

د نمود. رنوع مسئله همانگونه كه در شکل مشاهده مي نمايید عدد مربوطه را در سطر زيرين فايل ورودی وا

به عنوان مثال برای مسئله استوانه جدار ضخیم عدد سه در نظر گرفته شده است. در قسمت بعدی اين 

 بخش مي بايست مقدار نیروی وارده بر دامنه مسئله را تعريف نمايیم.

7    

### Incremental Variables ######################################### 

تکراری مسئله مي باشد، -در اين بخش از فايل ورودی به تعريف متغیرهايي كه مربوط به روند حل افزايشي

 پرداخته مي شود. در زير مقاديری كه هر متغیر به خود اختصاص مي دهد، نشان داده شده است.

Facto- 

در اين قسمت با معرفي اين متغیر مي توان نیرو يا جابجايي اعمالي را ضريب دار نمود تا در هر مرحله 

 افزايش بخشي از نیرو يا جابجايي كلي به دامنه مسئله اعمال شود.
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Toler- 

          ( توضیح داده شد، برای كنترل همگرايي تکرارها 4-2)بخش همانگونه كه در مبحث ملاک همگرايي

مي بايست مقدار آن از مقدار مجازی كمتر باشد. جهت معرفي اين مقدار مجاز از اين متغیر استفاده مي 

 گردد.

-Miter 

 تعداد كل تکرارهای مجاز در هر روند افزايشي توسط اين متغیر كنترل مي شود.

### End of Files ################################################## 
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 4ه ضمیم 

ول شاخص تاثیر   مسائل نمونه جدا

  

 

 



 

079 
 

ین خطا در تحلیل غیرخطی سازه ها به روش ایزوژئومتریکتخم  

 

 نرم خطای دقیق، نرم خطای تقریبی و شاخص تاثیر در هر المان تیر یكسرگیردار(.  9جدول 

 شاخص تاثیر نرم خطای تقریبی در هر المان نرم خطای دقیق در هر المان شماره المان

1 375775.4624 322601.9582 0.858496604 
2 563658.1064 478409.6915 0.848758647 
3 563658.1067 478409.6916 0.848758646 
4 375775.4623 322601.9582 0.858496604 
5 389968.5531 367630.3264 0.942717877 
6 485340.9794 467879.4751 0.964022193 
7 485340.9794 467879.4754 0.964022193 
8 389968.5531 367630.3268 0.942717878 
9 384181.3425 331601.8133 0.863138775 
10 443382.2514 422091.8421 0.951981819 
11 443382.2513 422091.8428 0.951981821 
12 384181.3437 331601.8131 0.863138772 
13 383150.7712 301466.4554 0.786808949 
14 407817.4694 379349.0923 0.930193336 
15 407817.4692 379349.0922 0.930193336 
16 383150.7711 301466.4546 0.786808947 
17 384421.9291 297875.55 0.774866176 
18 384130.8389 351966.4722 0.916267158 
19 384130.8389 351966.472 0.916267158 
20 384421.9288 297875.5504 0.774866177 
21 381579.1484 310704.8549 0.81426057 
22 360336.3347 338434.5205 0.939218413 
23 360336.3344 338434.5194 0.939218411 
24 381579.1451 310704.8535 0.814260574 
25 370585.9232 316476.886 0.853990576 
26 340257.0678 325761.786 0.957399028 
27 340257.0668 325761.7864 0.957399032 
28 370585.9194 316476.8862 0.853990585 
29 363110.2148 318861.2801 0.878139108 
30 323276.5925 314895.6072 0.974074877 
31 323276.5913 314895.6082 0.974074884 
32 363110.2138 318861.3008 0.878139167 
33 352030.2467 308748.1368 0.877050025 
34 309015.2868 304562.5029 0.985590409 
35 309015.2872 304562.5016 0.985590404 
36 352030.2464 308748.1399 0.877050035 
37 333654.5832 302019.1418 0.905185054 
38 298458.6027 296427.5132 0.993194736 
39 298458.6021 296427.511 0.993194731 
40 333654.5878 302019.1423 0.905185043 
41 329204.2092 293333.5918 0.8910384 



 

070 
 

ین خطا در تحلیل غیرخطی سازه ها به روش ایزوژئومتریکتخم  

 

42 288449.1074 289778.5958 1.004609092 
43 288449.1084 289778.6026 1.004609112 
44 329204.2271 293333.57 0.891038285 
45 322245.4228 280545.1883 0.870594796 
46 280686.8884 284807.3963 1.014680087 
47 280686.8876 284807.3922 1.014680075 
48 322245.4145 280545.198 0.870594849 
49 310774.6673 267698.9496 0.861392442 
50 273870.2803 281555.3943 1.028061146 
51 273870.2863 281555.3974 1.028061135 
52 310774.669 267698.9439 0.861392419 
53 292110.4543 254380.0319 0.870835083 
54 268972.4228 277739.0513 1.032593038 
55 268972.4191 277739.045 1.032593029 
56 292110.4568 254380.0827 0.87083525 
57 288422.146 242985.0812 0.842463329 
58 264684.8453 274762.7652 1.038075168 
59 264684.8472 274762.7678 1.03807517 
60 288422.1512 242985.0419 0.842463177 
61 277762.4916 239500.9283 0.862250792 
62 260975.578 271334.1112 1.039691581 
63 260975.5768 271334.109 1.039691577 
64 277762.4921 239500.9207 0.862250763 
65 269337.0014 237210.6403 0.880720581 
66 257135.1089 267270.7355 1.039417513 
67 257135.1086 267270.7358 1.039417516 
68 269337.0012 237210.6414 0.880720586 
69 265564.2047 234006.995 0.88116919 
70 253146.0985 263195.595 1.039698406 
71 253146.0985 263195.595 1.039698406 
72 265564.2046 234006.9949 0.881169189 
73 261645.2737 230813.8849 0.882163402 
74 249223.8815 259058.9661 1.03946285 
75 249223.8816 259058.9661 1.039462849 
76 261645.2737 230813.8848 0.882163402 
77 257623.9267 227503.9274 0.883085396 
78 245251.7625 254850.8262 1.039139632 
79 245251.7625 254850.8262 1.039139632 
80 257623.9267 227503.9275 0.883085396 
81 253509.8232 224111.7091 0.884035602 
82 241199.4712 250568.444 1.038843256 
83 241199.4711 250568.444 1.038843257 
84 253509.8233 224111.7092 0.884035602 
85 249296.1452 220633.7884 0.885026875 



 

072 
 

ین خطا در تحلیل غیرخطی سازه ها به روش ایزوژئومتریکتخم  

 

86 237031.0618 246207.5875 1.038714444 
87 237031.0618 246207.5875 1.038714444 
88 249296.1452 220633.7884 0.885026875 
89 244968.9233 217066.8877 0.886099693 
90 232971.3733 241763.4208 1.037738746 
91 232971.3734 241763.4211 1.037738747 
92 244968.9234 217066.8879 0.886099694 
93 240496.6875 213401.7669 0.887337656 
94 228825.3749 237230.2718 1.036730616 
95 228825.3747 237230.2716 1.036730616 
96 240496.6875 213401.7667 0.887337655 
97 235949.3423 209616.1264 0.888394621 
98 224574.6212 232601.5369 1.035742755 
99 224574.6213 232601.5369 1.035742755 
100 235949.3423 209616.1264 0.88839462 
101 231540.0599 205732.8709 0.888541149 
102 220222.1083 227869.2727 1.034724781 
103 220222.1084 227869.2731 1.034724782 
104 231540.0599 205732.8714 0.888541151 
105 227247.4883 202111.355 0.88938873 
106 215763.2551 223023.355 1.033648454 
107 215763.2552 223023.3554 1.033648455 
108 227247.4884 202111.3551 0.88938873 
109 222818.6252 198301.268 0.8899672 
110 211189.3097 218049.114 1.032481778 
111 211189.3096 218049.1139 1.032481778 
112 222818.6252 198301.268 0.8899672 
113 218204.0658 194350.6953 0.890683199 
114 206485.2276 212914.3029 1.031135764 
115 206485.2276 212914.3027 1.031135763 
116 218204.0657 194350.6952 0.890683199 
117 213405.3953 190256.3679 0.891525576 
118 201613.4276 207742.5362 1.0304003 
119 201613.4277 207742.5363 1.0304003 
120 213405.3953 190256.3681 0.891525577 
121 208388.9701 185996.126 0.892543046 
122 196745.0801 202496.9266 1.029235021 
123 196745.0801 202496.9264 1.02923502 
124 208388.9701 185996.1257 0.892543044 
125 203258.2748 181477.8966 0.89284383 
126 191939.9628 197240.7838 1.027617078 
127 191939.9631 197240.7839 1.027617078 
128 203258.275 181477.8965 0.892843829 
129 197992.7363 177300.8046 0.89549146 



 

073 
 

ین خطا در تحلیل غیرخطی سازه ها به روش ایزوژئومتریکتخم  

 

130 187000.0047 191751.1574 1.025407233 
131 187000.0046 191751.1577 1.025407235 
132 197992.7364 177300.805 0.895491462 
133 192928.5534 172931.8318 0.896351674 
134 181863.6344 186021.4233 1.022862124 
135 181863.6344 186021.4231 1.022862123 
136 192928.5533 172931.8315 0.896351673 
137 187780.3922 168305.9853 0.896291585 
138 176528.7401 179956.6053 1.019418171 
139 176528.7398 179956.605 1.01941817 
140 187780.3923 168305.9853 0.896291584 
141 182300.0879 163391.0986 0.896275479 
142 170972.4396 174057.3559 1.018043354 
143 170972.4396 174057.3559 1.018043354 
144 182300.0882 163391.0983 0.896275476 
145 177198.4075 157979.7095 0.891541362 
146 165131.8193 168149.2649 1.018272951 
147 165131.8192 168149.2645 1.018272949 
148 177198.4072 157979.7084 0.891541357 
149 171445.454 153376.2884 0.894606914 
150 159364.8894 161818.3933 1.015395511 
151 159364.8898 161818.3918 1.015395499 
152 171445.4542 153376.2889 0.894606915 
153 165887.3951 148654.464 0.896116693 
154 153228.8719 155880.0918 1.017302352 
155 153228.8716 155880.0923 1.017302358 
156 165887.395 148654.4646 0.896116698 
157 159887.3067 143472.0795 0.897332518 
158 146706.2237 149378.5757 1.018215669 
159 146706.2233 149378.5753 1.018215669 
160 159887.3066 143472.0792 0.897332517 
161 153534.5952 138210.3851 0.900190507 
162 139959.4166 142624.8447 1.019044293 
163 139959.4169 142624.8451 1.019044293 
164 153534.595 138210.3855 0.900190511 
165 146979.2547 133281.6694 0.906805996 
166 133041.4213 135348.4728 1.017340851 
167 133041.4209 135348.4721 1.017340849 
168 146979.2545 133281.669 0.906805995 
169 140333.0136 128398.8089 0.914957968 
170 125559.4609 127923.751 1.018830043 
171 125559.4615 127923.7513 1.018830041 
172 140333.0135 128398.8085 0.914957965 
173 133211.76 122592.9543 0.920286274 



 

074 
 

ین خطا در تحلیل غیرخطی سازه ها به روش ایزوژئومتریکتخم  

 

174 117985.9087 120305.5101 1.019659987 
175 117985.9087 120305.5107 1.019659992 
176 133211.7603 122592.9553 0.92028628 
177 126634.1437 116606.7225 0.920815817 
178 109534.8529 111889.1224 1.021493337 
179 109534.8528 111889.1225 1.021493339 
180 126634.1436 116606.7231 0.920815823 
181 120637.5759 110293.5519 0.914255373 
182 101111.8434 103068.4197 1.019350614 
183 101111.8433 103068.4183 1.019350602 
184 120637.5753 110293.551 0.914255369 
185 115242.6487 102872.3108 0.892658334 
186 92073.32288 95154.11302 1.033460182 
187 92073.32349 95154.11248 1.033460169 
188 115242.6476 102872.3098 0.892658335 
189 107565.8644 98536.06605 0.916053309 
190 83633.02275 78956.97221 0.944088467 
191 83633.02277 78956.97237 0.944088468 
192 107565.8647 98536.06602 0.916053307 
193 115854.3162 97571.67091 0.842192799 
194 97048.16872 92081.19085 0.948819458 
195 97048.16728 92081.19144 0.948819478 
196 115854.3167 97571.67116 0.842192798 
197 130748.1 121757.9704 0.931240839 
198 208981.3678 151919.622 0.726952951 
199 208981.3682 151919.6217 0.726952948 
200 130748.0994 121757.971 0.931240848 

 0.933904395 44425362.47 47569497.14 مجموع

 

  



 

075 
 

ین خطا در تحلیل غیرخطی سازه ها به روش ایزوژئومتریکتخم  

 

 نرم خطای دقیق، نرم خطای تقریبی و شاخص تاثیر در هر المان استوانه جدار ضخیم(. 2جدول 

شماره 

 المان

نرم خطای دقیق در هر 

 المان

نرم خطای تقریبی در هر 

 المان
 شاخص تاثیر

1 40265.52117 30050.9731 0.746320232 
2 38659.66856 40804.73897 1.055486001 
3 37207.17301 36561.06311 0.982634803 
4 35885.53256 36095.78734 1.00585904 
5 34678.26637 34643.60367 0.999000449 
6 33586.81546 33609.73235 1.000682318 
7 32586.5356 32557.72843 0.999115979 
8 31628.56453 31591.77645 0.998836872 
9 30825.7712 30701.66015 0.995973789 
10 30054.4317 29858.61234 0.99348451 
11 29280.21946 29151.84381 0.995615619 
12 28424.1389 28121.69474 0.989359602 
13 20219.28137 23120.78746 1.143501939 
14 19560.52905 19025.68973 0.972657216 
15 18931.39951 19673.6469 1.039207212 
16 18327.55825 18794.64046 1.025485239 
17 17744.55008 18431.17963 1.038695235 
18 17177.31889 17667.25587 1.02852232 
19 16619.69494 18148.79442 1.092005267 
20 16062.65422 12999.77504 0.809316745 
21 40265.5323 30049.82105 0.746291414 
22 38659.66765 40804.49569 1.055479733 
23 37207.17048 36560.6572 0.98262396 
24 35885.53205 36095.31757 1.005845964 
25 34678.26768 34643.01886 0.998983547 
26 33586.8138 33608.97519 1.000659824 
27 32586.53802 32556.86341 0.99908936 
28 31628.56028 31590.66569 0.998801887 
29 30825.77175 30700.1974 0.995926319 
30 30054.43164 29857.23583 0.993438711 
31 29280.21984 29149.13486 0.995523088 
32 28424.13718 28123.45536 0.989421603 
33 20219.28124 23071.1795 1.141048449 
34 19560.52897 19057.30581 0.97427354 
35 18931.39947 19660.70104 1.038523384 
36 18327.55824 18790.62141 1.02526595 
37 17744.55013 18424.49899 1.038318743 
38 17177.31902 17659.47661 1.028069432 
39 16619.69515 18146.81582 1.091886202 



 

076 
 

ین خطا در تحلیل غیرخطی سازه ها به روش ایزوژئومتریکتخم  

 

40 16062.65441 12921.53203 0.804445623 
41 40265.53107 30051.14011 0.746324196 
42 38659.67049 40804.79075 1.055487288 
43 37207.16792 36561.12394 0.982636572 
44 35885.53205 36095.85644 1.00586098 
45 34678.26653 34643.68983 0.999002929 
46 33586.81943 33609.82483 1.000684953 
47 32586.53093 32557.8396 0.999119534 
48 31628.56597 31591.89266 0.9988405 
49 30825.77038 30701.76403 0.995977186 
50 30054.43169 29858.79366 0.993490543 
51 29280.21685 29151.83766 0.995615497 
52 28424.13968 28122.61871 0.989392081 
53 20219.28103 23112.9353 1.143113609 
54 19560.52881 19034.50766 0.97310803 
55 18931.39938 19673.21587 1.039184451 
56 18327.55824 18796.11086 1.025565469 
57 17744.55025 18432.13436 1.03874903 
58 17177.31931 17668.18733 1.02857652 
59 16619.69573 18150.51038 1.092108464 
60 16062.65556 12995.62772 0.809058482 
61 40265.5229 30050.94163 0.746319418 
62 38659.67287 40804.75924 1.055486408 
63 37207.16945 36561.06463 0.982634938 
64 35885.5304 36095.78392 1.005859006 
65 34678.26837 34643.5987 0.999000248 
66 33586.81879 33609.69239 1.000681029 
67 32586.53297 32557.69329 0.999114982 
68 31628.56335 31591.68902 0.998834145 
69 30825.77349 30701.46556 0.995967403 
70 30054.4278 29858.56219 0.99348297 
71 29280.21958 29151.16002 0.995592261 
72 28424.13928 28123.63754 0.989427939 
73 20219.28099 23095.64835 1.142258637 
74 19560.52875 19047.86153 0.973790728 
75 18931.39935 19669.72413 1.039000011 
76 18327.55828 18796.03109 1.025561114 
77 17744.55041 18431.06954 1.038689012 
78 17177.31966 17666.83916 1.028498014 
79 16619.6964 18151.08343 1.0921429 
80 16062.65686 12974.9512 0.807771175 
81 40265.52724 30051.09401 0.746323122 
82 38659.66958 40804.78879 1.055487262 
83 37207.16993 36561.1164 0.982636316 



 

077 
 

ین خطا در تحلیل غیرخطی سازه ها به روش ایزوژئومتریکتخم  

 

84 35885.53544 36095.84675 1.005860615 
85 34678.26868 34643.67208 0.999002355 
86 33586.80956 33609.78291 1.000683999 
87 32586.54425 32557.81133 0.999118258 
88 31628.55821 31591.8277 0.998838692 
89 30825.77232 30701.65145 0.995973471 
90 30054.42881 29858.73729 0.993488763 
91 29280.22056 29151.51261 0.99560427 
92 28424.13778 28123.38556 0.989419126 
93 20219.281 23102.28132 1.142586689 
94 19560.52876 19043.56116 0.973570878 
95 18931.39937 19671.41376 1.03908926 
96 18327.55833 18796.51697 1.025587622 
97 17744.55049 18431.91296 1.038736539 
98 17177.31982 17667.82377 1.028555325 
99 16619.6967 18151.30202 1.092156033 
100 16062.65731 12984.61692 0.808372903 
101 40265.53044 30051.05534 0.746322102 
102 38659.66983 40804.78266 1.055487096 
103 37207.16874 36561.10141 0.982635945 
104 35885.53359 36095.82973 1.005860193 
105 34678.26794 34643.65276 0.999001819 
106 33586.81888 33609.76356 1.000683145 
107 32586.53149 32557.77317 0.999117478 
108 31628.56624 31591.79335 0.998837352 
109 30825.77065 30701.60004 0.995971857 
110 30054.43016 29858.69143 0.993487192 
111 29280.21811 29151.40788 0.995600776 
112 28424.13952 28123.485 0.989422564 
113 20219.28083 23100.11417 1.142479515 
114 19560.5287 19045.06606 0.973647817 
115 18931.39935 19670.90474 1.039062374 
116 18327.55832 18796.41415 1.025582013 
117 17744.55049 18431.69092 1.038724026 
118 17177.31975 17667.55966 1.028539953 
119 16619.69653 18151.28438 1.092154983 
120 16062.65699 12981.68786 0.808190567 
121 40265.53229 30051.06905 0.746322409 
122 38659.66882 40804.78444 1.05548717 
123 37207.17217 36561.1084 0.982636042 
124 35885.52947 36095.83257 1.005860387 
125 34678.26758 34643.65954 0.999002025 
126 33586.81984 33609.77074 1.000683331 
127 32586.53229 32557.78598 0.999117847 



 

078 
 

ین خطا در تحلیل غیرخطی سازه ها به روش ایزوژئومتریکتخم  

 

128 31628.56424 31591.80364 0.99883774 
129 30825.77228 30701.61827 0.995972396 
130 30054.42998 29858.70679 0.993487709 
131 29280.21752 29151.44046 0.995601909 
132 28424.13857 28123.45592 0.989421574 
133 20219.28106 23100.79365 1.142513108 
134 19560.52878 19044.60557 0.973624271 
135 18931.39938 19671.06911 1.039071054 
136 18327.55832 18796.45259 1.02558411 
137 17744.55042 18431.76641 1.038728284 
138 17177.31962 17667.64875 1.028545148 
139 16619.69619 18151.29579 1.092155691 
140 16062.65616 12982.62987 0.808249255 
141 40265.53239 30051.06762 0.746322371 
142 38659.67251 40804.78782 1.055487157 
143 37207.16813 36561.10269 0.982635995 
144 35885.53238 36095.83319 1.005860323 
145 34678.26827 34643.65759 0.999001949 
146 33586.81602 33609.76764 1.000683352 
147 32586.53663 32557.78553 0.9991177 
148 31628.56644 31591.80206 0.998837621 
149 30825.76779 30701.60896 0.995972239 
150 30054.42611 29858.69874 0.993487569 
151 29280.22339 29151.43515 0.995601528 
152 28424.13775 28123.46441 0.989421901 
153 20219.28085 23100.59276 1.142503185 
154 19560.52872 19044.74272 0.973631285 
155 18931.39935 19671.02107 1.039068518 
156 18327.55829 18796.44188 1.025583527 
157 17744.55041 18431.74471 1.038727062 
158 17177.31959 17667.62306 1.028543654 
159 16619.69615 18151.29299 1.092155526 
160 16062.65608 12982.3539 0.808232078 
161 40265.52691 30051.06296 0.746322357 
162 38659.66934 40804.78376 1.055487138 
163 37207.17774 36561.1124 0.982636002 
164 35885.52756 36095.8303 1.005860378 
165 34678.2675 34643.65631 0.999001934 
166 33586.81816 33609.77034 1.000683369 
167 32586.5373 32557.78471 0.999117654 
168 31628.56433 31591.80222 0.998837693 
169 30825.7694 30701.6132 0.995972324 
170 30054.43181 29858.70556 0.993487608 
171 29280.21775 29151.43413 0.995601685 



 

070 
 

ین خطا در تحلیل غیرخطی سازه ها به روش ایزوژئومتریکتخم  

 

172 28424.14019 28123.46276 0.989421758 
173 20219.28074 23100.64642 1.142505844 
174 19560.52861 19044.70573 0.9736294 
175 18931.39927 19671.03376 1.039069193 
176 18327.55827 18796.44463 1.025583679 
177 17744.55045 18431.75045 1.038727383 
178 17177.31974 17667.6299 1.028544044 
179 16619.69651 18151.29375 1.092155549 
180 16062.65688 12982.42779 0.808236638 
181 40265.526 30051.0651 0.746322427 
182 38659.67195 40804.78497 1.055487098 
183 37207.16689 36561.1039 0.982636061 
184 35885.53759 36095.83793 1.005860309 
185 34678.27088 34643.65992 0.999001941 
186 33586.81222 33609.76472 1.000683378 
187 32586.5383 32557.78687 0.99911769 
188 31628.56347 31591.80283 0.998837739 
189 30825.77338 30701.6143 0.995972231 
190 30054.42899 29858.70288 0.993487612 
191 29280.21777 29151.43375 0.995601671 
192 28424.13804 28123.46182 0.9894218 
193 20219.28087 23100.64731 1.142505881 
194 19560.52862 19044.70626 0.973629427 
195 18931.39927 19671.03406 1.039069208 
196 18327.55829 18796.44477 1.025583685 
197 17744.55053 18431.75053 1.038727382 
198 17177.31993 17667.62994 1.028544034 
199 16619.6969 18151.29379 1.092155525 
200 16062.65761 12982.42782 0.808236603 
201 40265.52357 30051.05975 0.746322339 
202 38659.66903 40804.78158 1.055487091 
203 37207.17234 36561.10889 0.982636051 
204 35885.53503 36095.83366 1.005860262 
205 34678.26672 34643.65753 0.999001992 
206 33586.81793 33609.77009 1.000683368 
207 32586.53452 32557.78107 0.999117628 
208 31628.56322 31591.80184 0.998837716 
209 30825.7758 30701.61382 0.995972138 
210 30054.42767 29858.70156 0.993487611 
211 29280.21829 29151.4316 0.995601581 
212 28424.13865 28123.46474 0.989421882 
213 20219.28068 23100.59346 1.142503229 
214 19560.52861 19044.74264 0.973631287 
215 18931.39929 19671.02114 1.039068525 
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216 18327.55832 18796.44182 1.025583523 
217 17744.55058 18431.74465 1.038727049 
218 17177.32004 17667.62302 1.028543625 
219 16619.69706 18151.29299 1.092155466 
220 16062.65789 12982.35404 0.808231995 
221 40265.52873 30051.0679 0.746322446 
222 38659.66974 40804.78385 1.05548713 
223 37207.16726 36561.10561 0.982636097 
224 35885.53689 36095.83753 1.005860317 
225 34678.26795 34643.65996 0.999002026 
226 33586.81449 33609.76795 1.000683407 
227 32586.54041 32557.78976 0.999117714 
228 31628.55684 31591.80068 0.998837881 
229 30825.776 30701.62024 0.99597234 
230 30054.43217 29858.70988 0.993487739 
231 29280.21594 29151.43987 0.995601943 
232 28424.13986 28123.45562 0.989421519 
233 20219.28098 23100.79361 1.142513111 
234 19560.52869 19044.60516 0.973624254 
235 18931.39935 19671.06892 1.039071046 
236 18327.55836 18796.45243 1.025584099 
237 17744.55059 18431.76631 1.038728268 
238 17177.31998 17667.64868 1.028545123 
239 16619.6969 18151.29577 1.092155644 
240 16062.65759 12982.63002 0.808249192 
241 40265.53222 30051.05854 0.746322149 
242 38659.67087 40804.78396 1.055487102 
243 37207.17021 36561.10254 0.982635937 
244 35885.53162 36095.82763 1.005860189 
245 34678.26546 34643.65066 0.99900183 
246 33586.8187 33609.76258 1.000683122 
247 32586.53141 32557.77386 0.999117502 
248 31628.56584 31591.79365 0.998837374 
249 30825.77016 30701.59903 0.99597184 
250 30054.43092 29858.6913 0.993487163 
251 29280.22037 29151.40947 0.995600754 
252 28424.13718 28123.48315 0.98942258 
253 20219.2808 23100.11402 1.14247951 
254 19560.52878 19045.06636 0.973647828 
255 18931.39943 19670.90488 1.039062376 
256 18327.55839 18796.41427 1.025582016 
257 17744.55053 18431.69099 1.038724027 
258 17177.31978 17667.55971 1.028539955 
259 16619.69648 18151.28442 1.092154988 
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260 16062.65668 12981.68777 0.808190577 
261 40265.52767 30051.09135 0.746323048 
262 38659.67066 40804.79068 1.055487281 
263 37207.17313 36561.11784 0.982636271 
264 35885.52929 36095.84276 1.005860676 
265 34678.26736 34643.67152 0.999002377 
266 33586.81486 33609.78516 1.000683908 
267 32586.53437 32557.80575 0.99911839 
268 31628.56415 31591.82819 0.998838519 
269 30825.77026 30701.6524 0.995973568 
270 30054.43204 29858.7389 0.993488709 
271 29280.21823 29151.51208 0.995604331 
272 28424.13962 28123.38638 0.989419091 
273 20219.28111 23102.2811 1.142586672 
274 19560.52883 19043.56085 0.973570858 
275 18931.39943 19671.4137 1.039089253 
276 18327.55836 18796.51699 1.025587622 
277 17744.55045 18431.913 1.038736544 
278 17177.31962 17667.8238 1.028555339 
279 16619.69616 18151.30201 1.092156068 
280 16062.6561 12984.6168 0.808372957 
281 40265.52784 30050.94686 0.746319457 
282 38659.67043 40804.75864 1.055486459 
283 37207.16968 36561.06454 0.982634929 
284 35885.53368 36095.78682 1.005858994 
285 34678.26687 34643.59734 0.999000252 
286 33586.81514 33609.6896 1.000681055 
287 32586.53477 32557.69515 0.999114984 
288 31628.56649 31591.69065 0.998834097 
289 30825.76999 30701.46334 0.995967444 
290 30054.42961 29858.56286 0.993482933 
291 29280.22002 29151.16053 0.995592264 
292 28424.13822 28123.63661 0.989427943 
293 20219.28111 23095.64867 1.142258646 
294 19560.52881 19047.86165 0.973790731 
295 18931.39939 19669.72428 1.039000016 
296 18327.55832 18796.03119 1.025561118 
297 17744.55041 18431.06963 1.038689018 
298 17177.31958 17666.83922 1.028498022 
299 16619.69614 18151.08345 1.092142919 
300 16062.65617 12974.95108 0.807771202 
301 40265.52675 30051.1345 0.746324137 
302 38659.67095 40804.79092 1.055487279 
303 37207.17132 36561.12682 0.98263656 
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304 35885.53152 36095.85636 1.005860993 
305 34678.26622 34643.68887 0.99900291 
306 33586.81831 33609.82541 1.000685004 
307 32586.53824 32557.84346 0.999119429 
308 31628.56069 31591.89117 0.99884062 
309 30825.77371 30701.76609 0.995977145 
310 30054.42984 29858.79279 0.993490575 
311 29280.21883 29151.83849 0.995615458 
312 28424.13866 28122.61827 0.989392101 
313 20219.28072 23112.93482 1.143113602 
314 19560.52868 19034.50778 0.973108042 
315 18931.39932 19673.21583 1.039184452 
316 18327.55826 18796.11086 1.025565468 
317 17744.55038 18432.13436 1.038749022 
318 17177.31961 17668.18734 1.028576504 
319 16619.69628 18150.5104 1.092108429 
320 16062.65654 12995.62779 0.809058437 
321 40265.53362 30049.8231 0.746291441 
322 38659.66852 40804.49589 1.055479714 
323 37207.16936 36560.6562 0.982623963 
324 35885.53254 36095.31818 1.005845967 
325 34678.27004 34643.02075 0.998983534 
326 33586.8149 33608.97664 1.000659834 
327 32586.53822 32556.86339 0.999089353 
328 31628.56078 31590.66674 0.998801904 
329 30825.77186 30700.19612 0.995926274 
330 30054.43173 29857.23699 0.993438747 
331 29280.21792 29149.13403 0.995523125 
332 28424.1396 28123.45703 0.989421577 
333 20219.28099 23071.17997 1.141048486 
334 19560.52864 19057.3055 0.974273541 
335 18931.39925 19660.70097 1.038523392 
336 18327.55821 18790.62131 1.025265946 
337 17744.55036 18424.49895 1.038318728 
338 17177.31963 17659.4766 1.028069395 
339 16619.69637 18146.81585 1.091886124 
340 16062.65674 12921.5322 0.804445517 
341 40265.52546 30050.97643 0.746320235 
342 38659.67096 40804.74126 1.055485995 
343 37207.17096 36561.06243 0.982634839 
344 35885.53378 36095.78763 1.005859014 
345 34678.26719 34643.60518 0.999000469 
346 33586.81813 33609.73394 1.000682286 
347 32586.53477 32557.72855 0.999116008 
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348 31628.56533 31591.77662 0.998836852 
349 30825.7717 30701.66035 0.99597378 
350 30054.42903 29858.6103 0.99348453 
351 29280.21944 29151.84324 0.9956156 
352 28424.13859 28121.69504 0.989359623 
353 20219.28067 23120.7885 1.143502031 
354 19560.52856 19025.68979 0.972657244 
355 18931.3992 19673.64726 1.039207248 
356 18327.55818 18794.64064 1.025485253 
357 17744.55034 18431.17979 1.03869523 
358 17177.31962 17667.256 1.028522283 
359 16619.69637 18148.79454 1.092005181 
360 16062.65669 12999.7751 0.809316625 

 0.98878946 9748536.015 9859061.418 مجموع
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