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  تشکر و قدردانی

ي دکتر بهروز حسنی، تشکر آقاي از استاد ارجمندم جنابتوانم  اکنون خوشحالم از اینکه می    

در دانشگاه صنعتی هنگامی که دوره کارشناسی ارشد را  1380من در سال . باشم  صمیمانه داشته

صدر ایشان در  با ایشان آشنا شدم و در ده سال گذشته همواره از افتادگی و سعه ،شروع کردمشاهرود 

برم و باعث افتخارم  یاد نمیگاه از  مهربانی و احترام ایشان در مواجهه با دانشجویان را هیچ. شگفت بودم

  .ام است که عنوان شاگردي ایشان را داشته

 ،محترم دانشکده عمران دانشگاه صنعتی شاهروددانم که از اساتید  از طرفی بر خود لازم می    

، کمال تشکر و کیهانی، دکتر ساغروانی، دکتر کلات جاري و دکتر احمديآقایان دکتر نادري، دکتر 

همچنین از داوران محترم جناب دکتر سهیل محمدي از دانشکده عمران  . قدردانی را داشته باشم

از دانشکده مکانیک دانشگاه فردوسی مشهد بخاطر دانشگاه تهران و جناب دکتر محمد ابوالبشري 

  .قبول زحمت و ارائه نظرات خوبشان کمال تشکر را دارم

سید مهدي توکلی، از جمله، جناب آقایان دکتر  دانم تا از دوستان عزیزم لازم میهمچنین     

  .مهندس مازیار کوشا تشکر نمایم مهندس احمد گنجعلی و

همواره یار و همراه من بودید و در دوران تحصیل از هیچ  ام، رامیو اما پدر عزیز و مادر گ    

هیچگاه نتوانستم و ندانستم که چگونه باید از شما تشکر  .بوسم دستتان را می .کمکی دریغ نورزیدید

  .کنم

یار و همراه من خویش  و شکیباییبا صبر  مدتدر نهایت نیز از همسر مهربانم که در این     

  .نمایم ، تشکر میبودند



 ز 

 

نتیجه تحقیقات خودش )  رساله (  دانشجو تأیید می نماید که مطالب مندرج دراین پـایان نامه

  .می باشد و در صورت استفاده از نتایج دیگران مرجع آن را ذکر نموده است

  

  

  

  

  

  

ین کلیه حقوق مادي مترتب از  نتایج مطالعات ، آزمایشات و نو آوري ناشی از تحقیق موضوع ا

  .رساله  متعلق به دانشگاه صنعتی شاهرود می باشد 

  

  

  ماه سال یک هزار و سیصد و نود  بهمن
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  :چکیده

براي  تحلیل ایزوژئومتریکبخش اول به توسعه روش . این رساله در دو بخش تدوین یافته است

دوبعدي تک متغیره و دوبعدي  حاکم بر مسایل یک بعدي، با ضرایب متغیرحل معادلات دیفرانسیل 

هاي با خواص متغیر براي اولین بار  لذا در این بخش مفهوم وصله. اختصاص یافته استچند متغیره 

معرفی شده است که خود سبب ایجاد جامعیت بیشتر روش ایزوژئومتریک در مواجهه با مسائل 

به عنوان . نتخاب شده استبراي آن ا“ روش ایزوژئومتریک جامع“از این رو نام  شود؛ مختلف می

اي از این مسائل، تحلیل تنش در مواد مرکب تابعی، که امروزه از جمله پیشرفته ترین مصالح  نمونه

شوند، مورد بررسی قرار گرفته است و فرمولهاي مربوط با استفاده از شکل  کامپوزیتی محسوب می

روش ایزوژئومتریک، روشی است که در این رساله مراد از  .ضعیف معادلات حاکم استخراج شده است

. شود اي در روش اجزاي محدود ایجاد می جمله با جایگزینی توابع پایه اسپلاین بجاي توابع شکل چند

که منظور از روش ایزوژئومتریک جامع روشی است که از توسعه روش ایزوژئومتریک با  درحالی

 به اینکه در روش تحلیل ایزوژئومتریکبا توجه  .شود هاي با خواص متغیر حاصل می جایگزینی وصله

روش اجزاي  یی مشابهمحدودیتها، به مساله وجود داردنسبت ، دیدگاهی شبیه اجزاي محدود متداول

تابعی، مشاهده مواد مرکب  و تقارن محوري با کرنش مسطح/حل مسایل تنش در مواجهه بامحدود 

از . باشد کی مساله در یک وصله میمهمترین این محدودیتها ثابت بودن مشخصات مکانی .شود می

 برايتولید هندسه  پیشرفته استفاده از تکنیکهايقابلیت  ،مزایاي روش تحلیل ایزوژئومتریک جامع

در نهایت  .باشد می د مدول الاستیسیته و ضریب پواسونماننهرگونه تغییرات خواص مصالح مدلسازي 

  .اي به زبان فرترن جهت مدلسازي و تحلیل مسائل مذکور تهیه و مورد استفاده قرار گرفته است برنامه

سازي  در فرآیند بهینه. ها اختصاص یافته است بخش دوم رساله به مبحث بهینه سازي سازه

ریزي ریاضی مورد  به عنوان یکی از روشهاي متداول برنامه (SQP)ریزي ترتیبی درجه دوم  روش برنامه

با توجه به اینکه مشخصات هندسی مساله و مشخصات مکانیکی مصالح در . استفاده قرار گرفته است



 ي 

 

روش ایزوژئومتریک جامع توسط نقاط کنترلی تعریف می شوند، با در نظر گرفتن آنها به عنوان متغیر 

سازي توزیع مصالح طراحی، بهینه سازي شکل سازه، بهینه سازي توزیع ضخامت و نیز بهینه 

آوري به کار رفته در روش ایزوژئومتریک جامع براي تولید هندسه  با استفاده از فن. باشد پذیر می امکان

رود شکلهاي نهایی به دست آمده از فرآیند بهینه سازي  و همچنین تحلیل، همانگونه که انتظار می

  .باشند داراي مرزهاي هموار می

روش ایزوژئومتریک، مصالح مرکب تابعی، بهینه سازي سازه، تکنیک  :لغات کلیدي

  .نربز
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  مقدمه: فصل اول
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  مقدمه 1- 2

تاکنون براي حل معادلات دیفرانسیل با مشتقات جزئی روشهاي عددي متعددي معرفی شده 

این روشها به ترتیب شکل گیري . شود در مورد آنها بحث می 1است که در حوزه مکانیک محاسباتی

حوزه استفاده از . باشند می 4و روشهاي بدون شبکه 3، اجزاي محدود2شامل روشهاي تفاضل محدود

توان از آنها در مسایلی مانند مکانیک جامدات، مکانیک سیالات، انتشار  روشها بسیار متنوع بوده و می

امواج، الکتریسیته، انتقال حرارت و غیره استفاده و اقدام به مدلسازي و حل معادلات حاکم بر این 

ترین  شده شناختهسال از  60با قدمتی نزدیک به  FEAدر میان روشهاي مذکور، روش . مسایل نمود

باشد که بنیان بسیاري از نرم افزارهاي محاسباتی کنونی را در زمینه هاي علمی  روشهاي عددي می

شکل گرفت و همزمان با رشد علم  1960تا  1950این روش در سالهاي . دهد مختلف تشکیل می

ي بر مبناي آن تهیه هاي آکادمیک و تجاري زیاد کامپیوتر در زمینه سخت افزار و نرم افزار، برنامه

، NASTRAN ،ANSYS ،ADINA ،ASKAتوان به نرم افزارهایی مانند  از جمله می. گردید

PLAXIS ،ABAQUS ،CATIA ،SAP و غیره اشاره نمود.  

بر روي توسعه این  در سراسر جهان محققان بسیاري FEAدر سالهاي پس از معرفی روش 

اشکالات بسیاري مورد موشکافی و بررسی قرار گرفته و اغلب با همچنین ابهامات و . اند روش کار کرده

توان اشکالات و یا نقاط ضعفی را براي  اما با بررسی دقیقتر هنوز می. اند هایی رفع شده تولید راه حل

مثلا . باشد آن برشمرد که ناشی از فلسفه برخورد این روش با معادلات حاکم بر مساله مورد نظر می

براي تولید هندسه یک مساله در مکانیک جامدات از ضعفهاي این  5اي از المانها شبکهنیاز به تولید 

نحوه شبکه بندي، نوع المان مورد استفاده و تعداد المانها، از پارامترهاي موثر . شود روش محسوب می

                                                
1 Computational Mechanic 
2 Finite Difference Method 
3 Finite Element Method 
4 Meshless Method 
5 Mesh Generation 
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باشند که در صورت انتخاب نادرست آنها به جواب مطلوبی دست نخواهیم  بر جواب نهایی مساله می

باشد و ذکر شده است که  امري دشوار و زمان بر میشبکه بندي هندسه، خود از طرف دیگر . یافت

 Hughes et(شود صرف تولید شبکه المانها می FEAدرصد از زمان حل یک مساله به روش  80حدود 

al., 2005( . حال با فرض اینکه در فرآیند حل یک مساله)مانند مسایل بهینه سازي شکل یک سازه (

توان به معضلات نیاز به تولید شبکه  باشد، می در هر گام از حل مساله نیاز به باز تولید شبکه المانها می

عداد بیشتري از طرف دیگر براي بالا بردن دقت در مدلسازي هندسه جسم بایستی از ت. بیشتر پی برد

المان و یا المانهاي با مرتبه بالاتر و یا ترکیبی از این دو روش استفاده نمود که در تمام حالات سبب 

افزایش زمان تولید شبکه المانها، زمان حل دستگاه معادلات حاکم بر مساله و حافظه مورد نیاز 

المانها، دقت بهتري را براي همچنین اگر بخواهیم به ازاي تعداد مشخصی از . کامپیوتر خواهد شد

تابع مجهول بدست بیاوریم بایستی از تکنیکهاي بهبود شبکه استفاده کرد که خود علاوه  زدن تقریب

بر نیاز به مباحث و مشکلات تئوري خاص، سبب نیاز به زمانی اضافه تر جهت تولید شبکه مناسب 

کلیه موارد فوق به شکل  ،ه مورد بررسیدر حالت کلی نیز با پیچیده تر شدن مسال. المانها خواهد شد

  .دهند موثرتري اثرات منفی خود را نشان می

  تاریخچه روش تحلیل ایزوژئومتریک  2- 2

جایگاه مهم روشهاي عددي در پیشرفت علم و حل مسائل مشکل،  رشد شتابان و با توجه به

به . باشند بالاتر میمحققان بسیاري در دنیا به دنبال تولید روشهاي جدید، با هدف سرعت و کیفیت 

مریکا، هیوز و همکارانش اقدام به معرفی آدر دانشگاه تگزاس کشور  2005دنبال این پژوهشها در سال 

 ,.Hughes et al(نامگذاري کردند) IGA( 6نموده و آن را تحلیل ایزوژئومتریک یک روش عددي جدید

مدت زمان زیادي از معرفی این روش ) 2011سال  انتهاي(با توجه به اینکه در حال حاضر . )2005

از شش سال گذشته تاکنون . اي بسیار کوتاه در این خصوص موجود است نگذشته است لذا تاریخچه

                                                
6 Isogeometric Analysis (IGA) 
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همچنین یک . ارائه شده است ها در مجلات معتبر علمی و کنفرانس مقاله کمتر از دویستدر حدود 

 )HOFEIM, 2011, IGA, 2011( از جمله چاپ و تعدادي کنفرانس )Cottrell et al., 2009(کتاب 

  .شده است برگزار

توان گفت که در این مدت کوتاه محققان تلاش خود را در یکی  به عنوان توضیحات تکمیلی می

  .اند زیر مصروف ساخته زمینهاز سه 

 IGAاستفاده از روشهاي متنوع تولید هندسه براي توسعه - 1

و بر استفاده از روشهاي تولید هندسه توسط کامپیوتر  IGAبا توجه به اینکه مبناي روش 

خصوصا نوع استاندارد آن یعنی تکنیک نربز استوار است، لذا این مساله سبب شده است تا بعد از 

تر تولید هندسه به جاي تکنیک نربز  آشنایی محققان با این روش به دنبال استفاده از تکنیکهاي متنوع

و غیره از جمله مهمترین روشهایی هستند  8، زیربخش7اسپلاین-تکنیکهایی مانند روش تی. بپردازند

مورد استفاده قرار گرفته و مقالاتی در این خصوص  IGAکه به عنوان جایگزین تکنیک نربز در روش 

 ,Bazilevs et al., 2010, Beirão da Veiga et al., 2011, Dörfel et al., 2010(منتشر شده است

Kim et al., 2009, Kim et al., 2010, Manni et al., 2011, Seo et al., 2010a(.  

 در حل مسائل متنوع IGAاستفاده از روش - 2

در حوزه متنوعی از مسایل و مقایسه آن با  IGAدر این بخش بیشتر جنبه کاربردي روش 

برخی مسایل . صورت گرفته است FEAروشهاي تحلیلی دقیق و یا سایر روشهاي عددي مانند روش 

 ,Benson et al., 2010(ها  ، تحلیل پوسته)Bazilevs et al., 2009(سازه - مانند اندر کنش سیال

Benson et al., 2011, Kiendl et al., 2010, Kiendl et al., 2009( انتشار حرارت ،)Anders et al.( ،

 Benson et(، تغییر شکلهاي بزرگ )Bazilevs and Akkerman, 2010(مدلسازي جریانهاي متلاطم 

al., 2011(مغناطیس، مسائل الکترو )Buffa et al., 2010(ها ، ارتعاش سازه ) ،ابوالبشري و همکاران

                                                
7 T-Spline 
8 Subdivision 
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1390(، )Cottrell et al., 2006(، ل دینامیکی تحلی) ،گیري میدان  اندازه ،)1387حسنی و همکاران

 Hsu et(یرودینامیک ، آ)Gómez et al., 2008(هیلارد -، مدلهاي کان)Elguedj et al., 2011(کرنش 

al., 2011(گیري عددي  ، انتگرال)Hughes et al., 2010(اي  ، المان دایره)Lu, 2009( المان ،

ن ، جریا)Lu, 2011, Temizer et al., 2011(، تحلیل برخورد )Lu and Zhou, 2011(اي  استوانه

در این بخش و غیره  )Zhang et al., 2007(، تحلیل جریان خون ).Nielsen et al(استوکس - ناویر

  . مورد توجه محققان بوده است

 معرفی روش تحلیل ایزوژئومتریک جامع - 3

در مقایسه با . باشد اصلی این رساله می هدف ایزوژئومتریک جامع در واقعمعرفی روش تحلیل 

 از این رو .توان گفت که از همان تکنیک نربز براي تولید هندسه استفاده شده است گزینه یک می

با توجه به مبناي مشابه روش متداول . ندارد IGAخاصی در مقایسه با روش استاندارد  تفاوت اساسی

تولید هندسه در روش  هايتکنیک سایراز  امکان استفاده و روش پیشنهادي،ایزوژئومتریک 

در گزینه دو نیز فقط  .باشد وجود خواهد داشت که موضوع بحث این رساله نمیایزوژئومتریک جامع 

توان بطور خلاصه با امکان  را می گزینه دودر واقع نتیجه کلی در  .نوع مسائل حل شده متفاوت است

تحلیل  هايروش بین  تفاوت .ش ایزوژئومتریک درگستره متنوعی از مسائل، بیان نموداستفاده از رو

بعدي رساله  فصلهايدر ) GIGA( 10روش تحلیل ایزوژئومتریک جامع و IGAروش  ،9اجزاي محدود

و  الف-1389(، . ن و ظریف مقدم. حسنی ب(توان به مراجع  می براي درك این تفاوت .شود ارائه می

   .ه نمودنیز مراجع )ب

  معرفی روش تحلیل ایزوژئومتریک 3- 2

بنا ) NURBS( 11بر مبناي استفاده از تکنیکهاي تولید هندسه مانند تکنیک نربز IGAروش 

                                                
9 Finite Element Analysis (FEA) 
10 Generalized Isogeometrical Analysis (GIGA) 
11 Non Uniform Rational B-Splines (NURBS) 
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باشد  می 12تکنیک نربز به عنوان راهکاري استاندارد براي تولید هندسه به کمک کامپیوتر. شده است

البته با ذکر  در این روش هندسه مساله. که در بخشهاي بعدي به تفصیل به آن اشاره خواهد شد

با استفاده از  ،تحلیلانجام عملیات اگر هندسه مساله قبل از  .شود بصورت دقیق مدل می توضیحاتی،

ان از کلمه دقیق تو تکنیک نربز ایجاد شده باشد و در حل مساله از همان مشخصات استفاده شود می

همچنین در صورتی که هندسه مساله از اشکال هندسی مشخص مانند دایره، سهمی، . استفاده کرد

. توان از عبارت دقیق استفاده کرد و غیره ساخته شده باشد باز هم می ، استوانه، مخروط، کرههذلولی

د ولی شکل تقریبی صورت هندسه مساله همانند روش اجزاي محدود تقریبی خواهد بو درغیر این

شود در  پیشنهاد می از این رو. تواند از کیفیت بالاتري برخوردار باشد نسبت به روش اجزاي محدود می

سپس از همان اطلاعاتی  .متون ایزوژئومتریک از لغت نزدیک به دقیق بجاي لغت دقیق استفاده نمود

به همین علت . شود ول استفاده میتابع مجه زدن ، براي تقریبسه استفاده شدهکه براي مدلسازي هند

نیز نام روش ایزوژئومتریک بر روي آن قرار داده شده است که برگرفته از مفهوم ایزوپارامتریک در 

از روش اجزاي محدود ایسه با روش ایزوژئومتریک در مق. )Hughes et al., 2005(است FEAروش 

طور خلاصه برخی از مزایاي   هولی ب. ادبیات خاص خود برخوردار است که بعدا به آن اشاره خواهد شد

  .باشد آن به شرح زیر می

دقیق هندسه و انعطاف پذیري فوق العاده در تولید و کنترل مرزهاي نسبتا مدلسازي - 1

 .پیچیده شکلهايمدلهاي با 

 .هندسه تولید شده به ریز یا درشت بودن شبکه نقاط کنترلیکیفیت عدم وابستگی - 2

اجزاي در روش  .با تعداد کمتر قیود تکیه گاهی شرایط مرزي تر دقیقنسبتا امکان اقناع - 3

 .گیرد تحت تاثیر قرار مینقاط کنترلی  IGAدر  وها  گره محدود

 .و دارا بودن اغلب مزایاي این روش روش اجزاي محدودمشابه  ریاضی داشتن تئوري- 4

                                                
12 Computer Aided Geometric Design (CAGD) 
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 .کند به شبکه بندي مجدد در مسایلی که هندسه مساله در حین حل تغییر می نیاز کمتر- 5

کاهش چشمگیر ابعاد دستگاه معادلات حاکم و در نتیجه کاهش زمان حل دستگاه - 6

 .معادلات

 .مسالهکاهش در حجم حافظه کامپیوتري مورد نیاز براي ذخیره سازي اطلاعات - 7

 .نیاز به فایلهاي ورودي بسیار ساده و قابل درك- 8

 .ایجاد امکانات بیشتر در خصوص مساله بهبود شبکه و بالا بردن دقت حل- 9

 .حل معادلات دیفرانسیل با ضرایب متغیربراي   IGAتوسعه امکان  - 10

مفهوم روش است که در این رساله، استفاده از  یادآوريلازم به ) 10(در خصوص مورد شماره 

IGA   تحلیل ایزوژئومتریک  توسعه یافتهبا کمی تغییر در دیدگاه به نحوه حل مساله، سبب ایجاد روش

حل  هاي با خواص متغیر و معرفی وصله در واقع در این رساله براي اولین بار به. شده استجامع 

را   IGAت و روش پرداخته شده اس  GIGAمعادلات دیفرانیسل با ضرایبی به صورت تابع با روش 

توان به عنوان یک حالت خاص از آن فرض نمود که ضرایب معادلات بجاي تابع، یک عدد ثابت  می

 ولی. با محدودیتهایی مواجه است  IGAو یا روش روش اجزاي محدود حل اینگونه مسایل با . باشد

 Hassani( شود میحل این دسته از مسایل در سبب ایجاد امکانات جدید   GIGAروش  استفاده از

and Moghaddam, 2010( .در ادامه توضیحات بیشتري در این خصوص ارایه خواهد شد.  

  ي حل مسالهفرضیات و گامها  4- 2

کرنش مسطح و تقارن محوري بحث و /در این رساله بر روي تحلیل و بهینه سازي مسایل تنش

با توجه به اینکه روابط ریاضی و اثبات فرمولها و روابط روش ایزوژئومتریک در . تمرکز شده است

رسیده  مسایل مذکور، در دسترس نبوده است، طرحهاي پژوهشی توسط نگارنده تعریف و به سرانجام

ابتدا معادلات دیفرانسیل یک  ،به طور خلاصه). 1388و  1387ظریف مقدم، . حسنی و ن. ب( تاس

بعدي تک متغیره، معادلات دیفرانسیل دوبعدي تک متغیره و در نهایت معادلات دیفرانسیل دوبعدي 
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  .آمده است فصل چهارماثبات این روابط در . چند متغیره مورد بررسی قرار گرفتند

ین رساله مصالح مرکب تابعی یا مصالح مرکب هدفمند با رفتار خطی و خواص ایزوتروپیک در ا

تغییر خواص مکانیکی مانند مدول الاستیسیته و ضریب . اند تحت بارهاي استاتیکی در نظر گرفته شده

در بخش مربوط به بهینه سازي نیز از روشهاي . اند صورت توابع پیوسته فرض شدهه پواسون نیز ب

  .ریاضی براي حل مسایل بهینه سازي استفاده شده استنامه ریزي بر

  هاي کامپیوتري تهیه شده در این رساله برنامه  5- 2

، نیاز به نوشتن کدهاي IGAاز ابتداي شروع این پژوهش و با توجه به ماهیت عددي روش 

ي تهیه شده در زیر لیستی از برنامه ها. و حل مسایل وجود داشت IGAکامپیوتري براي توسعه روش 

در طول انجام این رساله به همراه زبان برنامه نویسی مورد استفاده و مختصري از کاربرد آن ارائه شده 

  .)باشد نرم افزار ویژوال بیسیک می VB14نرم افزار ویژوال فرترن و منظور از  CVF13منظور از . ( است

 BFUN  : برنامه اي براي محاسبه و تولید توابع پایه اسپلاین به زبانCVF 

 CURGEN  :اي براي تولید هر نوع منحنی سه بعدي با هر نوع پیچیدگی با  برنامه

 .CVFاستفاده از فرمولبندي اسپلاینها و تکنیک نربز به زبان 

 SURGEN  :در شکل با ها و سطوح با هر نوع پیچیدگی  اي براي تولید رویه برنامه

این برنامه همچنین قادر  .CVFاستفاده از فرمولبندي اسپلاینها و تکنیک نربز به زبان 

 .باشد به تولید شبکه اجزاي محدود براي پوسته هاي تولید شده می

                                                
13 Compaq Visual Fortran 6.6 
14 Visual Basic 6.0 
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 PLOTTER  :اي گرافیکی جهت نشان دادن منحنی ها و سطوح تولید شده  برنامه

ختلف با امکان نشان دادن نقاط از زوایاي م SURGENو  CURGENتوسط کدهاي 

 .VBها به زبان  ها و رویه کنترلی، گره ها و المانهاي روي منحنی

 CURVIN  :اي بر اساس فرمولبندي معکوس نربز براي یافتن نقاط کنترلی با  برنامه

 .CVFداشتن برخی از نقاط روي یک منحنی سه بعدي در حالت کلی به زبان 

 1D-ISO  :معادلات دیفرانسیل یک بعدي تک متغیره با ضرایب اي براي حل  برنامه

 .CVFبه زبان  GIGAمتغیر با روش 

 2D-ISO  :اي براي حل معادلات دیفرانسیل دو بعدي تک متغیره مانند معادلات  برنامه

 .CVFبه زبان  IGAلاپلاس با روش 

 15PGIGA  :کرنش مسطح و مسایل با تقارن محوري /اي براي حل مسایل تنش برنامه

این برنامه همچنین توانایی بهینه . CVFبه زبان  GIGAبا روش  تابعیبا مصالح مرکب 

 .باشد را نیز دارا می تابعیمصالح در ماده مرکب  ضخامت و توزیع توزیع شکل،سازي 

هاي نوشته شده با مقایسه حل حاصل از آنها با که صحت عملکرد برنامه  سازد خاطر نشان می

قرار گرفته است که در جاي  بررسیحل تحلیلی و یا حل عددي موجود از سایر روشهاي عددي مورد 

  . شود خود به آن پرداخته می

                                                
15 Generalized IsoGeometrical Analysis Program (GIGAP) 
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  ساختار کلی رساله  6- 2

فصل اول شامل مقدمه و آشنایی با تاریخچه روش . باشد این رساله مشتمل بر هفت فصل می 

اي از تکنیک نربز به عنوان  وژئومتریک و فرضیات و برنامه هاي تهیه شده و فصل دوم شامل خلاصهایز

و  16تابعیو معرفی اجمالی مصالح مرکب  IGAمعرفی کاملتر روش . باشد می IGAبنیان روش 

در تحلیل این مسایل و همچنین معرفی روش تحلیل  IGAو روش FEA مشکلات روشهاي 

فصل چهارم مختص به اثبات فرمولبندي مورد نیاز . ایزوژئومتریک جامع در فصل سوم ارائه شده است

در فصل پنجم، به حل معادلات و . در روش مذکور بوده و در این خصوص توضیحاتی داده شده است

و مقایسه نتایج پرداخته شده است و در فصل ششم، حل  مثالهایی با روش تحلیل ایزوژئومتریک جامع

فصل هفتم نیز به بیان . سازي با روش تحلیل ایزوژئومتریک جامع نشان داده شده است مسایل بهینه

  .نتایج و پیشنهاداتی در خصوص پژوهش انجام شده اختصاص یافته است

                                                
16 Functionally Graded Material (FGM) 
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 نربزاسپلاینها و : فصل دوم
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  مقدمه  1- 3

قبل از  بنابراینبر شناخت کافی از اسپلاینها استوار است،  IGAبا توجه به اینکه مبناي روش 

ا مورد نیاز است به طور ورود به بحث اصلی رساله مهمترین نکاتی که به عنوان شروع کار با اسپلاینه

در این فصل مفاهیم توابع پایه اسپلاین، درجه توابع پایه، . خلاصه در این بخش گردآوري شده است

هاي گرهی، بردار گره و روابط و خواص حاکم بر آنها  ها، دهانه نقاط کنترلی، چندضلعی کنترلی، گره

ها و  ها با استفاده از اسپلاین رویه ها و همچنین روابطی که براي تولید منحنی. معرفی شده است

 Piegl and(مطالب این فصل برگرفته از مراجع . اند تکنیک نربز لازم است در این فصل معرفی شده

Tiller, 1997, Rogers, 2001( . همچنین مراجعی از جمله)Dempski, 2003, DEY, 2007, Farin, 

2002, Farin et al., 2002, Goldman, 1991, Gomes et al., 2009, Hasle et al., 2007a, Juttler 

and Piene, 2008, Peters and Reif, 2008, Piegl and Tiller, 1997, Rogers, 2001, Salomon, 

2006, Warren and Weimer, 2002(  براي مطالعه بیشتر علاقه مندان به مباحث هندسی در توسعه

  .شود معرفی می روش تحلیل ایزوژئومتریک

  تاریخچه اسپلاینها 2- 3

ایجاد شده اند و منحنیها  17منحنیها و سطوح اسپلاین در واقع از تکامل منحنیها و سطوح بزیر

میلادي  50اما خود منحنیهاي بزیر در اواخر دهه . باشند و سطوح بزیر، حالت خاصی از اسپلاینها می

در کارخانه  19خانه رنو و پائول دي کاستلیانودر کار 18به طور همزمان توسط شخصی به نام پیر بزیر

  .توسعه داده شدند 20شده و بعدها توسط ریاضیدانی به نام لوباچفسکی ابداعسیتروئن 

                                                
17 Bezier 
18 Pierre E. Bézier 
19 Paul de Casteljau 
20 N. Lobachevsky 
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  چرا اسپلاینها؟  3- 3

صنایعی مانند خودرو . استفاده کاربردي از اسپلاینها در صنایع مختلف بسیار چشمگیر است

. باشند افزارهاي کامپیوتري و غیره از مصرف کنندگان عمده این تکنیک می سازي، فیلم سازي، نرم

  :علل اصلی استفاده از این روش عبارتند از

به یک تفسیر و درك هندسی مناسب از  توان الگوریتم این روش ساده بوده و به راحتی می- 1

  .21آن دست یافت

این روش داراي مبناي ریاضی قابل قبولی بوده و در تولید اشکال ساده و پیچیده از یک - 2

رفتار آن در تولید یک شکل ساده مانند خط و  بنابراین. کند الگوریتم مشخص استفاده می

 .22باشد و کشتی، ثابت میدایره با تولید یک رویه پیچیده مانند بدنه ماشین 

انعطاف پذیري آن در تولید اشکال مختلف و قابلیت ایجاد تغییرات دلخواه در شکل مساله - 3

 .23بدون نیاز به کار ریاضی اضافی

ثابت ماندن شکل منحنی ها و سطوح تولید شده تحت اثر تبدیلات هندسی معمول مانند - 4

 .24مقیاس کردن، انتقال و دوران

 .25ر تولید سریع و دقیق شکل مورد نظرکارایی روش د- 5

بالا در مواجهه با حجم سنگین محاسبات عددي و عدم ایجاد تغییر  26وجود پایداري عددي- 6

 .در اشکال تولید شده 27شکلهاي ناخواسته و اعوجاج

                                                
21 Intuitive 
22 Unified Approach 
23 Flexibility 
24 Invariant 
25 Efficiency 
26 Numerical Stability 
27 Distortion 
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  توابع پایه اسپلاین  4- 3

  تعریف توابع پایه اسپلاین 3-4-1

است که هر یک داراي تعریف و خواص  براي تعریف توابع پایه اسپلاین روشهاي متنوعی موجود

توان  در این رساله از فرمول بازگشتی استفاده شده است زیرا به راحتی می. مربوط به خودشان هستند

  .از آن در برنامه هاي کامپیوتري استفاده نمود

بردار  0 1 2, , ,..., mu u u uU قی اي از اعداد حقی این بردار شامل مجموعه. را در نظر بگیرید

1است به طوري که رابطه  0,1,2,..., 1i iu u i m   بردار . در آن برقرار استU و  28بردار گره

iu اکنون . شوند نامیده می 29ها مقادیر گرهیi امین تابع پایه اسپلاین با درجهp ) 1یا مرتبهp  (

را با  ,i pN u کنیم صورت زیر تعریف می هنشان داده و ب.  

)2 -1(  

  1

,0

1 if  

0 otherwise

i i

i

u u u
N u

 
 


 

     1

, , 1 1, 1

1 1

i pi
i p i p i p

i p i i p i

u uu u
N u N u N u

u u u u

 

  

   


 

 
 

  توجه شود که

1 - ,0iN uبوده و به جز در بازه  30اي تابعی پله 1,i iu u u  مقدار آن صفر است. 

0pبراي - 2  ، ,i pN u  1ترکیب خطی از دو تابع پایه با درجهp  باشد می. 

 .نیاز داریم pو درجه  Uبراي محاسبه کلیه توابع پایه به بردار گره - 3

به تقسیم ) 1-2(در صورتی که در رابطه - 4
0

0
 .کنیم برسیم، آن را برابر با صفر لحاظ می 

5 -  ,0iN uقیقی تعریف شده و هستند که بر روي یک خط ح 31اي ایهاي تکه ها، چند جمله

فقط بازه  0 , mu u دهند را تحت تاثیر قرار می. 

                                                
28 Knot Vector 
29 Knots 
30 Step Function 
31 Piecewise Polynomial 
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بازه - 6 1,i iu u  تواند طول آن صفر باشد، زیرا گره ها  نامیم که می را یک دهانه گرهی می

 .باشند لزوما داراي مقادیر متمایز نمی

 .شود ام، سبب تولید یک جدول مثلثی ناقص مانند زیر میpمحاسبه تابع پایه درجه - 7

0,0

0,1

1,0 0,2

1,1 0,3

2,0 1,2

2,1 1,3

3,0 2,2

3,1

4,0

N

N

N N

N N

N N

N N

N N

N

N









  

در ادامه، براي سادگی به جاي  ,i pN u  از,i pN همچنین به عنوان یک . کنیم استفاده می

مثال اگر بردار گره برابر با  0,0,0,0.25,0.5,0.75,1,1,1U توان توابع پایه را با درجه  باشد، می

,0,1هاي به ترتیب برابر با  2p   سایر توابعی که . ملاحظه نمود) 3-2(و ) 2- 2(، )1- 2(در شکل

  .باشند نشان داده نشده اند داراي مقدار صفر می

  

  

  

  
0pپایه با درجه صفر توابع :1- 3 شکل    

u
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1pتوابع پایه با درجه یک : 2- 1 شکل    

  

  

  

  

  

  

u

N
i,
p
(u
)

0 0.25 0.5 0.75 1
0

0.5

1

N1,1

u

N
i,
p
(u
)

0 0.25 0.5 0.75 1
0

0.5

1

N2,1

u

N
i,
p
(u
)

0 0.25 0.5 0.75 1
0

0.5

1

N3,1

u
N
i,
p
(u
)

0 0.25 0.5 0.75 1
0

0.5

1

N4,1

u

N
i,
p
(u
)

0 0.25 0.5 0.75 1
0

0.5

1

N5,1

u

N
i,
p
(u
)

0 0.25 0.5 0.75 1
0

0.5

1

N0,2

u

N
i,
p
(u
)

0 0.25 0.5 0.75 1
0

0.5

1

N1,2

u

N
i,
p
(u
)

0 0.25 0.5 0.75 1
0

0.5

1

N2,2

u

N
i,
p
(u
)

0 0.25 0.5 0.75 1
0

0.5

1

N3,2

u

N
i,
p
(u
)

0 0.25 0.5 0.75 1
0

0.5

1

N4,2



17 

 

  
2pبا درجه دو  پایهتوابع : 3- 1 شکل    

  برخی از خواص مهم توابع پایه اسپلاین 3-4-2

با فرض داشتن بردار گره  0 1 2, , ,..., mu u u uU  و درجهp برخی از خواص توابع پایه ،

ها و  در مشخصات منحنیبعدا خواهیم دید که این خواص، تاثیرات زیادي . اسپلاین به شرح زیر است

  .سطوح اسپلاین خواهند داشت

1,iخارج از بازه  uاگر - 1 i pu u    باشد، آنگاه , 0i pN u 32خواهد بود. 

1pتعداد حداکثر - 2   عدد از,i pN داده شده ها در بازه1,j ju u   غیر صفر هستند که

,عبارتند از  ,, ...,j p p j pN N. 

 33، خواهیم داشت uو  i  ،pبراي کلیه مقادیر - 3 , 0i pN u . 

در بازه دلخواه  uبه ازاي کلیه مقادیر - 4 1,i iu u  34خواهیم داشت  , 1
i

j pj i p
N u

 
. 

کلیه مشتقات  ,i pN u در یک گره، عبارت . باشند در داخل یک بازه موجود می ,i pN u  به

pتعداد  k در اینجا . پذیر است مرتبه به طور پیوسته مشتقk یک گره در بردار گره  35تعداد تکرار

سبب کاهش  kسبب افزایش پیوستگی و افزایش  pبنابر این واضح است که افزایش . باشد می

0pبه جز در . شود پیوستگی می  در سایر درجات، توابع پایه ، ,i pN u  دقیقا به یک مقدار

اگر بردار گره به شکل  .رسند ماکزیمم می
1 1

{0,0,..., 0 ,1,1,...,1}
p p 

U   ایهاي  باشد، چندجمله

  .نماید را تولید می pبا درجه  36برنشتاین

1mفرض کنید که تعداد گره ها در بردار گره برابر با    1آنگاه تعداد . باشدn   تابع پایه

                                                
32 Local Support Property 
33 Nonnegativity 
34 Partition of Unity 
35 Multiplicity 
36 Bernstein Polynomials 

u
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1n: موجود است بطوریکه خواهیم داشت pاسپلاین با درجه  m p  . 

  مشتقات توابع پایه  5- 3

  .شود مشتق یک تابع پایه اسپلاین با رابطه زیر بیان می

)2 -2(       '
, , 1 1, 1

1 1

i p i p i p

i p i i p i

p p
N u N u N u

u u u u
  

   

 
 

  

i,ام تابع پایه kمشتق مرتبه  pN  را با( )
,
k

i pN کنیم نشان داده و با رابطه زیر محاسبه می.  

)2 -3(   
   ( 1) ( 1)

, 1 1, 1( )
,

1 1

k k
i p i pk

i p

i p i i p i

N u N u
N u p

u u u u

 
  

   

 
     

  

)روابطی نیز براي محاسبه  )
,
k

i pN  بر حسب,i pN  وجود دارد که در مرجع)Piegl and Tiller, 

  .قابل ملاحظه است )1997

  :نکاتی که در مورد مشتق توابع پایه اسپلاین وجود دارد عبارتند از

 .)باشند کلیه مشتقات مرتبه بالاتر صفر می. (تجاوز نماید pنباید از  kمقدار- 1

مساوي صفر شود، کل کسر را مساوي صفر در ) 3- 2(و ) 2- 2(اگر مخرج کسرها در روابط - 2

 .گیریم نظر می

با همان فرض بردار گره برابر با ) 3-2(و ) 2- 2(براي توابع پایه ترسیم شده در شکلهاي 

 0,0,0,0.25,0.5,0.75,1,1,1U  مشتقات توابع پایه با درجات یک و دو، به ترتیب در شکلهاي

  .ترسیم شده اند) 5- 2(و ) 4- 2(
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1pمشتقات توابع پایه با درجه یک : 4- 1 شکل    

  
2pمشتقات توابع پایه با درجه دو : 5- 1 شکل    
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  انواع بردار گره  6- 3

. 38و نامقید 37مقید: شوند که عبارتند از بردارهاي گره به طور کلی به دو گروه دسته بندي می

. بیان شود 40و غیریکنواخت 39به صورت یکنواخت) 6-2(توانند مطابق شکل  هر کدام از این دو نوع می

مثلا براي بردارهاي گره مقید . نامهاي دیگري نیز در مراجع مختلف براي حالات فوق بیان شده است

  .شود و بالعکس نیز نام برده می 42و یا بردارهاي گره باز 41هاي بردارهاي گره غیرتکراري از واژه

  

  دسته بندي انواع بردارهاي گره: 6- 1 شکل 

منظور از بردارهاي گره مقید، بردارهایی هستند که در ابتدا و انتهاي این بردارها، مقادیر گرهی 

1pبه تعداد   شوند که  مرتبه تکرار میp حال اگر در یک بردار . باشد درجه توابع پایه اسپلاین می

گویند و در غیر این  گاه به آن یک بردار یکنواخت می گره، فاصله بین مقادیر گرهی ثابت باشد آن

  .باشد بیانگر حالات مختلف فوق می) 1- 2(جدول  مثالهاي. صورت بردار گره غیر یکنواخت خواهد بود

  انواع حالات بردار گره: 1- 1 جدول 

  مثال  بردار گره

  یکنواخت -مقید  0.5, 0.5, 0.5,1,2.5,4, 4, 4    

  غیریکنواخت -مقید  0,0,0,1, 4,5,6,7,7,7  

  یکنواخت -نامقید  2, 1,0,1,2,3, 4,5,6,7,8   

  غیریکنواخت -نامقید  2,0,0, 2,3,5,6.5,8,8,9  

                                                
37 Clamped 
38 Unclamped 
39 Uniform 
40 Non-Uniform 
41 Nonperiodic knot vector 
42 Open knot vector 
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سازد که در بردارهاي مقید، ابتدا و انتهاي منحنی بر روي نقاط کنترلی واقع  خاطر نشان می

البته در این خصوص جزئیات بسیاري وجود . شود، ولی در بردارهاي نامقید این انطباق وجود ندارد می

توجه شود که در اغلب کارهاي . استقابل مشاهده  )Piegl and Tiller, 1997(دارد که در مرجع 

  .از جمله در این رساله، از بردارهاي گره مقید و یکنواخت استفاده شده است IGAانجام شده در روش 

  منحنیها و سطوح اسپلاین  7- 3

  .شود به صورت زیر تعریف می pیک منحنی اسپلاین با درجه 

)2 -4(     ,
0

n

i p i
i

u N u a u b


  C P  

که در این رابطه  iP و  43مجموعه نقاط کنترلی  ,i pN u  توابع پایه درجهp ام اسپلاین

  .شوند تعریف می) 5- 2(باشند که بر روي بردار گره غیریکنواخت  می

)2 -5(  1 1

11

{ ,..., , ,..., , ,..., }p m p

pp

a a u u b b  



U   

0aاز این پس همواره    1وb  به چندضلعی . شوند مگر اینکه خلاف آن ذکر شود فرض می

تشکیل شده توسط مجموعه نقاط کنترلی  iPشود گفته می 44، چندضلعی کنترلی.  

، سه  uبراي محاسبه موقعیت یک نقطه بر روي منحنی اسپلاین به ازاي یک مقدار مشخص 

  :مرحله بایستی انجام شود که عبارتند از

 اي که  یافتن بازهu در آن واقع شده است. 

 محاسبه کلیه توابع پایه غیرصفر مربوطه 

 ضرب مقدار توابع پایه غیر صفر در نقاط کنترلی مربوط به آن. 

توان با استفاده از یک شبکه از نقاط کنترلی و دو بردار گره، سطوح اسپلاین را  همچنین می

                                                
43 Control Points 
44 Control Polygon 
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  .تعریف نمود) 6- 2(طبق رابطه 

)2 -6(       , , ,
0 0

,
n m

i p j q i j
i j

u v N u N v
 

S P  

  .خواهند بود) 8- 2(و ) 7- 2(بردارهاي گره نیز به شکل 

)2 -7(   1 1

1 1

{0,...,0, ,..., ,1,...,1}p r p

p p

u u  

 

U  

)2 -8(   1 1

1 1

{0,..., 0, ,..., ,1,...,1}q s q

q q

v v  

 

V  

1sداراي  Vگره و بردار  1rداراي  Uکه بردار   برقرار است) 9- 2(باشند و رابطه  گره می.  

)2 -9(  
1

1

r n p

s m q

  

  
  

، پنج  vو  uبراي محاسبه موقعیت یک نقطه بر روي سطح اسپلاین به ازاي مقادیر مشخص 

  :مرحله بایستی انجام شود که عبارتند از

اي که  یافتن بازه- 1 1,i iu u u  در آن واقع شده است. 

محاسبه کلیه توابع پایه غیرصفر - 2   , ,,...,i p p i pN u N u 

1,jاي که  یافتن بازه- 3 jv v v  در آن واقع شده است. 

محاسبه کلیه توابع پایه غیرصفر - 4   , ,,...,j q q j qN v N v 

 .شان ضرب مقدار توابع پایه غیر صفر در نقاط کنترلی مربوطه- 5

  سطوح اسپلاین مشتق منحنیها و 8- 3

فرض کنید که  ( )k uC  مشتق مرتبهk ام منحنی اسپلاین uC اگر مقدار . باشدu 45معین 

توان  باشد، آنگاه می ( )k uC  را با محاسبه مشتقk 10- 2(ام توابع پایه اسپلاین مطابق رابطه (

  :در حالت کلی داریم. محاسبه نمود

)2 -10(     ( ) ( )
,

0

n
k k

i p i
i

u N u


 C P  

معین نباشد، مشتق منحنی اسپلاین  uاکنون اگر مقدار  uC  بر روي  را  که ) 4- 2(در رابطه

                                                
45 Fixed 
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با توجه به اینکه اثبات این روابط در مرجع . آوریم شود بدست می تعریف می) 5- 2(رابطه   بردار گره

)Piegl and Tiller, 1997( نماییم آمده است لذا در اینجا فقط به ذکر روابط بسنده می.  

  نماییم تعریف می) 11- 2(را با رابطه  iQپارامتر 

)2 -11(  1

1 1

i i
i

i p i

p
u u



  






P P
Q  

1mرا که داراي  Uبردار گره   کنیم به  تعریف می) 12- 2(باشد به شکل رابطه  عضو می

  .شود حاصل می Uطوریکه از حذف مقادیر ابتدایی و انتهایی بردار گره 

)2 -12(   1 1{0,...,0 , ,..., ,1,...,1}p m p

p p

u u  
 U  

توان به راحتی کنترل کرد که حاصل  اکنون می 1, 1i pN u   روي بردار گرهU  با حاصل

 , 1i pN u روي بردار گرهU باشد برقرار می) 13- 2(بنابراین رابطه . باشد برابر می.  

و ) 11- 2(با رابطه  iQکه  , 1i pN u  بر روي بردار گرهUشوند و  محاسبه می uC  یک

1pمنحنی اسپلاین با درجه   باشد می.  

مشتقات مرتبه اول منحنی  uC  شود تعریف می) 14- 2(در نقاط ابتدایی و انتهایی با رابطه.  

  .استفاده نمود) 15- 2(توان از رابطه  براي محاسبه مشتقات مرتبه بالاتر نیز می

)که در این رابطه مقدار  )k

iP  آید بدست می) 16- 2(از رابطه.  
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  .شود تعریف می) 17- 2(بردار گره در این حالت به شکل رابطه 

)2 -17(   
( )

1 1

1 1

{0,...,0, ,..., ,1,...,1}k
p m p

p k p k

u u  

   

U  

مشتقات مرتبه دوم منحنی اسپلاین  uC  1باp   18- 2(در نقاط ابتدایی و انتهایی با رابطه (

  .شود تعریف می

  .موجود است )Piegl and Tiller, 1997(اثبات روابط فوق در مرجع 

فرض کنید که . پردازیم حال به بررسی و ارایه روابط مربوط به مشتقات سطوح اسپلاین می

 ,u v ه به طور کلی هدف اصلی، یافتن مشتقات نسبی سطح اسپلاین طبق رابط. مقدار معینی باشد

  .باشد می) 19-2(ام طبق رابطه dتا مرتبه ) 6- 2(

)2 -19(  ( , ) 0
k l

k l
u v k l d

u v


  

 
S  

ها ذکر شد، براي محاسبه مشتق سطوح نیز بایستی مشتق توابع  همانند آنچه که براي منحنی

  .را داریم) 20- 2(در این حالت رابطه . پایه اسپلاین را محاسبه نمود

)2 -20(     ( ) ( )
, ,

0 0

( , )
k l n m

k l
i p j q ijk l

i j

u v N u N v
u v



 




 
S P  

مشتق   ,u vS  نسبت بهu  را با ,u u vS  کنیم محاسبه می) 21- 2(نشان داده و با رابطه.  

)2 -21(       
1

(1,0)
, 1 , ,

0 0

,
n m

u i p j q i j
i j

u v N u N v



 

 S P  

(1,0)که 
,i jP  آید بدست می) 22- 2(از رابطه.  

)2 -22(  1, ,(1,0)
,

1 1

i j i j

i j

i p i

p
u u



  






P P
P  

(0)و  U(1)از بردارهاي گره ) 22- 2(و ) 21- 2(که در محاسبه روابط  V V شود استفاده می.  

مشتق   ,u vS  نسبت بهv  را با ,v u vS  کنیم محاسبه می) 23- 2(نشان داده و با رابطه.  

)2 -18(  
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)2 -23(       
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(0,1)
, , 1 ,

0 0
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n m

v i p j q i j
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u v N u N v



 

 S P  

(1,0)که 
,i jP  آید بدست می) 24- 2(از رابطه.  

)2 -24(  , 1 ,(0,1)
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1 1

i j i j

i j

j q j
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v v



  






P P
P  

(0)از بردارهاي گره ) 24- 2(و ) 23- 2(که در محاسبه روابط  U U  (1)وV شود استفاده می .

همچنین مشتق   ,u vS  نسبت بهu  وv  را با ,uv u vS  محاسبه ) 25-2(نشان داده و با رابطه

  .کنیم می

)2 -25(       
1 1

(1,1)
, 1 , 1 ,
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,
n m

uv i p j q i j
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u v N u N v
 

 
 

 S P  

(1,0)که 
,i jP  آید بدست می) 26- 2(از رابطه.  

)2 -26(  
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, 1 ,(1,1)
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P P
P  

در . شود استفاده می V(1)و  U(1)از بردارهاي گره ) 26-2(و ) 25- 2(که در محاسبه روابط 

  :را داریم) 27- 2(حالت کلی نیز رابطه 

)2 -27(      ( , )
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i p k j q l i jk l
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u v N u N v
u v

  

 
 




 
S P  

)که در آن  , )
,
k l

i jP  شود تعریف می) 28-2(توسط رابطه.  
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P P
P  

 )Piegl and Tiller, 1997(هاي سطح نیز روابطی در مرجع  براي محاسبه مشتقات در گوشه

  .رایه شده استا

  خواص منحنیها و سطوح اسپلاین 9- 3

nاگر  p  باشد و بردار گره برابر با 0,...,0,1,...,1U  باشد، آنگاه منحنی uC  بیانگر

 )7- 2شکل . (باشد منحنی بزیر می
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منحنی درجه سه اسپلاین بزیر با : 7- 1 شکل  0, 0, 0, 0,1,1,1,1U   

چون  ,i pN u هستند، لذا منحنی  46اي هاي تکه اي ها چندجمله uC  نیز به همین صورت

رابطه  mو تعداد اعضاي بردار گره  pو درجه توابع پایه  nباشد و به ازاي تعداد نقاط کنترلی  می

 .برقرار است )29- 2(

)2 -29(  1m n p    

باشد که  براي هر دهانه مستقل بیانگر توابع پایه و قطعه منحنی مربوط به آن می) 8- 2(شکل 

  .چین نشان داده شده است توپر و نقطهبه صورت خطوط 

  

  

1توابع پایه درجه سه با ) الف: (8- 1 شکل  1 3
0,0,0, 0, , , ,1,1,1,1

4 2 4
U

 
  
 

  منحنی درجه سه مربوطه) ب(  

                                                
46 Piecewise Polynomials 
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در نقاط انتهایی منحنی اسپلاین داریم :  47خاصیت انطباق- 1  00 C P  و

 1 nC P 

توان این  براي ایجاد یک تبدیل در منحنی می: 48خاصیت تغییرناپذیري نسبی- 2

یک نقطه در  rبا این فرض که . تبدیل را در موقعیت نقاط کنترلی اعمال نمود

نشان داده  Φکه با  49نسبی باشد، یک تبدیل 3فضاي سه بعدي اقلیدسی 

کند و داریم  می 50تبدیل 3را به  3شود،  می r r Φ A V . کهA  یک

3ماتریس  3  وV 51تبدیلات نسبی عبارتند از انتقال. باشد یک بردار می ،

 . 54و برش 53، مقیاس52دوران

منحنی توسط پوسته محدبی که توسط نقاط کنترلی : 55خاصیت پوسته محدب- 3

در حقیقت اگر. شود شود، در برگرفته می مربوط به آن ایجاد می 1,i iu u u   و

1p i m p     باشد، آنگاه uC  در پوسته محدبی که توسط نقاط

iکنترلی  pP  تاiP گیرد شود قرار می تشکیل می. 

به . شود خاصیت پوسته محدب براي منحنی اسپلاین درجه دو مشاهده می) 9- 2(در شکل 

ازاي  1,i iu u u  شود که منحنی  مشاهده می uC  2در مثلث 1i i i P P P شود واقع می. 

                                                
47 Endpoints Interpolation 
48 Affine invariance 
49 Affine transformation 
50 map 
51 translations 
52 rotations 
53 scalings 
54 shears 
55 strong convex hull 
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  اسپلاین واقع در یک مثلث منحنی درجه دو: 9- 2شکل 

به . شود خاصیت پوسته محدب براي منحنی اسپلاین درجه سه مشاهده می) 10-2(در شکل 

ازاي  1,i iu u u   مشاهده میشود که منحنی uC  3در چهارضلعی 2 1i i i i  P P P P شود واقع می.  

  

  منحنی درجه سه اسپلاین واقع در یک چهارضلعی: 10- 2شکل 

خاصیت پوسته محدب براي منحنی اسپلاین درجه دو به ازاي ) 11- 2(در شکل 

1 2 3 4
0,0,0, , , , ,1,1,1

5 5 5 5

 
  
 

U 2منحنی بین . شود مشاهده می

5

 
 
 

C  3و

5

 
 
 

C  به صورت یک خط

  .باشد راست می
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  منحنی درجه دو اسپلاین واقع روي خط راست: 11- 2شکل 

، منحنی iPبا حرکت کردن نقطه کنترلی : 56اصلاح موضعی- 4 uC  فقط در بازه

1,i i pu u  
 شود زیرا اگر  دچار تغییرات می1,i i pu u u  

    آنگاه حاصل ،

 ,i pN u منحنی درجه سه اسپلاین ) 12- 2(در شکل .  برابر با صفر خواهدبود

1با بردار گره  2 3 4
0,0,0, , , , ,1,1,1

5 5 5 5

 
  
 

U شود که موقعیت نقطه  مشاهده می

4به  4Pکنترلی 
P تغییر یافته است. 

  

4به  4Pتغییر شکل منحنی اسپلاین با انتقال : 12- 2شکل 
P  

کنند و این تقریب را  اي از منحنی را بیان می نقاط کنترلی یک تقریب خطی تکه- 5

                                                
56 Local modification scheme 
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به عنوان . توان با اضافه کردن گره یا افزایش درجه توابع پایه، بهبود بخشید می

تر باشد، آنگاه منحنی به چندضلعی کنترلی  ون کلی، هرچه درجه پایینیک قان

در . نشان داده شده است) 14- 2(و ) 13- 2(این موضوع در شکل . نزدیکتر است

از توابع پایه با درجه نه و بردار گره ) 13- 2(شکل 

 0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1U  از همان ) 14- 2(و در شکل

جه دو و بردار گره شبکه نقاط کنترلی ولی با در
1 1 3

0,0,0, , , ,1,1,1
4 2 4

 
  
 

U 

 .استفاده شده است

  

  منحنی اسپلاین با توابع پایه درجه نه: 13- 2شکل 

  

  منحنی اسپلاین با توابع پایه درجه دو: 14- 2شکل 

شود که خواص دیگري نیز براي  ملاحظه می )Piegl and Tiller, 1997(با مراجعه به 

باید دانست که با . هاي اسپلاین وجود دارد که جهت اختصار از ذکر آنها خودداري شده است منحنی
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توان این خواص  شوند لذا می هاي اسپلاین حاصل می نکه سطوح اسپلاین از توسعه منحنیتوجه به ای

  .را به سطوح اسپلاین نیز تعمیم داد

  نربزمنحنیها و سطوح  10- 3

  .شود به شکل زیر تعریف می) 30-2(با رابطه  نربزام pیک منحنی درجه 

)2 -30(   
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,
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n

i p i i
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n

i p i
i

N u w

u a u b

N u w





  




P

C  

که در این رابطه  iP را تشکیل  57باشد که چند ضلعی کنترلی مجموعه نقاط کنترلی می

همچنین . دهد می iw  وزنها و  ,i pN u  توابع پایه درجهp ام اسپلاین است که بر روي بردار گره

  .شود تعریف می) 30- 2(

)2 -30(  1 1

11

,..., , ,..., , ,...,p m p

pp

a a u u b b  



  
  
  

U   

0aبجز در مواردي که صریحا ذکر شده است، در سایر موارد    1وb  شود فرض می .

0iw(باشد همواره بزرگتر از صفر میها، iها براي کلیه iwهمچنین مقدار   .( حال اگر p
iR u  را به

  :زیر تعریف کنیم) 31- 2(شکل رابطه 

)2 -31(   
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j p j
j

N u w
R u
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  .باز نویسی نماییم) 32- 2(را به شکل ) 30- 2(توانیم رابطه  اکنون می

)2 -32(     ,
0

n

i p i
i

u R u


 C P  

که   ,i pR u باشند و خصوصیات آن مشابه همان توابع پایه  می 58مجموعه توابع پایه گویا

  .است

                                                
57 Control Polygon 
58 Rational basis function 
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 vدر جهت  qو درجه  uدر جهت  pرا که داراي درجه  نربزتوان یک سطح  همچنین می

  .به شکل زیر محاسبه نمود) 33- 2(باشد را با رابطه  می

)2 -33(   
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P

S  

که  ,i jP  شبکه نقاط کنترلی و ,i jw همچنین. باشند وزن مربوط به آنها می   ,i pN u  و

  ,j qN v تعریف ) 35- 2(و ) 34- 2(باشند که بر روي بردارهاي  اسپلاین می 59 توابع پایه غیرگویا

  .شوند می

)2 -34(   1 1

1 1

0,..., 0, ,..., ,1,...,1p r p

p p

u u  

 

  
  
  

U  

)2 -35(   1 1

1 1

0,...,0 , ,..., ,1,...,1q s q

q q

v v  

 

  
  
  

V  

1rتوجه شود که روابط  n p    1وs m q   حال اگر  .باشند نیز برقرار می ,
, ,p q

i jR u v 

  :زیر تعریف کنیم) 36-2(را به شکل رابطه 

)2 -36(   
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, i p j q i jp q
i j n m

k p l q k l
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N u N v w
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  .باز نویسی نماییم) 37- 2(را به شکل ) 33- 2(توانیم رابطه  اکنون می

)2 -37(     ,
, ,

0 0

, ,
n m

p q
i j i j

i j

u v R u v
 

 S P  

 نربزمشتقات منحنیها و سطوح   11- 3

قبل از بیان مطالب این . باشد مشتق توابع گویا پیچیده و داراي مخرجهایی با توانهاي بالا می

اگر . شود ارایه می نربزهاي  بخش، روش دیگري براي نشان دادن منحنی iP  مجموعه نقاط کنترلی و

 iw دار را به شکل  توان مجموعه نقاط کنترلی وزن وزنها باشند، آنگاه می , , ,w
i i i i i i i iP w x w y w z w 

                                                
59 Nonrational B-spline basis function 
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تعریف ) 38-2(با رابطه  60توان منحنی اسپلاین غیرگویا را در فضاي چهاربعدي حال می. تعریف نمود

  .نمود

)2 -38(     ,
0

n
w w

i p i
i

u N u


 C P  

را که در محاسبه مشتقات منحنیهاي اسپلاین استفاده شد،  توان کلیه روابطی با تعریف فوق می

  .نیز استفاده نمود) 38- 2(براي رابطه 

توان مشتقات منحنی  حال می uC  تعریف شده است را بر حسب ) 29- 2(که در رابطه

 w uC فرض کنید داریم. بیان نمود
 

 
   

 
 
 

w u u u
u

w u w u
 

C A
C  که در آن uA  یکvector-

valued function  است و مختصات آن همان سه مختصه اول w uC  بوده و در واقع صورت کسر

اکنون مشتق . باشد می) 30- 2(رابطه  uC  کنیم که اثبات آن بسیار  حساب می) 39-2(را با رابطه

  .بیان شده است )Piegl and Tiller, 1997(ساده است و در مرجع 

)2 -39(   
     

 
u w u u

u
w u

 
 

A C
C  

استفاده کرد که  61توان از قانون لایبنیتز نیز می) 39- 2(براي محاسبه مشتقات بالاتر رابطه 

  .بیان شده است) 40-2(نتیجه آن در رابطه 

)2 -40(  
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A C

C  

ام kتوان مشتقات مرتبه  می) 40-2(توسط رابطه  uC  را براساس جملات مشتق مرتبهk ام

 uA  و مشتق مرتبه 1k  ام uC  و w u محاسبه نمود.  

 نربزمشتق نقاط ابتدایی و انتهایی منحنی  uC  شود محاسبه می) 41-2(با رابطه.  

                                                
60 Four-dimensional space 
61 Leibnitz’ rule 
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فرض کنید داریم نربزبراي محاسبه مشتق سطوح 
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S A
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.
مشتق 

سطح  ,u vS  را با ,u vS دهیم که  نشان می تواند  میu  یاv باشد.  
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  .داشت را خواهیم) 44-2(و ) 43-2(در حالت کلی نیز روابط 
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 نربزخواص منحنیها و سطوح  12- 3

است لذا خواص  بنا شده تکنیک نربز بر استفاده از توابع پایه اسپلاین اساسبا توجه به اینکه 

باشد و براي حفظ اختصار از ذکر آن  آن بسیار شبیه به خواص منحنیها و سطوح اسپلاین می

توان لیست کاملی از  می)Piegl and Tiller, 1997, Rogers, 2001(در مراجع . خودداري شده است
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  .را مشاهده نمود این خصوصیات

موارد مهم دیگري نیز . تاکنون به معرفی مهمترین خصوصیات تکنیک اسپلاین و نربز پرداختیم

مثلا اغلب براي . باشد وجود دارند که دانستن آنها براي انجام کارهاي گسترده تر پژوهشی نیاز می

البته در این رساله . نیز آشنا بود 62بایستی با تکنیک معکوس نربز IGAساخت ورودیها در روش 

همچنین دانستن . کدهاي مربوط به آن تهیه شده و در موارد لزوم مورد استفاده قرار گرفته است

این تکنیکها به پنج دسته اصلی . تکنیکهاي پایه هندسی از موارد مهمی است که باید با آن آشنا بود

و  66، ارتقاي درجه65، حذف گره64، اصلاح گره63شوند که عبارتند از تکنیکهاي افزودن گره تقسیم می

  .67تنزیل درجه

با توجه به اینکه این فصل جهت آشنایی بیشتر خواننده با اسپلاینها و نربز مورد نگارش قرار 

گرفته است، سعی شده است تا مهمترین مبانی مورد بحث در خصوص این ابزار مورد بررسی و ارایه 

  .رجوع نمود 1- 2ان به مراجع معرفی شده در بخش تو براي توضیحات بیشتر و جامعتر می. قرار گیرد

                                                
62 Inverse NURBS 
63 knot Insertion 
64 knot Refinment 
65 knot Removal 
66 Degree Elevation 
67 Degree Reduction 
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 روش تحلیل ایزوژئومتریک جامع: فصل سوم

(GIGA)  
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  مقدمه 1- 4

اي که  و نتایج دلگرم کننده 2005در سال ) IGA( 68از معرفی روش تحلیل ایزوژئومتریکپس 

در مقالات منتشر شده پس از آن اعلام گردید، در این رساله سعی شد تا از زاویه دیگري به توانمندي 

این روش نگریسته شود و با توجه به اینکه این روش بر مبناي استفاده از تکنیکهاي هندسه 

، با ایجاد تغییراتی در نحوه نگرش به حل مسایل، امکانی جدید براي استاستوار ) CG( 69اتیمحاسب

حل معادلات دیفرانسیل با ضرایب متغیر حاصل گردید که این موضوع در ادامه به تفصیل مورد 

در این بخش توضیحاتی در خصوص هندسه محاسباتی، روشهاي عددي، . بررسی قرار خواهد گرفت

و تفاوتهاي آنها با  GIGAو روش  IGAه به کمک کامپیوتر، مواد مرکب تابعی، روش طراحی هندس

نیز بیان خواهد GIGA همچنین فرمولبندي برخی مسایل حل شده با روش . شود یکدیگر پرداخته می

  .گردید

  هندسه محاسباتی 2- 4

را در روش توان اغلب آنها  هاي تولید هندسه انواع متنوعی دارند که می ها یا تکنولوژي روش

IGA تکنیک . مورد استفاده قرار گرفته اند برخی از این روشها در سالهاي اخیر. مورد استفاده قرار داد

، NURBS ،T-Spline ،Subdivision Surfaces ،Gordon Patches ،Gregory Patchesهایی مانند 

S-Patches ،A-Patches  توانند در روش  میو غیره به عنوان سایر روشهاي هندسه محاسباتی نیز

IGA   در روش  همچنینوGIGA  ولی . باشد مورد استفاده قرار گیرند که موضوع این رساله نمی

 روشپرکاربردترین روش مورد استفاده در این خصوص، استفاده از تکنیک نربز به عنوان یک 

رویه ها و  قدرت اصلی تکنیک نربز همان توانایی تولید انواع منحنیها،. استاندارد صنعتی بوده است

احجام سه بعدي با اشکال پیچیده، امکان ایجاد تغییرات دلخواه در هندسه تولید شده، پایداري و 

                                                
68 IsoGeometric Analysis (IGA) 
69 Computational Geometry (CG) 
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یاضی مانند در کنار این توانمندیها سایر خواص ر. .باشد سادگی الگوریتم ریاضی حاکم بر آن می

پیوستگی، امکان افزایش یا کاهش درجه منحنیها، سطوح و احجام، خاصیت پوسته محدب، خاصیت 

تغییرات نزولی و غیره که در فصل دوم به آنها اشاره شد از دیگر عوامل استفاده گسترده از این تکنیک 

افزارهاي معتبر در خصوص شایستگی این روش همین نکته بس که در اکثر نرم . باشد در صنعت می

حضوري پررنگ داشته و تا کنون میلیونها دلار براي توسعه آن سرمایه گذاري شده  CADگرافیکی 

این عوامل به عنوان مهمترین دلیل انتخاب تکنیک نربز به  از این رو. )Cottrell et al., 2009(است

  بوده و در این رساله نیز از این تکنیک بهره گرفته شده است IGAعنوان نقطه شروع در روش 

  مکانیک محاسباتی و روشهاي عددي 3- 4

در  70اهمیت و جایگاه مهم روشهاي عددي مروري خلاصه بر IGAقبل از معرفی روش 

باشد و  یکی از شاخه هاي مهم علوم کاربردي می 71مکانیک کاربردي. هاي گذشته خواهیم داشت دهه

 72مکانیک محاسباتی. شود پرداخته می در حوزه علم مکانیکدر این شاخه از علم به بررسی مسایل 

در واقع براي حل مسایل مکانیک ). 1- 3کلش(شود  نیز یکی از زیرمجموعه هاي این شاخه حساب می

با یک یا چند معادله دیفرانسیل برخورد خواهیم کرد که براي پیش بینی رفتار مکانیکی مساله مورد 

امروزه . نظر مانند تغییرمکانها یا تنشها تحت اثر بارهاي وارده، بایستی به حل این معادلات بپردازیم

ترین و پرکاربردترین روش  به عنوان شناخته شدهعلوم، در حوزه هاي مختلف اجزاي محدود روش 

  .باشد براي حل معادلات دیفرانسیل با مشتقات نسبی می عددي

                                                
70 Numerical Methods 
71 Applied Mechanic 
72 Computational Mechanic 
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  جایگاه مکانیک محاسباتی: 1- 4 شکل 

 Cottrell et(به این اسم نامگذاري شد 1960در سال  73نیز اولین بار توسط کلاف FEAروش 

al., 2009( .جریان سیال، انتقال در اواخر این دهه نیز مهندسان براي حل مسایلی مانند تحلیل تنش ،

رشد سریع این روش سبب ایجاد اثرات بسیار شگرفی . کردند حرارت و غیره از این روش استفاده می

مزایایی از جمله پایداري عددي، قابلیت . در رشد علوم و تکنولوژي در نیم قرن گذشته داشته است

مسایل مهندسی، قابلیت اعمال اعتماد، مدلسازي انواع هندسه، قابلیت اعمال برروي انواع متنوع 

اي قوي در خصوص تحقیقات انجام شده سبب رشد  بارگذاریها و تغییرمکانهاي متنوع و نهایتا پیشینه

بندي این  از طرف دیگر معایبی که بیشتر به علت شرایط فرمول. و گسترش سریع این روش بوده اند

دم دستیابی به حل دقیق، خطاهاي توان به ع شوند وجود دارد که از آن جمله می روش حاصل می

به محیط ناپیوسته ) نامحدود(ناشی از مدلسازي هندسه، استفاده از گره ها براي تبدیل محیط پیوسته 

با  د، مشکلات ناشی از تولید شبکه و بهبود آن، نیاز به قضاوت صحیح مهندسی در برخور)محدود(

  .نام بردجوابهاي حاصله و اشتباهات ناشی از کاربران این روش 

رشد این روش دیگر سرعت  ،FEAموجود در روش  امروزه بعلت رفع اغلب ابهامات و مشکلات

. ادامه داردآن گذشته را نداشته و فقط در برخی مسایل و جزئیات خاص، تحقیقات براي ارتقاي 

روش کادمیک بسیاري براي این آهمانگونه که در فصل یک بیان گردید، امروزه برنامه هاي تجاري و 

در واقع تفاوت . شوند تهیه شده است که اغلب به صورت تخصصی براي حل مسایل مختلف استفاده می

                                                
73 Clough 



40 

 

اصلی این نرم افزارها در مباحث گرافیکی، کتابخانه المانها، تکنولوژي تولید شبکه، توانایی بهبود 

  .باشد شبکه، توانایی حل دستگاه معادلات، نیازهاي سخت افزاري و غیره می

  هندسه به کمک کامپیوترطراحی  4- 4

حوزه اي از ریاضیات کاربردي است که در آن ) CAGD( 74طراحی هندسه به کمک کامپیوتر

در این بخش به بررسی روشها و الگوریتمهاي . شود به هندسه اشیاء از دیدگاه محاسباتی نگریسته می

یر و سریع علوم در واقع توسعه چشمگ. شود موجود براي توصیف ریاضی اشکال هندسی پراخته می

کامپیوتري در بخشهاي نرم افزاري و سخت افزاري سبب ایجاد شرایط مناسب براي رشد سریع 

امروزه نیز نرم افزارهاي بسیاري بر مبناي . تکنیکهاي طراحی هندسه به کمک کامپیوتر شده است

مانند  AutoDeskتوان به انواع محصولات شرکت آمریکایی  روشهاي گرافیکی تهیه شده است که می

3DMax ،Maya ،AutoCad و بسیاري دیگر از نرم افزارها اشاره کرد.  

در شرکت  77و پائول دي کاستلیاو 76در شرکت رنو 75توان به پیر بزیر می CAGDگامان  از پیش

در این خصوص تحقیق  1960اشاره نمود که هر دو در فرانسه و در سالهاي حدود  78سیتروئن

هنگامی که مشغول  1974در سال  79اولین بار توسط بارنهیل و ریزنفلدنیز   CAGDلغت . کردند می

 Cottrell et(سازماندهی کنفرانسی در همین زمینه در دانشگاه یوتا در آمریکا بودند نامگذاري گردید

al., 2009( . امتیازهاي برجستهCAGD اسپلاینها و تکنیک نربز - در واقع بخاطر توانمندي بی

تولید  برايهمانطور که قبلا نیز اشاره گردید روشهاي متعدد دیگري سازد،  خاطر نشان می. باشد می

  .وجود دارنداشکال هندسی 

                                                
74 Computer Aided Geometric Design 
75 Pierre Bezier 
76 Renault 
77 Paul de Casteljano 
78 Citroen 
79 R. Barnhill and R. Riesenfeld 
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  مواد مرکب تابعی 5- 4

یا مصالح مرکب هدفمند در واقع حاصل پیشرفت علم مواد و تولید ) FGM( 80مواد مرکب تابعی

و طی انجام یک پروژه براي ساخت  1984این نوع مواد اولین بار در ژاپن در سال . باشند مصالح می

براي ساخت این شاتل به . )SHIOTA and MIYAMOTO, 1997(شاتل فضایی معرفی شدند

ین ا. مصالحی نیاز بود که توانایی تحمل گرادیانهاي حرارتی شدید را بر روي سطح خود داشته باشند

 10درجه کلوین در ضخامتی برابر با  1000درجه کلوین به  2000گرادیان حرارتی عبارت بود از تغییر

صورت یک تابع پیوسته در راستاي محورهاي مشخصی تغییر  هخصوصیات مصالح ب FGMدر . میلیمتر

ح ایجاد در واحد حجم مصال 81این تغییرات به سبب ایجاد تغییر در حجم مواد تشکیل دهنده. کند می

از دیدگاه میکروسکوپی داراي ساختار  FGMبه همین دلیل است که مصالح ). 2- 3شکل (شود  می

  .باشند می 82متغیر و از دیدگاه ماکروسکوپی داراي خواص متغیر

  

  ي مواد مرکب تابعی ي توزیع مواد تشکیل دهنده  نحوه: 2- 4 شکل 

اي  تغییرات تنش پیوسته بوده و در آنها مشکلات اصلی مصالح کامپوزیت لایه FGMدر مصالح  

همچنین در این مصالح، مقاومت در  .مصالح وجود ندارد 84و یا ورقه ورقه شدن 83مانند تمرکز تنش

                                                
80 Functionally Graded Materials 
81 Volume Fraction 
82 Graded Micro-Structure and Macro-Properties 
83 Stress Concentration 
84 Delamination 
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از مصالحی مانند سرامیک و مقاومت مکانیکی با استفاده از فلزات حاصل  85برابر حرارت و خوردگی

آینده  ،خصوصیات بسیار کارآمد این مواد سبب شده تا استفاده از آنها در تکنولوژي هاي برتر .شود می

توان به استخوانها، دندانها، چوب بامبو،  در طبیعت نیز می. درخشانی را براي آنها به ارمغان بیاورد

قشر داخلی نرم بوده و پوسته نارگیل و بسیاري موارد دیگر اشاره نمود که داراي قشر خارجی سخت و 

  )منبع اینترنت 4- 3و  3- 3شکلهاي . ( باشند می FGMمثالهاي خوبی از 

  

  سطح مقطع چوب بامبو: 3- 4 شکل 

  

  سطح مقطع استخوان: 4- 4 شکل 

باشد، مدلسازي و تحلیل این  که ناشی از جنس مصالح آن می FGMبودن  86با توجه به ناهمگن

لذا با پیشرفت تکنولوژیهاي . باشد می 87مسایل بطور قابل ملاحظه اي مشکل تر از مصالح همگن

ساخت مصالحی از این قبیل، نیاز به روشهاي توانمندتر در خصوص مدلسازي و تحلیل آنها نیز 

کارهاي پژوهشی انجام شده در مورد این مواد در زمینه تحلیل  همچنین بیشتر .شود احساس می

                                                
85 Corrosion 
86 Inhomogeneous Materials 
87 Homogeneous Materials 
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بعلت پیچیدگی حل این . تنشهاي حرارتی و تحلیل شکست و ترك در صفحات و پوسته ها بوده است

باشد، تاکنون تعداد محدودي از  بودن این مصالح می 88ناهمسانگرديمسایل که ناشی از ناهمگنی و 

اي  ضمن اینکه در مسایل حل شده نیز فرضیات ساده کننده. اند مسایل با روشهاي تحلیلی حل شده

مانند ثابت بودن ضریب پواسون و یا تغییرات مصالح با یک تابع خاص خطی، نمایی یا توانی در نظر 

  .گرفته شده است

به عنوان مصالحی نگریسته شده است که معادله دیفرانسیل حاکم بر   FGMدر این رساله به 

تر در خصوص این مصالح و یا تکنولوژي ساخت  لذا مسایل تخصصی. باشد یب ثابت نمیآنها داراي ضرا

آنها مد نظر این رساله نبوده و فقط از دیدگاه ریاضی به این مساله پرداخته شده است تا توانمندي 

 .قرارگیرد ارزیابیدر حل معادلات دیفرانسیل با ضرایب متغیر بر روي این مصالح مورد  GIGAروش 

نین لازم به ذکر است که عدم توانمندي حل معادلات دیفرانسیل با ضرایب متغیر از معایب بزرگ همچ

  .)Katsikadelis, 2002( باشد نیز می 89روش المان مرزي

  

  و بدون شبکه عطف در توسعه توابع پایه روشهاي اجزاي محدود نقاط: 1- 4 جدول 

  

  

                                                
88 Anisotropic 
89 Boundary Element Method 
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  ) IGA(معرفی روش تحلیل ایزوژئومتریک   6- 4

و روشهاي  اجزاي محدودبا توجه به سیر پیشرفت و توسعه توابع پایه مورد استفاده در روش 

توجه به  آمده است، در مجموع باید اشاره کرد که با) 1- 3(بدون شبکه که خلاصه اي از آن در جدول 

دلسازي توان به شکل دقیق و قابل اعتمادي اقدام به م این روشها نمی طبیعت توابع مورد استفاده در

عوامل اصلی از  )Cottrell et al., 2009(در واقع همین نکته به نقل از . دقیق هندسه جسم نمود

نیز در طی این سالها همگام با رشد   CADاز طرف دیگر روشهاي  .بوده است IGAتوسعه مفهوم روش 

اي  خلاصه .اي را شاهد بوده اند اي، ارتقاي قابل ملاحظه بسیار سریع نرم افزارها و سخت افزارهاي رایانه

  .)Cottrell et al., 2009(نشان داده شده است) 2- 3(از این توسعه در جدول 

  روشهاي طراحی به کمک کامپیوتر نقاط عطف در توسعه: 2- 4 جدول 

  

یکی در دامنه  مورد توجه قرار داد کهتوان به دو صورت  هر المان را میاجزاي محدود در روش 

همچنین المانها معمولا با استفاده از مختصات نقاط . باشد می 91و دیگري در فضاي فیزیکی 90اصلی

ها تعیین  ایه در نظر گرفته شده در محل گرهشوند و درجه آزادي آنها، از روي توابع پ گرهی تعریف می

هاي تعریف شده  بوده و از گره 92، توابع پایه داراي خاصیت درونیابیاجزاي محدوددر روش . شود می

                                                
90 Parent Elements 
91 Physical Domain 
92 Interpolatory 
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همچنین . ندارندنربز، توابع پایه به طور کلی خاصیت درونیابی  تکنیک در از طرف دیگر .کند عبور می

مش . د دارد که عبارتند از مش کنترلی و مش فیزیکیدر این تکنیک براي مش دو دیدگاه وجو

خاطرنشان . شود و این نقاط بر روي آن منطبق هستند کنترلی توسط نقاط کنترلی تعریف می

سازد، مش کنترلی بر هندسه واقعی منطبق نبوده و فقط به عنوان یک چهارچوب کلی براي کنترل  می

دارد و اجزاي محدود شبیه مش موجود در روش  مش کنترلی ظاهري. رود هندسه واقعی به کار می

با وجودي . شوند باشند بر روي این نقاط واقع می متغیرهاي کنترلی که همان درجات آزادي مساله می

، هندسه اجزاي محدودباشد، ولی برخلاف روش  می 93که اغلب، مش کنترلی داراي شکل نامناسبی

مش فیزیکی نیز از تقسیم هندسه واقعی جسم  .خواهد داشت 94ایجاد شده توسط آن ظاهري هموار

و دهانه  95در خصوص مش فیزیکی نیز دو مفهوم وجود دارد که عبارتند از وصله. شود حاصل می

بیشتر . در نظر گرفت 98و یا یک زیردامنه 97توان همانند یک المان ماکرو هر وصله را می .96گرهی

. توان با یک وصله مدلسازي نمود ا میمورد استفاده در کارهاي آکادمیک ر پایه اشکال هندسی

در . همچنین هر وصله از دو دیدگاه حائز اهمیت است که عبارتند از دامنه اصلی و فضاي فیزیکی

توپولوژي دو بعدي و سه بعدي به ترتیب هر وصله در دامنه اصلی به شکل مستطیل و مکعب 

  .باشند مستطیل می

در توپولوژي یک، دو و سه . گرهی تقسیم بندي نمود هاي توان به دهانه از طرفی هر وصله را می

با . اند ها محدود شده هاي گرهی توسط گره دهانه. ها به ترتیب عبارتند از نقطه، خط و سطح بعدي، گره

ها، توابع پایه داراي  در گره. شود این تعریف دامنه المانها که توابع پایه همواري دارند تعریف می

pپیوستگی از درجه  mC   خواهند بود کهp اي و  درجه چندجملهm هاي مورد  گره 99تعداد تکرار

                                                
93 Severly Distorted 
94 Smooth 
95 Patch 
96 Knot Span 
97 Macro-Element 
98 Sub-Domain 
99 Multiplicity 
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هاي گرهی مشکل خاصی وجود نخواهد  همچنین براي انتگرالگیري عددي در دهانه. باشد بحث می

ا با آن مواجه هستیم همین دهانه هاي گرهی با توجه به اینکه کوچکترین بخشی که م. داشت

بدون  IGAهنگامی که در روش . نام برد 100توان از آنها به عنوان میکرو المان باشند، لذا می می

  .باشد هاي گرهی می شود، منظور همین دهانه اي از المان نام برده می هیچگونه توضیح اضافه

  

                                                
100 Micro-Element 
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  جزئیات مربوط به مدلسازي یک سطح با یک وصله با تکنیک نربز: 5- 4 شکل 

  نقاط عطف در توسعه روشهاي طراحی به کمک کامپیوتر: 3- 4 جدول 

  

نیز یکی از مهمترین مفاهیمی است که باید در خصوص استفاده از تکنیک  101فضاي پارامتري

در واقع با استفاده از این مفهوم هویت گره ها تعیین . ز در روش ایزوژئومتریک به آن اشاره نمودنرب

این موارد به طور خلاصه در شکل . شود شده و بین گرهها با درجه تکرار بیشتر از یک تمایز قائل می

از همین مرجع، ابزار ) 3-3(همچنین در جدول .  )Cottrell et al., 2009(نشان داده شده است  5- 3

گیرد به طور خلاصه نشان داده شده  مورد استفاده قرار می IGAمربوط به تکنیک نربز که در روش 

  .است

                                                
101 Index Space 
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  مفهوم ایزوپارامتریک 7- 4

اي که  ایده بنیادي که در پس روش ایزوژئومتریک موجود است این است که از همان توابع پایه

در . شود میحل نیز استفاده  تقریب زدن شود، براي براي مدلسازي دقیق هندسه جسم استفاده می

شود با نام مفهوم  نکته که از توابع پایه مشابه براي تولید هندسه و تحلیل مساله استفاده می واقع این

. نیز کاملا مرسوم و شناخته شده استاجزاي محدود شود که در روش  ایزوپارامتریک نام برده می

لیل در تحتفاوت بنیادین بین مفهوم جدید روش ایزوژئومتریک و مفهوم قدیم روش ایزوپارامتریک 

از توابع پایه، ابتدا براي تقریب زدن اجزاي محدود عبارتست از اینکه در روش کلاسیک اجزاي محدود 

این روند کاملا برعکس  IGAولی در روش . شود براي تولید هندسه جسم استفاده می بعدحل مساله و 

د به عنوان توابع هندسه جسم هستن یا نسبتا دقیق اي که قادر به تولید دقیق است و از توابع پایه

 Cottrell et(نشان داده شده است) 6-3(این مساله در شکل . شود تقریب زننده حل مساله استفاده می

al., 2009(.  توابع پایه نربز، مستقل از هرگونه ملاحظات هندسی، خواص لازم براي تقریب حل مساله

  .را خواهند داشت

  

  در اعمال توابع پایه IGAبا روش  FEAمقایسه روش : 6- 4 شکل 

ایها، سادگی آنها  ترین عامل دلگرم کننده براي اعتماد به چندجمله ، اصلیFEAدر روش 

برنامه نویسی، آسانی درك مفاهیم حاکم بر آنها، آسانی اثبات تئوریهاي حاکم بر آنها  سهولت. باشد می

همچنین هنگام . و خواص شناخته شده آنها براي استفاده در تقریب زدن از جمله این موارد است

و یا مسائل  102براي بدست آوردن حل تقریبی مساله، مسایلی مانند نرخ همگرایی استفاده از آنها

                                                
102 Convergence Rate 
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البته موارد ذکر شده به این مفهوم نیستند که دستیابی . ریاضی مشابه به آسانی قابل دستیابی هستند

توان از مفهوم ایزوپارامتریک  برعکس می. به تئوریهاي فوق براي سایر توابع پایه امري ناممکن است

رحال جوابهاي دقیقی براي توابع پایه غیر ه به. استفاده نمود 103اي استفاده از توابع پایه نامتعارفبر

  .مراجعه نمود )Bazilevs et al., 2006(توان به مرجع  اي موجود است که می چندجمله

  )GIGA(روش تحلیل ایزوژئومتریک جامع  8- 4

 ,Kim and Paulino, 2002(تحقیقاتی با روش اجزاي محدود ، تاکنون FGدر خصوص مواد 

Santare and Lambros, 2000( معادلات انتگرالی ،)Katsikadelis, 2002, Ozturk and Erdogan, 

1999, Paulino and Jin, 2000( مدلهاي مرتبه بالا ،)Aboudi et al., 1999, Pindera and Dunn, 

انجام شده است و  )Goldberg and Hopkins, 1995, Sutradhar et al., 2002(و المان مرزي  )1997

در عمل که قادر به حل معادلاتی با ضرایب متغیر باشد  104هنوز یک المان تابعی این درحالی است که

هیچیک از نرم افزارهاي معروف تجاري که هم اکنون بر مبناي این  لذا. مورد استفاده واقع نشده است

شان ارایه  باشند چنین المانهایی را در لیست کتابخانه المانهاي موجود در برنامه وش موجود میر

نبوده و به امکانات  FGMقادر به حل مستقیم مسایلی مانند  ها ، این برنامهبعبارت دیگر. کنند نمی

در مقایسه با ز نی IGAروش . جانبی و یا کدهاي برنامه نویسی مخصوص براي انجام این کار نیاز دارند

در واقع وجود این مشکل اصلی . کند ، امتیاز خاصی در این خصوص ارایه نمیاجزاي محدود روش 

  .بوده استIGA روش  توسعهترین مشوق براي 

و اجزاي محدود شود که تنها تفاوت دو روش  ملاحظه می )Cottrell et al., 2009(با مراجعه به 

شده است در توابع پایه  IGAکه سبب ایجاد امکانات و مفاهیم چشمگیر براي روش  IGAروش 

از اجزاي محدود براي روشن تر شدن مطلب، در روش . بکارگرفته شده در هر روش اعلام شده است

                                                
103 Exotic Bases 
104 Graded Element 
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. استفاده شده است شکلاز توابع پایه اسپلاین به عنوان توابع  IGAاي و در روش  توابع چندجمله

کافی است در یک کد مساله فوق بیان شده است که  تاکید برهمچنین در مرجع مذکور براي 

تا به یک کد کامپیوتري با قابلیت تحلیل به  ایجاد نمود محدوديتغییرات اجزاي محدود کلاسیک 

تغییر در فایلهاي ورودي و خروجی، جایگزینی وصله ها به جاي . روش ایزوژئومتریک دست یافت

. هند بود که باید انجام پذیرداسپلاینها مهمترین تغییراتی خوا- المانهاي محدود و ارزیابی توابع پایه بی

کنند نیز نسبت به روش  براي مسایلی که از چند وصله براي مدلسازي هندسه مساله استفاده می

. لازم خواهد بود 105، به یک حلقه اضافه در کد کامپیوتري جهت فرآیند روي هم گذارياجزاي محدود

توان از  در دست خواهد بود که می IGAبر مبناي روش  کامپیوتري پس از اعمال این تغییرات یک کد

اما نکته مهمی که در اینجا قابل ذکر است این است که این . مزایاي ذکر شده براي آن استفاده نمود

در . ها سبب ایجاد امکان حل معادلات دیفرانسیل با ضرایب متغیر نخواهد شد تغییرات و جایگزینی

چه بسا . نخواهد داشتاجزاي محدود با روش هیچ تفاوتی  IGAواقع حل این گونه مسایل با روش 

اینکه به لحاظ فنی بهتر باشد تا بجاي استفاده از تعداد زیاد وصله ها با خصوصیات مکانیکی ثابت براي 

خلاصه کلام اینکه در مواجهه با . استفاده کرداجزاي محدود ، از همان روش  IGAدر روش  هریک

ضعیف عمل اجزاي محدود همانند روش  IGA متداول معادلات دیفرانسیل با ضرایب متغیر، روش

توضیحات بیشتر در این خصوص در . خواهد کرد و مشکلات بیان شده لاینحل باقی خواهند ماند

، خصوصیات مکانیکی مواد مانند مدول GIGAدر روش  .شود مثالی که در ادامه خواهد آمد بیان می

ابع دلخواه هستند و به عنوان ضرایب معادله الاستیسیته و ضریب پواسون که در حالت کلی یک ت

، فایل 106هاي تابعی استفاده از وصله. مانند یند فرمولبندي باقی میآشوند، در فر دیفرانسیل تلقی می

پیوستگی در تغییرات جنس مصالح ، مدلسازي دقیق تابع توزیع مصالح، IGAورودي متفاوت با روش 

 GIGA و ایجاد روش  IGAتر به مفهوم روش  نگاه جامع از مسایل و مزایايبین المانهاي یک وصله 

                                                
105 Assemble 
106 Graded Patches 
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  . باشند می

  .را در نظر بگیرید) 1- 3(، حل معادله دیفرانسیل GIGAبراي نشان دادن ایده موجود در روش 

  )3 -1(  ( ) ( ) 0
d du

a x f x for x L
dx dx

 
    

 
  

)هدف یافتن  )u x  باشد می) 2- 3(با در نظر گرفتن شرایط مرزي به شکل رابطه  

  )3 -2(  0(0) , L

x L

du
u u a Q

dx


 
  

 
  

)که در آن  )a x  و( )f x  توابع معلوم نسبت بهx  ،0u  وLQ  مقادیر معلوم وL  طول دامنه

باشد که  در واقع این معادله یکی از ساده ترین معادلات دیفرانسیل مرتبه دوم می. باشد یک بعدي می

براي مثال در مسایلی مانند . براي حل برخی مسایل در مکانیک کاربردي لازم است حل شود

هاي گسترده، تغییر طول محوري میله ها تحت اثر بار گسترده محوري، تغییرشکل کابلها تحت اثر بار

کرد   اي برخورد خواهیم سرعت یک سیال لزج در اثر تغییرات در فشار و مسایل مشابه به چنین معادله

)Reddy, 1993( . در مساله تغییر شکل محوري یک میله با سطح مقطع ثابتA  و مدول الاستیسیته

)خواهیم داشت  Eثابت  )a x EA . در مسائل همگن مقدار نیروي گسترده محوري( )f x  و نیروي

نوشته خواهد ) 3- 3(تر  به شکل ساده) 1- 3(در نتیجه معادله . برابر با صفر خواهند بود LQمتمرکز 

  .شد

  )3 -3(  
2

2
( ) 0

d u
EA f x for x L

dx
     

توان این معادله  به راحتی میاجزاي محدود با استفاده از روشهاي عددي موجود مخصوصا روش 

. شود به المانهاي کوچکتر تقسیم بندي می) 7-3(براي این کار دامنه مساله مانند شکل . را حل کرد

  .براي کلیه المانها مقداري ثابت است EAشود، مقدار  دیده می) ب- 7-3(همانگونه که در شکل 
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  المانهاي محدود) مشخصات مساله، ب) الف: 7- 4 شکل 

اکنون تصور کنید که مدول الاستیسیته، سطح مقطع میله و تابع نیروي محوري مقادیر ثابت 

نشان داده شده است ) 8- 3(در این حالت که در شکل . نبوده و هر کدام با یک تابع تعریف شوند

شود ولی تفاوت آن در این است که  له به المانهاي کوچکتر تقسیم میهمانند روش قبل دامنه مسا

متفاوتی iAو هندسی  iEالمانها علاوه بر بار گذاري متفاوت داراي خواص مکانیکی  i i

iEA E A 

1مانند  2 6, ,...,EA EA EA باشند می .  

  

  المانهاي محدود) تقسیم بندي دامنه، ج) مشخصات مساله، ب) الف: 8- 4 شکل 

 EAاگر مانند حالت اول مقادیر . حل کنیم IGAحال فرض کنید که بخواهیم مساله را با روش 

توان از یک وصله استفاده و مساله را حل کرد  می IGA تداولم براي تمام المانها ثابت باشد در روش

اجزاي محدود زیرا خصوصیات مکانیکی مصالح در یک وصله در این روش همانند یک المان در روش 

توان از یک وصله براي حل این  در نتیجه بجاي استفاده از چند المان می. شود ثابت در نظر گرفته می

با خواص ثابت  توان از یک وصله اما براي حل مساله در حالت دوم دیگر نمی. مساله ساده استفاده نمود
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براي مدلسازي هرچه دقیقتر شرایط  FEAبلکه باید همانند روش . استفاده کرد مکانیکی و هندسی

این مشکل به شکل . ها استفاده کرد هندسی و توزیع مصالح بجاي افزایش المانها از افزایش وصله

در مواجهه  IGAو روش اجزاي محدود و و سه بعدي نیز اتفاق می افتد و بین روش مشابه در مسایل د

از طرفی  .با این مسایل و یا در حالت کلی معادلات دیفرانسیل با ضرایب متغیر تفاوتی وجود ندارد

که همان عدم پیوستگی به ترتیب بین المانها و وصله ها  IGAو اجزاي محدود مشکل مشترکی بین 

با روش  IGAاین است که تفاوت روش  پرسشی که در اینجا مطرح است .باقی خواهد ماند خواهد بود

توان به علت و هدف از ارایه روش  در حل این مسایل چیست؟ در واقع اکنون میاجزاي محدود 

GIGA در روش . دهد پرداخت به عنوان روشی که به این سوال جواب می GIGA براي چنین مساله

شود و کلیه تغییرات در مصالح، هندسه و بارگذاري دقیقا در  همان یک وصله استفاده میاي باز هم از 

بعبارت دیگر هر وصله . باشد شود و دیگر نیازي به افزایش تعداد المانها نمی همان یک وصله مدل می

رفی از ط .منظور مدلسازي توزیع مصالح نیز کاربرد خواهد داشت علاوه بر وظیفه مدلسازي هندسه، به

شود، لذا براي هر وصله  از دهانه هاي گرهی بجاي المان استفاده می  GIGAبا توجه به اینکه در روش 

هاي بیشتري استفاده  البته در مسائل پیچیده تر که باید از وصله. بین آنها پیوستگی برقرار خواهد بود

این مشکل به طور . ر شودتواند پدیدا شود، در حالت کلی این عدم ناپیوستگی بین خود وصله ها می

البته براي رفع این مشکل . موجود است GIGAو  IGA، اجزاي محدودمشترك بین هر سه روش 

وجود دارد که نیازمند استفاده از سایر روشهاي تولید  GIGAو  IGAامکانات قابل توجهی در روش 

 GIGAروش تر با مبانی آشنایی بیشبا هدف توضیحاتی  تا این مرحله .باشد هندسه در این روشها می

وجود GIGA و روش  IGAاما براي توضیح بیشتر و آشنایی با تفاوت دیدگاهی که بین روش . بیان شد

 ،فرض کنید یک صفحه دو بعدي طره در حالت تنش مسطح. زنیم اي دو بعدي را مثال می دارد، مساله

  .ه استتحت نیروي متمرکز در انتهاي آزاد خود قرار گرفت) 9-3(مانند شکل 
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  تقسیم بندي دامنه و جواب) مشخصات مساله، ب) الف: 9- 4 شکل 

و تغییر شکل مساله بعد از حل نشان اجزاي محدود شبکه اولیه المانهاي ) ب- 9-3(در شکل 

. یابد تغییر می yو  xبعد از حل مساله مختصات اولیه هر گره به مختصات جدید . داده شده است

اي از  در این حالت دامنه مساله با شبکه. حل شود IGAحال فرض کنید که همین مساله با روش 

  .نشان داده شده است) 10- 3(شود که در شکل  نقاط کنترلی تعریف می

  

  حل روش ایزوژئومتریک) مشخصات مساله، ب) الف: 10- 4 شکل 

شود که مختصات نقاط کنترلی اولیه به نقاط جدید تغییر  ملاحظه می) ب- 10- 3(در شکل 

و ) 4- 3(اکنون براي بدست آوردن جواب در کل دامنه کافی است با استفاده از فرمول . یافته است

نقاط کنترلی اقدام به تولید سطح جدید خاکستري رنگ به عنوان  yو  xجایگذاري مختصات جدید 

  . جواب مساله نمود
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i,در این رابطه  jX  و,i jY  مختصات جدید نقاط کنترلی و( , )X r s  و( , )Y r s  نیز بیانگر تغییر

یکی از تفاوتهایی که در اینجا بین روش  .باشد می yو  xمکان هر نقطه دلخواه از دامنه در جهات 

نقاط قدیم و اجزاي محدود قابل مشاهده است این است که در روش  IGAو روش اجزاي محدود 

این  IGAولی در روش . جدید همواره برروي هندسه اولیه و هندسه تغییر شکل یافته جسم قرار دارند

به همین دلیل . جسم منطبق نباشند هندسهبر توانند  مینقاط مفهوم ریاضی داشته و در حالت کلی 

  . شود تبدیل می IGAبه ماتریس ضرایب در روش اجزاي محدود اتریس سختی در روش است که نام م

در اینجا براي تولید جواب یا . حل کنیم GIGAخواهیم مساله را با روش  اکنون فرض کنید می

براي . دهیم نحوه دیدگاه به جواب مساله را تغییر می) 10- 3(همان تغییر مکانها در مثال شکل 

  .رجوع کنید) 11- 3(کردن موضوع به شکل تر بیان  شفاف

  

  حل روش ایزوژئومتریک جامع) مشخصات مساله، ب و ج) الف: 11- 4 شکل 

بجاي ایجاد تغییر در مختصات اولیه نقاط کنترلی و یافتن مختصات جدید که  GIGAدر روش 

شود و سپس با هریک از این مقادیر  جدید تعریف می 2zو  1zمساله است، دو مختصات  حلبیانگر 

و ارتفاع دیگري بیانگر تغییرمکان  xشود که ارتفاع یکی بیانگر تغییرمکان جهت  اي تولید می رویه
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بنابراین . ج نشان داده شده است- 11- 3ب و - 11- 3خواهد بود که بترتیب در شکلهاي  yجهت 

ایجاد شکل تغییر شکل  در این است که در روش اول براي GIGAبا روش  IGAتفاوت اصلی روش 

ولی در روش دوم مختصات اولیه نقاط  شود استفاده میمختصاتی جدید با نقاط کنترلی  یافته سازه از

مده و جواب نهایی به شکل یک آعنوان جواب مساله بدست   هت بوده و مختصه سومی بکنترلی ثاب

علت اصلی که چنین دیدگاهی نسبت به حل مساله درنظر گرفته شده است این است  .رویه خواهد بود

که براي مدلسازي تابع تغییرات مشخصات مکانیکی مصالح تشکیل دهنده دامنه، این تابع را باید به 

کرنش مسطح و یا تقارن محوري در /سه بعدي بر روي دامنه دوبعدي مسائل تنشرویه  صورت یک

ها که  سازد که براي حل مسائلی مانند تحلیل پوسته البته در همینجا خاطر نشان می. نظر گرفت

شود که بعد  هندسه مساله به صورت سه بعدي است، از یک رویه فرضی با بعد چهار استفاده می

  .گر مولفه هایی نظیر تغییر مکانها یا مشخصات هندسی مصالح خواهد بودچهارم آن بیان

  

  FGMانیزوتروپیک ) ، بFGMایزوتروپیک ) مدول الاستیسیته ثابت، ب) الف: 12- 4 شکل 

نحوه کد نویسی و  در فایلهاي ورودي، تغییراتیحل مساله  در نحوه نمایشاین تغییر دیدگاه 

توان مقادیر مدول الاستیسیته و ضریب پواسون را بر  اکنون می. دارد تولید برنامه کامپیوتري را در پی
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لذا مختصات اولیه نقاط کنترلی ثابت . روي هر نوع دامنه پیچیده اي با استفاده از یک رویه تعریف کرد

ی را تولید کرد که ارتفاع آنها بیانگر مشخصات توان رویه های مانده و با تعریف مختصه سوم متفاوت می

این . را ملاحظه کنید) 12- 3(شکل . مکانیکی و چگونگی تغییرات آن بر روي دامنه مساله باشد

- نیز بوده که در آنجا بعد چهارم ابر ها و پوسته سه بعدي مسائل دیدگاه به سادگی قابل تعمیم به

مصالح یا به طور کلی تغییرات در ضرایب معادله بیانگر تغییرات دلخواه در خصوصیات  107رویه

دهد،  به طور خلاصه براي هر نقطه کنترلی که هندسه جسم را تشکیل می. باشد دیفرانسیل می

توان به تعداد دلخواه و مورد نیاز، بعد جدید تعریف نمود که هر یک از این ابعاد جدید به همراه  می

را ) در مسائل سه بعدي(رویه - و یک ابر) سائل دوبعديدرم(مختصات اولیه نقطه کنترلی یک رویه 

  .نیز رجوع نمود )Hassani and Moghaddam, 2010(توان به مرجع  همچنین می .کند ایجاد می

  GIGAو  FEM ،IGAمقایسه روشهاي  9- 4

را در قالب جدول  GIGAو  FEM ،IGAدر روشهاي ها  و تشابهدر این بخش برخی از تفاوتها 

به که  وجود دارد )Cottrell et al., 2009(در مرجع  دیگريالبته موارد . بیان خواهیم کرد) 4- 3(

لازم به ذکر است که دو مورد آخر در جدول فوق از . جهت اختصار از ذکر آنها خودداري شده است

همچنین از دیدگاه . اشد که در دو روش دیگر وجود نداردب می GIGAویژگیهاي مخصوص روش 

  .با دو روش دیگر موجود است GIGAبین روش  فرمولبندي و برنامه نویسی نیز برخی تفاوتها

توان  زمانی می ، همانند مدلسازي هندسه مساله،در خصوص مدلسازي خواص مکانیکی مصالح

شخص مانند دایره، سهمی یا سایر اشکال صورت یک شکل هندسی م هدقیق عمل کرد که تغییرات ب

در خصوص مدلسازي . صورت مدلسازي تقریبی خواهد بود در غیر این ؛شناخته شده دیگر باشد

باشد و ناپیوستگی بین وصله ها همانند  پیوسته نیز منظور پیوستگی بین المانهاي گرهی می

ت مگر آنکه براي آن تدبیر خاصی ناپیوستگی بین المانها در اجزاي محدود کماکان وجود خواهد داش

                                                
107 Hyper-Surface 
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  .اندیشیده شود

  GIGAو  FEM ،IGAمقایسه روشهاي : 4- 4 جدول 

FEM IGA GIGA 

  تر هندسه دقیق  هندسه تقریبی

  نقاط کنترلی  نقاط گرهی

  متغیرهاي کنترلی  متغیرهاي گرهی

  پایه نربزتوابع   اي توابع پایه چند جمله

  عبور توابع پایه از نقاط کنترلیعدم   عبور توابع پایه از گره ها

  مقادیر همیشه مثبت توابع پایه  مقادیر منفی یا مثبت

ناپیوستگی خواص 

  مکانیکی بین المانها 

  ها  ناپیوستگی خواص مکانیکی بین وصله

مکانیکی ثابت بودن خواص 

  هاي گرهی یک وصله دهانه

مکانیکی پیوستگی خواص 

  هاي گرهی بین دهانه

  تابع توزیع مصالح در کل دامنه مسالهمدلسازي تقریبی 

تابع  تر مدلسازي دقیق

توزیع مصالح در کل دامنه 

  مساله

 .نیز تعمیم داده شود GIGAکه میتواند به  وجود دارد IGA و FEMروشهاي  تشابهاتی بین

 ,.Cottrell et al(و  )Hughes et al., 2005(توان به  می توضیحات تکمیلی در این خصوصبراي 

  .نمود مراجعه )2009

 IGAگیري عددي در روش  انتگرال 10- 4

. گیري عددي استفاده نمود توان از روش گوس براي انتگرال می FEAنیز همانند  IGAدر روش 

یري عبارت دیگر براي انتگرالگبه . شود گیري بر اساس فضاها یا المانهاي گرهی انجام می این انتگرال

باشد در نظر گرفته  می IGAنقاط گوسی در هر دهانه گرهی که نماینده المان در روش  عددي،

هشت تایی یا غیره به  ،شود و در نتیجه بر خلاف المان اجزاي محدود که یک مجموعه چهارتایی می

ه شوند، ممکن است بسته به نوع تعریف یک وصل عنوان نقاط گوسی در انتگرالگیري عددي لحاظ می

. مجبور به استفاده چندین باره از این نقاط براي انتگرال گیري عددي روي وصله شویم IGAدر روش 
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در تولید اشکال مورد نظر با تعداد کمی از   IGAبا توجه به توانمندي روش  خاطر نشان می سازد که

، باید دقت  FEAها در مقایسه با المانها در روش  و در نتیجه بزرگ بودن ابعاد هندسی وصلهها  وصله

در این . باشد گیري عددي بسیار حائز اهمیت می داشت که انتخاب تعداد نقاط گوس در انتگرال

  اشاره کرد )Hughes et al., 2010(توان به  خصوص نیز کارهایی انجام شده است که می

 FEMو المانها در  IGAدر   ها مقایسه اي بین وصله 11- 4

شوند شاید یکی از مهمترین ابهامات موجود،  براي اولین بار آشنا می IGAبراي افرادي که با 

همانگونه که قبلا اشاره شد . باشد می FEAبحث وصله ها و شباهتها و تفاوتهاي آن با بحث المان در 

. گردند شوند در حالی که وصله ها توسط نقاط کنترلی تشکیل می المانها توسط نقاط گرهی تعریف می

توان دید هندسی نسبت به  ها بر هندسه جسم واقع شده و با دانستن مختصات آنها می همچنین گره

شکل ظاهري المان و وصله بسیار . وجود نداردمساله داشت ولی در خصوص نقاط کنترلی این خاصیت 

. تواند چندین المان باشد مشابه است ولی یک المان فقط یک المان است در حالیکه یک وصله می

شوند نه توسط  هاي گرهی تعریف می توسط دهانه IGAگردد که المانها در روش  خاطرنشان می

گیري عددي  به بحث نقاط گوس براي انتگرال توان از دیگر تفاوتهاي المان و وصله ها می. ها وصله

از چهار نقطه گوس استفاده شود، براي یک وصله تعداد نقاط  ◌ً اگر براي یک المان فرضا. اشاره نمود

به همین خاطر است که در . گوس برابر خواهد بود با حاصلضرب تعداد دهانه هاي گرهی در چهار

احتیاج به یک حلقه اضافه براي انجام عملیات در حالت کلی  ،IGAروش ساختار کد نویسی براي 

  .گیري عددي بر روي یک وصله خواهد بود انتگرال

توان به بحث افزایش دقت در حل مسائل  به عنوان یک تفاوت دیگر بین وصله و المان می 

اول افزایش . در حالت کلی دو راه براي افزایش دقت حل مساله وجود دارد FEAدر روش . اشاره نمود

. شود البته در عمل گاه از ترکیب این دو راه حل استفاده می. داد المانها و دوم افزایش مرتبه المانتع

ها از چهار به نه  نشان داده شده است با افزایش تعداد گره) 13- 3(به طور مثال همانگونه که در شکل 
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در . رهی استفاده نمودتوان به طور معمول یا از یک المان نه گرهی و یا از چهار المان چهار گ می

  . توان دو حالت را براي افزایش دقت مساله متصوربود ي میرنتیجه به طور معمول در یک نرم افزا

  

  

  FEAحالات افزایش دقت در روش : 13- 4 شکل 

همانند . در حالت کلی امکانات بیشتري براي افزایش دقت حل وجود دارد  IGAولی در روش 

امکاناتی که روش . فرض کنید که چهار نقطه کنترلی به نه نقطه کنترلی تبدیل شود) 13-3(شکل 

IGA  کند برابر با نه حالت متفاوت خواهد بود که براي این  براي افزایش دقت درحل مساله ایجاد می

این . بوده و در واقع جزئی از ساختار فرمولبندي این روش محسوب می شودول روش بسیار متدا

  .اند نشان داده شده) 14- 3(حالات در شکل 
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   IGAحالات افزایش دقت در روش : 14- 4 شکل 

  ایزوژئومتریکتحلیل در روش  موضوع چند طرح 12- 4

در  که شویم مواجه می موضوعاده از روش ایزوژئومتریک با چندین براي حل مسایل با استف

توضیح داده ) 1387ظریف مقدم، . حسنی و ن. ب(مراحل اولیه پژوهش در مقابل قرارگرفتند و در 

  .باشند شده اند، ولی به اختصار در این بخش قابل ملاحظه می

  در تخمین توابع نربزاستفاده از معکوس  4-12-1

به شکل یک  GIGAتواند در روش  همانگونه که قبلا گفته شد، ضرایب معادله دیفرانسیل می

این توابع بایستی با استفاده از تکنیک معکوس نربز به نقاط کنترلی و بردار گره تبدیل . تابع باشند

 شود و آن اینست که با توجه به روشهاي موجود براي محاسبه اکنون سوال مهمی مطرح می. شوند

انتخاب کدام روشها  ،بردار گره و همچنین روشهاي انتخاب مقادیر گره براي تشکیل دستگاه معادلات

براي . قابل ملاحظه است )Piegl and Tiller, 1997( انواع این روشها در مرجعمناسبتر خواهد بود؟ 

این مثالها انتخاب و در  که در این میان یکی از جواب به این سوال مثالهاي متعددي حل شده است
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  .ادامه ارائه شده است

f(x)تابع  = cosx�(1 − sinx�)  0]را در فاصله, π] منحنی این تابع به صورت . فرض نمایید

  .باشد می) 15- 3( شکل

  
cosx�(1شکل تابع : 15- 4 شکل  − sinx�) =f(x)  

اده از استفبا  .فرض شده اند) 5- 3( جدولبه شرح  pو درجه توابع پایه  nتعداد نقاط کنترلی 

به ترتیب در حاصله براي محاسبه بردارهاي گره و مقادیر گرهی نتایج  108فواصل مساوي روش

  .ترسیم شده است) 18- 3(تا ) 16- 3(شکلهاي 

 f(x)حالات مختلف در مقادیر پارامترها براي محاسبه : 5- 4 جدول 

5  3  2  p 

50  10  6  50  10  6  50  10  6  n 

  

pبراي حالت  = nو مقادیر   2 =   :خواهیم داشت 6,10,50

                                                
108 Equaly spaced method 
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63 

 

  
  f(x)شکل تابع : 16- 4 شکل 

  

pبراي حالت  = nو مقادیر   3 =   :خواهیم داشت 6,10,50

  
  f(x)شکل تابع : 17- 4 شکل 

  

pبراي حالت  = nو مقادیر   6 =   :خواهیم داشت 6,10,50
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64 

 

  f(x)شکل تابع : 18- 4 شکل 

و روش طول  109حال فرض کنید که بجاي استفاده از روش فواصل مساوي، از روش میانگین

حاصل خواهد شد ) 21- 3(تا ) 19- 3(به شرح شکلهاي  یدر این صورت نتایج. استفاده کنیم 110کمان

20nکه در کلیه حالات ذکر شده    2وp   فرض شده اند.  

اگر بردار گره بر اساس روش فواصل مساوي و مقادیر گرهی از روش فواصل مساوي محاسبه 

  .خواهد بود) 19- 3( شکلشوند نتیجه به 

  
  f(x)شکل تابع : 19- 4 شکل 

  

اسبه شوند اگر بردار گره بر اساس روش میانگین و مقادیر گرهی از روش فواصل مساوي مح

  .خواهد بود) 20- 3( شکلنتیجه به 

  
                                                
109 Averaging method 
110 Chord length method 
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  f(x)شکل تابع : 20- 4 شکل 

اگر بردار گره بر اساس روش میانگین و مقادیر گرهی از روش طول کمان محاسبه شوند نتیجه 

  .خواهد بود) 21-3( شکلبه 

  
  f(x)شکل تابع : 21- 4 شکل 

البته توجه شود . شوند با توجه به حالات مختلف بررسی شده در مثال فوق، نتایج زیر حاصل می

توان از  که این نتایج فقط به صورت تجربی بوده و با یک یا چند مثال قابل اثبات نمی باشند ولی می

  .شود عین حال کار بیشتر بر روي آن توصیه می در. آنها به شکل قابل قبولی استفاده کرد

  :خلاصه نتایج به شرح ذیل است

 .یابد افزایش می (�)�با افزایش تعداد نقاط کنترلی دقت در تقریب زدن تابع - 1

با تعداد ثابت نقاط کنترلی و افزایش درجه توابع پایه لزوما به جواب بهتري نخواهیم رسید - 2

 .ش مورد استفاده براي تقریب زدن تابع خواهد داشتو جواب نهایی بستگی به رو

گره و مقادیر گرهی عمدتا نتایج مناسبی را  هايفواصل مساوي براي محاسبه بردار روش- 3

 .بدست خواهند داد

  :باشد پیشنهاداتی به شرح ذیل نیز قابل بیان می

 .استفاده کنیم 3و یا  2بهتر است از توابع پایه با درجه - 1
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افزایش تقریب زدن، افزایش تعداد نقاط کنترلی بهتر از افزایش درجه توابع پایه براي - 2

توجه شود که به لحاظ حجم محاسبات، افزایش تعداد نقاط کنترلی لزوما . خواهد بود

 .کند محاسبات بیشتري را نسبت به افزایش درجه توابع پایه ایجاد نمی

، استفاده از روش فواصل مساوي  نربزمعکوس  براي تقریب زدن تابع با استفاده از معادلات- 3

- 3(براي مقادیر گرهی و محاسبه بردار گره، نتایج بهتري دارند و ناپایداري مشابه شکل 

 .شود در آنها کمتر مشاهده می) 21- 3(و ) 20

قادیر گرهی و بردار گره براي محاسبه م )Piegl and Tiller, 1997(روشهاي دیگري نیز در - 4

  .شوند وجود دارند که بعلت ایجاد ناپایداري در هنگام تشکیل دستگاه معادلات توصیه نمی

  انتگرالگیري از توابع پایه 4-12-2

رابطه فرض کنید که انتگرالی به شکل    
1

i,p

0

N r drr  داریم که عبارت داخل انتگرال

محاسبه  [0,1]خواهیم مقدار عددي آن را در بازه  باشد و می برحسب جملاتی از توابع پایه اسپلاین می

توان انتگرال فوق را محاسبه نمود، ولی  می iو  pبا توجه به اینکه به ازاي مقادیر مشخص . کنیم

به عبارت . اینست که مقدار توابع پایه به نحوه تعریف بردار گره وابسته است ،وجود داردکه مشکلی 

  . باشد اي می دیگر تابع پایه یک تابع چند ضابطه
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  گیري عددي تاثیر پیوستگی بر چگونگی انتگرال: 22- 4 شکل 

مقدار آن را محاسبه کرد، باید  111گیري عددي گوس براي آنکه بتوان با استفاده از روش انتگرال

البته مشکل فوق در صورت . آیند تقسیم نمود آن را به بازه هاي مناسب که از تعریف تابع بدست می

 زمان بر بودنولی به خاطر . دیگر وجود نخواهد داشت 112گیري سیمپسون ز روش انتگرالاستفاده ا

در روش اخیر به . گیري عددي گوس خواهیم بود ناگزیر به استفاده از روش انتگرال ،روش سیمپسون

 114به محاسبه ژاکوبی [0,1]، مقدار تابع ارزیابی شده و البته براي تبدیل به بازه 113تعداد نقاط گوسی

به علت ناپیوستگی در تابع بایستی براي هر بازه ) الف- 22- 3( شکلدر . نیز احتیاج خواهیم داشت

توان  بعلت وجود پیوستگی در تابع می) ب- 22- 3( شکلگیري انجام شود ولی در  بطور جداگانه انتگرال

باید از تعداد  البته توجه شود که با پیچیده تر شدن تابع .گیري را انجام داد در یک مرحله انتگرال

گیري عددي گوس، مقادیر وزنی و  در انتگرال .بیشتري از نقاط گوسی در انتگرالگیري استفاده کرد

توجه شود که مقدار . آمده است) 6- 3( جدولدر  [0,1]گیري براي بازه بین  موقعیت نقطه انتگرال

  .هاي انتگرال خواهد بود ژاکوبی در این حالت برابر با اختلاف بازه

  گیري گوس نقاط انتگرال: 6- 4 جدول 

                                                
111 Gauss quadrature rule 
112 Simpson’s rule 
113 Gauss points 
114 Jacobian 
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  در ارزیابی مقدار توابع �مفهوم مقدار پارامتر  4-12-3

xبه ازاي  g(x)و  f(x)فرض کنید دو تابع  = x�  داراي مقادیرf�   وg� حال این توابع . باشند

حال . کنیم محاسبه می g�(r)و  f�(r)به صورت  rرا با استفاده از فرمولبندي معکوس بر اساس پارامتر 

rفرض کنید به ازاي  = r�  مقدار تابعf�(r�) برابر با همانf� سوالی که در این قسمت مطرح . است

  خواهد بود یا خیر؟ �gبرابر با  g�(r�)است این است که آیا

قبل . پس باید راهی براي رفع این مشکل پیدا کنیم. ب این سوال در حالت کلی خیر استجوا

از آن ذکر این نکته ضروري است که وجود مشکل فوق در هنگام محاسبه انتگرالهاي ارائه شده در 

بهمین خاطر رفع این مشکل . سبب ایجاد خطا خواهد شد IGAفرمولبندي مساله با استفاده از روش 

به توان  ترین راه ها می بعنوان یکی از ساده .مهم در محاسبه صحیح آن انتگرالها خواهد بود یک گام

استفاده از درجه مساوي براي توابع پایه و همچنین بردار گره مشابه براي تولید هر دو تابع با استفاده 

ظریف . سنی و نح. ب(مرجع  توان به براي توضیحات تکمیلی، می .نمود اشارهاز تکنیک معکوس نربز 

  .مراجعه نمود) 1387مقدم، 
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  ایزوژئومتریک جامع
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  مقدمه 1- 5

کرنش مسطح / براي مسایل تنش GIGAفرمولبندي روش  نحوه استخراجدر این فصل به بیان 

معادلات دیفرانسیل یک بعدي به  روابطدر خصوص اثبات . و مسایل با تقارن محوري خواهیم پرداخت

همچنین براي معادلات دو بعدي . شود ارجاع داده می) 1387دم، ظریف مق. حسنی و ن. ب(مرجع 

شده است و در این خصوص مسایلی نیز استخراج فرمولبندي حاکم براي معادله لاپلاس  ،تک متغیره

  . )Hassani et al., 2009b(حل شده است 

  )کرنش مسطح/مسایل تنش(معادلات دیفرانسیل چند متغیره  2- 5

کرنش مسطح در حالت استاتیکی با رابطه /تنش معادلات دیفرانسیل حاکم در مسایل الاستیک

  .شوند بیان می) 1- 4(

)4 -1(  

11 12 66 x

u v u v
c c c f

x x y y y x

         
        
          

66 12 22 y

u v u v
c c c f

x y x y x y

         
        
         

  

  :خواهند بود)2- 4(مرزي طبیعی به صورت رابطه  در این حالت شرایط

)4 -2(  

12 12 66x x y

u v u v
t c c n c n

x y y x

      
      

        

66 12 22y x y

u v u v
t c n c c n

y x x y

      
      

      
  

به ترتیب با روابط  )1- 4(رابطه در  ijcدر مسائل ارتوتروپیک تنش و کرنش مسطح، ضرایب 

 )4- 4( و) 3- 4(

)4 -3(  
1 2

11 22

12 21 12 21

12 21 11 12 22 66 12

,
1 1

,

E E
c c

c c c c G

   

 

 
 

  

  

  و
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)4 -4(  

1 12 2 12 21
11 22

12 12 21 12 12 12 21

12 2
12 66 12

12 12 21

(1 ) (1 )
,

1 2 (1 )(1 2 )

,
1 2

E E
c c

E
c c G

  

      



  

 
 

    

 
 

  

 ,Reddy(نوشت) 5- 4(ورت رابطه را به ص) 1- 4(توان شکل ضعیف معادلات  اکنون می

1993(.  

)4 -5(  

1 1
11 12 66 1 10 [ ( ) ( ) ]

e e
e x e x

w wu v u v
h c c c w f dxdy h w t d

x x y y y x 

    
      

       
  

2 2
66 12 22 2 20 [ ( ) ( ) ]

e e
e y e y

w wu v u v
h c c c w f dxdy h w t d

x y x y x y 

    
      

         

. باشند نیز توابع وزن مورد استفاده می 2wو  1wباشد و  ضخامت المان می ehکه در این روابط 

 .یابیم دست می) 6- 4(به معادلات ) 5- 4(با بسط معادلات 

)4 -6(  

1 1 1 1
11 12 66 66 1 10 [ ]

e e
e x e x

w w w wu v u v
h c c c c w f dxdy h w t d

x x x y y y y x 

      
      

         
  

2 2 2 2
66 66 12 22 2 20 [ ]

e e
e y e y

w w w wu v u v
h c c c c w f dxdy h w t d

x y x x y x y y 

      
      

           

) 7- 4(کنیم تا به رابطه  را با یکدیگر جمع می) 6- 4(اکنون هر دو معادله مذکور در رابطه 

  .برسیم

)4 -7(  

1 1 2 2
11 12 22

1 1 2 2
66

1 2 1 2

( )

0

( )

[ ] ( )

e

e e

e

e x y e x y

w w w wu v u v
c c c

x x x y y x y y
h dxdy

w w w wu v u v
c

y y y x x y x x

h w f w f dxdy h w t w t d



 

       
           

  
       

   
        

   



 



 

  

باشد که به ترتیب با روابط  می linearو یک قسمت  bilinearداراي یک قسمت  )7- 4(رابطه 

  .نمایش داده شده اند) 9- 4(و ) 8- 4(
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)4 -8(  

1 2

1 1 2 2
11 12 22

1 1 2 2
66

( , , , )

( )

( )
e

e

B u v w w

w w w wu v u v
c c c

x x x y y x y y
h dxdy

w w w wu v u v
c

y y y x x y x x





       
           

 
       

   
        


  

  و

)4 -9(  1 2 1 2 1 2( , ) [ ] ( )
e e

e x y e x yl w w h w f w f dxdy h w t w t d
 

         

 .نماییم تشکیل تابع نماي حاکم بر مساله میاقدام به ) 10- 4(اکنون با استفاده از رابطه 

)4 -10(     
1

, , , ,
2

B u v u v l u v    

  که در این رابطه داریم

)4 -11(  

22

11 12 22

2 2

66

2

( , , , )

2
e

e

u u v v
c c c

x x y y
B u v u v h dxdy

u u v v
c

y y x x



      
    

      
  

       
                


  

( , ) ( )[ ]
e e

e x y e x yl u v h uf vf dxdy h ut vt d
 

        

 .خواهد بود) 12- 4(به شکل رابطه ) 10- 4(در رابطه ) 11-4(نتیجه جایگذاري روابط 

)4 -12(  

 
22

11 12 22

2 2

66

( , ), ( , )

2
1

2
2

[ ] ( )

e

ee

e

e x y e x y

u x y v x y

u u v v
c c c

x x y y
h dxdy

u u v v
c

y y x x

h uf vf dx h ut vt ddy



 

 

      
    

      
 

       




               

  



  

  

 GIGAکه باید براي یافتن روابط روش vو  uدو مجهول وجود دارد که عبارتند از  )12- 4(در رابطه 

 xدر اینجا اگر فرض شود که مختصات . این مجهولات را برحسب توابع پایه اسپلاینها نوشتبایستی 

کنند آنگاه دو  یک رویه دیگر را تولید می vیک رویه و با  uهر نقطه در دامنه مساله به همراه yو 

  .یابیم دست می) 13- 4(وابط به ر که با نوشتن آنها بر حسب توابع پایه اسپلاین خواهیم داشترویه 
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)4 -13(  

     , ,
0 0

,
n m

u u
i p j q ij

i j

r s N r N s
 

 S P

  

     , ,
0 0

,
n m

v v
i p j q ij

i j

r s N r N s
 

S P  

باشد که دوتاي اول مربوط به تولید  خود بیانگر سه معادله می) 13-4(معادله هر یک از روابط 

کنترلی اما با توجه به اینکه مختصات نقاط . باشد هندسه جسم و سومی مولفه مجهول مورد نظر می

به چهار ) 13- 4(باشند لذا در صورت گسترش رابطه  تولید کننده هندسه در هر دو رابطه یکسان می

  .بیان شده اند) 15- 4(معادله مجزا دست خواهیم یافت که در رابطه 

)4 -15(  

     , ,
0 0

,
n m

i p j q ij
i j

X r s N r N s X
 

 
  

     , ,
0 0

,
n m

i p j q ij
i j

Y r s N r N s Y
 

 
  

     , ,
0 0

,
n m

i p j q
i j

ijU r s N Ur N s
 

   

     , ,
0 0

,
n m

i p j q
i j

ijV r s N Vr N s
 

   

 yو  xنسبت به  vو  uبه محاسبه مشتقات ) 12-4(شود که در رابطه  همچنین ملاحظه می

- 4(براي این کار روابط . کنیم لذا در این بخش اقدام به محاسبه مشتقات مذکور می. باشد نیز نیاز می

)بیانگر مشتق تابع xrJبه عنوان مثال . را در نظر بگیرید) 16 , )X r s  نسبت به متغیرr  خواهد بود و

  .شود به همین ترتیب براي بقیه نیز تعریف می

)4 -16(  

   '
, ,

0 0

( , ) n m

xr i p j q ij
i j

X r s
J N r N s X

r  


 




  

   '
, ,

0 0

( , ) n m

xs i p j q ij
i j

X r s
J N r N s X

s  


 




  

   '
, ,

0 0

( , ) n m

yr i p j q ij
i j

Y r s
J N r N s Y

r  


 




  

   '
, ,

0 0

( , ) n m

ys i p j q ij
i j

Y r s
J N r N s Y

s  
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   '
, ,

0 0

( , ) n m

ur i p j iq
i j

j

U r s
J N r N s

r
U

 


 


  

   '
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توان مدول الاستیسیته و ضریب پواسون را نیز با استفاده از توابع پایه اسپلاین بر  اکنون می

  .تعریف کرد) 17-4(روي دامنه مساله به شکل رابطه 

)4 -17(  
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       12 12
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ijr s x y N r N s  
 

    

       21 21
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2
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, ,
n m

i p j q
i j

ijr s x y N r N s  
 

    

را براي مسایل تنش مسطح ارتوتروپیک  ijcتوان ضرایب  می) 17- 4(و )  3- 4(با توجه به رابطه 

به صورت عدد ثابت  ijcشود که در این رابطه دیگر ضرایب  ملاحظه می. تعریف کرد) 18-4(با رابطه 

  .باشند می sو  rنبوده و بلکه به صورت تابعی از 

)4 -18(  
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         12 21 11 12 22, , , , ,c r s r s c r s r s c r s    

 66 12,c r s G  
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  .را براي مسایل کرنش مسطح ارتوتروپیک خواهیم داشت) 19-4(به طور مشابه رابطه 

)4 -19(  
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 66 12,c r s G  

در . توان نیروهاي وارده را نیز با استفاده از توابع اسپلاین مدلسازي نمود به طور مشابه می  

 .باشد واقع هدف اصلی، در راستاي تبدیل کلیه روابط به فرمولهایی بر اساس توابع پایه اسپلاین می

)4 -20(  

       , ,
0 0

, ,
n m

x
x x i p j q ij

i j

f r s f x y N r N s f
 

  
  

       , ,
0 0

, ,
n m

y
y y i p j q ij

i j

f r s f x y N r N s f
 

  
  

را  vو  uو  yو  xکلیه متغیرهاي ) 12- 4(اکنون با جایگذاري روابط بدست آمده در رابطه 

)براي انجام این تبدیل . بیان نمود sو  rتوان بر حسب  می )dxdy Jdrds  به محاسبه ژاکوبی نیاز

 .ذکر شده است) 21-4(باشد که در رابطه  می

)4 -21(  
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xr yr

xr ys yr xs
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X r s Y r s
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J J r s J J J J
J JX r s Y r s

s s

 

 
    

 

 
  

با فرمولهاي رابطه  yو xنسبت به  vو  uفرمولهاي مشتقگیري از پارامترهاي تغییر مکان 

  .محاسبه خواهد شد) 22- 4(

)4 -22(   
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) 24-4(انجام جایگزینی پارامترهاي مربوطه به شکل رابطه توان با  را می) 12-4(اکنون رابطه 

  .نوشت

)4 -23(  
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  .خواهیم رسید) 24- 4(به رابطه ) 23- 4(در رابطه ) 16-4(اکنون با جایگذاري روابط 
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  .کنیم تعریف می) 26- 4(و ) 25- 4(روابط پارامترهایی به شرح ) 24- 4(براي ساده سازي رابطه 

)4 -25(  
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  و

)4 -26(  

(1) ' '
, , , ,( ) ( ) ( ) ( )ys yri p j q i p jij qN r N s N r N s   
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, , ,
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,

( ( ) ( ) ( ) ( )i p j q i pxs jij xr qN r N s N r N s    

  

براي ) 26-4(و ) 25- 4(مشتقگیري کرده و روابط  ijVو  ijUنسبت به ) 24- 4(اکنون از رابطه 

تعریف ) 27- 4(را با رابطه  و  همچنین اندیسهاي . شوند ساده سازي روابط در آن جایگزین می

 .کنیم می

)4 -27(  

    0,1,..., 1 1 1 1 int int
1 1

n m i n j
n n

 
 

   
          

      

    0,1,..., 1 1 1 1 int int
1 1

n m i n j
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و ) 28- 4(توان درایه هاي ماتریس ضرایب را به شکل روابط  با انجام کمی عملیات جبري می

 .بدست آورد) 29- 4(

)4 -28(  
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)2با دستگاه معادلاتی  اکنون 1)( 1)n m  خواهیم داشت) 29- 4(به شکل رابطه  معادله و مجهول. 

)4 -29(  
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Qدر حال حاضر البته توجه شود که. ها همان نیروهاي متمرکز خارجی وارد بر سازه هستند 

توانیم نیرو وارد کنیم چون بر روي  فقط به نقاط کنترلی که در گوشه مرزهاي وصله قرار دارند می

کماکان از مشکلاتی  IGAسازد که بحث بارگذاري در روش  خاطر نشان می .هندسه جسم قراردارند

که در حال حاظر به شکل کلی حل نشده و براي توسعه آن درحالت کلی به تحقیقات بیشتري است 

 .کنیم محاسبه می) 30- 4(اکنون جهت بازیابی تنش ابتدا کرنشها را با رابطه  .نیاز است

)4 -30(  
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نیز نوشت که پارامترهاي آن قبلا توضیح داده ) 31- 4(توان به صورت  البته رابطه فوق را می

  . اند شده

)4 -31(  

 , ( ) /xx

ij ys ur yr usr s J J J J J  
  

 , ( ) /yy
ij xs vr xr vsr s J J J J J   

  

 2 , ( ) /xy
ij xs ur xr us ys vr yr vsr s J J J J J J J J J     

  

ها که هریک مستقلا به صورت  J توجه شود که براي محاسبه روابط فوق نیاز به محاسبه کلیه

  .محاسبه نمود) 32- 4(توان میدان تنش را با رابطه  اکنون می. باشد یک سري هستند می
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)4 -32(      C 
  

  .باشد می) 32- 4(شکل ماتریسی رابطه ) 33- 4(که رابطه 

)4 -33(  
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  .بنویسیم) 34- 4(را به صورت ماتریسی ) 33- 4(توانیم رابطه  روابط قبل میاکنون با استفاده از 

)4 -34(  
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  .خواهد بود) 35-4(که شکل گسترش یافته آن به صورت رابطه 

)4 -35(  

  11 12, ( ) / ( ) /xx
ij ys ur yr us xs vr xr vsr s c J J J J J c J J J J J     

  

  12 22, ( ) / ( ) /yy
ij ys ur yr us xs vr xr vsr s c J J J J J c J J J J J     

  

  66, ( ) /xy

ij xs ur xr us ys vr yr vsr s c J J J J J J J J J     
  

  .مقادیر تنش را حساب نمود) 35- 4(توان با رابطه  می دست آخر

  )مسایل تقارن محوري(معادلات دیفرانسیل چند متغیره  3- 5

بیان ) 36- 4(تقارن محوري در حالت استاتیکی با رابطه معادلات دیفرانسیل حاکم در مسایل 

  .شوند می

)4 -36(  

     

11 12 13 66

11 13 12 23 13 33

1
0

x

u v u u v
c c c c

x x y x y y x

u v u
c c c c c c f

x x y x

     
    

     

 
      

 

    
        

 
  

 



81 
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  :خواهند بود)37- 4(این حالت شرایط مرزي طبیعی به صورت رابطه در 

)4 -37(  
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u v u v
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66 12 22y x y

u v u v
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 GIGAکرنش مسطح اقدام به اثبات روابط روش /اکنون در صورتی که مانند مسایل تنش

و ) 38- 4(را به شکل روابط  توان درایه هاي ماتریس ضرایب با انجام کمی عملیات جبري مینماییم 

 .بدست آورد) 39- 4(
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)2با دستگاه معادلاتی  مشابه قبل اکنون 1)( 1)n m  40-4(به شکل رابطه  معادله و مجهول (

  .خواهیم داشت

)4 -40(  
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استفاده ) 42-4(و ) 41- 4(به ترتیب از روابط همانند قبل براي بازیابی کرنشها و تنشها نیز 

  .خواهیم کرد

)4 -41(  
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بعد از تهیه و اثبات روابط فوق اقدام به تهیه کدهاي کامپیوتري معرفی شده در فصل یک 

نتایج مربوط به حل مسایل در فصل پنجم قابل ملاحظه . گردید و مسایلی در این زمینه حل شد

  .باشد می
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 GIGAحل مسائل با روش : فصل پنجم
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  مقدمه 6-1

در بخش اول معادلات دیفرانسیل یک . اند در این فصل مسائل حل شده در سه بخش ارائه شده

بعدي مرتبه دوم، در بخش دوم معادله لاپلاس به عنوان یک مساله با معادله دیفرانسیل دوبعدي تک 

مورد  FGکرنش مسطح و مسائل با تقارن محوري با مصالح /متغیره، در بخش سوم حل مسایل تنش

کلیه مسائل این فصل و فصل ششم با کامپیوتري حل شده است که پردازنده   .ی قرار گرفته اندبررس

  .بوده است RAM: 4GBبا   CPU: AMD 3.0GHzآن داراي مشخصات 

  حل معادلات دیفرانسیل یک بعدي مرتبه دوم: بخش اول 6-2

رسی قرار گرفته گاه فیزیکی مورد برددر این بخش معادلات و مسایل از دو دیدگاه ریاضی و دی

این معادلات که معمولا در مراجع مکانیک جامدات با آن روبرو هستیم به شکل   یکی از . اند

    
 

    
 

( )
d du

x x u q x a x b
dx dx

 )Reddy, 1993(توان با مراجعه به  باشد و می می 

  .باشند را ملاحظه نمود مسائل متنوعی را که با این معادله قابل بیان می

  شماره یک –معادله دیفرانسیل یک بعدي مرتبه دوم : مثال اول 6-2-1

ظریف مقدم، . سنی و نح. ب(در این مثال با استفاده از فرمولبندي اثبات شده در مرجع 

را در ) 1- 5(معادله . یک معادله دیفرانسیل یک بعدي مرتبه دوم مورد تحلیل قرار گرفته است) 1387

  .نظر بگیرید

)5 -1(  1 2 0 5xd du
xe x x

dx dx

 
    

 
  

  .باشد می) 2- 5(شرایط مرزي در این مساله به شرح 

)5 -2(     0 0, 5 0.0337u u   
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  .نشان داده شده است) 3-5(با رابطه ) 1- 5(جواب دقیق معادله 

)5 -3(    x

x
u x

e
  

  .ترسیم شده است )1- 5(نیز در شکل  جواب دقیق نمودار

  

  جواب دقیق مثال شماره یک: 1- 6 شکل 

�نتایج حل این معادله بازاي تعداد مختلف نقاط کنترلی شامل   = و  10,20,50,100

�درجات مختلف توابع پایه اسپلاین برابر با  = و در نظر گرفتن بردار گره یکنواخت و تعداد   2,3,5

تا ) 2- 5(نقاط گوس مشخص، براي هر یک از این حالات حل شده است و نتایج به ترتیب در شکلهاي 

  .آمده است )4- 5(
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�حل مثال یک بازاي : 2- 6 شکل  = �و  2 = 10,20,50,100  

  و

  

�حل مثال یک بازاي : 3- 6 شکل  = �و  3 = 10,20,50,100  

  و

  

�حل مثال یک بازاي : 4- 6 شکل  = �و  5 = 10,20,50,100  

البته از دیدگاه فیزیکی . با دقت بالایی انجام شده است GIGAحل این مساله به کمک روش 
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نیز معمولا جوابها ممکن است پیچیدگی زیادي نداشته باشند ولی نکته اصلی در این است که همین 

محاسبه  IGAیا روش  FEAی با روشهاي عددي مانند بایست ◌ً جوابهاي به ظاهر ساده را اجبارا

  . نماییم

در حل مساله و اثر آن در کیفیت جوابهاي حاصله  موثراکنون در خصوص تغییرات پارامترهاي 

ابتدا با فرض ثابت نگه . در این خصوص حالات متعددي بررسی شده است. پردازیم به بررسی می

3pنتایج حل به ازاي . کنیم اثر تعداد نقاط گوس را در حل مساله بیان می pداشتن مقدار    و

5p   ارایه شده است) 2- 5(و ) 1- 5(به ترتیب در جداول.  

3pخطاي حل بازاي : 1-6 جدول    

nGauss 
10n   20n   50n   100n  

 %Error   %Error   %Error   %Error 

    

    

    

  

5pخطاي حل بازاي : 2-6 جدول    

nGauss 
10n   20n   50n   100n  

 %Error   %Error   %Error   %Error 

 ناپایدار ناپایدار ناپایدار ناپایدار

    

    

  

رود دقت در انتگرال گیري عددي افزایش  با افزایش تعداد نقاط گوسی همانگونه که انتظار می

شود که با افزایش تعداد نقاط کنترلی  همچنین ملاحظه می. یابد یافته و درصد خطاي حل کاهش می

 سبب ایجاد 5ازطرفی استفاده از دو نقطه گوسی براي تابع پایه درجه . یابد دقت حل افزایش می

، FEAشود که انتخاب تعداد نقاط گوسی همانند روش  لذا نتیجه می. ناپایداري در حل شده است

توان ملاحظه کرد که براي تابع پایه با  ازطرفی می. مستقیما به درجه توابع پایه بستگی خواهد داشت
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توان  ا میلذ. نقطه گوسی تفاوت زیادي با یکدیگر ندارد 4و  3خطاي حل ناشی از انتخاب  ،درجه سه

در حل مسایل به این نکته دقت کرد که براي کاهش زمان حل و اجتناب از محاسبات اضافی بهتر 

دیگري به مساله نگاه  دیدگاهاکنون از  .است تعداد نقاط گوسی متناسب با درجه تابع پایه انتخاب شود

با افزایش درجه . ریمفرض کنید که تعداد نقاط کنترلی را در حل مساله ثابت در نظر بگی. کنیم می

  .قابل ملاحظه است) 6- 5(تا ) 3- 5(تابع پایه نتیجه حل در جداول 

10nخطاي حل بازاي : 3-6 جدول    

p 
2n gauss   3n gauss   4n gauss  

 %Error   %Error   %Error 

   

   

 ناپایدار  

20nخطاي حل بازاي : 4-6 جدول    

p 
2n gauss   3n gauss   4n gauss  

 %Error   %Error   %Error 

   

   

 ناپایدار  

50nخطاي حل بازاي : 5-6 جدول    

p 
2n gauss   3n gauss   4n gauss  

 %Error   %Error   %Error 

   

   

 ناپایدار  

100nخطاي حل بازاي : 6-6 جدول    

p 
2n gauss   3n gauss   4n gauss  

 %Error   %Error   %Error 

   

   

 ناپایدار  
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به عنوان مثال جدول مربوط به تعداد نقاط کنترلی . باشد چند نکته در این بخش قابل توجه می

20n  شود که در ستون اول شامل دو نقطه گوسی، با افزایش درجه  ملاحظه می. را در نظر بگیرید

. باشد می pها با افزایش مقدار علت این امر بخاطر کاهش تعداد المان. یابد توابع پایه دقت کاهش می

. خطا نیز افزایش یابد pهمچنین استفاده نامناسب از تعداد نقاط گوسی سبب شده است تا با افزایش 

ابتدا  pشود با افزایش  همانطور که ملاحظه می. در ستون دوم از سه نقطه گوسی استفاده شده است

علت کاهش خطا مربوط به استفاده مناسب از تعداد نقطه گوس . خطا کاهش و بعد افزایش یافته است

اما بعد از آن علت افزایش خطا . بوده است و کاهش در تعداد المانها اثر کمتري بر خطا داشته است

  .باشد کاهش تعداد المانها میمربوط به استفاده نامناسب از تعداد نقاط گوس و همچنین 

توان  می. مقدار خطا کاهش یافته است pشود که با افزایش  در ستون سوم ملاحظه می

افزایش یافته است اثر مثبت تعداد نقاط گوسی بیشتر نمایان  pگونه بیان نمود که هرچه مقدار  این

در . این حالت کاهش تعداد المانها اثر کمتري را در خطاي حاصله گذاشته استشده است و در 

به  اجزاي محدودتوان دریافت که همانگونه که در روش  مجموع با بررسی دقیق تر جداول فوق می

نیز  IGAقضاوت مهندسی صحیح براي انتخاب نوع و تعداد المانها وجود دارد به طور مشابه در روش 

  .باید هنگام انتخاب این پارامترها دقت لازم را اعمال نمود

  شماره دو –معادله دیفرانسیل یک بعدي مرتبه دوم : مثال دوم 6-2-2

در حل مسائلی است  GIGAهدف از حل این مثال و مثال بعدي نشان دادن توانمندي روش 

را در ) 4- 5(بعدي مرتبه دوم  کدیفرانسیل یمعادله . داشته باشند تري که ممکن است جوابهاي پیچیده

  .نظر بگیرید

)5 -4(  2 2 3 2 24 (sin cos2 ) 4 (cos 2sin 2 ) 0
d du

x x x x x x x x
dx dx


 

       
 

  

  .باشد می) 5- 5(شرایط مرزي در این مساله به شرح 
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)5 -5(     0 1 , 1.291u u     

  .نشان داده شده است) 6-5(با رابطه ) 4- 5(جواب دقیق معادله 

)5 -6(    2 2cos (1 sin )u x x x   

  .ترسیم شده است )5-5(شکل در نمودار  دقیقو جواب 

  

  دوجواب دقیق مثال شماره : 5- 6 شکل 

  

نتایج حل این معادله بازاي درجات مختلف توابع پایه و تعداد نقاط کنترلی مختلف در شکلهاي 

  .نشان داده شده است) 8-5(تا ) 6- 5(
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�حل مثال دو بازاي : 6- 6 شکل  = �و  2 = 10,20,50,100  

  و

  

�حل مثال دو بازاي : 7- 6 شکل  = �و  3 = 10,20,50,100  

  و

  

�حل مثال دو بازاي : 8- 6 شکل  = �و  5 = 10,20,50,100  

10nشود بازاي  همانگونه که ملاحظه می) 8- 5(در شکل   ناپایداري در حل ایجاد شده است .

علت این ناپایداري همانگونه که قبلا به تفصیل بیان شد کاهش تعداد المانها و عدم استفاده از تعداد 

در این مثال مباحث مربوط به خطاي موجود در . باشد گیري عددي می ل ر انتگرامناسب نقاط گوسی د

باشد که تشریح شد و براي جلوگیري از اطاله کلام  حل مساله با تغییر پارامترها همانند مثال اول می
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در مواجهه با معادلاتی است که  GIGAحل این مساله بیانگر توانمندي روش . کنیم از آن گذر می

  .شود غیر ثابت در آنها ظاهر میضرایب 

  شماره سه –معادله دیفرانسیل یک بعدي مرتبه دوم : مثال سوم 6-2-3

  .را در نظر بگیرید) 7- 5(دیفرانسیل یک بعدي مرتبه دوم معادله 

)5 -7(  ( sin6 cos2 1) 4cos4 8cos8 32 sin8 8 sin 4 0x x xd du
e x x x x x x x

dx dx
  

      
 

  

  .باشد می) 8- 5(شرایط مرزي در این مساله به شرح 

)5 -8(    ( sin 6 cos2 1)0 , x x x

x

du
u e e e

dx 

 



   

  .نشان داده شده است) 9-5(با رابطه ) 7- 5(جواب دقیق معادله 

)5 -9(    ( sin6 cos2 1)x x xu x e   

  .ترسیم شده است) 9-5(در شکل  و جواب دقیق

  

  سهجواب دقیق مثال شماره : 9- 6 شکل 

1.5 بازهشدید جواب در  تغییرعلت حل این معادله  2x  شاید بتوان از نظر فیزیکی . است

هرچند که در این . تشبیهی مانند تمرکز تنش در یک ناحیه از یک جسم را براي این جواب تصور کرد
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توان به عنوان یک مساله قابل توجه پژوهشی در  رساله هدف بررسی این مسایل نبوده است ولی می

نشان ) 12-5(تا ) 10-5(نتایج حل این معادله بازاي مقادیر مختلف درشکلهاي . آینده به آن پرداخت

  .باشد در مواجهه با هرگونه جواب پیچیده اي می GIGAداده شده است که بیانگر توانمندي روش 

  

�حل مثال سه بازاي : 10- 6 شکل  = �و  2 = 20,50,100  

  و

  

�حل مثال سه بازاي : 11- 6 شکل  = �و  3 = 20,50,100  

  و
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�حل مثال سه بازاي : 12- 6 شکل  = �و  5 = 20,50,100  

پارامترها بر جواب نهایی در این شکلها جوابهاي ناپایدار حذف شده اند و بحث در خصوص اثر 

سازد، مقدار خطاي حل در این مثالها تا حدودي با  خاطر نشان می. نیز همانند مثال یک خواهد بود

باشد، ولی عامل مهم  درصد می 0.1نقطه کنترلی کمتر از  100هم تفاوت دارند و بطور میانگین براي 

بلی هستند، داراي آثار یکسانی در فرایند و تاثیر گذار در جوابها که همان پارامترهاي معرفی شده ق

  .باشند دستیابی به جوابهاي بهتر می

  بررسی زمان حل در مثالهاي قبل 6-2-4

، با توجه به اینکه تعداد نقاط 3-2- 5تا  1- 2- 5در خصوص زمان مورد نیاز براي حل مسایل 

رفته شده است، لذا کنترلی و درجه توابع پایه و تعداد نقاط گوسی در هر سه مساله یکسان در نظر گ

حجم محاسبات مورد نیاز براي هر سه مساله مساوي بوده و مطالب ارایه شده براي هر سه مساله 

به ازاي توابع پایه درجه دو و سه و پنج، زمان مورد نیاز بر حسب ثانیه براي حل . باشد معتبر می

  .است) 9- 5(و ) 8- 5(، )7- 5(مسائل مذکور بترتیب به شرح جدول 

  

  



95 

 

  

2p زمان مورد نیاز براي حل به ازاي: 7-6 جدول    

p   n gauss  n gauss   n gauss 

n    

n    

n    

n    

  

3p زمان مورد نیاز براي حل به ازاي: 8-6 جدول    

p   n gauss  n gauss   n gauss 

n    

n    

n    

n    

  

5pزمان مورد نیاز براي حل به ازاي : 9-6 جدول    

p   n gauss  n gauss   n gauss 

n    

n    

n    

n    

  

50nبه عنوان مثال نیز با در نظر گرفتن مقدار    نمودار مربوط به زمان مورد نیاز براي حل

با توجه به اینکه زمان مورد . است) 13- 5(مساله به ازاي مقادیر مختلف نقاط گوسی به شرح شکل 

نیاز براي حل بستگی به مشخصات سخت افزاري کامپیوتر مورد استفاده براي حل مساله دارد، لذا از 

  .ه نمودتوان به شکل نسبی استفاد اعداد ذکر شده می
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n 50زمان مورد نیاز براي حل بازاي : 13- 6 شکل    

  بخش دوم  6-3

مورد به عنوان یک معادله دیفرانسیل مرتبه دوم تک متغیره  لاپلاسحل معادله در این بخش 

سعی شده است تا اثر چیدمان نقاط کنترلی و بردار گره بر جواب  همچنین. است بررسی قرار گرفته

  .به اجمال مورد بررسی قرار گیرد IGAحاصل از تحلیل مساله به روش 

  حالت اول –معادله دیفرانسیل دو بعدي مرتبه دوم : مثال چهارم 6-3-1

  . یریدکه یک معادله معروف به معادله لاپلاس است را در نظر بگ) 10- 5(معادله دیفرانسیل 

)5 -10(  0x y

u u
k k pu q

x x y y

     
           

  

 ,.Hassani et al(نیز به آسانی قابل انجام و در مرجع  مسالهبراي این  IGAروش  کاربرد

2009b( رابطه . باشد قابل ملاحظه می)را به عنوان حالت خاصی از معادله فوق با فرض ) 11- 5

�� = �� = 1  and  � = � =   :، در نظر بگیرید.0

)5 -11(  
2 2

2 2
0 ; 0 1 , 0 1

u u
x y

x y

 
     

 
  

  .شود شرایط مرزي نیز به صورت زیر فرض می
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)5 -12(  
,0)1,();1()0,(

0),1(;0),0(





xuxxxu

yuyu
  

) 11- 5(جواب دقیق معادله . باشد انتشار حرارت در یک صفحه میدر واقع این مساله مربوط به 

  .)Bhatti, 2005(شود بیان می) 13- 5(با رابطه 

)5 -13(   
       

1
3 3

4sin sin 1 1 sinh 1
,

sinh( )

n

n

n x n y
u x y

n n

 

 





  
   

نقاط کنترلی را که در  5×5با روش ایزوژئومتریک یک شبکه  FEAبراي مقایسه کارایی روش 

  .نشان داده شده است در نظر بگیرید) 14- 5(شکل 

  

  شبکه منظم نقاط کنترلی: 14- 6 شکل 

البته دو تا از نقاط کنترلی براي . کنیم شبکه را به عنوان یک شبکه منظم نام گذاري میاین 

که علت آن به خاطر استفاده از تکنیک معکوس  اند اقناع شرایط مرزي از محل اولیه خود تغییر کرده

آن را درجه توابع پایه براي حل این مساله را مساوي دو در نظر گرفته و بردار گره . باشد نربز می

7mیکنواخت با   در نتیجه براي هر دو جهت بردار گره به صورت . کنیم فرض می

 0,0,0,0.333,0.666,1,1,1U V  15- 5(جواب دقیق طبق رابطه فوق در شکل . خواهد بود (

  .ترسیم شده است
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  )11-5(ق معادله جواب دقی: 15- 6 شکل 

و همچنین توسط  ANSYSبا المان چهار گرهی توسط نرم افزار  FEAاین مساله توسط روش 

  .آمده است) ب- 16- 5(و ) الف- 16- 5(حل شده که نتیجه آن به ترتیب در شکلهاي  IGAروش 

  

)الف( )ب(   
  

  روش ایزوژئومتریک) ب(و  ANSYSبرنامه ) الف(نتیجه تحلیل با : 16- 6 شکل 

  

به طور ) 10-5(همچنین براي مقایسه بهتر نتیجه حل مساله به همراه خطاي موجود در جدول 

  . باشد کامل قابل ملاحظه می

  

  

0 0.0278 0.0556 0.0833 0.1111 0.1389 0.1667 0.1944 0.2222 0.25
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  و ایزوژئومتریک FEAمقایسه جواب : 10-6 جدول 

X Y Exact FEA IGA FEA Err. % IGA.  Err. % 

      

      

      

      

      

      

      

      

      

  میانگین خطاي مطلق=  

داراي ابعادي  FEAو روش  IGAخاطر اینکه دستگاه معادلات حاصله از روش ه توجه شود که ب

مساوي باشد، به ترتیب تعداد نقاط کنترلی و تعداد گرها در این روشها مساوي در نظر گرفته شده 

بیش از  اجزاي محدودشود که با وجود اینکه تعداد المانها در روش  طبق جدول فوق ملاحظه می. است

  . بهتر بوده است IGAاست ولی نتایج روش  IGAروش 

. کنیم کنترلی را کمی بهم ریخته و مساله را در دو حالت دیگر حل می اکنون نظم شبکه نقاط

در این حالت از دو شبکه به صورت شبه منظم و شبکه نامنظم استفاده کرده و جواب را مورد بررسی 

جواب حاصل از حل شبکه نقاط کنترلی شبه منظم و چیدمان نقاط کنترلی شبکه آن . دهیم قرار می

  .آمده است) 11- 5(یج آن در جدول و نتا) 17-5(در شکل 

  

  )ب( )الف(

  
  نتیجه حل ایزوژئومتریک با شبکه نقاط کنترلی شبه منظم: 17- 6 شکل 

0 0.0278 0.0556 0.0833 0.1111 0.1389 0.1667 0.1944 0.2222 0.25
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  و

  با شبکه نقاط کنترلی شبه منظم FEAمقایسه حل ایزوژئومتریک و : 11-6 جدول 

X  Y  Exact FEA IGA FEA Err. % IGA Err. % 

      

      

      

      

      

      

      

      

      

  میانگین خطاي مطلق=  

  

  .توان نتایج را ملاحظه نمود می) 12- 5(و جدول ) 18- 5(و براي شبکه نامنظم نیز در شکل 

  

  )ب( )الف(

  
  نامنظمنتیجه حل ایزوژئومتریک با شبکه نقاط کنترلی : 18- 6 شکل 

  و

  با شبکه نقاط کنترلی نامنظم FEAمقایسه حل ایزوژئومتریک و : 12-6 جدول 

X Y Exact FEA IGA FEA Err. % IGA Err. % 

      

      

0 0.0278 0.0556 0.0833 0.1111 0.1389 0.1667 0.1944 0.2222 0.25
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  میانگین خطاي مطلق=  

  

در دو حالت حل شده اخیر مشخصات مساله از جمله درجه توابع پایه و بردار گره بدون تغییردر 

نتیجه کلی که از حل این مثال حاصل شده است این است که نامنظمی ایجاد . نظر گرفته شده اند

شده در چیدمان نقاط کنترلی اثر کمی بر جواب نهایی داشته است و همچنین در تمام حالاتی که 

همچنین مشابه روش . بهتر بوده است FEAنسبت به روش  IGAساله حل شده است، جواب روش م

FEA توان دید که خطاي ناشی از حل مساله با روش  با افزایش نامنظمی میIGA بیشتر شده است.  

، مساله فوق زمانی که IGAبه عنوان یک سعی دیگر و بررسی دقیق تر حل مساله به روش 

در این . باشد مجددا با در نظر گرفتن بردار گره غیر یکنواخت حل شده است شبکه کنترلی منظم

Uحالت از دو بردار گره  = Vو  {0,0,0,0.4,0.8,1,1,1} = استفاده شده   {0,0,0,0.2,0.5,1,1,1}

  .نشان داده شده است) 13- 5(نتیجه حل در جدول . است

  

  نتایج حل مثال با شبکه منظم و بردار گره غیریکنواخت: 13-6 جدول 

X  Y  Exact FEA IGA 
FEA Err 
% 

IGA Err % 
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  میانگین خطاي مطلق=  

  

. شود که ایجاد غیر یکنواختی در بردارهاي گره سبب افزایش خطاي حل شده است ملاحظه می

البته این نکته قابل توجه است که در حالت کلی ایجاد غیر یکنواختی با داشتن یک قضاوت مهندسی 

در این خصوص تحقیقات . تواند باعث بهبود حل شود استفاده از روشهاي بهبود شبکه میصحیح و یا 

  .بیشتر مورد نیاز است

  حالت دوم –معادله دیفرانسیل دو بعدي مرتبه دوم : مثال پنجم 6-3-2

در حل معادله لاپلاس، از آن در حل مساله اي با شکل کلی تر  IGAبراي بررسی کیفیت روش 

قابل ملاحظه است و شرایط مرزي به شکل ) 19- 5(شکل مساله در . استفاده نموده ایم

   ,0 1u x x x   0وبر روي سایر مرزها به شکلu  شود در نظر گرفته می.  

  

  

  مشخصات مثال پنجم: 19- 6 شکل 
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نشان داده شده ) 20- 5(در شکل  IGAنقاط کنترلی مورد استفاده و نتیجه حل مثال با روش 

  است

  

  )ب( )الف(

  
  نتیجه حل مثال پنجم با روش ایزوژئومتریک و شبکه منظم: 20- 6 شکل 

حل شده است که شکل شبکه  FEAو بروش  ANSYSهمچنین این مساله توسط نرم افزار 

FEA  آمده است) 21- 5(و جواب حاصل از تحلیل، در شکل.  

  

  )ب( )الف(

  
  ANSYSنتیجه حل مثال پنجم با برنامه : 21- 6 شکل 

حل شده است و شبکه  IGAبراي بررسی نامنظمی شبکه کنترلی مجددا مساله با روش 

  آمده است) 22-5(کنترلی مورد استفاده و نتیجه تحلیل در شکل 
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  )ب( )الف(

  
  نتیجه حل مثال پنجم با روش ایزوژئومتریک و شبکه نامنظم: 22- 6 شکل 

شود که جوابهاي بسیار مناسبی علی رغم استفاده از  با بررسی هاي انجام شده مشخص می

در واقع در این حالت تعداد معادلات روش . حاصل شده است IGAتعداد کمتر مجهولات براي روش 

FEA  کمی بیش از هشت برابر روشIGA همچنین مانند مساله قبل ملاحظه شد که تاثیر . باشد می

  .جواب نهایی بسیار ناچیز بوده است نامنظمی بر

  بخش سوم  6-4

کرنش مسطح و همچنین مسائل با تقارن محوري با مصالح / مسائل تنشدر این بخش به حل 

FG از مشکلات موجود در این بخش، کمبود مسائلی است که به صورت تحلیلی  .پرداخته شده است

لذا ابتدا . کامپیوتري تهیه شده استفاده نمودحل شده باشند و بتوان از نتایج آنها در راست آزمایی کد 

چند مثال با در نظر گرفتن قضاوت مهندسی و سپس مثلهایی در مقایسه با حل دقیق مورد بحث قرار 

در انتها نیز دو مثال دلخواه جهت نشان دادن توانمندي روش ارائه شده طرح و حل شده . گرفته اند

  .است

 FGMصفحه مستطیلی با نیروي کششی و مصالح : مثال ششم 6-4-1

این صفحه در یک انتها گیردار و در . را فرض کنید 10و طول  2صفحه مستطیلی با عرض 

10pداراي نیروي کششی ) 23- 5(انتهاي دیگر خود مطابق شکل   مدول الاستیسیته در . باشد می
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1گاه برابر با  محل تکیه 1000E   2و در انتهاي آزاد مساوي 11000E  شود که  بوده و فرض می

مساله در حالت تنش مسطح حل شده . تغییرات مدول الاستیسیته در طول تیر بصورت خطی باشد

  .است

  

  تحت کشش  FGلی مشخصات صفحه مستطی: 23- 6 شکل 

مقایسه کرد، ابتدا مساله با روش  FEAو روش  GIGAبراي اینکه بتوان بین جوابهاي روش 

FEA با توجه به اینکه در روش . حل شده استFEA  المان با خواص متغیر وجود ندارد، لذا مساله در

تفاوت این چهار حالت در تعداد نواحی است که مشخصات مکانیکی مساله . چهار حالت حل شده است

توان دقت در مدلسازي و در نتیجه  بدیهی است که با افزایش تعداد نواحی، می. ثابت فرض شده است

از چهارصد المان استفاده شده ) 24- 5(داده شده در شکل براي کلیه حالات نشان . حل را بالا برد

  . مقدار مدول الاستیسیته براي هر المان مساوي با مقدار آن در مرکز المان فرض شده است. است

 

 FGمقادیر مختلف براي ناحیه بندي مساله مستطیل کششی با مصالح : 24- 6 شکل 
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  .نشان داده شده است) 25- 5(براي تغییر شکل محوري در شکل  FEAتایج تحلیل ن

  

 با تقسیم بندي به تعداد نواحی مختلفصفحه  اجزاي محدودنتیجه حل : 25- 6 شکل 

ها به یک جواب توان ملاحظه کرد که با افزایش تعداد نواحی، جواب با توجه به شکل فوق می

شود تفاوت حداکثر بین جواب  ملاحظه می) 26- 5(همانگونه که در شکل . شوند نهایی همگرا می

در نتیجه جواب حاصل از حل با بیست . ترتیب با ده و بیست ناحیه کمتر از سه درصد استه مساله ب

  .کنیم انتخاب می GIGAبراي حل این مساله و مقایسه با حل روش  FEAعنوان جواب  ناحیه را به

  

 عدد 20و  10تر بین تعداد نواحی  مقایسه دقیق: 26- 6 شکل 

X

U
(x
)

0 2 4 6 8 10
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

1.4

2-Segments
5-Segments
10-Segments
20-Segments

X

U
(x
)

D
if
fe
re
n
c
e
P
e
rc
e
n
ta
g
e

0 2 4 6 8 10
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

0

0.5

1

1.5

2

2.5

10 Segments
20 Segments
Difference Percentage



107 

 

اجزاي نقطه کنترلی همراه با حل روش  55و  25به ترتیب با  GIGAنتیجه حل مساله با روش 

  .نشان داده شده است) 27- 5(ناحیه در شکل  20با  محدود

  

 با تعداد نقاط کنترلی متفاوت GIGAنتیجه : 27- 6 شکل 

. نزدیک شده است اجزاي محدودشود که با افزایش تعداد نقاط کنترلی، به جواب  ملاحظه می

با بیست ناحیه و چهارصد المان و حل ایزوژئومتریک  اجزاي محدودبراي بررسی دقیقتر بین حل 

u{0,0,0,0.333,0.667,1,1,1}نقطه کنترلی و بردار گره  55جامع با    {0,0,0,1,1,1}وv  

شود، حداکثر اختلاف بین جوابها  همانگونه که ملاحظه می. رجوع نمود) 28- 5(توان به شکل  می

، تعداد FEAدر روش ) گره 451(المان  400با توجه به استفاده از . حدود سه و نیم درصد است

 110نقطه کنترلی این تعداد به  55با  GIGAخواهد بود در حالی که در روش  902مجهولات برابر با 

برابر  8، تعداد مجهولات حدود GIGAدر نتیجه با دقتی تقریبا مشابه، در روش . عدد خواهد رسید

  .کاهش یافته است
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 FEAو  IGAمقایسه بین حل : 28- 6 شکل 

 FGMصفحه مستطیلی طره و مصالح : مثال هفتم 6-4-2

یک صفحه طره مستطیلی در حالت تنش مسطح با ضخامت واحد را در نظر بگیرید که در انتهاي آزاد 

با روش  GIGAبراي مقایسه جوابهاي روش . کند بار واحدي را تحمل می) 29- 5(خود مطابق شکل 

FEAبدین منظور مساله . راي حل مثال و کنترل جوابها در نظر گرفته شده است، یک روند منطقی ب

  .در هفت حالت به شرح زیر حل شده است

  

100000Eمقدار ثابت مدول الاستیسیته برابر با  : حالت یک  

10000Eمقدار ثابت مدول الاستیسیته برابر با  : حالت دو  

 تغییرات خطی مدول الاستیسیته :حالت سه

 شماره یک -تغییرات درجه دو: حالت چهار

 شماره دو - تغییرات درجه دو: حالت پنج

 تغییرات نمایی: حالت شش

 تغییرات توانی: حالت هفت
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  FGمشخصات تیر طره با مصالح : 29- 6 شکل 

  

  FGنمودار تغییرات مدول الاستیسیته در تیر طره با مصالح : 30- 6 شکل 

مساله در حالت اول با . ترسیم شده است) 30- 5(نمودار تغییرات مدول الاستیسیته در شکل 

100000E   توسط هردو روشFEA  وGIGA در روش . حل شده استFEA  المان چهار  256از

  . نشان داده شده است) 31- 5(گرهی استفاده شده و تغییر شکل قائم آن در شکل 
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  تیر طره FEAنتیجه تحلیل : 31- 6 شکل 

  

مجددا و توابع )  32- 5(نقطه کنترلی طبق شکل  45و تعداد  GIGAهمچنین مساله با روش 

  .درجه دو، حل شده استپایه 

  

  شبکه نقاط کنترلی براي تیر طره: 32- 6 شکل 

  

نشان ) 33-5(نتیجه حل مساله براي تغییر شکل قائم تارخنثی با دو روش ذکر شده در شکل 

  .داده شده است
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  براي تیر طره IGAو  FEAمقایسه حل : 33- 6 شکل 

  

  

  براي تیر طره GIGAنتیجه : 34- 6 شکل 

به طور مشابه نتایجی براي حل . اختلاف کلی بین جوابها در شکل فوق کمتر از دو درصد است
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10000Eمساله در حالت دوم با   نکته قابل توجه این است که با وجودي که تعداد . آید بدست می

است، ولی جوابها بسیار به یکدیگر نزدیک  FEAبسیار کمتر از روش  GIGAمجهولات در روش 

است که بیش از  594برابر با  FEAو در روش  90برابر با  GIGAتعداد مجهولات در روش . باشند می

با توجه به اینکه در . کنیم حل می GIGAراي سایر حالتها با روش حال مساله را ب.باشد برابر می 6

10000Eحالتهاي سوم تا هفتم، مقدار مدول الاستیسیته بین دو حالت حدي    100000وE  

بین حالت  رود که تغییر شکل قائم تار خنثی تیر براي این حالتها نیز فرض شده است، لذا انتظار می

  .نشان داده شده است) 34-5(نتیجه حل در شکل . هاي حدي ذکر شده قرار گیرد

  FGمساله صفحه مربع شکل با مصالح : مثال هشتم6-4-3

ساخته شده است را   FGبا ضخامت ثابت تحت شرایط تنش مسطح که با مصالح  صفحه مربعی

0.3ضریب پواسون برابر با مقدار . در نظر بگیرید) 35- 5(طبق شکل    و تابع تغییرات مدول

1این تابع بصورت نمایی بوده و از . شود فرض می) 13- 5(الاستیسیته مطابق رابطه  1E   در وجه

2سمت چپ تا مقدار  8E  9ابعاد صفحه نیز برابر با . کند در سمت راست تغییر میW H   با

  .شود ضخامت واحد فرض می

  0 βxE x E e )5 -13( 

  

 FGصفحه مربعی با مصالح : 35- 6 شکل 
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0E  مقدار مدول الاستیسیته در سمت چپ صفحه مربعی است و پارامتر  تعریف ) 14- 5(با رابطه

  :شود می

1 E(W)
β log

W E(0)

 
  

 
 )5 -14(  

داراي بعد  توجه شود که پارامتر . باشد می) 35-5(عرض صفحه طبق شکل Wکه 
1

length


 

yyبا  115براي حالت تغییر مکان ثابت. باشد می 0ε (x, y) ε  توزیع تنش براي مصالح ایزوتروپیک

  .خواهد بود) 15- 5(بصورت رابطه 

  0 βx

yy 0σ x E ε e )5 -15( 

. نشان داده شده است) 35- 5(تنش مربوط به این حالت بطور شماتیک در حالت یک شکل 

در وجه بالایی صفحه مربعی وارد شده  tک تنش یکنواخت کششی با شدت بعنوان حالت دوم ی

در این  )Kim and Paulino, 2002(طبق . نشان داده شده است)  35-5(است که حالت دو شکل 

yyεحالت خواهیم داشت  Ax B   که براي توزیع در نظر گرفته شده براي مصالحFG  در این مثال

  .بدست آورد) 16-5(توان توزیع تنش را از رابطه  می

  0 βx

yyσ x E e (Ax B)  )5 -16( 

داراي بعد  Aکه ثابت 
1

length


باشد و مقادیر آنها از معادلات تعادل  بدون بعد می Bو ثابت  

  .شود حاصل می) 17-5(نیروهاي محوري و لنگرهاي داخلی 

   
W W

2
yy t yy t

0 0

1
σ x dx σ W and σ x xdx σ W .

2
   )5 -17( 

) 18- 5(از روابط ) 16- 5(براي تنش کششی یکنواخت توزیع تنش در رابطه   Bو  Aبنابراین مقادیر

  .آیند بدست می) 19- 5(و 

2 βW βW 2

0 βW 2 2 2βW βW

βN Wβ e 2βe Wβ 2β
A

2E e β W e 2e 1

   
  

   
 )5 -18( 
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  و

  
   

βW βW 2 2 2 2

0 βW βW 2 2 2βW βW

e e W β 3βW 4 β W 2βW 8 βW 4βN
B

2E e 1 e β W e 2e 1

        
 
    
 

 )5 -19( 

مساله با صد نقطه  GIGAاکنون با توجه به داشتن جواب دقیق براي بررسی جوابهاي روش 

  .مدل سازي و تحلیل شده است) 36- 5(کنترلی مطابق شکل 

  

  FGشبکه نقاط کنترلی براي صفحه مربع شکل با مصالح : 36- 6 شکل 

برابر با  به طور مشابه دو و بردارهاي گره مورد استفاده در هر دو جهت مساويدرجه توابع پایه 

 0,0,0,0.125,0.250, ,0.875,1,1,1u v   جواب حاصله بهمراه جواب دقیق . لحاظ شده است

نشان ) 38- 5(و ) 37- 5(براي حالتهاي تغییرمکان یکنواخت و تنش یکنواخت به ترتیب در شکلهاي 

  .داده شده است

  

  در حالت بارگذاري اول  GIGAواب مقایسه جواب دقیق و ج: 37- 6 شکل 
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  در حالت بارگذاري دوم  GIGAمقایسه جواب دقیق و جواب : 38- 6 شکل 

بر جواب دقیق منطبق شده و در حالت دوم نیز میانگین   IGAدر حالت اول جوابهاي روش 

  .درصد محاسبه شده است 1.4مطلق خطا برابر با 

  FGبا مصالح  مساله تقارن محوري: مثال نهم 6-4-4

در نظر ) 39- 5(استوانه اي توخالی که تحت فشار داخلی و خارجی قرار دارد را همانند شکل 

  .بگیرید

  

 استوانه تحت فشار داخلی و خارجی: 39- 6 شکل 

فرض کنید که مدول الاستیسیته به صورت تابعی توانی بر حسب شعاع استوانه باشد که با 

  .نشان داده شده است) 20-5(رابطه 



116 

 

  0

n
r

E r E
a

 
  

 
 )5 -20( 

0ipبا فرض اینکه ضریب پواسون ثابت فرض شود و فشار داخلی مساوي صفر باشد،   جواب ،

  .)Kim and Paulino, 2002(نشان داده شده است ) 22- 5(و ) 21- 5(دقیق مساله با رابطه 
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 )5 -22( 

  .شود حاصل می) 23- 5(از رابطه  kکه در این روابط مقدار 

2 4 4k n n   )5 -23( 

1.0aاین مساله براي یک حالت خاص با فرض    ،3.0b   ،0 100,000E   0.25و   و

0nطول واحد استوانه و همچنین چهار مقدار مختلف    ،0.5n   ،1n   2وn   طبق شکل

  . حل شده است) 40- 5(

  

  FGتعریف مساله استوانه با مصالح : 40- 6 شکل 

r/a

E
(r
)/
E
0

1 1.5 2 2.5 3
0

1

2

3

4

5

6

7

8

9

n = 0
n = 0.5
n = 1
n = 2

E0 = 100,000

Nu = 0.25

a = 1

t = 2

Pe = 10
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نشان داده  )41- 5(در شکل  GIGAشبکه نقاط کنترلی بکار رفته در حل این مساله با روش 

براي حل مساله از بردار گره یکنواخت و توابع پایه با درجه دو . باشد می 63شده است که تعداد آنها 

  .ستفاده شده استا

  

  FGشبکه نقاط کنترلی در مساله استوانه با مصالح : 41- 6 شکل 

  

  .قابل ملاحظه است) 43- 5(و ) 42- 5(در شکل  GIGAنتیجه مقایسه حل دقیق با حل روش 

  

  rrSبراي  GIGAمقایسه جواب دقیق و جواب روش : 42- 6 شکل 

  و

r

S
rr

1 1.5 2 2.5 3
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0

IA, n = 0
IA, n = 0.5
IA, n = 1
IA, n = 2
Exact, n = 0
Exact, n = 0.5
Exact, n = 1
Exact, n = 2
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  zzSبراي  GIGAمقایسه جواب دقیق و جواب روش : 43- 6 شکل 

با نرم مساله با المانهاي چهار گرهی و هشت گرهی مجددا  FEAاکنون براي مقایسه با روش 

شود، تعداد المانها در  ملاحظه می) 44- 5(همانگونه که در شکل . حل شده است ANSYSافزار 

  .المان خواهد شد 152عدد در نظر گرفته شده است که جمعا  19ضخامت استوانه 

  

  FEAمش بندي جهت حل : 44- 6 شکل 

  

) 46- 5(و ) 45- 5(و المانهاي چهار و هشت گرهی به ترتیب در شکلهاي  zzSنتیجه حل براي 

  .همخوانی دارد )Kim and Paulino, 2002(آمده است که با مرجع 

r
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z
z

1 1.5 2 2.5 3
-24

-22

-20

-18

-16

-14

-12

-10

-8

IA, n = 0
IA, n = 0.5
IA, n = 1
IA, n = 2
Exact, n = 0
Exact, n = 0.5
Exact, n = 1
Exact, n = 2



119 

 

  

  zzSبا المان چهارگرهی براي  FEAمقایسه جواب دقیق و جواب : 45- 6 شکل 

  

  zzSگرهی براي  با المان هشت FEAمقایسه جواب دقیق و جواب : 46- 6 شکل 

حل دقیق این مسائل موجود نبوده و تنها راه . طرح و حل شده است دیگردر ادامه دو مساله 

  .باشد ممکن استفاده از روشهاي عددي براي یافتن جواب این مسائل می

  و تغییرات درجه سه FGمساله تقارن محوري با مصالح : مثال دهم 6-4-5

در حالات محدودي از توزیع مدول  FGبا توجه به اینکه حل دقیق مسایل تقارن محوري 
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استفاده کرده و یک مساله جدید  GIGAمده است در این بخش از پتانسیل روش آالاستیسیته بدست 

. ایم هحل نمود جامع با روش ایزوژئومتریک نمونهبه عنوان  طرح و با توزیع چندجمله اي درجه سه را

 نتواند مورد بحث سایر محققی مده میآت چون حل دقیق این مساله در دسترس نیست لذا نتایج بدس

تمامی فرضیات این مثال همانند مثال قبل است و تنها تفاوت موجود در تابع توزیع . نیز قرار گیرد

مدول الاستیسیته در این مساله یک تابع چند جمله اي به صورت رابطه . باشد مدول الاستیسیته می

  .فرض شده است )24- 5(

 5 3 2( ) 10 0.5 2.4375 3.75 0.8125 , 1 3E r r r r r     
 

)5 -24( 

1در واقع در این چند جمله اي درجه سه داریم  100,000rE    3و 200,000rE    که به

با توجه به . باشند ترتیب بیانگر مقادیر مدول الاستیسیته در جدار داخلی و خارجی استوانه توخالی می

براساس پارامترهاي اسپلاین نوشته شود لذا با استفاده از اینکه براي حل مساله باید در ابتدا این رابطه 

20nبا فرض مقدار  .نماییم تکنیک معکوس نربز این رابطه را تبدیل می   2وp   بردار گره و

شماره نقطه  )14- 5(در ستون اول جدول . مختصات نقاط کنترلی در جداول یک و دو ارایه شده اند

  . باشد کنترلی، ستون دوم شامل مختصه شعاعی و ستون سوم بیانگر مختصات مدول الاستیسیته می

 مختصات نقاط کنترلی با استفاده از تکنیک معکوس نربز: 14-6 جدول 

z  r  ni z  r  ni 
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بردار گره یکنواخت حاصله از حل معکوس نربز با توابع پایه درجه دو نیز شامل  )15- 5(جدول 

  . ذکر شده است

  بردار گره یکنواخت براي تابع پایه درجه دو: 15-6 جدول 

mi Knot value mi Knot value 

   

   

   

   

   

   

   

   

   

   

   

   

با مقدار حاصل شده از تکنیک معکوس نربز در  دقیقمقدار دقیق مدول الاستیسیته طبق رابطه 

است که در حل درصد  0.01 ترسیم شده اند که ماکزیمم خطا بین این دو برابر با )47- 5(شکل 

  .عددي قابل اغماض است

  

  در راستاي شعاع تغییرات مدول الاستیسیته با تکنیک معکوس نربز: 47- 6 شکل 

r

E
(r
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1 1.5 2 2.5 3
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1.40E+05

1.60E+05

1.80E+05
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E(r) : Inverse NURBS
E(r) : Exact
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مدلسازي و تحلیل شده است که نتیجه حل در  TIGAPبا برنامه  GIGAنهایتا مساله با روش 

نشان  ruو تغییر شکل محوري  rrS ،zzS ،Sبه ترتیب براي تنشهاي ) 51- 5(تا ) 48- 5(شکلهاي 

  .داده شده است

  

  یک استوانه توخالی rrSبراي  GIGAجواب روش : 48- 6 شکل 

  و

  

  یک استوانه توخالی zzSبراي  GIGAجواب روش : 49- 6 شکل 
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  و

  

  Sبراي  GIGAجواب روش : 50- 6 شکل 

  و

  

  ruبراي تغییرشکل شعاعی  GIGAجواب روش : 51- 6 شکل 

  

  مساله صفحه طره مربعی با مشخصات ارتوتروپیک تصادفی: مثال یازدهم 6-4-6
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در اینجا مثالی با  TIGAPبرنامه عملکرد و  GIGAبراي نشان دادن توانمندي واقعی روش 

حل دقیقی  با توجه به نحوه تعریف مساله، .مورد بررسی گرفته استطرح و  FGمصالح ارتوتروپیک 

  . راه حل دیگري نداردو بجز روشهاي عددي  نداشتهبراي آن وجود 

  

  FGMمشخصات مثال جامع ارتوتروپیک : 52- 6 شکل 

بوده و در انتهاي آزاد خود مطابق  اي مربعی با ضخامت واحد که در یک طرف گیردار صفحه

1000pتحت اثر بار متمرکز ) 52-5(شکل   مدول الاستیسیته و . قرار گرفته است را در نظر بگیرید

ضریب پواسون براي نشان دادن جامعیت روش به طور تصادفی طبق روابط نشان داده شده در شکل 

خاطر نشان  .باشد تابع مولد اعداد تصادفی بین صفر تا یک می Rnd()تولید شده اند که ) 52- 5(

کند تا این  سازد که تابع تصادفی مذکور در حقیقت مختصات تصادفی براي نقاط کنترلی تولید می می

تر براي بررسی بیش. کننداي تصادفی براي تولید مشخصات مکانیکی مساله ایجاد  نقاط کنترلی رویه

کیفیت روش ایزوژئومتریک جامع توسط سایر محققین و کنترل جوابهاي حاصل از کد تهیه شده، 

تولید رویه هاي مدول الاستیسیته و ضریب پواسون  در یکی از حالات مشخصات نقاط کنترلی تصادفی

  .این رساله ذکر شده است) ب(، در پیوست 

 . است استفاده شده) 53- 5(شکل  مطابقنقطه کنترلی  121در حل این مثال از یک شبکه با  

در انتگرالگیري عددي از نه نقطه گوسی . باشند بردار گره یکنواخت بوده و توابع پایه درجه دو می
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  .استفاده شده است

  

  FGMشبکه نقاط کنترلی مثال جامع ارتوتروپیک : 53- 6 شکل 

و همچنین توزیع ضریب پواسون در دامنه  2و  1الاستیسیته در هر یک از جهات مقدار مدول 

نشان ) 57- 5(تا ) 54-5(مساله و مدول برشی که همگی تابعی تصادفی هستند به ترتیب در شکلهاي 

  .داده شده اند

  

  1E توزیع تصادفی مدول الاستیسیته: 54- 6 شکل 
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  2Eتوزیع تصادفی مدول الاستیسیته : 55- 6 شکل 

  

  

  12توزیع تصادفی ضریب پواسون : 56- 6 شکل 
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  12Gتوزیع تصادفی مدول برشی : 57- 6 شکل 

نتایج تحلیل تغییر مکانهاي افقی و قائم به شرح شکلهاي  GIGAپس از حل این مثال با روش 

  .بدست آمده است) 59- 5(و ) 58- 5(

  

  1uتغییر مکان افقی : 58- 6 شکل 
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  2uتغییر مکان افقی : 59- 6 شکل 

مثالهایی در خصوص معادلات دیفرانسیل و تحلیل سازه حل شد و با نتایج دیگر روشهاي  فصلدر این 

. جوابهاي دقیق مورد مقایسه و ارزیابی قرار گرفت یا عددي و
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 حل مسائل بهینه سازي: فصل ششم
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  مقدمه 1- 7

در مباحث . گیرد بهینه سازي علمی است که در شاخه هاي مختلف علوم مورد استفاده قرار می

توان از آنها  هایی که می مهمترین شاخه. توان آن را در چند بخش مورد بررسی قرار داد سازه نیز می

بهینه سازي شکل و بهینه سازي ابعاد سازه یا عناصر تشکیل نام برد عبارتند از بهینه سازي توپولوژي، 

توان از بهینه سازي توزیع مصالح نیز به عنوان یکی دیگر از کاربردهاي علم  همچنین می. دهنده آن

سازي اشاره کرد که در این رساله مسایلی در این خصوص حل شده و توضیحات بیشتر در هنگام  بهینه

  .حل مسائل ارائه شده است

با . شود در حل مسائل بهینه سازي سازه ها پرداخته می GIGAدر این فصل به کاربرد روش 

باشد، لذا مدت زمان لازم  نیازي به شبکه بندي مجدد دامنه مساله نمی GIGAتوجه به اینکه روش 

ازطرفی به علت ایجاد اشکال هندسی با مرزهاي . براي بهینه سازي کاهش چشمگیري خواهد یافت

منحنی شکل در روش ایزوژئومتریک، دیگر نیازي به انجام عملیات پس پردازش برروي شکل نهایی 

  .تري دست خواهیم یافت نبوده و به شکلهاي اجرایی

  بهینه سازي شکل سازه ها 2- 7

اي است که سازه داراي  هدف از بهینه سازي شکل سازه ها، یافتن مرزهاي بهینه سازه به گونه

سازي عبارتند از تابع  اجزاي اصلی یک مساله بهینه. عملکردي مناسب بازاي یک پارامتر مشخص باشد

توان اقدام به حل  سازي می ده از یکی از روشهاي بهینهسپس با استفا. هدف و قیود حاکم بر مساله

شوند که از جمله  سازي به دسته هاي مختلفی تقسیم می روشهاي موجود در بهینه. مساله نمود

هر کدام از این . ریزي ریاضی، روشهاي تکاملی و روشهاي ابتکاري اشاره کرد توان به روشهاي برنامه می

سازي در این رساله از  در حل مسائل بهینه. شوند یم بندي میروشها به شاخه هاي متنوعی تقس
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DOTبدین منظور از سابروتینهاي آماده . روشهاي ریاضی استفاده شده است
استفاده شده که  116

  .د، قادر به حل مسائل بهینه سازي خواهیم بوTIGAPاز اضافه کردن آن به برنامه 

یک سابروتین به زبان فرترن است که با کمک روشهاي برنامه ریزي ریاضی، براي  DOTبرنامه 

مقادیر مینیمم یا ماکزیمم یک تابع بسته به . رود یافتن مقدار مینیمم یا ماکزیمم یک تابع به کار می

تواند مقید و یا نامقید  سازي می ه بهینهمسال. شود شرایط تابع هدف همان جواب بهینه مساله تلقی می

براي آشنایی بیشتر با این برنامه و نحوه کار . هر دو نوع را داراستتوانایی حل  DOTباشد که برنامه 

  .رجوع کرد )DOT, 1999(توان به  با آن، می

براي مرور کلی این . ها تا کنون مقالات زیادي به چاپ رسیده است سازي سازه در زمینه بهینه

اولین مقالات نیز توسط . جعه نمودمرا )Haftka and Grandhi, 1986(توان به مرجع  روش می

 Zienkiewicz and Campbell, 1973, Francavilla(نوشته شد 1975و  1973زینکویچ در سالهاي 

et al., 1975(  .توان مراجع  ه کاربرد روز افزون علم بهینه سازي در صنایع مختلف، میبا توجه ب

 Christensen and(در این خصوص برخی کتابها . متعددي را مورد مطالعه و بررسی قرارداد

Klarbring, 2009, Bhatti, 2000, Rao, 1996, Spillers and MacBain, 2009, Dorigo and 

Stutzle, 2004, Dorigo et al., 2002, Hasle et al., 2007b, Huang and Xie, 2010, Bendsoe 

and Sigmund, 2003, Hassani and Hinton, 1999, Bendsoe, 1995, Hinton et al., 2003(  نیز

  .شود جهت مطالعه توصیه می

خاب متغیرهاي طراحی تاثیر مستقیم ها، چگونگی تعریف و انت سازهشکل سازي  در مسایل بهینه

در اولین کارهایی که در این خصوص صورت گرفت، مختصات . بر کیفیت جواب نهایی خواهند داشت

هاي المانهاي محدود که بر روي مرزهاي سازه قرارداشتند به عنوان متغیرهاي طراحی مساله  گره

راي این روش مناسب بود ولی به سرعت با وجودي که نتایج اولیه ب. سازي درنظر گرفته شدند  بهینه

دو تا از مهمترین مشکلات این روش عبارت بودند از تعداد زیاد متغیرهاي . اشکالات آن پدیدار شد

                                                
116 Design Optimization Tool 
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در واقع براي مسائلی که داراي تعداد المانهاي بیشتر و یا . طراحی و مرزهاي بهینه شده با زبري شدید

داد و یا اینکه حداقل به  کارایی خود را از دست می مرزهاي پیچیده تري بودند این روش به سرعت

از طرف دیگر همانگونه که . الگوریتمهاي پیشرفته تر و کامپیوترهاي قویتري براي حل مسایل نیاز بود

شود، مرزهاي شکل بهینه یک حفره در یک صفحه تحت  زیر ملاحظه می) الف و ب 1- 6(هاي  در شکل

آید و نیاز به پردازش ثانویه براي تصحیح  بسیار خشن بدست می بارگذاري به صورت زیگزاك مانند و

  .مرزهاي حاصل از فرآیند بهینه سازي خواهد بود

  

  ایجاد پدیده زیگزاگی در مرزهاي بهینه سازه: 7-1 

براي رفع این مشکل و با توجه به پیشرفتهاي علم هندسه، محققین روشهاي جدیدتري را 

از مزایاي این روش . شوند در روش جدید مرزهاي سازه با استفاده از اسپلاینها مدلسازي می. برگزیدند

بته ال. توان به کاهش تعداد متغیرهاي طراحی و تولید مرزهاي یکنواخت براي شکل بهینه نام برد می

گیرد، مشکل تولید شبکه جدید در  صورت می FEAبا توجه به اینکه تحلیل مساله با استفاده از روش 

هر گام از فرآیند بهینه سازي شکل سازه کماکان باقی خواهد بود و در نتیجه زمان زیادي از حل 

  ).1383ظریف مقدم، (مساله به این بخش اختصاص خواهد یافت 

داراي  FEAبا توجه به اینکه مفهوم شبکه در آن نسبت به روش  و IGAبعد از معرفی روش 

باشد، مشکل شبکه بندي مجدد در هر گام از فرآیند بهینه سازي به طور  یک تفاوت بنیادین می
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در حین انجام عملیات بهینه سازي دیگر نیازي به  IGAدر واقع در روش . شود موثري برطرف می

ه نبوده و علت آن هم ثابت بودن مشخصات توابع پایه و بردارهاي تولید اطلاعات جدید براي حل مسال

تلقی  IGAلذا نقاط کنترلی که به عنوان متغیرهاي بهینه سازي در روش . باشد گره در حین حل می

. کنند شوند هر بار شکلی جدید بدون نیاز به محاسبات مجدد بردار گره و توابع پایه را حاصل می می

به عنوان رقیبی قدرتمند براي حل مسایل بهینه سازي در  IGAشود تا روش  رفع این ضعف سبب می

با توجه به یکنواختی مرزهاي سازه پس از اتمام فرآیند بهینه  .قرار گیرد FEAبرابر روش سنتی 

 .نیازي به پس پردازش و تولید و یا اصلاح مرزهاي بهینه شده نخواهد بود IGAسازي، در روش 

توان  مقالاتی چاپ شده است که می IGAبهینه سازي با استفاده از روش تحلیل  تاکنون نیز در زمینه

 Nagy et al., 2010, Seo et al., 2010b, Seo et al., 2010a, Wall et al., 2008, Li and(به مراجع 

Qian, 2011, Cho and Ha, 2008, Ziani et al., 2010, Hassani et al., 2011a, Hassani et al., 

2011b, Hassani et al., 2009a( رجوع نمود.  

  تعریف مساله بهینه سازي 3- 7

همانگونه که قبلا اشاره شد، در مساله بهینه سازي بایستی ابتدا تابعی را با عنوان تابع هدف 

 آنمشخص و سپس با یک الگوریتم بهینه سازي و با توجه به قیدهاي حاکم بر مساله اقدام به حل 

از جمله . توان به عنوان تابع هدف تعریف نمود ا میدر بهینه سازي شکل توابع متنوعی ر. نمود

سازي حجم مصالح و یا وزن مصالح تشکیل دهنده سازه یکی از متداولترین توابع هدفی است که  بهینه

توان تنشهاي حاصله در سازه،  از طرف دیگر می. گیرد سازي شکل مد نظر قرار می در مسائل بهینه

در صورتی که یک . سازي تعریف نمود بعنوان قیود یک مساله بهینه تغییر مکانها و یا فرکانس سازه را

سازي را باعنوان مقید یا نامقید  سازي قید داشته باشد یا نداشته باشد، مساله بهینه مساله بهینه

ها، مسائل بصورت مقید در نظر گرفته  سازي سازه البته در بیشتر مسائل بهینه. کنند نامگذاري می

  .توان به شکل زیر نشان داد به این توضیحات یک مساله بهینه سازي را می با توجه. شوند می
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3Dکه در این رابطه    توانند قیود  شامل مجموعه جوابهاي بهینه قابل قبولی است که می

نیز به ترتیب قیود مساوي و قیود نامساوي مساله بهینه  gو  hقیود . حاکم بر مساله را اقناع کنند

)سازي و  )F s  نیز تابع هدف حاکم بر مساله است که در اینجا وزن یا حجم مصالح تشکیل دهنده

 DOTراي حل این مساله از سابروتینهاي برنامه همانگونه که قبلا نیز بیان شد ب. باشد سازه می

باشد که در اینجا ما از  این برنامه قادر به حل مسایل با روشهاي ریاضی متعددي می. شود استفاده می

SQPروش 
  .ایم استفاده کرده 117

  ها سازهکاربرد روش تحلیل ایزوژئومتریک در بهینه سازي  4- 7

ولی . تفاوتی چندانی وجود ندارد GIGAو  IGAدر بهینه سازي شکل سازه ها بین روشهاي 

باشد، با  FGMاگر هدف بهینه سازي توپولوژي و یا بهینه سازي چگونگی توزیع مصالح در یک مساله 

امه در اد. برتري زیادي در این خصوص خواهد داشت GIGAتوجه به مطالبی که قبلا گفته شد، روش 

حل و نتایج مربوطه ارایه شده  TIGAPتعدادي از مسایل بهینه سازي سازه را با استفاده از برنامه 

  .است

  بهینه سازي شکل تیر طره: مثال اول 7-4-1

در این مثال، هدف از بهینه سازي عبارتست از مینیمم کردن مقدار مصالح مورد نیاز براي 

با توجه به اینکه ضخامت تیر و چگالی مصالح تشکیل  .لت تنش مسطحساخت یک تیر طره در حا

دهنده آن ثابت است لذا مینیم کردن سطح تشکیل دهنده تیر به منزله کمینه سازي مقدار مصالح 

  .تشکیل دهنده خواهد بود

                                                
117 Sequential Quadratic Programimg 
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100Pاین تیر در انتهاي آزاد خود داراي باري به بزرگی    لاستیسیته و ضریب بوده و مدول ا

51.0پواسون این تیر به ترتیب برابر با  10E    0.25و  همانگونه که . در نظر گرفته شده است

مشخص است نقاط کنترلی بصورت دایره توپر متغیرهاي طراحی مستقل در مساله ) 2- 6(در شکل 

لی متغیرهاي طراحی وابسته و مربع توپر نقاط کنترلی هستند دایره هاي توخا. باشند بهینه سازي می

همانگونه که در شکلهاي . که مختصات آنها در حین انجام فرآیند بهینه سازي تغییري نخواهد کرد

شود یک مرتبه نقاط کنترلی واقع بر وجه بالایی و یک مرتبه نقاط کنترلی  ملاحظه می) ب و ج 2- 6(

  .نقاط ثابت در نظر گرفته شده اند واقع بر تار خنثی به عنوان

  

  مشخصات تیر طره جهت بهینه سازي شکل: 2- 7 شکل 

  

  11Sنتایج تحلیل تنش : 3- 7 شکل 
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  vmSنتایج تحلیل تنش: 4- 7 شکل 

  

در حل این مثال درجه توابع پایه برابر با دو و بردارهاي گره مورد استفاده در تحلیل سازه برابر 

با  0,0,0,0.111,0.222,...,0.777,0.888,1,1,1u   و 0,0,0,1,1,1v  در نظر گرفته شده اند .

قابل ) 4- 6(و ) 3- 6(به ترتیب در شکل  vmSو تنش فون میزس  11Sنتیجه تحلیل مساله براي تنش 

ثانیه  10چهار حالت مساوي هر مدت زمان لازم براي بهینه سازي نیز بطور میانگین در . ملاحظه است

  .بوده است

  

  حالت اول –نتیجه بهینه سازي شکل : 5- 7 شکل 

در  1600برابر با  11Sدر حالتی که حداکثر مجاز تنش ) ب- 2-6(بهینه سازي شکل : حالت اول

همانگونه که . قابل ملاحظه است) 5- 6(زي به شکل در این حالت نتیجه بهینه سا. نظر گرفته شود
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مقدار تابع . نیز بر روي آن نشان داده شده است 11Sتراز تنش براي  شود منحنی هاي هم ملاحظه می

و  20هدف حجم مصالح تشکیل دهنده تیر است که با فرض ضخامت واحد قبل از بهینه سازي برابر با 

  .باشد می 12.95سازي برابر با  بعد از بهینه

نشان داده شده است که محور افقی بیانگر تعداد ) 6- 6(تاریخچه بهینه سازي نیز در شکل 

فراخوانی شده است و محور قائم نیز بیانگر مقدار تابع  DOTدفعاتی است که سابروتین بهینه سازي 

  .باشد هدف می

  

  حالت اول –تاریخچه بهینه سازي : 6- 7 شکل 

 2000برابر با  vmSدر حالتی که حداکثر مجاز تنش ) ب- 2- 6(بهینه سازي شکل : حالت دوم

همانگونه که  .حظه استقابل ملا) 7- 6(در این حالت نتیجه بهینه سازي به شکل . در نظر گرفته شود

مقدار تابع . نیز بر روي آن نشان داده شده است vmSتراز تنش براي  هاي هم شود منحنی ملاحظه می

و  20هدف حجم مصالح تشکیل دهنده تیر است که با فرض ضخامت واحد قبل از بهینه سازي برابر با 

  .باشد می 11.76بعد از بهینه سازي برابر با 
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  حالت دوم –نتیجه بهینه سازي شکل : 7- 7 شکل 

  .نشان داده شده است) 8- 6(تاریخچه بهینه سازي در حالت دوم نیز در شکل

  

  حالت دوم –تاریخچه بهینه سازي : 8- 7 شکل 

در  1600برابر با  11Sدر حالتی که حداکثر مجاز تنش ) ج- 2-6(بهینه سازي شکل : حالت سوم

همانگونه که  .قابل ملاحظه است) 9- 6(به شکل  در این حالت نتیجه بهینه سازي. نظر گرفته شود

مقدار تابع . ر روي آن نشان داده شده استنیز ب 11Sتراز تنش براي  هاي هم شود منحنی ملاحظه می

و  20هدف حجم مصالح تشکیل دهنده تیر است که با فرض ضخامت واحد قبل از بهینه سازي برابر با 

  .باشد می 12.87بعد از بهینه سازي برابر با 
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  حالت سوم –نتیجه بهینه سازي شکل : 9- 7 شکل 

  .نشان داده شده است) 10- 6(تاریخچه بهینه سازي در حالت سوم نیز در شکل 

  

  حالت سوم –تاریخچه بهینه سازي : 10- 7 شکل 

 2000برابر با  vmSدر حالتی که حداکثر مجاز تنش ) ج- 2- 6(بهینه سازي شکل : حالت چهارم

همانگونه  .قابل ملاحظه است) 11- 6(به شکل در این حالت نتیجه بهینه سازي . در نظر گرفته شود

مقدار . نیز بر روي آن نشان داده شده است vmSهاي همتراز تنش براي  شود منحنی که ملاحظه می
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واحد قبل از بهینه سازي برابر با تابع هدف حجم مصالح تشکیل دهنده تیر است که با فرض ضخامت 

  .باشد می 11.69و بعد از بهینه سازي برابر با  20

  

  حالت چهارم –نتیجه بهینه سازي شکل : 11- 7 شکل 

  

همچنین  .نشان داده شده است) 12-6(تاریخچه بهینه سازي در حالت چهارم نیز در شکل 

  .ثانیه بوده است 12ذکر است که مدت زمان حل این مساله حدود  لازم به

  

  حالت چهارم –تاریخچه بهینه سازي : 12- 7 شکل 
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  بهینه سازي شکل تیر دوسرگیردار: مثال دوم 7-4-2

در این مثال هدف از بهینه سازي عبارتست از مینیمم کردن مقدار مصالح مورد نیاز براي 

این تیر در وسط خود داراي باري به بزرگی . ساخت یک تیر دوسرگیردار در حالت تنش مسطح

100P   51.0بوده و مدول الاستیسیته و ضریب پواسون این تیر به ترتیب برابر با 10E    و

0.25  مشخص است نقاط کنترلی ) 13- 6(همانگونه که در شکل . در نظر گرفته شده است

دایره هاي توخالی . باشند متغیرهاي طراحی مستقل در مساله بهینه سازي می ،بصورت دایره توپر

که مختصات آنها در حین انجام فرآیند  متغیرهاي طراحی وابسته و مربع توپر نقاط کنترلی هستند

شود یک مرتبه  ملاحظه می) ب و ج- 6(همانگونه که در شکلهاي . بهینه سازي تغییري نخواهد کرد

نقاط کنترلی واقع بر وجه پایین تیر به عنوان متغیر طراحی در نظر گرفته شده و وجه بالایی ثابت در 

وابسته به وجه پایین شده و شکلی متقارن را نسبت  در حالت بعدي وجه بالایی. نظر گرفته شده است

  .مانند مثال قبل است IGAسایر مشخصات مورد استفاده در . به تار خنثی ایجاد کرده است

  

  مشخصات تیر دوسرگیردار جهت بهینه سازي شکل: 13- 7 شکل 
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  vmSو  11Sنتایج تحلیل تنش : 14- 7 شکل 

  

  

  حالت اول –نتیجه بهینه سازي شکل : 15- 7 شکل 

 400برابر با  vmSدر حالتی که حداکثر مجاز تنش ) ب- 13- 6(بهینه سازي شکل : حالت اول

همانگونه  .قابل ملاحظه است) 15- 6(به شکل در این حالت نتیجه بهینه سازي . در نظر گرفته شود

مقدار . نیز بر روي آن نشان داده شده است vmSتراز تنش براي  هاي هم شود منحنی که ملاحظه می

تابع هدف حجم مصالح تشکیل دهنده تیر است که با فرض ضخامت واحد قبل از بهینه سازي برابر با 
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  .باشد می 10.11و بعد از بهینه سازي برابر با  20

همچنین  .نشان داده شده است) 16- 6(تاریخچه بهینه سازي در حالت چهارم نیز در شکل 

  .ثانیه بوده است 24به ذکر است که مدت زمان حل این مساله حدود لازم 

  

  حالت اول –تاریخچه بهینه سازي : 16- 7 شکل 

  

در  400برابر با  vmSدر حالتی که حداکثر مجاز تنش ) ج- 13- 6(بهینه سازي شکل : دومحالت 

همانگونه که . قابل ملاحظه است) 17- 6(ي به شکل در این حالت نتیجه بهینه ساز. نظر گرفته شود

مقدار تابع . نیز بر روي آن نشان داده شده است vmSتراز تنش براي  هاي هم شود منحنی ملاحظه می

و  20فرض ضخامت واحد قبل از بهینه سازي برابر با هدف حجم مصالح تشکیل دهنده تیر است که با 

  .باشد می 9.94بعد از بهینه سازي برابر با 
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  حالت دوم –نتیجه بهینه سازي شکل : 17- 7 شکل 

  .نشان داده شده است) 18- 6(تاریخچه بهینه سازي در حالت دوم نیز در شکل 

  

  حالت دوم –تاریخچه بهینه سازي : 18- 7 شکل 

  

  بهینه سازي شکل صفحه مربعی با حفره میانی: مثال سوم 7-4-3

یکی از مسائل معروف در متون بهینه سازي شکل سازه ها، صفحه مربعی شکل با حفره میانی 

  .باشد قابل ملاحظه می) 19- 6(است که در شکل 
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  اي شکل در میان آن مثال صفحه مربعی با حفره دایره: 19- 7 شکل 

  

  نقطه کنترلی 54مشخصات ربع صفحه با حفره میانی با : 20- 7 شکل 

در این مثال هدف اصلی . رم آن را مدل نمودتوان یک چها با توجه به تقارن موجود در مساله می

) 20- 6(مشخصات مورد استفاده براي حل مساله در شکل . باشد بهینه سازي شکل حفره موجود می

. سازد که این مثال در حالت تنش مسطح حل شده است خاطر نشان می. قابل ملاحظه است

ي گره مورد استفاده در تحلیل سازه برابر هممچنین حل این مثال درجه توابع پایه برابر با دو و بردارها

با  0,0,0,0.25,0.5,0.75,1,1,1u   و 0,0,0,0.333,0.667,1,1,1v  در نظر گرفته شده اند.  
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  شکل بهینه صفحه با حفره میانی: 21- 7 شکل 

برابر با  vmSقید در نظر گرفته شده در این مثال مقدار تنش فون میزس است که حداکثر مجاز 

تابع هدف، حجم مصالح تشکیل دهنده صفحه است که با فرض ضخامت . در نظر گرفته شده است 40

نتایج حل مساله . باشد می 18.88و بعد از بهینه سازي برابر با  24.21واحد قبل از بهینه سازي برابر با 

) 22- 6(تاریخچه همگرایی به جواب بهینه در شکل . اند نشان داده شده) 22- 6(و ) 21- 6(در شکلهاي 

ثانیه بوده  27همچنین لازم به ذکر است که مدت زمان حل این مساله حدود . نشان داده شده است

  .است

  

  تاریخچه بهینه سازي صفحه با حفره میانی: 22- 7 شکل 
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  بهینه سازي شکل آچار: مثال چهارم 7-4-4

شود، بهینه سازي شکل آچار  از دیگر مسائل معروفی که در بهینه سازي شکل از آن استفاده می

با توجه به تقارن موجود در مساله  .نشان داده شده است) 23- 6(که مشخصات آن در شکل  باشد می

  .توان یک دوم آن را مدل نمود که البته در اینجا کل مساله مدلسازي شده است می

سازد که این مثال  خاطر نشان می. باشد در این مثال هدف اصلی یافتن مرزهاي بهینه آچار می 

درجه توابع پایه برابر با دو و بردارهاي گره مورد استفاده در  و در حالت تنش مسطح حل شده است

بر با برا IGAروش  0,0,0,0.125,0.250,...,0.875,1,1,1u   و

 0,0,0,0.2,0.4,0.6,0.8,1,1,1v  در نظر گرفته شده اند.  

  

  نقطه کنترلی 130مشخصات مساله بهینه سازي شکل آچار با : 23- 7 شکل 

برابر با  vmSقید در نظر گرفته شده در این مثال مقدار تنش فون میزس است که حداکثر مجاز 

تابع هدف، حجم مصالح تشکیل دهنده آچار است که با فرض . در نظر گرفته شده است 1200

نتایج . باشد می 9.31با و بعد از بهینه سازي برابر  37.875ضخامت واحد قبل از بهینه سازي برابر با 

  .نشان داده شده اند) 25- 6(و ) 24- 6(حل مساله در شکلهاي 
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  شکل بهینه آچار: 24- 7 شکل 

همچنین لازم به . نشان داده شده است) 25- 6(تاریخچه همگرایی به جواب بهینه نیز در شکل 

  .ثانیه بوده است 25ین مساله حدود ذکر است که مدت زمان حل ا

  

  تاریخچه بهینه سازي مساله آچار: 25- 7 شکل 

  تیر عمیق توزیع ضخامت دربهینه سازي : پنجممثال  7-4-5

 توزیع ضخامت دراقدام به بهینه سازي  TIGAPدر این بخش با استفاده از توانمندي برنامه 

بدین منظور با ایجاد تغییر در ضخامت مساله در کل دامنه به این هدف نائل . یک تیر عمیق شده است

در این خصوص لازم به ذکر است که با کنترل مقادیر تنشها در دامنه مساله، هرجا که مقدار . ایم شده

توانند مختصات  ط کنترلی میباتوجه به اینکه نقا. تنشها کم بوده است ضخامت کاهش یافته است
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منفی نیز به خود بگیرند، در الگوریتم برنامه به طور اتوماتیک کلیه ضخامتهاي منفی مساوي صفر 

متغیرطراحی در . باشد شود و در واقع ضخامت صفر به مفهوم ایجاد حفره در دامنه مساله می لحاظ می

. رژي کرنشی در نظر گرفته شده استاین مثال عبارتست از ضخامت در کل دامنه و تابع هدف، ان

  .قابل ملاحظه است) 26-6(مشخصات مساله حل شده در مثال در شکل 

  

  نقطه کنترلی 66مشخصات مساله بهینه سازي توپولوژي تیرعمیق با : 26- 7 شکل 

همچنین حل این . ل شده استسازد که این مثال در حالت تنش مسطح ح خاطر نشان می

برابر با  IGAمثال درجه توابع پایه برابر با دو و بردارهاي گره مورد استفاده در روش 

 0,0,0,0.25,0.50,0.75,1,1,1u   و 0,0,0,0.111,0.222,...,0.888,1,1,1v   در نظر گرفته

قید در نظر گرفته شده در این مثال مقدار انرژي کرنشی است که قبل از بهینه سازي برابر با . شده اند

  .باشد می 7.14و بعد از بهینه سازي برابر با  160.8

. نشان داده شده است) الف- 27- 6(نتایج حل مساله براي کانتورهاي تغییر ضخامت در شکل  

این شکل مد نظر قرار گیرد که به نواحی داراي مصالح و بدون مصالح تقسیم شود البته اگر مساله به 

توپولوژي حاصله در حل این مثال با توپولوژي سایر . قابل ملاحظه است) ب- 27- 6(شکل حاصله در 

  . روشهاي بهینه سازي که در متون بهینه سازي وجود دارد مشابه است
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  کانتورهاي توزیع ضخامت در مساله تیر عمیق: 27- 7 شکل 

همچنین لازم به . نشان داده شده است) 28- 6(تاریخچه همگرایی به جواب بهینه نیز در شکل 

البته توجه به این نکته نیز مهم . ثانیه بوده است 670ذکر است که مدت زمان حل این مساله حدود 

توان از بهینه سازي شکل جهت بهتر شدن  یات بهینه سازي توپولوژي میاست که بعد از انجام عمل

  .جواب استفاده کرد و مرزهاي بهینه را بدست آورد

  

  تاریخچه بهینه سازي مساله تیرعمیق: 28- 7 شکل 
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  گاه دوسر ساده صفحه با تکیه توزیع ضخامتبهینه سازي : ششممثال  7-4-6

درجه توابع پایه برابر با . حل شده است) 29- 6(این مثال با مشخصات نشان داده شده در شکل 

دو و بردارهاي گره مورد استفاده برابر با  0,0,0,0.111,0.222,...,0.888,1,1,1u v   در نظر

که قبل از بهینه سازي قید در نظر گرفته شده در این مثال مقدار انرژي کرنشی است . گرفته شده اند

  .باشد می 20.56و بعد از بهینه سازي برابر با  302.21برابر با 

  

  نقطه کنترلی 121صفحه دوسرساده با  توزیع ضخامتمشخصات مساله بهینه سازي : 29- 7 شکل 

  .نشان داده شده است) 30- 6( نتایج حل مساله براي کانتورهاي تغییر ضخامت در شکل

  

  کانتورهاي توزیع ضخامت در مساله تیر عمیق: 30- 7 شکل 
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همچنین لازم به . نشان داده شده است) 31- 6(تاریخچه همگرایی به جواب بهینه نیز در شکل 

  .بوده استثانیه  5430ذکر است که مدت زمان حل این مساله حدود 

  

  تاریخچه بهینه سازي مساله صفحه دوسرساده: 31- 7 شکل 

  

  

  هاي بالا گاه در گوشه با تکیه کانتورهاي توزیع ضخامت در مساله تیر عمیق: 32- 7 شکل 
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به گوشه بالا منتقل شوند ) 29- 6(گاهها از گوشه هاي پایین در شکل  اگر در این مساله تکیه

در این مثال مقدار انرژي کرنشی است که قبل از . خواهد بود) 32- 6(توزیع بهینه ضخامت به شکل 

تاریخچه همگرایی به جواب  .باشد می 10.01و بعد از بهینه سازي برابر با  291.73بهینه سازي برابر با 

  .نشان داده شده است) 33-6(ر شکل بهینه نیز د

  

  تاریخچه بهینه سازي مساله صفحه دوسرساده: 33- 7 شکل 

  

  صفحه طره توزیع ضخامت دربهینه سازي : هفتممثال  7-4-7

 آن نهایی توزیع نشان دادن اثر ایندکس ضخامت در ) 34- 6شکل (هدف از حل این مثال 

ایندکس ضخامت عبارتست از عددي ثابت که در کل دامنه هرجا ضخامت کمتر یا مساوي . باشد می

در برخی از روشهاي اولیه بهینه سازي توپولوژي سازه ها، از این . شود میآن باشد مساوي صفر فرض 

  .شده است تا امکان ایجاد حفره در دامنه مساله فراهم شود روش استفاده می
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  نقطه کنترلی 121با  طره مربعیمشخصات مساله بهینه سازي توپولوژي صفحه : 34- 7 شکل 

در این حالت حل مساله با ضخامت واحد آغاز و هرجا که ضخامت کوچکتر یا : حالت اول

قبل از بهینه سازي مقدار انرژي کرنشی است که . مساوي صفر شده مساوي صفر قرار داده شده است

  .باشد می 30.09و بعد از بهینه سازي برابر با  617.45برابر با 

  

  حالت اول –کانتورهاي توزیع ضخامت در مساله تیر عمیق : 35- 7 شکل 

همچنین لازم به . نشان داده شده است) 36- 6(تاریخچه همگرایی به جواب بهینه نیز در شکل 

  .ثانیه بوده است 4805ذکر است که مدت زمان حل این مساله حدود 
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  حالت اول –تاریخچه بهینه سازي مساله صفحه طره : 36- 7 شکل 

در این حالت حل مساله با ضخامت واحد آغاز و هرجا که ضخامت کوچکتر یا : دومحالت 

مقدار انرژي کرنشی است که قبل از بهینه سازي . وي نیم شده مساوي صفر قرار داده شده استمسا

  .باشد می 97.54و بعد از بهینه سازي برابر با  617.45برابر با 

  

  حالت دوم –کانتورهاي توزیع ضخامت در مساله تیر عمیق : 37- 7 شکل 

همچنین لازم به . نشان داده شده است) 38- 6(تاریخچه همگرایی به جواب بهینه نیز در شکل 

  .ثانیه بوده است 3238ذکر است که مدت زمان حل این مساله حدود 
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  حالت دوم –تاریخچه بهینه سازي مساله صفحه طره : 38- 7 شکل 

  بهینه سازي توزیع ضخامت در یک صفحه طره خمیده: هشتممثال  7-4-8

در این مثال نیز هدف بهینه . را فرض نمایید) 39-6(یک صفحه طره خمیده با مشخصات شکل 

فرضیات این مساله نیز همانند مسائل گذشته فرض شده . سازي توزیع ضخامت در دامنه مساله است

  .است

  

  نقطه کنترلی 85مشخصات مساله بهینه سازي توپولوژي صفحه طره خمیده با : 39- 7 شکل 

حل مساله با ضخامت واحد آغاز و هرجا که ضخامت کوچکتر یا مساوي صفر بوده است، مساوي 

و بعد از بهینه سازي  1.21مقدار انرژي کرنشی قبل از بهینه سازي برابر با . صفر قرار داده شده است
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  .باشد می 0.76رابر با ب

  

  کانتورهاي توزیع ضخامت در مساله صفحه طره خمیده: 40- 7 شکل 

همچنین لازم به . نشان داده شده است) 41- 6(تاریخچه همگرایی به جواب بهینه نیز در شکل 

  .بوده است ثانیه 1510ذکر است که مدت زمان حل این مساله حدود 

  

  خمیده تاریخچه بهینه سازي مساله صفحه طره: 41- 7 شکل 
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  بهینه سازي توزیع مدول الاستیسیته در یک صفحه طره خمیده: نهممثال  7-4-9

ن با توجه به اینکه در متو. در این مثال هدف بهینه سازي توزیع مواد در دامنه مساله است

شود، شاید بتوان این  بهینه سازي سازه ها اغلب از بهینه سازي ابعاد، شکل و توپولوژي نام برده می

البته در اینجا . نام برد 118مساله را بعنوان نوع دیگري از مسایل بهینه سازي با نام بهینه سازي مصالح

دامنه مساله است که با منظور از بهینه سازي مصالح یافتن توزیع بهینه مدول الاستیسیته بر روي 

قید مساله نیز در  .این امکان به سهولت ایجاد شده است GIGAتوجه به امکانات ایجاد شده در روش 

این مثال و مثالهاي بعدي ثابت بودن حجم زیر رویه تشکیل دهنده مدول الاستیسیته در نظر گرفته 

  .شده است

  

  کانتورهاي توزیع مدول الاستیسیته در مساله صفحه طره خمیده: 42- 7 شکل 

مشخصات مساله همانند قبل . آوریم بدست می 9- 6در این مثال توزیع بهینه مصالح را در مثال 

تواند بین صفر تا دو برابر مقدار اولیه خود در کل  است و فرض شده است که مدول الاستیسیته می

این ضریب بصورت یک رویه بر روي دامنه تعریف شده است که از ضرب آن در  .دامنه تغییر نماید

بعنوان یک قید نیز حجم زیر رویه . آید مدول الاستیسیته، مقدار جدید مدول الاستیسیته بدست می

                                                
118 Material Optimization 
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تابع هدف نیز مینیم کردن انرژي کرنشی بوده . تولید کننده مدول الاستیسیته ثابت فرض شده است

حل مساله با مقدار . نشان داده شده است) 42- 6(یع بهینه مصالح در شکل نتیجه توز. است

100000E  و بعد  0.969مقدار انرژي کرنشی است که قبل از بهینه سازي برابر با . آغاز شده است

نشان  )43- 6(تاریخچه همگرایی به جواب بهینه نیز در شکل . باشد می 0.676از بهینه سازي برابر با 

ثانیه بوده  1598همچنین لازم به ذکر است که مدت زمان حل این مساله حدود . داده شده است

  .است

  

  تاریخچه بهینه سازي مساله صفحه طره خمیده : 43- 7 شکل 

  

دو تغییرات داشته باشد  این مثال را در حالتی که رویه ایندکس بتواند بین منفی دو تا مثبت

با توجه به اینکه مقدار منفی مدول الاستیسیته بی معنا است، هرجا که رویه . نیز مجددا حل کرده ایم

این بدین معناست که . ایندکس کمتر از صفر باشد مقدار مدول الاستیسیته مساوي صفر فرض میشود

نشان داده شده ) 44- 6(حل در شکل  نتیجه. تواند حفراتی ایجاد شود در برخی از نقاط دامنه می

100000Eحل مساله با مقدار . است  تابع هدف مقدار انرژي کرنشی است که قبل . آغاز شده است

  .باشد می 0.649و بعد از بهینه سازي برابر با  0.969از بهینه سازي برابر با 
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  کانتورهاي توزیع مدول الاستیسیته در مساله صفحه طره خمیده: 44- 7 شکل 

  

همچنین لازم به . نشان داده شده است) 45- 6(تاریخچه همگرایی به جواب بهینه نیز در شکل 

  .ثانیه بوده است 2070ذکر است که مدت زمان حل این مساله حدود 

  

  تاریخچه بهینه سازي مساله صفحه طره خمیده : 45- 7 شکل 
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  بهینه سازي توزیع مدول الاستیسیته در یک صفحه طره: دهممثال  7-4-10

مورد ) 46- 6(در این مثال نیز بهینه سازي توزیع مصالح در یک تیر طره با مشخصات شکل 

 .نظر گرفته شده است در10- 6کلیه مشخصات مصالح و قیدها همانند مثال . بررسی قرار گرفته است

  .بار وارده نیز به دو قسمت مساوي تقسیم و به نقاط بالا و پایین وجه سمت راست وارد شده است

  

  نقطه کنترلی 96مشخصات مساله بهینه سازي توزیع مصالح صفحه طره با : 46- 7 شکل 

- 6(نتیجه توزیع بهینه مصالح در شکل . انرژي کرنشی بوده استتابع هدف نیز مینیم کردن 

100000Eحل مساله با مقدار . نشان داده شده است) 47  مقدار انرژي کرنشی . آغاز شده است

  .باشد می 96.21و بعد از بهینه سازي برابر با  146.89است که قبل از بهینه سازي برابر با 

  

  کانتورهاي توزیع مدول الاستیسیته در مساله صفحه طره : 47- 7 شکل 

همچنین لازم به . نشان داده شده است) 48- 6(تاریخچه همگرایی به جواب بهینه نیز در شکل 

  .ثانیه بوده است 802ذکر است که مدت زمان حل این مساله حدود 
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  تاریخچه بهینه سازي مساله صفحه طره : 48- 7 شکل 

  شکل  Lبهینه سازي توزیع مدول الاستیسیته در یک صفحه : یازدهممثال  7-4-11

) 49-6(شکل با مشخصات شکل  Lبه عنوان مثالی دیگر براي بهینه سازي توزیع مصالح صفحه 

  .را در نظر بگیرید

  

  نقطه کنترلی 96مشخصات مساله بهینه سازي توزیع مصالح صفحه طره با : 49- 7 شکل 

این مثال در حالتی که رویه ایندکس بتواند بین منفی پنج تا مثبت پنج تغییرات داشته باشد 

ساوي صفر فرض مقادیر منفی مدول الاستیسیته همانگونه که قبلا توضیح داده شد م. حل شده است

100000Eحل مساله با مقدار . نشان داده شده است) 50- 6(نتیجه حل در شکل . شود می   آغاز
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و بعد از بهینه  371.64تابع هدف مقدار انرژي کرنشی است که قبل از بهینه سازي برابر با . شده است

  .باشد می 175.17سازي برابر با 

  

  شکل  Lکانتورهاي توزیع مدول الاستیسیته در مساله صفحه : 50- 7 شکل 

همچنین لازم به . نشان داده شده است) 51- 6(تاریخچه همگرایی به جواب بهینه نیز در شکل 

  .ثانیه بوده است 2310ذکر است که مدت زمان حل این مساله حدود 

  

  شکل  Lتاریخچه بهینه سازي مساله صفحه صفحه : 51- 7 شکل 
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 FGبهینه سازي توپولوژي صفحه طره مربعی با مصالح ارتوتروپیک : دوازدهممثال  7-4-12

توزیع بهینه  8- 6در اینجا همانند حالت اول مساله . تحلیل این مثال در فصل قبل انجام شد

در این حالت حل مساله با ضخامت واحد آغاز و هرجا که . بدست آورده ایمضخامت را براي این مساله 

مقدار انرژي کرنشی است که . ضخامت کوچکتر یا مساوي صفر شده مساوي صفر قرار داده شده است

  .باشد می 8.33و بعد از بهینه سازي برابر با  123.91قبل از بهینه سازي برابر با 

  

 FGکانتورهاي توزیع ضخامت در مساله صفحه مربعی با مصالح ارتوتروپیک : 52- 7 شکل 

همچنین لازم به . نشان داده شده است) 53- 6(تاریخچه همگرایی به جواب بهینه نیز در شکل 

  .ثانیه بوده است 5150ذکر است که مدت زمان حل این مساله حدود 

  

  FGتاریخچه بهینه سازي مساله صفحه مربعی با مصالح ارتوتروپیک : 53- 7 شکل 
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 نتایج و پیشنهادات: فصل هفتم
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  مقدمه 1- 8

عددي با هنوز مدت زمان زیادي از معرفی روش تحلیل ایزوژئومتریک بعنوان یک روش 

از تلفیق روشهاي تولید هندسه با روش اجزاي محدود نگذشته است ولی  ناشی دیدگاهی جدید

مبانی ریاضی این روش همانند اجزاي . کارهاي انجام شده نویدبخش و امیدوار کننده بوده است

و بینی  محدود بوده و این شباهت زیاد سبب شده است تا خیلی از مسائل و مشکلات را بتوان پیش

وصله ها با خواص  از طرفی در این رساله سعی شد تا با دیدگاهی متفاوت، اقدام به توسعه. حل نمود

روش تحلیل ”با نام  تر نسبتا کلیروش تحلیل ایزوژئومتریک نموده و روشی  مکانیکی متغیر براي

. باشد، معرفی نماییم را که قادر به حل معادلات دیفرانسیل با ضرایب متغیر می” ایزوژئومتریک جامع

از این برنامه . شده استتهیه  GIGAPاي به زبان فرترن با نام  و سپس برنامه استخراجروابط مربوطه 

یج حاصله با جوابهاي روش اجزاي محدود و یا جوابهاي تحلیلی براي حل تعدادي مثال و مقایسه نتا

سایر محققین در این زمینه، نتایج حاصله بسیار دلگرم کننده و  گزارشهاي همانند. استفاده شد

  .امیدبخش بوده است

هاي دلخواه و مبانی  ها و رویه از طرفی، با توجه به مزایاي استفاده از اسپلاینها در تولید منحنی

بدین . ی موجود، امکان استفاده از برنامه تهیه شده براي بهینه سازي سازه فراهم شده استریاض

سازي  اضافه و مسائل بهینه GIGAPکه قبلا معرفی گردید، به کد  DOTمنظور، سابروتینهاي برنامه 

 به شمایی از توپولوژيتوان  در دو مورد اخیر می. شکل، توزیع ضخامت و توزیع مصالح حل شده است

توان از روشهاي  می ،ولی براي یافتن نتایج بهتر در بهینه سازي توپولوژي بهینه سازه نیز دست یافت

در ادامه نیز نتایج و پیشنهاداتی که طی انجام این رساله بدست آمده . دیگر بهینه سازي استفاده نمود

  .است اشاره خواهد گردید
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  نکات عمومی 2- 8

البته به . باشد هندسه تولید شده در روش تحلیل ایزوژئومتریک جامع، دقیق می - 1

در غیر این صورت هندسه . شرطی که از اشکال هندسی مشخص استفاده شود

این درحالی است که در روش اجزاي محدود . تولید شده نسبتا دقیق خواهد بود

 .شود هندسه به طور تقریبی مدل می

امکانات تکنیک نربز در روش تحلیل ایزوژئومتریک جامع، سبب کاهش  استفاده از - 2

در نتیجه . تعداد مجهولات که همان مختصات نقاط کنترلی است خواهد شد

دستگاه معادلات حاصله داراي ابعادي به مراتب کوچکتر از همتاي خود در روش 

مورد  اجزاي محدود بوده و این خود سبب کاهش زمان حل و کاهش فضاي حافظه

 .نیاز خواهد شد

با وجود نتایج بدست آمده در خصوص کاهش زمان و حجم حافظه مورد نیاز، ولی  - 3

لازم است از دیدگاه حرفه اي کد نویسی به این امر بصورت جداگانه پرداخته و 

 .نتایج واقعی تر بدست آید

تواند شامل بیش از یک المان  هر وصله در روش تحلیل ایزوژئومتریک جامع، می - 4

ولی بهرحال بین تمام این المانها پیوستگی وجود دارد که خود سبب افزایش . باشد

این در حالی است که در روش اجزاي محدود، پیوستگی . کیفیت حل خواهد شد

 .باشد موجود، محدود به فضاي المان می

مشکل پیوستگی بین المانهاي روش اجزاي محدود با مشکل پیوستگی بین  - 5

در روش ایزوژئومتریک برخی کارهاي . وژئومتریک مشابه استها در روش ایز وصله

قابل  )Cottrell et al., 2009(پژوهشی در این زمینه انجام شده است که در مرجع 

 .ملاحظه است
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در اغلب کارهاي پژوهشی موجود و همچنین در این رساله از بردارهاي گره  - 6

این مساله که . یکنواخت براي فرمولبندي و حل مسائل استفاده شده است

، موضوعی بردارگرهی مناسب یا توابع پایه با درجه مناسب چگونه انتخاب شوند

 .است که باید بررسی بیشتري بر روي آن صورت پذیرد

شود  در روش تحلیل ایزوژئومتریک جامع از توابع پایه نربز در تحلیل استفاده می - 7

ها بدین منظور استفاده  اي جمله در حالی که در روش اجزاي محدود از چند

 .شود می

بود شبکه متناسب با اي است که بطور اتوماتیک، یک به فرمولبندي نربز بگونه - 8

ولی در روش . کند شرایط هندسه جسم و یا شرایط توزیع مصالح را ایجاد می

در . اجزاي محدود این امکان باید تحت تدابیر خاص و عملیات اضافه صورت پذیرد

واقع بردار گره یکنواخت براي تولید یک هندسه و یا یک توزیع مصالح  نامنظم، 

 . کند ت را بر روي جسم ایجاد نمیلزوما نقاط با فواصل یکنواخ

پس از حل دستگاه معادلات، در روش اجزاي محدود مستقیما تغییر شکل حاصله  - 9

این در حالی است که در روش تحلیل . شود توسط نقاط گرهی بیان می

ایزوژئومتریک جامع بایستی یک عملیات ثانویه براي بدست آوردن تغییر شکل 

 .سازه انجام شود

  نتایج 3- 8

توان از مزایاي روش تحلیل  تحلیل ایزوژئومتریک جامع می در روش - 1

لذا در حالی . ایزوژئومتریک و مبانی ریاضی روش اجزاي محدود استفاده نمود

که مزایاي هردو روش را در خود جاي داده است، قادر به مدلسازي و تحلیل 

 .باشد تري می مسائل کلی
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بر هندسه جسم واقع نبوده در روش تحلیل ایزوژئومتریک جامع، نقاط کنترلی  - 2

در . توانند همانند روش اجزاي محدود بیانگر هندسه جسم باشند و لذا نمی

البته . نتیجه لازم است هندسه جسم توسط روابط ریاضی حاکم بازتولید شود

ها و  ، رویهها تواند با تسلط بر مباحث و مبانی تولید منحنی کاربر ماهر می

 .این خصوص کسب نماید احجام نربز، تسلط کافی را در

در روش تحلیل ایزوژئومتریک جامع، همانند روش اجزاي محدود، براي  - 3

البته . یک انتگرالگیري گوس استفاده نمودتوان از تکن انتگرالگیري عددي می

در انتگرالگیري عددي از درجه توابع پایه  ایجاد اشتباهباید براي جلوگیري از 

 .این خصوص استفاده نمود مساوي و بردارهاي گره یکنواخت در

استفاده از روش انتگرالگیري سیمپسون سبب افزایش زمان حل مساله  - 4

شود ولی مشکلات ناشی از متفاوت بودن بردارهاي گره و درجه توابع پایه  می

 .در آن وجود ندارد

در روش اجزاي محدود و ایزوژئومتریک پس از حل مساله تغییر مکان هر گره  - 5

توان مختصات جدید هر گره  شود و از روي آن می محاسبه مییا نقطه کنترلی 

 .یا نقطه کنترلی را حساب و به شکل تغییر شکل یافته سازه دسترسی داشت

ولی در روش ایزوژئومتریک جامع، جواب مساله به عنوان یک مختصه جدید 

تغییر شکل یافته توسط رویه ها  براي هر نقطه کنترلی محسوب شده و شکل

در مسائل سه ( و یا ابر احجام ) در مسائل صفحات و پوسته ها( ویه ها یا ابر ر

 .شود بیان می) بعدي

در روش اجزاي محدود مختصات جدید گره ها پس از تحلیل مستقیما بر  - 6

در روش ایزوژئومتریک مختصات جدید نقاط . تغییر شکل سازه دلالت دارند
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البته کاربر ماهر این  کنترلی تا حدودي بیانگر تغییر شکل سازه هستند که

در روش ایزوژئومتریک جامع . قابلیت تشخیص را خواهد داشت ،روش

کند و مختصه جدیدي براي تعریف  مختصات نقاط کنترلی اصلا تغییر نمی

لذا حتی براي کاربر ماهر این روش نیز بررسی . شود تغییر شکلها تعریف می

البته با توجه  .دشوار استجوابها بدون انجام عملیات پردازش هندسی کاري 

به اینکه نهایتا بایستی نتایج حل عددي را به شکل گرافیکی ملاحظه نمود، 

 .تر خواهد شد این نقیصه کمرنگ

مدلسازي توزیع مصالح بصورت دقیق و پیوسته از امکانات روش تحلیل  - 7

 .ایزوژئومتریک جامع بوده ولی در روش اجزاي محدود این امکان وجود ندارد

دقیق بودن مدلسازي در این حالت نیز مشابه مدلسازي هندسی  شرایط

 .خواهد بود

روش تحلیل ایزوژئومتریک جامع به معناي واقعی کلمه، روش بدون شبکه و  - 8

شبکه و در گره و باشد زیرا در روش اجزاي محدود نیاز به تولید  بدون گره می

واقع مفاهیمی در . نیاز به تولید گره داریم موسوم به بدون شبکهروشهاي 

عاریف بردار گره مانند المان و گره در روش تحلیل ایزوژئومتریک جامع، در ت

 .گنجانده شده است و مفهوم هندسی ندارد

در فرآیند بهینه سازي و استفاده روش تحلیل ایزوژئومتریک جامع، با توجه به  - 9

 توان بطور منطقی می باشد، اینکه نیازي به انجام شبکه بندي مجدد مساله نمی

 .را متصور بوداي در زمان حل مساله  صرفه جویی قابل ملاحظه

مصالح در دامنه جسم را شاید بتوان از نقاط  ضخامت و بهینه سازي توزیع - 10

برجسته اختلاف روش تحلیل ایزوژئومتریک جامع با سایر روشها مانند روش 
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از که به سبب استفاده  تحلیل ایزوژئومتریک یا روش اجزاي محدود دانست

  . وصله هاي با خواص متغیر حاصل شده است

  پیشنهادات 4- 8

روش تحلیل ایزوژئومتریک و نوع بهبود یافته آن یعنی روش تحلیل ایزوژئومتریک جامع، 

شاید نیاز باشد راهی . شود روشهایی هستند که هنوز نیاز به کارهاي بیشتري بر روي آنها احساس می

با البته  ،روشهازاي محدود طی شده است، مجددا براي این که در سالیان گذشته براي روشی مانند اج

استفاده از این روش در حل مسائلی که احتمالا حل آنها با روش اجزاي . سرعتی بیشتر پیموده شود

تر  محدود مشکل بوده است و همچنین توسعه این روش با استفاده از تکنیک هاي جدیدتر و متنوع

اما به طور خاص . تواند به عنوان یک پیشنهاد کلی مطرح شود د میتولید هندسه که قبلا اشاره گردی

مواردي که در این رساله، با توجه به امکانات روش تحلیل ایزوژئومتریک جامع، براي ادامه این پژوهش 

  .باشند شود، به شرح زیر می به آنها اشاره می

حات و بعدي و صف توسعه روش تحلیل ایزوژئومتریک جامع براي حل مسائل سه - 1

 .FGها با مصالح  پوسته

ها  سازهتوسعه روش تحلیل ایزوژئومتریک جامع براي حل مسائل دینامیک و ارتعاشات  - 2

 .در دامنه مساله با تعریف چگالی بصورت یک تابع پیوسته

استفاده از روش تحلیل ایزوژئومتریک جامع براي حل مسائل انتشار امواج در مسائل  - 3

 .FGساخته شده با مصالح 

در  FGحل مسائل آنیزوتروپیک فاده از روش تحلیل ایزوژئومتریک جامع براي است - 4

 .حالت کلی
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حل مسائلی که مشخصات مکانیکی استفاده از روش تحلیل ایزوژئومتریک جامع براي  - 5

 .است 1زمان ی ازآنها تابع

در مسائل مکانیک شکست و گسترش تحلیل ایزوژئومتریک جامع  استفاده از روش - 6

 .ترك در جامدات

 مباحث خاص از جمله بررسی رفتار روش تحلیل ایزوژئومتریک جامع در مواجهه با - 7

 2تمرکز تنش

 استفاده از روشهاي دیگر تولید هندسه در فرمولبندي روش تحلیل ایزوژئومتریک جامع - 8

  

  

                                                
1 Time Dependent Materials 
2 Stress Concentration 
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 GIGAPمعرفی برنامه : پیوست الف
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 GIGAPمعرفی برنامه  1-الف

GIGAPبرنامه 
 Compaq Visual Fortranتحت زبان برنامه نویسی فرترن و در نرم افزار  121

V6.6 برنامه در پنج بخش اصلی سازماندهی شده است که عبارتند از بخشهاي . نوشته شده است

شماي کلی برنامه . تنظیمات، مدیریت ورود و خروج اطلاعات، تحلیل، بهینه سازي و اطلاعات ترسیم

  .قابل ملاحظه است) 1-الف(در شکل 

  

 GIGAPشماي کلی برنامه : 1- شکل الف

  رنامهبخشهاي مختلف ب 2-الف 

  بخش تنظیمات 1- 2-الف

ها و تعریف متغیرهاي مورد استفاده در کل  این بخش شامل تنظیمات مربوط به چاپ خروجی

  ).2- الف(شود  همچنین ابعاد آرایه هاي هر متغیر در این بخش تعیین می. باشد برنامه می

                                                
121 Generalized IsoGeometrical Analysis Program (GIGAP) 
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  GIGAPبخش تنظیمات در برنامه : 2- شکل الف

  بخش مدیریت فایلهاي ورودي و خروجی  2- 2-الف

این بخش مختص به خواندن فایلهاي ورودي، چاپ فایلهاي خروجی، خطا یابی در حین اجراي 

  ).3-الف(باشد برنامه و محاسبه زمان مصرف شده در هر بخش از برنامه می

  

  GIGAPبخش مدیریت فایلهاي ورودي و خروجی در برنامه : 3- شکل الف

  

  بخش تحلیل  3- 2-الف



 

180 

 

کرنش /در این بخش کلیه مراحل تحلی سازه شامل محاسبه ماتریس ضرایب مسایل تنش

مسطح و تقارن محوري، بازیابی هندسه، تغییرمکان، تنش و کرنش، محاسبه انرژي کرنشی، محاسبه 

دي و حل گر کلیه پارامترهاي تکنیک نربز، محاسبه ژاکوبینهاي ناشی از انتگرالگیري عددي و فرمولبن

  ).4- الف(باشد  دستگاه معادلات حاصله می

  

  GIGAPبخش تحلیل سازه در برنامه :4- شکل الف

  بخش بهینه سازي  4- 2-الف

DOTدر این بخش با استفاده از سابروتینهاي 
تهیه شده  123که توسط پروفسور وندرپلات 122

                                                
122 Design Optimization Tool (DOT) 
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تعریف متغیرهاي طراحی و مقدار دهی . است برنامه را قادر میسازد تا مسایل بهینه سازي را حل کند

اولیه به انها، تعریف انواع مختلف توابع هدف و قیود متنوع قابل استفاده در مسایل بهینه سازي از 

  ).5- الف(جمله بخشهایی است که در این رساله تهیه شده و به برنامه اضافه گردیده است 

  

 GIGAPبخش بهینه سازي در برنامه :5- شکل الف

  بخش ترسیم  5-2-الف

پس از انجام محاسبات و یا در حین انجام محاسبات لازم است تا مشخصات هندسی مساله به 

این بخش با استفاده از روابط اسپلاین و نربز در هر زمانی که . طور کامل در دسترس برنامه باشد

نهایت نیز خروجیها را برنامه نیاز به اطلاعاتی از هندسه مساله دارد، این امکان را فراهم کرده و در 

                                                                                                                                          
123 Vanderplaat 
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  ).6- الف(نماید  در فایلهاي خروجی گردآوري می  TecPlotجهت نمایش در برنامه هاي گرافیکی مانند 

  

 GIGAPبخش ترسیم در برنامه :6- شکل الف

  متغیرهاي اصلی در برنامه 3-الف

قابل مشاهده برخی از متغیرهاي مورد استفاده در برنامه به همراه توضیح مربوط به آن در زیر 

  .البته متغیرهاي بیشتري نیز وجود دارند که در متن برنامه به تفصیل توضیح داده شده اند. است

c 
c        Defining some of the used parameters: 
c 
c        nelem = number of elements 
c        npoin = total number of points 
c        nnode = number of nodes for each elements =(n1+1)(n2+1( 
c        ndofn = number of d.o.f in each elements 
c        ngaus = number of gaus points 
c        nvfix = number of restrained points 
c        nload = number of loaded points  
c        nevab = nnode*ndofn  number of element variables 
c        ntotv = npoin*ndofn  total number of variables 
c        noptm = number of optimization procedure 
c        nopti = optimization parameters 
c        neval = type of obj. and const. computing 
c        nsolv = number of solver procedure 
c        ntype = type of problem 
c        thick = thickness of problem 
c        fract = percentage of the volume for topology optimization 
c        ncpsh = number of control points for shape optimization  
c        ncpmt = number of control points for material optimization  
c        maxit = maximum iteration for stop the optimization process 
c        nseg1 = number of segment in x direction 
c        nseg2 = number of segment in y direction 

  خلاصه اي از روند تکامل برنامه 4-الف

شود تاریخچه تکمیل این برنامه به همراه اصلاحات و امکانات  در ادامه همانگونه که ملاحظه می
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این برنامه از ورژن شماره یک شروع و تا ورژن یازده ادامه . اضافه شده به برنامه نشان داده شده است

ب اضافه شده در هر مطال. توان به برنامه امکانات بیشتري نیز اضافه نمود البته هنوز می. یافته است

  .باشد ورژن در متن زیر قابل مشاهده می

 
c----------------------------------------------------------------------c 
c----------------------------------------------------------------------c 
c----------------------------------------------------------------------c 
c 
c          Isogeometric Analysis and Optimizations of Problems  
c                   with Functionally Graded Materials 
c 
c               * Copyright © 2011 - All rights reserved  *  
c 
c                         GIGAP : version 11.0.0 
c 
c----------------------------------------------------------------------c 
c 
c          This program is developed by : 
c 
c             Nasser Zarif Moghaddam 
c             civil and architectural engineering department. 
c             Shahrood University of technology. 
c             Shahrood, Iran. 
c             E-Mail: Nasser_Zarif@Yahoo.Com 
c 
c 
c    start project: Fri 1387/04/14 
c                 - Version 1.0.0 
c                 - writing the program, generally. 
c 
c    latest update: Mon 1387/04/31  (21 July, 2008( 
c                 - Version 1.5.0 
c                 - geometry recovery 
c                 - compute the displacements and reactions 
c 
c    latest update: Mon 1387/05/01  
c                 - Version 1.8.5 
c                 - stress recovery 
c                 - minor modifications in programming 
c 
c    latest update: Sat 1387/05/12  ( 2 August, 2008( 
c                 - Version 2.5.5 
c                 - add patches 
c                 - minor modifications in programming 
c                 - major modifications in array dimensions 
c 
c    latest update: Sat 1387/08/04 
c                 - Version 2.5.8 
c                 - add some comments for clarification. 
c 
c    latest update: Sat 1387/11/22 
c                 - Version 2.7.0 
c                 - add some comments for clarification. 
c                 - modify the formula for C66 in stress recovery. 
c 
c    latest update: Sat 1387/11/29 
c                 - Version 2.9.0 
c                 - debug for Mu12 , Mu21. 
c                 - total output in single file for tecplot 
c 
c    latest update: Sat 1388/01/07  ( 27 March, 2009( 
c                 - Version 3.1.0 
c                 - add von-mises stress 
c                 - modify for reading the optimization data 
c 
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c    latest update: Sat 1388/01/15  ( 04 April, 2009( 
c                 - Version 4.0.0 
c                 - modify programming generally 
c                 - making public variable by modules 
c                 - delete unused lines in source code 
c 
c    latest update: Sat 1388/01/16  ( 05 April, 2009( 
c                 - Version 4.5.0 
c                 - add objective function calculations 
c                 - add constraints calculations 
c 
c    latest update: Sat 1388/01/17  ( 06 April, 2009( 
c                 - Version 4.6.5 
c                 - add some comments for clarification. 
c                 - modify output for displacements 
c                 - solving the first shape optimization problem 
c 
c    latest update: Sat 1388/01/19  ( 08 April, 2009( 
c                 - Version 4.8.0 
c                 - add some comments for clarification. 
c                 - add output file for time of computing. 
c                 - debug for computing g(i) constraints 
c                 - minor changes in formats and outputs 
c 
c    latest update: Sat 1388/01/21  ( 10 April, 2009( 
c                 - Version 5.0.0 
c                 - add strain energy computations. 
c 
c    latest update: Sat 1388/03/10  ( 31 May, 2009( 
c                 - Version 5.1.0 
c                 - add output surface for E and Nu. 
c 
c    latest update: Sat 1388/03/16  ( 06 June, 2009( 
c                 - Version 5.2.0 
c                 - add some comments for clarification. 
c                 - minor changes in input file for (neval( 
c                 - minor changes in input file for (maxit( 
c 
c    latest update: Sat 1388/03/25  ( 15 June, 2009( 
c                 - Version 5.3.0 
c                 - add some comments for clarification. 
c                 - major change in the variable name. 
c                 - minor changes in input file for (ndofn( 
c                 - add error subroutine for debugging 
c 
c    latest update: Sat 1388/03/27  ( 17 June, 2009( 
c                 - Version 6.0.0 
c                 - add frontal solver. 
c 
c    latest update: Sat 1388/03/29  ( 19 June, 2009( 
c                 - Version 7.1.5 
c                 - add profile (or sky) solver. 
c                 - add some comments for clarification. 
c 
c    latest update: Sat 1388/04/05  ( 26 June, 2009( 
c                 - Version 7.2.0 
c                 - given the name ISA. 
c                 - add some comments for clarification. 
c                 - tested for frontal and profile solver 
c 
c    latest update: Sat 1388/04/10  ( 1 July, 2009( 
c                 - Version 7.2.5 
c                 - collecting all output in one file for TecPlot 
c 
c    latest update: Sat 1388/04/11  ( 2 July, 2009( 
c                 - Version 7.3.0 
c                 - modify elasticity coeff. according to reddy book 
c                 - add some comments for elacticity coefficients. 
c                 - elimination of (nnode) from input file. 
c 
c    latest update: Thu 1388/04/25  (15 July, 2009( 
c                 - Version 7.4.0 
c                 - seperate array for more precision output 
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c 
c    latest update: Sat 1388/05/10  ( 1 August, 2009( 
c                 - Version 7.5.0 
c                 - element base output for tecplot 
c 
c    latest update: Sun 1388/05/25  (16 August, 2009( 
c                 - Version 7.6.0 
c                 - add shape rotation value in the input file 
c 
c    latest update: Tus 1388/05/27  (18 August, 2009( 
c                 - Version 7.7.0 
c                 - modify disp., stress and strain for rotation 
c 
c    latest update: Sat 1388/06/07  (29 August, 2009( 
c                 - Version 8.0.0 
c                 - modify input for g12 and eliminate nu21 
c 
c    latest update: Sat 1388/08/22  (13 November, 2009( 
c                 - Version 8.0.5 
c                 - add some comments for clarification. 
c 
c    latest update: Sat 1388/08/22  (13 November, 2009( 
c                 - Version 8.5.0 
c                 - add some comments for clarification. 
c                 - add nurbs formulation.(not completed yet( 
c 
c    latest update: Sat 1388/11/22  (12 February, 2010( 
c                 - Version 8.5.5 
c                 - add some comments for clarification. 
c                 - add nurbs formulation.(not completed yet( 
c 
c    latest update: Sat 1388/11/24  (14 February, 2010( 
c                 - Version 10.0.5 
c                 - add some comments for clarification. 
c                 - add nurbs formulation.(not completed yet( 
c                 - add new OBJ and CON for topology optimization. 
c 
c    latest update: Sat 1388/11/25  (15 February, 2010( 
c                 - Version 10.1.0 
c                 - add nurbs formulation.(not completed yet( 
c                 - input thick as a surface instead of Constant value 
c                   for using in the topology optimization. 
c 
c    latest update: Sat 1388/11/30  (19 February, 2010( 
c                 - Version 10.5.0 
c                 - add nurbs formulation.(not completed yet( 
c                 - add various objective and constraint for optimization 
c 
c    latest update: Sat 1389/02/01  (21 April, 2010( 
c                 - Version 10.8.0 
c                 - First Axisymmetric problem is solved 
c 
c    latest update: Sat 1389/04/11  (02 July, 2010( 
c                 - Version 10.9.0 
c                 - modification in the optimization strategy 
c 
c    latest update: Sat 1389/07/09  (30 september, 2010( 
c                 - Version 11.0.0 
c                 - modification in the optimization strategy 
c 
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 FGMمشخصات مساله ارتوتروپیک : پیوست ب
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مشخصات مورد استفاده در حل مساله صفحه مربعی طره با مصالح ارتوتروپیک  1-ب

FG  

مندان به  بحث جهت کنترل جوابها توسط سایر علاقهدر این پیوست فایل ورودي مساله مورد 

 .این فایل به شرح زیر است. مباحث این رساله ارایه شده است

     ******************************************** 
         Isogeometric Analysis of Plane Problems 
     ******************************************** 
      * Copyright © 2011 - All rights reserved * 
 
           Developed by: N. Zarif Moghaddam 
 
      Civil and Structural Engineering Department 
        Shahrood University of Technology, Iran 
     ============================================= 
 
 Example: for material optimization 
            
     ============================================= 
 
 OUTPUT FILE NAME  : Ortho121 
 
 Number of Patches                npach=   1 
 Number of total control points   ntcpt= 121 
 
 Type (1=strs 2=strn 3=axi)       ntype=   1 
 Number of D . O . F              ndofn=   2 
 Number of gauss Points           ngaus=   9 
 Number of bondary condition      nvfix=  11 
 Number of Point loads            nload=   1 
 Rotation Value about Z axis(deg) rotaz=  0.00 
 Solver 1=frontal , 2=profile     nsolv=   2 
 optimizer 1=DOT , 2=MMA          noptm=   1 
 
 Analysis(0) or Optimization(1)   nopti=   1 
 Number of var C.P. (shape)       ncpsh=   0 
 Number of var C.P. (material)    ncpmt=   0 
 type of objective & constraint   neval=   5 
 type of opt                      ntopo=   1 
 stop after maximum iterations    maxit=   0 
 
 Number of segment in x-dir       nseg1=  10 
 Number of segment in y-dir       nseg2=  10 
 
 Number of segment in x-dir       nseg1=  100 
 Number of segment in y-dir       nseg2=  100 
 
 
 Direction x for each patches 
 ---------------------------- 
 Dimension of Knot Vector {0,...,m}. m1=  13 
 Number of Control Points {0,...,n}. n1=  10 
 Degree of B-Spline Basis Functions. p1=   2 
 Kth Derivatives of Basis Functions. k1=   1 
 
 Direction y for each patches 
 ---------------------------- 
 Dimension of Knot Vector {0,...,m}. m2=  13 
 Number of Control Points {0,...,n}. n2=  10 
 Degree of B-Spline Basis Functions. p2=   2 
 Kth Derivatives of Basis Functions. k2=   1 
 
KnotVector (Dir-X) i       ui 
                   0    0.000000000000 
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                   1    0.000000000000 
                   2    0.000000000000 
                   3    0.111111111111 
                   4    0.222222222222 
                   5    0.333333333333 
                   6    0.444444444444 
                   7    0.555555555556 
                   8    0.666666666667 
                   9    0.777777777778 
                  10    0.888888888889 
                  11    1.000000000000 
                  12    1.000000000000 
                  13    1.000000000000 
 
KnotVector (Dir-y) i       ui 
                   0    0.000000000000 
                   1    0.000000000000 
                   2    0.000000000000 
                   3    0.111111111111 
                   4    0.222222222222 
                   5    0.333333333333 
                   6    0.444444444444 
                   7    0.555555555556 
                   8    0.666666666667 
                   9    0.777777777778 
                  10    0.888888888889 
                  11    1.000000000000 
                  12    1.000000000000 
                  13    1.000000000000 
----------------------------------------------------------------------------------

-- 
Coordinates of Control Points and other informations for patch number 1 are : 
 i     x-coord    y-coord   z-coord     z-E1        z-E2       z-Mu12    

z-G12      z-f1       z-f2       weight    thick   t-index  
----------------------------------------------------------------------------------

-- 
  1     0.0000 0.0000     0.0000     22794.184   73977.217   0.098   

10378.182    0.0000     0.0000      1.000     1.000   1.000 
  2     0.1000 0.0000     0.0000     42441.424   12718.582   0.136   

18684.510    0.0000     0.0000      1.000     1.000   1.000 
  3     0.2000 0.0000     0.0000     80791.151   24139.029   0.017   

39720.550    0.0000     0.0000      1.000     1.000   1.000 
  4     0.3000 0.0000     0.0000     44226.971   18095.794   0.103   

20052.240    0.0000     0.0000      1.000     1.000   1.000 
  5     0.4000 0.0000     0.0000     55575.661   45523.551   0.101   

25248.431    0.0000     0.0000      1.000     1.000   1.000 
  6     0.5000 0.0000     0.0000     12237.145    6875.155   0.130   

5414.756     0.0000     0.0000      1.000     1.000   1.000 
  7     0.6000 0.0000     0.0000     93121.385   89121.107   0.112   

41856.842    0.0000     0.0000      1.000     1.000   1.000 
  8     0.7000 0.0000     0.0000     29496.824   84403.012   0.216   

12127.785    0.0000     0.0000      1.000     1.000   1.000 
  9     0.8000 0.0000     0.0000      1156.241   57128.007   0.046    

552.855     0.0000     0.0000      1.000     1.000   1.000 
 10     0.9000 0.0000     0.0000     54287.678   34794.615   0.134   

23944.513    0.0000     0.0000      1.000     1.000   1.000 
 11     1.0000 0.0000     0.0000     65963.086   52328.147   0.127   

29256.384    0.0000     0.0000      1.000     1.000   1.000 
 12     0.0000 0.1000     0.0000     76858.608   71120.169   0.014   

37895.574    0.0000     0.0000      1.000     1.000   1.000 
 13     0.1000 0.1000     0.0000     87966.514   74711.730   0.214   

36243.744    0.0000     0.0000      1.000     1.000   1.000 
 14     0.2000 0.1000     0.0000     53579.373   12132.671   0.234   

21712.915    0.0000     0.0000      1.000     1.000   1.000 
 15     0.3000 0.1000     0.0000     56396.195   11861.422   0.020   

27642.222    0.0000     0.0000      1.000     1.000   1.000 
 16     0.4000 0.1000     0.0000     55430.519   31641.757   0.007   

27536.076    0.0000     0.0000      1.000     1.000   1.000 
 17     0.5000 0.1000     0.0000     72812.534   62370.911   0.118   

32568.105    0.0000     0.0000      1.000     1.000   1.000 
 18     0.6000 0.1000     0.0000     55842.299   44455.608   0.018   

27435.110    0.0000     0.0000      1.000     1.000   1.000 
 19     0.7000 0.1000     0.0000     32867.241   56072.260   0.111   
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14787.173    0.0000     0.0000      1.000     1.000   1.000 
 20     0.8000 0.1000     0.0000     66464.655   95478.611   0.112   

29881.894    0.0000     0.0000      1.000     1.000   1.000 
 21     0.9000 0.1000     0.0000     79265.931   54401.931   0.039   

38157.361    0.0000     0.0000      1.000     1.000   1.000 
 22     1.0000 0.1000     0.0000     11944.492   99376.233   0.048   

5698.628     0.0000     0.0000      1.000     1.000   1.000 
 23     0.0000 0.2000     0.0000     12274.530   24494.153   0.036   

5921.274     0.0000     0.0000      1.000     1.000   1.000 
 24     0.1000 0.2000     0.0000      5910.688    3390.827   0.219   

2423.746     0.0000     0.0000      1.000     1.000   1.000 
 25     0.2000 0.2000     0.0000     84331.088   54388.846   0.185   

35595.653    0.0000     0.0000      1.000     1.000   1.000 
 26     0.3000 0.2000     0.0000     41935.315   41639.210   0.143   

18342.546    0.0000     0.0000      1.000     1.000   1.000 
 27     0.4000 0.2000     0.0000     35463.274   99136.416   0.018   

17419.276    0.0000     0.0000      1.000     1.000   1.000 
 28     0.5000 0.2000     0.0000     75196.863   81259.601   0.090   

34488.609    0.0000     0.0000      1.000     1.000   1.000 
 29     0.6000 0.2000     0.0000     96823.443   77552.501   0.084   

44671.636    0.0000     0.0000      1.000     1.000   1.000 
 30     0.7000 0.2000     0.0000     86133.402   75093.969   0.181   

36471.225    0.0000     0.0000      1.000     1.000   1.000 
 31     0.8000 0.2000     0.0000     48118.623   59423.184   0.198   

20083.766    0.0000     0.0000      1.000     1.000   1.000 
 32     0.9000 0.2000     0.0000     85559.206   77627.731   0.128   

37937.296    0.0000     0.0000      1.000     1.000   1.000 
 33     1.0000 0.2000     0.0000     78459.015   42355.228   0.245   

31500.912    0.0000     0.0000      1.000     1.000   1.000 
 34     0.0000 0.3000     0.0000      1397.932   91011.168   0.023   

683.115      0.0000     0.0000      1.000     1.000   1.000 
 35     0.1000 0.3000     0.0000     48250.446   19140.035   0.115   

21632.455    0.0000     0.0000      1.000     1.000   1.000 
 36     0.2000 0.3000     0.0000     22550.141   83217.151   0.024   

11013.842    0.0000     0.0000      1.000     1.000   1.000 
 37     0.3000 0.3000     0.0000     43932.377   45954.800   0.160   

18932.177    0.0000     0.0000      1.000     1.000   1.000 
 38     0.4000 0.3000     0.0000     13362.231   45923.269   0.140   

5858.909     0.0000     0.0000      1.000     1.000   1.000 
 39     0.5000 0.3000     0.0000     38364.924   96213.072   0.053   

18213.804    0.0000     0.0000      1.000     1.000   1.000 
 40     0.6000 0.3000     0.0000     45708.791   67020.415   0.228   

18610.484    0.0000     0.0000      1.000     1.000   1.000 
 41     0.7000 0.3000     0.0000      3360.789   43715.903   0.217   

1380.857     0.0000     0.0000      1.000     1.000   1.000 
 42     0.8000 0.3000     0.0000     28303.121   32254.497   0.240   

11412.577    0.0000     0.0000      1.000     1.000   1.000 
 43     0.9000 0.3000     0.0000     62405.992   91982.061   0.183   

26370.024    0.0000     0.0000      1.000     1.000   1.000 
 44     1.0000 0.3000     0.0000     57330.869   49080.205   0.181   

24272.527    0.0000     0.0000      1.000     1.000   1.000 
 45     0.0000 0.4000     0.0000      8838.898   51493.878   0.113   

3971.521     0.0000     0.0000      1.000     1.000   1.000 
 46     0.1000 0.4000     0.0000     99172.991   13014.726   0.212   

40898.365    0.0000     0.0000      1.000     1.000   1.000 
 47     0.2000 0.4000     0.0000     19005.262    5954.044   0.151   

8256.684     0.0000     0.0000      1.000     1.000   1.000 
 48     0.3000 0.4000     0.0000     29707.371   19976.168   0.244   

11938.419    0.0000     0.0000      1.000     1.000   1.000 
 49     0.4000 0.4000     0.0000     65226.848   73497.375   0.070   

30488.168    0.0000     0.0000      1.000     1.000   1.000 
 50     0.5000 0.4000     0.0000     79815.356   42770.677   0.225   

32586.362    0.0000     0.0000      1.000     1.000   1.000 
 51     0.6000 0.4000     0.0000     94236.177   43965.791   0.080   

43631.036    0.0000     0.0000      1.000     1.000   1.000 
 52     0.7000 0.4000     0.0000     88121.123   91674.702   0.108   

39766.761    0.0000     0.0000      1.000     1.000   1.000 
 53     0.8000 0.4000     0.0000     70452.223   21528.729   0.118   

31512.190    0.0000     0.0000      1.000     1.000   1.000 
 54     0.9000 0.4000     0.0000     66174.600   64041.749   0.035   

31969.074    0.0000     0.0000      1.000     1.000   1.000 
 55     1.0000 0.4000     0.0000     28202.874   71000.974   0.164   

12114.940    0.0000     0.0000      1.000     1.000   1.000 
 56     0.0000 0.5000     0.0000     92094.571   59807.684   0.098   
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41948.622    0.0000     0.0000      1.000     1.000   1.000 
 57     0.1000 0.5000     0.0000     47703.413   75158.563   0.214   

19649.233    0.0000     0.0000      1.000     1.000   1.000 
 58     0.2000 0.5000     0.0000     33998.637   81467.849   0.207   

14079.101    0.0000     0.0000      1.000     1.000   1.000 
 59     0.3000 0.5000     0.0000     73366.383   48676.364   0.151   

31865.376    0.0000     0.0000      1.000     1.000   1.000 
 60     0.4000 0.5000     0.0000     64196.546   86404.971   0.061   

30260.601    0.0000     0.0000      1.000     1.000   1.000 
 61     0.5000 0.5000     0.0000     56453.317    5937.896   0.192   

23689.702    0.0000     0.0000      1.000     1.000   1.000 
 62     0.6000 0.5000     0.0000     95256.160   30396.898   0.130   

42156.810    0.0000     0.0000      1.000     1.000   1.000 
 63     0.7000 0.5000     0.0000     14195.351   77551.341   0.179   

6017.890     0.0000     0.0000      1.000     1.000   1.000 
 64     0.8000 0.5000     0.0000     97487.650   34862.654   0.076   

45309.054    0.0000     0.0000      1.000     1.000   1.000 
 65     0.9000 0.5000     0.0000     87438.218   31607.411   0.030   

42444.593    0.0000     0.0000      1.000     1.000   1.000 
 66     1.0000 0.5000     0.0000     73070.927   33459.705   0.034   

35350.207    0.0000     0.0000      1.000     1.000   1.000 
 67     0.0000 0.6000     0.0000      8367.433   79988.398   0.155   

3622.370     0.0000     0.0000      1.000     1.000   1.000 
 68     0.1000 0.6000     0.0000      6649.233   39472.320   0.091   

3048.092     0.0000     0.0000      1.000     1.000   1.000 
 69     0.2000 0.6000     0.0000     68493.117   65830.286   0.192   

28728.265    0.0000     0.0000      1.000     1.000   1.000 
 70     0.3000 0.6000     0.0000     90310.489    4549.254   0.012   

44638.945    0.0000     0.0000      1.000     1.000   1.000 
 71     0.4000 0.6000     0.0000     32097.545    4971.518   0.120   

14329.709    0.0000     0.0000      1.000     1.000   1.000 
 72     0.5000 0.6000     0.0000     50749.873   15419.918   0.024   

24779.439    0.0000     0.0000      1.000     1.000   1.000 
 73     0.6000 0.6000     0.0000     74880.902   54467.080   0.004   

37309.078    0.0000     0.0000      1.000     1.000   1.000 
 74     0.7000 0.6000     0.0000     11756.629   40285.283   0.188   

4949.835     0.0000     0.0000      1.000     1.000   1.000 
 75     0.8000 0.6000     0.0000      1932.057   30165.582   0.044   

925.145      0.0000     0.0000      1.000     1.000   1.000 
 76     0.9000 0.6000     0.0000     92445.104   35933.474   0.039   

44478.066    0.0000     0.0000      1.000     1.000   1.000 
 77     1.0000 0.6000     0.0000     18291.883   11770.029   0.196   

7648.225     0.0000     0.0000      1.000     1.000   1.000 
 78     0.0000 0.7000     0.0000     28173.981   55617.818   0.060   

13287.124    0.0000     0.0000      1.000     1.000   1.000 
 79     0.1000 0.7000     0.0000      9341.930   25426.051   0.007   

4636.457     0.0000     0.0000      1.000     1.000   1.000 
 80     0.2000 0.7000     0.0000     90271.710   14781.808   0.026   

43984.251    0.0000     0.0000      1.000     1.000   1.000 
 81     0.3000 0.7000     0.0000     69033.727   37959.071   0.063   

32466.861    0.0000     0.0000      1.000     1.000   1.000 
 82     0.4000 0.7000     0.0000     32909.823   99123.103   0.240   

13275.354    0.0000     0.0000      1.000     1.000   1.000 
 83     0.5000 0.7000     0.0000     21086.513   15889.998   0.131   

9325.743     0.0000     0.0000      1.000     1.000   1.000 
 84     0.6000 0.7000     0.0000     21376.184   85503.873   0.133   

9429.493     0.0000     0.0000      1.000     1.000   1.000 
 85     0.7000 0.7000     0.0000     82714.118   59813.507   0.216   

34023.944    0.0000     0.0000      1.000     1.000   1.000 
 86     0.8000 0.7000     0.0000     60061.606   84298.212   0.133   

26508.925    0.0000     0.0000      1.000     1.000   1.000 
 87     0.9000 0.7000     0.0000      6746.948   39707.233   0.187   

2840.988     0.0000     0.0000      1.000     1.000   1.000 
 88     1.0000 0.7000     0.0000     12855.013   58895.902   0.217   

5280.563     0.0000     0.0000      1.000     1.000   1.000 
 89     0.0000 0.8000     0.0000     42032.507   30972.734   0.045   

20108.591    0.0000     0.0000      1.000     1.000   1.000 
 90     0.1000 0.8000     0.0000     74714.414   42247.750   0.016   

36780.284    0.0000     0.0000      1.000     1.000   1.000 
 91     0.2000 0.8000     0.0000     75009.764    6941.395   0.215   

30876.579    0.0000     0.0000      1.000     1.000   1.000 
 92     0.3000 0.8000     0.0000     92238.436   74109.901   0.078   

42796.998    0.0000     0.0000      1.000     1.000   1.000 
 93     0.4000 0.8000     0.0000     40779.698   57363.374   0.067   
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19113.924    0.0000     0.0000      1.000     1.000   1.000 
 94     0.5000 0.8000     0.0000     67760.651    8526.734   0.245   

27218.658    0.0000     0.0000      1.000     1.000   1.000 
 95     0.6000 0.8000     0.0000     24773.582   17193.419   0.224   

10121.988    0.0000     0.0000      1.000     1.000   1.000 
 96     0.7000 0.8000     0.0000     28300.092   67539.442   0.135   

12467.443    0.0000     0.0000      1.000     1.000   1.000 
 97     0.8000 0.8000     0.0000     16040.618    3967.182   0.134   

7070.202     0.0000     0.0000      1.000     1.000   1.000 
 98     0.9000 0.8000     0.0000     76025.786   44169.125   0.242   

30615.707    0.0000     0.0000      1.000     1.000   1.000 
 99     1.0000 0.8000     0.0000     14105.656   67463.842   0.037   

6801.418     0.0000     0.0000      1.000     1.000   1.000 
100     0.0000 0.9000     0.0000     52637.204   86754.785   0.095   

24039.936    0.0000     0.0000      1.000     1.000   1.000 
101     0.1000 0.9000     0.0000     40196.335   81967.236   0.114   

18035.025    0.0000     0.0000      1.000     1.000   1.000 
102     0.2000 0.9000     0.0000     91031.806   19235.451   0.175   

38720.824    0.0000     0.0000      1.000     1.000   1.000 
103     0.3000 0.9000     0.0000     37224.035   94061.933   0.003   

18548.988    0.0000     0.0000      1.000     1.000   1.000 
104     0.4000 0.9000     0.0000     68621.016   78288.164   0.157   

29666.148    0.0000     0.0000      1.000     1.000   1.000 
105     0.5000 0.9000     0.0000        54.449   50811.159   0.200      

22.683    0.0000     0.0000      1.000     1.000   1.000 
106     0.6000 0.9000     0.0000     47722.960   35650.491   0.012   

23574.252    0.0000     0.0000      1.000     1.000   1.000 
107     0.7000 0.9000     0.0000     37112.548   24921.409   0.239   

14973.213    0.0000     0.0000      1.000     1.000   1.000 
108     0.8000 0.9000     0.0000     56049.616   38515.839   0.059   

26462.825    0.0000     0.0000      1.000     1.000   1.000 
109     0.9000 0.9000     0.0000     98894.547   74423.363   0.248   

39623.351    0.0000     0.0000      1.000     1.000   1.000 
110     1.0000 0.9000     0.0000     22228.489   23973.694   0.177   

9441.328     0.0000     0.0000      1.000     1.000   1.000 
111     0.0000 1.0000     0.0000     13427.513   57849.419   0.083   

6198.329     0.0000     0.0000      1.000     1.000   1.000 
112     0.1000 1.0000     0.0000     58968.637   96841.265   0.146   

25719.391    0.0000     0.0000      1.000     1.000   1.000 
113     0.2000 1.0000     0.0000     22145.392    3780.978   0.192   

9287.224     0.0000     0.0000      1.000     1.000   1.000 
114     0.3000 1.0000     0.0000     37822.945   80295.351   0.164   

16242.159    0.0000     0.0000      1.000     1.000   1.000 
115     0.4000 1.0000     0.0000     28938.213    3058.799   0.196   

12099.581    0.0000     0.0000      1.000     1.000   1.000 
116     0.5000 1.0000     0.0000     71980.569   78109.718   0.060   

33944.978    0.0000     0.0000      1.000     1.000   1.000 
117     0.6000 1.0000     0.0000     40473.806   66393.806   0.164   

17378.550    0.0000     0.0000      1.000     1.000   1.000 
118     0.7000 1.0000     0.0000     74672.809   96244.940   0.083   

34481.029    0.0000     0.0000      1.000     1.000   1.000 
119     0.8000 1.0000     0.0000     64258.751     711.665   0.080   

29742.154    0.0000     0.0000      1.000     1.000   1.000 
120     0.9000 1.0000     0.0000     64812.009   35159.386   0.050   

30870.349    0.0000     0.0000      1.000     1.000   1.000 
121     1.0000 1.0000     0.0000     23099.230   71812.026   0.162   

9935.762     0.0000     0.0000      1.000     1.000   1.000 
----------------------------------------------------------------------------------

-- 
- connectivity 
 1 
 1  2  3  4  5  6  7  8  9 10 11 
12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 
23 24 25 26 27 28 29 30 31 32 33 
34 35 36 37 38 39 40 41 42 43 44 
45 46 47 48 49 50 51 52 53 54 55 
56 57 58 59 60 61 62 63 64 65 66 
67 68 69 70 71 72 73 74 75 76 77 
78 79 80 81 82 83 84 85 86 87 88 
89 90 91 92 93 94 95 96 97 98 99 
100 101 102 103 104 105 106 107 108 109 110 
111 112 113 114 115 116 117 118 119 120 121 
------------------------------------------------------ 
- boundary conditions  ( apply to global coordinates) 
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  1   1  1   0.0000   0.0000 
 12   1  1   0.0000   0.0000 
 23   1  1   0.0000   0.0000 
 34   1  1   0.0000   0.0000 
 45   1  1   0.0000   0.0000 
 56   1  1   0.0000   0.0000 
 67   1  1   0.0000   0.0000 
 78   1  1   0.0000   0.0000 
 89   1  1   0.0000   0.0000 
100   1  1   0.0000   0.0000 
111   1  1   0.0000   0.0000 
------------------------------------------------------ 
- loading  ( apply to global coordinates) 
121     0.00  1000.0 
------------------------------------------------------ 
- shape Opt. (design variables) 0=const,1=var 
------------------------------------------------------ 
- Material Opt. (design variables) 0=const,1=var 
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Abstract: 

A unified modeling and analysis approach to address the functionally 

graded plane and Axisymmetric problems is suggested which is making use 

of B-Splines and NURBS for the definition of geometry and material 

properties as well as the analysis and optimization. The recently developed 

Isogeometric Analysis numerical method is concisely explained and the 

functionally graded materials (FGMs) are briefly introduced. FGMs are 

composite materials that are microscopically homogeneous but at macro 

level the mechanical properties vary continuously from one point to 

another by smoothly varying the volume fractions of the material 

constituents. The constitutive material matrix is considered to be isotropic 

at each point where the elastic modulus is assumed to vary continuously 

throughout the domain according to an assumed arbitrary distribution.  It is 

shown that the difficulties encountered in the Finite Element analysis of the 

FGMs are to a large degree alleviated by employing the Generalized 

Isogeometric Analysis which is the subject of this thesis.  Finally, examples 

are presented to demonstrate the efficiency of the method. 

 

Key Words: Isogeometric Analysis, Functionally Graded Materials, 

Optimization, NURBS. 
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