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  :تشكر و قدرداني

  

ل انجام اين پايان نامه ياري كرده اند بر خود لازم مي دانم كه از همه عزيزاني كه مرا در مراح

كه دقت نظر و  ،از جناب آقاي دكتر بهروز حسني. به عمل آورم ،كمال تشكر و قدرداني خود را

و  ؛در مراحل انجام اين پايان نامه بوده است ،همواره ياري رسان اينجاب راهنمايي هاي ارزنده ايشان

ه ثمر رسيدن اين همچنين جناب آقاي دكتر رضا نادري كه با راهنمايي هاي مدبرانه خود موجب ب

موفقيت هر چه بيشتري را براي اين عزيزان و . اند؛ كمال تشكر و قدرداني را دارم هه شدپايان نام

  .آرزومندم

سازه كه با  ز آقاي مهدي توكلي دانشجوي دوره دكتريخود را اگذاري  مراتب سپاسهمچنين 

، كمك )مسائل تنش مسطح ايزوژئومتريكبرنامه تحليل (در اختيار قرار دادن برنامه كامپيوتري خود 

 .شاياني به انجام اين پايان نامه كردند، ابراز مي دارم؛ و توفيق روز افزون براي ايشان خواستارم
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  تعهد نامه

دانشگاه  معماري -عمراندانشكده  سازه -عمراندانشجوي دوره كارشناسي ارشد رشته  ابوالفضل حجت پناه منتظرياينجانب 

دكتر بهروز تحت راهنمائي  .تحليل ايزوژئومتريك و بهينه سازي شكل سازه هاي با تقارن محوري صنعتي شاهرود نويسنده پايان نامه

  :متعهد مي شوم حسني و دكتر رضا نادري

 .تحقيقات در اين پايان نامه توسط اينجانب انجام شده و از صحت و اصالت برخوردار است •

 .استفاده استناد شده استدر استفاده از نتايج پژوهشهاي محققان ديگر به مرجع مورد  •

هيج جا   مطالب مندرج در پايان نامه تا كنون توسط خود يا فرد ديگري براي دريافت هيج نوع مدركي يا امتيازي در •

 .نشده است ارائه

 دانشگاه صنعتي« مي باشد و مقالات مستخرج با نام كليه حقوق معنوي اين اثر متعلق به دانشگاه صنعتي شاهرود •

 .به چاپ خواهد رسيد »Shahrood University Of Technology« و يا »شاهرود

پايان  حقوق معنوي تمام افراد كه در به دست آوردن نتايج اصلي پايان نامه تاثير گذار بوده اند در مقالات مستخرج از •

 .نامه رعايت شده است

شده  افراد دسترسي يافته يا استفاده، در مواردي كه به حوزه اطلاعات شخصي كليه مراحل انجام اين پايان نامهدر  •

  .داري، ضوابط و اصول اخلاقي انساني رعايت شده است است اصل راز
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  مالكيت نتايج و حق و نشر

  

  مقالات مستخرج ، كتاب، برنامه هاي رايانه اي، (كليه حقوق معنوي اين اثر و محصولات آن  � 

  اين مطلب . متعلق به دانشگاه صنعتي شاهرود مي باشد) نرم افزارها و تجهيزات ساخته شده است    

  .بايد به نحوي مقتضي در توليدات علمي مربوطه ذكر شود    

  

  . استفاده از اطلاعات و نتايج موجود در پايان نامه بدون ذكر مرجع مجاز نمي باشد �
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        ::::چكيدهچكيدهچكيدهچكيده

كه  ،تحليل سازه در علوم مهندسي از اولين گامهاي شناخت و ارزيابي صحيح مسائلي مي باشد

ت اين تحليل به طور خاص در مكانيك سازه ها منجر به حل معادلا. در عمل با آن مواجه مي شويم

لذا بايد به دنبال . كه در حالت كلي داراي پيچيدگي بسيار زيادي مي باشد ،ديفرانسيلي مي شود

در دهه هاي . هايي جهت حل اين معادلات باشيم؛ تا بتوانيم شناخت و علم خود را توسعه دهيم روش

ده گذشته روش هاي بسياري براي تحليل مسائل مهندسي و حل مشكلات پيش روي محققين ارائه ش

است كه برخي از مشهورترين آنها روش تفاضل محدود، روش اجزاي محدود و دسته اي از روش ها با 

روشي كه اخيراً براي تحليل مسائل مهندسي ارائه شده روش . عنوان روش هاي بدون شبكه مي باشند

و  ،في شدتوسط هيوز معر 2005روش تحليل ايزوژئومتريك اولين بار در سال . ايزوژئومتريك مي باشد

  .رفع كنددر پي آن است كه ضعف هاي ديگر روش هاي تحليل را 

در اين پايان نامه ابتدا به بررسي روش تحليل ايزوژئومتريك پرداخته شده است؛ و فرمول بندي 

آن براي مسائل دو بعدي تنش مسطح و كرنش مسطح ارائه شده، سپس اين فرمول بندي براي مسائل 

در راستاي اهداف اين پايان نامه برنامه اي كامپيوتري به نام . ه شده استمتقارن محوري تعميم داد

IsoOptimizer  توليد شده است، كه قادر به تحليل سازه هاي متقارن محوري، به روش ايزوژئومتريك

براي كنترل صحت نتايج اين برنامه و همچنين بررسي عملكرد روش ايزوژئومتريك براي . مي باشد

كه  ،ن محوري مسائل مختلفي از اين دست، توسط برنامه مورد تحليل قرار گرفتسازه هاي متقار

مقايسه نتايج آن با حل دقيق و يا حل اجزاي محدود توسط برنامه انسيس، مؤيد صحت جواب هاي 

همچنين اين نتايج نشان دهنده . برنامه نوشته شده براي تحليل به روش ايزوژئومتريك مي باشد

  .ومتريك در تحليل سازه هاي متقارن محوري مي باشدعملكرد خوب ايزوژئ

يكي ديگر از اهداف اين پايان نامه بررسي عملكرد، كاربرد تحليل ايزوژئومتريك در بهينه سازي 
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و اضافه كردن آنها به برنامه  DOTدر اين راستا با استفاده از سابروتينهاي . شكل سازه ها مي باشد

IsoOptimizerمثال هايي از نحوه كاربرد . اضافه شده است ، قابليت حل مسائل بهينه سازي به برنامه

تحليل ايزوژئومتريك در بهينه سازي سازه هاي متقارن محوري مورد بررسي قرار گرفته كه در انتهاي 

  .فصل پنجم ارائه شده است

  

  

  .ارن محوريازه هاي متقهينه سازي شكل، سربز، بن، ايزوژئومتريكحليل ت :كليديژگان وا
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        مقدمهمقدمهمقدمهمقدمه    - - - -  1- 1

به معرفي روش جديدي براي تحليل مسائلي كه معادلات حاكم بر آنها  پايان نامهدر اين 

اين روش داراي شباهت هايي با روش . معادلات ديفرانسيلي با مشتقات جزئي است، خواهيم پرداخت

بيشتر بر  اين روش اگرچه. است 1اجزاي محدود مي باشد، همچنين از جهاتي مشابه روش بدون مش

الهام گرفته شده  (2CAD)شد، و از روش هاي طراحي به كمك كامپيوتر مبناي هندسه تحليلي مي با

 3اولين هدف از بكار گيري اين روش پاسخ به اين سوال بود كه، چگونه به وسيلة گسسته سازي. است

به وسيله  4با چشمه هاي بزرگ باز هم به هندسه دقيق برسيم؟ هدف ديگر ساده سازي اصلاح مش ها

  .[1]، هنگامي كه مش اوليه ساخته شده است CADبا هندسه حذف نياز به، ارتباط 

        تاريخچه و روند شكل گيريتاريخچه و روند شكل گيريتاريخچه و روند شكل گيريتاريخچه و روند شكل گيري    - - - -  2- 1

. شكل گرفت 1960تا  1950علاقه به تحليل اجزاي محدود در مهندسي در سال هاي 

                                                 

1- meshless method 

2- Computer Aided Design 

3- discretization 

4- mesh refinement 
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اولين  1960بعد از سال . مهندسين هوا فضا در نقطه عطف فعاليت ها در طول اين دوره قرار داشتند

به همين . ظاهر شدند... ) و  Stardyne, NASTRAN, ASKAمانند (برنامه هاي تجاري كامپيوتري 

ترتيب روش اجزاي محدود در ديگر رشته هاي مهندسي و بقيه علوم گسترش پيدا كرد، بطوري كه در 

 هاي كامپيوتري در گستره وسيعي از علوم و فنون از اين روش استفاده شده، و برنامه حاضرحال 

  . تجاري فراواني در دسترس مي باشد

 (CAD)با وجود آنكه هندسه يكي از زير بناهاي تحليل مي باشد، طراحي به كمك كامپيوتر 

شايد بتوان . معرفي و رشد پيدا كرد 1980تا  1970بصورتي كه ما امروزه مي شناسيم، در سال هاي 

هاي زيادي با هم  داراي تفاوت CAD به اين سوال كه ، چرا شيوه معرفي هندسه در اجزاي محدود و

مي باشند؟ اينگونه جواب داد كه، برنامه هاي اجزاي محدود از نظر تكنيكي مدت زمان زيادي قبل از 

نسبت به  CAD حاضراما در حال . رواج پيدا كنند، رشد و توسعه يافتند CADاينكه روش هاي مدرن 

محاسبه  حاضردر حال . سوب مي شودصنعت بزرگتري مح (١CAE)مهندسي به كمك كامپيوتري 

به دليل گستردگي كاربرد آنها مشكل مي باشد، اما كارشناسان آن  CAEو  CADدقيق حجم صنايع 

  .تخمين مي زنند CADبيليون دلار براي  10تا  5و  CAEرا در حدود يك تا دو بيليون دلار براي 

هستند و  CADدر يك عمليات مهندسي بطور خلاطه مي توان گفت كه طراحي ها در سيستم 

اين عمل باعث ايجاد يك تعريف هندسي كاملاً متفاوت . توليد مي شوند CADالمان از روي داده هاي 

  .براي فضاي پارامتري تحليل مي شود، كه در حقيقت فقط يك تقريب از هندسه واقعي مي باشد

سائل مي توان توليد المان را بصورت خودكار انجام داد، اما در بيشتر مسائل در در بعضي م

هنوز در صنايع بزرگ . بهترين حالت فقط مي توان اين عمل را به صورت نيمه خودكار انجام داد

طراحي مي شوند و المان ها بر اساس آن توليد مي شوند؛ تخمين زده مي شود كه،  CADها در  نقشه

و كشتي سازي صرف توليد  صنايعي مانند خودروسازي، هوافضا زمان تحليل مسائل در %80حدوداً 

در صنعت خودروسازي توليد المان براي تمام اجزاي يك اتومبيل حدود چهار ماه . المان ها مي شود

                                                 

1- Computer Aided Engineering 
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طول مي كشد، اين در صورتي است كه تغييرات در طراحي هاي روزانه صورت مي گيرد، حال اگر 

ين مدت المان هاي جديد بر مبناي تغييرات طراحي را توليد كنيم، قادر به استفاده از نتوانيم در ا

  .[1]مزاياي تحليل در طراحي نمي باشيم

هنگامي كه شبكه المان ها ساخته شد بايستي كه براي كاهش خطاي تحليل، شبكه المان ها 

دارد، در صورتي  CADبا سيستم  كه اين عمل در هر تكرار خود احتياج به برقراري ارتباط. اصلاح شود

بجاي  1كه اين ارتباط در اغلب موارد ناممكن مي باشد؛ كه اين نشان مي دهد كه چرا حل تطبيقي

   .اينكه به يك فن آوري صنعتي تبديل شود، هنوز در حد پروژه هاي دانشگاهي باقي مانده است

 

هندسه داراي . پوسته هاي نازك حساسيت زيادي را نسبت به نقص هاي هندسي از خود نشان مي دهند - 1-1 شكل 

  .[2]انحنا  يك نمونه از قسمت هايي است كه المان بندي اجزاي محدود مي تواند باعث ايجاد عيوب هندسي شود

به . مقدار تقريب هندسي ذاتي در شبكه هاي المان، دقت تحليل مسائل را مشخص مي كند

عنوان مثال در اين زمينه مي توان تحليل پوسته هاي نازك را نام برد كه بسيار به عيوب هندسي 

يالات توان در مسائل مكانيك س حساسيت به هندسه را، همچنين مي )1-1 شكل (.حساس هستند

  .مشاهده كرد

 

، پرهزينه، زمان بر و )كه همان شبكه المان ها مي باشد(ساختار هندسه در اجزاي محدود، 

اين مشكل باعث شده كه، در مقياس كوچك در . حل مسئله مي شود در همچنين باعث كاهش دقت

                                                 

1- adaptive refinement analysis 
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اي تلاش هاي مفيدي در جهت تغييرات يا جايگزيني روش اجزاي محدود با روش ه CAEصنعت 

اين تلاش ها باعث گسترش برنامة كامپيوتري به . باشد، صورت پذيرد CADديگر كه بيشتر شبيه به 

اجزاي  P-refinementشد، كه در آن از تركيب هندسه دقيق مسئله، باحل تطبيقي  RASNAنام 

  .محدود استفاده شده بود

اهميت اين نتايج به اين دليل است، كه كميت هاي محاسبه شده در روي مرزها، معمولاً در 

مهندسي كاربردي، مهمتر هستند، و مرزها نقاطي مي باشند كه، خطاهاي هندسي در آنها مضرترين 

ه علاوه بر اين در بيشتر تحليل هاي اجزاي محدود هنوز از المان هاي با مرتبه پايين استفاد. هستند

  .[1]مي شود؛ كه اين باعث خطاهاي هندسي بزرگي مي شود 

 

  .كيفيت مش لايه هاي مرزي تأثير مهمي در بهبود دقت نتايج دارد - 2-1 شكل 

. كار آنها را ادامه دهد CADباعث مي شود كه، يك شركت فعال در زمينه  RASNAموفقيت 

در برنامه خود فراهم كرده بودند، و شايد مهمتر از  CADآنها به دليل ارتباط محكمي كه با هندسه 

. ، توانستند به نتايج قابل اعتمادتري دست يابندP-refinementآن توانايي انجام حل تطبيقي به روش 

ما سعي شده بصورت دقيق تري از هندسه روش ايزوژئومتريك بطور مشابه الهام گرفته شده است؛ ا

CAD  استفاده شود؛ همچنين چند جمله اي هاي اجزاي محدود، بطور كلي از روند محاسبه حذف

  .اند شده
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كه يك  – (1NURBS)در تحليل به روش ايزوژئومتريك محاسبات بر مبناي استفاده از نربز 

ايده اين روش اولين بار  . مي شودانجام  -مي باشد CADآوري استاندارد براي سيستم هاي  فن

آنها پيشنهاد كردند، كه ابتدا هندسه دقيق به . [3]ارائه شد 2005و همكارانش در سال  2توسط هيوز

 المان هاي نربزوسيلة سطوح نربز ايجاد شود و سپس يك شبكه المان با چشمه هاي درشت توسط 

نمي باشد، و  CADبه اين ترتيب در اصلاح شبكه المان ها نياز به ارتباط با سيستم . ساخته شود

توان به سادگي شبكه المان ها را اصلاح كرد به همين دليل امكان گسترش هر چه بيشتر آن در   مي

  .[1]صنعت وجود دارد 

 شده است، براي از همان متغيرهايي كه در تعريف هندسه مسئله استفاده حاضردر روش 

نام تحليل  ،، به همين دليلشود استفاده مي تحليل تعريف هندسه مدل تحليلي و همچنين

  .است هيوز براي آن انتخاب شده ايزوژئومتريك توسط

  

                                                 

1- Non-Uniform Rational B-Spline 

2- T.J.R. Hughes 



   
 

  

  

  

 

 

 ::::فصل دومفصل دومفصل دومفصل دوم

        معرفي منحني ها ومعرفي منحني ها ومعرفي منحني ها ومعرفي منحني ها و

        �URBSسطوح سطوح سطوح سطوح     
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         [4444]ضمني و پارامتريضمني و پارامتريضمني و پارامتريضمني و پارامتري    فرمفرمفرمفرم    - - - -  1- 2

، معادلات تحليلي بطور كلي دو روش رايج براي نشان دادن منحني ها و سطوح در هندسه

0در صفحهمعادله ضمني يك منحني . ضمني و توابع پارامتري هستند xy بصورت( , ) 0f x y مي  =

يك نقطه روي منحني است، كه  yو مختصه  xاين معادله نشان دهنده رابطه بين مختصه. باشد

به عنوان مثال فرم ضمني براي . معادله ارائه شده براي منحني در اين فرم، منحصر به فرد مي باشد

2يك دايره به شعاع واحد در حالتي كه مركز آن در مبدا باشد بصورت  2( , ) 1 0f x y x y= + − = 

  .است

منفرد و بوسيله يك تابع صريح از يك  در فرم پارامتري، هر مختصه نقاط روي منحني بصورت

  .متغير مستقل تعريف مي شود

)2 - 1(                  ( ) ( ( ), ( ))x y a bξ ξ ξ ξ= ≤ ≤C  

)بنابراين  )ξC  يك مقدار برداري است، كه تابعي از متغير مستقلξ مقدار . مي باشدξ  در

]بازه بسته  , ]a b اب مي شود و معمولاً آن را بصورت كه اين بازه بصورت قراردادي انتخ. مي باشد
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  .ارائه مي دهند [0,1]نرمال شده 

  :براي يك ربع دايره با مشخصات حالت قبل مي توان معادلة پارامتري زير را ارائه كرد

)2 - 2(                     
( ) cos( )

( ) sin( ) 0
2

x

y

ξ ξ
π

ξ ξ ξ

=

= ≤ ≤
  

)tanاز تغيير متغير  )2 - 2(اگر در معادلة  )
2

t
ξ

  :استفاده كنيم خواهيم داشت =

)2 - 3(               

2

2

2

1
( )

1

2
( ) 0 1

1

t
x t

t

t
y t t

t

−
=

+

= ≤ ≤
+

  

بنابراين همانطور كه مشاهده مي شود، معادلات يك منحني در حالت پارامتري منحصر به فرد 

  .نمي باشد

هر كدام از روش هاي فوق داراي مزايا و معايبي است و نمي توان يكي از آنها را به عنوان يك 

  :دو مثال معروف در اين زمينه بصورت زير است. روش بهتر انتخاب كرد

روي يك منحني يا روي يك سطح، كه در حالت ضمني مشكل محاسبه يك نقطه  - 1

 .باشد مي

تعيين اينكه يك نقطه داده شده بر روي منحني يا سطح قرار دارد، كه در حالت  - 2

 .پارامتري مشكل مي باشد

  .براي مدل كردن يك شكل در كامپيوتر استفاده از فرم پارامتري ساده تر مي باشد

        1111منحني هاي بزيرمنحني هاي بزيرمنحني هاي بزيرمنحني هاي بزير    - - - -  2- 2

  :بصورت زير تعريف مي شود nر از درجه يك منحني بزي

                                                 

1- Bézier Curves 
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)2 - 4(            ,

0

( ) ( ) 0 1
n

i n i

i

Bξ ξ ξ
=

= ≤ ≤∑C P  

}به  }, ( )i nB ξ  توابع پايه اي بزير گفته مي شود، كه در حقيقت چند جمله اي هاي درجهn 

  :برنشتين هستند كه بصورت زير مي باشند

)2 - 5(                  
,

!
( ) (1 )

!( )!

i n i

i n

n
B

i n i
ξ ξ ξ −= −

−
  

}به نقاط  }iP گفته مي شود، ضمن اينكه همانطور كه ملاحظه مي شود  1نقاط كنترليξ 

]ستي كه در بازهباي   .قرار گيرد 0,1[

  :به صورت زير مي باشد 3به عنوان مثال يك منحني بزير از درجه 

3 2 2 3

0 1 2 3( ) (1 ) 3 (1 ) 3 (1 )P P p pξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ= − + − + − +C
 

 

 3منحني بزير درجه  -1-2 شكل 

 

  :موارد زير اشاره كرد از مهمترين ويژگي هاي منحني بزير مي توان به

.) چند ضلعي كه از به هم متصل كردن نقاط كنترلي ايجاد مي شود( 2چند ضلعي كنترلي -

 .مي تواند شكل منحني را تخمين بزند

0(نقاط كنترلي ابتدايي و انتهايي روي منحني قرار دارند  - (0)P C=3و (1)P C= ( 

3. (نقاط كنترلي مي باشد خط اتصال نقاط انتهايي موازي با شيبشيب منحني در  - 2P P−

                                                 

1- control points  

2- control polygon  
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1و 0P P−( 

در معادلات بزير احتياج به توابع ) يا سطح(همانطور كه قبلاً اشاره شد براي معرفي يك منحني 

توابع  2-2 شكل باشند در  كه اين توابع نشان دهنده خصوصيات هندسي مي. پايه اي مي باشد

}پايه اي  }, ( )i nB ξ  1براي, 2,3,9n   .نشان داده شده است =

               

  )الف(                                                         )ب(                            

  

          

  )ج(                                                         )د(                               

  

  n=9و د  n=3و ج  n=2و ب  n=1الف ) چند جمله اي برنشتين(نمودار توابع پايه اي منحني هاي بزير  - 2-2 شكل 

  :داراي خواص زير مي باشنداين توابع 

0براي هر : منفي نبودن - 1 1, ,n iξ≤ ,: آنگاه داريم ≥ ( ) 0i nB ξ ≥ 

]براي هر  - 2 ]0,1ξ ): داريم∋ ),

0

1
n

i n

i

B ξ
=

=∑ 

3 - ( ) ( )0, ,0 1 1n n nB B= = 

)هر تابع پايه اي  - 4 ),i nB ξ  در بازه[ دقيقاً داراي يك ماكزيمم در  0,1[
i

n
ξ  .مي باشد =
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)، مجموعة چند جمله اي هاي nبه ازاي هر : تقارن - 5 ){ },i nB ξ  نسبت به
1

2
ξ داراي  =

 .تقارن مي باشد

 :1بازگشتي تعريف - 6

)2 - 6(               ( ) ( ) ( ) ( ), , 1 , 11i n i n i nB B Bξ ξ ξ ξ ξ− −= − +  

iكه در آن اگر  n>  0وi )باشد آنگاه  > ), 0i nB ξ ≡  

 :مشتق تابع پايه اي بزير بصورت زير تعريف مي شود - 7

)2 - 7(                              ( ) ( ) ( ) ( )( ),

, 1, 1 , 1

i n

i n i n i n

dB
B n B B

d

ξ
ξ ξ ξ

ξ − − −′ = = −  

) )7 - 2(بايد توجه كرد كه در فرمول  ) ( )1, 1 , 1 0n n nB Bξ ξ− − −≡   .مي باشد ≡

        2222اسپلايناسپلايناسپلايناسپلاين    - - - - بيبيبيبي    سطوحسطوحسطوحسطوحمنحني ها و منحني ها و منحني ها و منحني ها و     - - - -  3- 2

مانند (همانطور كه ملاحظه شد منحني هايي كه فقط داراي يك چند جمله اي مي باشند، 

اما اين منحني ها داراي معايبي از جمله . مي توانند در اغلب موارد به كاربرده شوند) منحني هاي بزير

  :موارد زير مي باشند

رازش دهيم، مجبور به استفاده از هنگامي كه قصد داريم به تعداد زيادي نقطه منحني را ب -

چند جمله اي هايي با درجات بالا مي شويم، به عنوان مثال براي برازش يك منحني بزير 

)نقطه نياز به چند جمله اي از درجه  nبه  )1n كه استفاده از درجات بالا باعث . داريم −

 .افزايش حجم محاسبات و همچنين ناپايداري هاي عددي مي شود

 .براي ايجاد اشكال پيچيده باز هم نياز به چند جمله اي هايي از درجات بالا وجود دارد  -

در طراحي اشكال مختلف براي تغيير در قسمتي از منحني، بايستي علاوه بر نقاط كنترلي  -

                                                 

1 - recursive definition 

2 - B-Spline 
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به عبارت ديگر قابليت كنترل . قسمت، بسياري از نقاط كنترلي ديگر را هم اصلاح كرد آن

 .روي منحني بسيار كم مي باشد 1محلي

در . براي حل اين مشكلات از منحني هايي با چند جمله اي هاي قطعه اي استفاده مي كنيم

)منحني  3-2 شكل  )ξC  كه داراي( )3m مي باشد، نشان داده  nقطعه چند جمله اي درجه  =

)شده است، كه  )ξC  در بازه[ ]0,1ξ   .تعريف شده است ∋

 

  .كه داراي سه قسمت مي باشد 3داراي چند جمله اي هاي قطعه اي درجه  منحني - 3-2 شكل 

  :اسپلاين بصورت زير تعريف مي شود -يك منحني بي

)2 - 8(             ( ) ( ) [ ]
0

0,1
n

i i

i

f Pξ ξ ξ
=

= ∈∑C  

)نقاط كنترلي و  iPكه در آن  ){ }, 0, ...,if i nξ توابع پايه ( 2توابع چند جمله اي قطعه اي =

وستگي منحني بوسيله توابع پايه لازم به ذكر است كه پي. مي باشند) اي با درجه و پيوستگي مناسب

مي توان بدون اينكه پيوستگي منحني تغيير كند مي توان نقاط كنترلي  رو اي تعيين مي شوند، از اين

  .را اصلاح كرد

        3333اسپلايناسپلايناسپلايناسپلاين    - - - - تعريف و خواص توابع پايه اي بيتعريف و خواص توابع پايه اي بيتعريف و خواص توابع پايه اي بيتعريف و خواص توابع پايه اي بي - - - - 1111- - - - 3333- - - - 2222

{ }0 ,..., mξ ξΞ مجموعه اي متوالي و غير نزولي از اعداد حقيقي مي باشد، يعني در آن به  =

                                                 

1 - Local support property 

2 - piecewise polynomial functions 

3 - B-Spline Basis function   
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,...,0ازاي  1i m= 1iداريم − iξ ξ+ . گفته مي شود 2بردار گره اي Ξو به مجموعه  1گره iξبه . ≤

1pمرتبه ( pامين تابع پايه اي بي اسپلاين از درجه iدر اين صورت  )كه با )  + ),i p� ξ  نشان داده

  :شود بصورت زير تعريف مي شود  مي

)2 - 9(           
( )

( ) ( ) ( )

1

,0

1

, , 1 1, 1

1 1 1

1

0

i i

i

i pi
i p i p i p

i i i p i

if
�

otherwise

� � �

ξ ξ ξ
ξ

ξ ξξ ξ
ξ ξ ξ

ξ ξ ξ ξ

+

+ +
− + −

+ + + +

≤ <
= 


−−

= +
− −

  

- ( ),0i� ξ  تابعي تكه اي مي باشد، بطوري كه در همه نقاط برابر صفر است بجز در بازه

]نيمه باز  ]1,i iξ ξ ξ +∈. 

0pبراي  - )، تابع < ),i p� ξ  1تركيب خطي از دو تابع پايه اي با درجهp  .مي باشد −

]به بازه نيمه باز  - ]1,i iξ ξ + iگفته مي شود، كه مي تواند طول آنها صفر  3امين دهانه گره اي

 .باشد، زيرا استفاده از گره هاي تكراري در بردار گره اي مجاز مي باشد

 

  2و  1، 0اسپلاين از درجات  - توابع پايه اي بي - 4-2 شكل 

                                                 

1 - knot 

2 - knot vector 

3- knot span 
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واقع تعيين كنندة خصوصيات منحني ها اسپلاين كه در  -برخي از خواص مهم توابع پايه اي بي

}درجه تابع و  pدر اينجا . اسپلاين مي باشند در زير آورده شده است -و سطوح بي }0 , ..., mξ ξΞ = 

  .بردار گره اي مي باشد

i,1(خارج از بازه  ξاگر  - 1 i pξ ξ + +  باشد آنگاه( ),i p� ξ اين نكته باعث وجود . (صفر است

همانطور كه . نشان داده شده است 5-2 شكل اين ويژگي در ) ويژگي كنترل محلي مي شود

3,0تركيبي از توابع  �1,3ملاحظه مي شود،  2,0 1,0, ,� � مي باشد، بنابراين  �4,0و  �

]در بازه  �1,3 )1 5,ξ ξ ξ∈ غير صفر مي باشد. 

 

  �1,3توابع پايه اي موثر براي محاسبه تابع - 5-2 شكل 

j,1(براي دهانه گره مثل  - 2 jξ ξ + حداكثر ،( )1p i,تابع پايه اي  + p�  غير صفر وجود

,دارد، كه شامل توابع  ,, ...,j p p j p� نشان داده  6-2 شكل اين ويژگي در . مي باشد −�

]شده است؛ به عنوان مثال براي بازه  )3 4,ξ ξ از توابع درجه صفر، فقط تابع درجه صفر ،

.0i�  غير صفر روي بازه  3غير صفر مي باشد، بنابراين توابع درجه[ )3 4,ξ ξ  شامل توابع

0,3 3,3, ...,�  .مي باشد �

,براي همه مقادير  - 3 ,p iξ  ها مقدار تابع پايه اي( ),i p� ξ نامنفي است. 
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]موثر براي  3توابع پايه اي درجه  -6-2 شكل  )3 4,ξ ξ  

]براي هر دهانه گره مانند  - 4 )1,i iξ ξ ): داريم + ), 1
i

j p

j i p

� ξ
= −

]به ازاي  ∑= )1,i iξ ξ ξ +∈ 

)همه مشتقات  - 5 ),i p� ξ و اگر تعداد تكرار هر . در داخل دهانه هاي گره اي موجود است

)نشان دهيم  kگره را با  ),i p� ξ  در هر گرهp k− بار مشتق پذير و پيوسته مي باشد .

تعداد گره هاي تكراري باعث  بنابراين افزايش درجه تابع باعث افزايش پيوستگي، و افزايش

 .كاهش پيوستگي مي شود

0pبجز در حالت  - 6 )، تابع = ),i p� ξ دقيقاً داراي يك ماكزيمم مي باشد. 

i,لازم به ذكر است كه تعداد گره هاي تكراري براي محاسبه پيوستگي تابع  p� فقط در بازه ،

),i p iξ ξ− محاسبه مي شود.  

        اسپلايناسپلايناسپلايناسپلاين    - - - - مشتق توابع پايه اي بيمشتق توابع پايه اي بيمشتق توابع پايه اي بيمشتق توابع پايه اي بي - - - - 2222- - - - 3333- - - - 2222

  :مشتق اول توابع پايه از رابطه زير بدست مي آيد

)2 - 10(          ( ) ( ) ( ), , 1 1, 1

1 1

i p i p i p

i p i i p i

p p
� � �ξ ξ ξ

ξ ξ ξ ξ− + −
+ + + +

′ = −
− −

  

)،  kدر حالت كلي مشتق مرتبه  ),i p� ξ بصورت زير است:  

)2 - 11(                ( ) ( )
( ) ( )1 1

, 1 1, 1

,

1 1

k k

k i p i P

i p

i p i i p i

� �
� pξ

ξ ξ ξ ξ

− −
− + −

+ + + +

 
= − 

 − − 
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در ). مقدار مشتق مراتب بالاتر صفر مي باشد(بيشتر شود  pنبايستي از  kكه در آن مقدار 

حالتي كه در مخرج كسرها كه تفاضل دو گره مي باشد صفر ايجاد شود، مقدار آن كسر برابر صفر در 

  .نظر گرفته مي شود

. حاسبه كرداسپلاين را بصورت زير نيز م -توابع پايه اي بي kهمچنين مي توان مشتق مرتبه 

ام توابع مرتبه پايين تر آنها ارائه kام اين توابع را بر حسب مشتق مرتبه kاين رابطه مشتق مرتبه 

  .كند  مي

)2 - 12(      
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1

, , 1 1, 1

1 1

0,..., 1

k k i p ki
i p i p i p

i p i i p i

p
� � �

p k

k p

ξ ξξ ξ
ξ ξ ξ

ξ ξ ξ ξ
+ +

− + −
+ + + +

 −−
= +  − − − 

= −

  

        اسپلايناسپلايناسپلايناسپلاين    - - - - ديگر ويژگي هاي توابع پايه اي بيديگر ويژگي هاي توابع پايه اي بيديگر ويژگي هاي توابع پايه اي بيديگر ويژگي هاي توابع پايه اي بي - - - - 3333- - - - 3333- - - - 2222

اسپلاين ثابت باشد، فقط بردار گره اي تعيين كننده  -درجه توابع پايه اي بي pدر صورتي كه 

)مقدار تابع  ),i p� ξ پايان نامهانواع مختلفي از بردارهاي گره اي وجود دارد ولي در اين . مي باشد 

. استفاده مي كنيم) 2يا باز( 1فقط از نوع خاصي از بردارهاي گره اي بنام بردارهاي گره اي نامتناوب

  :اين نوع بردارها به فرم زير نشان داده مي شوند

)2 - 13(                     
� 1 1

1 1

, ..., , ,..., , , ...,p m p

p p

a a b bξ ξ+ − −

+ +

  
Ξ =  

  
���

  

ابتدا و انتهاي بردار همانطور كه ملاحظه مي شود در بردارهاي گره اي نامتناوب گره هاي 

1p با توجه به تعريف بردارهاي گره اي نامتناوب براي آنها مي توان دو نكته . مرتبه تكرار مي شوند +

  :زير را ذكر كرد

استفاده از بردار گره اي به فرم  - 1
��

1 1

0, ..., 0 ,1, ...,1
p p+ +

  
Ξ =  

  

منتج به چند جمله اي هاي برنشتين  

                                                 

1- nonperiodic knot vector 

2- open 
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 - بي اي در واقع توابع پايه اي برنشتين حالت خاصي از توابع پايه. مي گردد pاز درجه 

 .اسپلاين هستند

1mاگر  - 2 1nتعداد گره ها،  + ابطه درجه توابع باشد؛ آنگاه ر pتعداد توابع پايه اي و  +

1n m p= − )بين آنها برقرار است، همچنين  − ) ( ), 0,1, 1n p p� b � a=  .مي باشد =

        اسپلايناسپلايناسپلايناسپلاين    - - - - بيبيبيبي    ييييتعريف منحني هاتعريف منحني هاتعريف منحني هاتعريف منحني ها - - - - 4444- - - - 3333- - - - 2222

اسپلاين و برخي از ويژگي هاي آنها پرداخته  -در اين قسمت به معرفي منحني ها و سطوح بي

  .و سپس مشتق آنها را معرفي خواهيم كرد

  :بصورت زير تعريف مي شود pاسپلاين از درجه  -منحني بي

)2 - 14(             ( ) ( ),

0

n

i p i

i

� a bξ ξ ξ
=

= ≤ ≤∑C P  

}كه در آن  }iP  نقاط كنترلي است، و( ){ },i p� ξ اسپيلاين مي باشد، كه  -توابع پايه اي بي

  :روي بردار گره اي نامتناوبي بصورت زير تعريف شده است

)2 - 15(                     
� 1 1

1 1

, ..., , ,..., , , ...,p m p

p p

a a b bξ ξ+ − −

+ +

  
Ξ =  

  
���

  

1mبردار گره اي فوق داراي  0aمعمولاً فرض مي شود كه . گره است + 1bو  = . مي باشد =

به چند ضلعي كه از متصل كردن نقاط كنترلي به هم ايجاد مي شود، چند ضلعي كنترلي گفته مي 

  .شود

  :اسپلاين عبارتند از -برخي از ويژگي هاي منحني هاي بي

nاگر  - 1 p=  و{ }0,..., 0,1,...,1Ξ اسپلاين تبديل به يك منحني  - نحني بيباشد، آنگاه م =

 .بزير مي شود



19 

 

2 - ( )ξC مي باشد؛ اگر  1يك منحني چند جمله اي قطعه ايp ،1درجهn تعداد نقاط  +

1mكنترلي و  1mرابطه تعداد گره ها باشند آنگاه  + n p= + را مي توان براي آنها  +

 .نوشت

): نقاط كنترلي ابتدا و انتها دقيقاً روي منحني قرار دارند، يعني - 3 ) 00 =C P  و( )1 n=C P 

براي اعمال يك نگاشت بر روي منحني فقط كافي است اين نگاشت را  بر نقاط كنترلي  - 4

 .كنيم منحني اعمال

تمام نقاط منحني در داخل چند ضلعي كنترلي محدب ايجاد شده به وسيله نقاط كنترلي  - 5

 .قرار مي گيرد

مي باشند، بدين مفهوم كه ) ناحيه اي(اسپلاين داراي قابليت اصلاح محلي  -منحني هاي بي - 6

)را تغيير دهيم منحني  iPاگر  )ξC  1(فقط در ناحيه اي داخل بازه,i i pξ ξ + +  تغيير مي

i,1(زيرا به ازاي .كند i pξ ξ ξ + +∉   ،( ), 0i p� ξ   ).7-2 شكل (مي باشد  =

 

}بر روي بردار گره اي  3يك منحني درجه  - 7-2 شكل  }31 10 , 0 , 0 , 0 , , , , 1, 1,1, 1
4 2 4

Ξ تعريف شده است،  =

4به  4Pبا تغيير نقطه كنترلي 
′P  1(فقط قسمتهايي از منحني كه داخل بازه , 1

4



 .قرار دارند تغيير مي كنند 

)پيوستگي و مشتق پذيري منحني  - 7 )ξC  مانند توابع پايه اي( ), 0i p� ξ مي باشد،  =

بنابراين در نقاط بين گره ها بطور نامحدود پيوسته و مشتق پذير است و در روي نقاط 

                                                 

1- piecewise polynomial curve  
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pاي  گره k− كه در آن . مرتبه مشتق پذير و پيوسته مي باشدk  تعداد تكرار گرة مورد

 .نظر مي باشد

 

ثابت  ξاسپلاين بصورت زير تعريف مي شود، كه براي يك  -ام منحني هاي بيkمشتق مرتبه 

  .محاسبه مي شودام توابع پايه اي آن kبر اساس مشتق مرتبه 

)2 - 16(                  ( ) ( ) ( ) ( ),

0

n
k k

i p i

i

�ξ ξ
=

=∑C P  

را به صورت زير  Ξ′گره ابتدا و انتهاي آن را حذف كنيم مي توان  Ξاگر در بردار گره اي 

)تعريف كرد، كه داراي  )1m   .گره مي باشد −

)2 - 17(             
� �1 10,...,0, ,..., ,1,...,1p m p

p p

ξ ξ+ − −

  ′Ξ =  
  

  

)از تعريف فوق مي توان نتيجه گرفت كه  )1, 1i p� ξ+ ,برابر با  Ξروي بردار گره اي  − 1i p� − 

)بنابراين براي مشتق مرتبه اول منحني . مي باشد Ξ′روي بردار گره اي  )ξC  مي توان تعريف زير را

  :ارائه كرد

)2 - 18(                  ( ) ( )
1

, 1

0

n

i p i

i

�ξ ξ
−

−
=

′ =∑C Q  

1كه در آن 

1 1

i i
i

i p i

p
ξ ξ

+

+ + +

−
=

−
P P

Q  و( ), 1i p� ξ−  روي بردار گره اي′Ξ  ،محاسبه شده است

)بنابراين  )ξ′C اسپلاين از درجه  - يك منحني بي( )1p   .مي باشد −

و با ) )9 -  2(معادله (و استفاده از رابطه بازگشتي توابع پايه اي  )18 - 2(با تعميم روابط 

)تعريف  )0

i i=P P مشتقات مرتبه بالاتر را نيز محاسبه كردتوان  مي.  

)2 - 19(            ( ) ( ) ( ) ( )
,

0

n k
k k

i p k i

i

�ξ ξ
−

−
=

=∑C P  
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  :كه در آن

( )
( ) ( )( )1 1

1

1

0

1
0

i

k
k ki

i i

i p i k

k

p k
k

ξ ξ
− −

+
+ + +

=


− +=  − > −

P

P
P P

 

و                                                       

( )
� �1 1

1 1

0,...,0 , ,..., ,1,...,1
k

p m p

p k p k

ξ ξ+ − −

− + − +

  
Ξ =  

    

        اسپلاين اسپلاين اسپلاين اسپلاين     - - - - تعريف سطوح بيتعريف سطوح بيتعريف سطوح بيتعريف سطوح بي - - - - 5555- - - - 3333- - - - 2222

كه در دو جهت قرار گرفته اند،  1اسپلاين تشكيل شده است از شبكه نقاط كنترلي - سطوح بي

  :اسپلاين كه بصورت زير تعريف مي شود -دو بردار گره اي و حاصل ضرب توابع پايه اي بي

)2 - 20(                 ( ) ( ) ( ), , ,

0 0

,
n m

i p j q i j

i j

� �ξ η ξ η
= =

=∑∑S P  

  :كه در آن

� �

� �

1 1

1 1

1 1

1 1

0,...,0 , ,..., ,1,...,1

0,...,0 , ,..., ,1,...,1

p r p

p p

q s q

q q

ξ ξ

η η

+ − −

+ +

+ − −

+ +

  
Ξ =  

  

  
=  

  
H

 

1rداراي  Ξبطوري كه بردار گره اي  1sداراي  Hگره و  +   .گره مي باشد +

 

  )ب(                                 )الف(                           

 

  .سطح مربوطه) ب(شبكه نقاط كنترلي؛ ) الف. (اسپلاين - نمونه يك سطح  بي - 8-2 شكل 

                                                 

1- control net 
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        اسپلاين اسپلاين اسپلاين اسپلاين     - - - - مشتق سطوح بيمشتق سطوح بيمشتق سطوح بيمشتق سطوح بي - - - - 6666- - - - 3333- - - - 2222

)( ξاسپلاين در سوي  - مشتق سطوح بي ),ξ ξ ηS ( و سويη )( ),η ξ ηS ( توان  ميرا

  :بصورت زير تعريف كرد

)2 - 21(          ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1

1,0

, 1 , ,

0 0

, ,
n m

i p j q i j

i j

� �ξξ η ξ η ξ η
ξ

−

−
= =

∂
= =

∂ ∑∑S S P  

  :كه در آن

( )1,0 1, ,

,

1 1

i j i j

i j

i p i

p
ξ ξ

+

+ + +

−
=

−

P P
P

 

( )
� �

( )

0

1 1

0

0,...,0, ,..., ,1,...,1
p r p

p p

ξ ξ+ − −

  Ξ =  
  

=H H  

  :همچنين بطور مشابه داريم

)2 - 22(          ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1

0,1

, , 1 ,

0 0

, ,
n m

i p j q i j

i j

� �ηξ η ξ η ξ η
η

−

−
= =

∂
= =

∂ ∑∑S S P  

  :كه در آن

( )0,1 , 1 ,

,

1 1

i j i j

i j

j q j

q
η η

+

+ + +

−
=

−

P P
P

 

( )

( )
� �

0

0

1 10,...,0 , ,..., ,1,...,1q s q

q q

η η+ − −

Ξ = Ξ

  
=  

  
H

 

  :اسپلاين را بصورت زير تعريف كرد -در حالت كلي مي توان مشتق سطوح بي

)2 - 23(      ( ) ( ) ( ) ( ),

, , ,

0 0

,
k l n k m l

k l

i p k j q l i jk l
i j

� �ξ η ξ η
ξ η

+ − −

− −
= =

∂
=

∂ ∂ ∑∑S P  

  :كه در آن
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( ) ( )
( ) ( ), 1 , 1

, , 1 ,

,

1 1

1

k l k l

k l i j i j

i j

j q j

q l
η η

− −
+

+ + +

−
= − +

−

P P
P

 

        1111منحني و سطوح نربزمنحني و سطوح نربزمنحني و سطوح نربزمنحني و سطوح نربز    - - - -  4- 2

        معرفي منحني هاي نربزمعرفي منحني هاي نربزمعرفي منحني هاي نربزمعرفي منحني هاي نربز - - - - 1111- - - - 4444- - - - 2222

  :بصورت زير تعريف مي شود pيك منحني نربز از درجه 

)2 - 24(           ( )
( )

( )

,

0

,

0

n

i p i i

i

n

i p i

i

� w

a b

� w

ξ
ξ ξ

ξ

=

=

= ≤ ≤
∑

∑

P

C  

}كه در آن  }iP  ،نقاط كنترلي{ }iw  وزن ها و( ){ },i p� ξ اسپلاين از  -توابع پايه اي بي

  .هستند، كه بر روي بردار گره اي نامتناوب زير تعريف شده اند pدرجه 

� 1 1

1 1

, ..., , ,..., , , ...,p m p

p p

a a b bξ ξ+ − −

+ +

  
Ξ =  

  
���

 

0aو با فرض اينكه   1bو  = 0iwها، iو به ازاي تمام  =  )24 -  2(باشد، مي توان رابطه  <

  :را بصورت زير نوشت

)2 - 25(                    ( ) ,

0

n

i p i

i

Rξ
=

=∑C P  

  :داريم )25 -  2(كه در معادله 

)2 - 26(                ( )
( )

( )

,

,

,

0

i p i

i p n

j p j

j

� w
R

� w

ξ
ξ

ξ
=

=

∑
  

)كه  ){ },i pR ξ باشند توابع پايه اي نسبي هستند، كه در حقيقت يك تابع كسري قطعه اي مي.  

  :منحني نربز را مي توان بصورت زير تعريف كرد امkمشتق مرتبه 
                                                 

1- NURBS (NonUniform Rational B-Spline) 
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)2 - 27(             ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )
1

k
k i k i

ik

k
A w

i

w

ξ ξ ξ
ξ

ξ

−

=

 
−  

 =
∑ C

C  

  :كه در آن

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1

k
k k k ii

i

k
A w w

i
ξ ξ ξ ξ ξ−

=

 
= +  

 
∑C C

 

        معرفي سطوح نربزمعرفي سطوح نربزمعرفي سطوح نربزمعرفي سطوح نربز - - - - 2222- - - - 4444- - - - 2222

باشد، را مي توان به  qاز درجه  η، و در جهت pاز درجه  ξيك سطح نربز كه در جهت 

  :وسيله توابع كسري قطعه اي بصورت زير تعريف كرد

)2 - 28(       ( )
( ) ( )

( ) ( )

, , , ,

0 0

, , ,

0 0

, 0 , 1

n m

i p j q i j i j

i j

n m

i p j q i j

i j

� � w

� � w

ξ η
ξ η ξ η

ξ η

= =

= =

= ≤ ≤
∑∑

∑∑

P

S  

}در عبارت فوق  },i jP  شبكه نقاط كنترلي مي باشد كه در دو جهت تعريف شده است؛

}همچنين  },i jw  ،وزن ها( ){ },i p� ξ  و( ){ },j q� η وي اسپلاين هستند كه بر ر - توابع پايه اي بي

  .بردار هاي گره اي زير تعريف شده اند

� �

� �

1 1

1 1

1 1

1 1

0,...,0 , ,..., ,1,...,1

0,...,0 , ,..., ,1,...,1

p r p

p p

q s q

q q

ξ ξ

η η

+ − −

+ +

+ − −

+ +

  
Ξ =  

  

  
=  

  
H

 

1sكه در روابط فوق همچنان تساويهاي  m q= + 1rو  + n p= +   .برقرار مي باشد +

  اگر توابع پايه اي نسبي قطعه اي را بصورت )28 - 2(در روابط 

)2 - 29(                     ( )
( ) ( )

( ) ( )

, , ,

,

, , ,

0 0

,
i p j q i j

i j n m

k p l q k l

k l

� � w
R

� � w

ξ η
ξ η

ξ η
= =

=

∑∑
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  :تعريف كنيم؛ خواهيم داشت 

)2 - 30(                  ( ) ( ), ,

0 0

, ,
n m

i j i j

i j

Rξ η ξ η
= =

=∑∑S P  

  

  )ب(                                                    )الف(                          

 

  .مي باشد 2شبكه نقاط كنترلي و سطح نربز كه در هر دو جهت از درجه  - 9-2 شكل 

  .سطح نربز) ب(شبكه نقاط كنترلي؛ ) الف( 

        ::::[5555]مشتق سطوح نربزمشتق سطوح نربزمشتق سطوح نربزمشتق سطوح نربز - - - - 3333- - - - 4444- - - - 2222

كه . بدست مي آيد )28 - 2(مشتق سطوح نربز به وسيله يك مشتق گيري معمولي از رابطه 

  :نتيجه آن بصورت زير است

)2 - 31(                

� D�

D � D

� D�

D � D

ξ ξ
ξ

η η
η

 
= − 

 

 
= − 

 

S

S

  

مي باشند؛ كه مشتق  )28 -  2(به ترتيب عبارات صورت و مخرج رابطه  Dو  �كه در آن 

  : آنها به صورت زير است
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)2 - 32(          

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

, , , ,

0 0

, , , ,

0 0

, , ,

0 0

, , ,

0 0

n m

i p j q i j i j

i j

n m

i p j q i j i j

i j

n m

i p j q i j

i j

n m

i p j q i j

i j

� � � w

� � � w

D � � w

D � � w

ξ

η

ξ

η

ξ η

ξ η

ξ η

ξ η

= =

= =

= =

= =

′=

′=

′=

′=

∑∑

∑∑

∑∑

∑∑

P

P



   
 

 

  

  

  

  

  

  

 

::::فصل سومفصل سومفصل سومفصل سوم  

        تحليل ايزوژئومتريك تحليل ايزوژئومتريك تحليل ايزوژئومتريك تحليل ايزوژئومتريك 
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        مقدمهمقدمهمقدمهمقدمه    - - - -  1- 3

همانطور كه در فصل اول اشاره شد، مفهوم تحليل ايزوژئومتريك برگرفته از، روش هاي هندسه 

در اين فصل قصد داريم، به معرفي فرمول .كامپيوتري، اجزاي محدود و روش نقاط محدود مي باشد

براي اين منظور همانند اجزاي محدود مي توان از طريق . وژئومتريك بپردازيمبندي روش تحليل ايز

كاربردهاي فيزيكي ويژه، يا بصورت يك مفهوم رياضي عام به معرفي روش پرداخت، در اينجا روش اول 

را اختيار مي كنيم و بدين ترتيب بررسي خود را به مجموعه اي از مسائل مربوط به مكانيك سازه ها 

  .ي كنيممحدود م

در بسياري از مسائل مهندسي پيدا كردن توزيع تنش و كرنش، در محيط هاي پيوسته كشسان 

بنابراين در اينجا به بررسي موضوع در قالب يك مثال بسيار ساده تحليل تنش . مورد نظر است

  .در يك برش نازك مي پردازيم 1مسطح

                                                 

1- Plane stress  
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        ايزوژئومتريك ايزوژئومتريك ايزوژئومتريك ايزوژئومتريك     تحليلتحليلتحليلتحليلفرمول بندي فرمول بندي فرمول بندي فرمول بندي     - - - -  2- 3

        محيط پيوسته كشسانمحيط پيوسته كشسانمحيط پيوسته كشسانمحيط پيوسته كشسان - - - - 1111- - - - 2222- - - - 3333

براي مدل كردن يك منحني يا سطح در نربز معمولاً نياز داريم، كه كل دامنة منحني يا سطح 

و هر زيردامنه را بصورت جداگانه به وسيله نربز، مدل . تقسيم كنيم 1مورد نظر را، به چند زيردامنه

به همين . در فصل مشترك زيردامنه ها بايستي پيوستگي لازم، بسته به شكل مدل برقرار باشد. كنيم

دليل ابتدا فرمول بندي ايزوژئومتريك براي زيردامنه ها محاسبه كرده و سپس بايستي آنها را با هم 

  .اسمبل كنيم

به منظور تحليل يك محيط پيوسته در ايزوژئومتريك ابتدا بايد آن محيط را به يك محيط 

  .در نربز صورت مي گيردگسسته تبديل كرد، اين عمل در ايزوژئومتريك با استفاده از مفهوم سطوح 

همانطور كه در فصل دوم اشاره شد، يك صفحه در محيط نربز تشكيل شده است از يكسري 

بطوري كه نقاط كنترلي، تشكيل دهنده شبكه اي از . اي، نقاط كنترلي و بردارهاي گره اي  توابع پايه

درونيابي بين نقاط كنترلي، با نقاط هستند؛ و هر نقطه كه در روي رويه نربز واقع شده باشد، به وسيله 

در حقيقت مي توان يك رويه نربز را در صورت معلوم . استفاده از توابع پايه اي نربز مشخص مي شود

از اين مفهوم مي توان بطور . بودن بردارهاي گره اي، با مشخص نمودن نقاط كنترلي آن تعريف كرد

پارامتري مورد نياز تحليل مسئله استفاده  همزمان،هم در تعريف هندسه مسئله و هم در تعريف فضاي

  .كرد

براي گسسته سازي يك محيط پيوسته در تحليل ايزوژئومتريك از نقاط كنترلي نربز استفاده 

همانطور كه اشاره شد بر خلاف روش هاي كلاسيك اجزاي محدود، كه براي تعريف هندسه . مي گردد

ده مي كنند، در روش ايزوژئومتريك تعريف و فضاي پارامتري تحليل از دو محيط متفاوت استفا

كه اين نكته يكي از . هندسه و فضاي پارامتري مورد نياز تحليل هر دو در محيط نربز صورت مي گيرد

                                                 

1- Patch 
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  .مزاياي مهم اين روش نسبت به اجزاي محدود مي باشد

  

  

  )ب(                                               )          الف(                             

 

  گسسته سازي دامنه در تحليل ايزوژئومتريك با استفاده از نقاط كنترلي؛ - 1-3 شكل 

  .دار صفحه سوراخ) ب(تير طره؛ ) الف( 

نقاط ، در )به عنوان مثال تغيير مكان(بطور كلي در روش ايزوژئومتريك مقدار مجهول مسئله 

  .كنترلي نربز محاسبه مي شود؛ و سپس به وسيلة توابع پايه اي نربز در بقيه نقاط تقريب زده مي شود

حال اگر نقاط كنترلي را طوري انتخاب كنيم كه، مولفه هاي  اول و دوم  مختصات  اين  نقاط 

),x yP P( مولفة سوم مختصات اين نقاط ، بتوانند هندسه مسئله را برآورد كنند، و همچنين)zP ( را

طوري محاسبه كنيم، كه درونيابي بين اين نقاط به وسيله توابع پايه اي نربز نشان دهندة، تغيير مكان 

ندة نشان ده xyآن نقطه باشد؛ در حقيقت مي توان رويه اي تشكيل داد كه تصوير آن روي صفحة 

نشان دهندة تغيير مكان آن  xyنسبت به صفحه ) z(هندسه مسئله و ارتفاع رويه در هر نقطه 

  .نقطه باشد

}داراي تعدادي نقاط كنترلي  1هر زير دامنه: تابع تغيير مكان },i jP فرض كنيم تغيير . مي باشد

  :تقريب زده شود ûمكان در هر نقطة داخل زير دامنه به صورت يك بردار ستوني 

                                                 

1- Patch 
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)3 - 1(                        , ,
ˆ

i j i j

i j

R≈ =∑∑u u P  

 :به عنوان مثال در حالت دو بعدي داريم

)3 - 2(                                         
( )
( )

,

,

u x y

v x y

  
=  

  
u  

,i jP ها نمايشگر بردار مولفه هاي سوم مختصات نقاط كنترلي نربز مي باشند، كه خود داراي دو

  .vو ديگري براي تغيير مكان در جهت uمولفه مي باشد يكي براي تغيير مكان در جهت

)3 - 3(                
,

,

,

u i j

i j

v i j

P

P

  
=  
  

P  

i,و همچنين jR  توابعي معلوم از مكان مي باشند؛ و به وسيله آنها مي توان تغيير مكان در هر

اين توابع عملكردي . نقطه دلخواه داخل زير دامنه را از روي تغيير مكان نقاط كنترلي درونيابي كرد

  .دارندمانند توابع شكل در اجزاي محدود 

i,همانطور كه قبلاً اشاره شد توابع  jR  همان توابع پايه اي نربز مي باشند؛ و مطابق آنچه در

مورد اين توابع در فصل دوم ذكر شد اين توابع معمولاً در دستگاه مختصات نرمالي مانند 

0 , 1ξ η≤ حال اگر براي هر زير دامنه يك دستگاه مختصات نرمال محلي در . محاسبه مي شوند ≥

  .نظر گرفته شود مي توان محاسبات را بطور ساده تري در اين دستگاه مختصات انجام داد

)3 - 4(              
( )
( )

, ,

0 0

, ,

0 0

,

,

n m

i j u i j

i j

n m

i j v i j

i j

R
u

v
R

ξ η

ξ η
= =

= =

 
     

= =   
    

  

∑∑

∑∑

P

u

P

  

طور كه در فصل دوم ذكر شد داراي ويژگي هاي همان )4 - 3(توابع پايه اي بكار رفته در معادله 

زيادي مي باشند كه مي توان از آنها براي ساده تر شدن محاسبات استفاده كرد يكي از اين ويژگي ها 

ξ,بدان اشاره شد؛ نشان مي دهد كه براي هر  6-2 شكل و  -1- 3-2 كه در بخش  η  فقط تعداد
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ξ,ابع غير صفر مي باشند، بطوري كه اگر فرض كنيم محدودي از اين تو η  به ترتيب در دهانه هاي

]يعني (ام قرار دارند jام و iگره اي  )1,i iξ ξ ξ j,1(و  ∋+ jη η η +∈ ( و درجه توابع پايه اي در جهت ،

)باشند، آنگاه فقط حداكثر  H ،qو در جهت بردار گره اي  Ξ ،pبردار گره اي  )( )1 1p q+ + 

  .تابع پايه اي غير صفر وجود خواهد داشت

  :را به معادله زير كاهش داد )4 -  3(بنابراين مي توان معادله 

)3 - 5(                 
( )
( )

, ,

, ,

,

,

ji

k l u k l

k i p l j q

ji

k l v k l

k i p l j q

R
u

v
R

ξ η

ξ η
= − = −

= − = −

 
     

= =   
    

  

∑ ∑

∑ ∑

P

u

P

  

  :[6]را به فرم ماتريسي زير نوشت  )5 - 3(همچنين مي توان معادله 

)3 - 6(                        .=u R P  

  :ماتريس ستوني تغيير مكان هاي نقاط كنترلي به فرم زير است uكه در آن 

)3 - 7(                 ,

, ,

T
i j

i j i ju v =  u  

  :ماتريس توابع پايه اي نسبي نربز به فرم زير است Rو 

)3 - 8( 
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
, , ,

, , ,

, 0 ... , 0 ... , 0

0 , ... 0 , ... 0 ,

i p j q i p j i j

i p j q i p j i j

R R R

R R R

ξη ξη ξη
ξη ξη ξη

− − −

− − −

 
= 
 

R  

  :ماتريس ستوني زير مي باشد Pهمچنين 

)3 - 9(, , , , , ,... ...
T

u i p j q v i p j q u i p j v i p j u i j v i jP P P P P P− − − − − − =  P  

كرنش ها را در هر  با معلوم بودن تغيير مكان در نقاط داخل هر زير دامنه مي توان: كرنش ها

نقطه دلخواه بدست آورد؛ اين فرآيند همواره منجر به رابطه اي مي شود كه مي توان آن را به فرم 

  :[7]ماتريسي زير نوشت 
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)3 - 10(                          ε =Lu  

عملگر ديفرانسيل مي باشد؛ كه براي مسائل  Lكرنش، و  εبردار تغيير مكان ها،  uكه در آن

  :دو بعدي بصورت زير تعريف مي شود

)3 - 11(                     

0

0

x

y

y x

 ∂
 
∂ 

 ∂
=  ∂ 

 ∂ ∂
 ∂ ∂ 

L  

  :مي توان كرنش را بصورت زير تقريب زد )6 - 3(با استفاده از معادله 

)3 - 12(                         ε = BP  

B=كه در آن  LR مي باشد.  

در حالت كلي ممكن است ماده داخل هر زير دامنه تحت تاثير كرنش هاي اوليه، براي : تنش ها

اگر اين . مثال كرنش هاي حاصل از تغييرات دما، انقباض، رشد كريستالي و غيره، قرار داشته باشد

ن كرنش هاي موجود و نشان داده شود، تنش ها در جسم، ناشي از تفاوت بي 0εكرنش ها با 

  .هاي اوليه خواهد بود  كرنش

علاوه بر اين بهتر است چنين فرض شود كه جسم مورد نظر، از ابتدا تحت تاثير مجموعه اي از 

معلوم، قرار گرفته، كه پيش بيني آنها بدون اطلاع كامل از تاريخچه  0σتنش هاي اوليه باقيمانده، 

بنابراين، با . اين تنش ها را مي توان به آساني به تنش هاي ديگر افزود. ر ناممكن استماده مورد نظ

  :فرض وجود رفتار خطي كشسان، رابطة بين تنش ها و كرنش ها خطي و بصورت زير خواهد بود

)3 - 13(                  ( )0 0σ ε ε σ= − +D  

  :ماتريس كشساني و نمايشگر خواص ماده مورد نظر است Dكه در آن 
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)3 - 14(                  
( )

2

1
2

1 0

1 0
1

0 0

E

ν

ν
ν

ν −

 
 =  −
  

D  

  :در مسائل تنش مسطح، تنش نيز نظير كرنش ها تعريف شده و داراي سه مؤلفه است

)3 - 15(                      
x

y

xy

σ

σ

τ

 
 

=  
 
 

σ  

يكي از روش هايي كه در اجزاي محدود براي هم ارزسازي استاتيكي نيروهاي گره اي با 

مرزي و بارهاي گسترده و نهايتاً محاسبه ماتريس سختي، استفاده مي شود؛ بكار بردن هاي  تنش

را ) مجازي(به اين ترتيب كه ابتدا يك تغيير مكان گره اي فرضي . روش تغيير مكان مجازي مي باشد

اعمال و كارهاي داخلي و خارجي را كه نيروهاي مختلف در اثناي اين تغيير مكان انجام مي دهند، 

  .[7]اوي فرض مي كنيم مس

از همين روش مي توان براي محاسبة ماتريس ضرايب در ايزوژئومتريك نيز استفاده كرد؛ به 

و  b 1مي باشد، نيروهاي كالبدي Γكه داراي مرزهاي Ωطوري كه اگر در يك زير دامنه مانند 

  :وجود داشته باشند، مي توان نوشت t 2نيروهاي سطحي

)3 - 16(          0
T

T Td d dδ δ δ
Ω Ω Γ

Ω− Ω− Γ =∫ ∫ ∫ε σ u b u t  

  :مي توان نوشت )12 - 3(و  )6 - 3(با استفاده از معادلات 

)3 - 17(                    δ δ=u R P  

)3 - 18(                    δ δ=ε B P  

  :داريم )16 - 3(حال با جايگذاري معادلات فوق در معادله 

                                                 

1- Body forces  

2- Traction forces 
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)3 - 19(           0T T T T T T
d d dδ δ δ

Ω Ω Γ
Ω − Ω − Γ =∫ ∫ ∫P B σ P R b P R t  

  :خواهيم داشت )13 - 3(و استفاده از رابطة  δPبا حذف 

)3 - 20(   
0 0T T T T T

d d d d
Ω Ω Ω Ω Γ

Ω− Ω+ Ω− Ω− Γ =∫ ∫ ∫ ∫ ∫0
B D ε B D ε B σ d R b R t  

  :محاسبه نمود )12 - 3(را از معادلة  εاز طرفي مي توان 

)3 - 21(
0 0T T T T T

d d d d
Ω Ω Ω Ω Γ

Ω− Ω+ Ω− Ω− Γ =∫ ∫ ∫ ∫ ∫0
B DBP B Dε B σ d R b R t  

  :در نهايت مي توان اين رابطه را به صورت خطي زير نوشت

)3 - 22(                       =KU F  

نيروهاي  Fو ) تغيير مكان ها(مجهولات مسئله  U،)سختي(ماتريس ضرايب  Kكه در آن

  :خارجي وارده بر زير دامنه مي باشند؛ كه بصورت زير تعريف مي شوند

)3 - 23(                   T
d

Ω
= Ω∫K B DB  

)3 - 24(              T T
d d

Ω Γ
= Ω + Γ∫ ∫F R b R t

  

  .مي توان مجهولات مسئله را محاسبه نمود )22 - 3(با حل دستگاه معادلات 

        معرفي هندسهمعرفي هندسهمعرفي هندسهمعرفي هندسه - - - - 2222- - - - 2222- - - - 3333

كلي استفاده در اجزاي محدود ايزوپارامتريك براي تقريب زدن هندسه، از همان توابع ش

مشابه آنچه در . شود، كه براي تقريب زدن مجهول مسئله در نقاط داخلي جزء استفاده شده بود  مي

مورد اجزاي محدود ايزوپارامتريك ذكر شد، در ايزوژئومتريك نيز بكار برده مي شود؛ يعني از همان 

استفاده شده بود، براي  توابع پايه اي كه براي درون يابي مجهول مسئله در نقاط داخلي زير دامنه

با اين تفاوت كه در اينجا با توجه به استفاده از . برآورد كردن هندسه مسئله هم استفاده مي شود

  .روابط نربز مي توان هندسه مسئله را بطور دقيق برآورد كرد
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. براي تشكيل هندسه در محيط نربز، احتياج به نقاط كنترلي و بردارهاي گره اي مي باشد

ي گره اي از پارامترهاي مؤثر تعيين توابع پايه اي هستند؛ بنابراين بردارهاي گره اي بكار رفته بردارها

  .در تعيين هندسه همان بردارهاي گره اي مربوط به تحليل مسئله مي باشند

قاط كنترلي مورد استفاده هم همان نقاطي هستند كه براي تحليل مسئله بكار نهمچنين 

قاط كنترلي براي از مؤلفه هاي اول و دوم مختصات ن ما در يك مسئله دو بعدي؛ و در حقيقت اند رفته

بنابراين مي توان براي . تعريف هندسه و از مؤلفه سوم آن به عنوان مجهول مسئله استفاده مي كنيم

  :تعريف هندسه از روابط زير استفاده كرد

)3 - 25(                 
( ) ( )

( ) ( )

, ,

0 0

, ,

0 0

, ,

, ,

n m

i j x i j

i j

n m

i j y i j

i j

x R P

y R P

ξ η ξ η

ξ η ξ η

= =

= =

=

=

∑∑

∑∑
  

ξ,كه در آن  η  يعني (پارامترهايي در مختصات نرمال هستند, 10 ξ η≤ ,، و )≥ ,,y i j x i jP P  به

  .ترتيب اولين و دومين مؤلفه هاي مختصات نقاط كنترلي مي باشند

        محاسبه ماتريس سختيمحاسبه ماتريس سختيمحاسبه ماتريس سختيمحاسبه ماتريس سختي    - - - -  3- 3

        معرفي انتگرال ماتريس سختيمعرفي انتگرال ماتريس سختيمعرفي انتگرال ماتريس سختيمعرفي انتگرال ماتريس سختي - - - - 1111- - - - 3333- - - - 3333

مجهولات  )22 - 3(ذكر شد، مي توان با حل دستگاه معادلات  2-3 همانطور كه در بخش 

  :ضريب مجهولات بصورت زير تعريف مي شود )22 - 3(در معادله . مسئله را محاسبه نمود

)3 - 26(               ( ) ( ), ,
patch

T dξ η ξ η
Ω

= Ω∫K B DB  

كه تشابه زيادي با انتگرال .كه اين انتگرال نشان دهنده ماتريس سختي يك زير دامنه مي باشد

ماتريس سختي در اجزاي محدود دارد، اما بايستي توجه داشت كه اين دو داراي تعاريف متفاوتي با 

  .شندهم مي با
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اگر . با توجه به رابطه ارائه شده براي ماتريس سختي مي توان ابعاد اين ماتريس را حدس زد

فرض كنيم، ابعاد ماتريس  2نشان دهيم، و تعداد درجات آزادي آنها را  �Pتعداد نقاط كنترلي را با 

2سختي  2�P �P× مي باشد، كه يك ماتريس مربعي است.  

جهت خودكار سازي روش ايزوژئومتريك براي محاسبه انتگرال هاي ماتريس سختي از 

گيري عددي مانند قاعده  گيري عددي استفاده مي كنيم روش هاي مختلفي براي انتگرال انتگرال

رد، كه در اين بحث از و غيره وجود دا 3گيري گاوس ، روش انتگرال2كوتز-، فرمول نيوتن1سيمپسون

  .گيري گاوس استفاده خواهيم كرد روش انتگرال

        گيري گاوسگيري گاوسگيري گاوسگيري گاوس    روش انتگرالروش انتگرالروش انتگرالروش انتگرال - - - - 2222- - - - 3333- - - - 3333

گيري نياز دارد، لازم است بيشترين دقت  از آنجا كه روش ايزوژئومتريك به مقدار زيادي انتگرال

يكي از دقيقترين روش هاي . به دست آورد) وقت كامپيوتر(ممكن را همراه با كمترين هزينه 

  :معين زير را در نظر بگيريدانتگرال . انتگرال گيري گاوس استگيري عددي، فرمول  نتگرالا

)3 - 27(                       ( )
b

a
I f x dx= ∫  

)عدد مفروض، از مقادير  nكه از روي  )f xگاوس . ، به صورت عددي بايد محاسبه شود

را بررسي كرد كه براي دستيابي به بيشترين دقت ممكن بايد انتخاب  xمسأله تعيين مقاديري از 

)به عبارت ديگر، چگونه بازة . شوند ),a b  را بايد تقسيم بندي كرد تا بهترين نتايج ممكن را بدهد؟

ايستي نسبت به نقطه مياني بازه به نقطه بازه نبايستي هم فاصله باشند، بلكه ب nگاوس دريافت كه 

به  yفرض كنيد . برخي از نتايج بررسي هاي گاوس، در زير آمده است. طور متقارن قرار گيرند

( )f x  تغيير متغيري را . بايد محاسبه شود )27 - 3(اشاره دارد كه در انتگرالي مانند انتگرال رابطه

                                                 

1- Simpson's Rule 

2- Newton-cotes Formula  

3- Gaussian Quadrature 
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  :به صورت زير تعريف مي كنيم

)3 - 28(            ( ) ( ) ( )1 1

2 2
x r b a r b a= − + +  

)مقدار جديد . شوند+ 1و  -1مساوي  rبه طوري كه حدهاي بي بعد انتگرال گيري  )y r 

  :عبارت است از

)3 - 29(              ( ) ( ) ( ) ( )1 1

2 2
y f x f b a r b a r

 = = − + + =Φ  
  

)كه  )28 - 3(با توجه به معادلة  )1
2

dx b a dr=   :، انتگرال اوليه به صورت زير در مي آيد−

)3 - 30(                   ( ) ( )
1

1

1

2
I b a r dr

−
= − Φ∫  

  :به صورت زير محاسبه مي شود )30 - 3(گاوس نشان داد كه انتگرال معادلة 

)3 - 31(                     ( ) ( )
1

1
1

n

i i

i

r W r
−

=

Φ = Φ∑∫  

iكه 
W  وi

r  مقادير جدول بندي شده توابع وزن و طول رابسته بهn  نقطه در بازه بي بعد

  :بدين ترتيب، نتيجه نهايي عبارت است از. را نشان مي دهند) -1, 1(

)3 - 32(          ( ) ( ) ( )( )
1 1

1

2

n n

i i i i

i i

I b a W r f x r W
= =

= − Φ =∑ ∑  

)همچنين، گاوس نشان داد كه اين معادله، از چند جمله اي درجة  )2 1n دقيقاً انتگرال  −

، مجموعه اي چندگانه از نقاط و +)1تا  -1باگستره (براي انتگرال هاي در فضاي چند بعدي . گيرد  مي

ولي از نقاط گوس و وزن ها در فضاي دو بعدي در زير ارائه شده وزن ها مي توان بدست آورد، جد

  .است
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  .[8] گيري گاوس مختصات و وزن هاي نقاط انتگرال -1- 3 جدول 

  

        حل عددي انتگرال ماتريس سختيحل عددي انتگرال ماتريس سختيحل عددي انتگرال ماتريس سختيحل عددي انتگرال ماتريس سختي - - - - 3333- - - - 3333- - - - 3333

بندي زيردامنه داريم، تا بتوانيم از گيري به روش گاوس احتياج به المان  براي استفاده از انتگرال

نقاط گاوس و وزن هاي ارائه شده براي المان هاي چهارضلعي در اجزاي محدود استفاده كنيم 

بطوري كه هر زير . بندي در ايزوژئومتريك با استفاده از دهانه هاي گره اي نربز انجام مي شود المان

]مجموعه بصورت ] [ ]1 1, ,i i i iξ ξ η η+ نمونه اي از اين  2-3 شكل در . ناميده مي شود 1ن نربزالمايك  ×+

  .المان بندي نشان داده شده است

 

  زيردامنه نربز و المان هاي ساخته شده به وسيله دهانه هاي گره اي - 2-3 شكل 

ي به روش گاوس بر روي هر يك از اين المان ها، انتگرال را روي گير حال مي توان با انتگرال

                                                 

1- NURBS element 
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  .كل سطح هر زيردامنه محاسبه نمود

  :ماتريس سختي هر زير دامنه بصورت زير ارائه شد 2-3 در بخش 

)3 - 33(                 ( ) ( ), ,
patch

T

patch dξ η ξ η
Ω

= Ω∫∫K B DB  

)همانطور كه ملاحظه مي شود اين انتگرال وابسته به  ),ξ ηB  مي باشد كه بصورت زير تعريف

  :مي شود

)3 - 34(                      

0

0

x

y

y x

 ∂
 
∂ 

 ∂
= =  ∂ 

 ∂ ∂
 ∂ ∂ 

B LR R  

x,نسبت به  Rبنابراين براي حل انتگرال ماتريس سختي احتياج به مشتقات  y  در دستگاه

كه براي ارتباط بين دستگاه مختصات كلي و فضاي پارامتري نربز، ژاكوبين زير را . مختصات كلي داريم

  :تعريف مي كنيم

)3 - 35(                      
1

x y

x y

ξ ξ

η η

∂ ∂ 
 ∂ ∂
 =
∂ ∂ 

 ∂ ∂ 

J  

  :بنابراين داريم

)3 - 36(              1

1

x

y

ξ

η

−

∂ ∂ 
   ∂∂   

=   ∂ ∂   
∂   ∂   

RR

J
R R

  

كه در آن 
ξ

∂
∂
R  و

η
∂
∂
R ا توجه به اينكه همچنين ب .مشتقات جزئي توابع پايه اي نربز مي باشند
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همه پارامترهاي انتگرال ماتريس سختي برحسب مختصات فضاي پارامتري نربز مي باشد؛ ساده ترين 

1detكه اين عمل باعث ايجاد . راه براي انتگرال گيري استفاده از همين فضاي پارمتري مي باشد J  در

  :را بصورت زير نوشت )33 - 3(بنابراين مي توان رابطه . انتگرال ماتريس سختي مي شود

)3 - 37(              ( ) ( ) 1, , det
patch

T

patch d dξ η ξ η ξ η
Ω

= ∫∫K B DB J  

گيري گاوس بايستي مقدار تابع داخل  ذكر شد، در انتگرال -2-3-3 همانطور كه در بخش 

انتگرال، در نقاط گاوس محاسبه شود؛ ضمن اينكه نقاط گاوس نقاطي از پيش تعيين شده است، كه 

در . زاي محدود محاسبه شدهبراي المان هاي مختلف از جمله المان هاي چهار ضلعي در اج

مشخص شده است،  1يا سرنديپيتي لهاي چهار ضلعي اين نقاط در دستگاه مختصات نرما المان

. بنابراين براي اينكه بتوانيم از اين نقاط ارائه شده بهره ببريم، بايستي از يك نگاشت استفاده كنيم

ام را به دستگاه iپيتي المان بطوري كه اين نگاشت مختصات نقاط ارائه شده در دستگاه سرندي

)مختصات نرمال زيردامنه نربز  ),ξ η منتقل مي كند .  

)3 - 38(                         
( ) ( )

( ) ( )

1 1

1 1

1

2

1

2

i i i i

i i i i

r

s

ξ ξ ξ ξ ξ

η η η η η

+ +

+ +

= − + +  

= − + +  

  

r,كه در روابط فوق  s  مؤلفه هاي مختصات نقاط در دستگاه سرنديپيتي المان و,ξ η 

  .هاي مختصات در دستگاه نرمال زير دامنه نربز مي باشد مؤلفه

  :باعث ايجاد ژاكوبين بصورت زير مي شودگيري  اين نگاشت در انتگرال

)3 - 39(    2 2, det
r r

d d drds

s s

ξ η

ξ η
ξ η

∂ ∂ 
 ∂ ∂= = 
∂ ∂ 

 ∂ ∂ 

J J  

                                                 

1- Serendipity coordinate 
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  كه در آن

)3 - 40(      
( )

( )

1

1

1
, 0

2

1
0 ,

2

i i

i i

r r

s s

ξ η
ξ ξ

ξ η
η η

+

+

∂ ∂
= − =

∂ ∂
∂ ∂

= = −
∂ ∂

  

براي ماتريس سختي را به فرم نهايي زير در دستگاه مختصات  )37 - 3(بنابراين مي توان رابطه 

  :سرنديپيتي المان نوشت

)3 - 41(             ( ) ( )
1 1

1 2
1 1

, , det detT

patch r s r s drds
− −

=∑∫ ∫K B DB J J  

        سازه هاي داراي تقارن محوريسازه هاي داراي تقارن محوريسازه هاي داراي تقارن محوريسازه هاي داراي تقارن محوري    – 4- 3

ليل اجسامي كه تقارن محوري دارند و بار اعمالي به آنها نيز متقارن محوري است در تح

حليل مي توان بررسي تنش و از كاربرد هاي اين نوع ت. بسياري از پروژه هاي مهندسي مورد نياز است

كرنش هاي اعمالي به يك مخزن بزرگ تحت فشار، تحليل جريان سيال در لوله ها، ديسك هاي 

  .توربين ها و پي هاي استوانه اي قرار گرفته بر روي توده هاي خاكي را نام برد

  

   حالت هاي تنش مسطح، كرنش مسطح و تقارن محوريتحليل دو بعدي در  - 3-3 شكل 

سازه هايي هستند كه از نظر هندسه، خواص ماده، شرايط مرزي و سازه هاي متقارن محوري 

وجود تقارن . )3-3 شكل ( مستقل هستند θگذاري در دستگاه مختصات استوانه اي نسبت به ربا
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بنابراين . وجود ندارد θمحوري تضمين مي كند كه هيچ نوع حركت و تغيير مكاني در امتداد زاويه 

در يك مدل تقارن محوري تغيير مكان ها و كرنش هاي ناشي از باگذاري، صرفاً در امتداد شعاعي و 

راي نشان دهنده تنش ها و كرنش هاي ايجاد شده ب )4-3 شكل (شكل . محوري وجود خواهند داشت

  .[9]يك جسم داراي تقارن محوري در دستگاه مختصات استوانه اي مي باشد

 

  تنش ها و كرنش هاي ايجاد شده در مسائل تقارن محوري - 4-3 شكل 

مستقل هستند بنابراين  θهمانطور كه ذكر شد، سازه هاي داراي تقارن محوري نسبت به 

مستقل خواهد بود، در نتيجه مسئله سه بعدي در مختصات  θتحليل اينگونه مسائل هم نسبت به 

( ), ,r zθ  به مسئله دو بعدي در صفحهrz كاهش پيدا مي كند.  

البته بايستي توجه داشت كه المان هاي ايجاد شده روي اين سطح، نه بيان كننده يك سطح، 

هر نقطه روي اين سطح . ايجاد مي شود zبلكه نماد حجمي است كه از دوران المان ها حول محور 

به معني صفر  θواضح است كه عدم حركت در امتداد . حركت نمايد zو  rتنها مي تواند در امتداد 

زيرا حركت گره در امتداد شعاعي، محيط دايره اي را كه از دوران آن . بودن كرنش در آن امتداد نيست

به ايجاد كرنش در  اين تغيير محيط منجر. نقطه حول محور تقارن ايجاد مي شود، تغيير مي دهد

  .خواهد شد θامتداد 

بخش هاي قبلي در مورد تحليل ايزوژئومتريك و همچنين با توجه به مطالب بيان شده در 

خواص سازه داراي تقارن محوري، مي توان اين نوع سازه ها را همانند مسائل تنش و يا كرنش مسطح، 



44 

 

حال اگر نقاط كنترلي را طوري انتخاب كنيم كه، . دو بعدي مدل كردبه وسيله سطوح نربز در حالت 

,(مولفه هاي  اول و دوم  مختصات  اين  نقاط 
r z

P P( بتوانند هندسه مسئله را برآورد كنند، و ،

 همچنين مولفة سوم مختصات اين نقاط را طوري محاسبه كنيم، كه درونيابي بين اين نقاط به وسيله

توابع پايه اي نربز نشان دهندة، تغيير مكان آن نقطه باشد؛ در حقيقت مي توان رويه اي تشكيل داد 

نشان دهندة هندسه مسئله و ارتفاع رويه در هر نقطه نسبت به صفحه  rzكه تصوير آن روي صفحة 

rz نشان دهندة تغيير مكان آن نقطه باشد.  

هر نقطه را به ترتيب با ) zدر جهت(و محوري ) rدر جهت(بنابراين اگر حركت هاي شعاعي 

u وv طه در داخل زير دامنه نربز را بصورت زير از روي نقاط نشان دهيم؛ مي توان تغيير مكان هر نق

  .كنترلي مربوط درونيابي كرد

)3 - 42(                                       
( )
( )

( )

( )

, ,

, ,

,
,

,
,

i j u i j

i j

i j v i j

i j

R
u r z

v r z
R

ξ η

ξ η

 
     

= =   
    

  

∑∑

∑∑

P

u

P

  

  :همچنين مي توان معادله فوق را به فرم ماتريسي زير نوشت

)3 - 43(                                                                              .=u R P  

  :ماتريس ستوني تغيير مكان هاي نقاط كنترلي به فرم زير است uكه در آن 

)3 - 44(                                                                              
,

, ,

T
i j

i j i ju v =  u  

  :ماتريس توابع پايه اي نسبي نربز به فرم زير است Rو 

)3 - 45(  ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

, , ,

, , ,

, 0 ... , 0 ... , 0

0 , ... 0 , ... 0 ,

i p j q i p j i j

i p j q i p j i j

R R R

R R R

ξη ξη ξη
ξη ξη ξη

− − −

− − −

 
= 
 

R  

  :ماتريس ستوني زير مي باشد Pهمچنين 

)3 - 46(  
, , , , , ,... ...

T

u i p j q v i p j q u i p j v i p j u i j v i j
P P P P P P− − − − − − =  P  
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بردار كرنش ها در مسائل داراي تقارن محوري داراي چهار مولفه مستقل از هم : كرنش ها

  :؛ كه بصورت زير تعريف مي شودباشد مي

)3 - 47(                                                                            

rr

zz

rz

θθ

ε

ε
ε

ε

ε

 
 
 

=  
 
  

  

با معلوم بودن تغيير مكان در نقاط داخل هر زير دامنه مي توان كرنش ها را در هر نقطه دلخواه 

  :رابطه زير را در فرم ماتريسي براي آن نوشت كه مي توان. بدست آورد

)3 - 48(                                                                  

0

0

0

u

r

v

z

u

r

v u

r z

ε

∂ 
 ∂
 

∂ 
 ∂= =  
 
 
 ∂ ∂
 
∂ ∂ 

Lu  

عملگر ديفرانسيل مي باشد؛ كه براي مسائل  Lكرنش، و  εبردار تغيير مكان ها،  uكه در آن

  :حوري بصورت زير تعريف مي شودمتقارن م

)3 - 49(                                                                           

0

0

1
0

r

z

r

r z

∂ 
 ∂
 

∂ 
 ∂=  
 
 
 ∂ ∂
 
∂ ∂ 

L  

  :تغيير مكان مي توان كرنش را بصورت زير تقريب زد -با استفاده از رابطه كرنش

)3 - 50(                                                                                     ε = BP  
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براي مسائل تقارن محوري بصورت  Bماتريس  Lكه با توجه به ماتريس ديفرانسيل گيري 

  :زير است

)3 - 51(                                          

( )

( )

( )

( ) ( )

,
0 ...

,
0 ...

,
0 ...

, ,
...

R

r

R

z

R

r

R R

z r

ξ η

ξ η

ξ η

ξ η ξ η

∂ 
 ∂ 

∂ 
 ∂ = =
 
 
 
∂ ∂ 

 ∂ ∂ 

B LR  

با  توجه به مطالب گفته شده در بخش هاي قبلي مي توان چهار مولفه تنش را : تنش ها

  :بصورت زير براي بردار تنش ها در نظر گرفت

)3 - 52(                                                                                 

rr

zz

rz

θθ

σ

σ
σ

σ

σ

 
 
 

=  
 
  

  

ي و بصورت زير خواهد با فرض وجود رفتار خطي كشسان، رابطة بين تنش ها و كرنش ها خط

  :بود

)3 - 53(                                                                     ( )0 0σ ε ε σ= − +D  

  .ماتريس خواص مصالح مي باشد و از رابطه زير محاسبه مي شود Dكه در آن 

)3 - 54(         
( ) ( )

( )
( )

( )
( )

1 0

1 0

1 01 1 2
1 2

0 0 0
2

E

ν ν ν
ν ν ν
ν ν νν ν

ν

 − 
 − 

=  −+ −  
− 

 

D  
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        ماتريس سختي سازه هاي متقارن محوريماتريس سختي سازه هاي متقارن محوريماتريس سختي سازه هاي متقارن محوريماتريس سختي سازه هاي متقارن محوري    – 5- 3

همانند مسائل تنش و كرنش مسطح براي هم ارز سازي استاتيكي نيروهاي گره اي با تنش 

از روش كار مجازي استفاده هاي مرزي و بار هاي گسترده و نهايتاً محاسبه ماتريس سختي مي توان 

  :وكه در اين حالت مي توان رابطه زير را براي آن نوشت. كرد

)3 - 55(                                      0
T

T T

V V
dv dv dδ δ δ

Γ
− − Γ =∫ ∫ ∫ε σ u b u t  

  .حجم سازه مي باشد Vكه در آن 

با تكرار روندي كه در مورد مسائل تنش و كرنش مسطح ذكر شد؛ مي توان ماتريس سختي را 

اين حالت بجاي  بصورت زير براي مسائل متقارن محوري نوشت با اين تفاوت كه انتگرال گيري در

  .مي شود انجامحجم دامنه مسئله سطح بر روي 

)3 - 56(                                                                   T

patch
V

dv= ∫K B DB  

  :همچنين بردار نيروها به وسيله انتگرال زير قابل محاسبه است

)3 - 57(                                                          T T

V
dv d

Γ
= + Γ∫ ∫F R b R t  

        ::::محاسبه انتگرال ماتريس سختيمحاسبه انتگرال ماتريس سختيمحاسبه انتگرال ماتريس سختيمحاسبه انتگرال ماتريس سختي     - - - - 1111- - - - 5555- - - - 3333

همانطور كه در بخش قبل ذكر شد، انتگرال ماتريس سختي در مسائل متقارن محوري بايستي 

اين عمل با استفاده از المان حجمي نربز امكان پذير . هاي نربز محاسبه شود حجم زير دامنه بر روي

است؛ اين المان از دوران يك المان سطحي نربز حول محور تقارن ايجاد مي شود؛ كه به صورت يك 

  .حلقه با سطح مقطع چهار ضلعي مي باشد

  :ير دامنه نربز بصورت زير نوشتبنابراين مي توان انتگرال ماتريس سختي را براي هر ز

)3 - 58(                                                     T

patch
V

r drdzdθ= ∫ ∫ ∫K B DB  
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dvبايستي توجه داشت كه جزء حجم در مختصات استوانه اي بصورت  r drdzdθ= باشد مي .

مي باشند مي توان اين انتگرال  θهمچنين با توجه با اين نكته كه مسائل متقارن محوري مستقل از 

  :را بصورت دو بعدي زير تبديل كرد

)3 - 59(                                                      2 T

patch
V

r drdzπ= ∫ ∫K B DB  

 Bحظه مي شود براي محاسبه ماتريس سختي احتياج به محاسبه ماتريس همانطور كه ملا

؛ كه در ان نياز به محاسبه مشتق باشد مي
R

r

∂
∂

و  
R

z

∂
∂

هر سه  zو R ،rدر صورتي كه . مي باشد 

به همين دليل براي محاسبه اين . مي باشند ηو  ξتابعي از مختصات فضاي پارامتري نربز يعني 

  .مشتقات ژاكوبين زير را تعريف مي كنيم

)3 - 60(                                                                         
1

r z

r z

ξ ξ

η η

∂ ∂ 
 ∂ ∂
 =
∂ ∂ 

 ∂ ∂ 

J  

  :با اين تعريف داريم

)3 - 61(                                                                    1

1

r

z

ξ

η

−

∂ ∂ 
   ∂   ∂ =   

∂ ∂   
   ∂ ∂   

RR

J
R R

  

Rكه در آن 

ξ
∂
∂

Rو  

η
∂
∂

-4- 2  بخشهمان مشتقات جزئي توابع پايه اي نربز مي باشند؛ كه در  

  .توضيح داده شده است - 3

فضاي  در دستگاه مختصات ،مه پارامترهاي انتگرال ماتريس سختيهمچنين با توجه به اينكه ه

پارامتري نربز بيان شده است؛ ساده ترين راه براي محاسبه انتگرال سختي استفاده از همين دستگاه 

1detكه اين عمل باعث ايجاد ژاكوبين  .مختصات مي باشد J  در رابطه انتگرال ماتريس سختي
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  .شود مي

)3 - 62(  ( ) ( )
1 1

1 1
0 0

det 2 , , detT

patchdrdz d d K r d dξ η π ξ η ξ η ξ η= ⇒ = ∫ ∫J B DB J  

گيري گاوس بايستي  انتگرالدر . براي محاسبه انتگرال فوق مي توان از روش گاوس استفاده كرد

مقدار تابع داخل انتگرال، در نقاط گاوس محاسبه شود؛ ضمن اينكه نقاط گاوس نقاطي از پيش تعيين 

شده است، كه براي المان هاي مختلف از جمله المان هاي چهار ضلعي در اجزاي محدود محاسبه 

يا سرنديپيتي مشخص شده  هاي چهار ضلعي اين نقاط در دستگاه مختصات نرمان در المان. شده

است، بنابراين براي اينكه بتوانيم از اين نقاط ارائه شده بهره ببريم، بايستي از يك نگاشت استفاده 

ام را به دستگاه iبطوري كه اين نگاشت مختصات نقاط ارائه شده در دستگاه سرنديپيتي المان . كنيم

)مختصات نرمال زيردامنه نربز  ),ξ η منتقل مي كند .  

)3 - 63(                                                  
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r,كه در روابط فوق  s  مؤلفه هاي مختصات نقاط در دستگاه سرنديپيتي المان و,ξ η 

  .هاي مختصات در دستگاه نرمال زير دامنه نربز مي باشد مؤلفه

  :گيري باعث ايجاد ژاكوبين بصورت زير مي شود اين نگاشت در انتگرال
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بنابراين مي توان رابطه ماتريس سختي را به فرم نهايي زير در دستگاه مختصات سرنديپيتي 

  :المان ها نوشت

)3 - 66(                   ( ) ( )
1 1

1 2
1 1

, , det detT

patch r s r s r drds
− −

=∑∫ ∫K B DB J J     

  .ه جمع تبديل مي شودهمانطور كه ملاحظه مي شود انتگرال با اين روش ب

        IsoOptimizerبرنامه برنامه برنامه برنامه     – 6- 3

براي بهره بردن از مزاياي روش تحليل ايزوژئومتريك و بررسي عملكرد اين روش در تحليل 

سازه هاي داراي تقارن محوري و همچنين كاربرد اين روش در بهينه سازي شكل سازه ها، بر اساس 

ه كرده ايم، كه قادر به تحليل سازه هاي متقارن فرمول بندي كه در اين فصل ارائه شد، برنامه اي تهي

اين برنامه در ابتدا توسط آقاي مهندس توكلي براي تحليل . محوري به روش ايزوژئومتريك مي باشد

تقارن سازه ها در حالت تنش مسطح نوشته شده بود و سپس توسط اينجانب براي تحليل سازه هاي م

  .محوري تعميم داده شد

ليل ايزوژئومتريك در بهينه سازي شكل سازه هاي متقارن محوري مجدداً براي بكار بردن تح

برنامه اي تهيه كرديم كه در آن تحليل سازه با استفاده با استفاده از برنامه نوشته شده براي تحليل 

كه  DOTايزوژئومتريك انجام مي شود، و همچنين حل مسائل بهينه سازي به وسيله سابروتينهاي 

  .ندرپلات و همكارانشان تهيه شده است، انجام مي گيردتوسط پروفسور و

مي باشد؛ كه قادر به انجام  IsoOptimizerدر نهايت حاصل اين كار توليد برنامه اي به نام 

تحليل سازه ها به روش ايزوژئومتريك در حالت هاي تنش و كرنش مسطح، متقارن محوري و همچين 

 IsoOptimizerبرنامه . مي باشد SQPو  MMFD ،SLPبهينه سازي شكل اينگونه سازه به سه روش 

 Compaq Visual Fortranبه زبان برنامه نويسي فرترن نوشته شده كه اين عمل در محيط نرم افزار 

  .صورت گرفته است



51 

 

اين برنامه شامل دو قسمت اصلي تحليل سازه و بهينه سازي مي باشد، كه هر كدام از اين 

  .ي است كه در ادامه به توضيحاتي در اين زمينه خواهيم پرداختبخش ها داراي قسمت هاي مختلف

        IsoOptimizerساختار اصلي برنامه ساختار اصلي برنامه ساختار اصلي برنامه ساختار اصلي برنامه      - - - - 1111- - - - 6666- - - - 3333

  :اين برنامه داراي بخش ها و قسمت هاي زير مي باشد بطور كلي

 .بخش تحليل به روش ايزوژئومتريك  -

  ).توابع پايه اي نربز(قسمت مربوط به محاسبه توابع شكل   -  

  .محاسبه ماتريس سختيقسمت مربوط   -  

  .قسمت حل دستگاه معادلات  -  

  .قسمت مربوط به محاسبه تنش ها و تغيير مكان ها  -  

  .قسمت مربوط به ارائه خروجي هاي برنامه  -  

  .بخش بهينه سازي شكل  -

  .قسمت محاسبه تابع هدف  -  

  .قسمت محاسبه توابع قيد  -  

  .قسمت بهنگام سازي متغيرهاي طراحي  -  

  .(DOT)قسمت حل مسئله بهينه سازي   -  

كه در آن . اولين قسمت در اين برنامه مربوط به سابروتين دريافت كننده ورودي ها مي باشد

اطلاعات مربوط به تحليل و بهينه سازي از روي فايل متني كه قبلاً ساخته شده است خوانده 

  . شود  مي

نشان دهنده نمونه اي از فايل هاي ورودي مي باشد، كه در آن پارامترهاي مختلفي  5-3 شكل 

باشد، در حالت  2و  1مي باشد كه مي تواند داراي دو مقدار  AnlyOptاولين پارامتر . معرفي مي شوند

علاوه بر تحليل سازه عمليات بهينه سازي  2ه خواهد پرداخت و در حالت برنامه فقط به تحليل ساز 1
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  .شكل نيز بر روي سازه انجام خواهد گرفت

آن به طور پس از آن اطلاعات مربوط به تحليل سازه خوانده خواهد شد، كه پارامترهاي ورودي 

كرنش مسطح و تنش مسطح، (كه نشان دهنده نوع سازه  Typeپارامتر . خلاصه به اين شرح است

نشان دهنده  ntctpكه تعداد زير دامنه هاي نربز را نشان مي دهد؛  npachمي باشد؛ ) متقارن محوري

كه  nintpمعرف تعداد درجات آزادي سازه و همچنين پارامتر  ndim. تعداد كل نقاط كنترلي مي باشد

  .تعيين كننده تعداد نقاط گوسي بكار رفته در انتگرال گيري مي باشد

 

  .IsoOptimizerنمونه از فايل ورودي برنامه  - 5-3 شكل 

پس خوانده شدن پارامترهاي فوق توسط برنامه، درجه توابع پايه اي نربز و تعداد مولفه هاي 

به  nykntو  doapx ،doapy ،nxkntگره اي در هر جهت، به ترتيب توسط پارامترهاي بردار هاي 

  .برنامه معرفي مي شود

نشان دهنده تعداد نقاطي مي باشد كه تغيير مكان ها و تنش ها در  Ydirو  Xdirپارامترهاي 

در ادامه مختصات نقاط كنترلي و وزن هر يك و . آنها بايستي محاسبه و در خروجي ارائه شود

  .معرفي مي شودهمچنين مولفه هاي بردارهاي گره اي هر زيردامنه نربز به برنامه 

، ماكزيمم يا )SQPو  MMFD ،SLP(در بخش بهينه سازي اطلاعاتي از قبيل روش حل مسئله 

مينيمم كردن تابع هدف، تعداد متغيرهاي طراحي، مقدار اوليه متغيرهاي طراحي و همچنين مقدار 
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  .حداكثر و حداقل مجاز هر يك از متغيرهاي طراحي به برنامه معرفي مي شود

مي توان گفت كه توابع پايه اي نربز در ايزوژئومتريك همانند توابع : بع شكلمحاسبه توا -

 -2-4-2 اين توابع به وسيله فرمول هايي كه در بخش . شكل در اجزاي محدود مي باشد

 .در برنامه مي شود shapfunc2Dبروتيني به نام ارائه شد، توسط سا

انجام  StiffAxisymmetricاين قسمت توسط سابروتيني به نام : محاسبه ماتريس سختي -

 -1- 5- 3 مي پذيرد كه در آن در حقيقت محاسبه انتگرال ماتريس سختي كه در بخش 

همانطور كه اشاره شد اين عمل با استفاده از روش . ارائه شد، صورت مي پذيرد

گيري گوس صورت مي گيرد، كه در نهايت منجر به توليد ماتريس سختي كل  انتگرال

 .سازه خواهد شد

ماتريس سختي و همچنين بردار نيروها و تغيير پس از محاسبه : حل دستگاه معادلات -

KU=ها مي توان دستگاه معادلاتي به فرم  مكان F  را تشكيل داد كه از حل آن در

. ايزوژئومتريك براي مسائل دو بعدي مقدار مولفه سوم نقاط كنترلي محاسبه خواهد شد

انجام مي شود، در اين  GSolver حل اين دستگاه معادلات توسط سابروتيني به نام

 .سابروتين از روش حذفي گوس براي حل معادلات استفاده شده است

براي رسم كانتورهاي تنش و تغيير مكان سازه و يا : محاسبه تغيير مكان ها و تنش ها -

كشيدن نمودارهاي آن نياز به محاسبه تنش ها و تغيير مكان ها در نقاط مختلف سازه 

صورت  Stress2DAxiو  Disp2Dاسبات به وسيله دو سابروتين محاين . باشد  مي

تعداد نقاطي كه تنش ها و تغيير مكان ها براي آنها محاسبه مي شوند توسط . گيرد  مي

بطوري كه . مشخص مي شود Ydirو  Xdirكاربر در فايل ورودي به وسيله دو پارامتر 

نقطه و در جهت بردار گره اي  Xdirدر تعداد  ξدر جهت بردارگره اي  برنامه محاسبات را

η  در تعدادYdir تعداد كل نقاط معادل حاصلضرب تعداد نقاط در . نقطه انجام مي دهد
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 .مي باشد ηو  ξجهت 

خروجي برنامه در بخش تحليل كه همان تنش ها و تغيير : ارائه خروجي هاي برنامه -

هاي محاسبه شده در قسمت قبل مي باشد؛ در فايلي متني، به نامي كه توسط كاربر  مكان

اين خروجي ها براي سازه هاي  .در اولين خط فايل ورودي مشخص شده نوشته خواهد شد

ستون در فايل خروجي نوشته خواهد مي شود، دو ستون اول متقارن محوري در هشت 

نشان دهنده مختصات نقاطي مي باشد كه تنش ها و تغيير مكان ها براي آنها محاسبه 

همچنين ستون سوم نشان . بدست مي آيند )25 -  3(اين مختصات ها از رابطه . شده است

و ستون چهارم نشان دهنده تغيير مكان هاي  rدهنده تغيير مكان هاي سازه در جهت 

ستون هاي پنجم تا هشتم به ترتيب نشان دهنده تنش هاي . مي باشد zسازه در جهت 

rrσ ،
zzσ ،θθσ  و

rzσ مي باشد. 

 بخش بهينه سازي شكل -

در اين بخش ابتدا سازه توسط بخش قبلي برنامه مورد تحليل قرار گرفته و سپس به وسيله 

  .سازه انجام مي گيرد سابروتين هاي مختلف اين برنامه عمليات بهينه سازي شكل

سطح (در اين قسمت مقدار تابع هدف مسئله كه مي تواند حجم : محاسبه تابع هدف -

و مقدار آن در پارامتري به نام . باشد، محاسبه مي شود... ، سختي، انرژي كرنشي و )مقطع

OBJ پارامتر . قرار مي گيردOBJ روتين هاي در سابDOT معرف تابع هدف مي باشد. 

محاسبه مي شوند و  Constraintتوابع قيد در برنامه توسط سابروتين  :محاسبه توابع قيد -

به ( قرار مي گيرد اين مقدار از تقسيم پارمتر مقيد شده  Gمقدار آنها در پارمتري به نام 

بر مقدار مجاز آن پارامتر، منهاي يك محاسبه ) يك نقطه عنوان مثال تنش و يا تغيير مكان

 .بطوري كه مقدار تابع قيد بايستي هميشه منفي باشد. مي شود

هاي  در اين قسمت پارامترهايي بر اساس خروجي: قسمت بهنگام سازي متغيرهاي طراحي -



55 

 

DOT  كه در حقيقت همان مقادير جديد متغيرهاي طراحي مي باشند، به روز رساني

بطوري كه در تحليلي كه در مرحله بعد انجام مي شود از اين پارامتر ها براي . شوند  مي

 .تحليل استفاده مي شود

همانطور كه اشاره شد حل مسئله بهينه سازي در اين : قسمت حل مسئله بهينه سازي -

حل مسئله بهينه سازي در اين برنامه . انجام مي شود DOTبرنامه توسط سابروتين هاي 

يك روند تكراري است، به اين ترتيب كه ابتدا سازه مورد تحليل قرار گرفته و بر داراي 

اساس نتايج بدست آمده مقادير تابع هدف و توابع قيد مشخص مي شود؛ اين مقادير توسط 

بر اساس مقادير معرفي شده مقدار  DOTمعرفي شده و  DOTبرنامه به سابروتين هاي 

مشخص مي كند كه هر متغير  DOTدر حقيقت . متغيرهاي طراحي را تغيير مي دهد

كه همان  DOTبه خروجي هاي حال با توجه . طراحي در چه جهت و جه مقدار تغيير كند

مقدار جديد متغيرهاي طراحي مي باشند سازه مجدداً مورد تحليل قرار مي گيرد و بر 

ي شوند؛ معرفي م DOTاساس آن مقادير جديد تابع هدف و توابع قيد مشخص شده و به 

   .معيني كمتر شود اين روند آنقدر تكرار مي شود تا مقدار تغييرات متغيرهاي طراحي از حد



   
 

  

  

  

  

  

 

 

 

    فصل چهارم فصل چهارم فصل چهارم فصل چهارم 

 بهينه سازي شكل سازه هابهينه سازي شكل سازه هابهينه سازي شكل سازه هابهينه سازي شكل سازه ها
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        مقدمهمقدمهمقدمهمقدمه    - - - -  1- 4

اين . مناسب براي سازه امري لازم است 1در طراحي سازه ها، بدست آوردن يك طرح بندي

. طرح بندي بايستي به گونه اي باشد تا بتواند نيروهاي وارده را به شكلي امن و اقتصادي تحمل كند

بهينه . باشد مياطلاعات توپولوژيك، شكل و ابعاد سازه  بدين ترتيب طرح بندي مناسب سازه شامل

د براي توليد يك طرح بندي جديد و موثر، مورد استفاده توان ميسازي ابزاري ارزشمند است كه 

هدف از بهينه . طراحان قرار بگيرد و اين چيزي فراتر از تجربه و كارآزمودگي هر طراحي خواهد بود

است كه با وجود وزن حداقل، از بيشترين مقاومت و سختي در برابر  سازي سازه ها، توليد سازه هايي

و تحت اثر  2اين فرآيند در يك فضاي مشخص به نام دامنه طراحي. نيروهاي وارده برخوردار هستند

  .پذيرد شرايط مشخص بارگذاري و تكيه گاهي صورت مي

                                                 

1-  Layout 

2-  Design Domain 
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 فرآيند كلي در بهينه سازي سازه ها - 1-4 شكل 

توپولوژي اوليه سازه يا از قبل طرح شده و داراي محدوديتهايي در ساخت مي باشد و يا اينكه 

بهينه سازي توپولوژيك، ابزاري است كه به طراح در بدست . بايستي توسط يك مهندس طراحي شود

 در بهينه سازي توپولوژيك،. آوردن يك طرح بندي اوليه مناسب براي سازه، كمك بسياري خواهد كرد

گونه اي خواهد بود اين دامنه به . كنيم ، تعريف ميشود ميابتدا فضايي را كه به آن دامنه مرجع گفته 

به هنگام حل يك مساله بهينه سازي توپولوژيك، . دهد كه فضاي مورد نظر جهت طراحي را پوشش مي

دد مصالح هدف حذف و توزيع مج. بارگذاري، شرايط تكيه گاهي و مشخصات مصالح معلوم مي باشند

به گونه اي كه در انتها توپولوژي بدست آمده تابع هدف مورد نظر را در  باشد ميدر دامنه تعريف شده 

هينه سازي توپولوژيك در انتهاي ب. را ملاحظه كنيد 1-4 شكل . ه سازي مينيمم كندمساله بهين

ها، ممكن است كه طراح در بعضي از قسمتها با توزيع نامناسب مصالح مواجه شود كه براي رفع  سازه

استفاده نمود و با اعمال پردازش تصوير، توپولوژي جديدي براي  1از پردازش تصوير توان مياين مشكل 

                                                 

1- Image Processing 
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  ]10[.كند ميكه اشكالات موجود را تا حدودي و يا كاملا برطرف  شود ميمساله مورد نظر حاصل 

براي دستيابي به جوابهاي بهتر و اجرايي،  توان ميبعد از انجام فرآيند بهينه سازي توپولوژيك 

رد استفاده قرار داد كه مو توان ميبدين منظور روشهاي مختلفي را . اقدام به بهينه سازي شكل نمود

از بهينه سازي ابعادي بطور همزمان يا  توان ميهمچنين . به آن خواهيم پرداخت در ادامه بطور مفصل

در بهينه سازي شكل، هندسه اوليه، بارگذاري و قيود تكيه . ]11[بعد از بهينه سازي شكل بهره جست

سپس با استخدام يك روش تكراري و محاسبه . شود ميگاهي از قبل معلوم بوده و سازه تحليل 

بهينه . ساله به تغيير پارامترهاي طراحي، از جواب اوليه به يك جواب بهينه ميرسيمحساسيت شكل م

جهت بهبود بخشيدن به جوابهاي حاصل از بهينه سازي  1د به عنوان يك عملگرتوان ميسازي شكل 

از پردازش تصوير به عنوان يك رابط مياني بين بهينه  توان ميالبته . توپولوژي مورد استفاده واقع شود

  .سازي توپولوژيك و شكل استفاده كرد كه خود باعث رسيدن به جوابهاي بهتري خواهد شد

        شكل سازه هاشكل سازه هاشكل سازه هاشكل سازه ها    سازيسازيسازيسازيبهينه بهينه بهينه بهينه     - - - -  2- 4

ولي از اين . روشهاي متعددي براي بهينه كردن شكل سازه ها ابداع شده است در ساليان اخير

  .شود ميميان به دو روشي كه بيشتر مورد استفاده قرار گرفته است اشاره 

            2تغييرات مرزيتغييرات مرزيتغييرات مرزيتغييرات مرزي    روشروشروشروش - - - - 1111- - - - 2222- - - - 4444

هاي پارامتري درجه سه اسپلاين براي مدل كردن مرزهاي سازه مورد  در اين روش از منحني

از دسته اي از فرمولبندي ها استفاده كرد كه سبب  توان ميدر مسائل دو بعدي . شود مينظر استفاده 

براي . توليد منحني ميشوند و در مسائل سه بعدي، فرمولبندي مورد استفاده سبب ايجاد رويه ميشوند

يكي از آنها، مختصات نقاط كليدي . از چندين مشخصه آنها استفاده كرد توان ميها  تعريف اسپلاين

  .غير طراحي مساله بهينه سازي نيز در نظر گرفته شده استكه به عنوان مت باشد مياسپلاين 

                                                 

1  - Operator 

2-  Boundary Variation Method 
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            1روش رشد تطبيقيروش رشد تطبيقيروش رشد تطبيقيروش رشد تطبيقي - - - - 2222- - - - 2222- - - - 4444

كه از بهينه سازي شكل سازه با  باشد مياين روش، به صورت يك دريافت دروني و احساسي 

در سال  2ماتكاستفاده از روش تغييرات مرزي بدست آمده است و اولين بار توسط شخصي به نام 

از روش بهينه سازي شكل با استفاده از تغييرات مرزي ساده تر بوده و اين روش . ارائه شد 1989

  ].12[باشد ميبيشتر به آناليز مساله متكي 

روش رشد تطبيقي در تلاش است تا براي انجام فرآيند بهينه سازي از شبيه سازي رشد 

ي كه قابليت ايده اصلي اين روش اين است كه سيستمهاي بيولوژيك. حيوانات و گياهان استفاده كند

اين عمل به خاطر وجود . تحمل نيروها را دارند در نتيجه تكامل در طي ميليونها سال بهينه شده اند

كه به منظور بدست آوردن شانس  باشد ميرقابتي شديد براي كسب انرژي و فضاي زندگي در طبيعت 

  .وزن كمتر جستجو ميكنندبعبارتي آنها مقاومتي بيشتر را در ازاي . بيشتر براي زندگي صورت ميگيرد

به درختها  توان مي باشد مياز ميان سازه هاي بيولوژيك كه توانايي رشد تطبيقي را نيز دارا 

و جهت آنها  3آنها به گونه اي شكل گرفته اند كه امكان جذب بيشترين نور را داشته باشند. اشاره كرد

  .رگتر دارندمتمايل به سمت نور بوده و به عبارتي سعي در توليد تاج بز

شمار زيادي از درختان طبيعت را جهت تعيين درستي دو قانون مكانيكي حاكم بر رشد  ماتك

تنش ثابت  و فرضيه  مينيمم كردن بار خارجياين دو قانون عبارتند از  . درختان مورد مطالعه قرار داد

  .بر سطح درختان

مي به همراه در نظر گرفتن مينيمم كردن بار خارجي تلاشي براي بهتر كردن پايداري عمو 

به نگه داشتن مركز ثقل تاج درخت بر روي ريشه آن  توان ميمثلا . باشد ميمهمترين حالات بارگذاري 

كه سازه هاي بيولوژيك سعي دارند تا به  كند ميتنش ثابت نيز اصلي بديهي است و بيان . اشاره كرد

                                                 

1-  Adaptive Growth Method  

2-  Mattheck 

3-  Phototropism 
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ت مختلف بارگذاري، بر روي سطح آنها گونه اي رشد كنند كه در زمانهاي مختلف و تحت اثر حالا

اين مورد يك حالت بهينه مكانيكي است كه سعي دارد تا خطوط شكست را . تنشي ثابت به وجود آيد

به عبارتي ديگر، هيچ نقطه اي بر روي سطح وجود . كه معمولا از سطح شروع ميشوند مينيمم كند

 توان ميارائه شده اند كه  ماتكري نيز توسط موارد ديگ. ندارد كه تنش آن بيشتر از نقاط ديگر باشد

  .به رشد شاخ گوزن ها، رشد ناخنهاي گربه سانان و غيره اشاره كرد

در رفتار يك درخت به هنگام ايجاد يك برخورد مكانيكي ميان  توان ميده كلي را عپايه اين قا

مثلا وقتي كه يك درخت دچار بريدگي و . جستجو نمود) مانند سنگ ( تنه درخت و يك جسم سخت 

تا به  كند ميدر نتيجه درخت سعي . شود مي، تنشهاي بزرگتري در محل شكاف ايجاد شود ميجراحت 

د و اين كار را با اضافه كردن مقدار بيشتري از مواد در محل حالت تنشهاي يكنواخت اوليه برگرد

بدين ترتيب درخت با استفاده از رشد تطبيقي در سطح محل برخورد مكانيكي، . جراحت انجام ميدهد

  .تنشهاي حداكثر را كاهش ميدهد

نيز در سطوح با تنشهاي ) به خصوص توسط بارهاي خستگي ( بيشترين احتمال وقوع شكست 

بدين ترتيب يك طراحي . باشد ميياد است كه اغلب سبب اين اتفاق، وجود شكافهاي سطحي محلي ز

به عنوان طرحي  توان ميرا ) مخصوصا در سطح آن ( مكانيكي كه توزيع تنش در آن يكنواخت است، 

  .بهينه فرض كرد

ميزز  از آنجايي كه در بعضي حالات تنشهاي سه بعدي وجود دارد، با استفاده از تنشهاي فون

در حالت كلي ممكن است از تنشهاي اصلي . نتايج بهتري براي فرضيه تنشهاي ثابت بدست مي آيد

  .ماكزيمم و يا چگالي انرژي كرنشي استفاده شود

 پيش از اين محققين روشهاي زيادي براي بدست آوردن حالت يكنواخت تنشهاي فون ميزز

ه سازي شكل سازه ها با كمك كامپيوتر پيشنهاد روشي را براي بهين ماتكاخيرا . پيشنهاد كرده اند
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ايده اصلي در اين روش كه بسيار بحث برانگيز . شود ميكه در آن از رشد درختان تقليد   1كرده است

اين است كه نه تنها محصولات بيولوژيكي بهينه هستند بلكه روشي را هم كه آنها در  باشد مينيز 

آن را به  توان ميو به همين خاطر  باشد ميكنند بهينه طبيعت براي رسيدن به شكل بهينه طي مي

شود كه فرآيندهاي  اگرچه كه ممكن است تصور. صورت يك فرآيند بهينه سازي، شبيه سازي نمود

براي اطلاعات بيشتر در زمينه روش پيشنهادي . تكاملي در طبيعت داراي روند بسيار كندي هستند

 .رجوع كرد] 12[به مرجع  توان ميماتك 

        بهينه سازي شكلبهينه سازي شكلبهينه سازي شكلبهينه سازي شكل    مسالهمسالهمسالهمسالهتعريف تعريف تعريف تعريف     - - - -  3- 4

 توان ميدر حالت كلي . شود ميسازي شكل بيان  در اين بخش چگونگي تعريف مساله بهينه

  .مساله بهينه سازي را بصورت زير عنوان نمود

)(maxmin xfor  

)4 - 1(                                               

( ) 0 1,2,3,...,

( ) 0 1,2,3,...,

1, 2,3,...,

j

k

l u

i i i dv

g x j m

h x k l

x x x i n

≤ =

= =

≤ ≤ =

  

)(، شود ميتابع هدف كه مينيمم يا ماكزيمم  xf)(بردار متغيرهاي طراحي،  xكه  xg  و

)( xh  به ترتيب توابع قيود نامساوي و مساوي وl

ix  وu

ix  حدود پايين و بالاي متغيرهاي طراحي

ix باشند مي.  

        توابع هدفتوابع هدفتوابع هدفتوابع هدف    - - - -  4- 4

يكي از علل پرداختن به بهينه سازي شكل بعد از بهينه سازي توپولوژي، امكان تعريف انواع 

تعدادي . باشد ميدر حالي كه اين امكان در بهينه سازي توپولوژي، بسيار محدود  باشد ميتوابع هدف 

  :از توابع هدف معمول و پر كاربرد در بهينه سازي شكل عبارتند از

                                                 

1-  Computer Aided Design - CAD 
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 1سازه و مصالح مصرفيتابع وزن و يا حجم كل  •

 2تابع انرژي كرنشي •

 3تابع يكنواخت كننده تنش •

 4تابع تنش ماكزيمم •

 5تابع تمركز تنش •

  .شود ميدر ادامه توضيحات تكميلي و تعاريف توابع هدف نامبرده ارائه 

        تابع وزن و حجم كلتابع وزن و حجم كلتابع وزن و حجم كلتابع وزن و حجم كل     - - - - 1111- - - - 4444- - - - 4444

ها، يكي از ساده ترين و در عين حال پركاربردترين توابع هدف در بهينه سازي شكل سازه 

تابع هدف حجم بااستفاده از . باشد ميمينيمم سازي وزن و يا حجم سازه و مصالح مصرفي در آن 

  .شود ميرابطه زير بيان 

)4 - 2(                                                                              
VF d

Ω
= Ω∫  

مشتق تابع هدف را نسبت به متغيرهاي طراحي  توان مي 6با استفاده از روش اختلافات محدود

  .محاسبه كرد

)4 - 3(                                           
( ) ( )V V V i i V i

i i i

F F F x x F x

x x x

∂ ∆ +∆ −
≈ =

∂ ∆ ∆
  

. كه وزن مخصوص، تابعي از متغيرهاي طراحي نباشد شود ميبراي مينيمم كردن وزن فرض 

بدين ترتيب تابع هدف وزن .در رابطه فوق، وزن سازه را محاسبه كرد γبا ضرب ثابت  توان ميبنابراين 

                                                 

1-  Total volume or weight 

2-  Strain Energy 

3-  Stress leveling function 

4-  Maximum stress 

5-  Stress Concentration 

6-  Forward difference 
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  .شود ميسازه به شكل زير تعريف 

)4 - 4(                                                                           
WF dγ

Ω
= Ω∫  

با استفاده از روش اختلافات محدود به شكل زير   توان ميمشتق اين تابع را نيز به طور مشابه 

  .بدست آورد

)4 - 5(                                          
( ) ( )W W W i i W i

i i i

F F F x x F x

x x x

∂ ∆ +∆ −
≈ =

∂ ∆ ∆
  

        تابع انرژي كرنشيتابع انرژي كرنشيتابع انرژي كرنشيتابع انرژي كرنشي - - - - 2222- - - - 4444- - - - 4444

. از ديگر توابعي كه به عنوان تابع هدف مورد استفاده قرار ميگيرد، تابع انرژي كرنشي است

  .با استفاده از رابطه زير بدست آورد توان ميانرژي كرنشي سازه را 

)4 - 6(                                                                  1TF D dω σ σ−

Ω
= Ω∫  

از رابطه زير قابل  Dمشتق تابع انرژي كرنشي با توجه به ثابت بودن ماتريس الاستيسيته 

  .محاسبه است

)4 - 7(                                   1 1( ) ( )T T

i i i

F
D D d

x x x

ω σ σ
σ σ− −

Ω

 ∂ ∂ ∂
= + Ω ∂ ∂ ∂ 
∫  

        تابع تنش يكنواختتابع تنش يكنواختتابع تنش يكنواختتابع تنش يكنواخت - - - - 3333- - - - 4444- - - - 4444

استفاده از اين تابع هدف بمنظور دستيابي به يك طرح سازه اي با تنشهاي يكنواخت شده 

البته اين نوع تابع هدف را . يعني ميخواهيم كليه تنشهاي سازه برابر با حالت ايده آل باشد. باشد مي

تابع هدف در اين حالت از مجموع مربعات اختلاف . براي هر حالتي مورد استفاده قرار داد توان نمي

تابع بنابر اين سعي بر اين است كه تا حد امكان . بين تنشهاي موجود و تنش هدف شكل ميگيرد

براي تعريف تنش يكنواخت از . شود ميهدف كاهش يابد و در حالت ايده آل مقدار آن مساوي صفر 
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  .استفاده كرد كه يكي از آنها به شكل زير است توان ميتوابع متنوعي 

)4 - 8(                                                                 2

0( )LF dσ σ
Ω

= − Ω∫  

 0σمقدار . د مساوي تنش معادل و يا تنش اصلي ماكزيمم باشدتوان مي σدر اين رابطه مقدار 

مشتق رابطه . نيز برابر است با تنش پيشنهادي طراح و يا ميانگين تنش موجود بر روي دامنه سازه

  .به صورت زير قابل محاسبه است 0σفوق نيز با فرض ثابت بودن تنش هدف 

)4 - 9(                                                        02 ( )L

i i

F
d

x x

σ
σ σ

Ω

∂ ∂
= − Ω

∂ ∂∫  

يك تابع هدف اصلاح شده براي حالت تنش يكنواخت  1شخصي به نام كيميش 1990در سال 

  ].10[رابطه او به شكل زير است. و يكسان سازي تنشها ارائه كرد

)4 - 10(                                                               2 2 2

0( )LF dσ σ
Ω

= − Ω∫  

  .اين رابطه كاملا غير خطي بوده و مشتق آن به صورت زير قابل محاسبه است

)4 - 11(                                                  2 2 2

04 ( )L

i i

F
d

x x

σ
σ σ σ

Ω

∂ ∂
= − Ω

∂ ∂∫  

  .باشد مياز امتيازات اين تابع اين است كه مشتق دوم آن پيوسته 

        تابع تنش حداكثرتابع تنش حداكثرتابع تنش حداكثرتابع تنش حداكثر - - - - 4444- - - - 4444- - - - 4444

د ماكزيمم مقدار تنش اصلي و يا ماكزيمم مقدار تنش معادل توان ميتابع هدف در اين حالت 

  .بنابراين تابع هدف به شكل زير خواهد بود. انتخاب شود

)4 - 12(                                                                                  maxs
F σ=  

  :و مشتق اين رابطه برابر است با

                                                 

1-  Kimmich 
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)4 - 13(                                                                              maxs

i i

F

x x

σ∂ ∂
=

∂ ∂
  

 

  از روي تنشهاي عمومي براي مرز يك سازه tσمحاسبه تنش مماسي  -4-2 

  

        تابع تمركز تنشتابع تمركز تنشتابع تمركز تنشتابع تمركز تنش - - - - 5555- - - - 4444- - - - 4444

اين تابع هدف در زمره توابعي است كه جهت حداقل كردن تمركز تنشها در بخشهايي از سازه 

است كه به صورت مماس بر سطح يا مرز  tσتنشي كه متمركز شده است همان تنش . به كار ميرود

د توسط مقادير عمومي توان مي 1اين تنش مماسي.) را ملاحظه كنيد )2-4 ( شكل. ( كند ميسازه عمل 

  .تنش توسط رابطه زير محاسبه شود

)4 - 14(                                          2 2cos sin sin2t x y xyσ σ α σ α τ α= + +  

زاويه  αمولفه هاي عمومي تنش در دستگاه مختصات عمومي كارتزين و  xyτو  xσ  ،yσكه 

مشتق تنش مماسي  .شود ميها و مرز سازه در محل تقاطع ايجاد  xايست كه بين جهت مثبت محور 

  .فوق نيز توسط رابطه زير قابل محاسبه است

                                                 

1-  Tangential Stress 
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)4 - 15(    

2 2cos sin sin 2

( sin 2 sin 2 2 cos 2 )

y xyt x

i i i i

x y xy

i

x x x x

x

σ τσ σ
α α α

α
σ α σ α τ α

∂ ∂∂ ∂
= + + +

∂ ∂ ∂ ∂

∂
− + +

∂

  

با بكار بردن اين روابط و جستجوي تنش مماسي حداكثر واقع بر روي مرزهاي سازه و استفاده 

  .به توليد شكلي با حداقل تمركز تنش اقدام نمود توان مياز يك روش مناسب بهينه سازي 

  :بنابر اين تابع هدف عبارتست از

)4 - 16(                                                                                  
maxc tF σ=  

  .كه مشتق آن از رابطه زير بدست مي آيد

)4 - 17(                                                                              maxtc

i i

F

x x

σ∂∂
=

∂ ∂
  

براي تمركز تنش معرفي كرد بر مبناي شرايط بدست آمده  توان ميدومين تابع هدفي كه 

زماني شكل مرزهاي سازه بهينه  كند مياو بيان . باشد مي 1972در سال  1توسط شخصي به نام نبر

اين موضوع بدين . است كه تنشهاي مماسي در سراسر بزرگترين بخش ممكن از مرز سازه، ثابت باشد

مفهوم است كه حداقل كردن تمركز تنش معادل است با يكنواخت سازي تنش مماسي در طول مرز 

اي  و لزوما ما را به سمت سازه ؛اين تابع هدف فقط براي توزيع حداقل تنش مناسب است. طراحي سازه

در اين دسته از مسائل زماني حداقل وزن بدست  مي آيد كه تنشهاي . دكن ميبا وزن كمتر رهنمون ن

  .مماسي در سراسر مرزهاي طراحي ماكزيمم شود

يك تابع هدف ساده كه توسط نبر براي حداقل كردن تمركز تنش در سازه ارائه شده است 

واقع بر روي مرز بخشي از سازه كه به شكل  كنترليعبارتست از جمع تنشهاي مماسي در كليه نقاط 

  .شود ميزير بيان 

                                                 

1-  Neuber 
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)4 - 18(                                                              
2

, ,

1 ,

av

av

nkey
t i t i

c

i t i

F
σ σ

σ=

 −
=   

 
∑  

قطعه مرزي است كه در طول فرآيند بهينه سازي،  كنترليتعداد نقاط  nkeyكه در اين رابطه 

. شود ميشكل آن دستخوش تغييرات 
avit ,σ  باشد مينيز ميانگين تنش مماسي در نقاط كليدي .

  .مشتق اين رابطه نيز به صورت زير قابل محاسبه خواهد بود

)4 - 19(                                                  , , ,

2
1 ,

2 av

av

nkey
t i t i t ic

ii t i i

F

x x

σ σ σ

σ=

 − ∂∂
=   ∂ ∂ 

∑  

بدين . روابط فوق را به شكل انتگرالي بر روي طول كل مرز متغير تعريف كرد توان ميهمچنين 

  :ترتيب داريم

)4 - 20(                                                        
2

1 av

av

i t

c

t

F L d
σ σ

σ
−

Γ

 −
= Γ  

 
∫  

كل طول مرز متغير و  Lكه در اين رابطه 
avtσ برابر است با ميانگين تنش محاسبه شده با رابطه زير:  

)4 - 21(                                                                          
av

t

t

d

L

σ
σ Γ

Γ
=
∫

  

  :مشتق اين رابطه نيز برابر خواهد بود با

)4 - 22(  
2

1 2

2 2
2 av av

av av

t t t tc t

i t i i t

F L
L d L d

x x x

σ σ σ σσ
σ σ

− −

Γ Γ

   − −∂ ∂ ∂
= Γ − Γ      ∂ ∂ ∂   

∫ ∫  

        قيدقيدقيدقيد    توابعتوابعتوابعتوابع    - - - -  5- 4

تغيير مكانها و غيره در بعضي از همانگونه كه ميدانيم، گاهي اوقات لازم است مقادير تنشها، 

بنابراين لازم است توابعي را براي كنترل مقادير متغيرهاي . نقاط سازه از حدود مشخصي فراتر نروند

بنابراين در فرآيند بهينه سازي شكل، تغييرات متغيرهاي . طراحي در غالب توابع قيد تعريف كنيم
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  .تعريف شده را نقض نكندطراحي به گونه اي خواهد بود كه هيچ يك از قيود 

  

  :به چند روش قيود را تعريف نمود كه عبارتند از توان ميدر اينجا  

 انتخاب كليه نقاط دامنه •

 انتخاب نقاط از پيش تعيين شده •

 انتخاب كليه نقاط روي مرز سازه •

  

نرمال . باشد مييكي ديگر از نكات مهم كه بايستي براي قيود در نظر گرفت، نرمال كردن آنها 

 ]. 13[شود ميكردن قيود باعث ايجاد شرايط عددي بهتري براي انجام فرآيند بهينه سازي شكل 

  :قيود نامساوي خواهيم داشت 1بنابراين براي حد پايين

)4 - 23(                                                                    
( )

0
l

l

l

G G x
g

G

−
= ≤  

 :قيود نامساوي خواهيم داشت 2و براي حد بالاي

)4 - 24(                                                                    

( )
0

u
u

u

G x G
g

G

−
= ≤  

و  lGان و يا هر عامل ديگري باشد و د حجم، تنش، وزن، تغييرمكتوان مي xG)(در روابط فوق 

uG  از روابط زير  توان ميمشتق توابع قيد فوق را . باشند ميبترتيب حدود پايين و بالاي تابع قيد

  .بدست آورد

                                                 

1-  Lower Bound 

2-  Upper Bound 
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)4 - 25(                                                                      
1l l

l
i i

g G

x xG

∂ ∂
= −

∂ ∂
  

)4 - 26(                                                                      
1u u

u
i i

g G

x xG

∂ ∂
=

∂ ∂
  

        قيود حجم و وزنقيود حجم و وزنقيود حجم و وزنقيود حجم و وزن - - - - 1111- - - - 5555- - - - 4444

  :يشونداين قيود، توابعي عمومي هستند كه به شكل زير تعريف م

)4 - 27(                                                                      
   

0
l

l

V l

V V
g

V

−
= ≤  

)4 - 28(                                                                     
 

0
u

u

V u

V V
g

V

−
= ≤  

  .باشند ميحدود بالا و پايين حجم مواد تشكيل دهنده سازه  uVو  lVكه در اين روابط مقادير 

  :به طور مشابه براي تابع قيد وزن نيز خواهيم داشت

)4 - 29(                                                                0
l

l

W l

W W
g

W

−
= ≤  

)4 - 30(                                                                     0
u

u

W u

W W
g

W

−
= ≤  

براي محاسبه مشتقات 
ix

V

∂
∂

و  
ix

W

∂
∂

توابع مذكور، همانند روابط قبل از روش اختلافات پيشرو  

  .استفاده ميكنيم

        قيود تغييرمكانقيود تغييرمكانقيود تغييرمكانقيود تغييرمكان - - - - 2222- - - - 5555- - - - 4444

اين توابع نيز كاربرد بسياري در حل مسائل بهينه سازي شكل داشته و غالبا در اكثر مسائل 

  .يشوندتوابع قيود تغيرمكان اغلب به شكل زير بيان م. مورد استفاده واقع ميشوند

)4 - 31(                                                                      0
l

l

D l

D D
g

D

−
= ≤  
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)4 - 32(                                                                      0
u

u

D u

D D
g

D

−
= ≤  

حدود بالا و پايين تغييرمكان در همه و يا تعدادي از گره ها  uDو  lDكه در اين روابط 

ي نترلبه طور عمومي براي كليه گره ها و يا به طور محلي براي نقاط ك توان مياين قيود را . باشند مي

علاوه بر اينها بايستي توجه داشت كه قيود تغييرمكان براي هر درجه آزادي به شكل . تعريف كرد

 yو  xمثلا در يك و يا مجموعه اي از گره ها، براي تغييرمكان جهات . جداگانه تعريف ميشوند

همانند روابط قبل  توان ميقات توابع قيد تغييرمكان را نيز مشت. از قيود متفاوتي استفاده كرد توان مي

و با استفاده از روش اختلافات پيشرو محاسبه نمود و از آنها جهت استفاده در آناليز حساسيت بهره 

  .جست

        قيود تنشهاقيود تنشهاقيود تنشهاقيود تنشها - - - - 3333- - - - 5555- - - - 4444

دسته اي از قيود كه تقريبا در تمام مسائل بهينه سازي شكل بايستي مورد استفاده قرار گيرند، 

اين قيود در حالت كلي به شكل زير . باشند ميهمين قيود مربوط به تنشهاي بوجود آمده در سازه 

  :بيان ميشوند

)4 - 33(                                                                        0
l

l

S l

S S
g

S

−
= ≤  

)4 - 34(                                                                        0
u

u

S u

S S
g

S

−
= ≤  

در روابط  Sتنش . باشند ميبه ترتيب، حدود پايين و بالاي تنش مجاز  uSو  lSكه مقادير 

، تنش اصلي حداكثر  equσد تنش معادل توان ميفوق 
maxPrσ  و يا تنش اصلي حداقل

minPrσ در . باشد

همانند قيود تغييرمكان، به صورت عمومي در سراسر دامنه و يا به صورت  توان ميمورد قيود تنش 

  .استفاده كرد نترليمحلي در نقاط ك
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        كنترليكنترليكنترليكنترليقيود مربوط به نقاط قيود مربوط به نقاط قيود مربوط به نقاط قيود مربوط به نقاط  - - - - 4444- - - - 5555- - - - 4444

قيودي در نظر گرفت كه مهمترين آنها اولا ايجاد محدوديت  توان مينيز  كنترليبراي نقاط 

  .باشد ميآنها حركتي و تعيين جهت حركت و ثانيا ايجاد همبستگي بين 

        طراحيطراحيطراحيطراحي    متغيرهايمتغيرهايمتغيرهايمتغيرهاي 6- 4

ار مهم يدر حل مسائل بهينه سازي چگونگي انتخاب و تعريف متغيرهاي طراحي از مراحل بس

در اين جمله خلاصه كرد كه داشتن  توان مياهميت اين انتخاب را . باشد ميدر فرآيند حل مسائل 

سرعت بالا درحل مسائل و امكان دستيابي به جواب بهينه، بدون انتخاب صحيح متغيرهاي طراحي 

در اين مرحله شخص طراح بايستي از قبل تصميم بگيرد كه در چه نقاطي از . امري دور از انتظار است

دارد و همچنين با توجه با تعريف محل و سازه امكان ايجاد تغييرات و تعريف متغير طراحي وجود 

  .جهت حركت متغيرهاي طراحي، تغييرات ايجاد شده چگونه خواهد بود

در كارهايي كه در گذشته در اين زمينه انجام شده است، انواع مختلفي از متغيرهاي طراحي 

موقعيت مكاني مثلا در يكي از آنها . جهت حل مسائل بهينه سازي شكل مورد استفاده قرار گرفته اند

گره هاي واقع بر مرزهاي سازه و در ديگري ضرايب چندجمله ايهاي تعريف كننده مرزها به عنوان 

در روشهاي بعدي از اسپلاينها به عنوان . شد متغيرهاي طراحي مساله بهينه سازي در نظر گرفته مي

ان متغيرهاي طراحي مدل كننده مرزهاي سازه استفاده شد و مختصات نقاط كنترلي اسپلاين به عنو

 .مساله بهينه سازي استخدام شدند

        الگوريتم بهينه سازي الگوريتم بهينه سازي الگوريتم بهينه سازي الگوريتم بهينه سازي     - - - -  7- 4

طراحي نتيجه مي شود، براي توليد  با استفاده از اطلاعاتي كه از حساسيت هاي تحليلي و

در . هاي با مقادير تابع هدف ارتقا يافته ، از روش هاي برنامه نويسي رياضي استفاده مي شود  شكل

        :  ]14[رياضي هر درون يابي از دو مرحله اساسي تشكيل شده استبرنامه نويسي 
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محاسبه مقادير توابع هدف و قيود و گراديان هاي آن ها با توجه به همه متغير هاي  - 1

  . طراحي براي يك روش حل عملي 

 . محاسبه تغييرات بهينه محلي براي متغير هاي طراحي  - 2

  . ابع هدف پيدا شوند تكرار مي شوند تا زماني كه مينيموم محلي براي ت 2و  1مراحل 

0روند بهينه سازي معمولا با متغير پيش نهادي طراحي 

ix  شروع مي شود، كه به صورت

iسپس طراحي به كمك تغيير در متغير طراحي . ورودي به برنامه معرفي شده است
x  به هنگام

  :شود مي

)4 - 35(                                                                         1q q q

i ix x rα−= +  

rجهت . ان دهنده بردار جهت يابي ها استشن rشماره تكرارها و  q، )35 -  4( در رابطه

)عموما جهتي امكان پذير است به سمت كمينه يا بيشينه كردن تابع هدف  )f x كميت . استα ،

  .[15]است  rپارامتر جابجايي براي جهت 

ساده به صورت يك دسته بندي . روش حل بستگي به خصوصيات توابع هدف و توابع قيد دارد

  :زير است

زماني كه هم توابع هدف و هم توابع قيد به صورت خطي نسبت به : 1برنامه ريزي خطي - الف

  .باشند يا اينكه به صورت خطي در نظر گرفته شده  باشند xمتغير طراحي 

جه دو فرض مي شوند زماني كه توابع هدف درجه دو هستند يا در: 2برنامه ريزي درجه دو -ب

  .و توابع قيد خطي هستند يا به صورت خطي در نظر گرفته شده باشند

  .زماني كه هم توابع هدف و هم توابع قيد غير خطي باشند: 3برنامه ريزي غير خطي  -پ

روش هاي . دو روش اول براي دسته خاصي از مسائل بهينه سازي مورد استفاده قرار مي گيرند

                                                 

1 - Linear programming 

2   - Quadratic programming 

3   - Nonlinear programming 
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طي متشكل است از دسته اي از الگوريتم ها كه براي حل مسائل عمومي بهينه برنامه ريزي غير خ

پيچيده ترين فرم مسائل بهينه سازي آنهايي هستند كه شامل توابع هدف و . سازي مطرح شده اند

مسئله بهينه سازي شكل، يك مسئله بهينه سازي چند متغيره داراي قيد . توابع قيد غير خطي هستند

بر اساس اينكه . ده از الگوريتم برنامه ريزي غير خطي به بهترين وجه قابل حل استاست كه با استفا

مسئله بهينه سازي به چه صورت حل مي شود، روش برنامه ريزي غير خطي به دو گروه تقسيم مي 

  :شود

اين روش ها شامل تكنيك هايي براي حل مسئله بهينه سازي اصلي با : 1روش هاي غير مستقيم - 1

  :مثال هايي از اين روش به قرار زير است. از تبديل به يك مسئله معادل استاستفاده 

در اين روش مسئله اصلي به مسئله اي تبديل مي : 2روش پنالتي يا روش هاي نرده اي -1- 1

به صورت بازگشتي  3شود كه در آن يك تابع پنالتي مقيد نشده يا يك تابع افزوده

حل متوالي كمينه سازي به حل مسئله مي توان نشان داد كه . [15]كمينه مي شود

 .اصلي بهينه سازي مي انجامد

اين روش ها مسئله بهينه سازي را با فرموله كردن مسئله دو گانه : 4روش هاي دو گانه -2- 1

از موارد شناخته شده اين . اي كه مجهولات آن، ضرايب لاگرانژ هستند، حل مي كند

اطلاعات بيشتر در اين مورد مي  براي. اشاره كرد MMA5روش مي توان به الگوريتم 

 .مراجعه كرد [16]توان به مرجع 

اين روش ها مسئله بهينه سازي را بجاي تبديل به يك مسئله معادل، : 6روش هاي مستقيم - 2

  :مثال هاي از اين روش عبارتند از. مستقيما حل مي كنند

                                                 

1 - Indirect method 

2 - Penalty or Barrier method 

3 - Augmented 

4 - Dual method 

5 - Method of Moving Asymptotes 

6 - Direct method 



75 

 

. ط تامين مي شوددر اين روش ها، ارضاي قيود با جستجوي يك خ: 1روش هاي گراديان -1- 2

يكي از الگوريتم هاي شناخته شده از . اين روش ها در يك فضاي امكان پذير از مسئله كار مي كنند

و همكارانش تهيه  3اين الگوريتم توسط پروفسور واندرپلات. است CONMIN 2اين دسته الگوريتم 

  .هم جستجو كردوزدجزئيات بيشتر را مي توان در مرجع ن. شده است

در اين روش ها مسئله بهينه سازي غير خطي به وسيله : 4ترتيبي و بازگشتي يروش ها -2- 2

زير مسئله هاي خطي يا درجه دو، در يك نقطه تقريب زده مي شوند كه آنها به صورت ترتيبي حل 

همچنين فرم خاصي از . را نام برد SQP 5از الگوريتم هاي شناخته شده اين گروه مي توان . مي شوند

  .[17]است كه در آن زير مسئله ها به صورت خطي هستند SLP 6ي ترتيبي،  روش روش ها

. تقسيم بندي ارائه شده، سيماي كوچكي از روش هاي بهينه سازي موجود را ارائه مي دهد

الگوريتم هاي مختلفي ممكن است براي حل مسائل بهينه سازي به كار گرفته شوند؛ متداول ترين اين 

هر كدام از اين روش ها مزيت ها و معايب مربوط به . SLPو  SQP ،MMAد از الگوريتم ها عبارتن

به هر حال يك استراتژي خوب، اين است كه از پتانسيل هاي اين روش ها استفاده كرده . خود را دارد

براي حل  SQPدر اين تحقيق از روش . [18]و در قالب يك روش بهينه سازي تركيبي، آن را بكار بريم

  .نه سازي استفاده شده استمسائل بهي

 SQPروش روش روش روش     – 8- 4

با در نظر گيري بسط درجه دو سري . ارائه مي شود SQPدر اين قسمت خلاصه اي از روش 

)تيلور براي تابع  )F x  0حول نقطهx داريم :  

                                                 

1 - Gradient method 

2 - Constraint minimization 

3 - Vanderplaats 

4 - Sequential, recursive or successive method 

5 - Sequential Quadratic Programming 

6 - Sequential Linear Programming 
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)4 - 36(                         ( ) ( ) ( ) ( )0 0 01

2

T
TF x F x F x x x H x xδ δ δ= +∇ +  

0xكه در آن  x xδ = )  و  − )0
F x∇  بردار گراديان تابعF  0در نقطهx است .i

F∇  به

  :صورت زير تعريف مي شود

)4 - 37(                                                                                i

i

F
F

x

∂
∇ =

∂
  

)، 1همچنين ماتريس هسين )0
H x با رابطه زير تعريف مي شود:  

)4 - 38(                                                                            
2

ij

i j

F
H

x x

∂
=

∂ ∂
  

اين چنين فرض مي شود كه بردار گراديان و ماتريس هسين، در رابطه فوق معمولا تقريب 

)خوبي براي تابع  )F x  0دارند، مخصوصا زماني كهx نزديك به نقطه بهينه باشد.  

ند كه در آن ها تابع هدف همانطور كه قبلا ذكر شد مسائل برنامه ريزي درجه دو، مسائلي هست

يك روال ترتيبي  SQPدر الگوريتم . به صورت يك تابع درجه دو قيود توابع خطي فرض مي شوند

توابع هدف اين زير مسئله ها همان ضرايب قسمت . براي حل زير مسئله هاي درجه دو وجود دارد

سمت درجه دو از تقريب خطي گراديان تابع هدف مسئله بهينه سازي اصلي است؛ در حالي كه براي ق

قيود زير مسئله ها، تقريبي . زني هسين، براي ضرايب لاگرانژ تابع هدف مسئله اصلي، استفاده مي شود

به دست آمده از حل زير مسئله ها، كه  rمي توان نشان داد كه بردار . خطي از مسئله اصلي مي باشد

تعريف مي شود، برداري است كه جهت آن به صورت تقريبي به سمت نقطه كمينه يا بيشينه  xدر 

با مشخص . نزديك به نقطه اكسترمم باشد 0xمحلي براي تابع هدف، مي باشد؛ مخصوصا زماني كه 

از يك . ه هنگام كردن متغير ها حل مي شود، يك مسئله جهت يابي يك بعدي براي بrشدن جهت 

توضيحات . [15]در محدوده مجاز استفاده مي شود rتابع پنالتي خارجي براي نگه داشتن جهت 

                                                 

1 - Hessian matrix 
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يافت، اما به طور خلاصه مراحل كار به صورت زير  12و  4بيشتر در اين مورد را مي توان در مراجع 

  :است

0تعيين يك جواب اوليه براي  - 1

ix. 

 .يك تقريب اوليه براي ماتريس هسين از قسمت درجه دو تابع هدف - 2

 .با حل زير مسئله هاي درجه دو rحل يك زير مسئله جهت يابي براي  - 3

 .انجام يك جستجوي يك بعدي براي كمينه كردن تابع پنالتي خارجي - 4

 .به هنگام كردن جواب ها - 5

كنترل همگرايي؛ اگر جواب كمينه محلي پيدا شد، متوقف مي شود و اگر نه به مرحله دوم  - 6

 .بر مي گردد

 



   
 

  

  

  

  

  

  

  

  

  

        ::::فصل پنجمفصل پنجمفصل پنجمفصل پنجم

        بررسي مثال هابررسي مثال هابررسي مثال هابررسي مثال ها
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        مقدمهمقدمهمقدمهمقدمه 1- 5

و بخش اول بررسي . اهداف اصلي از انجام اين پايان نامه را مي توان به دو بخش تقسيم كرد

بهينه سازي شكل  بخش دوم و سازه هاي با تقارن محوري براي تحليل ايزوژئومتريكتعميم روش 

  .اينگونه از سازه ها با استفاده از تحليل ايزوژئومتريك مي باشد

تحليل ايزوژئومتريك و فرمول بندي آن در فصل سوم بطور كامل مورد بحث قرار گرفت؛ 

به زبان فرترن  IsoOptimizerكامپيوتري به نام  همچنين در راستاي اهداف اين پايان نامه برنامه اي

، كرنش مسطح و همچنين مسطح قادر به تحليل سازه هاي دو بعدي، در حالت تنش تهيه شد، كه

براي نشان دادن صحت تحليل هاي . سازه هاي داراي تقارن محوري به روش ايزوژئومتريك مي باشد

مثالهايي در انواع مختلف مورد تحليل قرار گرفته، و با حل دقيق و يا انجام شده به وسيله اين برنامه 

مورد مقايسه قرار  1مانند انسيس موجود در اين زمينه نرم افزار هاي اي محدود با استفاده ازاجز حل

                                                 

1 -Ansys 
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  .گرفته است

، كه توسط پروفسور DOTهمچنين براي حل مسائل بهينه سازي شكل سازه ها از سابروتنهاي 

 سه سازي بهوندرپلات نوشته شده است استفاده گرديده؛ بنابراين برنامه قادر به حل مسائل بهينه 

  .مي باشد SQPو  MMFD ،SLPروش 

مثال هايي مي پردازيم كه در آنها سازه هاي متقارن محوري با در ادامه اين فصل ابتدا به ارائه 

و سپس نمونه هايي از مسائل بهينه سازي . استفاده از روش ايزوژئومتريك مورد تحليل قرار گرفته اند

  .ي قرار مي گيرندشكل سازه هاي متقارن محوري مورد بررس

        لوله بلند جدار ضخيملوله بلند جدار ضخيملوله بلند جدار ضخيملوله بلند جدار ضخيم     - - - - 1111- - - - 1111- - - - 5555

يكي از مسائلي كه معمولاً براي كنترل صحت تحليل هاي انجام شده توسط برنامه هاي اجزاي 

جدار ضخيم، تحت فشار داخلي و خارجي يكنواخت  محدود مورد بررسي قرار مي گيرد، لوله بلند

مورد بررسي قرار گرفته كه نتايج آن در اين  IsoOptimizerاين مسئله با استفاده از برنامه  .باشد  مي

  .قسمت مورد بررسي قرار مي گيرد

) 1-5 شكل ( .مي باشد 2rو شعاع خارجي  1rاين مسئله شامل يك لوله بلند به شعاع داخلي 

اين مسئله علاوه بر داشتن شرايط تقارن محوري، به دليل بلند بودن طول لوله كرنش در جهت محور 

z ها معلوم و برابر صفر  مي باشد.  

 

 .لوله جدار ضخيم تحت فشار داخلي و خارجي - 1-5 شكل 
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  :حل دقيق

  :[19]حل دقيق اين مسئله به كمك تئوري الاستيسيته انجام شده است به صورت زير است

)5 - 1(                                        

( )

( )

( )

2 2 2 2
1 2 2 1 1 1 2 2

2 2 2 2 2

2 1 2 1

2 2 2 2
1 2 2 1 1 1 2 2

2 2 2 2 2

2 1 2 1

2 2

1 1 2 2

2 2

2 1

1

1

2

r

z r

r r p p r p r p

r r r r r

r r p p r p r p

r r r r r

r p r p

r r

θ

θ

σ

σ

σ ν σ σ ν

− −
= +

− −

− −
= − +

− −

−
= + =

−

  

و با استفاده از رابطه كرنش تغيير مكان و همچنين قانون هوك تغيير مكان شعاعي بصورت زير 

  :محاسبه مي شود

)5 - 2(                  
( ) ( )

2 2 2 2
1 2 2 1 1 1 2 2

2 2 2 2

2 1 2 1

1 1
1 2r

r r p p r p r p
u r

E r r r r r

ν
ν

 − −+
= − + − 

− − 
  

شعاع خارجي،  2rشعاع داخلي،  1rضريب پواسان،  νمدول الاستيسيته،  Eكه در روابط فوق 

1p  2فشار وارده بر سطح لوله وp فشار وارده بر سطح خارجي لوله مي باشد.  

52حل دقيق اين مسئله بافرض بكار بردن مصالحي با  10E = 0.3νو  × . انجام شده است =

1همچنين شعاع داخلي  5r 2، شعاع خارجي = 6.25r 1، فشار داخلي )1.25ضخامت ( = 20p و  =

2فشار خارجي  10p   .مي باشد =

كه با استفاده از حل  جسم در كانتورهاي تغيير مكان شعاعي و همچنين تنش هاي ايجاد شده

  .نشان داده دشده است 2-5 شكل  دقيق بدست آمده اند در

  :حل ايزوژئومتريك 

مدل . براي مدل كردن اين مسئله در ايزوژئومتريك از يك زير دامنه نربز استفاده شده است

ي مدل سازي برا .و ارتفاع واحد مي باشد 25/1تحليلي اين مسئله بصورت يك مستطيل با عرض 
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نقطه كنترلي نربز استفاده شده است؛ بطوري كه در جهت شعاعي  33هندسي و تحليلي اين جسم از 

در هنگام مدل  )3-5 شكل ( .نقطه كنترلي بهره برده شده است 3از  zنقطه كنترلي و در جهت  11از 

سازي اين مسئله بايستي به اين نكته توجه داست كه به دليل بلند بودن طول لوله كرنش در جهت 

z و درجه توابع پايه اي نربز در جهت باشد، بنابراين بايستي تعداد نقاط كنترلي   صفر ميz  به گونه

  .اي انتخاب شود كه در اين جهت فقط يك المان نربز توليد شود

 

كانتور تغيير )الف. (كانتور هاي تغيير مكان و تنش هاي ايجاد شده در جسم مربوط به حل دقيق مسئله - 2-5 شكل 

 .كانتور تنش هاي مماسي) ج(تنش هاي شعاعي، كانتور ) ب(مكان، 

و  3، از درجه )جهت شعاعي( ξدرجه توابع پايه اي نربز در جهت بردار گره اي  در اين مثال

  .استدر نظر گرفته شده  2از درجه ) zجهت ( ηدر جهت بردار گره اي 

  :مختصات بردارهاي گره اي به صورت زير است
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{ }
{ }
0,0,0,0,0.125,0.25,0.375,0.5,0.625,0.75,0.875,1,1,1,1

0,0,0,1,1,1

ξ

η

=

=
 

 

 .نحوه قرار گيري نقاط كنترلي - 3-5 شكل 

 كانتورهاي تغيير مكان و تنش ها، كه با استفاده از روش تحليل ايزوژئومتريك بدست آمده در

  .قابل مشاهد است  4- 5 شكل 

 

 كانتور تغيير) الف. (كانتور هاي تغيير مكان و تنش هاي ايجاد شده در جسم مربوط به حل ايزوژئومتريك - 4-5 شكل 

 .تنش هاي مماسي) ج(تنش هاي شعاعي، ) ب(مكان هاي شعاعي، 



خطاي تحليل اين مسئله به روش ايزوژئومتريك به ازاي تغييرات در جهت شعاعي در 

اين نمودار ها براي  zبا توجه به مستقل بودن اين تغييرات از مختصات 

  

 

 .نمودار هاي نشان دهنده خطاي تحليل به صورت درصد خطا

بدست  هاي خطاي تغيير مكان شعاعي بسيار كم مي باشد؛ و جواب

اما نرم خطاي تنش ها در نواحي نزديك به مرزها مقداري 

نمودار مقايسه اي بين تغيير مكان ها و تنش هاي بدست آمده از تحليل 

مشخص است؛ حل انجام شده به وسيله 

ن دهنده صحت نتايج تحليل برنامه 
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خطاي تحليل اين مسئله به روش ايزوژئومتريك به ازاي تغييرات در جهت شعاعي در 

با توجه به مستقل بودن اين تغييرات از مختصات . ارائه شده است

0zدر (قسمت پاييني مدل    .رسم شده است) =

نمودار هاي نشان دهنده خطاي تحليل به صورت درصد خطا - 5-5 شكل 

خطاي تغيير مكان شعاعي بسيار كم مي باشد؛ و جوابدرصد  ملاحظه مي شود

اما نرم خطاي تنش ها در نواحي نزديك به مرزها مقداري . آمده بسيار نزديك به جواب دقيق مي باشد

نمودار مقايسه اي بين تغيير مكان ها و تنش هاي بدست آمده از تحليل . يش يافته است

  .قابل ملاحظه است 6-5 شكل  درايزوژئومتريك و حل دقيق 

مشخص است؛ حل انجام شده به وسيله  6-5 شكل و  5- 5 شكل همانطور كه در نمودار هاي 

ن دهنده صحت نتايج تحليل برنامه برنامه ايزوژئومتريك انطباق خوبي با حل دقيق دارد؛ كه اين نشا

  .كامپيوتري است
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r

 

خطاي تحليل اين مسئله به روش ايزوژئومتريك به ازاي تغييرات در جهت شعاعي در  درصد

ارائه شده است 5-5 شكل 

قسمت پاييني مدل 

ملاحظه مي شود

آمده بسيار نزديك به جواب دقيق مي باشد

يش يافته استافزا

ايزوژئومتريك و حل دقيق 

همانطور كه در نمودار هاي 

برنامه ايزوژئومتريك انطباق خوبي با حل دقيق دارد؛ كه اين نشا

كامپيوتري است

6

درصد خطاي تغيير مكان هاي شعاعيدرصد خطاي تغيير مكان هاي شعاعيدرصد خطاي تغيير مكان هاي شعاعيدرصد خطاي تغيير مكان هاي شعاعي

r



85 

 

  

  

 

مقايسه تغيير ) الف. (مقايسه تغيير مكان ها و تنش هاي بدست آمده از حل دقيق و حل ايزوژئومتريك -6-5 شكل 

 .هاي مماسيمقايسه تنش ) ج(مقايسه تنش هاي شعاعي، ) ب(هاي شعاعي،  مكان
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        صفحه دايره اي شكل تحت بار متمركز در مركزصفحه دايره اي شكل تحت بار متمركز در مركزصفحه دايره اي شكل تحت بار متمركز در مركزصفحه دايره اي شكل تحت بار متمركز در مركز - - - - 2222- - - - 1111- - - - 5555

يكي ديگر از مسائلي كه براي كنترل صحت نتايج برنامة تحليل ايزوژئومتريك سازه هاي متقارن 

در اين مسئله . محوري بكار برده شده است؛ صفحه دايره اي شكل تحت بار متمركز در مركز مي باشد

مي گيرد و لبه هاي خارجي به وسيله تكيه گاه هاي مفصلي مقيد  يك بار متمركز در مركز صفحه قرار

  .مي شود

اين مسئله با استفاده از برنامه نوشته شده براي تحليل ايزوژئومتريك، مورد تحليل قرار گرفته و 

  .مورد مقايسه قرار گرفته است 1انسيسنتايج آن با نتايج نرم افزار تحليل اجزاي محدود 

  :تعريف مسئله

10Rاين مسئله شامل يك صفحه دايره اي شكل به شعاع  1hو ضخامت  = مي باشد كه  =

10pبار متمركز    )7-5 شكل . (در مركز آن قرار گرفته است =

1000Eهمچنين مدول الاستيسيته برابر  0.3νو ضريب پواسان  =   .مي باشد =

 

 .تمركز در مركزصفحه دايره اي شكل تحت بار م - 7-5 شكل 

  :حل اجزاي محدود

براي حل اجزاي محدود اين مسئله از نرم افزار انسيس كه نرم افزاري بسيار معتبر در زمينه 

مدل مورد استفاده براي تحليل اين مسئله  .تحليل اجزاي محدود مي باشد كمك گرفته شده است

                                                 

1 - Ansys 
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ارتفاع به وسيله تكيه گاه هاي مفصلي بصورت يك مستطيل مي باشد كه لبه بيروني آن به در ميانه 

همچنين لبه داخلي آن كه در حقيقت محور تقارن جسم و محل اعمال نيرو . مقيد شده است

در اين لبه نيروي متمركز بين نقاط گره اي المان ها . باشد، در جهت شعاعي مقيد شده است  مي

نشان دهنده مدل اجزاي محدود جسم مي باشد كه به دليل اينكه  8-5 ل شك .مرزي توزيع شده است

شكل وضوح بيشتري داشته باشد از تعداد المان هاي كمتري استفاده شده است اما در عمل براي بالا 

  .بردن دقت نتايج تعداد المان ها بيشتر مي باشند

 

 .مدل اجزاي محدود صفحه دايره اي شكل تحت بار متمركز در مركز - 8-5 ل شك

و همچنين  هاzكانتور هاي تغيير مكان هاي شعاعي و تغيير مكان هاي در جهت محور 

  .نشان داده شده است 12- 5 شكل تا  9- 5 شكل  در جاد شده در جسم،هاي اي تنش

 

 .كانتور تغيير مكان هاي شعاعي براي صفحه دايره اي شكل تحت بار متمركز - 9-5 شكل 
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 .ها براي صفحه دايره اي شكل تحت بار متمركزzكانتور تغيير مكان ها در جهت محور  - 10-5 شكل 

 

 .كانتور تنش هاي شعاعي ايجاد شده در صفحه دايره اي شكل تحت بار متمركز - 11-5 شكل 
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 .كانتور تنش هاي مماسي ايجاد شده در صفحه دايره اي شكل تحت بار متمركز - 12-5 شكل 

  :حل ايزوژئومتريك

براي . براي مدل سازي اين مسئله در ايزوژئومتريك از يك زير دامنه نربز استفاده شده است

تعداد نقاط كنترلي در جهت شعاعي . نقطه كنترلي استفاده شده است 210مدل كردن اين مسئله از 

 ηو  ξدرجه توابع پايه اي نربز در هر دو جهت . مي باشد 7ها برابر zو در جهت محور  30برابر 

1mبنابراين با توجه به رابطه . مي باشد 3برابر  )بردارهاي گره اي( n p= + تعداد مولفه هاي  +

  .مي باشد 11برابر  ηو در جهت  34برابر  ξبردارهاي گره اي در جهت 

نتايج حاصل از حل ايزوژئومتريك بصورت كانتورهاي تغيير مكان هاي شعاعي و تغيير 

نشان  14-5 شكل همچنين  .نشان داده شده است 13-5 شكل  ها درzهاي در جهت محور  مكان

  .هاي ايجاد شده در جسم است  دهنده تنش
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در كانتور تغيير مكان ) ب(كانتور تغيير مكان شعاعي، ) الف(كانتور هاي تغيير مكان حل ايزوژئومتريك،  - 13-5 شكل 

  .هاzجهت محور 

 

) ب(تنش هاي شعاعي، ) الف(كانتور هاي تنش هاي ايجاد شده در جسم ناشي از حل ايزوژئومتريك،  - 14-5 شكل 

  .هاي مماسي تنش

 نمودار هاي مقايسه اي بين نتايج بدست آمده از حل اجزاي محدود و حل ايزوژئومتريك در

1zاين نمودارها در . ارائه شده است 18-5 شكل تا  15-5 شكل  يعني قسمت بالايي جسم به ازاي  =
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  .تغييرات شعاعي رسم شده اند

 

 .نمودار مقايسه اي بين نتايج حل اجزاي محدود و حل ايزوژئومتريك براي تغيير مكان هاي شعاعي - 15-5 شكل 

 

 .zنمودار مقايسه اي بين نتايج حل اجزاي محدود و حل ايزوژئومتريك براي تغيير مكان هاي در جهت  -16-5 شكل 
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 .نمودار مقايسه اي بين نتايج حل اجزاي محدود و حل ايزوژئومتريك براي تنش هاي شعاعي - 17-5 شكل 

  

 

 .نمودار مقايسه اي بين نتايج حل اجزاي محدود و حل ايزوژئومتريك براي تنش هاي مماسي - 18-5 شكل 

همانطور كه قبلا ذكر شد، يكي ديگر از اهداف اين پايان نامه استفاده از تحليل ايزوژئومتريك 

اين راستا براي حل مسائل بهينه سازي  در. در بهينه سازي شكل سازه هاي متقارن محوري مي باشد

زيرروال يا سابروتيني است كه به زبان برنامه  DOT. استفاده شده است DOTسازه ها از سابروتينهاي 
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و قادر است مسائل بهينه سازي مقيد را با . نويسي فرترن توسط پروفسور وندرپلات نوشته شده

  . حل نمايد SQPو  MMFD ،SLPاستفاده از سه روش 

براي استفاده از اين سابروتينها ابتدا بايستي سابروتينهاي ديگري نوشته شود كه قادر به 

سپس به وسيله . محاسبه مقدار تابع هدف، مقدار قيود و بهنگام سازي مقدار متغيرهاي طراحي باشد

و همچنين برنامه تحليل  DOTسابروتينهاي ذكر شده، سابروتينهاي يك برنامه اصلي ارتباط بين 

  .ايزوژئومتريك را برقرار كرد؛ تا بتوان مسائل بهينه سازي سازه ها را حل نمود

ينه سازي روي مثال هايي از سازه هاي متقارن محوري كه با استفاده از همين روش عمليات به

  .آنها انجام شده است، در اين قسمت مورد بررسي قرار مي گيرند

        در مركزدر مركزدر مركزدر مركزصفحه دايره اي شكل داراي تكيه گاه گيردار صفحه دايره اي شكل داراي تكيه گاه گيردار صفحه دايره اي شكل داراي تكيه گاه گيردار صفحه دايره اي شكل داراي تكيه گاه گيردار      - - - - 3333- - - - 1111- - - - 5555

اولين مثالي كه در اين راستا مورد بررسي قرار مي گيرد صفحه اي دايره اي شكل به شعاع 

كه در لبه داخلي به وسيله تكيه گاه گيردار  ).19-5 شكل ( مي باشد 10و شعاع داخلي  40خارجي 

  .مقيد شده است

 

 .شكل اوليه صفحه دايره اي شكل، داراي تكيه گاه گيردار در لبه داخلي - 19-5 شكل 

در نظرگرفته شده؛ همچنين اين صفحه تحت تاثير بار  7صفحه در حالت اوليه برابر ارتفاع اين 

10Fخطي عمودي در لبه خارجي خود به شدت    .مي باشد بر واحد طول =

تابع هدف در اين مسئله بهينه سازي مينيمم كردن تغيير مكان هاي عمودي لبه خارجي جسم 
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حداكثر سطح مقطع  70%با اين قيد كه سطح مقطع استفاده شده . مي باشديعني محل اعمال نيرو 

مدل اوليه اين مسئله با توجه به دارا بودن تقارن محوري، به شكل . باشد 300تعريف شده يعني 

حداكثر  د بهينه سازيدر فرآين دامنه تغييرات ارتفاع مي باشد كه 6و ارتفاع  30مستطيلي به طول 

  .نظر گرفته شده است در 5/1و حداقل  10

نقطه كنترلي استفاده شده، بطوري كه  18براي مدل سازي اين جسم در ايزوژئومتريك از 

  .مي باشد 3و در جهت ارتفاعي برابر  6تعداد نقاط كنترلي در جهت شعاعي برابر 

متغيرهاي طراحي در اين مسئله موقعيت نقاط كنترلي رديف بالايي شكل مي باشد كه اين 

موقعيت نقاط كنترلي رديف پايين ثابت در نظر . حركت كنند zترلي مي توانند در جهت نقاط كن

قاط كنترلي رديف بالايي مشاهده مي شود اگر ن 20-5 شكل  گرفته شده و همچنين همانطور كه در

عنوان متغيرهاي طراحي در نظر گرفته شده به سمت پايين حركت كنند اين احتمال وجود  كه به

از نقاط كنترلي رديف مياني عبور كنند؛ به همين دليل نقاط كنترلي رديف مياني به عنوان دارد كه 

متغيرهاي طراحي وابسته در نظر گرفته شده است؛ به اين صورت كه همواره موقعيت اين نقاط 

  .به نوعي تنظيم شود كه در نقطه مياني بين نقاط كنترلي رديف بالا و پايين واقع شود كنترلي

 

  .7صفحه دايره اي شكل داراي تكيه گاه گيردار در لبه داخلي و ارتفاع اوليه  - 20-5 شكل 
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  .كانتور تغيير مكان عمودي صفحه دايره اي شكل براي طرح اوليه - 21-5 شكل 

انجام شده است كه نتيجه نهايي آن بصورت  SQPبهينه سازي اين مسئله با استفاده از روش 

  .باشد مي 23-5 شكل  و 22- 5 شكل 

 

 .طرح بهينه صفحه دايره اي شكل داراي تكيه گاه گيردار در لبه داخلي - 22-5 شكل 

 

 .كانتور تغيير مكان هاي عمودي صفحه دايره اي شكل بهينه شده - 23-5 شكل 
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همانطور كه ملاحظه مي شود در اين مسئله با استفاده از تعداد بسيار كمي متغير طراحي در 

بطوري كه در روش . مقايسه با روش هاي بهينه سازي مبتني بر اجزاي محدود جواب بهينه حاصل شد

متغير طراحي برابر با تعداد نقاط گره اي قرار گرفته بر روي مرزها  هاي مبتني بر اجزاي محدود تعداد

  .مي باشد

همچنين در مقايسه با روش بهينه سازي با استفاده از تغييرات مرزي كه در آنها براي كم كردن 

اسپلاين تعريف مي شوند؛ اين مزيت در - متغيرهاي طراحي، مرزها سازه به وسيله منحني هاي بي

ليل ايزوژئومتريك وجود دارد كه مانند روش تغييرات مرزي در هر تكرار نياز به استفاده از تح

نياز به المان بندي در هر تكرار باعث افزايش هزينه هاي محاسباتي و . بندي دوباره وجود ندارد المان

  .همچنين زمان محاسبه مي شود

        مخزن بزرگ آبمخزن بزرگ آبمخزن بزرگ آبمخزن بزرگ آب - - - - 4444- - - - 1111- - - - 5555

رگ آب به شكل متقارن محوري مثال بعدي در زمينه بهينه سازي شكل شامل يك مخزن بز

شكل اين مخزن بصورت استوانه است كه در قسمت پاييني . تحت بارگذاري هيدرواستاتيكي مي باشد

. مي باشد 4/6و شعاع خارجي آن  8/5شعاع داخلي اين مخزن . داراي تكيه گاه هاي گيردار مي باشد

ار دارد كه اين فشار در بالاترين اين مخزن تحت فشار هيدرواستاتيكي آب در ديوارة خود داخلي قر

  )24-5 شكل (.مي باشد 12ارتفاع اين مخزن برابر . است ghρنقطه برابر صفر و در پايين مخزن برابر 
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  طرح اوليه مخزن استوانه اي شكل - 24-5 شكل 

نقطه كنترلي  72براي مدل سازي اين مخزن در ايزوژئومتريك از يك زير دامنه نربز كه داراي 

 12برابر  zو در جهت محور  6تعداد نقاط كنترلي در جهت شعاعي برابر . ه استمي باشد استفاده شد

است؛ بنابراين تعداد  3درجه توابع پايه اي نربز در هر دو جهت برابر . در نظر گرفته شده است

 25-5 شكل . مي باشد 16برابر  zو در جهت محور  10هاي بردار گره اي در جهت شعاعي باربر  مولفه

نشان دهنده كانتور تغيير مكان هاي شعاعي و كانتور تغيير مكان هاي عمودي طرح اوليه سازه 

  .باشد  مي
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كانتورهاي تغيير مكان هاي ) ي(كانتورهاي تغيير مكان هاي شعاعي، ) الف(كانتورهاي تغيير مكان،  - 25-5 شكل 

  .عمودي

تابع هدف در اين مسئله مينيم كردن حداكثر تغيير مكان شعاعي مي باشد؛ و قيد در اين 

بطور كه حداكثر حجم مصالح استفاده شده نبايستي . مسئله حجم مصالح استفاده شده مي باشد

  .الح باشدبيشتر از حجم اوليه مص

موقعيت افقي نقاط كنترلي قرار گرفته در روي مرز خارجي سازه به عنوان متغيرهاي طراحي 

زهاي انتخاب شده است و نقاط كنترلي مرز داخلي ثابت فرض شده؛ همچنين نقاط كنترلي بين مر

  .گرفته شده استيرهاي طراحي وابسته در نظر داخلي و خارجي به عنوان متغ

تا  6است و دامنه تغييرات متغير هاي طراحي در بازه  4/6ير هاي طراحي برابر مقدار اوليه متغ

  . قرار دارد 7

  .بصورت  مي باشد SQPنتايج حل مسئله به روش 
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كانتور تغيير ) ب(شعاعي، كانتور تغيير مكان هاي ) الف(سازه، شكل بهينه  كانتور هاي تغيير مكان هاي -26-5 شكل 

  .مكان هاي عمودي



   
 

  

  

  

  

  

  

  

  

        ::::فصل ششمفصل ششمفصل ششمفصل ششم

        نتايج و پيشنهاداتنتايج و پيشنهاداتنتايج و پيشنهاداتنتايج و پيشنهادات
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        مقدمهمقدمهمقدمهمقدمه – 6-1

و دستاوردهاي حاصله در طول انجام اين هدف از نگارش اين فصل بيان خلاصه اي از نتايج 

همانگونه كه . همچنين برآنيم تا پيشنهاداتي را جهت ادامه تحقيقات مطرح سازيم. پايان نامه مي باشد

قبلاً نيز بيان شد، هدف اصلي از انجام اين پايان نامه بررسي روش تحليل ايزوژئومتريك و تعميم آن 

دف ديگر بررسي عملكرد استفاده از تحليل ايزوژئومتريك براي مسائل متقارن محوري، و همچنين ه

تلاش صورت گرفته در اين راستا منجر به توليد برنامه اي به . در حل مسائل بهينه سازي بوده است

شده كه قادر به تحليل مسائل متقارن محوري به روش ايزوژئومتريك و  IsoOptimizerنام 

صحت عملكرد اين برنامه با حل مثال هايي و مقايسه . باشدسازي شكل اين نوع از سازه ها مي   بهينه

  .به روش اجزاي محدود كنترل شده استآنها با جواب دقيق و يا جواب تحليل 

  .خلاصه اي از نتايج حاصل از انجام اين پايان نامه در ادامه بيان شده است

        نتايجنتايجنتايجنتايج    – 6-2

مهمترين نتيجه حاصل از انجام اين پايان نامه ارائه فرمول بندي و تعميم روش ايزوژئومتريك 
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براي حل مسائل متقارن محوري مي باشد كه با حل مثال هاي مختلف نتايج قابل قبول اين روش 

  .قارن محوري نشان داده شده استتبراي سازه هاي م

ها با جواب دقيق و يا جواب تحليل اجزاي حل مثال هاي تحليل متقارن محوري و مقايسه آن

محدود توسط برنامه انسيس نشان دهنده نتايج بسيار خوب تحليل ايزوژئومتريك، در محاسبه مقدار 

تغيير مكان هاي سازه مي باشد؛ كه در يك مورد به نظر مي رسد جواب هاي بدست آمده براي تغيير 

  .ي بدست آمده از نرم افزار انسيس مي باشدهاي بهتري نسبت به جواب ها  مكان هاي سازه جواب

بررسي نتايج بدست آمده از روش تحليل ايزوژئومتريك براي مسائل متقارن محوري نشان 

دهنده نتايج قابل قبولي براي تنش هاي ايجاد شده در سازه مي باشد؛ اگرچه بررسي نمودارهاي تنش 

كه اين مسئله احتياج به . ه نربز مي باشدنشان دهنده خطاهاي نسبتاً بيشتري در مرزهاي زير دامن

  .تحقيق بيشتر در اين زمينه دارد

در بررسي جواب هاي بدست آمده براي تغيير مكان هاي سازه عملكرد بسيار خوب تحليل 

  .ايزوژئومتريك در اعمال شرايط مرزي همگن مشهود است

م، نحوه اعمال شرايط مرزي يكي از مشكلاتي كه در حين انجام اين پايان نامه با آن مواجه شدي

نيرويي مي باشد، در مقالاتي كه تا كنون در زمينه ايزوژئومتريك منتشر شده هيچگونه گزارشي در 

  .اين مورد بيان نشده است، و به نظر مي رسد نياز به تحقيق بيشتر در اين زمينه وجود دارد

تحليل ايزوژئومتريك در  همانطور كه انتظار مي رفت، حل مسائل بهينه سازي با استفاده از

كه اين به دليل تعريف هندسه توسط . عمل باعث ايجاد جوابي بهينه با مرزهاي هموارتري شده است

  .توابع نربز، در تحليل ايزوژئومتريك مي باشد

با توجه به نتايج بدست آمده و مشكلاتي كه  در حين انجام اين پايان نامه با آن مواجه شديم، 

  .هاداتي جهت ادامه تحقيقات ارائه مي گردددر اين قسمت پيشن
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عموماً بصورت يكنواخت صورت گرفته ) انتخاب بردارهاي گره اي(در اين تحقيق مش بندي 

اين در حالي است كه به نظر مي رسد كيفيت مش بندي در جواب هاي حاصله موثر باشد؛ بنابراين 

ر نتايج و همچنين نحوه بهبود بخشيدن به آن مورد پيشنهاد مي شود كيفيت مش بندي و تاثير آن ب

  .بررسي قرار گيرد

اين تحقيق براي مسائل در حالت دو بعدي انجام شده است؛ كه پيشنهاد مي گردد براي حالت 

  .كلي و مسائل سه بعدي تعميم داده شود

ر همانطور كه ذكر شد يكي از مشكلات موجود، نحوه اعمال شرايط مرزي نيرويي، بخصوص د

كه احتياج به تحقيق بيشتري براي رفع . حالتي كه مرز يا نيرو داراي شكل پيچيده اي است، مي باشد

  .اين مشكل وجود دارد

حداقل تعداد نقاط كنترلي بكار رفته در تحليل ايزوژئومتريك، كه مي تواند منتج به جواب با 

  .استدقت مناسب شود؛ يكي ديگر از مسائلي است كه در اين زمينه مطرح 



104 

 

        ::::مراجعمراجعمراجعمراجع

        

[1] T.J.R. Hughes, J.A. Cottrell, Y. Bazilevs, Isogeometric analysis: Cad, finite 

elements, �URBS, exact geometry and mesh refinement,Comput. Meth. Appl. Mech. 

Engrg. 194 (39–41) (2005) 4135–4195 

[2] M. Gee, W.A. Wall, E. Ramm, Parallel multilevel solutions of nonlinear shell 

structures, Comput. Methods Appl. Mech. Engrg. 

[3] J.A. Cottrell, T.J.R. Hughes, A. Reali, Studies of refinement and continuity in 

isogeometric structural analysis, Comput. Methods Appl. Mech. Engrg. 196 (2007) 

4160–4183 

[4] L. Piegl, W. Tiller, The �URBS Book (Monographs in Visual Communication), 

Second ed., Springer-Verlag, New York, 1997. 

[5] D.F. Rogers, An Introduction to �URBS With Historical Perspective, Academic 

Press, San Diego, CA, 2001. 

[6] Wolfgang A. Wall, Moritz A. Frenzel, Christian Cyron, Isogeometric structural 

shape optimization, Comput. Methods Appl. Mech. Engrg. 197 (2008) 2976–2988 

[7] O. Zienkiewicz, R. Taylor, The Finite Element Method, sixth ed, vols.1–3, 

Butterworth-Heinemann, 2005. 

[8] david V. Hutton, Fundamentals Of Finite Element Analysis, McGraw-Hill, New 

York, 2004. 

[9] S. Timoshenko, J. N. Goodier, Theory Of Elasticity, McGraw-Hill, New York,1951. 

[10] J. Sienz. Integrated structural modeling, adaptive analysis and shape optimization. 

Ph.D Thesis. Civil Engineering University of Swansea, UK, 1994. 

[11] U. Kirsch. Structural Optimization Fundamentals and Application. Springer-

Verlag. 1993. 

[12] B. Hassani, E. Hinton.  Homogenization and Structural Topology Optimization. 

Springer. 1999. 

 [13] G.N. Vanderplaats. �umerical optimization techniques for engineering design. 

McGraw-Hill, New York 1984. 

[14] S.M.B.Afonso. Shape optimization of shells under static and free vibration 

conditions. PhD thesis. Department of civil Engineering,University of Wales, 

Swansea,UK.1995. 



105 

 

[15] M.Ozaka, Analysis and optimal design of structures with adaptivity. Ph.D Thesis.   

Department of Civil Engineering, University of Wales, Swansea, UK, 1993 

[16] K. Svanberg, The method of moving asymptotes – a new method for structural 

optimization, Int. J. Numer. Meth. Engrg. 24 (2) (1987) 359–373. 

[17] G. Hadely, Addison Wesley, Linear Programming, 1962. 

[18] K.-U. Bletzinger, S. Kimmich, E. Ramm, Efficient modeling in shape optimal 

design, Comput. Syst. Engrg. 2 (5–6) (1991) 483–495. 

[19] Martin H. Sadd, ELASTICITY Theory, Applications, and �umerics, Elsevier 

Butterworth–Heinemann, 2005. 

                                                       

 

 



Abstract:::: 

 

Most of problems encountered in structural engineering deals with solving partial 

differential equations which generally is not an easy task. In the last few decades, 

several methods have been suggested for solving these equations where the finite 

elements, finite difference, boundary elements and meshfree methods are amongst the 

most common. Recently, the so named ‘Isogeometrical Analysis’ method was suggested 

and since then many researchers have been trying to overcome the difficulties of the 

method. 

In this research, after introducing the isogeometrical method in general, its 

formulation for the plane stress/strain case is presented and further developed for the 

axisymmetrical problems. This is followed by developing a computer program, 

especifically for the solution of axisymmetric problems, given the name IsoOptimizer. 

This program enables user to solve axisymmetric problems with the Isogeometrical 

method. 

To verify the performance of the developed program, a few examples were taken 

into consideration and the obtained results were compared with the analytical solution 

as well as the results of the ANSYS software. It is shown that the results of the 

developed computer program are in a very good agreement with the exact and finite 

element solutions. 

In the next step, the developed tool was employed for structural shape 

optimization of the axisymmetric problems. For this purpose, the DOT mathematical 

programming subroutines were used. To demonstrate the performance of the method, a 

few examples are presented in Chapter 5. 

 

Keywords: Isogeometrical analysis, NURBS, Shape optimization, Axisymmetric 

Structures 



       

Shahrood University of Technology 

Structural Engineering Department 

 

 

M. Sc. Thesis 

Isogeometrical Analysis and shape optimization 

of Axisymmetric Structures 

 

 

A. Hojjatpanah Montazeri 

 

 

 

 

Supervisors: 

Dr. B. Hassani 

Dr. R. Naderi 

 

 

 

 

Date: July, 2009 

    


