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  تشكر و قدرداني

  
بسيار مديون محبت هاي استاد عزيزم جناب آقاي دكتر بهروز حسني مي 

باشم كه علاوه بر حق استادي ، الگوي اخلاق ، رفتار و شخصيت براي بنده بوده و 

هميشه . باشد اميدوارم اين تلاش مختصر رضايت ايشان را در بر داشته .خواهد بود

  .بهترين آرزو ها را براي ايشان خواستارم

بخاطر هم ) Krister Svanberg( پروفسور سونبرگجناب جا دارد ، از 

و در اختيار گذاشتن مثال هايي براي حل به روش  شانو راهنمايي هاي كمك ها

MMA   تشكر كنم.  

ر هم چنين دوست عزيز ، جناب آقاي مهندس توكلي ، بخاطر در اختيا

 .ارمزگذاشتن برنامه حل توپولوژيك به روش معيار بهينگي ، بسيار سپاسگ

و جناب آقاي كريم بيات سرمدي معلم كلاس اول ابتدايي به خاطر تمام 

  .خاطرات خوب آن روزها
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استفاده از روشهاي مجانبي در بهينه سازي توپولوژي مسائل 

  تنش صفحه اي
  

  سروش چراغي
  
  
  

كننده، گاهي غير عملي و به  هاي تحليلي در برخي مسائل، خسته استفاده از روش :چكيده 
بر  هاي بزرگ مقياس سر و كار داريم، بسيار هزينه ها كه با سازها سازه سازي خصوص در بهينه

  .باشند مي
ها، زياد شدن متغيرهاي طراحي و قيود، غيرخطي شدن  دلايل نامناسب بودن اين روش

اين عوامل باعث گسترش جايگزيني . باشد بودن توابع هزينه و قيد مي  توابع طراحي، و يا ضمن

  .ها، به صورتي كه به محتوي آسيب نرساند، گرديد ي اين روشهاي تقريبي به جا روش

ها، يك متد بايد عموميت و انعطاف داشته باشد، و قادر باشد، نه تنها  سازي سازه در بهينه

را نيز در ... متغيرهاي طراحي مثل اندازه المانها را بكار برد، بلكه متغيرهايي مثل شكل، زوايا و 

همه نوع قيد به شرطي كه مشتقات توابع قيد نسبت به متغيرهاي  در ضمن قادر باشد. برگيرد

ريزي  اندازي مسائل برنامه طراحي قابل محاسبه باشند را بر مسأله اعمال كند؛ از طرفي قابليت راه

  .غيرخطي معمول را داشته باشد

نه  (Method of Moving Asymptotes)به اعتقاد آقاي سونبرگ روش تقريبي 

  .باشد يات را دارد، بلكه براي استفاده و اجرا كردن در مسائل، بسيار آسان ميتنها اين خصوص

 



 ح 
 

سازي معمول و تقريبي،  هاي بهينه در اينجا سعي شده پس از توضيح مختصر درباره روش

سازها پيدا كرده است را مورد توجه قرار داده و  كه عموميت خوبي بين بهينه MMAروش تقريبي 

اي  هايي را در توپولوژي مسائل تنش صفحه كند، مثال ه از اين روش استفاه ميبا ارائه يك برنامه ك

به طوري كه شرايط يكساني از نظر تابع هدف و قيد و (حل و نتايج را با نتايج روش معيار بهينگي 

  .مقايسه نمود) متغيرهاي طراحي رعايت شده باشد

مسأله اعمال شود تا انعطاف روش  شود كه قيد تنش نيز به در ادامه برنامة ديگري ارائه مي

پس از آن تأثيرپذيري نتايج مسأله نسبت به پارامترهاي . در داشتن قيدهاي مختلف نمايان شود

MMA گيرد و در نهايت با توجه به اين كه با تغييراتي در كدهاي  مورد ارزيابي قرار ميMMA 

هايي به  بدست آورد، مثال را نيز CONLINو  SLPهاي تقريبي و متوالي  توان جواب روش مي

  .كنيم ها را مقايسه مي اين سه روش حل و جواب
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  مقدمه -1-1
  

هـاي مشـخص    ، رسيدن به نتيجه بهتـر، در مـورد يـك عمليـات بـا محـدوديت      1سازي بهينه

  . باشد مي

دهـد كـه در انـرژي     ي انجام مـي هايش را به شكل انسان محصور در طبيعت، ذاتاً تمام فعاليت

. باشـد  اين اصل، بخاطر استفاده حداكثر از منابع محدود موجـود در طبيعـت مـي   . جويي كند صرفه

  . ها، به خوبي بيانگر اين مطلب است اختراعات اوليه اهرمها و قرقره

 ها اهميت طراحي سازه. گردد سازي سازه به قرن هيجدهم ميلادي باز مي سابقه تدوين بهينه

هاي ديگر علـوم   در شاخه. فضا مورد توجه قرار گرفت  نيمم، اولين بار توسط صنايع هوا  ـ با وزن مي

  . ممكن است هزينه در درجه اول اهميت باشد

                                                 
١ - Optimization 
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. . . سازي، روشي براي كاهش زمان، بهبود كيفيـت، كـاهش هزينـه و     در كل، تكنيك بهينه

  . باشد مي

و روشـهاي   1هـاي تحليلـي   خص به دو دسـته روش ها به طور مش سازي سازه هاي بهينه روش

اساساً روشهاي تحليلي بر جنبه مفهـومي تاكٌيـد دارنـد، در حاليكـه     . شوند بندي مي تقسيم 2عددي

   .كنند روشهاي عددي وجه الگوريتمي پيدا مي

روشهاي تحليلي معمولاً از تئوري رياضيات، حساب ديفرانسيل و انتگرال، روشهاي تغييـرات  

ايـن روشـها   . كننـد  اي ساده مثل تير، ستون يا صفحه استفاده مي هاي سازه مطالعه المان و غيره در

اي  اي به شكل منفرد مناسـب هسـتند و زمينـه    هاي سازه اغلب براي مطالعات اساسي بر روي مؤلفه

  .اي بزرگ ندارند هاي سازه براي كاربرد در سيستم

شود كه هـدف پيـدا كـردن شـكل      ارائه مي در عمل، طراحي سازه با تعدادي از توابع نامعلوم

طراحي بهينه به شكل تئوري دقيقاً از حل يـك سـري از معـادلات كـه بيـان      . كلي اين توابع است

هـاي   اگرچه روشهاي تحليلي از لحاظ عملـي بـا سـازه   . آيد باشند بدست مي كننده شرايط بهينه مي

  .عملي نقش مهمي خواهد داشت واقعي انطباق ندارند اما بررسي رفتار آنها در درك مسائل

. كننـد  نويسـي رياضـي اسـتفاده مـي     روشهاي عددي معمولاً از محاسبات عددي و يـا برنامـه  

باشد، كه  ها مي هاي اخير در اين زمينه مديون رشد سريع ظرفيت محاسبات بوسيله برنامه پيشرفت

ي عددي يك طراحي در روشها. گردد هاي بزرگ مي باعث  تسهيل در حل مسائل واقعي در مقياس

شـود، سـپس يـك     نزديك به بهينه به شكل خودكار بـه عنـوان نقطـه شـروع در نظـر گرفتـه مـي       

  . گيرد جستجوي اصولي براي رسيدن به طراحي بهينه عموماً در قالب يك فرآيند تكراري انجام مي

م، نويسـي خطـي، درجـه دو    هاي برنامه نويسي رياضي مثل الگوريتم برخي از  روشهاي برنامه

. انـد  سازي توسعه پيدا كرده ديناميكي و هندسي و غيره با توجه به كاربردشان در حل مسائل بهينه

                                                 
١ - Analytical Methods 
٢ - Numerical Methods 



٤ 
 

، بـراي حـل مسـائل    1نويسـي غيرخطـي   تر به عنوان برنامه هاي كلي در اين ميان يك سري الگوريتم

هـاي رياضـي كوتـاه     نويسـي  اگرچـه عمـر برنامـه   . سازي به شكل عمومي استنتاج شده اسـت  بهينه

هاي زيادي براي حل مسائل عددي، مانند روشـهاي تقريبـي    باشد، ليكن در اين زمينه الگوريتم مي

  .اند توسعه پيدا يافته

هـاي محاسـباتي گرانـي اسـت كـه در       انگيزه اصلي در توسعه روشهاي تقريبي كاهش هزينه

حـل مسـئله    يابـد  از طرفي هنگاميكه ابعـاد مسـئله افـزايش مـي    . كند روشهاي ديگر نمود پيدا مي

  .توان به اين مشكل غلبه كرد سازي گاه غيرعملي است كه با به كارگيري روشهاي تقريبي مي بهينه

سازي، به طور مختصـر دربـاره آنهـا صـحبت كـرده و       در ابتدا، براي آشنايي با مفاهيم بهينه

  . كنيم سازي را مرور مي بندي روشهاي بهينه چنين دسته هم

ددي كه روشهاي تقريبي از آن مشتق شده را بيان كـرده و در  سازي ع سپس روشهاي بهينه

  . نمائيم پردازيم و روشهاي آنرا مطالعه مي سازي مي ادامه به بيان مفاهيم تقريب

 هكـه چگونگ ـ  دهيم و ايـن  در بخش بعدي، روشهاي تقريبي و متوالي را مورد بررسي قرار مي

گردد تـا نتيجـه بهينـه حاصـل      استفاده ميبراي كاهش زمان از روشهاي تقريبي به صورت تكراري 

  . نمائيم كه عموميت بيشتري پيدا كرده را با جزئيات بيان ميMMAگردد و روش تقريبي مجانبي 

براي  كهدهيم  ميهاسازي سازه  در فصل بعد توضيح مختصري درباره معيار بهينگي در بهينه

  . كنيم مقايسه با نتايج روش تقريبي از آن استفاده مي

سـازي توپولـوژي بـراي     هاي حذف نويز كـه در بهينـه   ادامه به طور اجمالي درباره تكنيكدر 

گردد و از آن در نتايج روش تقريبي و معيار بهينگـي    جلوگيري از بوجود آمدن اعضاي نامطلوب مي

  . گردد استفاده شده صحبت مي

توضيح داده شده و در انتها پروسه استفاده از روش تقريبي در يك برنامه به زبان فرترن 

ويك برنامه نيز  شود گيري مي بهينگي از آن نتيجه مثالهايي حل و پس از مقايسه با روش معيار

                                                 
١ - Non-Linear Programming 
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آشكار گردد و در ادامه،  MMAپذيري متد  طراحي شده تا با اضافه كردن قيد تنش، قابليت انعطاف

و  SLPبه روش  MMAد و هم چنين قابليت تبديل ك MMAها از تغير پارامترهاي  تأثيرپذيري جواب

CONLIN گذرانيم ها را از نظر مي و مقايسه جواب.  
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  22فصل فصل 
  سازيسازي  مفاهيم بهينهمفاهيم بهينه
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 مقدمه  -2-1

  
بـراي كمينـه   . باشد سازي، پيدا كردن محل و مقدار كمينه يك تابع، سريع و ارزان مي بهينه

. شـوند  ناميـده مـي   1براي تغيير وجود خواهـد داشـت كـه متغيـر طراحـي     كردن تابع، پارامترهايي 

بـراي  . شـود  تعريـف مـي   2طراحي، به شكل يافتن مقدار بيشينه و يا كمينه تابعي به نام تابع هـدف 

اينكه به طراحي قابل قبول برسيم بايد الزامات خاصي از طراحي برآورده شـود، ايـن الزامـات قيـود     

كند تا مقدار بيشينه و يـا   سازي با تغيير متغيرهاي طراحي كمك مي هينهب. شود ناميده مي 3طراحي

شـكل كلـي   . اي را براي تابع هدف در عين برآورده شدن ضوابط قيـود طراحـي، پيـدا كنـيم     كمينه

  : بندي رياضي برابر است با سازي با فرمول مسئله بهينه

)2-1(                                                      
NiBxA

Mjxgts

xfMinimise

iii

j

,...,1

,...,10)(..

)(



      

                                                 
١ - Design Variables 
٢ - Objective Function 
٣ - Constraints Function 
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هـاي معرفـي شـده حـدود متغيرهـاي       ها توابع قيد و نامساويg(X)تابع هدف و  F(X)كه 

  .دهند طراحي را نشان مي

  
  تعاريف اوليه -2-2
  تابع هدف -2-2-1

بهينـه كـردن وزن،   (هايي  به منظور پيدا كردن بهترين طراحي ممكن، بايد ضوابطي و ملاك

ها كـه هميشـه    اين ملاك. ها تعريف بكنيم بندي طراحي براي طبقه...) مقاومت و هزينه، استحكام، 

اگر بزرگتر بودن تابع هدف ملاك . شوند باشند تابع هدف ناميده مي توابعي از متغيرهاي طراحي مي

سازي خواهد بود، و اگـر كمتـر شـدن     مسئله موجود يك مسئله بيشينه) سختي و غيره: مثل(باشد 

سازي مواجـه خـواهيم    با مسئله كمينه) وزن، هزينه و غيره: مثل(ور نظر قرار بگيرد تابع هدف منظ

تـوانيم مسـئله    مند و برخورد با يـك نـوع مسـئله مـي     به منظور پرداختن به يك قاعده اسلوب. شد

  :سازي با تعريف زير تبديل كنيم سازي را به مسئله كمينه بيشينه

)2-2(                                                                   )}({min)}({max xfxf     

  
  :توابع قيد -2-2-2

. هـا قـرار دارد   اي از الزامات و يـا محـدوديت   طراحي يك سيستم معمولاً تحت تاثٌير مجموعه

تواند مشخص كننده ايمني سازه باشد، مثلاً نبايـد تـنش    اي اين الزامات مي براي يك سيستم سازه

شـود كـه    تر نياز مي گاهي براي مقايسه و يا انجام محاسبات آسان. حدخاصي تجاوز كند در اعضا از

براي مثال قيد تنش در يك المان بصورت زير ). 1نرماليزه كردن(بعد بيان كنيم  قيود را به شكل بي

  ]:22[گردد نرماليزه مي
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١ - Normalization 
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  :متغيرهاي طراحي -2-2-3
شوند، متغيرهـاي طراحـي ناميـده     گيري ظاهر مي پارامترهاي متغيري كه در فرآيند تصميم

شوند و مسئله متناظر  بندي مي تقسيم 2و پيوسته 1اين متغيرها غالباً به دو صورت گسسته. شوند مي

  .شوند معرفي ميبا هر نوع متغير با نام مشابه مسئله گسسته و يا مسئله پيوسته 

توانند مقادير مشخصـي از مجموعـه داده شـده را اختيـار كننـد       متغيرهاي گسسته فقط مي

هـاي خـاص از جـداول     يك تعداد مشخص از ميلگردهاي بـا شـماره  : مانند) مشابه با اعداد صحيح(

موعـه  را در مج) معادل با اعداد حقيقـي (توانند هر ارزشي  مربوط، در حاليكه متغيرهاي پيوسته مي

  .داده شده اختيار كنند، مانند مختصات يك گره

بعــدي مشــخص كــه هــر محــور مختصــات آن بيــانگر يــك متغيــر طراحــي nيــك فضــاي 

),...,1(, nixi  شود و هر نقطه در اين فضا با يك نقطـه طراحـي    ناميده مي 3است، فضاي طراحي

)(0كه در رابطـه   xمجموعه مقادير . متناظر است Xg j       صـدق كننـد، يـك سـطحي در فضـاي

  .گويند مي 4دهند كه به آن سطح قيد طراحي تشكيل مي

كنند، فضاي طراحي را  هر كدام از متغيرهاي طراحي متناسب با الزامات خاصي كه ايجاد مي

)(0اي كه در آن  ناحيه. كنند تقسيم مي 6و امكان ناپذير 5پذير به دو ناحيه امكان xgj  باشـد،   مـي

)(0پذير و ناحيه  فضاي امكان xgj  نقطـه بهينـه قابـل قبـول در     . باشـند  فضاي امكان ناپذير مـي

مكان هندسي همه نقاطي كـه بـه ازاي آنهـا تـابع هـدف يـك       . گيرد پذير كلي قرار مي فضاي امكان

ايجاد  7تورهاي تابع هدفكند، سطوحي در فضاي طراحي به نام كن مقدار ثابت و مشخص اتخاذ مي

  ].1[كنند مي

                                                 
١ - Discrete Variables 
٢ - Continuous Variables 
٣ - Design Space 
٤ - Constraint Surface 
٥ - Feasible Region 
٦ - Infeasible Region 
٧ - Contours of Objective Function 
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امـا  . تـوان نقطـه بهينـه را پيـدا كـرد      با رسم سطوح هدف به همراه سطوح قيد به آساني مي

هنگاميكه تعداد متغيرهاي طراحي زياد شوند ترسيم اين سطوح بسيار پيچيـده و حتـي غيرعملـي    

  . ير خواهد شدپذ است بنابراين در اين حالت حل مسئله تنها به شكل رياضي انجام

  

  ها سازي سازه بهينه -2-3
هـاي سـازه از يـك سـازه      اي، يك تكنيك در جهـت اصـلاح برخـي جنبـه     سازي سازه بهينه

  . باشد مهندسي مي

  . شود هاي كاربرد، اين تكنيك به سه دسته، ابعاد، شكل و توپولوژي تقسيم مي از نظر زمينه

  

  :1سازي ابعاد بهينه -2-3-1
هـاي مشخصـي از سـازه خواهـد      شامل بهبود سطح مقطع يا ضخامت المانسازي ابعاد  بهينه

اي از صفحه و يا پوسته و  مانند ضخامت يك قطعه(ها اغلب موضوعيت ابعاد دارند  طراحي سازه. بود

كه مهندس سازه بخواهد ضخامت يـك صـفحه و يـا     طبيعي است). ها سطح مقطع ميلهيا مساحت 

اي، ممكـن اسـت ضـخامت     در يك مدل سازه. سازه تغيير دهد پوسته را به منظور كاهش وزن كلي

  .صفحه يك پارامتر متغير در نظر گرفته شود اگر چه هندسه سازه در اين حالت تغيير نخواهد كرد

. تواند يك متغير طراحي در نظر گرفته شـود  سطح مقطع يك تير يا اعضاي يك خرپا نيز مي

)(آنگاه مساحت آن به شكل  اگر سطح مقطع يك شكل مستطيلي داشته باشد، hbA    تعريـف

تواننـد بـه عنـوان     مـي   hو  bبنابراين بدون از دست دادن كليت مسـئله پارامترهـاي   . خواهد شد

  .متغير طراحي در مسئله مورد نظر به كار گرفته شوند

                                                 
١ - Size Optimization 
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  بهينه سازي ابعاد -1-2شكل

  
  : 1سازي شكل بهينه -2-4-2

عمومـاً در  . كنـد  تـر رفتـار مـي    سـازي شـكل پيچيـده    سازي ابعاد، بهينـه  در مقايسه با بهينه

بـه عنـوان متغيـر طراحـي      2هاي اجزا محدود هاي مدل سازي شكل، مختصات گره هاي بهينه مسئله

  .تواند در طول طراحي به شكل متوالي اصلاح شود گردد كه مي انتخاب مي

  . كنند هاي طراحي هندسه مرزهاي سازه را تعريف ميمتغير

تواننـد انتخـاب    كنند به عنوان متغيرهـا مـي   برخي يا تمام پارامترهايي كه مرز را تعريف مي

  . ها هاي انتهايي خط شوند، به عنوان مثال نقطه

ل سـازي مح ـ  ابزار بهينه. يابد  بوسيله تغيير محل اين نقاط، شكل مرز هندسي سازه تغيير مي

  .كند نقاط متناظر با بهترين كارايي سازه را پيدا مي

  . سازي شكل را نشان داده است شكل زير يك مثال براي بهينه

  
  سازي شكل بهينه -2-2شكل 

                                                 
١ - Shape Optimization 
٢ - Finite Element 
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  : سازي شكل روشهاي متفاوت براي بهينه

  . هاي اجزاء محدود  استفاده از مختصات گره

  . و غيره B-Sp lines ،Bezier SP linesمرزها بوسيله   استفاده از تعريف

  .شود روش تابع پايه، شكل بهينه به صورت يك تركيب خطي از چندين شكل پايه پيدا مي

  
  :1سازي توپولوژي بهينه -2-3-3

سـازي ابعـاد، تغييـرات جزئـي در هندسـه سـازه را بـه نمـايش          سازي شـكل و بهينـه   بهينه

به عنوان مثـال  . كند ازه را مشخص ميسازي توپولوژي طرح كلي يك س در حاليكه بهينه. گذارند مي

تواند ابعاد و موقعيت يك حفره در داخل يك صـفحه را تغييـر بدهـد و قـادر      سازي شكل مي بهينه

سازي توپولـوژي   بهينه. نخواهد بود كه حفره را به شكل كامل حذف و يا حفره جديدي تعريف بكند

سـازي   در واقـع بهينـه  . ي معرفي بشـود تواند حذف و يا حفره جديد كند كه آيا حفره مي معلوم مي

ريزي يك سازه، موضـوعيت   در مرحله طرح. گذارد توپولوژي، پيشنهاد طراحي اوليه را در اختيار مي

نتيجـه حاصـل از   . سـازي توپولـوژي مشـخص خواهـد شـد      و طرح كلي يـك سـازه توسـط بهينـه    

ا محـدود جديـد بـه كـار     سازي توپولوژي، به عنوان طراحي منتخب براي ايجاد يك مدل اجز بهينه

  .گيرد سازي شكل در مرحله بعدي بر روي اين مدل انجام مي سازي و بهينه محاسبات شبيه. رود مي

گاهها، نيروها و فضاي طراحي، تعريف شده اسـت؛   سازي توپولوژي فقط شرايط تكيه در بهينه

  .شود كه براي اين تعاريف طرح بهينه سازه پيدا مي

 .شود هاي ناپيوسته و پيوسته تقسيم مي ه دو دسته سازهسازي توپولوژي ب بهينه

 

 

 

  

                                                 
١ - Topology Optimization  
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  : 1هاي ناپيوسته سازي توپولوژي سازه بهينه -2-3-3-1
سازي توپولوژي مسائل ناپيوسته، هـدف پيـدا كـردن تعـداد، بعـد و ارتبـاط بهينـه         در بهينه

  . باشد مي 2اي از يك سازه پايه اعضاي سازه

يك سازه زمينه و طرح بهينـه آن  . باشد م اعضاي ممكن مياين سازه پايه يا زمينه شامل تما

  . براي يك تير طره در زير نمايش داده شده است

  .هاي پيوسته سروكار خواهيم داشت ما در اينجا تنها با سازه

  
  هاي ناپيوسته سازي توپولوژي سازه بهينه -3-2شكل 

  

  : 3هاي پيوسته سازي توپولوژي براي سازه بهينه -2-3-3-2
هاي پيوسته، بدست آوردن بهترين طـرح سـازه درون    سازي توپولوژي براي سازه ف بهينههد

  .باشد داده شده مي 4يك فضاي طراحي

  . باشد شده از ماده مي ترين چيدمان از يك جرم تعريف يك ابزار معمول، محاسبه سخت

دوباره آرايش فضاي طراحي به اجزاء محدود تقسيم شده و مواد با تغيير چگالي در هر المان 

در مرحله نهايي، المانهـا بـه صـورت    . باشند سازي چگالي المانها مي متغيرهاي بهينه. شوند داده مي

شكل زيـر نمايشـي از يـك    . شوند نمايش داده مي) چگالي صفر(و خالي ) چگالي يك(قسمت توپر 

  .باشد طرح بهينه از فضاي طراحي يك تيرطره مي

                                                 
١ - Discrete Structures  
٢ - Ground Structure 
٣ - Continuous Structures 
٤ - Design Space 
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شـود كـه ايـن     تشـكيل مـي   1و  0مانهايي با چگالي بـين  در قسمتهايي از فضاي طراحي، ال

  .جوار آنها بايد به سمتي سوق داده شود  المانها با توجه به المانهاي هم

  
  هاي پيوسته سازي توپولوژي براي سازه بهينه -4-2شكل 
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  33فصل فصل 
  سازي عدديسازي عددي  بهينهبهينه
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  مقدمه -3-1

اكثـر روشـهاي   . شـوند  به دو گروه عمـده مقيـد و نامقيـد تقسـيم مـي     سازي  روشهاي بهينه

اند، كه به مقدار توابـع و اطلاعـات حساسـيت در     ريزي رياضي استوار شده سازي بر پايه برنامه بهينه

سـازي بـه طـور خلاصـه معرفـي       در ادامه برخي روشهاي بهينـه . نقطه طراحي داده شده نياز دارند

  . شوند مي

  سازي اي بهينهانواع روشه -3-2
اي از مقادير تقريبي است كـه   سازي غيرخطي عددي، توليد دنباله مبناي اكثر روشهاي بهينه

  :شود هاي زير تشكيل مي اين فرآيندها از گام. يابند به سمت تابع هدف بهبود مي

  Xشروع از يك نقطه آغازين  -الف

  .كه به سمت عمومي كمينه است) 1iبراي شروع ( iSتعيين يك جهت مناسب  -ب

  .پيدا كنيد iSبراي حركت در امتداد جهت  iيك طول گام مناسب  -ج

iiii .را به صورت زير به دست آوريد 1iXتقريب جديد  -د SXX 1  
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بهينـه اسـت روش را متوقـف     1iXاگـر  . كنيد بهينه بودن را در نقطه جديد آزمايش مي -ه

1كنيد و در غير اينصورت  ii  را تكرار نماييد) ب(قرار داده و گام.  

)(اگر  XF وم بـودن امتـداد   تابع هدفي باشد كه بايد بهينه شود و با فرض معلiS  مسـئله ،

)()()(اي كه  ، عبارتست از تعيين مقدار آن به گونهiيافتن  1 iiiii FSXFXF    را به

iiازاي مقادير ثابت  SX آيـد،   درمـي  iر به صورت تابعي از تنها متغي Fاز آنجائيكه . كمينه كند ,

بعـدي شـامل    سازي يك روشهاي كمينه. بعدي گويند سازي يك را روشهاي بهينه iروشهاي يافتن 

در اين ميان روشهاي عـددي شـامل روشـهاي حـذفي     . باشد روشهاي تحليلي و روشهاي عددي مي

 ـ ( و روشـهاي  ...) و  2، روش نسـبت طلايـي  1اچيجستجوي نامتناهي، جستجوي كامـل، روش فيبون

  .باشد مي و روش ريشه مستقيم 4، درونيابي درجه سوم 3درونيابي درجه دوم

سازي حسـاب ديفرانسـيل يـك روش تحليلـي اسـت و بـراي توابـع پيوسـته          روشهاي بهينه

م در اين روش، محاسبه مقـدار عـددي تـابع هـدف، آخـرين گـا      . باشد پذير قابل استفاده مي مشتق

زيرا مقدار بهينه تابع هدف پس از تعيين مقادير بهينـه متغيرهـاي طراحـي محاسـبه     . فرآيند است

يعني ابتدا مقادير تابع هدف را . شود سازي،  برخلاف اين رفتار مي در روشهاي عددي بهينه. شود مي

بهينه به دست  به ازاي مقادير مختلفي از متغيرهاي طراحي يافته و آنگاه نتايج را با توجه به جواب

روشـهاي  . سـازي توابـع گسسـته بـه كـار بـرد       توان حتي در بهينـه  روشهاي حذفي را مي. آوريم مي

اي سر و كار دارند و روش ريشه مستقيم  هاي چند جمله و درجه سوم با تقريب درونيابي درجه دوم

  ].1[پردازد  به درونيابي خطي مشتق يك تابع مي

  

  

  :مقيدسازي نا روشهاي بهينه -3-2-1

                                                 
١ - Fibonacci Method 
٢ - Golden Section Method 
٣ - Quadratic Fitting 
٤ - Cubic Fitting 
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اي كـه   باشد به گونـه  مي Xسازي نامقيد شامل يافتن مقادير بردار طراحي  يك مسئله بهينه

اهميت مطالعه چنـين روشـهايي از   . يك تابع هدف را بدون در نظر گرفتن هيچ قيدي كمينه نمايد

سـازي مقيـد، از    ئل بهينـه يابد كه در بسياري از روشهاي نيرومند و ساده حل مسـا  آنجايي نمود مي

سازي نامقيد تبديل نمـوده و سـپس    جمله روشهاي تابع جريمه، بايد مسئله را به يك مسئله بهينه

  .حل نماييم

يعني با شروع از يك جـواب آغـازين و بـه    . سازي نامقيد تكراري هستند اكثر روشهاي بهينه

انـواع مختلـف ايـن روشـها، در      تنهـا تفـاوت  . رونـد  اي متوالي به سمت نقطه كمينه پيش مي شيوه

iiو يا به عبارتي تعيين  1iXچگونگي نقطه جديد  S, اين روشـها، بـه دو دسـته عمـده     . باشد مي

نيازمنــد بــه (و روشــهاي گراديــان ) گيــري بــدون نيــاز بــه مشــتق(روشــهاي جســتجوي مســتقيم 

  . شوند بندي مي تقسيم) گيري مشتق

شهاي جستجوي مستقيم در يافتن كمينه، تنهـا بـه ارزيـابي تـابع هـدف نيـاز دارنـد و از        رو

اي كـه تعـداد نسـبتاً كمـي      اين روشها براي مسائل سـاده . كنند هاي جزيي تابع استفاده نمي مشتق

روشـهاي  . معمولاً كارايي اين روشـها كمتـر از روشـهاي شـيبي اسـت     . متغير دارند مناسب هستند

از آنجائيكه در ايـن روشـها ار   . بر ارزيابي تابع به ارزيابي مشتقات تابع هدف نياز دارندشيبي، علاوه 

مقايسه بـا روشـهاي    درشود، در نتيجه  سازي استفاده مي اطلاعات بيشتري درباره تابع مورد كمينه

  .نامند نيز مي 1روشهاي شيبي را روشهاي گراديان. جستجوي مستقيم كاراتر هستند

متغير را مجموعاً گراديان تـابع گوينـد و    n، نسبت به هر يك از fيك تابع مشتقات جزيي 

  :دهند نشان مي fبا 

                                                 
١ - Gradient Method 
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اگر از هر نقطـه  . باشد مؤلفه است و داراي يك خاصيت بسيار مهم مي nگراديان، برداري از 

بعدي، در امتداد جهت گراديان حركت كنيم، مقـدار تـابع بـا بيشـترين نـرخ افـزايش        nدر فضاي 

   .شود ين افزايش ناميده ميبنابراين جهت گراديان، جهت تندتر. يابد مي

يعنـي  . اما متاسٌفانه جهت تندترين افزايش، يك خاصيت موضعي اسـت و سراسـري نيسـت   

شويم جهت بردار گراديـان يـا جهـت تنـدترين افـزايش تغييـر        هنگاميكه از نقطه موردنظر دور مي

  .كند مي

بنابراين، منفـي بـردار    كند، با توجه به اينكه بردار گراديان جهت تندترين افزايش را ارائه مي

توان انتظار داشت كـه هـر روشـي كـه از      لذا مي. گراديان نشان دهنده جهت تندترين كاهش است

كنـد، نقطـه كمينـه را     كند، نسبت به روشي كه از اين بردار استفاده نمي بردار گراديان استفاده مي

حتي انجام نشود و يا محاسـبه  با اين حال ممكن است ارزيابي گراديان به را. آورد سريعتر بدست مي

بـراي   1توانيم از روابـط تفـاوت محـدود    در چنين حالاتي مي. آن نيازمند زمان و هزينه زيادي باشد

  : شود رابطه تفاوت محدود پيشرو به شكل زير بيان مي. تقريب زدن مشتق جزيي استفاده كنيم
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توانيم از رابطه تفـاوت محـدود مركـزي در يـافتن مشـتقات       نتايج بهتر ميبراي دستيابي به 

ixfجزيي تقريبي     :استفاده كنيم /
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١ - Finite Difference 
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يار كوچـك باشـد،   بس ixاگر . را بايد به دقت انتخاب كرد ixدر محاسبات عملي، مقدار 

)(ممكن است تفاوت بين مقادير تابع كه در  iim uxX   و)( iim uxX  شوند، بسيار  ارزيابي مي

بسـيار بـزرگ باشـد،     ixاز طرف ديگـر، اگـر   . كوچك شده و خطاي گرد كردن اعداد مسلط شود

  .ات وجوه خواهد داشتامكان مسلط شدن خطاي نقصاني در محاسب

هنگاميكه توابع هدف و قيود، به شكل جملاتي غيرخطي از متغيرهاي طراحي بيـان شـوند،   

اكثر مسائل مهندسي بـدليل شـرايط خاصـي كـه بـه      . شود ريزي، غيرخطي قلمداد مي مسئله برنامه

سـازي   رو بوسـيله روشـهاي بهينـه    از ايـن . گيرنـد  مسائل آنها حاكم است، در ايـن رسـته قـرار مـي    

  .گردند غيرخطي، كه عموماً عددي و متوالي هستند محاسبه مي

. شـود  سازي نامقيد ناميده مـي  اگر در مسئله طراحي قيدي وجود نداشته باشد، مسئله بهينه

هايي مانند روشهاي  توانند با استفاده از روش اگرچه اكثر مسائل مهندسي داراي قيد هستند، اما مي

  ].1[لاگرانژ به نوع نامقيد تبديل شده و سپس حل شوندتابع جريمه و روش مضارب 

  

  : 1روش تندترين كاهش -3-2-1-1
سازي، يك فرآيند تكراري  همانطور كه ذكر گرديد، روشهاي عددي براي حل معادلات بهينه

بردار مقـادير   iXاگر . را در جهت بهينه بهبود بدهد Xكند، بردار  است كه در هر سيكل تلاش مي

)1(امٌين تكرار باشد، آنگاه نقطه طراحي در  iمتغيرهاي طراحي در   i     امٌـين تكـرار از رابطـه

  : آيد زير بدست مي

)3-4(                            iiii SXX 1  

كه در واقع تركيـب آنهـا مقـدار    . شود ، طول گام بهينه ناميده ميiو جهت جستجو  iSكه 

، بـا  اگر جهت جستجو مشخص باشد، پـارامتر  . كند حركت در جهت مشخص بهينه را تعيين مي

                                                 
١ - Steepest Descent Method 
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ي ف بـرا روش تنـدترين كـاهش از گراديـان تـابع هـد     . آيد پيدا كردن كمينه تابع هدف بدست مي

  ].24[گيرد تعيين جهت جستجو بهره مي

سـازي، اولـين بـار توسـط      استفاده از منفي بردار گراديان به عنوان يك جهت بـراي كمينـه  

شـروع   iXدر اين روش، از يك نقطه آزمون اوليه . در روش تندترين كاهش، صورت گرفت 1كوشي

  .كنيم نقطه بهينه حركت مي و به طور تكراري طبق قاعده زير به سمت

)3-5(              iiiiiii fXSXX  1  

iiطول گام بهينه در امتداد جهت جستجوي  iكه  fS  است.  

از جمله اينكه جهت تنـدترين  . به دلايل متعددي اين روش در بسياري از مسائل كارا نيست

يا اينكه اگر كنتورهاي تابع هدف شكل نامنظمي داشته باشند  كاهش يك خاصيت موضعي است، و

  .شود اي كند مي فرآيند به طور نوميدكننده

  

  :2روش گراديان مزدوج -3-2-1-2
اي بـا معرفـي روش گراديـان     دشواريهاي همگرايي در روش تندترين كاهش، به شكل عمده

جوي جديـد را بـه صـورت    ايـن روش، هـر جهـت جسـت    . شود اصلاح مي) 3ريويس –فلچر (مزدوج 

تركيبي خطي از همه جهات جستجوي قبلي، و گرادياني كه جديداً تعـين شـده اسـت، بـه دسـت      

  .آورد مي

  ]:1[گردد  الگوريتم اين روش، به شكل زير بيان مي

  1Xانتخاب مقدار حدس اوليه    -1

)(يافتن مقدار    -2 11 xff   و جايگزينيfS 1  

)(نيمم كردن  با استفاده از مي 1تعيين مقدار    -3 111 SXf   

1112قرار دادن    -4 SXX   2وi  
                                                 
١ - Cauchy 
٢ - Conjugate Gradient Method 
٣ - Fletcher-Reeves 
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)(پيدا كردن    -5 ii xff   و تعيين مقدارiS يراز رابطه ز:  
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  :و تعيين نقطه جديد iSدر جهت  iمحاسبه طول گام بهينه    -6

iiii SXX 1 

شرايط بهينگي نقطه جديد را آزمايش كنيد، اگر اين نقطه بهينـه اسـت، فرآينـد را متوقـف        -7

1سازيد، در غير اينصورت  ii      قرار داده و گام پنجم به بعد را تـا رسـيدن بـه همگرايـي

  . تكرار كنيد

  

  :1معيار بهينگي
توانيم با تغييرات تابع هدف در هـر سـيكل، و يـا تغييـرات متغيرهـاي       شرايط بهينگي را مي

  :مثلاً اگر. طراحي كنترل نماييم

)3-6 (                1
1

)(

)()(


 

i

ii

XF

XFXF  

   :و يا اگر

)3-7(                  21  ii XX  

1آنگاه  iopt XX 25[گردد فرض شده و تكرارها متوقف مي.[  

كمينـه تـابع زيـر را بـا     . باشد ريويس كمك كننده مي -مثال زير در درك فرآيند روش فلچر

0}{شروع 
01 X 1[از نقطه به دست آوريد:[    

2
221

2
12121 22),( xxxxxxxxf   

  : حل

                                                 
١ - Optimality Criteria 
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)( 11 Xff  

1)1,1(جهت جستجو را   fS براي يافتن طول گام بهينـه  . گيريم در نظر ميi  در

)(، مقدار 1Sامتداد  111 SXf   نسبت به راi كمينه كنيد :  

1
2
121111 2),()(   fSXf 

11و در   0، مقدار/ ddf پس. شود مي :  
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  : 2تكرار 

)()1,1(چون  22  xffآيد ، جهت جستجوي بعدي به صورت زير به دست مي:  
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  : كنيم كمينه مي 2، عبارت زير را نسبت به2براي يافتن 

124)21,1()( 2
2
22222   fSXf  

/28از آنجائيكه   22  ddf 4/12در  ود، داريمش صفر مي :  
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  : زيرا. باشد ، نقطه بهينه جواب مي3Xنقطه 
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03در نتيجه،  S و بنابراين قادر به حركت در جهتي ديگر نخواهيم بود.  

به حافظه زياد براي محاسـبه   ريويس، عدم نياز –يكي از مزاياي روش گراديان مزدوج فلچر 

سـازي شـامل تعـداد زيـادي از      بنـابراين اگـر در يـك مسـئله بهينـه     . باشد در تكرارهاي متوالي مي

  ].25[تواند بسيار مناسب باشد متغيرهاي طراحي، با محدوديت حافظه مواجه باشيم، اين روش مي

  

  : 1روش نيوتن -3-2-1-3
ت حساسيت مرتبه اول تـابع هـدف، بـراي يـافتن     روشهايي كه تاكنون بررسي شد، از اطلاعا

روش نيوتن از اطلاعات حساسيت مرتبه دوم براي ساختن تابع مرتبه . كنند نقطه بهينه استفاده مي

، يعني ماتريس مشتقات جزئي مرتبه دوم به شكل زير تعريف 2ماتريس هسين. كند دوم استفاده مي

  : شود مي
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
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  :شود نقطه بهينه جديد از رابطه حاصل مي. باشد نمايانگر شماره تكرار مي kكه پارامتر 

)3-9(                11   kkk XXX  

  : كه

)3-10(              )(.)( 11 kkk XfXHX    

وش كنـد، غالبـاً آن را ر   هاي دوم تـابع هـدف اسـتفاده مـي     از آنجائيكه روش نيوتن از مشتق

ريويس، روشهاي مرتبـه   –روشهايي مانند روش تندترين كاهش و روش فلچر . گويند مرتبه دوم مي

  ].13][10[شوند اول ناميده مي

  

  : 3روشهاي شبه نيوتن -3-2-1-4

                                                 
١ - Newton Method 
٢ - Hessian Matrix 
٣ - Quasi-Newton Methods 
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هـاي گذشـته بـه     تـر از روش  اگر چه روش نيوتن، با استفاده از همگرايي مرتبـه دوم، سـريع  

در هـر تكـرار و نيـز     1هزينه بر بودن محاسبات ماتريس هسينرسد، اما دشواري و  جواب بهينه مي

  .آيد عدم همگرايي در برخي مسائل، از معايب اين روش به شمار مي

اين . گيرند روشهاي شبه نيوتن مزاياي هر دو روش تندترين كاهش و روش نيوتن را در برمي

تسـريع همگرايـي مـاتريس    ها تنها به اطلاعات حساسيت مرتبه اول نياز دارنـد و بـه منظـور     روش

از جملــه  BFGS(3(و روش  2)DFP(روش . آورنــد هســين را بــا اســتفاده از تقريــب بدســت مــي

براي دستيابي به اطلاعات بيشتر در اين زمينـه بـه مرجـع    . آيند روشهاي شبه نيوتن به حساب مي

  .مراجعه نماييد] 13[و ] 12[، ]1[

  

  سازي مقيد روشهاي بهينه -3-2-2
اي از مسائل نامقيد تبديل و حل نمـود   توان مسئله مقيد را به دنباله ذشته، ميدر روشهاي گ

  .و جوابهاي مسائل نامقيد را به جواب مسئله مقيد اصلي همگرا كرد

در ايـن بخـش   . تواند بكار رود ش مسائل نامقيد ميرو رهبراي حل مسئله مقيد تبديل شده، 

  .شود ند، شرح داده ميكن روشهايي كه مستقيماً مسائل مقيد را حل مي

  

  :4روشهاي تابع جريمه -3-2-2-1
اي  كند، به گونه سازي را به فرمولبندي جديدي تبديل مي روشهاي تابع جريمه، مسئله بهينه

اگـر مسـئله   . شـوند  سازي نامقيد جسـتجو مـي   اي از مسائل كمينه كه جوابهاي عددي با حل دنباله

  :سازي را به شكل زير فرض كنيم بهينه

X اي بيابيم كه تابع هدف  را بايد به گونه)( Xf را به شرط قيدهاي زير كمينه كند.  

)3-11(              miXgi ,...,2,10)(   
                                                 
١ - Hessian Matrix 
٢ - Davidon-Fletcher-Powell 
٣ - Broydon-Fletcher-Goldfarb-Shanno 
٤ - Penalty Function Methods 
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سـازي نامقيـد تبـديل     اين مسئله با ساختن يك تابع به شكل زير، بـه يـك مسـئله كمينـه    

  .شود مي

)3-12(             



m

j
kjjkk rXgGXfrX

1

),()(),(  

jkتابعي از قيد  jGكه  gr عبـارت  . شود يك ثابت مثبت است كه پارامتر جريمه ناميده مي ,

 سـازي نامقيـد تـابع     اگر كمينه. نامند را به عبارت جريمه مي) 12-3(دوم در سمت راست رابطه 

)2,1(...,دير پارامتر جريمه اي از مقا براي دنباله krk  تكرار شود، جواب آن به جواب مسئله اصلي

به همين دليل روشـهاي تـابع جريمـه را، بـا     . شود بيان شده است، همگرا مي) 11-3(كه در رابطه 

  .نامند هم مي SUMT(1(سازي نامقيد متوالي  عنوان روشهاي كمينه

تـوان بـه دو دسـته، يعنـي      با قيدهاي نامسـاوي را مـي  بندي تابع جريمه براي مسائل  فرمول

بـراي   jGبرخـي از شـكلهاي معمـول تـابع جريمـه      . بنـدي كـرد   روشهاي داخلي و خارجي طبقـه 

  : عبارتند از 2بندي تابع جريمه داخلي فرمول

)3-13(                  
)(
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Xg
G

j
j   

)3-14(                                                                               ))(log( XgG jj   

معمـول هسـتند بـه     3بندي تابع جريمه خارجي ، كه در فرمولjGهاي تابع  و برخي از شكل

  : باشند صورت زير مي
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گيرند و با  پذير قرار مي در داخل ناحيه امكان kاي نامقيد ه در روشهاي داخلي، همه كمينه

در . شوند سازي اصلي همگرا مي ، به جواب مسئله بهينه)به شكل نزولي(اي خاص  به شيوه krتغيير 

                                                 
١ - Sequential Unconstrained Minimization Technique 
٢ - Interior Penalty Function 
٣ - Exterior Penalty Function 
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شوند، و با تغييـر   پذير واقع مي يه امكان، در  داخل ناحkهاي نامقيد  روشهاي خارجي، همه كمينه

kr شوند پذير، به جواب مطلوب همگرا مي به شكل صعودي، از خارج از ناحيه امكان .  

  :سازي زير به روش تابع جريمه داخلي خواهيم داشت به عنوان مثال مسئله بهينه
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  نمودار نمايش تابع جريمه داخلي -1-3شكل 

هـاي   ، كمينـه krتوان ديد كـه بـا كـاهش متـوالي      پيداست مي) 1-3(همانطور كه در شكل 

),(نامقيد تابع  krX روش تابع جريمـه خـارجي    از طرف ديگر، در. شوند به نقطه بهينه همگرا مي

  )).2-3(شكل (آيد به دست مي krهمگرايي با افزايش متوالي 
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5.0)(min
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)3-19(                                               2)4,0max(5.0),(min xrxrx       
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  نمودار نمايش تابع جريمه خارجي -2-3شكل 

در ايـن  . كنند سازي مقيد را به يك مسئله نمونه نامقيد تبديل مي توابع جريمه مسئله بهينه

سازي نامقيد كه پيش از اين مرور كرديم، مانند روشهاي شـبه نيـوتن    حالت روشهاي مرسوم بهينه

 ].1[گيرد مورد استفاده قرار مي براي كمينه كردن تابع 

  

  ):SLP( 1ريزي خطي متوالي نامهبر -3-2-2-2
سازي خطي، به شكل متـوالي   ، مسئله غيرخطي را با يك سلسله از مسائل بهينهSLPروش 

همانطور كه پيش از اين ذكر شد در هر تكرار روش سيمپلكس براي پيدا كـردن  . كند جايگزين مي

  .باشد ريزي خطي قابل استفاده مي مسئله برنامه

ابتدا، يك تقريب بسط سري تيلور خطي از توابـع قيـد و   . ه استمفهوم اصلي اين روش، ساد

در . نمـاييم  سازي جديد را جايگزين مسئله غيرخطي اصلي مي سپس مسئله بهينه. سازيم هدف مي

اين حالت، هنگاميكه به مقادير تابع هدف و قيدها نياز داشته باشيم، بسيار راحت و ارزان از تقريب 

نـين از آنجائيكـه مسـئله جديـد بدسـت آمـده خطـي اسـت،         همچ. خطي محاسـبه خواهنـد شـد   

  .هاي توابع هدف و قيود مستقيماً از بسط سري تيلور در دسترس هستند گراديان

                                                 
١ - Sequential Linear Programming 
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با استفاده از مقادير تابع و اطلاعات حساسيت، مسئله غيرخطي بـا اسـتفاده از بسـط سـري     

  :شود تيلور مرتبه اول، در هر تكرار، به شكل زير بازنويسي مي
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  .باشد نشان دهنده شماره تكرار مي kپارامتر 

آيد، امـا بـراي    ريزي خطي به كار نمي اگرچه اطلاعات حساسيت براي حل يك مسئله برنامه

 ].10[تقريب زدن مسئله غيرخطي با يك مسئله خطي معادل به اين اطلاعات نيازمند خواهيم بود

  

1ريزي مرتبه دوم متوالي برنامه -3-2-2-3
)(SQP:  

در مقايسه با روشـهاي قبلـي، كـه از اطلاعـات حساسـيت مرتبـه اول بـراي تعيـين جهـت          

در هر تكرار متوالي، يك مسـئله مرتبـه دوم را حـل     SQPروش . كردند استفاده مي Sجستجوي 

  .باشد كند كه داراي تابع هدف مرتبه دو و قيدهاي خطي مي مي
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miSxgxgtosubject

HSSSfxf
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)(min
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  

پـذير و بـا اسـتفاده از شـرايط      تواند با روش جهات امكان مسئله بدست آمده در هر تكرار مي

 ].12][10[حل شود  2تاكر -كان

  

  :3پذير روش جهات امكان -3-2-2-4
در ايـن  . كند تا جايي كه امكان دارد از مرز قيدها دور بماند يپذير سعي م روش جهات امكان

  .شود پذير شروع مي روش، تكرار معمولاً از مرزهاي فضاي امكان

                                                 
١ - Sequential Quadratic Programming 
٢ - Kuhn Tucker Condition 
٣ - Feasible Directions Method 
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نقطه بدست آمده از تكرار قبـل   Xدر اين شكل، فرض شده كه . شكل زير را در نظر بگيريد

  .است

  
  پذير فاده از روش جهات امكانانتخاب جهت جستجو با است -3-3شكل 

بعـدي در فضـاي    Xحركـت كنـيم، نقطـه     Sخواهيم جهت جسـتجوي   در اين مرحله مي

  .شود گيرد، و دوم اينكه حركت در اين جهت باعث بهبود مقدار تابع هدف مي پذير قرار مي امكان

شود كه اگر حداقل به اندازه يك گام كوچك در آن جهت حركـت   ي تعيين ميطور Sبردار 

. كنـد  ماند و به سرعت اين حوزه را ترك نمـي  پذير باقي مي كنيم، همچنان جستجو در فضاي امكان

  : شود، اگر اين شرايط برآورده مي

)3-22(                  0)(.  ij
T XgS  

  : گردد، اگر هش مقدار تابع هدف ميسبب كا Sو جهت 

)3-23(                                          0)(.  i
T XfS      

صدق كند و يـك  ) 22-3(خواهد بود اگر در رابطه  1پذير جهت امكان iXدر نقطه  Sجهت 

  ].26[نيز صدق نمايد) 23-3(در رابطه شود اگر  ناميده مي 2پذير مفيد جهت امكان

سازي غيرخطي  با در دسترس بودن گراديان تابع هدف و قيود قادر خواهيم بود مسئله بهينه

  : زير را حل نماييم

                                                 
١ - Feasible Direction 
٢ - Usable Feasible Direction 
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)(min

  

با فرض داشتن يك نقطه اوليه، همانند روشهاي گذشته براي مسـئله غيرخطـي و بـا يـافتن     

  .نماييم و تعيين طول گام مناسب در آن جهت، در جهت بهينه حركت مي جهت جستجو

)3-25(                  kkk SXX .1    

  ].25[باشد پذير به شرح زير مي مراحل مختلف روش جهات امكان

1-   0,0 xxk   

2-   1 kk  

)(ارزيابي    -3 1kxF  1,{و)({ 1 Mjxg k
j   

  مشخص كردن مجموعه قيود بحراني   -4

)(محاسبه    -5 1kxF  و نيز)( 1 k
j xgبراي قيود بحراني ،  

   kSمشخص كردن يك جهت جستجوي    -6

   انجام يك جستجوي يك بعدي براي يافتن طول گام    -7

kkkقرار دادن    -8 SXX .1    

كنترل همگرايي براي رسيدن به نقطه بهينه، اگر شـرايط بهينگـي بـرآورده شـود خـروج از         -9

  2برنامه و در غير اينصورت رجوع به مرحله 

، و روش تصوير گراديـان  1پذير زوتنديك پذير شامل دو روش جهات امكان روش جهات امكان

  .پذير است دو روش تنها در شيوه توليد جهات امكان تفاوت اين. باشد مي 2روزن

پذير واقع شود،  ناحيه امكان) و نه در مرزهاي(در روش زوتنديك، اگر نقطه آغازين در داخل 

ليكن اگـر نقطـه آغـازين    . گيريم پذير مفيد در نظر مي جهت منفي گراديان را به عنوان جهت امكان

پـذير مفيـد بـه     ي از قيدها فعال خواهند بود، و جهت امكانپذير واقع شود، برخ در مرز ناحيه امكان
                                                 
١ - Zoutendijk 
٢ - Rosen Gradient Projection Method 
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امـا در مقابـل، روش تصـوير    . صـدق نمايـد  ) 23-3(و ) 22-3(شود كـه در روابـط    اي پيدا مي گونه

گراديان روزن از تصوير منفي گراديان تابع هـدف بـر قيـدهاي كـه فعـلاً فعـال هسـتند، اسـتفاده         

  ]. 26][1[كند مي
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  44فصل فصل 
  سازيسازي  مفاهيم تقريبمفاهيم تقريب
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  مقدمه -4-1

باشـد از   سازي بزرگ پرهزينه مي ريزي غيرخطي براي مسائل بهينه استفاده از روشهاي برنامه

  .ريزي كردند سازي را پي و همكارانش در اواسط دهه هفتاد، مفاهيم تقريب 1رو اشميت اين

: تواند به سه دسته تقسـيم شـود   برد آن در فضاي طراحي ميسازي براساس دامنه كار تقريب

در يـك تقريـب محلـي، تقريـب     . هاي برد متوسط هاي سراسري و تقريب هاي محلي، تقريب  تقريب

در يك تقريب سراسـري،  . محلي، تقريب فقط در همسايگي يك نقطه از فضاي طراحي معتبر است

بخش بزرگي از آن داراي اعتبار است و سرانجام  مفاهيم تقريبي در تمام فضاي طراحي و يا حداقل

  .تقريب برد متوسط سعي دارد تقريب محلي را با كيفيت سراسري تعميم بدهد

. سـازي مسـئله وجـه تمـايز قائـل بشـويم       سـازي تـابع و تقريـب    اگر بخـواهيم بـين تقريـب   

باً معادل آن اما با اي كه تقري سازي مسئله عبارتست از جايگزيني بيان اصلي مسئله با مسئله تقريب

 ].3[باشد تر مي راه حل آسان

                                                 
١ - Schmit 
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  1هاي محلي تقريب -4-2
هـا بـر    اساس اين تقريب. اي كه توليد شده معتبر است هاي محلي در همسايگي نقطه تقريب

بنا شده و حاصل آن بدست آوردن يك ) تابع هدف و يا توابع قيد(فرموله كردن يك مسئله تقريبي 

شـود، نقطـه جديـد     سازي با اين نقطه اوليه تكرار مي گاميكه فرآيند تقريبهن. باشد نقطه بهينه مي

تر خواهد بود و با تكرار ايـن عمليـات جـواب     شود كه به نقطه بهينه واقعي نزديك بهينه حاصل مي

هاي  ترين تقريب هاي محلي شايد مرسوم تقريب. گردد مسئله به سمت جواب بهينه واقعي همگرا مي

  .سازي باشند سايل بهينهاستفاده شده در م

سازي خطي الگوريتم سيمپلكس است كـه   هاي قوي براي حل مسائل بهينه يكي از الگوريتم

كـارايي زيـاد ايـن الگـوريتم ايـده تبـديل مسـائل        . پيشـنهاد شـد   1947در سال  2توسط دانتزيك

آسـان از  سازي اسـتفاده   خطي. سازي كردن تابع هدف و قيود را بوجود آورد غيرخطي بوسيله خطي

 SLP(3(ريزي خطي متـوالي   ها منجر به روش برنامه الگوريتم سيمپلكس را فراهم كرد و اين تلاش

 ].3[هاي سري تيلور خطي شد و همچنين استفاده وسيع از تقريب

  

  : 4هاي مرتبه اول تقريب -4-2-1
در يـك  ترين تقريب محلي براساس استفاده از مقدار تابع و مشتقات مرتبـه اول آن   كاربردي

  .شود عدم وجود مشتقات بالاتر سبب حصول يك تقريب خطي مي. باشد نقطه طراحي مي

بسـط ايـن   . باشـد  هاي خطي، تقريب براساس بسط سري تيلور مي ترين نوع اين تقريب ساده

  : برابر است با xg)(سري با مشتقات مرتبه اول براي تابع داده شده 

)4-1(            
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



  

                                                 
١ - Local Approximation 
٢ - Dantzig 
٣ - Sequential Linear Programming 
٤ - First Order Approximation 
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سازي تقريب خطي حتـي در نقـاطي از فضـاي طراحـي كـه       براي بعضي از كاربردهاي بهينه

شود كه براي رسيدن  بنابراين گاهي نياز مي. نزديك نقطه شروع يا اوليه هستند دقت مناسبي ندارد

ايـن عمـل مسـتلزم انجـام     . به يك دقت مناسب جملات اضـافه بسـط سـري تيلـور را نگـه داريـم      

به جاي انجـام ايـن محاسـبات، محققـين     . حاسبات پيچيده و پرهزينه مشتقات مراتب بالاتر استم

كنند، اما نسبت بـه   هاي ديگري را پيشنهاد دادند كه فقط از مشتقات مراتب اول استفاده مي تقريب

  .توانند فراهم كنند تقريب خطي دقت بيشتري را مي

) ixتابع معكـوس  ( iyه يك تقريب خطي از است ك 1ها، تقريب معكوس يكي از اين تقريب

  .است

)4-2(                    
i

i x
y

1
  

سازي مربوط به صفحات و يـا خرپاهـا معمـولاً متغيرهـاي      به عنوان مثال در مطالعات بهينه

هـا عمومـاً    ي است و در سـازه ا هاي تنش صفحه طراحي، سطح مقطع اعضاي خرپا يا ضخامت المان

تقريب معكوس به شكل . باشند قيود تنش و يا تغيير مكان نسبت به معكوس اين متغيرها خطي مي

  :شود جملات زير برحسب متغيرهاي طراحي اصلي بيان مي
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خطي و تقريـب   تقريب ديگري توسط استارنس و هافتكا پيشنهاد شده كه تركيبي از تقريب

براي بدست آوردن اين تقريب ابتدا حاصل تفريق تقريب معكوس از تقريب خطـي را  . معكوس است

  :نويسيم به شكل زير مي
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١ - Reciprocal Approximation 
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iiعلامت هر كدام از جملات سري با علامت نسـبت   xxg 0/)/(    توانـد بـه شـكل     كـه مـي

0)/(حاصلضرب  ii xgx  تـوان   اگر اين حاصلضرب مثبت باشد مـي . گردد نوشته شود مشخص مي

از . نتيجه گرفت كه تقريب خطي بزرگتر است و در غير اينصـورت تقريـب معكـوس بزرگتـر اسـت     

)(0آنجائيكه قيود معمولاً به شـكل نـامنفي    xg   تـر باشـد    شـوند تقريبـي كـه مثبـت     بيـان مـي

بـا انتخـاب جمـلات بزرگتـر بـه شـكل زيـر بيـان          1كار تقريب محافظه. خواهد بود تر كارانه محافظه

  : شوند مي

)4-5 (          
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  :كه در آن
باشد، تقريـب مـوردنظر متنـاظر بـا تقريـب خطـي و در صـورتيكه         1iGهنگاميكه مقدار 

iii xxG /0 3[باشد متناظر با تقريب معكوس خواهد بود.[  

  
  :2هاي مراتب بالاتر تقريب -4-2-2

شوند اما بايـد بـه    سازي مي ، منجر به دقت بيشتري در مسائل بهينهبالاتر  هاي مراتب تقريب

  .اين نكته توجه كرد كه گاهي هزينه محاسبه مشتقات درجات بالاتر بسيار زياد خواهد بود

دوم به سه نوع اطلاعات مقدار تابع، مشتقات مرتبه اول و مشتقات مرتبـه دوم  تقريب مرتبه 

)1)(2(/2بعدي بررسي بشـود بسـط سـري تيلـور آن شـامل       nنياز دارد و اگر در فضاي   nn 

  ]. 2[باشد رو استفاده از اين تقريب چندان مرسوم نمي از اين. جمله خواهد بود

  : كلي تقريب مرتبه دوم بوسيله بسط سري تيلور به شكل زير خواهد بودقالب 
                                                 
١ - Conservative Approximation 
٢ - Higher Order Approximations 
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مشي مشابه تقريب درجه اول معكوس بـه ايـن شـكل زيـر      تقريب درجه دوم معكوس با خط

  : بدست آمد
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هـا   سـازي سـازه   هـاي مرتبـه اول و دوم را در بهينـه    عملكرد تقريـب  1989در سال  1هافتكا

هـاي مـورد نيـاز فرآينـد      هاي مرتبه دوم تعداد سـيكل  مقايسه كرد و به اين نتيجه رسيد كه تقريب

  ].9[دهد درصد كاهش مي 50تا  10سازي را  بهينه

  

  2هاي سراسري تقريب -4-3
ايـن  . بزرگـي از آن معتبـر هسـتند    هاي سراسري در تمام فضاي طراحي و يـا بخـش   تقريب

كنند و تابعي  سازي، از نتايج خروجي استفاده مي ها معمولاً در تعريف فرمول يك مسئله بهينه روش

  . تر خواهد بود سازي براي آن آسان كند كه محاسبات بهينه تقريبي با فرمولي متفاوت توليد مي

هـاي محلـي    داشـته باشـد، تقريـب   سازي تعداد زيادي نقطـه بهينـه    هنگاميكه مسئله بهينه

هاي سراسري در مواقعي كه مسئله با چندين نقطه بهينـه   شوند، به همين دليل تقريب ناكارآمد مي

خواهيم نقطه بهينه كلي را پيدا كنيم كـارايي مناسـب و بيشـتري دارنـد      موضعي مواجه است و مي

}2{ .  

  . باشند مي 3هاي سراسري شامل توليد سطوح پاسخ هاي تقريب تكنيك
 

 
                                                 
١ - Haftka 
٢ - Global Approximation 
٣ - Response Surface Method 
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  55فصل فصل 
  بررسي روشهاي متوالي و تقريبي بررسي روشهاي متوالي و تقريبي 
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  مقدمه  -5-1

سازي مشتمل بر نامقيد و مقيد و روشـهاي تقريبـي    در فصول گذشته، درباره روشهاي بهينه

تر بر روي اين روشـها و   در اين فصل برآنيم تا كمي جزئي. صحبت گرديد) مرتبه اول، مراتب بالاتر(

 . تباط آنها با يكديگر و سير حركت آنها بحث نمائيمار

  

  1ريزي متوالي روش برنامه -5-2
هـا   زماني كه تقريـب . باشد مي xgi)(ريزي متوالي ساختن تقريب از تابع  ايده اساسي برنامه

  . توانند حل شوند  صحيح باشند، مسائل هم به صورت تحليلي يا يك متد عددي مؤثر مي

ها، تقريبي از مسئله اصلي  حل اين زيرمسئله. شود گفته مي 2شده، زيرمسئله به مسائل تقريب

 . گردد باشد، به اين دليل، پروسه حل بارها تكرار مي مي

 

 

 

                                                 
١ - The Sequential Programming Method (SCP) 
٢ - Subproblem 
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  1ريزي خطي متوالي برنامه -5-2-1
هاي خطي مـدنظر   ساخت، اگر فقط ترم kx)(ي فعل نقطه در  توان يك بسط تيلور از تابع مي

  . قابل حل خواهد بود 2باشد، تقريب خطي بوده و بوسيله متد سيمپلكس

  .شود ريزي خطي متوالي گفته مي به اين نوع از متد تقريب، برنامه

)5-1                                                                 ()).(()()( kk
i

k
ii xxxgxgxg   

 . شده تمايل به خارج افتادن از نقطه بهينه اصلي دارد ، بهينه خطيوقتي مسئله اصلي محدب باشد

  
  برنامه ريزي خطي -1-5شكل 

ا در يك پنجره كوچكي يك تقريب خطي با توجه به چگونگي غيرخطي بودن تابع اصلي، تنه

  . باشد ي، مناسب مياطراف نقطه فعل

                                                 
١ - Sequential Linear Programming 
٢ - Simplex Method 
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  Move Limitsتفسير  -2-5شكل 

يـك   Move Limits. باشد پذير مي ، انجامMove Limits غلبه بر اين موضوع، با معرفي

  . شده كند به همسايگي نقطه تقريب شده را محدود مي باشد كه حل تابع تقريب قيد اضافي مي

Move Limits تواند تنظيم شود در خلال پروسه حل مي .  

     SLPهاي   ويژگي -5-2-1-1
  . شدبا هاي خطي تابع هدف و توابع قيد مي بر اساس تقريب

  . حل است زيرمسئله بوسيله متد سيمپلكس قابل

  . قابل استفاده براي مسائل با متغيرهاي طراحي و قيدهاي خيلي زياد

  .باشد روشي آسان و كارآمد مي

 Move Limitsدر مسائل غيرخطـي احتيـاج دارد كـه اگـر      Move Limitsبه تنظيم 

  . ، حل احتمالاً غيرعملي خواهد بودبسيار كوچك باشد، پروسه آهسته و اگر بسيار بزرگ باشد

  . گيرد گرايي بسيار آهسته صورت مي براي توابع بسيار غيرخطي، هم
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  1ريزي محدب متوالي برنامه -5-2-2
هـا احتيـاج    اند، بخاطر اينكه تنها به گراديـان  بسيار جذاب SLPهاي مرتبه اول شبيه  تقريب

  . دارند و نه مشتقات مراتب بالاتر

  . و تمايل به حالت نوساني را دارد Move Limitsوابستگي به مشكل  SLPاما 

كارانه دارنـد   هاي محافظه اين متد، تقريب. ريزي محدب را بوجود آورد اين مشكل، ايده برنامه

 . گيرد  قبول قرار مي و تخمين نقطه بهينه، داخل فضاي قابل

  
 SCPتفسير متد  -3-5شكل 

سـيله تقريـب محـدب در تـوابعي صـريح، جـايگزين       اين متد مسئله غيرمحدب معمول را بو

  . كند مي

  . آيد مسئله اصلي بوسيله بكار بستن تقريبهاي متوالي بوسيله جواب مرحله قبل بدست مي

  : كنيم مفهوم را براي اين متد بيان مي ود

  

  1سازي محدب خطي
                                                 
١ - Sequential Convex Programming 
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  2روش حركت مجانبها

. قبول قـرار گيـرد   داخل ناحيه قابلاي تقريب شوند كه جواب  در اين متد، قيدها بايد به گونه

اي براي مسـائل حـداقل بـا يـك قيـد مناسـب        سازي سازه براي بهينه 3هاي معيار بهينگي الگوريتم

شـود ماننـد    اين روش، روش كاربردي مناسبي است ولي هنگامي كه مسئله پيچيده مـي . باشند مي

) 1982( 4فلئوري. گزين گرددجاي SCPبايد با يك  OCزماني كه چندين قيد وجود دارند، مسئله 

  . باشد مي OCيك تعميم از متد  SCPنشان داد كه 

  : اند ريزي متوالي بر اساس دو مفهوم بنا شده متدهاي برنامه

شده بوسـيله حـل ايـن مسـائل      جايگزيني مسائل بوسيله يك توالي از مسائل محدب تقريب

  . SQPريزي رياضي مناسب مانند  شده با برنامه تقريب

  

   SCPياي مزا
شـده مسـتقل از تعـداد و طبيعـت قيـدها       ها و پروسه حل اين مسـائل تقريـب   مفهوم تقريب

  . باشد مي

خوب منطبق باشند، زماني كه مسـائل   با اين مسائل خيلي 5رسد كه متدهاي دوال به نظر مي

   .باشد، برگردانده شود سازي به فضاي دوالي كه بعد آن معادل تعداد قيدهاي فعال مي بهينه

اي دقيق و مناسب براي كاهش تعداد تكرارهاي لازم براي رسيدن به  توانند قيدهاي سازه مي

  ].18[حل بهينه، انتخاب شوند

  

  6خطي سازي محدب -5-2-3

                                                                                                                                          
١ - Convex Linearistation (Conlin) 
٢ - Method of Moving Asymptotes (MMA) 
٣ - Optimal Criteria 
٤ - Fleury 
٥ - Dual Method 
٦ - (Conlin)Convex Linearisation 
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ريـزي محـدب بـراي مسـائل غيرخطـي       هاي موفق در الگوريتم برنامـه  يكي از اولين كوشش

  . باشد معمول، اين روش مي

بوسيله  SLPبرخي از متغيرهاي تقريب . گيرد متغير انجام مي اين روش بر اساس جانشيني

   . گردند هايشان جايگزين مي معكوس
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پـذير و محـدب    هـاي تفكيـك   سـري تقريـب   به عبارت ديگر اين متد، مسئله اصلي را با يـك 

  . كند جايگزين مي

هـا، هنگـامي كـه علامـت منفـي دارنـد بـا متغيرهـاي          در تقريب بسط تيلور قيدها، گراديان

  . اند خودشان يا زماني كه علامت مثبت دارند با معكوس متغيرها ضرب شده

  . شود براي تابع هدف نيز تقريب يكسان پيدا مي

  . باشد كارانه مي تقريب در اين متد، محافظه. توسط فلئوري معرفي گرديد CONLINمتد 
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   CONLINهاي متد  ويژگي
  . گيرد پذير و محدب به طوري كه متد دوال مورد استفاده قرار مي توابع تفكيك

  . از تقسيم بر صفر بايد دوري كرد

  . استفاده شود، همگرايي آهسته و نوساني خواهد بود CONLINاگر نابجا از 

  

  1 (MMA)متد حركت مجانبها  -5-2-4
  . باشد ي متفاوت و پيچيده ميبندي آن كم فرمول. باشد ريزي محدب مي يك روش برنامه

برگرفتـه شـده    CONLINمعرفي گرديـد و از مفهـوم    2اين روش توسط كريستر سوانبرگ

  . عموميت پيدا كرد CONLINاست، اما بيشتر از 

)(و معكوس آن، به ترتيـب در   ixها در تقريب، با متغير  در عوض ضريب گراديان ii xu   و

)( ii lx  شوند ضرب مي .  

هـاي حـل، اسـتفاده     كاري تقريب و كـارايي پروسـه   براي تنظيم محافظه و  uپارامترهاي 

  . باشد پذير و محدب مي چنان تفكيك هم  تقريب. اند شده

    : باشد اي به اين صورت مي سازي سازه فرم مسائل بهينه

)5-3(          
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)(:min

maxmin

0
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M  ،تعداد قيدهاN  تعداد المانها، تابعf تابع هدف، تابع ،if   تـابع قيـدها و ،minx  وmaxx 

k)(، بـا توابـع صـريح     ifتوابـع ضـمني   . باشند حد پائين و بالاي متغيرهاي طراحي مي
if   تقريـب

  . اند شده

  . باشد ها و مقادير توابع محاسبه شده قبلي مي انتخاب اين توابع تقريبي بر اساس گراديان

                                                 
١ - Method of Moving Asymptotes (MMA) 
٢ - krister svanberg    
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ir    به طوري انتخاب شده است كه مقادير نقـاط مجـانبيeL  وeU      بـه طـور معمـول ميـان

ــه  ــر يافتــ ــا تغييــ ــابعي از    تكرارهــ ــاط تــ ــن نقــ ــابراين ايــ ــد و بنــ ــي Kانــ ــند مــ . باشــ

تـابع ضـمني و تـا     xf)(تابع . دهد را نشان مي exبراي يك متغير طراحي   MMAپروسه استفاده ) 4-5(شكل 

)(~ kf شده است تابع تقريب.  
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يك راه تحليلي براي مقداردهي . اند هميشه مقادير محدود داده شده eUو  eLنقاط مجانبي 

  . به اين نقاط استفاده شده است

  . كنيم كنند وقتي براي طراحي بهينه تكرار مي مجانبها به سمت يكديگر حركت مي

  . و از همين موضوع، نامگذاري اين متد، گرفته شده است

0)(در كار ما انرژي معادل با  xf 0باشد و سازه با يك مقدار قطعـي از حـوزه طراحـي     ميV 

01           .مقيد شده است )( fVxf    
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0    : اند فرض شده كه نيروها مستقل از طراحي) 6-5(ر معادله د



x

f  

  
  : مشتق تابع قيد

)5-7(                    e
e V

x

V
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
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)(، MMAاين است كه در  MMAمزيت بزرگ استفاده 
~

xfi   محسوب است و نزديك بـه

  . كند رفتار توابع قيد و هدف عمل مي

  

   MMAهاي  ويژگي
   SLPتر از  كارانه هاي محافظه استفاده از تقريب

  حل مسائل با متغيرهاي خيلي زياد و قيدهاي زياد 

  . اند پذير و محدب استفاده از متد دوال چون توابع تفكيك

  و  uپايدار، به علت تنظيم خودكار توسط پارامتر   الگوريتم

  . شود پوشش داده مي CONLIN، متد 0و  uبراي 

  . شود پوشش داده مي SLPمتد  و  uبراي 



٤٩ 
 

  . باشد گرايي سريع مي  گرا باشد، هم اگر هم

 . [19]باشد  بعضي وقتها واگرا مي

  

  1ريزي غيرخطي متوالي برنامه -5-2-5
اساس اين متد بـر تعـويض مسـئله    . باشد سازي سازه بسيار معروف مي اين روش، براي بهينه

  . باشد مقيد شده اصلي با زيرمسئله غيرخطي مي

  : باشد  زيرمسئله غيرخطي، به صورت زير مي
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W شدبا ، ماتريس هسيان مي .  

   SQPهاي  ويژگي
  بسيار كارآمد 

  اي  سازي سازه پيشنهاد شده براي كاربردهاي بهينه

  مناسب براي مسائل با تعداد قيدهاي زياد 

  

   MMAو  CONLINهاي  بررسي انواع تقريب -5-2-6
جنبـه مهـم ديگـري از      اي، هـاي سـازه   هـاي كارآمـد بـراي تقريـب پاسـخ      گسترش تكنيـك 

انتخـاب  . پـذير باشـند   ها بايد محدب و تفكيـك  تقريب. باشد مي (SCP)لي ريزي محدب متوا برنامه

  . باشد تقريب مناسب مهمترين كار اوليه در حل اين مسائل با سرعت بالا مي

                                                 
١ - Sequential Quadratic Programming (SQP) 
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  هاي مرتبه اول  تقريب -5-2-6-1
تيلـور مرتبـه اول     تـرين تقريـب مرتبـه اول همـان بسـط سـري       همانطور كه ذكر شد، ساده

باشد امـا غيرمحـدب بـودنش، آنـرا غيرقابـل       خطي براي قيد حجم، كارآمد مي اين تقريب. باشد مي

اي بهتر است كه تقريب محدب باشد، بنا به دلايلي كه ذكر  براي قيدهاي سازه. اطمينان كرده است

  . شد

  . اي، قانون كليدي متغيرهاي معكوس كاملاً شناخته شده است سازي سازه براي بهينه

تر كه عـلاوه بـر    رهايي از متغيرهاي معكوس، مسئله را به تقريب دقيقافزا بسط قيدها در نرم

اگـر مشـتقات علامتهـاي    ) اگر همه مشتقات منفـي باشـد  (كند؛  باشد، راهنمايي مي آن محدب مي

تـري   هاي محدب دقيـق  با تقريب متغيرهاي معكوس، به تقريب CONLINمختلف داشته باشند، 

  . يابد دست مي

هاي متغيرهاي معكوس كه مشـتقات منفـي    يك بسط در ترم CONLINبراي اين منظور، 

  . كند هاي متغيرهاي مستقيم كه مشتقات مثبت دارند را تركيب مي دارند و ترم
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0x باشد نقطه طراحي فعلي مي .  

وزه استفاده از روابط چگـالي سـختي بـا يـك     براي كاربردهاي عملي طراحي توپولوژيك، امر

  . باشد هاي حد ميانه معمول مي توان از چگالي
0EE P  0و   به طوري كهE  و به ترتيب مدول يانگ و ضريب پواسون .  

هـاي خمشـي ورق يكسـان     سازي بـا المـان   مسئله بهينهدر اين حالت، مسئله توزيع ماده با 

استفاده كنيم كه  Pهايي از يك توان  بنابراين برخي اوقات بهتر است كه يك بسط در ترم. باشد مي

  : باشد متغيرهاي معكوس مي
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 ـ. ها ثابت شده اسـت  باشد كه انحناي آن هاي قبلي اين مي مانع تقريب راي بـرازش بهتـر بـا    ب

  : را استفاده كرد MMAتوان تقريب  مشخصات مسئله، مي
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تدريجي  توانند با يك قانون آنها مي. باشند ، مجانبهاي حركتي متد مي iLو  iUپارامترهاي 

  . مبتني بر نوسان متغيرهاي طراحي تغيير كنند

دهد، اما  تكرار اوليه رخ مي 10در  ، در حل مسائل توزيع ماده در اين روش، نرخ نزول سريع

تكرار يا بيشتر به طور معمول  40تا  20شود و در نهايت  تر مي گرايي اطراف نقطه بهينه آهسته هم

نتايج مترادف با متد معيار  با با اين وجود در مقايسه. نمايد براي رسيدن به حل مناسب لازم مي

  . اند ، نتايج بهتري نشان داده MMAو  CONLINبهينگي كه انجام شده است، 

كارانه تقريب  هاي محافظه اما تحدب و ويژگي. بخش است معمولاً رضايت CONLINكارائي 

  . مهم است وقتي كه مشتقات علامتهاي مختلف دارند، بسيار CONLINدر 
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باشد، و به اين دليل تقريـب   ، معرفي تحدب ثابت توسط تقريب مي CONLINعيب اصلي 

گرايي آهسته يا غيرپايدار  كارانه باشد، كه باعث هم ممكن است كه خيلي زياد يا خيلي كم، محافظه

  . به سمت بهينه باشد

يم و اصـلاح  را معرفـي كـرد كـه تعم ـ    MMA، تقريـب  1براي جبران اين مسئله، سـوانبرگ 

CONLIN  با بكار بردن دو ست(set) انتخاب مجانبهاي حركتي، راهي براي . باشد از مجانبها مي

  . باشد اصلاح انحنا و برازش بهتر كاراكترهاي مسئله مي

اغلـب كمـي جزئـي     MMAكند با تحدب مسـئله،   ، بهتر برازش مي MMAبه علت اينكه 

  . باشد مي CONLINتر از  سريع

هاي مرتبه اول، كاهش سرعت پيشـرفت بـه بهينـه در همسـايگي بهينـه       قريبيك اشكال ت

  . باشد مي

هاي بهتر بر اسـاس اطلاعـات انحنـا     گرايي در مراحل نهائي، ما نياز به تقريب براي شتاب هم

  . داريم

  

  هاي مرتبه دوم  تقريب -5-2-6-2
هنگـامي كـه در   باشـد،   هدف اصلي كاهش تعداد تكرار براي رسيدن به طراحـي بهينـه مـي   

بـراي شـتاب   . باشـيم   قسمت تخت تابع هدف قرار داريم، و يا زماني كه در نزديكي نقطه بهينه مـي 

متأسـفانه، محاسـبات مشـتقات    . كننده اسـت  پروسه در اين مراحل، تقريب مرتبه دوم بسيار كمك

اي طراحـي زيـاد   خصوص براي مسائل توپولوژيكي كه تعداد متغيره به  باشد، بر مي مرتبه دوم، هزينه

  . باشد مي

 

 

 

                                                 
١ - svanberg 
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  : باشد به اين شرح مي  MMAتقريب مرتبه دوم 

  0
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n
i

i ii

a
g x C

x b

 
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)5-13(  
 : [18] انتخاب خودكار پارامترها
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  66فصل فصل 
ها به روش ها به روش   سازي توپولوژيك سازهسازي توپولوژيك سازه  بهينهبهينه

  معيار بهينگي معيار بهينگي 
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  مقدمه  -6-1
  كليات  -6-1-1

ريـزي رياضـي    تـوان از روشـهاي برنامـه    سازي توپولوژيـك سـازه مـي    براي حل مسائل بهينه

يـابي   سازي از جمله بهينه توان براي حل هر مسئله بهينه اين روشها را مي. استفاده نمود 1غيرخطي

شود معمولاً به محاسـباتي   ها استفاده مي ه ي سازساز زمانيكه از اين روشها در بهينه. ها بكار برد سازه

رو زمان مورد نيـاز بـراي    از اين. باشد و مشتقات آنها نياز مي 3، توابع قيدي2نظير محاسبه تابع هدف

در  4ريزي رياضي وابستگي زيادي بـه تعـداد متغيرهـاي طراحـي     انجام محاسبات در روشهاي برنامه

بـر و   تعداد متغيرهاي طراحي زياد باشد اين روشـها بسـيار زمـان   بنابراين زمانيكه . ]5[مسئله دارد 

  . باشند پرهزينه مي
                                                 
١  - non-linear mathematical programming 
٢ - objective function 
٣ - constraint functions 
٤ - design variables 
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ها تعداد متغيرهاي طراحي وابسته به تعداد المانهـاي   سازي توپولوژيك سازه در مسائل بهينه

سـازي   از آنجائيكه غالباً تعـداد المانهـا در يـك مسـئله بهينـه     . باشد كننده فضاي طراحي مي تقسيم

سـازي   ريـزي رياضـي در مسـائل بهينـه     ك زياد است بنابراين اسـتفاده از روشـهاي برنامـه   توپولوژي

پيشـنهاد   1براي فائق آمدن بر اين مشكل روشهاي معيار بهينگي. ها غيرعملي است توپولوژيك سازه

  . اند شده

به  1960معرفي شد و در سالهاي  2توسط ميشل 1904ايده روشهاي معيار بهينگي در سال 

هـا توسـعه    سـازي سـازه   يزي رياضي براي حل مسائل بهينـه  ن روشها در كنار روشهاي برنامهبعد اي

ريزي رياضي كه بطور مستقيم تابع هـدف را   روشهاي معيار بهينگي برخلاف روشهاي برنامه. يافتند

اي از معيارهاي مرتبط با رفتار سازه تـلاش   كنند، بصورت غيرمستقيم براي اقناع مجموعه بهينه مي

روشـهاي  . شـوند  كنند كه اين معيارها يا بصورت دركي و يا با پايه و اساس رياضي استخراج مـي  يم

مثالهـاي از   4»طرح بـر اسـاس مـدهاي خرابـي همزمـان     «و  3»شده طرح بر اساس تنش يكنواخت«

روشهاي معيار بهينگي كه مبناي رياضـي دارنـد اغلـب بـر     . باشند روشهاي معيار بهينگي دركي مي

  . شود باشند كه در اين فصل به اين روشها پرداخته مي استوار مي 5تاكر  ـ  هاي بهينگي كانپايه شرط

ها بوسيله دو گروه از محققين مورد استفاده قرار  سازي سازه روشهاي معيار بهينگي در بهينه

دسته اول محققاني هستند كه از اين روشها در حل آناليتيـك بهـره گرفتنـد و دسـته     . گرفته است

بـا توسـعه تحقيقـات    . ]5[ها بكـار بردنـد    سازي سازه م اين روشها را در حل عددي مسئله بهينهدو

روش معيار بهينگـي گسسـته ـ پيوسـته كـه داراي مزايـاي بيشـتري نسـبت بـه دو روش فـوق و           

براي كسب اطلاعـات بيشـتر   . باشند، معرفي شدند تر از روشهاي معيار بهينگي پيوسته مي كاربردي

  . مراجعه كرد ]5[مرجع  توان به مي

                                                 
١ - optimality criteria 
٢ - michell 
٣ - fully stressed design 
٤ - simultaneous failure design 
٥ - Kuhn-tucker 
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سـازي در بيشـتر    با افزايش سريع حجم محاسبات در كامپيوترهاي مدرن و نياز بـه گسسـته  

ـ تـاكر بـراي      مسائل علمي، روشهاي معيار بهينگي گسسته ـ پيوسته بر اساس شرايط بهينگي كان 

جـه قـرار گرفتـه    هاي پيوسته مورد تو ها در محيط سازي توپولوژيك دوبعدي سازه حل مسائل بهينه

شـرايط بهينگـي كـان ـ تـاكر در       2-6براي ايجاد پيوستگي بين مطالب اين فصل در بخـش  . است

  . شود گزارش مي ]5[حالت كلي از مرجع 

  
  مدلهاي مواد  -6-1-2

يكـي  . باشـد  سازي ابعاد و شكل مي اي از بهينه ها تركيب پيچيده سازي توپولوژيك سازه بهينه

سازي سازه بوسيله تغييرات مرزي وجود دارد اين است كه در طرح نهائي،  هاز مشكلاتي كه در بهين

يابي كامل يـك سـازه    بعبارت ديگر براي بهينه. كند توپولوژي جسم نسبت به جسم اوليه تغيير نمي

  . بايستي توپولوژي آن مشخص باشد

بـار   نـدين يابي شكل با روش تغييراتي مـرزي بـه چ   بطور معمول استفاده از تكنيكهاي بهينه

بنابراين اعمال تغييرات توپولوژي جسم با اسـتفاده از  . سازي نيازمند است تغيير مش در حين بهينه

بايستي بتوانيم سـوراخهايي   ها مي سازي توپولوژيك سازه در بهينه. نمايد اين روش بسيار پيچيده مي

بر اينكه بـر خـلاف    مضاف. در جسم بوجود آوريم كه انجام آن با روش تغييرات مرزي شدني نيست

اي از قسـمتهاي   توانند بوسـيله مجموعـه   سازي شكل كه در آنها مرزهاي طراحي مي روشهاي بهينه

سـازي توپولوژيـك ايـن     تعريف شوند، در مسئله بهينه. . .) ها و  مثل خطوط، سهمي(هندسي ساده 

  . باشد پذير نمي كار با استفاده از تعداد محدودي از پارامترها انجام

في يك تابع براي مشخص ساختن چگالي مواد در جسم با در نظر گـرفتن مـواد مركـب    معر

انـد،   مشتمل بر تعداد نامحدودي از سوراخهاي ريز كه بصورت پريوديك در اين جسم پخـش شـده  

كنـد و   سـازي ابعـادي تبـديل مـي     ها را بـه يـك مسـئله بهينـه     سازي توپولوژيك سازه مسئله بهينه

در واقع استفاده از ايده بكارگيري جسـم سـلولي   . شود حدودي برطرف ميپيچيدگي اين مسائل تا 
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، طبيعــت بــودن يــا نبــودن مــواد در توپولــوژي جســم را از مقيــاس 1هــاي پريوديــك بــا ريزســازه

  . گردد ماكروسكوپي به مقياس ميكروسكوپي رهنمون شده و باعث پايداري حل مي

تـوان بـه دو دسـته     دارد كه آنهـا را مـي  هاي فوق وجود  راههاي زيادي براي معرفي ريزسازه

و دسته دوم  (ranked layered materials)اي  هاي مركب لايه دسته اول ريزسازه. تقسيم نمود

 (homogenization theory)سـازي   تئوري همگن. باشند هاي داخلي مي ها با حفره ميكروسلول

اي معادلـه   در مـورد مـواد لايـه   . رود براي محاسبه خواص مكانيكي ماكروسكوپي اين مواد بكار مـي 

دار ايـن معادلـه    هـاي حفـره   تواند بصورت آناليتيك حل شـود و بـراي ميكروسـلول    سازي مي همگن

  . شود معمولاً بوسيله روشهاي عددي مثل روش اجزاء محدود حل مي

شـود   بندي آن به المانهاي محدود، فـرض مـي   در عمل پس از انتخاب فضاي مرجع و تقسيم

هـا   پارامترهاي هندسي اين ريزسـازه . باشد ان شامل مواد سلولي با ساختار خاص خود ميكه هر الم

بايسـتي توجـه كـرد كـه     . گيرند سازي مورد استفاده قرار مي بعنوان متغيرهاي طراحي مسئله بهينه

شود و بنابراين در تحليل بـه روش المـان محـدود، مـدل المـان       مسئله در يك فضاي ثابت حل مي

  . كند سازي تغيير نمي ين الگوريتم بهينهمحدود در ح

سازي توپولوژيـك گسسـته وجـود     راه حل ديگري نيز براي مدل كردن مواد در مسائل بهينه

ه تـابع چگـالي مصـالح    در اين روش بودن يا نبودن مواد با استفاده از تابع تقريب مناسـبي ك ـ . دارد

با . شود به اين نوع مواد معمولاً مواد مصنوعي اطلاق مي. گردد شود، مشخص مي مصنوعي ناميده مي

تـوان خـواص مكـانيكي ماكروسـكوپي مـواد را بـدون اسـتفاده از مطالعـات          استفاده از اين مواد مي

بدسـت آمـده از    ليكن اين كار دقت كمتري نسبت بـه خـواص مكـانيكي   . سازي بدست آورد همگن

  . دهد سازي را نتيجه مي معادلات همگن

دار  اي از مواد خلل و فـرج  الذكر مصالح بكار رفته بصورت توده با استفاده از مدلهاي مواد فوق

ها متغيرهاي   شده با اين روش پارامترهاي هندسي حفره سازي تعريف در مسئله بهينه. شود مدل مي

                                                 
١ - microstructures 
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ها بوجود آيد،  هاي اين ريزسازه كه در قسمتي از جسم تنها حفرهدر صورتي. باشند طراحي مسئله مي

ها حفره بوجود نيايد در  اي ايجاد خواهد شد و در صورتيكه در اين ريزسازه در توپولوژي جسم حفره

با توجه به اينكه در اين فصل از مواد مصـنوعي بـا   . آن محل توپولوژي جسم حاوي مواد جامد است

هـاي داخلـي و سـپس مـواد      ها با حفره شود، ابتدا ميكروسلول ر استفاده ميدا هاي حفره ميكروسلول

  . شوند مصنوعي در ادامه بحث مي

ها، شكل ريزسازه يكي از مهمترين مسائلي  ـ در انتخاب ريزسازه  هاي ريزمقياس مستطيلي حفره

واد در اي باشـد كـه چگـالي م ـ    شده بايسـتي بگونـه   شكل انتخاب. است كه بايستي به آن توجه كرد

و يا كروي (هاي دايروي  براي مثال استفاده از حفره. را پوشش دهد 1تا  0ريزسازه بتواند كل مقدار 

مسـتطيل در حالـت     و يا مكعب(شكل  مانع از آن خواهد شد كه سلول مستطيل) بعدي در حالت سه

تعـداد  بطور كامل بصورت حفره درآيد از طرف ديگر شـكل حفـره بايسـتي بـا كمتـرين      ) بعدي سه

سـلولهاي  . سازي بـه حـداقل برسـد    پارامتر تعريف شود تا ميزان متغيرهاي طراحي در مسئله بهينه

  . باشند ترين شكل براي اين منظور مي آنها ساده  شكل در مركز هاي مستطيل مربعي با حفره

اده شود آنگاه انـدازه  كه مقدار مثبت و بسيار كوچك است نشان د اگر بعد سلول مربعي با 

شده توسـط مـواد جامـد     با استفاده از اين مدل سطح اشغال. گردد مشخص مي bو  aسوراخ با 

  . شود بصورت زير محاسبه مي

Ω௦ ൌ ׬ ሺ1 െ ܾܽሻ݀Ω
Ω

                                                                            )6-1(  

10كه در اين رابطه   a  10و  b  و  فضاي طراحي وs     قسـمت جامـد فضـاي

  . دهد طراحي را نشان مي

 توانند نسبت به محورهاي مختصات در حالت كلي سوراخهاي ريزمقياس در جسم سلولي مي

بـر مـاتريس الاستيسـيته تـأثير      دار در نظر گرفتـه شـوند كـه ايـن انحـراف زاويـه        بصورت زاويه

با توجـه  . شود بعنوان يك متغير طراحي در نظر گرفته مي بنابراين در محاسبات زاويه . گذارد مي
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باشـد كـه متغيرهـاي طراحـي مسـئله       مي و  bو  aداراي مقادير  xبه نكات فوق هر نقطه 

  . باشند سازي مي بهينه

ܽ ൌ ܽሺݔሻ   ,   ܾ ൌ ܾሺݔሻ   ,   ܿ ൌ ܿሺݔሻ )6-2                                                     (  

سـازي شـده،    طراحـي گسسـته  در عمل اين توابع بوسيله توابع ثابتي در هر المان از فضـاي  

در نتيجه . شود شوند و بنابراين ابعاد و زاويه يك ريزسازه در هر المان ثابت فرض مي تقريب زده مي

بنابراين در فضاي دوبعدي اگـر  . شده نيز براي هر المان ثابت خواهد بود  ماتريس الاستيسيته همگن

سازي توپولوژيك سـازه   مسئله بهينهمتغير طراحي در  N*3المان محدود تقسيم شود  Nدامنه به 

  . وجود دارد

شـكل در   شود زيرا سوراخ مستطيل ها از نوع مواد ايزوتروپيك فرض مي قسمت جامد ريزسازه

مسـائل تـنش   (در مسائل الاستيسـيته دوبعـدي   . آورد جسم سلولي حالت ارتوتروپيك را بوجود مي

  . قانون هوك بصورت زير برقرار است) مسطح و كرنش مسطح

  ൝
11ߪ
22ߪ
12ߪ

ൡ ൌ ൥
ܿ11 ܿ12 0
ܿ12 ܿ22 0
0 0 ܿ66

൩ ൝
11ߝ
22ߝ
12ߝ
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كه در اين رابطه   ijji 2,1,   ،تنشهاij  كرنشها وijc     اعضاء مـاتريس سـختي كـاهش

 Cتوجه شود كه براي مواد با ساختمان سـلولي اعضـاء مـاتريس الاستيسـيته     . باشند يافته مواد مي

  . باشند مي a  ،b  ،تابعي از 

ܥ                                                                        )6-4(    ൌ ,ሺܽܥ ܾ,               ሻߠ

در مسـائل   شـود و تـأثير    سـازي محاسـبه مـي    بوسيله تئوري همگن a ،bبه  Cوابستگي 

  . شود دوبعدي با استفاده از قاعده چرخش بصورت زير اعمال مي

,ሺܽܥ                                          )6-5( ܾ, ሻߠ ൌ ்ܴሺߠሻ. ,ሺܽܥ ܾሻ. ܴሺߠሻ                
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تأثير پارامترهاي طراحي بر ماتريس الاستيسـيته  . ماتريس چرخش است Rكه در اين رابطه 

به اين نكته نيز بايستي توجه كرد كه در مسـائل دوبعـدي   . شود در بخشهاي بعدي مفصلاً بحث مي

  . است bو  aبراي سلول واحد تابع چگالي، تابعي از 

ߩ ൌ ,ሺܽߩ ܾሻ ൌ ሺ1 െ ܾܽሻߩ௦                                                                    )6-6(  

  . باشد چگالي مواد جامد مي Sكه در اين رابطه 

در صورتيكه شكل و توپولوژي يـك سـازه را بصـورت مـوادي كـه در يـك فضـاي         :مواد مصنوعي

توصيف كرد كه اين تـابع در   Xتوان بوسيله تابع  بگيريم سازه را ميشوند در نظر  طراحي توزيع مي

  . شود بصورت زير تعريف مي xهر نقطه 

)6-7   (                            ߯ሺܺሻ ൌ ݂ሺݔሻ ൌ ൜
1,      ݂݅   ܺ߳Ω௦      ݈݉ܽܽ݅ݎ݁ݐ
0,      ݂݅   ܺ߳Ω\Ω௦ ݈݊ܽ݅ݎ݁ݐܽ݉ ݋ 

  : توان نوشت ض ايزوتروپي براي قسمت جامد وجود دارد، بنابراين ميبا فر

ሺܺሻߩ ൌ ߯ሺܺሻ6-8(                                                                                   0ߩ(  

ሺܺሻܥ ൌ ߯ሺܺሻ0ܥ 

ترتيب چگالي و ماتريس الاستيسيته قسـمت جامـد همگـن     به 0Cو  0كه در اين رابطه 

  . باشند مي

شود و بنابراين در هر المان از  سازي مي گسسته X(x)سازي تابع  در حل عددي مسئله بهينه

اما اين فرمولبندي بسيار پرهزينه است و . باشند متغيرهاي طراحي مسئله مي X(x)فضاي طراحي 

بجـاي   x)(براي رفع اين مشكل جايگزين كـردن تـابع پيوسـته     ترين راه ساده. شود پيشنهاد نمي

  : باشد، بنابراين مي X(x)تابع گسسته 

ሺܺሻߩ                                                                                   )6-9( ൌ   0ߩሺܺሻߦ

ሺܺሻܥ)6-10( ൌ                                                                                    0ܥሺܺሻߦ
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0)(1كه در اين رابطه   x  وx 9-6(توجـه شـود كـه مطـابق رابطـه      . باشند مي (

  . آيد بصورت زير بدست مي Vحجم مواد 

)6-11(                                                                                 ܸ ൌ ׬ ሺܺሻ݀Ωߦ
Ω

  

شـوند امـا در ايـن     سازي مي سبب ساده شدن الگوريتم بهينه) 10-6(و ) 9-6(اگرچه روابط 

نظر مهندسـي حلـي    از نقطه. دار زيادي است حالت جواب سازه بهينه شده داراي نواحي خلل و فرج

از اينـرو بهتـر اسـت كـه     . تر اسـت  ط حفره شود عمليكه منجر به وجود فقط قسمت جامد و يا فق

ايـن ايـده   . گيـرد حـذف شـوند    تعلق مي x)(اي كه به  دار با استفاده از جريمه نواحي خلل و فرج

  . يابد بصورت زير تغيير مي) 10-6(بنابراين رابطه . بوسيله رزواني مطرح گرديد

ሺܺሻܥ                                                      )                           6-12( ൌ   0ܥሺܺሻఓߦ

  . باشد مي) 9و  3معمولاً بين ( 1عامل جريمه و بزرگتر از  كه در اين رابطه 

مترهاي هندسي در هاي مصنوعي با بعضي پارا براي ساختن ريزسازه تابع چگالي مصنوعي 

هـاي   هـاي واحـد بـا حفـره     بعنوان مثال بـراي سـاختن جسـم سـلولي شـامل سـلول      . ارتباط است

  : شود بصورت زير در نظر گرفته مي x)(  شكل، مستطيل

ሺܺሻߦ                                                                      )6-13( ൌ 1 െ ܽሺܺሻܾሺܺሻ  

شـود كـه مصـالح حـاوي تعـداد زيـادي        همانطور كه اشاره شد در مدل بكار رفته فرض مـي 

در هر المـان ثابـت    b (x)و  a (x)هاي مستطيلي بوده و پارامترهاي  شكل با حفره هاي مربع سلول

با فرض ايزوتروپيك بودن مصالح، ماتريس الاستيسيته مدل مواد مصـنوعي بصـورت زيـر    . باشند مي

  : است

ܥ                                                    )6-14( ൌ
ாሺ1ି௔௕ሻഋ

ሺ1ି௏ሻ2 ൦

1 ܸ 0
ܸ 1 0
0 0 ሺ1 െ ܸሻ

2ൗ
൪  

 
  ـ تاكر   شرايط بهينگي كان -6-2
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  : شود سازي بصورت كلي زير بيان مي يك مسئله بهينه

 ሺܺሻ݂        ݁ݖ݅݉݅݊݅ܯ                                                                           )6-15(

௝݄ሺܺሻ      ݋ݐ ݐ݆ܾܿ݁ݑܵ ൌ 0                   ݆ ൌ 1,2, … , ݊௛ 

                           ݃௞ሺܺሻ ൑ 0                 ݇ ൌ 1,2, … , ݊௚ 
در اين رابطه  nxxxx ,....,, 21  متغيرهاي طراحي وhn  وgn      بـه ترتيـب تعـداد قيـدهاي

توان با اضافه كردن يك متغير اضافي بصـورت   قيدهاي نامساوي را مي. باشند مساوي و نامساوي مي

  . قيدهاي مساوي نوشت

)6-16(                                              ݃௞ሺܺሻ ൅ ௞ݏ
2 ൌ 0           ݇ ൌ 1,2, … , ݊௚  

تـوان بـا اسـتفاده از     شرايط لازم براي مينيمم كردن يك تابع تحت قيدهاي مسـاوي را مـي  

تابع لاگرانژين بصورت زيـر  ) 15-6(در مسئله كلي . تكنيكهاي كلاسيك ضرائب لاگرانژ بدست آورد

  : شود نوشته مي

)6-17(       ℓሺܺ, ,ݏ ,ߣ ሻݒ ൌ ݂ሺܺሻ ൅ ∑ ௝ߣ ௝݄ሺܺሻ ൅ ∑ ሻݔ௞ሺ݃௞ሺݒ ൅ ௞ݏ
2ሻ

௡೒

௞ୀ1
௡೓
௝ୀ1  

براي تابع لاگرانژين فوق بصـورت زيـر    1شرايط ايستايي. باشند مي kVو  jكه در اين رابطه 

  . باشد مي

)6-18(డℓ

డ௫೔
ൌ

డ௙

డ௫೔
൅ ∑ ௝ߣ

௡೓
௝ୀ1

డ௛ೕ

డ௫೔
൅ ∑ ௞ݒ

డ௚ೖ

డ௫೔
ൌ 0            ݅ ൌ 1, … , ݊

௡೒

௞ୀ1              

)6-19(డℓ

డఒೕ
ൌ ௝݄ ൌ 0                                                                ݆ ൌ 1, … , ݊௛            

)6-20(డℓ

డ௩ೖ
ൌ ݃௞ ൅ ௞ݏ

2 ൌ 0                                                      ݇ ൌ 1, … , ݊௚          

)6-21(డℓ

డ௦ೖ
ൌ ௞ݏ௞ݒ2 ൌ 0                                                         ݇ ൌ 1, … , ݊௚           

) 15-6(دهاي نامسـاوي  به ترتيب قيدهاي تساوي و قي ـ) 20-6(و ) 19-6(در واقع معادلات 

يا هـر  ( kSو يا  kVدهد كه يا  كه به شرايط سوئيچينگ معروفند نشان مي) 21-6(روابط . باشند مي

                                                 
١ - stationary conditions 
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زمانيكـه  . شـند با فعال مـي  kgبدين معني است كه قيدهاي  0kSحالت . باشند صفر مي) دو آنها

0kS  0وkV معني است كه قيدهاي  باشد بدينkg توان تأثير آنها را  غيرفعال و در نتيجه مي

همـواره   0kgباشد بدين معني است كه سـطح   0kVو  0kSاگر هر دو . بر حل حذف نمود

كند و اين نقطه را بايستي با استفاده از تـابع هـدف و ديگـر قيـدها بدسـت       نقطه بهينه را اقناع مي

  . آورد

  : توان نتيجه گرفت كه مي) 21-6(و ) 20-6(از روابط 

)6-22 (݃௞ ൑ ௞݃௞ݒ         ,          0 ൌ 0                                                               

قيـدي از  ) 21-6(و ) 20-6(رسد كه با جايگزيني روابط فوق بجاي روابـط   چنين به نظر مي

  : توان بصورت كلي زير نوشت را مي) 18-6(معادله . مسئله حذف نشود

݂׏) 6-23( ൅ ∑ ׏௝ߣ ௝݄ ൅ ∑ ௞݃׏௞ݒ ൌ 0௡೒ೌ

௞ୀ1
௡೓
௝ୀ1                                                  

)(باشـد   تعـداد قيـدهاي فعـال مـي     ganكه در اين رابطه  gga nn  .    از رابطـه فـوق چنـين

بعبـارت  . باشـند قـرار دارد   فعال ميكه  kgو  jhدر فضاي ايجاد شده بوسيله  fآيد كه  برمي

در حالـت فعـال بيـان     kgو  0jhبايستي بصورت تركيب خطي از عمودهاي سـطوح   fديگر 

  . شود

و  jاي از اعداد حقيقي  تا كنون با استفاده از تئوري ضرايب لاگرانژ كه سبب ايجاد مجموعه

kV دست يـافتيم كـه بايسـتي ايـن     ) 21-6(ـ ) 18-6(شود، به يك سيستم معادلات غيرخطي  مي

در اين دستگاه معادلات شرايط لازم بـراي  ) 21-6(ـ ) 18-6(روابط . دستگاه معادلات را حل كنيم

  . باشند يك نقطه ايستا مي

ـ تـاكر بـا      تئوري كـان  1951در سال . دهيم ا مورد بحث قرار ميـ تاكر ر   اكنون شرايط كان

البتـه ايـن شـرطهاي اضـافي كـه      . اضافه كردن يك دسته شرط اضافي  به شرايط فوق معرفي شـد 

لازم به . باشند شوند فقط براي مسائل با قيدهاي نامساوي معتبر مي شرطهاي كان ـ تاكر ناميده مي 

را  h = 0بـراي مثـال   . توان بـا قيـدهاي نامسـاوي نوشـت     ا مير) 15-6(ذكر است كه مسئله كلي 
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0و  0hميتوان به صورت دو رابطه نامسـاوي   h  تـر نيـز    روش ديگـري كـه عملـي   . نوشـت

باشد اين است كه با استفاده از تكنيكهاي ضرائب لاگرانژ، تابع هدف جديد بـا قيـدهاي مسـاوي     مي

ئله بصورت فرم لاگرانژي نوشته شود كه در اينصورت شكل كلـي مسـئله بصـورت قيـدهاي     در مس

سـازي بصـورت زيـر سـاده      بنابراين براي راحتي كار شكل كلي مسـئله بهينـه  . نامساوي خواهد شد

  : شود مي

                                                                        ሻݔሺܨ           ݁ݖ݅݉݅݊݅ܯ) 6-24(

௞݃          ݋ݐ ݐ݆ܾܿ݁ݑܵ ൑ 0         ݇ ൌ 1,2, … , ݊௚  
كنـد   كه قيـدها را اقنـاع مـي    F(x)يك مينيمم موضعي از  Xمطابق تئوري كان ـ تاكر اگر  

  : وجود دارند كه kVباشد، آنگاه ضرايبي 

ሻݔሺܨ׏) 6-25( ൅ ∑ ሻݔ௞ሺ݃׏ ൌ 0௡೒

௞ୀ1                                                                

௞݃௞ݒ ൌ 0          ݇ ൌ 1, … , ݊௚ 

௞ݒ ൒ 0              ݇ ൌ 1, … , ݊௚ 
تفاوت بـين شـرايط   . شوند شرايط كان ـ تاكر ناميده مي ) 25-6(نامساوي و دو تساوي رابطه 

بعبارت . است kVتئوري ضرايب لاگرانژ بدست آورديم همواره مثبت بودن  كان ـ تاكر و آنچه كه از 

سخني به ميان نيامد و اين شـرط يـك شـرط اضـافي      kVديگر در تئوري ضرائب لاگرانژ از علامت 

  . است كه كان و تاكر آنرا معرفي كردند

  
اگـر نقطـه مينـيمم    . نقطه مينيمم است يا خيرمورد نظر سعي بر آنست كه بدانيم آيا نقطه 

در داخل فضاي شدني پيدا نمـود كـه بـا حركـت      uتوان يك بردار جابجايي  آنگاه مي. محلي نباشد

  : توان نوشت براي اين بردار جابجايي در فضاي شدني مي. كردن در امتداد آن تابع هدف كاهش يابد

௞݃׏்ݑ) 6-26( ൏ 0                                                                                          

U  در صورتي قابل استفاده است كه مقدار تابعF در امتداد آن كاهش يابد بدين معني كه :  

ሻܨ׏ሺെ்ݑ)6-27( ൐ 0                                                                                      
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  : توان نوشت در رابطه فوق مي)25-6(از رابطه  Fبا جايگزيني 

∑ሺ்ݑ) 6-28( ௞ሻ݃׏௞ݒ ൐ 0௡೒ೌ

௞ୀ1                                                                          

  : توان نوشت كه در اينصورت مي

)6-29 (∑ ௞ሻ݃׏்ݑ௞ሺݒ ൐ 0௡೒ೌ

௞ୀ1                                                                          

شود كه شرط اينكه نقطه يـك نقطـه    نتيجه مي) 29-6(و ) 26-6(بنابراين با توجه به روابط 

  ). غيرممكن خواهد شد )29-6(كه در اينصورت رابطه ( 0kVبهينه باشد آنست كه 

توان آزمايش نمـود كـه آيـا نقطـه كانديـد شـده، نقطـه         با استفاده از شرايط كان ـ تاكر مي 

  . مينيمم است يا خير و از اين روش بجاي حل مجموعه معادلات غيرخطي استفاده كرد

) 15-6(سـازي بـا فـرم كلـي      بنابراين به طور  كلي شرايط بهينگي لازم براي مسـئله بهينـه  

  : شود صورت زير خلاصه ميب

)6-30 (డ௙

డ௫೔
൅ ∑ ௜ߣ

௡೓
௝ୀ1

డ௛೔

డ௫೔
൅ ∑ ௞ݒ

డ௚ೖ

డ௫೔
ൌ 0          ݅ ൌ 1, … , ݊

௡೒

௞ୀ1                        

݄௜ ൌ 0                                                               ݆ ൌ 1, … , ݊௚ 

݃௞ ൑ 0                                                             ݇ ൌ 1, … , ݊௚ 

݃௞ݒ௞ ൌ 0                                                        ݇ ൌ 1, … , ݊௚ 

௞ݒ ൒ 0                                                             ݇ ൌ 1, … , ݊௚ 
سـازي بـه صـورت     سـازي از صـورت كمينـه    توجه شود كـه بـا عـوض شـدن مسـئله بهينـه      

و نيـز عـوض كـردن    ) 17-6(سازي با عوض كردن علامت ترمهاي قيدي در توابع لاگرانژين  بيشينه

  . شود عوض مي) 25-6(در شرايط كان ـ تاكر  kVجهات قيدهاي نامساوي، علامت ضرائب 

  
  ها  سازي توپولوژيكي سازه مدل رياضي براي مسئله بهينه -6-3

و  يك مسئله كلي الاستيسيته خطي تحت اثر نيروهاي حجمي بكار برده شده در دامنـه  

كـه تغييـر    dشـامل   داراي مـرز   سطح دامنه . گيريم را در نظر مي tنيروهاي سطحي در 
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همچنـين  . باشـد  اند مـي  كه بارهاي سطحي در آن بكار برده شده tاند و  مكانها در آن تعريف شده

  : شود كه فرض مي

)6-31 (Γ௧ ׫ Γௗ ൌ Γ                                                                                      

  

Γ௧ ת Γௗ ൌ 0 
با بكارگيري روش تغيير مكان مجازي، معادلات تعـادل بـا مسـاوي قـرار دادن كـار مجـازي       

ميـدان تغييـر مكـان كـه تعـادل سـازه        uبا فـرض اينكـه   . شوند داخلي و خارجي بدست آورده مي

تـوان   ان مجازي مجاز سـينماتيكي باشـد مـي   ميدان تغيير مك vكند باشد و  الاستيك را تعريف مي

  : نوشت

ܸ ݁ݎ݄݁ݓ ܸ߳ݒ)6-32( ൌ ሼݒ|ݒ א ሺ1ܪሺΩሻሻ3ܽ݊݀ ݒ ൌ                          Γୢሽ ݊݋ 0

  : توان نوشت مي dپس براي يك سازه ارتجائي با مرز ثابت 

׬) 6-33( ሻ൯݀Ωݑሺߝܥሻ൫ݒሺ்ߝ ൌ ׬ Ω݀ݒ்݂ ൅ ׬ Γ݀ݒ்ݐ
Γ೟ΩΩ

                               

گيري از تحليل حساب تغييراتي و تابع نماها و استفاده از فرم انـرژي دوخطـي بـراي     با بهره

  : توان بصورت زير نوشت را مي) 33-6(كار داخلي و فرم بار خطي براي كار خارجي رابطه 

)6-34 (ܽሺݑ, ሻݒ ൌ ℓሺݒሻ          ݒ׊ א ܸ                                                               

  : كه در اين رابطه

)6-35 (ܽሺݑ, ሻݒ ൌ ׬ .ሻݒሺ்ߝ ൫ߝܥሺݑሻ൯݀Ω
Ω

                                                        

)6-36 (ℓሺݒሻ ൌ ׬ ݂. Ω݀ݒ ൅ ׬ .ݐ Γ݀ݒ
Γ೟Ω

                                                           

ها كه در اين فصل مورد بحث قـرار گرفتـه ايـن اسـت كـه       سازي سازه هدف از مسئله بهينه

مينـيمم بـودن مقـدار كـار     . ترين سازه ممكن را با استفاده از يك مقدار مصالح معين بيـابيم  سخت

، ماگزيمم بودن سختي عمـومي يـك   u)(خارجي با ميدان تغيير مكان حقيقي و يا مينيمم بودن 
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بعنـوان تـابع هـدف     u)(ها بـا قـرار دادن    سازي سازه بنابراين مسئله بهينه. كند سازه را فراهم مي

  شود بصورت زير ساخته مي

                                                                                  ሻݑℓሺ ݁ݖ݅݉݅݊݅ܯ) 6-37(

,ݑሺܽ ݋ݐ ݐ݆ܾܿ݁ݑܵ ሻݒ ൌ ℓሺݒሻ           ݒ׊ א ܸ 

 ݏ݊݋݅ݐܿ݅ݎݐݏ݁ݎ ݊݃݅ݏ݁݀ ݀݊ܽ
تـوابعي از متغيرهـاي طراحـي     u)(و  a (n, v)كه در اين رابطـه محـدوديتهاي طراحـي،    

سازي توپولوژيك پارامترهاي هندسي  رهاي طراحي مسئله بهينهچنانكه قبلاً ديديم، متغي. باشند مي

 و  bو  aبراي مثـال پارامترهـاي   (باشند  سوراخهاي ريزمقياس مصالح فرض شده براي مسئله مي

  ). شكل در مصالح شامل سلولهاي مربعي با سوراخهاي مستطيل

Vuبا جايگزين كردن   ي بجاv  آيد معادله زير بدست مي) 34-6(در رابطه :  

)6-38 (ܽሺݑ, ሻݑ ൌ ℓሺݑሻ                                                                                   

شود كه  آوري مي ياد uua ,
2

فتـه  دهنـده انـرژي كرنشـي اسـت بنـابراين نتيجـه گر       نشان 1

از سـوي ديگـر انـرژي    . معادل مينيمم كردن انرژي كرنشي اسـت  u)(شود كه مينيمم كردن  مي

  توان بصورت زير نوشت  پتانسيل كل را مي

)6-39  (Πሺݑሻ ൌ
1
2 ܽሺݑ, ሻݑ െ ℓሺݑሻ                                                                   

  : توان نوشت در رابطه فوق مي) 38-6(ه با جايگزيني رابط

)6-40 (Πሺݑሻ ൌ െ
1
2 ℓሺݑሻ                                                                                 

معـادل مـاگزيمم كـردن انـرژي      u)(شود كه مينيمم كردن  از رابطه فوق چنين نتيجه مي

  : توان بصورت زير نوشت را مي) 37-6(سازي  نابراين مسئله كلي بهينهباشد، ب پتانسيل كل مي

                                                                                ሻݑΠሺ ݁ݖ݅݉݅ݔܽܯ) 6-41(

,ݑሺܽ ݋ݐ ݐ݆ܾܿ݁ݑܵ ሻݒ ൌ ℓሺݒሻ         ݒ׊ א ܸ 

 ݏ݊݋݅ݐܿ݅ݎݐݏ݁ݎ ݊݃݅ݏ݁݀ ݀݊ܽ
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  . توان بصورت زير نوشت را مي) 41-6(با استفاده از اصل مينيمم كردن انرژي پتانسيل رابطه 

                                                                                   ሻݑΠሺ ݊݅݉ ݔܽ݉)6-42(

 ܸ߳ݒ ݊݃݅ݏ݁݀

 ݏ݊݋݅ݐܿ݅ݎݐݏ݁ݎ ݊݃݅ݏ݁݀ ݋ݐ ݐ݆ܾܿ݁ݑݏ
سازي بر اساس انرژي پتانسيل كل آنست كه اين روش كلي است  دليل ساختن مسئله بهينه

اي  حال آنكه در مورد مسـئله . كند ترين سازه تعريف مي سازي را براي سخت و هميشه مسئله بهينه

جمـي و سـطحي،   شـده غيرصـفر و در غيـاب نيروهـاي ح     با تغييرمكانهـاي مـرزي از قبـل تعريـف    

دهد ولـي در بيشـتر مـوارد ديگـر انـرژي       ترين سازه در حالت انرژي كرنشي ماگزيمم رخ مي سخت

با اطمينـان در همـه    u)(توان از انرژي كرنشي و يا  بنابراين نمي. بايست مينيمم شود كرنشي مي

  . ]5[مسائل بعنوان تابع هدف بهره گرفت 

بـا اسـتفاده از روش    dدر  uشـده   يل تغييرمكانهـاي مـرزي تعريـف   در حالت كلي با تحم

انرژي پتانسيل كل بصورت  جريمه خارجي و بكارگيري يك ضريب جريمه به اندازه كافي بزرگ 

  . شود زير نوشته مي

)6-43(             Πఉሺݒሻ ൌ ׬ .ሻݒሺߝ .ܥ ሻ݀Ωݑሺߝ െ ׬ ݂. Ω݀ݒ െ
ΩΩ

׬ .ݐ Γ݀ݒ ൅ ߚ ׬ ሺݒ െ തሻ2݀Γݑ
Γ೏Γ೟

    

  . معادل است با حل معادلات تعادل v)(توجه شود كه مينيمم كردن 

و  a  ،bشكل استفاده شود با در نظر گرفتن  در صورتيكه از مدل مواد با سوراخهاي مستطيل

 شود بصورت زير بيان مي) 42-6(سازي  بعنوان متغيرهاي طراحي مسئله بهينه  

                                           Πఉሺvሻ                     ݊݊݅݉                   ݔ݊ܽ݉) 6-44(

ܽ, ܾ,  ܸ߳ݒ                    ߠ

Ωୱ           ݋ݐ ݐ݆ܾܿ݁ݑݏ ൌ න ሺ1 െ abሻdΩ ൑ Ωୱതതതത
Ω

 

ܽ݊݀                       0 ൑ ܽ, ܾ ൑ 1 
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  : معادل است با) 44-6(معادله . باشد حد بالاي حجم مصالح جامد مي sكه 

                                                                       ሻݑΠሺ                       ݔܽ݉) 6-45(

ܽ, ܾ,  ߠ

Ω௦         ݋ݐ ݐ݆ܾܿ݁ݑݏ ൑ Ω௦തതതത 

ܽ݊݀                  0 ൑ ܽ, ܾ ൑ 1 
  
  ها  سازي توپولوژيك سازه معيار بهينگي براي بهينه -6-4
  شرايط بهينگي  -6-4-1

در اين بخش شرايط بهينگي براي مسائل دوبعدي در محيطهاي پيوسـته مـورد بحـث قـرار     

شكل  هاي مستطيل هاي مربع با حفره براي مدل كردن مواد در مسائل دوبعدي از ريزسازه. ندگير مي

قابل توجه است كه در حالت دوبعـدي يـك زاويـه بـراي مشـخص      . شود استفاده مي a  ،bبه ابعاد 

 a  ،bبنـابراين متغيرهـاي طراحـي در مسـئله     . ها بايستي در نظر گر فـت  ساختن انحراف ريزسازه

  . ودخواهند ب

  . توان به صورت زير تعميم داد را مي) 45-6(سازي  مسئله بهينه

                                                                ሻݑΠሺ                              ݔܽ݉ )6-46(

ܽ௘, ܾ௘,  ௘ߠ

௦ܣ              ݋ݐ ݐ݆ܾܿ݁ݑݏ ൑  ௦തതതܣ

ܽ݊݀                       0 ൑ ܽ, ܾ ൑ 1 
حد بالاي سطح مصالح در مسـائل دوبعـدي    SAسطح مصالح جامد و  SAكه در اين رابطه 

  . شود رابطه فوق در حالت گسسته بصورت زير نوشته مي. باشند مي

                                                                 ሻݑΠሺ                              ݔܽ݉) 6-47(

ܽ௘, ܾ௘, ௘                        ሺ݁ߠ ൌ 1, … , ܰሻ 

∑                      ݋ݐ ݐ݆ܾܿ݁ݑݏ ሺ1 െ ܽ௘ܾ௘ሻܣ௘ െ ௦തതതܣ ൑ 0ே
௘ୀ1   

ܽ݊݀                                   ܽ௘ െ 1 ൑ 0      , െܽ௘ ൑ 0                     ݁ ൌ 1, … , ܰ 

                                          ܾ௘ െ 1 ൑ 0     , െܾ௘ ൑ 0                       ݁ ൌ 1, … , ܰ 
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  . باشد در فضاي گسسته بصورت زير مي u)(تعداد المانها بوده و  Nكه در اين رابطه 

)6-48(               Πሺݑሻ ൌ
1
2 ∑ ׬ ஺೐ܣሻ݀ݑሺߝ௘ܥሻݑሺ்ߝ െ ∑ ׬ ܣ்݂݀ݑ െ஺೐

ே
௘ୀ1

ே
௘ୀ1

∑ ׬ Ω݀ݐ்ݑ
Ω೟

೐ .ே
௘ୀ1  

eاكنون با معرفي ضرايب لاگرانژ 
a0  ،e

a1 ،e
b0 ،e

b1  ،e
c0  وA    تابع لاگرانـژين در مسـئله

  . شود بصورت زير ساخته مي) 6-47(

)6-49(       ℓ ൌ Πሺݑሻ െ Λሾ∑ ሺ1 െ ܽ௘ܾ௘ሻܣ௘ െ ௦തതതேܣ
௘ୀ1 ሿ െ ∑ ௔0ߣ

௘ ሺെܽ௘ሻ െே
௘ୀ1

∑ ௔1ߣ
௘ ሺܽ௘ െ 1ሻ െ ∑ ௕0ߣ

௘ ሺെܾ௘ሻ െ ∑ ௕1ߣ
௘ ሺܾ௘ െ 1ሻே

௘ୀ1
ே
௘ୀ1

ே
௘ୀ1  

  : عبارتست از aنسبت به  شرايط ايستايي 

)6-50 (డΠሺ௨ሻ

డ௔೐ ൅ Λܾ௘ܣ௘ ൅ ௔0ߣ
௘ െ ௔1ߣ

௘ ൌ 0                  ݁ ൌ 1, … , ܰ                     

  توان بصورت زير بازنويسي كرد  ، رابطه فوق را مي)48-6(از رابطه  u)(با جايگزيني 

)6-51(    1
2 ׬ ሻݑሺ்ߝ డ஼೐

డ௔೐ ܣሻ݀ݑሺߝ െ ׬ ்ݑ డ௙

డ௔೐ ܣ݀ ൅ Λܾ௘ܣ௘ ൅ ௔0ߣ
௘ െ ௔1ߣ

௘ ൌ஺೐஺೐

0  
  بصورت زير خواهد بود ebن نسبت به بطور مشابهي، شرط ايستايي تابع لاگرانژي

)6-52(    1
2 ׬ ሻݑሺ்ߝ డ஼೐

డ௕೐ ܣሻ݀ݑሺߝ െ ׬ ்ݑ డ௙

డ௕೐ ܣ݀ ൅ Λܽ௘ܣ௘ ൅ ௕0ߣ
௘ െ ௕1ߣ

௘ ൌ஺೐஺೐

0   

)6-53(    1
2 ׬ ሻݑሺ்ߝ డ஼೐

డఏ೐ ܣሻ݀ݑሺߝ ൌ 0஺೐                                                              

  . آيند ، شرايط سوئيچينگ بدست مي)30-6(با استفاده از شرايط كان ـ تاكر مشابه رابطه 

كنند كه بايسـتي   اي از معادلات غيرخطي در يك مسئله دوبعدي ايجاد مي بنابراين مجموعه

گردد كه شرايط لازم  اي در فضاي طراحي مي عادلات منجر به پيدا شدن نقطهحل اين م. حل شوند

شود  اي نيست از اينرو سعي مي اما حل اين معادلات كار چندان ساده. كند براي بهينگي را اقناع مي

اين معيارها بر اساس يك روش . ]5[تا با بكارگيري يك الگوريتم معيار بهينگي مسئله را حل كنيم 

شوند بطوريكه با شروع از يك نقطه شدني در فضـاي طراحـي در هـر     گذاري مي ريجي پايهبهبود تد
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به اين ترتيب حل به تدريج به سـمت نقطـه بهينـه    . شوند مرحله متغيرهاي طراحي ارتقاء داده مي

گذاري شود بـه لحـاظ محاسـباتي روشـي بسـيار       روشي كه بوسيله اين مفهوم پايه. كند حركت مي

  .]5[تواند همواره همگرايي حل را تضمين كند  اين روش نميكاراست، اگرچه 
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  77فصل فصل 
استفاده از تكنيكهاي پردازش تصوير در استفاده از تكنيكهاي پردازش تصوير در 

  ها ها   سازي توپولوژيك سازهسازي توپولوژيك سازه  بهينهبهينه
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  مقدمه  -7-1

هينگـي و روش  هـا بـا اسـتفاده از روش معيـار ب     سازي توپولوژيك سـازه  در فصول قبل بهينه

در . مورد بحث قرار گرفت و مثالهاي از مسائل الاستيسيته دوبعدي نيـز ارائـه شـد    MMAتقريبي 

ها به رفع اين مشكلات پرداختـه   سازي توپولوژيك سازه اين فصل ضمن اشاره به ناپايداريهاي بهينه

  . }14{ه تقسيم نمود توان به سه دست سازي توپولوژيك را مي بطور كلي ناپايداريهاي بهينه. شود مي

سازي توپولـوژي سـازه در توپولـوژي بهينـه      در بعضي از مسائل پس از بهينه : 1چكربوردها

بوجود ) مثل صفحه شطرنج(نواحي با المانهاي پر از مواد و المانهاي بدون مواد بصورت تكراري 

  . شود آيد كه به اين نواحي چكربورد گفته مي مي

                                                 
١ - checkerboards 
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سازي توپولوژيـك، بـا اسـتفاده از     در يك مسئله بهينه : 1بندي وابستگي حل به نحوه مش

بـه  . آيـد  سازي فضاي طراحي، نتايج يكساني بدست نمي هاي المان مختلف جهت گسسته شبكه

  . شود اطلاق مي» بندي وابستگي حل به نحوه مش»  اين ناپايداري

دود ثابـت  سازي توپولوژيك با يك شـبكه اجـزاء مح ـ   در يك مسئله بهينه : 2مينيمم محلي

نتـايج حـل   ) مثلاً بازاي نقـاط شـروع متفـاوت   (سازي  بهينه  بازاي پارامترهاي مختلف الگوريتم

سـازي   هـاي محلـي در مسـئله بهينـه     اين ناپايداري بعلـت وجـود مينـيمم   . مختلف خواهد بود

  . }14{توپولوژيك است 

ها با استمداد  ازهسازي توپولوژيك دوبعدي س در اين فصل به رفع مشكل چكربوردها در بهينه

همچنـين بـا توجـه بـه وابسـتگي توپولـوژي سـازه        . شـود  از تكنيكهاي پردازش تصوير پرداخته مي

سازي، در اين فصل سـعي برآنسـت    بندي فضاي طراحي و پارامترهاي بهينه شده به نحوه مش بهينه

ازي توپولوژيك س حذف وابستگي نتيجه بهينه. كه بتوان پاسخ نهايي توپولوژي جسم را كنترل نمود

سـازي و همچنـين جلـوگيري از بوجـود آمـدن عضـوهاي        بندي و پارامترهـاي بهينـه   به نحوه مش

  . نظر مهندسي بسيار حائز اهميت است نامطلوب در توپولوژي جسم بهينه، از نقطه

  

  چكربوردها -7-1-1
 يـك تيـر دو سـر    MBBتوپولوژي تير اسـتاندارد   1992بندسو، الاف و راسموسن در سال 

  . ساده است كه تحت اثر يك نيروي متمركز در وسط دهانه و در وجه فوقاني خود، قرار گرفته است

تفسير ناپايداري چكربورد و دليل بوجود آمدن آن توسط زيگموند، ژاگ، هابر و داياز در سال 

ز انـد كـه چكربوردهـا در اثـر اسـتفاده ا      آنها بر ايـن عقيـده  . مورد بحث و بررسي قرار گرفت 1995

  ).15(شوند  سازي فضاي طراحي ايجاد مي محدود مرتبه پايين در گسسته  المانهاي

                                                 
١ - mesh dependency 
٢ - local minima 
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اي كه براي  روش بسيار ساده. روشهاي متفاوتي براي غلبه بر مسئله چكربورد ارائه شده است

توان بكار برد جايگزين كردن متوسط دانسيته نواحي چكربورد بجـاي آن   حذف مسئله چكربورد مي

سازي نمود اما با  توان براحتي پياده اگرچه اين روش را مي. سازي است مراحل بهينهنواحي در خلال 

هـاي المانهـاي    نهايت شدن مقدار تنشها در گوشه توجه به اينكه سختي نواحتي چكربورد بدليل بي

  .توان آنرا با سختي ناحيه خاكستري جايگزين نمود نمي) 4(پر از مواد صفر است 

بنـدي   ي از مسئله چكربورد استفاده از المانهاي مرتبه بالا در تقسيمروش ديگر براي جلوگير

اگرچه با استفاده از اين المانها در مسائل عملي هيچ الگوي چكربوردي گزارش . فضاي طراحي است

اند كه در مورد خاصي استفاده از ايـن   بر اين عقيده) 4(داياز و زيگموند  "هابر "نشده است اما ژاك

 )گرهـي  9و يـا   8(بعلاوه استفاده از المانهاي مرتبه بالا . كند سئله چكربورد را حل نميالمانها نيز م

  .شود اي مي در مسائل تنش مسطح سبب افزايش زمان انجام محاسبات به ميزان قابل ملاحظه

داياز و بندسو براي رفع مسـئله چكربـورد پيشـنهاد     "روشي توسط كيكوچي 1993در سال 

شـود فضـاي طراحـي بصـورت      سـازي بكـار بـرده مـي     عد از هر مرحله بهينهدر اين روش كه ب. شد

در صورتيكه اين چهار المان بصورت . شود اي از چهار المان بهم چسبيده در نظر گرفته مي مجموعه

اين روش حذف چكربورد تـا  . شوند چكربورد باشند پارامترهاي طراحي در اين المانها تغيير داده مي

كند اما بدليل همپوشاني نداشتن اين مجموعـه المانهـا بـا     رد را حذف ميحدودي قسمتهاي چكربو

  ).4(شود يكديگر بعضي از قسمتهاي چكربورد حذف نمي

نامـه دكتـراي خـود بـراي حـذف چكربـورد        در قسمتي از پايان) 4(زيگموند  1994در سال 

اسـتفاده شـده   روشي پيشنهاد نمود كه در آن براي حذف چكربورد از تكنيكهـاي پـردازش تصـوير    

  :يك الگوريتم مناسب براي حذف چكربورد بايستي داراي شرايط زير باشد. است

  .الگوهاي چكربورد بايستي بطور كامل حذف شوند   -1

  .اي افزايش نيابد زمان انجام محاسبات بطور قابل ملاحظه   -2

  .سازي كرد بايستي بتوان براحتي آنرا پياده   -3
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  .سازي شود الگوريتم بهينهنبايستي سبب ناپايداري    -4

  .بايستي براي هر فضاي طراحي قابل استفاده باشد   -5

ايـن روش بطـور كامـل در ايـن فصـل      . زيگموند معتقد است روش او شرايط فوق را داراست

  .شود گزارش مي

  

  بندي وابستگي حل به نحوه مش 7-1-2
). 4(احي وابسته اسـت بندي فضاي طر نتايج حل مسئله بهينه سازي توپولوژيك به نحوه مش

شـود سـازه بهينـه شـده شـامل       بندي فضاي طراحـي اسـتفاده مـي    ريز براي تقسيم زمانيكه از مش

سوراخهاي كوچك و عضوهاي باريك است حال آنكه در حالتيكـه از مـش درشـت در ايـن مسـئله      

شتن يك به لحاظ عملي دا. آيد استفاده شود سوراخها بزرگتر و ابعاد عضوها نيز ضخيمتر بدست مي

تر است ولي از طرف ديگر براي بالا بردن دقت حل  توپولوژي بهينه با سوراخها و اعضا بزرگ مناسب

بنابراين بايستي اين وابستگي را حذف نمود تا بتوان نتايج . بندي تا حد امكان ريز باشد بايستي مش

  .تر و دقيقتري را بدست آورد عملي

) }4{مثل روش كنترل محيطـي (بندي  ه مشچندين روش براي حذف وابستگي حل به نحو

در . شـود  در اين فصل به روشي كه زيگموند پيشنهاد كرده است پرداختـه مـي  . پيشنهاد شده است

شـود كـه ايـن روش نسـبت بـه روش حـذف        اين روش نيز از تكنيكهاي حذف نويز بهره گرفته مي

. كند ش چكربورد را نيز حذف ميتر اينكه اين رو جالب. چكربورد داراي ماتريس تكانه متفاوتي است

بنـدي   بعبارت ديگر اين روش يك روش جامع براي حذف چكربورد و وابستگي حل بـه نحـوه مـش   

  .رود بشمار مي

شوند كه  ها اعضايي در توپولوژي جسم ايجاد مي سازي توپولوژيك سازه گاهي اوقات در بهينه

اين اعضا اصطلاحا اعضا نامطلوب . دارندنسبت به اعضا ديگر بسيار ريزتر و يا حالت خاكستري رنگ 

بنـدي   نكته قابل توجه اينكه با بكارگيري روش حذف وابستگي حل به نحـوه مـش  . شوند ناميده مي
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توان اعضا نامطلوب را حذف نمود كه اين مسئله كاربرد اين روش را در مسـائل عملـي افـزايش     مي

  .داده است

بنـدي   و حذف وابستگي حل به نحـوه مـش  بعلت جامع بودن اين روش در حذف چكربوردها 

سازي توپولوژيك بصـورت   اين روش در برنامه بهينه. كنيم در اين فصل آن را بطور كامل گزارش مي

  .دوبعدي استفاده شده است

  

  مينيمم محلي 7-1-3
بنـدي شـده    هـا بـا فضـاي طراحـي تقسـيم      سازي توپولوژيك سازه حل مثالهاي متعدد بهينه

ايـن نكتـه بيـانگر آن    . سازي متفاوت جوابهاي متفاوتي را بـدنبال دارد  هاي بهينهيكسان و با پارامتر

براي رفـع ايـن   ). 4(هاي محلي زيادي وجود دارد سازي توپولوژيك مينيمم است كه در مسئله بهينه

  .سازي معرفي شده است مشكل روش پيوسته

شد ضـريب جريمـه   استفاده  1994سازي كه اولين بار توسط ژاگ در سال  در روش پيوسته

گونه است كه ضريب جريمه از مقدار سازي بدين ايده روش پيوسته. سازي متغير است در روند بهينه

0 سازي شروع شده و با افزايش  در مرحله اول بهينه سازي تا  در هرچند مرحله از روند بهينه

max يابد سازي ادامه مي تا همگرايي مسئله بهينه و يا .  

در ) 4(بعنـوان نمونـه زيگمونـد    . شـود  سازي بصورتهاي متفاوتي اسـتفاده مـي   روش پيوسته

سازي با ضـريب جريمـه    سازي مسئله بهينه نامه دكتراي خود اعتقاد دارد كه در روش پيوسته پايان

0 0يابد سپس  يتا مرحله همگرايي ادامه م  به اندازه     افزايش يافته و دوبـاره مسـئله بطـور

شـود كـه البتـه ايـن روش بسـيار پرهزينـه بنظـر         تكرار مـي  maxشود و اين كار تا  كامل حل مي

د اسـت كـه در روش فيلتـر بـا     تغييـر عقيـده داده و معتق ـ  ) 14(زيگموند  1998در سال . رسد مي

استفاده از تكنيكهاي حذف نويز بهتر است مسئله را بعلت وجود نواحي خاكستري در مراحل اوليـه  
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برسد و يا همگرايـي   0سازي آن را كاهش دهيم تا به مقدار  آغاز كرده و در مرحله بهينه maxبا 

  .حاصل شود

سـازي   به تحقيقات انجام شده هركدام از روشهاي فوق در يك نوع از مسـائل بهينـه  با توجه 

  .دهند توپولوژيك پاسخ بهتري مي

  
  روش حذف چكربورد با استفاده از تكنيكهاي پردازش تصوير -7-2

 

اين بخش به معرفي تكنيكهاي كاهش نـويز در پـردازش تصـوير و كـاربرد آن بـراي حـذف       

  .پردازد سازي توپولوژيك مي نهالگوهاي چكربورد در بهي

تـوان آنـرا بـا     شـود كـه مـي    به تابع شدت روشنايي در حالت دوبعدي يك تصوير اطلاق مـي 

),( jiF بنابراين روشنايي . دهد اين تابع مقدار شدت روشنايي را در هر نقطه نشان مي. نمايش داد

)0),(() 16(باشـد  شكلي از انرژي است كه غير صفر و محدود مـي   jiF .  در روش پـردازش

هركـدام از ايـن   . شـود  هـا تقسـيم مـي    تصوير گسسته تصوير گرافيكي به تعداد محدودي از پيكسل

يكـي از مسـائل عمـومي در    . دهند ها در تصوير مقدار انرژي را بصورت يك رنگ نمايش مي پيكسل

ر خطاهايي نظير خطاي حساسگر الكتريكي تواند در اث پردازش تصوير بوجود آمدن نويز است كه مي

. تكنيكهاي حذف نويز در پردازش تصوير سعي در تصحيح اين خطاها دارند. ايجاد شود... تبديلها و 

اين تكنيكها همراه با مثال و كاربرد آنها ) 16(در كتاب پردازش تصوير گسسته نوشته گنزالز و وينز 

  . به تفصيل بحث شده است

تـوان بصـورت يـك تصـوير      سازي توپولوژيك را مي بندي شده در بهينه فضاي طراحي تقسيم

باشـد و چگـالي در هـر المـان را      گسسته در نظر گرفت كه هر المان نشان دهنده يك پيكسل مـي 

بطوريكه سفيد به معني فضاي خالي و مشكي به . توان بوسيله درجه خاكستري بودن تصور كرد مي

ي چكربورد بصورت يك نويز ناخواسته در توپولوژي جسـم بهينـه   الگو. معني فضاي پر از مواد باشد

  . توان آن را بوسيله تكنيكهاي پردازش تصوير حذف نمود شود و مي تفسير مي
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انواع تكنيكهاي حـذف نـويز اعـم از خطـي و غيرخطـي را ممكـن اسـت بتـوان در مسـائل          

بيشـتر از روشـهاي خطـي     اگرچه بطور كلي تكنيكهاي غيرخطـي . سازي توپولوژيك بكار برد بهينه

شوند زيرا اين  سازي توپولوژيك توصيه نمي كارايي دارند اما استفاده از اين تكنيكها در مسائل بهينه

تكنيكهـاي خطـي حـذف    ). 2(زننـد  سازي بهم مي روشها يكنواختي مسئله طراحي را در روند بهينه

باشـند كـه بـر پايـه      نيكهـايي مـي  دسته اول تك. بندي نمود توان به دو دسته كلي تقسيم نويز را مي

روشهايي كه بر پايه تبـديلات  . باشند تبديلات فوريه استوارند و دسته دوم تكنيكهاي كانوولوشن مي

هاي منظم مستطيلي بكار برد بنابراين براي استفاده از اين  توان براي مش فوريه استوارند را تنها مي

يمات منظم مستطيلي محدود نمود كه هميشه بندي فضاي طراحي را به تقس روشها بايستي تقسيم

  .زيگموند براي حذف چكربورد از تكنيكهاي كانوولوشن استفاده نموده است. اين كار عملي نيست

مطابق با اطلاعات ) المان(هر پيكسل ) دانسيته(در روشهاي كه بر مبناي كانوولوشن استوارند رنگ 

ام و iانكه اشاره شد رنگ هـر پيكسـل در سـطر    چن. كند تغيير مي) صفحه فيلتر(پيكسلهاي مجاور 

),(ام از تصوير با jستون  jiF تصوير خروجي فيلتر شده . گردد مشخص مي),( jiG تـوان   را مي

  .بندي كرد بصورت زير فرمول

,ሺ݅ܩ)7-1( ݆ሻ ൌ ∑ ∑ ,ሺ݉ܨ ݊ሻܪሺ݅ െ ݉ ൅ ܿ, ݆ െ ݊ ൅ ܿሻ௅
௡ୀ1

௅
௠ୀ1                         

 LLشود و يك ماتريس مربعي با بعد  ماتريس پاسخ تكانه ناميده مي Hكه در اين رابطه 

نتخـاب  ا) هـا  مثل ترميم تصوير و يا حذف لبه(اين ماتريش با توجه به هدف عمليات فيلتر . باشد مي

)1(/2بصورت  cمتغير . شود مي  Lc  تعريف شود كهL ها در هـر وجـه پنجـره     تعداد پيكسل

  .فيلتر است

تـوان از مـاتريس    سازي توپولوژيك مـي  براي حذف نواحي چكربورد در مسائل دوبعدي بهينه

  ).4(تكانه زير استفاده نمود

ܪ)7-2( ൌ ሺ
1

௕ା2ሻ2 ൥
1 ܾ 1
ܾ ܾ2 ܾ
1 ܾ 1

൩                                                                        
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فاكتور فيلتر و  bدر اين رابطه   ,1b . 1زمانيكهb گيري سـاده در  باشد يك ميانگين 

),(نهايـت ميـل كنـد     به سـمت بـي   bشود و زمانيكه  پنجره فيلتر انجام مي jiG     نيـز بـه سـمت

),( jiF نكته قابل توجـه اينكـه در اينجـا    . شود ميل خواهد كرد و بنابراين هيچ فيلتري انجام نمي

3L است و :  

)7-3(∑ ∑ ,ሺ݅ܪ ݆ሻ ൌ 1௅
௝ୀ1

௅
௜ୀ1                                                                             

بـا  . سـازي توپولوژيـك بكـار بـرد     توان به سادگي در بهينه روش حذف نويز كانوولوشن را مي

ي خاكستري تبـديل  سازي توپولوژيك نواحي چكربورد به نواح بكارگيري اين روش روي نتايج بهينه

از طرف ديگر بكارگيري اين روش بصورت فـوق در حـين   . شوند كه اين طرح نيز نامطلوب است مي

بنـابراين  . گـردد  يـابي مـي   پـذير نيسـت و سـبب ناپايـداري رونـد بهينـه       سازي امكـان  مراحل بهينه

سازي  ه بهينهاي مناسب با مسئل هاي حذف نويز بايستي بگونه پيشنهاد نمود كه تكنيك) 4(زيگموند

  . ادغام شوند

سازي و شرايط بهينگـي بصـورت ترمهـايي از     زمانيكه مدل مواد مصنوعي است مسئله بهينه

در اين مورد زيگموند پيشنهاد نمود انرژي كرنشي يك المـان  . شود چگالي انرژي كرنشي نوشته مي

كه در يـك پنجـره فيلتـر    گيري وزني بين انرژيهاي كرنشي خود المان و المانهاي مجاور  با ميانگين

سـازي بصـورت زيـر     بنابراين انرژي كرنشي هر المان در هر مرحله از بهينه. قرار دارند تعويض شود

  : كند تغيير مي

)7-4(߱௘തതതത ൌ
∑ ு೔

ఠ೔כ
೙ಹ

೐

೔స1

∑ ு೔
೙ಹכ

೐

೔స1
                                                                                        

eeكه در اين رابطه   eباشـند و   هاي كرنشي قبل و بعد از فيلتـر مـي   به ترتيب انرژي ,
Hn 

بنـدي بـا اسـتفاده از المانهـاي      بعنـوان نمونـه در يـك مـش    . باشـد  تعداد المانهاي پنجره فيلتر مي

9eچهارضلعي 
Hn ماتريس ) 4-7(در رابطه . باشد ميH     مـاتريس سـطري مـاتريسH   بـدون

فاكتور مقياسي يعني 
2)2(

1

b
  . باشد مي 
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مـاتريس   ab1براي مدل مصنوعي ايزوتروپيك با چگالي هر المان دوبعـدي بصـورت   

  . شود بصورت زير نوشته مي Cستيسيته الا

ܥ) 7-5( ൌ                                                                                              0ܥఓߩ

بـا  . باشـد  ضـريب جريمـه مـي    ماتريس الاستيسيته مواد همگـن و   0Cكه در اين رابطه 

  .توان بصورت زير نوشت استفاده از رابطه فوق انرژي كرنشي هر المان را مي

)7-6(߱௘ ൌ ௘ߩ
ఓ߱௘

0                                                                                            

0كه انرژي كرنشي 
e شود بصورت زير تعريف مي.  

)7-7(߱௘
0 ൌ ׬ Ω݀ݑ0ܥ்ݑ

Ω೐                                                                                

-7(فاده از روابط با است. باشد سطح المان مي eماتريس تغيير مكان و  uكه در اين رابطه 

  .توان انرژي كرنشي نسبي تغيير يافته هر المان را بصورت زير نوشت مي) 6-7(و ) 4

)7-8(߱௘തതതത ൌ
∑ ு೔

ఠ೔כ
0ఘ೔

ഋ೙ಹ
೐

೔స1

ఘ೐
ഋ ∑ ு೔

೙ಹכ
೐

೔స1
                                                                                    

سـازي   البته بايستي به اين نكته توجه داشت كه با بكارگيري روش فوق مسئله اصلي بهينـه 

كند و مقدار تابع هدف بسمت نقطه بهينه با جستجوي پاسخي بدون نواحي چكربـورد در   تغيير مي

نتايج بهتـري بـه لحـاظ انـدازه      bاگرچه استفاده از مقادير پايين  .كند سازي حركت مي روند بهينه

بزرگتر انتخاب شود مقـدار   bدهد اما در حالتيكه  عضوهاي بوجود آمده در توپولوژي جسم ارائه مي

جهـت حـذف كامـل     bبـراي   15تـا   10مقـادير بـين   . آيـد  كمتري براي انرژي كرنشي بدست مي

  ).4(ش شده استچكربورد گزار

ها به نحوه  سازي توپولوژيك سازه چنانكه در مقدمه اين فصل نيز اشاره شد حل مسئله بهينه

بـراي  ). 4(شود وابسته اسـت  بندي فضاي طراحي خصوصا زمانيكه از مدل مصنوعي استفاده مي مش

كوچـك   هـاي  اي باريك و حفـره  شود عضوهاي سازه بندي ريز استفاده مي مثال زمانيكه از يك مش
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از . ها بزرگ و اعضا نيـز اجرائـي باشـند    از نقطه نظر عملي بهتر است كه حفره. آيد زيادي بوجود مي

  .بندي بسيار حائز اهميت است رو كنترل وابستگي حل به نحوه مش اين

  

  بندي حذف وابستگي حل به نحوه مش -7-3
نـدي روشـهاي   ب اشاره شد براي حذف وابستگي حل به نحوه مـش  2-1-7چنانچه در بخش 

زيگمونـد بـراي   . پرداخته شده اسـت ) 4(متفاوتي ارائه شده است كه در اين فصل به روش زيگموند

سازي توپولوژيك بـا توسـعه    تر شدن نتايج بهينه بندي و براي عملي رفع وابستگي حل به نحوه مش

فيلتر كانوولوشن در . لوگيري نمودج minrروش كانوولوشن از بوجود آمدن عضوهايي با بعد كمتر از 

  . شود اين روش بصورت زير تعريف مي

ప෢ܪ)7-9( ൌ ܽ௜ሾݎ௠௜௡ െ ,ሺ݁ݎ ݅ሻሿ                  ݅ א ሼ1,2, … , ݊ு
௘ ሽ                                

),(و  iسطح المان  iaكه در اين رابطه  ier   فاصله بين مراكز المانهـايe  وi  باشـند و   مـي
e
Hn  تعداد المانهاي كه رابطهmin),( rier  باشند كنند مي را اقناع مي .  

بـراي المانهـاي مجـاور بـه     بايستي توجه داشت كه در اين روش نياز به يك حلقه جسـتجو  

رسد امـا ايـن كـار     اگرچه اين جستجو به لحاظ محاسباتي پرهزينه به نظر مي. المان مورد نظر دارد

آور ايـن   شود و از طرف ديگـر پاسـخ حيـرت    سازي انجام مي تنها يك بار در ابتداي هر مرحله بهينه

  .پوشاند روش اين عيب را بخوبي مي

 eمواد مصنوعي استفاده شـود چگـالي انـرژي كرنشـي المـان      در اين روش زمانيكه از مدل 

  .يابد بصورت زير تغيير مي

)7-10 (߱௘ෞ ൌ
∑ ுഢ෢ఠ೔

೙ಹ
೐

೔స1

∑ ுഢ෢೙ಹ
೐

೔స1
                                                                                      

سازي جوابهاي بسيار عـالي   زيگموند با استفاده از اين  روش بخصوص همراه با روش پيوسته

بندي و همچنين چكربورد در آنهـا رفـع شـده     را گزارش كرده است كه وابستگي حل به نحوه مش



٨٤ 
 

ابر بعد المان مشابه بر 1و1بصورت  minrدهد كه نتايج حل با انتخاب  نتايج زيگموند نشان مي. است

بنابراين براي حذف چكربورد در روش حذف وابسـتگي  . است 15bپاسخ روش حذف چكربورد با 

  . برابر بزرگترين بعد المان انتخاب شود 1و1حداقل  minrحل به مش بايستي 
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  88فصل فصل 
  آنآن  رنامهرنامهو بو ب    MMMMAAروش پياده كردن متدروش پياده كردن متد
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 در برنامه  MMAهاي مدل كردن براي كاربرد  جنبه -8-1

  
  سازي فرض شده  مسئله بهينه -8-1-1

Tمتغيرهاي طراحي   با فرض
n

T
m xxxyyyz ),...,(,),...,(, 11  داريم:  

)8-1(

   
 

2
0

1

max

min max

min 0.5

, 1,...,

, 1,...,

0, 1,...,

0,

m

i i i
i

i i i i

j j j

i

imize f x z c y y

subject to f x a z y f i m

x x x i n

y i m

z



  

   

  

 




  

x  متغير حقيقي و ،y و z 0. باشد  متغير مصنوعي مي, ii ca   

   NLPمسائل  -8-1-2
 : ريزي غيرخطي را حل كنيم اگر بخواهيم مسئله برنامه
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 
 

0

max

min max

min

, 1,...,

, 1,...,

i i

j j j

imize f x

subject to f x f i m

x x x i n

 

  

                  

)8-2(                                            

دهـيم و   قـرار مـي   0iaهـا،  iابتدا براي تمام ) 2-8(به فرم ) 1-8(براي قرار دادن معادله 

0z  1-8(براي هر حل بهينه از معادله .(  

يـك حـل بهينـه در معادلـه      xشود و  مي 0iy، پس  iC، يك عدد بزرگ  iبراي هر 

  . گردد مي) 8-2(

  . هاي شدني دارد هميشه حل) 1-8( توجه شود كه مسئله

  برخي فرضيات و پيشنهادات  -8-1-2-1
1001هـا  iطوري مقياس كرد كه براي تمـام   اترجيحاً بايد قيدها ر max  if  تـابع  . باشـد

0)(هدف  xf    1)(100بايد ترجيحاً بـه صـورت 0  xf    مسـتدل بـر روي متغيرهـا،    بـراي جـواب

1001.0هـا بـه صـورت    jبايد ترجيحاً براي تمـام   ixمتغيرهاي . مقياس شود minmax  jj xx 

  . باشد

، بايد بخاطر دلايل عددي سعي شود كه مقـادير   iCدر خصوص اعداد بزرگ بر روي ضرايب 

  . اجتناب كرد) 1010شبيه (زرگ روي اين ضرايب به شدت ب

0)(و  ifبا توجه به مقادير  xf توان  ، ميiC  فرض كرد 10000يا  1000را برابر .  

maxminسرانجام، در خصوص حدود قيدها 
jjj xxx  ي اوقات حالتي باشـد  ممكن است برخ

  . در اين حالت بايد يك حد مصنوعي متناسب اختيار كرد. كه حد پائين يا بالا تعريف نشده باشد

minmaxبايد از 
jj xx  به صورت غيرضروري بزرگ دوري كرد .  

  مسائل حداقل مربعات  -8-1-3
  : مسئله عمومي اين روش به اين صورت است
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  

 

2

1

max

min max

min

, 1,...,

, 1,...,

p

i i
i

i i

j j j

imize h x h

subject to g x g i q

x x x i n





 

  


 

)8-3 (                                       

ih  وig  توابع ديفرانسيل هستند به طوري كه ،ih  وmax
ig دهند قيدها را مي .  

maxو  iCو  iaو پارامترهاي  ifتابع 
if  انتخاب شوند) 1-8(معادله طبق زبر در بايد .  

 
 

   
 
   
 

0

max

max

2

max max
2

2

2 ,

0,

( ) , 1,...,

, 1,...,

, 1,...,

, 1,...,

, 1,...,

, 1,...,

0, 1,...,

0, 1,..., 2

arg , 1,...,

i i

i i

p i i

p i i

p i i

p i i

i

i

p i

m p q

f x

f x h x i p

f h i p

f x h x i p

f x h i p

f x g x i q

f x g i q

a i m

c i p

c l e number i q











 



 

 

  

  

 

 

 
 
 

 

)8-4(                                    

  مسائل مين ـ ماكس  -8-1-4
 : مسئله عمومي به اين شرح است

Minimize    max௜ୀ1,…,௣ሼ݄௜ ሺܺሻሽ  
subject  to   ݃௜   (X)  ൑   ݃௜

௠௔௫   ,                        ݅ ൌ 1, … ,  ݍ
௝ݔ                    

௠௜௡    ൑   ݔ௝   ൑    ݔ௝
௠௔௫     ,          ݆ ൌ 1, … , ݊ 

  

)8-5(                    

ih  وig  و  ديفرانسيل، توابعmax
ig توابع . دهد قيد را ميif  و پارامترهايia  وiC  وmax

if  بايد
  . شوند اختيار مي) 1-8(معادله طبق زبر در 
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 
 

   
 

0

max

max max

,

0,

( ) , 1,...,

0, 1,...,

, 1,...,

, 1,...,

1, 1,...,

0, 1,...,

arg , 1,...,

i i

i

p i i

p i i

i

p i

i

m p q

f x

f x h x i p

f i p

f x g x i q

f x g i q

a i p

a i q

c l e number i m







 



 

 

 

 

 
 

 

 

)8-6(                                       

   MMAزيرمسئله  -8-1-5
MMA  باشد كه بـه صـورت زيـر قابـل      مي) 1-8(متدي براي حل مسائل بر روي معادلات

)()()( ( در هر تكرار، نقطه تكرار فعلي: كاربرد است ,,( kkk zyx داده شده است .  

با توابـع   xfi)(در اين زيرمسئله توابع . توليد شده است يك زيرمسئله صريح تقريبي سپس

)()(محدب تقريبي  xf k
i گردند جايگزين مي .  

) به طور ضمني(اما همچنين  وها بر اساس اطلاعات گراديان در نقطه تكرار فعلي  اين تقريب

شده و حل بهينه واحـد بـه نقطـه تكـرار      حلزيرمسئله . مي باشدبر روي اطلاعات نقاط تكرار قبلي 

)1()1()1((بعدي  ,,(  kkk zyx رود مي .  

  : زيرمسئله به اين شرح است. . . شود و  سپس يك زيرمسئله جديد توليد مي

)8-7(           

     
   

2 2
0

1

max
0

min max

min 0.05 0.5

, 1,...,

, 1,...,

0, 1,...,

0,

m
k

i i i
i

k
i i i

j j j

i

imize f x z z c y y

subject to f x a z y f i m

x x x i n

y i m

z



   

   

  

 






  

)()(توابع تقريبي  xf k
i اند به اين شكل انتخاب شده :   
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 )8 -8(                              
 

 

 

 
 

1

, 0,1,..., ,

k kn
k kij ij

i ik k
j j jj j

p q
f r i m

u x x l

 
    
   

  

  وقتي 

        

        

    
 

 

 

 

2
( )( )

2
( )( )

1

,

,

,

k k k kki
ij j j ij

j

k k k kki
ij j j ij

j

k kn
k ij ijk

ii k k
j j jj j

f
p u x x k

x

f
q x l x k

x

p q
r f x

u x x l













          
          
 
   
   



                    

)8-9 (                                              
      
      

min

max

max , 0.9 0.1 ,

min , 0.9 0.1 ,

k k k
jj j j

k k k
jj j j

x l x

x u x





 

 
  

  به طوري كه 

        
  

max 0,

max 0, ,

k k ki i i

j j j

ki

j

f f f
x x and x

x x x

f
x

x

  
  




 
                    

  
 
  

  

)8-10(  

k)(هاي پايين  راي جديد كردن مجانبفرض ب قانون پيش
j هاي بالا  و مجانب)(k

ju   به ايـن

  :  k=2و  k=1باشيم يعني  وقتي كه در دو تكرار اول مي. اند شكل

     
     

max m x

max m x

0.5 ,

0.5 ,

k k i
j jj j

k k i
j jj j

l x x x

u x x x

  

  
  

)8-11(  

   3kدر تكرارهاي بعدي وقتي 
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          
          

1 1

1 1

,

,

k k k k k
j j j j j

k k k k k
j j j j j

l x x l

u x u x





 

 

  

  
  

)8-12(  

  : به طوري كه

 

         
         
         

1 1 2

1 1 2

1 1 2

0.7 0,

1.2 0,

1 0,

k k k k
j j j j

k k k k k
j j j j j

k k k k
j j j j

if x x x x

if x x x x

if x x x x



  

  

  

   
   

   

  

)8-13(  

k)(فرض پارامترهاي  مقادير پيش
ijK هستند :  

        

6
3 10

10 . , 0,1,..., 1,..., .
k ki

ij k k
j j j

f
k x for i m and j n

x u l





   


  

)8-14(  

)()(كند كه همه توابع تقريبي  اين مطلب بيان مي xf k
i اند؛ و هميشـه يـك     به شدت محدب

  . وجود دارد MMAبراي زيرمسئله  حل واحد

k)(نظر از مقادير پارامترهاي  صرف
ijK توابع ،)(k

if هاي مرتبه اول توابع اصـلي   هميشه تقريب

if 20(باشند در نقطه تكرار فعلي مي: (  

       
 

     .
k

k k k k ki i
ii

j j

f f
f x f x and x x

x x

 
 

 


  

)8-15(  

  اي له توپولوژيك تنش صفحهمسأ برنامه حل  - 2- 8

باشد كه با متد  برنامه اول به اين صورت مي. در اينجا ما بر روي دو برنامه كار كرديم

MMAاي را با توجه به كسر حجم مشخص كمينه كرده  ، انرژي كرنشي يك فضاي طراحي صفحه
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به روش معيار ها  هاي به دست آمده از حل همين مثال هاي به دست آمده را با جواب و جواب

  .كند بهينگي، مقايسه مي

كنيم، تا توانايي برنامه را در داشتن قيدهاي  در ادامه قيد تنش را به برنامه اضافه مي

 MMAهاي روش  ها از تغير پارامتر هاي مثال مختلف ارزيابي گردد و سپس تأثيرپذيري جواب

  .گيرد مورد بحث قرار مي

به متدهاي ديگر  MMAكه منجر به تغيير روش  MMAنهايتاً با تغيير در كد برنامه 

  .نماييم ها مقايسه مي حل و با اين روش MMAهايي را با روش  شود، مثال مي

خط برنامه نويسي به زبان فرترن مي باشد  4000در نگاه كلي ، اين برنامه شامل حدود 

  .به آن اضافه گرديده است  MMAخط كد  300كه حدود 

ن صورت مي باشد كه پس از ورود اطلاعات فضاي طراحي ، طراحي كلي برنامه به اي

محاسبه مساحت طراحي هر المان را خواهيم داشت و سپس بارگذاري و در ادامه محاسبه تنش 

  .   SKYهاي هر المان با روش 

معرفي مي گردد  و دوباره مرحله بارگذاري و  MMAپس از آن پارامترهاي اصلي 

پس از اين مرحله ، انرژي كرنشي مدل ، و همين طور . م داشت محاسبه تنش هر المان را خواهي

  Shape Functionتنش هاي اصلي ، تنش مسطح ، ماتريس الاستيسيته و ماتريس سختي و 

سپس توابع هدف و قيد و مشتق هاي آنها به برنامه معرفي و مرحله بهينه .  محاسبه مي گردد

  . ي مي گردد سازي انجام و پارامترهاي بهينه سازي ارزياب

واحد اضافه و آناليز مدل ،  1اگر شاخصه هاي بهينه سازي ارضا نشده باشد به تعداد تكرار 

اگر فاكتورهاي بهينه . محاسبه انرژي كرنشي و ديگر مراحل براي مرتبه ديگر تكرار مي گردد 

  . سازي ارضا شده باشد جواب نهايي ارائه مي گردد 

  . مي باشد  )1-8(الگوريتم كلي كار به صورت شكل 
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  الگوريتم بهينه سازي )1-8(شكل 
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  برنامه اول -1- 2- 8

اي شكل  يابي توپولوژي مسائل تنش صفحه اين برنامه همان طور كه ذكر شد براي بهينه

گرفته است و طراحي كلي آن براي كمينه كردن تابع هدف انرژي كرنشي فضاي طراحي در حضور 

فضاي . باشند هاي فضاي طراحي مي ي طراحي همان سطح المانمتغيرها. باشد قيد كسر حجم، مي

  .گردد باشد كه به اجزاي محدود تبديل مي طراحي يك صفحه با خصوصيات مشخص مي

يا خواندن  Inputاولين بخش، . تشكيل شده است) سابروتين(اين برنامه از چند جزء كلي 

  :فايل مشخصات، شامل

ها و تشكيل  فضاي طراحي با معرفي محل گره معرفي فضاي طراحي، مدل اجزاء محدود،

ها و مشخصات تكيه گاهها، معرفي  گاه ها، تعداد المانها، معرفي تكيه هاي محدود، تعداد گره المان

نيروهاي وارد بر فضاي طراحي، شامل تعداد و مقدار نيروها، راستا و نقطه اثر نيروها، مشخص 

ثل مدول الاستيسيته و ضريب يانگ، معرفي قيد و ها، خصوصيات فضاي طراحي، م كردن نوع المان

  .باشد براي حذف چكر بورد مي rو مقدار شعاع  Move Limitضريب 

بخش بعدي برنامه، بخش آناليز و مدل كردن فضاي طراحي، المانها، نيروها و قيدها و 

  .باشد مي... گر اسكاي و محاسبه تنش و  تحليل برنامه با حل

، وظيفه MMAساز است، كه با استفاده از متد  بهينهبخش بعدي برنامه، بخش 

براي معرفي قيدها و توابع  mainهاي  سازي مسأله را به عهده دارد كه خود شامل زير برنامه بهينه

براي خواندن قيد و تابع هدف  MMAهدف و متغيرهاي طراحي و مشتقات توابع و زير برنامه كد 

هاي حركتي كه در  آنها و زير برنامه معرفي و كنترل مجانبكردن تابع هدف به وسيله   بهينه... و 

  .باشد گيرد، مي تعريف توابع تقريبي مورد استفاده قرار مي

سازي مسأله بخش پردازش تصوير براي جلوگيري از اعضاي نامطلوب  در قسمت بهينه

  .گنجانده شده است

دهد و  ر هرسيكل ميباشد كه مقدار تابع هدف را د بخش بعدي، قسمت خروجي برنامه مي
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شده فضاي طراحي در هر تكرار به وسله برنامه   همين طور خروجي براي بدست آوردن شكل بهينه

  .نوشته شده به زبان ويژوال بيسيك

  :كنيم حال چند مثال مختلف در اين زمينه حل مي

  مثال هاي عددي  -2- 2- 8
ج بدست امده از روش نتايحل مي شود و جواب ها با  MMAدر اين بخش چندين مثال با متد 

اين مسائل ، با پارامتر هاي برابر براي دو روش حل شده تا قابل  .معيار بهينگي مقايسه مي گردد

  .قياس باشند

  
فضاي طراحي به صورت يك تير طره عميق در نظر گرفته شده :  مثال اول

به حجم  مي باشد و نسبت حجم مواد V=0.3و  0E=1000مشخصات مواد در اين مثال .است 

  .فرض شده  براي حذف چكربورد  r= /022و درصد 50) كسر حجم ( فضاي طراحي 

تير طره . براي مش بندي فضاي طراحي از المان چهار گرهي تنش مسطح استفاده شده است 

به  كششي بار. مورد نظر تحت اثر بار متمركز در وسط لبه سمت راست خود قرار گرفته است

  .فرض مي شود 1000و برابر صورت افقي 
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 ) MMAسمت راست معيار بهينگي سمت چپ (مراحل بهينه يابي توپولوژي ) 2-8(شكل              
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  )پايين معيار بهينگي  MMAبالا (روند بهينه يابي توپولوژي  )1-8(نمودار 
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، با توجه به MMAد، در متد توان متوجه ش مي ))2-8(شكل (ها  همانطور كه از شكل

رسيم ولي در نهايت، دقت شكل روش معيار  تر به شكل بهينه مي تقريبي بودن آنها، خيلي سريع

  .بهينگي را ندارد

 76/8×10 - 3بدست آمده كه در نهايت به  MMA ،2- 10×57/4اولين جواب در متد 

ختم گرديده  86/8×10 - 3كسب شده كه به جواب  6/4×10 - 2رسيده در مقابل در روش ديگر 

  .است

، به 15، در تكرار MMAبينيم كه در روش   ، مي))1- 8(نمودار ( با مشاهده نمودارها

يك اختلال وجود دارد، در  4و  3شود كه در تكرار  ايم و اين موضوع ديده مي گرايي رسيده هم

، تابع شروع به 5 تكرار اول وجود اختلال نمايان است ولي پس از تكرار 5مقابل در روش ديگر در 

ايم و بعد  گرايي كامل نرسيده گرايي كرده ولي با توجه به نمودار، كاملاً مشخص است كه به هم هم

گرا شود و اين از شيب نمودار قابل  تري هم نيز نمودار تمايل دارد تا به عدد پايين 100از تكرار 

سا كمتر از نتيجه نهايي روش باشد؛ يعني به عددي كمتر از نتيجة نهايي فعلي و چه ب تصور مي

MMA برسد.  

  
و كسر حجم  V=0.3و  E=10000فضاي طراحي تيرطره عميق با فرضيات :  مثال دوم

و  xدرجه با راستاي 45بازاويه  1000فرض شده كه نيروي كششي  022/0و شعاع چكربورد   50%

دي از المان چهار بن براي مش .گردد هاي ساعت به لبه سمت راست وارد مي در جهت عكس عقربه

 .گرهي تنش مسطح استفاده شده است
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 ) MMAسمت راست معيار بهينگي سمت چپ (مراحل بهينه يابي توپولوژي ) 3-8(شكل 
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  )پايين معيار بهينگي  MMAبالا (روند بهينه يابي توپولوژي  )2-8(نمودار 
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توان اين نكته را دريافت كه  ، مي))3-8(شكل ( آمده هاي بدست با نگاه كردن به شكل

گرايي است  در مراحل اوليه ظاهر گرديده كه نشان از سرعت هم MMA شكل ابتدايي براي متد 

باشد و  به كميته تابع هدف ولي در نهايت شكل نهايي كار، شكلي با اعضاي كاملاً جدا از هم نمي

هاي آخر،  در طرف ديگر شكل روش ديگر در سيكل .يك حالت محو در اعضاي مياني مشهود است

  .باشد ظاهر گرديده ولي داراي اعضاي قابل تفكيك مي

رسيده و در  0/056باشد كه به  مي 0/2244اولين جواب ارائه شده  MMAدر روش  

  . 0/0555و  0/2259اند از  روش ديگر جواب ابتدايي و انتهايي عبارت

را در قياس با روش  MMAگرايي متد  وان سرعت همت مي ))2- 8(نمودار ( از نمودارها

گرايي به عدد  ، شيب نمودار هم40ديگر دريافت و اينكه در روش معيار بهينگي تا قبل از تكرار 

گرايي نسبت به جواب ديگري  به بعد، شيب تغير كرده و تمايل به هم 40ديگري است ولي از تكرار 

  .دارد

ارائه داده باز قابل تصور  MMAد كمتري نسبت به ولي در نهايت با اينكه اين روش عد

توان به اين روش  تر براي تابع هدف مي تكرار هنوز براي كسب عدد كمينه 100است كه بعد از 

  .اميدوار بود

 
 

  

  

 ل با اين تفاوت كه بار متمركز به صورت قائم به لبهقبهمان فرضيات مثال : مثال سوم

 .وارد مي گردد سمت راست
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 ) MMAسمت راست معيار بهينگي سمت چپ (مراحل بهينه يابي توپولوژي ) 4-8(شكل 
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  )پايين معيار بهينگي  MMAبالا (روند بهينه يابي توپولوژي  )3-8(نمودار 
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در همان  MMAدر روش  ))4-8(شكل (بينيم سرعت ظاهر شدن شكل  همانطور كه مي

نهايي داراي اعضايي محو در وسط فضاي طراحي است و در   باشد ولي شكل تكرارهاي اولي مي

هاي انتهايي، ولي فضاي طراحي به شكلي با اعضاي  گيري كار در سيكل مقابل در روش ديگر، شكل

  .كاملاً آشكار تبديل گرديده است

را در سرعت ظاهر شدن شكل  MMAتوان تفاوت حالت تقريبي  ها مي در كل از شكل

  .نهايت شكلي با اعضاي محو نسبت به روش ديگر نتيجه گرفت ولي در

 16ايجاد اختلال در روش معيار بهينگي راه قبل از  ))3-8(نمودار ( با نگاه به نمودارها

تكرار  20در قبل از  MMA  گرايي روش توان مشاهده كرد و همين طور سرعت هم تكرار اول مي

  .اوليه

كمينه گرديده و  0/109باشد كه به عدد  مي MMA 0/403جواب ارائه شده توسط متد 

هد كه به جواب كمتري  را نشان مي 0/102و  0/405هاي ابتدايي و انتهاي  روش ديگر جواب

ايم و هنوز هم با توجه به شيب نمودار احتمال رسيدن به جواب  رسيده MMAنسبت به روش 

هاي بزرگ مقياس قابل  و در سازهباشد  باشد ولي آنچه كه براي ما مهم مي كمتر قابل تصور مي

تواند باعث اغماض ما از  گرا شدن در چند تكرار اول است كه مي در هم MMAتأمل است سرعت 

  .هاي بسيار زياد باشد تفاوت اندك جواب نهايي بعد از سيكل

  
با فرضيات تنش مسطح در نظر  1و ارتفاع  3يك تير دو سر ساده به طول :  مثال چهارم

 1000فشاري برابر  اين تير در وسط لبه بالايي تحت اثر يك نيروي متمركز. ست گرفته شده ا

درصد مي باشد و از  50كسر حجم . فرض گرديده است  V=0.3و  E=10000قرار گرفته ،  واحد

و شعاع فرض شده براي  المان چهار گرهي تنش مسطح براي مش بندي استفاده گرديده است

 .مي باشد  0/ 022چكربورد 
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 ) MMAسمت راست معيار بهينگي سمت چپ (مراحل بهينه يابي توپولوژي ) 5-8(شكل 
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  )پايين معيار بهينگي  MMAبالا (روند بهينه يابي توپولوژي ) 4-8(نمودار 
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و  0/151هاي ابتدايي و نهايي به ترتيب عبارتند از  جواب MMAدر اين مثال در روش 

  .را بدست آورديم 0/032و  0/152هاي  و در مقابل براي روش ديگر جواب 0/038

قابل  MMAگيري سريع اعضا در روش  ، باز شكل))5-8(شكل ( با نگاه به شكل تير ساده

اي به ما داده، در صورتي  شده  رويت است ولي شكل نهايي در روش ديگر اعضاء درشت و تفكيك

  .اي است ظريف و محو شدهداراي اعضاء  MMAكه شكل نهايي روش 

رسيدن به  MMAشكل نهايي روش ديگر، حالت مطلوب را ارائه داده، در حالي كه روش 

  .شكل اوليه را با سرعت بيشتري نتيجه داده است

گرايي سريع اين بار نيز نمايان مي باشد، در  ، همMMAروش  ))4-8(نمودار (در نمودار 

 50و تكرار  10گرايي قبل از تكرار  داريم و اختلال در هم مقابل جواب نهايي كمتر را در روش ديگر

  .كه دو بار در شيب نمودار و پيشرفت به سمت جواب كمينه، بازنگري شده است

 
  

  

  

همان فرضيات مثال چهارم با اين تفاوت كه در لبه بالايي به جاي يك بار :  مثال پنجم

 .ك سوم از هر دو لبه تير قرار مي گردندبار متمركز با نيروي برابر و به فاصله ي 2متمركز ، 

  
با  ))6-8(شكل (رسيدن به شكل . گردد اين مثال نيز نتايج چهار مثال قبل مشاهده مي

  . تر در روش ديگر و شكل نهايي با اعضاء مطلوب MMAسرعت بيشتر در 

گرايي در  سرعت هم. نيز همان نتايج قبل مشاهده گرديد)) 5-8(نمودار (در نمودارها 

MMA  گرايي در روش  بار بازنگري پيشرفت هم 2و جواب كمينه تر در روش ديگر، با توجه به

  .ديگر براي كسب جواب بهينه
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 ) MMAسمت راست معيار بهينگي سمت چپ (مراحل بهينه يابي توپولوژي ) 6-8(شكل 
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  )يار بهينگي پايين مع MMAبالا (روند بهينه يابي توپولوژي  )5-8(نمودار 
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اين برنامه با اضافه كردن قيد تنش به برنامه قبلي، طراحي شد و شامل تمام زير  -3- 2- 8

در داشتن  MMAمتد   هاي برنامه قبل است بجز خروجي شكل ، تا ويژگي ها و ويژگي برنامه

  .هايي مثل معيار بهينگي، آشكار گردد چندين قيد برخلاف روش

  كنيم  كنيم و با ارائه چند مثال سعي مي ر مورد اين برنامه پرهيز مياز توضيحات تكراري د

  .پذيري آن بپردازيم كه بيشتر به شناخت اين روش و كارايي منحصر به فرد آن و انعطاف

  

  

با فرضيات تنش مسطح . باشد مي 1و عرض  3يك تير دو سر ساده به طول  )مثال ششم

مشخصات . گردد به صورت فشاري وارد مي 1000رض مقدار كه بار گسترده بر لبه بالايي آن و با ف

و قيد تنش  %50و كسر حجم  0.022با شعاع چكربورد  V=0/3و  E=10000مصالح به قرار 

  .باشد مي 100حداكثر 

  

شود، بار ديگر با توجه به اختيار كردن  اجرا مي MMAدر اين مثال يك بار برنامه با متد 

و بار ديگر با  SLP، متد برنامه را تبديل به متد Lبراي  و عددي كوچك Uعددي بزرگ براي 

  .كنيم را اجرا مي CONLIN، متد  L=0و  Uاختيار كردن عددي بزرگ براي 

گيريم، به طوري كه اولين  را ثابت در نظر مي MMAهاي متد  يك بار نيز مجانب

ها  ز از همان مجانبشوند در تكرارهاي بعدي ني كه در تكرار اول محاسبه مي Lو  Uهاي  مجانب

  .شود استفاده مي
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  روشهاي مختلف روند بهينه يابي توپولوژي مقايسه )1-8( جدول                             
  

ITE MMA SLP CONLIN MMA (fix) 
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 روشهاي مختلف روند بهينه يابي توپولوژي )6-8(نمودار 

  

 

 
  

، با ))1- 8(جدول ( گرا شد و بعد از تكرار نهم هم MMA 59/2766جواب بهينه متد 

هاي لغزان گرديد  برابر جواب مجانب ،MMAجواب بهينه روش  Lو  Uهاي  فيكس كردن مجانب

  .گرايي مشاهده شد ولي بعد از تكرار هجدهم، هم

، جواب بهينه بعد از تكرار  هفتاد و پنجم كسب گرديد و در روش SLPدر روش سنتي 

CONLIN  كه به نوعي مادر روشMMA شود جواب بهينه در تكرار سي و ششم  خوانده مي

  .مشاهده گرديد

هاي تقريبي  در آزمايشي كه براي تمام اين روش ))6-8(نمودار ( بينيم همان طور كه مي

در مقايسه با بقيه را نتيجه  MMAالعاده بالاي روش  گرا شدن فوق توان سرعت هم انجام شد مي

هاي طراحي شده براي اين روش در هر سيكل به اين  خاطر انعطافي است كه مجانبگرفت كه ب
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گرايي  ها  فرض كردن يك مجانب در تمام تكرارها، هم دهند كه البته با ثابت شدن مجانب متد مي

  .را در تكرارهاي بالاتري كسب كرديم

ر نداشتن شوند و اين بخاط ، بسيار محافظه كارانه، هم گرا ميCONLINو  SLPمتد 

تر بود كه به واسطه اختيار كردن  آهسته CONLINاز  SLPهاست و البته وضعيت  مجانب

  .باشد هاي خطي در هر تكرار مي تقريب

 
  

  

گاه را مشابه هم و مقيد در  در اين مثال يك تير ساده كه البته هر دو تكيه )مثال هفتم

و اندازه تير  Vو  Eشده، مشخصات  كنند فرض به طوري كه تير را نامعين مي yو  xهر دو جهت 

شود المان  در لبه پائيني تير در وسط، به تير وارد مي 1000مشابه مثال شش و يك نيروي كششي 

  .هاي قبل است مورد استفاده همان المان چهار گرهي تنش مسطح براي مثال

 SLPو  MMA ،CONLINهاي  در اين مثال آزمايش بر روي تير نامعين بواسطه روش

  .وجود چند قيد مد نظر بود با
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 روشهاي مختلف روند بهينه يابي توپولوژي مقايسه )2-8( جدول                             

  
ITE MMA SLP CONLIN 
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 روشهاي مختلف روند بهينه يابي توپولوژي )7-8(نمودار                               

 

  
  

  

 و اين بعد از سيكل نهم بود 2887/1× 10 - 2، جواب بهينه كسب شده MMAدر متد 

گرا شد و در  بعد از تكرار چهل و نهم مسأله به جواب هم SLP، در روش سنتي ))2- 8(جدول (

  .گرايي به اين عدد رسيد بعد از بيست و چهارمين تكرار مسأله به هم CONLINروش 

و اين  ))7- 8(نمودار ( كاملاً مشهود است MMAدراين مثال نيز سرعت روش تقريبي 

ها در هر سيكل به جواب و در واقع انتخاب تابع تقريبي جايگزين  همان انعطافي است كه مجانب

 CONLINانتخاب توابع تقريبي جايگزين خطي نسبت به  به واسطه SLPدهند و از طرفي  مي

 .نمود تر مي كارانه محافظه
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  99فصل فصل 
  نتايجنتايج
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، تابع هدف انرژي فضاي طراحي  MMAبرنامه اي طراحي شد كه با متد   در بخش اول ،

كسر حجم خاص اي را در حضور قيد  كه تيرهايي با ضخامت نازك براي كسب نتايج تنش صفحه

سطح المان هاي محدود از فضاي مدل شده توسط اجزا   متغيرهاي طراحي ،. كمينه مي كرد

  .محدود بودند چند مثال حل گرديد

با توجه به مثال هاي ارائه شده و نتايج بدست آمده توسط برنامه حل توپولوژيك تنش 

نامه موجود به روش معيار و مقايسه نتايج ارائه شده توسط بر MMAاي به روش تقريبي  صفحه

  :بهينگي و با توجه به يكسان گرفتن شرايط بين دو برنامه و مثال ها ، نتايج زير قابل رويت است
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مثال به وضوح قابل بيان مي شود ،  5با نگاه به شكل هاي بدست آمده ، موردي كه در هر 

  .مي باشد MMAظاهرشدن سريع شكل مثال ها ، در روش 

كاملا مشهود است ولي موضوعي  MMAظاهرشدن شكل در روش  در مثال اول سرعت

كه مطرح مي شود در اين مثال مي توان گفت كه تغيير قابل ذكري شكل اوليه با نهايي ندارد و در 

براي اين مثال همان شكلي است  MMAواقع مي توان گفت كه شكل نهايي بدست آمده از روش 

  .كه در تكرار هاي اوليه كسب مي گردد

روش ديگر شكل داراي فضاي خالي در ميان فضاي طراحي مي گردد ولي نقطه ضعف در 

وجود اعضاي نازك در شكل مي باشد ؛ با توجه به اين كه  MMAاين شكل نسبت به شكل روش 

 كسب اعضاي نازك مطلوب ما نيست 

شامل اعضاي محو مي باشد حتي بعد از  MMAدر مثال دوم شكل ظاهر شده در روش 

ر اين مشكل را تا حدودي روش ديگر نيز دارد ، بايد اضافه كرد كه شكل نهايي روش تكرا 100

  .ديگر داراي اعضاي نازك نيز مي باشد

در مثال سوم شكل بدست آمده از روش ديگر كاملا مطلوب ما مي باشد در صورتي كه 

قابل  نكته. اعضاي محو به ما داده و تنها حسن ان سرعت شكل گيري اوليه است  MMAروش 

  .ذكر براي اشكال مثال چهارم و پنجم همان نكات مورد بحث در مثال سوم مي باشد 

ولي در نهايت اعضاي محو و از طرفي  MMAدر كل سرعت ظاهر شدن شكل در روش 

  .شكل مطلوب تر در روش ديگر قابل تامل است

 10 مي باشد كه در كمتر از MMAبا توجه به نمودارها ، سرعت هم گرايي در روش 

  .تكرار بدون اينكه اختلال قابل ذكري ديده شود به عدد كمينه مورد نظرش هم گرا گرديده

در روش ديگر نمودار ها روند يكساني ندارند و در هر مثال در تكرار هاي مختلف ، يك 

براي هم  MMAاختلال در هم گرايي مي توان ديد از طرف ديگر سرعت بسيار كمي نسبت به 

  .گرايي دارند
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تكرار روش ديگر  100نهايت مي توان با توجه به شيب نمودار حدس زد كه پس از  در

  .قابليت كمينه تر كردن تابع هدف را دارا باشد

مي  MMAتكرار كمتر از روش  100نتيجه نهايي روش ديگر ، با اختلاف ناچيزي در 

  .باشد 

تنش صفحه طراحي گرديد كه بتواند مسائل  MMAدر بخش بعدي برنامه اي با روش 

در مقابل روش هايي مثل معيار  MMAاي را با داشتن چند قيد حل كند ، اين ويژگي خاص 

بهينگي مي باشد كه تنها قابليت داشتن يك قيد را دارند ، از طرفي ويژگي منحصر به فرد روش 

MMA   در تبديل آسان آن به روش هاي ديگر مثل برنامه ريزي خطي تكراري)SLP ( و

CONLIN   باشد كه اين بواسطه وجود مجانب ها در روش ميMMA  براي تعريف تابع تقريبي

  .مي باشد

امتحان شد و   MMA  ،SLP ، CONLINمثال اولي كه ارائه گرديد ، براي روش 

همچنين با ثابت نگه داشتن مجانب ها ، در واقع انتخاب مجانب فرض شده در تكرار اول براي بقيه 

  .جيده شدتكرار ها انعطاف مجانب سن

  .نتيجه كلي قابل بيان اينكه در تمام اين روش ها ، عدد كمينه يكساني كسب گرديد

، عدد نهايي با تقريب چهار عدد پس از اعشار   SLP ، CONLINالبته در روش هاي 

  .برابر گرديد MMAبا كمينه روش 

اين  فوق العاده بود و اين بواسطه انتخاب مجانب ها مي نمود ، به MMAسرعت روش 

  .دليل كه با ثابت شدن مجانب ها كسب جواب كمينه با تكرار بيشتري حاصل گرديد

بسيار محافظه كارانه تر در مقابل   CONLINو  SLPو نكته ديگر اينكه روش هاي 

  .مي نمود MMAروش 

مقايسه گرديد و   CONLINو  SLPو  MMAدر مثال بعدي تير نامعين با روش 

در مقابل محافظه كارانه بودن دو  MMAيعني سرعت  بيان بود ، همين نتيجه مثال قبل قابل



١٢٠ 
 

  .روش ديگر ولي نهايتا مي توان به يك كمينه براي تابع هدف رسيد

در مثال هاي ساده اي نظير كمينه كردن وزن خرپاي سه ميله اي در مقابل قيد تنش ، 

براي توپولوژي تنش كه آقاي سونبرگ خود ارائه داده بود همين نتايج بدست آمده توسط ما 

  .صفحه اي حاصل گرديده بود

  :در نهايت مي توان اين موضوعات را كه براي كار جالب به نظر مي رسند ذكر كرد

  امتحان قيدهاي مختلف ديگر بر روي برنامه و سازه هاي پيچيده و كاربردي-

  حل مساله هاي سه بعدي-

  تعميم به توپولوژي شكل و سايز-

  مرتبه بالاتر به تقريب هاي تعميم -

  سازه هاي پوسته اي-

تحقيق بر اين موضوع كه آيا اين روش در مسايلي با مشكل روبرو مي شود؟ جمع بندي -

  .نقاط ضعف
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  منابع و مراجعمنابع و مراجع
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Topology optimization of plane stress problems by 
using the asymptotic approximation methods 

 
Soroosh Cheraghi 

 
Abstract 
 

In some problems Applying heuristic methods are tedious and 
sometimes inoperative and specially in structural optimization that we 
deal with high scaled structures are very expensive. 

The unsuitable reasons these methods are, high design variables, 
to get non-linear functions, or implicit functions. 
It causes to tabernacle approximating methods while it doesn’t damage  
main problems. 

A method for structural optimization should be flexible and 
general.  It should be able to handle not only element sizes as design 
variables, but also, for instance, shape variables and material orientation 
angles. It should be also be able to handle ‘all kinds’ of constraints, 
provided only that the derivatives of the constraint functions with respect 
to the design variables could be calculated. Thus, the method should be 
able to handle general non-linear programming problems. 

Prof. Krister Svanberg believe  that these requirements and wishes 
are to a rather large extent met by the method of moving asymptotes 
(MMA) and MMA is easy to implement and use. 

Here, we try to explain general and approximating method in 
optimization specially MMA, Shortly. 

Then we present a program by FORTRAN by using MMA for 
solution of topology optimization of plane stress problems and compare 
its result with optimality criteria. 

Then we present a program with stress constraint and we show the 
influence of changing parameters on result. 

Finally we compare our program with traditional method such as 
SLP and approximating method such as CONLIN by changing in the 
code of MMA. 
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