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 و قدردانی تشکر

شکر و ت نمودندنامه مرا یاری ی کسانی که به هر شکلی در به ثمر رساندن این پایانی از همهدر ابتدای این رساله

 وی ایشان در به انجام رساندن این رساله های ارزندهکنم. از آقای دکتر رامین امینی بخاطر راهنماییقدردانی می

کنم و باعث افتخار است که به های کارشناسی ارشد و دکترا صمیمانه تشکر میهمچنین زحمات ایشان در دوره

ای هبخاطر مشاوره و دکتر سرکرده دکتر توکلی ،ین از دکتر ظریفام. همچنعنوان شاگرد در خدمت ایشان بوده

 های مفید کمال تشکر را دارم.مناسب و راهنمایی

ی عمران دانشگاه شاهرود، آقایان دکتر احمدی، دکتر ساغروانی، از اساتید محترم دانشکدهدانم لازم میاز طرفی 

 یجناب دکتر حسنی از دانشکدهنین از داوران محترم همچدکتر نادری کمال تشکر و قدردانی را داشته باشم. 

خاطر ب و دکتر عابدینی دانشگاه شاهرود ی مکانیکجناب دکتر شاهمردان از دانشکده مهندسی دانشگاه فردوسی،

 ی نظرات مفیدشان کمال تشکر را دارم.قبول زحمت و ارائه

 نمایم.شان در طول دوران تحصیل تشکر میدریغهای بیهمچنین از پدر گرامی و مادر مهربانم بخاطر کمک

 کنم. اند تشکر و قدردانی میدر نهایت از همسر عزیزم که در این مدت همواره پشتیبان و یاور من بوده
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باشد و در صورت استفاده از نتیجه تحقیقات خودش می نماید که مطالب مندرج در این رسالهدانشجو تأیید می

 مرجع آن را ذکر نموده است.نتایج دیگران 

 

کلیه حقوق مادی مترتب از نتایج مطالعات، آزمایشات و نوآوری ناشی از تحقیق موضوع این رساله متعلق به 

 باشد.دانشگاه شاهرود می
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 چکیده
 به تحلیل مسائل مختلف 2 کامپیوتر بر مبنای استفاده از فناوری طراحی به کمک 4روش جدید ایزوژئومتریک

سازی هندسی بسیار دقیق ی دستگاه معادلات، مدلو دارای مزایای بسیاری مانند کاهش قابل ملاحظه پردازدمی

دارا بودن بیشتر  ،9های معمول در روش اجزای محدوداستفاده از روش(، غیرهها و سازی منحنی)بخصوص مدل

 1رانژیدیدگاه لاگمسائلی که با بندی مجدد دارند )لی که نیاز به شبکهاستفاده در مسائ، محدود اجزای مزایای روش

 باشد. می غیره( و شوندحل می

ها، در این رساله سعی بر آن شده است که از با توجه به نوپا بودن این روش و استفاده بیشتر آن در مکانیک سازه

و هم در دیدگاه لاگرانژی  6هم در دیدگاه اویلری 5دینامیک سیالات محاسباتیدر  روش ایزوژئومتریکهای قابلیت

توزیع سرعت در کانال شیبدار با جریان یکنواخت،  نشان داده شود. بدین منظور در دیدگاه اویلری مسائلی مانند

 8سازی شکست سدهمچنین مدل اند.بررسی شدهاطراف مانع دایروی و مستطیلی  7سازی جریان غیرچرخشیمدل

ین به قدرت ا ی این روش به انجام رسیده است تا به این طریقبا دیدگاه لاگرانژی به وسیله فهای مختلدر زمان

  برد. پی محاسباتی سیالات دینامیکروش در 

 کروش تحلیل ایزوژئومتریی قابلیت در کانال شیبدار با جریان یکنواخت مقایسه سازی توزیع سرعتهدف از مدل

های عددی باشد. یکی از مسائل مهم در روشی ساده میسائل با هندسهسازی مو روش اجزای محدود در مدل

ز این نظر با هم مقایسه شوند. یکی از کاهش دستگاه معادلات است که در این قسمت سعی شده این دو روش ا

                                                 

4  Isogeometric analysis 
2  Computer Aided Geometric Design  

9  Finite element method 
1  Lagrangian approach 

5  Computational Fluid Dynamics (CFD) 
6  Eulerian approach 

7  Irrotational flow 
8  Dam break  



 ح

 

کردن  باشد که برای هر چه بهتر مدلمی ءی دارای انحناسازی هندسههای عددی مدلمشکلات بسیار مهم روش

ی دستگاه معادلات و در نتیجه افزایش بندی را ریزتر کرد که باعث افزایش قابل ملاحظهین هندسه باید شبکها

روش تحلیل سازی جریان غیرچرخشی اطراف مانع دایروی بر قابلیت شود. در بخش مدلزمان حل می

شکست سد یکی دیگر از  سازیبخش مدلهای پیچیده اشاره شده است. در سازی هندسهدر مدل ایزوژئومتریک

ین مسائل در ا .پرداخته شده استیعنی استفاده در مسائل دیدگاه لاگرانژی  روش تحلیل ایزوژئومتریکهای قابلیت

        کنند بنابراین تحلیل اینگونه مسائل به دلیل فرآیندمرزهای موجود در طول زمان تغییرات زیادی پیدا می

ل قابل این مشکل اساسی به شک روش تحلیل ایزوژئومتریک با که در حالی باشد.یبر مبندی پر هزینه و زمانشبکه

 شود.ای برطرف میملاحظه

یع توزدیدگاه اویلری، دیدگاه لاگرانژی، ، دینامیک سیالات محاسباتیایزوژئومتریک،  روش های کلیدی:واژه

 سرعت در کانال شیبدار، جریان غیرچرخشی، شکست سد.
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 فهرست علائم و اختصارات

                                                                                                بردار گرهی در فضای پارامتری 

                                                                                                بردار گرهی در فضای پارامتری 

)(i,0N                                                                          iی صفراسپلاین از درجه-ای بامین تابع پایه 

)(i,pN                                                                            iی اسپلاین از درجه-ای بامین تابع پایهp 

C()                                                          اسپلاین و یا نربز-ی بمنحنی تعریف شده توسط توابع پایه 

S(,)                                                          اسپلاین و یا نربز-ی بسطح تعریف شده توسط توابع پایه 

),(i,jR                                                                                         ای نربزای نسبی قطعهتوابع پایه 

                                                                                                                3 ،چگالی سیالkg/m 

u
                                                                                                                  بردار سرعت، m/s 

P                                                                                                                         2 ،فشارN/m 

g
                                                                                                                   2 ،شتاب ثقلm/s 

t                                                                                                                                زمان، s 

Dt

D                                                                                                              عملگر مشتق مادی 
t

u                                                                                                                سرعت زمانt ،m/s 
t

r                                                                                                            موقعیت در زمانt ،m 
*

u                                                                            بینی، ی پیشدر طی مرحله تغییر سرعتm/s 
**

u                                                                              ی تصحیح، تغییر سرعت در طی مرحلهm/s 
1t

P                                                                                                      فشار در زمانt+1 ،2N/m 
1t

u                                                                                                          سرعت زمانt+1 ،m/s 
t

r                                                                                                            موقیعت در زمانt ،m 
1t

r                                                                                                      ت در زمان موقیعt+1 ،m 

F                                                                                                                 کسر حجمی سیال 

DF                                                                                                    گی سلول دهندهنسبت پرشد 

AF                                                                                                    نسبت پرشدگی سلول گیرنده 

CFD (Computational Fluid Dynamics)                                                  دینامیک سیالات محاسباتی 

CAD (Computer Aided Design)                                                          طراحی با استفاده از کامپیوتر 

NURBS (Non-Uniform Rational B-Spline)                                                                   توابع نربز 

VOF (Volume of fluid)                                                                                            حجم سیال 
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 مقدمه 1-1

. در اوایل برای بدست آوردن اطلاعات باشدمیهای طبیعی همواره مورد توجه محققان و پژوهشگران بررسی پدیده

اد ی زیشد. به علت هزینهدقیق در مورد فرآیندهای فیزیکی تحقیقات آزمایشگاهی در مورد آن پدیده انجام می

ری گیی زیاد، خطا در اندازهشود. با توجه به هزینههای با مقیاس کوچکتر ساخته میآزمایش با همان مقیاس، مدل

. اما این روش استفاده شدهای تحلیلی برای حل معادلات حاکم مدلاز نی بودن انجام آزمایش طولا و اطلاعات

 های طبیعی و لزوم حل دقیقپدیده تر شدنتوان استفاده کرد و با پیچدهبرای تعداد بسیار محدودی از مسائل می

 مناسب چنین مسائلی نیستند. ،های تحلیلیو سریع آنها روش

ی املاحظه کامپیوترها رشد قابل یباشد، که با توجه به توسعهمی 4سازی عددیلات روش مدلروش دیگر حل معاد

. از امتیازهای شودنامیده می 2دینامیک سیالات محاسباتی ی سیالات،حل عددی جریان در حوزهداشته است. 

ارهای آزمایشگاهی نام ی کم، زمان مناسب و اطلاعات کامل نسبت به کتوان به هزینهسازی عددی میمهم مدل

  . باشدبرد. با رشد بسیار سریع کامپیوترها روش عددی نیز به سرعت در حال پیشرفت می

 6های بدون شبکهو روش 5، اجزای محدود1، حجم محدود9های تفاضل محدودروش :های عددی عبارتندازروش

اده استف غیره، مکانیک جامدات و محاسباتیدینامیک سیالات ها در مسائل گوناگونی همچون باشد. این روشمی

ها شود. هر کدام از این روشها پرداخته میسازی معادلات حاکم به بررسی این پدیدهشود. در واقع با مدلمی

 باشند.  ها میدارای معایب و مزایایی هستند و پژوهشگران در تلاش برای بهبود این روش

                                                 

4 Numerical Model  
2 Computational Fluid Dynamics (CFD) 

9 Finite Difference Method 
1 Finite Volume Method 

5 Finite Element Method 
6 Meshless Method 
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روش د. نشواستفاده می محاسباتی سیالات دینامیکطور وسیع در های تفاضل محدود و حجم محدود بهروش

              ، 4افزارهای همچون فلوئنتحجم محدود کاربرد بیشتری نسبت به روش تفاضل محدود دارد. به عنوان مثال نرم

           باشند. روش اجزای محدود نسبت به دو روش گفته شده براساس روش حجم محدود می غیرهو  2اف ایکس سی

بوجود آمد و  4312ی اوایل دههاین روش در  شود.استفاده می دینامیک سیالات محاسباتیدر  تریطور محدودبه

، 6وس، آباک5، انسیس1، آسکا9افزاهای مانند نسترننرم وی پیدا کرد پیشرفت قابل ملاحظه 4362تا  4352ی دهه در

  بوجود آمدند. غیرهو  8، سپ7کتیا

ها تقریب روش ی ضعف اینباشند. مهمترین نقطهها دارای نقاط ضعف میبا وجود پیشرفت روز افزون، این روش

بندی کاملا وابسته است به طوری ی شبکهی واقعی به نحوهدر روش اجزای محدود ایجاد هندسه باشد.هندسی می

د. باشی واقعی بسیار سخت میباشند، رسیدن به هندسهی پیچیده میدارای هندسه که در برخی از مسائل که

 این عمل باعث افزایش تعدادکه تر شود ی واقعی نزدیکی تقریب زده شده به هندسهبرای بهبود حل باید هندسه

باشد مرزی میها ارضای شرایط از طرف دیگر نقطه ضعف دیگر این روش شود.معادلات و افزایش زمان حل می

تحلیل  هایترین قسمتباشد. تولید شبکه یکی از مهمتر میهای بدون شبکه این نقطه ضعف محسوسکه در روش

 82از  سازی بیشسازی، هوافضا و کشتیاتومبیل باشد به طوری که تولید شبکه در صنایعی مانندهر مسئله می

  .[1] دهدمی خود اختصاصبهتحلیل را سازی برای آمادهدرصد زمان 

                                                 

4 Fluent  
2 CFX  

9 NASTRAN 
1 ASKA 

5 ANSYS 
6 ABAQUS 

7 CATIA 
8 SAP 
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ی هوسیلطراحی به یسازی هندسه ایدهبا توجه به پیشرفت قابل ملاحظه در علم مدل 4382تا  4372های بین سال

        منظور برطرف کردن نقاط ضعف به یروش جدید 2هیوز و همکارانش 2225بوجود آمد. در سال  4کامیپوتر

 1معرفی کردند. این روش برگرفته شده از مفهوم ایزوپارامتریک 9شده، به نام تحلیل ایزوژئومتریکهای گفته روش

باشد. با توجه به سازی هندسه میدر روش اجزای محدود است. یکی از نقاط قوت این روش دقت بالا در مدل

میده نا "تحلیل ایزوژئومتریک"سازی هندسه و تقریب تابع مجهول، این روش استفاده از شرایط یکسان در مدل

 شود.می

 توان به موارد زیر اشاره کرد:از مزایای این روش می

پذیری قابل توجه در تولید های عددی و همچنین انعطافتر هندسه نسبت به دیگر روشسازی دقیقمدل -4

 های دارای انحناء(.های هندسی پیچیده )بخصوص مرزمدل

 کنترلی. یبندی با توجه به استفاده از شبکهه ریز یا درشت بودن شبکهسازی هندسه بعدم وابستگی مدل  -2

  .و دارا بودن بیشتر مزایای این روش( 5)مانند روش گالرکینهای معمول اجزای محدود استفاده از روش -9

کاهش زمان حل دستگاه معادلات )که باعث در نتیجه ابعاد دستگاه معادلات و  یهظکاهش قابل ملاح -1

 شود(.سازی اطلاعات میکامپیوتری برای ذخیره یحافظهکاهش حجم 

ای هکند )مانند روشبندی مجدد در مسایلی که هندسه مساله در حین حل تغییر مینیاز کمتر به شبکه -5

سازی ها که در آن مرزها در روند بهینهسازی شکل سازهو یا بهینه شوندکه با دیدگاه لاگرانژی حل می

 (.کنندتغییر می

                                                 

4 Computer Aided Design (CAD) 

2 Hughes et al 
9 Isogeometric Ananlysis 

1 Isoparametric  
5 Galerkin method 
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 های ورودی برای تعریف هندسه و قابل درك بودن آن.کاهش فایل -6

 سادگی در مسائل بهبود شبکه و بالا بردن دقت حل این مسائل. -7

 قابلیت حل معادلات دیفرانسیل با ضرایب متغیر. -8

 شود.طور مفصل توضیح داده میبه روش تحلیل ایزوژئومتریکهای بعدی در بخش

 فرضیات و اهداف کلی رساله 1-9

ن ها، در این رساله از ایو استفاده بیشتر آن در مکانیک سازه روش تحلیل ایزوژئومتریکبا توجه به جدید بودن 

 استفاده شده است.  دینامیک سیالات محاسباتیروش برای حل مسائل 

 تدینامیک سیالا یحوزهدر  روش تحلیل ایزوژئومتریکهدف این رساله استفاده از برخی خصوصیات گفته شده 

ا، هکه یکی از معادلات پر کاربرد در مکانیک سازه پخشی باشد. بدین منظور در ابتدا به حل معادلهمی محاسباتی

نیم. کمقایسه می حل تحلیلیو با  شودباشد، پرداخته میمی غیره، انتقال حرارت و دینامیک سیالات محاسباتی

اهداف  برخی ازپردازیم. می مستطیلی با جریان یکنواختسازی توزیع سرعت در یک کانال شیبدار سپس به مدل

نسبت به روش اجزای محدود )مانند کاهش  روش تحلیل ایزوژئومتریکهای تنداز: بررسی برتریرسازی عبااین مدل

روش تحلیل در های معمول اجزای محدود گیر دستگاه معادلات با دقت یکسان( و همچنین استفاده از روشچشم

     ر د روش تحلیل ایزوژئومتریکهدف بررسی قابلیت  ،در بخش بعدیباشد. سازی میبرای مدل یکایزوژئومتر

سازی جریان غیرچرخشی اطراف یک مانع باشد. بدین منظور به مدلسازی هندسی مرزهای دارای انحناء میمدل

از کمتر نی ل ایزوژئومتریکروش تحلییات مهم گفته شده در مورد صپردازیم. یکی از خصومستطیلی و دایروی می

باشد. برای بررسی این کند میمساله در حین حل تغییر می یلی که هندسهئبندی مجدد در مسابه شبکه

ج و با نتای پردازیمهای مختلف میسازی شکست سد با استفاده از دیدگاه لاگرانژی در زمانخصوصیت به مدل

  .شودمقایسه می( [3]و روش اجزای محدود )مرجع ( [2])مرجع  روش بدون شبکه
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 ساختار کلی رساله 1-5

های عددی و روش یباشد. فصل اول )همین فصل( شامل مقدمهاین رساله شامل شش فصل و یک پیوست می

د. وشبندی آن در حل معادلات دیفرانسیل شرح داده میدر فصل دوم روش ایزوژومتریک و فرمولباشد. فرضیات می

طور های عددی بههای اساسی روششود و به تفاوتهای عددی توضیح داده میدر فصل سوم اصول کلی روش

که مبنا و  2و نربز 4هاسازی هندسی مانند اسپلاینهای مدلشود. در فصل بعد به معرفی روشمختصر پرداخته می

ده یات ذکر شصپنجم با استفاده از خصودر فصل شود. باشند پرداخته میاساس روش تحلیل ایزوژئومتریک می

گیرد. در قرار میبررسی  مورد روش تحلیل ایزوژئومتریکبا استفاده از  دینامیک سیالات محاسباتیی چند مسئله

شود. و در انتهای این فصل ت آمده گزارش میسبندی از نتایج بدهای رساله، جمعنوآوری فصل آخر ضمن اشاره به

     شود.ی کار ارائه میادامهچند پیشنهاد برای 

                                                 

4 Spline 
2 Non-Uniform Rational B-Spline (NURBS) 
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 مقدمه 9-1

طور که گفته شد روش ایزوژئومتریک ترکیبی از روش اجزای محدود و طراحی به کمک کامپیوتر همان

های هر دو بخش در طول زمان و چگونگی بوجود آمدن روش فصل بر پیشرفتباشد. در ابتدای این می

وش شود و رپردازیم. در بخش بعدی اصول کلی روش ایزوژئومتریک تشریح میتحلیل ایزوژئومتریک می

ی این فصل شود. در ادامهاجزای محدود و روش تحلیل ایزوژئومتریک به طور مختصر با هم مقایسه می

 شود. گیری روش ایزوژئومتریک توضیح داده میقبندی مشتفرمول

 ی روش تحلیل ایزوژئومتریکتاریخچه 9-9

 4362در سال  2. کلاف[4]( اولین کتاب در مورد روش اجزای محدود است 4362)سال  4کتاب آرگریس

 4319در سال  9. البته اولین المان محدود مثلثی[5]اصطلاح اجزای محدود را برای این روش انتخاب کرد 

 4362شود. در سال صورت گسترده استفاده می. هر چند که هنوز این المان به[6]ارائه شد  1توسط کورانت

 6المان چهارگرهی دوخطی 4364و در سال  [7] 5بعدی چهاروجهی خطی توسط گالاگر و همکارانالمان سه

 4368در سال  3و زینکویچ و همکاران [9] 4366در سال  8معرفی و توسعه یافت. آیرونز [8] 7توسط تایگ

المان و  در متغیر هایتعداد گره مفهوم  معرفی از نمودند. بعد  معرفی ار 42های ایزوپارامتریکالمان [10]

                                                 

4 Argyris  

2 Clough  
9 Linear triangle  
1 Courant  

5 Gallagher et al 
6 Bilinear quadrilateral  

7 Taig 
8 Irons 

3 Zienkiewic et al  
42 Isoparametric elements  
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تری روش اجزای محدود به صورت گسترده [11]توسط زینکویچ  4گرهی سرندیپیتی های هشتالمان

 4385در سال  1و همکاران ، برزی[12] 4377در سال  9و توماس 2استفاده شد. ریاضیدانانی مانند راویارت

 [16] 2227در سال  7و دموکوویچ [15] 4382در سال  6، ندلک[14] 4334در سال  5، برزی و فرتین[13]

روش جدیدی برای ساخت توابع پایه و  4332گیر بود. از سال اجزای محدود بسیار چشمروش  یدر توسعه

ی استفاده شده توابع پایه 4-2جدول . در [17]تحلیل مسائل مهندسی به نام روش بدون شبکه معرفی شد 

 اجزای محدود و روش بدون شبکه نشان داده شده است. در طول زمان در روش

 ([1]ش بدون شبکه )مرجع ی توابع پایه در روش اجزای محدود و رو: توسعه4-2جدول 

 4773 8های لاگرانژیایچندجمله

 4861 3های هرمیتیایچندجمله

 4319 المان خطی مثلثی

 4362 گذاری روش اجزای محدود توسط کلافنام

 4364 چهاروجهی دوخطی

 4362 42چهاروجهی خطی

 4365-4368 روجهیادر اجزای مثلثی و چه 1Cپیوستگی 

 4366 های ایزوپارامتریکالمان

 4368-4374 های متغیرهای با تعداد گرهالمان

 4332-4336 های بدون شبکهروش

                                                 

4 eight-node serendipity  

2 Raviart 
9 Thomas   
1 Brezzi et al  

5 Fortin   
6 Nedelec  
7 Demkowicz 
8 Lagrange polynomials 

3 Hermite polynomials 
42 Linear tetrahedron 
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ای از علم که های علوم هندسه ترکیب شده است. شاخهدر طی سالیان اخیر روش اجزای محدود با پیشرفت

کامپیوتر نامگذاری شده است. با توجه به اختلاف پردازد طراحی به کمک سازی هندسی میبه بررسی مدل

شد. های طراحی به کمک کامپیوتر و روش اجزای محدود، این دو روش با هم استفاده نمیزمانی بین روش

های طراحی به میلادی است اما روش 4362تا  4352های های اجزای محدود در سالآغاز پیدایش روش

سازی هندسه و طراحی شکل گرفته است. پیشرفت مدل 4382تا  4372های کمک کامپیوتر در حدود سال

ی از کارخانه 4های پیر بزیری مهندسی اتومبیل به نامبه کمک کامپیوتر توسط دو دانشمند فرانسوی در زمینه

 5ها و سطوح صورت گرفت. شونبرگبرای ساختن منحنی 1از کارخانه سیتروئن 9کاستلیاوو پائول دی 2رنو

 [19] 6ریزنفلد 4372ی . در ابتدای دهه[18]سازی استفاده نمود ها، جهت تقریباز اسپلاین 3164در سال 

)نربز( انجام های نسبی اسپلاین-اسپلاین و ب-های در بهای دکتری پیشرفتدر رساله [20] 7و ورسپریل

ها در صنایع انیشمین به صورت گسترده استفاده شد. در های    اسپلایناز پیشرفت 4372ی دادند. در دهه

 2228. توسط همین محقق در سال [21]معرفی شد  3توسط سدربرگ و همکاران 8اسپلاین-ت 2229 سال

ی ی پیشرفت طراحی به وسیله. تاریخچه[22]جایگزین شد  44ممتد هایاسپلاین-با ت 42نربزهای قطع شده

 .[1]طور خلاصه نشان داده شده است به 2-2جدول کامپیوتر در 

                                                 

4 Pierre Bezier  
2 Renault  

9 De Casteljau  
1 Citroen   
5 Schoenberg  

6 Reisenfeld 
7 Versprille   

8 T-splines  
3 Sederberg et. al.  

42 Trimmed NURBS 
44 Untrimmed T-splines 
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ای هی اسپلاین در تحلیل مسائل مهندسی با عنوان المانی استفاده از توابع پایهایده 4337در سال  4سابین

نیز از توابع اسپلاین به  4338-2229های در سال 1و کاگان 9. هولیگ[23]مطرح کرد  2محدود اسپلاینی

از توابع نربز برای  2225. هیوز در سال [24 ,25] مطرح و توسعه دادند 5عنوان حل مسائل حساب تغییرات

. بعد از معرفی هیوز و [1]تحلیل مسائل مهندسی استفاده کرد و روش تحلیل ایزوژئومتریک را معرفی کرد 

 همکارانش این روش را توسعه دادند و همچنان ادامه دارد.

 ([1]ی کامپیوتر )مرجع ی پیشرفت طراحی به وسیله: تاریخچه2-2جدول 

 4342 برنشتینای چند جمله

 4316 ها )توسط شونبرگ(نامگذاری اسپلاین

 4353 الگوریتم دوکاستلو

 4366-4372 ها و سطوح بزیرمنحنی

 4374-4372 الگوریتم کوکس و دوبور

 4372 اسپلاین-ب

 4375 نربز

 4378 ایسطوح زیرناحیه

 4382 گذاری اسلوالگوریتم گره

 4336 های مثلثی و هرمیاسپلاین-ب

 2229 اسپلاین-ت

 2228 نربزهای قطع شده

  

ی جسم و همچنین تقریب زدن حل این روش سازی دقیق هندسهعلت استفاده از توابع پایه برای مدلبه

باشد که در روش اجزای محدود می 6گذاری شد. این روش مشابه مفهوم ایزوپارامتریکایزوژئومتریک نام

                                                 

4 Malcolm Sabin 
2 Spline Finite Element  

9 Hollig  
1 Kagan  

5 Variational problems  
6 Isoparametric   
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برای تولید هندسه و تحلیل مساله یکی است. تفاوت اصلی بین مفهوم ایزوپارامتریک و روش  پایه توابع

ایزوژئومتریک این است که در روش کلاسیک اجزای محدود ابتدا برای تقریب زدن حل مساله و بعد برای 

روند کاملا که در روش ایزوژئومتریک این شود. در حالیی جسم از توابع پایه استفاده میتولید هندسه

ی دقیق جسم ایجاد شده و بعد به عنوان توابع برعکس است بدین صورت که از توابع پایه ابتدا هندسه

 .[1]شود تقریب مساله حل می

 تقریب مساله  هندسه اجزای محدود کلاسیک:

 تقریب مساله  هندسه روش تحلیل ایزوژئومتریک:

رده طور گستهای روش تحلیل ایزوژئومتریک استفاده از این روش بهاخیر، با توجه به قابلیتدر چند سال 

استفاده شده و با توجه  [33-42] هاو مکانیک سازه [26-32] های مختلفی مانند دینامیک سیالاتدر زمینه

چند  هر باشد.ها در حال گسترش میاین روش نسبت به دیگر روش های گفته شده،و برتری به خصوصیات

 باشند.های دیگر دارای مزایایی نسبت به این روش میکه روش

 اساس روش تحلیل ایزوژئومتریک 9-5

روش اجزای محدود در بسیاری از مسائل مهندسی مانند مسائل مکانیک سازه، دینامیک سیالات 

ای هعلیرغم پیشرفتباشد. شود و هر روز در حال پیشرفت میو غیره استفاده می ،انتقال حرارتمحاسباتی

باشد که روش ایزوژئومتریک ای که در این بخش صورت گرفته است باز هم دارای معایبی میقابل ملاحظه

به منظور برطرف کردن این معایب بوجود آمده است. اساس روش ایزوژئومتریک برمبنای روش اجزای 

 شود.پرداخته می های اساسی بین این دو روشباشد. در این قسمت به تفاوتمحدود می

شوند. به باشند تقسیم میی حل به المان که در واقع اجزای کوچکتری میدر روش اجزای محدود دامنه

در روش  (. 4-2شکل گویند )ی اجزای محدود میکنند شبکهها که هندسه را تعریف میای از المانمجموعه
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شود. در این روش روابط توابع پایه نشان داده می 2ایو پایه 4اجزای محدود هر المان به دو حالت فیزیکی

ای استخراج شده و سپس با استفاده از یک نگاشت به فرم فیزیکی یاب( در فرم پایه)توابع شکل یا توابع درون

های تعریف شده عبور باشند و از گرهیابی می(. توابع پایه دارای خاصیت درون2-2شکل شوند )تبدیل می

 کنند.می

نطبق    ک حل مشود که لزوما بر فیزیدر روش ایزوژئومتریک برای تعریف هندسه از نقاط کنترل استفاده می

ترل رود )نقش نقاط کنی واقعی به کار میباشد و فقط به عنوان یک چهارچوب کلی برای کنترل هندسهنمی

باشد(. نقاط های اجزای محدود و تفاضل محدود میسازی در روشهای گسستهمانند نقاط شبکه و یا گره

عدی بامل اعضای چهار ضلعی و در مسائل سهکنند )در مسائل دوبعدی شی کنترلی را ایجاد میکنترلی شبکه

باشد و درجات ی موجود در روش اجزای محدود میکنترلی مانند شبکهشامل اعضای شش وجهی(. شبکه

وش ی دیگری که در این رشود. شبکهشود و متغیرهای کنترلی نامیده میآزادی در نقاط کنترلی تعریف می

ی هآید. شبکی واقعی جسم بدست میباشد. که از تقسیم هندسهی فیزیکی میشود شبکهاستفاده می

باشند. همانند ( می6های کوچکتر)المان 5( و اجزای گرهی1های بزرگتر)المان 9هافیزیکی دارای زیردامنه

دهند. هر زیردامنه ها به یکدیگر متصل شده و ماتریس ضرایب را تشکیل میروش اجزای محدود زیردامنه

 .[1]نمایش داده شده است  9-2شکل شوند. توضیحات گفته شده در هی تقسیم میبه اجزای گر

                                                 

4 Physical element 
2 Base element 

9 Patches 
1 Macro elements 

5 Knot elements 
6 Micro elements 
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 اجزای محدودی : شبکه4-2شکل 

 

 بعدی(: چگونگی نگاشت هندسه و توابع شکل در روش اجزای محدود )دوبعدی و سه2-2شکل 

های روش اجزای محدود و روش ایزوژئومتریک به ترتیب در ها و شباهتبا توجه به مطالب گفته شده تفاوت

 .[43]مشخص شده است  1-2جدول و  9-2جدول 

 های روش ایزوژئومتریک و روش اجزای محدود : تفاوت9-2جدول 

 روش اجزای محدود روش ایزوژئومتریک

 نقاط گرهی کنترلینقاط 

 متغیرهای گرهی متغیرهای کنترلی

 ی اجزای محدودشبکه ها در بردار گرهیمقادیر گره



 روش تحلیل ایزوژئومتریک                                                                                                  دومفصل 

 

45 

 

 یابی نقاط و متغیرهای گرهی با توابع پایهانجام درون یابی نقاط و متغیرهای کنترلی با توابععدم انجام درون

 ی تقریبیهندسه ی دقیقهندسه

 های جبریایای از نوع چندجملهایهتوابع پ ای نربزتوابع پایه

 هازیر دامنه هاوصله

 های روش ایزوژئومتریک و روش اجزای محدود : شباهت1-2جدول 

 مفهوم ایزوپارامتریک

 های حل معادلات دیفرانسیلروش

 های یکسان کدهای کامپیوتریالگوریتم

 ی محدود شدهتاثیرگذاری در ناحیهخاصیت 

 گیریچگونگی انتگرال
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  : انواع فضاهای بکار رفته در روش ایزوژئومتریک9-2شکل 
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 گیری روش تحلیل ایزوژئومتریکبندی مشتقفرمول 9-4

 گیریم:روابط زیر را در نظر می

(2-4                                                                                                        )
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 :[44]شود گیری به صورت زیر انجام میمشتق

(2-2                                                                  )
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 به عنوان متغیرهای مستقل: yو  xبا در نظر گرفتن 

(2-9                                      )                     

























,,,

,,,

,,,

,,,

,,,

,,,

,,,

,,,

,,,

,,,

,,,

,,,

,

HHH

GGG

FFF

HHH

GGG

FFF

y

z

HHH

GGG

FFF

HHH

GGG

FFF

x

z

z

z

z

y

y

y

z

z

z

x

x

x










 

 سازی روابط بالا داریم:و ساده zبجای  uبا قرار دادن 

(2-1                                                               )
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 با تعریف:

(2-5                                              )
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 شود:دترمینان ماتریس ژاکوبی به صورت زیر محاسبه می

(2-6                                                                               )
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 (: 1-2)ی ( در رابطه5-2)ی با قرار دادن رابطه

(2-7                                                                                                                  )
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 سومفصل 

 های عددیمروری مختصر بر روش

 های عددیروشمروری مختصر بر  :سومفصل  5
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 مقدمه 5-1

 تری برای بررسیطور وسیعاز روش عددی به افزارها،ها و نرمطور که قبلا گفته شد با رشد سریع کامپیوترهمان

 (غیرههای عددی )مانند روش اجزای محدود، روش بدون شبکه و فرآیند روش شود.های طبیعی استفاده میپدیده

 .نشان دادطور خلاصه به 4-9شکل توان در برای حل مسائل مهندسی را می

 
 : فرآیند ساخت یک سیستم مهندسی4-9شکل 

در  تشکیل شده است. 2سازی معادلات حاکمو گسسته 4های عددی از دو بخش اساسی تقریب تابعتمامی روش

شود و سعی می سازی معادلات اشارههای گسستهروش نینهای تقریب تابع و همچهای بعدی به انواع روشبخش

 ها به طور مختصر بیان شود.های این روشبر آن است که تفاوت

                                                 

4 Function approximation 
2 Discretization of the governing equations 
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 تقریب تابع 5-9

با  (x,y,z)ی مشخص مانند ( در یک نقطهغیره)مانند تغییر مکان، سرعت، فشار و  4مترهای میدانیامقادیر پار

        ی زیر توسط رابطه 9ی تاثیری محلی کوچک به نام ناحیهموجود در یک حوزه 2مقادیر تابع در نقاط گرهی

 شود. می 1ابییدرون

(9-4                                                                                                                 )   



n

i

ii uzyxNzyxu
1

,,,, 

ای با در نقطه iتابع شکل گره  iN(x,y,z)ی تاثیر گره مرجع مدنظر، تعداد نقاط موجود در ناحیه nدر این رابطه 

ای مقدار تقریب زده شده تابع مدنظر در نقطه ,zu(x,y(و  iمقدار گرهی متغیر مدنظر در گره  iu، (x,y,z)مختصات 

 . (2-9شکل )است  (x,y,z)با مختصات 

ی محاسباتی فرضی نشان داده ی تاثیر آن در یک دامنههای موجود در ناحیهیک گره مرجع و گره 9-9شکل در 

 . [45] ده استش

ر گیرد. بنابراین انتخاب توابع شکل مناسب تاثی( تقریب تابع توسط توابع شکل صورت می4-9)ی با توجه به معادله

 بسیار زیادی در دقت تقریب تابع دارد. 

                                                 

4 Field variables 
2 Nodal points 

9 Support domain 
1 Interpolation 
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 ([46] )مرجع ایهای مثلثی سه نقطهیاب المانبا استفاده از توابع درون: نمایش تابع پیوسته 2-9شکل 

 
 ([46])مرجع  ی محاسباتیی تاثیر آن در یک دامنههای موجود در ناحیه: گره مرجع و گره9-9شکل 

 . که عبارتند از:های مختلفی برای تولید تابع شکل وجود داردروش

تاثیر  یدر این روش تابع شکل توسط اطلاعات خود تابع در حوزه :تولید تابع شکل با استفاده از فرم انتگرالی

(. 4)مانند روش هیدرودینامیک ذرات هموار شوددار به فرم انتگرالی ساخته میی مشخص و یک تابع وزنیک نقطه

 ی تولید تابع شکل به فرم انتگرالی نشان داده شده است.نحوه 1-9شکل در 

                                                 

4 Smoothed Particle Hydrodynamic (SPH) 
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 تولید تابع شکل به فرم انتگرالی: 1-9شکل 

ها در تولید توابع شکل ترین روشاین روش از قدیمی :1ایتولید تابع شکل با استفاده از توابع چندجمله

ی روش اجزای محدود به خوبی گسترش یافته است. در این روش از تعدادی مشخص جملات باشد که در حوزهمی

شود. چگونگی تولید توابع شکل با استفاده از این روش در نظر استفاده میای با توجه به دقت مورد یک چندجمله

 نشان داده شده است. 5-9شکل 

 
 ایشکل توسط توابع چندجمله: تولید تابع 5-9شکل 

 دهد.های روش اول را با حجم عملیات بیشتر میجوابنشان داده شده که این روش در نهایت همان 

                                                 

4 Polynomial function 
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 1سازی معادلات دیفرانسیلیگسسته 5-5

شوند. با استفاده از این های عددی پس از بکارگیری تابع شکل، خود تابع و مشتقات آن تقریب زده میدر روش

سازی و در نهایت این معادلات را به یک دستگاه های گوناگون گسستهوان معادلات حاکم را به شیوهتها میتقریب

به عنوان مثال در روش معادلات جبری با ضرایب مجهول تبدیل کرده و با حل آن مجهولات مساله را بدست آورد. 

شود. بندی میتقسیم 2محدود تر و کوچکتری به نام جزءاجزای محدود محیط پیوسته به اجزای هندسی ساده

های هر یک از این اجزاء مجهول گرههای سپس با انتخاب یک تابع شکل متغیرهای مدنظر برحسب تغییر مکان

و با در  9گذاریروی همدر کنار هم،  ای قرارگیری اجزشود. معادلات هر یک از اجزاء با توجه به نحوهتعریف می

آید. با حل این معادلات مجهولات بدست ها، معادلات کل سیستم بدست مینظر گرفتن شرایط مرزی در محل گره

 آیند.می

 5اصل همیلتونکه باشد. می 1سازی معادلات وجود دارد. اولین اصل براساس کار مجازیچهار اصل برای گسسته

این اصل بنا شده  یر پایهب 7روش اجزای محدود باشند.و غیره از این نوع می 6اصل حداقل انرژی کل پتانسیلو 

تری برای بدست آوردن معادلات اجزای که فرم کلی باشدمی 8های باقیماندهدومین اصل براساس روش. است

 3. سومین اصل بر مبنای سری تیلورباشدمی دینامیک سیالات محاسباتیمحدود در مسائل مکانیک جامدات و 

                                                 

4 Discretization of the differential equations 
2 Finite Element  
9 Assemble  

1 Virtual work 
5 Hamilton 

6 Minimum total potential energy  
7 Finite element method 

8 Residual methods 
3 Taylor series 
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روی حجم  2و آخرین اصل براساس قوانین بقاد. شواستفاده می 4از این اصل در روش تفاضل محدود که است

بندی که براساس دو روش اول بدست فرمول .باشدمیبراساس این روش  1روش حجم محدودکه  باشدمی 9محدود

سازی شده براساس روش شکل ضعیف پایدارتر شود. دستگاه معادلات گسستهگفته می 5آید شکل ضعیفمی

با توجه به تجربیات مهندسی، دو اصل اول بیشتر در باشند. دقت بیشتری میهستند و نتایج بدست آمده دارای 

نند جریان )ما دینامیک سیالات محاسباتیشود در حالی که دو اصل دیگر بیشتر برای مکانیک جامدات استفاده می

دینامیک ئل سازی مساتوان از روش اجزای محدود در مدلشود. اگر چه میسیالات و انتقال حرارت( استفاده می

سازی مسائل مکانیک جامدات بهره استفاده کرد و همچنین از روش تفاضل محدود برای شبیه سیالات محاسباتی

 برد.   

جبری  یی دیفرانسیلی به معادلهسازی معادلات و استفاده از تقریب تابع و مشتقات آنها معادلهپس از گسسته

های مختلفی برای حل معادلات جبری وجود دارد. برای لگوریتمای مدنظر شوند. با توجه به مسئلهتبدیل می

انتخاب الگوریتم مناسب باید دو نکته را رعایت کرد. یکی حجم اطلاعات ذخیره شده و دیگری زمان لازم برای 

 باشد. پردازش اطلاعات می

. از جمله 7تکراری هایو روش 6های مستقیمطور کلی دو روش برای حل همزمان معادلات وجود دارد. روشبه

 42ی ماتریسو روش تجزیه 3گوس ی، روش حذف8سازی ماتریس ضرایبتوان به معکوسهای مستقیم میروش

                                                 

4 Finite difference method 

2 Conservation laws 
9 Finite volume 
1 Finite volume method  

5 Weak form 
6 Direct methods 

7 Iterative methods  
8 Invertible matrix 

3 Gauss elimination method 
42 Matrix decomposition method 
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های با ابعاد کوچک بسیار مناسب هستند. در روش مستقیم به علت اینکه های برای ماتریساین روشاشاره کرد. 

البته باشد. ذخیره کردن اطلاعات زیاد میمورد نیاز برای شود، فضای فرآیند حل بر تمامی ماتریس اعمال می

رد گیها فقط بر روی قسمتی که حل روی آن صورت مینویسی نمود که مونتاژ کردن المانطوری برنامهتوان می

 . سازی اطلاعات ایجاد کرد.ی در ذخیرهانجام شود و بدین ترتیب کاهش قابل ملاحظه

 یهاا برای دستگاههباشد. این روشمی غیرهو  2، روش گوس سایدل4ژاکوبی هایهای تکراری شامل روشروش

رتیب ها را گرفته و بدین تبه این شکل که جلوی مونتاژ کردن کامل الماند. نکنبه خوبی عمل می ترنسبتا بزرگ

   دهد.سازی را کاهش میحجم ذخیره

 های عددیخطا در روش عوامل 5-4

 وندشباشند، این خطاها به سه گروه تقسیم میهستند بنابراین دارای خطا میهای تقریبی های عددی روشروش

[46]:  

 5ی حل مسالهخطای ناشی از تقریب زدن دامنه 5-4-1

خصوص سازی نمود، بههای مدنظر به طور کامل مدلی حل مساله را با الماندامنهتوان های عددی نمیدر روش

ها این خطا را بندی المانتوان با ریزتر نمودن شبکهباشد. البته میهای پیچیده میهندسه دارای مرزکه زمانی

کاهش داد که موجب افزایش تعداد مجهولات و در نتیجه افزایش تعداد معادلات و افزایش فضای مورد نیاز برای 

 شود.ی اطلاعات میذخیره

                                                 

4 Jacobi method 

2 Gauss-Seidel method 
9 Domain approximation error 
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 1خطای ناشی از گرد کردن اعداد 5-4-9

ذخیره نمود، استفاده از این عدد در  کامپیوترتوان در از ارقام یک عدد را می یبه اینکه تعداد محدودبا توجه 

صورت زنجیروار به نتایج مراحل قبلی های عددی باعث ایجاد خطا خواهد شد و به علت اینکه محاسبات بهروش

بندی خطای ناشی از تقریب شبکه ، موجب گسترش خطا در جواب نهایی خواهد شد. با ریزتر کردنوابسته است

برای کاهش این نوع یابد. اما خطای ناشی از گرد کردن اعداد افزایش می یابدی حل مساله کاهش میزدن دامنه

ورد ی مشود افزایش داد. این امر موجب افزایش حافظهنگهداری می کامیپوترخطا، باید تعداد ارقام یک عدد که در 

 شود.ن زمان حل مینیاز و همچنین بالا رفت

 9معادلات یسازخطای ناشی از گسسته 5-4-5

         یریزتر کردن شبکه باباشد. ی توابع شکل میاین نوع خطا ناشی از تقریب زدن میدان جابجایی به وسیله

که این نیز موجب افزایش تعداد  توان این نوع خطا را کاهش داد.میی توابع شکل بندی و بالا بردن درجهالمان

 شود.ی اطلاعات میمجهولات و در نتیجه افزایش تعداد معادلات و افزایش فضای مورد نیاز برای ذخیره

 

 

 

 

 

                                                 

4 Quadrature and finite arithmetic errors 
2 Approximation error 
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 چهارمفصل 

 ها و نربزاسپلاین

 ها و نربزاسپلاین :چهارمفصل  4
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 مقدمه 4-1

 یترکیبی از روش هندسی )استفاده از تکنولوژی طراحی به وسیله روش تحلیل ایزوژئومتریکبا توجه به این 

اخته پرد روش تحلیل ایزوژئومتریکی باشد لذا در این قسمت به بخش هندسهروش اجزای محدود می کامپیوتر( و

 شود.می

 های نمایش اشکال هندسیفرم 4-9

 و سطوح دو روش عمومی وجود دارد: هاسازی هندسی منحنیبطور کلی برای مدل

  4معادلات ضمنی -4

 2توابع پارامتری -2

),(0صورت گیرد بهقرار می xyی ی ضمنی یک منحنی که در صفحهمعادله yxf شود. این نشان داده می

عنوان مثال دایره به کند. بهمنحنی را بیان می رویمختصات نقاط قرار گرفته  yو  xی ضمنی بین معادله رابطه

),(01صورت شعاع واحد با مرکز در مبدا، به 22  yxyxf شود.نوشته می 

صورت جداگانه با یک تابع صریح از یک متغیر مستقل بیان پارامتریک، مختصات نقاط روی منحنی به یدر معادله

 :شودمی

(1-4                       )                                                                             bayxC   , 

                                                 

4 Implicit equations 
2 Parametric functions 
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بنابراین،  C  مقدار برداری است، که تابعی از متغیر مستقل با یک تابع ی باشد. اگرچه بازهمی],[ ba  اختیاری

دو صورت زیر توان به ی ربع دایره را میشود. معادلهدر نظر گرفته می ]1,0[صورت است، ولی معمولا این بازه به

 نشان داد:

(1-2           )                                                                                            





















sin)(
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0

cos)(

y
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 شوند:معادلات زیر تبدیل می معادلات بالا به 2tan(t( با در نظر گرفتن

(1-9        )                                                                                                    
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 باشد.بنابراین معادلات یک منحنی در حالت پارامتری منحصر به فرد نمی

ی مختصات یک نقطه به عنوان مثال محاسبهباشد های گفته شده دارای معایب و مزایایی میهر کدام از روش

طه قی مقدار تابع با استفاده از مختصات یک نروی منحنی در حالت ضمنی کار مشکلی است. در حالی که محاسبه

 کسازی یک شکل هندسی در کامپیوتر استفاده از فرم پارامتریولی برای مدلدر حالت پارامتریک مشکل است. 

 .[47 ,48] استتر ساده
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 1های بزیرمنحنی 4-5

روش و  9توانیروش ی دو روش عمومی یعنی باشد. در ادامه به مطالعهمی 2اییکی از توابع مهم، توابع چند جمله

های سازی شکلمدلپردازیم. هر چند که هر دو روش از لحاظ ریاضی معادل هستند ولی روش بزیر برای می 1بزیر

 باشد.تر مینویسی مناسبدر برنامه مختلف

 باشد:    صورت زیر میبه nی یک منحنی مبنای توانی مرتبه

(1-1      )                                                                          10,,)(
0

 


 i
n

i

iazyxC 

 که iiii zyxa ,,:بنابراین ، 

(1-5          )                                                                      



n

i

i

i

n

i

i

i

n

i

i

i zzyyxx
000

,,  

 شود:صورت زیر تعریف میبزیر به امnی منحنی درجه

(1-6                  )                                                                               10
0

, 



n

i

iniBC P 

iP و  5ضرایب هندسی موسوم به نقاط کنترلی niB ,
صورت به شود کهنامیده می 6کلاسیک برنشتین ایچندجمله 

 آید:زیر بدست می

                                                 

4 Bézier Curves 

2 Polynomial 
9 Power Basis Form 

1 Bézier 
5 Control Points 
6 Bernstein 
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(1-7)                                                                                                         
 

  ini

ni
ini

n
B





  1

!!

!
,                                                                                                        

 باشد:یر میاین توابع پایه شامل خواص ز

10برای تمام مقادیر  -   ،i ،n  همواره مقدار niB مثبت است ) ,  0, niB .) 

-     110 ,,0  nnn BB 

10جمع مقادیر این توابع در  -   ( برابر واحد است  1
0

, 


n

i

niB   .) 

-  niB ی دارای یک مقدار حداکثر در بازه , 1,0 باشد که در می
n

i
 گیرد.قرار می 

ای ی چندجمله، مجموعهnهر  به ازای - niB  متقارن است. 21نسبت به  ,

 تعریف بازگشتی: -

        1,11,, 1   ninini BBB 

باشد،                             i>nیا  i<0اگر   0, niB 

 شود:صورت زیر محاسبه میمشتقات این توابع به -

      


 1,1,1

,

,  
nini

ni

ni BBn
du

dB
B 

که                                          01,1,1   uBuB nnn 

 باشد:صورت زیر میبه 9ی عنوان مثال منحنی بزیر از درجهبه

(1-8                      )                                                    3

3

2

2

1

2

0

3
13131 PPPPC   

 .نشان داده شده است 4-1شکل که در 
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 9ی : منحنی بزیر درجه4-1شکل 

 ترین خصوصیات منحنی بزیر:مهم

 باشد.چند ضلعی کنترل تقریبا شکل منحنی می -

گیرند )هایی روی منحنی قرار مینقاط کنترلی ابتدایی و انت -    10 1,0 PCPC .) 

 باشد.شیب منحنی در نقاط انتهایی موازی با شیب خط اتصال نقاط کنترلی می -

 و غیره.  -

 اسپلاین-ب یهامنحنی 4-4

ها باشد، بدین علت که در نظر گرفتن تنمناسب نمی بزیرهای برای ایجاد دقیق اشکال پیچیده، استفاده از منحنی

 nعنوان مثال برای برازش یک منحنی بزیر به باشد. بهای برای ایجاد چنین اشکالی مناسب نمییک چندجمله

داریم. استفاده از درجات بالا باعث افزایش حجم محاسبات و همچنین  n-1ای از درجه نقطه نیاز به چندجمله

ای درجه ی چندجملهقطعه mکرد که شامل توان منحنی استفاده که میشود. در صورتیهای عددی میناپایداری

n اسپلاین مطرح شد. -بی اباشد. با توجه به این مطلب توابع پایه 

 .، نشان داده شده استدباشمی nای درجه ی چندجملهقطعه m=3که دارای  C()منحنی  2-1شکل در 
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 با سه قسمت 9ای درجه های قطعهای: منحنی چندجمله2-1شکل 

 اسپلاین -بای توابع پایه 4-4-1

 ی زیر با فرض مجموعه

(1-3                                                                                )                                        121 ,,,  pn       

 ی کهبه شرطشود، که به آن بردار گرهی گفته می

1,,2,11  pniii  

که در آن 
i i4امین گره ،i 2شاخص گره ،p ای و ی چندجملهدرجهn باشداسپلاین می-بای تعداد توابع پایه . 

شود. ولی چنانچه دارای فواصل نابرابر باشند، گفته می 9یکنواختبردار ها دارای فواصل برابر باشند، چنانچه گره

شود. بردار می گفته 5تکرار گرهبه آن که  ه در فضای پارامتریک مجاز استرتکرار گگویند.  1غیریکنواختبردار 

                                                 

4 Knot 

2 Knot Index 
9 Uniform Vector  

1 Non-Uniform Vector  
5 Repeated Knots 
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. ی اسپلاین(ی توابع پایهدرجه p) مرتبه تکرار شده باشد p+1ها شود که اولین و آخرین گرهمینامیده  4بازگرهی 

ای گیرند، ولی در بردارهصورت باز هستند، ابتدا و انتهای منحنی بر روی نقاط کنترلی قرار میدر بردارهای که به

 :شودصورت زیر تعریف میاندارد بهبردارهای گرهی استین انطباق وجود ندارد. که باز نیستند ا

(1-42                                                             )                            



























1

11

1

,,,,,,,,

p

pmp

p

bbaa  

iی اسپلاین درجه-بای امین تابع پایهp مرتبه( یp+1به ،) صورت piN صورت زیر شود و بهنشان داده می ,

 .تعریف خواهد شد

(1-44                                                      )              

 

     













1,1

11

1

1,,

1

0,
0

1

























 



pi

ipi

pi

pi

ipi

i
pi

ii

i

NNN

otherwise

if
N

  

ای یکنواخت برای بردار گره بالاشود. با استفاده از روابط مربوط می 2بوردی-ی بالا به فرمول بازگشتی کاکسرابطه

 ,4,3,2,1 [43] آیدبدست می 9-1شکل صورت اسپلاین به-بای توابع پایه. 

 

ای یکنواخت برای بردار گره 2و  4، 2ی ای مرتبه: توابع پایه9-1شکل  ,4,3,2,1  ([43])مرجع 

                                                 

4 Open Knot Vector 
2 Cox-de Boor recursion formula  
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ای ثابت و خطی اجزای محدود    به ترتیب همان توابع استاندارد تکه p=1و  p=0اسپلاین با -بای توابع پایه

باشد. در ی دو در اجزای محدود میای درجهی دو متفاوت از توابع پایهاسپلاین درجه-بای باشند. توابع پایهمی

 باشد. ن آنها وجود دارد جابجایی نسبت به هم میواقع تفاوتی که بی

ای و بردار گره pی با فرض درجه 121 ,,,  pn  صورت زیر اسپلاین به-بای خصوصیات مهم توابع پایه

 :[47] خواهد بود

-  0,iN است و به غیر از  4ایتابع پله 1,  ii  باشد. مقدار آن صفر می 

 آید:صورت مثلث بریده شده بدست میی توابع بهامین درجهpی محاسبه -









0,4

1,3

2,20,3

3,11,2

2,10,2

3,01,1

2,00,1

1,0

0,0

N

N

NN

NN

NN

NN

NN

N

N

 

p>0 ،برای  - piN  باشد. می p-1ی با درجه ترکیب خطی از دو تابع پایه ,

 دارد. pی ، و درجه تعیین یک بردار گرهی یک مجموعه توابع پایه نیاز به محاسبه -

در صورت مواجه با کسر ( 44-1) یدر رابطه -
0

 گیریم.برابر صفر در نظر می 0

                                                 

4 Step Function 
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ی از بازه خارج اگر  - 1,  pii   ،قرار بگیرد  0, piN  (. این خصوصیت 4محلی کنترل)خصوصیت

 شود.با استفاده از روش مثلثی مشخص می

ی نیمه باز، بازه - 1, ii  ،iتواند طول آنها صفر باشد، زیرا شود، که مینامیده می 2ایی گرهامین دهانه

  باشد.ای مجاز میهای تکراری در بردار گرهاستفاده از گره

 ی گره فرضی،در هر دهانه - 1, jj  ،حداکثر p+1  ازi,pN ( توابع شامل مقدار غیر صفر دارند

pjppj NN ,, ,, .) 

داریم  ، و i ،pبرای تمام  -  0, piN . 

10 جمع مقادیر این توابع در -   ( برابر واحد است  1, 


i

pij

pjN .) 

تمامی مشتقات  - piN ی دلخواه برای هر بازه , 1, ii  .وجود دارد 

p=0 ،به جزء مورد  - piN  دقیقا یک مقدار ماکزیمم دارد. ,

 های داخلی تکرار نباشندچنانچه گره - piN باشد. حال پیوسته می پذیر ومشتقبار  p-1 در هر گره ,

پیوسته خواهد بود. بنابراین افزایش  پذیر ومشتقبار  p-kمرتبه تکرار شده باشد  kانچه یک گره چن

 ود.شهای تکراری باعث کاهش پیوستگی میی تابع باعث افزایش پیوستگی، و افزایش تعداد گرهدرجه

برقرار خواهد  n=m-p-1ی تابع پایه وجود دارد و رابطه n+1باشد، آنگاه  m+1ها برابر اگر تعداد گره -

 بود.

ای باز ی سوم برای بردار گرهای درجهتوابع پایه 1-1شکل در  1,1,1,1,65,32,21,31,61,0,0,0,0 

 . نشان داده شده است

                                                 

4 Local support property  
2 Knot span 
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ای باز ی سوم بردار گرهای درجه: توابع پایه1-1شکل  1,1,1,1,65,32,21,31,61,0,0,0,0 

 اسپلاین-بای مشتقات توابع پایه 4-4-9

و  ی اآید. برای بردار گرهتر بدست میی پایینای درجهین برحسب توابع پایهاسپلا-بای مشتقات توابع پایه

 امین مشتق تابع پایه برابر است با:p ،iای ی چندجملهدرجه

(1-42              )                                                 
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 مشتقات مرتبه بالاتر برابر است با:

(1-49                )                
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N

d
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 باشد:ابل محاسبه میصورت زیر نیز قالبته به

(1-41                                    )                                                
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10,0  

ikpi

k

k












1

0,1

0, 

1,,1
1

1,1,1

, 








kj

jikjpi

jkjk

jk 



 

kipi

kk

kk















1

1,1

, 

که  


pik

k

N
d

d
,

ای ام تابع پایهkی مشتق مرتبه  piN  pنبایستی از مقدار  kباشد. باید توجه شود که مقدار می ,

            گیریم. ر در نظر میتجاوز نماید. هر گاه مخرج کسر در روابط بالا برابر صفر شود، کل کسر مساوی صف

 . [47] ی روابط بالا نوشته شده استبرای محاسبهمناسبی  هایالگوریتم

 لایناسپ-بهای منحنی 4-4-5

 شود:صورت زیر تعریف میبه pی با درجهلاین اسپ-بهای منحنی

(1-45                )                                                                                       baNC i

n

i

pi 


 P
1

, 

مجموعه نقاط کنترلی و  }iP{که در آن  piN  رکه بر روی بردا دباشاسپلاین می-ام بpی ی درجهتوابع پایه ,

عی آید، چند ضلضلعی که با استفاده از نقاط کنترل بدست می چند. شوند( تعریف می42-1)گرهی غیریکنواخت 

 شود. نامیده می 4یکنترل

 :اسپلاین به ازای یک مقدار مشخص -ی موقعیت یک نقطه بر روی منحنی بمراحل محاسبه

                                                 

4 Control Polygon  
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 در آن قرار گرفته است. ای که یافتن بازه -

 .ی غیر صفر مربوط به ی توابع پایهی کلیهمحاسبه -

 ی غیر صفر در نقاط کنترلی مربوط به آن.ضرب مقدار توابع پایه -

ای باز غیریکنواخت بردار گرهبا  5-1شکل  ی دوی درجهتوابع پایه عنوان مثال با در نظر گرفتنبه

 5,5,5,4,4,3,2,1,0,0,0 [1] آیدای بدست میای این بردار گرهاز توابع پایه 6-1شکل ، منحنی. 

 

ای باز غیریکنواخت ی دوم بردار گرهای درجه: توابع پایه5-1شکل  5,5,5,4,4,3,2,1,0,0,0 

 
 نقاط کنترل( ) 5-1شکل ای توابع پایهبا استفاده از اسپلاین -ب: منحنی 6-1شکل 

 :[47]اسپلاین -بهای منحنیبرخی از خصوصیات 

و  n=pاگر  - 1,,1,0,,0   شود.اسپلاین تبدیل به یک منحنی بزیر می-بباشد، منحنی 

نقاط کنترلی ابتدایی و انتهایی روی منحنی قرار دارند ) -    nPCPC  1,0 0
  .) 
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است این نگاشت را بر روی نقاط کنترلی منحنی اعمال  برای اعمال یک نگاشت بر روی منحنی کافی -

 کنیم.

 گیرد. یم تمام نقاط منحنی در داخل چندضلعی کنترلی محدب ایجاد شده به وسیله نقاط کنترلی قرار -

کند. تغییر می ]i+p+1, i(ی فقط در داخل بازه )iP ،)C: با جابجایی 4ای()ناحیه قابلیت اصلاح محلی -

چون برای  1,  pii  ،)=0(i,pN 4ی کنترلی با تغییر نقطه 7-1شکل باشد. مانند میP 4بهP 

ی هایی از منحنی که داخل بازهفقط قسمت  کند.قرار دارند تغییر می 1,41

 

ای بر روی بردار گره 9: منحنی درجه 7-1شکل  1,1,1,1,43,21,41,0,0,0,0 

باشد؛ این تقریب با اضافه کردن گره یا بالاتر ای از منحنی میچندضلعی کنترل تقریب خطی تکه -

 شود.بردن درجه بهتر می

 یابد.متناظر با آن( تغییر می iP)و  (i,pN(با عبور از یک گره،  -

                                                 

4 Local Modification Scheme 
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فقط یک ترکیب خطی از      )C(کند )چون پیروی می (i,pN(از  )C(پذیری پیوستگی و مشتق -

)(i,pN بنابراین، می .)باشد)C( باشد و پذیر میطور نامحدود پیوسته و مشتقها بهدر نقاط بین گره

 تعداد تکرار گره مورد نظر(.   kباشد )پذیر و پیوسته میمرتبه مشتق p-kای رهدر روی نقاط گ

 اسپلاین-بهای مشتقات منحنی 4-4-4

اگر   kC  برابرk امین مشتق)C( :باشد، برابر است با 

(1-46                                                                  )                                                       i

n

i

k

pi

k NC P 



0

, 

 اسپلاین-بسطوح  4-3

 4ی کنترلبا در نظر گرفتن شبکه 
ji,P ،ni ,,2,1  ،mj ,,2,1   بنابراین تعداد نقاط کنترلی برابر(

(n+1)(m+1)) ، ای های چندجملهمرتبهوp  وq ،ایبردارهای گره همچنین 
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1,1,,,0,,0,1,1,,,0,,0
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صورت زیر تعریف اسپلاین به-بگره باشد، سطح  s+1دارای  گره و  r+1دارای   ایکه بردار گرهطوریبه

 شود:می

(1-47             )                                                                                       jiqj

n

i

m

j

pi MNS ,,

1 1

,, P 
 

 

                                                 

4 Control Net  
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که  piN و  , qjM متناظر با بردارهای  ،qو  pی ی مرتبهاسپلاین تک متغیره-بای به ترتیب توابع پایه ,

 باشد.می  و ای گره

 : و اسپلاین به ازای مقادیر -ی موقعیت یک نقطه روی سطح بمراحل محاسبه

ای که یافتن بازه - 1,  ii  .در آن قرار گرفته است 

ای غیر صفر ی توابع پایهی کلیهمحاسبه -    pippi NN ,, ,,. 

ای که یافتن بازه - 1,  jj  .در آن قرار گرفته است 

ای غیر صفر ی توابع پایهی کلیهمحاسبه -    qjqqj NN ,, ,,. 

 ی غیر صفر در نقاط کنترلی منتاظرشان.ضرب مقدار توابع پایه -

و دو بردار گرهی   p=q=2با فرض به عنوان مثال  1,1,1,53,52,0,0,0  و 1,1,1,54,21,51,0,0,0 

مقدار   ?53,51 C: 

   54,2153,53,5251 4432   

بنابراین مقدار  53,51C :برابر است 
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 .[47] دهدین را نشان میاسپلا-بای از سطوح نمونه 8-1شکل  
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و  {0,0,0,0,1/4,1/2,3/4,1,1,1,1}=؛ (4,2)M(4,3N(مکعبی.  ای مربعی : توابع پایه8-1شکل 

H={0,0,0,1/5,2/5,3/5,4/5,1,1,1} 

 اسپلاین:-بخصوصیات مهم سطوح 

داریم  i ،j ،p ،q ، ،: برای تمام 4غیر منفی -    0,,  pjpi MN   

: برای تمام 2مقدار واحد -     1,01,0,  ؛   
 


n

i

m

j

pjpi MN
0 0

,, 1 

اگر  -  ی مستطیلی بیرون از ناحیه ,   
11 ,,   qjjpii   باشد؛    0,,  qjpi MN        

 .(8-1شکل )

باشد، بنابراین  0qو  0pاگر  -    qjpi MN  (.8-1شکل ) باشددقیقا دارای یک ماکزیمم می ,,

جابجا شود، فقط در مستطیل  i,jPقابلیت اصلاح محلی: اگر  -   
11 ,,   qjjpii   تغییر ایجاد

  شود. می

                                                 

4 Non-negativity  
2 Partition of unity  
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 اسپلاین-بمشتقات سطوح  4-3-1

با در نظر گرفتن   ثابت، مشتقات جزئی  ,  ,S :برابر است با 

(1-48                       )                                                                         
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 نربز یهامنحنی 4-6

رای باشد. بمی غیرهسازی اشکال هندسی دارای انحناء مانند دایره و اسپلاین مدل-ی بیکی از معایب توابع پایه

 pی رجهدمنحنی نربز یک  شدند. یدار کردن این توابع، توابع نربز معرفبرطرف کردن این مشکل با کسری و وزن

 شود:صورت زیر تعریف میبه

(1-43                  )                                                                          
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امین (i,p{N ،p{(مترهای وزنی، و اپار w}i{دهند(، نقاط کنترلی )که چندضلعی کنترل را تشکیل می }iP{که 

 وند:شکه به صورت زیر تعریف می غیریکنواختو اسپلاین روی بردار گره غیر متناوب -بای ی توابع پایهدرجه























1

11

1

,,,,,,,,

p

pmp

p

bbaa  

 و  iبرای تمام  0iw<، و a=0 ،b=1با در نظر گرفتن 
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 شود:صورت زیر نوشته میبه (43-1)ی رابطه
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(1-24               )                                                                                                          



n

i

ipiRC
0

, P 

  piR ,
 3-1شکل در  باشد.توابع پایه میباشند و خصوصیات آن مشابه همان می 4ی گویای توابع پایهمجموعه 

 .[43] اسپلاین مقایسه شده است-منحنی نربز با منحنی ب

 

 

 اسپلاین-ی منحنی نربز با منحنی بمقایسه: 3-1شکل 

 های نربزمشتقات منحنی 4-6-1

ای هباشند، به علت اینکه منحنیهای بالایی میهایی با توانبطور کلی مشتقات توابع گویا پیچیده و دارای مخرج

ی رابطهز های نربی مشتقات منحنیباشند، مشتقات آنها کمی مشکل است. به منظور محاسبهصورت گویا مینربز به

 گیریم:را در نظر میزیر 

(1-22              )                                                                                                            w
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w NC P
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,                                                                                                   

 که در آن

                                                 

4 Rational Basis Function 
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کنیم ی مشتقات منحنی فرض میبرای محاسبه 
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 کنیم:برای مشتقات بالاتر از قانون لایبنیتز استفاده می

(1-21               )                                                                          
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 برابر است با: C()مشتق نقاط ابتدایی و انتهایی 

(1-25                                                                                                            )
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 خواص منحنی نربز 4-6-9

 شود:منحنی نربز اشاره میمهم برخی از خواص به در این قسمت 

 .(i,pR(≤0داریم  [0,1]و  i ،pبرای تمامی غیرمنفی:  -

داریم  [0,1]مقدار واحد: برای تمام  -  1
0

, 


n

i

piR . 
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-     110 ,,0  pnp RR 

 باشد.دارای یک مقدار ماکزیمم می [0,1]ی در بازه p>0 ،)(i,pRبرای  -

ی فرضی، در ی گره. همچنین در هر دهانهi+p+1,i[ ،)=0(i,pR[خاصیت کنترل محلی: برای  -

p+1  از)(i,pR .مخالف صفر خواهد بود 

 است. (i,pR(حالت خاصی از  i,pN)(. یعنی i,pR)(i,p)=N(باشد آنگاه  1iw=اگر  -

 .  و غیره -

 سطوح نربز  4-7

صورت زیر تعریف توان بهباشد، می در راستای  qی و درجه در راستای  pی چنانچه سطح نربز دارای درجه

 کرد:

(1-26                                       )                                     
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ji,P باشد که در دو جهت تعریف شده است، ی کنترلی میشبکه jiw ,

، و ی مربوط به نقاط کنترلهاوزن   piN ,
 

و   qiM ,
 :باشندی زیر میروی بردارهای گره 4اسپلاین-ی غیر گویا بتوابع پایه 
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 .s=m+q+1و  r=n+p+1که 

                                                 

4 Nonrational B-Spline Basis Function 
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 ای نسبی زیربا در نظر توابع پایه

(1-27                                                               )                                 
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 شود:صورت زیر نوشته میبه (26-1)ی رابطه

(1-28                               )                                                                               
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 نشان داده شده است. 42-1شکل در سطح نربز  ای از نقاط کنترلی ونمونه

 

 کنترلی و سطح نربزی مثالی از شبکه: 42-1شکل 

 مشتقات سطوح نربز 4-7-1

منظور  بدینکنیم. مشتقات منحنی نربز استفاده میی محاسبهاز روش ی مشتقات سطوح نربز به منظور محاسبه

 باشد. یا  تواند می دهیم که نشان می ,(S(را با  ),S(مشتق سطح 

(1-23                                                                                        ) 
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 برای مشتقات بالاتر نیز داریم:
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 ( داریم:94-1)ی با توجه به رابطه

(1-92  )                                                                                                 
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 سطوح نربزخواص  4-7-9

 برخی از خواص مهم سطوح نربز به شرح زیر است:

 .,(i,jR(≤0داریم  و  i ،j ،غیرمنفی: برای تمام مقادیر  -

داریم  )),[0,1]×[0,1]مقدار واحد: برای تمام مقادیر  -  1,
0 0

, 
 

n

i

m

j

jiR . 

 .0,(i,jR=(باشد آنگاه  )j+q+1, j[×)i+p+1,i[),(خاصیت کنترل محلی: اگر  -

در هر مستطیل دلخواه  -   11 0000
,,   iiii   در بیشتر از(p+1)(q+1) ای غیر صفر هستند.توابع پایه 

 فقط یک ماکزیمم دارد. ,(i,jR(باشد؛  q>0و  p>0اگر  -

 .و غیره -
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 پنجمفصل 

استفاده از روش ایزوژئومتریک در دینامیک سیالات 

 محاسباتی

 ایزوژئومتریک در دینامیک سیالات محاسباتی استفاده از روشفصل پنجم:  3
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 مقدمه 3-1

های نوشته شده در . تمامی برنامهپردازیممی مسئلهحل چند در این فصل با استفاده از روش ایزوژئومتریک به 

با پخش  یپردازیم. در این قسمت معادلهمی 4ی پخشمعادله به کاربرددر ابتدا باشد. می افزار متلبمحیط نرم

ر شود. دبا حل دقیق مقایسه می اثرات تعداد نقاط کنترلی سازی شده و برای بررسیروش ایزوژئومتریک مدل

گیرد و نتایج با روش اجزای بخش بعدی توزیع سرعت در کانال شیبدار با جریان یکنواخت مورد بررسی قرار می

نظمی باشد. همچنین اثرات بیی کارایی این دو روش در حل مسائل میدف مقایسهشود که همحدود مقایسه می

ش ی این بخگیرد. در ادامهمورد بحث قرار می غیرهو  تعداد نقاط کنترلی ،بردار گرهی نوعنقاط کنترل، انتخاب 

 توانایی روش شود که هدف بررسیسازی جریان غیرچرخشی اطراف مانع مستطیلی و دایروی پرداخته میبه مدل

باشد. در انتهای این فصل با روش ایزوژئومتریک شکست ی دارای انحناء میسازی هندسهایزوژئومتریک در مدل

شود. هدف از این بخش بررسی های بدون شبکه و اجزای محدود مقایسه میسازی شده و با نتایج روشسد مدل

ندی بهای مختلف تغییر کرده و نیاز به شبکهدر زمان بندیروش ایزوژئومتریک در مسائلی است که شبکه یکارای

   باشد.مجدد می

  پخشی حل معادله 3-9

اوانی کاربرد فر غیرهو  دینامیک سیالات محاسباتیدر مکانیک جامدات،  است کهی ی پخش یکی از معادلاتمعادله

. در این قسمت به حل [46]مشخص شده است  4-5جدول  ی پخش درهای از کاربردهای معادلهمثال دارد.

شود.ی پخش با روش ایزوژئومتریک پرداخته میمعادله

                                                 

4 Diffusion 



 

 

 

ی پواسون معادلههای از کاربرد : مثال4-5جدول   fuk   ([46])مرجع  .

 u k f کاربرد
x

u

x

u
q








,, 

 جریان حرارتی  q منبع حرارتی قابلیت هدایت k درجه حرارت T 1انتقال حرارت

 9آلجریان غیرچرخشی سیال ایده
 تابع جریان  برابر صفر()معمولا  تولید جرم چگالی u

y
v

x









 
, 

 پتانسیل سرعت  معمولا برابر صفر( تولید جرم چگالی( v
y

u
x









 
, 

 پمپ( Q-) دبی Q نفوذپذیری K هد پیزومتری  5جریان آب زیرزمینی
نشت 

n
Kq





 

سرعت 
y

Kv
x

Ku











, 

 تابع تنش  4عضوهای با سطح مقطع ثابت پیچش
k=1 

G مدول برشی 
f=2 

 ی پیچش بر طول واحدزاویه xzyz
y

G
x

G  








, 

 چگالی شار جابجایی nD چگالی بار  الکتریکثابت دی  پتانسیل اسکالر  3ی ساکنالکتریسته

 چگالی شار مغناطیسی nB چگالی بار  نفوذپذیری مغناطیس  پتانسیل مغناطیس  6ساکن سیمغناط

 نیروی عمودی q صورت عرضیبار توزیع شده به کشش عضو T خیز عرضی u 7خیز عرضی اعضای الاستیک

                                                 

4 Heat transfer 
2 Irrotational flow of an ideal fluid 

9 Groundwater flow 
1 Torsion of members with constant cross-section 

5 Electrostatics 
6 Magnetostatics 

7 Transverse deflection of elastic.membranes 
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 ی پخش شرایط مرزی معادله 3-9-1

 گیریم:ی زیر را در نظر میی پخش با روش ایزوژئومتریک معادلهسازی معادلهبرای مدل

(5-4                                                                                                              )yx
y

u

x

u
 sinsin2 2

2

2

2

2










 

 حل تحلیلی معادلهو شرایط مرزی دریشله روی تمامی مرزها،  4-5شکل نشان داده شده در  هندسیبا شرایط 

 :[49] برابر است با

(5-2                                                                                                                            )           yxyxu  sinsin,  

 نشان داده شده است. 2-5شکل که در 

 

 (4-5)ی : ابعاد هندسی معادله4-5شکل 

را با شرایط مرزی دریشله در  9-5شکل برای بررسی کارایی بهتر روش ایزوژئومتریک هندسه مشخص شده در 

 دهیم.مرزها، مدنظر قرار میتمامی 

 



 فصل پنجم                                   استفاده از روش ایزوژئومتریک در دینامیک سیالات محاسباتی

 

57 

 

 

 4-5شکل ( با شرایط هندسی 4-5)ی : حل معادله2-5شکل 

 

 سازی با روش ایزوژئومتریکگرفته برای مدل: شرایط هندسی در نظر 9-5شکل 
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 ی پخش سازی روش ایزوژئومتریک معادلهمدل 3-9-9

سازی با برای مدلباشد. ( میp=q=2) 2سازی روش ایزوژئومتریک برابر ی توابع نربز بکار رفته برای مدلدرجه

 1-5کل شگیریم که در می در نظربا بردار گرهی مربوطه ی کنترل شبکهنوع سه استفاده از روش ایزوژئومتریک 

  در نظر گرفته شده است. نقطه 66و  28، 45سازی تعداد نقاط کنترلی به ترتیب برای مدلنشان داده شده است. 

 نشان داده شده است. 5-5شکل ی کنترلی در نقطه 66نتایج حاصل از روش ایزوژئومتریک با 

 یی بهتر و بررسی اثرات نقاط کنترلی درصد خطا حاصل از روش ایزوژئومتریک با جواب دقیق معادلهبرای مقایسه

 نشان داده شده است. 2-5جدول ، در 6-5شکل ( در نقاط نشان داده شده در 5-2)

 2-5 جدولشود که نتایج نشان داده شده در تر میکاملا مشخص است با افزایش نقاط کنترل جواب نتایج دقیق

 باشد. این مطلب میی مشخص کننده

 شود.های بعدی بحث میبررسی اثراتی مانند؛ نوع بردار گرهی، چیدمان نقاط کنترلی و غیره در بخش

 سازی توزیع سرعت در کانال شیبدار با جریان یکنواختمدل 3-5

ک ایزوژئومتریدر این قسمت به بررسی توزیع سرعت در کانال شیبدار با جریان یکنواخت با استفاده از روش 

 کانال شیبدار با مقطع مستطیلی نشان داده شده است. 7-5شکل شود. در پرداخته می

 8-5شکل انال یکسان در تفاوت توزیع سرعت در راستای کانال در جریان آرام و جریان آشفته با دبی و ابعاد ک

شود در جریان آرام تغییرات سرعت با شتاب بیشتری نسبت به طور که مشاهده میمشخص شده است. همان

 (.3-5شکل گیرد )جریان آشفته صورت می
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=[0 0 0 0.5 0.5 1 1 1] 

= [0 0 0 1 1 1] 

 

=[0 0 0 0.25 0.5 0.5 0.75 1 1 1] 

= [0 0 0 0.5 1 1 1] 

 

=[0 0 0 0.125 0.25 0.375 0.5 0.5 0.625 0.75 0.875 1 1 1] 

= [0 0 0 0.25 0.5 0.75 1 1 1] 

 
ایزوژئومتریکسازی با : نقاط کنترلی و بردارهای گرهی برای مدل1-5شکل 
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 ی کنترلینقطه 66 با( 4-5)ی : نتایج حاصل از روش ایزوژئومتریک معادله5-5شکل 

 

 ی درصد خطا: نقاط مشخص شده برای محاسبه6-5شکل 
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 نقاط کنترلی مختلف با روش ایزوژئومتریکی نتایج : مقایسه2-5جدول 

X Y Exact 
Iso Err. Iso % 

CP=15 CP=28 CP=60 CP=15 CP=28 CP=60 

-0.75 0.25 -0.5 -0.27 -0.48 -0.49 -45.82 -3.48 -1.37 

-0.75 0.5 -0.71 -0.31 -0.65 -0.69 -56.16 -8.08 -2.14 

-0.75 0.75 -0.5 -0.21 -0.46 -0.49 -57.94 -8.00 -1.59 

-0.5 0.25 -0.71 -0.35 -0.68 -0.70 -51.21 -3.79 -0.73 

-0.5 0.5 -1 -0.45 -0.99 -1.00 -54.80 -0.57 -0.19 

-0.5 0.75 -0.71 -0.32 -0.65 -0.72 -54.15 -7.84 1.60 

-0.25 0.25 -0.5 -0.22 -0.46 -0.50 -55.54 -8.00 0.82 

-0.25 0.5 -0.71 -0.41 -0.64 -0.71 -41.88 -9.49 -0.11 

-0.25 0.75 -0.5 -0.34 -0.47 -0.49 -32.14 -6.00 -2.46 

0 0.25 0 0.10 0.04 -0.01 20.00 8.00 -1.80 

0 0.5 0 0.16 0.03 0.01 32.00 0.03 2.00 

0 0.75 0 -0.26 0.04 0.01 -52.00 7.20 2.04 

Root-Mean-Square Error (RMSE)= 0.31 0.04 0.01 

 

 

 : جریان در کانال شیبدار7-5شکل 

 

 ی پروفیل سرعت در جریان آرام و آشفته: مقایسه8-5شکل 
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 جریان یکنواخت کانال شیبدار با نمایش پروفیل سرعت، تنش برشی و تغییرات سرعت در : 3-5شکل 

 معادلات حاکم بر جریان در کانال شیبدار با جریان یکنواخت 3-5-1

 شود:ی ممنتوم در راستای جریان در کانال شیبدار به صورت زیر نوشته میمعادله

(5-9               )                             
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شیب کانال،  چگالی،  شتاب جاذبه،  gفشار،  z ،Pو  x ،yهای سرعت در راستای مولفه wو  u ،vدر این رابطه 

 است:های زیر برقرار و همچنین جریان یکنواخت عبارت باشد. در جریان پایدارلزجت سینماتیکی می 

(5-1         )     
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به صورت شیبدار  در کانال( 9-5) ممنتوم ی( معادله1-5) یمعادله بیان شده در بنابراین با در نظر گرفتن شرایط

 زیر نوشته خواهد شد:

(5-5 )                                                           
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 حل تحلیلی این معادله در پیوست آمده است.
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 سازی معادله با استفاده از روش ایزوژئومتریکگسسته 3-5-9

)تقریبا مشابه روش اجزای محدود  انجام دادتوان به صورت زیر سازی را میفرآیند روش ایزوژئومتریک برای مدل

فته شد طور که گباشد و دیگری اینکه همانترین آن استفاده از توابع شکل نربز میشود با چند تفاوت، که مهممی

ی مدنظر با استفاده از تکنیک نربز . در اولین مرحله هندسهشود(در روش ایزوژئومتریک ابتدا هندسه ساخته می

)در این مثال به  استفاده کرد 4وصلهتوان از چند ی مسئله میپیچیده بودن هندسه در صورتد. شوساخته می

 امتریکایزوپاری بعد با الهام گرفتن از مفهوم در مرحله. توجه به ساده بودن مسئله از یک وصله استفاده شده است(

سرعت، سرعت متغیر مجهول  ی توزیعروش اجزای محدود، هندسه و همچنین متغیرهای مجهول )در مسئله

 هایهای گوناگونی مانند روششوند. سپس با استفاده از روشاست( با استفاده از توابع نربز تقریب زده می

د، که منجر به شونمقادیر تقریب زده در روابط بدست آمده جایگزین می غیرهو  9وردشی ،2های وزنیباقیمانده

               9-9)با توجه به مطالب گفته شده در بخش معادلات  حل این دستگاه شود. باتشکیل دستگاه معادلات خطی می

 شود.متغیرهای مجهول در نقاط کنترلی محاسبه می شود(ترین روش انتخاب میمناسب

مراجعه  [46] ی بیشتر به مرجعشود )برای مطالعهاستفاده می 1ازی از روش مرسوم شکل ضعیفسبرای گسسته

صورت زیر بدست به 6و خطی 5های دوخطیبا روش شکل ضعیف بخش (5-5)ی سازی معادلهبا گسستهشود(. 

 آید:می

(5-6                                                                                    )                    dxdy
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4  Patch 
2  Weighted residual method 

9  Variational method 
1  Weak Form 

5  Bilinear 
6  Linear  
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 و

(5-7 )                                                                                                                                     
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مقدار ثابت  αتابع وزن،  wکه در این روابط 
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 باشد. میn شود:صورت زیر تعریف میبه 
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 آید:به صورت زیر بدست می تابع  uبه عنوان متغیر  wبا در نظر گرفتن 

(5-3                                                                                                                            )           uluuB  ,
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 ( داریم:3-5)ی ( در رابطه7-5)( و 6-5)با قرار دادن روابط 

(5-42                                                                          ) 
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توابع مجهول با استفاده های ایزوپارامتریک اجزای محدود و یا روش بدون شبکه، متغیرهای هندسی و همانند روش

 شوند بنابراین:از تابع نربز تقریب زده می

(5-44                                                                                                             )
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که   ,,

,

qp

jiR  ،تابع نربز  و  ،مقادیر گرهی بین صفر و یکi,jX  وi,jY  مختصات نقاط کنترلی وi,ju  مختصات

z باشند. می 

( و در نظر 7-2)ی باشد، بنابراین با استفاده از رابطهمی و  ( تمام متغیرها برحسب پارامترهای 44-5)در روابط 

 نگرفتن شرایط مرزی و 

(5-42                                                                                                         )                           dJddxdy  

 شود:( به صورت زیر می42-5)ی رابطه

(5-49                                   )     
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 شرایط مرزی جریان در یک کانال 3-5-5

طور که مشخص است مشخص شده است. همان 42-5شکل ریان یکنواخت در کانال در شرایط مرزی حاکم بر ج

 است. 2ی مرزها دارای شرط مرزی دریشلهباشد و در بقیهمی 4در سطح آب که دارای شرط نیومن

                                                 

4  Neumann 
2  Dirichlet 
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 شیبدار با مقطع مستطیلی: ابعاد کانال 42-5شکل 

 سازی جریان در کانال شیبدار با استفاده از روش ایزوژئومتریکمدل 3-5-4

نشان  44-5شکل در سازی جریان در کانال شیبدار با روش ایزوژئومتریک نقاط کنترلی در نظر گرفته برای مدل

نقاط کنترلی با فواصل برابر در و باشد میعدد  96طور که مشخص است تعداد نقاط کنترلی همان داده شده است.

 اند.کنار یکدیگر قرار گرفته

 

 سازی کانال شیبدارنقاط کنترلی برای مدل: 44-5شکل 

 و به صورت زیر در نظر گرفته شده است:( p=q=2درجه دو )در هر دو راستا بردار گرهی 
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== [0 0 0 0.25 0.5 0.75 1 1 1] 

این بردار گرهی در  4یباشد. فضای پارامتری و فضای اندیکسگرهی یکنواخت می بردار ،هاگره به علت فواصل برابر

 نشان داده شده است. 42-5شکل 

 42-5شکل اد هندسی ( با در نظر گرفتن شرایط مرزی و ابع5-5)ی نتایج حاصل از روش ایزوژئومتریک برای رابطه

 (.s2g=9.81 m، o=1/نمایش داده شده است )با فرض  49-5شکل ی کنترلی در نقطه 96و 

  
 ب( فضای اندیکسی            الف( فضای پارامتری                                                                

 == [0 0 0 0.25 0.5 0.75 1 1 1]بردار گرهی  ی: فضای پارامتری و فضای اندیکس42-5شکل 

                                                 

4 Index Space   
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 (m/s)برحسب  44-5شکل : نتایج روش ایزوژئومتریک برای سرعت در کانال شیبدار با استفاده از نقاط کنترلی 49-5شکل 

 ی نتایج روش ایزوژئومتریک و روش اجزای محدودالف( مقایسه

( را با هر دو 5-5)ی برای بررسی کارایی روش ایزوژئومتریک در برابر روش اجزای محدود معادلهدر این قسمت 

در نظر  44-5شکل ترل کنیم. در روش ایزوژئومتریک نقاط کنسازی و نتایج حاصل را با هم مقایسه میروش مدل

سازی روش اجزای محدود نیز تعداد نقاط باشد. در مدلمی 96گیریم بنابراین تعداد مجهولات و تعداد معادلات می

دول جکنیم. نتایج حاصل در مستطیلی برای حل معادله استفاده میگیریم و از المان در نظر می 96گرهی را برای 

 صورت زیر بدست آمده است:درصد خطا به آورده شده است. 5-9

درصد خطا =  
جواب دقیق − (یا اجزای محدود) جواب ایزوژئومتریک

جواب دقیق
× 100 

 (m/s)برحسب  کانال شیبدارسازی اجزای محدود و روش ایزوژئومتریک در مدل ی نتایج روشمقایسه :9-5جدول 

X Y Exact Iso FE Err. Iso % Err. FE % 
0.2 0.2 0.0662 0.0674 0.0607 -1.81 8.35 
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0.4 0.2 0.0936 0.0939 0.0801 -0.35 14.41 
0.5 0.2 0.0969 0.0971 0.0755 -0.3 22.02 
0.2 0.4 0.0991 0.0992 0.0856 -0.18 13.56 
0.4 0.4 0.1445 0.1445 0.1143 0.01 20.94 
0.5 0.4 0.1500 0.1502 0.1090 -0.13 27.31 
0.2 0.6 0.1157 0.1158 0.0958 -0.11 17.15 
0.4 0.6 0.1711 0.1710 0.1287 0.03 24.79 
0.5 0.6 0.1779 0.1778 0.1235 0.03 30.56 
0.2 0.8 0.1235 0.1236 0.0990 -0.1 19.86 
0.4 0.8 0.1836 0.1836 0.1338 0.02 27.16 
0.5 0.8 0.1911 0.1911 0.1294 -0.01 32.27 
0.2 1 0.1258 0.1258 0.0999 -0.03 20.59 
0.4 1 0.1873 0.1873 0.1281 0.02 31.62 
0.5 1 0.1950 0.1950 0.1285 -0.02 34.07 

Root-Mean-Square Error (RMSE)= 0.0003 0.04 

توان کارایی روش ایزوژئومتریک در برابر روش اجزای محدود را به وضوح مشاهده کرد. می 9-5جدول با توجه به 

باشد. در حالی در روش اجزای محدود با همان بسیار کمی می مربعات نیانگیجذر م یخطادر روش ایزوژئومتریک 

عث نقاط گره را بیشتر کرد که باباشد و برای رسیدن به خطای مناسب باید تعداد می مقدار بیشتر تعداد معادلات

ی اطلاعات ی مورد نیاز برای ذخیرهافزایش تعداد معادلات و در نتیجه افزایش زمان حل و همچنین افزایش حافظه

 شود. می

 نظمی نقاط کنترل در روش ایزوژئومتریکب( بررسی اثرات بی

پردازیم. هدف از نظمی نقاط کنترل بر روی حل معادلات در روش ایزوژئومتریک میادامه به بررسی اثرات بی در

طور مانه باشد.شوند میاین قسمت بررسی کارایی روش ایزوژئومتریک در مسائلی که با دیدگاه لاگرانژی حل می

در ه ی ایجاد شدباشند و بنابراین شبکهرکت میدانیم در دیدگاه لاگرانژی نقاط نسبت به زمان در حال حکه می

که در ابتدای حل مسئله نقاط کنترلی دارای فواصل و در صورتی  شوددر طول زمان دچار تغییر می در این دیدگاه

خود  یهای بعدی نقاط کنترل به صورت نامنظم شده و نظم و ترتیب اولیهبرابر و منظم باشند پس از حل در زمان

 . برایگیرد(ی شکست با دیدگاه لاگرانژی مورد بررسی قرار میهای بعدی مسئله)در بخش دهندمی را از دست
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ر کنترلی، یکی منظم و یکی دیگ یشبکهنظمی نقاط کنترلی در روش ایزوژئومتریک دو نوع بررسی اثرات بی

 گیریم. با تعداد نقاط کنترلی یکسان در نظر می 41-5شکل نامنظم، مطابق 

شود. با در نظر استفاده می == [0 0 0 0.25 0.5 0.75 1 1 1]صورت در هر دو حالت بردار گرهی درجه دو و به

خواهد شد. با در نظر گرفتن دو نوع  42-5شکل گرفتن این بردار گرهی فضای پارامتری و فضای اندیکسی مطابق 

نشان داده شده است.  45-5شکل و  1-5جدول وژئومتریک در نتایج حاصل از روش ایز 41-5شکل نقاط کنترلی 

درصد متوسط خطای مطلق  41-5شکل نظمی بسیار زیاد در طور که مشخص است با مدنظر قرار دادن بیهمان

باشد. بنابراین روش ایزوژئومتریک در برابر جابجایی در این حالت نسبت به نقاط کنترلی منظم چندان زیاد نمی

بررسی  توان برایباشد و از این خاصیت بسیار مهم میپذیر میطافنقاط کنترلی )البته نه هر جابجایی( بسیار انع

 کنند )مانند دیدگاه لاگرانژی( استفاده نمود.  مسائلی که نقاط کنترلی در مراحل مختلف تغییر مکان پیدا می

 

  

 ب( نقاط کنترلی نامنظم                                        الف( نقاط کنترلی منظم                              

 : نقاط کنترلی منظم و نامنظم برای بررسی اثرات نامنظمی نقاط کنترلی41-5شکل 

 (m/s)برحسب  ایزوژئومتریکی نتایج اثرات منظمی یا نامنظمی نقاط کنترلی روش مقایسه: 1-5جدول 

X Y Exact 
Iso Err. Iso % 

regularity irregularity regularity irregularity 

0.2 0.2 0.0662 0.0674 0.0657 -1.81 0.79 
0.4 0.2 0.0936 0.0939 0.0992 -0.35 -6.04 
0.5 0.2 0.0969 0.0971 0.0996 -0.3 -2.84 
0.2 0.4 0.0991 0.0992 0.1001 -0.18 -1.08 
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0.4 0.4 0.1445 0.1445 0.1448 0.01 -0.19 
0.5 0.4 0.1500 0.1502 0.1512 -0.13 -0.82 
0.2 0.6 0.1157 0.1158 0.1179 -0.11 -1.96 
0.4 0.6 0.1711 0.1710 0.1745 0.03 -1.99 
0.5 0.6 0.1779 0.1778 0.1853 0.03 -4.19 
0.2 0.8 0.1235 0.1236 0.1265 -0.1 -2.47 
0.4 0.8 0.1836 0.1836 0.1877 0.02 -2.22 
0.5 0.8 0.1911 0.1911 0.1909 -0.01 0.08 
0.2 1 0.1258 0.1258 0.1350 -0.03 -7.31 
0.4 1 0.1873 0.1873 0.1880 0.02 -0.34 
0.5 1 0.1950 0.1950 0.1930 -0.02 0.99 

Root-Mean-Square Error (RMSE)= 0.0003 0.004 

  

 ب( نقاط کنترلی نامنظم                                                          الف( نقاط کنترلی منظم                 

 (m/s)برحسب  41-5شکل : نتایج حاصل از نقاط کنترلی 45-5شکل 

 ج( بررسی اثرات بردار گرهی در روش ایزوژئومتریک

عوامل موثر در رسیدن به جواب مطلوب در روش ایزوژئومتریک انتخاب صحیح و مناسب بردار گرهی از یکی 

 شود. یم منظور سه نوع بردار گرهی زیر انتخاب پردازیم بدینباشد. در این بخش به بررسی انواع بردار گرهی میمی

== [0 0 0 0.25 0.5 0.75 1 1 1]  4بردار گرهی 

== [0 0 0 0.1 0.2 0.3 1 1 1] 2 بردار گرهی 

== [0 0 0 0.1 0.4 0.8 1 1 1]  9بردار گرهی 
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باشد. در حالی که دو بردار گرهی میبردار گرهی اول، بردار گرهی یکنواخت ها در با توجه به برابر بودن فواصل گره

 ر گرهیپارامتری این سه برداباشند. فضای بردار گرهی غیر یکنواخت می( اه)به دلیل برابر نبودن فواصل گرهدیگر 

  نشان داده شده است. 46-5شکل  در

طور که کاملا مشخص شده است. همان 47-5شکل و  5-5جدول در  46-5شکل نتایج حاصل از سه بردار گرهی 

تر باشد روش هی یکنواختی توزیع سرعت در کانال شیبدار هرچه بردار گرمشخص است در حل مسئله

( 46-5 شکلایزوژئومتریک کارایی بیشتری دارد. به عنوان مثال با به کار بردن بردار گرهی یکنواخت )مورد الف 

( 46-5شکل است در حالی که با تغییر کمی در یکنواختی آن )مورد ج  2024میانگین درصد خطای مطلق برابر 

درصد شده است. البته خطای چندان زیادی نیست. در حالی که با تمرکز نقاط گرهی در یک  2072برابر خطا 

پارامترهای مهم در  درصد شده است. بنابراین یکی از 28( خطا بسیار زیاد یعنی 46-5شکل قسمت )مورد ب 

 باشد که در هر مسئله باید نسبت به آن دقت نمود.  رسیدن به جواب مطلوب انتخاب مناسب بردار گرهی می

 

 9ج( بردار گرهی                                 2ب( بردار گرهی                             4الف( بردار گرهی              

 ی اثرات بردار گرهی: فضای پارامتری بردار گرهی برای مقایسه46-5شکل 

 د( اثرات تعداد نقاط کنترلی در روش ایزوژئومتریک
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باشد. کاملا مشخص است که با انتخاب یکی دیگر از عوامل موثر در روش ایزوژئومتریک تعداد نقاط کنترلی می

تر دست یافت. اما باید به این نکته توجه نمود که با انتخاب توان به جواب دقیقبیشتر میتعداد نقاط کنترلی 

شود که این امر باعث افزایش زمان بیشتر تعداد نقاط کنترلی موجب افزایش تعداد مجهولات و تعداد معادلات می

تعداد نقاط کنترلی همواره با توجه  ی اطلاعات خواهد شد. بنابراین بایدی بیشتر برای ذخیرهحل و نیاز به حافظه

انتخاب شده است و  96و  46، 3به دقت جواب مورد نظر انتخاب شود. در این مسئله تعداد نقاط کنترلی برابر 

ی کنترلی جواب نقطه 3طور که مشخص است حتی با انتخاب همان بیان شده است. 6-5جدول نتایج آن در 

توان باشد و میتر میی کنترلی مناسبنقطه 46بدست آمده تقریبا در حد قابل قبول بوده ولی نتایج حاصل از 

 را به عنوان جواب مناسب در نظر گرفت. آن

 (m/s)برحسب  ی بررسی انواع بردار گرهی روش ایزوژئومتریکمقایسه: 5-5جدول 

X Y Exact 
Iso Err. Iso % 

Case 1 Case 2 Case 3 Case 1 Case 2 Case 3 

0.2 0.2 0.0662 0.06741 0.0498 0.0684 -1.81 24.74 -3.27 
0.4 0.2 0.0936 0.09391 0.0638 0.0945 -0.35 31.88 -0.98 
0.5 0.2 0.0969 0.09714 0.0626 0.0979 -0.3 35.41 -1.1 
0.2 0.4 0.0991 0.09924 0.0643 0.1 -0.18 35.07 -0.91 
0.4 0.4 0.1445 0.1445 0.0847 0.1443 0.01 41.4 0.15 
0.5 0.4 0.15 0.1502 0.0832 0.1504 -0.13 44.54 -0.27 
0.2 0.6 0.1157 0.1158 0.1027 0.1168 -0.11 11.21 -0.93 
0.4 0.6 0.1711 0.171 0.139 0.1708 0.03 18.72 0.12 
0.5 0.6 0.1779 0.1778 0.1368 0.1784 0.03 23.08 -0.33 
0.2 0.8 0.1235 0.1236 0.1027 0.1245 -0.1 16.83 -0.81 
0.4 0.8 0.1836 0.1836 0.1391 0.1834 0.02 24.26 0.15 
0.5 0.8 0.1911 0.1911 0.1368 0.1918 -0.01 28.4 -0.39 
0.2 1 0.1258 0.1258 0.1027 0.1269 -0.03 18.34 -0.88 
0.4 1 0.1873 0.1873 0.1391 0.1872 0.02 25.75 0.05 
0.5 1 0.195 0.195 0.2736 0.1959 -0.02 -40.34 -0.48 

Root-Mean-Square Error (RMSE)= 0.0003 0.042 0.0009 

 

 کانالی با مقطع پیچیدهسازی توزیع سرعت در د( مدل
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ا مقطع کانالی ب ،ی پیچیدهسازی هندسهدر این قسمت برای بررسی کارایی بیشتر روش ایزوژئومتریک برای مدل

 گیریم. مرکب در نظر می

 نشان داده شده است. 48-5شکل در ی در نظر گرفته شده هندسه

 کنیم:سازی با استفاده از روش ایزوژئومتریک از بردار گرهی زیر در هر دو راستا استفاده میبرای مدل

== [0 0 0 0.25 0.25 0.5 0.5 0.75 0.75 1 1 1] 

 نشان داده شده است. 43-5شکل سازی در ته شده برای مدلهمچنین نقاط کنترلی در نظر گرف

 



 

 

  

 2ب( بردار گرهی  4الف( بردار گرهی 

 

  9ج( بردار گرهی  

 (m/s)برحسب  : نتایج بردار گرهی مختلف روش ایزوژئومتریک47-5شکل 
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 (m/s)برحسب  اثرات تعداد نقاط کنترلی روش ایزوژئومتریکی : مقایسه6-5جدول 

X Y Exact 
Iso Err. Iso % 

CP=9 CP=16 CP=36 CP=9 CP=16 CP=36 

0.2 0.2 0.0662 0.05479 0.06231 0.06741 17.25 5.89 -1.81 

0.4 0.2 0.0936 0.08218 0.09346 0.09391 12.19 0.14 -0.35 

0.5 0.2 0.0969 0.08539 0.09375 0.09714 11.83 3.2 -0.3 

0.2 0.4 0.0991 0.09432 0.09973 0.09924 4.78 -0.68 -0.18 

0.4 0.4 0.1445 0.1415 0.1496 0.1445 2.08 -3.52 0.01 

0.5 0.4 0.15 0.1474 0.1558 0.1502 1.74 -3.86 -0.13 

0.2 0.6 0.1157 0.1186 0.1148 0.1158 -2.53 0.75 -0.11 

0.4 0.6 0.1711 0.1779 0.1721 0.171 -4 -0.61 0.03 

0.5 0.6 0.1779 0.1853 0.1793 0.1778 -4.19 -0.81 0.03 

0.2 0.8 0.1235 0.1276 0.1225 0.1236 -3.34 0.79 -0.1 

0.4 0.8 0.1836 0.1914 0.1837 0.1836 -4.23 -0.04 0.02 

0.5 0.8 0.1911 0.1994 0.1914 0.1911 -4.36 -0.17 -0.01 

0.2 1 0.1258 0.1214 0.1253 0.1258 3.47 0.37 -0.03 

0.4 1 0.1873 0.182 0.188 0.1873 2.84 -0.36 0.02 

0.5 1 0.195 0.1896 0.1958 0.195 2.75 -0.43 -0.02 

Root-Mean-Square Error (RMSE) 0.007 0.002 0.0003 

 

 

 : مشخصات هندسی کانال مرکب48-5شکل 
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 ی کانال مرکبسازی هندسه: نقاط کنترلی برای مدل43-5شکل 

شان ایزوژئومتریک در  ن باشد. نتایج بدست آمده با روششرایط مرزی همانند شرایط مرزی حاکم بر مثال قبلی می

 داده شده است.

 

 (m/s: نتایج روش ایزوژئومتریک برای سرعت در کانال مرکب )برحسب 22-5شکل 

-4

-3

-2

-1

0

0 2 4 6 8 10 12

Y
 (

m
)

X (m)



 استفاده از روش ایزوژئومتریک در دینامیک سیالات محاسباتی                                فصل پنجم       

 

78 

 

 سازی جریان غیرچرخشی اطراف یک مانع دایروی و مستطیلیمدل 3-4

ها نزدیک باشد. در این روشمحدود و غیره تعریف هندسه میهای عددی مانند روش اجزای یکی از مشکلات روش

پیچیده  یبندی وابسته است و در بعضی از مسائل که دارای هندسهی شبکهی واقعی کاملا به نحوهشدن به هندسه

ته گرف های در نظرتوان برای بهتر شدن هندسه تعداد المانباشد. البته میباشند ایجاد هندسه بسیار مشکل میمی

برای تعریف هندسه را بیشتر انتخاب نمود که این امر موجب افزایش تعداد معادلات و در نتیجه افزایش زمان حل 

سازی جریان غیرچرخشی اطراف مانع دایروی و مستطیلی، قابلیت روش شود. در این قسمت با مدلمی

 گیرد. ی پیچیده مورد بررسی قرار میسازی هندسهایزوژئومتریک در مدل

 ی حاکم بر جریان غیرچرخشی معادله 3-4-1

و  uبه ترتیب با  yو  xهای سرعت در راستای ناپذیر در حالت دوبعدی مولفهتراکم-جریان غیرچرخشیچنانچه در 

v تابع جریان را با ، و پتانسیل سرعت را با  خواهیم داشت:دهیمنشان ، 

(5-41                                                                                                                            )                   

x
v
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0ی غیرچرخشی )( در رابطه41-5)ی با جایگذاری رابطه
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0ی پیوستگی )( در معادله45-5)ی و با قرار دادن رابطه
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                            رود(، معادلات لاپلاس هستند که در برخی از مسائل مهندسی بکار می47-5)( و 46-5)معادلات 

     .  مراجعه شود( 4-5جدول )به 

 شرایط مرزی جریان غیرچرخشی 3-4-9

 (.24-5شکل ) ، مانع مستطیلی و مانع دایرویشودسازی جریان غیرچرخشی دو مانع در نظر گرفته میبرای مدل

 
 الف( مانع مستطیلی

 
 ب( مانع دایروی

 سازی جریان غیرچرخشی: شرایط هندسی و شرایط مرزی مدل24-5شکل 



 استفاده از روش ایزوژئومتریک در دینامیک سیالات محاسباتی                                فصل پنجم       

 

82 

 

 (.22-5شکل گیریم )سازی در نظر میرا در برای مدل 24-5شکل با توجه به تقارن فقط نصف مدل 

مشخص شده است  21-5شکل و  29-5شکل یل سرعت به ترتیب در شرایط مرزی حاکم بر تابع جریان و پتانس

 مراجع شود(. [46])برای بررسی چگونگی تعیین شرایط مرزی به مرجع 

 سازیبردار گرهی و نقاط کنترل استفاده شده برای مدل 3-4-5

(. 25-5شکل شود )عدد در نظر گرفته می 84تعداد نقاط کنترلی برابر  22-5شکل ی سازی هندسهبرای مدل

صورت زیر استفاده ( و بردار گرهی استاندارد، باز و یکنواخت در هر دو راستا را بهp=q=2) 2ابع نربز برابر ی تودرجه

 شود:می

= [0 0 0 0.14 0.29 0.43 0.57 0.71 0.86 1 1 1]ΗΞ  

  الف( مانع مستطیلی

 

 ب( مانع دایروی

 سازیشرایط هندسی و شرایط مرزی جریان غیرچرخشی برای مدل :22-5شکل 
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 الف( مانع مستطیلی

 ب( مانع دایروی

 سازی خطوط جریان غیرچرخشی: شرایط مرزی مدل29-5شکل 

 
 الف( مانع مستطیلی

 
 ب( مانع دایروی
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 پتانسیل جریان غیرچرخشی: شرایط مرزی خطوط هم21-5شکل 

 
 الف( مانع مستطیلی

 
 ب( مانع دایروی

 سازی جریان غیرچرخشی: نقاط کنترلی برای مدل25-5شکل 

 سازی جریان غیرچرخشینتایج مدل 3-4-4

 سازی خطوط جریاننتایج مدلالف( 

با در نظر  (46-5)ی سازی خطوط جریان اطراف موانع مستطیلی و دایروی با استفاده از ایزوژئومتریک رابطهمدل

گیرد. خطوط جریان همیشه در جهت جریان رسم صورت می 29-5شکل گرفتن شرایط مرزی نشان داده شده در 

ی جریان را به تعداد شوند. این خطوط در جریان پایدار مسیر حرکت ذرات نیز هستند. خطوط جریان، حوزهمی

ها یکسان نمایند و معمولا دبی عبوری از میان هر یک از این مجراها یا کانالنال تقسیم میمشخصی مجرا یا کا

خطوط جریان شود طور که مشاهده مینشان داده شده است. همان 26-5شکل های بدست آمده در است. جواب

 باشد. کنند که یکی از خصوصیات خطوط جریان مییکدیگر را قطع نمی
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 الف( مانع مستطیلی

 
 ب( مانع دایروی

 (s2m/)برحسب  : نتایج روش ایزوژئومتریک خطوط جریان26-5شکل 

 پتانسیل سرعتسازی خطوط ( نتایج مدلب

با در  (47-5) یپتانسیل اطراف موانع مستطیلی و دایروی با استفاده از ایزوژئومتریک رابطهسازی خطوط هممدل

پتانسیل نقاط با پتانسیل گیرد. خطوط همصورت می 21-5شکل نظر گرفتن شرایط مرزی نشان داده شده در 

طور که نشان داده شده است. همان 27-5شکل در های بدست آمده کنند. جوابرعت یکسان را به هم وصل میس

یکی از خصوصیات خطوط  کنند کهپتانسیل مانند خطوط جریان یکدیگر را قطع نمیهم شود خطوطمشاهده می

 باشد. پتانسیل میهم

  ی جریانشبکهسازی نتایج مدلج( 

ی جریان نمایش ترسیمی آرایش جریان دو بعدی در یک منطقه است که از ترسیم خطوط جریان و خطوط شبکه

ی جریان به درستی رسم شده باشد، اولا دو گروه خطوط جریان و شود. اگر شبکهپتانسیل نظیر تشکیل میهم
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ی متعامد را ی جریان یک شبکهنمایند و در حوزهدرجه قطع می 32ی پتانسیل یکدیگر را تحت زاویهخطوط هم

ی جریان شبکه 28-5شکل پتانسیل مجاور ثابت است. در آورند؛ ثانیا افت سرعت بین دو خط همبه وجود می

 پتانسیل در موانع مستطیلی و دایروی نشان داده شده است. بدست آمده از خطوط جریان و خطوط هم

 

 
 الف( مانع مستطیلی

 
 ب( مانع دایروی

 (s2m/)برحسب  پتانسیل سرعت: نتایج روش ایزوژئومتریک 27-5شکل 
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 الف( مانع مستطیلی

 

 ب( مانع دایروی

 ی جریان: نتایج روش ایزوژئومتریک شبکه28-5شکل 

 های مختلفسازی شکست سد در زمانمدل 3-3

   ی جدید را ایجاد کند ظاهر محدود در مسائلی که هنگام حل باید شبکهیکی دیگر از مشکلات روش اجزای 

ای های مختلف دارشوند. به عنوان مثال شکست سد در زمانشود. مانند مسائلی که با دیدگاه لاگرانژی حل میمی

استفاده  52]-[2 ,50 و یا دیدگاه لاگرانژی 2توان از دیدگاه اویلریسازی میباشد و برای مدلمختلفی می 4سطح آزاد

بندی مجدد . در دیدگاه اویلری نیازی به شبکه[53]د نباشمی ینمود. هر یکی از این دو روش دارای مزایا و معایب

                                                 

4 Free surface 
2 Eulerian approach  
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 2و یا سطوح تراز 57]-[54 4توان از روش حجم سیالسازی سطح آزاد میهای مختلف نیست و برای مدلدر زمان

ا های مختلف و باستفاده نمود. ولی چنانچه بخواهیم از دیدگاه لاگرانرژی استفاده کنیم باید در زمان [26 ,60-58]

سازی شکست سد با بندی جدید را ایجاد نمود. استفاده از روش اجزای محدود برای مدلحرکت سطح آزاد شبکه

باشد و فضای زیادی از بسیار سخت میهای مختلف بندی جدید در زماندیدگاه لاگرانژی به علت ایجاد شبکه

ی شکست سد سازی سطح آزاد آب در پدیدهدر این بخش به مدل دهد.ی کامپیوتر را به خود اختصاص میحافظه

ار شوند مورد بررسی قرشود و قابلیت روش ایزوژئومتریک در مسائلی که با دیدگاه لاگرانژی حل میپرداخته می

  شود.سازی میشکست سد با دیدگاه اویلری نیز مدل همچنین گیرد.می

ن داده شده است در ابتدا سیال بین دو دیوار و یک دریچه قرار دارد. در اشنالف  23-5شکل طور که در همان

و در  کرده ب( سیال حرکت 23-5شکل ) هیچگونه حرکتی ندارد. با برداشتن دریچه سیال ابتدایی یلحظه

 باشد.های مختلف دارای سطح آزاد متفاوتی میزمان

 
 ب( بعداز برداشتن دریچه                                         دریچه       الف( قبل از برداشتن                          

 ی شکست سد: طرح مسئله23-5شکل 

                                                 

4 Volume of fluid (VOF) 
2 Level set method 
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 معادلات حاکم بر جریان 3-3-1

 :([61] )مرجع صورت زیر استبهدر دیدگاه لاگرانژی اکم بر جریان ح 4استوکس-ناویرمعادلات 

(5-48                                                                                                                            )          0.
1

 u


Dt

D


 

(5-43                                                                                                                 )





.
11 2  ug

u
vP

Dt

D
 

که  باشد.میای ممنتوم ی بقمعادله (43-5)ی رابطه وذیر پی بقای جرم در حالت تراکم، معادله(48-5)ی رابطه

u زمان، t ،سیال چگالی لات:در این معاد
 سرعت سیال در راستای بردار ،P ،فشار  سینماتیکی ویسکوزیته ،

g
 شتاب ثقل ،

 همچنین  باشند.می تنش آشفتگی
Dt

D شود:صورت زیر تعریف میبه باشد کهمی 2مشتق مادی 





 v

tDt

D 

 شوند.صورت زیر ساده میبه (43-5)و  (48-5)باشد، روابط ناپذیر و تراکم با فرض اینکه سیال غیر ویسکوز

(5-22                                                                                                             )                                  0. u


 

(5-24                                                                                                                           )g
u 


 P
Dt

D



1
                                                                                                                  

باشد ولی می (22-5)همانند معادله  ناپذیرو تراکم برای سیال غیرویسکوزی بقای جرم در دیدگاه اویلری عادلهم

 باشد:صورت زیر میی بقای ممنتوم در دیدگاه اویلری بهمعادله

                                                 

4 Navier-Stokes equation 
2  Material derivative  
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(5-22     )                                                                                                            guu






P

t

u



1
. 

 شرایط مرزی 3-3-9

وجود دارد. شرط مرزی اول مربوط به سطح آزاد  شکست سددو نوع شرط مرزی در مسائل  92-5شکل مطابق 

است که میزان فشار در آن برابر با فشار جو )برابر صفر( است و شرط دوم مربوط به میزان جریان عبوری در 

 باشد. که برابر صفر می استره به سمت خارج راستای عمود بر دیوا

 

 ی شکست سدمسئلهشرایط مرزی : 92-5شکل 

وجود دارد. اولین شرط فشار اتمسفر روی  شکست سدمرزی متمایز در مسائل  شرطبرای فشار دو نوع بنابراین 

صورت زیر (. این دو شرط به2باشد )شرط نیومنشرط روی سطح دیوار می( و دومین 4سطح آزاد )شرط دریشله

 شود:می نوشته

                                                 

4 Dirichlet 
2 Neumann  
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(5-29) 

 0Pروی سطح آزاد                    

0                 ا  ارهدیو روی                    




n

P 

 باشد.بردار واحد عمود به سمت بیرون دیوار می nکه 

 معادلات حاکم سازی زمانیگسسته 3-3-5

ی اصلی این روش و ایده شود.سرعت و فشار استفاده می 4و اصلاح بینیپیشاز روش  سازی زمانیبرای گسسته

 پیوستگی،ی استفاده از معادلهبا  (غیرهو  9، روش تصویر کردن2فشار ی پواسون)همچون معادله های مشابهروش

 . باشدمیی اصورت دو مرحلهبهاین روش باشد. معادله برحسب فشار مییک به  ممنتومی معادله

 الف( دیدگاه لاگراتژی

ی سرعت بینبرای پیشبینی( که ی پیشگیریم )مرحلهرا در نظر می یی اول فقط عبارت گرانشی معادلهدر مرحله

 شود. بنابراین داریم:میاستفاده  نقاط کنترلیموقعیت و 

(5-21                                                                                                                            )              t .*
gu 

(5-25                                       )                                                                                             **
uuu  t 

(5-26                                                                                                                            )           tt  **
urr 

tکه 
u  نقاط کنترلیسرعت ،t

r  در زمان  نقاط کنترلیموقعیتt ،*
u  نقاط کنترلیسرعت موقتی  ،*

r  موقعیت

*و  نقاط کنترلی
u  باشد.بینی میی پیشدر طی مرحله نقاط کنترلیتغییر سرعت 

                                                 

4 Prediction-Correction method 

2 Poisson equation for pressure 
9 Projection method 
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در سرعت  ی تغییرات اصلاحیشود، عبارت فشار برای محاسبهی تصحیح نامیده میی دوم که مرحلهدر مرحله

 شود:بکار برده می نقاط کنترلی

(5-27                                                                                                                       )tPt  1** 1


u 

(5-28                                                                                                                            )   ***1
uuu t  

**که 
u  1ی تصحیح، در طی مرحله کنترلیی نقطهتغییر سرعت tP  1در زمان کنترلی ی نقطهفشارt ،

1t
u  1در زمان کنترلی ی نقطهسرعتt  و باشد.چگالی می 

**ی اما برای محاسبه
u  1نیاز به تعیین توزیع فشار در زمانt 4( دیورژانس27-5)ی از دو طرف معادلهباشد. می 

 بنابراین داریم: گیریم.می

(5-23                                                                                                      )  







  tP t 1** 1

..


u 

 ( داریم:23-5)ی ( در رابطه28-5)ی با قرار دادن معادله

(5-92                    )                                                                                        







  tP tt 1*1 1

..


uu 

 1t
u  سرعت در زمانt+1 0باشد، با توجه به قانون پیوستگی می. 1  t

u (92-5)ی خواهد و بنابراین رابطه 

 صورت زیر خواهد شد:به

(5-94                                                                                                                            )  
t

P t




 

*
12 .u

 

                                                 

4 divergence operator 
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 شود:زیر محاسبه می صورتیک الگوی مرکزی برای زمان بهصورت بهموقعیت جدید 

(5-92                                                                                                                           )t
tt

tt 







2

1
1 uu

rr 

tکه 
r  در زمان کنترلی ی نقطهموقعیتt  1وt

r  1در زمان کنترلی ی نقطهموقعیتt باشد.می 

 ب( دیدگاه اویلری

 یکنیم. در مرحلهسازی زمانی معادلات استفاده میی برای گسستههمانند دیدگاه لاگرانژی از روش دو مرحله

 شود:ی بعدی اصلاح میرا صرف نظر کرده و در مرحله (22-5)ی بینی عبارت گرادیان فشار معادلهپیش

(5-99                                                                                                               )  ttt  guuuu
** 

*که 
u  سرعت حدسی در گام زمانیt+1  وt

u  سرعت در گام زمانیt تصحیح عبارت گرادیان ی باشد. در مرحلهمی

 شود:فشار لحاظ می

(5-91                                                                                                                            )  tPtt   1*1 1


uu 

 ی زیر را بدست آورد:توان معادلهگاه لاگرانژی میهمانند روش دید

(5-95                                                                                                                        )
t

P t




 

*
12 .u

 

 زمانیمقدار گام 3-3-4

آید. مقدار مناسب گام زمانی برای این مسئله برابر مقدار گام زمانی مناسب با توجه به سعی و خطا بدست می

های بعدی واگرا ها در گامثانیه در نظر گرفته شود جواب 0.001باشد. چنانچه مقدار بزرگتر از ثانیه می  0.001
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ود موجب افزایش زمان حل تا رسیدن به زمان مدنظر شود و در صورتی که مقدار کمتری در نظر گرفته شمی

 شود.می

 سازی مکانی با استفاده از روش ایزوژئومتریکگسسته 3-3-3

 شود:صورت زیر دوباره نوشته میفشار با توجه به شرایط مرزی به 4ی پواسونمعادله

(5-96) 

*12 .u


 

t
P t  

 روی سطح آزاد                                      

0        دیوراها           روی




n

P                                                                                                                                                                          

ی در نقطه Pگیریم. بنابراین مقدار تقریبی فشار عنوان تابع شکل در نظر میرا به( 28-1)ی رابطه lk  صورت به ,

 آید:زیر بدست می

(5-97          )                                                                                                   
 


n

i

m

j

jilkjilk pRP
0 0

,, ,,  

 آید:صورت زیر بدست میبه (97-5) یفشار با استفاده از رابطه 2گرادیان و لاپلاس

 (5-98                                                                                          )
    ji

n

i

m

j

lkjilk pRP ,

0 0

, ,, 
 

 

   

(5-93    )                                                                                                     

    ji

n

i

m

j

lkjilk pRP ,

0 0

,

22 ,, 
 

 

 

                                                 

4 Poisson  
2 Laplacian  

0P
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ی شرط مرزی مانده، و باقیdRی دیفرانسیل ی معادلهماندهباقی (96-5) یدر رابطه (93-5)ی با قرار دادن رابطه

 آید:صورت زیر بدست میی شرط مرزی نیومن بهماندهو باقی pRدریشله 

(5-12                                                       )    *1

,

0 0

,

2*1
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, .,. uu 
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(5-14                                                                                                  )    1
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(5-12                                                                        )                          
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 صورت زیر نوشت:توان بهها را میتابع حداقل مربعات در تمام گره

(5-19                                                                                  )        
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lk RRRJ  

 باشد. به ترتیب تعداد نقاط گرهی در قلمرو حل، روی مرز دریشله و روی مرز نیومن می nMو  dM ،pMکه 

 باشند. می ی کافی بزرگ که شرایط مرزی را ارضاء کنند،ضرایب پنالتی دریشله و نیومن با مقادیر به اندازه و 

 داریم: iPنسبت به پارامتر گرهی ( 19-5)ی سازی رابطهبا حداقل

(5-11     )                                                  
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 آید:دستگاه معادلات زیر بدست می( 11-5)ی در رابطه( 12-5)و ( 14-5)، (12-5)با قرار دادن روابط 

(5-15                                                                                                                            )               FKP 1t 

1tکه 
P  1بردار پارامتری فشار در زمانt و ماتریس ،K  و بردارF آیند:صورت زیر بدست میبه 
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(5-16                                                                       )
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 باشد. می متقارن و مثبت( 16-5)ی در رابطه Kماتریس  باشد.می tMو  dM ،pMهای شامل کل تعداد گره Mکه 

**مقدار تصحیح شده ( 27-5)ی هر زمان که توزیع فشار مشخص شد، با استفاده از رابطهدر حالت لاگرانژی 
u 

1tشود و مقدار تعیین می
u را محاسبه کرد و سپس  نقاط کنترلیتوان جابجایی پس از آن میآید. بدست می

سازی جریان شکست سد با استفاده از الگوریتم مدل 94-5شکل در  .نمودی کنترل را مشخص جابجایی شبکه

  نشان داده شده است.در دیدگاه اویلری  92-5شکل و  در دیدگاه لاگرانژیتصحیح  - بینیروش پیش

 ردیابی سطح آزاد 3-3-6

مناسب  هایای دارد بنابراین استفاده از شیوههای مختلف تغییرات قابل ملاحظهبا توجه به اینکه سطح آزاد در زمان

 شود.میتر سطح آزاد سازی دقیقباعث مدل

 ردیابی سطح آزاد در دیدگاه لاگرانژیالف( 

ر کنند بنابراین ردیابی در این روش بسیاهای مختلف حرکت میبا توجه به اینکه در دیدگاه لاگرانژی نقاط در زمان

 سازی نمود.توان سطح آزاد را مدلهای مختلف میباشد و با دنبال کردن نقاط سطح آزاد در زمانآسان می

 ب( ردیابی سطح آزاد در دیدگاه اویلری 

های مختلفی سازی سطح آزاد روشباشد. برای مدلی محاسباتی در طول زمان ثابت میدر دیدگاه اویلری دامنه

ی . در این زوش دامنه[54] باشدهای میپیشنهاد شده است. روش حجم سیال یکی از پر کاربردترین روش
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نشان  Fشود و پارامتری کسر حجمی سیال )معمولا با بندی میمستطیلی تقسیممحاسباتی به تعداد سلول منظم 

یعنی  F=0که طوریباشد بهی درصد پرشدگی یک سلول از سیال میشود که مشخص کنندهدهند( تعریف میمی

  باشد.صورت نیمه پر میسیال به F<1>0یعنی سلول پر از سیال مدنظر و  F=1سلول خالی از سیال مدنظر، 

 

 با دیدگاه لاگرانژی ایسازی جریان شکست سد با استفاده از روش دو مرحله: الگوریتم مدل94-5شکل 
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 با دیدگاه اویلری ایمرحلهسازی جریان شکست سد با استفاده از روش دو الگوریتم مدل: 92-5شکل 

 :[54] آیدی زیر بدست میی زمانی از رابطهمقدار تغییرات کسر حجمی سیال در هر بازه

(5-18                                                                                                                            )            0. 



F

t

F
u 

دهد های مختلف ردیابی نمود. مشکل اساسی هنگامی رخ میمانزتوان سطح آزاد را در ( می18-5)ی با حل معادله

استفاده  4گیرنده-باشند. برای رفع این مشکل از روش سلول دهندهپر می نیمهصورت های معمولا بهکه سلول

 .[54] کنیممی

(5-13                                                                                                      ) DDAD xFCFtFMINF  ,.  u 

 که

(5-52                                                                                            )    0,1.1 DDAD xFtFMAXCF   u 

به ترتیب برابر با نسبت پرشدگی یک  AFو  D Fشود، برابر طول سطحی که شار عبوری از آن محاسبه می Dxکه 

برابر با  ADFبسته به وضعیت سطح آزاد در سلول مورد نظر دارد.  AFو  DFبرابر با  ADFسلول دهنده و گیرنده و 

DF ورت صاست زمانی که سطح آزاد تقریبا عمود بر سطح مشترك بین سلول دهنده و گیرنده باشد و در غیر این

ADF  برابر باAF باشد. می 

                                                 

4 Doner-Acceptor 
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 ایزوژئومتریک و روش بدون شبکه ی روشمقایسه 3-3-7

و ( [2]ی آن با روش بدون شبکه )مرجع سازی شکست سد با استفاده از روش ایزوژئومتریک و مقایسهبرای مدل

متر در  204متر و عرض آن را  202ستون آب را  یهیارتفاع اول( [62] همچنین مقایسه روش حجم سیال )مرجع

 (. 99-5شکل ) شودگرفته مینظر 

( و تعداد نقاط کنترلی p=q=2) 2توابع نربز را  سازی شکست سد با استفاده از روش ایزوژئومتریک درجهبرای مدل

  باشد.می 4ها در تمامی نقاط کنترل برابر (. وزن91-5شکل ) شودگرفته میدر نظر  422را برابر 

 باشد. و به صورت زیر است: صورت یکنواخت، باز و استاندارد میبردارهای گرهی در هر دو راستا به

==[0  0  0  0.125  0.25  0.375  0.5  0.625  0.75  1  1  1] 

 داده شده است.  نشان 95-5شکل بالا در فضای پارامتری و فضای اندیکسی بردار گرهی 

 

 سازی شکست سد: ابعاد ستون آب برای مدل99-5شکل 

با هم  [2]با استفاده از روش ایزوژئومتریک و روش بدون شبکه مرجع  شکست سدسازی مدل 96-5شکل در 

 مقایسه شده است. 
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ها بدست آمده از روش ی کنترلی جوابنقطه 422شود با در نظر گرفتن مشاهده می 96-5شکل طور که در همان

گره در نظر  152سازی در روش بدون شبکه باشد. برای مدلایزوژئومتریک و روش بدون شبکه نزدیک به هم می

بسیار کمتر نسبت به  (. بنابراین دستگاه معادلات روش ایزوژئومتریک دارای اندازه[2]گرفته شده است )مرجع 

 باشد.روش بدون شبکه می

 دهد.های مختلف را نشان میانجابجایی نقاط کنترلی در زم 97-5شکل در 

 

 سازی روش ایزوژئومتریک: نقاط کنترلی برای مدل91-5شکل 
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 : فضای پارامتری و فضای اندیکسی بردار گرهی95-5شکل 

==[0  0  0.125  0.25  0.375  0.5  0.625  0.75  1  1  1] 
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 ثانیه 2025الف( 

 
 ثانیه 204ب( 

 
 ثانیه 2045ج( 

  ([2])مرجع  با استفاده از روش ایزوژئومتریک و روش بدون شبکه شکست سدسازی ی مدل: مقایسه96-5شکل 

 ثانیه 2045و ج(  ثانیه 204ب(  ،ثانیه 2025های الف( در زمان

با هم مقایسه  [2]بردارهای سرعت بدست آمده از روش ایزوژئومتریک و روش بدون شبکه مرجع  98-5شکل در 

 شده است. 

ش ی گرانشی هستند و با افزایتوان فهمید که در ابتدا سرعت ذرات بیشتر تحت تاثیر نیروبا توجه به شکل می

 شود. زمان سرعت در راستای قائم کم شده و سرعت در راستای افقی بیشتر می
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 ثانیه 2025الف( 

 
 ثانیه 204( ب

 
 ثانیه 2045ج( 

 ثانیه 2045ج(  ثانیه 204ثانیه و ب(  2025الف( های : موقعیت نقاط کنترلی در زمان97-5شکل 

های مختلف بدست آمده از روش ایزوژئومتریک و روش بدون شبکه مرجع پروفیل فشار در زمان 93-5شکل  در

 با هم مقایسه شده است.  [2]
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توان به قابلیت مهم روش ایزوژئومتریک ی نتایج روش ایزوژئومتریک و روش بدون شبکه میبا توجه به مقایسه

برد. البته یکی از مشکلات روش ایزوژئومتریک شوند پیسازی جریاناتی که با دیدگاه لاگرانژی حل میبرای مدل

باشد. به عنوان مثال جریان شکست سد که مانع جلو بزرگ و یا پیچیده می هایجابجاییبا دیدگاه لاگرانژی حل 

 رسازی آن با دیدگاه لاگرانژی و استفاده از روش ایزوژئومتریک کاری بسیامدل( 12-5شکل آن قرار گرفته است )

ازی سباید از دیدگاه اویلری استفاده نمود و برای مدل یهایسازی چنین پدیده. بنابراین برای مدلباشدمیسخت 

در ادامه با استفاده از دیدگاه های مرسوم مانند روش حجم سیال و یا سطوح تراز استفاده نمود. سطح آزاد از روش

 دهیم.اویلری شکست با مانع را مورد بررسی قرار می

 سازی شکست سد با مانع با دیدگاه اویلریمدل 3-3-8

کنیم. ابعاد استفاه می [62]ی با نتایج آزمایشگاهی از مرجع در این بخش برای بررسی دیدگاه اویلری و مقایسه

 نشان داده شده است.  12-5شکل کانال و ستون آب در 

، 42، 8، 2های به ترتیب از مخزن دارای فاصله GP2 ،GP8 ،GP10 ،GP11 ،GP13 ،GP20نقاط  12-5شکل در 

 نشان داده شده است. 14-5شکل سازی در نتایج مدلباشد. متر می 22، 49، 44

 ایزوژئومتریک و روش اجزای محدود ی روشمقایسه 3-3-1

سازی شکست سد با روش ایزوژئومتریک )دیدگاه لاگرانژی( و روش اجزای ی نتایج مدلدر این قسمت به مقایسه

استفاده شده است. در این مرجع  [3]سازی شکست با روش اجزای محدود از مرجع پردازیم. برای مدلمحدود می

شکل سازی شکست سد در استفاده شده است. ابعاد مدل 4ی مشخصهسازی از روش جداسازی بر پایهبرای مدل

                                                 

4 Characteristic Based Split (CBS) 
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سازی با روش متر است. برای مدل 0.7متر و ارتفاع آن  0.35نشان داده شده است. عرض ستون آب برابر  5-12

 شود.ها و بردار گرهی مانند مثال قبل استفاده میایزوژئومتریک تعداد گره

 

 ([2] مرجعایزوژئومتریک و روش بدون شبکه )ی بردار سرعت با استفاده از روش : مقایسه98-5شکل 

 ثانیه. 2045ثانیه و ب(  204های الف( در زمان

 

 

 

  

 روش ایزوژئومتریک ([2] روش بدون شبکه )مرجع

 ثانیه 204الف( 
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 ([2] مرجعپروفیل فشار با استفاده از روش ایزوژئومتریک و روش بدون شبکه ) ی: مقایسه93-5شکل 

 پاسکال(ثانیه )برحسب  2045ثانیه و ب(  204های الف( در زمان

 

 [62]ی شکست سد با مانع مرجع : ابعاد و هندسه12-5شکل 

  

 روش ایزوژئومتریک ([2] مرجع) روش بدون شبکه
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 [62]ی نتایج روش ایزوژئومتریک با نتایج آزمایشگاه با مرجع : مقایسه14-5شکل 
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 .ی مدل شکست سد: هندسه12-5شکل 

با روش اجزای محدود مقایسه  19-5شکل های مختلف حاصل از روش ایزوژئومتریک در در زمان شکست سدنتایج 

شکل حاصل کرد. در  توان از صحت نتایج روش ایزوژئومتریک اطمینانمی 19-5شکل با توجه به شده است. 

روش ایزوژئومتریک نشان داده شده است. البته نتایج پروفیل فشار از  15-5شکل نتایج بردار سرعت و در  5-11

ی بین این نتایج هم نشده اای به مقادیر بردار سرعت و پروفیل فشار نشده بنابراین مقایسهاشاره [3]در مرجع 

 است.

 سازی شکست سد با نتایج آزمایشگاهیهای مدلی انواع روشمقایسه 3-3-1

( نتایج [2]ایزوژئومتریک )دیدگاه لاگرانژی( و روش بدون شبکه )مرجع  ی بهتر روشمقایسهدر این قسمت برای 

روی موج را در کنیم. بدین منظور میزان پیش( مقایسه می[54] این دو روش را با نتایج آزمایشگاهی )مرجع

عرض مخزن قبل  aنشان داده شده است. در این شکل  16-5شکل کنیم. نتایج در های مختلف مقایسه میزمان

 باشد.موقعیت سطح آب روی بستر می xشتاب جاذبه و  g(، a=0.1mاز شکست سد )

توان دریافت که نتایج روش ایزوژئومتریک نسبت به نتایج روش بدون شبکه به نتایج می 16-5شکل با توجه به 

 باشد. تر میآزمایشگاهی نزدیک
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-بینیز روش پیشسازی معادلات حاکم بر جریان با فرض سیال بدون ویسکوزیته انجام شد و با استفاده اگسسته

سازی معادلات صورت گرفت. در این قسمت برای بررسی اثرات ویسکوزیته در معادلات، نتایج را تصحیح گسسته

ده تصحیح استفاده کر-بینیسازی از روش پیشکه ویسکوزیته را در نظر گرفته و برای گسسته [61]با مرجع 

 نشان داده شده است. 17-5شکل ی نتایج در پردازیم. مقایسهمی

مشخص است اختلاف بسیار اندکی بین در نظر گرفتن یا در نظر نگرفتن ویسکوزیته  17-5شکل طور که از همان

 وجود دارد. 

ثانیه 20666( ب  
 

ثانیه 20999الف(   

 
ثانیه 4ج(   

 ([3]با استفاده از روش ایزوژئومتریک و روش بدون شبکه )مرجع  پروفیل سطح آبی : مقایسه19-5شکل 

 ثانیه. 4و ج(  ثانیه 20666ب(  ،ثانیه 20999های الف( در زمان
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ثانیه 20666ب(   

 

ثانیه 20999الف(   

 

ثانیه 4ج(   

 .بدست آمده از روش ایزوژئومتریک: بردارهای سرعت 11-5شکل 
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ثانیه 20666ب(   
 

 ثانیه 20999الف( 

 

ثانیه 4ج(   

 .)برحسب پاسکال( بدست آمده از روش ایزوژئومتریکپروفیل فشار  :15-5شکل 
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 ([54])با نتایج آزمایشگاهی  ([2]) ی نتایج روش ایزوژئومتریک و بدون شبکه: مقایسه16-5شکل 

 

 

 ([54]( و آزمایشگاهی )[61]) SPHی نتایج روش ایزوژئومتریک و : مقایسه17-5شکل 
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 ششمفصل 

 پیشنهاداتبندی نتایج و جمع

 بندی نتایج و پیشنهاداتجمع :فصل ششم 6
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 مقدمه 6-1

 تیانامه و فرضیات بکار رفته توضحیای در مورد پایانفصل اول مقدمهاین رساله در شش فصل تنظیم شده است. 

های عددی به طور مختصر اصول روش سومای بر روش ایزوژئومتریک و در فصل به مقدمه دومفصل داده شد. در 

های تولید هندسه توضیح داده شده است. در فصل پنجم چند مثال برای روش چهارماشاره شده است. در فصل 

پنجم  لها و نتایج فصاین فصل یافتهابتدای بررسی کارایی روش ایزوژئومتریک مورد بررسی قرار گرفته است. در 

با روش  دینامیک سیالات محاسباتیارائه شده است و در ادامه چند پیشنهاد برای تحقیقات آتی در مسائل 

 ایزوژئومتریک معرفی شده است.

 بندی نتایججمع 6-9

ی بیشتر آن در مکانیک جامدات، استفاده از این روش در با توجه به نو ظهور بودن روش ایزوژئومتریک و استفاده

اسباتی دینامیک سیالات محتواند گامی توانمند برای رفع مشکلات و بهبود مسائل می سیالات محاسباتیدینامیک 

ف های دیگر دارای ضعهای سیالاتی که روشتوان در بررسی پدیدهمیباشد. با در نظر گرفتن نقاط قوت این روش 

استفاده از روش ایزوژئومتریک در بررسی  در جهتاین رساله گامی در واقع باشند، از این روش استفاده نمود. می

باشد و با توجه به پیشرفت روش ایزوژئومتریک در آینده می دینامیک سیالات محاسباتیهای برخی از پدیده

 تری را با روش ایزوژئومتریک مورد بررسی قرار داد.پیچیده توان مسائلمی

 نتایج عمومی 6-9-1

 ود.شها آمده شده اشاره مینامهدست آمده و در دیگر مقالات یا پایاننامه بدر این قسمت نتایجی که از این پایان

های مانند روش اجزای ی دستگاه معادلات در روش ایزوژئومتریک نسبت به روشکاهش قابل ملاحظه -4

 شود.محدود. که این امر موجب کاهش زمان حل و کاهش فضای حافظه مورد استفاده در کامیپوتر می
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باشند. در حالی که در ای و غیره میی دایرهق بخصوص در مسائلی که دارای هندسهی دقیایجاد هندسه -2

بندی بسیار ریزتر ی دقیق نیاز به شبکهها مانند روش اجزای محدود برای ایجاد هندسهی روشبقیه

 شود.باشد که موجب افزایش تعداد مجهولات و افزایش زمان حل میمی

باشد در واقع با استفاده از نقاط کنترل به ایجاد و تغییر هندسه بسیار آسان میبا استفاده از توابع نربز  -9

 را تغییر داد.ی مورد نظر را تعریف و یا آنتوان هندسهآسانی می

باشند و برای ی بردار گرهی، بردار گرهی و غیره( بسیار ساده و قابل فهم میاطلاعات ورودی )مانند درجه -1

توان به سادگی تغییراتی ایجاد نمود و به تحلیل اثرات آنها در حل مسائل میبررسی هر کدام از آنها 

 شوند، پرداخت.مختلف که با روش ایزوژئومتریک حل می

باشد و تفاوت اصلی آن استفاده از توابع شکل دیگر روش ایزوژئومتریک براساس روش اجزای محدود می -5

 ی دقیق و توابعسازی هندسهروش توابع نربز برای مدل باشد. در واقع در روش ایزوژئومتریک از مزایایمی

 شکل استفاده شده است.

گیری گوسی توان از روش اجزای محدود یعنی انتگرالگیری در روش ایزوژئومتریک میبرای انتگرال -6

 استفاده نمود. البته باید در انتخاب تعداد نقاط گوسی دقت فراوان انجام داد.

های معمول اجزای محدود )مانند توان از روشسازی معادلات میی گسستهدر روش ایزوژئومتریک برا -7

 روش گالرکین( استفاده نمود. 

 شوند دری جسم واقع نمیدر روش ایزوژئومتریک برای ایجاد هندسه نقاط کنترلی لزوما بر روی هندسه -8

 گیرند.ی جسم قرار میها نقاط گرهی بر روی هندسهحالی که در دیگر روش

د. و باشب تعداد نقاط کنترلی در روش ایزوژئومتریک برای رسیدن به جواب مطلوب بسیار مهم میانتخا -3

سب باشد بنابراین با انتخاب مناافزایش تعداد نقاط کنترلی روند رسیدن به جواب دقیق بسیار سریع می
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 ر نتیجه افزایشتوان از افزایش تعداد مجهولات و دتعداد نقاط کنترلی ضمن رسیدن به جواب مناسب می

 زمان حل جلوگیری نمود.

یکی دیگر عوامل موثر در رسیدن به جواب مطلوب در روش ایزوژئومتریک انتخاب مناسب بردار گرهی  -42

 باشد. که با توجه به نوع مسئله باید انتخاب شود.می

 نتایج 6-9-9

دست روش ایزوژئومتریک ببا دینامیک سیالات محاسباتی های نتایجی که از این تحقیق و بررسی برخی از پدیده

 آمده عبارتنداز:

ژی ه لاگراندر این تحقیق نشان داده شد که روش ایزوژئومتریک هم برای دیدگاه اویلری و هم برای دیدگا -4

 مناسب است. مسائل دینامیک سیالات محاسباتی

ح طسازی سی شکست سد با دیدگاه لاگرانژی و مدلکارآیی مناسب روش ایزوژئومتریک در حل مسئله -2

 های مختلف. آزاد در زمان

و روش اجزای  ی دستگاه معادلات روش ایزوژئومتریک نسبت به روش بدون شبکهکاهش قابل ملاحظه -9

 .  با دیدگاه لاگرانژی ی شکست سددر حل مسئله محدود

 ی شکست سد روش ایزوژئومتریک نسبت به روش بدون شبکه.تر سطح آزاد مسئلهسازی دقیقمدل -1

 تر شدن معادلاتزی شکست سد در نظر گرفتن عباراتی که شامل لزجت باشند موجب سادهسابرای مدل -5

 باشند.تر و دارای جواب قابل قبول میسازی انجام شده این معادلات سادهشده و مدل

تصحیح برای        -بینیای پیشسازی زمانی انجام شده براساس الگوی دو مرحلهمناسب بودن گسسته -6

 ت سد و استفاده مناسب این الگو با روش ایزوژئومتریک.سازی شکسمدل
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 پیشنهادات 6-5

های یدهبیشتر پددینامیک سیالات محاسباتی ی کمتر آن در با توجه به جدید بود روش ایزوژئومتریک و استفاده

توان با این روش نیز مورد مطالعه قرار داد و های اجزای محدود و بدون شبکه بررسی شده است را میکه با روش

    ی این تحقیق برای انجام تحقیقات بیشتر در ادامهاز خصوصیات مهم آن نسبت به این دو روش استفاده کرد. 

 توان موارد زیر را پیشنهاد داد.می

اشند بکسانی میوجود دارد. که تقریبا دارای مبنای یمعادلات سازی زمانی های مختلفی برای گسستهروش -4

. در ود(شی پواسون فشار تبدیل میبه معادلهی پیوستگی جریان معادلهی ممنتوم، با استفاده از معادله)

باشد استفاده شده است. ای میکه روش دو مرحله و اصلاح سرعت و فشار بینیپیشاین تحقیق از روش 

توان مورد بررسی قرار را می غیرهو دن ی پواسون فشار، روش تصویر کرهای دیگری همچون معادلهروش

 داد.

که در  ییباشد. خطاهاناپذیر میباشند که تقریبا اجتنابمی اهای عددی دارای مقداری خطتمامی مدل -2

های مختلفی باشد. روشسازی و خطای گرد کردن میشامل خطای گسسته دارد های عددی وجودروش

باشند با توان نواحی که دارای خطای بیشتری میبرآورد خطا میبرای برآورد خطا وجود دارد. پس از 

تواند خود به عنوان پژوهشی در های گوناگون خطای آن محدوده را کمتر کرد. این موضوع میروش

 ی این تحقیق باشد.ادامه

. ده کردروش اویلری و لاگرانژی استفاتوان از دو سازی سطح آزاد میطور که قبلا ذکر شد برای مدلهمان -9

 هایاییجابج ایرالاگرانژی ناتوانایی آن در مسائلی است که د با دیدگاهیکی از معایب روش ایزوژئومتریک 

 باشند. بسیار زیاد می
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سازی سطح آزاد روش توان از دیدگاه اویلری استفاده کرد و برای مدلهای میبرای بررسی چنین پدیده

توان با استفاده از دیدگاه اویلری و روش حجم سیال میها که پدیدهبرخی از این حجم سیال را بکار برد. 

 :سازی نمود عبارتندازتوان مدلمی

 سازی جریان شکست با استفاده از دیدگاه اویلری.مدل -

 .4سازی امواج سونامیمدل -

 

                                                 

4 Tsunami waves 
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 پیوست

 حل تحلیلی توزیع سرعت در کانال شیبدار با جریان یکنواخت -الف

 های نقاط کنترل برای ترسیم سطوح نربزی وزنمحاسبه -ب

 

 پیوست 7
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 توزیع سرعت در کانال شیبدار با جریان یکنواختحل تحلیلی  -الف

 باشد:حاکم بر این جریان به صورت زیر میدیفرانسیلی ی معادله
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شیب کانال است  شتاب گرانشی و  gلزجت سینماتیکی سیال، سرعت در راستای شیب کانال،  uدر این رابطه 

 شود:به صورت زیر نوشته می( 4)ی معادله در حالت کلی .(4شکل )
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y

u
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 : کانال با جریان یکنواخت4شکل 

 نشان داده شده است. 2شکل در بر این جریان شرایط مرزی حاکم 
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 4شکل ی : شرایط مرزی حاکم بر مسئله2شکل 

 شود:شرایط مرزی به صورت زیر نوشته می 2شکل با در نظر گرفتن 

(9)                                                                                                  
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 گیریم:را به صورت زیر در نظر می u شود. بدین منظوربرای حل تحلیلی از روش سری فوریه استفاده می
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 برابر است با:( 2)ی با این تغییر متغیر رابطه
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 کنیم:را به دو معادله تبدیل می (5)ی ی دیفرانسلمعادله
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 داریم: (9)و شرایط مرزی  (1)ی با توجه به رابطهباشد. برای حل این دو معادله نیاز به شرایط مرزی می
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 شود.حل می (6)ی باید حل شود. ابتدا معادله( 8)با شرایط مرزی  (7)و  (6)ی دیفرانسیلی بنابراین دو معادله
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 :کنیماز روش تفکیک متغیرها استفاده می (8)و شرایط مرزی  (7)ی دیفرانسیل حل معادلهاما برای 
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 بنابراین:
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(42)      

د و آیتواند صفر، مثبت و یا منفی باشد. در دو حالت صفر و مثبت جوابی بدست نمیمی kعدد ثابت است.  kکه 

 شود:به صورت زیر می (42)بنابراین معادلات  فقط حالت منفی دارای جواب است.
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 (44)و شرایط مرزی  (42)برای حل این دو معادله شرایط مرزی لازم است. شرایط مرزی با توجه به تغییر متغیر 

 آید.می بدست
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 به صورت زیر است: (41)با شرایط مرزی  (49)ی اول حل معادله 
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 به صورت زیر است: (41)با شرایط مرزی  (49)ی دوم حل معادله
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 برابر است با: m(x,y) (،46)و  (45)بنابراین با توجه به روابط 
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 :n=A7c4cبا فرض 
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 داریم: (44)با توجه به سومین شرط مرزی 
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 داریم: (1)ی و رابطه (42)ی با استفاده از رابطهو  (48)ی در رابطه (22) یبا قرار دادن رابطه
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 برای ترسیم سطوح نربز ی نقاط کنترلهای وزنمحاسبه -ب

وجود دارد.  منحنیهای مختلفی برای رسم . روشاستفاده از منحنی در کارهای مهندسی کاملا رایج و الزامی است

 ود.شها در این قسمت توضیح داده میترین روشهای منفی. یکی از سادهوزنو یا  مانند نقاط کنترلی بسیار زیاد

مشابه  {1 ,1 ,1 ,0 ,0 ,0}=ی دو با بردار گرهی تابع نربز درجهاز توان ی، مO482برای ساخت کمانی کمتر از 

 استفاده نمود.  9شکل 

 

 ([1] )مرجع های نقاط کنترلیی وزن: چگونگی محاسبه9شکل 

اند. بنابراین در ابتدا و انتهای منحنی قرار گرفته 3Bو  1Bی کنترلی یعنی با توجه به شکل، اولین و آخرین نقطه

طع خطوط ادر تق 2Bی کنترلی وسطی یعنی شود. نقطهبرابر واحد در نظر گرفته می 3wو  1wهای مربوط به وزن

برابر است با  2Bی کنترلی آید. بنابراین وزن نقطهدست میبه  3Bو  1Bی کنترلی مماس عبوری از دو نقطه

/2)=cos(2w برای ساخت بزرگتراز .O482 توان از چند کمان کوچکتر ساخته شود. می 

شکل های نشان داده شده در و وزن ={0, 0, 0, 1, 1, 2, 2, 3, 3, 4, 4, 4}توان بردار گرهی برای ایجاد دایره می

 خواهد شد. دایرهاستفاده نمود که موجب ایجاد  1
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 ([1] )مرجع ایجاد دایرههای نقاط کنترلی برای وزن :1شکل 
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Abstract 

The Isogeometric analysis (IA) method is based on Computer Aided Design (CAD). The 

main advantages of the isogeometric analysis are: a considerable reduction in the size of system 

of equations, accuracy in the definition of the geometry and its boundaries, using of common 

methods in finite element (FE) method, having more advantages over FE method, the possibility 

of solution of problems with moving meshes such as Lagrangian problems, etc.  

In this thesis, it is tried to use this method for solution of Eulerian and Lagrangian problems 

in computational fluid dynamics due to its novelty. For this purpose, two types of Eulerian 

problems are modeled by IA method. The first problem is to find the velocity distribution of 

uniform flow in a sloped channel and the second is irrotational flow around circular and rectangular 

obstacles. Also in Lagrangian approach two problems of incompressible free surface flows and 

dam break are simulated.  

The purpose of modeling velocity distribution of uniform flow in a sloped channel is to 

compare IA and FE method by size of system of equations. The purpose of modeling irrotational 

flow around circular obstacle is to investigate the ability of the IA method in constructing curves 

and surfaces with high precision. The purpose of modeling dam break is to investigate the ability 

of the IA method in some problems with large deformations which usually happens in Lagrangian 

approach. 

Keywords: Isogeometric Analysis (IA) method, Computational Fluid Dynamics (CFD), Eulerian 

approach, Lagrangian approach, velocity distribution in a sloped channel, irrotational flow, dam 

break. 
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