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  چكيده 

در طراحي آيد. از آنجا كه  مكانيك شكست يكي از موضوعات مورد توجه محققين مختلف به شمار مي

ها  متفاوت با جسم بدون ناپيوستگي است، طي سال ،مهندسي، رفتار مكانيكي جسم حاوي ناپيوستگي

مطالعات فراواني بر رفتار جسم حاوي ترك و ناپيوستگي صورت گرفته است. هدف اصلي تمامي 

هاي موجود در علم مكانيك شكست محاسباتي، تعيين فضاي تنش و كرنش در جسم حاوي  روش

هاي  باشد. عموماً در فرايند محاسبه فضاي تنش در جسم داراي ناپيوستگي از روش ناپيوستگي مي

هاي مشخص با شرايط مرزي  هاي تحليلي ويژه دامنه شود. روش مختلف تحليلي و عددي استفاده مي

خاص هستند. پس براي اينكه بتوان هر جسمي با هر شرايط مرزي را در مكانيك شكست محاسباتي 

هاي عددي كه تا امروز در مكانيك  هاي عددي استفاده گردد. روش سازي نمود بايد از روش لمد

هاي محدود، روش اجزاي محدود استاندارد، روش  اند شامل، روش تفاضل شكست مورد استفاده بوده

باشند. لازم به ذكر است كه در  ميالمان منفصل   و روشمش  هاي بدون مجموعه روش ،المان مرزي

شود. از طرفي با  هاي عددي نامبرده از تقريب هندسه دامنه محاسباتي استفاده مي مي روشتما

تر  هاي مهندسي پيچيده هاي جديد و ساخت طرح تر تكنولوژي پيشرفت و توسعه هر چه بيشتر و سريع

 دانيم كه هندسه و دقت توليد سازي دقيق هندسه دامنه مورد مطالعه بيشتر شده است. مي الزام مدل

هاي آناليز  هندسه در برخي شرايط بر نتايج حاصل از آناليز تاثيرگذار است. بنابراين علاوه بر روش

سازي نمود، تا كمترين  جديد نياز است تا بتوان همزمان هندسه دامنه مورد مطالعه را نيز به دقت مدل

  . حاصل گرددخطاي محاسباتي از فرايند تقريب دامنه 

هاي خوبي كه در علم عددي ايجاد شده،  ازي رشد ترك عليرغم پيشرفتس همچنين در فرايند مدل

اي در خلال فرايند رشد  سازه  اي و نيز اعمال تغييرات بر مش سازه (شبكه)  كماكان توليد اوليه مش

ترك بسيار مشكل و سنگين باقي مانده است. بنابراين اين ايده توليد شد تا به سراغ روش عددي 

آن بدون تغيير هندسه و مش اوليه و از طرفي با در دست داشتن هندسه دقيق به  برويم تا بتوان در

روش آناليز بيني مسير رشد ترك و ايجاد و توسعه روش انرژي در  سازي شكست و پيش مدل
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سازي  هاي عددي مختلف تنها روشي كه قادر به مدل ايزوژئومتريك پرداخته شود. در بين تمامي روش

آناليز ايزوژئومتريك از توابع روش باشد. در  است، روش آناليز ايزوژئومتريك مي هندسه به صورت دقيق

B-spline ،NURBS  به عنوان تكنولوژي هندسي محاسباتي براي تقريب هندسه و متغير اصلي مساله

شود، به همين دليل برگرفته از نامگذاري روش ايزوپارامتريك اجزاي  به طور همزمان استفاده مي

  اندارد از نامگذاري ايزوژئومتريك استفاده شده است. محدود است

در روش عددي آناليز  Jبنابراين در اين رساله دكتري به توسعه روش انرژي تحت عنوان انتگرال 

شود و بر اساس مقدار انرژي محاسبه شده در نوك ترك با  ايزوژئومتريك براي اولين بار پرداخته مي

شوند. همچنين بر  ورهاي شدت تنش مودهاي مختلف محاسبه ميفاكت Jاستفاده از اصول انتگرال 

ثر از وجود ناپيوستگي و بر اساس أاساس نوع بارگذاري و شرايط تنش و كرنش در دامنه مساله مت

شود.  معيارهاي موجود در رشد ترك، به محاسبه و برآورد زاويه رشد ترك و امتداد آن پرداخته مي

بوط به هر بخش از روش اجزاي محدود توسعه يافته بهره برده همچنين براي صحت سنجي نتايج مر

خواهد شد. از طرفي در موارد رشد ترك خستگي و توليد مرزهاي مستدير ناهمگن داخلي و تأثير آنها 

شود. همچنين ضمن  بر مقادير فاكتور شدت تنش از روش اجزاي محدود توسعه يافته كمك گرفته مي

سازي مسير رشد ترك نيز  يافته و روش مجموعه تراز به شبيه تلفيق روش اجزاي محدود توسعه

     خواهيم پرداخت. 

  كلمات كليدي 

، روش اجزاي محدود توسعه يافته، روش مجموعه ، روش انرژي، رشد تركايزوژئومتريك، مكانيك شكستروش آناليز 

  .تراز
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  مقدمه: فصل اول 
  مقدمه  -1

ها نيازمند ابزاري ساده و دقيق جهت  يع مانند هوافضا، خودروسازي و مهندسي سازهابسياري از صن

مركب براي مصالح  سازي گسترش ترك در مود باشند. از طرفي مدل مطالعه سناريوهاي رشد ترك مي

ترد بر پايه مكانيك شكست خطي، از ديرباز به عنوان يك حوزه تحقيقاتي فعال در تعيين  ترد يا شبه

اي در معرض شكست، مورد توجه محققين علوم  رفتار ترك خوردگي و ظرفيت باربري يك عضو سازه

امل ترك، حفره و مرز عددي و مكانيك جامدات قرار داشته است. همچنين مفهوم توليد ناپيوستگي ش

 ،سازي عددي اثبات شده است كه شبيهاز طرفي  است. بودهناپيوستگي داخلي مورد توجه محققين 

بر و در برخي شرايط  يك جايگزين علمي مناسب براي مسايل پيچيده مهندسي پرهزينه، زمان

اي  به طور گستردهمانند اجزاي محدود  1ي عددي بر پايه شبكهها روشباشد.  آزمايشگاهي خطرناك مي

به عنوان ابزاري جهت آناليز بسياري از مسايل مهندسي به كار گرفته شده است. به طور كلي دو شيوه 

باشند.  مي 3و لاگرانژي 2ي عددي بر مبناي شبكه وجود دارد كه شامل: شبكه اولريها روشاي در  پايه

ي تركيبي نويني به وجود ها روشنها گيري از مزاياي اين دو روش و اجتناب از معايب آ بمنظور بهره

ي بر مبناي شبكه براي مسايلي مانند مكانيك شكست با وجود ها روشاما . ]1[آمده است

در آنها تغييرات اساسي در شبكه اجزاي هاي بزرگ كه  هاي متحرك، مسايل با تغييرشكل ناپيوستگي

  باشد.  گردد، مناسب نمي محدود ايجاد مي

هاي متفاوت تقريباً  با درز و ترك است. در مقياس ها مكانيك شكست در زمينه آناليز و طراحي سازه

يا به صورت ماكروسكوپي به علت  و ترك يا به صورت ميكروسكوپي و مصالح حاوي درز يتمام

جزئيات   باشند. بنابراين مكانيك شكست تمامي هاي ناشي از جوشكاري مي ي يا تركخوردگي، خستگ

كند نيز علم مكانيك  گيرد. در شرايطي كه ترك رشد مي را در بر مي ها طراحي و تامين ايمني سازه

، از اين رو علم مكانيك شكست فقط در ابتداي عمر استشرايط سازه  شكست تعيين كننده خواص و

                                                
1- Grid based numerical methods  
2- Eulerian 
3- Lagrangian  
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  مقدمه: فصل اول 
آيد. مكانيك شكست به اين سوالات پاسخ  رد ندارد بلكه در تمام طول عمر سازه به كار ميسازه كارب

تواند  تواند داشته باشد يا بزرگترين باري كه سازه مي دهد: بزرگترين اندازه تركي كه سازه مي مي

ز چه تواند پس از رخداد ترك پايدار بماند؟ ا تحمل كند تا گسيخته نشود چقدر است؟ چقدر سازه مي

صورت گرفته  1970اي كه در سال  در مطالعه مصالحي بايد استفاده شود تا ايمني لازم حاصل گردد؟

ي  ها ها، هزينه است كه هزينه شكست ناشي از تصادفات، بيش طراحي سازهشده است، نشان داده 

ميليارد دلار در سال هزينه در بر خواهد  120تقريباً معادل  ،نگهداري و بازبيني، تعمير و جايگزيني

بيني  توان اجتناب نمود. همچنين اين موسسه پيش داشت و اين در حالي است كه از شكست نيز نمي

 35هاي مربوط به شكست به موقع و درست انجام شود سالانه حدود  نموده است كه اگر كنترل

اين موضوع اهميت مكانيك شكست را در صنايع مدرن نشان  ميليارد دلار صرفه جويي خواهد شد.

در چند دهه گذشته، استفاده از اصول طراحي مكانيك شكست براي جلوگيري از . ]2[ دهد مي

ها و قطعات ماشين به يك نياز تبديل شده است. بسياري از  شكست ناگهاني و يا تدريجي سازه

وليد مواد و سازه (به عنوان نمونه جوشكاري) به طور طبيعي ايجاد شكاف و يا ناپيوستگي ي تها روش

ها شروع به رشد نموده و موجب گسيختگي  ها و ناپيوستگي توانند از اين شكاف ها مي كنند. ترك مي

ميزان قطعه و نهايتاً از كار افتادگي سازه شوند. بنابراين مهمترين هدف علم مكانيك شكست، محاسبه 

تواند سبب شكست ناگهاني در بارهاي وارده شود،  حساسيت قطعه به ترك و اندازه بحراني ترك كه مي

  باشد.  مي

يي از شكست ترد  ها آيد. نمونه ها  به شمار مي به طور كلي شكست ترد به عنوان يك تهديد براي سازه

ميلادي يك  1886توان به چند مورد اشاره نمود. در سال  ها  وجود دارد كه از بين آنها مي در سازه

خته شد. در فوت در حين آزمايش هيدرواستاتيك در كشور انگلستان گسي 250لوله عمودي به طول 

ها موارد ديگري نيز از شكست ترد در برخي از مخازن آب، روغن و گاز كه در آنها از پرچ  همان سال

مورد استفاده از مقاومت  مصالحاستفاده شده بود، گزارش گرديد. در بسياري از موارد گزارش شده 

ست، متشكل از مهندسان و اي از موارد تيم بررسي سانحه شك كششي لازم برخوردار بوده است. در پاره
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  مقدمه: فصل اول 
آزمايش، علت شكست را ايجاد تنش بيشتر در مخازن  طراحان مجرب پس از مدتها بررسي دقيق و

  نسبت به مقادير محاسبه شده از روابط مقاومت مصالح تشخيص دادند. 

ها در بارهاي نسبتاً كم، وجود دارد كه در  هاي متعددي از شكست پل قبل از جنگ جهاني دوم گزارش

هاي  اغلب آنها شكست در درجه حرارت پايين به صورت ترد و ناگهاني اتفاق افتاده است. بررسي

  هاي جوشكاري شروع شده است.  كارشناسي نشان داد كه در بيشتر موارد شكست از محل

هاي  توان گفت كه در گذشته بيشترين شكست ها، مي هاي رخ داده در مخازن و پل علاوه بر شكست

هاي فلزي رخ داده است. در اغلب اين موارد نيز مشاهده گرديد كه  ها در كشتي وردگيترد و ترك خ

  هايي كه تنش در آنها متمركز بوده، شروع شده است. ترك از نقاط گوشه و محل

دار مورد بررسي قرار گرفته است از  طي ساليان متمادي كه موضوع بررسي ظرفيت قطعه ترك

ها  ها در قطعه تركدار استفاده شده است. اين روش ها و تنش ع كرنشي مختلفي در آناليز توزيها روش

باشند. از آنجا كه موضوع اين رساله بررسي عددي  ي تحليلي، آزمايشگاهي و عددي ميها روششامل 

باشد به بيان نكاتي در خصوص روش عددي پرداخته خواهد شد. به طور كلي در شرايطي  شكست مي

ي تحليلي در ها روشتوان از  مرزي مشخص و معمول مواجه باشيم مي كه با هندسه ساده و شرايط

اعمال با تر شده و در نتيجه  اما در حالتي كه مدل هندسي پيچيده ،مكانيك شكست استفاده نمود

دهد. بنابراين  تر مواجه باشيم روش تحليلي كاربرد خود را از دست مي شرايط مرزي مختلف و كامل

ي عددي از روش اجزاي ها روشي حل مساله به صورت عددي رفت. در بين ها روشبايد به سراغ 

)، روش XFEM)، روش اجزاي محدود توسعه يافته (BEM، روش المان مرزي ()FEMمحدود (

بنابراين از بين  .]27-3[ سازي شكست و گسترش ترك استفاده شده است شبيهمش گالركين در  بدون

هاي منحصر به فرد خود در  هاي عددي نامبرده شده روش آناليز ايزوژئومتريك با ويژگي تمامي روش

هاي خاص آن با ديگر  موضوع مكانيك شكست محاسباتي برگزيده شده است تا بر اساس تفاوت

   تعيين مسير رشد ترك پرداخته شود. هاي عددي به موضوع مكانيك شكست و روش
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  مقدمه: فصل اول 
(CAGD)ي  شاخهبطور كلي 

  مسايلي است كه در آن بايد از طريق الگوريتمي شامل تمامي  1

آناليز روش . به طور كلي ]28[سازي هندسه مساله پرداخته شود  كامپيوتري به محاسبه و ذخيره

هاي منحصر به فردي نسبت  گيايزوژئومتريك همان آناليز اجزاي محدود كلاسيك است كه داراي ويژ

ز توابع شكل و نقطه )، اFEA. آناليز اجزاي محدود (]30, 29[ استبه اجزاي محدود كلاسيك 

، از توابع پايه و نقاط كنترلي )CADكامپيوتري (به كمك ر حاليكه روش طراحي كند د استفاده مي

 CADدر مهندسي به اين ترتيب است كه ابتدا طرح مورد نظر در سيستم   برد. فرم عمومي بهره مي

آناليز انجام  FEAتوليد شده و توسط (شبكه) مش  CADطراحي شده سپس بر اساس اطلاعات 

صورت گرفته است. اخيراً هيوز مفهوم آناليز  FEAو  CADهاي زيادي براي تلفيق  تلاش گيرد. مي

معرفي نموده است. نام آناليز  FEAو  CADايزوژئومتريك را براي ايجاد يك ارتباط دقيق و كامل بين 

استفاده نمود  FEAو  CADتوان از توابع پايه يكسان در  ايزوژئومتريك نشان دهنده اين است كه مي

]29 ,30[.   

 ،در بسياري از شرايطبعنوان نمونه  است،خوب و مفيد  مشخصاتيز ايزوژئومتريك داراي آنالروش 

گير است. به علاوه دقت مساله پايين  بندي هزينه بردار و وقت بندي ضرورتي ندارد و از طرفي مش مش

ج دقت نتاي ،توان به مساله كمانش اشاره نمود كه با عدم دقت در هندسه آيد به عنوان مثال مي مي

آناليز ايزوژئومتريك هندسه روش يابند. اين در حالي است كه در  حاصل در كمانش نيز كاهش مي

آناليز پركاربردترين تكنولوژي هندسي محاسباتي در روش شود.  دقيق مدل ميتقريباً بطور مساله 

    .بوده است 2نربز ،ايزوژئومتريك

و تهيه برنامه كامپيوتري در محيط اسپيلاين)  (بيبنابراين در اين رساله با استفاده از توابع پايه نربز 

در به كاربرد روش آناليز ايزوژئومتريك در مفهوم مكانيك شكست پرداخته خواهد شد.  3نرم افزار متلب

ر كنترل درجه پيوستگي در هاي ذاتي روش آناليز ايزوژئومتريك د استفاده از ويژگياصلي، واقع هدف 

                                                
1- Computer aided geometric design 
2- NURBS (Non-Uniform Rational B-splines) 
3- MATLAB 
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  مقدمه: فصل اول 
دانيم يكي از مسايل مهم در كاربرد  همانطوريكه ميفضاي پارامتري و فضاي فيزيكي مساله است. 

هاي عددي در موضوع مكانيك شكست، توليد و انطباق ناپيوستگي بر فضاي فيزيكي مساله است.  روش

ل ممكن و بر اساس مشخصات اشكاَترين  به عبارت ديگر در اين رساله سعي شده است تا به ساده

 روش آناليز ايزوژئومتريك به توليد منطقه متأثر از ناپيوستگي پرداخته شود و در نتيجه اثرات آن

بنابراين در اين مطالعه با استفاده از ويژگي  در توزيع تنش و كرنش مورد بررسي قرار گيرد. ناپيوستگي

ويژگي تكرار نقاط كنترلي ، ديگر در بردار گرهيكنترل درجه پيوستگي در فضاي پارامتري و به عبارت 

به توليد انواع با مختصات يكسان و همچنين استفاده از خصوصيت وزن نقاط كنترلي  اي وصلهبين 

  خواهيم پرداخت. جمله ترك و حفره  از ناپيوستگي 

نسبت به روش اجزاي  ،از طرفي مرتبه بالاتر توابع پايه نربز مورد استفاده در روش آناليز ايزوژئومتريك

محدود كلاسيك يك برتري محسوس در توليد نتايج هموار و خصوصاً در نزديكي ناپيوستگي مياني 

تابع بالاتر هاي استاندارد اجزاي محدود با مرتبه  آورد. اين در حالي است كه استفاده از المان بوجود مي

ق و هموار در نزديكي ناپيوستگي و در واقع حصول نتايج دقي درونياب به سادگي ميسر نخواهد شد.

  هاي موجود در دامنه به استخراج مطلوب براي پارامترهاي شكست خواهد انجاميد.  خصوصاً نوك ترك

در اين مطالعه پس از حصول نتايج هموار براي توزيع تنش و كرنش در صفحه حاوي ناپيوستگي به 

ايم. مهمترين پارامتر شكست در  ختهمحاسبه پارامترهاي مهم در مفهوم مكانيك شكست خطي پردا

باشد.  معيار الاستيك خطي و همچنين مفهوم تسليم در ناحيه كوچك، پارامتر فاكتور شدت تنش مي

يابي تنش  نروهاي انتگرال اندركنش براي مود مركب شكست، روش ب ما در اين رساله بر اساس روش

محاسبه و مقايسه مقادير فاكتور شدت تحليلي به - در صفحه مقابل نوك ترك و نيز روش حل تجربي

پردازيم. پس از محاسبه فاكتورهاي شدت تنش مود مركب، بر اساس  تنش در مود مركب بارگذاري مي

دو معيار حداكثر تنش مماسي و معيار تعميم يافته حداكثر تنش مماسي به برآورد زاويه شروع رشد 

يباً دقيق از فاكتورهاي شدت تنش مود مركب ترك خواهيم پرداخت. همچنين با اطلاع از مقادير تقر

دو بعدي به محاسبه فاكتور شدت تنش موثر بر اساس معيار تاناكا پرداخته شده و ضمن مقايسه ميزان 
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  مقدمه: فصل اول 
فاكتور شدت تنش موثر با چقرمگي شكست (فاكتور شدت تنش بحراني) براي مصالح مورد نظر تعيين 

مسلماً در اين فرايند هر چقدر مقادير فاكتور شدت تنش  نمايد يا خير. نماييم كه آيا ترك رشد مي مي

تري حاصل خواهد شد.  تر محاسبه گردند مراحل تعيين رشد ترك نيز بنحو مطلوب محاسباتي دقيق

ترين حالت ممكن  ايم تا تقريباً به دقيق هاي مختلف استفاده نموده بندي مختلف در مدل لذا از مش

هاي مختلف  ظور مشخص نمودن وضعيت ماتريس سختي در مدلدسترسي پيدا نماييم. همچنين بمن

مورد بررسي، مقادير ويژه ماتريس سختي و وضعيت بالا و پايين مثلث ماتريس سختي محاسبه شده تا 

   نشان داده شود.سازي در نتايج  بدين وسيله تأثير شيوه گسسته

يك برنامه كامپيوتري در محيط نرم از طرفي براي مقايسه نتايج بدست آمده از روش آناليز ايزوژئومتر

افزار متلب تهيه شده است تا با استفاده از روش اجزاي محدود توسعه يافته كه همان اعمال روش 

بندي واحد در روش اجزاي محدود استاندارد است، به محاسبه توزيع تنش و كرنش و در نتيجه  پيكره

است كه در اين كُد به تلفيق روش  محاسبه فاكتورهاي شدت تنش پرداخته شود. لازم به ذكر

ايم تا بتوانيم مسير حركت ترك را كه بعنوان  مجموعه تراز با روش اجزاي محدود توسعه يافته پرداخته

باشد، تعقيب نماييم. محاسبه فاكتورهاي شدت تنش در روش اجزاي محدود  مييك مرز متحرك 

هايي از رشد  مثال سپسشود.  ب محاسبه ميتوسعه يافته نيز بوسيله انتگرال اندركنش براي مود مرك

  اي و مياني به كمك روش اجزاي محدود توسعه يافته ارائه خواهد شد.  ترك لبه

نتايج بدست آمده از هر دو روش آناليز ايزوژئومتريك و روش اجزاي محدود توسعه يافته براي مساله 

  تنش در همان صفحه مقايسه شده است.اي و مياني با حل دقيق براي توزيع  صفحه محدود با ترك لبه

پايه  پذيرترين روش بر البته بدليل ويژگي خاص روش اجزاي محدود توسعه يافته كه آن را به انعطاف

سازي و كاربرد روش مجموعه  مش در مساله شكست و رشد ترك تبديل نموده است، از طريق غني

و مرز ناهمگن نرم يا سخت پرداخته شده  تراز به توليد مرزهاي ناهمگن مستدير داخلي به شكل حفره

شود.  و متعاقباً اثرات مرزهاي ناهمگن داخلي بر مقادير فاكتور شدت تنش مورد ارزيابي قرار داده مي
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  مقدمه: فصل اول 
اي و مياني افقي بر پايه قانون پاريس در رشد پايدار  همچنين مساله رشد ترك خستگي براي ترك لبه

  سازي شده است. عه يافته شبيهترك خستگي به كمك روش اجزاي محدود توس

  مطالب ارائه شده در رساله به اين ترتيب خواهد بود: 

هاي عددي پركاربرد در مفهوم مكانيك شكست  به ارائه توضيحاتي در خصوص روش در فصل دوم

هاي عددي اجزاي محدود استاندارد، روش المان  پردازيم. در اين فصل اصول كلي حاكم بر روش مي

مش و روش اجزاي محدود توسعه يافته ارائه خواهد شد. در فصل دوم طريقه  ونمرزي، روش بد

سازي نقاط گرهي اجزاي محدود و ايجاد درجات آزادي اضافي بمنظور تحميل ناپيوستگي بر  غني

  گردد.   مساله و اصول كلي روش مجموعه تراز در دنبال نمودن مرز متحرك بيان مي

ز ايزوژئومتريك ارائه خواهد شد. در اين فصل نحوه تشكيل توابع ، اصول كلي روش آناليدر فصل سوم

اسپيلاين و  هاي بي اسپيلاين و نربز توضيح داده خواهد شد. سپس نحوه بدست آوردن منحني پايه بي

نربز بيان خواهد شد. تعريف بردار گرهي، نقاط كنترلي و در نتيجه تعريف وصله ارائه شده و طريقه 

سازي  در انتهاي فصل سوم نحوه گسستهاحجام نربز توضيح داده خواهد شد. بدست آوردن سطوح و 

دامنه در روش آناليز ايزوژئومتريك براي حل مساله الاستواستاتيك و نحوه اعمال شرايط مرزي اساسي 

                            شود.  و طبيعي بر مرزها توضيح داده مي

، مفهوم مكانيك شكست و پارامترهاي دخيل در شكست به تفصيل توضيح داده در فصل چهارم

مفهوم چقرمگي شكست، انرژي كرنشي، ميزان نرخ رهايي انرژي كرنشي، انرژي كرنشي، خواهد شد. 

براي توزيع تنش در مقابل نوك  Kگردد. همچنين به تعريف فضاي  انرژي پتانسيل و نرمي بيان مي

شود. در ادامه  و ارائه تعريف رابطه بين فاكتور شدت تنش و نرخ رهايي انرژي كرنشي پرداخته مي ترك

مفهوم تركيب مودهاي شكست و معيارهاي رشد ترك شامل معيار حداكثر تنش مماسي، معيار تعميم 

شد. تشريح خواهد يافته حداكثر تنش مماسي، معيار گريفيث و معيار حداقل دانسيته انرژي كرنشي 

و انتگرال اندركنش براي محاسبه مقادير فاكتور شدت تنش  Jهمچنين در فصل چهارم روش انتگرال 



 

9 

 

  مقدمه: فصل اول 
گردد. در پايان قانون پاريس در رشد پايدار ترك خستگي و ارائه مفهوم رشد ترك خستگي  ارائه مي

  ارائه خواهد شد. 

وش آناليز ايزوژئومتريك و روش عددي با استفاده از هر دو ر سازي شبيه، به تشريح نتايج فصل پنجم

، مياني افقي و مياني اي هلب هاي ترك شود. در اين فصل انواع  مياجزاي محدود توسعه يافته پرداخته 

هايي از رشد ترك در حالات مختلف نمايش داده  شوند. سپس مثال ميمايل مورد بررسي قرار داده 

بر بزرگاي فاكتور شدت تنش در مود مركب  خواهد شد. همچنين به بررسي اثرات حفره و مرز داخلي

هاي زياد مورد ارزيابي  اي و مياني افقي در تعداد سيكل ايم. رشد ترك خستگي براي ترك لبه پرداخته

  شود. قرار داده مي

و پيشنهادات براي كارهاي گيري مباحث مطروحه انجام گرفته  بندي و نتيجه جمع در فصل ششم

 مراجع مورد استفاده در اين رساله ارائه خواهد شد.   ش هفتمبخدر آينده ارائه شده است. 

  فرضيات -1-1

گيرد. در  براي تمام مصالح صورت ميالاستيك سازي رشد ترك با فرض رفتار  كليه مراحل شبيه

اتفاق  در نوك ترك يتسليم در محدوده كوچكبر آن است كه فرض  شرايط ايجاد منطقه پلاستيك

هايي كه مدل  تمامي دامنه است.  سطوح ترك بدون تنش فرض شدهدر فرايند محاسبات  افتاده است.

همچنين فرض شده است كه ترك با  .صفحات حاوي ترك از پيش تعريف شده هستندخواهند شد، 

با هر مقدار از فاكتور  در مسايل رشد ترك،گردد.  خارج نمودن مقداري از ماده در نوك ترك ايجاد مي

ر، گسترش ترك رخ خواهد داد. به عبارت ديگر رشد ترك مستقل از ميزان ظرفيت شدت تنش موث

شكست مصالح در نظر گرفته شده است. در مسايل رشد ترك خستگي ميزان ظرفيت شكست در رشد 

. در شوندآناليز مياي  مسايل دو بعدي در شرايط كرنش صفحه. گردد ميپايدار ترك خستگي لحاظ 

صرفنظر حاوي ترك يا هر ناپيوستگي ديگر رت دما بر توزيع تنش در صفحات فرايند محاسبات از اث

    شده است.   
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  مقدمه: فصل اول 
  روش آناليز ايزوژئومتريك -مروري بر منابع -1-2

بخشي از مراجع مورد استفاده در موضوع روش آناليز ايزوژئومتريك و معرفي در اين قسمت به 

  گستردگي كاربرد اين روش پرداخته شده است. 

را در ايجاد روش جديدي در مكانيك محاسباتي بر  نربزآناليز ايزوژئومتريك با استفاده از  مفهوم 1هيوز

  . ]30, 29[نمود  هاي جديد در هندسه محاسباتي خلق پايه پيشرفت

را توليد نمودند. آنها  نربزمباني محاسباتي رياضي روش ايزوژئومتريك با كاربرد  و هيوز 2بازيلوز 

دند. به علاوه، آنها مطالعه نمو hبهبود شبكه به روش ي تقريب و پايداري روش را در مفهوم ها ويژگي

  . ]31[ باشد توسعه دادند مناسب مي نربزروش جديدي را در تقريب كه براي 

توابع پايه را بر دقت حل مساله در روش آناليز ايزوژئومتريك در  هموارياثرات  و همكاران 3كوترول

محلي كه  بهبودبررسي نمودند. همچنين آنها يك استراتژي جديد را در  نربزچارچوب استفاده از 

  . ]32[ گرفته شود را توسعه دادندبتواند در حل مساله پوسته به كار 

آغاز  نربزكوادريچر را در آناليز ايزوژئومتريك بر پايه - مطالعه بر روي قوانين گوسهيوز و همكاران 

هاي جرم، سختي و همرفت را  نمودند. آنها قوانين موثر و كارايي را در محاسبات مربوط به ماتريس

  . ]33[ توسعه دادند

را  5تابع جريان اي الاستيك غير قابل تراكم را بوسيله فرمولاسيون مسايل صفحهو همكاران  4آوريچيو

توسعه دادند. همچنين آنها روش  نربزمطالعه كرده همچنين طرح عددي اين روش را در چهارچوب 

هاي متعدد متصل به يكديگر پيشنهاد  گالركين ناپيوسته را براي نگاشت چندگانه به عبارتي دامنه

  . ]34[ نمودند

اي آغاز نمودند. آنها بر  مطالعه آناليز ايزوژئومتريك را در زمينه آناليز ارتعاش سازهكوترول و همكاران 

توابع پايه هموار، كه مرتباً در ي مرتبه بالاتر در اعمال  به عنوان شيوه kبهبود شبكه به روش مفهوم 

                                                
1 - Hughes 
2- Bazilevs 
3- Cottrell 
4- Auricchio 
5- Stream function 
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  مقدمه: فصل اول 
. آنها آناليز ايزوژئومتريك را در حل چند مثال ساده ه است، پرداختندمحاسبات ارتعاشي استفاده شد

هاي مرتبه بالاتر اجزاي  يا همان المان p نسبت به روش k اي به كار بردند. روش در ارتعاش سازه

  . ]35[ محدود، دقت بالاتري را در طيف فركانسي نشان داد

سازه براي سيال غير - فرمولاسيون كامل همبسته را در آناليز اندركنش سيال يك بازيلوز و همكاران

فرمولاسيون يپرالاستيك غيرخطي توسعه دادند. ها  قابل تراكم برروي يك دامنه متحرك با ماده جامد

سازه با حضور سيال غيرقابل  - همبسته اندركنش سيال سازي مدلرا در  نربزايزوژئومتريك بر پايه 

اي توسعه دادند.  ي بزرگ سازهها شكلاده جامد الاستيك غيرخطي و همچنين امكان تغيير تراكم و م

  .]36[ سازي جريان خون در رگها استفاده نمودند آنها از اين روش در مدل

روشي را براي اعمال بهتر شرايط مرزي در آناليز ايزوژئومتريك در حالت شرايط و همكاران  1وانگ

همگن ارائه نمودند. آنها از يك انتقال براي نقاط كنترلي مرزي براي انتقال به مرز  مرزي همگن و غير

  . ]37[ اند واقعي دامنه استفاده نموده

در دنبال نمودن مرزهاي متحرك و تغيير توپولوژي در خلال تغيير  نربزاز نمايش و همكاران  2مايسور

فاز استفاده نمودند. آنها در كار خود بوسيله روش ايزوژئومتريك مرزها را به صورت صريح و بوسيله 

  . ]38[ ورد نمودندمدل نموده و هر دو مساله تغيير شكل و توپولوژي را برآ نربزتكنولوژي 

در آناليز سه بعدي اجزاي محدود پرداختند. به طور كلي توجه  نربزبه بهبود دادن و همكاران  3سويا

خاص آنها در اين كار مدل كردن هندسه دقيق در اجزاي محدود است. در واقع آنها از امتياز مدل 

هايي  بهره بردند. در كار آنها المان نربزنمودن واقعي هندسه و مرزهاي فضاي سه بعدي با استفاده از 

گيري عددي  دارند، از روش استاندارد اجزاي محدود در توابع درونياب و انتگرالكه با مرز تقاطعي ن

توليد شده است، تقاطع داشته باشند،  نربزاستفاده شده و در حالتي كه المان با مرزي كه بوسيله 

  .     ]39[ باشند اي خاص و انتگرال عددي خاص مي اي تكه نيازمند توليد توابع چند جمله

                                                
1- Wang 
2- Mysore 
3- Sevilla 
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  مقدمه: فصل اول 
كورتوج را با ابزار ايزوژئومتريك - استوكس- اي معادلات هم دماي ناوير در مطالعهو همكاران  1گومز

بخار به صورت عددي  -  آب / سازي جريان دو فازي آب ه به مدلآناليز نمودند. آنها در اين مطالع

اند كه امكان حل مستقيم براي  پرداختند، آنها روش حل عددي را بر پايه ايزوژئومتريك فرموله كرده

جزئي مرتبه بالا را دارد. از اين جهت كه معادله ديفرانسيل مورد توجه داراي  - عملگرهاي ديفرانسيلي

سازد.  سه است، به شدت حل اين مساله را در اجزاي محدود كلاسيك محدود ميعملگري از مرتبه 

 اي و پيوستگي كند كه توابع پايه، هموار تكه دليل اين است كه حضور عملگر مرتبه سوم الزام مي
1C 

اجزاي محدود هستند هاي دو بعدي  سراسري داشته باشند. در حاليكه تعداد بسيار محدودي از المان

 كه ويژگي
1C 41, 40[ سازي هندسه پيچيده باشند را دارا بوده و قابليت مدل[.  

سازي شكل و توپولوژي در  حسني و همكاران به توسعه روش آناليز ايزوژئومتريك در مساله بهينه

  . ]42[ها پرداختند  مهندسي سازه

  مكانيك شكست -مروري بر منابع -1-3

  در اين قسمت بخشي از مطالعات پيشين در موضوع مكانيك شكست اشاره خواهد شد. 

به بررسي فاكتورهاي شدت تنش و رشد ترك در مود مركب پرداخت. در اين مطالعه يك معيار  2يان

  پلاستيك ناداي - شكست مود مركب ترك با لحاظ نمودن پارامترهاي شكست بر روي مرز الاستيك

حول نوك ترك ارائه شده است. در واقع در اين مطالعه به بررسي معيارهاي مختلف رشد ترك 

پرداخته شده است. همچنين به بررسي و ارائه معيار جديدي در رشد ترك در مصالحي كه داراي تنش 

  . ]43[ هاي مختلفي در كشش و فشار هستند پرداخته شده است تسليم

رشد ترك خستگي ناشي از سايش با استفاده از روش اجزاي محدود توسعه يافته و همكاران  3گينر

سازي  به مدل Abaqusبرنامه  هاي زيرتابعاند. آنها در اين مطالعه با تغيير در  ي قرار دادهمورد بررس

  . ]44[ اند رشد ترك خستگي پرداخته

                                                
1- Gomez 
2- Yan 
3- Giner 
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  مقدمه: فصل اول 
و  T-stressمرزي گالركين متقارن به محاسبه   از روش المانبا استفاده و همكاران  1سوترادهار

اند. آنها در اين مطالعه به  پرداخته اندركنشفاكتورهاي شدت تنش براي مود مركب ترك با انتگرال 

ترك در مود مركب در روش عددي المان مرزي گالركين در حالت دو بعدي و  سازي مدلبررسي 

گيري و  حاسبه همزمان هر دو فاكتور شدت تنش با يك بار انتگرالدر م اندركنشاستفاده از انتگرال 

  . ]18[ اند پرداخته J-بدون تجزيه انتگرالي

را بررسي  ]در مقابل رشد بسيار كوچك ترك[مكانيك شكست با رشد محدود ترك و همكاران  2تيلور

نمودند. آنها در مطالعه خود به اصلاح تعادل انرژي گريفيث كه در مكانيك شكست خطي مورد 

اند. اصلاحيه آنها شامل استفاده از مقدار محدود رشد ترك در مقابل رشد بسيار  استفاده است پرداخته

  . ]45[ باشد شود، مي كوچك ترك وقتي كه نرخ رهايي انرژي محاسبه مي

موضوع استفاده از آناليز ايزوژئومتريك و اجزاي محدود توسعه يافته را به طور و همكاران  3لويكر

همزمان مورد بررسي قرار دادند. آنها در اين مطالعه به اعمال تغييراتي در يك برنامه اجزاي محدود 

باشد، پرداختند. آنها در اين  سازي ناپيوستگي ترك مي سازي در مدل استاندارد كه داراي توابع غني

به جاي توابع مرتبه پايين اجزاي محدود استفاده كرده و  نربزمطالعه از توابع پايه ايزوژئومتريك يعني 

  .]8[ مساله محاسبه فاكتور شدت تنش را در دامنه حاوي ترك مورد بررسي قرار دادند

با استفاده از روش اجزاي محدود به محاسبه رشد ترك پرداخته است. وي در اين و همكاران  4فيلد

ه در پردازد كه از طريق آن بتوان به محاسبه مساله رشد ترك با زاويه دلخوا مطالعه به ارائه روشي مي

حالت دو بعدي و بوسيله روش اجزاي محدود پرداخت. در اين مطالعه براي يافتن زاويه رشد ترك از 

است كه در آن حداكثر   سازي بر اساس الگوريتمي سازي استفاده شده است. اين بهينه يك روش بهينه

با يك انرژي رهايي محلي براي چند حالت فرضي رشد ترك در نوك ترك محاسبه نموده و سپس 

     . ]46[ نمايد سازي زاويه بهينه رشد ترك را محاسبه مي فرايند بهينه

                                                
1- Sutradhar 
2- Taylor 
3- Luycker 
4- Field 
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  مقدمه: فصل اول 
بهبود شبكه با استفاده از روش اجزاي محدود استاندارد از طريق روش تطبيقي با و همكاران  1خويي

سازي گسترش ترك پرداختند.  هايي كه خطاي حل بيشتر است، به مدل محل دامنه در اجزاي محدود

هاي اجزاي محدود  كار اصلي در اين مطالعه تعيين خطا در محل نوك ترك و سپس ريز كردن المان

  .      ]14[ باشد در آن منطقه مي

خودكار رشد ترك در مود مركب با استفاده از روش اجزاي محدود  سازي مدلاي به  در مطالعه 2يانگ

پرداخته است. وي در اين مطالعه به معرفي روش جديدي پرداخته  SBFEM(3مرزي مقياس شده (

  .]16[ نمايد هاي اجزاي محدود استاندارد و نيز مزاياي روش المان مرزي استفاده مي كه از ويژگي

مخصوص نوك ترك پرداختند. آنها در اين  5هبود المان نقاط يك چهارمبه مطالعه بو همكاران  4گري

  .]2[ اي را براي افزايش دقت نمايش بازشدگي نوك ترك ارائه نمودند مطالعه اصلاحيه

شكل جديد پيشنهادي به محاسبه انتگرال به و همكاران نيز ضمن ارائه توابع شكل خاص  6سالوادوري

حل بسته نشأت گرفته از روش المان مرزي به محاسبه مقادير فاكتور شدت تنش در دامنه با رفتار 

  . ]47[اند  الاستيك خطي پرداخته

اخته و توليد بندي واحد در روش آناليز ايزوژئومتريك پرد و همكاران به اعمال روش پيكره 7قريشي

  . ]7[اند  ساز انجام داده ترك در صفحه را با استفاده از درجات آزادي اضافي ناپيوسته

سازي همزمان چندين ناپيوستگي در يك دامنه و  و همكاران به ارائه روشي جهت مدل 8سينگ

اند. روش عددي بكار گرفته شده توسط آنها روش آناليز  محاسبه فاكتور شدت تنش پرداخته

  . ]48[باشد  ريك توسعه يافته ميايزوژئومت

  

                                                
1- Khoei 
2- Yang 
3- Scaled Boundary Finite Element Method 
4- Gray 
5- Quarter-point crack tip element 
6- Salvadori 
7- Ghorashi 
8- Singh 
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  مقدمه: فصل اول 
سازي صفحات حاوي ترك تحت شرايط بارگذاري و مرزي مختلف با  به مدل و همكاران نيز 1باردواج

  .  ]49[اند  استفاده از روش ايزوژئومتريك توسعه يافته پرداخته

  

                                                
1- Bhardwaj 
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 هاي عددي در مكانيك شكستروش: دومفصل 
  در مكانيك شكستهاي عددي  روش -2

با كاربرد فراوان در موضوع مكانيك شكست و عددي هاي  در اين بخش بطور مختصر در خصوص روش

شود. لذا در خصوص روش اجزاي محدود، روش المان مرزي، روش  گسترش ترك پرداخته مي

  مش و روش اجزاي محدود توسعه يافته توضيحاتي ارائه خواهد شد.  بدون

  انداردروش اجزاي محدود است -2-1

در آناليز به روش اجزاي محدود، دامنه مورد مطالعه به اجزاي كوچكتري تحت عنوان المان تقسيم 

شده آنگاه عملگر ديفرانسيلي حاكم بر مساله با استفاده از توابع تقريب محلي (توابع درونياب) در هر 

  شوند.  المان به صورت عددي حل مي

بندي شده كه  كوچكتري تقسيم اجزايدود، كل محيط به مح اجزايدانيم در روش  همان طور كه مي

گوييم. براي آن كه بتوانيم تمام جسم را تقسيم بندي كنيم، بايد نوع  سازي مي به اين عمل گسسته

 المان مشخص شده باشد. انتخاب نوع المان بستگي به نوع آناليز، دقت مورد نياز و ديگر پارامترها دارد.

از طرفي براي داراي شكل يكنواخت نبوده و داراي اشكال متفاوتي هستند  ها نبا توجه به اينكه الما

يك المان با شكل و اندازه مشخص (المان مادر) انتخاب گيري عددي   مهيا نمودن شرايط براي انتگرال

- ي شبكهها نيك نگاشت مختصات المابا استفاده از  حال شود. شده و كليه روابط براي آن نوشته مي

پذيرد و  را به المان مادر انتقال داده و كليه محاسبات در مختصات المان مادر صورت ميبندي شده 

گيرد همانند  نگاشتي كه براي انتقال صورت مي آوريم. بدست مي كليمختصات در سرانجام نتايج را 

متريك اپاروايزالمان،  اينگردد، به همين دليل به  ستفاده ميوابع شكل است كه براي تغيير شكل ات

مكان را به دست آوريم. توابع بايست توابع شكل يا تغيير بعد از انتخاب نوع المان مي شود. گفته مي

مكان هر نقطه به مختصات آن در المان مادر ها تغيير نشكل در واقع توابعي فرضي هستند كه توسط آ

ن، توسط توابع فوق گردد. به عبارت ديگر با مشخص نمودن مختصات يك نقطه در يك الما وابسته مي

اي آن نقطه را محاسبه كرد. در توابع فوق ضرايب ثابتي وجود دارد كه با توجه به ه شتوان كرن مي
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 اجزايدر واقع تقريب اصلي كه در روش . حساب كردرا  ها نتوان آ مقادير تغيير مكان گرهي مي

 ها ممكن است اين منحني ذال است. ها رود انتخاب همين توابع شكل براي جابجايي محدود به كار مي

كنند. به عبارت ديگر ايجاد خطا  و ل واقعي منطبق نشوندي تغيير شكها بر روي منحني (توابع) دقيقاً

آمد. بنابرين هر چه جملات اختلافي بين تغيير شكل فرضي ما با تغيير شكل حقيقي پيش خواهد 

. در ادامه ايج بهتري بدست خواهيم آوردبع نتت(درجه آزادي بيشتر) را بتوان انتخاب كرد به  بيشتري

ا آن ه شبه جاي كرن ها كنيم تا با جايگذاري جابجايي گره ها ا را وابسته به جابجايي گرهه شكرن بايد

 بنابراينا را نيز محاسبه كنيم. ه شا، تنه شمقادير را به دست آورده و در نهايت با محاسبه كرن

 براي بدست آوردن ماتريس سختي نقاط گرهي نوشته شوند.ا بر حسب تغيير مكان ه شبايست كرن مي

كند كه يك جسم  ن ميا، از اصل مينيمم كردن انرژي پتانسيل استفاده خواهيم كرد. اين اصل بيالمان

هنگامي پايدار خواهد بود كه انرژي پتانسيل آن مينيمم باشد. حال ابتدا انرژي كل جسم كه ناشي از 

باشد را محاسبه كرده و سپس  حجمي، سطحي و نيروهاي متمركز مي، كار نيروهاي يكرنشانرژي 

گيريم. در واقع با اين عمل تغيير مكان  ميمشتق ها  براي مينيمم كردن آن، نسبت به تغيير مكان گره

. با اين روش به ماتريس سختي باشد شدهمينيمم  ،شوند كه انرژي كل نقاط گرهي به شكلي يافت مي

هاي  براي به دست آوردن ماتريس سختي، ماتريس جرم و ميرايي از روش ت.المان دست خواهيم ياف

شود و مقادير  شود. سپس دسته معادلات خطي به دست آمده حل مي گيري عددي استفاده مي انتگرال

  آيند.  متغير اصلي مساله به دست مي

ناپيوستگي استفاده  سازي محيط شامل حال براي اينكه بتوان از روش اجزاي محدود استاندارد در مدل

هاي روش اجزاي محدود استاندارد، اين  اين روش فايق آمد. عليرغم تمامي ويژگي بنمود، بايد بر معاي

روش داراي معايبي است كه استفاده از آن را در بعضي مسايل و بالاخص بحث شكست و گسترش 

ها به يكديگر بسته  لمانسازد. يكي از معايب عمده اين روش در اين است كه چون ا ترك محدود مي

توان به  لذا امكان جدا شدن از يكديگر را ندارند، بنابراين براي بررسي گسترش ترك نمي ،هستند

سادگي از اجزاي محدود استاندارد استفاده نمود. در واقع براي رفع نقص اين روش بايد براي گسترش 
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 هاي عددي در مكانيك شكستروش: دومفصل 
دي مجدد گردد. همانطور كه بن ترك در هر مرحله رشد ترك حداقل منطقه اطراف نوك ترك مش

بندي مجدد دامنه بسيار هزينه بردار بوده و همچنين مقداري خطا در اين كار وجود  دانيم مش مي

دارد. همچنين يكي ديگر از مشكلات در آناليز مساله ترك در اجزاي محدود استاندارد وجود تكينگي 

دن اين مشكل بايد از الماني استفاده . براي برطرف كراستدر مقدار تابع تنش براي منطقه نوك ترك 

و  1نمود كه داراي تابع شكل غيرتكين باشد. به عبارت ديگر با استفاده از المان تكين نقاط يك چهارم

تواند منتهي به  كه خود اين مساله مي بسيار ريز در نوك تركمش اجزاي محدود اعمال يك يا اينكه 

. بنابراين تمامي اين موارد گردد وك ترك برطرف ميهاي تكين در ن ، مشكل تنشخطاهاي عددي شود

  اند. هاي روش اجزاي محدود استاندارد در برآورد مسير گسترش ترك شده كاهش توانايي بموج

اجزاي محدود در گسترش ترك به كار برده شده است. اين روش داراي  1967به طور كلي از سال 

ز اين روش را در گسترش اتوماتيك ترك مشكل نموده مزايايي است اما معايبي نيز دارد كه استفاده ا

روش اجزاي محدود استاندارد در مبحث گسترش ترك استفاده كنيم است. حال چنانچه بخواهيم از 

اول اينكه در اين بايد از فرايندهاي تخمين خطا، سازگاري مش و انطباق مش با مساله استفاده شود. 

بندي ريز استفاده نمود در نتيجه  وك ترك بايد از المانروش براي غلبه بر تكينگي تنش اطراف ن

توان فهميد كه چه وقت و در چه جهتي ترك رشد  آيد و مي فاكتور شدت تنش صحيح به دست مي

باشند. يكي ديگر از  هاي اطراف نوك ترك نيز داراي اهميت مي نمايد. همچنين اندازه المان مي

ها در مسير ترك است. پس براي  ترك با جداسازي گرهمشكلات اين روش در اين است كه مدل رشد 

  بندي مورد نياز است. به دست آوردن يك مسير ترك واقعي يك فرايند پيچيده مش

  روش المان مرزي - 2-2

هاي مدرن در حل برخي از معادلات ديفرانسيلي جزئي  توان جزو روش را مي 2روش المان مرزي

هاي محدود  همچون اجزاي محدود و تفاضل اي حجميه روش اي كه اين روش با  دانست. تفاوت عمده

                                                
1- Quarter point singular elements   
2- Boundary element method 
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بنابراين بعد مساله مورد حل  شود. ميسازي  دارد در اين است كه فقط مرز دامنه مورد مطالعه گسسته 

سازي شده و در  يابد. به عبارت ديگر در مسايل سه بعدي يك سطح گسسته يك واحد كاهش مي

براساس  مرزي گيرد. آناليز المان سازي انجام مي گسستهمسايل دو بعدي فقط بر روي يك مرز فرايند 

تبديل انتقال معادله ديفرانسيل به يك معادله انتگرالي است. تبديل معادله ديفرانسيل به معادله 

درون دامنه، روي مرز و حتي  [ممكن است. اين معادله انتگرالي همه جا  1انتگرالي بر اساس تابع گرين

اما معمولاً حالت روي مرز مورد توجه قرار دارد. الگوريتمهاي متعددي براي  برقرار است ]خارج دامنه

ها روش گالركين يا  تقريب عددي اين معادلات انتگرالي به وجود آمده است. از جمله اين روش

باشند. براي حل مساله در حالتهاي دو و سه بعدي تفاوتهايي در نحوه حل وجود  متقارن مي -گالركين

  دارد. 

قابليت در آناليز شكست محاسباتي است. در روش  ي باها روش) يكي از BEMمرزي ( المانروش 

سازي شده بنابراين مجهولات مساله فقط بر روي مرز  دامنه مورد نظر گسسته مرزي فقط مرزالمان

مش كه در آن كل دامنه  هاي بدون روش اجزاي محدود و روششوند. اين روش در مقايسه با  مي تعيين

بندي مجدد  شود داراي مزايايي از قبيل كاهش اندازه مساله است. به علاوه براي مش سازي مي تهگسس

در منطقه  ]كه در واقع اين فرايند فقط نياز به يك عملگر محلي دارد[دامنه در مساله گسترش ترك 

تابع ، حل دو به طور كلي شامل: اولاً BEMحول نوك ترك ساده و آسان است. هدف از حل به روش 

. بنابراين در يك كلام است هاي الاستيسيته، جابجايي و نيرو) ي پتانسيل و جريان (در حالت مرزي پايه

براي حل مسايلي كه فقط نياز به حل مرزي دارند مناسب است.  ثانياً پس از  BEMتوان گفت كه  مي

رد از لحاظ محاسباتي باشند اما اين مو حل براي مقادير مرزي، مقادير داخلي نيز قابل محاسبه مي

اين است كه اين روش براي مسايلي كه در آنها  BEMباشد. يك نكته جالب در خصوص  بر مي هزينه

مشتقات مجهول مستقيماً از  BEM. در استبايد مشتقات با دقت بالا و مناسب تعيين شوند مناسب 

شوند حال آنكه در روش اجزاي محدود استاندارد ابتدا پتانسيل تقريب  حل معادله انتگرالي محاسبه مي

                                                
1- Green’s function 
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آيند كه اين  گيري از اين تابع تقريب مشتقات به دست مي در تمام دامنه تعيين شده آنگاه با مشتق

هر ناپيوستگي به صورت يك مرز در  BEMگيري با مقداري خطا همراه است. در واقع در  مشتق

ها نيز در مرزها تعيين  هاي بارگذاري و نيز تكيه گاه گردد. همچنين محل هندسه مساله مشخص مي

شوند. سطح ترك مورد نظر در مساله شكست به صورت دو سطح مرزي بالا و پايين تعريف  مي

  شود.    مي

) دسته معادلات غيرمتقارن iين موارد است: () شامل اBEMمرزي ( از طرفي معايب عمده روش المان

) محاسبات iiكه حل آنها ساده نيست، ( 1هاي بدست آمده پر در روش المان مرزي تجمعي و ماتريس

) همچنين به كار بردن اين روش در iiiرياضي پيچيده كه براي مهندسين تا حدودي نامأنوس است و (

  .]50[ اقي مانده استمسايل ناهمگن و غيرخطي تا حدودي ناشناخته ب

  مش  بدون هاي  روش -2-3

سازي  جهت مدل 3ارائه روش هيدروديناميك ذرات هموار توان به را مي 2مشندوب هاي روشش يدايپ

و  5، گينگولد4ها و ابرهاي گرد و غبار توسط لوسي ستارهمرز مانند انفجار هاي نجومي بدون پديده

ي مش، توسعه فراوان ندومنسوب نمود. پس از آنها در موضوع توابع تقريب روش ب ]52, 51[ 6ماناغان

 PU(7بندي واحد ( هاي ايجاد شده تحت عنوان روش پيكره صورت گرفته است كه يكي از انواع روش

هاي  روف و شناخته شده در مجموعه روش. دو روش مع]53[ابداع گرديد  9و ملنك 8توسط بابوشكا

كه بر پايه حالت ضعيف  EFG(10مش گالركين ( باشد: روش بدون هاي ذيل مي مش شامل روش بدون

كه بر پايه حالت ضعيف  MLPG(11مش پتروف گالركين محلي ( شده سراسري است و روش بدون

                                                
1- Collocation boundary element method 
2- Meshless 
3- Smoothed particle hydrodynamics (SPH) 
4- Lucy 
5- Gingold 
6- Monaghan 
7- Partition of unity 
8- Babuska 
9- Melenk 10-Element Free Galerkin 11- Meshless Local Petrov-Galerkin 
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. در ]55, 54[گيري است  لهاي پس زمينه محلي جهت انتگرا شده محلي بوده و تنها نيازمند سلول

پذيرد. اما در  صورت مي MLS(1( متحرك اتهر دو روش نامبرده، تقريب بر پايه حداقل مربع

متحرك، تابع درونياب از نقاط گرهي عبور نكرده، بنابراين توابع درونياب  اتهاي حداقل مربع روش

باشند. لازم به ذكر است كه توابع به كار گرفته شده در اينگونه  داراي مقدار واحد در هر گره نمي

معيار  MLSگردند. از آنجائيكه توابع شكل  ي ميمش، تحت عنوان توابع تقريب نامگذار هاي بدون روش

نمايند، اعمال شرايط مرزي اساسي پيچيده خواهد شد. لذا بمنظور اعمال  دلتاي كرونكر را اقناع نمي

هاي ضريب لاگرانژ، روش جريمه، تكنيك  هاي خاصي مانند روششرايط مرزي اساسي بايد از شيوه

استفاده نمود  2دالامبر لتوابع وزن تكين، تجمع مرزي و اصانتقال متعامد، ادغام با اجزاي محدود، 

هاي  گيري عددي نيز نيازمند بكارگيري شيوه تكنيك انتگرال مش بدونهاي  . از طرفي در روش]56[

اضي براي جامعه مهندسين كه هاي بر پايه اصول پيچيده ري خاص دارد. مشخصاً استفاده از روش

  هاي عددي هستند تا حدودي طاقت فرسا خواهد بود.  بيشتر به دنبال كاربرد فني روش

هاي بزرگ اشاره نمود. طي ساليان  توان به آناليز تغييرشكل مش مي در خصوص كاربردهاي روش بدون

انجام گرفته  FEMمتمادي در زمينه مسايل غيرخطي هندسي و مصالح غيرخطي مطالعات فراواني در 

ا صورت گرفته است ام FEMهاي بزرگ در  هاي زيادي درباره آناليز تغييرشكل است. همچنين تلاش

هاي  ساختار متكي به مش اجزاي محدود براي نشان دادن اعوجاج زياد چندان مناسب نيست. روش

هاي بزرگ را بدون  بدون مش از آن جهت كه وابستگي به مش ندارند پس امكان آناليز تغييرشكل

مش در مكانيك شكست و  آورند. همچنين از روش بدون مشكلات اجزاي محدود استاندارد فراهم مي

ها  سازي در آنها بر اساس گره مش از اين حيث كه گسسته هاي بدون شود. روش ترك استفاده مي رشد

تفاوت دارند. بر اين اساس  FEMگيرد با روش  و تعريف مرزها و سطوح مشترك مثل ترك صورت مي

جزاي هاي ا ها ندارد، بنابراين اين روش نسبت به روش كه تغيير در موقعيت يك گره اثري بر ديگر گره

باشد.  هاي محدود داراي مزاياي بهتري در مساله گسترش ترك و مكانيك شكست مي محدود و تفاضل

                                                1- Moving least square 2- D'Alembert's principle 
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سازي  پوسته نازك است. شبيه هاي مش در آناليز سازه يكي ديگر از كاربردهاي روش بدون

اي پوسته نازك يك موضوع مورد بحث در مكانيك كاربردي است. از آنجا كه در  خطي/غيرخطي سازه

در   هاي كمي  باشد و المان مي 1Cها از نوع  ها نياز به پيوستگي در مرز المان اليز مربوط به پوستهآن

توان به سراغ  ها باشند، مي اجزاي محدود استاندارد وجود دارد كه داراي اين ويژگي در مرز المان

هاي  تيار محققين قرار دهند. بنابراين روشهاي ديگري رفت كه اين ويژگي را به سادگي در اخ روش

را بر اساس نوع تابع تقريب به كار  1Cمش بر پايه تقريب حداقل مربعات متحرك چون پيوستگي بدون

باشد. يكي ديگر از كاربردهاي  اي پوسته مناسب مي كند، براي انجام آناليز سازه رفته در آن تامين مي

باشد. مشكل اصلي مسايل  سازي و آناليز حساسيت طراحي شكل مي ش در مسايل بهينهم روش بدون

سازي طراحي شكل، اين حقيقت است كه هندسه سازه، متغير طراحي است. به عبارت ديگر  بهينه

سازي تغيير كند. اين مساله نيازمند چندين  مدل آناليز مربوط به سازه بايد در خلال فرايند بهينه

باشد كه در  وابسته به مش مي FEMندي مجدد از شكل اوليه تا شكل بهينه بر اساس ب مرتبه مش

هاي اجزاي  خلال اين فرايند تكرار شونده بايد مش اجزاي محدود تغيير نمايد. از طرفي وجود شبكه

تواند منتهي به ناپايداري حل شود. همچنين  سازي مي محدود شيبدار يا نامتوازن درخلال فرايند بهينه

   .]56[شود  از روش بدون مش در مسايل ميكرومكانيك نيز استفاده مي

مش هر كدام داراي مزايا و معايبي هستند كه از جمله  مرزي و بدون هاي عددي المان در واقع روش

باشد. در عين  اضافي ميمهمترين مزاياي دو روش فوق الذكر، كاهش دادن حجم محاسبات و اطلاعات 

حال معايبي در اين دو روش وجود دارد كه كار با آنها را تا حدودي در مسائل مهندسي با مشكل 

 مش بدونمرزي و  مواجه ساخته است. از اين روي و با توجه به نقاط ضعفي كه براي دو روش المان

هاي  اً گسترش ترك از شيوهسازي ناپيوستگي و متعاقب عنوان گرديد، در اين مطالعه بمنظور مدل

  عددي جديدي استفاده خواهد شد تا نواقص ذكر شده را تا حد امكان مرتفع سازند.
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 هاي عددي در مكانيك شكستروش: دومفصل 
  روش عددي اجزاي محدود توسعه يافته - 2-4

يك ناپيوستگي همچون ترك، آن  توليدبه طور كلي در روش اجزاي محدود استاندارد، براي 

هاي عددي كه از تكنولوژي  بطور كلي در روشود. ناپيوستگي را بايد بر شبكه اجزاي محدود منطبق نم

 و يا تعبيه ناپيوستگي ]58, 57[ 1هاي واسط شود، براي توليد ناپيوستگي از المان المان استفاده مي

دود اجزاي محروش بنابراين در برآورد گسترش ترك با  در دامنه استفاده شده است. ]61- 59[

بندي مجدد گردد و در  استاندارد در هر مرحله رشد ترك حداقل بايد منطقه اطراف نوك ترك مش

بندي بسيار ريز باشد تا بتوان محاسبات  مساله بدون رشد ترك نيز بايد منطقه نوك ترك داراي المان

تغيير در  دروش اجزاي محدومربوط به پارامترهاي شكست را با خطاي كمتر انجام داد. از طرفي در 

بيش از حد دانيم ريزتر كردن  ها است و همانطوريكه مي موقعيت هر گره برابر با تغيير در تمام گره

روش اجزاي محدود، در نمايد.  شبكه اجزاي محدود ايجاد نوعي خطاي عددي در محاسبات مي

ك هاي اجزاي محدود قرار گرفته در مسير تر سازي گسترش ترك بوسيله جداسازي گره مدل

. بنابراين بمنظور بدست آوردن يك مسير رشد ترك هموار و واقعي بايد از گيرد انجام مي ،خوردگي

- هاي موجود در اين زمينه شامل حذف بندي مجدد پيچيده استفاده نمود. الگوريتم يك فرايند مش

همچنين در روش اجزاي محدود استاندارد در  .]63, 62, 26[ باشند مي 3جداسازي - و اعمال 2بازسازي

ترك با تكينگي تنش مواجه هستيم يعني تنش در نوك ترك دچار تكينگي است. براي منطقه نوك 

ها داراي  هاي ويژه تكين استفاده نمود. اين المان توان از المان برطرف نمودن تكينگي در نوك ترك مي

هاي  هاي مربعي هشت گرهي و يا المان باشند. براي المان تكين از دو نوع المان هاي خاص مي ويژگي

ها بايد گفت  اي كه در خصوص اين المان شود. نكته مثلثي شش گرهي ويژه در نوك ترك استفاده مي

ها بر وجوه منتهي به نوك ترك به نصف فاصله قبلي منتقل  اين است كه موقعيت نقاط در اين المان

شود.  هاي تكين نوك ترك مي شوند. با انجام اين عمل المان توليد شده قادر به محاسبه تنش مي

                                                
1- Interface element 
2- Remove-rebuild 
3- Insert-separate 
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 هاي عددي در مكانيك شكستروش: دومفصل 
يك  روش اجزاي محدودهاي  اند تا بتوان با حفظ ويژگي بنابراين محققين به دنبال يافتن روشي بوده

   دامنه با حضور ناپيوستگي و ترك را آناليز نمود.

با تعريف  XFEM(1( اجزاي محدود توسعه يافته گيري مبناي رياضي روش به طور كلي شكل

. به طور ]64[ آغاز گرديد ملنك و بابوشكاتوسط  PUFEM(2روش اجزاي محدود ( بندي واحد پيكره

سازي دامنه  )، مدلXFEMكلي مهمترين عامل در به وجود آمدن روش اجزاي محدود توسعه يافته (

به  XFEMها براي توسعه  باشد. اولين تلاش ها از قبيل حفرات و ترك مي آناليز با حضور ناپيوستگي

بندي مجدد  روش اجزاي محدودي با حداقل مش 1999در سال  بليچكو و بلكگردد كه  زماني باز مي

اي را به توابع تقريب اجزاي  كننده ناپيوسته . آنها توابع غني]65[ براي گسترش ترك ارائه نمودند

محدود استاندارد اضافه كردند تا بتوانند محاسبات مربوط به ترك موجود در مساله را انجام دهند. در 

شود. اين روش به ترك  درجات آزادي اضافي داده مي ،ز تركهاي متاثر ا واقع در اين روش به گره

هاي به شدت  بندي شده حركت كند اما در اين روش براي ترك دهد كه آزادانه در فضاي مش اجازه مي

بندي ريزتر در اطراف نوك ترك وجود داشت.  بندي مجدد به صورت مش نوك تيز نياز به يك مش

, 20[ ناميدند XFEMد دادند و آن را اجزاي محدود توسعه يافته روش را بهبوو همكاران  3موئزبعدها 

ش بهبود يافته امكان نمايش دادن مستقل ترك از مش (شبكه اجزاي محدود)، با . در اين رو]22

   از اندركنش هندسه ترك و مش به وجود آمد. ،شده تقريب غني ايجاداستفاده از 

هاي اجزاي محدود توسعه يافته، روش مجموعه تراز و در اين مطالعه از طريق كدنويسي به تلفيق روش

شود. بدين  هاي پيچيده در گسترش ترك پرداخته ميسازي مدل بيهروش انتگرال اندركنش به ش

هاي داخلي از  سازي همزمان انواع ناپيوستگي منظور برنامه كامپيوتري نوشته شده است كه امكان مدل

اي و مياني با هر نوع زاويه قرارگيري دلخواه در دامنه، حفره مياني و انواع  جمله ترك به دو صورت لبه

- ناپيوسته از طريق فرايند غني باشد. تمامي مرزهاي داخلي داخلي نرم و سخت را دارا ميمرز ناهمگن 

                                                
1- Extended finite element method 
2- Partition of unity finite element method 
3- Moes 
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 هاي عددي در مكانيك شكستروش: دومفصل 
. لذا ميزان تأثيرگذاري مرزهاي داخلي متفاوت از جمله حفره شده استنقاط گرهي توليد  1سازي

اي و  ها بر گسترش ترك لبهاي، مرز داخلي نرم و مرز داخلي سخت و نيز اندركنش همزمان آن دايره

از  2گيرد. لازم به ذكر است كه بمنظور محاسبه فاكتورهاي شدت تنش چين مورد مطالعه قرار مي طوس

، كه به عنوان يك روش مناسب در محاسبه فاكتور شدت تنش Jروش مبتني بر پايه انرژي، انتگرال 

دارد، براي هاي پيچيده مد نظر قرار  آيد، استفاده شده است. از آن جهت كه توليد هندسه به شمار مي

اينكه بتوان ميزان فاكتورهاي شدت تنش مود مركب را محاسبه نمود از روش انتگرال اندركنش براي 

محاسبه همزمان فاكتورهاي شدت تنش استفاده شده است. همچنين جهت افزايش دقت در 

كُد هاي مربعي متأثر از ترك در  سازي المان گيري عددي حول نوك ترك، فرايند زيرمثلث انتگرال

  باشد.    مي 3ل شكست در محدوده الاستيك خطيئگنجانده شده است. كُد تهيه شده در برگيرنده مسا

  اصول كلي روش اجزاي محدود توسعه يافته - 2-5

يك نقطه  xشود. فرض كنيد كه  پرداخته مي XFEMسازي در  در اين بخش به چگونگي فرايند غني

سازي شده يك  گره گسسته nاي با  باشد. همچنين فرض كنيد كه در دامنه در مدل اجزاي محدود

ناپيوستگي وجود داشته باشد. در اجزاي محدود توسعه يافته از تقريب جابجايي زير براي برآورد 

  . ]65[شود  تغييرمكان يك نقطه استفاده مي

)2 -1(  h FE enr

1 1

( ) ( ) ( ) ( )
n m

i j j k k

j k

N N ν
= =

 
= + = +  

 
∑ ∑u x u u x u x x a   

كه،
juبردار درجات آزادي گرهي معمول در روش اجزاي محدود استاندارد بوده و ،

ka درجات آزادي ،

)محدود استاندارد اضافه شده است. همچنيناضافي است كه به مدل اجزاي  )ν x تابع ناپيوسته غني ،

)، 1- 2در رابطه (گردد.  اي است كه براي دسته نقاط متاثر از وجود ترك يا ناپيوستگي تعريف مي كننده

( )jN x باشند. توابع شكل استاندارد اجزاي محدود مي       

                                                
1- Enrichment  
2- Stress intensity factors 
3- Linear elastic fracture mechanics  
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سازي متفاوت به كار گرفته  سازي يك ترك در مصالح همگن، دو الگوي غني كلي براي مدل به طور

سازي توسط  شود. براي الماني كه به طور كامل با ترك (بدنه ترك) قطع يا بريده شده باشد غني مي

تابع هويسايد در واقع يك تابع علامت است كه در شود.  به طريق زير استفاده مي 1تابع هويسايد

   .]67, 66, 19[ شود نمايش ترك در روش اجزاي محدود توسعه يافته به كار گرفته مي

)2 -2(  
1 Above Crack

( )
1 Below Crack

h x
+

= 
−

   

الماني كه بوسيله ترك بريده شده در نتيجه با اين عمل ناپيوستگي مورد نظر به صورت ضمني به 

شود كه بدواً  براي حالتي كه المان حاوي نوك ترك باشد از توابعي استفاده مي گردد. است اضافه مي

اند. روابط ارائه شده توسط فلمينگ براي نمايش جابجايي  ارائه شده 1997توسط فلمينگ در سال 

, 25[ اند دها توسط بليچكو نيز تكرار شدهمش گالركين بوده و بع - دامنه نوك ترك در روش بدون 

) آورده شده است، 3- 2هاي نوك ترك به شكل چهار تابعي كه در رابطه ( . فضاي جابجايي]68

  باشند. مي

)2 -3(  , 1 4( ) sin , cos , sin cos , sin cos
2 2 2 2

x r r r rα α
θ θ θ θ

φ θ θ= −
 =   

   

باشند. لازم به ذكر است كه در  مختصات قطبي نسبت به مختصات محلي نوك ترك مي θو  rكه، 

كه  داشتتوجه بايد شوند.  مراحل حل تمام محاسبات نسبت به مختصات محلي نوك ترك منتقل مي

هايي كه شامل نوك ترك  سازي نشان داده شده، معرف ناپيوستگي دو سر ترك در المان توابع غني

هاي بريده شده  را براي المان فرايند) همين 2- 2باشند، هستند. در حاليكه تابع هويسايد در رابطه ( مي

ي شود فقط از توابع غني اي لازم باشد كه با هر دو تابع غن دهد. زمانيكه نقطه توسط ترك انجام مي

سازي نقاط متاثر از نوك و بدنه  نحوه غني )1-2 (شكل در  شود. كننده مربوط به نوك ترك استفاده مي

   سازي رشد ترك نشان داده شده است. ترك در خلال چند مرحله مدل

                                                
1- Heaviside functions 
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  گيري سازي شده و محدوه انتگرال نمايش شبكه اجزاي محدود، نقاط گرهي غني) 1- 2 (شكل 

مشخصه شده،  بعلت وجود درجات آزادي غني) ارائه شده است 1-2هاي ( تقريبي كه در رابطه 

)كند، يعني اينكه  درونيابي را اقناع نمي )h
i ix≠u u . يك راهكار عملي بمنظور اقناع مشخصه

است به صورتي  1يافته تبديلسازي  درونيابي در روش اجزاي محدود توسعه يافته استفاده از تابع غني

  كه 

)2-4(  ( ) ( ) ( )i ix x xν νϒ = −  

)كه  )i xϒ يافته براي گره  سازي تبديل تابع غنيi  ام و( )i xν  مقدار(x)ν  در گره i .بنابراين ام است

)سازي  چنانچه تابع غني )i xϒ گردد.  در گره صفر شود، مشخصه درونيابي بازيابي مي  

  اصول كلي روش مجموعه تراز -2-6

مواجه هستيم، دنبال كردن تغييرات آن  dΓلي كه با مرز ناپيوستگي هاي مهم در مسائ يكي از جنبه

آيد.  يك روش محاسباتي براي دنبال نمودن مرز متحرك به شمار مي 2مرز است. روش مجموعه تراز

در اين روش به جاي دنبال كردن خود مرز، يك منحني پايه را انتخاب نموده و آن را بر روي يك 

                                                
1- Shifted enrichment function 
2- Level Set Method (LSM)  
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 هاي عددي در مكانيك شكستروش: دومفصل 
 1نماييم. مزاياي ديگر اين روش، انجام گرفتن محاسبات بر روي يك شبكه ثابت اولري سطح  ايجاد مي

است كه به طور طبيعي تغييرات توپولوژي مربوط به مرز را كنترل نموده و به علاوه قابل كاربرد براي 

با روش اجزاي محدود در واقع تابع روش مجموعه تراز در تركيب  .باشد مسايل با ابعاد بالاتر نيز مي

توسعه يافته بمنظور نمايش مرز مصالح همانند هندسه ترك، فضاي خالي و مرز نرم و سخت به كار 

در محاسبات استفاده شده است.  2گرفته خواهد شد. همچنين در اين مطالعه از تكنيك نوار محدود

شوند  ت وارد ميمزيت عمده اين تكنيك محدود نمودن نقاط گرهي است كه در فرايند محاسبا

   .]71- 69[ يابد بنابراين حجم محاسبات در كل كاهش مي

)تابع مجموعه تراز  ( ), )x t tφ  يك تابع پيوسته است كه( )x t  معرف يك نقطه در دامنهΩ  .است

  باشد. مي )5- 2(هايي به شرح رابطه  تابع مجموعه تراز داراي ويژگي

)2 -5(  

( )( )
( )( )
( )( )

, 0 for 

, 0 for 

, 0 for d

x t t x

x t t x

x t t x

φ

φ

φ

< ∈ Ω

> ∉ Ω

= ∈ Γ

   

)، با يافتن tبنابراين مرز مورد نظر در هر زمان  )x t  را اقناع نمايد جانمايي  )6- 2رابطه (به نحوي كه

  .شود مي

)2 -6(  ( ( ), ) 0.x t tφ =   

گيري از اين رابطه  شود. با مشتق عموماً به عنوان معادله مجموعه تراز ارجاع داده مي )7- 2(رابطه 

سازي معادله ديفرانسيل جزئي حاصل به كمك روش تفاضل محدود،  نسبت به زمان و با گسسته

تعيين  )7- 2(سايل دو بعدي به صورت رابطه در م φ شود. آنگاه تابع تقريب زده مي φگراديان 

  گردد. مي

)2 -7(  ( )1

, ,

n n n n n n

x yt u vφ φ φ φ+ = −∆ +  

                                                
1- Eulerian mesh  
2- Narrow band  
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 هاي عددي در مكانيك شكستروش: دومفصل 
بر اساس شرط  ∆tباشند. گام زماني  سرعت مرز متغير مي yو  xهاي  به ترتيب مولفه vو  uكه 

  .]72, 69[ گردد تعيين مي 1لوي- فردريچ-كورنت

ك لازم سازي و دنبال كردن مسير رشد تر براي مدل ψو  φبه طور كلي دو تابع مجموعه تراز 

باشد. يكي از اين توابع براي نمايش مسير بدنه ترك و ديگري براي دنبال كردن مسير نوك ترك  مي

)است. در اين شيوه، مسير بدنه ترك با استفاده از تابع مجموعه تراز صفر  ( ), )x t tψ  نمايش داده

   صادق باشد. )8- 2(رابطه شود. بنابراين ترك در موقعيتي است كه شرايط  مي

)2 -8(  

( )( )
( )( )

, ,

, 0

, 0

0i i

x t t

x t t

φ

ψ

φ ψ

 ≤


=


=

   

فراهم آورده است تا تمامي فرايند تعيين  الگوريتمي كه در كُد در نظر گرفته شده است اين امكان را

ها انجام پذيرد، بطور خودكار از طريق توابع بايست در خصوص آن سازي مي نقاط گرهي كه غني

شود. پس از  بدين منظور ابتدا شعاع پهناي باند اطراف نوك ترك محاسبه مي .مجموعه تراز انجام گيرد

شود. از اطلاعات  هاي ترك نسبت به يكديگر بدست آورده مي و به عبارتي فواصل نوكترك آن طول 

بدست آمده زاويه قرارگيري ترك در دامنه مشخص شده و بر اساس طول ترك و پهناي باند كه خود 

تابع اندازه المان است، شعاع مربوط به جستجوي گرهي بمنظور تعريف توابع مجموعه تراز مشخص 

با مرجع قرار دادن مختصات س، فاصله همه نقاط دامنه نسبت به نوك ترك تعيين و گردد. سپ مي

. با داشتن بردار فاصله نقاط آيد نوك ترك، مختصات جديد بر حسب موقعيت نوك ترك بدست مي

نسبت به نوك ترك جستجوي مربوط به تعيين نقاط گرهي كه در شعاع تعيين شده قرار دارند انجام 

اند تعيين شده و به محاسبه توابع  هايي كه در شعاع تعريف شده قرار گرفته آن گره پذيرد. پس از مي

شود. لازم به ذكر است كه در روش به كار گرفته شده توابع مجموعه تراز  مجموعه تراز پرداخته مي

هاي واقع در شعاع پهناي باند محاسبه گرديده است. آنگاه بمنظور تعيين شماره گره  تنها براي گره

                                                
1- Courant-Friedrichs-Lewy (CFL)  
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 هاي عددي در مكانيك شكستروش: دومفصل 
اند توابع مجموعه تراز گرهي غير صفر پيدا شده و شماره گره  هايي كه در پهناي باند قرار گرفته المان

شود. در اين روش مقادير توابع مجموعه تراز فقط  كلي منحصر به فرد منسوب به آن گره مشخص مي

ر توابع مجموعه توان مقادي شوند. پس با استفاده از توابع شكل اجزاي محدود مي در نقاط ذخيره مي

  تراز را در شبكه اجزاي محدود به دست آورد.

  توليد حفره و مرز داخلي -2-7

در روش اجزاي محدود استاندارد حضور مرزهاي داخلي مانند تركها، حفرات و مرزهاي ناهمگن داخلي 

هاي  بدين ترتيب كه بايد لبه ايجاد شوند.بايست طي فرايند توليد مش (شبكه اجزاي محدود)  مي

چنين فرايندي را تسهيل نموده بنحوي  XFEMالمانها بر مرزهاي داخلي هندسي منطبق گردد. روش 

به طور كلي مرزها هاي اجزاي محدود بر مرزهاي داخلي نيست.  المان  كه الزامي براي انطابق لبه

ها ي مجموعه تراز جهت نمايش آن) به صورت استاتيكي بوده و از تئور2و اينكلوژن 1(فضاي خالي

 گردد استفاده مي )9- 2(استفاده خواهد شد. براي فضاي خالي دايروي از مجموعه تراز به صورت رابطه 

]73[  

)2 -9(  { }
1,2,...,

min ,
i i
c c

i nc

i i
I I c crϕ

=
∈ Ω

= − −
x

x x   

iكه 

c
Ω  دامنهi   ،امين فضاي خاليcn  ،تعداد فضاهاي خالي دايرويicx  وi

c
r  به ترتيب مركز و

باشند. توصيف هندسي يك مرز (مرز يك دايره يا اينكلوژن) از طريق منحني مجموعه  شعاع دايره مي

)تراز صفر  ), 0tϕ ϕ≡ =x پذيرد. در واقع، توصيف فيزيكي مرز از طريق تابع  صورت مي( ), tϕ x به ،

شود. درجات آزادي هندسي در يك مجموعه نقاط ثابت  يك نمايش تابعي گسسته، تبديل مي
I

x 

در هر  ϕگيرند. جهت محاسبه تابع  و همچنين موقعيت مرز، مورد استفاده قرار مي ϕجهت تعيين 

  .]73[ شود استفاده مي )10-2(واقع در دامنه از توابع درونياب اجزاي محدود مطابق رابطه  xنقطه

                                                
1- Void 
2- Inclusion 
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 هاي عددي در مكانيك شكستروش: دومفصل 
)2 -10(  ( ) ( ) ,I I

I

Nϕ ϕ=∑x x   

)گيرد، صورت مي x كه عمل جمع بر روي تمامي نقاط واقع در المان محتوي )φ x  توابع شكل

 استاندارد اجزاي محدود بوده و
I

ϕ سازي  باشند. انجام فرايند مدل مقادير گرهي تابع مجموعه تراز مي

خواهد گرفت. استفاده از  انجام ϕو محاسبات هندسي مربوط به حفرات از طريق تابع مجموعه تراز 

آورد. به علاوه، شبكه اجزاي محدود و  روش مجموعه تراز امكان محاسبات با بازده مناسب را فراهم مي

هندسه داخلي با يكديگر مرتبط بوده كه در نتيجه آن يك نمايش سازگار براي مرزهاي داخلي با 

   شود. شبكه اجزاي محدود موجود، ايجاد مي

سازي اينكلوژن  ن، ناهمگني با مشخصات متفاوت در ماتريس مصالح است. مدلمنظور از اينكلوژ

  .باشد مي )11- 2(بوده كه به صورت رابطه  ]74[ نيازمند اقناع شرط هادامارد

)2 -11(  ,+ − +− = ⊗F F a n   

يك بردار دلخواه درون صفحه است و  aبردار نرمال بر مرز مصالح و  n+گراديان تغيير شكل، Fكه 

 ندبود اولين محققاني و همكارانش سوكومار. ]75[ علامت ضرب داياديك يا ضرب تانسوري است ⊗

در . سازي در مدل هندسي ايجاد نمايد كه تلاش نمود تا مرز داخلي بين مصالح را از طريق فرايند غني

تابع مجموعه تراز مربوط به مرز داخلي (اينكلوژن) نشان داده شده است. همچنين در ) 2-2 (شكل 

نقاط گرهي و اعمال روش مجموعه تراز براي توليد مرزهاي داخلي سازي  نحوه غني) 3-2 (شكل 

   ناپيوسته نمايش داده شده است.

نشده و بهبود همگرايي حل، از روش پيشنهادي  شده و غني هاي غنيبمنظور اجتناب از تركيب المان

ست تعريف نموده ا )12- 2(سازي اصلاح شده مطلق كه به صورت رابطه  در غنيو همكارانش  موئز

  .]77, 76[ گردد استفاده مي
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  به صورت حفره براي مرز داخلي ξتابع مجموعه تراز ) 2- 2 (شكل 

  

  جهت توليد مرز داخلي و ترك سازي نقاط گرهي در شبكه اجزاي محدود نحوه غني) 3- 2 (شكل 

  

)2-12(  ( ) ( ) ( )I I I I

I I

x N x N xψ ζ ζ= −∑ ∑   

)مقادير مجموعه تراز گرهي براي تابع مجموعه تراز مرز داخلي مصالح و Iζكه  )ψ x  تابع مجموعه

  باشند. تراز براي مرزهاي داخلي مي
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 روش آناليز ايزوژئومتريك: سومفصل 
  اصول كلي روش آناليز ايزوژئومتريك -3

به آناليز ايزوژئومتريك روش  اي عددي متعددي وجود دارند كه هر كدام بخشي از خود را بها روش

شامل اجزاي محدود به  ها روش. اولين آنها، آناليز اجزاي محدود گالركين و ديگر اند اشتراك گذاشته

 نربزتوان از  آنها مي مش هستند كه در تمامي ي بدونها روشو  2حداقل مربعات، 1تجمع محليصورت 

ي عددي ها روشهايي بر حالت استاندارد تمامي  داراي برتري نربزاستفاده نمود. در واقع شيوه بر پايه 

طرح و ايده اصلي روش آناليز  .]28[باشد كه در ادامه به توضيح آنها پرداخته خواهد شد  نامبرده مي

باشد. در  بندي و آناليز عددي مي ايزوژئومتريك استفاده همزمان از يك روش در توليد هندسه، شبكه

شده است. بنا به ي محاسباتي در يك موضوع ايجاد ها روش اين مسير يك تلفيق اساسي بين تمامي 

نظر محققين گام اصلي اين روش تمركز بر فقط يك هندسه توليد شده و انجام فرايند آناليز بر همان 

   باشد. هندسه تقريباً دقيق اوليه مدل مي

باشد، بايد براي توليد مش و انجام آناليز  CAD(3هر قطعه مهندسي كه داراي يك نمايش هندسي (

نمايش  CADاجزاي محدود به يك برنامه سازگار با هندسه انتقال داده شود. مطابق تعريف، منظور از 

   باشد. ي عددي و رياضي در كامپيوتر ميها روشفضاهاي هندسي به 

تمام آناليز مصروف درصد زمان  80بيني شده است كه حدود  پيش ،هاي پيچيده امروزه براي طرح

شوند. براي مثال  تر مي هاي مهندسي پيچيده شود و اين در حالي است كه هر روزه طرح مي بنديمش

 777قطعه، بوينگ  30000قطعه طراحي، يك جت جنگي بيش از  3000عموماً يك اتومبيل داراي 

است. براي اينكه قطعه طراحي  1000000اي مدرن بيش از  و يك زيردريايي هسته 100000بيش از 

هاي آورده شده را در كامپيوتر به دقت مدل كرده و آناليز نمود بايد يك  هايي همچون مثال بتوان طرح

آناليز ايزوژئومتريك تلاش در روش ارتباط دقيق و محاسباتي بين طرح هندسي و آناليز برقرار شود. در 

  .  ]78[ايجاد چنين ارتباط تنگاتنگي است 

                                                
1- Collocation method 
2- Least square 
3- Computer aided design 
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 روش آناليز ايزوژئومتريك: سومفصل 
ع مستقل از يكديگر نيستند. به عبارت ديگر طراحي يك سيستم طراحي مهندسي و آناليز دو موضو

توان گفت كه طراحي و  سازي است. مي ي شبيهها روشمهندسي بر اساس سلسله آناليز محاسباتي و 

آناليز موضوعاتي متقابل هستند و كاملاً وابسته به يكديگرند. مدل هندسي مناسب براي آناليز به 

 CADنيازمند يك فرايند پيچيده تحت عنوان توليد مش از هندسه  شود بلكه خودي خود آماده نمي

هاي فراواني جهت يكسان  بر است. اخيراً تلاش گير و هزينه باشد. اين چنين فرايندي بسيار وقت مي

 FEMدانيم در  و آناليز آن صورت گرفته است. همانطوريكه مي CADسازي فرايندهاي توليد هندسه 

بينيم.  آيد كه ما آن را به صورت دقيق مي قريب از دامنه مساله به شمار ميمش توليد شده تنها يك ت

شود. براي مثال، كمانش  منجر به توليد خطا در بسياري از مسايل مي FEMاين تقريب از هندسه در 

در   2و دراگ 1و ليفتهاي مرزي  . پديده لايهاستها بسيار به نواقص هندسه مدل شده حساس  پوسته

مسايل ايروديناميك و هيدروديناميك و لغزش بين سطوح نيز بدون نمايش هندسه دقيق قابل بررسي 

بهبود . يكي ديگر از موضوعاتي كه در صنايع خيلي مورد توجه قرار نگرفته است بحث يستندصحيح ن

مساله  نيازمند اطلاع دقيق از هندسهموضوع بهبود شبكه . علت موضوع در اين است كه است شبكه

است كه اين ارتباط به  CADنيازمند يك ارتباط دقيق و كامل با فرايند بهبود شبكه است از اين رو 

، همگرايي 3مش سادگي ممكن نيست. به طور كلي بدون دسترسي به هندسه دقيق و موضوع سازگاري

  و دقت بالاي نتايج در بسياري از موارد ممكن نيست.

 سازي مدلهاي خود را براي ايجاد پلي بين  ليز ايزوژئومتريك تواناييهاي اخير روش آنا در خلال سال

ايزوژئومتريك استفاده همزمان روش هندسه و آناليز اجزاي محدود نشان داده است. طرح و ايده اصلي 

باشد. در اين مسير يك تلفيق اساسي  سازي عددي مي بندي و شبيه از يك روش در توليد هندسه، مش

ي محاسباتي در يك موضوع ايجاد شده است. اين شيوه نيازمند تغيير دادن آناليز ها روش بين تمامي 

دقيق اتفاق  CADاجزاي محدود استاندارد از وضع كنوني به شرايطي است كه آناليز بر اساس هندسه 

                                                
1- Lift 
2- Drag 
3- Mesh adaptivity 
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 روش آناليز ايزوژئومتريك: سومفصل 
پيشنهاد شد و از آن به بعد توسعه فراواني در روش داده شده هيوز بيافتند. اين روش اولين بار توسط 

 باشد مي CADآناليز ايزوژئومتريك بر پايه استفاده از هندسه محاسباتي مشابه با مدل روش است. 

ي متعددي است. در بسياري از موارد توليد مش ها ويژگيتريك داراي آناليز ايزوژئومروش . ]30[

گير است، به علاوه دقت حل با توليد دقيق هندسه تامين  بر و وقت ضروري نيست، به نظر هزينه

   شود. مي

روش آناليز توان از آنها در  به طور كلي چندين تكنولوژي هندسي محاسباتي وجود دارد كه مي

... از  و Subdivision Surfaces (SS)و  NURBS ،T-Splinesاده نمود. تكنولوژي استف ايزوژئومتريك

روش آناليز باشند. بيشترين تكنولوژي محاسباتي كه در  هاي هندسه محاسباتي مي انواع تكنولوژي

امكان نمايش دادن  نربزباشد. از جمله مزاياي عمده  مي NURBSشود،  ايزوژئومتريك استفاده مي

مانند استوانه، كره، اشكال بيضوي و ... است. همچنين الگوريتمهاي    و توليد دقيق احجاميسطوح آزاد 

هاي  داراي ويژگي نربزوجود دارد. همچنين  سطوح و احجام نربزبسيار كارا و دقيقي در توليد 

1pC، پيوستگياز طريق اعمال گره  بهبودمانند امكان  محاسباتي  از جمله ديگر. باشد مي pاز مرتبه  −

. اصولاً در توسعه و اشاره نمود 2پوشش محدبو نيز  1توان به تقليل متغير مينربز هاي  ويژگي

همچنين يكي ديگر از مزاياي روش آناليز ها دلار هزينه شده است.   ها و ميليون تلاش نربزسازي  صنعتي

المان، مربوط به شرايط پيوستگي از مراتب بالاتر است، ي مبتني بر تكنولوژي ها روشايزوژئومتريك بر 

وجود  3هاي ناحيه چسباننده آيد. در مدل كه اين ويژگي در روش آناليز ايزوژئومتريك بدست مي

توان ترك يا ناپيوستگي را با سطوح  پيوستگي از مراتب بالاتر بسيار لازم و با اهميت است، چون مي

  سازي نمود. هموارتري گسسته

حاظ توپولوژي روي يك شبكه شود كه از ل بر اساس يك دسته نقاط كنترلي تعريف مي نربزسطح يك 

  . گيرند مربع قرار ميمستطيل 

                                                
1- Variation diminishing 
2- Convex hull 
3- Cohesive zone model 
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 روش آناليز ايزوژئومتريك: سومفصل 
   )Bezier curvesهاي بزير ( منحني -3-1

. وي در ]79[ كه مهندسي در شركت رنو بود انجام گرفت 1بزيرپيرهاي بزير پس از  نامگذاري منحني

شود. اين روش  زير شناخته ميروشي را شروع نمود كه تحت عنوان فرمولاسيون منحني ب 1960سال 

حتي براي كساني كه خيلي اطلاعات زيادي از علم رياضي نمايش منحني ندارند ساده و كاملاً قابل 

  .]80[ باشد ي زير ميها ويژگيبزير، داراي  n 2فهم است. يك منحني درجه

 است. 3يك منحني بزير داراي يك چند ضلعي كنترلي �

گذاري  شماره nنقطه كنترلي است كه از صفر تا  n+1يك چندضلعي كنترلي داراي  �

 شوند. مي

 كند. منحني بزير از اولين و آخرين نقطه كنترلي عبور مييك  �

 يك منحني بزير بر چندضلعي كنترلي در ابتدا و انتها مماس است.  �

 منحني بزير يك مرتبه كمتر از تعداد نقاط كنترلي مربوط به آن است.  �

  ) نمايش رياضي يك منحني بزير نشان داده شده است.1- 3در رابطه (

)3 -1(  
0

( ) ( )
n

n

i i

i

P t B t P
=

=∑   

)، 1تا  0مقدار پارامتر است بين  tدر اين رابطه  )P t  مختصاتx  ياy  يك نقطه بر روي منحني

)است.  iنقطه كنترلي  yيا  x، مختصات iPاست.  tمتناسب با  )n

iB t  تابع پايه براي نقطه كنترليi 

   باشند. )، توابع پايه به صورت زير ميn=3بزير ( 3است. براي منحني درجه 

)3 -2(  3 3 3 2 3 2 3 3

0 1 2 3( ) (1 ) , ( ) 3 (1 ) , ( ) 3 (1 ), ( )B t t B t t t B t t t B t t= − = − = − =   

باشد. اين اصل براي هر  برابر يك مي عمجموع تواب tتوجه داشته باشيم كه براي هر مقدار پارامتر 

بزير به وفور در صنعت مورد استفاده قرار دارند اما  3هاي درجه  درست است. گرچه منحني n مقدار

هاي ديگر نيز در برخي موارد كاربرد دارند. بنابراين لازم است تا براي بيان  توابع ديگر بزير از مرتبه

                                                
1- Pierre Bezier 
2- Degree 
3- Control polygon 
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 روش آناليز ايزوژئومتريك: سومفصل 
فرمول ) 3- 3ابطه (راي استفاده نمود.  توابع بزير از يك حالت نمايش كلي براي تمام توابع با هر درجه

با  1دهد. توابع بزير يا توابع بلندينگ را نمايش مي nبه دست آوردن يك منحني بزير از مرتبه (درجه) 

( )n

iB t شوند. نمايش داده مي   

)3 -3(  
!

( ) (1 )
!( )!

n n i i

i

n
B t t t

i n i

−= −
−

   

انتخاب شده است. حال بايد گفت كه مقدار اين بازه  1تا  0در رابطه فوق بازه مقدار پارامتر بين 

در بازه دلخواه  tشود. با فرض اينكه مقدار پارامترتواند دلخواه باشد و در هر بازه ديگري نيز تعريف  مي

0 1
( , )t t ) نمايد. تغيير مي )4- 3رابطه () به فرم 3- 3باشد رابطه  

)3 -4(  01

1 0 1 0

!
( ) ( ) ( )

!( )!

n n i i

i

t tt tn
B t

i n i t t t t

− −−
=

− − −
   

اسكالر داده  يك مقدار وزن، iP ،اگر به هر كدام از نقاط كنترلي دخيل در توليد يك منحني بزير

نامند. رابطه مربوط به يك منحني بزير كسري به صورت  2شود، منحني حاصل را منحني بزير كسري

  زير است.

)3 -5(  
0

0

( )
( ) ( ) ; ( )

( )

nn
n n i i
i i i n

ni
j j

j

w B t
P t R t P R t

w B t=

=

= =∑
∑

   

)كه  )n

iB t  نشان دهنده تابع پايه بزير وiw باشد.  مقدار وزن نسبت داده شده به نقطه كنترلي مي

ويژگي مربوط به مقدار اسكالر وزن اين است كه هرگاه مقدار وزن يك نقطه كنترلي تغيير داده شود 

د نمود. علت نامگذاري اين نوع منحني بزير به منحني بزير در نتيجه شكل منحني بزير نيز تغيير خواه

هايي كسري هستند، يا به عبارتي به صورت نسبت دو تابع  اي چندجمله ،كسري اين است كه توابع پايه

هاي بزير كسري در  باشند. يكي از كاربردهاي خاص منحني يكسان مي tاي با متغير پارامتر  چندجمله

   .استه به صورت دقيق نمايش سطوحي همچون داير

                                                
1- Blending functions 
2- Rational Bezier curve 
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 روش آناليز ايزوژئومتريك: سومفصل 
  )B-splines and NURBSاسپيلاين ( نربز و بي -3-2

شود.  به نوارهاي باريك بدنه كشتي مربوط ميو سازي اقتباس شده  از صنعت كشتي 1اسپيلاينكلمه 

اسپيلاين  بيهاي  است. در واقع منحني Basis functionمعرف  B-splinesدر كلمه تركيبي  Bحرف 

هاي بزير هستند كه انتها به انتها به يكديگر متصل هستند. به عبارت ديگر يك  سري از منحني

اين است  اسپيلاين بيشود. فيزيك  تشكيل مي هاي بزير منحنياز تركيب سري از  اسپيلاين منحني بي

به تدريج كه نقاط كنترلي بيشترين كنترل را بر شكل منحني دارند و با دور شدن از آن نقطه كنترلي 

كه نياز به كنترل بيشتر بر شكل وجود دارد بايد از  موقعيتيشود. بنابراين در  از اثرات آن كاسته مي

اي  هاي تكه اي يكسري چندجمله ها اسپيلاين بينقاط كنترلي بيشتري استفاده شود. به طور كلي 

ت دارند. آنها از تركيب قطعا سازي مدلاي در  پذيري و دقت فوق العاده باشند كه داراي انعطاف مي

شوند. اين توابع پايه داراي خاصيت  ساخته مي اسپيلاين بيخطي توابع پايه متناظر با دهانه فضاي 

 ها اسپيلاين بيپوشش محلي و پيوستگي بوده كه به سادگي قابل كنترل هستند. فضاهاي توليد شده با 

باشند. ابتدا براي اينكه بتوان مفاهيم مورد  اي سازنده خود مي داراي ويژگي پيوستگي مشابه توابع پايه

نظر را تشريح كرد بايد چندين عبارت و اصطلاح تعريف شوند كه در ادامه به بيان آنها پرداخته خواهد 

   شد.

 بردار گرهي و توابع پايه - 1- 2- 3

تشكيل شده  3تحت عنوان گرهاز يك سري افزايشي مقادير پارامتر در فضاي پارامتري  2بردار گرهي

هاي بزيري است كه به يكديگر متصل شده تا  كه مشخص كننده فاصله پارامتري براي تمام منحني

}توليد نمايند. يك بردار گرهي به صورت  اسپيلاين بييك  }1 2 1, , , n pξ ξ ξ + +Ξ= L  كه در آن
i

Rξ ∈ 

,1نيز انديس گرهي به صورت  iبوده و thi گره 2, , 1i n p= + +L كه ،pاي و  ، مرتبه چندجملهn 

هستند. توابع پايه اسپيلاين  بي(معادل نقاط كنترلي) بوده كه توليد كننده  تعداد توابع پايه

                                                
1- Spline 
2- Knot vector 
3- Knot 
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 روش آناليز ايزوژئومتريك: سومفصل 
شوند. بايد توجه داشت كه بيش از  متغيره) از يك بردار گرهي ساخته مي(يك  بعدي يك اسپيلاين بي

  تواند در يك موقعيت در فضاي پارامتري قرار بگيرد. يك مقدار گرهي مي

1p شود اگر مقادير گرهي ابتدا و انتهاي آن به تعداد گفته مي 1يك بردار گرهي باز  تكرار شوند.  +

تكرار مقادير گرهي در ابتدا و انتهاي بردار گرهي جهت كنترل بر شرايط ابتدا و انتهاي منحني 

باشند.  مي CADبردارهاي استاندارد در  است. لازم به ذكر است كه بردارهاي گرهي باز اسپيلاين بي

  . ]81, 30[ ستآنچه كه در اين مطالعه مورد توجه قرار دارد نيز اين نوع بردار گرهي ا

، از طريق يك رابطه بازگشتي و بر اساس بردار گرهي مفروض در pاسپيلاين براي مرتبه توابع پايه بي

بازگشتي در توليد توابع پايه اين است كه . منظور از رابطه ]83, 82[ شوند فضاي پارامتري تعريف مي

و صفر را داشته باشيم.  1توليد كنيم بايد توابع پايه مرتبه  2براي مثال اگر بخواهيم توابع پايه مرتبه 

0p (اي  بنابراين با تعريف توابع ثابت تكه   كنيم. ) شروع مي=

)3 -6(  1

,0

1
( )

0 otherwise.

i i

i
N

ξ ξ ξ
ξ +≤ ≤

= 


   

,1براي توابع مرتبه  2, 3,p = L شود. فرمول  استفاده مي 2بور دي-از فرمول بازگشتي كوكس

   شود. بور به اين صورت تعريف مي دي - وكسبازگشتي ك

)3 -7(  1

, , 1 1, 1

1 1

( ) ( ) ( )
i pi

i p i p i p

i p i i p i

N N N
ξ ξξ ξ

ξ ξ ξ
ξ ξ ξ ξ

+ +
− + −

+ + + +

−−
= +

− −
  

اسپيلاين و مشتقات آنها وجود دارد كه از بين آنها  الگوريتمهاي سريع و موثري در ساخت توابع پايه بي

) 7-3) و رابطه (6- 3. بر اساس رابطه (]83, 82[رود  بور معروفترين آنها به شمار مي الگوريتم دي

  پي برد. B-splineتوان به مشخصات زير براي توابع پايه  مي

� Partition of unity: 
, 1 11

( ) 1, ,
n

i p n pi
N ξ ξ ξ ξ + +=

 = ∈  ∑  

� Point wise non-negativity: , ( ) 0, 1,2, ,i pN i nξ ≥ = L  

� Linear independence: 
,1

( ) 0 0, 1, 2, ,
n

i i p ki
N k nα ξ α

=
= ⇔ = =∑ L  

                                                
1- Open knot vector 
2- Cox-de Boor 
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 روش آناليز ايزوژئومتريك: سومفصل 
� Compact support: { }, 1( ) 0 ,i p i i pNξ ξ ξ ξ + + > ⊂    

� Control of continuity 

تكرار باشد  kمنظور از مورد آخر يعني كنترل بر پيوستگي اين است كه، اگر يك مقدار گرهي داراي

1(يعني:  1i i i kξ ξ ξ+ + −= = =L آنگاه توابع پايه در آن موقعيت داراي پيوستگي از نوع ،(p kC − 

kباشند. همچنين زماني كه  مي p= 0باشد تابع پايهC  بوده و در آن موقعيت به صورت درونيابي

گيرند.  ار مفيد بوده و مورد استفاده قرار مياست. اين مشخصات در موضوع اجزاي محدود نيز بسي

هاي با پراكندگي پايين در فضاي كل ماتريس  چهار مورد اول تضمين كننده درستي حل و ماتريس

آورد. نه تنها توابع هموار منجر به  باشند. پنجمين ويژگي امكان انعطاف پذيري بالا را فراهم مي مي

توان پيوستگي را  شوند بلكه مي مي 0Cه با توابع با پيوستگيدقت بالا براي هر درجه آزادي در مقايس

اي  براي ساختن توابع پايهها  اسپيلاين بيتوان از  براي حل بهتر گراديان زياد كاهش داد. به علاوه مي

يعني يك [داشته باشند استفاده نمود   p1 هايي به اندازه توابع استاندارد اجزاي محدود از نوع كه دهانه

 2توابع پايه برنستيناسپيلاين،  بي. به اين گونه توابع ]باشد 0Cكه در مرزهاي المان pتابع از مرتبه 

}اسپيلاين با بردار گرهي  يك مثال از توابع پايه مرتبه دو بي شوند. گفته مي }5,5,5,4,4,3,2,1,0,0,0=Ξ 

  ) نشان داده شده است.1-3 (شكل در 

 

  براي بردار مفروض 2توابع پايه مرتبه ) نمايش 1- 3 (شكل 

                                                
1- P-version 
2- Bernstein 
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 روش آناليز ايزوژئومتريك: سومفصل 
تابع نشان داده شده به علت استفاده از بردار گرهي باز در ابتدا و انتها به صورت درونيابي بوده 

4ξهمچنين در  باشد.  اي) درونيابي مي (مرتبه چند جمله pنيز به علت تكرار مقدار گرهي به اندازه  =

1توابع پايه داراي پيوستگي به فرم 1pC C−   باشند.  ها مي در مرز المان =

  )Anchorانكر ( - 2- 2- 3

}بايد توجه داشت كه،  } 1

1

n p

i i
ξ + +

=
}و توابع پايه،  },

1

n

j p
j

N
=

، با يكديگر تناظر يك به يك ندارند. چنانچه 

1nاز بردار گرهي باز استفاده شود تعداد  p+ تابع پايه خواهيم داشت. به سادگي  nگره و تعداد  +

هاي خاصي در فضاي پارامتري وجود دارند كه توابع پايه با آنها مرتبط  قابل اثبات است كه محل

ها  شود. اين محل گفته مي 1هاي خاص در فضاي پارامتري انكر هستند. از اين به بعد به اين محل

i,شوند. براي هر  ه صورت زير تعريف مي(انكرها) ب pN انكر متناظر آن كه با ،it شود  نمايش داده مي

  آيد. اينگونه به دست مي

)3 -8(  
( )

( 1)/2

( /2) ( /2) 1

IF is odd

1
IF is even

2

i p

i

i p i p

p

t
p

ξ

ξ ξ

+ +

+ + +


= 

+

   

نقاط كنترلي در تناسب يك به يك با توابع پايه هستند. به عبارت ديگر نقاط كنترلي و مقادير انكر در 

، اين مقادير تقريباً تناسب يك به يك هستند. ويژگي اصلي و كاربردي مقادير انكرها در اين است كه

باشند. اين مقادير تقريباً  مشخص كننده محل مركز و حداكثر مقدار تابع در فضاي پارامتري مي

  باشند. مشخص كننده نقطه كنترلي متناظر مي

  اسپيلاين هاي بي منحني - 3- 2- 3

sd:sdاسپيلاين در فضاي  معرف ابعاد فضاي مورد مطالعه باشد. يك منحني بي sdفرض كنيم 
R  به

  شود.  صورت زير تعريف مي

)3 -9(  
,

1

( ) ( )
n

i i p

i

C P Nξ ξ
=

=∑   

                                                
1- Anchor 
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 روش آناليز ايزوژئومتريك: سومفصل 
sdكه 

iP R∈ نقاط كنترلي تعريف كننده چندضلعي  1اي نقاط كنترلي هستند. درونياب خطي تكه

   اسپيلاين به شرح زير است. هاي بي كنترلي است. خواص اصلي منحني

اسپيلاين را به دست  : براي اينكه بتوان كوورايانس مستوي يك منحني بي2كوواريانس مستوي �

 آورد بايد انتقال مورد نظر را به نقاط كنترلي اعمال نمود.

اي كه توسط نقاط كنترلي آن كه يك  اسپيلاين درون ناحيه : هر منحني بي3فضاي محدب �

 گيرد.  اند قرار مي چندضلعي كنترلي را تشكيل داده

تواند بيش از چندضلعي  اسپيلاين نمي : بر اساس تعريف يك منحني بي4تغييراتتقليل  �

 را قطع كند.  3Rيا يك صفحه در 2Rاش يك خط در كنترلي

كند بيش از تعداد دفعاتي  اسپيلاين را قطع مي به عبارت ديگر تعداد دفعاتي كه يك صفحه، منحني بي

كند نيست يعني هميشه يك خط مسقيم در فضاي دو بعدي  كه چندضلعي كنترلي را قطع مي

نمايد. اين ويژگي به خصوص در شرايطي كه  منحني را كمتر يا مساوي چند ضلعي كنترلي قطع مي

شود. در حالت درونياب لاگرانژ با افزايش  هاي درونياب لاگرانژ مقايسه شود مشخص مي اي دجملهبا چن

ها  اسپيلاين بيشود. در حاليكه  اي ميزان نوسان تابع حول نقاط داده اوليه بيشتر مي مرتبه چند جمله

شود  باعث ميات تقليل تغييردهند. ويژگي  رفتاري كاملاً متفاوت حول نقاط كنترلي از خود نشان مي

   كنند. يكنواخت باشند و يك خاصيت مفيد به هنگام آناليز را ايجاد اسپيلاين  بيهاي  تا منحني

اسپيلاين تمام خواص مربوط به پيوستگي توابع پايه خود  هاي بي به علاوه بايد اضافه نمود كه منحني

   باشند. را دارا مي

  اسپيلاين چند متغيره توابع بي - 4- 2- 3

تك متغيره به دست  اسپيلاين بياز حاصلضرب تانسوري توابع پايه  اسپيلاين بيد متغيره توابع پايه چن

) دو بردار يك ماتريس(صفحه) ايجاد شود. از اين به ⊗آيند. به طور كلي از حاصلضرب داياديك ( مي

                                                
1- Piecewise linear interpolation 
2- Affine covariance 
3- Convex hull 
4- Variation diminishing 
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 روش آناليز ايزوژئومتريك: سومفصل 
بعد اندكي در نحوه نمايش روابط تغيير ايجاد خواهد شد. با 

p
d  ،1پارامتر, ,

p
l d= K  نشان دهنده

2جهت مورد نظر است. چنانچه 
p

d 3(صفحه) و اگر  =
p

d لازم به ذكر دهد.  (حجم) را نشان مي =

از تعداد اسپيلاين بيمعرف توان نيست. توابع پايه  ،استفاده شد lكه چنانچه از عبارت بالانويس است

p
d  :بردار گرهي ساخته شده كه هر كدام از آنها بيانگر يك جهت است. پس داريم  

)3 -10(  { }1 2 , 1, , ,
l l

l l l l

n pξ ξ ξ +Ξ = K   

تعداد توابع پايه اختصاص داده شده  l ،lnاي در امتداد جهت  نشان دهنده مرتبه چندجمله lpكه 

}با  اسپيلاين بيباشد. هر كدام از توابع پايه  مي },
1

nl
l

il pl
il

N
=

نشان داده شده و با استفاده از بردار گرهي  

lΞ به فرم  1انديس- شوند. حال لازم است تا يك چند تعريف ميpd
Z∈i .تعريف كنيم  

)3 -11(  { } { }{ }1, , 1, , 1, ,
pd l l l pI i i i n i d= = ∈ ∀ =i K K K   

}ها را به صورت  اي هاي مختلف براي چند جمله توان مرتبه همچنين، مي }1 2, , ,
pdP p p p= K 

با  اسپيلاين بي، يك تابع پايه I∈iانديس- توان براي هر چند نشان داد. حال مي
p

d .عد تعريف نمودب   

)3 -12(  , ,

1

( ) ( )
pd

l l

i p il pl

l

B Nξ ξ
=

=∏   

1كه  2( , , , )pdξ ξ ξ ξ= Kند چ اسپيلاين بيدهد كه يك تابع پايه  . در واقع رابطه اخير نشان مي

متغيره از مجموع
1

pd

ll
n

=∏ 
توابع پايه متناظر با بردارهاي گرهي 

p
d گردد. توابع پايه  تشكيل مي

  . باشند مشخصات توابع يك متغيره را دارا مي متغيره تمامي چند  اسپيلاين بي

  اسپيلاين و نربز سطوح و احجام بي -5- 2- 3

پرداخت.  اسپيلاين بيتوان به تعريف سطوح و احجام با استفاده از  پس از تعريف توابع چندمتغيره مي

. در واقع شبكه كنترلي ]84, 81[ تعريف شود 2ابتدا در اين بخش لازم است تا شبكه كنترلي

چندضلعي كنترلي در فضاي 
p

d اي از نقاط كنترلي  بعدي است. شبكه كنترلي مجموعه{ } I∈i iP است .  

                                                
1- Multi-index 
2- Control mesh or control net or control lattice 
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 روش آناليز ايزوژئومتريك: سومفصل 
  ) سطح نربز و نقاط كنترلي نمايش داده شده است. 2-3 (شكل در 

  

  ) نمايش سطح نربز و نقاط كنترلي غير منطبق بر هندسه فيزيكي2- 3 (شكل 

}انديس– از به يك چند، نياسپيلاين بيبراي تعريف يك سطح  }1 2,p p=P دو بردار گرهي ،

{ }1 1 1 1

1 2 1 1 1
, , ,

n p
ξ ξ ξ + +Ξ = K  و{ }2 2 2 2

1 2 2 2 1
, , ,

n p
ξ ξ ξ + +Ξ = K  و شبكه كنترلي متناظر به فرم{ } I∈i iP 

  شود.  به صورت زير تعريف مي اسپيلاين بيباشد. سپس سطح  مي

)3-13(  
,( ) ( )

I

Bξ ξ
∈

= ∑ i i p

i

S P   

  شوند.  ) تعريف مي12-3با استفاده از رابطه ( اسپيلاين بيدر رابطه فوق توابع پايه دو متغيره 

}(سه بعدي) نيز بايد طور مشابه براي تعريف يك فضاي حجمي به  }1 2 3, ,p p p=P سه بردار گرهي ،

}به صورت }1 1 1 1

1 2 1 1 1, , , n pξ ξ ξ + +Ξ = K  و{ }2 2 2 2

1 2 2 2 1, , , n pξ ξ ξ + +Ξ = K  و{ }3 3 3 3

1 2 3 3 1, , , n pξ ξ ξ + +Ξ = K  و

}شبكه كنترلي به صورت  } I∈i i
P  شود. اينگونه تعريف مي اسپيلاين بيرا تعريف نمود. حال حجم   

)3-14(  
,( ) ( )

I

Bξ ξ
∈

= ∑ i i p

i

V P   

)، 14-3در رابطه (
, ( )B ξi p

يك حجم نربز و  )3-3 (شكل در سه متغيره هستند.  اسپيلاين بيتوابع پايه  

  شبكه كنترلي مربوط به آن نمايش داده شده است.

اي و نقاط كنترلي تحت عنوان يك  اي از بردارهاي گرهي، مرتبه چند جمله با دسته اسپيلاين بيهر 

هاي بزرگ با  فضاي پارامتري مخصوص به خود را دارد. هندسه وصلهشوند. هر  نامگذاري مي 1وصله

                                                
1- Patch 
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 روش آناليز ايزوژئومتريك: سومفصل 
رسند، در محل  به يكديگر مي وصلهشوند. در شرايطي كه دو  ساخته مي وصلهاستفاده از چندين 

ها با يكديگر بايد نقاط كنترلي و بردارهاي گرهي يكسان باشند. تحت چنين شرايطي فقط  وصلهتماس 

) نحوه اتصال توابع پايه 4-3 (شكل  آيد. ها به دست مي وصلهاز توابع پايه در مرز  0Cپيوستگي از نوع 

   دهد.  ها را نمايش مي در مرز وصله

  

 ) نمايش حجم نربز و نقاط كنترلي مربوط به حجم نربز3- 3 (شكل 

  

 0Cاند، چنانچه پيوستگي از نوع  ) نمايش نحوه اتصال دو بردار گرهي كه از بردار گرهي باز تشكيل شده4- 3 (شكل 

  توانند به طور يكسان رفتار نمايند باشد مي

  فضاهاي انديسي، پارامتري و فيزيكي - 6- 2- 3

) شبكه فيزيكي و شبكه كنترلي در فضاي فيزيكي نشان داده شده است. 3- 3 (شكل ) و 2- 3 (شكل در 

هر نقطه از فضاي پارامتري را  اسپيلاين بيشبكه فيزيكي است. نگاشت در واقع فضاي پارامتري تصوير 

هاي فيزيكي را  تحت نگاشت نربز المان 1برد و تصوير خطوط گرهي اي در فضاي فيزيكي مي به نقطه

باز براي تابع تقريب مرتبه سه در هر دو جهت مطابق با  فرض كنيم بردارهاي گرهيكنند.  مشخص مي

                                                
1- Knot line 
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 روش آناليز ايزوژئومتريك: سومفصل 
شكل ) در نظر گرفته شده باشند. آنگاه فضاي انديس و فضاي پارامتري به ترتيب مطابق 15-3رابطه (

) محدوده شروع و پايان نقاط كنترلي بر اساس درجه 5- 3 (شكل در  ) خواهند شد.6- 3 (شكل ) و 3-5 (

فرد باشد محل انكر در محل اي  در شرايطي كه مرتبه چند جملهاي نمايش داده شده است.  چند جمله

ها قرار خواهد گرفت. در مجموع براي هر دو حالتي كه مرتبه  تقاطع خطوط گرهي به جاي وسط المان

اي زوج يا فرد باشد، انكر براي هر تابع دقيقاً در مركز پوشش آن تابع در فضاي انديسي قرار  چند جمله

       خواهد گرفت.

)3-15(  
{ }
{ }
0, 0, 0, 0, 0.25, 0.75, 1, 1, 1, 1

0, 0, 0, 0, 0.67, 1, 1, 1, 1

Ξ =

Η =
   

  

  مفروض) نمايش فضاي انديس براي بردار گرهي 5- 3 (شكل 

  

  براي بردار گرهي مفروض ) نمايش فضاي پارامتري6- 3 (شكل 

هاي يكسان و بدون در نظر گرفتن مقادير واقعي آنها به  فضاي انديسي از ترسيم مقادير گرهي با فاصله

باشد. براي  هاي حل و درك آن بسيار مفيد مي آيد. اين طرز نگاه به مساله در توسعه الگوريتم دست مي
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 روش آناليز ايزوژئومتريك: سومفصل 
ي منطقه پوششي هر توان در فضاي انديسي خطوط گرهي را كه محل ابتدا و انتها مثال به سادگي مي

شوند را تشخيص داد. يك نكته جالب در فضاي  هايي كه با تابع پوشش داده مي تابع و همچنين المان

توانند مقادير يكسان داشته باشند كه در واقع در فضاي  ها مي پارامتري اين است كه بعضي از گره

   شوند. انديسي با فاصله صفر تعريف مي

  اعمال گره  - 7- 2- 3

است. اعمال گره بصورت، اعمال يك گره در  1اعمال گره اسپيلاين بياي استاندارد در يكي از عملكرده

گردد. به علاوه برخي از نقاط كنترلي  بردار گرهي موجود، بدون تغيير در شكل منحني تعريف مي

شوند.  بردار گرهي مي موجود حذف شده و جايگزين نقاط كنترلي جديدي به علت اعمال گره در

 افتد ل گره به وفور در ايجاد كنترل محلي براي اصلاح بخشي از منحني مورد نظر اتفاق ميفرايند اعما

]81 ,85 ,86[ .  

  )NURBSنربز ( -3-3

sdبه طور كلي در فضاي
R اي  هاي تكه اي توان آنها را با چند جمله هايي وجود دارد كه نمي هندسه

در فضاي  اسپيلاين بياز  2جلوآمدهتوان از طريق يك انتقال  ها را مي مدل نمود. مهمترين اين هندسه

1sd
R

شود به دست آورد. به ويژه از طريق اين تبديل  ميكسري  اسپيلاين بيگيري  كلكه منجر به ش +

هاي  اي و بيضوي را به دقت مدل نمود. لازم به ذكر است كه اين تبديل بر منحني توان اشكال دايره مي

  شود. اي اعمال مي مرتبه دوم تكه

sdدر فضاي  كسري اسپيلاين بيهاي  ساخت منحني
R  با انتخاب يك دسته نقاط كنترلي{ }w

iP  براي

1sdدر  اسپيلاين بييك منحني 
R

}با بردار گرهي  + }1 1, , n pξ ξ + +Ξ = K گردد. به اين نقاط  آغاز مي

sdشود. نقاط كنترلي در  گفته مي نقاط جلوآمده ،كنترلي
R آيند. از طريق رابطه زير به دست مي   

                                                
1- Knot insertion 
2- Projective transformation 
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 روش آناليز ايزوژئومتريك: سومفصل 
)3 -16(  ( )

( )
, 1, ,

w

i j

i sj
i

j d
w

= =
P

P K   

  همچنين

)3 -17(  ( )
1s

w

i i
d

w
+

= P   

)كه در اين رابطه  )
i j

P درايه ،thj  بردار
i

P  و
i

w  مربوط است به وزنthi  ام. بنابراين، منحني نربز به

  شود.  اين صورت تعريف مي

)3 -18(  
,

1

( ) ( )
n

i i p

i

Rξ ξ
=

= ∑C P   

كه در اين رابطه توابع پايه جلوآورده شده نربز، يعني 
,

( )
i p

R ξ شوند.  اينگونه تعريف مي  

)3 -19(  ,

,

,1

( )
( )

( )

i i p

i p n

j j pj

w N
R

w N

ξ
ξ

ξ
=

=
∑

   

به همين ترتيب توابع پايه چند متغيره نربز با استفاده از 
p

d  بردار گرهيlΞ دسته از نقاط ،

{ }i i Iw توان توابع پايه نربز چند متغيره  كه قبلاً تعريف شدند مي iو  Pشوند. بر اساس  تعريف مي ∋

  متناسب را توليد نمود. 

)3 -20(  ,

,

,

( )
( )

( )

i

j I

w B
R

w B

ξ
ξ

ξ
∈

=
∑

i p

i p

j j p

   

  آيند. به دست مي اسپيلاين بيهمچنين سطوح و احجام نربز نيز به طريق مشابه سطوح و احجام 

)3 -21(  
,

( ) ( )
I

Rξ ξ
∈

= ∑ i i pi
S P   

همچنين مشخصات  باشند. اي را دارا مي هاي تكه اي مشخصات مربوط به چند جمله توابع نربز تمامي 

گفته  اسپيلاين بيهاي پيوستگي در  دقيقاً مشابه آنچه كه در ويژگي نربزمربوط به پيوستگي در توابع 

منفي انتخاب گردد در غير اين  - غير نربزباشد. مطلوب است تا تمامي مقادير اسكالر وزن در  شد مي

  صورت ممكن است كه ويژگي پوشش محدب دچار مشكل شود. 
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 روش آناليز ايزوژئومتريك: سومفصل 
گفته شده است با يك  اسپيلاين بياي  كه يك چند جمله اسپيلاين بيتنها تفاوت بين يك  به طور كلي

كسري اعمال شده است.  اسپيلاين بيكسري در مقدار وزني است كه به نقاط كنترلي يك  اسپيلاين بي

كسري به  اسپيلاين بيير وزن يك مقدار يكسان داده شود، بايد توجه داشت كه چنانچه تمامي مقاد

همان  اسپيلاين بيشود. در اين رساله منظور از  كاهش داده مي اسپيلاين بياي  ك چندجملهي

در  اسپيلاين بيباشد. همانند  ميكسري  اسپيلاين بيهمان  نربزو منظور از  اسپيلاين بي اي چندجمله

ته گف وصلهاي و نقاط كنترلي يك  نيز به مجموعه بردارهاي گرهي، مرتبه چند جمله نربزموضوع 

  شود. مي

   سازي در روش آناليز ايزوژئومتريك گسسته -3-4

فلسفه روش حل ايزوژئومتريك بر اساس مسايل چند متغيره است كه حل هر جزء به صورت سطحي 

شود. در نهايت جواب مساله با پيدا كردن نقاط كنترلي تعيين مستقل در مسايل دو بعدي ساخته مي

تواند  شود كه مي گردد. در روش آناليز ايزوژئومتريك حل مساله به صورت يك سطح تصور مي مي

نقاط كنترلي معلوم در نظر گرفته شده و  yو  xتعريف گردد. در واقع  نربزو  اسپيلاين بيتوسط 

با توجه  آيند. به دست مي 1روش تغييراتي باقيمانده وزني يا ها وشراين نقاط با يكي از  zمختصات 

  پردازيم. ) به استخراج معادلات حاكم بر حل مساله الاستواستاتيك مي7-3 (شكل به 

  

  يك محيط پيوسته دو بعدي.) 7- 3 (شكل 

                                                
1- Variational method 
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 روش آناليز ايزوژئومتريك: سومفصل 
  دين ترتيب است. بدو بعدي و با فرض الاستيك خطي  1معادلات حاكم بر يك مساله مقدار مرزي

)3 -22(  0 inT σ + = ΩL b  

)3 -23(  on tσ = Γn t  

)3 -24(  = on
u

Γu u  

  گردد. ديفرانسيلي است كه بدين ترتيب تعريف مي، عملگر L)، 22- 3كه در رابطه (

)3 -25(  

1

2

2 1

0

= 0

X

X

X X

 ∂
 ∂ 
 ∂
 

∂ 
 ∂ ∂
 
∂ ∂ 

L   

، بردارهاي نيروهاي tباشند.  به ترتيب، تنش، جابجايي و بردار نيروهاي حجمي مي bو  σ ،uكه 

نيز بردار يكه  nف شده بر مرز اساسي و هاي تعري ، جابجاييuوارده تعريف شده بر مرز طبيعي، 

  . )7-3 (شكل  عمود بر سطح (به سمت خارج) در يك نقطه بر مرز طبيعي است

  ) است.26- 3) به صورت رابطه (22- 3فرم ضعيف شده معادلات آورده شده در رابطه (

)3 -26(  ( ) ( )d d d 0

t

T T Tδ δ δ
Ω Ω Γ

Ω − Ω − Γ =∫ ∫ ∫L u DLu u b u t  

   گردد ) مي27-3) منتهي به رابطه (26- 3سازي رابطه ( گسستهالاستيك است.  ابتهاي، تانسور ثDكه 

)3 -27(  =Ku f   

بر اساس  fو  Kباشند.  بردار جابجايي متغير كنترل مي uبردار نيرو و  fماتريس سختي ، Kكه، 

  آيند. لذا خواهيم داشت. گذاري ماتريس سختي و نيز بردار نيروي الماني بدست مي رويهم

)3 -28(  ( )
e

eK d
T

Ω

= Ω∫ B DB   

)3 -29(  
te

d d

e

T T

e

Ω Γ

= Ω + Γ∫ ∫f R b R t   

                                                
1- Boundary value problem 
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 روش آناليز ايزوژئومتريك: سومفصل 
اگر فرض كنيم كه آيد.  كه حاوي مشتقات توابع پايه است بدين ترتيب به دست مي Bماتريس 

( )R ξξξξ  يك بردار از توابع پايه نربز، كه( )en, 1, 2, ...,iR i n= در فضاي پارامتري ،( )1 2,ξ ξ =ξξξξ 

  خواهيم داشت.

)3 -30(  

en

en

en en

1

1 1

1

2 2

1 1

2 1 2 1

0 0

= 0 0

n

n

n n

RR

X X

RR

X X

R RR R

X X X X

∂ ∂
 ∂ ∂ 
 ∂∂
 

∂ ∂ 
 ∂ ∂∂ ∂ 
 ∂ ∂ ∂ ∂ 

B

L

L

L

   

)كه  ) ( )en 1 1n p q= + × و نشان دهنده تعداد توابع پايه غير صفر براي يك دهانه گرهي مفروض  +

)و مختصات فيزيكي  hu(المان گرهي) است. در نهايت تقريب جابجايي  )1 2,X X=X  براي

)مختصات پارامتري )1 2,ξ ξ =ξξξξ آيند. از طريق روابط ذيل بدست مي  

)3 -31(  ( ) ( )
en

1

n
h

i i

i

R
=

=∑u uξ ξξ ξξ ξξ ξ  

)3 -32(  ( ) ( )
en

1

n

i i

i

R
=

= ∑X Tξ ξξ ξξ ξξ ξ   

كه 
i

u  درايهi  ام از بردارu آيد. همانگونه كه  ) بدست مي27- 3كه از حل دستگاه معادلات ( باشد مي

  شود. شود از توابع پايه نربز براي تقريب جابجايي و نيز تقريب هندسه همزمان استفاده مي ميمشاهده 

  گردند. ه زير محاسبه مي) مطابق رابط30-3مشتقات توابع پايه نسبت به مختصات فيزيكي در (

)3 -33(  1 11

2 2

,

i i

i i

R R

X

R R

X

ξ

ξ

−

∂ ∂   
   ∂ ∂   

=   
∂ ∂   

   ∂ ∂   

J   

نشان دهنده ماتريس ژاكوبين براي انتقال بين فضاهاي پارامتري و فيزيكي بوده و بدين ترتيب  Jكه 

گردد. بايد توجه داشت كه برخلاف اجزاي محدود استاندارد، نقاط كنترلي در فضاي فيزيكي  تعريف مي

   الزاماً بر رئوس المانها انطباق ندارند. 
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 روش آناليز ايزوژئومتريك: سومفصل 
)3 -34(  

1 2

1

1 2

2 2

1
= .

X X

X X

ξ ξ

ξ ξ

∂ ∂ 
 ∂ ∂
 
∂ ∂ 

 ∂ ∂ 

J   

رابطه هاي ماتريس ژاكوبين بر اساس تابع پايه، مشتقات آنها (لازم به ذكر است كه هر كدام از درايه

  . شوندمختصات نقاط كنترلي در منطقه پوشش محلي محاسبه مي) و )35- 3(

)3 -35(( ) ( ) ( )
1 1

,p , 1 1,p 11 1

1 1

.
k k k

i i p ik k k

i p i i p i

d p d p d
N N N

d d d
ξ ξ ξ

ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ

− −

− + −− −
+ + + +

   
= −   − −   

   

به صورت زير محاسبه  huهاي تانسور كرنش و تنش بر اساس تقريب جابجايي  رايهدر نهايت د

  گردند.  مي

)3 -36(  ( ) ( )h= Luε ξ ξε ξ ξε ξ ξε ξ ξ   

)3 -37(  ( ) ( ) .= Dσ ξ ε ξσ ξ ε ξσ ξ ε ξσ ξ ε ξ   

  اساسي اعمال شرايط مرزي -3-5

نمايند، لذا اعمال مستقيم شرايط  مياز آن جهت كه توابع پايه نربز خاصيت دلتاي كرونكر را ارضا ن

ي ها روشگيري خطا در نتايج گردد.  مرزي غيرهمگن بر نقاط كنترلي ممكن است منجر به شكل

ين بهتر 1متعددي بمنظور اعمال شرايط مرزي اساسي بوجود آمده است كه روش ضريب لاگرانژ

نمايد كه به  تعريف مي hλλλλآنهاست. روش ضريب لاگرانژ يك بردار ميداني مجهول جديد به فرم 

  صورت زير است.

)3 -38(  ( )

1

1

1

1

0 0
,

0 0

u

v

u nh

v n

un

un

N N
s

N N

 
 
 

     
= = =    

     
 
 
 

N
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M
L

λλλλ

λλλλ

λλλλ

λλλλ

λλλλ

λλλλ
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λ λλ λλ λλ λ
λλλλ

λλλλ

λλλλ

   

                                                
1- Lagrange multiplier method 
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 روش آناليز ايزوژئومتريك: سومفصل 
كه 

i
λ اي از  ضرايب لاگرانژ بوده كه بصورت مجموعهnλ  نقطه كنترلي است كه تشكيل دهنده شرط

مرزي اساسي هستند. بايد توجه داشت كه چنانچه نقاط كنترلي فوق الذكر بر روي مرز اساسي قرار 

گردند.  نگرفته باشند، نزديكترين نقطه مجاور آنها كه بر روي مرز اساسي واقع شده باشد انتخاب مي

i
N ب لاگرانژ يك بعدي و توابع شكل درونياs  .با اعمال نيز طول قوس در امتداد مرز اساسي است

  روش ضريب لاگرانژ خواهيم داشت.

)3 -39(  

( ) ( )d d d

( )d d 0

t

u u

T T T

T T

− −

− − − =

∫ ∫ ∫

∫ ∫

L u DLu u b u t

u u u

δ δ δδ δ δδ δ δδ δ δ

δλ δ λδλ δ λδλ δ λδλ δ λ

Ω Ω ΓΩ Ω ΓΩ Ω ΓΩ Ω Γ

Γ ΓΓ ΓΓ ΓΓ Γ

Ω Ω ΓΩ Ω ΓΩ Ω ΓΩ Ω Γ

Γ ΓΓ ΓΓ ΓΓ Γ
   

  ) خواهد شد.40- 3شده نهايي به صورت رابطه ( پس از مقداري محاسبات معادله گسسته

)3 -40(  
0T

     
=    

     

K G u f

G qλλλλ
  

  كه

)3 -41(  d

u

T T

ij i j

Γ

= − Γ∫G N R   

)3 -42(  d

u

T

i i

Γ

= − Γ∫q N u   

  باشند.  ماتريس توابع درونياب لاگرانژ مي Nبردار ضرايب لاگرانژ و  λλλλكه 
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 اصول كلي مكانيك شكست: صل چهارمف
  مكانيك شكست -4

گسيختگي از محل مكانيك شكست بر اين فرض استوار است كه مصالح مهندسي حاوي ترك بوده و 

اي نيازمند اطلاع از نحوه توزيع تنش بواسطه وجود  تخمين عمر اعضاي سازهشود.  ها شروع مي ترك

گيري تنشهاي با سطح بالا در نوك  ترك و نيز ارتباط آن با رشد ترك است. وجود تركها منجر به شكل

ار براي تمامي مصالح بجز بارگذاري يك جسم تركدنمايد.  ترك شده كه زمينه رشد ترك را مهيا مي

الاستيك و ديگر اثرات غيرخطي نزديك به نوك ترك همراه ي غيرها شكلبا تغييرآل،  مصالح ترد ايده

است. اما شرايطي وجود دارد كه در آن اثرات غيرخطي يا غيرالاستيك نسبت به اندازه ترك بسيار 

ها كافي به نظر  نمودن توزيع تنشناچيز است كه در اين حالت استفاده از تئوري خطي براي مشخص 

    رسد.  مي

در چند دهه گذشته استفاده از اصول مكانيك شكست براي جلوگيري از شكست ناگهاني و يا تدريجي 

ها ممكن است به دلايل  ها و قطعات ماشين به يك نياز تبديل شده است. ترك يا ناپيوستگي سازه

د در يك سازه ممكن است تحت بارگذاري شروع هاي موجو مختلفي در يك سازه شكل بگيرند. ترك

به رشد نموده و نهايتاً موجب تخريب يا از كارافتادگي دستگاه شوند. لذا مهمترين هدف علم مكانيك 

تواند سبب شكست  شكست، محاسبه ميزان حساسيت قطعه به ترك و اندازه بحراني ترك كه مي

هاي مختلفي از شكست  خچه مكانيك شكست نمونهباشد. در تاري ناگهاني در بارهاي اعمالي شود، مي

  .]88, 87[ ها وجود دارد هايي همچون مخازن، سازه كشتي و پل سازه

به طور كلي در شرايطي كه يك جسم بدون ترك و ناپيوستگي باشد، رفتار آن جسم تحت بارگذاري 

. اما در حالتي كه جسم داراي ناپيوستگي باشد به استمفروض، تابع شرايط عمومي تسليم آن مصالح 

علت توزيع غير يكنواخت تنش در جسم علاوه بر معيارهاي عمومي تسليم مصالح بايد وضعيت 

يز مورد بررسي قرار گيرد. اصولاً در ابتدا براي تعيين وضعيت ي جسم در نزديكي ناپيوستگي نموضع

ي تحليلي استفاده شده است. براي مثال با استفاده از ها روشها در نزديكي ناپيوستگي از  تنش

هاي يك جسم با ناپيوستگي معلوم همچون دايره و بيضي مشخص  ي تحليلي وضعيت تنشها روش
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 اصول كلي مكانيك شكست: صل چهارمف
تيز  ي تحليلي در شرايطي كه آن ناپيوستگي به سمت يك ناپيوستگي نوكها روشت. اما اين شده اس

ميل نمايد ديگر امكان تعيين وضعيت تنش در نزديكي نوك آن ناپيوستگي وجود ندارد. بنابراين براي 

ي ديگري همچون روش ها روشتيز مانند ترك، از  تعيين وضعيت تنش در نزديكي ناپيوستگي نوك

  شود. تنش و روش ميزان رهايي انرژي استفاده ميشدت ور فاكت

  ظرفيت شكست (چقرمگي شكست) -4-1

تواند باشد تا  حداكثر اندازه ترك چقدر ميبطور كلي در علم مكانيك شكست سوالاتي مانند (الف) 

مصالح بتواند بطور ايمن آن را تحمل كند؟ (ب) مقاومت سازه بصورت تابعي از اندازه ترك چقدر 

(ج) اندازه ترك چه ارتباطي با بار اعمالي دارد؟ (د) ميزان بحراني بار چقدر است تا ترك شروع است؟ 

چگونه اندازه ترك بصورت تابعي از زمان رشد  )هبه رشد كند و آيا رشد ترك پايدار است يا ناپايدار؟ (

  نمايد؟  مي

ردد تا بتواند ويژگي يك ترك گ علم مكانيك شكست به دنبال پارامترهايي ميدر پاسخ به اين سوالات 

چنين پارامتري بايد بتواند نتايج آزمايشگاهي را با عملكرد سازه مرتبط جهت رشد را مشخص نمايد. 

اگر ما چنين پارامتري بيني گردد.  تواند بوسيله نتايج آزمايشگاهي پيش لذا پاسخ سازه تركدار مي سازد.

قادر خواهيم بود تا آن نيرو را بصورت تابعي از رفتار مصالح، نامگذاري كنيم،  1را نيروي پيشران ترك

به عبارت ديگر، مقدار بحراني اين پارامتر، كه اندازه ترك، هندسه سازه و بارگذاري تعيين نماييم. 

 2شود، تحت عنوان ظرفيت شكست يا چقرمگي شكست اي از مصالح فرض مي بعنوان مشخصه

مقابل شكست در حضور ترك و  براي مقاومت درنايي مصالح گردد. ظرفيت شكست توا نامگذاري مي

- با مساوي قرار دادن نيروي پيشران ترك و ظرفيت شكست مصالح، رابطهدهد.  ناپيوستگي را نشان مي

آوريم كه اطلاعات ضروري جهت طراحي  اي بين نيروي اعمالي، اندازه ترك و هندسه سازه بدست مي

  . اي را به ما نشان خواهد داد سازه

                                                
1- Crack driving force 
2- Fracture toughness 
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 اصول كلي مكانيك شكست: صل چهارمف
بندي توانايي مقاومت مصالح در مقابل شكست در چارچوب  پارامتر ظرفيت شكست بمنظور رتبه

گيرد. بطور مشابه مقاومت تسليم يا نهايي مصالح نيز بمنظور  ميمكانيك شكست مورد استفاده قرار 

 براي تسليم شدن يا شكست در معيارهاي طراحي متعارف مورد استفادهبندي مقاومت مصالح  درجه

بايد بين مصالح با مقاومت  اي بطور كلي در فرايند انتخاب مصالح براي كاربردهاي سازه قرار دارد.

گيري شود. مطابق نتايج مطالعات  تسليم بالا (يا پايين) يا ظرفيت شكست بالا (يا پايين) تصميم

چك پيش كو هاي ترك اثبات شده است كه براي طراحي سازه در وضعيتي كه حضور  اي هطراحي ساز

بيني شده است، بايد از مصالحي با مقاومت تسليم بالا استفاده شود در حاليكه براي اجسام در حضور 

    .    ]89, 88[ بزرگ ترجيج بر كاربرد مصالح با ظرفيت شكست بالا است هاي ترك 

  رهايي انرژيميزان نرخ  - 4-2

معياري را براي رشد ترك با كاربرد روش انرژي به دست آورد. معيار  1، گريفيث1924در سال 

كند كه تغيير  زماني يك ترك رشد مي ،گريفيث بر مفهوم بقاي انرژي استوار است. بر اين اساس

انرژي سطحي،  ، در تعادل با تغيير (افزايش) درU(كاهش) در انرژي پتانسيل ذخيره شده در سيستم، 

Sبصورت شماتيك 1- 4 (شكل مفهوم بيان شده در  .]90[باشد  ، ناشي از ايجاد سطوح جديد ترك مي (

  نمايش داده شده است. 

  

   ∆a نمايش شماتيك رشد ترك به ميزان) 1- 4 (شكل 

                                                
1- Griffith 
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 اصول كلي مكانيك شكست: صل چهارمف
در نظر بگيريد. براي اينكه را حاوي ترك با ضخامت مشخص در سراسر جسم  Bجسمي به عرض 

  شكست اتفاق افتد بايد بقاي انرژي برقرار باشد، يعني: 

)4 -1(  0U S∆ +∆ =   

تغيير در انرژي سطحي 
s

S Aδ γ∆ مقدار سطح جديد ناشي از رشد ترك  Aδكه در اين رابطه=

بوده و 
s

γ 2باشد. تغيير در سطح ترك  نيز انرژي سطحي در واحد سطح ميA B aδ = است كه  ∆

Bبه علت وجود دو سطح ترك است. با جايگذاري روابط و تقسيم آن بر  2ضريب  a∆ :داريم  

)4 -2(  1
2 s

U

B a
γ

∆
− =

∆
   

  آيد. با نوشتن روابط به صورت مشتقات جزيي رابطه گريفيث به دست مي

)4 -3(  1
2 s

U

B a
γ

∂
− =

∂
  

، به اين صورت تعريف Gرژي،اگر اين رابطه ارضا شد آنگاه رشد ترك اتفاق خواهد افتاد. نرخ رهايي ان

  شود. مي

)4 -4(  1 U
G

B a

∂
= −

∂
   

Uدر بيشتر حالات مقدار  a∂ منفي است، يعني اينكه اگر ترك رشد كند انرژي پتانسيل كاهش  ∂

1توان با به سمت چپ بردن عبارت  مي، مثبت خواهد شد. Gيافته پس  B ) 4- 4در رابطه (U  را

2J، به صورت Gديمانسيونبه انرژي پتانسيل در ضخامت واحد تبديل نمود.  m , N m, MPa  بوده

باشد. اين مقدار  مقدار انرژي رهايي به ازاي رشد واحد ترك در ضخامت واحد مي ،و نرخ رهايي انرژي

انرژي لازم براي رشد ترك توسط سيستم است و به مصالح، هندسه و بارگذاري سيستم بستگي دارد. 

، 1انرژي سطحي
s

γتگي داشته و به ، فقط به جنس مصالح و شرايط طبيعي مانند دما، فشار و غيره بس

شرايط بارگذاري يا هندسه ترك بستگي ندارد. تئوري گريفيث براي مصالح كاملاً ترد (شكننده) برقرار 

                                                
1- Surface energy 
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 اصول كلي مكانيك شكست: صل چهارمف
بر اساس مطالب گفته شده يك ترك زماني رشد خواهد بوده و براي مصالح شكل پذير برقرار نيست. 

  كرد كه وضعيت زير برقرار باشد.

)4 -5(  { {
Crack driving force Material toughness

2 .s cG Gγ≥ =   

از آنجائيكه تئوري گريفيث براي مصالح بسيار ترد مانند شيشه معتبر بود، لذا ميزان انرژي مورد نياز 

2بسيار بيشتر از در بيشتر مصالح براي ترك 
s

γ باشد. مي  

ن را اي بر روي تئوري گريفيث انجام دادند و فرمولاسيون آ به طور مستقل اصلاحيه 2و اوروان 1اروين

براي مصالحي با رفتار پلاستيك ارائه نمودند. به عبارت ديگر كل انرژي مورد نياز براي رشد ترك را 

 ، مربوط به منطقه نوك ترك معرفي نمودندpγمجموع انرژي سطحي و كار پلاستيك برگشت ناپذير، 

]91 ,92[ .  

)4 -6(  
s pγ γ γ= +   

  بنابراين معيار شكست بدين ترتيب خواهد شد.

)4 -7(  1
2( )s p

U

B a
γ γ

∂
− ≥ +

∂
   

ي گريفيث و اروين/ اوروان از لحاظ محاسبات رياضي مشابه بوده و تنها تفاوت در معرفي مقدار ها روش

هاي شكست به  ، مستقيماً از آزمايشcG، در شكست است. به طور كلي cG، 3ظرفيت شكست مصالح

آيد و اين مقدار تابعي از  دست مي
s

γ  و
pγ  نيست. مقدار رهايي انرژي بحراني يك ثابت مصالح مانند

مدول يانگ يا تنش تسليم است و به ماهيت بارگذاري و يا شكل ترك بستگي ندارد اما به دما و 

  .]94, 93, 89[شرايط طبيعي مصالح بستگي دارد 

                                                
1- Irwin 
2- Orowan 
3- Material toughness 
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 اصول كلي مكانيك شكست: صل چهارمف
  دانسيته انرژي كرنشي -4-3

  به اين صورت تعريف نمود. توان ، را ميW، 1دانسيته انرژي كرنشي

)4 -8(  
0

dW

ε

σ ε= ∫    

  باشند.  تانسور كرنش مي ε، تانسور تنش و σكه 

سطح  Wكرنش (توجه، - ، برابر است با سطح زير نمودار تنشWمحوري،  تحت شرايط بارگذاري تك

جابجايي نيست). به طور كلي مقدار انرژي كرنشي در سراسر جسم يكسان نيست و به - زير نمودار بار

   ي دارد.موقعيت آن در جسم بستگ

  انرژي كرنشي - 1- 3- 4

eمنظور از انرژي كرنشي
U مقدار انرژي كرنشي است كه در جسم ذخيره شده است. اين مقدار به ،

  گردد. مصالح و بارگذاري بستگي دارد و به اين صورت تعريف مي

)4 -9(  de

V

U W V= ∫   

باشد. انرژي كرنشي  ، حجم جسم ميVكه 
e

U برابر است با انتگرال دانسيته انرژي كرنشي روي تمام ،

جابجايي برابر است. براي مصالح  - توان نشان داد كه انرژي كرنشي با سطح زير نمودار بار جسم و مي

  ) خواهد شد.10- 4رابطه ( صورتالاستيك خطي انرژي كرنشي به 

)4 -10(  
2

e

P
U

∆
=   

مقادير بار و جابجايي متناظر ) نمايش داده شده است، 2- 4 (شكل مطابق آنچه در  ∆و  Pكه 

  باشند.  مي

                                                
1- Strain energy density 
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 اصول كلي مكانيك شكست: صل چهارمف
  

  ) نمايش شماتيك جسم تركدار2- 4 (شكل 

كرنش موجود بستگي دارد، در حاليكه براي دانسيته انرژي كرنشي براي مصالح الاستيك تنها به 

مصالح پلاستيك دانسيته انرژي كرنشي به تاريخچه بارگذاري / باربرداري بستگي دارد. در اجسام 

الاستيك تمامي انرژي در فرايند باربرداري بازيابي خواهد شد در حاليكه در اجسام پلاستيك انرژي 

تحت شرايط بارگذاري باشند، ميزان دانسيته انرژي  چنانچه مصالح پيوسته گردد. كرنشي مستهلك مي

  اما اگر باربرداري اتفاق بيافتد ) براي اجسام الاستيك يا پلاستيك يكسان خواهد بود. Wكرنشي (

  ( جزئي يا كلي) شرايط متفاوت خواهد شد. 

  براي مصالح با رفتار الاستيك (خطي يا غيرخطي) داريم

)4-11(  σ ε= D   

ميزان دانسيته باشند.  ميبه ترتيب تانسورهاي تنش و كرنش  εو  σتانسور الاستيسيته و  Dكه 

) خواهد شد كه در شرايط بارگذاري تك محوره به صورت رابطه 12-4انرژي كرنشي مطابق رابطه (

  باشد. ) مي4-13(

)4-12(  1
.

2
W σ ε=   

)4-13(  
2

.
2

W
E

σ
=   
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 اصول كلي مكانيك شكست: صل چهارمف
  انرژي پتانسيل -4-4

شود. انرژي  ، از انرژي كرنشي داخلي و كار خارجي انجام شده بر جسم تشكيل ميUانرژي پتانسيل،

)، انرژي پتانسيل 2- 4 (شكل براي جسم نشان داده شده در پتانسيل به نحوه بارگذاري بستگي دارد. 

بارگذاري  ،تعاريف مختلفي دارد. بر اساس اينكه اين جسم بوسيله يك جابجايي مشخص يا بار مشخص

  . متفاوت خواهد بودشود تعريف انرژي پتانسيل 

:داريم،  براي جابجايي مشخص eU U∆ و براي بار مشخص خواهيم داشت،  =

:
e

P U U P= − ∆.   

منظور از بار مشخص يعني اينكه بار در خلال مراحل رشد ترك ثابت خواهد بود، در حاليكه منظور از 

مشخص شده جابجايي مشخص اين است كه جابجايي در خلال رشد ترك ثابت است. براي شرايط بار 

كار خارجي توسط بارگذاري خارجي در خلال رشد  ،به عنوان بارگذاري خارجي روي جسم تركدار

ضرب نيرو  افتد چونكه جابجايي ثابت فرض شده است و از طرفي كار به صورت حاصل ترك اتفاق نمي

شي رخ شود پس تغيير در انرژي پتانسيل فقط به علت تغيير در انرژي كرن در جابجايي تعريف مي

   دهد. مي

  نرمي - 4-5

رود، اما  يكي از مشخصات مصالح به شمار نمي شود. نرمي  نرمي به صورت عكس سختي تعريف مي

   توان نوشت. مي aبه بارگذاري و هندسه بستگي دارد. براي جسمي حاوي ترك با طول  نرمي 

)4 -14(  ( )C a P∆ =   

)كه  )C a ) شامل طول ترك،نرمي است و تابع هندسه a(لازم باشد ، مدول يانگ و نسبت پواسون مي .

به دست  )15- 4مطابق رابطه (را بر اساس تعريف نرمي  Gايي انرژي توان نرخ ره به ذكر است كه مي

C.به عبارت ديگر نرمي به مفوم نسبت تغييرشكل به بار ( آورد. Pδ= باشد.  ) مي  
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 اصول كلي مكانيك شكست: صل چهارمف
)4 -15(  

2

2 2

1

2

( )

1 d

2 d

p p

P P
U P

U P
G

B a B a

C a P

C
G P

B a

∆ ∆
= − ∆ = −

∂ ∂∆   = − =   ∂ ∂   

∆ = ⇒

=

   

كه عبارت 
pa

∂ 
 ∂ 
  ) ثابت فرض شده است.Pنمايد كه مقدار بار ( تأكيد مي 

  پايداري رشد ترك -4-6

، براي بارگذاري ثابت aگيري از آن نسبت به  و با مشتق G) براي 15- 4با در نظر گرفتن رابطه (

  داشت مخواهي

)4 -16(  
2

2

2

1 d

2 dP

G C
P

a B a

∂  = ∂ 
   

  در حاليكه براي جابجايي ثابت خواهيم داشت

)4 -17(  
22

2

2

1 d 2 d
.

2 d d

G C C
P

a B a C a∆

 ∂   = −     ∂    
   

2ها، عبارت  براي بيشتر هندسه 2d dC a  مثبت خواهد بود. بنابراينG  براي بارگذاري از پيش تعريف

 Gمنجر به افزايش در  aيابد. بنابراين افزايش در ميزان  شده، متناظر به رشد ترك، افزايش مي

  است.  1شود كه رشد ترك ناپايدار شود، كه در اين حالت گفته مي مي

)براي شرايط جابجايي از پيش تعريف شده، چنانچه  )2 2 22 d d d dC C a C a> باشد، آنگاه داريم  

)4 -18(  0
G

a

∂
<

∂
   

بايست جابجايي اعمال شده  يابد. يعني اينكه مي كاهش مي Gبنابراين به همراه رشد ترك ميزان 

  :افزايش يابد تا رشد ترك حفظ گردد. معيار رشد ترك ناپايدار خواهد شد

                                                
1- Unstable crack growth 
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 اصول كلي مكانيك شكست: صل چهارمف
)4-19(  and 0.c

G
G G

a

∂
= >

∂
   

پايدار ممكن است قابل قبول باشد،  رشد تركدرحاليكه  ،در آن است كهعلت اهميت مفهوم پايداري 

داراي نيز حتي در شرايط الاستيك خطي اكثر مصالح شكست ناپايدار همواره بايد اجتناب گردد. از 

اين موضوع تحت عنوان  يابد. باشند، لذا ظرفيت شكست با رشد ترك افزايش مي مي 1پذير رفتار شكل

  شود.  نيز شناخته مي R 2منحني مقاومت شناخته شده كه به عنوان منحني 

  

  شماتيك منحني رفتار مقاومت مصالح ) نمايش 3- 4 (شكل 

در چنين شرايطي ارضاي معيارهاي فوق الزاماً منتج به رشد ناپايدار ترك نخواهد شد و معيارهاي رشد 

  ) خواهد بود.20-4ترك ناپايدار به صورت رابطه (

)4-20(  d
    and     .

d
r

r

GG
G G

a a

∂
= >

∂
  

  آناليز تنش ترك -4-7

  براي مصالح الاستيك خطي Kفضاي  - 1- 7- 4

ها، روش تمركز (شدت)  در آناليز ترك(مانند روش گريفيث) يك روش جايگزين براي شيوه انرژي 

گيرد. در  . در اين روش فضاي تنش و كرنش در نوك ترك مورد بررسي و محاسبه قرار مياست ،3تنش

                                                
1- Ductile 
2- Resistance curve or R-curve 
3- Stress intensity 
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 اصول كلي مكانيك شكست: صل چهارمف
دهند. روش  ي انرژي و تمركز تنش يكسان بوده و نتايج مشابهي به دست ميها روشبسياري مواقع 

انرژي عمدتاً براي مصالح الاستيك خطي يا الاستيك غيرخطي مناسب است، در حاليكه روش تمركز 

  باشد.  تري از مصالح مي پذير بوده و قابل اعمال براي محدوده وسيع انعطاف تنش بسيار

بعدي به صورت زير  سههدف ما تعيين وضعيت تنش در نوك ترك است. حالت تنش در فضاي 

   شود. تعريف مي

)4-21(  ( , , )

xx xy xz

yx yy yz

zx zy zz

x y z

σ σ σ
σ σ σ σ

σ σ σ

 
 

=  
 
 

   

درايه تنش مستقل وجود دارد. براي سادگي مساله ابتدا يك ترك  ششدر تانسور تنش ارائه شده 

  دهيم. قرار مي) 4- 4 (شكل مطابق مستقيم و تيز را در نظر گرفته و محورها را در امتداد جلوي ترك 

  

  ) نمايش شماتيك يك ترك سه بعدي4- 4 (شكل 

شويم تغييرات تنش در امتداد جلوي ترك (جهت  شود، همچنانكه به نوك ترك نزديك مي فرض مي

z نسبت به تغييرات تنش در جهات ديگر يعني (x  وy   :قابل صرفنظر كردن است، يعني  

)4-22(  0.
yyxx zz

z z z

σσ σ∂∂ ∂
= = =

∂ ∂ ∂
K   

بستگي نداشته يا به عبارت ديگر رفتار  zها به جهت  ها و كرنش بنابراين در نزديكي نوك ترك تنش

در نوك ترك ها  بعدي است. پس بنابراين وضعيت تنش دوها مانند فضاي تغييرشكل يك فضاي  تنش

)اي،  تركيبي از تنش/ كرنش صفحه , ) , ( , )u x y v x y اي،  و مساله كرنش غير صفحه( , )w x y 
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 اصول كلي مكانيك شكست: صل چهارمف
، جابجايي wبوده و همچنين  yو  xاي در جهات  هاي درون صفحه جابجاييبه ترتيب  vو  uاست. كه 

باشد. براي مساله الاستيك خطي بايد اين مودها را به طور جداگانه  مي zاي در جهت  خارج صفحه

  تعيين نمود. ]خطي[ 1مشخص نمود و كل تنش را با اصل جمع آثار قوا

  اي نوك ترك فضاي تنش / كرنش صفحه - 2- 7- 4

  شود. استفاده مي) 5-4 (شكل براي سادگي مساله از مختصات قطبي مطابق 

  

  ) مختصات قطبي نسبت به نوك ترك5- 4 (شكل 

پس شرايط مرزي در دوردست چندان داراي  ،در اين بخش عمده توجه بر روي فضاي نوك ترك است

  باشند.  اهميت نيستند. تنها شرط مرزي مورد توجه سطوح بدون تنش ترك مي

)4-23(  
( , ) 0

( , ) 0
r

r

r

θθ

θ

σ θ

τ π

=

± =
  

قابل حل است. تابع تنش ايري  2براي مصالح الاستيك خطي، اين مساله با استفاده از تابع تنش ايري

دهد. در روش حل ايري فضاي تنش به صورت  حل دقيق مساله تنش الاستيك خطي را نتيجه مي

  شود.  فته ميدر نظر گر) 22-4مطابق رابطه (سري با بينهايت جمله 

)4-24(  
1

( , ) ( )i

i i

i

r A r f
λσ θ θ

∞

=

= ∑   

                                                
1- Superposition 
2- Airy 
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 اصول كلي مكانيك شكست: صل چهارمف
كه 

i
A  و

i
λ هاي حقيقي مجهول و  ثابت

i
f  نيز توابعي ازθ باشند. به طور كلي در حل دقيق  مي

هايي هستيم كه بيشترين سهم را در ايجاد تنش در  مساله ترك در مكانيك شكست به دنبال عبارت

0rنوك ترك ( ، به سمت صفر ميل كند λر شرايطي كه تنش متناظر با مقدار) داشته باشند. د→

0λشويم، مقادير  در حاليكه به نوك ترك نزديك مي   قابل صرفنظر كردن هستند  ≤

)0 when 0 for 0; 1 when 0r r rλ λλ λ→ → > = ن نشان داد كه براي توا ). همچنين مي=

بايد حذف شوند.  - 1هاي با مرتبه كمتر از  به دست آوردن انرژي كرنشي محدود در نوك ترك عبارت

  از ديد فيزيكي انرژي كرنشي نامحدود غيرمحتمل است ولي تنش نامحدود امكان پذير است.

و صفر كه ارضا كننده معادله تعادل هستند و شرايط  - 1، بين λتوان نشان داد كه تنها مقادير مي

1مرزي فوق  / 2λ =   است، يعني: −

)4 -25(  ~ ( )
A

f
r

σ θ + K   

عبارتي كه براي تقريب تنش در نوك ترك استفاده شده است جمله اول و به عبارتي مهمترين جمله 

جايگزين  K، 1با عبارت فاكتور شدت تنش Aباشد. به طور قراردادي ثابت دلخواه  سري نامبرده مي

، دوم يا برشي تقسيم II، اول يا كششي و مود Iشده و حل به دست آمده از سري فوق به مودهاي 

  آيند.  هاي مود اول در نوك ترك به صورت زير به دست مي شود. تنش مي

)4 -26(  

3I

2I

2I

cos
22

(cos cos sin )
2 2 22

sin cos
2 22

rr

r

K

r

K

r

K

r

θθ

θ

θ
σ

π
θ θ θ

σ
π

θ θ
τ

π

= +

= + +

= +

L

L

L

   

0θبايد توجه داشت كه در  =،  

)4 -27(  I ; 0;
2

rr r

K

r
θθ θσ σ τ

π
= = =   

θو همچنين در  π=   (سطوح ترك)، ±

                                                
1- Stress intensity factor 
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 اصول كلي مكانيك شكست: صل چهارمف
)4 -28(  

( , ) 0

( , ) 0.
r

r

r

θθ

θ

σ π

τ π

± =

± =
   

  براي مود دوم شكست داريم.

)4 -29(  

2II

3II

2II

( 3 sin cos )
2 22

(sin 3 sin )
2 22

(cos 3 cos sin )
2 2 22

rr

r

K

r

K

r

K

r

θθ

θ

θ θ
σ

π
θ θ

σ
π

θ θ θ
τ

π

= − +

= − +

= − +

L

L

L

   

0θبايد توجه داشت كه در  =،  

)4 -30(  II0; ;
2

rr r

K

r
θθ θσ σ τ

π
= = =   

θو همچنين در  π=   (سطوح ترك)، ±

)4 -31(  
( , ) 0

( , ) 0.r

r

r

θθ

θ

σ π

τ π

± =

± =
   

هاي خارج صفحه،  مقادير تنش
zz

σاي يا تنش  ، به انتخاب شرايط آناليز از لحاظ كرنش صفحه

  ) خواهد بود.32-4اي بستگي دارد و مطابق رابطه ( صفحه

)4 -32(  
( ) plane strain

.
0 plane stress

rr

zz

θθν σ σ
σ

+
= 


   

zzدر شرايط واقعي هندسه سه بعدي، مقدار 
σ در سطح  اي اي در مركز تا تنش صفحه از كرنش صفحه

  مانند. اما ديگر مقادير تنش ثابت باقي مي تغيير خواهد كرد

  اي داريم. غيرصفحه، سوم يا برش IIIبراي مود 

)4 -33(  

III

III

cos
22

sin
22

z

zr

K

r

K

r

θ
θ

τ
π

θ
τ

π

= +

= +

L

L

   

و مابقي مقادير تنش همگي صفر هستند. اين فضاي تنشي كاملاً معرف فضاي تنش براي يك ترك 

Iنوك تيز در مصالح الاستيك خطي است. مقادير  II III, ,K K K  بر اساس آناليز فوق به دست
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 اصول كلي مكانيك شكست: صل چهارمف
، ]ينهايتب[ 1آيند بلكه به واسطه شرايط مرزي دوردست قابل ارزيابي هستند. عبارت فضاي تكين نمي

0rهاي بينهايت در  بيني تنش براي تشريح اين فضاها و پيش روند. مساله تكينگي  به كار مي =

شويم  كه در مخرج كسر قرار دارد و در شرايطي كه به نوك ترك نزديك مي rمربوط است به جمله 

0rيعني در  افتد ( مساله تكينگي تنش اتفاق مي =
1

~
r

σ.(  

واقع يك ترك ممكن است به فرم آنها گسترش  مطابق پيشنهاد اروين مودهاي مختلف شكست كه در

  است.) 6-4 (شكل  پيدا كند به شرح

  

  شكست گانه سه) نمايش مودهاي 6- 4 (شكل 

فضاي حل دقيق تنش در يك جسم حاوي ترك نيست. اين روش، حلي  Kلازم به ذكر است كه فضاي 

كند. از آن جهت كه مقدار اين عبارت در  براي فضاي تنش در شرايط نزديك به نوك ترك ارائه مي

فضاي تنش از مابقي جملات بسيار بزرگتر است پس از مابقي جملات صرفنظر كرده و فضاي تنش 

  نماييم. تعريف مي Kنوك ترك را تنها با يك پارامتر 

محاسبه  Kتوان مستقيماً با استفاده از مقدار  ) را ميCTOD( 2همچنين مقدار بازشدگي نوك ترك

نمود. البته روش بازشدگي نوك ترك به عنوان يك پارامتر شكست بر پايه مكانيك شكست الاستيك 

نيست بلكه جابجايي  غيرخطي بنا شده است. در واقع مقدار بازشدگي نوك ترك تنها يك مقدار عددي

   دهد. از نوك ترك نشان مي rنسبي سطوح ترك را در فاصله 

                                                
1- Singular 
2- Crack tip opening displacement 
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 اصول كلي مكانيك شكست: صل چهارمف
  شود. بازشدگي نوك ترك به طور رياضي اينگونه تعريف مي )7- 4 (شكل با توجه به 

)4-34(  ( ) ( , ) ( , )
y y

u r u r u rθ π θ π∆ = = − = −   

  گردد.  بيان شده، استفاده مي Kاز رابطه زير كه بر حسب  ∆uدر نتيجه براي به دست آوردن مقدار 

)4-35(  I( ) 2 (1 )( 1)
2

K r
u r

E
ν κ

π
∆ = + +   

  كه 

)4-36(  
3 4 plane strain

= 3
plane stress.

1

ν
κ ν

ν

−


−
 +

   

  توان نوشت. ) مي35- 4در رابطه ( κبا جايگذاري 

)4-37(  ( ) Iu 8
2

K r
r

E π
∆ =

′
   

  كه 

)4-38(  2
plane strain

1

plane stress.

E

E

E

ν

′ = −


   

  بايد توجه داشته باشيم كه 

)4-39(  
1

, ; , CTODu r
r

σ ε ∝ ∝   

هاي محدود و غيرمحدود با  در محيط Kبايد به اين نكته اشاره نمود كه مقادير دقيق براي حل تحليلي 

يكديگر متفاوت است. همچنين بايد يادآور شد كه تنشي كه به موازات بدنه ترك اعمال گردد اثري بر 

  گذارد. روي فاكتور شدت تنش نمي

 

  تعريف بازشدگي نوك ترك) 7- 4 (شكل 
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 اصول كلي مكانيك شكست: صل چهارمف
  با فضاي تنش كل Kمقايسه بين فضاي  - 3- 7- 4

دهد.  حل كامل فضاي تنش در يك جسم تركدار را نتيجه نمي ،Kهمانگونه كه اشاره شد روش فضاي 

اين روش راه حل محاسبه فضاي تنش در نزديكي نوك ترك مطابق آنچه كه در فرضيات استخراج 

در آن  )8- 4 (شكل مطابق  2aباشد. صفحه نامحدودي را كه تركي به طول  به كار رفته، مي Kروابط 

  توان از طريق توابع تنش به دست آورد. فضاي تنش را مي 2D. حل دقيق بگيريمدر نظر را قرار دارد 

 

 ) صفحه نامحدود با تركي در وسط تحت كشش8- 4 (شكل 

ترك يعني نوك امتداد جلوي در خط  yyσبا در نظر گرفتن كشش اعمالي در دوردست، مقدار تنش 

0yدر    خواهد شد. =

)4-40(  
2 2

for 0
yy

yy x a
x a

σ
σ

∞

= − >
−

  

فاصله از نوك ترك را اندازه  rكه  rبا  xكند. با جايگزيني  گيري مي را اندازه صفحهفاصله از وسط  xكه 

  :خواهيم داشت نمايد گيري مي

)4-41(  
2 2 2 2 2 2( ) 2 2

yy yy yy

yy

r x a x r a

r a r a r a

r a a r ar a a r ar

σ σ σ
σ

∞ ∞ ∞

= − ⇒ = +

+ + +
= = =

+ − + + − +
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 اصول كلي مكانيك شكست: صل چهارمف
0rبا در نظر گرفتن شرايط مربوط به نوك ترك يعني  r، آنگاه → a a+ 2و  → 2 2r ar ar+ → 

  پس داريم: 

)4-42(  
2 2

yy yy

yy

a a

r r

σ σ
σ

π

∞ ∞

≈ =   

Iاز مود اول يعني  Kچنانچه رابطه اخير را با رابطه مربوط به فضاي 

2
yy

K

r
σ

π
مقايسه كنيم،  =

خواهيم ديد كه، براي اين هندسه مشخص مقدار فاكتور شدت تنش مود اول 
I yyK aπ σ ∞= 

نشان داده ) 9-4 (شكل در  K) و فضاي 40-4خواهد شد. مقايسه بين فضاي تنش دقيق از رابطه (

0.1rشود كه براي  شده است. مشاهده مي a<  فضايK  و توزيع تنش دقيق بسيار به يكديگر نزديك

  هستند.

 

   ، ورق نامحدود با ترك مركزيK) مقايسه بين فضاي تنش دقيق و فضاي 9- 4 (شكل 

براي بيشتر اشكال هندسي فضاهاي تنش بايد به صورت عددي محاسبه شوند. فضاي تنش براي يك 

/چين با  صفحه تركدار وسط 0.5a W به دست  اجزاي محدودو تحت كشش، با استفاده از آناليز  =

(فاكتور شكل)  Yمقدار ) مقايسه شده است، 10-4 (شكل براي همين هندسه در  Kآمده و با فضاي 

1.15هندسه معادل  براي اين π  است (منظور ازW  .(در روابط فوق عرض صفحه تركدار است  



 

76 

 

 اصول كلي مكانيك شكست: صل چهارمف
  

/ورق تركدار با ، K) مقايسه بين فضاي تنش دقيق و فضاي 10- 4 (شكل  0.5a W =  

توان از طريق  را مي Kبايد گفت كه چنانچه فضاي تنش براي يك هندسه خاص مشخص باشد، مقدار 

   زير به دست آورد.

)4-43(  
I

0

II
0

lim 2 ( 0)

lim 2 ( 0)

yy
r

xy
r

K r

K r

π σ θ

π σ θ
→

→

 = = 

 = = 
   

تري وجود دارد.  ي عددي سادهها روشاندكي مشكل است در حاليكه  Kاين روش براي تعيين مقدار 

  استفاده كرد.  Kتوان در محاسبه  است كه از آن مي Jترين روش استفاده از انتگرال  ساده

  Gو  Kارتباط بين  - 4- 7- 4

رشد كرده باشد، يعني تغيير  ∆aبا در نظر گرفتن انرژي كرنشي رها شده در زمانيكه ترك به اندازه 

)، از مقدار yyσتنش نرمال(عمود) بر ترك،  ،)11-4 (شكل در  Bبه  Aاز وضعيت  )yy xσ  تا صفر در

a∆  كاهش يافته، در شرايطي كه جابجايي از صفر تاu∆ 11-4 (شكل  مطابق( تغيير كرده باشد((. 

  آيد.  آنگاه مقدار انرژي آزاد شده در ضخامت واحد از رابطه زير به دست مي

)4-44(  
0

1
= ( ) ( )d

2

a

yy x u x xσ
∆

Π ∆∫   

و  Kبا انجام يك سري محاسبات كه خارج از موضوع مورد بحث اين متن است، در نتيجه ارتباط بين 

G ) آيد.  ) به دست مي45-4براي مود اول شكست به صورت رابطه  



 

77 

 

 اصول كلي مكانيك شكست: صل چهارمف
)4-45(  

2

2
plane strain

; .1

plane stress

E
K

G E
E

E

ν

′= = −′ 

   

  

  Bبه  A) فرايند رشد ترك از وضعيت 11- 4 (شكل 

براي مصالح  لذايك رابطه يك به يك براي مصالح الاستيك خطي وجود دارد.  Gو  Kبنابراين بين 

معادل يكديگر  Kو شيوه فاكتور شدت تنش با استفاده از  Gالاستيك خطي، روش انرژي با استفاده از 

 نيز به مقدار بحراني خود، Kآنگاه  ،cGيعني به مقدار بحراني خود برسد،  Gهستند. در واقع زمانيكه 

رسد. رابطه كلي بين مودهاي مختلف شكست با مقدار انرژي كرنشي رهايي به صورت  مي ،cKيعني 

   شود. تعريف مي) 46- 4رابطه (

)4-46(  
2 2 2

I II III

shear2

K K K
G

E G

+
= +

′
   

shearكه 
Gباشد. ، مدول برشي مصالح مي   

فرض گردد.  توصيف مي Kنزديك به نوك ترك، دامنه تنش و كرنش به خوبي با فضاي در محدوده 

 ،سهدباشند، لذا آن دو هن Kدو هندسه متفاوت داشته باشيم كه داراي مقادير يكسان از  كنيم كه

چنين موضوعي به عنوان مفهوم تشابه ناميده فضاي يكساني از توزيع تنش و كرنش خواهند داشت. 

حال بايد ديد كه در كدام  باشد. شده كه حاوي تمامي اطلاعات مربوط به بارگذاري و هندسه ترك مي

بنابراين، اگر نمونه آزمايشگاهي در اختيار داشته باشيم كه در مود  هندسه شكست اتفاق خواهد افتاد؟
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 اصول كلي مكانيك شكست: صل چهارمف
، فاكتور شدت تنش بحراني مود اول اول دچار شكست شود، به آن مقدار از فاكتور شدت تنش مود اول

اي داراي ترك داشته باشيم كه تحت  د. به عبارت ديگر اگر سازهشو گفته مي IcK مصالح، يعني،

I ،بارگذاري IcK K≥  .بطور كلي شود، آنگاه شكست در سازه اتفاق خواهد افتادcK  فاكتور شدت

  شود. تنش بحراني ناميده مي

اي را تصور نمود كه به هنگام شكست در مصالح ايجاد  توان مقدار انرژي كرنشي آزاد شده همچنين مي

گردد. چنين پارامتري بعنوان نرخ رهايي انرژي كرنشي بحراني مصالح، 
c

G ناميده شده و بر اساس ،

cتئوري گريفيث ارتباط آن با مشخصات صفحه تركدار بصورت 
f

EG

a
σ

π
تنش  fσكه  باشد. مي =

اي با هندسه مشخص و اصل نرمي ميزان بار بحراني رشد ترك  بنابراين براي مساله گسيختگي است.

اي به  توان بين تنش گسيختگي، طول ترك و ظرفيت شكست رابطه . از طرفي ميگردد محاسبه مي

صورت 
ICf K aσ α π=  معرفي نمود. كه در اين رابطهα  پارامتر هندسه بوده و بعنوان مثال براي

بايد اشاره نمود كه مقادير عددي  .]96, 95, 93, 87[ باشد اي برابر با يك مي ترك لبه
c

G  و
c

K  در

بعنوان نمونه مقادير باشند.  اي بسيار متفاوت مي اي يا كرنش صفحه شرايط تنش صفحه
IC

G  و
IC

K 

  آورده شده است.  )1-4 (جدول براي چند نمونه از مصالح در 

  تعريف تركيب مودهاي شكست -4-8

براي يك ترك در صفحه دو بعدي تحت مود مركب بارگذاري (تركيب كشش و برش)، تنش در جلوي 

  آيد.  ترك از روابط زير به دست مي

)4 -47(  I II;
2 2

yy xy

K K

r r
σ τ

π π
= =  

منظور از تركيب مودي سنجش نسبت مود اول به مود دوم است. تركيب مودي معمولاً به وسيله زاويه 

  .شود ) تعريف ميφفاز (
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 اصول كلي مكانيك شكست: صل چهارمف
)4 -48(  

1 II

I

tan ( )

0 Mode I , / 2 Mode II (tan( / 2) )

or

2

0 Mode I, 1 Mode II

K

K

M

M M

φ

φ φ π π

φ
π

−=

= ⇒ = ⇒ = ∞

=

= ⇒ = ⇒

   

  

 شكست مصالح ظرفيت) مشخصات 1- 4 (جدول 

2  نام مصالح

IC (kJm )G −  2

IC (MNm )K  (GPa)E   

Steel alloy 107  150  210  

Aluminum alloy 20  37  69  

Steel-mild 12  50  210  

Rubber  13   -  001/0  

Glass-reinforced  7  7  7  

Polystyrene 4/0  1/1  3  

 

   معيارهاي رشد ترك - 4-9

چندين معيار رود.  تعيين زاويه شروع شكست يك مرحله مهم در تخمين مسير رشد ترك بشمار مي

. ]97[ اند، پيشنهاد شده است رشد ترك كه همبستگي مناسبي را با نتايج آزمايشگاهي نشان داده

باشند، تنها  هاي مختلف پيشنهادي در رشد ترك بسيار به يكديگر نزديك مي نتايج حاصله از شيوه

بر اين اساس مباني محاسبه  .]43[ در چگونگي فرمولاسيون رياضي آنهاست ها روشتفاوت بين اين 

  زاويه رشد ترك بصورت زير در نظر گرفته شده است.

 .]G (]90-ي انرژي كرنشي (معيارمعيار حداكثر نرخ رهاي �
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 اصول كلي مكانيك شكست: صل چهارمف
يا  ترك در امتداد حداكثر تنش پيراموني. ]MTS (]98- (معيار 1معيار حداكثر تنش مماسي �

 كند.  ) رشد ميθθσ( مماسي

كند كه  ترك در جهتي رشد مي. ]SED (]99- (معيارمعيار حداقل دانسيته انرژي كرنشي  �

II، يعني در جهتي كه صفر باشد IIمقدار محلي مود 
0K   باشد. =

  )MTS( معيار حداكثر تنش مماسي - 1- 9- 4

- مركب از نوك آن در جهت حداكثر تنش مماسي رشد مييك ترك در مود ، MTSبر اساس معيار 

بر اساس اين معيار زاويه شروع شكست و رشد باشد.  در چنين شرايطي تنش برشي صفر مينمايد. 

  شود. آيد. مقدار تنش مماسي به اين صورت تعيين مي ترك بدين ترتيب بدست مي

)4-49(  3 2I IIcos ( ) [ 3sin ( ) cos ( )]
2 2 22 2

K K

r r
θθ

θ θ θ
σ

π π
= + −   

(مطابق  باشد اين نكته بايد مورد توجه قرار گيرد كه تنش مماسي عمود بر هر ترك منشعب شده مي

  .))12-4 (شكل 

 

  θ) تنش مماسي در زاويه 12- 4 (شكل 

براي معيار حداكثر تنش مماسي مقدار زاويه رشد ترك، كه با متغير 
0θ شود، بايد  نمايش داده مي

  بنابراين خواهيم داشت. ،شرط زير را ارضا نمايد

)4-50(  
I II

I II

0

d ( ) d ( )
0

d d

f f
K K

θ

θθ θθ

σ
θ

θ θ
θ θ

∂
=

∂

⇒ + =

   

                                                
1- Maximum tangential-stress criterion 
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 اصول كلي مكانيك شكست: صل چهارمف
3كه 

I II( ) cos ( ) , ( ) 3 sin( )
2 2

f fθθ θθθ θ
θ θ= = I. بنابراين با مقادير مشخص − II,K K توان رابطه را  مي

حل نمود. پس در نتيجه مقدار  θبر حسب 
0θ آيد.  به دست مي  

)4 -51(  II
0 0

I

sin (1 3cos )
K

K
θ θ= −   

)4 -52(  
( )2 2

II I I II
1

0 II
2 2 2

II I II I

3 8
tan , 0.

3 8

K K K K
K

K K K K
θ −

 − + + ∴ = ≠ + + 
 

   

زمانيكه باشند.  به ترتيب فاكتورهاي شدت تنش مربوط به مود اول و دوم شكست مي IIKو  IKكه 

) يك مقدار منفي در بازه صفر (براي مود خالص 52- 4مثبت باشند، رابطه ( IIKو  IKهر دو مقدار 

درجه (براي مود خالص دوم) را براي  - 5/70اول) تا 
0

θ 100[ دهد نتيجه مي[ .  

  )GMTS( يافته تعميممعيار حداكثر تنش مماسي  - 1- 1- 9- 4

حالت تعميم يافته معيار حداكثر تنش مماسي بمنظور محاسبه زاويه شروع رشد ترك تحت شرايط 

در مقايسه با معيار متداول حداكثر تنش مماسي  گيرد. مود مركب مورد بررسي و استفاده قرار مي

)MTS معيار ،(GMTS توسعه داده شد، از توصيف  2001در سال  1تكه اولين بار توسط اسمي

نشان داد  1957در سال  2يليامزو. ]101[نمايد  تر توزيع تنش در مقابل نوك ترك استفاده مي دقيق

توان به صورت يك سري با بينهايت جمله به صورت رابطه  كه تنش مماسي پيرامون نوك ترك را مي

  ) نوشت:53- 4(

)4 -53(  ( )2 2 1 2

I II

1 3
cos cos sin sin

2 2 22
K K T O r

r
θθ

θ θ
σ θ θ

π
 = − + +  

   

اولين عبارت (جمله) غيرتكين از باشند.  مختصات قطبي متداول نسبت به نوك ترك مي θو  rكه 

يك عبارت تنش ثابت بوده كه ، شود ) ناميده ميT-stressاسترس (-كه به عنوان تي سري ويليامز

)هاي بالاتر، يعني عبارات با مرتبه مستقل از فاصله نسبت به نوك ترك است. )1 2O r در نوك ترك ،

                                                
1- Smith 
2- Williams 
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 اصول كلي مكانيك شكست: صل چهارمف
تنها جملات تكين در محاسبه فضاي  MTSدر حاليكه در معيار  گردند. قابل صرفنظر كردن فرض مي

، علاوه بر جملات GMTSم يافته حداكثر تنش مماسي، شود، معيار تعمي تنش در نوك ترك لحاظ مي

اولين بار توسط ويليامز،  Tاثر عبارت نمايد.  را لحاظ مي Tاثرات عبارت غيرتكين  IIKو  IKشامل 

كست ترد مورد بررسي قرار داده شد كه شامل ارائه حل در مفهوم ش ]103[و يودا  ]102[ايوينگ 

حالت تعميم يافته را ارائه نمود كه قابل  تپس از آنها اسميبسته براي صفحه حاوي ترك مياني بود. 

بر اساس اين معيار، رشد ترك در مود باشد.  اعمال براي هر حالت دلخواه از مود مركب شكست مي

از اين رو، بر اساس امتداد حداكثر تنش مماسي رخ خواهد داد.  مركب بصورت شعاعي از نوك ترك در

  گردد: ) محاسبه مي54- 4مطابق رابطه ( 0θزاويه شروع رشد ترك  GMTSمعيار 

)4 -54(  
( ) ( )

0

2

2

, ,
0, 0

r rθθ θθ

θ θ

σ θ σ θ

θ θ
=

∂ ∂
= <

∂ ∂
   

  دهد: كه مي

)4 -55(  ( ) 0
I 0 II 0 0

16
sin 3cos 1 2 cos sin 0

3 2
c

T
K K r

θ
θ θ π θ + − − =    

)، 55- 4در رابطه (
c

r ، فاصله بحراني از نوك ترك بوده و معمولاً بعنوان ثابت مصالح در نظر گرفته

و  T-stressاگر شود.  مي
c

r ) نرمال شوند:57- 4) و رابطه (56- 4به صورت رابطه (  

)4 -56(  
2 2

I II

T a
B

K K

π
=

+
   

  و 

)4 -57(  c2
=

r

a
α   

  بازنويسي كرد: Bα) و بر حسب عبارت 58- 4توان به شكل رابطه ( ) را مي55-4رابطه (

)4 -58(  ( )
2 2

I II 0
I 0 II 0 0

16
sin 3cos 1 cos sin 0

3 2

B K K
K K

α θ
θ θ θ

+
 + − − =    
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 اصول كلي مكانيك شكست: صل چهارمف
از هر دو  باشد. ترك مي نصف طول اي و براي ترك مياني معادل طول ترك لبه aدر روابط فوق، 

توان  مي GMTS) بمنظور محاسبه زاويه رشد ترك بر اساس معيار 58- 4) و رابطه (55- 4رابطه (

استفاده نمود. همانگونه كه در روابط اشاره شده مشهود است، ميزان زاويه رشد ترك علاوه بر مقادير 

نيز بستگي دارد. مقدار منفي براي  T-stressفاكتور شدت تنش مودهاي اول و دوم شكست به اندازه 

موجب كاهش اندازه مطلق زاويه  T-stressاندازه  
0

θ  شده و برعكس مقدار مثبت آن باعث افزايش

زاويه 
0

θ اسبه براي چند نمونه از مصالح مختلف مقادير مورد نياز جهت مح )2-4جدول ( شود. در مي

، را crآورده شده است. لازم به ذكر است كه مقادير فاصله بحراني  GMTSزاويه رشد ترك با معيار 

) IcK) و نيز مقدار فاكتور شدت تنش بحراني مود اول (tσتوان بر حسب مقاومت كششي مصالح ( مي

  . ]98[ ) تعيين نمود59- 4هر مصالحي مطابق رابطه (براي 

)4 -59(  
2

Ic
c

t2

K
r

π
σ

 
=  

 
   

  

  

  ]100[ ) براي چند نمونه از مواد مختلفcr) اندازه فاصله بحراني (2- 4 (جدول 

0.5  نام ماده

Ic (MPa m )K  c(mm)r   

Sialon 5/4  072/0  

Mullite  2  068/0  

Alumina  3/3  65/0  

Glass 7/0  23/0  
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 اصول كلي مكانيك شكست: صل چهارمف
      SEDو  Gمعيار  - 2- 1- 9- 4

باشند.  تر از روش قبل مي اين دو معيار در مساله رشد ترك براي حل به صورت تحليلي بسيار مشكل

را براي ترك منشعب  IIKو  IKدر اين روش شاخه ترك واقعي را در نظر گرفته، سپس مقادير جديد 

  نشان داده شده است.  )13-4 (شكل شوند. روش كار در  ) محاسبه ميIIkو  Ikشده (به صورت، 

  

   جلوي ترك منشعب شده IIkو  Ikفاكتورهاي شدت تنش محلي،  )13- 4 (شكل 

Iتوان نشان داد كه ارتباط بين  مي
k  وII

k باشد.  به اين صورت مي  

)4-60(  I I II

II I II

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

k a K b K

k c K d K

θ θ θ

θ θ θ

= +

= +
   

بستگي دارند. براي محاسبه اين  θبه اندازه زاويه  dو  a ،b ،cهمانگونه كه مشخص است مقادير 

پس بايد از حل عددي در محاسبه آنها استفاده نمود. در اين دو  ،مقادير راه حل تحليلي وجود ندارد

IIمعيار انتخاب مسير ترك، بر مبناي  ( ) 0k θ )يا  = )G θ آيد. براي حالت دوم  حداكثر به دست مي

    داريم:

)4-61(  
2 2

I II( ) ( )
( )

k k
G

E

θ θ
θ

+
=

′
   

)در اينجا مساله حداكثر سازي مقدار  )G θ  است كه بايد به صورت عددي انجام گيرد. در انتها بايد

كه عليرغم فرضيات ساده در روش حداكثر تنش مماسي، بهترين انطباق را با نتايج  اشاره نمود

روش حداكثر تنش مماسي در در اين رساله از بنابراين . ]101, 100[ آزمايشگاهي نشان داده است

  محاسبه زاويه رشد ترك استفاده خواهد شد. 
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 اصول كلي مكانيك شكست: صل چهارمف
  مفهوم تسليم ناحيه كوچك  -4-10

بطور كلي مكانيك شكست به سه دسته عمومي، مكانيك شكست الاستيك خطي، مكانيك شكست 

تمامي موضوعاتي كه تاكنون مورد شود.  بندي مي الاستوپلاستيك و مكانيك شكست تابع زمان تقسيم

را  LEFM(1رار گرفتند مربوط به مصالح الاستيك خطي بود. مكانيك شكست الاستيك خطي (بحث ق

توان براي مصالحي كه داراي تغيير شكل پلاستيك اما در حد محدود و كوچك باشند نيز به كار  مي

شود. به عبارت ديگر چنانچه منطقه  گفته مي 2برد، به اين موضوع، شرط تسليم ناحيه كوچك

كه فرض شده آنها در  ،توان از معادلات دامنه پلاستيك نوك ترك به اندازه كافي كوچك باشد، مي

منطقه پلاستيك كوچك در نوك ترك برقرار باشند، در تعيين فضاي تنش و كرنش براي مصالح ترد 

كوچكتر از طول خيلي . در اين حالت فرض بر اين است كه منطقه پلاستيك ]104[ استفاده نمود

rترك است ( a<< .( در مقايسه منظور از تسليم ناحيه بزرگ اين است كه منطقه پلاستيك بزرگتر از

r( طول ترك است a≥ خصوص معيار گسترش ترك: حداكثر تنش مماسي، اين در ). به عبارت ديگر

چونكه در اين شرايط فضاي تنش در نوك ترك  ،معيار در حالتي كه با ترك بزرگ مواجه باشيم

. وجود منطقه پلاستيك در نوك ترك توزيع تنش خواهد بودسوال برانگيز كاربرد اين روش  ،اند تقريبي

. فقط آيد بشمار نمياكتورهاي شدت تنش يك روش مناسب فاستفاده از و در نتيجه  دهد را تغيير مي

   توان با رابطه مشخص به دست آورد. براي شرايط تسليم در سطح كوچك زاويه رشد ترك را مي

، منطقه پلاستيك در نوك باشد حاوي ترك يا ناپيوستگيكه يا ترد پذير  بطور كلي براي مصالح شكل

ترد نيز بعلت عدول كردن تنش در نوك ترك از تنش  به عبارتي در مصالحگردد.  ترك تشكيل مي

باشد، لذا  شود اما بسيار محدود و كوچك مي تسليم مصالح، منطقه پلاستيك نوك ترك تشكيل مي

توان از اثرات آن صرفنظر نمود و مطابق مصالح الاستيك با آن رفتار نمود. در ادامه توضيحات  مي

   ستيك در شرايط مختلف آناليز بيان خواهد شد.  مختصري در خصوص تفاوت ماهيتي منطقه پلا

                                                
1- Linear elastic fracture mechanics 
2- Small scale yielding 
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 اصول كلي مكانيك شكست: صل چهارمف
اي  اي را در نظر بگيريم كه تحت بارگذاري بوده و نحوه توزيع تنش در آن بصورت تنش صفحه صفحه

orدر نظر گرفته شده است. توزيع تنش   
yy y

σ σ ) 14- 4 (شكل ) به صورت 67-4بر اساس رابطه( 

  بدست آمده است.

  

  توزيع تنش و تنش انتقال يافته بعلت تسليم مصالح در مقابل نوك ترك) 14- 4 (شكل 

0rشود كه مصالح قرار گرفته بين نوك ترك ( ميفرض  ) دچار r*از نوك ترك ( اي ه) تا فاصل=

  خواهيم داشت: rبجاي  r*و  yσبه جاي  tyFتسليم شده باشند. با جايگزين نمودن 

)4-62(  
2

*I I
ty

ty

1
or       .

22

K K
F r

Fr ππ

 
= =   

 
   

عمالي، مناطق بعنوان گسترش منطقه پلاستيك نوك ترك، ضمن تداوم تنش ا r*با لحاظ نموده 

بيشتري از نوك ترك دچار تسليم شدگي خواهند گرديد. به عبارت ديگر بمنظور حفظ تعادل مساحت 

اي كه  مساوي است لذا ناحيه Bبا  Aيكسان باشد. از آنجا كه ناحيه  Bبايد با مساحت ناحيه  Aناحيه 

  . Cبه اضافه  Bگيري شود برابر است با نواحي  بايد انتگرال

)4-63(  
*

* *

y ty p ty
0

d ( )
r

r F r r F rσ = − + ⋅∫   

  يا به عبارتي

)4-64(  
*

I
ty p

0
d

2

r K
r F r

rπ
= ⋅∫   
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 اصول كلي مكانيك شكست: صل چهارمف
  گيري خواهيم داشت: پس از انتگرال

)4-65(  
2

I
p

ty

1 K
r

Fπ

 
=   

 
   

*رسيم كه،  ) به اين نتيجه مي62-4) و (65-4با مقايسه روابط (

p 2r r=  .كه به است
pr  منطقه

شود. حل تعيين  پلاستيك كامل يا عرض ناحيه پلاستيك گفته مي
yr اي  در حالت كرنش صفحه

  باشد.  ) مي66-4توسط اروين بدست آورده شده است كه به صورت رابطه (

)4-66(  
2 2

2 I I
y

ty ty

1 1

64 2

K K
r

F Fππ

   
= ≅      

   
   

اي حدوداً يك سوم  شود منطقه پلاستيك در حالت كرنش صفحه بنابراين همانگونه كه ملاحظه مي

) 15-4 (شكل اي است. اين موضوع بصورت شماتيك در  منطقه پلاستيك در حالت تنش صفحه

  داده شده است. نمايش 

  

  ]105[ ) تغيير اندازه ناحيه پلاستيك نوك ترك در ضخامت صفحه15- 4 (شكل 

توان ترك را به عنوان يك  با فرض ايجاد پديده جاري شدن در مقياس كوچك در جسم الاستيك، مي

نظر نمود. از توان از تعدادي از جملات سري صرف ناپيوستگي نيمه بينهايت در نظر گرفت. بنابراين مي

  .]105[ اين رو معادلات فضاي تنش مرتبه اول براي مود اول شكست به صورت زير خواهد شد
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)4 -67(  I

3
1 sin sin

2 2

3
cos 1 sin sin

2 2 22

3
sin cos

2 2

xx

yy

xy

K

r

θ θ

σ
θ θ θ

σ
π

τ θ θ

 − 
   
   = +   
      

  

   

0θدر رابطه فوق اگر  در نظر گرفته شود حل تحليلي مرتبه اول براي خط مقابل نوك ترك در  =

0r) در 67- 4همچنين مطابق رابطه (آيد.  دامنه بدست مي    گردد. مقدار تنش دچار تكينگي مي →

  )Mانتگرال اندركنش ( ) وJانتگرال مستقل از مسير (فاكتور شدت تنش،  -4-11

پارامتر فاكتور شدت تنش نيروي محرك ترك بوده و مقدار بحراني آن كه بعنوان ظرفيت شكست 

شود، يك مشخصه ويژه مصالح است كه به نوبه خود نيروي مقاوم در برابر  (چقرمگي) شناخته مي

از وضعيت تنش گردد. در واقع براي اينكه بتوان در مكانيك شكست خطي  گسترش ترك محسوب مي

فاكتور شدت تنش  ،ها اطلاعات كافي بدست آورد در نزديكي نوك ترك و وضعيت تكينگي تنش

يي كه در محاسبه فاكتورهاي شدت تنش در مود بارگذاري مركب ها روشتعريف شده است. يكي از 

بار توسط باشد. روش انتگرال اندركنش اولين  مي) M(انتگرال  1وجود دارد، روش انتگرال اندركنش

انتگرال . ]106[ ل با مود مركب در مصالح ايزوتروپيك معرفي گرديدش براي مسائو همكاران 2ياو

 دار به دست براي دو وضعيت ممكن از يك جسم الاستيك ترك Jاندركنش از انتگرال مستقل از مسير 

تعادل انرژي بر پايه  Jانتگرال مستقل از مسير . ]107[ توسعه داده شد 3توسط رايس Jآيد. انتگرال  مي

باشد.  بنا نهاده شده و معادل نرخ رهايي انرژي در خلال گسترش ترك در جسم الاستيك همگن مي

بر پايه اصل  Mانتگرال باشد. در واقع  مي Jانتگرال  4، حالت دوگانهMدر حاليكه انتگرال اندركنش 

  .   ]108[بنا نهاده شده است  5انرژي مكمل

                                                
1- Interaction integral (M-integral) 
2- Yau  
3- Rice  
4- Dual form 
5- Principle of complementary energy 
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 اصول كلي مكانيك شكست: صل چهارمف
داراي كاربردهاي فراواني در تعيين ميزان انرژي كرنشي است. براي تشريح  J انتگرال مستقل از مسير

دار كه داراي تغيير  اي ساخته شده از يك ماده الاستيك (غيرخطي) ترك مفهوم اين انتگرال، قطعه

است را در نظر بگيريد. فرض  tΓ روي مرز Tو نيروهاي گسترده uΓ در مرز uمكان پيش فرض 

باشد كه در اثر گسترش ترك سطح آزاد  Vو حجم جسم Sكنيد كه سطح آزاد جسم به مقدار

است. (در  ∆Vنموده و مقدار تغيير حجم ماده در اثر اين گسترش ترك تغيير ∆sجسم به مقدار

گردد.) تغيير  اين جا فرض شده است كه ترك با خارج نمودن مقداري از ماده در نوك ترك ايجاد مي

   در مقدار انرژي پتانسيل در اثر اين رشد ترك خواهد بود.

)4 -68(  * .d . .d
V s

U W V T u S
∆ ∆

−∆ = − ∆∫ ∫   

عمل  tΓنيز بردار نيروي گسترده است كه به روي مرز  iTدانسيته انرژي كرنشي است. Wكه در آن

  كند. مي

u∆ هاي سطح  بردار تغيير جابجاييS  .توان انتگرال  با توجه به تعاريف فوق ميدر اثر رشد ترك است

ماده جدا شده از قطعه و انتگرال دوم را معادل كار  يرا برابر انرژي كرنش) 68- 4رابطه (موجود در اول 

انجام شده براي ايجاد سطح جديد (در اثر رشد ترك) دانست. پس تغيير در انرژي پتانسيل جسم در 

اثر رشد ترك برابر تفاضل بين انرژي كرنشي ماده جدا شده از جسم و كار لازم براي ايجاد سطح 

*ژي پتانسيل منفي خواهد بود (ست كه اين تغيير در انرنادجديد ترك  0U∆ ≤.(  

اكنون در سيستم مختصات جديد (نسبت به نوك ترك) و با استفاده از قضيه گرين براي تبديل 

   كنيم. استفاده مي Jانتگرال دو بعدي به انتگرال روي خط و از نماد 

)4 -69(  ( )1 ,1
0

lim d ,j ij i jJ W u nδ σ
Γ→

Γ

= − Γ∫   

كه  
jn (كانتور) 1بردار نرمال بر مسير Γ  باشد.  مي) 16-4 (شكل مطابق  

                                                
1- Contour 
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 اصول كلي مكانيك شكست: صل چهارمف
  

  Jو مسير انتگرال  ك) نمايش عمومي جسم تركدار، مختصات قطبي نسبت به نوك تر16- 4 (شكل 

  

است كه انتگرال طرف راست معادله، مستقل از مسير  ) اين69-4ي مهم رابطه (ها ويژگييكي از 

گيري هر مسير دلخواهي حول نوك ترك  ) است. به بيان ديگر مسير انتگرالΓگيري ( انتگرال

از اهميت زيادي برخوردار است. علت اصلي  Jتواند باشد. خاصيت مستقل از مسير بودن انتگرال  مي

اي نسبتاً دور از نوك ترك انرژي  توان با اطلاعات موجود در منطقه ن است كه مياين اهميت در اي

را به دست  J) مقدار كلي 69-4موجود در نوك ترك را محاسبه نمود. لازم به ذكر است كه رابطه (

  . ]109, 106[ ي خاصي امكانپذير استها روشدهد و تجزيه آن به مودهاي مختلف شكست نيز با  مي

 Jحل گرهي انتگرال  - 1- 11- 4

نسبتاً  Jها معين باشند، پس ارزيابي عددي  ها در گره اي را در نظر بگيريد كه تنش در ابتدا حالت ساده

         اي خواهيم داشت. ) در يك مساله تنش صفحه69-4ساده خواهد شد. با اصلاح رابطه (

)4-70(  d dSJ W η
ξΓ Γ

∂
= − Γ

∂∫ ∫
u

t   

  يا به عبارت ديگر داريم.

)4-71(  d ( , ) d

n

S n t

t

u

J W
u

ξ
η σ σ

ξ
Γ Γ

∂ 
 ∂ = − Γ
∂ 

 ∂ 

∫ ∫   
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 اصول كلي مكانيك شكست: صل چهارمف
  شوند. كه در اين رابطه، عبارات آمده به اين صورت تعريف مي

)4 -72(  

2 2

2 2

2 2

1 1 2
( ) ( )

2

cos sin cos sin

( )sin cos (cos sin )

cos sin

sin sin cos

S xx yy xy xx yy

n xx xy yy

t yy xx xy

n x y

t x y

W
E E

u u u

u u u

ν
σ σ σ σ σ

σ σ θ σ θ θ σ θ

τ σ σ θ θ σ θ θ

θ θ

θ θ θ

+
= + + −

= + +

= − + −

= +

= − +

   

   توان به اين صورت تعريف نمود. را مي Jدر نتيجه انتگرال 

)4 -73(

(sin d cos d )

[ cos d sin d cos d sin d

cos d sin d ( sin cos )d

( sin sin )d ]

xx xx xy yy xy xx yy yy

xy xy xy xy xx xy n

yy xy t

J w x y

y y x x

y x u

u

θ θ

σ ε θ σ ε θ σ ε θ σ ε θ

σ ε θ σ ε θ σ θ σ θ

σ θ σ θ

= +

− + − −

+ − + −

− +

∫
∫  

در هر نقطه است. از طرفي انتخاب  xزاويه بين نرمال بر كنتور انتخابي و جهت  θدر روابط فوق 

در طول يك  Jتوان نشان داد كه هرگاه  شكل و اندازه كانتور انتگرال كاملاً تابع روش عددي است. مي

كانتور حول نوك ترك اعمال شود، اين انتگرال معرف تغيير در انرژي پتانسيل براي يك رشد يا 

  . ]107[ است daتوسعه مجازي ترك به اندازه

   Jحل عمومي عددي براي محاسبه انتگرال  - 2- 11- 4

هاي عددي مانند روش آناليز ايزوژئومتريك يا روش اجزاي محدود مقادير تنش را در  بيشتر برنامه

كه از اين نقاط عبور داده  Jكنند. از اين رو بايد دقت لازم در محاسبه انتگرال  نقاط گوسي محاسبه مي

  لحاظ گردد.  ،شود

  داريم: Jبر اساس تعريف انتگرال 

)4 -74(  d dSJ W y
a xΓ

∂Π ∂ = − = − Γ ∂ ∂ ∫
u

t   

  ي مساله:ها ويژگيتعريف بردارهاي نيرو و جابجايي، دانسيته انرژي كرنشي و طول كمان بر حسب 
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 اصول كلي مكانيك شكست: صل چهارمف
)4 -75(  

1

2

y yx x x
S xx xy yy

u uu u u
W

x y x x y
σ σ σ
 ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

= + + +  ∂ ∂ ∂ ∂ ∂  
   

  داريم: Jدر ادامه براي فرمولاسيون انتگرال 

)4 -76(  d d
y

y η
η

∂
=

∂
   

)4 -77(  ( ) ( )1 2 1 2

yx
xx xy xy yy

uu
n n n n

x x x
σ σ σ σ

∂ ∂∂
⋅ = + + + ∂ ∂ ∂ 

u
t   

)4 -78(  
2 2

d d (at dξ=constant)
x y

η
η η

   ∂ ∂
Γ = +   ∂ ∂   

   

)4 -79(  

( ) ( )
2 2

1 2 1 2

1

2

d

y yx x x
xx xy yy

yx
xx xy xy yy

u uu u u y
J

x y x x y

uu x y
n n n n

x x

σ σ σ
η

σ σ σ σ η
η η

Γ

  ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= + + +   ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂   

∂     ∂ ∂ ∂ 
− + + + +     ∂ ∂ ∂ ∂     

∫
   

  شود. گيري گوس در مسير كانتور استفاده مي از انتگرال Jبراي محاسبه رابطه انتهايي انتگرال 

)4 -80(  
1

( , )
ng

g g g g

g

J W I ξ η
=

=∑   

كه
gW ،فاكتور وزن گوسngتعداد نقاط انتگرالي گوس و ،

gI  مقدار انتگرالي است كه در هر نقطه

  شود.  محاسبه مي ،g ،گوسي

)4 -81(  

( ) ( )
2 2

1 2 1 2

1

2

y yx x x
g xx xy yy

yx
xx xy xy yy

g

u uu u u y
I

x y x x y

uu x y
n n n n

x x

σ σ σ
η

σ σ σ σ
η η

  ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= + + +   ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂   

∂     ∂ ∂ ∂ 
− + + + +     ∂ ∂ ∂ ∂     

   

گيري گوس انتخاب شده است. بنابراين تمامي جملات  گيري عمداً بر روي نقاط انتگرال مسير انتگرال

ها را نيز  ها كه در نقاط گوسي موجودند، كرنش باشند. تنش ) مشخص مي81- 4موجود در رابطه (
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 اصول كلي مكانيك شكست: صل چهارمف
y(مشتقات توابع شكل يا توابع تقريب) به دست آورد، همچنين عبارات  Bتوان از ماتريس  مي η∂ ∂ 

  . ]66[ باشند اكوبين موجود مينيز جملات ماتريس ژ

  روش انتگرال در دامنه معادل - 3- 11- 4

روشي را ارائه نمودند كه  1984در سال  3و ميلر 2، همچنين بابوشكا1985همكاران در سال  و 1لي

) 17-4 (شكل تواند جايگزين روش قبل شده و در اين روش فقط يك آناليز مورد نياز است. مطابق  مي

  .]111, 110[ تعريف نمود Aتوان بر روي دامنه معادل را مي Jانتگرال 

  

  گيري حول نوك ترك ) نمايش دامنه معادل انتگرال17- 4 (شكل 

)4-82(  
1

( ) ( )
n

i i

i

q x N x q
=

= ∑  

2يك تابع دلخواه هموارسازي است كه بر روي qدر رابطه فوق 
Γ  1مساوي با يك و رويΓ  مساوي

صفر است. در واقع انتگرال روي كانتور با انتگرال روي دامنه معادل جايگزين شده است. اين روش 

براي نقاط درون المان  qبا حل اجزاي محدود بيشتر سازگار است. همچنين مقادير  Jمحاسبه انتگرال 

  توان درونيابي نمود.  را مي

باشند. در  ها مي نيز توابع شكل المان iNو  qمقادير گرهي  iqتعداد نقاط هر المان،  nدر رابطه فوق 

  به اين طريق خواهد بود: Jنتيجه محاسبه 

                                                
1- Li 
2- Babuska 
3- Miller 
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 اصول كلي مكانيك شكست: صل چهارمف
)4 -83(  1

1 1

det
ng

ji
ij S i g

A g i k
g

xu q
J W W

x x
σ δ

ξ=

   ∂   ∂ ∂ = −     ∂ ∂ ∂      
∑∑   

است. ولي روش تجزيه  Jلازم به ذكر است در شرايط بارگذاري تركيبي نياز به تجزيه مودي انتگرال 

براي غلبه بر  Mمودي در حل عددي و غيرعددي با مشكلاتي مواجه است. بنابراين روش انتگرال 

  مشكل تجزيه مودي ايجاد شده است.

  )Mانتگرال اندركنش (انتگرال  - 4- 11- 4

براي دو وضعيت قابل قبول از يك جسم الاستيك  Jانتگرال اندركنش از انتگرال مستقل از مسير 

شود و بر فضاي  آيد. در روش انتگرال اندركنش، يك فضاي كمكي تعريف مي دار به دست مي ترك

گردد كه معادلات  ها به نحوي انتخاب مي گردد. فضاي كمكي تنش و جابجايي ل مياصلي مساله تحمي

گيري عددي  تعادل و شرايط مرزي مساله بدون نيرو بر سطوح ترك را در دامنه معادل در انتگرال

پيرامون ترك ارضا نمايد. در اين مطالعه از معادلات كمكي تنش و جابجايي به دست آمده توسط 

گردد  كه پس از آنها توسط فلمينگ، بليچكو و سوكومار تكرار شدند، استفاده ميرگارد ويليامز و وست

در جملات  "1"بالانويس  M. براي بيان فرمولاسيون روش انتگرال ]114- 112, 68, 25[

(1) (1) (1), ,i ij iju ε σ  (2)در جملات "2"جهت نمايش وضعيت اصلي و بالانويس (2) (2), ,i ij iju ε σ  براي نمايش

  است.  1وضعيت كمكي

  باشند. فضاي كمكي تنش به شرح زير مي

)4 -84(  
aux aux

aux I III II( ) ( ) , 1, 2
2 2

ij ij ij

K K
f f i j

r r
σ θ θ

π π
= + =   

)4 -85(  11 I II

1 3 3
cos 1 sin sin sin 2 cos cos

2 2 2 2 2 22
K K

r

θ θ θ θ θ θ
σ

π
    = − − +        

   

)4 -86(  12 I II

1 3 3
sin cos cos cos 1 sin sin

2 2 2 2 2 22
K K

r

θ θ θ θ θ θ
σ

π
  = + −    

   

                                                
1- Auxiliary field 
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 اصول كلي مكانيك شكست: صل چهارمف
  باشد. فضاي كمكي جابجايي نيز به صورت زير مي

)4 -87(  ( ) ( )1 I II

1
cos cos sin 2 cos

2 2 2 2

r
u K K

θ θ
κ θ κ θ

µ π
 = − + + + 
 

   

)4 -88(  ( ) ( )1 I II

1
sin sin cos 2 cos

2 2 2 2

r
u K K

θ θ
κ θ κ θ

µ π
 = − + − + 
 

   

و مدول  1به ترتيب ثابت كولوسوف µو κلازم به ذكر است كه در روابط ارائه شده پارامترهاي 

  شود. تعريف مي )89- 4(باشند. ثابت كولوسوف به صورت رابطه  صلبيت (برشي) مي

)4 -89(  
3 4 plane strain

.3
plane stress

1

ν
κ ν

ν

−
= −
 +

  

  نسبت پواسون است. νكه 

  شود. به صورت زير تعريف مي Jتگرال شود كه ان يادآور مي

)4 -90(  dk
i i jk j

i

u
J Wn n

x
σ

Γ

 ∂
= − Γ ∂ 
∫   

)4 -91(  1 1

1

di
j ij j

u
J W n

x
δ σ

Γ

 ∂
= − Γ ∂ 
∫   

   آيد. ) انتگرال اندركنش به دست مي90- 4با جايگزين نمودن دو وضعيت تنش در رابطه (

)4 -92(  ( )( ) ( ) ( )(1) (2)

(1 2) (1) (2) (1) (2) (1) (2)

1 1

1

1
d

2

i i

ij ij ij ij j ij ij j

u u
J n

x
σ σ ε ε δ σ σ+

Γ

 ∂ +
 = + + − + Γ

∂  
∫   

از هم جدا نمود كه اين امر منتهي به يك  "2"و كمكي  "1"توان براي وضعيت خالص  را مي Jانتگرال 

   شود. جمله اندركنش مي

)4 -93(  (1 2) (1) ( 2) (1, 2)

1 1 1J J J M+ = + +  

,1))، عبارت93- 4در رابطه ( 2)M باشد. است كه به صورت رابطه زير مي اندركنش، جمله  

                                                
1- Kolosov's constant 
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 اصول كلي مكانيك شكست: صل چهارمف
)4 -94(  

(2) (1)
(1, 2) (1,2) (1) (2)

1

1 1

di i
j ij ij j

u u
M W n

x x
δ σ σ

Γ

 ∂ ∂
= − − Γ ∂ ∂ 
∫   

,1)كه،  2)W شود. دانسيته انرژي كرنشي است كه به صورت زير تعريف مي  

)4 -95(  (1,2) (1) (2) (2) (1)

ij ij ij ijW σ ε σ ε= =   

  توان آنها را به صورت زير نوشت. ايم، پس مي گذاري كرده هماز آنجا كه دو حالت ترك را روي

)4 -96(  ( )(1 2) (1) (2) (1) (2) (1) (2)

1 I I II II

eff

2
J J J K K K K

E

+ = + + +   

  توان نوشت بنابراين مي

)4 -97(  ( )(1, 2) (1) (2) (1) (2)

I I II II

eff

2
M K K K K

E
= +   

  شود. به صورت زير تعريف مي effEكه در روابط فوق 

)4 -98(  
eff

2

, plane stress

, plane strain
1

E

E E

v


= 
 −

  

توان با جداسازي دو مود شكست از  در انتها فاكتورهاي شدت تنش را براي وضعيت تنش موجود مي

)يكديگر به دست آورد. براي مثال با قرار دادن  2 ) ( 2 )

I II1 , 0K K= (1)مساله براي به دست آوردن  =

IK 

  گردد. حل مي

)4 -99(  
(1,ModeI)

(1) eff
I

2

M E
K =   

  و به طور مشابه خواهيم داشت:

)4 -100(  
(1,ModeII)

(1) eff
II

2

M E
K =   

وار گرفت و يا  وي مسير منحنيتوان اين انتگرال را يا بر ر به صورت عددي مي Mدر محاسبه انتگرال 

هاي استفاده از  )) استفاده نمود. از جمله ويژگي17- 4 (شكل  (مطابق Aاينكه از يك سطح معادل مثل

,1)سطح معادل بهبود روش محاسبه انتگرال در روش عددي است. مسير روش  2)M  با استفاده از تابع
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 اصول كلي مكانيك شكست: صل چهارمف
)( 1هموار كننده )q x (ترين مسير داراي مقدار  شود. اين تابع براي داخلي به انتگرال سطح منتقل مي

سپس براي هر نقطه  .))18-4 (شكل (مطابق  ترين مسير داراي مقدار صفر است يك و براي بيروني

نحوه  )19-4 (شكل شود. در  استفاده مي qاز توابع شكل (تقريب) در درونيابي مقدار  Aطقهدرون من

سازي فرايند محاسبه انتگرال اندركنش در روش عددي آناليز ايزوژئومتريك نشان داده شده  پياده

  است. 

  

  اي محاسبه انتگرال اندركنشگيري بر ) نمايش دامنه معادل انتگرال18- 4 (شكل 

  

  

  ) نمايش شماتيك فضاي پارامتري در محاسبه انتگرال اندركنش19- 4 (شكل 

                                                
1- Bounded smoothing function 
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 اصول كلي مكانيك شكست: صل چهارمف
  توان بدين ترتيب نوشت: بنابراين انتگرال اندركنش را مي

)4 -101(  
(2) (1)

(1, 2) (1,2) (1) (2)

1

1 1C

di i
j ij ij j

u u
M W q m

x x
δ σ σ

 ∂ ∂
= − − Γ ∂ ∂ 
∫   

كه 
0

C C C+ −= Γ + + +Γ  وm  نيز بردار يكه نرمال بر كانتورC باشد. همچنين بمنظور ساده مي -

- سازي در محاسبات عددي، انتگرال اندركنش براي محاسبه در دامنه معادل به صورت زير نوشته مي

  شود.

)4 -102(  
(2) (1)

(1, 2) (1) (2) (1, 2)

1

1 1

di i
ij ij j

jA

u u q
M W A

x x x

 ∂ ∂ ∂
= + − ∂ ∂ ∂ 
∫ σ σ δσ σ δσ σ δσ σ δ   

كه در اطراف نوك ترك قرار (المان گرهي) ها  محاسبه انتگرال اندركنش در يك حلقه از المان

كنند. براي  هاي موجود در اين حلقه مانند يك جسم صلب حركت مي گيرد. المان اند انجام مي گرفته

 jxنسبت به qبرابر واحد است لذا مشتق تابع q هاي موجود در اين حلقه مقدار تابع تمامي المان

صفر بوده، پس  qهاي خارج از حلقه مفروض مقدار تابع  صفر خواهد شد. از طرفي براي تمامي المان

گيري اطراف نوك ترك مورد استفاده  هايي كه در انتگرال المان. صفر خواهد بود qمجدداً مشتق تابع

   شود قرار دارند. تعيين مي )103- 4(هستند در فاصله شعاعي از نوك ترك، كه به صورت رابطه 

)4 -103(  = Elemental area ; 1, ,5,R c c× = L   

 دارد پنجضريبي است كه بهترين تأثير در محاسبه انتگرال اندركنش را در بازه اعداد يك تا  cكه 

]22[  .  

  تحليلي فاكتور شدت تنش- مقادير حل تجربي - 5- 11- 4

آل شده و مطابق شرايط هندسي و بارگذاري مشخص حل  در حالت كلي براي برخي از حالات ايده

تحليلي براي محاسبه فاكتور شدت تنش ارائه شده است كه در اين بخش مختصراً به آن روابط - تجربي

)، ترك )104- 4((رابطه  وسطهاي حاوي ترك  روابط مورد استفاده شامل دامنه خواهد شد. اشاره

باشد كه در ادامه به ترتيب روابط  ) مي)106-4(اي (رابطه  ) و دو ترك لبه105- 4((رابطه  اي لبه
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 اصول كلي مكانيك شكست: صل چهارمف
پارامترها و ) 20- 4 (شكل گردد. همچنين در  محاسباتي تحليلي فاكتور شدت تنش براي آنها ارائه مي

   تجربي نمايش داده شده است.-شرايط هندسي دامنه جهت محاسبه فاكتور شدت تنش تحليلي

)4-104(  
2 3

I 1 0.256 1.152 12.2
a a a

K a
b b b

σ π
      = + − +      

       
   

)4-105(  
2 3 4

I 1.12 0.23 10.56 21.74 30.42
a a a a

K a
b b b b

σ π
        = − + − +        

         
   

)4-106(  
2 3

I 1.12 0.2 1.2 1.93
a a a

K a
b b b

σ π
      = − + +      

       
   

  

  اي مايل) اي، ترك مياني، ترك مياني مايل و ترك لبه (ترك لبه ) حالات مختلف صفحه حاوي ترك20- 4 (شكل 

شكل تحت كشش يكنواخت (نشان داده شده در همچنين براي صفحه حاوي ترك مايل مياني 

بزرگاي فاكتورهاي شدت تنش از  ]101[باشد، مطابق مرجع  βكه ترك با افق داراي زاويه )) 4-20 (

  شود. محاسبه مي )107- 4(رابطه 

)4-107(  I

II

sin 2

cos sin

K a

K a

σ π β

σ π β β

=

=
   

ي عددي از روش برونيابي ها روشلازم به ذكر است كه بمنظور محاسبه فاكتورهاي شدت تنش در 

  شود.  فاكتور شدت تنش در صفحه مقابل نوك ترك استفاده مي
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 اصول كلي مكانيك شكست: صل چهارمف
  رشد ترك خستگي -4-12

بارگذاري به ميزان بسيار كم رشد اي است كه در آن ترك در هر سيكل  رشد ترك خستگي پديده

) در ∆aهاي مختلف مشخص شده است كه مقدار رشد ترك ( ها و مشاهده    نمايد. بر اساس آزمايش مي

dهر سيكل بارگذاري با نسبت تغييرات طول ترك به تغييرات سيكل بارگذاري ( da N قابل نمايش (

  است.

براي اولين بار نشان داد كه مقدار رشد پايدار ترك در هر سيكل  1، پاريس1960اوايل دهه  در

رشد ترك  )21- 4 (شكل شود. در  بارگذاري خستگي، با فاكتور شدت تنش در نوك ترك كنترل مي

dخستگي بر حسب تغييرات لگاريتم da N و
max minK K K∆ = بر اساس  نشان داده شده است. −

  .]118- 115[نتايج آزمايشگاهي سه ناحيه براي اين منحني تشخيص داده شده است 

. ناحيه اول ]117[بر اساس نتايج آزمايشگاهي سه ناحيه براي اين منحني تشخيص داده شده است 

هاي نزديك به مقدار آستانه پايين  مربوط به دامنه فاكتور شدت تنش
thK∆ است كه كمتر از اين ،

وم موجود در شود. بخش خطي د افتد. به اين ناحيه، ناحيه آستانه گفته مي مقدار رشد ترك اتفاق نمي

معرف يك رابطه تواني بين نرخ رشد ترك و محدوده فاكتورهاي شدت تنش است. در انتها  ،دياگرام

زماني كه 
maxK ميل به مقدار فاكتور شدت تنش بحراني

ICK كند، رشد سريع ترك اتفاق افتاده و  مي

هاي  كند. در ناحيه دوم معادله پاريس تقريب خوبي از داده ميترك به صورت ناپايدار رشد 

  كند. آزمايشگاهي را بيان مي

                                                
1- Paris 
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 اصول كلي مكانيك شكست: صل چهارمف
  

  ) منحني چگونگي رشد ترك خستگي21- 4 (شكل 

  

)4-108(  ( )d

d

ma
C K

N
= ∆   

  

هاي تجربي هستند كه تحت عنوان پارامترهاي قانون پاريس شناخته  ثابت mو  Cدر رابطه فوق 

است تا نشان دهند كه اين دو  ها مطالعات زيادي بر روي اين پارامترها انجام گرفته شوند. طي سال مي

توان فقط به عنوان ثابت مصالح تعريف نمود. در واقع آنها به شرايط آزمايش مانند هندسه  مقدار را نمي

و اندازه نمونه، طول اوليه ترك و نسبت بارگذاري
min max min maxR K Kσ σ= در  .بستگي دارند =

, 118, 116[ براي چند نمونه از فلزات، مشخصات مطابق با معيار پاريس ذكر شده است )3- 4 (جدول 

باشند. در اين مطالعه از  موثر وجود دارد به شرح روابط زير مي ∆Kروابطي كه در محاسبه . ]119

  استفاده شده است. 1تاناكاروش 

  

  

  

                                                
1- Tanaka 
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 اصول كلي مكانيك شكست: صل چهارمف
  ) پارامترهاي عددي در معيار پاريس3- 4 (جدول 

 Cپارامتر  mپارامتر   آلياژ

  10 -11  3 فولاد

  10 -12  3  آلومينيوم

  4×  10 -12  3/3  نيكل

  10 -11  5  تيتانيوم

  

)4 -109(  ( )

2 2

I II

1
4 4 4

I II

0 I 0 II 0

Rhee (1987)

8 Tanaka (1974)

1
cos( / 2) (1 cos ) 3 sin Yan (1992)

2

K K K

K K K

K K Kθ θ θ

∆ = +

∆ = +

∆ = + −

   



 

 
 

  

   

                �������
 

	
��   ��ز ��د
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 سازي عدديشبيه:  صل پنجمف
  سازي عددي نتايج شبيه -5

نويسي در  ، بر اساس برنامهآمدهد اشاره شود كه تمامي نتايج عددي بدست در ابتداي اين بخش باي

هاي حاوي ناپيوستگي به  سازي محيط باشند. در اين قسمت به مدل مي MATLABافزار  محيط نرم

چين پرداخته شده است. همچنين نتايج حاصل از محاسبه فاكتور شدت  اي و وسط صورت ترك لبه

 فصلشده است. در اين داده  نشان Mيابي تنش و نيز روش انتگرال  ي تحليلي، برونها روشتنش با 

سازي  براي مقايسه توانايي روش آناليز ايزوژئومتريك در مكانيك شكست از مقادير مختلف گسسته

فرايند توليد منطقه در اين بخش به استفاده شده است.  اجزاي محدود توسعه يافتهدامنه در روش 

تايج با حل دقيق، محاسبه سازي عددي صفحه به همراه ناپيوستگي، مقايسه ن ناپيوسته، مدل

بيني شروع مسير رشد  در پيششود.  سازي گسترش ترك پرداخته مي فاكتورهاي شدت تنش و شبيه

) و حالت تعميم يافته حداكثر تنش مماسي MTSترك از هر دو روش حداكثر تنش مماسي (

)GMTSشود. ) استفاده شده و تفاوت مسير رشد ترك در هر دو روش نشان داده مي  

براي  IGAسازي از عبارت  كه بمنظور خلاصهبدين منظور از هر دو روش عددي آناليز ايزوژئومتريك 

ناميده  XFEMكه تحت عنوان اجزاي محدود توسعه يافته همچنين روش و آن استفاده خواهد شد 

  استفاده خواهد شد. شده است 

  روش توليد ناپيوستگي در روش آناليز ايزوژئومتريك -5-1

سازي منطقه ناپيوسته پرداخته شده است.  روش آناليز ايزوژئومتريك از دو طريق به مدلبطور كلي در 

اين دو شيوه شامل؛ استفاده از فضاي پارامتري و متعاقباً كنترل درجه پيوستگي بين الماني در 

و در  ها هاي دو و سه بعدي و همچنين استفاده از فضاي فيزيكي و تكرار نقاط كنترلي بين وصله مدل

شكل باشد. دو شيوه گفته شده بصورت شماتيك در  نتيجه توليد تكينگي در ماتريس سختي مي

  شود.     نمايش داده مي) 2-5 (شكل  ) و5-1 (
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 سازي عدديشبيه:  صل پنجمف
  

  سازي دامنه بمنظور توليد ترك در روش آناليز ايزوژئومتريك، نقاط كنترلي  ) نمايش شماتيك گسسته1- 5 (شكل 

  

  ) نمايش شماتيك توليد منطقه ناپيوسته، از طريق فضاي پارامتري، روش آناليز ايزوژئومتريك2- 5 (شكل 

 در محيط دو بعدي مرز ناپيوستهفضاي پارامتري و توليد كنترل پيوستگي در  - 5-2

هاي منحصر به فرد در اين موضوع كه به صورت خاص در اين مطالعه ارائه شده است يكي از توانايي 

گردد. به طور كلي موضوع توليد منطقه متأثر از ناپيوستگي  روش آناليز ايزوژئومتريك محسوب مي

ي ها روشدر تمامي . ]121, 120[ شود شناخته مي ،CZM(1( تحت عنوان مدل ناحيه چسباننده

منه فيزيكي مساله تر اين ناحيه را بر دا عددي تلاش براي يافتن راه حلي است كه بتوان هرچه ساده

منطبق نمود. به طور كلي در روش آناليز ايزوژئومتريك توليد ناپيوستگي بسيار مشخص است به نحوي 

                                                
1- Cohesive zone model 

Discrete crack Coincided control  points Physical Control mesh 
Physical Control mesh 

Global cohesive zone 
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 سازي عدديشبيه:  صل پنجمف
توانند با اطلاعات كافي از موضوع روش آناليز ايزوژئومتريك به توليد  كه مهندسين و محققين مي

و كار مهندسي برقرار نماييم، محيط ناپيوسته بپردازند. بنابراين براي اينكه پلي بين روش عددي 

نماييم. لازم  روشي بسيار كارا و قابل فهم در توليد ناپيوستگي را در روش آناليز ايزوژئومتريك بيان مي

سازي مساله رشد ترك بدون  توان در مدلبه ذكر است كه از اين ويژگي روش آناليز ايزوژئومتريك مي

  فاده نمود.  اينكه در فضاي فيزيكي تغييري ايجاد شود است

- گيرد، ساخته ميدر اين روش منطقه ناپيوسته با استفاده از عملياتي كه در فضاي پارامتري انجام مي

اي تقريب را كنترل توان درجه پيوستگي چند جملهشود. همانطوريكه گفته شد در فضاي پارامتري مي

آناليز ايزوژئومتريك بشمار  نمود. به عبارت ديگر كنترل درجه پيوستگي بين الماني مزيت خاص روش

آيد كه با استفاده از اين قابليت منحصر به فرد به توليد مرز ناپيوستگي در هر موقعيتي از وصله مي

اي بر اساس ميزان تكرار مقادير گرهي موجود در بردار پردازيم. كنترل درجه پيوستگي چند جملهمي

د. فضاي پارامتري در روش آناليز ايزوژئومتريك گيرباشند انجام مي گرهي كه توليد كننده وصله مي

آيد. بنابراين با تكرار يك مقدار  به دست مي نربزتصوير فضاي فيزيكي مساله است كه با نگاشت توابع 

اي گرهي در يك مختصات مشخص در فضاي پارامتري، به تعداد يكي بيشتر از مرتبه چندجمله

   گردد. ايجاد ميتقريب، يك ناپيوستگي سراسري در كل دامنه 

، )3-5 ( شكلنماي كلي از اين موضوع نشان داده شده است. از سمت چپ به راست  )3-5 ( شكلدر 

در انتها فضاي فيزيكي نشان داده شده است. در نمايش فضاي فضاي انديسي، فضاي پارامتري و 

شود. بنابراين مقاديري كه در هر  انديسي به منظور فهم بهتر موضوع از تقسيمات يكسان استفاده مي

دو جهت فضاي انديسي نشان داده شده است، معرف مقادير گرهي است كه در بردار گرهي توليد 

بندي فضاي  . از طرفي فضاي پارامتري نشان دهنده چگونگي المانشود كننده وصله به كار گرفته مي

فيزيكي است. به عبارت ديگر تعداد تقسيمات الماني انجام شده بر فضاي فيزيكي از طريق فضاي 

   شود. پارامتري مشخص مي
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 سازي عدديشبيه:  صل پنجمف
هدف اصلي اين مطالعه بيان اين قابليت و نشان دادن اثرات كنترل درجه پيوستگي در روش آناليز 

رود تا در نتايج حاصل از كرنش و تنش براي جسم مورد نظر با  وژئومتريك است. بنابراين انتظار ميايز

توان تنها  هاي دلخواه را مي يك پرش مواجه باشيم. نكته قابل توجه ديگر در اين است كه ناپيوستگي

  در يك وصله ايجاد نمود و به اين ترتيب در حجم محاسبات صرفه جويي نماييم.

  

  ) نمايش شماتيك توليد منطقه ناپيوسته سراسري به كمك روش آناليز ايزوژئومتريك بر پايه نربز3- 5 ( شكل

اي با اعمال قانون فوق در توليد منطقه  سازي دامنه تر شدن موضوع به مدلدر ادامه براي مشخص

شود. در  توليد مي اي با يك ناپيوستگي افقي سراسري مثال دامنه شود. در اينناپيوسته پرداخته مي

اين مثال دامنه تحت كشش يكنواخت قرار گرفته است. بردارهاي گرهي در هر دو جهت به صورت 

  در نظر گرفته شده است.  )1- 5رابطه (

)5-1(  
{ }
{ }
0, 0, 0, 0, 0.333, 0.6667, 1, 1, 1, 1

0, 0, 0, 0, 0.333, 0.333, 0.333, 0.333, 1, 1, 1, 1

Ξ =

=H
   



 

108 

 

 سازي عدديشبيه:  صل پنجمف
اي را مدل نمود كه به چندين بخش تقسيم شده  توان دامنه در اين قابليت با استفاده از يك وصله مي

و  xالمان گرهي در جهت  3سازي فضاي فيزيكي از  است. مطابق بردارهاي گرهي ارائه شده در گسسته

در موقعيت پارامتري  Hاستفاده شده است. از طرفي در بردار گرهي  yالمان گرهي در جهت  2

1

3
dη η=  333/0بار در مقدار پارامتري  4ارتفاع در فضاي فيزيكي است، با تكرار  3/7كه معادل   ،=

اي تقريب است، يك ناپيوستگي سراسري در دامنه  كه اين تعداد تكرار يكي بيشتر از مرتبه چندجمله

شكل در  نترل پيوستگي در فضاي پارامتري، ايجاد گرديده است.فيزيكي و تنها از طريق ويژگي ك

  گردد. ارتفاع صفحه ارائه مي 333/0) توابع نربز ناپيوسته در موقعيت پارامتري 5-4 (

  

  وستهسازي منطقه ناپي اسپيلاين) براي مدل ) نمايش توابع پايه نربز (بي4- 5 (شكل 

ي كوچك، پيوستگي بردار موقعيت ها شكلدر فرمولاسيون منطقه متأثر از ناپيوستگي در وضعيت تغيير

x گردد.  از طريق مقيد نمودن موقعيت نقاط كنترلي و وزن آنها بر روي دو وجه ناپيوستگي تأمين مي

قاط كنترلي به عبارت ديگر قيدهاي مربوطه از طريق مساوي قرار دادن موقعيت و همچنين وزن ن

باشد. از اين  گردند. اين قيد در مورد ميدان جابجايي مورد نياز نمي متناظر بر دو سطح ترك اعمال مي

آيد. اين  ) در فضاي حل بدست ميΓdها در مرز ناپيوستگي مياني ( روي، يك پرش در ميدان جابجايي

، در وضعيت تغيير xي بزرگ، ميدان موقعيت مادي ها شكلدر حالي است كه براي مسايل با تغيير 

بايست قيود به نحوي اعمال گردد تا  شكل يافته، ناپيوسته خواهد بود. لذا در چنين وضعيتي مي
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پيوستگي نقاط مادي در حالت تغييرشكل نيافته را ارضا نمايد. در چنين حالتي با يك سيستم 

رافسون -ايد از طريق يك فرايند تكرار شونده مانند نيوتنمعادلات غير خطي مواجه خواهيم بود كه ب

  حل شود.

، يك ناپيوستگي 3/1باشد، در ارتفاع معادل  مي 7و ارتفاع  5در مدل نشان داده شده، كه داراي عرض 

سراسري توليد شده است. نحوه توزيع كرنش براي شرايط مختلف نشان دهنده وجود يك لايه 

تاثير وجود لايه مرزي توليد  )6- 5 (شكل و  )5- 5 (شكل تايج ارائه شده در باشد. مطابق نناپيوسته مي

گردد. بايد اضافه نمود كه اين  روش آناليز ايزوژئومتريك مشاهده ميدر شده از طريق فضاي پارامتري 

سازي مسايل با  د در مدليك امتياز فوق العاده مفي فرد در روش آناليز ايزوژئومتريك قابليت منحصر به

اي را به سوي محققين مختلف و بالاخص در زمينه  لايه مرزي است. بنابراين اين توانايي دريچه

  نمايد. آناليزهاي عددي براي مطالعات بيشتر باز مي

  

 نمايش نحوه توزيع كرنش) 5- 5 (شكل 
xy

ε  

، پرش بوجود آمده در نتايج است كه خود گواه وجود  نكته مورد توجه در نمايش توزيع كرنش

ناپيوستگي سراسري در جسم فيزيكي است. نكته قابل توجه در تمامي نتايج به دست آمده از توليد 

ي روش آناليز ايزوژئومتريك در منطقه ناپيوسته سراسري بوسيله كنترل پيوستگي در فضاي بردار گره

Cohesive line 
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اين است كه جسم اوليه به دو يا چند قطعه مجزا از يكديگر تفكيك شده و پرش بوجود آمده در نتايج 

تنش و كرنش گوياي اين واقعيت است. پرش بوجود آمده در نتايج معرف ايجاد ناپيوستگي در جسم 

  فيزيكي اوليه بدون تغيير در دامنه فيزيكي مساله است.

  

 نمايش نحوه توزيع كرنش) 6- 5 (شكل 
yy

ε  

 در محيط سه بعدي كنترل پيوستگي در فضاي پارامتري و توليد مرز ناپيوسته -5-3

از طرفي بمنظور اثبات توانايي روش آناليز ايزوژئومتريك در كنترل درجه پيوستگي بين الماني كه 

سازي معادلات ديفرانسيلي مرتبه بالاتر دارد، با استفاده از چند مدل سه  نقش مهمي در فرايند گسسته

  شود.  بعدي به نمايش مطلوب براي موضوع مطروحه پرداخته مي

)از چندين متغير  uوميبطور كلي يك تابع عم , , )x y K  از كلاس( )dC Ω  در يك دامنهΩ 

)شود، اگر تمامي مشتقات جزئي آن نسبت به  ناميده مي , , )x y K  تا مرتبهd  وجود داشته باشند و

0از كلاس  Ω، در دو بعد در دامنه uپيوسته باشند. بنابراين اگر  Ωدر دامنه 
C باشد، آنگاهu ، در

u,، پيوسته است، يعني اينكه مقادير Ωدامنه  x u y∂ ∂ ∂ وجود دارند اما ممكن است پيوسته  ∂

  نباشند. 

Cohesive line 
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 مثال اول -3-1- 5

ايجاد شده و درجه پيوستگي در فضاي  از توابع پايه نربزدر اين بخش يك مدل سه بعدي با استفاه 

سازي  نقطه كنترلي توليد شده است. در مدل 715شود. اين مدل از طريق  پارامتري تغيير داده مي

در نظر گرفته  2و  3، 3 برابر با  zو  x ،yاي تقريب نربز در جهات  مثال اول به ترتيب مرتبه چند جمله

با  برابر x ،yهاي  تي اگر تعداد تكرار مقادير گرهي در فضاي انديس در جهتشده است. در چنين وضعي

فرض گردد، آنگاه در فضاي فيزيكي معادل با مقدار پارامتري مفروض،  2برابر با  zو در جهت  3

گسسته  خواهيم داشت. به عبارت ديگر چنين فرايندي موجب 0Cپيوستگي از مرتبه صفر يعني مرز

هاي محدود مشابه با روش اجزاي محدود استاندارد با  سازي حجم نربز توليد شده به صورت المان

0پيوستگي بين مرز الماني از مرتبه صفر يعني مرز
C گردد. در نتيجه در مدل حجمي نربز شاهد  مي

0يك پرش بصورت خط 
C  .نشان دهنده خط با پيوستگي مرتبه صفر يعني) 7-5 (شكل خواهيم بود

0C هاي  در جهت 5/0، در مقدار پارامتري معادل باx و  y باشد. ابعاد دامنه ايجاد شده بصورت  مي

وده و نحوه بارگذاري بصورت كشش فرض شده است. رفتار مصالح بصورت الاستيك خطي ب 5×7×4

   لحاظ گريده است.   yيكنواخت بر وجوه هندسي 

  

0) نمايش تقسيم بندي داخلي حجم نربز با مرزهاي 7- 5 (شكل 
C از طريق فضاي پارامتري  
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  توليد مرز ناپيوسته -3-2- 5

ايم و با استفاده از  بمنظور نمايش منطقه متأثر از ناپيوستگي يك حجم نربز سه بعدي توليد نموده

قابليت فضاي پارامتري و نحوه كنترل درجه پيوستگي بين الماني به توليد مرز ناپيوسته سراسري در 

 xدر دو جهت  3اي تقريب نربز مرتبه  پرداخته شده است. در اين مثال از چندجمله 3/1ارتفاع معدل 

بكار گرفته شده است. حجم نربز مورد بررسي  2اي مرتبه  چندجمله zاستفاده شده و در جهت  yو 

در نظر گرفته شده است. طول بردارهاي گرهي  5×7×4بوسيله يك وصله ساخته شده است و ابعاد آن 

دامنه مورد بررسي تحت كشش باشند.  مي 8و  17، 15به ترتيب برابر با  zو  x ،yهاي  در جهت

) شبكه كنترلي 8-5 (شكل يكنواخت بوده و رفتار مصالح در آن الاسيتك خطي فرض گرديده است. در 

   شده است. بكار برده شده در توليد منطقه ناپيوسته سراسري نشان داده

1) حجم نربز به همراه سطح ناپيوسته سراسري و در مقدار پارامتري 9- 5 (شكل همچنين در 
3

η = 

طريق يك وصله و بصورت تكرار مقادير گرهي در نشان داده شده است. در واقع مساله مورد بررسي از 

بدست آمده  yتقريب در جهت  اي همقدار پارامتري مد نظر و با تعداد يكي بيشتر از درجه چندجمل

      است.  

  

 راسريشبكه كنترلي سه بعدي براي يك وصله در توليد منطقه ناپيوسته س) 8- 5 (شكل 
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بصورت يكسان در نظر گرفته شدن  ،سازي عددي نكته قابل ذكر در قيد بكار گرفته شده در شبيه

مختصات و وزن نقاط كنترلي بر وجوه سطح ناپيوسته سراسري است. لذا بدين ترتيب همانطوريكه در 

شود، يك پرش در كرنش  ) مشاهده مي9-5 (شكل 
yyε  بوجود آمده است كه نشان دهنده وجود لايه

  ي كوچك است. ها شكلمرزي در محدوده آناليز با تغيير

  

نمايش پرش در كرنش ( )9- 5 (شكل 
yy

ε( و توليد منطقه متأثر از ناپيوستگي سراسري  

اي و مياني  در ادامه سطوح و احجام نربز به همراه ناپيوستگي از پيش تعريف شده بصورت ترك لبه

اي و مياني افقي  اوي ترك لبهدر ابتدا براي صفحات حشود.  (مياني مايل) مورد بررسي قرار داده مي

شود. هدف از مقايسه بين حل عددي و دقيق  مقايسه بين حل عددي و حل دقيق بعمل آورده مي

هاي دو  نمايش دقت روش عددي در تخمين فضاي كرنش و تنش است. وضعيت توزيع تنش در مثال

مقايسه هايت اي فرض شده و رفتار مصالح الاستيك خطي است. در ن بعدي بصورت كرنش صفحه

مقادير فاكتور شدت تنش محاسباتي از طريق انتگرال اندركنش با مقادير فاكتور شدت تنش بدست 

صورت خواهد پذيرفت.  4تحليلي ذكر شده در فصل -يابي تنش و حل تجربي ي برونها روشآمده از 

براي هر مدل محاسبه شده و  1وضعيت ماتريس سختي، مقادير ويژه نهمچنين بمنظور مشخص شد

                                                
1- Eigenvalue 
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(نسبت بزرگترين به كوچكترين مقدار ويژه 

max min
λ λ (شود. لازم به ذكر  مورد ارزيابي قرار داده مي

ناميده ) SIn( 1است كه نسبت بزرگترين به كوچكترين مقدار ويژه تحت عنوان شاخص سختي

شود اگر مقدار شاخص سختي خيلي بزرگتر از  ميسخت ناميده  ،يك ماتريس ،شود. مطابق تعريف مي

    يك باشد. 

  در روش آناليز ايزوژئومتريك )SEC( اي ترك لبهصفحه محدود با يك  - 5-4

مورد روش آناليز ايزوژئومتريك با استفاده از  5/0به طول اي  اي با يك ترك لبه در بخش اول دامنه

ها  اي بوسيله تكرار نقاط كنترلي بين وصله در روش آناليز ايزوژئومتريك ترك لبه. گيرد بررسي قرار مي

در نظر  6و طول  3ابعاد دامنه به عرض گردد.  و در نتيجه ايجاد تكينگي در ماتريس سختي توليد مي

نحوه بارگذاري بصورت كشش يكنواخت فرض شده است. مدل صفحه محدود حاوي  گرفته شده است.

ايم. در دو الگوي  سازي نموده را بوسيله دو الگوي مختلف از توزيع نقاط كنترلي گسستهاي  ترك لبه

در واقع توزيع و ترتيب نقطه كنترلي استفاده شده است.  3336و  1233بكار گرفته شده به ترتيب از 

قرارگيري نقاط كنترلي بنحوي در نظر گرفته شده است كه بيشترين كنترل را بر سطح نربز در 

يكي نوك ترك داشته باشيم. به عبارت ديگر شبكه كنترلي ايجاد شده در نزديكي نوك ترك ريزتر نزد

بوده و از طرفي در فضاي پارامتري و در بردار گرهي مفروض در هر دو جهت نيز با نزديك شدن به 

 هاي ريزتري در بردار گرهي استفاده شده است. بنابراين دقت بندي قسيمتصفحات و نوك ترك از 

بعلاوه براي مشاهده بهتر تغييرات ناگهاني ايم.  گيري را در نوك ترك به حداكثر ممكن رسانده انتگرال

در هر دو جهت هندسي استفاده شده است.  3اي تقريب مرتبه  تنش در نوك ترك از چند جمله

 نقطه كنترلي در 1233براي مدلي كه از است.  يافتهتشكيل ها از طريق دو وصله  تمامي مدل

تشكيل  )25×     25نقطه كنترلي با الگوي ( 625هر وصله از بكار گرفته شده است آن سازي گسسته

نقطه كنترلي  1683) داراي 51×33نقطه كنترلي با الگوي ( 3336يافته و هر وصله در مدل حاوي 

ر مدل بنابراين و بر اساس مشخصات تعداد نقاط كنترلي در هر مدل طول بردارهاي گرهي دباشد. مي

                                                
1- Stiff index 
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لحاظ گرديده است.  37و  55، 29، 29برابر با  yو  xنقطه كنترلي به ترتيب در جهات  3336و  1233

اند، تعداد تكرار مقادير گرهي ابتدا و  همچنين از اين حيث كه بردارهاي گرهي از نوع باز انتخاب شده

گيري عددي گوسي مربعي  بوده است. در محاسبات مربوطه از الگوي انتگرال 4انتهاي هر بردار برابر با 

) مشخصات 2- 5 (جدول ) و 1-5 (جدول استفاده شده كه در  12×12و  6×6در المان گرهي مربعي 

جهت نيز  6×6شده است. با مقايسه نتايج بدست آمده با هر دو الگو، الگوي  نقاط گوسي نشان داده

ترين حالت  لذا نتايج بدست آمده تقريباً در دقيقاستفاده در محاسبات مناسب تشخيص داده شد. 

هاي گرهي نوك ترك از الگوي مثلثي هفت  سازي در المان باشد. بعلاوه در فرايند زيرمثلث ممكن مي

لازم به ذكر است كه به منظور افزايش دقت در  ) استفاده شده است.3-5 (جدول گرهي مطابق 

بع سازي استفاده شده است. با كمك تا گيري عددي حول نوك ترك از روش زيرمثلث انتگرال

هاي  تقسيم شده آنگاه پس از تقسيم المان ر از ترك، به المان مثلثيهاي متأث سازي، المان زيرمثلث

شود تا دقت حل در منطقه  گيري عددي استفاده مي مربعي به مثلث از نقاط گوسي جديد در انتگرال

، مشخصات مصالح براي رفتار در محدوده الاستيك مورد نظربراي مثال   .متاثر از ترك بيشتر گردد

.خطي، مقادير  E (MPa) , .ν= + =1 0 07 0 3E ي نسبت پواسون و مدول يانگ در رفتار برا

هاي مختلف مساله تكرار شده  اي با طول در ادامه براي ترك لبه است. گرديده لحاظاي  كرنش صفحه

 هاي ترك است و مقادير فاكتور شدت تنش مودهاي اول و دوم محاسبه شده است. خلاصه نتايج براي 

      هد گرفت. در ادامه مورد اشاره قرار خوا 5/0با طول غير از 

 ، براي المان مربعي6×6، با الگوي گوسي) موقعيت و وزن نقاط 1- 5 (جدول 

 موقعيت نقطه گوسي وزن نقطه گوسي

nw(1) =  0.171324492379170  np(1) = -0.932469514203152  

nw(2) =  0.360761573048139  np(2) = -0.661209386466265  

nw(3) =  0.467913934572691  np(3) = -0.238619186083197  

nw(4) =  0.467913934572691  np(4) =  0.238619186083197  

nw(5) =  0.360761573048139  np(5) =  0.661209386466265  

nw(6) =  0.171324492379170  np(6) =  0.932469514203152  
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  ، براي المان مربعي12×12) موقعيت و وزن نقاط گوسي، با الگوي 2- 5 (جدول 

 موقعيت نقطه گوسي وزن نقطه گوسي

nw(1)  =  0.047175336386512 np(1)  = -0.981560634246719 
nw(2)  =  0.106939325995318 np(2)  = -0.904117256370475 
nw(3)  =  0.160078328543346 np(3)  = -0.769902674194305 
nw(4)  =  0.203167426723066 np(4)  = -0.587317954286617 
nw(5)  =  0.233492536538355 np(5)  = -0.367831498998180 
nw(6)  =  0.249147045813403 np(6)  = -0.125233408511469 
nw(7)  =  0.249147045813403 np(7)  =  0.125233408511469 
nw(8)  =  0.233492536538355 np(8)  =  0.367831498998180 
nw(9)  =  0.203167426723066 np(9)  =  0.587317954286617 
nw(10) =  0.160078328543346 np(10) =  0.769902674194305 
nw(11) =  0.106939325995318 np(11) =  0.904117256370475 
nw(12) =  0.047175336386512 np(12) =  0.981560634246719 

  

  گرهي، براي المان مثلثي 7، با الگوي گوسي) موقعيت و وزن نقاط 3- 5 (جدول 

 موقعيت نقطه گوسي وزن نقطه گوسي

gw(1,:) = 0.125939180544827 gp(1,:) = [0.101286507323456 0.101286507323456] 
gw(2,:) = 0.132394152788506 gp(2,:) = [0.470142064105115 0.059715871789770] 
gw(3,:) = 0.125939180544827 gp(3,:) = [0.797426985353087 0.101286507323456] 
gw(4,:) = 0.225030000300000 gp(4,:) = [0.333333333333333 0.333333333333333] 
gw(5,:) = 0.132394152788506 gp(5,:) = [0.059715871789770 0.470142064105115] 
gw(6,:) = 0.132394152788506 gp(6,:) = [0.470142064105115 0.470142064105115] 
gw(7,:) = 0.125939180544827 gp(7,:) = [0.101286507323456 0.797426985353087] 

  

با روش  5/0اي با طول  تايج روش آناليز ايزوژئومتريك، مثال ترك لبههمچنين بمنظور صحت سنجي ن

) آورده خواهد - 1-4- 5 سازي شده كه نتايج آن متعاقباً در بخش ( اجزاي محدود توسعه يافته نيز شبيه

 براي صفحه حاوينتايج حاصل از روش آناليز ايزوژئومتريك  )11- 5 (شكل و  )10-5 (شكل در شد. 

 .گردد ارائه مينقطه كنترلي  3336تعداد  تشكيل شده ازمدل  نتايج برايارائه شده است. اي  ترك لبه

سازي ناپيوستگي ترك، از حل  بمنظور بررسي صحت و دقت هر دو روش عددي در مدل از طرفي

اي آن با حل به روش آناليز ايزوژئومتريك  شده كه نتايج مقايسه) استفاده )67- 4(دقيق (مطابق رابطه 

آناليز شود، روش  . همانگونه كه مشاهده ميارائه خواهد شد) )15-5 (شكل تا  )12-5 (شكل (مطابق 

اي از دقت قابل توجهي برخوردار  در برآورد مقادير تنش در جسم حاوي ترك لبهك يايزوژئومتر

د. از طرفي در ده تنش را بطور مطلوبي نمايش مي هستند. به عبارت ديگر موقعيت رخداد تمركز
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رك تا انتهاي دامنه انطباق حل دقيق و حل عددي تقريباً كامل است. نكته قابل فاصله پس از نوك ت

باشد كه  ذكر در اندك تغييرات تنش در نقاط كنترلي نزديك به نوك ترك در صفحه پشت آن مي

سازي ترك در روش آناليز ايزوژئومتريك است. البته اين وضعيت تنها در  علت آن در نحوه گسسته

مطلوب  روندنترلي منتهي به نوك ترك ظاهر گرديده و پس از نوك ترك نتايج حداكثر دو نقطه ك

  خود را حفظ كرده است.

  

) نمايش نحوه توزيع تنش 10- 5 (شكل 
yy

σ 5/0اي به طول  در صفحه حاوي ترك لبه  

  

  5/0اي به طول  ترك لبه در صفحه حاوي) نمايش تمركز تنش 11- 5 (شكل 
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xx) مقايسه توزيع تنش 12- 5 (شكل 
σ اي تا انتهاي صفحه در خط گذرنده از نوك ترك لبه  

  

) مقايسه توزيع تنش 13- 5 (شكل 
xy

σ اي تا انتهاي صفحه در خط گذرنده از نوك ترك لبه  

  

مقايسه توزيع تنش  )14- 5 (شكل 
yy

σ  اي تا انتهاي صفحه لبهدر خط گذرنده از نوك ترك  
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  اي تا انتهاي صفحه در خط گذرنده از نوك ترك لبه VMσ) مقايسه توزيع تنش 15- 5 (شكل 

 در واقع آنچه كه در مكانيك شكست محاسباتي حائز اهميت فوق العاده است، محاسبه هموار تنش و

كرنش در صفحه حاوي ترك و بالاخص در نوك ترك است. مطابق نتايج ارائه شده همواري نتايج و 

انطباق آنها با حل تحليلي مناسب بوده و متضمن محاسبه فاكتورهاي شدت تنش دقيق و در نتيجه 

. در ادامه نتايج مربوط به استمحاسبه زاويه رشد ترك مطلوب مطابق معيار حداكثر تنش مماسي 

جدول همانگونه كه در حاسبه فاكتورهاي شدت تنش مود اول و مود دوم نشان داده خواهد شد. م

كنترلي و فضاي شود، متناظر با افزايش درجات آزادي و ريزتر شدن شبكه  ) مشاهده مي5-4 (

شدت تنش محاسباتي، وضعيت ماتريس  هايپارامتري در نوك ترك علاوه بر بهبود ميزان فاكتور

  يافته است.  سختي نيز بر اساس انديس سختي بهبود

  اي هاي ترك لبه ) مقايسه نتايج فاكتور شدت تنش محاسباتي و وضعيت ماتريس سختي در مدل4- 5 (جدول 

Crack 

length 

Analytical- 

Experimental 

KI 

Number of 

control points 

KI  

(M-integral) 

KII 

(M-integral) 

KI / 

KI(Analytical) 
KII (Analytical) Stiff index 

0.5 1.6266 1233 1.6850 0.001 1.036 0.0 1.56 

0.5 1.6266 3336 1.6360 0.003 1.005 0.0 1.17 

  

هاي مختلف در  اي با طول در ادمه بمنظور نمايش چگونگي مقادير فاكتور شدت تنش براي ترك لبه

متغير خواهد بود به محاسبه ميزان فاكتور  0/2تا  1/0هايي با طول متفاوت كه از  ، ترك3×6صفحه 
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تجربي پرداخته شده و  –شدت تنش محاسباتي بوسيله انتگرال اندركنش و مقايسه آنها با حل تحليلي 

  شود.  نشان داده مي )16- 5 (شكل و  )5- 5 (جدول نتايج حاصل  در 

  هاي مختلف با طول اي ) ارائه نتايج فاكتور شدت تنش محاسباتي براي ترك لبه5- 5 (جدول 

Crack 

length 

Analytical-Experimental  

KI 

Numerical 

KI 

Numerical 

KII 

KI(Numerical)/ 

KI(Analytical) 

0.1 0.6296 0.6251 0.0018 0.993 

0.2 0.9082 0.9135 0.0025 1.006 

0.3 1.1493 1.1547 0.0032 1.005 

0.4 1.3846 1.3869 0.0038 1.001 

0.5 1.6266 1.6258 0.0044 0.999 

0.6 1.8825 1.8789 0.0051 0.998 

0.7 2.1581 2.1535 0.0058 0.998 

0.8 2.4591 2.4532 0.0008 0.998 

0.9 2.7927 2.7905 0.0009 0.999 

1.0 3.1674 3.1708 0.001 1.001 

1.5 6.1407 6.1340 0.0161 0.999 

2.0 13.1032 13.4695 0.0038 1.028 

 

  

  هاي مختلف اي با طول ) مقايسه بين مقادير فاكتور شدت تنش ترك لبه16- 5 (شكل 

0

0.004

0.008

0.012

0.016

0.02

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2

K
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K
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Edge crack length
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(صفحه محدود) در نظر گرفته شده  3بر اساس نتايج ارائه شده از آن جهت كه عرض دامنه برابر با 

هندسي صفحه ميزان خطاي و با نزديك تر شدن نوك ترك به مرز است، با افزايش طول ترك 

باشد. محاسباتي مقدار فاكتور شدت تنش نيز اندكي افزايش يافته است. اما ميزان خطا بسيار ناچيز مي

اي افقي و صفحه تحت بارگذاري كششي يكنواخت، مقادير  در چنين شرايطي و در حالت ترك لبه

در محاسبه باشند.  فر ميفاكتور شدت تنش مربوط به مود دوم شكست (برشي) به روش تحليلي ص

عددي مقادير مربوط به فاكتور شدت تنش مود دوم نيز نزديك به صفر محاسبه شده است. البته 

بنابرابن مطابق نتايج محاسباتي فاكتور  خطا در محاسبات وجود دارد كه اجتناب ناپذير است. قداريم

همچنين افقي خواهد بود. بصورت  yاي در كشش يكنواخت بر وجوه  شدت تنش مسير رشد ترك لبه

) ميزان فاكتور شدت تنش موثر محاسبه شده و با فاكتور شدت تنش 4بر اساس معيار تاناكا (فصل 

گردد. بر اين اساس چنانچه فاكتور شدت تنش موثر از فاكتور شدت تنش  بحراني مصالح مقايسه مي

0بحراني تجاوز نمايد ترك در راستاي زاويه 
θ نمايد.  شروع به رشد مي  

- اي) پرداخته مي اي (ترك لبه سازي يك حجم نربز به همراه يك سطح ناپيوسته لبه در ادامه به مدل

نقطه كنترلي توليد شده است. ترتيب نقاط كنترلي و بردار  6170شود. حجم نربز مورد مطالعه بوسيله 

نربز در محدوده نزديك به سطوح و نوك  گرهي بنحوي تنظيم شده است كه بيشترين كنترل بر سطح

اي از دو وصله تشكيل شده است. مرتبه چند  ترك حاصل گردد. حجم سه بعدي نربز حاوي ترك لبه

فرض شده است. شرايط بارگذاري نيز  2برابر با  zو در جهت  3برابر با  yو  xاي تقريب در جهات  جمله

- اي در حجم نربز مي ) نشان دهنده وضعيت ترك لبه17-5 (شكل باشد.  بصورت كشش يكنواخت مي

  باشد در اين شكل وضعيت هر دو وصله به همراه شبكه كنترلي اعمال شده نشان داده شده است. 

  محدود توسعه يافته اي به كمك روش اجزاي  صفحه محدود با ترك لبه -1- 4- 5

با ترك براي صفحه ) 18-5 (شكل با استفاده از آناليز اجزاي محدود توسعه يافته، توزيع تنش مطابق 

كه چون دامنه مورد مطالعه تحت به دست آمده است. لازم به ذكر است از پيش تعريف شده اي  لبه

شود توزيع  نمايش داده شده است. همانطور كه مشاهده مي yyσكشش يكنواخت بوده مقادير تنش 
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اجزاي باشد. اين توزيع تنش براي مدل  تنش بدست آمده حاكي از تمركز تنش در نوك ترك مي

ارائه گرديده كه محل رخداد تمركز تنش در  02/0طول  هاي مربعي به با المان محدود توسعه يافته

  آن مدل به وضوح مشخص است. 

    

  اي در حجم نربز براي وصله اول (سمت راست) و وصله دوم (سمت چپ) ) نمايش ترك لبه17- 5 (شكل 

آزادي استفاده شده است لذا شبكه اجزاي  درجه 91022در مدل اجزاي محدود توسعه يافته از  

سازي دامنه مورد مطالعه در  گسسته آيد. محدود به كار گرفته شده يك شبكه بسيار ريز به شمار مي

هاي مربعي به ابعاد مختلف صورت  آناليز به روش اجزاي محدود توسعه يافته در هر جهت با المان

از آناليز اجزاي محدود توسعه يافته براي بهترين  هاي عددي نتايج حاصل گرفته است. در بخش مثال

  گردد. حالت ارائه مي

   

به كمك روش اجزاي محدود توسعه يافته و وضعيت ماتريس  5/0به طول اي  ) نتايج محاسباتي ترك لبه6- 5 (جدول 

  هاي با ابعاد مختلف بندي سختي در مش

  درجات آزادي شاخص سختي  اندازه بعد المان مربعي  تشريح مدل  آناليزروش 

  اجزاي محدود توسعه يافته

)XFEM(  

  1044  50/1  2/0 اي ترك لبه
  3862  78/1  1/0 اي ترك لبه
  14852  29/1  05/0 اي ترك لبه
  33042  22/1 033/0 اي ترك لبه
 58432 18/1  025/0 اي ترك لبه
 91022 11/1  02/0 اي ترك لبه

  

  

  



 

123 

 

 سازي عدديشبيه:  صل پنجمف
آنچه كه در نتايج حاصل از روش اجزاي محدود توسعه يافته مشهود است، باز هم با افزايش درجات 

دي و متعاقباً كاهش اندازه المان، ميزان شاخص سختي كاهش يافته كه دلالت بر بهبود وضعيت ازآ

  نمايد.  ماتريس سختي مي

  

  

  اي، روش اجزاي محدود توسعه يافته ) نمايش توزيع تنش در مدل ترك لبه18- 5 (شكل 

  

اي بين نتايج حل  سازي تنش در روش اجزاي محدود توسعه يافته، مقايسه بمنظور نمايش نحوه شبيه

XFEM  نمايش داده  )22- 5 (شكل تا ) 19- 5 (شكل و دقيق صورت گرفته است كه نتايج آن در

انطباق حل عددي و حل دقيق در سراسر دامنه به خوبي تحقق يافته است. لازم به ذكر است شود.  مي

 به عبارت ديگر نتايج با اندازهاست.  02/0كه نتايج حاصل براي اندازه شبكه اجزاي محدود برابر با 

  تر از چنين دقتي برخوردار نبوده است.  المان درشت
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  اي تا انتهاي صفحه در خط گذرنده از نوك ترك لبه xxσ) مقايسه توزيع تنش 19- 5 (شكل 

  

  

مقايسه توزيع تنش  )20- 5 (شكل 
xy

σ اي تا انتهاي صفحه در خط گذرنده از نوك ترك لبه  

  

  

) مقايسه توزيع تنش 21- 5 (شكل 
yy

σ اي تا انتهاي صفحه در خط گذرنده از نوك ترك لبه  



 

125 

 

 سازي عدديشبيه:  صل پنجمف
  

  اي تا انتهاي صفحه در خط گذرنده از نوك ترك لبه VMσ) مقايسه توزيع تنش 22- 5 (شكل 

) نتايج مربوط به فاكتورهاي شدت تنش محاسباتي در روش اجزاي محدود توسعه 7- 5 (جدول در 

باشد. در   مي 5/0اي به طول  يافته ارائه شده است. مقادير ذكر شده براي صفحه محدود با ترك لبه

واقع تأثير تعداد درجات آزادي بر بزرگاي فاكتور شدت تنش كه با استفاده از روش انتگرال اندركنش 

همانطوريكه مشهود است روش اجزاي محدود محاسبه شده است، مورد بررسي قرار گرفته است. 

   است. پذير در مكانيك شكست محاسباتي  توسعه يافته نيز يك روش قوي و در عين حال انعطاف

  XFEMهاي مختلف در روش  ) نتايج محاسباتي فاكتور شدت تنش با اندازه المان7- 5 (جدول     

تشريح 

  مدل

اندازه بعد 

المان 

  مربعي

شاخص  پهناي باند

فاكتور شدت  سختي

-تنش تئوري

فاكتور شدت  تجربي

  تنش عددي

درجات 

  آزادي
 عرض بالا پايين عرض

  1044  5441/1  6266/1  50/1  591  591  2/0 اي ترك لبه
  3862  5972/1  6266/1  78/1  2067  2067  1/0 اي ترك لبه
  14852  6231/1  6266/1  29/1  7707  7707  05/0 اي ترك لبه
  33042  6242/1  6266/1  22/1  16947  16947 033/0 اي ترك لبه
 58432 6258/1  6266/1 18/1 29787 29787  025/0 اي ترك لبه
 91022 6291/1  6266/1 11/1 46227 46227  02/0 اي ترك لبه

  

  مقايسه ماتريس سختي - 2- 4- 5

اي بين وضعيت ماتريس سختي در هر دو روش آناليز ايزوژئومتريك و روش  در اين بخش مقايسه

اجزاي محدود توسعه يافته ارائه خواهد شد. همانطوريكه نشان داده شد، روش آناليز ايزوژئومتريك با 

عادل با درجات آزادي كمتر و در نتيجه تلاش محاسباتي كمتر قادر است تا با دقت كافي و تقريباً م

  به محاسبه پارامترهاي شكست بپردازد.  XFEMدرجات آزادي زياد در روش 
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نبوده و هر دو ماتريس  2يا متراكم 1شود، پر اما ماتريس سختي كه در هر دو روش عددي ايجاد مي

باشند. اما ماتريس سختي روش اجزاي محدود توسعه يافته از شرايط  مي 3داراي مقادير زياد صفر

. به عنوان استتري نسبت به ماتريس سختي روش آناليز ايزوژئومتريك برخوردار  مناسب قطري بودن

، 2466نمونه در مثال اول ماتريس سختي مربعي بدست آمده در روش آناليز ايزوژئومتريك با اندازه 

است. در حاليكه ماتريس سختي مربعي  1324و پهناي باند پايين  157داراي پهناي باند بالايي 

، داراي پهناي باند بالايي 91022به شده به كمك روش اجزاي محدود توسعه يافته با اندازه محاس

بوده است. به عبارت ديگر ماتريس سختي روش آناليز  46227و پهناي باند پايين  46227

ايزوژئومتريك پرتر از ماتريس سختي روش اجزاي محدود توسعه يافته است. اين مساله به خودي خود 

سازي ماتريس  ظ محاسبات ماتريسي اختلافاتي در نوع حل و يا حجم محاسبات جهت معكوسبه لحا

به دنبال خواهد داشت كه البته شايد بتوان گفت به دليل كوچكتر بودن ابعاد ماتريس در مقايسه با 

  روش اجزاي محدود توسعه يافته اين اختلاف قابل اغماض باشد.

همواري نتايج توزيع تنش در حالت با درجات آزادي  ه يافتهاجزاي محدود توسعدر مقايسه با مدل 

قابل توجه است؛ كه علت در نحوه محاسبه و استخراج نتايج  روش آناليز ايزوژئومتريكيكسان در 

باشند كه بطور  مي نربزاست. در روش آناليز ايزوژئومتريك نتايج به دست آمده به صورت سطحي از 

 استخراجنقاط كنترلي موقعيت از طريق  نربزه ذكر است كه سطح آيد. لازم ب پيوسته به دست مي

توان هر چقدر از اين سطح پيوسته را استخراج نمود. اصولا  . سپس بمنظور نمايش نتايج، ميگردد مي

توان گفت كه بر اساس ويژگيهاي منحصر به فرد روش آناليز ايزوژئومتريك، امكان  به طور كلي مي

تر تغييرات ناگهاني و شديد گراديان يا تغيير شديد در مقادير تنش و كرنش   سازي بهتر و مطلوب مدل

  وجود دارد.

                                                
1- Fully populated matrix 
2- Dense matrix 
3- Sparse matrix 
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  اي افقي سازي گسترش ترك لبه شبيه -3- 4- 5

هاي  شود تا تفاوت در ابتدا به بررسي مسير گسترش ترك در شرايط بارگذاري متفاوت پرداخته مي

اي نشان داده شود. بنابراين سه  موجود در محتواي انرژي نوك ترك و چگونگي گسترش ترك لبه

و در نظر گرفتن رفتار الاستيك خطي براي مصالح و حالت  5/0اي به طول اوليه  مثال با ترك لبه

مرحله رشد  30ها مورد بررسي قرار داده شده است. نتايج حاصل براي  اي در توزيع تنش كرنش صفحه

بندي  با شبكه 10×10اي به ابعاد  در هر تكرار محاسبه گرديده است. لذا دامنه 2/0ترك به طول ثابت 

ت كه مثالهاي لازم به ذكر اسدرجه آزادي در نظر گرفته شده است.  322706و  025/0به اندازه بعد 

نتايج به ترتيب براي سازي شده است.  شده به كمك روش اجزاي محدود توسعه يافته شبيه هئارا

ارائه  )24-5 (شكل در تركيب برش و كشش  )،23- 5 (شكل برش در  بارگذاري در كشش تك و

   گردد. مي

اي در كشش تك محوره به علت غلبه مود اول شكست (بازشدگي)  مطابق نتايج ارائه شده، ترك لبه

نموده است. در مقابل مدل تنها در مسير افقي و به عبارتي عمود بر جهت حداكثر تنش مماسي رشد 

رشد  yبا غلبه مشهود مود دوم (برشي) با شيب تند به سمت وجه  yتحت برش يكنواخت بر وجه 

 yنموده است. اما در شرايط مود مركب بارگذاري، مسير رشد ترك با وضعيتي منحني با سمت وجه 

در حركت است كه نشان دهنده تركيب مودهاي اول و دوم است. نكته قابل توجه در مثال چهارم 

 چين در كشش يكنواخت در يك اي غير وسط باشد كه ترك لبه مي )24-5 (شكل نشان داده شده در 

نمايد. در واقع موقعيت هندسي ترك به نوبه خود وضعيت  حركت مي yمسير منحني به سمت وجه 

   كند. تركيب مودها را در گسترش ترك به آن ديكته مي
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  يكنواخت (سمت چپ)اي، كشش يكنواخت (سمت راست)، برش  سازي گسترش ترك لبه شبيه) 23- 5 (شكل 

    

اي واقع در نيمه بالايي  اي، تركيب كشش و برش (سمت راست)، ترك لبه سازي گسترش ترك لبه شبيه) 24- 5 (شكل 

  صفحه در كشش (سمت چپ) 

  ) در روش آناليز ايزوژئومتريكDEC( اي هصفحه محدود با دو ترك لب - 5-5

درجه  2486نقطه كنترلي استفاده شده است كه در مجموع  1243اي از  در مساله با دو ترك لبه

ت. اي نشان داده شده اس ) هندسه صفحه حاوي دو ترك لبه25-5 (شكل در آزادي وجود داشته است. 

اي تحت شرايط بارگذاري كشش تك محوره مورد بررسي قرار گرفته است.  صفحه حاوي دو ترك لبه

بوده است.  1344و پهناي باند پايين  157ماتريس سختي بدست آمده داراي پهناي باند بالايي 

همواري مناسب نتايج نشان دهنده دقت قابل توجه روش آناليز ايزوژئومتريك در برآورد تغييرات 

 3با مرتبه  نربزناگهاني در متغير مساله است. اين مثال از طريق دو وصله كه در هر وصله توابع پايه 

گي توزيع تنش چگون )26- 5 (شكل در  سازي شده است. منظور گرديده شبيه yو  xبراي هر دو جهت 

yyσ اي كه از طريق روش آناليز ايزوژئومتريك بدست آمده است نمايش  اي با دو ترك لبه در صفحه
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دو  حاوي توزيع تنش در صفحه مقابل نوك هر دو ترك براي صفحهنتايج حاصل براي  شود. داده مي

    .گرديده استارائه  )28- 5 (شكل ) و 27-5 (شكل روش آناليز ايزوژئومتريك در  به كمكاي  ترك لبه

  

  اي ) نمايش صفحه حاوي دو ترك لبه25- 5 (شكل 

 

  

توزيع تنش ) 26- 5 (شكل 
yyσ  اي اي با دو ترك لبه ايزوژئومتريك براي دامنه آناليزدر روش  
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) نحوه توزيع تنش 27- 5 (شكل 
xyσ اي تا انتهاي صفحه در خط گذرنده از دو نوك ترك لبه  

  

) نحوه توزيع تنش 28- 5 (شكل 
yy

σ صفحه اي تا انتهاي  در خط گذرنده از دو نوك ترك لبه  

  ) در روش آناليز ايزوژئومتريكSCCصفحه محدود با يك ترك مياني افقي ( -5-6

با استفاده از روش آناليز ايزوژئومتريك  5/0به طول  چين وسطبا يك ترك  اي صفحهدر بخش اول 

بوسيله تكرار نقاط كنترلي بين  ميانيدر روش آناليز ايزوژئومتريك ترك . گيرد مورد بررسي قرار مي

 6و طول  3ابعاد دامنه به عرض گردد.  ها و در نتيجه ايجاد تكينگي در ماتريس سختي توليد مي وصله

به در مثال حاضر  نحوه بارگذاري بصورت كشش يكنواخت فرض شده است. در نظر گرفته شده است.

 25/1. بنابراين نوك اول ترك در عرض ايم پرداختهدر ميانه دامنه  5/0ترك وسط به طول سازي  شبيه

مقدار  583/0كه معادل  75/1و نوك دوم ترك در عرض مقدار پارامتري است  416/0كه معادل با 

) هندسه صفحه حاوي ترك مياني افقي كه تحت بارگذاري 29- 5 (شكل در  قرار دارد.پارامتري است 

  كششي تك محوره قرار گرفته باشد، نشان داده شده است. 



 

131 

 

 سازي عدديشبيه:  صل پنجمف
  

 ) نمايش هندسه صفحه حاوي ترك مياني افقي29- 5 (شكل 

مساله با حضور ترك مياني، صفحه ونگي الگوي قرارگيري نقاط كنترلي بر روي گچبمنظور اثبات اثرات 

هاي مورد بررسي بوسيله شود. مدل مورد نظر از طريق سه الگوي متفاوت مورد بررسي قرار داده مي

نقطه كنترلي توليد شده است. در واقع توزيع نقاط كنترلي را بنحوي در نظر  9876و  4010، 1230

هاي ترك داشته  نزديك به سطوح و نوكايم كه بيشترين كنترل را بر سطح نربز در مناطق  گرفته

ذكر لذا، شبكه كنترلي و فضاي پارامتري ريزتري در محدوده نزديك به ترك خواهيم داشت. باشيم. 

سازي بصورت  رسد كه در مساله ترك مياني تمامي محاسبات و روند شبيه اين نكته ضروري بنظر مي

ز طرفي براي مشاهده بهتر تغييرات سطح انويسي شده است.  متقارن براي هر دو نوك ترك برنامه

هاي  همانطوريكه گفته شد تمامي مدلايم.  در تقريب استفاده نموده 3اي مرتبه  تنش از چندجمله

ساخته شده از طريق تكرار نقاط كنترلي بين دو وصله ايجاد شده است. از اين روي، براي توليد هر 

 4978) و 45×45( 2025)، 25×25( 625از هاي اول تا سوم اين بخش به ترتيب  وصله در مدل

همچنين طول بردارهاي گرهي براي هر مدل به استفاده شده است. مجزا ) نقطه كنترلي 131×38(

  ) لحاظ گرديده است. 135×42) و (49×49)، (29×29ترتيب بصورت (
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اند، تعداد تكرار مقادير گرهي ابتدا و  همچنين از اين حيث كه بردارهاي گرهي از نوع باز انتخاب شده

گيري عددي گوس مربعي   بوده است. در محاسبات مربوطه از الگوي انتگرال 4انتهاي هر بردار برابر با 

) مشخصات 2-5 (جدول ) و 1- 5 (جدول ، در المان گرهي مربعي استفاده شده كه در 12×12و  6×6

نيز جهت  6×6دو الگو، الگوي نقاط گوسي نشان داده شده است. با مقايسه نتايج بدست آمده با هر 

ترين حالت  استفاده در محاسبات مناسب تشخيص داده شد. لذا نتايج بدست آمده تقريباً در دقيق

سازي در المانهاي گرهي نوك ترك از الگوي مثلثي هفت  باشد. بعلاوه در فرايند زيرمثلث ممكن مي

لازم به ذكر است كه به منظور افزايش دقت در ) استفاده شده است. 3-5 (جدول گرهي مطابق 

بع سازي استفاده شده است. با كمك تا گيري عددي حول نوك ترك از روش زيرمثلث انتگرال

هاي  شده آنگاه پس از تقسيم المانر از ترك، به المان مثلثي تقسيم هاي متأث سازي، المان زيرمثلث

شود تا دقت حل در منطقه  گيري عددي استفاده مي مربعي به مثلث از نقاط گوسي جديد در انتگرال

    .متاثر از ترك بيشتر گردد

، مشخصات مصالح براي رفتار در محدوده الاستيك خطي، از مقادير مورد نظربراي مثال 

. E (MPa) , .ν= + =1 0 07 0 3E اي  سبت پواسون و مدول يانگ در رفتار كرنش صفحهبراي ن

هاي مختلف مساله تكرار شده است و  در ادامه براي ترك مياني افقي با طول است. گرديده لحاظ

با طول  هاي ترك مقادير فاكتور شدت تنش مودهاي اول و دوم محاسبه شده است. خلاصه نتايج براي 

نتايج حاصل از  )31-5 (شكل و  )30-5 (شكل در  اهد گرفت.در ادامه مورد اشاره قرار خو 5/0غير از 

تشكيل مدل  نتايج برايارائه شده است. براي صفحه حاوي ترك مياني افقي روش آناليز ايزوژئومتريك 

   .گردد ارائه مينقطه كنترلي  9876تعداد  شده از

سازي ناپيوستگي ترك، از حل  عددي در مدل بمنظور بررسي صحت و دقت هر دو روش از طرفي

اي آن با حل به روش آناليز ايزوژئومتريك  شده كه نتايج مقايسه) استفاده )67- 4(دقيق (مطابق رابطه 

  .)) ارائه خواهد شد35-5 (شكل ) تا 32- 5 (شكل (مطابق 
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  توزيع كانتور تنش در مدل ايزوژئومتريك براي صفحه حاوي ترك مياني افقي) نمايش 30- 5 (شكل 

  

  

) نمايش تمركز تنش 31- 5 (شكل 
yy

σ براي صفحه حاوي ترك مياني افقي  

  

  

  در خط گذرنده از هر دو نوك ترك مياني تا انتهاي صفحه xxσمقايسه توزيع تنش  )32- 5 (شكل 
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) مقايسه توزيع تنش 33- 5 (شكل 
x y

σ در خط گذرنده از هر دو نوك ترك مياني تا انتهاي صفحه  

  

  

) مقايسه توزيع تنش 34- 5 (شكل 
yy

σ در خط گذرنده از هر دو نوك ترك مياني تا انتهاي صفحه  

  

  

  در خط گذرنده از هر دو نوك ترك مياني تا انتهاي صفحه VMσ) مقايسه توزيع تنش 35- 5 (شكل 

در برآورد مقادير تنش در جسم حاوي ترك آناليز ايزوژئومتريك شود، روش  همانگونه كه مشاهده مي

تنش را بطور  از دقت قابل توجهي برخوردار هستند. به عبارت ديگر موقعيت رخداد تمركز مياني

د. از طرفي در فاصله پس از نوك ترك تا انتهاي دامنه انطباق حل دقيق و حل ده مطلوبي نمايش مي

عددي تقريباً كامل است. نكته قابل ذكر در اندك تغييرات تنش در نقاط كنترلي نزديك به نوك ترك 
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سازي ترك در روش آناليز ايزوژئومتريك  باشد كه علت آن در نحوه گسسته در صفحه پشت آن مي

وضعيت تنها در حداكثر دو نقطه كنترلي منتهي به نوك ترك ظاهر گرديده و پس از  است. البته اين

  مطلوب خود را حفظ كرده است. روندنوك ترك نتايج 

در واقع آنچه كه در مكانيك شكست محاسباتي حائز اهميت فوق العاده است، محاسبه هموار تنش و 

بق نتايج ارائه شده همواري نتايج و كرنش در صفحه حاوي ترك و بالاخص در نوك ترك است. مطا

انطباق آنها با حل تحليلي مناسب بوده و متضمن محاسبه فاكتورهاي شدت تنش دقيق و در نتيجه 

باشد. در ادامه نتايج مربوط به  محاسبه زاويه رشد ترك مطلوب مطابق معيار حداكثر تنش مماسي مي

جدول داده خواهد شد. همانگونه كه در محاسبه فاكتورهاي شدت تنش مود اول و مود دوم نشان 

شود، متناظر با افزايش درجات آزادي و ريزتر شدن شبكه كنترلي و فضاي  مشاهده مي )5-8 (

دت تنش محاسباتي، وضعيت ماتريس سختي پارامتري در نوك ترك علاوه بر بهبود ميزان فاكتور ش

  نيز بر اساس انديس سختي بهبود يافته است. 

  خلاصه نتايج محاسباتي فاكتورهاي شدت تنش و وضعيت ماتريس سختي در صفحه حاوي ترك مياني) 8- 5 (جدول 

Crack 

length 

Analytical- 

Experimental 

KI 

Number of 

control points 

KI  

(M-integral) 

KII  

(M-integral) 

KI / 

KI(Analytical) 

KII 

Analytical 
Stiff index 

0.5 0.9043 1230 0.9103 0.056 1.006 0.0 1.850 

0.5 0.9043 4010 0.8970 0.011 0.992 0.0 1.690 

0.5 0.9043 9876 0.9033 0.011 0.999 0.0 1.003 

  

ي مختلف در ها با طول اي هبمنظور نمايش چگونگي مقادير فاكتور شدت تنش براي ترك لبدر ادمه 

متغير خواهد بود به محاسبه ميزان فاكتور  0/2تا  1/0ي با طول متفاوت كه از هاي ترك ، 3×6صفحه 

 تجربي پرداخته شده و –شدت تنش محاسباتي بوسيله انتگرال اندركنش و مقايسه آنها با حل تحليلي 

  شود.  نشان داده مي )36- 5 (شكل و  )9- 5 (جدول نتايج حاصل  در 

(صفحه محدود) در نظر گرفته شده  3بر اساس نتايج ارائه شده از آن جهت كه عرض دامنه برابر با 

است، با افزايش طول ترك و با نزديك تر شدن نوك ترك به مرز هندسي صفحه ميزان خطاي 
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د. باشمحاسباتي مقدار فاكتور شدت تنش نيز اندكي افزايش يافته است. اما ميزان خطا بسيار ناچيز مي

در چنين شرايطي و در حالت ترك مياني افقي و صفحه تحت بارگذاري كششي يكنواخت، مقادير 

باشند. در محاسبه  فاكتور شدت تنش مربوط به مود دوم شكست (برشي) به روش تحليلي صفر مي

عددي مقادير مربوط به فاكتور شدت تنش مود دوم نيز نزديك به صفر محاسبه شده است. البته 

  خطا در محاسبات وجود دارد كه اجتناب ناپذير است.مقداري 

  0/2تا  1/0) خلاصه محاسبات فاكتور شدت تنش براي ترك مياني با طول متغير از 9- 5 (جدول 

Crack length 

Analytical- 

Experimental 

KI 

Numerical KI Numerical KII 
KI(Numerical)/ 

KI(Analytical) 

0.1 0.3979 0.3982 0.0000 1.001 

0.2 0.5648 0.5434 0.0000 1.01 

0.3 0.6943 0.6787 0.0000 0.976 

0.4 0.8050 0.7919 0.0000 0.984 

0.5 0.9043 0.8988 0.0000 0.994 

0.6 0.9963 0.9810 0.0000 0.985 

0.7 1.0838 1.0701 0.0000 0.987 

0.8 1.1687 1.1566 0.0000 0.990 

0.9 1.2528 1.2422 0.0000 0.992 

1.0 1.3375 1.3278 0.0000 0.993 

1.5 1.8153 1.7940 0.0000 0.988 

2.0 2.4977 2.4517 0.0000 0.982 

  

بنابرابن مطابق نتايج محاسباتي فاكتور شدت تنش مسير رشد ترك مياني افقي در كشش يكنواخت بر 

بصورت افقي خواهد بود. به عبارت ديگر مود اول شكست مود غالب بوده و مسير رشد ترك  yوجوه 

) ميزان فاكتور شدت تنش موثر 4بصورت مود بازشدگي است. همچنين بر اساس معيار تاناكا (فصل 

گردد. بر اين اساس چنانچه فاكتور  محاسبه شده و با فاكتور شدت تنش بحراني مصالح مقايسه مي

ش موثر از فاكتور شدت تنش بحراني تجاوز نمايد ترك در راستاي زاويه شدت تن
0

θ  شروع به رشد

  نمايد.  مي
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- سازي يك حجم نربز به همراه يك سطح ناپيوسته مياني (ترك مياني) پرداخته مي در ادامه به مدل

شده است. ترتيب نقاط كنترلي و بردار  نقطه كنترلي توليد 6150شود. حجم نربز مورد مطالعه بوسيله 

گرهي بنحوي تنظيم شده است كه بيشترين كنترل بر سطح نربز در محدوده نزديك به سطوح و نوك 

ترك حاصل گردد. حجم سه بعدي نربز حاوي ترك مياني افقي از دو وصله تشكيل شده است. مرتبه 

فرض شده است. شرايط  2برابر با  zو در جهت  3برابر با  yو  xاي تقريب در جهات  چند جمله

) نشان دهنده وضعيت ترك مياني در 37-5 (شكل باشد.  بارگذاري نيز بصورت كشش يكنواخت مي

  باشد در اين شكل وضعيت وصله به لحاظ توزيع تنش نشان داده شده است.حجم نربز مي

  

  تحليلي، صفحه حاوي ترك مياني افقي- كتور شدت تنش محاسباتي و تجربي) نمايش مقايسه بين نتايج فا36- 5 (شكل 

  

   

) نمايش توزيع تنش 37- 5 (شكل 
yz

σ  (سمت راست) و
yy

σ (سمت چپ)، حجم نربز حاوي ترك مياني افقي  

  

-0.025

0

0.025

0.05

0.075

0.1

0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2

K
II

K
I

Center crack length

Exact-KINumerical-KINumerical:Analytical (KI) RatioNumerical-KII



 

138 

 

 سازي عدديشبيه:  صل پنجمف
با روش  5/0با طول  ميانيهمچنين بمنظور صحت سنجي نتايج روش آناليز ايزوژئومتريك، مثال ترك 

آورده خواهد  - 1- 6- 5 بخش سازي شده كه نتايج آن متعاقباً در  اجزاي محدود توسعه يافته نيز شبيه

   شد.

  صفحه محدود با ترك مياني افقي به كمك روش اجزاي محدود توسعه يافته - 1- 6- 5

حاوي ترك محدود سازي صفحه  شبيهبا استفاده از آناليز اجزاي محدود توسعه يافته، در اين بخش 

. اي با نتايج آناليز ايزوژئومتريك صورت گرفته باشد قرار داده شده تا مقايسهمورد بررسي  مياني افقي

ارائه را  028/0هاي مربعي به طول  با المان اجزاي محدود توسعه يافتهبراي مدل  بدست آمده نتايج

 اي در خصوص تأثير لازم به ذكر است كه در روش آناليز اجزاي محدود توسعه يافته، مطالعه ايم. نموده

البته گزينه انتخاب شده اندازه المان بر دقت نتايج صورت پذيرفته و بهترين گزينه انتخاب شده است. 

در  سازي شده انجام گرفته است. از بين بينهايت حالت ممكن، بر اساس حالتهاي كنترل شده و شبيه

درجه آزادي استفاده شده است لذا شبكه اجزاي محدود  44860مدل اجزاي محدود توسعه يافته از 

    آيد. به كار گرفته شده يك شبكه بسيار ريز به شمار مي

سازي دامنه مورد مطالعه در آناليز به روش اجزاي  بوده و گسسته 6 ارتفاعو  3به عرض  صفحهابعاد 

سازي  به شبيهر مثال حاضر د هاي مربعي صورت گرفته است. محدود توسعه يافته در هر جهت با المان

و نوك دوم  25/1. بنابراين نوك اول ترك در عرض ايم پرداختهدر ميانه دامنه  5/0ترك وسط به طول 

مقادير و با الاستيك خطي بصورت رفتار مصالح  قرار دارد. 75/1ترك در عرض 

. E (MPa) , .ν= + =1 0 07 0 3E اي  حهبراي نسبت پواسون و مدول يانگ در رفتار كرنش صف

  .  گرديده است لحاظ

لازم به ذكر است كه چون توزيع تنش نمايش داده شده است. نتايج حاصل براي ) 38- 5 (شكل در 

. همانطور كه شود مينمايش داده  yyσدامنه مورد مطالعه تحت كشش يكنواخت بوده مقادير تنش 

كه محل رخداد  بودهتوزيع تنش بدست آمده حاكي از تمركز تنش در نوك ترك شود  مشاهده مي

   تمركز تنش در آن مدل به وضوح مشخص است.
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  ) نحوه توزيع تنش در صفحه محدود حاوي ترك مياني، روش اجزاي محدود توسعه يافته38- 5 (شكل 

  

اي بين نتايج حل  سازي تنش در روش اجزاي محدود توسعه يافته، مقايسه بمنظور نمايش نحوه شبيه

XFEM  نمايش داده  )42- 5 (شكل تا  )39- 5 (شكل و دقيق صورت گرفته است كه نتايج آن در

شود. انطباق حل عددي و حل دقيق در سراسر دامنه به خوبي تحقق يافته است. لازم به ذكر است  مي

نتايج با اندازه است. به عبارت ديگر  028/0كه نتايج حاصل براي اندازه شبكه اجزاي محدود برابر با 

  تر از چنين دقتي برخوردار نبوده است. المان درشت

  

  

  تا انتهاي صفحه   مياني افقيدر خط گذرنده از نوك ترك  xxσ) مقايسه توزيع تنش 39- 5 (شكل 
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) مقايسه توزيع تنش 40- 5 (شكل 
xyσ در خط گذرنده از نوك ترك مياني افقي تا انتهاي صفحه  

  

) مقايسه توزيع تنش 41- 5 (شكل 
yy

σ  افقي تا انتهاي صفحهدر خط گذرنده از نوك ترك مياني  

  

  در خط گذرنده از نوك ترك مياني افقي تا انتهاي صفحه VMσ) مقايسه توزيع تنش 42- 5 (شكل 
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) نتايج مربوط به فاكتورهاي شدت تنش محاسباتي در روش اجزاي محدود توسعه 7- 5 (جدول در 

باشد. در   مي 5/0اي به طول  يافته ارائه شده است. مقادير ذكر شده براي صفحه محدود با ترك لبه

زرگاي فاكتور شدت تنش كه با استفاده از روش انتگرال اندركنش واقع تأثير تعداد درجات آزادي بر ب

محاسبه شده است، مورد بررسي قرار گرفته است. همانطوريكه مشهود است روش اجزاي محدود 

  پذير در مكانيك شكست محاسباتي است.  توسعه يافته نيز يك روش قوي و در عين حال انعطاف

  و مشخصات ماتريس سختي XFEM) مقادير فاكتور شدت تنش محاسباتي در روش 10- 5 (جدول 

تشريح 

  مدل

اندازه بعد 

المان 

  مربعي

شاخص  پهناي باند

فاكتور شدت  سختي

-تنش تئوري

فاكتور شدت  تجربي

  تنش عددي

درجات 

  آزادي
 عرض بالا عرض پايين

 3884 7421/0 9043/0 71/1 2049 2049 1/0 ترك مياني
 14920 8738/0 9043/0 30/1 7677 7677 05/0 ترك مياني
 33064 8912/0 9043/0 22/1 16893 16893 033/0 ترك مياني
 44860 8989/0 9043/0 20/1 22857 22857 028/0 ترك مياني
 91044 8954/0 9043/0 12/1 46143 46143 02/0 ترك مياني

  

  مقايسه ماتريس سختي - 2- 6- 5

اي بين وضعيت ماتريس سختي در هر دو روش آناليز ايزوژئومتريك و روش  در اين بخش مقايسه

اجزاي محدود توسعه يافته ارائه خواهد شد. همانطوريكه نشان داده شد، روش آناليز ايزوژئومتريك با 

عادل با درجات آزادي كمتر و در نتيجه تلاش محاسباتي كمتر قادر است تا با دقت كافي و تقريباً م

  به محاسبه پارامترهاي شكست بپردازد.  XFEMدرجات آزادي زياد در روش 

نبوده و هر دو ماتريس داراي  يا متراكم شود، پر اما ماتريس سختي كه در هر دو روش عددي ايجاد مي

باشند. اما ماتريس سختي روش اجزاي محدود توسعه يافته از شرايط قطري بودن  مقادير زياد صفر مي

. به عنوان نمونه در استتري نسبت به ماتريس سختي روش آناليز ايزوژئومتريك برخوردار  اسبمن

، داراي 8020ماتريس سختي مربعي بدست آمده در روش آناليز ايزوژئومتريك با اندازه  دوممثال 

 19752همچنين در مدل سوم ايزوژئومتريك با است.  277 بالاو پهناي باند  4158 پايينپهناي باند 

در حاليكه ماتريس بدست آمده است.  235و پهناي باند بالا  9956درجه آزادي پهناي باند پايين 

، داراي پهناي 44860سختي مربعي محاسبه شده به كمك روش اجزاي محدود توسعه يافته با اندازه 
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وش آناليز بوده است. به عبارت ديگر ماتريس سختي ر 22875و پهناي باند پايين  22875باند بالايي 

ايزوژئومتريك پرتر از ماتريس سختي روش اجزاي محدود توسعه يافته است. اين مساله به خودي خود 

سازي ماتريس  به لحاظ محاسبات ماتريسي اختلافاتي در نوع حل و يا حجم محاسبات جهت معكوس

يس در مقايسه با به دنبال خواهد داشت كه البته شايد بتوان گفت به دليل كوچكتر بودن ابعاد ماتر

  روش اجزاي محدود توسعه يافته اين اختلاف قابل اغماض باشد.

همواري نتايج توزيع تنش  اجزاي محدود توسعه يافتهدر مقايسه با مدل از طرفي بايد اشاره نمود كه 

قابل توجه است؛ كه علت در نحوه  روش آناليز ايزوژئومتريكدر حالت با درجات آزادي يكسان در 

و استخراج نتايج است. در روش آناليز ايزوژئومتريك نتايج به دست آمده به صورت سطحي از محاسبه 

نقاط موقعيت از طريق  نربزآيد. لازم به ذكر است كه سطح  باشند كه بطور پيوسته به دست مي مي نربز

را توان هر چقدر از اين سطح پيوسته  . سپس بمنظور نمايش نتايج، ميگردد مي استخراجكنترلي 

توان گفت كه بر اساس ويژگيهاي منحصر به فرد روش آناليز  استخراج نمود. اصولا به طور كلي مي

تر تغييرات ناگهاني و شديد گراديان يا تغيير شديد در  سازي بهتر و مطلوب ايزوژئومتريك، امكان مدل

  مقادير تنش و كرنش  وجود دارد.

  سازي گسترش ترك مياني افقي شبيه - 3- 6- 5

در اين بخش بر اساس مقادير فاكتور شدت تنش محاسباتي گفته شده در بخش قبل به محاسبه زاويه 

ايم. از آن جهت كه  رشد ترك و در نتيجه تعيين مسير گسترش ترك مياني افقي تحت كشش پرداخته

تحت كشش تك محوره بوده و ترك مياني نيز افقي است، پس مود  10×8صفحه مورد بررسي با ابعاد 

بايست بصورت افقي گسترش يابد كه نتيجه حاصل در  غالب، مود اول شكست بوده بنابراين ترك مي

  ) نشان داده شده است.43-5 (شكل 
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  سازي گسترش ترك افقي مياني تحت كشش تك محوره ) شبيه43- 5 (شكل 

  ايزوژئومتريكدر روش آناليز  )SSCCصفحه محدود با يك ترك مايل مياني ( -5-7

درجه نسبت به افق  60و  45، 30، 15با زواياي  1در اين بخش چهار حالت مختلف از ترك مياني مايل

در مورد هر چهار مدل حاوي ترك مياني مايل به محاسبه مقادير  مورد بررسي قرار داده خواهد شد.

فاكتور شدت تنش مود مركب با استفاده از انتگرال اندركنش پرداخته شده است. سپس با استفاده از 

هر دو معيار حداكثر تنش مماسي و معيار حالت تعميم يافته حداكثر تنش مماسي به برآورد زاويه 

لذا تفاوت لحاظ نمودن عبارت غير تكين در سري تقريب تنش در م. اي شروع رشد ترك پرداخته

همچنين مقادير فاكتور شدت تنش عددي پيرامون نوك ترك مورد بررسي قرار داده شده است. 

تحليلي فاكتور شدت تنش كه در فصل چهار بيان گرديد، مقايسه -محاسبه شده با مقادير حل تجربي

ي مثالهاي ارائه شده در اين بخش در شرايط بارگذاري تك محوره شود. لازم به ذكر است كه تمام مي

بصورت سه درجه آزادي  گاهي مساله در مدلهاي ارائه شده بايد اشاره نمود كه قيدهاي تكيهاست. 

  بسته شده در نظر گرفته شده است. 

                                                
1- Slanted center crack 
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مختصاتي  هاي اي تقريب در جهت ايجاد شده و مرتبه چندجملههاي ارائه شده از طريق دو وصله  مدل

بصورت الاستيك خطي با مشخصات شيشه فرض گرديده است. همچنين رفتار مصالح  3برابر با 

65E+09E 0.25νو  = ، 4800هاي مورد بررسي به ترتيب از  در توليد هندسهمفروض است.  =

 60و  45، 30، 15هاي حاوي ترك با زواياي  نقطه كنترلي سراسري در مدل 3620و  1912، 1446

درجه استفاده شده است. شبكه كنترلي فيزيكي و فضاي پارامتري در نزديكي سطوح و نوكهاي ترك 

      ريزتر لحاظ گرديده است.   

بت به درجه نس 60و  45، 30، 15اي حاوي ترك مياني با زواياي  حل شده براي صفحه در مثالهاي

افق كانتور توزيع تنش براي
yy

σ همچنين نحوه تغييرات تنش شود. نمايش داده مي
xy

σ  در خط

ايج در توزيع تنش بسيار قابل توجه گذرنده از هر دو نوك ترك نمايش داده خواهد شد. همواري نت

گيري محاسبه دقيق براي فاكتور شدت تنش در هر دو نوك ترك شده است.  بوده كه منجر به شكل

و  1241/1، 1125/1، 0121/1درجه به ترتيب برابر با  60و  45، 30، 15ي ها شاخص سختي در مدل

شكل در باشد.  سختي ميبدست آمده كه نشان دهنده وضعيت مطلوب براي ماتريس  2392/1

نتايج براي نحوه توزيع تنش در مثال صفحه حاوي ترك مياني مايل با زاويه  )45-5 (شكل ) و 5-44 (

  ق نمايش داده شده است. درجه نسبت به اف 15

  

نمايش توزيع تنش ) 44- 5 (شكل 
yy

σ  درجه، روش  15براي تركIGA  
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نمايش توزيع تنش ) 45- 5 (شكل 
x y

σ  درجه نسبت به افق 15در خط گذرنده از نوكهاي ترك  

درجه نسبت به افق به كمك روش  15مثال ترك مياني مايل با زاويه  )46-5 (شكل همچنين در 

و نتايج آن براي نمايش نحوه توزيع  سازي شده مدلاجزاي محدود توسعه يافته 
yy

σ  ارائه گرديده

توان به درجه همواري نتايج در  است. با توجه به نتايج ارائه شده براي مدل آناليز ايزوژئومتريك مي

درجه آزادي با نسبت سختي  58608از  XFEMروش آناليز ايزوژئومتريك مطمئن شد. در مدل 

  درجه آزادي است.  9600داراي  IGAدر حاليكه مدل بهره برده شده است.  0417/1

  

  

) نمايش توزيع تنش 46- 5 (شكل 
yy

σ  درجه، روش  15براي تركXFEM  

  

يل ) نتايج براي نحوه توزيع تنش در مثال صفحه حاوي ترك مياني ما48- 5 (شكل ) و 47- 5 (شكل در 

مثال ترك مياني  )49-5 (شكل همچنين در درجه نسبت به افق نمايش داده شده است.  30با زاويه 
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سازي شده و  درجه نسبت به افق به كمك روش اجزاي محدود توسعه يافته مدل 30مايل با زاويه 

نتايج آن براي نمايش نحوه توزيع 
yy

σ  ارائه گرديده است. با توجه به نتايج ارائه شده براي مدل آناليز

توان به درجه همواري نتايج در روش آناليز ايزوژئومتريك مطمئن شد. در مدل  ايزوژئومتريك مي

XFEM  بهره برده شده است. در حاليكه مدل  2072/1درجه آزادي با نسبت سختي  3894ازIGA 

در اين مثال تعمداً از درجات آزادي تقريباً برابر در هر دو روش عددي  درجه آزادي است. 2892داراي 

  استفاده شد، تا اختلاف همواري نتايج بيشتر مشهود گردد. 

  

) نمايش توزيع تنش 47- 5 (شكل 
yy

σ  روش درجه 30براي ترك ،IGA  

  

) نمايش توزيع تنش 48- 5 (شكل 
x yσ  درجه نسبت به افق 30در خط گذرنده از نوكهاي ترك  
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) نمايش توزيع تنش 49- 5 (شكل 
yy

σ  درجه، روش  30براي تركXFEM  

نتايج براي نحوه توزيع تنش در مثال صفحه حاوي ترك مياني مايل  )51- 5 (شكل ) و 50- 5 (شكل در 

مثال ترك مياني  )52-5 (شكل همچنين در  ق نمايش داده شده است.درجه نسبت به اف 45با زاويه 

سازي شده و  درجه نسبت به افق به كمك روش اجزاي محدود توسعه يافته مدل 45مايل با زاويه 

ه توزيع نتايج آن براي نمايش نحو
yy

σ  ارائه گرديده است. با توجه به نتايج ارائه شده براي مدل آناليز

 مثال توان به درجه همواري نتايج در روش آناليز ايزوژئومتريك مطمئن شد. در  ايزوژئومتريك مي

XFEM  درج آزادي با  44984و مدل با  3075/1درجه آزادي با نسبت سختي  3988دو مدل با از

درجه  3824داراي  IGAبهره برده شده است. در حاليكه مدل  0202/1نسبت سختي ماتريس سختي 

در هر دو روش و يا با اختلاف خيلي زياد آزادي است. در اين مثال تعمداً از درجات آزادي تقريباً برابر 

  مشهود گردد. ، تا اختلاف همواري نتايج بيشترنموديمعددي استفاده 
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 سازي عدديشبيه:  صل پنجمف
  

) نمايش توزيع تنش 50- 5 (شكل 
yy

σ  درجه 45براي ترك ،IGA 

  

) نمايش توزيع تنش 51- 5 (شكل 
x y

σ  درجه نسبت به افق 45در خط گذرنده از نوكهاي ترك  

    

) نمايش توزيع تنش 52- 5 (شكل 
yyσ  درجه آزادي  44984درجه آزادي (سمت راست) و مدل با  3988براي مدل با

  XFEMدرجه، روش  45(سمت چپ) براي ترك 
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) نتايج براي نحوه توزيع تنش در مثال صفحه حاوي ترك مياني مايل 54- 5 (شكل ) و 53- 5 (شكل در 

مثال ترك مياني  )55- 5 (شكل همچنين در  ق نمايش داده شده است.درجه نسبت به اف 60با زاويه 

سازي شده و  درجه نسبت به افق به كمك روش اجزاي محدود توسعه يافته مدل 60مايل با زاويه 

ه توزيع نتايج آن براي نمايش نحو
yyσ  ارائه گرديده است. با توجه به نتايج ارائه شده براي مدل آناليز

توان به درجه همواري نتايج در روش آناليز ايزوژئومتريك مطمئن شد. در مثال   ايزوژئومتريك مي

XFEM  درج آزادي با  45200و مدل با  0645/1درجه آزادي با نسبت سختي  3972از دو مدل با

درجه  7240داراي  IGAبهره برده شده است. در حاليكه مدل  0248/1نسبت سختي ماتريس سختي 

آزادي است. در اين مثال تعمداً از درجات آزادي تقريباً برابر و يا با اختلاف خيلي زياد در هر دو روش 

   شتر مشهود گردد.عددي استفاده نموديم، تا اختلاف همواري نتايج بي

يابي تنش در صفحه مقابل نوك  ي برونها روشبمنظور محاسبه فاكتورهاي شدت تنش مود مركب، از 

) خلاصه نتايج 11-5 (جدول تحليلي و روش انتگرال اندركنش استفاده شده و در -ترك، روش تجربي

يابي تنش در  اي از محاسبه فاكتور شدت تنش به روش برون ) نمونه56- 5 (شكل ارائه شده است. در 

  شود. صفحه مقابل نوك ترك نمايش داده مي

  

) نمايش توزيع تنش 53- 5 (شكل 
yy

σ  درجه 60براي ترك ،IGA 
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) نمايش توزيع تنش 54- 5 (شكل 
x yσ  درجه نسبت به افق 60در خط گذرنده از نوكهاي ترك  

    

) نمايش توزيع تنش 55- 5 (شكل 
yy

σ  درجه آزادي  44984درجه آزادي (سمت راست) و مدل با  3988براي مدل با

  XFEMدرجه، روش  60(سمت چپ) براي ترك 

  

  ) محاسبه فاكتورهاي شدت تنش براي ترك مياني مايل11- 5 (جدول 

Crack 
configuration 

KI 

(Analytical) 
KI (Stress 

extrapolation) 
KII 

(Analytical) 
KII (Stress 

extrapolation) 
KI (M-

integral) 
KII (M-

integral) 

15o  1.1897 1.1867 0.3188 0.3168 1.2690 0.3245 

30o  0.9399 0.9395 0.5427 0.5010 1.0196 0.5564 

45o  0.5270 0.5267 0.5270 0.5270 0.5486 0.5341 

60o  0.4431 0.4461 0.7675 0.7646 0.6029 0.9065 
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 درجه 45) نمايش نحوه محاسبه فاكتورهاي شدت تنش به روش برون يابي تنش، ترك 56- 5 (شكل 

  سازي گسترش ترك مياني مايل شبيه - 1- 7- 5

ايم. علاوه بر تعيين مسير شروع  سازي شروع مسير گسترش ترك مياني پرداخته در اين بخش به شبيه

 T-stressه شروع رشد ترك با لحاظ كردن اثر عبارت زاويو حركت گسترش ترك به نمايش اختلاف 

ها براي مصالح شيشيه با پارامترهايي كه  نيز اشاره شد، تمامي مدل ايم. همانگونه كه قبلاً اقدام نموده

دانيم نوع بارگذاري در تحميل مسير  از طرفي همانگونه كه ميگفته شد انجام گرفته است.  4در بخش 

رشد ترك تأثيرگذار است. لذا از اين روي به نمايش شروع مسير گسترش ترك مياني مايل در شرايط 

  ايم.  محوره فشاري و كششي پرداخته بارگذاري تك

 مسير سازي  شبيهدرجه نسبت به افق، در كشش و فشار به  15در ابتدا براي ترك مايل مياني با زاويه 

ايم. در واقع در اين بخش پس از محاسبه  پرداخته GMTSو  MTSرشد ترك از طريق هر دو معيار 

مقادير فاكتور شدت تنش مود مركب، مقدار فاكتور شدت تنش موثر محاسبه شده و با فاكتور شدت 

ني گردد. در صورت تجاوز ميزان فاكتور شدت تنش موثر از ميزان بحرا ميتنش بحراني مصالح مقايسه 

رشد فرايند در يابد. البته  ميرشد ترك در امتداد زاويه محاسبه شده به اندازه تعيين شده گسترش 

با هر مقدار فاكتور كه  ايم در برنامه تعيين كرده بنحويمقدار فاكتور شدت تنش بحراني را ترك، 

اما دد. ، تا به نوعي مستقل از جنس مصالح گرترك شروع به رشد خواهد نمود ،موثرشدت تنش 

بر مبناي شيشه فرض شده است.  GMTSمقادير مربوطه در محاسبه زاويه رشد ترك بر اساس معيار 



 

152 

 

 سازي عدديشبيه:  صل پنجمف
درجه  15مقايسه شروع مسير رشد ترك در صفحه حاوي ترك مياني مايل با زاويه  )57-5 (شكل در 

  در فشار تك محوره نمايش داده شده است.

  

درجه تحت فشار تك محوره، مقايسه بين  15با زاويه رك مياني سازي گسترش ترك در ت ) شبيه57- 5 (شكل 

  معيارهاي گسترش ترك

  

درجه  15) مقايسه شروع مسير رشد ترك در صفحه حاوي ترك مياني مايل با زاويه 58-5 (شكل در 

مشهود هاي ارائه شده  آنچنانكه در مثال در كشش تك محوره در جهت قايم نمايش داده شده است.

         باشد. در تعيين مسير رشد ترك حائز اهميت مي T-stress است، لحاظ نمودن اثرات عبارت غيرتكين

  

درجه تحت كشش تك محوره، مقايسه بين  15سازي گسترش ترك در ترك مياني با زاويه  ) شبيه58- 5 (شكل 

  معيارهاي گسترش ترك
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درجه  30مقايسه شروع مسير رشد ترك در صفحه حاوي ترك مياني مايل با زاويه  )59-5 (شكل در 

  در فشار تك محوره نمايش داده شده است.

  

درجه تحت فشار تك محوره، مقايسه بين  30ترك مياني با زاويه سازي گسترش ترك در  ) شبيه59- 5 (شكل 

  معيارهاي گسترش ترك

درجه  30) مقايسه شروع مسير رشد ترك در صفحه حاوي ترك مياني مايل با زاويه 60-5 (شكل در 

هاي ارائه شده مشهود  تك محوره در جهت قايم نمايش داده شده است. آنچنانكه در مثال در كشش

  باشد. در تعيين مسير رشد ترك حائز اهميت مي T-stressاست، لحاظ نمودن اثرات عبارت غيرتكين 

  

درجه تحت كشش تك محوره، مقايسه بين  30مياني با زاويه سازي گسترش ترك در ترك  ) شبيه60- 5 (شكل 

  معيارهاي گسترش ترك
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درجه  45مقايسه شروع مسير رشد ترك در صفحه حاوي ترك مياني مايل با زاويه ) 61-5 (شكل در 

  محوره نمايش داده شده است. در فشار تك

  

درجه تحت فشار تك محوره، مقايسه بين  45سازي گسترش ترك در ترك مياني با زاويه  ) شبيه61- 5 (شكل 

  معيارهاي گسترش ترك 

درجه  45مقايسه شروع مسير رشد ترك در صفحه حاوي ترك مياني مايل با زاويه  )62-5 (شكل در 

هاي ارائه شده مشهود  در كشش تك محوره در جهت قايم نمايش داده شده است. آنچنانكه در مثال

  باشد.  در تعيين مسير رشد ترك حائز اهميت مي T-stress است، لحاظ نمودن اثرات عبارت غيرتكين

  

درجه تحت كشش تك محوره، مقايسه بين  45سازي گسترش ترك در ترك مياني با زاويه  ) شبيه62- 5 (شكل 

  معيارهاي گسترش ترك
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 MTSدرجه جالب است، يكسان بودن مسير رشد ترك در دو معيار  45موضوعي كه در خصوص ترك 

براي حالت كشش تك محوره است. يعني اينكه در كشش مسير رشد ترك بر اساس هر دو  GMTSو 

  معيار يكسان بدست آمده است.

درجه  60) مقايسه شروع مسير رشد ترك در صفحه حاوي ترك مياني مايل با زاويه 63- 5 (شكل در 

  در فشار تك محوره نمايش داده شده است.

  

فشار تك محوره، مقايسه بين معيارهاي درجه تحت  60سازي گسترش ترك در ترك مياني با زاويه  ) شبيه63- 5 (شكل 

  گسترش ترك

درجه  60مقايسه شروع مسير رشد ترك در صفحه حاوي ترك مياني مايل با زاويه  )64- 5 (شكل در 

  ده شده است. در كشش تك محوره در جهت قايم نمايش دا

  

درجه تحت كشش تك محوره، مقايسه بين  60سازي گسترش ترك در ترك مياني با زاويه  ) شبيه64- 5 (شكل 

  معيارهاي گسترش ترك
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در تعيين  T-stressهاي ارائه شده مشهود است، لحاظ نمودن اثرات عبارت غيرتكين  آنچنانكه در مثال

  باشد. مسير رشد ترك حائز اهميت مي

سازي گسترش ترك مايل با كمك روش اجزاي  در انتهاي اين بخش بمنظور تكميل نتايج در شبيه

محدود توسعه يافته و توانايي روش مجموعه تراز در دنبال نمودن مرز ناپيوستگي در خلال رشد ترك، 

ايم. بنابراين در  ه افق در فشار تك محوره پرداختهدرجه نسبت ب 45به مدل سازي گسترش ترك مايل 

درجه نمايش  45) طي چندين مرحله رشد، مسير حركت ترك براي صفحه حاوي ترك 65-5 (شكل 

درجه تقريباً عمود بر مرز  45بايست مسير رشد ترك مياني  شود. مطابق نتايج آزمايشگاهي ميداده مي

  ) باشد.  65- 5 (شكل دوردست مطابق 

  

  XFEMدرجه تحت فشار به كمك روش  45) مسير رشد ترك 65- 5 (شكل 

  اي ، ترك لبهتأثير حفره و مرز ناهمگن داخلي بر مقادير فاكتور شدت تنش -5-8

در اين بخش بر اساس توانايي روش اجزاي محدود توسعه يافته در توليد مرز داخلي ناهمگن با 

ماتريس مصالح و همچنين توليد حفره مستدير به بررسي اثرات مرز ناهمگن داخلي بر مقادير فاكتور 

ودن شود. لازم به ذكر است كه منظور از مرز داخلي سخت، بيشتر ب شدت تنش محاسباتي پرداخته مي

مشخصات الاستيك مرز داخلي نسبت به مصالح ماتريس بوده و براي مرز داخلي نرم، مشخصات 
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هاي عددي ارائه شده نسبت  در مثالالاستيك مصالح ماتريس از مرز نرم بيشتر است. از اين روي 

 33/0مدول الاستيسيته ماتريس مصالح به مرز ناهمگن به ترتيب براي مرز داخلي سخت و نرم برابر با 

در  5/0در اين بخش حفره داخلي مستدير، مرز داخلي نرم و سخت به شعاع  انتخاب شده است. 3و 

مصالح در نظر گرفته شده شامل آلومينيوم و فولاد بوده وسط نيمه پاييني صفحه فرض شده است. 

تنش مود  بر مقادير فاكتور شدت ، سخت و حفره داخليبه بررسي تأثير مرز داخلي نرم بنابرايناست. 

پرداخته خواهد شد. لازم به ذكر است كه اندازه بعد المان مربعي  5/0اي به طول  لبه كبراي ترمركب 

مرز داخلي تحت شرايط  اي و ) صفحه حاوي ترك لبه66-5 (شكل در  در نظر گرفته شده است. 025/0

اي در اندركنش  ) مدل ترك لبه66-5 (شكل همچنين در كشش تك محوره نمايش داده شده است. 

  همزمان با حفره داخلي مستدير نمايش داده شده است. 

  

   

(سمت راست) و حفره مستدير  5/0اي به طول  و ترك لبه 5/0) نمايش همزمان مرز داخلي (نرم) به شعاع 66- 5 (شكل 

  5/0اي به طول  و ترك لبه 5/0داخلي به شعاع 

  

  5/0اي به طول  داخلي بر مقادير فاكتور شدت تنش مود مركب براي ترك لبه) تأثير مرز 12- 5 (جدول 

  نوع مدل هندسي
  بدون مرز داخلي

به همراه مرز 

  داخلي نرم

به همراه مرز 

  داخلي سخت

به همراه حفره 

  فاكتور شدت تنش  داخلي

KI (M-integral) 6239/1  7483/1  5443/1  9839/1  

KII (M-integral) 
8-10×5303/4-  0335/0  0212/0-  1009/0  
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  تأثير حفره و مرز ناهمگن داخلي بر مقادير فاكتور شدت تنش، ترك مياني مايل - 5-9

در ادامه به بررسي اثرات مرزهاي ناهمگن داخلي بر مقادير فاكتور شدت تنش مود مركب براي 

ير حفره، مرز داخلي نرم و درجه نسبت به افق پرداخته خواهد شد. در ابتدا تأث 45و 15مايل  هاي ترك 

  شود.  نشان داده مي) 13- 5 (جدول  درجه نسبت به افق در 15بر ترك مياني مايل  5/0به شعاع سخت 

   
  درجه 15) تأثير مرزهاي ناهمگن داخلي بر بزرگاي فاكتور شدت تنش مود مركب، ترك مياني 13- 5 (جدول 

  نوع مدل هندسي
  بدون مرز داخلي

همراه مرز  به

  داخلي نرم

به همراه مرز 

  داخلي سخت

به همراه حفره 

  فاكتور شدت تنش  داخلي

KI (First tip) 2666/1  2140/1  2955/1  1148/1  

KII (First tip) 3222/0  2843/0  3482/0  2017/0  

KI (Second tip) 2666/1  1767/1  3172/1  0133/1  

KII (Second tip) 3222/0  3351/0  3203/0  3360/0  

  

درجه نسبت به افق  45بر ترك مياني مايل  5/0سپس تأثير حفره، مرز داخلي نرم و سخت به شعاع 

شود. در اين مثال براي مرز داخلي نرم (كه نشان دهنده نرم تر بودن  نشان داده مي )14- 5 (جدول در 

و براي مرز داخلي  3باشد) از نسبت مدول الاستيسيته  مصالح مرز داخلي نسبت به مصالح ماتريس مي

  استفاده شده است.  3/0ته سخت با نسبت مدول الاستيسي

  درجه 45) تأثير مرزهاي ناهمگن داخلي بر بزرگاي فاكتور شدت تنش مود مركب، ترك مياني 14- 5 (جدول 

  نوع مدل هندسي
  بدون مرز داخلي

به همراه مرز 

  داخلي نرم

به همراه مرز 

  داخلي سخت

به همراه حفره 

  فاكتور شدت تنش  داخلي

KI (First tip) 5398/0  5283/0  5449/0  5012/0  

KII (First tip) 5434/0  4902/0  5593/0  4015/0  

KI (Second tip) 5398/0  4742/0  5763/0  3532/0  

KII (Second tip) 5434/0  4774/0  5676/0  3720/0  
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توان از طريق كنترل بر وزن و  داخلي در دامنه را ميالبته در روش آناليز ايزوژئومتريك توليد حفره 

سازي حفره داخلي در صفحه پرداخته  سازي نمود. لذا در مثالي به شبيه مختصات نقاط كنترلي شبيه

شكل ( نقطه كنترلي و با اعمال يك وصله بدست آمده است 12اين مدل با استفاده از  شود. مي

) 5-67((.       

    

xx) نمايش توزيع تنش 67- 5 (شكل 
σ   در صفحه حاوي حفره مياني به كمك روش آناليز و شبكه كنترلي

  ايزوژئومتريك

  خستگيرشد ترك  -5-10

سازي رشد ترك  ترك خستگي به مدل پايداردر اين بخش بر اساس قانون پاريس در برآورد رشد 

شكل ( سيكل بارگذاري انجام شده است 235شود. مثال رشد ترك خستگي با  خستگي پرداخته مي

بوده همچنين اندازه  4/0در  3/0و ابعاد دامنه  01/0. طول اوليه ترك ))69- 5 (شكل و  )5-68 (

   انتخاب شده است. 002/0ها  المان
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  ترك خستگياي در صفحه تحت كشش، رشد  ) ترك لبه68- 5 (شكل 

  

  اي ) نمايش حالت بزرگنمايي شده رشد ترك خستگي، ترك لبه69- 5 (شكل 

به عنوان يك ترك  1/0در مثال ديگري رشد پايدار ترك خستگي براي ترك مياني افقي به طول 

چين افقي در شرايط تعداد  ترك وسط شود. رشد ترك خستگي براي بزرگ مورد ارزيابي قرار داده مي

انجام گرفته است. مشخصات مصالح  50در هر گام معادل  تعداد تكرار، 2500هاي برابر با  سيكل

1.5E-10Cمطابق معيار پاريس در رشد ترك خستگي بصورت  3.8mو  = فرض گرديده است.  =

فرض شده و فاكتور شدت  0.33و  71.7E+9مدول الاستيسيته مصالح و نسبت پواسون به ترتيب 

) مسير رشد 70-5 (شكل باشد. در  مي 30E+6تنش بحراني مود اول براي مصالح مورد نظر برابر با 

  نمايش داده شده است.  تكرار 50ترك خستگي براي 
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  چين افقي ) رشد ترك خستگي براي ترك وسط70- 5 (شكل 

  



 

 
 



 

 
 

  

  

   

          ������ 
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  گيري بندي و نتيجه جمع -6

هاي قابل توجه در توليد منطقه  همانگونه كه نشان داده شد، روش آناليز ايزوژئومتريك داراي توانايي

در روش آناليز ايزوژئومتريك قابليت  نربز. امكان استفاده از توابع پايه مرتبه بالاتر دباش ميناپيوسته 

ساير سازي تغييرات ناگهاني سطح تنش در مقايسه با  بالايي براي روش آناليز ايزوژئومتريك در شبيه

ل شدن به ، ايجاد نموده است. از اين رو روش آناليز ايزوژئومتريك از پتانسيل لازم جهت تبديها روش

. در اين مطالعه با استفاده از استابزاري نيرومند در موضوع مكانيك شكست محاسباتي برخوردار 

در روش آناليز ايزوژئومتريك به نتايجي با دقت بيشتر نسبت به مدل اجزاي محدود  3توابع پايه مرتبه 

در ميزان همواري نتايج ايم. از طرفي برتري  توسعه يافته با همان تعداد درجات آزادي دست يافته

با روش آناليز ايزوژئومتريك است كه اين نتيجه منتهي فضاي تنش و كرنش در درجات آزادي يكسان 

يابي تنش  به محاسبه فاكتور شدت تنش مود مركب با كمك روش انتگرال اندركنش و نيز روش برون

   در صفحه مقابل نوك ترك در روش آناليز ايزوژئومتريك گرديده است.  

بعلاوه در روش آناليز ايزوژئومتريك نياز به توليد شبكه الماني مشابه روش اجزاي محدود از بين رفته  

توان با صرف زماني كوتاه دامنه مورد  آيد. بنابراين مي كه خود يك مزيت بزرگ در اين روش بشمار مي

ت تنش دقت مناسب و نظر را با يك يا چند وصله توليد نمود. همچنين مقادير محاسباتي فاكتور شد

بالاي روش آناليز ايزوژئومتريك را در برآورد فاكتورهاي شدت تنش، با درجات آزادي كمتر و در نتيجه 

هندسه  ،نربزدهد. همچنين در روش آناليز ايزوژئومتريك بر پايه  تلاش محاسباتي كمتر نشان مي

رسد در حاليكه در  ه حداقل ميمساله تقريباً بطور دقيق مدل شده بنابراين خطاي تقريب هندسه ب

روش اجزاي محدود خطاي تقريب هندسه و متغير اصلي مساله وجود دارد. به علاوه ويژگيهاي روش 

آناليز ايزوژئومتريك در توليد ناپيوستگي موجب استفاده آسان اين روش در مساله شكست شده است. 

در يك موقعيت كه به C0 ها با پيوستگي  لهدر اين مطالعه با استفاده از تكرار نقاط كنترلي در مرز وص

شود، پرداخته شد. در واقع اين مزيت يك امكان منحصر به  توليد ناپيوستگي به شكل ترك منجر مي

آيد. همچنين روش آناليز ايزوژئومتريك توانايي قابل  فرد در روش آناليز ايزوژئومتريك بشمار مي
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ه مرزي دارد كه در اين مطالعه اين برتري به خوبي سازي ضمني يك ناپيوستگي و لاي توجهي در مدل

است. در واقع بصورت ضمني و با كمك فضاي رياضي كه در اين روش بكار گرفته  نشان داده شده

توان يك مرز ناپيوستگي را بخوبي در موقعيت مورد نظر توليد نمود. چنين ويژگي در  شده است، مي

خواهد بود. همچنين روش آناليز ايزوژئومتريك برخلاف سازي ضمني رشد ترك نيز بسيار مفيد  مدل

هاي خاص مانند  بندي واحد قرار دارد، نيازمند روش روش اجزاي محدود توسعه يافته كه بر پايه پيكره

سازي  هاي خاص مانند غني باشد. مسلمّاً عدم نياز به روش سازي ناپيوستگي نمي سازي جهت مدل غني

  ث كاهش حجم محاسبات خواهد شد. سازي ناپيوستگي باع جهت مدل

در كنار امتيازاتي كه روش آناليز ايزوژئومتريك دارد، روش اجزاي محدود توسعه يافته نيز يك روش 

ها از  پذير در مساله مكانيك شكست محاسباتي است. با كمك اين روش انواع ناپيوستگي بسيار انعطاف

روش آناليز كه گردند. اين در حالي است  جمله ترك بطور ضمني به مدل اجزاي محدود اضافه مي

ايزوژئومتريك به خودي خود امكان توليد هر نوع ناپيوستگي شامل فضاي خالي يا اينكلوژن (جاسازي 

سازي  مصالحي در يك ماتريس در مصالح ديگر) را نداشته و نيازمند استفاده از چندين وصله در مدل

اجزاي محدود توسعه يافته نسبت به روش از هندسي است. همچنين ماتريس سختي بدست آمده 

تري برخوردار  قطري بودن مطلوب وضعيت ازماتريس سختي بدست آمده از روش آناليز ايزوژئومتريك 

بوده و پهناي باند بالا و پايين آن مساوي بوده در حاليكه پهناي باند بالا و پايين ماتريس سختي روش 

اين شرايط ماتريس سختي در روش آناليز ايزوژئومتريك باعث  باشد. آناليز ايزوژئومتريك برابر نمي

شود كه در اندازه يكسان با ماتريس سختي روش اجزاي محدود توسعه يافته داراي شرايط پر بودن  مي

همچنين نسبت حداكثر نمايد.  بيشتري بوده كه تا حدودي حجم محاسبات ماتريسي را بيشتر مي

بدست آمده از روش آناليز قل آن در مجموع در ماتريس سختي مقدار ويژه ماتريس سختي به حدا

تبع فضاي پارامتري بنحو ه ايزوژئومتريك به شرطي كه توليد شبكه كنترلي و نيز فضاي انديس و ب

مطلوبي براي توليد مدل بكار گرفته شده باشد از وضعيت بهتري نسبت به ماتريس سختي در روش  
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در تر ماتريس سختي  كه خود نشان دهنده شرايط مناسب ار بودهبرخورداجزاي محدود توسعه يافته 

   است. روش آناليز ايزوژئومتريك

اي و مياني در  افقي و مايل كه بصورت لبه هاي ترك همچنين تعيين مسيرهاي حركت ترك براي انواع 

د ترك از سازي گرديد. در فرايند رش نظر گرفته شده بودند، به كمك روش آناليز ايزوژئومتريك شبيه

هر دو معيار حداكثر تنش مماسي و روش تعميم يافته حداكثر تنش مماسي استفاده شد. بنابرابن 

و مياني)  اي افقي (لبه هاي ترك اختلاف مسير رشد ترك در هر دو معيار نمايش داده شد. در مورد 

شد ترك در هر تفاوتي در مسير رشد ترك بر اساس دو معيار مورد بررسي مشاهده نگرديد و مسير ر

هاي مايل  اما در خصوص ترك دو معيار بصورت غلبه مود اول (بازشدگي) و بصورت افقي بوده است.

باشد كه در  مياني با زواياي مختلف، مسير رشد ترك در معيارهاي مورد بررسي داراي اختلافاتي مي

از طرفي اثرات مرزهاي ناهمگن داخلي شامل حفره  سازي عددي نشان داده شد. بخش نتايج شبيه

اثرات مرزهاي مستدير و نيز مرز ناهمگن نرم يا سخت بر تعيين مسير رشد ترك يا به عبارت ديگر 

فاكتورهاي شدت تنش به كمك روش اجزاي محدود توسعه يافته مورد ناهمگن داخلي بر بزرگاي 

اي و مياني نشان داده شد. در  هاي لبه ركهمچنين رشد ترك خستگي براي ت بررسي قرار گرفت.

هاي رشد ترك خستگي، چنانچه ميزان فاكتور شدت تنش موثر از فاكتور شدت تنش بحراني در  مثال

هاي تعيين شده تجاوز نموده باشد، ترك افقي به ميزان مطابق با قانون پاريس در رشد  تعداد سيكل

سازي شده در بخش نتايج نشان دهنده صحت  پايدار ترك خستگي حركت نموده است. نتايج شبيه

  باشد.    محاسبات مي

    پيشنهادات و كارهاي آينده - 6-1

شود تا پيشنهادهايي ارائه شود كه مولفين رساله خود نيز مشتاق به انجام آنها  در اين بخش تلاش مي

  هستند. 
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تريك به شود تا موضوع مكانيك شكست محاسباتي به كمك روش آناليز ايزوژئوم پيشنهاد مي �

 صورت آناليز ديناميكي مورد مطالعه قرار گيرد.

 مسير رشد ترك در آناليز ديناميكي مورد بررسي قرار داد شود.  �

سازي به توليد حفره و مرز  گردد تا به كمك توابع مجموعه تراز و فرايند غني پيشنهاد مي �

 ناهمگن داخلي در روش آناليز ايزوژئومتريك پرداخته شود.

اسپيلاين تكرار و  گردد تا مطالعه صورت گرفته در اين رساله بوسيله توابع پايه تي پيشنهاد مي �

 تدقيق گردد.  

سازي اتوماتيك رشد ترك بوسيله ابزار ذاتي روش آناليز  الگوريتمي مناسب جهت شبيه �

 ايزوژئومتريك تهيه شود. 

والاستيك يا گردد تا موضوع مكانيك شكست در مصالحي با مدل رفتاري ويسك پيشنهاد مي �

ويسكوالاستوپلاستيك به كمك روش آناليز ايزوژئومتريك يا روش اجزاي محدود توسعه يافته 

 مورد بررسي قرار داده شود. 

يا روش اسپيلاين در روش المان مرزي  شود تا با تركيب توابع پايه نربز يا تي پيشنهاد مي �

رد ارزيابي قرار داده موضوع مكانيك شكست و محاسبه پارامترهاي شكست مومش  بدون

 شوند.

      . ودتوان به دنبال توسعه روش ايزوژئومتريك المان مرزي ب مي �

هاي بزرگ  توان از روش آناليز ايزوژئومتريك براي مطالعات ژئوتكنيكي با تغييرشكل مي �

 استفاده نمود. 

هاي واقعي مساله گسترش ترك  هاي پيچيده و يا سازه شود تا با توليد هندسه پيشنهاد مي �

 مورد بررسي قرار گيرد. 

روش عددي فاصله گرفته و به دنبال اصلاح  هايشود تا از مطالعات بر روي كاربرد پيشنهاد مي �

 اي رياضي روش باشيم.  در اصول پايه
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 گيري و پيشنهاداتنتيجه :صل ششمف
هاي تحت فشار استفاده  شود تا مساله گسترش ترك براي سطوح مدور مانند لوله پيشنهاد مي �

   شود. 

هاي پر از درزه و ترك يا  سازي محيط به دنبال توسعه روش آناليز ايزوژئومتريك براي مدل �

اي بر  هاي سنگي و توليد روش عددي مشابه المان منفصل اما با كمك اصول پايه محيط

 ها در روش آناليز ايزوژئومتريك باشيم.  همبناي وصل

هاي نربز به توليد ناپيوستگي  شود بدنبال روشي باشيم تا بتوان به كمك منحني پيشنهاد مي �

در روش اجزاي محدود توسعه يافته بپردازد. به عبارت ديگر بتوان مرز ناپيوستگي را به كمك 

 نربز توليد نمود. 

  سازي گسترش ترك استفاده شود.   ارتي براي شبيهگردد تا از آناليز حر پيشنهاد مي �
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Abstract Fracture mechanics is one of the most interesting subjects for prominent researchers. In fact the combination of the fracture mechanics and the numerical methods has been appealing for scientists. Finite difference, finite element method, boundary element method, meshless methods and the discrete element methods have utilized since last few decades. Among these numerical approaches the isogeometric analysis method is chosen due to its inherit specifications in the computational fracture mechanics.     An interaction integral method for evaluating mixed-mode stress intensity factors (SIFs) for two dimensional crack problems using NURBS-based isogeometric analysis method is investigated. The interaction integral method is based on the path independent J-integral. By introducing a known auxiliary field solution, the mixed-mode SIFs are calculated simultaneously. Among features of B-spline basis functions the possibility of enhancing a B-spline basis with discontinuities by means of knot insertion makes isogeometric analysis method a suitable candidate for modelling discrete cracks. Also repetition of two different control points between two patches can create a discontinuity and also demonstrates a singularity in the stiffness matrix. In the case of a pre-defined interface, non-uniform rational B-splines are used to obtain an efficient discretization. Various numerical simulations for edge and center cracks demonstrate the suitability of the isogeometric analysis approach to fracture mechanics.  Also, due to evaluation the isogeometric analysis results the extended finite element method is coupled with the level set method to create all kind of discontinuities. In other words, where the IGA can not fulfil the objectives of the fracture mechanics calculations for example in the internal discontinuity boundaries modelling such as circular holes and soft or hard inclusions, the XFEM is utilized. All results are shown the capabilities of isogeometric analysis method and also the extended finite element mthod in all catagories of the computational fracture mechanics.  
Keywords NURBS, Isogeometric analysis method, Knot insertion, Interaction integral, Extended finite element method, Level set method. 
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