


هسته ای مهندسی و فیزیک دانشکده

هسته ای فیزیک ارشد کارشناسی پایان نامه

با همدوس حالت زمانی تحول بررسی
بعدی دو میرای هماهنگ نسبیتینوسانگر غیر و نسبیتی ذرات برای

محمدی فائزه نگارنده:

راهنما استاد
حسن آبادی حسن دکتر

تیر١٣٩٩



مادرم و پدر به تقدیم

ز



ʿكُلّ˼م أَو̱ ˀر˂ضʚ˳ْʞا بِه˼ قُطّ˼عʿت˂ أَو̱ ˀالْجِبال بِه˼ سˀيˁِرʿت˂ آناً قُر˂ أَنَّ لَو̱ و̮
لَو̱ أَنْ آمʿنُوا ʿالَّذِين يʿي˂أَس̞ فَلَم˂ أَ جʿم˼يعاً ˀم˂ر˳ʚʞْا ل˼لَّه˼ بʿل˂ الْمʿو̱تى  بِه˼

جʿم˼يعاً ʿالنَّاس لَهʿدَى ˀهˊʓال ˀشاءʿي

سپاس گزاری...
نعمت مزید اندرش شکر به و است قربت موجب طاعتش که عزوجل را خدای منت
آفریدگاری درفشان. تار، شب دل در او حکمت انوار و روشن، روز چهره بر او قدرت آثار
بزرگ های قلب پاس به گشود ما بر را علم درهای و شناساند ما به را خویشتن که
لازم برخود می گراید شجاعت به پناهشان در ترس و سرگردانی و است رس فریاد که
و بودند پشتیبانم و یار زندگی مراحل تمام در که مهربانم و عزیز مادر و پدر از می دانم
حسن دکترحسن آقای جناب گرانقدر و فریهخته استاد بی دریغ های تلاش و زحمات از
پایان به ایشان رهنمود های بدون  که چرا باشم داشته را گزاری سپاس کمال آبادی

می نمود. مشکل بسیار نامه پایان این رساندن

محمدی فائزه
تیر١٣٩٩

ح



نامه تعهد
مهندسی و فیزیک فیزیک رشته ارشد کارشناسی دانشجوی محمدی فائزه اینجانب
همدوس حالت زمانی تحول بررسی عنوان با پایان نامه نویسنده شاهرود، دانشگاه هسته ای
راهنمایی تحت ، نسبیتی غیر و نسبیتی ذرات برای بعدی دو میرای هماهنگ نوسانگر با

می شوم: متعهد حسن آبادی حسن
برخوردار اصالت و صحت از و است شده انجام اینجانب توسط پایان نامه این در تحقیقات •

است.
شده استناد استفاده مورد مرجع به پژوهش گران، دیگر پژوهش های نتایج از استفاده در •

است.
مدرک نوع هیچ دریافت برای دیگری فرد یا خود، توسط کنون تا پایان نامه، این مطالب •

است. نشده ارایه هیچ جا در امتیازی یا
نام با مستخرج مقالات و دارد، تعلق شاهرود صنعتی دانشگاه به اثر، این معنوی حقوق •
خواهد چاپ به “ Shahrood University of Technology “ یا “ شاهرود صنعتی دانشگاه “

رسید.
بوده اند، تاثیرگذار پایان نامه اصلی نتایج آوردن به دست در که افرادی تمام معنوی حقوق •

می گردد. رعایت پایان نامه از مستخرج مقالات در
آنها) بافت های (یا زنده موجود از که مواردی در پایان نامه، این انجام مراحل تمام در •

است. شده رعایت اخلاقی اصول و ضوابط است، شده استفاده
افراد شخصی اطلاعات حوزه به که مواردی در پایان نامه، این انجام مراحل تمام در •
شده رعایت انسانی اخلاق اصول و رازداری اصل است)، شده استفاده (یا یافته دسترسی

است.
محمدی فائزه
تیر١٣٩٩

نشر حق و نتایج مالکیت
برنامه های کتاب، مستخرج، ( مقالات آن محصولات و اثر این معنوی حقوق تمام •
شاهرود صنعتی دانشگاه به متعلق شده) ساخته تجهیزات و نرم افزارها رایانه ای،

شود. ذکر مربوطه علمی تولیدات در مقتضی، نحو به باید مطلب این می باشد.
نمی باشد. مجاز منبع ذکر بدون پایان نامه این در موجود نتایج و اطلاعات از استفاده •

ط



چکیده
برای همدوس کوانتومی سیستم یک درنظرگرفتن و su(١،١) گروه خواص از استفاده با
تعیین و همدوس حالت به مربوط کوانتومی حالتهای تعیین بر علاوه بعدی دو میرای نوسانگر
روش از استفاده با سیست م، برای میرایی فوق و میرایی شرایط تعیین همچنین و انرژی
این برای نماییم. می محاسبه را آنها زمانی تحول (Lewis-Riesenfeld) رزنفیلد ‐ لوییس
و هامیلتونی معادلات ازمجموعه استفاده با و نوشته را سیستمی چنین هامیلتونی ابتدا منظور،  
کوانتیزه به هایزنبرگ جبر از استفاده با سپس آوریم ؛ می بدست را جسم حرکت معادله ژاکوپی
حساب را همدوس های حالت سیستمی چنین این برای و پردازیم می سیستمی چنین کردن
محاسبه را سیستم زمانی تحول توان نمی زمانی تحول عملگر با که شود می ملاحظه کنیم. می
می محاسبه را سیستم این زمانی تحول و رویم می رزنفیلد – لوییس معادلات سراغ به و کرد

کنیم.

کوانتیزه سیستم زمانی، تحول رزنفیلد، لوییس همدوس، کوانتومی سیستم کلیدی: کلمات

ک
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١ فصل
همدوس حالت

مقدمه ١. ١
در همدوس حالت های شد بررسی و کشف ،[١] گلوبر توسط بار اولین همدوس حالت های
می دهند بروز خود از کلاسیکی خواص خاص حالت در که هستند کوانتومی حالت های واقع
و مخابرات و کوانتومی اپتیک در همدوس حالت های برخوردارند خاصی اهمیت از رو این از
می پردازیم SU(١, ١) گروه بیان به ابتدا این جا دارند[٢]  در زیادی کابردهای کوانتومی اطلاعات
همچنین و می کنیم معرفی گروه این مبنای بر را همدوس کوانتومی حالت چهارم فصل در زیرا

.[٣] می کنیم بیان را هماهنگ نوسانگر مدل با آن خواص و همدوس حا لت

SU(١, ١) گروه ١. ٢
خاصیت و یکه عضو وجود و وارون عضو وجود و شرکت پذیری چهارخاصیت؛ که ای مجموعه هر
دترمینان یک با ماتریس ها حقیقی،گروه اعداد گروه مثلا می نامیم گروه یک باشد دارا را بستاری

. و.. مجموعه یک اعداد جایگشت گروه مشخص،

می توان آن ها منفی و مثبت توان های ضرب با که گروه عناصر از مجموعه گروه: مولد
. می شود نامیده گروه مولد کرد تولید را گروه تمام

١



همدوس حالت ٢
های پارامتر تعداد با گروه عناصر که هستند پیوسته گروه هایی لی گروه های لی: گروه
طور به . می شوند نامیده گروه بعد پارامتر  ها این تعداد و می شوند مشخص گسسته و محدود
و ضرب به نسبت و می شود مشخص θ پارامتر که است لی گروه یک U(١) گروه خمینه مثال

است. بسته وارون
g = eiθ g(θ)g(θ)′ = g(θ + θ′) g−١(θ) = g(−θ) (١. ١)

متریک که هستند دو در دو ماتریس های SU(١, ١) یونیتاری شبه گروه :SU(١, ١) گروه تعریف
u =

١ ٠
٠ −١

 (١. ٢)

. هستند خواص این داری و می کنند حفظ را
detu = ١
u†gu = g

(١. ٣)

بگیریم نظر در زیر مطابق را u اگر

u =

a b

c d

 (۴ .١)

می گردیم قید دنبال گروه مولدهای تولید برای
u†gug = I (۵ .١)

u†g =

a −c

b −d

 (۶ .١)

نوشت می توان گروه این مورد در
ug† = (ug)−١ (١. ٧)

(ug)−١ = −

−d b

−c a

 (١. ٨)

مقادیر (١. ٢)،(١. ٧) روابط طبق بگیریم نظر در شکل این به u† = −

a∗ c∗

b∗ d∗

 را u† اگر

از و u−١g =

 a b

b∗ a∗

 داشت خواهیم و c = b∗ و a∗ = d می  آید بدست صورت این به d و c



٣ SU(١, ١) گروه
کوچک بی نهایت تبدیلات از گروه مولدهای یافتن برای سپس |a|٢ − |b|٢ = ١ داریم طرفی
درآیه های با c ماتریس b = sinh و a = cosh انتخاب با می کنیم استفاده g = I + a ∈ SU(١, ١)

آید می بدست زیر مطابق کوچک

c =

cosh θ٢eiϕ sinh θeiψ

sinh θeiψ cosh θ٢e−iϕ

 (١. ٩)

بود. خواهند صورت این به گروه این های مولد

k٠ =
١
٢
−i ٠

٠ i


kx =

١
٢
٠ ١

١ ٠


ky =
١
٢
٠ −i

i ٠


(١. ١٠)

است. شده اسپین زیر های مولد این با SU(١, ١) باگروه مطابق لی جبر

kx =
١
۴i((a†)٢ + a٢)

ky =
١
۴((a†)٢ − a٢)

k٠ =
١
۴i(a†a+ aa٢)

(١. ١١)

می باشد صورت این به گروه این مولد های جابه جایی روابط که
[kx, ky] = −k٠
[k٠, kx] = ky

[ky, k٠] = kx

(١. ١٢)

هستند صورت این به بالابرنده و آوردنده پایین های عملگر

k+ =
a٢
٢i k+ =

a٢†
٢i k± = k١ ± ik٢ (١. ١٣)

با پس کرد محاسبه را انرژی می توان صورت این در بیابیم را کازمیر عملگر بتوانیم کافیست
یافت انرژی یافتن برای را کازمیر عملگر نهایت در SU(١, ١) گروه از استفاده

C = k٢٠ − k٢١ − k٢٢ = k٢٠ − ١
٢(k+k− + k−k+) (١۴ .١)



همدوس حالت ۴

همدوس کوانتومی سیستم معرفی ١. ٣
معرفی را همدوس حالت سپس ،  [٢٠] می پردازیم هماهنگ نوسانگر هامیلتونی بررسی به ابتدا
مولفه برای ا ر داشتی چشم مقادیر و می کنیم محاسبه را همدوس حالت خواص و می کنیم

است شکل این به کوانتومی هماهنگ پتانسیل برای هامیلتونی می کنیم بیان p و x های
−ℏ٢
٢m

d٢ψ
dx٢ + V (x)ψ(x) = Eψ(x) (١. ١)

H =
١

٢m [p٢ + (mwx)٢] (١. ٢)
داشت خواهیم کانونیک تبدیلات با میدان کردن کوانتیزه از بعد

a =
٢√١ℏmw (ip+mwx)

at =
٢√١ℏmw (−ip+mwx)

(١. ٣)

است صورت این به a† و a بین جایی به جا روابط
[a, at] =

i

ℏ
[p, x] = ١ (۴ .١)

داریم (١. ٣) رابطه به توجه با میدان p و x های مولفه و

x =
١
i

√
ℏ

٢mw (a+ a†)

p =
١
i

√
ℏmw

٢ (a− a†)

(۵ .١)

بود خواهد صورت این به فنا و خلق های عملگر حسب بر هامیلتونی
H = ℏ(aa† − ١

٢)

[H, a] = ℏwa[a†, a] = −ℏwa

[H, at] = ℏwa†[a, a†]

(۶ .١)

است صورت این به a† عملگر اثر
a† |n⟩ =

√
n+ ١ |n+ ١⟩ a |n⟩ =

√
n |n− ١⟩ (١. ٧)

کرد تعریف گونه این را ام |n⟩ توان می
|n⟩ = ١√

n!
(a†)n |٠⟩ (١. ٨)



۵ همدوس کوانتومی سیستم معرفی
همدوس های حالت و عددی های حالت یا ها کت پایه نوع سه با معمولا تابشی های میدان
در موج توابع از مجموعه ای صورت به را |α⟩ می توان لذا می شوند بیان فشرده های حالت و

دارد ای ویژه اهمیت همدوس حالت در آماری خواص رو این از گرفت نظر

|α⟩ =
∞∑
n=٠

cn |n⟩ (١. ٩)

a

∞∑
n=٠

cn |n⟩ = α

∞∑
n=٠

cn |n⟩ ⇒
∞∑
n=٠

cn
√
n |n− ١⟩ = α

∞∑
n=٠

cn |n⟩ (١. ١٠)

داریم می کنیم ضرب ⟨m| در را (١. ١٠) رابطه
∞∑
n=٠

cn
√
n ⟨m|n− ١⟩ = α

∞∑
n=٠

cn ⟨m|n⟩ ⇒ cm+١ =
α√
m+ ١cm

cm =
α√
m
cm−١

c١ =
α√١c٠ =

α√١N(α)

c٢ =
α√٢c١ =

α√٢N(α)

c٣ =
α√٣c٢ =

α√٣N(α)

...

(١. ١١)

بهنجارش مقدار N می کنیم معرفی صورت این به را |α⟩ بنابراین
می باشد

cn =
αn√
n!
N(α) → |α⟩ = N(α)

∞∑
n=٠

αn√
n!

|n⟩ (١. ١٢)

داشت خواهیم بنابراین هستند نرمال همدوس های حالت 

⟨α|α⟩ = ١ = |N(α)|٢
∞∑
n=٠

α∗mαn

n!m!
⟨m|n⟩

= |N(α)|٢
∞∑
n=٠

α٢n
n!

→ |N(α)|٢ exp
(
|α|٢

)
= ١

|α⟩ = exp

(
− ١

٢ |α|٢
) ∞∑
n=٠

αn√
n!

|n⟩

(١. ١٣)

همدوس حالت بیان برای دیگر روش یک رسیدیم گوسی موج تابع به اولیه فرض طبق جا این در
موج توابع نرمالیزاسیون همواره اما کنیم فرض گوسی موج بسته را موج تابع که است این
نتوانیم چنانچه است کردن نرمال قابل ١ است گزیده جای فضا در که موجی تابع نیست آسان

نیستند مناسب ما کار برای و هستند تحول بدون زمان به نسبت گوسی موج های بسته ١معمولا



همدوس حالت ۶
علاوه گفت خواهیم بعد فصل در که می رویم دیگری های روش سراغ دهیم انجام بهنجارش

کرد تعریف نیز D عملگر با می توان را همدوس حالت بالا تعاریف بر

|α⟩ = exp

(
− ١

٢ |α|٢
) ∞∑
n=٠

αn√
n!

|n⟩ =

exp

(
− ١

٢ |α|٢
)
eαa

† |٠⟩ هاسدوف بیکر
−−−−−−−−→ ex + ey = e−

١٢ [x,y]exey

D = eαa
†−ᾱa

= eαa
†
e−ᾱ exp

(
− ١

٢ |α|٢
)
|٠⟩ = D(α) |٠⟩

(١۴ .١)

می آوریم بدست پایه حالت روی خلاء عملگر دادن اثر از همدوس حالت تعریف این در واقع در
.

همدوس حالت خواص ۴ .١
: که این جمله از دارند خواصی همدوس های حالت

می کنند کمینه را هایزنبرگ قطعیت عدم رابطه •
هستند کامل همدوس های حالت •

نیستند متعامد همدوس های حالت •
نوشت شکل این به می توان a† و a مولفه های برحسب را میدان p و x های مولفه

⟨p⟩ = ⟨α|a− a†|α⟩ = α− ᾱ

⟨x⟩ = ⟨α|a+ a†|α⟩ = α+ ᾱ

⟨α|(a+ a†)٢|α⟩ = ⟨α|aa|α⟩+ ⟨α|a†a†|α⟩+ ⟨α|[a, a†]|α⟩+ ٢ ⟨α|a†a|α⟩ =

α+ᾱ٢ + ١ + ٢ᾱ = (ᾱ+ α)٢ + ١

(١. ١)

برای σpو σx محاسبه با و کردیم استفاده (١. ١) رابطه اثبات برای ⟨α|a†a|α⟩ = |α|٢ رابطه از
آوردیم بدست را هایزنبرگ نامساوی قطعیت عدم کمینه که می شود مشاهده همدوس حالت

(σx)
٢ =

〈
x٢〉− ⟨x⟩٢ =

ℏ
٢mw

= (σp)
٢ 〈p٢〉− ⟨p⟩٢ =

ℏmw
٢

(١. ٢)

(σx)
٢(σp)٢ =

ℏ٢
۴



٧ همدوس حالت خواص
نیست متعامد الزاما همدوس حالت است قطعیت عدم مقدار حداقل و تساوی مقدار این که

گرفت نظر در را زیر حالت می توان مثلا
|α⟩ = e−

١٢ |α|٢
∞∑
n=٠

αn√
n!

|n⟩

|β⟩ = e−
١٢ |β|٢

∞∑
m=٠

αm√
m!

|m⟩

⟨α|β⟩ = e−
١٢ |α|٢e−

١٢ |β|٢eᾱβ

| ⟨α|β⟩ |٢ = e−|α−β|

(١. ٣)

هستند کامل همدوس های ∫حالت
d٢α |α⟩ ⟨α| =

∫
αe−|α|٢

∞∑
n=٠

∞∑
m=٠

ᾱn√
n!

αm√
m!

|n⟩ ⟨m| (۴ .١)

داریم d٢α = rdrdϕ و α = reiϕ متغیر تغییر این انجام با
∞∑
n=٠

⟨n|n⟩
n!

٢π
∫ ∞

٠ re−r
٢
r٢ndr

داریم x = r٢ متغیر تغییر با
∞∑
n=٠

|n⟩ ⟨n|
n!

٢π
∫ ∞

٠
١
٢e−xxndx = π

∞∑
n=٠

|n⟩ ⟨n| = ١π

∫داریم
d٢α
π

|α⟩ ⟨α| = ١ (۵ .١)
کنیم محاسبه کلاسیکی هماهنگ نوسانگر برای p و x داشتی چشم مقدار چنانچه

R(α) =
١
٢(α+ ᾱ) = ⟨α|a+ a†

٢ |α⟩ =
√
mw

٢ℏ ⟨x⟩α

I(α) =
١
٢i(α− ᾱ) = ⟨α|a+ a†

٢i |α⟩ = ٢√١mwℏ ⟨p⟩α

(۶ .١)

روابط این به توجه با
d

dt
R(α(t)) = wI(α(t))

d

dt
I(α(t)) = −wR(α(t))

داشت خواهیم آوریم بدست را آن ها زمانی مشتقات
d

dt
R(α(t)) =

√
ℏ

٢mw٢ d

dt
R(α(t)) =

p(t)

m
= mv(t)

d

dt
I(α(t)) =

١
i

√
ℏmw

٢ ٢i d
dt
I(α(t)) = −mw٢x(t)



همدوس حالت ٨
کوانتومی هماهنگ نوسانگر برای pوx چشم داشتی مقادیر اهرنفست فرمول طبق حال

کنیم محاسبه
d

dt
⟨p⟩ = ١

iℏ

〈
[p,

١
٢m(p٢ + (mwx)٢)]

〉
+

〈
∂p

∂t

〉
=

١
iℏ

〈
[p,

mw٢x٢
٢ ]

〉
= −mw٢(x)

d

dx
⟨p⟩ = ١

iℏ

〈
[x,

١
٢m(p٢ + (mwx)٢)]

〉
+

〈
∂x

∂t

〉
=

١
m

⟨p⟩
(١. ٧)

همدوس حالت از استفاده با تکانه و مکان برای داشتی چشم مقادیر محاسبه می کنیم مشاهده
حالت به می توان دلیل همین به می شوند منجر ساده نوسانگر کلاسیکی حرکت معادلات به

کرد نگاه کوانتومی های حالت کلاسیکی حد عنوان به همدوس



٢ فصل
رزنفیلد لوییس روش

مقدمه ٢. ١
برای حالت این در کرد فرض گوسی را بررسی مورد موج بسته می توان شد گفته آنچه به بنا
لحظه در همدوس کت اگر کرد استفاده زمانی تحول عملگر از می توان زمانی تحول بررسی

باشد گونه این t = ٠
|α(٠)⟩ = e−

|α(٠)|٢٢
∞∑
n=٠

α(٠)n√
n!

|n⟩

ψ(t) = e−i(t−t٠)
H
ℏ ψ(t٠)

|α(t)⟩ = e
−i
ℏ Ht|α(٠)⟩ = e−

|α(٠)|٢٢
∞∑
n=٠

e−it
H
ℏ
α(٠)n√
n!

|n⟩
(٢. ١)

E = ℏw(n+ ١٢) داشت خواهیم انرژی مقادیر ویژه به توجه با
|α(t)⟩ = e

−itw٢ e−
|α(٠)|٢٢ eα(٠)a†e−itw |٠⟩

|α(t)⟩ = e
−itw٢ (e−iwt |٠⟩)

(٢. ٢)

شده افزوده ثابتی ضریب تنها و مانده باقی همدوس زمان گذشت با همدوس حالت بنابراین
تبدیل از می توان باشد نداشته گوسی شکل مثلا یا و نباشد شدن نرمال قابل موج چنانچه است
نرمالیزلسیون مشکل فوریه تبدیل نوشتن و فوریه فضای در موج بردن با و کرد استفاده فوریه

٩



رزنفیلد لوییس روش ١٠
است حالت تحول برای رزنفیلد لوییس روش زمانی تحول بررسی دیگر روش اما . کرد حل را
توابع ویژه می کنیم معرفی را I پویای ناوردای نام به ناوردا و خطی هرمیتی اپراتور جا این در
تحول در I پویا ناوردای عملگر تحول حقیقی اند می کنند صدق نیومن معادله در پویا ناوردای

است شکل این به هایزنبرگ زمانی
dI

dt
=
∂I

∂t
+

١
iℏ
[I,H] (٢. ٣)

داریم سازی ساده کمی با رابطه این به توجه با
iℏ
∂I

∂t
|ψ⟩ = HI |ψ⟩ (۴ .٢)

صدق نیز شرودینگر معادله در و هستند نیز H توابع ویژه که دارند وجود I توابعی ویژه یعنی
می کنند

I |λ, k⟩ = λ |λ, k⟩ (۵ .٢)
دلخواه کت هر می توان است هرمیتی I که آنجایی از است کوانتومی عدد k و مقداراست ویژه λ

داد بسط هرمیتی عملگر مقادیر ویژه با را
|ψ⟩ =

∑
cλ,ke

αλ,k(t) |λ, k, t⟩ ; ℏ
dαλ,k(t)

dt
= ⟨λ, k|iℏ ∂

∂t
−H(t)|λ, k⟩ (۶ .٢)

مورد سیستم هامیلتونی ابتدا که است صورت این به کار روند می باشد فازی عامل αλ,k(t) که
مجهول ضرایب هایزنبرگ زمانی تحول و پشنهادی Iبا سپس می کنیم ساده  امکان حد تا را نظر
با و می یابیم را H و می یابیم را آن مقداری ویژه معادله پویا ناوردای کلی فرم با می یابیم را I
سرعت ω و تکانه P اگر مثال برای می نماییم محاسبه را یافته زمانی تحول (۶ .٢) رابطه به توجه

است شکل این به هامیلتونی باشد زاویه ای
H =

١
٢M (P ٢ +Ω٢(t)q٢) (٢. ٧)

باشد شکل این به ما خطی ناوردای عملگر فرم و
I(t) =

١
٢(α(t)q٢ + β(t)P ٢ + γ(t)q, p) (٢. ٨)

داریم سازی ساده و (٢. ٣) رابطه در (٢. ٧)و(٢. ٨) جایگذاری با
(٢. ٩)

I(t) =
١
٢
(
( ˙α(t)−٢Ω٢(t)

M
γ(t))q٢+( ˙β(t)+٢γ(t)

M
)P ٢+( ˙γ(t)+

α(t)

M
−Ω٢(t)β(t)

M
) {q, p}

)
= ٠

می کنیم استفاده حل برای زیر شده کوپل معادلات دستگاه از سازی ساده با
˙α(t) = ٢Ω٢

M
γ(t)

˙β(t) = −٢γ(t)
M

˙γ(t) = −α(t)
M

+
Ω٢β(t)
m

(٢. ١٠)



١١ مقدمه
داریم (٢. ١٠) دوم رابطه در گذاری جای با می کنیم استفاد ه β(t) = σ(t)٢ واسطه تابع از

γ(t) = −Mσ(t) ¯σ(t) (٢. ١١)
داریم (٢. ١٠)و(٢. ١١) سوم رابطه با

α(t) =M٢(σ̇٢ + σ̈σ +Ω٢ + σ٢) (٢. ١٢)
γ(t) ، α(t) و β(t) باداشتن

σ(t)
d

dt

(
M٢(t)σ̈(t) + Ω٢(t)σ(t)

)
+ ٣σ̇(t) + (M٢(t)σ̈(t) + Ω٢(t)σ(t)) = ٠ (٢. ١٣)

می آید بدست واسطه تابع بر حاکم قید (٢. ١٣) معادله از گیری انتگرال با
M٢σ̈ +Ω٢σ =

c

σ٣ (١۴ .٢)
داریم نهایت در

I(t) =
١
٢
(
(

١
ρ٢ q٢ + (ρp−Mρq)٢

)
.M٢ρ̈+Ω٢ρ =

١
ρ

(١۵ .٢)

عملگر های برحسب را I ادامه در حالا می  کنیم معرفی گونه این پویا ناوردای ضرایب به توجه با
می کنیم نویسیم باز آورنده پایین و بالابرنده

a =
٢√١ℏ(

q

p
+ i(ρp−Mρ̇q))

a† =
٢√١ℏ(

q

p
− i(ρp−Mρ̇q))

I = ℏ(ata+
١
٢)

(١۶ .٢)

[I,N ] = [I, a†a] = ٠ (٢. ١٧)
داریم کت ها ویژه برای پس

a†a |s⟩ = s |s⟩ , s = ٠, ١,٢, ..
|s⟩ نابودی و خلق عملگر های عمل

a |s⟩ =
√
s |s− ١⟩ a† |s⟩ =

√
s+ ١ |s+ ١⟩ (٢. ١٨)

γs = (s+
١
٢)ℏ (٢. ١٩)



رزنفیلد لوییس روش ١٢
باید پس بنویسم I مقادیر ویژه برحسب ψ باید ابتدا بنویسم را ψ زمانی تحول می خواهیم

داریم نیاز q٢ ، q ، p٢ ،p به کنیم نویسی باز پویا ناوردای با را هامیلتونی
(٢. ٢٠)

q =

√
ℏ
٢(a+ a†)ρ

p =

√
ℏ
٢

١
ρ

(
Mρ̇ρ(a+ a†) + i(a− a†)

)
q٢ =

ℏ
٢
(
a†٢ + a٢ + aa† + a†a

)
ρ٢

p٢ =
ℏ

٢ρ٢
(
Mρρ̇٢(a٢ + aa† + a†a+ (a†)٢) + ٢iMρρ̇(a٢ − a†٢) + (aa† + a†a− a†٢ − a٢)

)
شده نویسی باز هامیلتونی

⟨s|H(t)|s⟩ = ℏ
۴M

(
(Mρ̇)٢ + (Ω)٢ +

١
ρ٢
)
⟨s|a, a†|s⟩ (٢. ٢١)

هماهنگ نوسانگر زمانی تحول محاسبه ٢. ٢
محاسبه برای می کنیم استفاده (٢. ٧) رابطه از هماهنگ نوسانگر زمانی تحول محاسبه برای

می گیریم مشتق (٢. ٢٠) روابط از  ∂∂t مشتق
∂a†

∂t
|s− ١⟩ a† ∂

∂t
|s− ١⟩ = √

s
∂

∂t
|s⟩ (٢. ١)

داریم ⟨s|√
s

در ضرب با
١√
s
⟨s| ∂a

†

∂t
|s− ١⟩+ ⟨s| a

†
√
s

∂

∂t
|s− ١⟩ = ⟨s| ∂

∂t
|s⟩ (٢. ٢)

داشت خواهیم بالا رابطه با و بگیریم مشتق زمان به نسبت (١۶ .٢) رابطه از اگر
١√
s
⟨s| ∂a

†

∂t
|s− ١⟩+ ⟨s− ١| ∂

∂t
|s− ١⟩ = ⟨s| ∂

∂t
|s⟩ (٢. ٣)

داشت خواهیم a† دادن اثر با
∂a†

∂t
=

١
٢
(
−٢ρ̇
ρ

+ iM(ρρ̈− ρ̇٢)a+ iM(ρρ̈− ρ̇٢)a†
)

(۴ .٢)

این هستند محض موهومی آن اصلی قطر عناصر تمام و است هرمیتی پاد ∂
∂t عملگر می دانیم

|s⟩ دادی قرار طور را پایه حالت و کرد تلقی فاز عنوان رابه محض موهومی اعداد می توان جا
داریم نهایت در پس کرد فرض نسبی فاز را محض موهومی اعداد و گرفت نظر در

⟨s| ∂
∂t

|s⟩ = M

٢ (ρρ̈− ρ̇٢)(s+ ١
٢) (۵ .٢)



١٣ هماهنگ نوسانگر زمانی تحول محاسبه
داشت خواهیم زمانی تحول رابطه در (۶ .٢) با

dαs(t)

dt
=

−١
٢M

(
(ρρ̈− ρ̇٢) + (Mρ̇)٢ + (Ω(t)ρ)٢ +

١
ρ٢
)
(s+

١
٢) =

−١
M

(s+
١
٢)

١
ρ٢ (۶ .٢)

شد محاسبه تابع زمانی تحول پس
αs(t) =

−١
M

(s+
١
٢)

∫ t

٠
١

ρ٢(t′)dt
′ (٢. ٧)





٣ فصل
نوسانگر سیستم لاگرانژی

مقدمه ٣. ١
با است برابر یافته تعمیم مختصات حسب بر هامیلتونی می دانیم

H =
∑

pkq̇k − L (٣. ١)
هستند ترتیب این به هامیلتونی کانونیک معادلات که

ṗk =
∂H

∂q̇k
q̇k =

∂H

∂ṗk
(٣. ٢)

مولفه یک حتما باشد داشته تقارن سیستمی لاگرانژ)چنانچه اویلر نوتر(معادلات قضیه طبق
بود خواهد حرکت ثابت آن

∂L

∂q̇k
− d

dt

(
dL

dq̇k

)
= ٠ ⇒ pi = ٠ (٣. ٣)

∂L
∂q̇k

مشتقات باشد متقارن آن به نسبت عبارتی به یا و باشد مولفه از مستقل لاگرانژی اگر
L به نسبت سیستم می شود باعث ϕ به نسبت تقارن مثال طور به است صفر مولفه آن به نسبت
داریم نوتر تقارن طبق بگیریم نظر در را x′ = R(ν)x مانند دورانی اگر باشد ناورد چرخش تحت
هرمیتی عملگر و هامیلتونی ترتیب این به می ماند ناوردا تبدیلات تحت لاگرانژی و L = L′

. ماند خواهند ناوردا I رزنفیلد لوییس
١۵



نوسانگر سیستم لاگرانژی ١۶

میرا نوسانگر برای لاگرانژی محاسبه ٣. ٢
می کنیم تعریف گونه این را سیستم لاگرانژی

L(q, q̇, t) = f−١(t)W (q, q̇) = f−١( ١
٢ q̇m− ١

٢mω٢q٢) (٣. ١)
داشت خواهیم (٣. ١) در جایگزینی با می کنیم تعریف زیر صورت به خطی تکانه p که

p =
∂L

∂ẋ
= mẋf−١(t) ẋ =

p

m
f−١(t) (٣. ٢)

L(x, ẋ, t) = f−١(t)[m٢ ẋ٢ − mω٢(t)x٢
٢ ] (٣. ٣)

L(x١, x٢, ẋ١, ẋ٢, t) = f−١(t)[m٢ (
˙
x٢١ +

˙
x٢٢)−

mω٢(t)
٢ (x٢١ + x٢٢)] (۴ .٣)

بود خواهد صورت این به سیستم لاگرانژی (٣. ١) در (٣. ٢) رابطه جایگزینی با
p١ =

∂L

∂ẋ١
= f−١(t)mẋ١

p٢ =
∂L

∂ẋ٢
= f−١(t)mẋ٢

(۵ .٣)

می گیریم درنظر بعد دو در برهمکنش بدون نوسانگر دو بعدی دو میرای نوسانگر درمدل
ẍ١ + η(t)ẋ١ + ω٢x١ = ٠
ẍ٢ + η(t)ẋ٢ + ω٢x٢ = ٠ (۶ .٣)

است نوسانگر اولیه فرکانس ω٠ و γ = η میرایی ضریب
ω =

√
ω٢ − γ٢ (٣. ٧)

(۶ .٣) رابطه در و بگیریم نظر در z = x٢ + ix١ صورت این به بعد دو در نوسانگر حرکت
داریم کنیم  جایگذاری

z̈ + η(t)ż + ω٢(t)z = ٠ (٣. ٨)
بود خواهد صورت این به کلاسیکی های جواب z = e−

١٢γt میرا نوسانگر معادله جواب کلی فرم

z(t) =


e−

١٢γt[A١ exp
( ١٢τt

)
+A٢ exp

(
− ١٢τt

)
] τ٢ = γ٢ − ۴ω٢٠ > ٠

e−
١٢γt[A١ sin

( ١٢τt
)
+A٢ cos

( ١٢τt
)
] τ٢ = ۴ω٢٠ − γ٢ > ٠

e−
١٢γt(A١ +A٢) γ٢ = ۴ω٢٠

(٣. ٩)



١٧ میرا نوسانگر برای لاگرانژی محاسبه
داریم (٣. ٩) معادله در ω(t) = ω٠e− ١٢γt گرفتن نظر در با

z(t) = e−
١٢γt[B١J١(

٢ω٠
γ
e−

١٢γt) +B٢Y١(
٢ω٠
γ
e−

١٢γt)] (٣. ١٠)
داریم [۴] مرجع طبق باشند می دوم و اول بسل توابع J١ Y١و که

z(t) = c١ cos
(
ω٠e− ١٢γt

γ

)
− c٢ sin

(
ω٠e− ١٢γt

γ

)
(٣. ١١)

بود خواهد زیر صورت به هامیلتونی (٣. ١) رابطه به توجه با می کنیم محاسبه را هامیلتونی حالا
H =

∑
p١q̇١ − L =

١
٢mω٢q٢f−١(t) + p٢

٢mf−١(t) (٣. ١٢)

H = H١ +H٢ =
f(t)

٢m (p٢١ + p٢٢) + f(t)−١mω٢(t)
٢ (x٢١ + x٢٢) (٣. ١٣)

f(t) = e−γt; f(t) = ١ → ω = ω٠ (١۴ .٣)
این به نیز p و x بین جایی جابه روابط می بریم بهره بعد فصل محاسبات در هامیلتونی این از

می باشد صورت
[xi, xj ] = ٠, [pi, pj ] = ٠ (١۵ .٣)





۴ فصل
برای پویا ناوردای عملگر تعیین

بعدی دو نوسانگر

مقدمه ١ .۴
لوییس روش در می گیریم کمک I پویای ناوردای عملگر از زمانی تحول توصیف برای حال
را مجهول ضرایب سپس می گیریم نظر در مجهول ضرایب با فرضی صورت به را I ابتدا رزفیلد

می یابیم
I(t) = α(t)J+ + β(t)J− + δ(t)J٠ (١ .۴)


J+ = ١٢(x٢١ + x٢٢)
J− = ١٢(p٢١ + p٢٢)
J٠ = ١٢(x١p١ + p١x١ + x٢p٢ + p٢x٢)

(٢ .۴)

بر هامیلتونی [J٠ − J±] = ±٢iJ± و [J+ − J−] = iJ٠ می باشد شکل این به جابه جایی روابط و
با است برابر J− و J+ حسب

H(t) =
f(t)

m
Ĵ− + f−١(t)mω٢(t)Ĵ+ (٣ .۴)

١٩



بعدی دو نوسانگر برای پویا ناوردای عملگر تعیین ٢٠
داریم هایزنبرگ فرمول طبق

dI(t)

dt
=
∂I(t)

∂t
+

١
ih

[I(t),H(t)] = ٠ (۴ .۴)
می گیریم نظر در زیر شکل به را مجهول ضرایب

α̇− ٢f−١mω٢δ = ٠
β̇ +

٢f
m
δ = ٠

δ̇ +
f

m
α− f−١mω٢β = ٠

(۵ .۴)

(۵ .۴) دوم رابطه در جایگذاری با می گیریم نظر در را β(t) = ρ٢(t) واسطه تابع
δ(t) = −mf−١ρρ̂ (۶ .۴)

داریم (۶ .۴) رابطه سوم معادله در جایگذاری با

α(t) =
ν٢
ρ٢ +m٢f−٢ρ̇٢ (٧ .۴)

بود خواهد شکل این به پویا ناوردا نهایی فرم پس

I(t) =
١
٢ [(−mf−١ρ̇x١ − ρp٢(١ + x٢١

ν٢
ρ٢ + (mF ١ρ̇x٢٢ − ρ̂p٢(٢ + x٢٢

ν٢
ρ٢ ] (٨ .۴)

داریم سازی ساده کمی با

ρ̈+ ηρ̇+ ω٢ρ =
ν٢f٢
mρ٣ (٩ .۴)

کنیم حل را زیر مقادیری ویژه معادله باید است امده [۶] مرجع در که ١ می باشد معادله
ÎΦ(x١, x٢, t) = EΦ(x١, x٢, t) (١٠ .۴)

می کنیم استفاده یونیتاری تبدیل از کردن قطری برای

u = exp(− imf
−١ρ̇

٢ρ (x٢١ + x٢٢));utu = uut = I (١١ .۴)

uϕ(x١, x٢, t) = ϕ′(x١,x٢,t) (١٢ .۴)

I ′ = uIu† =
١
٢ [ρ٢(p٢١ + p٢٢) +

k٢
ρ٢ (x٢١ + x٢٢)] (١٣ .۴)

1Ermakov-pinney



٢١ عملگری جبر معرفی

عملگری جبر معرفی ٢ .۴
کنیم تعریف را a† و a باید ١ .۴ معادله جواب طیف یافتن برای

a′١ =
٢√١ν (

ν

ρ
x١ + iρp١)

a′†١ =
٢√١ν (

ν

ρ
x١ − iρp١)

a′٢ =
٢√١ν (

ν

ρ
x١ + iρp٢)

a′†٢ =
٢√١ν (

ν

ρ
x١ − iρp٢)

(١ .۴)

[a′١, a′†١ ] = [a′٢, a′†] = I٢ (٢ .۴)
بگیریم نظر در شکل این به را همدوس ′Φ∣∣∣کت

n١,n٢(t)
〉
=

١√
n١!n٢!

(a′†١ )n١(a′†٢ )n٢ ∣∣Φ′٠,٠(t)
〉 (٣ .۴)

〈
Φ′
n١,n٢(t)

∣∣∣Φ′
n١,n٢(t)

〉
= δn١,m١δm٢,n٢ (۴ .۴)

کنیم تعریف گونه این را پایه حالت می توانیم

ϕ٠,٠(x١, x٢, t) = u†
〈
x١
∣∣ϕ′٠(t)〉 〈x٢

∣∣ϕ′٠(t)〉 = (
ν

πρ٢ )
١٢ exp[(imf−١ ρ̇

ρ
)(
(x٢١ + x٢(٢٢ )] (۵ .۴)

کنیم تعریف این گونه را nام کت (٣ .۴) به توجه با و
ϕn١,n٢(x١, x٢, t) = u†ϕ′n١,n٢(x١, x٢, t) (۶ .۴)

١
ρ
(

ν

٢n١+n٢πn١!n٢!
)

١٢Hn١(x١
√
ν

ρ
)Hn٢(x٢

√
ν

ρ
)exp[(imf−١ ρ̇

ρ
)(
(x٢١ + x٢(٢٢ )] (٧ .۴)

یافت را a† و a می توان a′ و a′† روابط از و می باشند هرمیت جمله چند [۴] طبق H١ و H٢

a†j = u′†a′†j u =
٢√١ν (i

ν

ρ
xj − ρpj +mρ̇f−١xj)

a = u†a′ju =
٢√١ν (i

ν

ρ
xj − ρpj +mρ̇f−١xj) ; J = ١,٢

(٨ .۴)

بود خواهد صورت این به I طیف بنابراین
I(t) = uIu† = ν(a†١a†١ + a†٢a†٢ + i) (٩ .۴)



بعدی دو نوسانگر برای پویا ناوردای عملگر تعیین ٢٢
است صورت این به برنده پایین و بالابرنده های عملگر گذاری اثر ونحوه

a†j |ϕnj(t)⟩ =
√
nj + ١ ∣∣ϕnj+١(t)

〉
a†j |ϕnj(t)⟩ =

√
nj
∣∣ϕnj−١(t)

〉
a†ja

†
j |ϕnj(t)⟩ = nj |ϕnj(t)⟩ ; a†١a١ = n١

(١٠ .۴)

است صورت این به I پویای ناوردای شده قطری ماتریس پس
I(t) |ϕnj(t)⟩ = ν(a†١a†١ + a†٢a†٢ + ١) |ϕnj(t)⟩ (١١ .۴)

گفتیم اول بخش در که طور همان زمانی تحول بررسی برای
i
∂

∂t
ψ(x١, x٢, t) = Hψ(x١, x٢, t) (١٢ .۴)

ψ(x١, x٢, t) = eiθn١,n٢ (t)ϕ′(x١, x٢, t) (١٣ .۴)
می کنیم محاسبه صورت این به را زمانی بخش

θn١,n٢(t) =
∫ t

٠
〈
ϕn١,n٢(t

′)
∣∣ i ∂
∂t′

−H(t′)
∣∣ϕn١,n٢(t

′)
〉 (١۴ .۴)

است پایسته Lz گفتیم که طور همان
Lz = x١p٢ − x٢p١ = i(a†٢a١ − a†١a٢) (١۵ .۴)

بود خواهند این گونه جایی جابه روابط
[Lz, I(t)] = ٠ [Lz,H(t)] = ٠ (١۶ .۴)

پایه های از جا این در فرآیند از و کرد قطری راحتی به نمی توان کتnام زمانی تحول بررسی برای
می گیریم کمک هلیسیتی تکانه

a′± =
٢√١(a′١ ± ia′٢)

a′†± =
٢√١(a′†١ ∓ ia′†٢ )

(١٧ .۴)

[a′±, a
′†
±] = J (١٨ .۴)

می شود تعریف گونه این nام کت برای هلیستی پایه مثلا

∣∣∣Φ′
n+,n−(t)

〉
=

١√
n+!n−!

(a′†+)
n+(a′†−)

n−
∣∣Φ′٠٠(t)

〉 (١٩ .۴)



٢٣ عملگری جبر معرفی

〈
Φ′
n+,n−(t)

∣∣∣Φ′
n+,n−(t)

〉
= δn+m+δm−n− (٢٠ .۴)

تکانه و I ناوردای عملگر توابع ویژه یافتن برای می گیریم نظر در پایه حالت را ϕ٠٠(x+, x−, t)
در x١ = r cosα و x٢ = r cosα که طوری به می گیریم نظر در را قطبی مختصات Lz زاویه

با است برابر کانونی تبدیلات قطبی مختصات دستگاه
p١ = −i(cosα∂r −

sinα

r
∂α)

p٢ = −i(sinα∂r +
cosα

r
∂α)

(٢١ .۴)

مختصات تغییر با روابط
a′± =

١
٢e∓iα[(

ν

ρ
r − ρ∂r)± i

ρ

r
∂α]

a′†± =
١
٢e±iα[(

ν

ρ
r + ρ∂r)∓ i

ρ

r
∂α]

(٢٢ .۴)

می نویسیم موج تابع برای را یونیتاری تبدیل
Φn+,n−(x١, x٢, t) = U †Φ′

n+,n−(x١, x٢, t) (٢٣ .۴)
است امده [۵] مرجع در که جدید مختصات در پویا ناوردای توابع ویژه

Φn+,n−(x١, x٢, t) = (−١)n ν١+ |L|٢
ρ١+|L|√π

√
n!

Γ(n+ ١ + |L|)
r|L|

e
(im ρ̇

ρ
− ν

ρ٢ ) r
٢
٢ L|L|

n (
ν

ρ٢ r٢)eiLα
(٢۴ .۴)

لاگر توابع L|L|
n و می باشد گاما تابع Γ(u) و n = min(n+, n−) = ١٢(n+, n− − |ℓ|) داریم که
at± و a± یکانی تبدیل از قبل مرحله مانند ℓ = n+ − n− و می باشند یافته تعمیم

a± = u†a′±u =
٢√١ν [

(
i
ν

ρ
+mρ̇f−١

)
(x١ ± ix٢)− ρ(p١ ± ip٢)]

a†± = u′†a′†±u =
٢√١ν [

(
i
ν

ρ
+mρ̇f−١

)
(x١ ∓ ix٢)− ρ(p١ ∓ ip٢)]

(٢۵ .۴)

پویا ناوردای
I(t) = ν(a†+a+ + a†−a− + I) (٢۶ .۴)

می شود محاسبه صورت این به Lz و
I(t) = a†−a− − a†+a+) (٢٧ .۴)



بعدی دو نوسانگر برای پویا ناوردای عملگر تعیین ٢۴
است صورت این به زمانی تحول نهایت در پس

H(t) =
١

٢ν (mf−١ρ̇٢ +
fν٢
mp٢ +mω٢f−١ρ٢)(a†+a+ + a†−a− + I)

+(
−mf−١ρ̇

٢ν +
iρ̇٢
ρ

+
fν

٢mρ٢ − mω٢f−١ρ٢
٢ν )a−a+

+(
−mf−١ρ̇

٢ν − iρ̇٢
ρ

+
fν

٢mρ٢ − mω٢f−١ρ٢
٢ν )a†−a

†
+

(٢٨ .۴)

هماهنگ نوسانگر برای داشتی چشم مقادیر محاسبه ٣ .۴
می کنیم محاسبه را Lz و H Iو داشتی چشم مقادیر

En± =
〈
Φn+,n−(t)

∣∣I(t)∣∣Φn+,n−(t)
〉
= ν(n+ + n−١) (١ .۴)

Ln± =
〈
Φn+,n−(t)

∣∣Lz∣∣Φn+,n−(t)
〉
= n−n+ (٢ .۴)

ϵn± =
〈
Φn+,n−(t)

∣∣H(t)
∣∣Φn+,n−(t)

〉
=

١
٢ν (mf ١ ρ̇٢ +

fν٢
mρ٢ +mω٢f−١ρ٢)(n+ + n−١) (٣ .۴)

داریم ها عملگر گذاری اثر نحوه
a†±
∣∣Φn±,n∓(t)

〉
=
√
n± + ١ ∣∣Φn±,n∓(t)

〉
a±
∣∣Φn±,n∓(t)

〉
=

√
n±

∣∣∣Φn±−١,n∓(t)
〉 (۴ .۴)

N = a†±a±

∣∣∣Φn±−١,n∓(t)
〉
= n±

∣∣∣Φn±−١,n∓(t)
〉 (۵ .۴)

داریم فازی رابطه محاسبه برای (۶ .٢) رابطه طبق
d

dt
θn١,n٢(t) =

〈
ϕn+,n−(t)

∣∣i ∂
∂t

−H(t)
∣∣ϕn+,n−(t)

〉
=
〈
ϕn+,n−(t)

∣∣i ∂
∂t

∣∣ϕn+,n−(t)
〉
−
〈
ϕn+,n−(t)

∣∣H(t)
∣∣ϕn+,n−(t)

〉 (۶ .۴)

می گیریم نظر در صورت این به را زمانی تحول
(٧ .۴)〈

ϕn+,n−(t)
∣∣ d
dt

∣∣ϕn+,n−(t)
〉
=

١√
n+!

√
n!

〈
ϕn+n−(t)

∣∣ ∂
∂t

[
(a†+)

n+(a†−)
n−
]
|ϕ٠٠(t)⟩

= ⟨ϕ٠٠(t)| ∂
∂t

|ϕ٠٠(t)⟩+ ١√
n+!

√
n!

〈
ϕn+,n−(t)

∣∣ ∂
∂t

[
(a†+)

n+(a†−)
n−
]
|ϕ٠٠(t)⟩



٢۵ هماهنگ نوسانگر برای داشتی چشم مقادیر محاسبه
است صورت این به اول جمله حاصل

⟨ϕ٠٠(t)| ∂
∂t

|ϕ٠٠(t)⟩ = imf−١
٢ν (ρρ̈+ ρρ̇− ρ̈٢) (٨ .۴)

می کنیم محاسبه صورت این به را [(a†+)n+(a†−)n−
] مقدار و

١
√
n+!

√
n−!

〈
ϕn+n−(t)

∣∣ ∂
∂t

[
(a†+)

n+(a†−)n−
]
|ϕ٠٠(t)⟩

=
imf−١

٢ν
(
ρρ̈+ ρρ̇− ρ̈٢) (n+n−) (٩ .۴)

می کنیم محاسبه شیوه این به را ∂
∂ta

†
− و ∂

∂ta
†
+

∂

∂t
a′†+ =

١
٢ν
[
(mf−١ηρ̇+mf−١ρ̈+ iν

ρ̇

ρ٢ )(x١ − ix٢)− ρ̇(p١ − ip٢)
]

=
imf−١

٢ν
(
ρρ̈+ ηρρ̇− ρ̇٢) a†+ +

[
ρ̇

ρ

imf−١
٢ν (ρρ̈+ ηρρ̇− ρ̇٢)

]
a−

(١٠ .۴)

∂

∂t
a′†− =

١
٢ν
[
(mf−١ηρ̇+mf−١ρ̈+ iν

ρ̇

ρ٢ )(x١ + ix٢)− ρ̇(p١ + ip٢)
]

=
imf−١

٢ν
(
ρρ̈+ ηρρ̇− ρ̇٢) a†− +

[
ρ̇

ρ

imf−١
٢ν (ρρ̈+ ηρρ̇− ρ̇٢)

]
a+

(١١ .۴)

〈
ϕn+,n−(t)

∣∣ ∂
∂t

∣∣ϕn+,n−(t)
〉
=
imf−١

٢ν (ρρ̈+ ηρρ̇− ρ̇٢)(n+ + n−١)
=
imf−١

٢ν (
ν٢f٢
m٢ρ٢ − ω٢ρ٢ − ρ̇٢)(n+ + n−١)

(١٢ .۴)

بود خواهد شکل این به فاز تابع
θn+,n−(t) =

−ν
٢m(n+ + n−١)

∫ t

٠
f ′(t′)

ρ٢(t′) d
(
t′
) (١٣ .۴)

این به زمانی تحول از پس شرودینگر معادله جواب نهایت در است آمده [٧] مرجع در اثبات که
می باشد صورت

Ψn,L(x١, x٢, t) = −١n ν١+ |ℓ|٢
ρ١+|ℓ|√pi

√
n!

Γ٩n+ |ℓ|+ ١r|ℓ|e
(imf−١ ρ̇

ρ
− ν

ρ٢ ) r
٢
٢

L|ℓ|
u (

ν

ρ٢ r٢)eiℓαeiθn,L(t)
(١۴ .۴)

داریم (٣ .۴) رابطه طبق
Em =

m

٢ ˙
x٢
j +

mω٢(t)
٢ x٢

j = f(t)H(t) (١۵ .۴)





۵ فصل
یافته تعمیم همدوس های حالت

یافته تعمیم هایزنبرگ جبر در همدوس حالت ١ .۵
یافته تعمیم هایزنبرگ جبر ١. ١ .۵

میدان مولفه های بین جابه جایی روابط و ٢ عدد عملگر و ١ گام عملگر هایزنبرگ معمولی جبر در
[٨] است صورت این به

(١ .۵)
a١at١ − at١a١ = ١ N = at١a١ a١ = (at١)t [N, a١] = −at١ [N, a١] = a١

ماتریسی درنمایش

a†١ |n⟩ =
√
n+ ١ |n+ ١⟩ a١ |n⟩ =

√
n |n− ١⟩ N |n⟩ = n |n⟩ (٢ .۵)

داریم Kام حالت نمایش در ترتیب همین به

ak = a١
√
N − k + ١k−١ a†k = a†١

√
N − k + ١k−١a†١ (٣ .۵)

1step oprator
2number oprator

٢٧



یافته تعمیم همدوس های حالت ٢٨
داریم نویسی باز را روابط و می کنیم معرفی رو پوانکاره نماد

an = a(a+ ١)(a+ ٢) . . . (a+ n− ١) n ≥ ١
a†k =

√
N − k + ٢k |n+ ١⟩

ak =
√
N − k + ١k |n− ١⟩

N |n⟩ = n |n⟩ n = ٠, ١,٢,٣, . . . , k

(۴ .۵)

رابطه به توجه با و می دهد نتیجه را معمولی هایزنبرگ جبر همان k = ١
است شرح این به جایی جابه ]روابط

ak, a
†
k

]
=k(N − k + ٢)k−١ n = ٠, ١,٢, . . .

[N, a†k] =a
†
k

[N, ak] =− ak

(۵ .۵)

می نویسیم مجدد را ماتریس نمایش و

ak |n⟩


√

(N − k + ١)k |n− ١⟩ n ≥ k

٠ n = ٠, ١,٢, . . . k − ١
(۶ .۵)

a†k |n⟩


√

(N − k + ٢)k |n+ ١⟩ n ≥ k − ١
٠ n = ٠, ١,٢, . . . k − ٢

(٧ .۵)

k − ١ پس کند اثر |٠⟩ , |١⟩ , ∣∣٢〉 , . . . ∣∣k − ٢〉 های حالت روی می تواند فقط عملگر واقع در
تقسیم زیر صورت به را هیلبرت فضای که است این مانند واقع در می کنیم بررسی مجزا را
یعنی است بعد به k − ٢ شامل H

′ فضای H = H٠ ∪H١ ∪H٢ ∪H٣ ∪ . . . HK−٢ ∪H ′ کنیم
تعمیم حالت و (٧ .۵) روابط عملگری جبر مورد در می خواهیم H ′

= |k − ١⟩ , |k⟩ , |k + ١⟩ , . . .
کنند پیروی جابه جایی روابط و جبر این از هایزنبرگ روابط جای به کنیم صحبت kام ]یافته

ak, a
†
k

]
=k(N١ − k + ٢)k−١[

aL, a
†
l

]
=k(N١ − l + ٢)l−١

[N١, a†k] =a†k [N١, a†L] = a†L

[N٢, al] =− al [N٢, ak] = −ak

(٨ .۵)

J٠ =
١
٢(N٢ −N١) £ =

١
٢(N٢ +N١) J+ = a†Lak J− = a†kal

[£, J±] = [£, J٠] = ٠
(٩ .۵)



٢٩ یافته تعمیم هایزنبرگ جبر در همدوس حالت
شرکت جابه جایی در که هستند وابسته هم به و می باشند £ لاگرانژی دارای N٢ N١و نوسانگر
و j٠ عملگر شوینگر روابط طبق که بگیرم نظر در را جدا و مستقل دو و یک ذره دو اگر می کند

بود خواهد صورت این به آمیخته کت روابط C −jو و j+
J٠ |n١, n٢⟩ =

١
٢(n٢ − n١) |n١, n٢⟩

£ |n١, n٢⟩ =
١
٢(n٢ + n١) |n١, n٢⟩

C |n١, n٢⟩ = ٠
j+ |n١, n٢⟩ =

√
(n١ − l + ٢)(n١ − k + ١)k |n١ − ١, n٢ + ١⟩

j− |n١, n٢⟩ =
√

(n١ − k + ٢)(n٢ − l + ١)l |n١ + ١, n٢ − ١⟩

(١٠ .۵)

شرایط این در n١ − n٢ = ٢m و n١ + n٢ = ٢j باشیم داشته n٢ ≥ k − ١ و n١ ≥ k − ١ اگر
داشت خواهیم

J٠ |jm⟩ = m |jm⟩

£ |jm⟩ = j |jm⟩

j+ |jm⟩ =
√
(j +m− l + ٢)l(j −m− k + ١)k |jm+ ١⟩

j− |jm⟩ =
√

(j +m− l + ١)l(j −m− k + ٢)k |jm− ١⟩
−J + L− ١ ≤ m ≥ J − k + ١

(١١ .۵)

صورت این به ها ای جمله چند برای نمایش می رسد مقدار ٢j − (K + ١) + ٣ به ابعاد تعداد
بود خواهد

[J−, J+] = [(l + k)J٠ + (l − k)£+ l − k](£+ J٠)k−١(£− J٠)l−١
[J٠, J±] = ±J±

(١٢ .۵)

بود خواهد l + k − ١ حاصل جمله ای های چند و شده گفته جبر ابعاد

همدوس حالت تشکیل ١. ٢ .۵
اگر اول حالت می دهیم قرار بررسی مورد را k − ١ حالت همدوس حالت جبر نوع سه برای

باشد می شکل این به روابط a†k → Bk و ak → b†k

Bk = a†kF١(C,N) bk = ak F١(C,N) =
N + ٢ − k

C − g(N)
=
N + ٢ − k

aka
†
k

(١٣ .۵)
باشد شرح این به آورنده پایین و بالابرنده عملگرهای روابط اگر دوم حالت

Bk = a†k bk = F٢(C,N)ak

F٢(C,N) =
N + ٢ − k

C − g(N)
=
N + ٢ − k

aka
†
k

(١۴ .۵)



یافته تعمیم همدوس های حالت ٣٠
اگر سوم حالت

Bk = a†k bk = F٢(C,N)ak

F٣(C,N) =

√
N + ٢ − k

C − g(N)
=

√
N + ٢ − k

aka
†
k

(١۵ .۵)

این به ما جابه جایی عملگر می کنیم فرض می کنیم محاسبه را همدوس کت جبر هر برای حال
باشد صورت

D١(z) = ezBk−Z∗ak (١۶ .۵)

bk |z⟩ = z |z⟩ (١٧ .۵)
داشت خواهیم (١۴ .۵) و (١٧ .۵) روابط به توجه با

|z⟩ =
∞∑

n=k−١
cn(z) |n⟩ (١٨ .۵)

|Z⟩ = ck−١
∞∑
n=٠

Zn

(k)n(k − ١)n(٢)n(١)n . . . |n+ k − ١⟩

|Z⟩ = ck−١
∞∑
n=٠

Zn

(k)n(k − ١)n(٢)nn! . . . |n+ k − ١⟩
(١٩ .۵)

⟨z|z⟩ = ١ (۵. ١٩)و رابطه به توجه با بهنجارش ضریب یافتن برای
n→ n− k + ١

|Z⟩ = ck−١
∞∑
n=٠

Z(n−(k−١)
(k)n(k − ١)n(٢)n(١)n . . . |n⟩

|Z⟩ = c٢k−١
∞∑
n=٠

Z٢(n−(k−١))
(k)n(k − ١)n(٢)nn! . . . ⟨n|n⟩ = ١

c−٢
k−١ =

∞∑
n=٠

Z٢(n−(k−١))
(k)n(k − ١)n(٢)nn! · · · =٠ Fk−٢,٣;)١,۴; |z٢|)

(٢٠ .۵)

است گونه این F تابع
١
p

∑١
q
(a١, . . . , ap; b١, . . . , bq; z) =

∞∑
n=٠

(a١)n, . . . , (ap)n
(b١)n, . . . , (bq)n

Zn

n!
(٢١ .۵)

بنویسیم را کاملیت رابطه دارد قرار H́ فضای در که z همدوس حالت
١
π

∫
|z⟩µ(|z|٢) ⟨z| d٢z = I (٢٢ .۵)



٣١ یافته تعمیم هایزنبرگ جبر در همدوس حالت
داریم (٢٢ .۵) و (٢٠ .۵) از استفاده با

∑ Z٢n
(n!)(k)n(k − ١)n . . . (٢)n |n⟩⟨n|

∫ ∞

٠ c٢k−١µ(x)xnd = ١ (٢٣ .۵)

می باشد وزن تابع µ(|z|٢) که است امده [٨] مرجع در (٢٣ .۵) محاسبه نحوه x = z٢ اینجا در

µ(x =)
c−٢
k−٢!١١! . . . (k − ١)!Gk+١,١٢,k+٠)٢, k;٢,٣,۴, k٠|x) (٢۴ .۵)

Gm,np,q (a١, . . . , an+! . . . , ap; b١, . . . , bn+١ . . . , bq;x) (٢۵ .۵)
دارد نام G−maeijer توابع ∫این ∞

٠ xsGm,np,q (a١, . . . , an+! . . . , ap; b١, . . . , bn+١ . . . , bq; z)

=

∏m
j=١ Γ(bj + s+ ١)∏n

j=١ Γ(−aj − s)∏p
j=m+١ Γ(−bj − s)

∏q
j=n+١ Γ(aj + s+ ١)

(٢۶ .۵)

بگیریم نظر در شکل این به را به جایی جا عملگر اگر دوم: حالت
D٢(z) = eza

†
k−Z

∗bk

bk |z⟩ = z |z⟩

|z⟩ =
∞∑

n=k−١
cn(z) |n⟩

(٢٧ .۵)

(٣ .۵) رابطه طبق
(٢٨ .۵)

|Z⟩ = ck−١
∞∑
n=٠

√
(n+ k − ١)n(n+ k − ١ + ١)n(n+ k − ١ + ٢) . . .n (١)

n!
|n+ k − ١⟩

حالت ، حالت کت این بنابراین نیست شدن نرمال قابل و نمی شود همگرا سری نوع این
باشد نمی همدوس

می کنیم تعریف اینگونه را جابه جایی عملگر دفورم جبر سوم نوع سوم: حالت
D٣(z) = ezb

†
k−Z

∗bk

bk |z⟩ = z |z⟩

|z⟩ =
∞∑

n=k−١
cn(z) |n⟩

(٢٩ .۵)



یافته تعمیم همدوس های حالت ٣٢
بود خواهد گونه این ما همدوس حالت (١۵ .۵) طبق

|Z⟩ = ck−١
∞∑
n=٠

√
(k)k−١(k + ١)k−١(k + ٢)k−١

√
n!
√
(k)k

√
(k + ١)k√(k + ٢)k z

n |n+ k − ١⟩

|Z⟩ = ck−١
∞∑
n=٠

١√
n!
zn |n+ k − ١⟩

(٣٠ .۵)

رابطه مانند پس می باشد ساده هماهنگ نوسانگر برای همدوس حالت مشابه بسیار حالت این
داریم بهنجارش ضریب محاسبه با است برقرار آن برای کاملیت

c−٢
k−١z = e|z|

٢ (٣١ .۵)

کلاسیکی غیر خواص ١. ٣ .۵
درمورد جا این در باشد کلاسیکی غیر یا کلاسیکی خواص )می تواند بررسی مورد (میدان خواص
پیروی پواسون توزیع از ما همدوس حالت چنانچه کنیم صحبت همدوس حالت آماری خواص
پیروی پواسون توزیع از اول نوع جبر با همدوس حالت است نزدیکتر کلاسیکی خواص به کند
همدوس حالت نام به منجر سوم مورد در نمی دهد رخ همدوسی حالت دوم مورد در می کند
بهره فوتونی عدد توزیع احتمال از فوتون ها خواص بررسی در می شود ١ گلوبر ناجایگزیده

می گیریم

P (n) = | ⟨n+ k − ١|z⟩ |٢ = c−٢
k−١

(z٢)n
(١)n(٢)n . . . (k − ١)n (٣٢ .۵)

می د  هیم قرار بررسی مورد را می دهد نشان را پواسون توزییع از خروج میزان مندل پرامتر
می کنیم شمارش به شروع k − ١ حالت از ها فوتون آمار شمارش برای

Q =

〈
N٢〉− ⟨N⟩٢

⟨N⟩
− ١ (٣٣ .۵)

می کنیم محاسبه را داشتی مقدارچشم اول مورد در Q = ٠ ، Q− ، Q+

⟨z|N |z⟩ = |c−٢
k−١|

∞∑
n=٠

(n+ k − ١)|z|٢n
(n!)(٢)n(٣)n . . . (k)n (٣۴ .۵)

⟨z|N |z⟩ = |z|٢
k!

٠Fk−٣;)١,۴, , . . . ,K + ١, ||z|٢)
٠Fk−٢,٣;)١,۴, , . . . ,K||z|٢) + k + ١ (٣۵ .۵)

1displace Glauber



٣٣ یافته تعمیم فرد و زوج همدوس حالت

⟨z|N٢|z⟩ = |c−٢
k−١|

∞∑
n=٠

(n+ k − ٢(١|z|٢n
(n!)(٢)n(٣)n . . . (k)n (٣۶ .۵)

⟨z|N |z⟩ = |z|۴
k!(k + ١)!

٠Fk−١(;۴,۵, , . . . ,K + ٢, ||z|٢)
٠Fk−٢,٣;)١,۴, , . . . ,K||z|٢)

+
(٢k − ١)|z|٢

k!
٠Fk−١(;۴,۵, , . . . ,K + ٢, ||z|٢)

٠Fk−٢,٣;)١,۴, , . . . ,K||z|٢) + (k − ٢(١
(٣٧ .۵)

داریم پوانکاره نماد در
(a)n+١ = a(a+ ١)n (٣٨ .۵)

بود خواهد صورت این به کوچک های |z| در مندل پارامتر
Q =

١
k!
|z|٢ − ١ (٣٩ .۵)

یافته تعمیم فرد و زوج همدوس حالت ٢ .۵
اختلاف دارای حالت این بگیریم نظر رادر |−z⟩ = |z|eiϕ+π و  |z⟩ = |z|eiϕ همدوس حالت اگر
حالت شوند ترکیب متقارن صورت به حالت دو این اگر گفت می توان است یکسان دامنه و π فاز
در است فرد، همدوس حالت باشد متقارن پاد ترکیب چنانچه می دهند تشکیل زوج همدوس
و |z⟩ اگر کنیم بررسی را یافته تعمیم فرد یا و زوج همدوس های حالت می خواهیم بخش این
گونه این را فرد و زوج حالتهای برهمنهی بگیریم نظر در µ متفاوت دامنه با را |−z⟩ = |z|eiϕ+π

می کنیم تعریف
|z⟩+ = N+

(
|z⟩+ µ(|z|, θ)

∣∣∣zeiθ〉)
|z⟩− = N−

(
|z⟩ − µ(|z|, θ)

∣∣∣zeiθ〉) (١ .۵)

نرمالیزاسیون ±Nمقدار می نامیم یافته تعمیم شده جفت همدوس حالت |z⟩± همدوس  حالت پس
حالت در روابط به توجه با نیستند متعامد الزاما |−z⟩ = |z|eiϕ و |z⟩ البته ٠ < θ < π و است
این در |z⟩+ و |z⟩− و است µ = ١ و θ = π خاص حالت در و دارد وجود |z⟩− ، θ = ٠ خاص

داریم و هستند متعامد حالت
(٢ .۵)

+ ⟨z|z⟩− = N+N−

[١ − |µ|٢ + µ∗e|z
٢|(eiθ−١)] = ٠ ;

〈
zeiθ

∣∣∣zeiθ〉 = exp
(
|z|٢(eiθ−θ′ − ١))

داریم (١ .۵) از بود خواهد یک برابر θ = π در که µ = e−i|Z|
٢ sin θ µ مقدار بنابراین

|z⟩± = N±

(
|z⟩ ± e−i|Z|

٢ sin θ
∣∣∣zeiθ〉) (٣ .۵)



یافته تعمیم همدوس های حالت ٣۴
داد نمایش فرم این به توان می  یا

|z⟩± = N±

∞∑
٠
e
−
|z٢|
٢ zn

(١ ± ei(nθ−|Z|٢ sin θ)
)

√
n!

|n⟩ (۴ .۵)

با است برابر نرمالیزاسیون مقدار که
N± =

١
١)٢ ± e|Z|٢(cos θ−١)) (۵ .۵)
می کنیم بیان گونه این را فنا و خلق های عملگر اثر

a |z⟩+ = z

(١ + eiθ

٢
)
|z+⟩+ z

(١ − eiθ

٢
)√١ − e|z|٢(cos θ−١)

١ + e|z|٢(cos θ−١) |z−⟩

a |z⟩− = z

(١ + eiθ

٢
)
|z−⟩+ z

(١ − eiθ

٢
)√١ + e|z|٢(cos θ−١)

١ − e|z|٢(cos θ−١) |z+⟩
(۶ .۵)

انگاه ٠ < θ < π اگر می شود تبدیل |z⟩± → |z⟩∓ باشد θ = π چنانچه شده گفته خاص حالت در
نوشت می توان بالا طبق a٢ عملگر برای |z⟩± → |z⟩±

a٢ |z⟩+ = z٢
(١ + e٢iθ

٢
)
|z+⟩+ z٢

(١ − e٢iθ
٢

)√١ − e|z|٢(cos θ−١)
١ + e|z|٢(cos θ−١) |z−⟩

a٢ |z⟩− = z٢
(١ + e٢iθ

٢
)
|z−⟩+ z٢

(١ − e٢iθ
٢

)√١ + e|z|٢(cos θ−١)
١ − e|z|٢(cos θ−١) |z+⟩

(٧ .۵)

است صورت این به یافته تعمیم همدوس حالت برای a٢ و a† و a برای داشتی چشم مقادیر
⟨z±|a٢|z∓⟩ = z١)٢ + e٢iθ

٢ ) (٨ .۵)

⟨z±|(a†)٢|z±⟩ = z̄١)٢ + e−٢iθ
٢ ) (٩ .۵)

⟨z∓|a٢|z±⟩ = z١)٢ − eiθ

٢ )

√١ ∓ e|z|٢(cos θ−١)
١ ± e|z|٢(cos θ−١) (١٠ .۵)

⟨z∓|(a†)٢|z±⟩ = z̄١)٢ − e−٢iθ
٢ )

√١ ± e|z|٢(cos θ−١)
١ ∓ e|z|٢(cos θ−١) (١١ .۵)

ظاهر یافته تعمیم شده جفت همدوس حالت در فوتون n تعداد اینکه احتمال ها فوتون آمار
حالت از تعداد چه می کند بیان فوتون ها آمار واقع در می کنیم بررسی ها فوتون آمار با را شوند

می باشند فرد همدوس های حالت از تعداد چه و زوج همدوس های

P±
n =

∣∣⟨n|z⟩±∣∣٢ =
|z|٢e−|z|٢

n!

١ ± cos
(
nθ − |z|٢ sin θ

)
١ ± e|z|٢cos(θ−١)

 (١٢ .۵)



٣۵ یافته تعمیم فرد و زوج همدوس حالت
مختلف های nبرایp+n مقادیر :١ .۵ جدول

θ = π θ = ۵π۶ θ = ٢π٣ θ = π٢ θ = π٣ θ = π۶ معمولی همدوس حالت n

٠٢۶۵٨ ٠٫٢٠٣۶ ٠٫١٠٨٢ ٠٫۶٩۶ ٠٫٠٨٣١ ٠٫١١٨١ ٠٫١٣۵٣ ٠
٠ ٠٫٢۵١٩ ٠٫۴٩٨٩ ٠٫۴۵۵٢ ٠٫٣۵١١ ٠٫٢٨٩۶ ٠٫٢٧٠٧ ١

٠٫۵٣١۶ ٠٫١۴٣١ ٠٫٠۵٨١ ٠٫٣٣٧۶ ٠٫٣٨٢٩ ٠٫٣٠۶۵ ٠٫٢٧٠٧ ٢
٠ ٠٫٣٢۴۵ ٠٫١۴۴٣ ٠٫٠١۴۴ ٠٫١۵٣١ ٠٫١٨٨٣ ٠٫١٨٠۴ ٣

٠٫١٧٧٢ ٠٫٠٠٠١ ٠٫١۶۶٣ ٠٫٠۴۶۴ ٠٫٠١۴٩ ٠٫٠٧۴۶ ٠٫٠٩٠٢ ۴
٠ ٠٫٠۶۶۶ ٠٫٠٠٧٨ ٠٫٠۶٠٧ ٠٫٠٠١٧ ٠٫٠١٩۵ ٠٫٠٣۶١ ۵

٠٫٠٢٣۶ ٠٫٠٠۵۴ ٠٫٠٠٩۶ ٠٫٠١۵٠ ٠٫٠٠٧۴ ٠٫٠٠٣١ ٠٫٠١٢٠ ۶
٠ ٠٫٠٠٣۵ ٠٫٠٠۶٣ ٠٫٠٠٠٣ ٠٫٠٠۴۵ ٠٫٠٠٠٢ ٠٫٠٠٣۴ ٧

٠٫٠٠١٧ ٠٫٠٠١٢ ٠٫٠٠٢ ٠٫٠٠٠۴ ٠٫٠٠١٢ ٠٫٠٠٠٠ ٠٫٠٠٠٠٩ ٨

مختلف های nبرایp−n مقادیر :٢ .۵ جدول
θ = π θ = ۵π۶ θ = ٢π٣ θ = π٢ θ = π٣ θ = π۶ معمولی همدوس حالت n

٠ ٠٫٠۶٣٧ ٠٫١۶۵٣ ٠٫٢٢١٧ ٠٫٢۴٨۵ ٠٫٢۶۴٧ ٠٫١٣۵٣ ٠
٠٫۵۵١۴ ٠٫٢٩٠۴ ٠٫٠١٨۵ ٠٫٠٢٨۴ ٠٫٠٩۶۶ ٠٫١٢٨٢ ٠٫٢٧٠٧ ١

٠ ٠٫۴٠۴۵ ٠٫۵٠۵۵ ٠٫١٨٢٨ ٠٫٠٢٧٨ ٠٫٠٠١٣ ٠٫٢٧٠٧ ٢
٠٫٣۶٧۶ ٠٫٠٢٩٣ ٠٫٢٢٠۴ ٠٫٣٩٨۵ ٠٫٢٣٩۶ ٠٫١٢١٧ ٠٫١٨٠۴ ٣

٠ ٠٫١٨٨۴ ٠٫٠٠۶٢ ٠٫١۴٧٨ ٠٫٢۵٣٣ ٠٫٢٠٧٨ ٠٫٠٩٠٢ ۴
٠٫٠٧٣۵ ٠٫٠٠۴١ ٠٫٠۶٧۴ ٠٫٠٠٣٨ ٠٫١١٠۵ ٠٫١۶٠٨ ٠٫٠٣۶١ ۵

٠ ٠٫٠١٩٠ ٠٫٠١۴٧ ٠٫٠٠٨۶ ٠٫٠٢٢١ ٠٫٠٧٨٨ ٠٫٠١٢٠ ۶
٠٫٠٠٧٠ ٠٫٠٠٣۴ ٠٫٠٠٠٢ ٠٫٠٠٧۶ ٠٫٠٠١٢ ٠٫٠٢٧۶ ٠٫٠٠٣۴ ٧

٠ ٠٫٠٠٠۵ ٠٫٠٠١۶ ٠٫٠٠١۴ ٠٫٠٠٠١ ٠٫٠٠٧٣ ٠٫٠٠٠٠٩ ٨

برای را |z|٢ = ٢ در Pn مقادیر ١ .۵ جدول داریم زوج همدوس حالت های برای θ = π اگر
٢ .۵ جدول داریم فرد همدوس حالت های برای و می دهد نمایش را معمولی همدوس حالت

می دهد نمایش را معمولی همدوس حالت برای را |z|٢ = ٢ در Pn مقادیر

P en =
٢|z|٢ne−|z|٢

n!(١ + e−٢|z|٢) (١٣ .۵)



یافته تعمیم همدوس های حالت ٣۶
داریم فرد همدوس های حالت برای

P on =
٢|z|٢ne−|z|٢

n!(١ − e−٢|z|٢) (١۴ .۵)

[٩] می آید بدست صورت این به فرد و زوج همدوس توابع برای مندل پارامتر

Q± =

〈
N٢〉

±
− ⟨N⟩٢±

⟨N⟩±
− ١ =

⟨N(N − ١)±⟩
⟨N⟩±

− ⟨N⟩± (١۵ .۵)

N± = ⟨z|N |z⟩± (١۶ .۵)

|z⟩± = N±

∞∑
٠
e−

|z٢|٢
zn
(١ ± ei(nθ−|z|٢ sin θ)

)
√
n!

|n⟩

N٢
± =

١
١√٢ ± e|z|٢(cos θ−١)

(١٧ .۵)

سالیس جبر براساس یافته شکل تغییر همدوس حالت ٣ .۵
یافته شکل تغییر نمایی تابع اساس بر یافته شکل تغییر یا دفورم جبربوزونی معرفی به ابتدا
یافته شکل تغییر همدوس حالت بررسی به فرمالیزم این با سپس می پردازیم جبرسالیس در
های حالت از نوع این کلاسیکی غیر خواص و یافته شکل تغییر فرد و زوج همدوس حالت و
f(n) = a†a باشد گونه این ما ١ ( یافته شکل تغییر ) دفورم ساختار اگر می پردازیم همدوس

]درواقع
a, a†

]
= ϕ(N) [N, a] = −a [N, a†] = a†

a†a = N = f(n) aa† = F (N + ١)
(١ .۵)

می شود ظاهر متفاوتی یافته شکل تغییر جبر f(n) یافته شکل تغییر ساختار تعریف به بسته
f(n) = برای یا بود خواهد معمولی یافته شکل تغییر جبر نتیجه f(n) = N = a†a اگر مثلا
تغییر جبر و f(N) = qN−q−N

q−q−١ می دهد نتیجه را یافته شکل تغییر متقارن جبر N = NqN−١
و f(N) تعمیم از می توان دفورم جبر تعمیم برای می دهد نتیجه را ٢ دانکوف تام یافته شکل

کرد استفاده آن مشتقات
a := DF

x a† := x f(N) := x
∂

∂x
= x∂x (٢ .۵)

DF
x x

n = F (N)xn−١ (٣ .۵)
1deformation map
2Tomm Dancoff



٣٧ سالیس جبر براساس یافته شکل تغییر همدوس حالت
می کنیم معرفی گونه این نیز را دفورم نمایی تابع

eF (x) =

∞∑
٠

xN

F (n)!
(۴ .۵)

باشد متفاوت f(N) ساختاردفورم تابع چنانچه اما می دهد نتیجه را متداول نمایی تابع همان که
بارسالیس اولین بود خواهد آن با متناسب یافته شکل تغییر نمایی تابع f(N) = qN−١

q−١ مثلا
کاربرد به آنتروپی برای را یافته شکل تغییر نمایی تابع

eq(x) = (١ + qx)

١
q (۵ .۵)

را دفورم آنتروپی و یافته شکل تغییر و دفورم بولتزمن فاکتور یافته تعمیم نمایی تابع این با و
کرد استفاده دفورم آنتروپی بیان برای گیری مشتق این با را کرد معرفی

شکل تغییر نمایی تابع براساس یافته شکل جبرتغییر تعریف ٣. ١ .۵
یافته

است صورت این به تسالیس جبر در یافته شکل تغییر نمایی تابع بسط می دانیم
eq(x) =

∑ xN

[n]q!
(۶ .۵)

ام q حالت باشد چه رفتار الگوی و ساختار که این و کردیم صحبت دفورم ساختار تابع از
داریم بنابراین می نامیم نامبر q را

f(N) = [x]q =
n

١ − q(n− ١) (٧ .۵)
داریم …باشد و سه و دو و یک n عدد اگر مثال طور به

[٠]q = ٠
[١]q = ١
[٢]q = ٢

١ − q

[٣]q = ٣
١ − ٢q

...
[n]q =

N

١ − q(N − ١) = f(N) = ata

داریم فنا و خلق های عملگر برای ماتریسی عملگر طبق N |n⟩ = n |n⟩ که می دانیم
a |n⟩ =

√
[n]q |n− ١⟩ a† |n⟩ =

√
[n+ ١]q |n+ ١⟩ (٨ .۵)



یافته تعمیم همدوس های حالت ٣٨
داریم حالت امین n برای می گیریم درنظر |٠⟩ = ٠ را پایه کت

|n⟩ = (a†)n

[n]q!
|٠⟩

q ≤ اگر٠ باشد منفی یا مثبت می تواند q مقادیر می شود فر ض مثبت F (N)

[n]q =
N

١ − |q|(N − ١) (٩ .۵)

مشتقات با بنابراین n = ٠, ١,٢,٣, . . . و می شود فرض مثبت f(N) ١ احتمال که این به توجه با
بود خواهد اینگونه ما یافته شکل تغییر جبر کارداریم و سر بی نهایت ابعاد

[
a, a†

]
=

N + ١
١ − qN

− N

١ − q(N − ١) (١٠ .۵)
اگر

q > ٠
[n]q =

N

١ − q(N − ١) (١١ .۵)

می دهیم نمایش p با را q از بزرگتر حالتهای است مثبت n ≤ ١ + ١
q شرط این با f(N) احتمال

زیر براکت رابطه از را مجاز pهای مقدار n = ٠, ١,٢,٣, . . . q . . . p است صورت این به n مقدار و
می کنیم محاسبه

p =


[١
q

] ١
qصحیح عدد ]برای ١

q+١
] صحیح ١غیر

q برای
(١٢ .۵)

نداریم بالاتری pکت از چون at |p⟩ = ٠ برای
[
a, a†

]
=

N + ١
١ − qN

− N

١ − q(N − ١)
p+ ١
١ − qp

|p⟩⟨p| (١٣ .۵)

یافته تغییرشکل همدوس حالت تشکیل یافته تعمیم ٣. ٢ .۵
همدوس حالت a |z⟩ = z |z⟩ فناست عملگر های حالت ویژه همدوس حالت های تعریف از یکی
نرمال همدوس حالت q ≤ ٠ اگر می کنیم بررسی یافته شکل تغییر جبر با را یافته شکل تغییر

است: صورت این به جا این در شده

|z⟩ = ١√
eq(x)

∞∑
n=٠

zn√
[n]q!

|n⟩ x = z٢ ٠ ≤ x ≤ ١
|q|

(١۴ .۵)
1postive definite



٣٩ سالیس جبر براساس یافته شکل تغییر همدوس حالت
بود خواهد p تا حدود فقط است همان همدوس کت تعریف مشابه طور به q > ٠ اگر

|z, p⟩ = cp

∞∑
n=٠

zn√
[n]q!

|n⟩ x = z٢ ٠ ≤ x <∞

cp =
١√
ep(x)

ep(x) =
∑ xn

[n]q!

(١۵ .۵)

داریم حالت این روی فنا عملگر اثر
|z, p⟩ = z

cP
cp−١

|z, p− ١⟩ (١۶ .۵)
: داریم p = ١

q خاص حالت در
ep(x) = (١ +

١
p
x)p

یافته شکل تغییر همدوس های حالت کلاسیکی غیر ۵. ٣. ٣ خواص

توزیع تابع
شدن یافت احتمال را تابع این می توان کنیم محاسبه را (pn)فوتونی توزیع تابع می خواهیم
دارند نوسان هماهنگ نوسانگر پتانسیل با که فوتون ها دسته یک در همدوس های فوتون

کرد بیان

q ≤ اگر٠
با است برابر همدوس حالت در فوتون n یافتن احتمال

Pn = | ⟨n|z⟩ |٢ =

(
zn√

[n]q!e(x)q
⟨n|n⟩

)٢
=

xn

[n]q!e(x)q

n = ٠, ١,٢,٣, . . .
(١٧ .۵)

و x = می کنیم ٢ مشاهده مختلف n های حسب بر را Pn فوتونی توزیع تابع ١ .۵ شکل در
است شده  داده نشان آبی با q = و٠٫٢− قهوه ای با q = −٠٫١ و صورتی با q = ٠

q > اگر٠
با است برابر همدوس حالت در فوتون n یافتن احتمال

Pn = | ⟨n|z, p⟩ |٢ =
xn

[n]q!e(x)p

n = ٠, ١,٢,٣, . . . , p
(١٨ .۵)

q = ٠ و x = می کنیم ٢ مشاهده nمختلف های حسب بر Pnرا فوتونی توزیع تابع ٢ .۵ شکل در
است شده  داده نشان آبی )با p = ۵ (همان یا q = و٠٫٢ قهوه ای با q = ٠٫١ و صورتی با



یافته تعمیم همدوس های حالت ۴٠

q ≤ ٠ برای n برحسب Pnرسم :١ .۵ شکل

q > ٠ برای n برحسب Pnرسم :٢ .۵ شکل

پواسونی ساختارهای
پارمتر نام به کمیتی از می کنند پیروی پواسون توزیع از که هایی پدیده آماری های بررسی در
یا مثبت مقادیر که می کند بیان را پواسون توزیع از خروج میزان که می شود استفاده مندل

با است Q برابر باشد داشته منفی

Q =

〈
N٢〉− ⟨N⟩٢

⟨N⟩
− ١ =

⟨N(N − ١)⟩
⟨N⟩

− ⟨N⟩ (١٩ .۵)

q ≤ اگر٠

⟨A⟩ = ⟨z|A|z⟩ (٢٠ .۵)

⟨N(N − ١)⟩ = (١ − q)x٢
(١ + qx)٢ (٢١ .۵)

⟨z|N |z⟩ = x

١ + qx
(٢٢ .۵)



۴١ سالیس جبر براساس یافته شکل تغییر همدوس حالت
داریم (٢١ .۵)(١٩ .۵)(١٨ .۵) روابط به توجه با

Q =

〈
N٢〉− ⟨N⟩٢
⟨N⟩ − ١ =

|q|x
١ + qx

≥ ٠ (٢٣ .۵)

و صورتی با q = −٠٫١ می دهد نشان x مختلف مقادیر حسب رابر مندل پارامتر ٣ .۵ شکل
q > ٠ اگر است شده  داده نشان آبی با q = −٠٫۵ و قهوه ای با q = −٠٫٢

q ≤ ٠ برای x برحسب Qرسم :٣ .۵ شکل

می آید صورت بدست این به مندل پارامتر و

Qp =

〈
N٢〉

p
− ⟨N⟩٢p

⟨N⟩p
− ١

⟨A⟩p = ⟨z, p|A|z, p⟩

(٢۴ .۵)

⟨N(N − ١)⟩p = ١
ep(x)

x∂x(x∂x − ١)ep(x) (٢۵ .۵)

⟨N⟩p =
١

ep(x)
x∂xep(x) (٢۶ .۵)

q = ٠٫٢ و صورتی با q = ٠٫١ می دهد نشان xمختلف مقادیر حسب رابر مندل پارامتر ۴ .۵ شکل
است شده  داده نشان آبی با q = ٠٫۵ و باقهوه ای

بانچینگ آنتی و بانچینگ اثر
می کنیم استفاده دوم مرتبه همبستگی تابع از ١ بانچینگ آنتی و بانچینگ تاثیرات بررسی برای

که صورت این به

g(٠)٢ =
〈
(a†)٢a٢〉
⟨a†a⟩٢

(٢٧ .۵)
1bunching and unti- bunching



یافته تعمیم همدوس های حالت ۴٢

q > ٠ برای x برحسب Qرسم :۴ .۵ شکل

q ≤ اگر٠
است معمولی همدوس تابع همان که g(٠)٢ = ٠ همدوس حالت برای

q > اگر٠
دوم مرتبه همدوسی تابع شرط این با

g٢
p (٠) =

〈
(a†)٢a٢〉

p

⟨a†a⟩٢p
(٢٨ .۵)

داریم یافته شکل تغییر همدوس حالت برای

g٢
p (٠) = ep(x)ep−٢(x)

(ep−١(x))٢
(٢٩ .۵)

یافته تغییرشکل فرد و زوج همدوس حالت های یافته تعمیم ۴ .٣ .۵

می کنیم بحث یافته شکل تغییر فرد و زوج همدوس حالت های خواص درمورد بخش این در
q ≤ اگر٠

می کنیم تعریف صورت این به را فرد و زوج همدوس های حالت گفتیم

|z⟩± = c±(|z⟩ ± |z⟩) (٣٠ .۵)

بود خواهد این گونه ترتیب به کدام هر برای بهنجارش

c−٢
+ =

۴
e(x)q

cosh(x)q c−٢
− =

۴
e(x)q

sinh(x)q

coshq(x) =
١
٢(e(x)q + e(x)q) sinhq(x) =

١
٢(e(x)q − e(x)q)

(٣١ .۵)



۴٣ سالیس جبر براساس یافته شکل تغییر همدوس حالت
فرد و زوج همدوس های حالت بنابراین ⟨z|−z⟩ =

e(−x)q
e(x)q

که کردیم استفاده رابطه این از
بود خواهد صورت این به همدوس

|z⟩+ =
١

٢√coshq(x)

∞∑
n=٠

(١ + (١)n) zn√
[n]q!

|n⟩

|z⟩− =
١

٢√sinhq(x)

∞∑
n=٠

(١ − (١)n) zn√
[n]q!

|n⟩
(٣٢ .۵)

q > اگر٠

|z, p⟩± = c±(|z, p⟩ ± |−z, p⟩) (٣٣ .۵)
بود خواهد ترتیب به کدام هر برای نرمالیزاسیون و ⟨z, p|−z, p⟩ = e(−x)p

e(x)q
داخلی ضرب

c−٢
+ =

۴
e(x)p

cosh(x)p c−٢
− =

۴
e(x)p

sinh(x)p

coshp(x) =
١
٢(e(x)p + e(x)p) sinhp(x) =

١
٢(e(x)p − e(x)p)

(٣۴ .۵)

بود خواهد گونه این یافته تغییرشکل فرد و زوج همدوس حالت های بنابراین
|z, p⟩+ =

١
٢√coshp(x)

∞∑
n=٠

(١ + (١)n) zn√
[n]q!

|n⟩

|z, p⟩− =
١

٢√sinhp(x)

∞∑
n=٠

(١ − (١)n) zn√
[n]q!

|n⟩
(٣۵ .۵)

یافته تغییرشکل فرد و زوج همدوس حالت های فوتونی توزیع تابع
q ≤ اگر٠ است صورت این به وفرد زوج دفورم همدوس حالت در فوتون n یافتن احتمال

Pn,+ = | ⟨n|z⟩+ |٢ =


(coshq(x))

−١ x٢k
[٢k]q ! (n = ٢k)

٠ (n = ٢k + ١)
(٣۶ .۵)

Pn,− = | ⟨n|z⟩− |٢ =


٠ (n = ٢k + ١)
(sinhq(x))

−١ x٢k+١
[٢k+١]q ! (n = ٢k)

(٣٧ .۵)

تابع یافتن احتمال که می دهد نشان یافته شکل تغییر همدوس حالت برای فوتونی توزیع تابع
صفر به زوج فوتونی تابع یافتن احتمال تابع مشابه طور وبه می کند میل صفر به فرد فوتونی
را فوتونی توزیع تابع Pn,+ شکل ۵ .۵ در است نوسانی بشدت توزیع تابع بنابراین می کند میل
و قهوه ای با q = ٠٫١ و صورتی با q = ٠ و x = می کنیم ٢ مشاهده مختلف n های حسب بر



یافته تعمیم همدوس های حالت ۴۴

q ≤ ٠ برای x برحسب Pnرسم :۵ .۵ شکل

۶ .۵ شکل در و است شده  داده نشان قرمز با q = ٠٫۴ و خاکستری با q = ٠٫٣ و آبی با q = ٠٫٢
صورتی با q = ٠ و x = می کنیم ٢ مشاهده مختلف n های حسب بر را فوتونی توزیع تابع Pn,−
نشان قرمز با q = −٠٫۴ و خاکستری با q = −٠٫٣ و آبی با q = −٠٫٢ و باقهوه ای q = −٠٫١ و

است شده  داده

q > ٠ برای x برحسب Pnرسم :۶ .۵ شکل

q > اگر٠
است صورت این به فرد و زوج یافته تغییرشکل همدوس حالت در فوتون n یافتن احتمال

Pn,+,p = | ⟨n|z, p⟩+ |٢ =


(coshp(x))

−١ x٢k
[٢k]q ! (n = ٢k)

٠ (n = ٢k + ١)
(٣٨ .۵)

Pn,−,p = | ⟨n|z, p⟩− |٢ =


٠ (n = ٢k + ١)
(sinhp(x))

−١ x٢k+١
[٢k+١]q ! (n = ٢k)

(٣٩ .۵)

و x = می کنیم ٢ مشاهده مختلف n های حسب بر را فوتونی توزیع تابع Pn,+ شکل ٧ .۵ در
است شده  داده نشان قهوه ای با q = ٠٫١ و صورتی با q = ٠

x = می کنیم ٢ مشاهده مختلف n های حسب بر را Pn,− فوتونی توزیع تابع ٨ .۵ شکل در و
است شده  داده نشان قهوه ای با q = ٠٫١ و صورتی با q = ٠ و



۴۵ سالیس جبر براساس یافته شکل تغییر همدوس حالت

q ≤ ٠ برای x برحسب Pnرسم :٧ .۵ شکل

q > ٠ برای x برحسب Pnرسم :٨ .۵ شکل

تعمیم فرد و زوج همدوس حالت برای کلاسیکی غیر خواص ۵ .٣ .۵
یافته

پواسونی فرا و فرو های ساختار
q ≤ اگر٠ می شود تعریف صورت این به که دارد بستگی q یا p به مندل پارامتر

Q± =

〈
N٢〉

±
− ⟨N⟩٢±

⟨N⟩±
− ١ , ⟨A⟩± = ±⟨z|A|z⟩± (۴٠ .۵)

بود خواهد صورت این به داشتی چشم مقدار یافته تعمیم فرد و زوج همدوس حالت های برای

⟨N⟩p =
x

١ ± µ(x)
(

١
١ + qx

± µ

١ − qx
) (۴١ .۵)

⟨N(N − ١)⟩± =
(١ − q)x٢
١ ± µ(x)

[
١

(١ + qx)٢ ± µ

(١ − qx)٢ ] µ(x) =
ep(−x)
eq(x)

(۴٢ .۵)



یافته تعمیم همدوس های حالت ۴۶
می اید بدست رابطه این با یافته تغییرشکل همدوس حالت برای مندل پارامتر

Q± = (١ − q)x

[ ١
(١+qx)٢ ± µ(x)

(١−qx)٢
١

(١+qx) ∓ µ(x)١−qx

]
− x

١ ± µ(x)

( ١
(١ + qx)

∓ µ(x)

١ − qx

)
(۴٣ .۵)

با q = ٠ که می دهد نشان را مختلف qهای برای x برحسب Q+ مندل پارامتر (٩ .۵) شکل
(١٠ .۵) وشکل است شده  داده نشان خاکستری با q = −٠٫٢ و قهوه ای با q = −٠٫١ و صورتی
q = −٠٫١ و صورتی با q = ٠ که می دهد نشان را مختلف qهای برای xبرحسبQ− پارامترمندل

q > اگر٠ است شده  مشخص خاکستری با q = −٠٫٢ و قهوه ای با

q ≤ ٠ برای x برحسب Qرسم :٩ .۵ شکل

q > ٠ برای x برحسب Qرسم :١٠ .۵ شکل

داریم دوباره مندل پارامتر برای

Qp =

〈
N٢〉

±
− ⟨N⟩٢±

⟨N⟩±
− ١

⟨A⟩± = ±⟨z, p|A|z, p⟩±

(۴۴ .۵)

با q = ٠٫١ که می دهد نشان را مختلف qهای برای x برحسب Q+ پارامترمندل (٩ .۵) شکل
x برحسب Q− پارامترمندل (١٠ .۵) وشکل است شده  داده نشان قهوه ای با q = ٠٫٢ و صورتی



۴٧ سالیس جبر براساس یافته شکل تغییر همدوس حالت

q ≤ ٠ برای x برحسب Q رسم :١١ .۵ شکل

q > ٠ برای x برحسب Q رسم :١٢ .۵ شکل

شده  مشخص قهوه ای با q = ٠٫٢ و صورتی با q = ٠٫١ که می دهد نشان را مختلف qهای برای
است زیر صورت به مقدارچشم داشتی است

⟨N⟩± =
١

coshp(x)
x∂xsinhp(x)

⟨N(N − ١)⟩± =
١

coshp(x)
x∂x(x∂x − ١) sinhp(x)

(۴۵ .۵)

بانچینگ آنتی و بانچینگ اثر
q ≤ اگر٠

می شود تعریف گونه این دوم نوع همبستگی تابع

g(٠)٢± =

〈
(a†)٢a٢〉

±

⟨a†a⟩٢±
(۴۶ .۵)

g٢
+(٠) = tanh٢

q (x) g٢
−(٠) = coth٢

q (x) (۴٧ .۵)



یافته تعمیم همدوس های حالت ۴٨

q > اگر٠
می شود تعریف گونه این بانچینگ آنتی و بانچینگ اثر فرد و زوج دفورم همدوس حالت برای

g٢
+,p(٠) = tanh٢

p(x) g٢
−,p(٠) = coth٢

p(x) (۴٨ .۵)

دایره ویگنر جبر در یافته شکل تغییر همدوس حالت ۴ .۵
واحد

مقدمه
کوانتومی حالتهای مورد در سپس می کنیم صحبت یافته شکل تغییر ویگنر جبر مورد در ابتدا
پاریته با دایره روی کوانتومی حالت ها بررسی به و می کنیم بررسی دایره روی یافته شکل تغییر
دایره ای روی m جرم با آزاد ذره برای می کنیم  بحث همدوس حالت مورد در سپس می پردازیم

است صورت این به آن هامیلتونی x− y صفحه در که a شعاع با S مانند
H =

١
٢I L٢

z (١ .۵)
جابه جایی روابط کوانتومی قوانین اساس است.بر لختی ممان I است زاویه تکانه مولفه Lzهمان

است این گونه
[
ϕ̂, L̂z

]
به واحد دایره روی شرودینگر زمان به وابسته معادله می باشد L̂z =

١
i
∂
∂ϕ و ϕ̂ = ϕ و h = ١ که

است صورت این
−١
٢I

∂

∂ϕ

٢
ψ(ϕ) = E(ϕ)

ϕ =
x

a
→ −١

٢I
∂

∂x

٢
ψ(x) = E(x) En =

n٢
٢I

(٢ .۵)

می کنیم تعریف طوری این ویگنر جبر در جایی جابه [x̂, p̂] = i معمولی جبر در
[x̂, p̂] = i(١ + ٢νR)

است صورت این به ویگنر جبر پاریته اپراتور می باشد پاریته R و ویگنر پارامتر ν
Rp̂ = −p̂R Rx = −x̂R R٢ = I

خطی تکانه
p̂ =

١
i
[∂x +

ν

x
(١ −R)]



۴٩ واحد دایره ویگنر جبر در یافته شکل تغییر همدوس حالت

یافته شکل تغییر ویگنر جبر ١ .۴ .۵

H =
١
٢m(ȧ٢ + ẏ٢)

x٢ + y٢ = a٢ x = a cosϕ y = a sinϕ −→ H =
١
٢ma٢ϕ̇٢

(٣ .۵)

مختصات با متناسب پاریته عملگر ای زاویه حرکت اندازه و زاویه بین جابه جایی نوشتن برای
(x, y) → (x,−y) عادی حالت در پاریته می کنیم معرفی را قطبی

R = eπ∂ϕ RR† = I R†ψ(ϕ) = ψ(ϕ− π)

می شود نگاشته R† نقطه به دایره روی R در هرنقطه

[
ϕ̂, L̂z

]
= i(١ + νR+ ν∗R)

ϕ̂ = ϕ L̂z =
١
i
Dϕ

(۴ .۵)

هستند هرمیتی L̂z ϕ̂و و ]پاریته
ϕ̂, L̂z

]
= i(١ + νR+ ν∗R)

ϕ̂ = ϕ L̂z =
١
i
Dϕ

(۵ .۵)

Dϕ = ∂ϕ + ε١e∂ϕ + ε٢e−∂ϕ (۶ .۵)
می کنیم فرض

ν = πε١ ν∗ = πε٢

Dϕ = ∂ϕ +
ν

π
e∂ϕ − ν∗

π
e−∂ϕ (٧ .۵)

باشد ψn = ٢√١πeinϕ ما موج تابع کنیم فرض اگر

Lzψn =
١
i
(Dϕ = ∂ϕ +

ν

π
e∂ϕ − ν

π
e−∂ϕ)

{ ٢√١πe
inϕ

}
=

ν

iπ

(
eπ∂ϕeinϕeπ∂ϕinϕ−inϕ∂ϕ

)
− ν∗

iπ

(
e−π∂ϕ einϕeinπ+inπ∂ϕ

)
=

٢√١π
(
ν

iπ
einϕ − ν∗

iπ
einϕ

) (٨ .۵)

Lzψn = (n+
(−١)n(ν − ν∗)

iπ
)

٢√١πe
inϕ (٩ .۵)



یافته تعمیم همدوس های حالت ۵٠
می گیریم نظر در را زیر متغیر تغییر

ν∗ = −iπµ ν = iπµ (١٠ .۵)
داریم صورت این در ]باشد

ϕ̂, L̂z

]
=

[
ϕ

١
i

(
∂ϕ + iµeπ∂ϕ + iµe−π∂ϕ

)]
−
[١
i

(
∂ϕ + iµeπ∂ϕ + iµe−π∂ϕ

)
ϕ

]
=

[
ϕ

١
i
∂ϕ + ϕiµeπ∂ϕ − iµϕe−π∂ϕ − ١

i
(iµeπ∂ϕ − iµe−π∂ϕ)ϕ

]
=
[
ϕ̂, L̂z

]
= i(١ + iπµR− iπµR†)

(١١ .۵)

نوشت این گونه می توان (٧ .۵) رابطه به توجه با
Lzψn = n+

(−١)n
π

(iπµ−−iπµ)ψn =
(
n+ ٢µ(−١)n)ψn (١٢ .۵)

داریم (٧ .۵) رابطه به توجه با
Dϕ = ∂ϕiµ

(
eπ∂ϕ + e−π∂ϕ

)
D٢
ϕ =∂٢ + ٢iµ(eπ∂ϕ + e−π∂ϕ

)
∂ϕ − ۴µ٢ (١٣ .۵)

می نویسیم: را دفورم شرودینگر معادله حالا
−١

٢ma٢D٢
ϕψn = Enψn (١۴ .۵)

می گیریم: نظر در این گونه را انرژی
En =

−١
٢ma٢ (n٢ + ۴µ(−١)n + ۴µ) n = ٢±,١±,٠, . . . (١۵ .۵)


E٢k = ١٢mR٢ ((٢k)٢ + ۴µ(µ+ ١)), k = ٢±,١±,٠, . . . زوج
E٢k+١ = −١٢mR٢ ((٢k + ٢(١ + ۴µ(µ+ ١)), k = ٢±,١±,٠, . . . فرد

(١۶ .۵)

دایره روی همدوس حالت ٢ .۴ .۵
یافته شکل تغییر Lz کند نوسان Lz حرکت اندازه با R شعاع با دایره روی ذره کنیم فرض اگر

بود خواهد شکل این به
Lz = lzµ(R+Rt)ν (١٧ .۵)

ν =iπµ R = eiπlz Rt = e−iπlz

[L̂z, R̂] = [L̂z
t
, R̂t] = ٠



۵١ واحد دایره ویگنر جبر در یافته شکل تغییر همدوس حالت
می شود: فرض u یونیتاری صورت به دایره روی ذره برای حالت این در مکان نمایش

بود خواهد صورت این به دایروی دفورم جبر برای جابه جایی روابط و U = eiϕ

[
L̂z, R̂

]
= u (١٨ .۵)

یافته شکل تغییر مقداری ویژه معادله
L̂z |j⟩ = j |j⟩

u |j⟩ = |j + ١⟩
u† |j⟩ = |j − ١⟩

(١٩ .۵)

این به کاملیت و تعامد روابط باشند، صحیح نیمه یا صحیح می توانند j مقادیر ویژه بنابراین
بود خواهند شکل

⟨†|jk⟩ = δjk

(Σ∞
j=٠ |j⟩⟨j| = I

(٢٠ .۵)

است صورت این به مکان و پاریته برای جابه جایی پاد روابط
{R, u} = ٠ {

R†, u
}
= ٠ (٢١ .۵)

پاریته : برای مقداری ویژه معادله
R |j⟩ = eiπj R† |j⟩ = e−iπj (٢٢ .۵)

: زاویه ای تکانه برای مقداری ویژه معادله

Lz |j⟩ = (j + ٢µ cos jπ |j⟩) = (j + ٢µ(−١)j) |j⟩ (٢٣ .۵)
روابط کمک با بنویسیم را زاویه حرکت اندازه و مکان جایی جابه روابط می خواهیم حالا

داشت خواهیم (۵. ٧)و(۵. ١٧)و(۵. ١٢)
(٢۴ .۵)

[Lz, u] =

=

[١
i
∂ϕ + ٢(R+R٢)µeiϕ − ١

i
eiϕ∂ϕ + ٢(R+R٢)µ

]
=

١
i

∂

∂ϕ
eiϕψ(ϕ) +

١
i

∂

∂ϕ
ψ(ϕ)eiϕ + ٢µ(eπ ∂

∂ϕ eiϕψ(ϕ)
)
+ e

π ∂
∂ϕψ(ϕ)eiϕ

+ e
−π ∂

∂ϕ eiϕψ(ϕ) + e
−π ∂

∂ϕψ(ϕ)eiϕ − eiϕ
١
i

∂

∂ϕ
ψ − ٢(eπ ∂

∂ϕ + e
−π ∂

∂ϕ

)
µψ(ϕ)

=
١
i

[
∂

∂ϕ
+ ٢µ(eπ ∂

∂ϕ + e
−π ∂

∂ϕ

)]
ψ(ϕ)



یافته تعمیم همدوس های حالت ۵٢
ویژه بپردازیم یافته شکل تغییر یا دفورم کوانتوم با همدوس حالت بررسی به می توانیم حالا

خواهدبود صورت این به دایره روی همدوس حالت حالتهای

Z |ξ⟩ = ξ |ξ⟩ Z = ei(ϕ+iLz) (٢۵ .۵)
می دانیم ١ کوانتوم در

eia |z⟩ = eiz |z⟩ (٢۶ .۵)
a = q+ ip از است عبارت کلی فورم در فنا عملگر است مشاهده قابل u = eiϕ فنای عملگر تاثیر

داریم سروکار ϕ̂ و L̂z با ما اینجا در بودند پذیر ها مشاهده x̂ p̂و که
a = iϕ− Lz

می کنیم عمل زیر صورت به z برحسب a مانند فنا عملگر بیان برای پس

ex+y = exey︸︷︷︸ ∞∏
k=٢

exp

(
(−١)k−١

k!
(Adx)

k−١Y
)

(٢٧ .۵)

می شود محاسبه بیکرهاسدوف رابطه از را ضرب حاصل
exey = ey+[x,y]+ ١٢! [x[x,y]]+ ١٣! [x[x[x,y]]]+...ex (٢٨ .۵)

که: کنیم فرض اگر
[x, y] = ١ + iπµS

[x[x, y]] = −(−iπ)٢µT
[x[x[x, y]]] = −(−iπ)٣µS
[x[x[x[x, y]]]] = −(−iπ)۴µT

(٢٩ .۵)

e−Lze[iϕ,−Lz ]+
١٢! [iϕ[iϕ[iϕ,−Lz ]]]+...eiϕ

= ١ + iπµS +
١
٢π٢µT +

١
٣! (−i)π٣µS +

−١
۴! π۴µT +−µT

= −µT (١ − ١
٢π٢ +

−١
۴! π۴) = −µT cosπ

= iµS

(
π − −١

٣! π٣
)

= iµS sinπ

→ e−Lz+٢+١µTu

(٣٠ .۵)

1analogus



۵٣ واحد دایره ویگنر جبر در یافته شکل تغییر همدوس حالت
می کنیم محاسبه ١ هاوس زاسن رابطه با را (٢٨ .۵) عبارت

A
∂

∂x
y = [x, y] = ١ + iπµS

(A
∂

∂x
)٢y = [x[x, y]] = −(−iπ)٢µT

(A
∂

∂x
)٣y = [x[x[x, y]]] = −(−iπ)٣µS

...

(٣١ .۵)

١
١! + (١ + iπµS) +− ١

٢!π٢µT +
١
٣! (−i)π٣µS +

−١
۴! (−١)π۴µT = e

−١٢ µT− ٢i
π
S (٣٢ .۵)

Z = eiϕ+−Lz = e−Lz+٢+١µTue−١٢ µT− ٢i
π
S (٣٣ .۵)

Z |j⟩ :

Z =e−µT (R+R†)ν+٢+١µTue−−١٢ µ(R+R†)− ٢i
π
(R−R†) |j⟩

=e
−١٢ µTue

−١٢ +٢µ cos(πj)+ ١
π
+٢µ sin(πj) |j + ١⟩

=e−(Lz+١)−٢µ(−١)j+١٢−+١ +۴µ(−١)j+١
|j + ١⟩

(٣۴ .۵)

Z |j⟩ = e−j−
٢+١٢µ(−١)j+۴µ(−١)j+١

|j + ١⟩ (٣۵ .۵)

نوشت: می توان فرد زوج حالت های برای

Z
∣∣٢k〉 = e−٢k−٢µ− ١٢

∣∣٢k + ١〉
Z
∣∣٢k + ١〉 = e−٢k+٢µ− ٣٢

∣∣٢k + ٢〉 (٣۶ .۵)

می کنیم تعریف دایره روی همدوس کت یافته شکل تغییر جبر در فنا عملگر داشتن با حال

|ξ⟩ = ξ−ne−
١٢n٢+µ(−١)n−١ |n⟩ (٣٧ .۵)

[١١] مرجع طبق نرمالزاسیون ثابت هستند ژاکوبی تتای توابع کت این مقادیر ویژه واقع در
است صورت این به کت این برای

N−٢٠ = ν٣(
٢i
π
ln|ξ||) + e−۴ν٢(

٢i
π
ln|ξ||) (٣٨ .۵)

1Zassenhaus formula



یافته تعمیم همدوس های حالت ۵۴

یافته شکل تغییر φ همدوس حالت ۵ .۵
شکل تغییر ساختار می شود فرض عدد عملگر معادل آنچه گفتیم (٣. ١ .۵) در که طور همان
متفاوتی دفورم همدوس های حالت بگیریم نظر در متفاوت جبری با را آن و بنامیم ١ یافته

داریم معمولی هایزنبرگ جبر در می توان مثلا می شود ساخته
[a, a†] = ١ [N, a] = −a [N, a†] = a† (١ .۵)

شد ارائه صورت این به ویگنر جبر عنوان با ویگنر توسط یافته شکل تغییر جبر اولین
aa† − a†a = ١ + ٢ν(−١)N

گرفتند درنظر اینگونه را یافته شکل تغییر بوزونی جبر ٢ وکن اریک و
aa† − qa†a = ١

شد مطرح زیر دفرمی ساختار با نیز ٣ بیدن و مکفارلین توسط دیگری جبر
aa† − qa†a = q−N

بردند کار به را فورم این نیز ۴ ادوکا و کیشی و کامرف ویا
aa† − qa†a = qN

صورت این به را خود یافته شکل تغییر جبر ویگنر
aa† − qa†a = qN ١ + ٢ν(−١)N

۵ کردند مطرح را زیر دفورم ساختار نیز گارلیک و کچوری و روبش کرد مطرح
[a, a†] =

١ +N

١ + qN
− N

١ + q(N − ١)
فرم توانیم می بگیریم نظر در یافته شکل تغییر های حالت برای عامی حالت بخواهیم چنانچه
اگر نوشت صورت این به aa† − qγa†a = qαN+β یا و aa† − qa†a = qαN+β بگیریم نظر در را زیر
یافته شکل تغییر جبر با را جابه جایی بنامیم دفورم ϕ را بندی جمع این ۶ (GBA) عام حالت

می کنیم معرفی گونه این
[a, a†] = ϕ(N + ١)− ϕ(N) [N, a] = −a [N, a†] = a† (٢ .۵)

1number operator
2Arik and Coon
3Biedenharn and Macfarlane
4Odaka, Kishi and Kamefuchi
5Rebesh, Kachurik and Gavrilik
6general deformed boson algebra



۵۵ یافته شکل تغییر φ همدوس حالت
a†a = ϕ(N) a†a = ϕ(N) aa† = ϕ(N + ١) (٣ .۵)

می کنیم معرفی را ϕ(x) ساختاردفورم تابع دفورم q حالت مانند

و انتگرال ها و می کنیم صحبت بوزونی یافته تغییرشکل ϕ جبر درمورد سپس N = ϕ(x)

و تحلیلی تابع ϕ ببریم بهره آن ها از همدوس حالت ساختن در تا می کنیم بیان را ϕ مشتقات
ϕ(١) = ١ ϕ(٠) = ٠ داریم و است مثبت

یافته شکل تغییر φ جبر ساختار ١ .۵ .۵
است صورت این به ساختار تابع و جایی جابه روابط

aa† − a†a = ١ [N, a] = −a [N, at] = a† φ(٠) = ٠ φ(١) = ١
a†a = φ(N) ; aa† = φ(١ + φ−١(ata)) ; aa† = ١ + ata = ١ + φ(N) = φ(١ +N)

صورت این به نردبانی عملگرها ی فوک نمایش در n = ٠, ١,٢,٣, است مثبت تابعی φ(N) گفتیم
است

N |n⟩ = n |n⟩ a |n⟩ =
√
φ(n) |n− ١⟩ a† |n⟩ =

√
φ(n+ ١) |n+ ١⟩

برای تفریق و جمع می بایست حال می کنیم استفاده معمولی تفریق و جمع از معمولی جبر در
کنیم تعریف جدید جبر

x⊕ y = ϕ(ϕ(−١)(x) + ϕ(−١)(y)) = x+ y (۴ .۵)
بود خواهد صورت این به جابه جایی خاصیت از جمع

x⊕ (y ⊕ z) = (x⊕ y)⊕ z (۵ .۵)
بود خواهد صورت این به نیز تفریق ϕ

x⊖ y = x⊕ (⊖y) = x− y (۶ .۵)

x⊕ (⊖x) = ٠
⊖x = ϕ(−ϕ(−١)(x)

x⊖ y = x⊕ (⊖y) = ϕ(ϕ(−١)(x)− ϕ(−١)(y)) =
x⊖ y = x⊕ (⊖y) = x− y

(٧ .۵)

قضیه می توان واقع در می کنیم تعریف این گونه را x به نسبت جدید جبر در گیری مشتق برای
گرفت نظر در زیر صورت به

Dφ
xx

n = φ(n)x(n−١) Dφ
x (١) = ٠ (٨ .۵)



یافته تعمیم همدوس های حالت ۵۶

φ(٠) = ٠ φ(x) =
∑

ckx
k = Dφ

xx
n

=
١
x
φ(x∂)xn =

١
x

∞∑
k=١

ck(x∂)
kxn =

١
x

∞∑
k=١

ckn
kxn = φ(n)xn−١

Dφ
x =

١
x

∞∑
k=١

ck(x∂)
k =

١
x∂

∞∑
k=١

ck(x∂)
k∂ =

١
x∂
ϕ(١ + x∂)∂

می شود تعریف صورت این به گیری مشتق هستند خطی مشتقات
Dφ
x (aF (x) + bG(x)) = aDφ

xF (x) + bDφ
xG(x) (٩ .۵)

بود خواهد صورت این به جدید جبر در یافته تعمیم ∫انتگرال
dφx(F (x)) =

١
φ(x∂)

(xF (x)) =

∫
d

١
φ(١ + x∂)

(١ + x∂)F (x) (١٠ .۵)

∫
dφxD

φ
xF (x) =

١
φ(x∂)

(xDφ
xF (x)) = F (x)

Dφ
x

∫
dφx(F (x)) =

١
x∂
φ(١ + x∂)∂

∫
d

١
φ(١ + x∂)

(١ + x∂)F (x) = F (x)

است گونه این یافته شکل تغییر φ نمایی تابع

eφ(x) =
∞∑
n=٠

١
φ(n)!

xn Dφ
x eφ(x) = eφ(x) (١١ .۵)

φ(n)! = φ(n)φ(n−١) . . . φ(٢)φ(١) و φ(٠) = ٠! = ١ است گونه این آن فاکتوریل و تابع مقدار که
بود خواهد گونه این مجددا شد گفته آنچه مشابه همدوس کت نتیجه در و

|n⟩ = en(x) =
١

φ(n)!
xn

بود خواهد صورت این به تابع دو ضرب تعریف
eφ(x)eφ(y) = eφ((x+ y)φ) (١٢ .۵)

eφ((x+ y)φ) =
∞∑
n=٠

١
φ(n)!

(x+ y)nφ (١٣ .۵)

(x+ y)nφ =
∞∑
k=٠

(
n

k

)
xkyn+k (١۴ .۵)(

n

k

)
=

φ(n)!

φ(k)!φ(n− k)!
(١۵ .۵)



۵٧ یافته شکل تغییر φ همدوس حالت
می کنیم معرفی نمایش این با آن را مشتق و نمایی تابع (١١ .۵) به توجه با
eφ(a : x) := [eφ(x)]

٢ Dφ
x eφ(a : x) = aeφ(a : x) (١۶ .۵)

می کنیم تعریف اینگونه نیز را هیپربولیک φ وتوابع
coshφ(a : x) =

١
٢(eφ(a : x) + eφ(a : −x)) (١٧ .۵)

sinhφ(a : x) =
١
٢(eφ(a : x)− eφ(a : −x)) (١٨ .۵)

بود خواهد صورت این به هیپربولیک φ مشتقات
Dx coshφ(a : x) = a sinhφ(a : x) (١٩ .۵)
Dφ
x sinhφ(a : x) = a coshφ(a : x) (٢٠ .۵)

یافته φتعمیم جبر در تقارن ابر ٢ .۵ .۵
صورت به معمولی های فرمیون و یافته شکل تغییر های بوزون برای تقارن ابر حالت ترین ساده

هاست بار ابر این
Q+ =

√
ℏωaf †Q− =

√
ℏωa†f (٢١ .۵)

این از که می باشد ها فرمیون برای گام های عملگر f و f † و نردبانی های عملگر a و a†
می کند تبعیت رابطه

f, f † = ١ f٢ = (f †)٢ = ٠ (٢٢ .۵)

Q± = ٠ [Q+, Q−] = H [H,Q±] = ٠ H = ℏωφ(Nφ +NF ) (٢٣ .۵)
می باشد فرمیون ها و یافته شکل تغییر بوزون برای و می باشند عدد اپراتورهای NF Nφو

{Q+, Q−} = ℏω(φ(Nφ + ١) +NF + (φ(Nφ(١ −NF )) = (٢۴ .۵)
ℏω[φ(Nφ) + (φ(Nφ + ١)− φ(Nφ)NF ] = ℏωφ(Nφ +NF ) (٢۵ .۵)

φ یافته شکل ساختارتغییر تابع ٣ .۵ .۵
می شود انتخاب فوک فضای در که ساختاری تابع که حالت هایی درمورد می خواهیم حالا

می دهیم قرار مطالعه مورد را مورد ٧ کنیم صحبت



یافته تعمیم همدوس های حالت ۵٨
اول: مورد

a†a = Naa† − a†a = ١ [N, a] = −a [N, a†]a† aa† ⊖ a†a = ١ (٢۶ .۵)

دوم: مورد
a†a = Naa† − qa†a = ١ [N, a] = −a [N, a†]a aa† ⊖ a†a = ١ (٢٧ .۵)

است قبول قابل q > ٠ فقط و نیست تعریف خوش q عدد برای فوک نامتناهی فضاهای در
a†a =

qN − ١
q − ١ φ(x) =

qN − ١
q − ١ φ(x)−١ =

١
ln q

ln[١ + (q − ١)x] (٢٨ .۵)
بود خواهد طوری این حالت این برای تفریق و جمع

x⊕ y = x+ y + (q − ١)xy
x⊖ y =

x− y

١ + (q − ١)y
(٢٩ .۵)

aa† ⊖ a†a = ١
برهان.

aa† =١ ⊕ a†a

=١ ⊕ φ(N)

= ١ + φ(N) + (q − ١)φ(N)

=١ + aa† + (q − ١)ata
= ١ + qata

=aat ⊖ a†a = ١

می کنیم: معرفی صورت این به را دوم مورد در مشتق
Dφ
x =

١
(q − ١)x (Tq − ١); Tq = qxd TqF (x) = F (qx) (٣٠ .۵)

داریم: لایبنیتز مشتقات
Dφ
x (F (x)G(x)) = (Dφ

xF (x))G(x) + F (x)Dφ
xG(x)∫

dφx(F (x)) = (١ − q)(١ − Tq)١(xF (x)) = (١ − q)

∞∑
n=٠

qnxF (qnx) (٣١ .۵)
شد: خواهد صورت این به ساختار این با نمایی تابع تعریف

eq(qx) = (١ + (q − ١)x)eφ(x) (٣٢ .۵)



۵٩ یافته شکل تغییر φ همدوس حالت
سوم: مورد

a†a = Naq† − qa†a = qN [N, a] = −a [N, a†]a† (٣٣ .۵)
باشد مختلط عددی p اگر شد تعریف مثبت های q > ٠ برای مثبت فوک فضای در جبر این

داریم
q = e

π
p+١ p = ١,٢,٣, . . .

داریم: جبر این برای و φ(p+ ١) = ٠ داشت خواهیم متناهی فوک فضای در انگاه
a†a =

qN − q−N

q − q−١ (٣۴ .۵)
بود خواهد صورت این به ساختاری تابع و

φ(x) =
qx − q−x

q − q−١ (٣۵ .۵)

φ(x)−١ =
١
Lnq

ln[
١
٢((q − q−١)x) +

√
(q − q−٢(١x٢ + ۴] (٣۶ .۵)

x⊕ y =
١
٢(y

√
(q − q−٢(١x٢ + ۴ + x

√
(q − q−٢(١y٢ + ۴) (٣٧ .۵)

x⊖ y =
١
٢(y

√
(q − q−٢(١x٢ + ۴ − x

√
(q − q−٢(١y٢ + ۴) (٣٨ .۵)

برهان.
aa† ⊖ a†a = ١aat = ١ ⊕ a†a = ١ ⊕ φ(N)

=
١
٢
√

(q − q−٢(١φ(N)٢ + ۴) + φ(N)(q + q−١)

=
١
٢(qN + q−N + ٢qa†a− (q − q−١)a†a)

=qa†a+
١
٢(qN + q−N − (qN + q−N)) = qa†a+ q−N

می شود تعریف صورت این به گیری مشتق
Dφ
x =

١
(q − q−١)x(Tq − T−١

q ) (٣٩ .۵)
Dφ
x (F (x)G(x)) = (Dφ

xF (x))G(qx) + F (q−١x)Dφ
xG(x)∫

dφx(F (x)) = (q − q−١)(Tq − T−١
q )(xF (x))

= (q − q−١)
∞∑
n=٠

q−٢n−١xF (q−٢n−١x)
(۴٠ .۵)

است گونه این یافته شکل تغییر φ نمایی
eφ(qx)− eφ(q

−١x) = (q − q−١)xeφ(x)



یافته تعمیم همدوس های حالت ۶٠
چهارم: مورد

aa† − qa†a = qN [N, a] = −a [N, a†]a†

a†a = NqN−١ φ(x) = xqx−١ φ(x)−١ =
١
lnq

w(xqlnq)
(۴١ .۵)

می شود تعریف صورت این به که است تابع
x = yey → y = w(x)

x⊕ y =xew(qylnq) + yew(qxlnq)

x⊖ y =e−٢w(qylnq)(xew(qylnq) − yew(qxlnq));

w(x) = ln
x

w(x)

(۴٢ .۵)

; aa† − a†a = ١ aa† = ١ + a†a = ١ +⊕φ(N)

ew(qlnq)φ(N) + φ(N)ew(qlnq) =

eNqlnq + qa†a = qN + qa†aw(q ln q) = ln q

(۴٣ .۵)

می شود تعریف صورت این به گیری مشتق
Dφ
x = Tq∂

Dφ
x (F (x)G(x)) = (Dφ

xF (x))G(x) + F (qx)Dφ
xG(x)∫

dφx(F (x)) =

∫
dxF (q−١x)

(۴۴ .۵)

جبر این در نمایی تابع
Tq∂eφ(x) = eφ(x)

∂eφ(x) = eφ(q
−١x)

eφ(x) =

∞∑
n=٠

q
−١٢ n(n− ١)

n!
xn

(۴۵ .۵)

پنجم: مورد
[
a, a†

]
=

N + ١
١ + qN

− N

١ + qN
(۴۶ .۵)

باشد (q > ٠) که است مثبت زمانی فوک فضای  در
a†a =

N

١ + q(N − ١)



۶١ یافته شکل تغییر φ همدوس حالت

φ(x) =
x

١ + q(x− ١)
φ(x)−١ =

(١ − q)x

(١ − qx)

(۴٧ .۵)

داشت خواهیم جمع و تفریق
x⊕ y =

x+ y − ٢qxy
١ − q٢xy

x⊖ y =
x− y

١ − ٢qy − q٢xy
(۴٨ .۵)

aa† ⊖ a†a = ١
= ١ → aa† + (٢q − ١)a†a = ١ + q٢a(a†)٢a
= (١ + qN)aa† − (١ + q(N − ١)a†a = ١

(۴٩ .۵)

می شود تعریف صورت این به گیری مشتق
D∂
x =

١
x

x∂

١ + q(x∂ − ١) =
١

١ + q(x∂)
∂∫

d[∂]xF (x) =

∫
(١ + qx∂)F (X)dx

(۵٠ .۵)

یافته شکل ساختارتغییر این با نمایی تابع
e∂(x) = (١ − qx)

−١
q

ششم: مورد
φ(x) =

x

١ + q
x(١ + qx)

φ(x)−١ = (١ + q)
−١ +

√١ + ۴qx
(٢q)

(۵١ .۵)

می دهیم نمایش این گونه را تفریق و جمع
x⊕ y =

١
۴q (

√
١ + ۴qx+

√
١ + ۴qy)(sqrt١ + ۴qx+

√
١ + ۴qy − ٢)

x⊖ y =
١
۴q (

√
١ + ۴qx−

√
١ + ۴qy)(sqrt١ + ۴qx−

√
١ + ۴qy + ٢)

aa† ⊖ a†a = ١
(۵٢ .۵)

[
a, a†

]
= ١ +

٢q
١ + q

N (۵٣ .۵)
است نامتناهی فوک فضای و است مثبت n ها تمامی ازای به نرم تعریف q > ٠ حالت های برای
در و بود خواهد مثبت φ(p + ١) = ٠ و n ≤ p برای نرم فضای تعریف باشد q = −١

p+١ که زمانی



یافته تعمیم همدوس های حالت ۶٢
بود خواهد متناهی فوک فضای ابعاد این جا

می شود تعریف صورت این به گیری انتگرال و گیری مشتق
D∂x =

١
١ + q

∂(١ + qx∂) = (١ +
q

١ + q
x∂)∂ (۵۴ .۵)

∫
dφxF (x) =

∫
dx

١
١ + q١+qx∂

F (x) (۵۵ .۵)

بود خواهد صورت این به نیز نمایی تابع
∂eφ(x) +

q

١ + q
x∂٢eφ(x) = eφ(x)

باشد شکل این به ما دفورم ساختار تابع اگر : هفتم مورد
φ(x) =

tanh(qx)

tanh(q)
(۵۶ .۵)

φ−١(x) = ١
q
tanh−١(x tanh q) (۵٧ .۵)

x⊕ y =
١
q
tanh

(
tanh−١(xq) + tanh−١(qy)

)
x⊖ y =

١
q
tanh

(
tanh−١(xq)− tanh−١(qy)

)
aa† ⊖ a†a = ١

(۵٨ .۵)

[
a, a†

]
=

cosh q

cosh q(N + ١) cosh qN (۵٩ .۵)
است نامتناهی فوک فضای ابعاد

بود: خواهد صورت این به انتگرال و مشتق
D∂x =

١
x tanh(q)

tanh(qx∂) =
١

x tanh(q)

(
Teq − Te,−q
Teq + Te,−q

)
(۶٠ .۵)

∫
d∂xF (x) = tanh(q)

∫ ١
tanh(q + qx∂)

(١ + qx∂)F (x)dx

=(tanh q)xF (x) + ٢ tanh q

∞∑
n=٠

(−١)ne−٢qxxF (xe−٢qx)
(۶١ .۵)

بود خواهد صورت این به نمایی تابع  
tanh(qx∂)eφ(x) = tanh(q)xeφ(x) (۶٢ .۵)



۶٣ یافته شکل تغییر φ همدوس حالت

کلاسیکی غیر خواص ۴ .۵ .۵
به می گیرند نظر در فنا عملگر مقادیر ویژه را همدوس حالت نامتنا هی فوک فضای در

می پردازیم بوزونی دفورم جبر با همدوس حالت بررسی
a |z⟩ = z |z⟩

|z⟩ = ١√
eφ(x)

∞∑
٠

zn√
φ(n)!

|n⟩ , x = |z٢|∫
|z⟩µ(x) ⟨z| dφx =

١
π
Iکاملیت رابطه

(۶٣ .۵)

می باشد وزن تابع µ(x)∫
dφxF (x) =

∫
dx

١
١ + q

q+١x∂
F (x)

∂eφ(x) + ١ +
q

q + ١x(∂)٢eφ(x) = eφ(x)

(۶۴ .۵)

dφxeφ(−x)xn = φ(n)! (۶۵ .۵)
این گونه هفت و دو و یک موارد در که φ(−x) = −φ(x) که برقراراست زمانی (۴٨ .۵) رابطه

است
x⊕ y =

١
q
tanh−١(qx) + tanh−١(qy) (۶۶ .۵)

∫برهان. ∞

٠ dφxeφ(−ax) = a−١ a > گیری٠ مشتق nبار
−−−−−−−−−−−−→

(۶٧ .۵)∫ ∞

٠ dφxeφ(−ax)(−x)n = a−n−١ n∏
k=١

φ(−k) a = ١ (۶٨ .۵)

مندل پارامتر
همدوس حالت مورد در می خواهیم می کنیم بحث دفورم φهمدوس حالت کلاسیکی غیر خواص
و سه و دو مورد برای کنیم حساب حالت هفت برای کوچک x و کوچک دفورمیشن دفورم φ

است کوچک q هفتم و ششم و پنجم موارد در و است کوچک ϵ که q = ١ + ϵ چهارم
اول مورد

است پواسونی همدوس حالت پس Q = ٠



یافته تعمیم همدوس های حالت ۶۴
دوم مورد

φ(n) ≈ n(١ +
١
٢(n− ١)ϵ) (۶٩ .۵)

و داریم فروپواسونی آمار باشد ϵ > ٠ اگر Q ≈ − ١٢ϵx داشت خواهیم کوچک x و کوچک ϵ برای
داریم فراپواسونی آمار باشد ϵ < ٠ اگر

سوم مورد

φ(n) ≈ n(١ +
١
۶(n٢ − ١)ϵ٢) (٧٠ .۵)

می کند پیروی فروپواسونی آمار از همدوس حالت کوچک ϵ در و کوچک ها x در  
Q ≈ − ١

٢ϵ٢x (٧١ .۵)
چهارم مورد  

φ(n) ≈ n(١ + (n− ١)ε) (٧٢ .۵)
صورت در و فروپواسونی آمار از ϵ > ٠ در Q ≈ −εx داریم کوچک های ε و کوچک xبرای

می کند پیروی فراپواسونی آمار از ϵ < ٠
موردپنجم

φ(n) ≈ n(١ − (n− ١)q) (٧٣ .۵)
آمار از q > ٠ اگر است صورت این به Q ≈ qx کوچک های q و کوچک x برای همدوس حالت

می کند پیروی فراپواسونی آمار از q < ٠ صورت در و فروپواسونی
ششم مورد

است صورت این به کوچک qهای و کوچک x برای تقریب φ(n) ≈ n(١ + (n− ١)ε)
Q ≈ −qx

می کند پیروی فراپواسونی آمار از q < ٠ صورت در و فروپواسونی آمار از q > ٠ اگر
هفتم مورد

φ(n) ≈ n(١ − ١
٣(n٢ − ١)q٢) (٧۴ .۵)

فراپوسونی آمار از همدوس Qحالت های ≈ q٢xاست صورت این به کوچک های q و کوچک x در
می کند پیروی



۶۵ یافته شکل تغییر φ همدوس حالت
q مقدار که سوم موارد در همدوس حالت کلاسیکی غیر خواص متناهی فوک فضای
قرار بررسی مورد متناهی فوک فضای با را بود q = −١

p+١ برابر q مقدار که ششم و q = e
πi
p+١ برابر

صورت این به ما شده نرمال همدوس حالت است بعدی p+ ١ فوک فضای ان در که می دهیم
بود

|z, p⟩ cp
p∑

n=٠
zn√
φ(n)!

|n⟩ cp = [eφ,p(x)]
−١٢ , x = |z٢| ≥ ٠ eφ,p(x) =

p∑
n=٠

xn

φ
(n)! (٧۵ .۵)

می آید بدست رابطه این از دفورم همدوس حالت
a |z, p⟩ = z

cp
cp−١

|z, p− ١⟩ (٧۶ .۵)
می باشد صورت این به کاملیت رابطه

١
٢
∫

|z, p⟩µp(x) ⟨z, p|dxdθ = I z = zeiθ; (٧٧ .۵)
داریم (۵. ٧٧)و(۵. ٧۵) روابط با

cp

p∑
n=٠

zn√
φ(n)!

|n⟩µp(x)cp
p∑

n=٠
zn√
φ(n)!

|n⟩ dxdθ = I∫ ∞

٠ [ep(x)]
−١µp(x)xndx =

١
π
φ(n)!

;µp(x) =
١
π
ep(x)e

−x
p∑

k=٠
(n+K)!ak = φ(n)!

(٧٨ .۵)

باشد ماتریس است ممکن ak ضریب pها از برخی برای

مندل پارامتر
دارد بستگی p به حالت این در مندل پارامتر

Qp =
(x∂)٢eφ,p(x)
(x∂)eφ,p(x)

− x∂x ln eφ,p(x) (٧٩ .۵)
می شود نزدیک صفر به Qp مانند xهای برای و بود خواهد Q١ مشابه Q کوچک xهای برای

بانچیگ آنتی و بانچینگ
کمک صورت این به دوم مرتبه همبستگی تابع از بانچیگ آنتی و بانچینگ محاسبه برای

می گیریم
g٢
p (٠) = eφ,p(x)eφ,p−٢(x)

e٢
φ,p−١(x)

(٨٠ .۵)



یافته تعمیم همدوس های حالت ۶۶

q = e
πi
p+١ خاص حالت

بود خواهد صورت این به باشد مشخص مقدار این q که زمانی سوم درمورد دفورم ساختار تابع

φ(n) =
sin
(
πn
p+١
)

sin
(

π
p+١
) (٨١ .۵)

است صورت این به نمایی تابع و

eφ,p(x) =

p∑
n=٠

(x sin
(

π
p+١
)
)n∏n

k=١ sin
(
kπ
p+١
) (٨٢ .۵)

است صورت این به کمتر شماره با pها برای نمایی تابع
e١(x) = ١ + x

e٢(x) = ١ + x+ x٢

e٣(x) = ١ + x+
x٢
√٢ +

x٣
√٢

(٨٣ .۵)

بود خواهد صورت این به مقادیر این برای مندل پارامتر و
Q١ =

١
١ + x

> ٠
Q٢(x) =

١ + ۴x+ x٢
(١ + ٢x)(١ + x+ x٢) > ٠

Q٣(x) =
٢)٢ + ۴√٢x+ ٢√١٠x٢ + ۴√٢x٢ + x۴)

(١ + x)(٢ + ٢√٢x٢)(٢ + ٢√٢x+ ٢√٣x٢) > ٠
(٨۴ .۵)

نشان را p = ٣ و p = ٢ و p = ١ مقادیر برای می دهد رانشان پواسونی فرا توزیع ١٣ .۵ شکل در

xحسب بر Qp رسم :١٣ .۵ شکل

مرتبه همبستگی تابع است شده مشخص صورتی و آبی و خاکستری با ترتیب به که می دهد



۶٧ یافته شکل تغییر φ همدوس حالت
داریم باچینگ آنتی اثر که می دهد نشان که است صورت این به دوم
g٢١ (٠) = ٠ < ١
g(٠)٢٢ = ١ + x+ x٢

(١ + x)٢ < ١

g(٠)٢٣ =
١ + x(١ + x+ x٢

√٢ + x٢
√٢)

(١ + x+ x٢(٢ < ١
(٨۵ .۵)

q = −١
p+١ خاص درحالت

φ(n) =
n

p
(p+ ١ − n) (٨۶ .۵)

بود خواهد اینگونه ما نمایی تابع بالا مشخص مقدار در ششم مورد در  
eφ,p(x) =٠ F (p)١(;−p;−px)

٠F (p)١(a; t) =
p∑

n=٠
١

n!(a)n
tn

(٨٧ .۵)

است اینگونه نمایی تابع کوچک pهای در
e١(x) = ١ + x

e٢(x) = ١ + x+ x٢

e٣(x) = ١ + x+
٣x٢
۴ +

٣x٣
۴

(٨٨ .۵)

می کنیم محاسبه مجدد p = ٠, ١,٢,٣ برای را پارامترمندل
Q١ =

١
١ + x

> ٠
Q٢(x)C =

١ + ۴x+ x٢
(١ + ٢x)(١ + x+ x٢) > ٠

Q٣(x) =
١۶ + ۴٨x+ ١٢٠X۶٢ + ۴٨X٢ + ٩x۴
(۴ + ۶x+ ٩x٢)(۴ + ۴x+ ٣X٢ + ٣x٣) > ٠

(٨٩ .۵)

که می دهد نشان را p = ٣ و p = ٢ و p = ١ می دهد رانشان پواسونی فرا توزیع ١۴ .۵ شکل در
است شده مشخص صورتی و آبی و خاکستری با ترتیب به

است این گونه p = ٠, ١,٢,٣ برای دوم مرتبه همبستگی تابع
g٢١ (٠) = ٠ < ١
g(٠)٢٢ = ١ + x+ x٢

(١ + x)٢ < ١

g(٠)٢٣ = ١ + x(١ + x+ ٣x٢
۴ + ٣x٣

۴ )

(١ + x+ x٢(٢ < ١
(٩٠ .۵)

داریم باچینگ انتی اثر می دهد نشان که



یافته تعمیم همدوس های حالت ۶٨

xحسب بر Qp رسم :١۴ .۵ شکل

پله پتانسیل در یافته شکل تغییر موج بسته بررسی ۶ .۵
دفورم کوانتوم با دلتا و ای

می شوند معرفی گونه این [١٨] جکسون مشتقات

∂qxF (x) =
F (q − ١)x− F (x)

qx

چند روی جکسون مشتقات می باشد بعد بدون q تغییرشکل پارامتر جکسون مشتقات در
صورت این به نامبر q یا جکسون عدد و ∂qxxn = [n]qx

n−١ می کنند عمل ترتیب این به جمله ها
می شود تعریف

[n]q =
(q + ١)n − ١

q
=

n∑
k=١

(
n

k

)
qk−١

داریم مثال طور به

[n]q =
(q + ١)n − ١

q
[n]١ =

(+١)١ − ١
q

[n]٢ =
(+١)٢ − ١

q

[n]٣ =
(+١)٣ − ١

q
. . .

بی نهایت در نامبر q آنگاه q < ٠ اگر [−∞]q =
−١
q [∞]q = ∞ شد: خواهد گونه این q > ٠ اگر

تطبیق کوانتومی مکانیک بر را یافته شکل تغییر q محاسبات که هنگامی واقع در ندارد وجود
معطوف بازه این به را خود توجه است سودمندتر کوچک های q مطالعه که می بینیم می د هیم
این به برنولی معادلات از داد ارائه این گونه می توان را انتگرال تعریف [−١ < q < +١] می کنیم

داریم می رسیم ∫قواعد
dqxG(x) =

∫
dx

١ + qx
G(x)



۶٩ دفورم کوانتوم با دلتا و ای پله پتانسیل در یافته شکل تغییر موج بسته بررسی
می شود تعریف گونه این دفورم q فرمالیزم در نمایی تابع

Eq(x) = (١ + qx)
١
q

DxEq(x) = Eq(x)

Eq(x⊕ y) = Eq(x)Eq(y) x, y ∈ Rq

(١ .۵)

اینگونه را کوسینوس و سینوس توابع می توان مرجع[١٩] طبق است امده [١٧] مرجع در که
است امده [١٩] مرجع در انها خواص برخی کرد تعریف

Cq(a : x) =
١
٢ [Eq(x)

ia + Eq(x)
−ia] = cos[

a

q
ln(١ + qx)]

Sq(a : x =) =
١
٢i [Eq(x)ia − Eq(x)

−ia] = sin[
a

q
ln(١ + qx)]

(٢ .۵)

است شکل این به زمان به وابسته شرودینگر معادله برای یافته شکل تغییر کوانتوم
iℏ
∂

∂t
ψ(x, t) = Hψ(x, t)

H =
p٢
٢m + V (x) ; p = iℏDx

(٣ .۵)

شکل تغییر حرکت اندازه معرفی با است امده [١٩] مرجع در یافته شکل تغییر شردینگر معادله
می کنیم: معرفی صورت این به یافته

Hu(x) = (
p٢
٢m + V (x))u(x) = [

−ℏ٢
٢m D٢

x + V (x)]u(x) = Eu(x) (۴ .۵)
این بین را x انگاه باشد اگر ٠ < q < ١ ψ(x, t) = e

−iEt
ℏ می باشد صورت این به موج تابع که

گرفت خواهیم بازه این بین را x انگاه باشد اگر < −١q < ٠ −١
q ≤ x < ٠ گرفت خواهیم بازه

است آمده [١٩] مرجع در که می کنیم تعریف |ψ٢| با را احتمال تابع ∞ ≤ −١
q < ٠

∫
Rq

ψ(x)dx = ١ (۵ .۵)
است صورت این به [١۶] مرجع مطابق احتمال چگالی یا احتمال شار تابع

J =
ℏ

٢mi [ψ∗Dψ − ψDψ∗] (۶ .۵)
می کنیم: تعریف صورت این به A پذیر مشاهده انتظاری مقدار بررسی برای

⟨A⟩ =
∫
Rq

dxψ
∗(x)Aψ(x) (٧ .۵)

نوشت می توان اهرنفست قضیه طبق
d
〈
Â
〉

dt
=

١
iℏ

⟨[A,H]⟩ (٨ .۵)



یافته تعمیم همدوس های حالت ٧٠
یافته شکل تغییر هامیلتونی

H =
−ℏ٢D٢

x٢m + V (x) (٩ .۵)
حرکت اندازه و مکان جایی جابه کروشه

[x, p] = iℏ[١ + qx] (١٠ .۵)
برهان.

d ⟨x⟩
dt

=
١
iℏ

[
x,

−ℏ٢D٢
x٢m
]
+

١
iℏ
[x, V (x)]

١
iℏ

−ℏ٢
٢m [x,D٢

x ]

[x,
p٢
−ℏ٢ ] =

١
−ℏ٢ [x, p٢] = ٢p

−ℏ٢ iℏ[١ + qx]

d ⟨x⟩
dt

=
١
iℏ
[x,D٢

x ] =
١
iℏ

−ℏ٢
٢m

٢p
−ℏ٢ iℏ[١ + qx]

p̂

m

d ⟨x⟩
dt

=

〈
p̂

m

〉
+

q

٢m ⟨xp+ px⟩ =
〈
(١ + qx)

p

m

〉
+

−iℏq
٢m (١ + q ⟨x⟩)

می نویسیم حرکت تکانه برای را اهرنفست قضیه حالا
d ⟨p⟩
dt

=

〈
−(١ + qx̂)

dV (x)

dx

〉
(١١ .۵)

نوشت می توان A برای متغییری بعنوان p و x مانند کلاسیکی های متغییر برای
d ⟨A(x, p)⟩

dt
= {A(x, p),H(x, p)}q (١٢ .۵)

می شوند تعریف صورت این به دفورم q حالت در پواسون کروشه های
{A(x, p), B(x, p)}q = (١ + qx)

(
∂A

∂x

∂B

∂p
− ∂A

∂p

∂B

∂x

)
(١٣ .۵)

نوشت: گونه این می توان خلاصه طور به
∂x

∂t
= (١ + qx)

p

m

∂p

∂t
= −(١ + qx)

∂V

∂x
(١۴ .۵)

یافته شکل تغییر فرمالیزم در موج بسته ١ .۶ .۵
در شده دفورم موج بسته برای را شرودینگر زمان به وابسته معادله خارجی پتانسیل غیاب در

می نویسیم ١+١ ابعاد
D٢
xψ(x, t)−

−١
ν٢ (

∂

∂t
)٢ψ(x, t) = ٠ (١۵ .۵)



٧١ دفورم کوانتوم با دلتا و ای پله پتانسیل در یافته شکل تغییر موج بسته بررسی
است صورت این به شونده منتقل موج معادله

ψ(x, t) = A[eq(x)]
ike−iwt = Ae

i k
q
ln(١+qx)−wt (١۶ .۵)

صورت این به را انرژی می توان زمان به وابسته دفورم شرودینگر معادله از و می باشد دامنه
آورد بدست

E(k) =
ℏ٢k٢
٢m (١٧ .۵)

می آید بدست رابطه این از فاز سرعت
k

q
ln(١ + qx)− wt = const νph =

w

k
(١ + qx) (١٨ .۵)

تکانه رابطه نیست طور این فاز حرکت تکانه اما است وابسته مکان به فاز سرعت بنابراین
می باشد T تناوب دوره دارای شده منتقل دفورم موج pph = mw

k است صورت این به فاز
کرد تعریف گونه این می توان را یافته شکل تغییر موج طول اگر wt = ٢π ψ(x, T + t) = ψ(x, t)

ψ(x⊕ λq, t) = ψ(x, t) wt = ٢π λq =
e

٢πq
k − ١
q

x+
e

٢πq
k − ١
q

[−١
q ,

١
q ] باشد بازه دراین x واقع در باشد بازه این در موج می کنیم فرض متقارن توزیع های برای

برهمنهی دیگر که موج متوسط حد زیر ساختارها بگوییم است بهتر شاید موج های بسته برای
داشت خواهیم باشد فاصله این غیر در موج چنانچه نیست کامل

x ∈ [−١
q ,∞) ; (٠ < q < ١)

x ∈ (−∞, ١
q ] ; (−١ < q < ٠)

که کنیم جمع هم با را ها موج عدد تمامی باید فضا در جایگزیده موج بسته یک ساختن برای
است موج تابع برای فوریه تبدیل از استفاده نیازمند

u(x) =
١

٢π
∫ ∞

−∞
dk[eq(x)]

−ikg(k)

بود خواهد صورت این به موج بسته فوریه تبدیل
g(k) =

١
٢pi

∫ − ١
|q|

١
|q|

dqxu(x)[eq(x)]
ik (١٩ .۵)

کوچک k تغییرات که می کنیم فرض بود خواهد صورت این به فوریه تبدیل نوشتن در k حدود
باشد

K٠ − ١
٢∆k ≤ k ≤ K٠ + ١

٢∆k

نوشت این گونه نوشت آن برای را تیلور بسط می توان پس
ω(k) = ω٠(k٠) + (k − (k٠)( dω

dk٠ ) (٢٠ .۵)



یافته تعمیم همدوس های حالت ٧٢
بود گونه این یافته شکل تغییر موج بسته پس

ψ(x, t) =
A

٢π [eq(x)]ike−iwt (٢١ .۵)
بررسی برای مربعی و خطی روش دو کنیم رابررسی موج بسته زمانی تحول بررسی می خواهیم

می کنیم استفاده را خطی روش که دارد وجود موج بسته زمانی تحول
ψ(x, t) =

∫ k٠+ ١٢∆k

k٠− ١٢∆k
[eq(x)]

ikei[w٠(k٠)+(k−k٠)( dω
dk٠ )t] (٢٢ .۵)

k′ − k٠ = k می دهیم انجام متغیر تغییر
A√٢π [eq(x)]

ik٠e−iω٠(k٠)t
∫

dk
′ik′ ١

q
[ln(١+qx)−( dω

dk٠ )]t (٢٣ .۵)

e
ik′ ١

q
[ln(١+qx)−( dω

dk٠ )]t

i[ln(١ + qx)− ( dωdk٠ )]t

∣∣∣∣k٠+ ١٢∆k

k٠− ١٢∆k
(٢۴ .۵)

داشت خواهیم q فورمالیزم در یافته شکل تغییر سینوس توابع تعریف طبق
A√٢π [eq(x)]

ik٠e−iωt
sin[∆k٢ (ln(١ + qx)− ( dωdk٠ )]t)]

ln(١ + qx)− ( dωdk٠ )]t
(٢۵ .۵)

باشیم داشته صورت این به موجی بسته اگر مثال برای

u(x) =


٠ (−١

q < −a)

c(١ + qx)
١٢ (−a < x < a)

٠ (a < x < ١
|q|)

(٢۶ .۵)

می اید بدست بهنجارش از c
c =

٢√١a
u(x) =

٢√١a(١ + qx)
١٢ =

a√٣ (٢٧ .۵)
کنیم بررسی را ∆x تغییرات می خواهیم

∆x =

√〈
x٢〉− ⟨x⟩٢ ; (٢٨ .۵)

مکان فضای در احتمال چگالی تابع چنانچه پارسوال قضیه طبق می آبد افزایش قطعیت عدم
(١٩ .۵) طبق کنیم محاسبه تکانه درفضای را احتمال چگالی تابع می توان نباشد محاسبه قایل

(٢٧ .۵) و
[eq(x)]

ik] = (١ + qx)
q
q = [eq(x)]

g(k) =
٢√١π

١
٢a
( ١

١k
q + ١

)
(١ + qa)

ik
q
+١ − (١ − qa)

ik
q
+١ (٢٩ .۵)

g(k)٢ =
١

۴πa٢(q٢ − k٢)
[١ + ١q٢a٢ − (١ − q٢a٢) cos

(١
q
k ln

(١ − qa

١ + qa

))
ik

q

] (٣٠ .۵)



٧٣ دفورم کوانتوم با دلتا و ای پله پتانسیل در یافته شکل تغییر موج بسته بررسی

پتانسیل پله ٢ .۶ .۵
باشیم داشته شکل این به پتانسلی پله اگر

V (x) =


٠ (x < ٠)
v٠ (x > ٠)

(٣١ .۵)

می باشد یافته شکل تغییر فرمالیزم در شرودینگر معادله
−ℏ٢
٢m D٢

xΦI = EΦI

−ℏ٢
٢m D٢

xΦII = (E)− v٠ΦII
(٣٢ .۵)

بود خواهند صورت این به پتانسیل پله طرف دو هادر جواب باشد E > V٠ اگر
ΦI = [eq(x)]

ik٠ ] +R[eq(x)]
−ik٠ ]

ΦII = [eq(x)]
ik٠ ]

k٠ =

√٢mE
ℏ٢ k =

√٢m(E − V٠)
ℏ٢ (٣٣ .۵)

است عبارت مراجع طبق یافته شکل تغییر مشتق
DxEq(x) = Eq(x)

DxEq(x)
ik = ikEq(x)

(٣۴ .۵)

می گیریم بهره مرز در تابع مقدار و مشتق مقدار برابری از T و R یافتن ]برای
Eq(x)]

ik٠
]
+R[Eq(x)]

−ik٠ ] = [Eq(x)]
ik٠ ] → ١ +R = T

ik٠[Eq(x)]ik٠ ]− iK٠R[Eq(x)]−ik٠ ] = ikT [Eq(x)]
ik] → ik١)٠ −R) = ikT

(٣۵ .۵)

داشت خواهیم
T =

( ٢k
k٠ + k

)
R =

(k٠ − k

k٠ + k

) (٣۶ .۵)
می کنیم جایگزین جواب ها در را ضرایب

ΦI = [eq(x)]
ik٠ ] +

(k٠ − k

k٠ + k

)
[eq(x)]

−ik٠ ]

ΦII =
( ٢k
k٠ + k

)
[eq(x)]

ik٠ ]

می کنیم محاسبه را شار یا جریان چگالی
J =

ℏ
٢im

(
[ψ∗Dψ −Dψ∗ψ]

)
=

ℏ
٢im [Eq(x)]

−ik٠ ]ik٠[Eq(x)]ik٠ ]− [−ik٠[Eq(x)]−ik٠ ][Eq(x)]ik]] =
ℏ
٢k٠

(٣٧ .۵)



یافته تعمیم همدوس های حالت ٧۴
یود خواهد صورت این به بازتابی شار

(٣٨ .۵)
ℏ

٢im [REq(x)]
−ik٠ ]ik٠R[Eq(x)]ik٠ ]− [−ik٠R[Eq(x)]−ik٠ ][REq(x)]ik]] = −ℏ

٢k٠R٢

Jtr = |T ٢| k
m

(٣٩ .۵)

می شوند معرفی طور این بازتاب و عبور ضریب

t =

∣∣∣∣JtrJin
∣∣∣∣ = k٠

k
|T ٢|

r =
Jref
Jin

= −R٢
(۴٠ .۵)

داریم (۴٠ .۵) و (٣۶ .۵) روابط به توجه با

r =
(k٠ − k

k٠ + k

)٢
t =

( ۴k٠k
(k٠ + k)٢

)
r + t = ١ (۴١ .۵)

باشد E < V٠ اگر

k٠ =

√٢mE
ℏ٢ k =

√٢m(V٠ − E)

ℏ٢ → −k٢ =
٢m(V٠ − E)

ℏ٢ (۴٢ .۵)

کلی فرم می باشد صورت به ها جواب این کلی فرم می باشد موهومی جواب منفی رادیکال زیر
بود خواهد شکل این به دفورم شرودینگر معادله

V (x) =


D٢
xψ − k٢ψ = ٠ (x > ٠)

D٢
xψ − k٢٠ψ = ٠ (x < ٠)

(۴٣ .۵)

است صورت این به جواب

ΦI = [eq(x)]
ik٠ ] +

(k٠ − ik

k٠ + ik

)
[eq(x)]

−ik٠ ]

ΦII =
( ٢k٠
k٠ + ik

)
[eq(x)]

−k]

(۴۴ .۵)

p = |ΦII |٢ =
( ۴k٢٠
(k٠ + ik)٢

)
[eq(x)]

−٢k] ̸= ٠ (۴۵ .۵)

اگر زیرا نیست صفر عبور احتمال اما است صفر و عبور ضریب t که t + r = ١ رابطه طبق
نیست صفر برابر که می کنیم مشاهده آوریم بدست دوم جواب برای را احتمال



٧۵ دفورم کوانتوم با دلتا و ای پله پتانسیل در یافته شکل تغییر موج بسته بررسی

دوگان پتانسیل چاه ٣ .۶ .۵
باشد زیر صورت به پتانسیل چاه اگر

V (x) =


٠ (x ̸= ٠)
−α[δ(x+ a) + δ(x− a)] (x = ±a)

(۴۶ .۵)

k٠ =

√٢mE
ℏ٢ k =

√٢m(E − V٠)
ℏ٢ (۴٧ .۵)

است صورت این به کنیم مطالعه زوج چاه اگر شرودینگر معادله جواب تابع

ψ(x) =


ΦI = A[Eq(x)]

k] (x < −a)

ΦII = B[Eq(x)
ik٠ + Eq(x)

ik٠ ] (−a < x < a)

ΦII = A[Eq(x)]
−k] (a < x)

(۴٨ .۵)

می نویسیم را مرزی شرایط حالا
B

٢ [+Eq(x)
k + Eq(x)

−k] = AEq(x)
−k ⇒ x = a (۴٩ .۵)

D٢
xψ+ +

٢m[δ]

ℏ٢ [(x+ a) + δ(x− a)]ψ+ =
−٢m
ℏ٢ Eψ

B

٢ [+Eq(x)
k + Eq(x)

−k] = A

(٢mα
kℏ٢ − ١

)
[Eq(x)]

−k
(۵٠ .۵)

داشت خواهیم روابط تقسیم ٢mα)با
kℏ٢ − ١

)
=

[+Eq(x)
k − Eq(x)

−k]

[+Eq(x)k + Eq(x)−k]
(۵١ .۵)

tanh ka =
[+Eq(x)

k − Eq(x)
−k]

[+Eq(x)k + Eq(x)−k]

٢mαa
ℏ٢ = γ ka = y

(۵٢ .۵)

y = اگر کنند قطع را هم y = y٠ نقطه در می کنیم فرض است ترسیمی و جبری غیر جواب
مثبت مقدار تانژانت اینکه و tanh ka < ١ → γ

y − ١ < ١ شکل طبق اینکه از γ → γ
γ − ١ = ٠

کنیم پیدا محدودتری بازه جواب یافتن برای تا می کنیم دارداستفاده
tanh y > ٠ ⇒ γ > y

γ

γ
− ١ < ١ ⇒ γ < ٢y ⇒ γ

٢ < y٠ < γ (۵٣ .۵)
نوشت می توان بالا رابطه به توجه با باشد محدوده این در بایست جواب
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(
mαa

ℏ٢
)٢

< y٢٠ < (
٢mαa
ℏ٢ )٢ (۵۴ .۵)

جواب یک حتما y٢٠ = k٢٠a٢ ⇒ E = y٢ℏ٢
٢ma٢ بنویسیم این گونه می توانیم انرژی بازه یافتن برای

٢mαa
ℏ٢ = ٢mv٠a

ℏ٢ → E = V٠ پس است y٠ = γ حتما جواب یک آن v٢٠m٢ℏ٢ < y٢ℏ٢
٢ma٢ <

٢mv٢٠
ℏ٢ داریم

است پایه حالت انرژی همان که
E = − ℏ٢

٢mk٢

داشت خواهیم فرد پتانسیل چاه برای

ψ−(x) =


ΦI = A[Eq(x)]

k] (x < −a)

ΦII = B[Eq(x)
k + Eq(x)

−k] (−a < x < a)

ΦII = −A[Eq(x)]−k] (a < x)

(۵۵ .۵)

B

٢ [+Eq(x)
k + Eq(x)

−k] = A[Eq(x)]
−k ⇒ x = a (۵۶ .۵)

−B٢ [+Eq(x)
k + Eq(x)

−k] = A

(٢mα
kℏ٢ − ١

)
[Eq(x)]

−k (۵٧ .۵)

(٢mα
kℏ٢ − ١

)
=

[+Eq(x)
k − Eq(x)

−k]

[+Eq(x)k + Eq(x)−k]
(۵٨ .۵)

است راست خط و تانژانت نمودار دو تقاطع جواب که هستند ترسیمی و جبری غیر ها جواب
(٢mα
kℏ٢ − ١

)
= coth y

γ

y
− ١ = cothKa→ tanh y =

(
γ

y
− ١
)−١ (۵٩ .۵)

[
(
γ

y
− ١−(١

]′
< [tanh y]′ ⇒ γ < ١ ⇒ ℏ٢

٢ma < v٠ (۶٠ .۵)

و کنیم رسم را ثابت خط و تانژانت نمودار اگر نداریم جواب و است چاه از بیشتر ذره انرژی
کنیم رسم مختلف مقادیر ازای به را انرژی می توانیم بیابیم را k تقاطع محل

tanh ka =
[+Eq(x)

k − Eq(x)
−k]

[+Eq(x)k + Eq(x)−k]
(۶١ .۵)

E =
k٢ℏ٢
٢m

ℏ,m=١−−−−→ E =
k٢
٢



٧٧ همدوس های حالت های نهی برهم بررسی

همدوس های حالت های نهی برهم بررسی ٧ .۵
فرض فوک حالت های از بی شماری تعداد برهمنهی حاصل می توان را معمولی همدوس حالت
برهمنهی نوسانگر دو این برای می گیریم نظر در نوسانی مد دو همدوس حالت دو برای کرد
شده جفت های نوسانگر که ساختاری می کنیم استفاده بل کوشی ساختار از می نویسم را
که نمایی تابع می کنیم محدود را فوک فضای که زمانی می کند بررسی را آن ها درهمتنیدگی
حالت حالت ، این به جهت این از می شود محدودتر کردیم تعریف را همدوس حالت آن با
می شود فرض صورت این به بعد m تا فوک فضای ابعاد می شود گفته شده قطع همدوس

است صورت این Nبه اپراتور و جابه جایی روابط FM = |٠⟩ , |١⟩ , . . . , |M⟩

[a, a†] = ١ − (M + ١) |m⟩⟨m| [N, a†] = a† [N, a] = −a (١ .۵)

N |n⟩ = |n⟩ n = ٠, ١,٢, ,M (٢ .۵)

a |n⟩ =
√
n |n− ١⟩ at |n⟩ =√n+ ١ − (M + ١)δnm |n+ ١⟩ (٣ .۵)

است صورت این به شده نرمال شده قطع همدوس کت نمایش

|z,m⟩ = cM

∞∑
n=٠

Zn

n!
|n⟩ M = ١,٢, . . . c٢MeM (x) = ١ → cm =

١
eM

(۴ .۵)

c٢M
Z٢n
n!

⟨n|n⟩ = ١ z٢ = x
xn

n!
= ex = eq(x) (۵ .۵)

است متناهی هیلبرت فضای در نمایی تابع حال است دفورم نمایی تابع همان

eM (x) =
∞∑
n=٠

Zn

n!
=

١
M !

∫ ∞

٠ e−t(x+ t)Mdt (۶ .۵)

eM (٠) = ١ eM (∞) = ∞ ∂

∂x
eM (x) = eM−١(x) (٧ .۵)

eM (x) ≈ xn

n!
(١ +

M

x
) eM (x) ≈ ١ + x (٨ .۵)

a |z,M⟩ = Z
cM
CM−١

|z,M − ١⟩ (٩ .۵)
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شده قطع همدوس های حالت درهمتنیدگی ٧. ١ .۵
می کنیم بررسی بل کوشی حالت ها  ی با را شده قطع همدوس حالت دو درهمتنیدگی

|ψ١,M⟩ = h١,M [|z,M⟩١ |−z,M⟩٢ + |−z,M⟩١ |z,M⟩٢]
|ψ٢,M⟩ = h٢,M [|z,M⟩١ |−z,M⟩٢ − |−z,M⟩١ |z,M⟩٢]
|ψ٣,M⟩ = h٣,M [|z,M⟩١ |z,M⟩٢ − |−z,M⟩١ |−z,M⟩٢]
|ψ۴,M⟩ = h۴,M [|z,M⟩١ |z,M⟩٢ + |−z,M⟩١ |−z,M⟩٢]

(١٠ .۵)

h−٢١,M = h−٢۴,M = ١]٢ + µ٢
m]

h−٢٢,M = h−٢٣,M = ١]٢ − µ٢
m]

(١١ .۵)

می کنیم تعرف این  گونه را داخلی ضرب
⟨Z,M |−Z,M⟩ = ⟨−Z,M |+Z,M⟩ = eM (−x)

eM (−x)
= µM (x) (١٢ .۵)

داریم آن مقادیر ویژه و فنا عملگر اثر
a |Z,M⟩ = Z

cM
CM−١

|z,M − ١⟩ (١٣ .۵)
چنانچه M → ∞ و |z٢| → ∞ نیستند متعامد ⟨Z,M |Z,M⟩ بل کوشی حالتهای برخی می دانیم

است این گونه بی نهایت در µM (x) رفتار شد خواهند متعامد

µM (x) =


١ − ٢x x ≤ ١
(−١)M (١ − ٢M

x
) x ≥ ١

(١۴ .۵)

هست شرح این به متعامد پایه های از مثالی
|±,M⟩i =

١√
N±

(|z,M⟩i + |−z,M⟩i) N± = ١)٢ ± µm)

|+,M⟩i =
١√
N+

(|z,M⟩i + |−z,M⟩i)

|−,M⟩i =
١√
N−

(|z,M⟩i − |−z,M⟩i)

(١۵ .۵)

شد خواهد صورت این به ما حالت چهار بنابراین
(١۶ .۵)

|ψ١,M⟩ =

√ ١
١)٢ + µ٢

M )
[(١ + µM ) |+,M⟩١ |+,M⟩٢ − (١ − µM ) |−,M⟩١ |−,M⟩٢]

|ψ٢,M⟩ = |ψ١,M⟩ = ٢√١ [|−,M⟩١ |+,M⟩٢ − |+,M⟩١ |−,M⟩٢]

|ψ٣,M⟩ = |ψ١,M⟩ = ٢√١ [|−,M⟩١ |+,M⟩٢ + |+,M⟩١ |−,M⟩٢]

|ψ۴,M⟩ = |ψ١,M⟩ =

√ ١
١)٢ + µ٢

M )
[(١ + µM ) |+,M⟩١ |+,M⟩٢ + (١ − µM ) |−,M⟩١ |−,M⟩٢]



٧٩ همدوس های حالت های نهی برهم بررسی
می شود تبدیل بل حالت های به بل کوشی حالت های |z٢| → و∞ M → ∞ حدی حالت های در

بود خواهد صورت این به ρ چگالی اپراتور

ρ(١) = tr٢ |ψ١,M⟩ ⟨ψ١,M |

= (
١

١)٢ + µ٢
M )

)١)]٢ + µM )٢ |+,M⟩ ⟨+,M |+ (١ − µM )٢ |−,M⟩ ⟨−,M |]

ρ(٢) = tr٢ |ψ٢,M⟩ ⟨ψ٢,M | = ١
٢ [|+,M⟩ ⟨+,M |+ |−,M⟩ ⟨−,M |]

ρ(٣) = tr٣ |ψ٣,M⟩ ⟨ψ٣,M | = ١
٢ [|+,M⟩ ⟨+,M |+ |−,M⟩ ⟨−,M |]

ρ(١) = tr٢ |ψ۴,M⟩ ⟨ψ۴,M |

= (
١

١)٢ + µ٢
M )

)١)]٢ + µM )٢ |+,M⟩ ⟨+,M |+ (١ − µM )٢ |−,M⟩ ⟨−,M |]

(١٧ .۵)

این به مقادیر ویژه مثال طور به برد بهره آن ها از مسائل حل در می توان مقادیر ویژه یافتن با و
می کنیم محاسبه صورت

λ١,۴١ =
(١ + µ٢

M )٢
١)٢ + µ٢

M )
λ١,۴٢ =

(١ − µ٢
M )٢

١)٢ + µ٢
M )

(١٨ .۵)

خواهد یکی کت دو هر برای مقادیر ویژه و می یابند کاهش چگالی اپراتوهای |ψ٣,M⟩و|ψ٢,M⟩ در
بود

λ٢,٣١ = λ٢,٣٢ =
١
٢ (١٩ .۵)

کرد حساب را وان‐نیومن آنتروپی می توان مقادیر ویژه داشتن با

E
(a)
M = −

∑
m=١,٢

λ(a)n log٢(λ(a)n )

E
(١,۴)
M =

(١ + µ٢
M )٢

١)٢ + µ٢
M )

log٢(
(١ + µ٢

M )٢
١)٢ + µ٢

M )
)−

(١ − µ٢
M )٢

١)٢ + µ٢
M )

log٢(
(١ + µ٢

M )٢
١)٢ + µ٢

M )
)

(٢٠ .۵)

می باشند درهمتنیده حالت های |ψ٣,M⟩ و |ψ٢,M⟩ حالت های
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کلاسیکی غیر خواص ٧. ٢ .۵
فوتونی توزیع تابع

می کنیم محاسبه را فوتونی توزیع تابع
P (١)
n١,n٢ = | ⟨n١, n٢| | |ψ١,M⟩ |٢ =

[e(x)m]
−٢xn١+n٢

n١!n١)!٢ + µ٢
M )

(١ + (−١)n١+n٢)

P (٢)
n١,n٢ = | ⟨n١, n٢| | |ψ٢,M⟩ |٢ =

[e(x)m]
−٢xn١+n٢

n١!n١)!٢ − µ٢
M )

(١ − (−١)n١+n٢)

P (٣)
n١,n٢ = | ⟨n١, n٢| | |ψ٣,M⟩ |٢ =

[e(x)m]
−٢xn١+n٢

n١!n١)!٢ − µ٢
M )

(١ − (−١)n١+n٢)

P (۴)
n١,n٢ = | ⟨n١, n٢| | |ψ۴,M⟩ |٢ =

[e(x)m]
−٢xn١+n٢

n١!n١)!٢ + µ٢
M )

(١ + (−١)n١+n٢)

(٢١ .۵)

می باشند فوک فضای پایه های |n١⟩ و |n٢⟩

P (۴)
n١,n٢ = P (١)

n١,n٢ P (٣)
n١,n٢ = P (٢)

n١,n٢ N١ |n١⟩ = n١ |n١⟩ N٢ |n٢⟩ = n٢ |n٢⟩ (٢٢ .۵)

P (١)
n١,n٢ = P (۴)

n١,n٢ =


٢[e(x)m]−٢xn١+n٢
n١!n١)!٢ + µ٢

M )
n١ + n٢ ∈ Z+

٠ n١ + n٢ ∈ Z−

(٢٣ .۵)

P (٢)
n١,n٢ = P (٣)

n١,n٢ ≈


١ n١ = ١, n٢ = n١یا٠ = ٠, n٢ = ١
٠ مقادیر بقیه

(٢۴ .۵)

بود خواهد صورت این به x بزرگ مقادیر برای

P (١)
n١,n٢ = P (۴)

n١,n٢ ≈


١ n١ = n٢ =M

٠ مقادیر بقیه
(٢۵ .۵)

P (٢)
n١,n٢ = P (٣)

n١,n٢ ≈


١ n١ =M,n٢ =M − n١یا١ =M − ١, n٢ =M

٠ مقادیر بقیه
(٢۶ .۵)

باشد M = ١ اگر می کنیم محاسبه M مختلف مقادیر ازای به را فوتون ها احتمال تابع حالا
e(x)١ = ١ + x µ(x)١ =

١ − x

١ + x
(٢٧ .۵)

با است برابر |ψ٢,M⟩ و |ψ٣,M⟩ و |ψ۴,M⟩و|ψ١,M⟩ کت های برای Pn مقدار بنابراین
P

(١)٠,٠ =
١

١ + x٢ P
(١)
١,١ =

x٢
١ + x٢ (٢٨ .۵)
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P (١)
n٠,n٠ = P (١)

n١,n١ =
١
٢ (٢٩ .۵)

رسم را x برحسب P (١)
n١,n٢ تابع ١۵ .۵ شکل در شد. ثابت مقداری ها فوتون احتمال تابع که

رنگ با (n١, n٢) = (١, ١) حالت در و صورتی بارنگ (n١, n٢) = (٠, ٠) برای توزیع تابع کردیم
است شده مشخص بنفش

P
(١)٠,٠ =

١
١ + ٢x٢ + ١۴x۴

P
(١)
٠,٢ = P

(١)
٢,٠ =

x٢
١)٢ + ٢x٢ + ١۴x۴)

(٣٠ .۵)

با (n١, n٢) = (٠,٢)(٢, ٠) برای توزیع تابع کردیم رسم را x برحسب P (١)
n١,n٢ تابع ١۶ .۵ شکل در

nبرحسب فوتونی توزیع تابع رسم :١۵ .۵ شکل

nبرحسب P (١)
n١,nفوتونی٢ توزیع تابع رسم :١۶ .۵ شکل

(n١, n٢) = (٠, ٠) در و بنفش با (n١, n٢) = (٢,٢) صورتی با (n١, n١)(٢, ١) حالت در و قهوه ای
داریم باشد M = ٢ اگر است شده مشخص باخاکستری

e(x)١ = ١ + x+
x٢
٢ µ(x)٢ =

١ − x+
x٢
٢

١ + x+
x٢
٢

(٣١ .۵)



یافته تعمیم همدوس های حالت ٨٢
با است برابر |ψ٢,M⟩ و |ψ٣,M⟩ و |ψ۴,M⟩ و |ψ١,M⟩ برای pn مقادیر

P
(٢)
٠,١ = P

(٢)
١,٠ =

١
٢ + x٢

P
(٢)
١,٢ = P

(٢)
٢,١ =

x٢
٢)٢ + x٢)

(٣٢ .۵)

با (n١, n٢) = (٠, ١)(١, ٠) برای توزیع تابع کردیم رسم را x برحسب P (٢)
n١,n٢ تابع ١٧ .۵ شکل در

است شده مشخص قهوه ای با (n١, n٢) = (١,٢)(٢, ١) حالت در و  صورتی

مندل پارامتر
محاسبه مد هر برای را مندل پارامتر باید همدوس برهمنهی مد دو فروپواسونی آمار برای بررسی
در و Qj,Mi > ٠ فراپواسونی توزیع در و است پواسونی توزیع باشد Qj,Mi = ٠ مقدار اگر کنیم
Ni چشمداشتی مقدار ابتدا مندل پارمتر محاسبه برای می باشد Qj,Mi < ٠ پواسونی فرو توزیع

می کنیم محاسبه
Qj,Mi =

⟨ψj ,M |Ni(Ni − ١)|ψj ,M⟩ − ⟨ψj ,M |Ni|ψj ,M⟩٢
⟨ψj ,M |ψj ,M⟩

(٣٣ .۵)

⟨ψ١,M |Ni|ψ١,M⟩ = ⟨ψ۴,M |Ni|ψ۴,M⟩

= x
e(x)me(x)m−١ − e(−x)me(−x)m−١

e(x)٢m + e(−x)٢m
(٣۴ .۵)

⟨ψ٢,M |Ni|ψ٢,M⟩ = ⟨ψ٣,M |Ni|ψ٣,M⟩

= x
e(x)me(x)m−١ + e(−x)me(−x)m−١

e(x)٢m − e(−x)٢m
(٣۵ .۵)

⟨ψ١,M |Ni(Ni − ١)|ψ١,M⟩ = ⟨ψ۴,M |Ni(Ni − ١)|ψ۴,M⟩

= x٢ e(x)me(x)m−٢ + e(−x)me(−x)m−٢
e(x)٢m + e(−x)٢m

(٣۶ .۵)

⟨ψ٢,M |Ni(Ni − ١)|ψ٢,M⟩ = ⟨ψ٣,M |Ni(Ni − ١)|ψ٣,M⟩

= x٢ e(x)me(x)m−٢ − e(−x)me(−x)m−٢
e(x)٢m − e(−x)٢m

(٣٧ .۵)

می کند پیروی فروپواسونی آمار از |ψ٢,M⟩و|ψ٣,M⟩ و فراپواسونی آمار از |ψ۴,M⟩و|ψ١,M⟩

می دهد نشان متفاوت های m در را x برحسب مندل پارامتر رسم ١٨ .۵ و ١٩ .۵ های شکل
شده مشخص بنفش با M = ∞ قهوه ای با M = ۴ باخاکستری M = ٣ و صورتی با M = ۵

می شود نوشته صورت این به مندل پارامتر کوشی‐بل حالت چهار برای . است
Q١,M
i = Q۴,M

i =

x[
e(x)me(x)m−٢ + e(−x)m−٢e(−x)m
e(x)me(x)m−١ − e(−x)me(−x)m−١

−
e(x)me(x)m−١ − e(x)m−١e(−x)m

e(x)٢me(−x)٢m
]

(٣٨ .۵)



٨٣ همدوس های حالت های نهی برهم بررسی

nبرحسب P (٢)
n١,n٢ فوتونی توزیع تابع رسم :١٧ .۵ شکل

nبرحسبQ١,M
i رسم :١٨ .۵ شکل

xبرحسبQ٢,M
i رسم :١٩ .۵ شکل





۶ فصل
پیشنهادات و گیری نتیجه

روش با را همدوس حالت زمانی تحول پرداختیم همدوس حالت های معرفی به نامه پایان این در
را زمانی تحول سیستم هامیلتونی و سیستم لاگرانژی یافتن با و کرده معرفی رزنفلید لوییس
یافته شکل تغییر همدوس حالت های برای فوق موارد بررسی که کردیم محاسبه بعد دو برای
مثال هایی و پرداختیم یافته شکل تغییر کوانتوم مکانیک معرفی به ابتدا است شرح این به
قرار مطالعه مورد را یافته شکل تغییر کوانتوم در پتانسیل پله مسئله و پتانسیل چاه قبیل از
شکل تغییر حالت در را آن انرژی و پرداختیم دوگان دلتای پتانسیل چاه بررسی به و دادیم
نمایی توابع و مشتقات معرفی به یافته شکل تغییر ϕ فضای در همچنین کردیم محاسبه یافته
روی یافته شکل تغییر ویگنر جبر معرفی به پرداختیم دیگر خواص برخی و هیپربولیک توابع و
جبر برای همدوس حالت کردیم بیان دایروی جبر یرای را هامیلتونی و پاریته و پرداختیم دایره
دادیم قرار بررسی مورد را یافته تعمیم هایزنبرگ جبر و کردیم بیان را یافته شکل تغییر ویگنر
به را بودن بهنجارش قابل که حالت هایی و نوشتیم k− ١ خاصه حالت برای را همدوس حالت

. کردیم محاسبه را آنها آماری خواص و پذیرفتیم فیزیکی لحاظ
نشان کردیم مطرح q فرمالیزم در یافته شکل تغییر بوزونی جبر و را جبرسالیس در نمایی تابع
حالت داریم قطعیت طیف q > ٠ در که حالی در داریم قطعیت عدم طیف q ≤ ٠ برای دادیم
کردیم رابررسی آن کلاسیکی غیر خاص و کردیم مطرح را جبر این با یافته شکل تغییر همدوس

.

٨۵
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Aabstract

By using of the properties of SU(1,1) group, and considering a coherent quantum

system for a two dimensional damping harmonic oscillator, we determine the energy of

the systems, eigen states of the coherent states and also we determine the conditions of the

damping and ultra-damping and by using of the Lewis-Riesenfeld method, we calculate

the time evolution of the system. For this purpose, in the first, we write the Hamiltonian

of the system and by using the Hamilton-Jacobi equation, we obtain the equation of the

particle and then by using Heisenberg algebra we quantize the system and we obtain the

coherent states of such system. We see that for such a system, we cannot determine the

time evolution by time evolution operator and we have to use the Lewis-Riesenfeld method

for determining the time evolution.

keywords : coherent states, damping harmonic oscillator,the Lewis-Riesenfeld method,

time evolution operator,properties of SU(1,1) group.
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