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چൊیده
حدی حالت در داریم انتظار که ١پرداخته GUP یافته تعمیم قطعیت عدم اصل معرفی به نامه پایان این در
قطعیت عدم اصل این به دستیابی چگونگی یابیم. دست معمول هایزنبرگ قطعیت عدم اصل معادله به
ی مرتبه از کمینه طول این که است کمینه طول یک دارای قطعیت عدم این که یابیم می در و داده شرح را
قطعیت عدم اصل از استفاده با سپس دارد. خوانی هم ریسمان نظریه با نظر این از که است پلانک طول
در ذرات موج تابع و طیف ی محاسبه پردازیم. می یافته تعمیم شرودینگر معادله بررسی به یافته تعمیم
نوع همچنین است. نامه پایان این انجام روند از بخشی خاص های حالت از بعضی ازای به فضا این
و کرده بررسی را دارد نام ٢ EUP یافته بسط قطعیت عدم اصل که را قطعیت عدم اصل از دیگری
یافته بسط قطعیت عدم اصل که نکته این به توجه با سپس آوریم. می بدست فضا این در را تکانه کمینه
مربع با متناسب همچنین و شناسی کیهان ثابت ی مرتبه از قطعیت عدم این در یافتگی تعمیم پارامتر و
و سیتر دی فضای در یافته بسط قطعیت عدم اصل این بررسی به نظر این از است، سیاهچاله شعاع
ترمودینامیکی خواص بررسی همچنین و یافته تعمیم شرودینگر موج معادله بررسی سپس و سیتر دی آنتی
یافته تعمیم کلاین-گوردون معادله بررسی به همچنین و پردازیم می فضا این در پارش تابع جمله از سیستم
بیابیم. محاسبات این برای کلی ساختار یک بتوانیم تا برآنیم همچنین پردازیم. می فضا این در بعد دو در
همچنین و پرداخت خواهیم مربوطه سیستم ترمودینامیکی خواص بررسی به سیستم انرژی تعیین با سپس
براساس گانه دو خاص نسبیت تعریف با سپس برسیم. متداول روابط به حدی حالت در که داریم انتظار
می حالت این در کمینه طول بررسی به گیرد می ٣نام DSR-GUP که یافته تعمیم قطعیت عدم اصل
با یافته تعمیم شرودینگر موج معادله بررسی به و نوشته حالت این در را جبری رویکرد همچنین پردازیم.
عدم اصل این برای را یافته تعمیم هایزنبرگ جبر سپس پردازیم. می حالت این در مختلف های پتانسیل
و آنروح دمای نوشتن با نهایت در نویسیم. می را زمانی تحول روابط و کرده معرفی یافته تعمیم قطعیت
شوارتسشیلد سیاهچاله برای را یافته تعمیم آنروح دمای تا برآنیم شوارتسشیلد سیاهچاله معرفی همچنین
قطعیت عدم اصل بسط همچنین و قطعیت عدم اصل بسط و یافته تعمیم قطعیت عدم اصل حضور در

بیابیم. یافته تعمیم

نسبیت شرودینگر، معادله یافته، بسط قطعیت عدم اصل یافته، تعمیم قطعیت عدم اصل کلیدی: کلمات
کلاین-گوردون معادله آنروح، دمای دوگانه، خاص

1Generalized uncertainty principle
2Extended uncertainty principle
3Doubly special relativity-Generalized uncertainty principle
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تصاویر فهرست

٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . لحظه هر در ذره مکان نشانگر ١. ١

٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . لحظه هر در ذره موج طول نشانگر ١. ٢

برای و ای) (قهوه α = ٠ برای y = eα(x) نمودار که دهد می نشان نمودار این ٢. ١

١٨ . . . . . . . . . . . . . . . . است (صورتی) α = −٠٫١ و (سبز) α = ٠٫١

ای (قهوه α = ٠ برای انرژی حسب بر بازتاب ضرایب که دهد می نشان نمودار این ٢. ٢

١٨ . . . . . . . . . . . . هستند (صورتی) α = −٠٫١ و (سبز) α = ٠٫١ برای و (

ای) (قهوه α = ٠ برای انرژی براساس را عبور ضریب که دهد می نشان نمودار این ٢. ٣

٢٠ . . . . . . . . . . . . کردیم رسم (صورتی) α = −٠٫٠۵ و (سبز) α = ٠٫٠۵ و

یک بعنوان Ads فضای در هارمونیک نوسانگر برای را εAds = EAds
n

~ω انرژی طیف ۴ .٢

را ~
mω

= ١ و β = ٠٫٠۵,٠٫١ مختلف مقادیر برای n کوانتومی عدد به وابسته تابع

٢٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . است شده رسم

٣٢ . . . . . . . . . . . . . . . . است. شده رسم مختلف های β حسب بر انرژی ۵ .٢

۴٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . توابع ویژه رسم ٣. ١

κ = ١٢٠ و ای قهوه رنگ به κ = ∞ برای انرژی حسب بر بازتابی ضرایب رسم ٣. ٢

٧١ . . . . . . . . . . . . . . a = π ، V٠ = ٣ و ٢m = ~ = ١ و قرمز رنگ به

به κ = ١٢٠ و ای قهوه رنگ به κ = ∞ برای انرژی حسب بر عبور ضرایب رسم ٣. ٣

٧٢ . . . . . . . . . . . . . . . a = π ، V٠ = ٣ و ٢m = ~ = ١ و قرمز رنگ

ل



تصاویر رفهرست

با ξ٣ و ξ٢ ،ξ١ برای آنروح سیاهچاله-دما یافته شکل تغییر دمای ی رابطه نمودار ١ .۵

١١٩ . .(~ = c = k = ١ = π = ١) است. شده مشخص β٠ℓ
٢
p = ٠٫۵ و |Λ| = ٠٫۵

شده مشخص β = ٠٫۵ و α = ٠٫۵ با η٣ و η٢ ،η١ برای جرم-دما ی رابطه نمودار ٢ .۵

١٢١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .(~ = c = k = ١,٨πG = ١) است.

β = ٠٫۵ و α = ٠٫۵ با ϑ٣ و ϑ٢ ،ϑ١ برای گرمایی-دما ظرفیت ی رابطه نمودار ٣ .۵

١٢٣ . . . . . . . . . . . . . .(~ = c = k = ١,٨πG = ١) است. شده مشخص

مشخص β = ٠٫۵ و α = ٠٫۵ با µ٣ و µ٢ ،µ١ برای آنتروپی-دما ی رابطه نمودار ۴ .۵

١٢۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . .(~ = c = k = ١,٨πG = ١) است. شده

م



١ فصل

حالات و هایزنبرگ قطعیت عدم اصل بررسی

آن ی یافته تعمیم

مقدمه ١. ١

تاریخچه ١. ٢

یافته تعمیم روابط معرفی و هایزنبرگ قطعیت عدم اصل تاریخچه بر مروری داریم قصد فصل این در

طبیعی یکاهای دستگاه و هایزنبرگ قطعیت عدم رابطه ابتدا باشیم، داشته هایزنبرگ قطعیت عدم اصل

قطعیت عدم اصل هایزنبرگ١ ورنر دانیم، می که همانطور کنیم می معرفی نیز را کمینه طول و پلانک

کرد، می کار کپنهاگ در بوهر٢ نیلز موسسه در کوانتومی مکانیک ریاضی مبانی روی بر که زمانی را خود

ماتریسی مکانیک کرامرز٣، هانس همکاری با میلادی، ١٩٢۵ سال در هایزنبرگ ورنر کرد. بندی صورت

فاقد که قدیمی، کوانتومی نظریه جای به کوانتومی مدرن مکانیک شدن جایگزین باعث که نهاد، بنیان را

سطح در کافی اندازه به کلاسیک حرکت مفهوم که بود این اصلی فرض .[١ − ٣] شد بود، عمومیت

برداشت حرکت مفهوم از کلاسیک فیزیک در که گونه آن اتم، های الکترون و ، نیست دقیق کوانتومی

شده پخش عجیبی شکل به حرکت عوض، در . کنند نمی حرکت معین دقیقا مدارهای در ، شود می

1Werner Heisenberg
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آن ی یافته تعمیم حالات و هایزنبرگ قطعیت عدم اصل بررسی .١٢

شود می مشاهده کوانتومی های جهش در که است هایی فرکانس شامل تنها زمان فوریه تبدیل : است

دلخواه زمان هر در مدار در الکترون دقیق مکان مانند ناپذیری مشاهده کمیت هیچ هایزنبرگ مقاله .

حرکت فوریه تبدیل های مولفه درباره که دهد می را اجازه این تنها پرداز نظریه به او ، پذیرد نمی را

آن از توان نمی است، نشده تعریف کلاسیک های فرکانس در فوریه های مولفه که جا آن از . بزند حرف

پاسخ تواند نمی فرمالیسم نتیجه در کرد، استفاده الکترون حرکت دقیق مسیر تشریح و ساخت برای ها

ماتریس خاصیت دارد سرعتی چه دقیقا یا و است کجا در دقیقا الکترون که بدهد ها پرسش این به قطعی

از انحراف مقدار هستند. ناجابجا ضرب عمل در تکانه و مکان دهد می نشان هایزنبرگ نامتناهی های

(~ = گردد.(١ می مشخص هایزنبرگ رابطه توسط ناجابجایی

[x, p] = xp− px = i (١. ١)

در هایزنبرگ که هنگامی میلادی، ١٩٢٧ مارس .در نداشت مشخصی و شفاف تعبیر رابطه این ابتدا در

مکملیت اصل .[۴] دارد قطعیت عدم اصل به اشاره ناجابجایی که شد متوجه کرد، می کار بوهر موسسه

موج یک وسیله به که ای ذره اگر . شود می بیان ای ذره موج دوگانگی مفهوم وسیله به تکانه و مکان بین

باریک کانال یک از که آب امواج مانند کند،( عبور باریک شکاف یک میان از شود می توصیف تخت

قدر چه .هر شود می خارج شکاف از مختلفی زوایای با آن موج و شود می پراکنده ذره کنند)، می عبور

یابد. می افزایش آن تبع به تکانه قطعیت عدم و شده بیشتر پراش مقدار باشد، کمتر شکاف پهنای که

مقدار کمترین : کرد بیان عبارت این با را خود اظهارات ١٩٢٧ سال در خود مشهور مقاله در هایزنبرگ

تعریف جا آن در او اما باشد، می مکان گیری اندازه آن علت که است تکانه آشفتگی ناپذیر، اجتناب

در کرد ارایه مورد هر در قبولی قابل های تخمین عوض در و نداد ∆p و ∆x های قطعیت عدم از دقیق

.[۵] نمود ارایه زیر صورت به را خود اصل شیکاگو در خود سخنرانی

∆x∆p ≥ h (١. ٢)

[۶] کرد ارائه چنین را رابطه مدرن صورت بار اولین ١٩٢٧ سال در که بود کنارد۴ ولی

δxδp ≥ ~
٢ (١. ٣)

δx که شود توجه هستند، تکانه و )مکان معیار استاندارد( انحراف δp و δx و h = ~
٢ رابطه این در که

سیستم در ذره تکانه و ذره مکان گیری اندازه تکرار δp و δx کنارد، تعریف در نیستند، یکسان ∆x و
4Frank Conrad



تاریخچه .١٣. ٢

رابطه رو این از است، شده داده نشان ها گیری اندازه آن میانگین انحراف ی محاسبه شکل به که هستند،

با برابر تقریبا پلانک ثابت رابطه این در گوید، نمی ما به همزمان گیری اندازه ی درباره چیزی کنارد ی

نیز مکملی اصل از بیانی است نیاز هایزنبرگ قطعیت عدم اصل بهتر درک برای حال است. ٣−١٠۴j.s

مانند مادی ی ذره یک مورد در ای موجی-ذره های توصیف زمان هم کاربرد اصل، این طبق کنیم، بیان

کنار دیگری توصیف ببریم، بکار را توصیف دو این از یکی که صورتی در و است ممکن غیر فوتون یک

را فوتون مکان و کنیم بیان ذرات زبان به را مغناطیس الکترو تابش اگر مثال عنوان به شود. می گذاشته

ولی است صفر دو هر زمان و مکان در قطعیت عدم صورت این در کنیم، بیان کامل دقت با لحظه هر در

این .[١] است نهایت بی فرکانس و موج طول دهیم، می نسبت فوتون موج به که چه آن در قطعیت عدم

یکی و باشند گرفته را طناب یک سر دو نفر دو (١.١) شکل در که همانطور که است این مانند موضوع

جایگزیدگی دلیل به را ذره مکان حالت این در کند، تولید را پالسی طناب دادن تکان بار یک با ها آن از

موج طول که شویم مدعی توانیم نمی دیگر ولی کرد گیری اندازه کاملا لحظه هر در توان می نقطه یک در

بگیریم. اندازه توانیم می هم را ه ذر

لحظه هر در ذره مکان نشانگر :١. ١ شکل

معلوم کاملا ذره، موج طول که این دلیل به ببریم کار به ذره برای را موجی توصیف چنانچه برعکس

در قطعیت عدم ولی است صفر آن، فرکانس همچنین و ذره موج طول تعیین در قطعیت عدم لذا است

نفر دو از یکی اگر (٢.١) شکل مطابق گفت توان می نیز حالت این .در شود می نهایت بی ذره و مکان

که نمود ادعا توان می لحظه هر در نماید ایجاد طناب طول در ایستا موجی طناب مداوم دادن تکان با

.[٢] دارد قرار ای نقطه چه در ذره لحظه هر در گفت توان نمی دیگر ولی است معلوم موج طول

لحظه هر در ذره موج طول نشانگر :١. ٢ شکل



آن ی یافته تعمیم حالات و هایزنبرگ قطعیت عدم اصل بررسی .١۴

هایزنبرگ قطعیت عدم اصل آوردن بدست ی نحوه ١. ٢. ١

همیشه عملیات کند، می اثر ψ(x) مثل موج تابع یک روی بر B و A خطی عملگرهای که هنگامی

میکند ضرب x در را تابع B عملگر که که است وقتی مورد این در واضح مثال یک نیست، پذیر جابجایی

گیرد. می مشتق x به نسبت تابع از A عملگر و

(AB −BA)Ψ =
d

dx
(xΨ)− x

d

dx
Ψ = Ψ (۴ .١)

یعنی: عملگرها زبان به که

d

dx
x− x

d

dx
= ١ (۵ .١)

فراوانی اهمیت از دارد کوانتومی مکانیک در جابجایی رابطه با زیادی نزدیکی اینکه جهت به مثال این

تکانه با متناظر عملگر که حالی در کرده ضرب x در را موج تابع مکان عملگر آنجا در است، برخوردار

: بنابراین کند می ضرب −i~ در و گرفته مشتق

[p, x] = px− xp = −i~( d
dx
x− x

d

dx
) = −i~ (۶ .١)

یافته بسط و یافته تعمیم قطعیت عدم اصل مفاهیم بررسی ١. ٣

نظریه این دارد را گرانش و کوانتوم مکانیک تزویج قصد که است هایی رهیافت از یکی ریسمان نظریه

های انرژی در شود، می گرانش نظریه و ای پیمانه های کنش برهم نظریه به تبدیل کم های انرژی حد در

قبیل از مشکلاتی کردن برطرف در نظریه این اصلی چهره پلانک ابعاد حدود در کم فواصل یا و زیاد

این بر فرض نظریه این در شود. می نمایان عام نسبیت در کوانتومی های نهایت بی و کلاسیکی تکینگی

بعدی یک موجوداتی بعدی، صفر موجودات جای به ها کوارک و ها الکترون همانند بنیادی ذرات است

ذرات صورت به بنیادین ریسمان این نوسان مختلف های حالت هستند. نوسان حال در ریسمان شبیه

بسیار های انرژی در ها ریسمان پراکندگی دامنه خصوص در ها بررسی نتیجه شود. می گر جلوه بنیادین

عدم اصل به که شود می پلانک ابعاد حدود در هایزنبرگ قطعیت عدم اصل در اصلاحی به منجر زیاد

اصل این از دیگری نوع یافته بسط قطعیت عدم اصل .[٧,٨] است مشهور GUP یافته۵ تعمیم قطعیت
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یافته بسط و یافته تعمیم قطعیت عدم اصل مفاهیم بررسی .١. ٣۵

کمینه طول GUP کلی قطعیت عدم اصل در که درحالی دهد می ما به را سیستم حداقل تکانه که است

و سیتر دی فضای که است سیتر دی فضای شعای ℓH زیر ی معادله در شود. می برآورده حداقل طول یا

دهند. می ارائه انیشتین معادله برای را دقیقی حل که هستند تقارن بیشترین با فضا یک سیتر دی آنتی

شود: می ارائه زیر صورت به یافته بسط قطعیت عدم اصل کلی نسخه

∆X∆P ≥ ~(١ + α٢
٠
(∆X)٢

~٢ℓ٢
H

) (١. ٧)

شود: می ارایه زیر صورت به معمولا یافته تعمیم قطعیت عدم اصل کلی نسخه

∆X∆P ≥ ~(١ + β٢
٠ℓ

٢
p

(∆P )٢

~٢ ) (١. ٨)

[١−١٣۵] است بعد بدون ثابت یک β٠ و پرداختیم آن به قبل بخش در که است پلانک طول همان ℓp که

عدم شود، می گرفته نظر در فضا-زمان میکروسکوپی ساختار که هنگامی و است عمومی کاملا بالا معادله

ناجابجایی کوانتومی مکانیک که دانیم می همچنین و [١۶] دهد می شرح را کوانتومی مکانیک قطعیت

هستند. قطعیت عدم اصل بر اکتشافی های نمونه همگی [١٨,١٩] گدانکن۶ سیاهچاله آزمایشات و [١٧]

GUP یافته تعمیم قطعیت عدم اصل ی رابطه بررسی ١. ٣. ١

هر تا را ذره یک p تکانه توان می که کنید فرض کنیم، توصیف را Lf کمینه طول کلی ی ایده اینکه برای

یا یابد، کاهش Lf کمینه طول مقدار از کمتر به تواند نمی اش موج طول اما داد، افزایش دلخواه مقدار

شود نمی ( c = ١ و طبیعی یکاهای در Lf = ١
Mf

) Mf از بیشتر هرگز k موج بردار معادل، طور به

تابعی رابطه یک بلکه باشد. خطی تواند نمی دیگر k و p بین رابطه بنابراین . (p = ~k) [۶,٩,١٠]

:[٢] کند برآورده را زیر شرایط باید k(p) تابعی رابطه این ، بود خواهد

برای یعنی ، برسیم خطی رابطه همان به دوباره جدید، مقدار از کمتر خیلی های انرژی برای -

.p ≈ k باشیم داشته P ≪Mf

باشد فرد باید پاریته پایستگی خاطر به k(p) تابع -

برسد Mf خودش بالایی حد به یکنواخت طور به تابع -

است: زیر شکل به کند می پیروی ها شرط این از که توابعی از نمونه یک -

k(p) =
١
Lf

tanh
١
γ
p

Mf

γ

(١. ٩)

6gedanken



آن ی یافته تعمیم حالات و هایزنبرگ قطعیت عدم اصل بررسی .١۶

گیریم می نظر در γ = ١ سادگی برای ما است، کمینه طول ادبیات در رایج انتخاب یک که

k(p) =
١
Lf

tanh(
p

Mf

) (١. ١٠)

ی رابطه به وجه با بنابراین ، کرد خواهیم استفاده p
Mf

ی مرتبه شامل tanh اول مرتبه بسط از ادامه در

آوریم می دست به قبل

tanh
p

Mf

≈ (
p

Mf

)− ١
٣(

p

Mf

)٣ (١. ١١)

نیست. خطی دیگر که رسیم می k حسب بر p برای روابطی به کمینه طول گرفتن نظر در با پس

k(p)Lf ≈ (
p

Mf

)− ١
٣(

p

Mf

)٣ (١. ١٢)

را نامیم می یافته تعمیم قطعیت عدم رابطه را آن که کمینه، طول قطعیت عدم رابطه بتوانیم اینکه برای

حسب بر بسط قابل توانی سری یک F (p) اگر بدانیم، را p و x بین جابجاگر است لازم آوریم بدست

داشت. خواهیم را جابجاگری رابطه باشد k

pi = −i~ ∂

∂xi
(١. ١٣)

xi = i~
∂

∂pi
(١۴ .١)

x = i
∂p

∂k

∂

∂k
= i

∂

∂k
(١۵ .١)

[x, F (p)] = i~
∂F (p)

∂p
(١۶ .١)

داشت خواهیم معادل طور به بنابراین

[x, p] = i~
∂p

∂k
(١. ١٧)



پلانک ثوابت معرفی .۴ .١٧

داشت خواهیم کنیم، می گیری مشتق زیر ی رابطه از ∂p
∂k

ی محاسبه برای

k(p) =
١
Lf

((
p

Mf

)− ١
٣(

p

Mf

)٣) (١. ١٨)

داشت: خواهیم قبل ی معادله از گیری مشتق با

∂k(p)

∂p
=

∂

∂p
(

١
Lf

((
p

Mf

)− ١
٣(

p

Mf

)٣)) = (
١
Lf

((
١
Mf

)− p٢

M٣
f

)) (١. ١٩)

داشتیم را Lf = ١
Mf

ی رابطه دانیم می که همانطور

∂k(p)

∂p
= ١ − (

p

Mf

)٢ (١. ٢٠)

∂p

∂k
= (١ − (

p

Mf

)١−(٢ (١. ٢١)

داریم: قبل ی معادله نوشتن معکوس با سپس

∂p

∂k
= (١ + (

p

Mf

)٢) (١. ٢٢)

و باشد می یافته تعمیم قطعیت عدم اصل نشانگر که شود می حاصل زیر شکل به جابجایی نتیجه در

است. پلانک طول جنس از یافتگی تعمیم پارامتر

[x, p] = i~(١ + (
p

Mf

)٢) (١. ٢٣)

پلانک ثوابت معرفی ۴ .١

اندازه در پلانک) ابعاد حدود (در کمینه طول یک بینی پیش به منجر ریسمان٧ نظریه در محاسبات برخی

را کمینه طول این از کوچکتر های فاصله تفکیک و گیری اندازه ها بینی پیش این است، شده مکان گیری

بخواهیم اگر که است اساس این بر گرانش نظریه در کمینه طول وجود فرض دهد. می نشان ممکن غیر

اثرات گرفت، کار به باید را زیاد بسیار انرژی با ذراتی کنیم، تفکیک و بررسی را کوچکتر بسیار فواصل

این جمله از شود می زمان فضا ساختار ریختن هم به باعث بالا انرژی ذرات این کوانتومی و گرانشی

7string theory



آن ی یافته تعمیم حالات و هایزنبرگ قطعیت عدم اصل بررسی .١٨

خواهیم طول گیری اندازه در ای کمینه حد آن ی نتیجه در که گذاشت کنار باید را جایگزیدگی مفهوم که

است: زیر شکل به زمان قطعیت عدم دانیم می کمینه طول اثبات برای رو این از داشت.

(∆E)(∆t) ≃ ~
٢ (٢۴ .١)

داشت: خواهیم پس x = ct که دانیم می طرفی از

(∆E)(∆x) ≃ ~c
٢ (٢۵ .١)

آوریم: می بدست ادامه در پس ∆E = ∆Mc٢ داریم طرفی از

∆M =
∆E

c٢ (٢۶ .١)

است: زیر قرار به شوارتسشیلد٨ سیاهچاله شوارتسشیلد شعاع داینم می طرفی از

R = ∆x =
٢G∆M
c٢ (١. ٢٧)

∆x =
٢G∆E
c۴ (١. ٢٨)

است. پلانک طول با متناسب آمده بدست ی معادله پلانک: طول

∆x = ℓp =

√
G~
c٣ (١. ٢٩)

می بدست پلانک جرم جرم، آوردن بدست و (٢۵.١) معادله در پلانک طول دادن قرار با پلانک: جرم

آید:

Mp =
١
٢

√
~c
G

(١. ٣٠)

پلانک: دمای

Tp =
Mpc

٢

k
=

١
٢

√
~c۵

Gk٢ (١. ٣١)

پلانک: انرژی

Ep =Mpc
٢ =

١
٢

√
~c۵

G
(١. ٣٢)

8Schwarzschild black hole



پلانک ثوابت معرفی .۴ .١٩

پلانک: تکانه

Pp =
Ep
c

=
١
٢

√
~c٣

G
(١. ٣٣)

و پلانک و نیوتن ثوابت گرفتن نظر در با زیر قرار به جدولی در را پلانک برای آمده بدست ابعاد پس

نویسیم. می زیر صورت به بولتزمن ثابت و نور سرعت

کمیت نماد فرمول مقدار

پلانک طول ℓp

√
G~
c

۵٫١١ × ٣−١٠۶m

پلانک جرم mp
١
٢

√
~c
G

٣٫۴۴ × ٨−١٠kg

پلانک دما Tp
١
٢

√
~c۵

Gk٢ ۴٫۴٩ × ١٠٣١K

پلانک انرژی Ep
١
٢

√
~c۵

G
١٫٩٣ × ١٠١٨GeV

پلانک تکانه Pp
١
٢

√
~c٣

G
١٫٠٣kgms−١

پلانک زمان tp

√
G~
c۵ ١٫٧٠ × ١٠−۴۴s

پلانک ثوابت :١. ١ جدول

EUP یافته بسط قطعیت عدم اصل ی رابطه بررسی ١ .۴ .١

های انرژی در و کوانتومی مکانیک ی محدوده در پایین های انرژی در یافته٩ بسط قطعیت عدم اصل

آید می بدست زمانی کوانتومی مکانیک حد رو این از گیرند، می قرار کوانتومی گرانش ی محدوده در بالا

داشت: خواهیم پس باشد ناچیز روبرو معادله در دوم ی جمله که

ℓ٢
p

(∆P )٢

~٢ ≪ ١
β٢

٠
=⇒ β٢

٠ℓ
٢
p

(∆P )٢

~٢ ≪ ١ (٣۴ .١)

که آید می بدست هنگامی کوانتومی گرانش حد که است معنی این به حد این و هست پلانک جرم که

باشیم: داشته

ℓ٢
p

(∆P )٢

~٢ ∼ ١
β٢

٠
=⇒ β٢

٠ℓ
٢
p

(∆P )٢

~٢ ∼ ١ (٣۵ .١)

9Extended Uncertainty Principle



آن ی یافته تعمیم حالات و هایزنبرگ قطعیت عدم اصل بررسی .١١٠

کوانتومی: مکانیک حد آوریم: می بدست پلانک جرم و پلانک طول بین ی رابطه به توجه با طرفی از

∆P ٢

(Mpc)٢ ≪ ١
β٢

٠
(٣۶ .١)

کوانتومی: گرانش حد

∆P

(Mpc)
∼ ١
β٠

(١. ٣٧)

داشت خواهیم (٣۵.١) دوم درجه معادله حل با طرفی از

بود خواهد زیر شکل به مکان قطعیت عدم در حد ترین پایین

∆X = ℓmin = ٢β٠ℓp (١. ٣٨)

باشد اغماض قابل ابعاد با مقایسه در کمینه طول که آید می بدست زمانی هایزنبرگ قطعیت عدم رابطه

(٣٨.١) و (٣٧.١) ی رابطه از باشد ∆X ∼ ℓp اگر معکوس حد در . α −→ ٠ یا ∆X ≫ ℓp یعنی

داشت خواهیم

∆X٢

۴β۴
٠ℓ

٢
p

∼ ∆P ٢

(Mpc)٢ (١. ٣٩)

α٢
٠∆X

٢

ℓ٢
p

∼ ∆P ٢

(Mpc)٢ (۴١. ٠)

ناپذیری تغییر ویژگی از توان می را باشند داشته وجود قوی گرانشی اثرات که هنگامی (۴٠.١) معادله

آورد: بدست (stringtheory)ریسمان نظریه اساس

∆X∆P ≥ ~(١ +
α٢

٠∆X
٢

ℓ٢
p

) (۴١. ١)

در که (۴٠.١) معادله مانند است تکانه قطعیت عدم با متناسب مکان قطعیت عدم استرینگ، نظریه در

نام EUP که دهد می ما به را قطعیت عدم اصل از دیگری نوع (٣۵.١) معادله در جایگذاری با نتیجه

.[١۶] گیرد می

یافته تعمیم و یافته بسط قطعیت عدم اصل بین های تفاوت ٢ .۴ .١

کند می ایفا کوانتومی مکانیک چارچوب در را حیاتی نقش ∆xi∆pj ≥ ~
٢ هایزنبرگ قطعیت عدم اصل

حاد شرایط رد است ممکن حال این با شود، گرفته نظر در نظریه اساسی اصول از یکی عنوان به تواند می و



دوگانه خاص نسبیت بر مبتنی یافته تعمیمی قطعیت عدم اصل .۵ .١١١

قطعیت عدم اصل است، شده مشتق آن از کوانتومی مکانیک که انرژی ی محدوده از دور به عادی)، (غیر

بیشتر کلاسیکی تنظیمات از تواند می نیز مشابه تاثیرات دیگر طرف از باشد[١٧]. داشته اصلاح به نیاز

عدم اصل سیتر دی آنتی ی زمینه یک در که است شده بحث زمینه این در مثال، عنوان به آید. بدست

λ٢ = ١
L٢
H

،λ = −٣Λ٢ شناسی کیهان ثابت با متناسب تصحیح یک معرفی با باید هایزنبرگ قطعیت

اصل ، هایزنبرگ قطعیت عدم رابطه تغییردر این شود. اصلاح است سیتر دی آنتی فضای شعاع LH که

شود. می نامیده EUP یا یافته بسط قطعیت عدم

∆Xi∆Pj ≥
~
١)٢ + ℓ٢

p∆P
٢
j ) (۴١. ٢)

بدست برای سپس ،[١٨] ریسمان نظریه ی زمینه در بار اولین GUP یافته تعمیم قطعیت عدم اصل

ناجابجایی ی هندسه و آمد[١٩] بدست ١٠سیاهچاله gedanken آزمایشات از خالص ی جاذبه آوردن

حقیقت در است[٢١،٢٢]. دینامیکی گرانشی اندرکنش اثرات شامل که گیری اندازه های مدل یا ،[٢٠]

است. پلانک طول ℓp است، کوانتومی گرانش مستقیم محصول پلانک، طول و GUP که گفت توان می

EGUP یافته تعمیم قطعیت عدم اصل بسط ٣ .۴ .١

و کرد ترکیب را یافته بسط قطعیت عدم اصل و یافته تعمیم قطعیت عدم اصل توان می طبیعی بطور

نوشت زیر شکل به یافته١١ تعمیم قطعیت عدم اصل بسط بصورت

∆X∆P ≥ ~
١)٢ + ℓ٢

p∆P
٢ +

∆X٢

ℓ٢
H

) (۴١. ٣)

نتیجه را تکانه برای همچنین و طول برای گیری اندازه قابل کمینه مقدار یک ℓ٢
H > ٠ و ℓ٢

P > ٠ اگر که

دهد. می

خاص نسبیت بر مبتنی یافته تعمیمی قطعیت عدم اصل ۵ .١

دوگانه

کوانتوم مکانیک با گرانشی برهمکنش اتحاد نظری فیزیک مشکلات از یکی شد گفته قبلا که همچنان

نظریه همچون هایی نظریه اول رهیافت است. نظر مد رهیافت دو هدف این به نیل راستای در است،
10gedanken
11Extended Generalized Uncertainty Principe



آن ی یافته تعمیم حالات و هایزنبرگ قطعیت عدم اصل بررسی .١١٢

دیدیگاه از یکی دهد. می قرار گسترش و بسط ، مطالعه مورد هستند مشکل حل مدعی که را ریسمان

پلانک ابعاد حدود در پذیر مشاهده کمینه طول وجودی اثرات روی است مطرح دوم رهیافت در که هایی

شود، می احساس فضا-زمان رفتار خصوص در اساسی بازنگری به نیاز ابعاد این ی محدوده در است،

کوانتومی های چاله سیاه ساختار و ریسمان نظریه در شده انجام مطالعات شد ذکر قبل بخش در همچنانکه

اصل عنوان تحت کوانتومی مکانیک اصول در اساسی بازنگری یک به منجر پلانک ابعاد ی محدوده در

کوچک فواصل در که گرانشی اثرات به توجه با اخیرا شد. پلانک ابعاد حدود در یافته تعمیم قطعیت عدم

ناوردا پذیر مشاهده کمینه طول یک وجود موضوع با نسبیت اصول روی بازنگری یک است انتظار مد

علاوه که است شده فرض نظریه این در است[٢٣]، مشهور دوگانه١٢ خاص نسبیت به که است شده انجام

این بر انتظار باشد. فیزیکی ناوردایی جز نیز پلانک ابعاد لخت، های ناظر دید از نور سرعت ناوردایی بر

. [٢۴,٢۶] دهد می نمایش را کوانتومی گرانش نظریه تخت فضا-زمان حدی رفتار دیدگاه این که است

12Doubly Special Relativity



٢ فصل

تکانه حضور در کلاین-گوردون معادله بررسی

دی فضای در قطعیت عدم اصل بسط و کمینه

سیتر دی آنتی و سیتر

آنتی و سیتر دی فضای در قطعیت عدم اصل بسط بررسی ٢. ١

سیتر دی

سیتر دی و سیتر دی آنتی فضای در EUP یافته بسط قطعیت عدم اصل بررسی به فصل این در

اخیرا پرداخت. خواهیم سیتر دی و سیتر دی آنتی فضای معرفی به ابتدا جهت این از پردازیم. می

در همچنین است. مختلفی های تقارن و اضافی های بعد دارای جهان هندسه که دریافتند فیزکیدانان

اضافی ابعاد دارای یعنی شده، فشرده اضافی های بعد دارای آنها که شد زده حدس ها سیاهچاله بررسی

سیتر دی آنتی فضای کند، می برآورده را شرایط این ی همه که فضایی ترین مناسب هستند[٢٨]. خارجی
انیشتین٢ معادله جواب فضا این شد. کشف ١٨٧٢ سال در سیتر١ دی ویلم توسط بار اولین که است.

محدودیت به توجه با و است. تقارن بیشترین دارای فضایی سیتر، دی آنتی فضای باشد. می خلاء در

بسیاری همچنین کنیم. می بررسی مختلف ابعاد در توانیم می را فضا این دارند مختلف فضاهای که هایی

1Willem de Sitter
2einstein
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دی آنتی و سیتر دی فضای در قطعیت عدم اصل بسط و کمینه تکانه حضور در کلاین-گوردون معادله بررسی .٢
١۴سیتر

بعدی پنج فضا-زمان یک توانست سیتر دی ویلم واقع در پذیرند. حل فضا این در فیزیک مسائل ار

در نامید[٢٩]. سیتر دی فضای را فضا این و باشد منفی شناسی کیهان ثابت با منطبق که کند پیشنهاد

نسبیت زبان به پردازیم، می سیتر دی فضای بررسی به سیتر، دی آنتی فشای شدن تر شفاف برای ادامه

شناسی کیهان ثابت با انیشتین معادله حل از فضا این و است زیادی تقارن دارای سیتر دی فضای عام

در توان می بزرگی بسیار و صاف پارچه مانند را سیتر دی فضای آید. می بدست خلاء (Λ)در مثبت

صاف سطح در فرورفتگی این باشد گرفته قرار آن روی بر جسم یک معمولی، مقیاس در که گرفت نظر

کنیم نگاه سطح این به بیرون از اگر باشد. می کم) بسیار انحنای (با بزرگ بسیار کره انحنای همانند

این به مثبت انجنای . [٣٠] است مثبت شناسی کیهان ثابت دارای نتیجه در و مثبت انحنای دارای

جهان که است این معنی به بگیریم نظر در جهان برای را فضا این اگر و است کننده دفع نیروی معنی

نسبیت زمانی فضا- متغیرهای شامل که است فضایی فضا، این همچنین [٣١]. است انبساط حال در

کیهان ثابت انحنا این است شکل منحنی حدی تا نیز (خلاء) انرژی و ماده غیاب در و باشد می عام

خودش در بنیادین انرژی دارای خلاء که است مفهوم این به و کند می مشخص عام نسبیت در را شناسی

دی فضای متریک شود. داده بسط بالاتر ابعاد به تواند می که است این سیتر دی فضای از هدف است.

است. لورنتس ناوردایی دارای و تبهگن غیر متریک این و است شده گرفته مینکوفسگی متریک از سیتر

به که سیتر دی آنتی فضای عام، نسبیت زبان به پردازیم. می سیتر دی آنتی فضای تعریف بیان به حال

کیهان ثابت با انیشتین معادله حل از و است زیادی تقارن دارای Ads شود می داده نمایش صورت این

است گرانشی عام نسبیت فضا-زمان سیتر، دی آنتی فضای آید. می بدست خلاء در −Λ منفی شناسی

را فضا این است. وار هذلولی طبیعی طور به آن زمان فضا- منحنی (خلاء) انرژی و ماده غیاب در که

معمولی، مقیاس در که گرفت نظر در توان می بزرگی بسیار و صاف پارچه مانند سیتر، دی فضای مثل

همانند یا و فرورفتگی این داخلی سطح معادل سیتر دی آنتی فضای است. گرفته قرار آن روی جسم یک

است منفی انحنای دارای کره داخلی سطح چون است. کم بسیار انحنای با بزرگ بسیار کره داخلی سطح

شناسی کیهان ثابت با سیتر دی آنتی فضای پس باشد، می منفی شناسی کیهان ثابت دارای نتیجه در

معنای به منفی انحنای همچنین . [٣٠] است منفی انرژی دارای آن خالی فضای و دارد مطابقت منفی

در جهان مفهوم به بگیریم نظر در سیتر دی آنتی فضای عنوان به را جهان اگر و است کننده جذب نیروی

است. انقباض حال



یافته بسط قطعیت عدم اصل .٢١. ٢۵

یافته بسط قطعیت عدم اصل ٢. ٢

شودو می اصلاح شناسی کیهان ثابت با قطعیت عدم اصل سیتر دی آنتی فضای در که دانیم می خوبی به

است[٣٢]: زیر شکل به ای معادله حاصل

∆X∆P ≥ ~
١)٢ +

∆X٢

ℓ٢
H

) (٢. ١)

نوشت: نیز صورت این به توان می

[X,P ] = i~(١ +
X٢

ℓ٢
H

) (٢. ٢)

αاست < ٠ سیتر دی آنتی فضای در و α > ٠ سیتر دی فضای در که داشت خواهیم زیر کلی صورت به که

.[٣٢]

[X,P ] = i~(١ − αX٢) (٢. ٣)

محدود
[
−١√
α
, ١√

α

]
بین را حالت عملگر همچنین و کنند می ~بیان

√
|α| در را تکانه کمینه یک روابط این که

کند. می

P =
~
i
Dx, X = x, Dx = (١ − αx٢)∂x (۴ .٢)

نیست. هرمیتی اسکالر ضرب تحت یافته شکل تغییر تکانه عملگر

∫
dx(Pψ(x))∗ϕ(x) ̸=

∫
dx(ψ(x))∗Pϕ(x) (۵ .٢)

داریم: و

< ψ|ϕ >=
∫

dx

١ − αx٢ (ψ(x))
∗ϕ(x) (۶ .٢)

ضرب این برای و است. هرمیتی بالا اسکالر ضرب تحت تکانه عملگر که داد نشان براحتی توان می و

است: زیر بصورت ψ(x) حالت برای A عملگر انتظاری مقادیر اسکالر

< A >=

∫
dx

١ − αx٢ψ(x)
∗Aψ(x) (٢. ٧)



دی آنتی و سیتر دی فضای در قطعیت عدم اصل بسط و کمینه تکانه حضور در کلاین-گوردون معادله بررسی .٢
١۶سیتر

بسط قطعیت عدم اصل حضور در -تاونزند رامسوار اثرات ٢. ٣

یافته

برخورد در آیند می زمین سمت به کیهانی ذرات وقتی که است معنی این به رامسوار-تاونزند٣ اثرات

توان می نتیجه در شوند می بازتاب دیگر برخی و کنند می عبور آنها از برخی نجیب های گاز ذرات به

شکل به آن به مربوط پتانسیل دانیم می طرفی از آورد. بدست ذرات این برای را وبازتاب عبور ضرایب

است: زیر

V (x) =



٠ (x < ٠, RegionI)

−V٠ (٠ < x < a,RegionII)

٠ (x > a,RegionIII)

(٢. ٨)

را زیر بعدی سه شرودینگر ی معادله حال .E > ٠ که کنیم می فرض و هست ثابتی مقدار V٠ که

گیریم. می نظر در

−~٢Dx

٢m ψI = EψI (٢. ٩)

−~٢Dx

٢m − V٠ψII = EψII (٢. ١٠)

−~٢Dx

٢m ψIII = EψIII (٢. ١١)

داشت: خواهیم (١٠.٢) (٨.٢)تا معادلات حل با

ψI = eα(ik;x) + Aeα(−ik;x) (٢. ١٢)

ψII = Beα(iq;x) + Ceα(−iq;x) (٢. ١٣)

ψIII = Deα(ik;x) (١۴ .٢)

3Ramsauer-Townsend



یافته بسط قطعیت عدم اصل حضور در -تاونزند رامسوار اثرات .٢١٧. ٣

که

k =
√

٢mE, q =
√

٢m(E + V٠) (١۵ .٢)

کند. می پیروی Dxeα(x) = eα(x) از یافته شکل تغییر نمایی تابع

eα(x) = exp(
١√
α
tanh−١(

√
αx)) = (

١ +
√
αx

١ −
√
αx

)
١

٢√α (١۶ .٢)

eα(a;x) = [eα(x)]
a = (

١ +
√
αx

١ −
√
αx

)
a

٢√α (٢. ١٧)

داریم: طرفی از

eα(٠;x) = ١ (٢. ١٨)

است. eα(−a;x) ،eα(a;x) معکوس که دانیم می و

Dxeα(x) = aeα(x) (٢. ١٩)

بنویسیم زیر شکل به را یافته شکل تغییر α برای مثلثاتی توابع دهید اجازه حال

Cα(a;x) = cos[
a

٢√αLn(
١ +

√
αx

١ −
√
αx

)] (٢. ٢٠)

Sα(a;x) = sin[
a

٢√αLn(
١ +

√
αx

١ −
√
αx

)] (٢. ٢١)

DxSα(a;x) = aCα(a;x) (٢. ٢٢)

DxCα(a;x) = −aSα(a;x) (٢. ٢٣)

و (سبز) α = ٠٫١ برای و ای) (قهوه α = ٠ برای y = eα(x) نمودار که دهد می نشان (١.٢) شکل

و آوریم بدست را D و C ، B ، A ضرایب توانیم می معادله حل از پس است. (صورتی) α = −٠٫١

آوریم: بدست زیر شکل به Rرا بازتاب ضرایب طریق این از



دی آنتی و سیتر دی فضای در قطعیت عدم اصل بسط و کمینه تکانه حضور در کلاین-گوردون معادله بررسی .٢
١٨سیتر

α = ٠٫١ برای و ای) (قهوه α = ٠ برای y = eα(x) نمودار که دهد می نشان نمودار این :٢. ١ شکل

است (صورتی) α = −٠٫١ و (سبز)

R = |A|٢ =
(k٢ − q٢(٢S٢

α(q; a)

(k٢ + q٢(٢S٢
α(q; a) + ۴k٢q٢C٢

α(q; a)
(٢۴ .٢)

و (سبز) α = ٠٫١ برای و ( ای (قهوه α = ٠ برای انرژی حسب بر بازتاب ضرایب (٢.٢) شکل

. دهد می نشان (صورتی) α = −٠٫١

و ( ای (قهوه α = ٠ برای انرژی حسب بر بازتاب ضرایب که دهد می نشان نمودار این :٢. ٢ شکل

. هستند (صورتی) α = −٠٫١ و (سبز) α = ٠٫١ برای

Rداریم: = ٠ از کنیم. مطالعه EUP تصحیح تحت را رامسوار-تاونزند اثرات سپس

Sα(q; a) = ٠ (٢۵ .٢)



یافته بسط قطعیت عدم اصل حضور در -تاونزند رامسوار اثرات .٢١٩. ٣

qEUP =
٢√αnπ

Ln(١+√
αx

١−√
αx
)

(٢۶ .٢)

یک وجود ی نشاندهنده پس شود. می qord = nπ
a

یعنی خود عام حالت به تبدیل a → ٠ حد در که

شیفت این سیتر دی فضای در که است. انتقال رزونانس از موج عدد در ∆q = qEUP − qord شیفت

است: زیر شکل به

∆q ≃ −١
٣ αanπ (٢. ٢٧)

زیر: شکل به سیتر دی آنتی فضای در و

∆q ≃ ١
٣ |α|anπ (٢. ٢٨)

آنتی زمان فضا برای که خالی در یابد می کاهش سیتر دی فضا-زمان برای فاز تغییر که هستیم آن شاهد

تغییر شرط این EUP حضور در که λord = ٢π
qord

= ٢a
n

که دانیم می طرفی از یابد می افزایش سیتر دی

شود: می تبدیل زیر صورت به و یافته

λEUP =
١

n
√
α
Ln(

١ +
√
αx

١ −
√
αx

) (٢. ٢٩)

داریم: سیتر دی فضای در و کوچک α برای که

λEUP = λord(١ +
١
٣(

√
αa)٢) (٢. ٣٠)

داریم: سیتر دی آنتی فضای در و

λEUP = λord(١ − ١
٣(
√
|α|a)٢) (٢. ٣١)

حالی در یابد می افزایش سیتر دی فضا-زمان در برای موج طول که یابیم می در بالا معادلات از بنابراین

بیابیم: را عبور ضریب E > ٠ برای توانیم می حال یابد. می کاهش سیتر دی آنتی فضا-زمان در که

T = |D|٢ = [١ +
V ٢

٠
E(V٠ + E)

S٢
α(q; a)C

٢
α(q; a)]

−١ (٢. ٣٢)

α = ٠٫٠۵ و ای) (قهوه α = ٠ برای انرژی براساس را عبور ضریب که دهد می نشان (٣.٢) شکل

مقید حالات به مربوط −V٠ < E < که٠ دانیم می و کردیم. رسم (صورتی) α = −٠٫٠۵ و (سبز)

است.



دی آنتی و سیتر دی فضای در قطعیت عدم اصل بسط و کمینه تکانه حضور در کلاین-گوردون معادله بررسی .٢
٢٠سیتر

و ای) (قهوه α = ٠ برای انرژی براساس را عبور ضریب که دهد می نشان نمودار این :٢. ٣ شکل

کردیم رسم (صورتی) α = −٠٫٠۵ و (سبز) α = ٠٫٠۵

یافته بسط قطعیت عدم اصل برای بی کی دابلیو تقریب ۴ .٢

شود: می داده زیر شکل به EUP از عامی حالت برای بعدی یک یافته شکل تغییر هایزنبرگ جبر

[X,P ] = i~G(X), G(X) = ١ − αX٢ (٢. ٣٣)

(عملگر هاس انعکاس به توجه با است. X در زوج تابع یک G(X) که گیریم می نظر در عام حالت در

می استفاده زیر شکل به نمایشی برای کلاسیکی نیمه تقریب از P −→ −P و X −→ −X تصویر)

کنیم:

P =
~
i

d

dx
, X = X(x) (٣۴ .٢)

داشت: خواهیم سپس

dX(x)

dx
= G(X) (٣۵ .٢)

میشود. حل زیر شکل به معادله این و است ط در فرد تابع X(x)یک که دانیم می ∫بنابراین
dX(x)

G(X)
= x (٣۶ .٢)

فضای در را بعدی یک شرودینگر معادله یک دهید اجازه حال است. X(x) وارون x(X) که دانیم می و

بگیریم: نظر در یافته تعمیم سیتر دی

(
P ٢

٢m + V (x))ψ = Eψ (٢. ٣٧)



یافته بسط قطعیت عدم اصل برای بی کی دابلیو تقریب .۴ .٢٢١

یا

(
−~٢

٢M ∂
٢

٢m + U(x))ψ = Eψ (٢. ٣٨)

گیریم: می نظر در ما حال

U(x) = V (X(x)) (٢. ٣٩)

شرودینگر معادله به شبیه یافته تعمیم سیتر دی فضای در بعدی یک شرودینگر معادله مکان، نمایش در

داریم: ۴ بوهر-سامرفیلد شرط از استفاده با است. عادی فضای در U(x) پتانسیل اثرات با بعدی ∫یک x٢

x١

pdx = π~(n+
١
٢), n = ٠,١,٢, .... (۴٢. ٠)

(مجانب عمودی خط هیچ مرزها این که دانیم می ما و هستند عطف نقطه دو x٢ و x١ آن در که

است: کرده تغییر زیر شکل به بالا معادله عمودی) (مجانب عمودی خط یک برای ندارد. ∫عمودی)وجود x٢

x١

pdx = π~(n+
٣
۴), n = ٠,١,٢, .... (۴٢. ١)

کند: می تغییر زیر شکل به عمودی) مجانب عمودی(دو خط دو برای ∫و x٢

x١

pdx = π~n, n = ١,٢, .... (۴٢. ٢)

داشت: خواهیم کنیم لحاظ P و X جملات در را بوهر-سامرفیلد شرط ∫اگر X٢

X١

P

G(X)
dX = π~(n+ δ), n = ٠,١,٢, .... (۴٢. ٣)

یک δ = ٣
۴ در ولی نداریم عمودی مجانب هیچ δ = ١

٢ در که و است E = V (X) حل راه X٢ و X١ که

داریم: سیتر دی فضای برای سپس داریم. عمودی مجانب

X(x) =
١

٢√αLn(
١ +

√
αx

١ −
√
αx

) (۴۴ .٢)

و

x(X) =
١√
α
[
e٢√αX − ١
e٢√αX + ١ ] (۴۵ .٢)

4Bohr-Sommerfeld



دی آنتی و سیتر دی فضای در قطعیت عدم اصل بسط و کمینه تکانه حضور در کلاین-گوردون معادله بررسی .٢
٢٢سیتر

داریم: سیتر دی آنتی فضای در که

X(x) =
١√
α
tan−١(

√
αx) (۴۶ .٢)

و

x(X) =
١√
α
tan(

√
αX) (۴٢. ٧)

کوانتومی مکانیک برای را انرژی های تراز بتوانیم که دهد می را توانایی این ما به بوهر-سامرفیلد شرط

بیابیم. بعد یک در

هارمونیک پتانسیل ١ .۴ .٢

باشد: زیر شکل به سیستمی هامیلتونی اگر

H = P ٢ +X٢ (۴٢. ٨)

H(P,X) = E که ~ = ١ و ω = ٢ و m = ١
٢ که گیریم می نظر در نوسانگر پتانسیل برای سپس

آوریم: می بدست

P =
√
E٢ −X٢ (۴٢. ٩)

داریم: شده بیان بوهر-سامرفیلد شرط از استفاده ∫با √
E

−
√
E

√
E −X٢

١ − αX٢ dX = π(n+
١
٢), n = ٠,١,٢, ... (۵٢. ٠)

آوریم: می بدست کوچک های α برای سیتر دی فضای در ∫که √
E

−
√
E

√
E −X١)٢ + αX٢)dX ≈ π(n+

١
٢) (۵٢. ١)

شود: می داده زیر بصورت انرژی تراز α اول ی مرتبه برای سیتر) (دی فضا این در

En ≈ ٢n+ ١ − α(n٢ + n+
١
۴) (۵٢. ٢)

داریم: سیتر دی آنتی فضای در کوچک های |α| برای ∫همچنین √
E

−
√
E

√
E −X١)٢ − |α|X٢)dX ≈ π(n+

١
٢) (۵٢. ٣)



سیتر دی آنتی فضای در کمینه تکانه و قطعیت عدم اصل بسط .۵ .٢٢٣

شود: می داده زیر بصورت انرژی تراز α اول ی مرتبه برای سیتر) دی (آنتی فضا این در همچنین

En ≈ ٢n+ ١ + |α|(n٢ + n+
١
۴) (۵۴ .٢)

دی آنتی فضای در کمینه تکانه و قطعیت عدم اصل بسط ۵ .٢

سیتر

شده بندی صورت زیر بصورت سیتر۵ دی آنتی فضای در بعد یک در یافته شکل تغییر هایزنبرگ جبر

در را آن مقدار که است پلانک طول با متناسب β کردیم بیان این از پیش که همانطور آن در که است

: نمودیم بیان اول فصل در جدول

[X,P ] = i~(١ + βX٢) (۵۵ .٢)

کیهان ثابت با متناسب شد بیان قبل فصل در که همانطور که مثبت بعد بدون پارامتر β معادله این در که

به EUP روابط کند می میل β −→ ٠ که زمانی و است سیتر دی آنتی شعاع مربع همجنین و شناسی

[٣٧ ،٣۶ ،٣۵ ،٣۴ شوند[٣٣، می تبدیل ۶ هایزنبرگ قطعیت عدم اصل معمول روابط همان

∆X∆P ≥ ~
١)٢ + β(∆X)٢) (۵۶ .٢)

کند[٣۵] می بینی پیش زیر صورت به را کمینه تکانه یک وجود بالا ی رابطه

(∆P )min =
~
√
β

٢ (۵٢. ٧)

نوشت[٣۵، دهد می کمینه تکانه که EUP یافته تعمیم جبر این برای زیر صورت به را نمایشی توان می که

[٣٨ ،٣٧ ،٣۶

X = x, P =
~
i
(١ + βx٢)

∂

∂x
(۵٢. ٨)

امر این به توان می زیر معادلات نوشتن با که هستند هرمیتی و متقارن جبر این در P و X عملگرهای

برد. پی

⟨ψ|(X|ϕ⟩) = (⟨ψ|X)|ϕ⟩ (۵٢. ٩)

5Anti de sitter
6Heisenberg



دی آنتی و سیتر دی فضای در قطعیت عدم اصل بسط و کمینه تکانه حضور در کلاین-گوردون معادله بررسی .٢
٢۴سیتر

⟨ψ|P |ϕ⟩ = ⟨ψ|P |ϕ⟩ (۶٢. ٠)

داشت: خواهیم فضا این در موج تابع دو حاصلضرب ی رابطه به توجه با

⟨ψ|ϕ⟩ =
∫

dx

١ + βx٢ψ
∗(x)ϕ(x) (۶٢. ١)

کنیم: می عمل زیر بصورت P عملگر تقران بیان تصدیق برای و است واضح X عملگر تقازن

⟨ψ|P |ϕ⟩ =
∫

dx

١ + βx٢ψ
∗(x)

~
i
(١ + βx٢)

∂

∂x
ϕ(x) = (۶٢. ٢)

=

∫
dx

١ + βx٢ (
~
i
(١ + βx٢)

∂

∂x
ψ(x))∗ϕ(x) = (⟨ψ|P )|ϕ⟩

١ =
dx

١ + βx٢ |x >< x| (۶٢. ٣)

سیتر دی آنتی فضای در هارمونیک نوسانگر ١ .۵ .٢

فضای در بعد یک در هارمونیک نوسانگر یک برای را شرودینگر معادله که علاقمندیم قسمت این در

[٣٩ نوشت:[٣٨، زیر بصورت توان می که هستیم (١) یافته شکل تغییر حالت

P ٢

٢m +
mω٢

٢ X٢ψ = Eψ (۶۴ .٢)

نوشت: زیر بصورت توان می را معادله قبل قسمت در P و X نمایش از استفاده با

~٢

٢m(١ + βx٢(٢ ∂
٢

∂x٢ − ~٢β

m
x(١ + βx٢)

∂

∂x
+
mω٢

٢ x٢ψ = Eψ (۶۵ .٢)

هامیلتونی یک با همراه زیر شکل به را هامیلتونی توان می و است نوسانگر فرکانس ω و سکون mجرم که

نوشت: اختلالی

H = H٠ + βH١ +O(β٢) (۶۶ .٢)

H١ =
−~٢

m
x٢ ∂

٢

∂x٢ − ~٢

m
x
∂

∂x
(۶٢. ٧)



سیتر دی آنتی فضای در کمینه تکانه و قطعیت عدم اصل بسط .۵ .٢٢۵

می تعریف زیر شکل به که نابودی و خلق ی عملگرها براساس را هامیلتونی توان می دانیم می طرفی از

کرد: بندی صورت شوند

a† =

√
mω

٢~ x−
√

~
٢mω

d

dx
(۶٢. ٨)

a =

√
mω

٢~ x+
√

~
٢mω

d

dx
(۶٢. ٩)

کنند:[۴٠] می صدق زیر های جابجایی در شده بیان نابودی و خلق عملگرهای

N = a†a,
[
a, a†

]
= ١,

[
N, a†

]
= a†, [N, a] = −a (٢. ٧٠)

براساس را هامیلتونی توان می است استاندارد هامیلتونی شامل فقط که معمول کوانتومی مکانیک در

نوشت: زیر صورت به نابودی و خلق عملگرهای

a†|n =
√
n+ ١|n+ ١, a|n =

√
n|n− ١ (٢. ٧١)

است: زیر صورت به هامیلتونی این مقدار ویزه و تابع ویژه که

H٠ = ~ω(N +
١
٢) (٢. ٧٢)

E٠
n = ~ω(n+

١
٢) (٢. ٧٣)

بود: خواهد زیر شکل به آن موج تابع همچنین

ψ٠
n(x) =

(mω
π~ )

١
۴

√
٢nn!

e
−mω

٢~ Hn(

√
mω

~
x (٧۴ .٢)

کرد: بیان زیر صورت به توان می را شده وارد اختلالی هامیلتونی همان یا تصحیح دانیم می سپس

< x|n >= ψ٠
n(x) =

١√
٢nn!

(
mω

π~

١
۴
e

−mω
٢~ x٢

Hn)

√
mω

~
x (٧۵ .٢)

بود: خواهد زیر صورت به آن مقدار ویژه و تابع ویژه که

H١ =
~٢

۴m(٢N٢ + ٢N + ١ − a۴+ − a۴ + ٢a٢ − ٢a٢+) (٧۶ .٢)



دی آنتی و سیتر دی فضای در قطعیت عدم اصل بسط و کمینه تکانه حضور در کلاین-گوردون معادله بررسی .٢
٢۶سیتر

E١
n = β ⟨n|H١|n⟩ =

~٢β

٢m (n٢ + n+
١
٢) (٢. ٧٧)

نویسیم. می و کرده محاسبه را مقدار ویژه مجموع آمده بدست مقادیر ویژه از سپس

EAds
n = E٠

n + E١
n = ~ω(n+

١
٢) +

~٢β

٢m (n٢ + n+
١
٢) (٢. ٧٨)

ی جمله و است هارمونیک نوسانگر یک معمول انرژی طیف از ناشی قبل ی معادله در اول ی جمله

نوسانگر انرژی شود β = ٠ اگر طرفی از است. تکانه در کمینه قطعیت عدم حضور از ناشی دوم

صورت به انرژی سطوح (n → ∞) بزرگ مقادیر برای و آوریم می بدست را معمول هارمونیک
∆En

E٠
n

= ~β
mω

صورت به nبزرگ برای توانیم می و یابند می فاصله ∆En = (En+١ − En) ≃ ~β
mω
E٠
n

کل تابع ویژه همچنین و شود. می ثابت بزرگ n برای انرژی سطح هر در نسبی تغییر بنابراین بنویسیم.

آوریم: می بدست نیز را

ψn = ψ٠
n + ψ١

n +O(β٢) (٢. ٧٩)

ψ١
p = βΣ

⟨|H|⟩
E٠
k − E٠

p

|p (٢. ٨٠)

ψ١
k =

β~
√
(k + ١)(k + ٢)

۴mω (
√

(k + ٣)(k + ۴)۴|k + ۴ + |k + ٢ > (٢. ٨١)

β~
√
k(k − ١)
۴mω (

√
(k − ٢)(k − ٣)

۴ |k − ۴ > +|k − ٢ >)

زیر شکل به را مکان مربع و مکان انتظاری مقادیر مکان، در قطعیت عدم به دستیابی منظور به اینجا در

کنیم: می محاسبه

< X >=< x >=

√
~

٢mω < n|(a †+a)|n >= ٠ (٢. ٨٢)

< X٢ >=
~

٢mω < n|(a† + a)٢|n >= ~
mω

(n+
١
٢) (٢. ٨٣)

آوریم: بدست را تکانه مربع و تکانه انتظاری مقادیر توانیم می ما مشابه طور به

< P >= ٠ (٨۴ .٢)



سیتر دی آنتی فضای در کمینه تکانه و قطعیت عدم اصل بسط .۵ .٢٢٧

< P ٢ >= ٢m < H > −m٢ω٢ < x٢ >= m~ω(n+
١
٢) + ~٢β(n٢ + n+

١
٢) (٨۵ .٢)

شود: می ارائه زیر بصورت تکانه و مکان قطعیت عدم و (۴٣) تا (۴٠) معادلات از ی استفاده با سپس

(∆X)n =

√
~
mω

(n+
١
٢) (٨۶ .٢)

(∆P )n =

√
m~ω(n+

١
٢) + ~٢β(n٢ + n+

١
٢) (٢. ٨٧)

شود: می بندی صورت زیر بصورت Ads فضای در قطعیت عدم رابطه پس

(∆X)n(∆P )n = ~(n+
١
٢) +

~٢β

٢mω (n
٢ + n+

١
٢) (٢. ٨٨)

آمد: خواهد در زیر شکل به کند می میل β → ٠ زمانیکه و عام طور به قطعیت عدم رابطه درنتیجه و

(∆X)n(∆P )n = ~(n+
١
٢) (٢. ٨٩)

داریم. را کمینه قطعیت عدم و هارمونیک نوسانگر پایه حالت n = ٠ برای که کنیم می مشاهده سپس

(∆X)٠(∆P )٠ =
~
٢ (٢. ٩٠)

کنیم: می بازنویسی زیر شکل به را معادله (١١) معادله در زیر صورت به y گرفتن نظر در با حال

y =
tan−١(

√
βx)√

β
(٢. ٩١)

∂٢

∂y٢ − m٢ω٢

β~٢ tan٢(
√
βy) +

٢m
~٢ Eψ = ٠ (٢. ٩٢)

(٢٨) معادله سپس است ثابت یک γ = ١
٢ + ١

٢

√
١ + ۴m)٢ω٢

β٢~٢ که ψ = cosγ(
√
βy)Ψ جایگذاری با

است: حل قابل زیر شکل به

∂٢

∂y٢ − ٢γ tan(
√
βy)

∂

∂y
+

٢m
~٢ E − γβΨ = ٠ (٢. ٩٣)

٢m
β~٢E − γ = n(n + ٢γ) شرط و است ξ = sin(

√
βy) که ξ به y متغیر تغییر از استفاده با حال

داشت: خواهیم زیر صورت به را قبل معادله

∂٢

∂ξ٢ +
(١ + ٢γ)ξ
(ξ٢ − ١)

∂

∂ξ
− n(n+ ٢γ)

(ξ٢ − ١) Ψ = ٠ (٩۴ .٢)



دی آنتی و سیتر دی فضای در قطعیت عدم اصل بسط و کمینه تکانه حضور در کلاین-گوردون معادله بررسی .٢
٢٨سیتر

پذیر امکان است شده داده [۴١] رفرنس در که گیجنبوار٧ ای جمله چند از استفاده با معادله این حل و

است

Ψn = Cγ
n(ξ) (٩۵ .٢)

شوند می بیان زیر شکل به گیجنبوار های ای جمله چند دانیم می همچنین

Cγ
n(ξ) = Σ

ξ
٢
k=(١−)٠k Γ(n− k + γ)

Γ(γ)k!(n− ٢k)!(٢ξ)
n−٢k (٩۶ .٢)

شود: می داده زیر بصورت تکانه در قطعیت عدم با بعدی یک هارمونیک نوسانگر تابع ویژه پس

ψ = N cosγ(
√
βy)Cγ

n(sin(
√
βy) (٢. ٩٧)

می بدست زیر [۴١]بصورت گیجنبوار ای جمله چند نرمالیزاسیون شرط از و نرمالیزاسیون ثابت N که

∫آید:
du(١ − u٢)γ−

١
٢ (Cγ

n(u))
٢ =

π٢−٢١γΓ(n+ ٢γ)
n!(n+ γ)(Γ(γ))٢ (٢. ٩٨)

شود: می ارائه زیر بصورت نیز شده نرمالیزه انرژی تابع ویژه

ψn =

√√
β
n!(n+ γ)(Γ(γ))٢

π٢−٢١γΓ(n+ ٢γ) cos
γ(
√
βy)Cγ

n(sin(
√
βy) (٢. ٩٩)

داشت: خواهیم زیر بصورت را انرژی مقدار ویژه سپس

EAds = ~ω(n+
١
٢)(

√
١ +

β٢~٢

۴m٢ω٢ +
β~

٢mω +
٢(∆P )٢

min

m
n٢ (٢. ١٠٠)

اول ی مرتبه تا لنرژی بسط با [٣٩]سپس است GUP به شبیه EUP از ناشی کوانتومی طیف تصحیح

داشت: خواهیم β

EAds = ~ω(n+
١
٢) +

٢(∆P )٢
min

m
(n٢ + n+

١
٢) (٢. ١٠١)

7Gegenbauer



پارش تابع استاتیکی: های ویژگی .۶ .٢٢٩

٢

تابع یک بعنوان Ads فضای در هارمونیک نوسانگر برای را εAds = EAds
n

~ω انرژی طیف :۴ .٢ شکل

است شده رسم را ~
mω

= ١ و β = ٠٫٠۵,٠٫١ مختلف مقادیر برای n کوانتومی عدد به وابسته

بعنوان Ads فضای در هارمونیک نوسانگر برای را εAds = EAds
n

~ω انرژی طیف ما (۴.٢) شکل در

کردیم. رسم را ~
mω

= ١ و β = ٠٫٠۵,٠٫١ مختلف مقادیر برای n کوانتومی عدد به وابسته تابع یک

مقادیر برای همچنین و یابد. می افزایش n کوانتومی عدد با ε که شده داده نشان واضح بطور شکل در

یابد. می افزایش کند، می رشد β شکل تغییر پارامتر که وقتی انرژی طیف n کوانتومی عدد ثابت

پارش تابع استاتیکی: های ویژگی ۶ .٢

مشخص Ads فضای در هارمونیک نوسانگر سیستم یک ترمودینامیکی مقادیر خواهیم می قسمت این در

کانونی آنسامبل در را هارمونیک نوسانگر سیستم یک برای کوانتومی پارش تابع بنابراین کنیم. می

گیریم: می نظر در زیر بصورت

Z = Σe
−En
kBT (٢. ١٠٢)

مقادیر ویژه از استفاده با است. دما ی نشاندهنده T و بولتزمن ثابت kB و انرژی مقدار ویژه En که

نوسانگر برای کانونی آنسامبل پارش تابع قبل، ی معادله در جایگذاری و (٢٣) در شده تعریف انرژی

آید: می بدست زیر بصورت بعدی یک Ads فضای در هارمونیک

ZAds = Σe
−En
kBT

(n+ ١
٢ e

−β~٢
٢mkBT

(n٢+n+ ١
٢ (٢. ١٠٣)



دی آنتی و سیتر دی فضای در قطعیت عدم اصل بسط و کمینه تکانه حضور در کلاین-گوردون معادله بررسی .٢
٣٠سیتر

داشت: خواهیم β به نسبت قبل ی رابطه در exp بسط با

ZAds = Σ[
−β~٢

٢mkBT
(n٢ + n+

١
٢ +O(β٢)]e

−~ω
kBT

(n+ ١
٢ (١٠۴ .٢)

شود: می ارائه زیر بصورت هارمونیک نوسانگر از پارش تابع این اول ی جمله

Z٠ = Σe
−~ω
kBT

(n+ ١
٢ = (Z sinh(

~ω
٢kBT

))−١ (١٠۵ .٢)

بود: خواهد یزر بصورت قبل ی معادله از استفاده با ZAds ی معادله سوم و دوم ی جمله

ZAds = Σ(n٢ + n+
١
٢)e

−~ω
kBT

(n+ ١
٢ = (

١
۴ +

∂٢

∂b٢Z٠, b =
~ω
kBT

(١٠۶ .٢)

آمد: خواهد بدست زیر بصورت Ads فضای در هارمونیک نوسانگر سیستم برای کل پارش تابع بنابراین

ZAds = Z٠ −
(∆P )min
٢mkBT

coth٢( ~ω
٢kBT )

sinh( ~ω
٢kBT )

+O(β٢) (٢. ١٠٧)

عام عادی(حالت هارمونیک نوسانگر برای پارش تابع از ناشی Z٠ =
١

٢ sinh( ~ω
٢kBT )

اول ی جمله که

است. (

سیتر دی فضای در کوانتومی مکانیک بررسی ٢. ٧

:[۴٨ شود[٣۵، می معرفی زیر شکل به یافته بسط قطعیت عدم اصل سیتر دی فضای در

[X,P ] = i~(١ − βX٢) (٢. ١٠٨)

که

∆X∆P ≥ ~
١)٢ − β(∆X)٢) (٢. ١٠٩)

است: زیر بصورت آن نمایش و

X = x, P =
~
i
(١ − βx٢)

∂

∂x
(٢. ١١٠)

∫
dx

١ − βx٢ |x >< x| = ١ < ϕ|ψ >=
∫

dx

١ − βx٢ϕ
∗(x)ψ(x) (٢. ١١١)



سیتر دی فضای در هارمونیک نوسانگر .٢٣١. ٨

سیتر دی فضای در هارمونیک نوسانگر ٢. ٨

باشد: زیر بصورت تواند می (١٢) ی معادله سیتر دی فضای در حال

[
~٢

٢m(١ − βx٢(٢ ∂
٢

∂x٢ +
~٢β

m
x(١ − βx٢)

∂

∂x
+
mω٢

٢ x٢]Ω = EΩ (٢. ١١٢)

پس x ∈ [−١√
β
, ١√

β
] همچنین و z ∈ [−∞,∞] ی بازه بین که z = tanh−١(

√
βx√

β
متغیر تغییر کمک با

آید: درمی زیر شکل به قبل ی معادله فرم

[
∂٢

∂z٢ − ~٢m٢

β
tanh−١(

√
βz) +

٢mE
~٢ ]Ω = ٠ (٢. ١١٣)

نوشت: زیر شکل به را معادله توان می Ω = coshθ(
√
βz)Ξ از استفاده با دیفرانسیلی معادله این حل با

[
∂٢

∂z٢ + ٢θ
√
β tanh(

√
βz)

∂

∂z
+ β(θ(θ − ١)− m٢ω٢

β٢ ) tanh٢(
√
βz)]Ξ = ٠ (١١۴ .٢)

شود: می tanh٢(
√
βz) حذف موجب که گیریم می صفر با برابر را θ دارای ی جمله ما

(θ(θ − ١)− m٢ω٢

~٢β٢ = ٠ (١١۵ .٢)

θ− =
١
٢ −

√
١
۴ +

m٢ω٢

~٢β٢ , θ+ =
١
٢ +

√
١
۴ +

m٢ω٢

~٢β٢ (١١۶ .٢)

کنیم: تبدیل (۶٢) معادله در توان می را ρ = i sinh(z
√
β) که ρ با z متغیر تغییر با حال

[
∂٢

∂ρ٢ +
(١ + ٢θ)ρ
(ρ٢ − ١)

∂

∂ρ
+
θ + ٢mE

β~٢

(ρ٢ − ١) ]Ξ = ٠ (٢. ١١٧)

زیر: شکل به آخر ی جمله گرفتن درنظر با سپس

θ +
٢mE
β~٢ = −n(n+ ٢θ) (٢. ١١٨)

داشت: خواهیم قبل ی معادله در جایگذاری با و

[
∂٢

∂ρ٢ +
(١ + ٢θ)ρ
(ρ٢ − ١)

∂

∂ρ
+

−n(n+ ٢θ)
(ρ٢ − ١) ]Ξ = ٠ (٢. ١١٩)

شود: می داده نمایش زیر بصورت که گیجنبوار ای جمله چند توسط آن حل با که

Ξ = Cθ
n(ρ) = Cθ

n(i sinh(z
√
β) (٢. ١٢٠)



دی آنتی و سیتر دی فضای در قطعیت عدم اصل بسط و کمینه تکانه حضور در کلاین-گوردون معادله بررسی .٢
٣٢سیتر

آورد: بدست را انرژی مقدار ویژه توان می پس

Eds = ~ω(n+
١
٢)[

√
١ +

~٢β٢

۴m٢ω٢ − β~
٢mω ]−

β~٢

٢mn٢ (٢. ١٢١)

به n کوانتومی عدد که زمانی را منفی مقادیر ویژه بالا معادله که کنیم توجه نکته این به دهید اجازه سپس

که کند. می افت سریع خیلی n رشد به نسبت β~٢

٢mn
٢ عبارت چون دهد، می باشد بزرگ کافی ی اندازه

نوشت: زیر کلی صورت به را انرژی مقدار ویژه توان می β حسب بر تیلور بسط از استفاده با

Eds = ~ω(n+
١
٢)−

β~٢

٢m (n٢ + n+
١
٢) (٢. ١٢٢)

٢

است. شده رسم مختلف های β حسب بر انرژی :۵ .٢ شکل

دوم ی جمله و است معمول هارمونیک نوسانگر انرژی طیف از ناشی اول ی جمله بالا ی معادله در

برای که هستیم آن شاهد همچنین است. سیتر دی فضای در یافته تعمیم قطعیت عدم تصحیح از ناشی

معمول کوانتومی مکانیک در انرژی طیف از کوچکتر سیتر دی فضای در انرژی طیف کوچک های β

پارامتر مختلف مقادیر برای n کوانتومی عدد برحسب εds = Eds
n

~ω انرژی طیف (۵.٢) شکل در و است

شود می منفی و یابد می کاهش انرژی n کوانتومی عدد رشد با که هستیم آن شاهد و کردیم رسم EUP

است. توجه قابل انرژی طیف روی بر EUP پارامتر تاثیر و



کمینه تکانه حضور در بعدی دو کلاین-گوردون نوسانگر بررسی .٢٣٣. ٩

تکانه حضور در بعدی دو کلاین-گوردون نوسانگر بررسی ٢. ٩

کمینه

کلاین معادله توسط آن بررسی به بعد دو در یافته بسط قطعیت عدم اصل معرفی با قسمت این در

حالت کلاین-گوردون معادله کنیم. می معرفی را گوردون کلاین معادله جهت این از پردازیم می گوردون

دو توسط ١٩٢۶ سال در که است صفر اسپین با کوانتومی ذرات توجیه برای شرودینگر معادله نسبیتی

نسبیت در معادله هر که آنجایی از شد. پیشنهاد ٩ گوردون والتر و ٨ کلاین اسکار های نام به فیزیکدان

عملگر صورت به که تکانه بردار ۴ داشتن با نیز معادله این باشد، ناوردا لورنتس تبدیلات تحت باید

بسط قطعیت عدم اصل قسمت این در باشد. می لورنتس ناوردای است شده ظاهر لورنتس ناوردای

[۴١ ،۴٠ ،٣۵ کنیم[٣٣، می معرفی بعد دو در را EUP یافته

[Xi, Pj] = i~δij(١ + αR٢), [Xi, Xj] = ٠, [Pi, Pj] = −٢i~α[XiPj −XjPi], (٢. ١٢٣)

است: زیر شکل به آن حالت فضای در نمایش که

Pi =
~
i
(١ + αr٢)i, Xi = xi, (١٢۴ .٢)

شود: می معرفی زیر شکل به فضا این در تکانه مربع و

P ٢ = −~٢ [(١ + αr٢∇٢(٢ + ٢αr(١ + αr٢)r
]

(١٢۵ .٢)

شود[۴٢] می معرفی زیر صورت به تکانه کمینه حضور در بعدی دو گوردون کلاین نوسانگر حال

[
(PX + imwX)(PX − imwX) + (PY + imwY )(PY − imwY )− E٢ −m٢c۴

c٢

]
ψ = ٠

(١٢۶ .٢)

یا

[
P ٢ +m٢w٢R٢ + imw[X,PX ] + imw[Y, PY ]−

E٢ −m٢c۴

c٢

]
ψ = ٠ (٢. ١٢٧)

8Oscar Klein
9Walter Gordon



دی آنتی و سیتر دی فضای در قطعیت عدم اصل بسط و کمینه تکانه حضور در کلاین-گوردون معادله بررسی .٢
٣۴سیتر

که

P ٢ = P ٢
X + P ٢

Y , R٢ = X٢ + Y ٢ (٢. ١٢٨)

داریم: بعد دو در

∇٢ = ∂٢
r +

١
r
∂r +

١
r٢

٢
(٢. ١٢٩)

داشت: خواهیم شده گفته EUP جابجایی از استفاده ]با
P ٢ + (m٢w٢ − ٢α~mw)R٢ − ٢~mw − E٢ −m٢c۴

c٢

]
ψ = ٠ (٢. ١٣٠)

]یا
(١ + αr٢∂٢(٢

r + (١ + αr٢)(
١
r
+ ٣αr)∂r +

(١ + αr٢(٢

r٢ ∂٢ − ١
~٢ (m

٢w٢ − ٢α~mw)r٢ + ϵ

]
ψ = ٠

(٢. ١٣١)

که

ϵ =
E٢ −m٢c۴

c٢ + ٢~mw (٢. ١٣٢)

بگیریم: نظر در ما اگر

ψ = u(r)ei|l|, l ∈ Z (٢. ١٣٣)

داشت: خواهیم یقبل معادله در آن جایگذاری با ]و
(١ + αr٢∂٢(٢

r + (١ + αr٢)(
١
r
+ ٣αr)∂r −

(١ + αr٢(٢

r٢ l٢ − ١
~٢ (m

٢w٢ − ٢α~mw)r٢ + ϵ

]
ψ = ٠

(١٣۴ .٢)

کنیم: جایگذاری را s = −r٢ دهید اجازه ]حال
∂٢
s +

١ − ٢s
s(١ − s)

∂s +
−λ١s

٢ + λ٢s− λ٣
s١)٢ − s)٢

]
u = ٠ (١٣۵ .٢)

که

λ١ =
١

۴α

[
αl٢ +

١
α~٢ (m

٢w٢ − ٢α~mw)
]

(١٣۶ .٢)



کمینه تکانه حضور در بعدی دو کلاین-گوردون نوسانگر بررسی .٢٣. ٩۵

λ٢ =
l٢

٢ − ϵ

۴α, λ٣ =
l٢

۴ (٢. ١٣٧)

داشت: خواهیم است شده آورده ١ پیوست در ۴۴]که ،۴٣] ١٠ ،NU روش از استفاده با

α١ = ١, α٢ = ٢, α٣ = ١ (٢. ١٣٨)

شوند: می مشخص زیر بصورت انرژی ترازهای بنابراین

n(n+ ١)− λ٢ + ٢λ٣ + ٢
√
λ٣
√
λ١ − λ٢ + λ٣ + (١ + ٢n)(

√
λ٣ +

√
λ١ − λ٢ + λ٣) = ٠

(٢. ١٣٩)

داشت: خواهیم و است n = ٠,١,٢, · · · که

λ٢ =
١
٢

[
−(N٢ + ٢N − ١)−

√
(N٢ + ٢N − ٢(١ + ۴λ١(N + ٢(١ +

١
۴(N

٢ + ٢N − l٢(٢

]
(١۴٢. ٠)

شود: می تعریف زیر صورت به N کوانتومی عدد که

N = ٢n+ |l| (١۴٢. ١)

داشت: خواهیم سپس

ϵNl = ٢α
[
N٢ + ٢N − ١ + l٢ +

√
CNl +

١
α٢~٢ (m

٢w٢ − ٢α~mw)(N + ٢(١

]
(١۴٢. ٢)

که

CNl = (N٢ + ٢N − ٢(١ + l٢(N + ٢(١ +
١
۴(N

٢ + ٢N − l٢(٢ (١۴٢. ٣)

و

ENl = ±
√
m٢c۴ + c٢(ϵNl − ٢~mw) (١۴۴ .٢)

داریم: کوچک α برای خاص بطور و

ENl ≈
√
m٢c۴ − ٢~mwc٢ +

٢
~
mc٢w(N + ١) +

٢(N٢ +N − ١ + l٢)√
m٢c۴ − ٢wc٢ + ٢

~mc
٢w(N + ١)

(١۴۵ .٢)
10Nikiforov - Uvarov



دی آنتی و سیتر دی فضای در قطعیت عدم اصل بسط و کمینه تکانه حضور در کلاین-گوردون معادله بررسی .٢
٣۶سیتر

غیریکنواخت مغناطیسی میدان حضور در بعدی دو گوردون کلاین نوسانگر ٢. ٩. ١

کمینه تکانه حضور در و

غیریکنواخت مغناطیسی میدان حضور در را بعدی دو گوردون کلاین نوسانگر دهید اجازه قسمت این در

کنیم[۴٧] بررسی تکانه کمینه حضور در B

Pi → Πi = Pi − eAi (١۴۶ .٢)

داشت: خواهیم ]سپس
(ΠX + imwX)(ΠX − imwX) + (ΠY + imwY )(ΠY − imwY )− E٢ −m٢c۴

c٢

]
ψ = ٠

(١۴٢. ٧)

]یا
Π٢ +m٢w٢R٢ + imw[X,ΠX ] + imw[Y,ΠY ]−

E٢ −m٢c۴

c٢

]
ψ = ٠ (١۴٢. ٨)

گیریم: می نظر در z محور طول در را مغناطیسی میدان سپس

B⃗ = Bk̂ (١۴٢. ٩)

بود: خواهد زیر شکل به برداری پتانسیل y xو محور امتداد در همچنین و

AX = −B٢ Y, AY =
B

٢X (١۵٢. ٠)

داریم: ما حال

Π٢
X = P ٢

X +
B٢e٢

۴ Y ٢ +BeY PX (١۵٢. ١)

Π٢
Y = P ٢

Y +
B٢e٢

۴ X٢ −BeXPY (١۵٢. ٢)

[X,ΠX ] = iα(١ + α(X٢ + Y ٢)) (١۵٢. ٣)

[Y,ΠY ] = i~(١ + α(X٢ + Y ٢)) (١۵۴ .٢)



کمینه تکانه حضور در بعدی دو کلاین-گوردون نوسانگر بررسی .٢٣٧. ٩

کنیم: می بازنویسی را ی٩۶ معادله ]و
P ٢ + (m٢w٢ +

B٢e٢

۴ − ٢α~mw)R٢ −Be(XPY − Y PX)− ٢~mw − E٢ −m٢c۴

c٢

]
ψ = ٠

(١۵۵ .٢)

]یا
(١ + αr٢∂٢(٢

r + (١ + αr٢)(
١
r
+ ٣αr)∂r +

(١ + αr٢(٢

r٢ ∂٢ − iBe(٢+١)∂ − ١
~٢ ξr

٢ + ϵ

]
ψ = ٠

(١۵۶ .٢)

که

ξ = m٢w٢ +
B٢e٢

۴ − ٢α~mw (١۵٢. ٧)

بگیریم نظر در اگر و

ψ = u(r)ei|l|, l ∈ Z (١۵٢. ٨)

دهیم. قرار (١٠۴) ی معادله داخل در ]و
(١ + αr٢∂٢(٢

r + (١ + αr٢)(
١
r
+ ٣αr)∂r −

(١ + αr٢(٢

r٢ l٢ +Be|l|(١ + αr٢)− ١
~٢ ξr

٢ + ϵ

]
ψ = ٠

(١۵٢. ٩)

کنیم: جایگذاری را s = −αr٢ دهید ]اجازه
∂٢
s +

١ − ٢s
s(١ − s)

∂s +
−λ١s

٢ + λ٢s− λ٣
s١)٢ − s)٢

]
u = ٠ (١۶٢. ٠)

که

λ١ =
١

۴α

[
αl٢ −Be|l|+ ١

α~٢ (m
٢w٢ +

B٢e٢

۴ − ٢α~mw)
]

(١۶٢. ١)

λ٢ =
l٢

٢ − ١
۴α(ϵ+Be|l|), λ٣ =

l٢

۴ (١۶٢. ٢)

مینویسیم: زیر بصورت را معادله سپس

αNl = −Be|l|+ ٢α

N٢ + ٢N − ١ + l٢ +

√
CNl +

١
α٢~٢ (m

٢w٢ +
B٢e٢

۴ − ٢α~mw)(N + ٢(١


(١۶٢. ٣)



دی آنتی و سیتر دی فضای در قطعیت عدم اصل بسط و کمینه تکانه حضور در کلاین-گوردون معادله بررسی .٢
٣٨سیتر

که

CNl = (N٢ + ٢N − ٢(١ + l٢(N + ٢(١ +
١
۴(N

٢ + ٢N − l٢(٢ (١۶۴ .٢)

و

ENl = ±
√
m٢c۴ + c٢(ϵNl − ٢~mw) (١۶۵ .٢)

داریم: کوچک α برای خاص بطور و

ENl ≈

√√√√
m٢c۴ − ٢~mwc٢ + c٢(−Be|l|+ ٢

~

√
m٢w٢ +

B٢e٢

۴ (N + ١)) (١۶۶ .٢)

+

αc٢(N٢ + ٢N + l٢ − (N+١)mw√
m٢w٢+B٢e٢

۴

)√
m٢c۴ − ٢~mwc٢ + c٢(−Be|l|+ ٢

~

√
m٢w٢ + B٢e٢

۴ (N + ١))
(١۶٢. ٧)

ℓ = های حالت برای انرژی مغناطیسی، میدان غیاب در که شود می نتیجه آمده بدست معادلات از

می شکسته تبهگنی این یکنواخت، غیر مغناطیسی میدان در اما است تبهگن ±L(L = ١,٢,٣, ..)

ℓ = با هایی حالت همچنین و ℓ = L(L = ١,٢,٣, ..) با هایی حالت که معناست این به که شود

دارند. متفاوتی انرژی های تراز شوند می مشخص −L(L = ١,٢,٣, ..)



٣ فصل

مبتنی یافته تعمیم قطعیت عدم اصل بررسی

جبری، رویکرد دوگانه: خاص نسبیت بر

های پتانسیل و شرودینگر ی معادله بررسی

جبر این در مختلف

تصحیح قطعیت عدم روابط با میدان نظریه کوانتوم مکانیک مسائل روی بر مطالعه اخیر ی ها سال در

مشاهده های تکانه کمینه یا طول کمینه به منجر قطعیت عدم روابط این است. گرفته قرار توجه مورد شده

آیند: می بدست زیر کلی فرم به شده تصحیح جابجاگری روابط از و گردند می صفر غیر پذیر

[X,P ] = i~f(X٢, P ٢) (٣. ١)

گرانش و ریسمان نظریه مانند نظری فیزیک در گوناگون های حوزه از روابطی چنین مطالعه های انگیزه

شود می استدلال اینگونه کوانتومی گرانش نظریه ساختن برای مثال عنوان به شود. می نتیجه کوانتومی

مفهوم برای محدودیتی پلانک طول ی مرتبه از ابعادی در عام نسبیت و کوانتومی مکانیک نهی برهم : که

کار به پلانک طول کوچکی به هایی طول در گیری اندازه برای که آزمونی ذره کند، می ایجاد جایگزدیگی

قرار تاثیر تحت را زمان فضا ساختار خود ای ذره جنین باشد، داشته زیادی انرژی و تکانه باید رود می

عدم ندارد، مطلقی جایگزدیگی کوانتومی مکانیک گرانش از یافته وحدت نظریه یک بنابراین دهد، می

٣٩
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است ای انگیزه این شود، می کوانتومی گرانش در ها گیری اندازه در قطعیتی عدم باعث جایگزدیگی

شناسی پدیده در شود، می یاد کوانتومی گرنش شناسی پدیده عنوان به آن از که ای نظریه ی مطالعه برای

زمان فضا ساختار برای ای نظریه اخترشناسی های داده از استفاده با شود می تلاش کوانتومی گرانش

ای نظریه طریق این ٣٩]از ،٣٨] ١ کاملیا آمیلنو بیابند. پلانک طول ی مرتبه از کوچک فواصل در

پذیر مشاهده حدی سرعت یک وجود بر علاوه آن در که دوگانه هاص نسبیت نظریه عنوان با کرد معرفی

نظریه در نیست. پذیر امکان آن از کمتر هایی طول گیری اندازه که دارد وجود نیز گر مشاهده از مستقل و

اندازه به قادر نظریه بنیادی عناصر عنوان به ها ریسمان که است شده دااده نشان نیز اختلالی ریمان

طول یک وجود نوعی به نیز ریسمان نظریه پس نیستند، خود طول از کمتر فواصلی سازی آشکار و گیری

رابطه یک از ناشی همگی پذیر مشاهده کمینه طول این وجود کند، می بینی پیش را پذیر مشاهده کمینه

مثال برای شود. می ظاهر ها نظریه این در که است. ∆X ≥ ~
٢(

١
∆P

+ β∆P ) صورت به قطعیت عدم

نظر در چاله سیاه یک رویداد افق گیری اندازه برای که فکری های آزمایش در قطعیت عدم رابطه این

نتیجع قطعیت عدم رابطه این که توجهی جالب های خصوصیت از یکی شود، می ظاهر شود می گرفته

کمتر های طول گیری اندازه که است ∆X٠ = ~
√
β ریسمان) (طول کمینه طول یک وجود دهد می

مشکلات از برخی حل برای روشی بعنوان نیست. پذیر امکان شده گفته قطعیت عدم با مطابق آن از

برای زیادی ی توسعه کنیم. می معرفی را GUP یافته تعمیم قطعیت عدم کوانتومی،اصل ی جاذبه در

دارد. وجود شده تصحیح کوانتومی های سیستم و GUP یافته تعمیم قطعیت عدم اصل بندی فرمول

شود. می معرفی زیر جابجایی روابط توسط GUP یافته تعمیم قطعیت عدم اصل

[X,P ] = i(١ + βP ٢), (٣. ٢)

β = β٠
Mplc٢ توسط که است کوچکی پارامتر β و هستند. تکانه عملگر و مکان عملگر ترتیب به P و X که

تضمین GUP این است. ~ = ١ و است یک ی مرتبه از بعد بدون پارامتر β٠ و پلانک جرم Mpl که

به توانند می جابجایی روابط عام، بطور داشت. و=خواهیم صفر غیر حداقل طول یک ما که کند می

[۴۵ ،۴۴ ،۴٣ شوند[۴٢، می نوشته زیر شکل

[X,P ] = iF (P ), (٣. ٣)

1Amelino-camelia



۴١

شود. می نامیده GUP شکل تغییر تابع F (p) بالا ی معادله در که

x→ X = x, p→ P = f(p) (۴ .٣)

تکانه و مکان معنی به (x, p) و دارند قرار بالا انرژی در تکانه و مکان که معناست این به (X,P )

نمایش بالا طریق به تکانه و مکان بالا های انرژی در که دانیم می طرفی از و هستند. پایین انرژی در

در ماند می باقی تغییر بدون بالا های انرژی در همچنان مکان که دهد می نشان این شوند. می داده

و نیست محدود بالا های انرژی در تکانه مورد این در دهد. می شکل تغییر بالا انرژی در تکانه حالیکه

. −∞ < P <∞

P =
١√
β
tan(

√
βp) (۵ .٣)

انرژی این ما اگر شود می محدود بالا های انرژی در تکانه نیروی زیرا رسد می بنظر عجیب امر این

این DSR دوگانه خاص نسبیت واقع در بگیریم. نظر در دوگانه خاص نسبیت از ناشی را مضاعف

.κمینامد پلانک ی تکانه را تکانه این و است بیشینه تکانه که میدارد بیان را حقیقت

عملگر شرایط این با بنابراین یافت. حلی راه باید f(±∞) = ±κ و P = f(p) ،X = x روی

این در شود می گرفته DSR مفهوم از GUP مدل آید. می (κ پلانک (تکانه مقدار بیشتریت از تکانه

مدل:

[X,P ] = iF (P ), (۶ .٣)

یافته شکل تغییر تکانه نمایش ٣. ٠. ١

است: زیر شکل به شده معرفی جابجایی به توجه با یافته شکل تغییر تکانه نمایش

X = iF (p)
∂

∂p
, P = p (٣. ٧)

ϕ(±A) = ٠ که Φ(p) ∈ L٢ − A,A; dp
F (p)

پذیر انتگرال مربعی تابع روی کند می عمل تکانه نمایش

شود: می داده زیر بصورت Φ نرم داریم

||Φ||٢ =

∫ ∞

−∞

dp

F (p)
|Φ(p)|٢ (٣. ٨)

داریم: زیر شکل به را شرودینگر معادله و است A = ∞ استاندارد، GUP ]برای
p٢

٢m + V (iF (p)
∂

∂p
)

]
Φ(p) = EΦ(p) (٣. ٩)
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مکان نمایش ٣. ٠. ٢

بود: خواهد زیر شکل به GUP برای حالت نمایش

X = x, P = f(p) = f(
١
i
∂x) (٣. ١٠)

شود: می بیان زیر بصورت f تابع که

p =

∫ P dP

F (P )
(٣. ١١)

داده ψ نرم که ψ(x) ∈ L٢(−∞,∞; dx) پذیر انتگرال مربعی تابع روی کند می عمل lمکان نمایش

توسط میشه

||ψ||٢ =

∫ ∞

−∞
dx|ψ(x)|٢ (٣. ١٢)

میشه: نوشته شکل این به نمایش این در شرودینگر معادله نهایت در ]و
١

٢m(
١
i
∂x))

٢ + V (x)

]
ψ(x) = Eψ(x) (٣. ١٣)

نیافته شکل تغییر تکانه نمایش ٣. ٠. ٣

زیر بصورت x = i∂p جایگذاری با حالت نمایش از استفاده با جبر برای نیافته شکل تغییر تکانه نمایش

بود: خواهد

X = x = i∂p, P = f(p) = f(p) (١۴ .٣)

ϕ(p) ∈ L٢(−∞,∞; dp) مربعی پذیر انتکرال تابع روی کند می عمل نیافته شکل تغییر تکانه نمایش

توسط میشه داده ψ نرم و

||ϕ||٢ =

∫ ∞

−∞
dp|ϕ(p)|٢ (١۵ .٣)

شد: خواهد زیر شکل به نیافته شکل تغییر تکانه نمایش در GUP برای شرودینگر معادله ]سپس
١

٢m(f(p))٢ + V (i∂p)

]
ϕ(p) = Eϕ(p) (١۶ .٣)



بعدی یک کوانتومی مکانیک در یافته تعمیم قطعیت عدم اصل از بالاتر ی مرتبه یک معرفی .٣. ١۴٣

یافته تعمیم قطعیت عدم اصل از بالاتر ی مرتبه یک معرفی ٣. ١

بعدی یک کوانتومی مکانیک در

دارای که کنیم می معرفی را یافته تعمیم قطعیت عدم اصل ی مرتبه از دیگر نمایش یک بخش این در

نویسیم می را مکان و تکانه فضای در را جبر این نمایش سپس است. طول ی کمینه و تکانه ی بیشینه

و بعدی یک ی جعبه مثال بطور آوریم. می بدست را جایگزیده حالت بیشینه و مکان در آن تابع ویژه و

قطعیت عدم اصل کردیم بیان اول فصل در که همانطور کنیم. می بررسی را هارمونیک نوسانگر ی مسئله

شد[۴٠]. معرفی هستند مشهور (KMM) به که ۴ منن و ٣ مانگانو و ٢ کمپف توسط یافته تعمیم

[X,P ] = i~(١ + β٢P ٢) (٣. ١٧)

شود: می داده نمایش هم زیر صورت به که

∆X∆P ≥ ~
١)٢ + β٢∆P ٢) (٣. ١٨)

که همانطور طرفی از شوند. می (∆X)٠ = ~β بصورت کمینه طول یک وجود به منجر روابط این که

از است. واحد ی مرتبه از β٠ و mpc
٢ ≃ ١٠١٩GeV با پلانک جرم mp که β٢ = β٢

٠
(mpc)٢ کردیم معرفی

دلیل همین به خیر. را بیشینه تکانه اما کند می برآورده را کمینه طول شده بیان ی رابطه دانیم می طرفی

شد[۴٧- ۴٩]. پیشنهاد زیر جابجایی توسط ٧ واگناس و ۶ داس و ۵ علی توسط تکانه ی بیشینه ی ایده

[Xi, Pj] = i~[δij − α(Pδij +
PiPj
P

) + α٢(P ٢δij + ٣PiPj)] (٣. ١٩)

قبل جابجایی ی رابطه همچنین است GUP یافتگی تعمیم پارامتر α = α٠
mp

= α٠ℓp
~ بالا ی رابطه در که

زیر: نمایش توسط شود می برآورده تقریبی بطور

Xi = xi, Pi = pi(١ − αp+ ٢α٢p٢) (٣. ٢٠)

2Kempf
3Mangano
4Mann
5Ahmad farag Ali
6Suraya Das
7Elias Vagenas
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١
α

ی مرتبه از بیشینه تکانه یک و α ی مرتبه از حداقل طول یک نیازمند شده بیان اولیه جابجایی که

جهت این از [Xi, Xj] = ٠. زیرا کند نمی پیروی ناجابجایی ی هندسه از شده گفته جبر طرفی از است

داد. پیشنهاد یافته تعمیم قطعیت عدم اصل برای بالاتر ای مرتبه [۴١,۴۶] رفرنس در پدرام

[X,P ] =
i~

١ − β٢P ٢ (٣. ٢١)

حقیقیت این دارد. P ٢ = ١
β٢ در تکینگی یک و است [X,P ] = i~(١+β٢P ٢) جبر با موافق رابطه این

جابجایی است دوگانه خاص نسبیت با موافق امر این و باشد ١
β

تواند نمی ذرات تکانه که دهد می نشان

|P | =
√
P ٢ تکانه ی بعد،اندازه یک در شود. می شامل را P زوج جملات فقط شده بیان یافته تعمیم

را |P | توانیم می کنیم بیان را قطعیت عدم اصل از جدیدتر ی مرتبه یک بخواهیم اگر سپس است.

قطعیت عدم اصل یک اساس براین کرد. پیدا α برای تر ساده فرمی توان می که کنیم انتخاب P ٢ بجای

یابیم می زیر شکل به است طول ی کمینه همچنین و بیشینه تکانه یک دارای که جدیدتر

[X,P ] =
i~

١ − β|P |
, β > ٠ (٣. ٢٢)

که

|P | =
√

|P ٢|, β =
β٠
mpc

(٣. ٢٣)

تکانه که دهد می نشان حقیقت این دارد. قرار |P | = ١
β

ی نقطه در بالا ی معادله تکینگی که دانیم می

که کنیم می بررسی قسمت این در است. دوگانه خاص نسبیت با موافق که باشد ١
β

تواند نمی ذرات

داریم β برحسب ١ ی معادله بسط با خیر؟ یا دارد کمینه طول شده، بیان جابجایی

[X,P ] = i~(١ + β|P |+ (β|P |)٢ + (β|P |)٣ + ...) (٢۴ .٣)
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∆X∆P > ~
٢ <

١
١ − β|P |

>=
~
٢ < ١ + β|P |+ β٢P ٢ + β٣|P |P ٢ + β۴(P ٢(٢ + ... >

(٢۵ .٣)

> ~
٢ [١+ < |P | > +β٢(∆P )٢ + β٣(∆P )٣ + β۴(∆P )۴ + ..]

(٢۶ .٣)

> ~
٢ [−β∆P + ١ + β∆P + β٢(∆P )٢ + β٣(∆P )٣ + ..]

(٣. ٢٧)

=
~
٢ [−β∆P +

١
١ − β∆P

]

زیر شکل به را (٢٢.٣) ی معادله توانیم می . < |P | >> ٠ و < P >= ٠ گیریم می نظر در که

کنیم بازنویسی

∆X > ~
٢∆P [−β∆P +

١
١ − β∆P

] (٣. ٢٨)

زیر شکل به ای کمینه طول حالیکه در دارد قرار ∆P = ١
٢β در کمینه یک بالا ی معادله راست سمت در

داشت: خواهیم

∆Xmin =
٣
٢β~ (٣. ٢٩)

یافته تعمیم قطعیت عدم اصل جدید جبر با تکانه فضای در نمایش ٣. ١. ١

است زیر شکل به شده بیان جابجایی برای تکانه فضای در نمایش

X =
i~

١ − β|P |
, P = p (٣. ٣٠)

است زیر شکل به ϕ(p) پذیر انتگرال مربعی تابع روی تکانه نمایش

ϕ(p) ∈ (
−١
β
,
١
β
; (١ − β|p|)dp) (٣. ٣١)

است زیر بصورت ϕ(p) نرم که

||ϕ||٢
∫ ١

β

−١
β

(١ − β|p|)|ϕ(p)|dp (٣. ٣٢)
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است زیر بصورت ϕ(p) موج تابع برای A انتظاری مقادیر ، A عملگر برای

< A >ϕ=< ϕ(P )|A|ϕ(p) >=
∫ ١

β

−١
β

(١ − β|p|)ϕ∗(p)Adp (٣. ٣٣)

است زیر شکل به فضا این در شرودینگر معادله

[
p٢

٢m + V (i~(١ − β|p|) ∂
∂p

]ϕ(p) = Eϕ(p) (٣۴ .٣)

یافته تعمیم قطعیت عدم اصل جدید جبر با مکان فضای در نمایش ٣. ١. ٢

است زیر شکل به شده بیان جبر با مکان فضای در نمایش

X = x, P =
p

|p|
(
١ −

√
١ − ٢β|p|
β

), p =
~
i
∂x (٣۵ .٣)

کند می عمل زیر بصورت ψ(x) مربعی پذیر انتگرال تابع روی مکان نماش

ψ(x) ∈ (−∞,∞, dx) (٣۶ .٣)

است زیر شکل به ψ(x) نرم که

||ψ||٢ =

∫ ∞

−∞
dx|ψ(x)|٢ (٣. ٣٧)

است زیر بصورت ψ(x) موج تابع برای A عملگر انتظاری مقادیر

< A >ψ=< ψ(x)|A|ψ(x) >=
∫ ∞

−∞
ψ∗(x)Adx (٣. ٣٨)

است زیر شکل به فضا این در شرودینگر معادله که

[
١

٢m(
١ −

√
١ − ٢β|p|
β

)٢ + V (x)]ψ(x) = Eψ(x) (٣. ٣٩)

جایگزیدگی حالت بیشترین و مکان موج تابع بررسی ٣. ٢

را جایگزیدگی بیشترین که آوریم بدست مکان عملگر برای را هایی حالت خواهیم می قسمت این در

می فضا این در مقداری ویژه معادله حل طریق از مکان موج تابع بررسی به همچنین و باشد داشته

پردازیم.

i~
١ − β|p|

∂

∂p
ψλ(p) = λψλ(p) (۴٣. ٠)



جایگزیدگی حالت بیشترین و مکان موج تابع بررسی .٣. ٢۴٧

است زیر بصورت شده نرمالیزه مکان تابع ویژه بالا، مقداری ویژه معادله حل از که

ψλ(p) =
√
βexp(

−iλp
~

(١ − β

٢ )) (۴٣. ١)

داریم زیر شکل به را مکان تابع ویژه حاصلضرب سپس

< ψλ(p)|ψ′
λ(p) >=

٢β~
λ− λ′

sin(
λ− λ′

٢β~ (۴٣. ٢)

می نشان شکل در دارد. تعامد عمدتا مکان تابع ویژه [۴١,۴۶] رفرنس و [۵٠] رفرنس مانند بنابراین

برای و ای قهوه رنگ با [۵٠] رفرنس برای y =< ψλ(p)|ψ′
λ(p) > برحسب (١.٣) نمودار که دهیم

شده رسم صورتی رنگ به کردیم بیان خودمان که جدیدی جبر برای و زرشکی رنگ با [۴١,۴۶] رفرنس

است. [۵٠] رفرنس به شبیه کردیم بیان خودمان که جبری برای که دانیم می است.

١

توابع ویژه رسم :٣. ١ شکل

کنیم. می تعریف زیر شکل به را حالت کت جایگزیدگی حالت بیشترین بررسی برای اینجا در

می دارا را زیر های ویژگی که دارد ξ پارامتر حول را جایگزیدگی بیشترین که است حالتی : |ϕmlξ >

باشد.

< ϕmlξ |X|ϕmlξ >= ξ, (∆X)||ϕml
ξ > = ٠ (۴٣. ٣)

نویسیم. می زیر شکل به را دیفرانسیلی معادله

[
i~

١ − β|p|
∂p − ξ +

i~
٢(∆p)٢ (−β∆P +

١
١ − β∆P

)p]ϕmlξ = ٠ (۴۴ .٣)

دهیم می ارائه زیر بصورت جوابی و کنیم می انتخاب ∆p = ١
٢β که

ϕmlξ = Nexp[
−i
~
ξp(١ − β

٢ |p|)−
٣
٢β

٢p١)٢ − ٢β
٣ |p|)] (۴۵ .٣)



ی معادله بررسی جبری، رویکرد دوگانه: خاص نسبیت بر مبتنی یافته تعمیم قطعیت عدم اصل بررسی .٣
جبر این در مختلف های پتانسیل و ۴٨شرودینگر

است زیر شکل به نرمالیزاسیون فاکتور که

N−٢ =

∫ ١
β

−١
β

dp(١ − β|p|)exp[−٣β٢p١)٢ − ٢β
٣ |p|)] ≃ ٠٫٧۶٩١

β
(۴۶ .٣)

است کمینه طول از ای مرتبه ∆X که کنیم می مشاهده را جایگزیدگی حالت بیشترین فضا این در سپس

(∆X)||ϕml
ξ > ≃ ١.٢(∆X)min (۴٣. ٧)

می بررسی جایگزیدگی حالت بیشترین همچنین و مکان موج تابع تحت را جنبشی نرژی عملگر سپس

است محدود که کنیم می مشاهده و کنیم

< ψλ(p)|
P ٢

٢m |ψλ(p) >=
١

١٢mβ٢ (۴٣. ٨)

< ϕmlξ | P
٢

٢m |ϕmlξ >=
٠٫١١٩۶
٢mβ٢ (۴٣. ٩)

داشتیم زیر بصورت [۵٠] رفرنس در که

< ψλ(p)|
P ٢

٢m |ψλ(p) >Pedram=
١

١٠mβ٢ (۵٣. ٠)

< ϕmlξ | P
٢

٢m |ϕmlξ >Pedram=
٠٫١۴۶٩
٢mβ٢ (۵٣. ١)

داریم [۴١,۴۶] رفرنس با مقایسه در همچنین و

< ψλ(p)|
P ٢

٢m |ψλ(p) >KMM=
١

٢mβ٢ (۵٣. ٢)

< ϕmlξ | P
٢

٢m |ϕmlξ >KMM= ∞ (۵٣. ٣)

شده بیان های رفرنس با جنشی انرژی عملگر برای مقادیر ویژه مقایسه و آمده بدست نتایج به توجه با

مقدار ویژه و دهد می ارئه را بهتری جواب (٣٢.٣) ی معادله در کردیم بیان که جابجایی که یابیم می در

دهد. می بدست قبل از کوچکتر حالات این تحت را جنبشی انرژی



جدید ی یافته تعمیم جبر در بعدی یک ی جعبه بررسی .٣. ٣۴٩

جدید ی یافته تعمیم جبر در بعدی یک ی جعبه بررسی ٣. ٣

می نظر در زیر پتانسیل با بعدی یک ی جعبه یک در m جرم با را اسپین بدون کوانتومی ی ذره یک

گیریم

V (x) =


٠ (٠ < x < L)

∞ elsewhere

(۵۴ .٣)

است زیر بصورت مکان نمایش در شرودینگر معادله

P ٢

٢mψ(x) = Eψ(x) (۵۵ .٣)

است زیر بصورت بالا ی معادله حل

ψn(x) =
٢
L
sin(

nπ

L
x (۵۶ .٣)

آید می بدست زیر بصورت انرژی سپس

En =
~٢

٢mβ٢ (١ −
√

١ − ٢β(nπ
L

))٢ (۵٣. ٧)

داریم کوچک β برای نتیجه در

En ≃ (nπ~)٢

٢mL٢ [١ + β(
nπ

L
)] (۵٣. ٨)

است. (٣٢.٣) یافته تعمیم جبرجدید اثر از ناشی انرژی افزایش که است حقیقیت این ی نشاندهنده که

آوریم می بدست زیر بصورت را مکان مربع و مکان مقادیر ویژه سپس

< X >=
L

٢ (۵٣. ٩)

< X٢ >= L٢(
١
٣ − ١

٢n٢π٢ ) (۶٣. ٠)

آید می بدست زیر صورت به تکانه مربع و تکانه مقادیر میژه همچنین

< P >= ٠ (۶٣. ١)



ی معادله بررسی جبری، رویکرد دوگانه: خاص نسبیت بر مبتنی یافته تعمیم قطعیت عدم اصل بررسی .٣
جبر این در مختلف های پتانسیل و ۵٠شرودینگر

< P ٢ >=
~٢

β٢ (١ −
√

١ − ٢β(nπ
L

)

٢

(۶٣. ٢)

بود خواهد زیر شکل به جدید ی یافته تعمیم جبر در قطعیت عدم روابط نتیجه در

∆X∆P =
~L
β

(١ −
√

١ − ٢β(nπ
L

)

√
١
١٢ − ١

٢(nπ)٢ (۶٣. ٣)

ی یافته تعمیم جبر در هارمونیک نوسانگر ی مسئله بررسی ۴ .٣

جدید

بررسی هارمونیک نوسانگر ی مسئله برای را (٣٠.٣) ی معادله در شده بیان جدید ی یافته تعمیم جبر

است زیر شکل به هارمونیک نوسانگر برای هامیلتونی ، کنیم می

H =
P ٢

٢m +
١
٢mω

٢X٢ (۶۴ .٣)

است زیر شکل به تکانه نمایش در که

H =
p٢

٢m +
mω٢x٢

١)٢ − β|p|)
(۶۵ .٣)

می استفاده ٨ سامرفیلد ویلسون نقش از بالا، هامیلتونی از انرژی تقریبی مقادیر ویژه کردن پیدا برای

∮کنیم
xdp = (n+

١
٢)h, n = ٠,١,٢, .. (۶۶ .٣)

بنویسیم زیر شکل به توانیم می سپس

٢
mω

∫ z

−z
dp(١ − β|p|)

√
z٢ − p٢ = (n+

١
٢)h, z٢ = ٢mE (۶٣. ٧)

داریم معادله جایگذاری با

z٢ − ۴β
٣πz

٣ = ٢~mω(n+
١
٢) (۶٣. ٨)

داریم زیر شکل به کوچک β برای اینصورت در

Esc
n ≈ ~ω(n+

١
٢) +

۴
√

٢
٣π β

√
m(~ω)

٣
٢ (n+

١
٢)

٣
٢ (۶٣. ٩)

8wilson-sommerfeld



کلاسیکی حل .۵ .٣۵١

کلاسیکی حل ۵ .٣

(٣٠.٣) ی معادله جدید ی یافته تعمیم جبر براساس هامیلتونی کلاسیکی حل بررسی به قسمت این در

پردازیم می

H =
p٢

٢m +
١
٢mω

٢x٢ = E (٣. ٧٠)

داریم زیر شکل به را زمانی تحول روابط سپس

ẋ =
p

m(١ − β|p|)
, ṗ = − mω٢x

١ − β|p|
(٣. ٧١)

داریم pmax = ٢mE گرفتن نظر در با که

x =
١
mω

√
p٢
max − p(t)٢ (٣. ٧٢)

داریم زیر بصورت زمانی تحول ی معادله در قبل ی معادله جایگذاری با

ωt = −βp
|p|

√
p٢
max − p(t)٢ − tan−١(

p√
p٢
max − p(t)٢

) (٣. ٧٣)

است زیر شکل به فضا این در نیوتنی حرکت معادله سپس

mẍ = −mW (|ẋ|)٢x (٧۴ .٣)

که

W (|ẋ|) = ω(١ +mβ|ẋ|)
٣
٢ (٧۵ .٣)

است. ای زاویه فرکانس و سرعت به وابسته که است هوک قانون ی معادله آمده بدست معادله نتیجه در

نسبیت بر مبتنی جدید ی یافته تعمیم قطعیت عدم اصل ۶ .٣

دوگانه خاص

است[۵١] زیر شکل به یافته شکل تغییر انرژی-تکانه روابط DSR دوگانه خاص نسبیت در

E٢ = p٢
٠ +m٢ + h(|p٠|, κ), (٧۶ .٣)



ی معادله بررسی جبری، رویکرد دوگانه: خاص نسبیت بر مبتنی یافته تعمیم قطعیت عدم اصل بررسی .٣
جبر این در مختلف های پتانسیل و ۵٢شرودینگر

باشیم داشته زیر صورت به که داریم نیاز ما

lim
κ→∞

h(|p٠|, κ) = ٠ (٣. ٧٧)

تکانه گیریم. می نظر در یک با برابر را نور سرعت و هست عددی و نیست عملگر |p٠| که دانیم می

(تکانه یافته شکل تغییر تکانه با باشد مرتبط میتواند p٠ پایین) های انرژی در (تکانه نیافته شکل تغییر

زیر: شکل به P٠ بالا) های انرژی در

P٠ = f(p٠) (٣. ٧٨)

کنیم: انتخاب شکل این به ما اگر حال

P٠ = f(p٠) =
p٠

١ + |p٠|
κ

, (٣. ٧٩)

داشت: خواهیم زیر شکل به را یافته شکل تغییر روابط ما

E٢ = P ٢
٠ +m٢ =

[
p٠

١ + |p٠|
κ

]٢

+m٢ (٣. ٨٠)

زیر: شکل به یا

E٢ = p٢
٠ +m٢ − ٢ |p٠|

κ
p٢ + ٣p

۴

κ٢ + · · · (٣. ٨١)

داشت خواهیم (٧٩.٣) ی رابطه از دریافت توان می براحتی

lim
p٠→±∞

P٠ = lim
p٠→±∞

f(p٠) = ±κ (٣. ٨٢)

به را تکانه عملگر توانیم می ما شده، گفته روابط DSRو براساس است. |P٠| ≤ κ که میدهد نشان که

کنیم: معرفی زیر شکل

P =
p

١ + |p|
κ

, (٣. ٨٣)

شکل به آن معکوس تابع .|p| =
√
p٢ یا هست، p تکانه ی نیافته شکل تغییر عملگر ی اندازه |p| که

بود خواهد زیر

p =
P

١ − |P |
κ

(٨۴ .٣)



دوگانه خاص نسبیت بر مبتنی یافته تعمیم قطعیت عدم اصل برای یافته شکل تغییر تکانه نمایش .٣. ٧۵٣

می فراهم بالا انرژی در حرکت برای بالا، مرز(کران) که |P | ≤ κ داشت خواهیم ما |p| ≥ ٠ شرط برای

ماکسیمم(حداکثر) تکانه که دهد می نشان که P = ±κ با است متناظر p −→ ±∞ حد طرفی از و کند.

[۵٢ دهند:[۵١، می نتیجه را زیر جابجایی قبل عملگری معادلات دارد. وجود ما مدل در ( پلانک (تکانه

[X,P ] = i(١ − |P |
κ

)٢, (٨۵ .٣)

داشت: خواهیم قبل جابجایی برای زیر شکل به که

∆X∆P ≥ ١
١)٢ − ٢⟨|P |⟩

κ
+

١
κ٢ (∆P )

٢), (٨۶ .٣)

.⟨P ⟩ = ٠ که بگیریم نظر در اگر

(∆X)min =
١
κ

√
١ − ٢⟨|P |⟩

κ
(٣. ٨٧)

تعمیم قطعیت عدم اصل برای یافته شکل تغییر تکانه نمایش ٣. ٧

دوگانه خاص نسبیت بر مبتنی یافته

بود: خواهد زیر شکل به (٨۵.٣) ی معادله در شده گفته جابجایی براساس یافته شکل تغییر تکانه نمایش

X = i(١ − |p|
κ
)٢ ∂

∂p
, P = p (٣. ٨٨)

Φ(p) ∈ L٢(−κ, κ; dp

(١− |p|
κ
)٢ ) مربعی پذیر انتگرال تابع روی کند می عمل یافته شکل تغییر تکانه نمایش

توسط میشه داده Φ نرم همچنین و Φ(±κ) = ٠ با

||Φ||٢ =

∫ ∞

−∞

dp

(١ − |p|
κ
)٢
|Φ(p)|٢ (٣. ٨٩)

شود: می نوشته زیر بصورت نمایش این در شرودینگر معادله و

[
p٢

٢m + V (i(١ − |p|
κ
)٢ ∂

∂p
)

]
Φ(p) = EΦ(p) (٣. ٩٠)



ی معادله بررسی جبری، رویکرد دوگانه: خاص نسبیت بر مبتنی یافته تعمیم قطعیت عدم اصل بررسی .٣
جبر این در مختلف های پتانسیل و ۵۴شرودینگر

خاص نسبیت بر مبتنی یافته تعمیم قطعیت عدم اصل برای حالت نمایش ٣. ٧. ١

دوگانه

است:[۵۶- ۵٩] زیر بصورت (٨۵.٣) ی معادله در شده گفته جابجایی برای حالت نمایش همچنین

X = x, P =
p

١ + |p|
κ

=
١
i
∂x

١ +
| ١
i
∂x|
κ

(٣. ٩١)

بصورت ψ نرم و ψ(x) ∈ L٢−∞,∞; dx پذیر انتگرال مربعی تابع روی کند می عمل حالت نمایش که

شود: می ارائه زیر

||ψ||٢ =

∫ ∞

−∞
dx|ψ(x)|٢ (٣. ٩٢)

شود: می ارائه زیر صورت به نمایش این در شرودینگر معادله و ١
٢m

 ١
i
∂x

١ +
| ١
i
∂x|
κ

٢

+ V (x)

ψ(x) = Eψ(x) (٣. ٩٣)

جایگذاری با حالت نمایش از میاد بدست (٨۵.٣) ی معادله برای نیافته شکل تغییر تکانه نمایش

داشت: خواهیم سپس آن، در x = i∂p

X = x = i∂p, P =
p

١ + |p|
κ

(٩۴ .٣)

ϕ(p)و ∈ L٢ −∞,∞; dp پذیر انتگرال مربعی تابع رو کند می عمل نیافته شکل تغییر تکانه نمایش

شود: می ارائه زیر بصورت ϕ نرم همچنین

||ϕ||٢ =

∫ ∞

−∞
dp|ϕ(p)|٢ (٩۵ .٣)

شود: می ارائه زیر صورت به نیز مایش این برای شرودینگر ]معادله
١

٢m(
p

١ + |p|
κ

)٢ + V (i∂p)

]
ϕ(p) = Eϕ(p) (٩۶ .٣)

مکان نمایش در تکانه موج تابع ٣. ٨

بگیریم نظر در زیر شکل به را تکانه موج تابع دهید اجازه

Pup٠(x) = p٠up٠(x), (٣. ٩٧)



مکان نمایش در تکانه موج تابع .٣. ٨۵۵

داشت خواهیم صورت این به زیر نمایی تابع برای هست. تکانه مقدار ویژه و نیست عملگر p٠ که

f(p)eiax = f
١
i x
eiax = f(a)eiax, (٣. ٩٨)

است. شده داده زیر فرم به تکانه موج تابع بگیریم نظر در که دهید اجازه

up٠(x) = A(p٠)e
iax (٣. ٩٩)

زیر بصورت (٩٧.٣) ی معادله در (١٠١.٣) معادله جایگذاری با

P (A(p٠)e
iax) =

[
p

١ + |p|
κ

]
(A(p٠)e

iax) =

[
a

١ + |a|
κ

]
(A(p٠)e

iax) (٣. ١٠٠)

داریم ما بنابراین

p٠ =
a

١ + |a|
κ

(٣. ١٠١)

داشت خواهیم (١٠٣.٣) ی معادله مثبت مقادیر گرفتن نظر در با و

|p٠| =
|a|

١ + |a|
κ

(٣. ١٠٢)

یا

|a| = |p٠|
١ − |p٠|

κ

(٣. ١٠٣)

دهد می را نتیجه این که

a =
p٠

١ − |p٠|
κ

(١٠۴ .٣)

آوریم: می بدست بنابراین

up٠(x) = A(p٠)e
i p٠x

١−|p٠|
κ (١٠۵ .٣)

داشت خواهیم روابط این از استفاده با ∫و ∞

−∞
up٠(x)

∗up′٠(x)dx = δ(p− p′), (١٠۶ .٣)

سپس

A(p٠) =
١

١ − |p٠|
κ

(٣. ١٠٧)

بود: خواهد زیر شکل به نمایش این در تکانه موج تابع بنابراین

up٠(x) =
١

١ − |p٠|
κ

exp
ip٠x

١ − |p٠|
κ

(٣. ١٠٨)
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مکان نمایش در بعدی یک ی جعبه ی مسئله ٣. ٩

بگیریم نظر در بعدی یک ی جعبه یک در m جرم به را اسپین بدون کوانتومی ی ذره یک اگر

V (x) =


٠ (٠ < x < L)

∞ elsewhere

(٣. ١٠٩)

بود: خواهد زیر شکل به آن حالت نمایش در شرودینگر ی معادله

١
٢mP ٢ψ(x) = Eψ(x) (٣. ١١٠)

یا

١
٢m(

١
i
∂

١ + | ١
iκ
∂|
)٢ψ(x) = Eψ(x) (٣. ١١١)

آوریم: می بدست زیر شکل به را تابع قبل ی معادله حل با

ψ(x) = c١ cos(
qx

١ − q
k

) + c٢ sin(
qx

١ − q
k

) (٣. ١١٢)

که

q =
√

٢mE (٣. ١١٣)

آوریم: می بدست را زیر ضریب ψ(٠) = ٠ شرط به توجه با

c١ = ٠ (١١۴ .٣)

آوریم: می بدست ψ(L) = ٠ شرط از و

q = qn =
nπ

L+ nπ
κ

(١١۵ .٣)

آید: می بدست زیر شکل به موج تابع n = ١,٢,٣, · · · گرفتن نظر در با که

ψn(x) =

√
٢
L
sin

nπ

L
x (١١۶ .٣)



نیافته شکل تغییر تکانه نمایش در هارمونیک نوسانگر ی مسئله بررسی .٣. ١٠۵٧

شود: می داده زیر شکل به تابع این انرژی و

En =
١

٢m

[
nπ

L+ nπ
κ

]٢
(٣. ١١٧)

شود: می داده زیر شکل به حالت مربع و حالت انتظاری مقادیر

⟨X⟩ = L

٢ (٣. ١١٨)

⟨X٢⟩ = L٢(
١
٣ − ١

٢n٢π٢ ) (٣. ١١٩)

گردد: می ارائه زیر شکل به نیز تمانه مربع و تکانه انتظاری مقادیر و

⟨P ⟩ = ٠ (٣. ١٢٠)

⟨P ٢⟩ =
[

nπ

L+ nπ
κ

]٢
(٣. ١٢١)

بود: خواهد زیر شکل به قطعیت عدم ی رابطه شده گفته انتظاری مقادیر برای سپس

∆X∆P =
nπ

١ + nπ
κL

√
١
١٢ − ١

٢(nπ)٢ (٣. ١٢٢)

تغییر تکانه نمایش در هارمونیک نوسانگر ی مسئله بررسی ٣. ١٠

نیافته شکل

برای و بگیریم نظر در را V (X) = ١
٢mw

٢X٢ هارمونیک پتانسیل با را m جرم به ذره یک دهید اجازه

بود: خواهد زیر شکل با شرودینگر ی معادله ]آن
P ٢

٢m +
١
٢mw

٢X٢
]
ϕ = Eϕ (٣. ١٢٣)

داشت: خواهیم زیر شکل به را شرودینگر ی معادله نیافته شکل تغییر ی تکانه نمایش از استفاده ]با
١

٢m(
p

١ + |p|
κ

)٢ − ١
٢mw

٢
p

٢

]
ψ(p) = Eψ(p) (١٢۴ .٣)



ی معادله بررسی جبری، رویکرد دوگانه: خاص نسبیت بر مبتنی یافته تعمیم قطعیت عدم اصل بررسی .٣
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داشت: خواهیم s = ١ + |p|/κ متغیر تغییر از استفاده با معادله حل برای اینجا ]در
d٢

ds٢ − κ۴

m٢w٢
١
s٢ − ٢

s
+

٢κ٢Em− κ۴

(mw)٢

]
ψ(s) = ٠ (١٢۵ .٣)

داشت: خواهیم ویتاکر٩ ی معادله با بالا ی معادله ی مقایسه ]با
d٢

dy٢ − κ۴

m٢w٢y٢ +
٢Aκ۴

m٢w٢y
+
A٢)٢κ٢Em− κ۴)

(mw)٢

]
ψ(y) = ٠ (١٢۶ .٣)

[
d٢

dy٢ +
١
۴ − µ٢

y٢ +
λ

y
− ١

۴

]
ψ(y) = ٠ (٣. ١٢٧)

داریم ما

A =
mw

٢κ٢
√

١ − ٢Em
κ٢

(٣. ١٢٨)

µ =
١
٢

√
١ +

۴κ۴

m٢w٢ (٣. ١٢٩)

λ =
κ٢

mw
√

١ − ٢Em
κ٢

(٣. ١٣٠)

بود: خواهد زیر شکل به تکانه نمایش در موج تابع بنابراین

ψ(p) =Mλ,µ(y) (٣. ١٣١)

شود: می تعریف زیر شکل به ١٠ ویتاکر تابع که

Mλ,µ(y) = e−y/٢yµ+١/٢Mµ− λ+
١
٢ ,١ + ٢µ; y (٣. ١٣٢)

شود: می تعریف زیر شکل به که است ١١ کومر تابع M(a, b, y) و

M(a, b, z) =
∞∑
n=٠

a(n)zn

b(n)n!
= ١F١(a; b; z) (٣. ١٣٣)

9Wittacker
10Wittacker
11Kummer



دوگانه خاص نسبیت بر مبتنی یافته تعمیم قطعیت عدم اصل بر صادق جبر معرفی .٣. ١١۵٩

a(٠) = ١, a(n) = a(a+ ١)(a+ ٢) · · · (a+ n− ١) , (١٣۴ .٣)

داشت: خواهیم زیر شکل به نهایت، بی سری این به دادن پایان از بعد

µ− λ+
١
٢ = −n, n = ٠,١,٢, · · · (١٣۵ .٣)

یا

١
٢

√
١ +

۴κ۴

m٢w٢ − κ٢

mw
√

١ − ٢Em
κ٢

+
١
٢ = −n (١٣۶ .٣)

داشت: خواهیم زیر بصورت را انرژی قبل ی معادله حل با

En =

mw٢κ٢
[
١ + ٢n١ + n+

√
١ + ۴κ۴

m٢w٢ +
√

١ + ۴κ۴

m٢w٢

]
۴κ۴ + ٢m٢w٢

[
١ + ٢n١ + n+

√
١ + ۴κ۴

m٢w٢ +
√

١ + ۴κ۴

m٢w٢

] (٣. ١٣٧)

En = wn+
١
٢ − mw٢

۴κ٢ (۶n٢ + ۶n+ ١) +O ١
κ۴ (٣. ١٣٨)

مبتنی یافته تعمیم قطعیت عدم اصل بر صادق جبر معرفی ٣. ١١

دوگانه خاص نسبیت بر

. دادیم پیشنهاد قبل قسمت در که گیریم می نظر در را DSR−GUP قسمت این در

Planck energy ∼ Planckmomentum ∼ Planckmass ∼ κ (٣. ١٣٩)

و بود دوگانه خاص نسبیت بر مبتنی قطعیت عدم اصل بیانگر که (٨۶.٣) ی معادله از استفاده با

صورت به که GUP استاندارد شکل از (٨۶.٣) ی معادله که بینیم می ⟨P̂ ⟩ = ٠ گرفتن نظر در با

در تکانه عملگر بین روابط مورد این در زیرا است[۵۵]. متفاوت شود می داده
[
X̂, P̂

]
= i(١+βP̂ ٢)

P̂از = ١√
β
tan(

√
βP̂ ) توسط شده داده است پلانک مقیاس از غیر مقیاسی در دیگری و پلانک مقیاس

انتظاری مقادیر (٨۶.٣) ی معادله طرفی از و است DSR−GUP تعریف این که یابیم می در روابط این



ی معادله بررسی جبری، رویکرد دوگانه: خاص نسبیت بر مبتنی یافته تعمیم قطعیت عدم اصل بررسی .٣
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اثر (٨۶.٣) ی معادله روی را موج تابع اگر پس است موج تابع به وابسته این طرفی از دهد. می را |P̂ |

داریم:[۵۶- ۵٩] دهیم

(∆X̂)Ψ(∆P̂ )Ψ ≥ ١
١)٢ − ٢⟨Ψ||P̂ ||Ψ⟩

κ
+

١
κ٢ (∆P̂ ))

٢
Ψ) (١۴٣. ٠)

که

(∆X̂)Ψ =

√
⟨Ψ|X̂٢|Ψ⟩ − ⟨Ψ|X̂|Ψ⟩٢ (١۴٣. ١)

(∆P̂ )Ψ =

√
⟨Ψ|P̂ ٢|Ψ⟩ − ⟨Ψ|P̂ |Ψ⟩٢ (١۴٣. ٢)

از: کند می پیروی حالت فضای در فیزیکی موج تابع DSR−GUP در

Ψ(X)|X=±∞ = ٠, (١۴٣. ٣)

از: کند می پیروی تکانه فضای در فیزیکی موج تابع حالیکه در

Ψ(P )|P=±κ = ٠, (١۴۴ .٣)

شرط بخاطر فقط کمینه طول وجود است. وابسته فیزیکی موج تابع به [۶١] کمینه طول بنابراین،

شود. می نتیجه زیر ی معادله از که ⟨Ψ||P̂ ||Ψ⟩ < κ/٢

[(∆X̂)Ψ]min =
١
κ

√
١ − ٢⟨Ψ||P̂ ||Ψ⟩

κ
(١۴۵ .٣)

می پس است κ تا ٠ بین مقدار ویژه این که میشه گرفته فیزیکی موج تابع مثبت مقدار ویژه از |P̂ | چون

که دانیم

٠ < ⟨Ψ||P̂ ||Ψ⟩ < κ/٢ (١۴۶ .٣)

بصورت میشود داده که

٠ < [(∆X̂)Ψ]min <
١
κ

(١۴٣. ٧)

گیریم می نتیجه بنابراین ⟨Ψ||P̂ ||Ψ⟩ < κ/٢ از ناشی صفر غیر ی کمینه طول وجود که دانیم می پس

دهد. می κ ی مرتبه از بیشینه تکانه یک و کمینه طول یک DSR−GUP که



دوگانه خاص نسبیت بر مبتنی یافته تعمیم قطعیت عدم اصل با مرتبط یافته شکل تغییر دیفرانسیل .٣. ١٢۶١

قطعیت عدم اصل با مرتبط یافته شکل تغییر دیفرانسیل ٣. ١٢

دوگانه خاص نسبیت بر مبتنی یافته تعمیم

داریم زیر صورت به نمایشی ما DSR−GUP در

X̂ = x̂, P̂ =
p̂

١ + |p̂|
κ

=
١
i
∂x

١ + |∂x|
κ

, [x̂, p̂] = i (١۴٣. ٨)

ای جمله بصورت p̂ تکانه عملگر و میششود توصیف [x̂, p̂] = i بصورت معمول کوانتومی مکانیک در

ی یافته شکل تغییر دهید اجازه مشابه حالتی در حال شود. می تعریف p̂ = ١
i
∂x بصورت شده مشتق

. Dx بصورت کنیم تعریف را آن

P̂ =
١
i
Dx (١۴٣. ٩)

بود: خواهد زیر شکل به DSR−GUP حالت نمایش سپس

X̂ = x, P̂ =
١
i
Dx (١۵٣. ٠)

که

Dx =
∂x

١ + |∂x|
κ

(١۵٣. ١)

بود: خواهد زیر بصورت ١/κ برای (١۴٩.٣) ی معادله بسط

P̂ =
١
i
∂x −

١
iκ
∂x|∂x|+

١
iκ٢∂

٣
x + · · · (١۵٣. ٢)

١
i
∂x بصورت خودش عام ی معادله به تبدیل بالا ی معادله κ→ ∞ حد در که رسد می بنظر شاده این و

می غالب است پلانک تکانه به نزدیک ذره یک تکانه زمانیکه DSR − GUP تصحیحیات میشود.

صرف DSR−GUP تصحیحات از توان می است پلانک تکانه از کوچکتر که ای تکانه برای و شود.

a ∈ R برای حالت. این در شود می تبدیل خودش عام حالت به DSR−GUP تصحیحات و کرد نظر

داریم:

|∂x|eiax = |a|eiax, |∂x|eax = |a|eax (١۵٣. ٣)
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روابط این از استفاده با

f(∂x)e
ax = f(a)eax, (١۵۴ .٣)

کرد: تعریف را زیر یافته شکل تغییر نمایی تابع توان می

Dxeκ(a;x) = aeκ(a;x) (١۵۵ .٣)

که

eκ(a;x) = exp(
ax

١ − |a|
κ

) (١۵۶ .٣)

[۶١ آورد:[۶٠، بدست زیر شرایط حضور در رو یافته شکل تغییر نمایی روابط این بسادگی توان می و

eκ(a;٠) = ١ (١۵٣. ٧)

eκ(٠;x) = ١ (١۵٣. ٨)

eκ(a;x)eκ(a; y) = eκ(a;x+ y) (١۵٣. ٩)

eκ(a;x)eκ(b;x) = eκ(aκb;x), (١۶٣. ٠)

که

aκb =

a

١− |a|
κ

+ b

١− |b|
κ

١ − ١
κ
| a

١− |a|
κ

+ b

١− |b|
κ

|
(١۶٣. ١)

بگیریم: نظر در زیر بصورت را ای یافته شگل تغییر نمایی تابع توانیم می بنابراین

(D٢
x − a٢)y(x) = ٠ (١۶٣. ٢)

بود: خواهد زیر بصورت آن حل که

eκ(a;x) or eκ(a;−x) (١۶٣. ٣)



گاووسی ی جعبه و موج ی صفحه یافته، شکل تغییر فوریه تبدیل .٣. ١٣۶٣

داشت: خواهیم ia با a جایگزینی با

eκ(ia;x) = exp(
iax

١ − |a|
κ

) (١۶۴ .٣)

eκ(−ia;x) = exp(
−iax
١ − |a|

κ

) (١۶۵ .٣)

بشکل: شود می تعریف که دارد T بصورت ای دوره eκ(ia;x) که داینم می حالا

eκ(ia;x+ T ) = eκ(ia;x), (١۶۶ .٣)

شود: می تعریف زیر بشکل دوره این که

T =
٢π
a
(١ − |a|

κ
) (١۶٣. ٧)

کنیم: می تعریف فضا این در نیز یافته شکل تغییر سینوس و کسینوس تابع همچنین

Cκ(a;x) =
١
٢ [eκ(ia;x) + eκ(−ia;x)] = cos

[
ax

١ − |a|
κ

]
(١۶٣. ٨)

Sκ(a;x) =
١
٢i [eκ(ia;x)− eκ(−ia;x)] = sin

[
ax

١ − |a|
κ

]
(١۶٣. ٩)

کنند: می پیروی زیر ی معادله از تابع دو این که

(D٢
x + a٢)y(x) = ٠ (٣. ١٧٠)

ی جعبه و موج ی صفحه یافته، شکل تغییر فوریه تبدیل ٣. ١٣

گاووسی

تابع دو برای که کند می بیان که است L٢(−∞,∞; dx) در x فضای در موج تابع DSR−GUP در

باشیم: داشته را زیر شکل به ضربی حاصل توانیم می x فضای در موج

⟨ϕ|ψ⟩x =
∫ ∞

−∞
dxϕ∗(x)ψ(x) (٣. ١٧١)
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شود: می داده زیر بصورت ψ(x) موج تابع برای Â عملگر انتظاری مقادیر و

⟨Â⟩x =
∫ ∞

−∞
dxϕ∗(x)Âϕ(x) (٣. ١٧٢)

.P̂ † = P̂ و D†
x = −Dx کرد بیان را نکته این بسادگی توان می (١٧١.٣) حاصلضرب تعریف برای

است: زیر شکل به جایگزیده موج برای نرمالیزاسیون شرایط ∫پس ∞

−∞
dxϕ∗(x)ϕ(x) = ١, (٣. ١٧٣)

جواب برای P تکانه با موج ی صفحه مثل پراکنده موج برای اما کند. می دلالت ϕ(±∞) = ٠ به که

داریم. را دلتا تابع نرمالیزاسیون ∫تابع ∞

−∞
dxϕ∗

P (x)ϕP ′(x) = δ(P − P ′) (١٧۴ .٣)

بصورت: شود می تعریف یافته سکل تغییر فوریه تبدیل آوردیم. بدست را کاملی روابط نهایت در

g(P ) =
١√
٢π

∫ ∞

−∞
dxϕ(x) exp

[
− ixP

١ − |P |
κ

]
(١٧۵ .٣)

است: زیر شکل به نیز آن معکوس تبدیل و

ϕ(x) =
١√
٢π

∫ κ

−κ

dP

(١ − |P |
κ
)٢
g(P ) exp

[
ixP

١ − |P |
κ

]
(١٧۶ .٣)

فضایPمی در موج تابع دو برای که کند می بیان که است L٢(−κ, κ; dP

(١− |P |
κ

)٢ ) در P فضای در موج تابع

باشیم: داشته را زیر شکل به ضربی حاصل توانیم

⟨g|h⟩P =

∫ κ

−κ

dP

(١ − |P |
κ
)٢
g∗(P )h(P ) (٣. ١٧٧)

شود: می داده زیر g(Pبصورت ) موج تابع برای Â عملگر انتظاری مقادیر

⟨Â⟩P =

∫ κ

−κ

dP

(١ − |P |
κ
)٢
g∗(P )Âg(P ) (٣. ١٧٨)

است: زیر شکل به P فضای در جایگزیده موج برای نرمالیزاسیون شرایط ∫پس κ

−κ

dP

(١ − |P |
κ
)٢
g∗(P )g(P ) = ١ (٣. ١٧٩)

تابع جواب برای x تکانه با موج ی صفحه مثل پراکنده موج برای اما کند. می دلالت g(±κ) = به٠ که

داریم. را دلتا تابع ∫نرمالیزاسیون κ

−κ

dP

(١ − |P |
κ
)٢
g∗x(P )gx′(P ) = δ(x− x′) (٣. ١٨٠)



گاووسی ی جعبه و موج ی صفحه یافته، شکل تغییر فوریه تبدیل .٣. ١٣۶۵

حالت فضای در موج ی بسته حل ٣. ١٣. ١

را است x فضای در تکانه موج تابع که P ی تکانه با را موج ی صفحه حل بخش این در دهید اجازه

بیابیم:

P̂ uP (x) = PuP (x) (٣. ١٨١)

یا

DxuP (x) = iPuP (x) (٣. ١٨٢)

داشت: خواهیم بالا ی معادله حل از

uP (x) = A(P )eκ(iP ;x) (٣. ١٨٣)

داریم: ما روابط این از استفاده با

uP (x) =
١

√
٢π(١ − |P |

κ
)
exp(

iPx

١ − |P |
κ

) (١٨۴ .٣)

بصورت: P > ٠ شرط با آید می بدست uP (x+ λ) = uP (x) از موج طول

λ =
٢π
P

(١ − P

κ
) =

٢π
P

− ٢π
κ

(١٨۵ .٣)

شود. می DSR−GUP اثرات به منجر و یابد می کاهش موج طول بنابراین،

گاووسی ی جعبه ٣. ١٣. ٢

در را ذره یک توان می که بگیریم نظر در xفضای در گاووسی ی جعبه یک دهید اجازه قسمت این در

شود[۶٢] می داده صورت این به پس کرد پیدا x = ٠

|ϕ(x)|٢ =
١√

٢πσ٢
e
− x٢

٢σ٢ (١٨۶ .٣)

است: زیر بصورت x فضای در متناظر موج تابع

ϕ(x) =
١

(٢πσ٢)١/۴ e
− x٢

۴σ٢ (٣. ١٨٧)



ی معادله بررسی جبری، رویکرد دوگانه: خاص نسبیت بر مبتنی یافته تعمیم قطعیت عدم اصل بررسی .٣
جبر این در مختلف های پتانسیل و ۶۶شرودینگر

داریم: ما سپس

∆x =
√

⟨x٢⟩ − ⟨x⟩٢ = σ (٣. ١٨٨)

شود: می داده زیر بصورت یافته شکل تغییر فوریه تبدیل

g(P ) =
١√
٢π

∫ ∞

−∞
dx

١
(٢πσ٢)١/۴ e

− x٢
۴σ٢ exp

[
− ixP

١ − |P |
κ

]
(٣. ١٨٩)

=
١√
٢π

(
١

(٢πσ٢)١/۴ )

∫ ∞

−∞
dx exp

[
− ١

۴σ٢ (x+
٢σ٢iP

١ − |P |
κ

)٢

]
exp

[
−σ٢(

P

١ − |P |
κ

)٢

]
(٣. ١٩٠)

=
١√
٢π

(
١

(٢πσ٢)١/۴ )
√

۴σ٢π exp

[
−σ٢(

P

١ − |P |
κ

)٢

]
(٣. ١٩١)

=

√
٢σ

(٢πσ٢)١/۴ exp

[
−σ٢(

P

١ − |P |
κ

)٢

]
(٣. ١٩٢)

داشت: خواهیم تعریف از استفاده با و است. g(±κ) = ٠ که فهمید بسادگی توان می

⟨|P̂ |⟩ = ١√
٢π

∞∑
n=٠

(−١)n

(κ
√

٢)nσn+١
Γ(١ +

n

٢) (٣. ١٩٣)

بیستر در بنابراین .κ پلانک تکانه با مقایسه در است کوچک کافی ی اندازه به تکانه ذرات بیشتر برای

آوریم: می بدست بگیریم، نظر در را کوچک ١/κ ما اگر شود می غالب ١/κ ی جمله موارد

⟨|P̂ |⟩ ≈ ١√
٢π

(
١
σ
−

√
π

٢
√

٢σ٢κ
) (١٩۴ .٣)

و

⟨P̂ ٢⟩ = ١√
٢πσ

∞∑
n=١

n(−١)n+١

(
√

٢σ)nκn−١
Γ(١ +

n

٢) (١٩۵ .٣)

داشت: خواهیم کوچک ١/κ برای و

⟨P̂ ٢⟩ ≈ ١√
٢πσ

(

√
π

٢
√

٢σ
− ١
σ٢κ

) (١٩۶ .٣)

(١٩۴.٣)و ی معادله که فهمید میتوان براحتی .٢ پیوست در (١٩۵.٣) (١٩۴.٣)و ی معادله استخراج با

.١/κ از بالاتر مراتب برای کنند می برآورده را DSR−GUP شرایط (١٩۵.٣)



گاووسی ی جعبه و موج ی صفحه یافته، شکل تغییر فوریه تبدیل .٣. ١٣۶٧

تکانه فضای در جایگزیده موج ٣. ١٣. ٣

کند، می پیروی P فضای در g(±κ) = ٠ شرط از که بگیریم نظر در را جایگزیده موج یک دهید اجازه

کنیم. پیدا P فضای در موج جایگزیدگی برای را شرطی خواهیم می ما

g(P ) = A(١ − |P |
κ

)aeiΘ(|P |), a > ٠ (٣. ١٩٧)

می تکینه g(P ) طرفی از .g(±κ) = ٠ برای است نیاز a > ٠ حال است. دلخواه تابع Θ(|Pیک |) که

هست نرمالیزاسیون شرط .|P | = κ در شود

A٢
∫ κ

−κ

dP

(١ − |P |
κ
)٢
(١ − |P |

κ
)٢a = ١ (٣. ١٩٨)

داریم ما سپس .a > ١/٢ زمانیکه شود می همگرا بالا انتگرال

A =

√
٢a− ١

٢κ (٣. ١٩٩)

داریم (١۴۶.٣) شرط از

a > ١ (٣. ٢٠٠)

ما مورد این a.در > ١ با P فضای در جایگزیده موج برای شرطی ،(١٩٣.٣) نوع موج تابع بنابراین،

داریم: P فضای در جایگزیده موج

g(P ) =

√
٢a− ١

٢κ (١ − |P |
κ

)aeiΘ(|P |) (٣. ٢٠١)

و

⟨g||P̂ ||g⟩ = κ

٢a (٣. ٢٠٢)

تکانه و بگیریم نظر در κ = ١ توانیم می ما سپس میگیریم. نظر در تکانه برای را پلانک واحد دهید اجازه

a = ٣/٢ از موردی برای میگیریم. نظر در Θ(|P |) = ٠ ما سادگی برای بود. خواهد ١ تا −١ بین P

نوشت: زیر شکل به توان می را معادله

g(P ) = (١ − |P |)٣/٢ (٣. ٢٠٣)



ی معادله بررسی جبری، رویکرد دوگانه: خاص نسبیت بر مبتنی یافته تعمیم قطعیت عدم اصل بررسی .٣
جبر این در مختلف های پتانسیل و ۶٨شرودینگر

داریم: که

⟨g||P̂ ||g⟩ =
∫ ١

١

dP

(١ − |P |)٢ |P |g(P )
٢ =

١
٣ , (٢٠۴ .٣)

و

⟨g|(∆P̂ )٢|g⟩ =
∫ ١

١

dP

(١ − |P |)٢P
٢g(P )٢ =

١
۶ (٢٠۵ .٣)

بود: خواهد زیر صورت به g(P ) فوریه تبدیل و

ϕ(x) =

√
٢
π

[
٢ +

√
٢π|x|(cosx(٢S(

√
٢|x|
π

)− ١) + sin |x|(١ − ٢C(
√

٢|x|
π

)))

]
(٢٠۶ .٣)

شود. می تعریف زیر شکل به ١٢ فرنسل انتگرال که

S(x) =

∫ x

٠
sin(

π

٢ t
٢)dt, C(x) =

∫ x

٠
cos(

π

٢ t
٢)dt (٣. ٢٠٧)

داریم: ما ϕ(x) برای است. شده داده ٢ ضمیمه در که (١۴٧) ی معادله سازی ساده با

(∆x)٢ =

∫ ∞

−∞
dxx٢|ϕ(x)|٢ (٣. ٢٠٨)

شود. می داده زیر بصورت آن ی نتیجه و است شده محاسبه عددی صورت به انتگرال این

∆x ≈ ١٫٠۶٠٧ (٣. ٢٠٩)

داریم: ما بنابراین

∆x∆P ≈ ٠٫۴٣٣ (٣. ٢١٠)

و

١
١)٢ − ٢⟨g||P̂ ||g⟩+ (∆P )٢) = ٠٫٢۵ (٣. ٢١١)

آوریم: می بدست بنابراین

∆x∆P >
١
١)٢ − ٢⟨g||P̂ ||g⟩+ (∆P )٢), (٣. ٢١٢)

کنند. می برآورده را DSR−GUP (١۴٧) و (١۴۴) موج تابع که دارد این بر دلالت که
12Fresnel



گروه سرعت و فاز سرعت موج، ی بسته .١۴ .٣۶٩

گروه سرعت و فاز سرعت موج، ی بسته ١۴ .٣

کردن پیدا مثل کنیم. بحث گروه سرعت و فاز سرعت موج، ی بسته ی درباره دهید اجازه قسمت این در

انرژی از را E یافته شکل تغییر انرژی اینجا در ما نیافته، شکل تغیر تکانه روی از یافته شکل تغییر تکانه

آوریم: می بدست ϵ نیافته شکل تغییر

ϵ =
E

١ − E/κ
(٣. ٢١٣)

زیر بصورت میتواند نیافته شکل تغییر نظریه در ei(px−ϵt) متحرک موج قبل، ی معادله از استفاده با

شود. معرفی

eκ(iP ;x)eκ(−iE; t) (٢١۴ .٣)

شود: می نوشته زیر شکل به موج ی بسته سپس،

f(x, t) =
١√
٢π

∫ κ

−κ

dP

(١ − |P |
κ
)٢
F (P )eκ(iP ;x)eκ(−iE; t) (٢١۵ .٣)

بنویسیم: را نیافته شکل تغییر ی تکانه و انرژی قبل معادلهی در ما اگر .E > ٠ کنیم می فرض ما که

f(x, t) =
١√
٢π

∫ ∞

−∞
dpF̃ (p)ei(px−ϵt) (٢١۶ .٣)

بصورت فاز سرعت شوند میو نتیجه پراکندگی روابط از که p در توابعی هستند ϵ و F (P ) = F̃ (p) که

شود: می داده زیر

vph =
ϵ

p
= (

E

P
)(

١ − |P |
κ

١ − E
κ

)٢ (٣. ٢١٧)

ی تکانه اطراف در تیز پیک یک F̃ (p) بنابراین باشد؟. فاز تک تقریبا موج ی بسته که کنید فرض

که: دهد می را نتیجه این سازی خطی سپس دارد. p̃ مرکزی

ϵ = ϵ(p̃) + (
dϵ

dp
)p̃(p− p̃) (٣. ٢١٨)

داشت: خواهیم زیر شکل به را گروه سرعت (٢١۶.٣) ی معادله داخل (٢١٨.٣) ی معادله جایگذاری با

vg = (
dϵ

dp
)p̃ = (

١ − |P̃ |
κ

١ − E(P̃ )
κ

)٢(
dE

dP
)P̃ (٣. ٢١٩)

که

p̃ =
P̃

١ − |P̃ |
κ

(٣. ٢٢٠)



ی معادله بررسی جبری، رویکرد دوگانه: خاص نسبیت بر مبتنی یافته تعمیم قطعیت عدم اصل بررسی .٣
جبر این در مختلف های پتانسیل و ٧٠شرودینگر

رامسوار-تاونزند اثرات ١۵ .٣

دارد. اشاره نجیب گاز اتمهای توسط الکترونها پراکندگی به اصل در که ١٣ Ramsauer-Townsend اثر

که دارد اشاره ساده اصل این به رامسوار-تاونزند اثرات که کرد بیان اینطور سادگی برای توان می واقع در

پدیده طی و گذشته چاله سیاه از ذرات این از سری یک رسند می چاله سیاه یک به کیهانی ذرات وقتی

ضرایب این توان می حال میگردند بر و شده بازتاب آنها از سری یک و گذرند می آن از زنی تونل ی

یک که کمینه طول حضور در را رامسوار-تاونزند اثرات توان می اینجا در آورد، بدست را بازتاب و عبور

پتانسیل توانیم می ما [۶۴ ،۶٣ کرد.[ محاسبه دارد وجود آن در ∆q = qGUP − qord تغییر و شیفت

بگیریم: نظر در زیر شکل به کوانتومی چاه

V (x) =



٠ (x < ٠, RegionI)

−V٠ (٠ < x < a,RegionII)

٠ (x > a,RegionIII)

(٣. ٢٢١)

نظر در را زیر بعدی سه شرودینگر ی معادله حال .E > ٠ که کنیم می فرض و هست ثابتی مقدار V٠ که

گیریم. می

P ٢

٢mψI = EψI (٣. ٢٢٢)

P ٢

٢m − V٠ψII = EψII (٣. ٢٢٣)

P ٢

٢mψIII = EψIII (٢٢۴ .٣)

داشت: خواهیم (٢٢۴.٣) (٢٢٢.٣)تا معادلات حل با

ψI = eκ(iq٠;x) + Aeκ(−iq٠;x) (٢٢۵ .٣)

ψII = Beκ(iq;x) + Ceκ(−iq;x) (٢٢۶ .٣)

13Ramsauer-Townsend



رامسوار-تاونزند اثرات .١۵ .٣٧١

ψIII = Deκ(iq٠;x) (٣. ٢٢٧)

که

q٠ =
√

٢mE, q =
√

٢m(E + V٠) (٣. ٢٢٨)

آوریم: می بدست x = a و x = ٠ در ψ پیوستگی از

رنگ به κ = ١٢٠ و ای قهوه رنگ به κ = ∞ برای انرژی حسب بر بازتابی ضرایب رسم :٣. ٢ شکل

a = π ، V٠ = ٣ و ٢m = ~ = ١ و قرمز

Sκ(q; a) = ٠ (٣. ٢٢٩)

داریم: ما بنابراین

q =
nπ
a

١ + ١
κ
(nπ
a
)

(٣. ٢٣٠)

حد در که

١/κ→ ٠

∆q =) شیفت یک که است نکته این ی نشاندهنده این و شود می تبدیل q٠ = nπ/a عام حالت به

است. موج عدد به وابسته خود تغییر این و است انتقال رزونانس عددموج در (q − q٠

∆q = −١
κ
(
nπ

a
)٢

[
١

١ + ١
κ
(nπ
a
)

]
< ٠ (٣. ٢٣١)



ی معادله بررسی جبری، رویکرد دوگانه: خاص نسبیت بر مبتنی یافته تعمیم قطعیت عدم اصل بررسی .٣
جبر این در مختلف های پتانسیل و ٧٢شرودینگر

پدیده توانیم می براحتی ما شود. می کمینه طول آمدن وجود به منجر و یابد می افزایش فاز تغییر سپس

شوند: می داده زیر معادلات توسط انتقال ضرایب کنیم. مطالعه E > ٠ برای را انتقال ی

T = |D|٢ =

[
C٢
κ(q; a) + (

١ + µ٢

µ
)٢S٢

κ(q; a)

]−١

(٣. ٢٣٢)

رنگ به κ = ١٢٠ و ای قهوه رنگ به κ = ∞ برای انرژی حسب بر عبور ضرایب رسم :٣. ٣ شکل

a = π ، V٠ = ٣ و ٢m = ~ = ١ و قرمز

دلتا پتانسیل ١. ١۵ .٣

برای سپس .V (X) = −δ(X) بصورت (منفی) دلتا تابع پتانسیل چاه یک بگیریم نظر در دهید اجازه

داشت: خواهیم زیر بصورت x نمایش ر را شرودینگر معادله گیریم می نظر در E < ٠ ]حالت
− ١

٢mD٢
x − αδ(x)

]
ψ(x) = −|E|ψ(x) (٣. ٢٣٣)

که

− ١
٢mD٢

xψ(x) = −|E|ψ(x) (٢٣۴ .٣)

دهد می ارائه را زیر بصورت حلی که

ψI(x) = Beκ(q;x) (x < ٠) (٢٣۵ .٣)

ψII(x) = Feκ(q;−x) (x > ٠) (٢٣۶ .٣)



دوگانه خاص نسبیت انواع معرفی .١۶ .٣٧٣

که

q =
√

٢m|E| (٣. ٢٣٧)

می نشان را نکته این و است. پیوسته موج تابع بنابراین ، ψII(x→ ٠) = ψI(x→ ٠) خواهیم می ما

داشت: خواهیم (ϵ > ٠) که ϵ تا −ϵ از T عبور ضریب ی معادله از گیری انتگرال با .B = F که دهد

−
∫ ϵ

−ϵ
D٢
xψ(x)dx− ٢mα

∫ ϵ

−ϵ
δ(x)ψ(x)dx = −٢m|E|

∫ ϵ

−ϵ
ψ(x)dx (٣. ٢٣٨)

میشه: جایگزین زیر بصورت اول ی جمله سپس

−
∫ ϵ

−ϵ
D٢
xψ(x)dx = −٢Bq(١ − q

κ
) (٣. ٢٣٩)

داریم: ما بنابراین

q(١ − q

κ
) = m (٢۴٣. ٠)

شود: می ارائه زیر بصورت انرژی بنابراین

E = − κ٢

٨m(١ −
√

١ − ۴mα
κ

)٢ (٢۴٣. ١)

داشت: خواهیم کوچک ١/κ برای

E ≈ −mα
٢

٢ (١ +
٢mα
κ

) (٢۴٣. ٢)

بود. خواهد DSR−GUP اثرات از ناشی و یابد می افزایش |E| بنابراین

دوگانه خاص نسبیت انواع معرفی ١۶ .٣

در DSR − ١ شود. می گذاری نام DSR − ٢ و DSR − ١ صورت به که دارد وجود DSR نوع دو

شد: معرفی زیر بصورت ١۴[٣٩ ،٣٨] کاملیا آملینو توسط بعد دو

(٢κ sinh E

٢κ)
٢ − (٢κ sinh m

٢κ)
٢ = P ٢eE/κ, (٢۴٣. ٣)

14Amelino-camelia



ی معادله بررسی جبری، رویکرد دوگانه: خاص نسبیت بر مبتنی یافته تعمیم قطعیت عدم اصل بررسی .٣
جبر این در مختلف های پتانسیل و ٧۴شرودینگر

شد: معرفی زیر صورت نیز [۶١] ١۶ اسمولین و ماگیجو١۵ توسط DSR− ٢ و

E٢ − P ٢

(١ − E/κ)٢ =
m٢

(١ −m/κ)٢ , (٢۴۴ .٣)

DSR− ١ دو هر که فهمید توان می بسادگی است. پلانک) جرم یا پلانک تکانه (یا پلانک انرژی κ که

کنند. می پیدا کاهش عام حالت به κ→ ∞ حد در DSR− ٢ و

) قطعیت عدم اصلی شکل تغییر با که ، پلانک مقیاس برای دیگر روش یک ، DSR بر علاوه

شد ارائه GUP صورت به که دارد. وجود کند تضمین را طول حداقل وجود تا شد انجام ( هایزنبرگ

. [۵۵]

[X̂, P̂ ] = i(١ +
β٠
κ٢ P̂

٢), (٢۴۵ .٣)

که

{X,P} = ١ +
β٠
κ٢P

٢. (٢۴۶ .٣)

شود. می تبدیل هایزنبرگ قطعیت عدم اصل عام حالت به معادله پایین های انرژی در

[x̂, p̂] = i, (٢۴٣. ٧)

{x, p} = ١. (٢۴٣. ٨)

زیر بصورت بالا های انرژی در و پایین های انرژی در حالت عملگر و تکانه عملگر بین روابط GUP در

شود: می ارائه

X̂ = x̂, P̂ =
κ√
β٠

tan(

√
β٠
κ

p̂), (٢۴٣. ٩)

کلاسیکی بصورت یا

X = x, P =
κ√
β٠

tan(

√
β٠
κ

p). (٢۵٣. ٠)

15Magueijo
16Smolin



دوگانه خاص نسبیت بر مبتنی یافته تعمیم قطعیت عدم اصل براساس یافته شکل تغییر لورنتس تبدیلات .٣٧. ١٧۵

می عجیب بنظر این .−∞ < P < ∞ و نیست کراندار بالا های انرژی در تکانه که دانیم می اینجا در

شد گفته که همانطور کران این و است. کراندار دوگانه خاص نسبیت در بالا های انرژی در تکانه که رسد

شود: می معرفی زیر شکل به که شود می نامیده پلانک تکانه

[X̂, P̂ ] = i(١ − |P̂ |
κ

)٢, (٢۵٣. ١)

کلاسیکی بصورت یا

{X,P} = (١ − |P |
κ

)٢. (٢۵٣. ٢)

شود: می ارائه زیر بصورت پایین و بالا های انرژِی در تکانه و مکان بین روابط

P =
p

١ + |p|
κ

, p =
P

١ − |P |
κ

(٢۵٣. ٣)

قطعیت عدم اصل براساس یافته شکل تغییر لورنتس تبدیلات ٣. ١٧

دوگانه خاص نسبیت بر مبتنی یافته تعمیم

و (E) بالا های انرژی در انرژی بین ی رابطه داریم نیاز ما دهد می ارائه را متفاوتی روابط DSR چون

بدانیم: را (ϵ) پایین های انرژی در انرژی

ϵ =
E

١ − E
κ

, p =
P

١ − |P |
κ

. (٢۵۴ .٣)

.E = κ, |P | = κ زمانیکه دهند می تکینگی روابط این

E =
ϵ

١ + ϵ
κ

, P =
p

١ + |p|
κ

, (٢۵۵ .٣)

است: زیر بصورت یافته شکل تغییر روابط

E =

√
( P

١− |P |
κ

)٢ + ( m
١−m

κ
)٢

١ + ١
κ

√
( P

١− |P |
κ

)٢
(٢۵۶ .٣)

+(
m

١ − m
κ

)٢. (٢۵٣. ٧)



ی معادله بررسی جبری، رویکرد دوگانه: خاص نسبیت بر مبتنی یافته تعمیم قطعیت عدم اصل بررسی .٣
جبر این در مختلف های پتانسیل و ٧۶شرودینگر

بصورت: داریم کوچک ١/κ برای

E٢ = P ٢ +m٢ +
١
κ

[
−٢(P ٢ +m٣/٢(٢ + ٢(m٣ + P ٢|P |)

]
+ · · · . (٢۵٣. ٨)

(ϵ, p) برای عام لورنتس تبدیلات از

p′ = γ(p− vϵ), ϵ′ = γ(ϵ− vp), γ = (١ − v١/٢−(٢, (٢۵٣. ٩)

داشت: خواهیم زیر بشکل DSR−GUP برای را یافته شکل تغییر لورنتس تبدیلات ما

E ′ =

E
١−E

κ

− vP

١− |P |
κ

١ + γ
κ
( E

١−E
κ

− vP

١− |P |
κ

)
, (٢۶٣. ٠)

P ′ =

P

١− |P |
κ

− vE
١−E

κ

١ + γ
κ

∣∣∣∣ P

١− |P |
κ

− vE
١−E

κ

∣∣∣∣ . (٢۶٣. ١)

یافته تعمیم قطعیت عدم اصل در جایگزیده حالت ماکسیمم ٣. ١٨

دوگانه خاص نسبیت بر مبتنی

شد: معرفی زیر شکل به DSR−GUP در قطعیت عدم ی رابطه

∆X̂∆P̂ ≥ ١
١)٢ − ٢a+ ١

κ٢ (∆P̂ )
٢), (٢۶٣. ٢)

که

⟨|P̂ |⟩ = aκ. (٢۶٣. ٣)

داشت. خواهیم کمینه طول ٠ < a < ١/٢ اگر

(∆X̂)٠ =

√
١ − ٢a
κ

(٢۶۴ .٣)

یافته تعیمی هایزنبرگ جبر در دانیم می که همانطور .(∆P̂ )c =
√

١ − ٢aκ بحرانی تکانه مقدار و

را زیر نتیجه کند عمل تکانه فضای در موج تابع روی X عملگر اگر دوگانه خاص نسبیت بر مبتنی

داشت: خواهیم

X̂ϕλ(p) = λϕλ(p), (٢۶۵ .٣)



دوگانه خاص نسبیت بر مبتنی یافته تعمیم قطعیت عدم اصل در جایگزیده حالت ماکسیمم .٣٧٧. ١٨

یا

i(١ − |p|
κ
)٢ ∂

∂p
ϕλ(p) = λϕλ(p). (٢۶۶ .٣)

آید: می بدست مکان عملگر مقدار ویژه و بوده حل قابل دیفرانسیلی معادله این

ϕλ(p) = C exp

[
− iλp

١ − |p|
κ

]
. (٢۶٣. ٧)

حالت یک ϕλ(p) بنابراین نیست. شده نرمالیزه تکانه فضای در ماکن عملگر مقدار ویژه که دانیم می و

بیشرین که آوریم بدست مکان عملگر برای را هایی حالت خواهیم می اینجا در حال است. فیزیکی

های ویژگی ξ پارامتر حول که کنیم می معرفی زیر بصورت را |ϕmlξ ⟩ کت پس باشند داشته را جایگزیدگی

باشد: می دارا را زیر

⟨ϕmlξ |X̂|ϕmlξ ⟩ = ξ, (٢۶٣. ٨)

و

(∆X̂)||ϕml
ξ ⟩ = (∆X̂)٠. (٢۶٣. ٩)

آید. می بدست ⟨P̂ ⟩ = ٠ ازای Pبه داشتی چشم مقدار به وابسته (∆x٠) یعنی طول مینیم که دانیم می

می نظر در زیر صورت به را نرمی اینجا در است، مثبت مقدار بردار یک (اندازه) نرم داینم می طرفی از

گیریم:

(X̂ − ⟨X̂⟩+ ⟨[X̂, P̂ ]⟩
٢(∆P̂ )٢

P̂ )|ϕmlξ ⟩ = ٠, (٣. ٢٧٠)

نوشت: اینطور را دیفرانسیلی معادله توان می تکانه فضای در .⟨X̂⟩ = ξ که

i(١ − |p|
κ
)٢∂pϕ

ml
ξ (p) = (ξ − ip

κ٢ )ϕ
ml
ξ (p), (٣. ٢٧١)

معادله: در جایگذاری با و کنیم. می معرفی (∆P̂ )c =
√

١ − ٢aκ بصورت بحرانی تکانه که

ϕmlξ (p) = C(١ − |p|
κ
)−١ exp

− p٢

κ|p|

١ − |p|
κ

 exp

[
− iξp

١ − |p|
κ

]
. (٣. ٢٧٢)

شود: می مشخص زیر بصورت C گیری) (اندازه نرمالیزاسیون ثابت

١ =

∫ κ

−κ

dp

(١ − |p|
κ
)٢
|ϕmlξ (p)|٢, (٣. ٢٧٣)



ی معادله بررسی جبری، رویکرد دوگانه: خاص نسبیت بر مبتنی یافته تعمیم قطعیت عدم اصل بررسی .٣
جبر این در مختلف های پتانسیل و ٧٨شرودینگر

آوریم: می بدست نهایت در که

C =

√
٢
۵κ. (٢٧۴ .٣)

که دهد می را حالت فضای در دیراک دلتای تابع یا تکانه فضای در موج ی صفحه تعمیم معادله این

یک جایگزیدگی حالت ماکسیمم معمول. کوانتومی مکانیک را جایگزیدگی بیشترین کند می توصیف

است: محدود های انرژی از فیزیکی حالت

⟨ϕmlξ | P̂
٢

٢m |ϕmlξ ⟩ = κ٢

١٠m = lمحدود. (٢٧۵ .٣)

داریم: ما جایگزیده حالت ماکسیمم برای خاص، بطور

a =
١
κ
⟨|P̂ |⟩ = ٠٫۴ < ٠٫۵. (٢٧۶ .٣)

: بصورت کمینه طول که

(∆X̂)٠ =
١√
۵
(
١
κ
). (٣. ٢٧٧)

بصورت: را بحرانی تکانه قطعیت عدم و

(∆P̂ )c =
١√
۵
κ. (٣. ٢٧٨)

کند: می پیروی زیر اصل از جایگزیده حالت ماکسیمم دانیم می طرفی از

(∆X̂)(∆P̂ ) =
١
١)٢ − ٢a+ (∆P̂ )٢

κ٢ ), a = ٢/۵. (٣. ٢٧٩)

قطعیت عدم اصل براساس ها سیاهچاله ترمودینامیک ٣. ١٩

دوگانه خاص نسبیت بر مبتنی یافته تعمیم

شود. می تولید ای پادذره و ذره سیاهچاله رویداد افق در بگیریم. نظر در M جرم به سیاهچاله یک اگر

E = ±(E٢
٠ + P ٢)

١
٢ . (٣. ٢٨٠)



دوگانه خاص نسبیت بر مبتنی یافته تعمیم قطعیت عدم اصل براساس ها سیاهچاله ترمودینامیک .٣٧٩. ١٩

رویداد افق خارج سمت در مثبت انرژی با پادذره و افق داخل سمت در منفی انرژی با شده تولید ذره که

توانیم می که است معنی این به این .E = ±P داشت خواهیم P ≫ E٠ که همانطور و گیرند. می قرار

دمای طرفی از بگیریم. نظر در .∆P قطعیت عدم بصورت شده پراکنده تکانه با را جرمی بدون ی ذره

در یک را بولتزمن ثابت که E = T بنابراین بود خواهد ذره دمای با متناسب سیاهچاله ١٧ هاوکینگ

:[١٣] دما براساس شود می مشخص زیر بصورت تکانه قطعیت عدم گرفتیم. نظر

T = ∆P. (٣. ٢٨١)

نزدیک شد. گرفته نظر در سیاهچاله دمای با متناسب کوانتومی ذره دمای ترمودینامیکی تعادلا برای

خواهد سیاهچاله شوارتسشیلد شعاع ی مرتبه از ذره مکان در قطعیت عدم سیاهچاله، رویداد افق به

:[۵۶ بود[١٣،

∆X̂ = ηrs, rs = ٢GM, (٣. ٢٨٢)

دو این جایگذاری با است. بعد فاکتور η و نیوتن جهانی ثابت G و سیاهچاله شوارتسشیلد شعاع rs که

داشت: خواهیم DSR−GUP قطعیت عدم برای آمده بدست جابجایی ی معادله در معادله

M =
١

٢٠ηGT (١ +
۵
κ٢T

٢). (٣. ٢٨٣)

شود: می نوشته شکل این به عام حالت در

M =
١

٢٠ηGT . (٢٨۴ .٣)

دما-جرم ی رابطه نهایت در و η = ٢π
۵ داریم TH،ما = κ٢

٨πM هاوکینگ دمای با جرم این ی مقایسه با

آوریم: می بدست زیر شکل به را

M =
mP

٢π (
١
x
+ ۵x), x =

T

TP
, (٢٨۵ .٣)

گیریم: می نظر در پلانک دمای ی مرتبه از κ اینجا در ما که

M =
١

۴π
√
G
(
١
x
+ ۵x), x =

T

TP
. (٢٨۶ .٣)

17Hawking



ی معادله بررسی جبری، رویکرد دوگانه: خاص نسبیت بر مبتنی یافته تعمیم قطعیت عدم اصل بررسی .٣
جبر این در مختلف های پتانسیل و ٨٠شرودینگر

داشت: خواهد زیر بصورت حداقلی مقدار سیاهچاله جرم و است بعد بدون مقداری x که

Mmin =
١٣

√
۵

۵π mp ≈ ١٫٨۵١۵٢١٢mp, (٣. ٢٨٧)

٠ = ١√
۵TP ≈ ٠٫۴۴٧٢TP .T حداقل دمای در

کنیم: می معرفی زیر شکل به را گرمایی ظرفیت سپس،

C =
dM

dT
=

١
٨πG(

۵
κ٢ − ١

T ٢ ). (٣. ٢٨٨)

M(T٠) =Mmin =
١٣

√
۵

۵π mp ≈ ١٫٨۵١۵٢١٢mp, (٣. ٢٨٩)

است. پلانک جرم ی مرتبه از DSR−GUP از حاصل یافته تعمیم جرم که دریافتیم پس

اول نوع دوگانه خاص نسبیت بر مبتنی قطعیت عدم اصل ٣. ٢٠

شود[۶۵] می تعریف زیر شکل به شد بیان اول فصل در که همانطور یافته تعمیم قطعیت عدم اصل

δxδp ≥ ~
٢

(
١ + βℓ٢

Pl(δp)
٢

)
, (٣. ٢٩٠)

معرفی به سپس است. یک ی مرتبه از بعد بدون ثابت یک β و است پلانک طول ℓPl ∼ ٣−١٠۵m که

پردازیم: می زیر شکل به دوگانه خص نسبیت بر مبتنی قطعیت عدم اصل

[xi, xj] = ٠, [pi, pj] = ٠, (٣. ٢٩١)

[xi, pj] = i

{
δij − α٠ℓPl

(
pδij +

pipj
p

)
+ α٢

٠ℓ
٢
Pl(p

٢δi + ٣pipj)
}
, (٣. ٢٩٢)

δxδp ≥ ١
٢

(
١ − ٢α٠ℓPl(δp) + ۴α٢

٠ℓ
٢
Pl(δp)

٢

)
, (٣. ٢٩٣)



اول نوع دوگانه خاص نسبیت بر مبتنی قطعیت عدم اصل .٣٨١. ٢٠

است. واحد ی مرتبه از α٠ بالا ی معادله در که

δxδp ≥ ١
٢

(
١ + βℓPl(δp) + α٢ℓ٢

Pl(δp)
٢

)
. (٢٩۴ .٣)

نشان را پلانک طول خطی اثرات β ضریب که است. ℓ٢
Pl ضریب α و ℓPl ضریب β قبل ی معادله در

α٢ = ۴α٢
٠ و β = −٢α٠ و β = ٠ که بگیریم نظر در شکل این به را ضریب این توانیم می و دهد می

معرفی اول ی معادله در که داشت خواهیم را کلی یافته تعمیم قطعیت عدم اصل شرایط این با نتیجه در

بنویسیم: زیر صورت به را تکانه قطعیت عدم توانیم می معادله این با همچنین کردیم

δp ≥ ١
٢δxfDSR−GUP

(δx), (٢٩۵ .٣)

که

f
DSR−GUP

(δx) =

[
٢(δx)٢

α٢ℓ٢
Pl

(
١ − βℓPl

٢δx

){
١ ±

√
١ − α٢ℓ٢

Pl

(δx)١)٢ − βℓPl

٢δx )
٢

}]
. (٢٩۶ .٣)

یابیم. دست کمینه طول یک وجود به f
DSR−GUP

(δx) برای که آنیم نیازمند

δx ≥ δxmin = (٢α + β)
ℓPl
٢ , (٣. ٢٩٧)

بود: خواهد زیر بصورت تکانه ی بیشینه همجنین و

δp ≤ δpmax =
MPl

α
. (٣. ٢٩٨)

با δxminبرابر ، DSR − GUP و GUP برای همچنین و است β به وابسته δpmax که بینیم می

بکنشتاین- دمای خواهیم می چون کنیم می انتخاب را منفی (٢٩۶.٣)علامت ی معادله در است. ℓPl

برحسب f
DSR−GUP

(δx) بسط اینجا در کنیم. بررسی بعد قسمت در بزرگ MBH حد در را هاوکینگ

نویسیم: می زیر صورت به β و α

f
DSR−GUP

(δx) = ١ +
βℓPl
٢δx +

(α٢ + β٢)ℓ٢
Pl

(٢δx)٢ +
(٣α٢β + β٣)ℓ٣

Pl

(٢δx)٣

+
(٢α۴ + β۴ + ۶α٢β٢)ℓ۴

Pl

(٢δx)۴ +
(١٠α۴β + ١٠α٢β٣ + β۵)ℓ۵

Pl

(٢δx)۵

+
∑
d=٣

[
f٢d(αβ)ℓ

٢d
P l

(٢δx)٢d +
f٢d+١(αβ)ℓ

٢d+١
Pl

(٢δx)٢d+١

]
. (٣. ٢٩٩)



ی معادله بررسی جبری، رویکرد دوگانه: خاص نسبیت بر مبتنی یافته تعمیم قطعیت عدم اصل بررسی .٣
جبر این در مختلف های پتانسیل و ٨٢شرودینگر

سیاهچاله ترمودینامیک ٣. ٢١

شود[۶۶- ٧٠] می ارائه زیر شکل به بترتیب شوارتسشیلد سیاهچاله دمای و آنتروپی

SBH =
ABH

۴ℓ٢
Pl

, (٣. ٣٠٠)

هستند سیاهچاله جرم و مساحت بترتیب MBH و ABH که

TBH =
M٢

Pl

٨πMBH

, (٣. ٣٠١)

کند. می ساطع یا جذب را dE انرژی با فوتون یک سیاهچاله رویداد افق که کنیم فرض دهید اجازه حال

هایزنبرگ قطعیت عدم اصل اگر و کنیم مشخص تکانه در قطعیت عدم با را ذره این انرژی توانیم می ما

آید. می بدست زیر صورت به سیاهچاله دمای کاهش یا افزایش کنیم اعمال مکان در را

dTBH = − M٢
Pl

٨πM٢
BH

dM =
M٢

Pl

٨πM٢
BH

δp ≈ M٢
Pl

٨πM٢
BH

١
٢δx, (٣. ٣٠٢)

DSR−GUP چارچوب در سیاهچاله دمای کاهش یا افزایش که یابیم می در (٣٠٢.٣) گرفتن نظر در با

دارد. اثر

dT
DSR−GUP

≈ M٢
Pl

٨πM٢
BH

١
٢δxfDSR−GUP

(δx) ≈ f
DSR−GUP

(δx)dTBH . (٣. ٣٠٣)

شعاع برابر دو شده ساطع فوتون مکان در قطعیت عدم سیاهچاله، افق مجاورت در که دانیم می ما

آوریم. می بدست سیاهچاله دمای و شوارتسشیلد شعاع تعریف از استفاده با سپس است. شوارتسشیلد

δx ≈ ٢rs = ۴MBH =
ℓPlMPl

٢πTBH
, (٣٠۴ .٣)

می استفاده (٢٩٧.٣) ی معادله از و کنیم انتخاب δxmin = ٢(rs)min = ۴Mmin اگر که کنید توجه

داشت: خواهیم سپس کنیم

(rs)min = (٢α + β)
ℓPl
۴ , Mmin = (٢α + β)

MPl

٨ . (٣٠۵ .٣)



سیاهچاله ترمودینامیک .٣٨٣. ٢١

داریم: گیری انتگرال و f
DSR−GUP

(δx) بسط از استفاده با و (٣٠۴.٣) ی معادله از δx جایگذاری با

T
DSR−GUP

= TBH +
πβ

٢MPl

T ٢
BH +

π٢(α٢ + β٢)

٣M٢
Pl

T ٣
BH +

π٣)٣α٢β + β٣)

۴M٣
Pl

T ۴
BH+ (٣٠۶ .٣)

+
π۴(٢α۴ + β۴ + ۶α٢β٢)

۵M۴
Pl

T ۵
BH +

π۵(١٠α۴β + ١٠α٢β٣ + β۵)

۶M۵
Pl

T ۶
BH+ (٣. ٣٠٧)

+
∑
d=٣

[
π٢df٢d(αβ)

(٢d+ ١)M٢d
P l

T
(٢d+١)
BH +

π(٢d+١)f٢d+١(αβ)

(٢d+ ٢)M (٢d+١)
Pl

T
(٢d+٢)
BH

]
+ Const.

توانیم می ی(٣٠١.٣) معادله از استفاده با باشد. β و α از تابعی میتواند گیری انتگرال ثابت که

بنویسیم. سیاهچاله جرم از تابع یک بعنوان را T
DSR−GUP

T
DSR−GUP

=
١
٨π

M٢
Pl

MBH

+
β

٢ × ٨٢π

M٣
Pl

M٢
BH

+
(α٢ + β٢)

٣ × ٨٣π

M۴
Pl

M٣
BH

+
(٣α٢β + β٣)

۴ × ٨۴π

M۵
Pl

M۴
BH

+
(٢α۴ + β۴ + ۶α٢β٢)

۵ × ٨۵π

M۶
Pl

M۵
BH

+
(١٠α۴β + ١٠α٢β٣ + β۵)

۶ × ٨۶π

M٧
Pl

M۶
BH

+
∑
d=٣

[
f٢d(αβ)

(٢d+ ٨(١(٢d+١)π

M
(٢d+٢)
Pl

M
(٢d+١)
BH

+
f٢d+١(αβ)

(٢d+ ٨(٢(٢d+٢)π

M
(٢d+٣)
Pl

M
(٢d+٢)
BH

]
+ Const.

(٣. ٣٠٨)

خواهیم بزرگ های جرم برای (٣٠١.٣) ی معادله با موافق ای نتیجه Const = ٠ که بگیریم نظر در اگر

در است عادی حالت از بزرگتر دما GUP چارچوب در است. سیاهچاله جرم از تابعی بعنوان که داشت

در پلانک طول در خطی عبارت از ای نتیجه این است. کمتر β < ٠ بدلیل DSR−GUP در حالیکه

شود. می کم جرم با بخصوص سیاهچاله پایداری باعث که است شده اصلاح قطعیت عدم ی رابطه

جذب یا انتشار شد، اشاره بالا مطلب در که همانطور کنیم می محاسبه برای را آنتروپی ما اینجا در

و (٣٠٠.٣) ی معادله از استفاده با دهد. می تغییر را آن آنتروپی و سیاهچاله مساحت فوتون، یک

داریم: TdS = dE

dA =
۴
T
dE. (٣. ٣٠٩)

بگیریم: نظر در را هایزنبرگ قطعیت عدم اصل اگر

dABH =
۴
T

١
٢δx. (٣. ٣١٠)



ی معادله بررسی جبری، رویکرد دوگانه: خاص نسبیت بر مبتنی یافته تعمیم قطعیت عدم اصل بررسی .٣
جبر این در مختلف های پتانسیل و ٨۴شرودینگر

شود: می تبدیل زیر ی معادله به معادله این DSR−GUP چارچوب در

dA
DSR−GUP

=
۴
T

١
٢δxfDSR−GUP

(δx)

= dABHfDSR−GUP
(δx) (٣. ٣١١)

آن، از گیری انتگرال و (٣١١.٣) ی معادله در دادن قرار و δx ≈ ٢rs = ٢(ABH

۴π )
١
٢ از استفاده با حال

دهد. می نتیجه

A
DSR−GUP

= ABH + (π)
١
٢βℓPl(ABH)

١
٢ + π

(α٢ + β٢)ℓ٢
Pl

۴ lnABH − (π)
٣
٢
(٣α٢β + β٣)ℓ٣

Pl

۴ (ABH)
− ١

٢

(٣. ٣١٢)

− π٢ (٢α۴ + β۴ + ۶α٢β٢)ℓ۴
Pl

١۶ (ABH)
−١ − (π)

۵
٢
(١٠α۴β + ١٠α٢β٣ + β۵)ℓ۵

Pl

۴٨ (ABH)
− ٣

٢

(٣. ٣١٣)

−
∑
d=٣

[
πdf٢d(αβ)ℓ

٢d
P l

(d− ٢٢(١d (ABH)
−d+١ + ٢π

٢d+١
٢ f٢d+١(αβ)ℓ

٢d+١
Pl

(٢d− ٢٢(١d+١ (ABH)
− ٢d−١

٢

]
+ Const,

(٣١۴ .٣)

برای بکنشتاین-هاوکینگ ی رابطه از استفاده با باشد. β و α از تابعی تواند می گیری انتگرال ثابت که

سیاهچاله جرم از تابعی بعنوان را DSR − GUP آنتروپی توانیم ی(٣٠٠.٣)می معادله از آنتروپی،

کنیم. می محاسبه

S
DSR−GUP

=
۴πM٢

BH

M٢
Pl

+ πβ
MBH

MPl

+
π

٨(α
٢ + β٢)ln

MBH

MPl

− π

۶۴(٣α
٢β + β٣)

MPl

MBH

(٣١۵ .٣)

− π

١٠٢۴(٢α
۴ + β۴ + ۶α٢β٢)

M٢
Pl

M٢
BH

− π

١٠)١٢٢٨٨α۴β + ١٠α٢β٣ + β۵)
M٣

Pl

M٣
BH

(٣١۶ .٣)

−
∑
d=٣

[
π

٢۶d−٢
f٢d(αβ)

(d− ١) (
MPl

MBH

)٢d−٢ +
π

٢۶d
f٢d+١(αβ)

(٢d− ١) (
MPl

M
)٢d−١

]
+ Const.

(٣. ٣١٧)



۴ فصل

یافته تعمیم قطعیت عدم اصل ی مطالعه

هایزنبرگ جبر براساس

مختلف های پتانسیل حضور در زمانی تحول بررسی ١ .۴

می شود ( GUP ) تعمیم یافته قطعیت عدم اصل به منجر کوانتومی گرانش و ریمسان نظریه در مطالعات

هایزنبرگ ) جبر از می تواند ، شد ثابت که همانطور ، که می دهد نشان را اساسی حداقل طول یک وجود و

شده است مختلف سیستم های مطالعات به بسیاری توجه اخیرا [۵٨]. آید دست به یافته شکل تغییر (

کوانتومی ماهیت پدیده شناسی سطح در می شود گرفته نظر در که ( هایزنبرگ ) جبر یک با فضایی در .

. شد انجام ریسمان نظریه زمینه در تحقیقات از زیادی تعداد : از عبارتند کارها این . دارد وجود فضا

. می شود GUP تعمیم یافته قطعیت عدم اصل به منجر که کوانتومی گرانش

∆X ≥ ~
٢

(
١

∆P
+ β∆P

)
(١ .۴)

lp = پلانک طول ی مرتبه از که ∆Xmin = ~
√
β جبر این در کمینه طول یک وجود پیشنهاد و

جبر دوم درجه اصلاح از توان می را طول حداقل که شد ثابت است.
√

~G/c٣ ≃ ١٫۶ × ٣−١٠۵m

[٧٣ ،٧٢] آورد. بدست هایزنبرگ

[X,P ] = i~(١ + βP ٢). (٢ .۴)

٨۵



هایزنبرگ جبر براساس یافته تعمیم قطعیت عدم اصل ی مطالعه .۴٨۶

کلاسیک متغیرهای با پواسون براکت عملگرها برای کوانتومی مکانیک جابجاپرهای ~ → ٠ حد در

می شود. جایگزین متناظر

١
i~
[X,P ] → {X,P}, (٣ .۴)

نوشت: توان می هم شکل این به و

{X,P} = (١ + βP ٢). (۴ .۴)

اسنایدر توسط نسبیتی مورد در نوع این از مجرد جبر اولین تاریخی نظر از که می کنیم اشاره همچنین

کوانتومی جاذبه و ریسمان نظریه زمینه در تحقیقات از پس تنها اما . [ ٧٣ ] شد پیشنهاد ١٩۴٧ سال در

جبر تغییر با فضا در کوانتومی و کلاسیک سیستم های فیزیکی خواص مطالعه به قابل توجهی علاقه ،

دست به ( هایزنبرگ ) ی یافته شکل تغییر جبر از توان می را GUP که نکته این مشاهده شد. ظاهر

کوانتومی سطح در فیزیکی سیستم های خصوصیات بر طول حداقل تاثیر مطالعه امکان جبر این ،که آورد

را فنی تنها نه هایزنبرگ جبر شکل تغییر که باشید داشته توجه . می کند فراهم را کلاسیک مورد در نیز و

نقض آنها از یکی دارد. همراه به نیز را مشکلاتی طرفی از آورد می ارمغان به مربوطه معادلات حل برای

.[٧۴] است طول حداقل با فضا در ارزی هم اصل

تحت یکنواخت گرانشی میدان در ذرات آزاد سقوط بررسی ٢ .۴

یافته تعمیم قطعیت عدم اصل

نقطه ذره یک صورت به که جسم یک (هامیلتونی گیریم می نظر در را ذره یک هامیلتونی بخش این در

است[٧۵] زیر شکل به دارد قرار یکنواخت گرانشی میدان یک در که m جرم با گیریم) می نظر در ای

H =
P ٢

٢m −mgX, (۵ .۴)

هامیلتونی معادلات است. شده فرض x محور طول در که g فاکتور با میشود مشخص گرانشی میدان

است. زیر شرح به شده دگرگون پواسون های براکت با فضا در حرکت

Ẋ = {X,H} =
P

m
(١ + βP ٢), (۶ .۴)

Ṗ = {P,H} = mg(١ + βP ٢). (٧ .۴)



یافته تعمیم قطعیت عدم اصل تحت یکنواخت گرانشی میدان در ذرات آزاد سقوط بررسی .٢ .۴٨٧

این میکنیم. اعمال t = ٠ در را P = ٠ و X = ٠ یعنی تکانه، و مکان برای صفر شرایط ما

نویسیم: می شکل این به دوم ی معادله برای کرد. حل راحتی به توان می را معادلات

P =
١√
β
tan(

√
βmgt). (٨ .۴)

آوریم: می بدست شکل این به را سرعت اول ی معادله برای و

Ẋ =
١

m
√
β

tan(
√
βmgt)

cos٢(
√
βmgt)

(٩ .۴)

و دهیم قرار سرعت معادله در را آمده بدست P اگر کردیم اعمال که شروطی گرفتن نظر در با طرفی از

داشت: خواهیم زیر شکل به را مکان ی معادله زیر بصورت بگیریم انتگرال

X =
١

٢gm٢β
tan٢(

√
βmgt). (١٠ .۴)

به کنند می حرکت X = ٠ از ذرات Tاست. = π
m
√
βg

دوره با ای دوره حرکت که کرد ثابت توان می

لحاظ از اما کند. می حرکت X = ٠ به مخالف جهت در و یابد می ∞انعکاس از سپس ،X = ∞

نور سرعت از کوچکتر بسیار ذرات سرعت که است درست t≪ T زمان برای فقط حل راه این فیزیکی

سرعت برای را نتایج که است آموزنده گیرد. قرار توجه مورد باید نسبیتی مکانیک دیگر، موارد در است.

بنویسیم βاز بیش مرتبه اولین در هماهنگی و

Ẋ = gt

(
١ +

۴
٣βm

٢g٢t٢
)
, (١١ .۴)

X =
gt٢

٢

(
١ +

٢
٣βm

٢g٢t٢
)
. (١٢ .۴)

آید. می دست به خوبی βنتایج −→ حد٠ در

Ẋ = gt, X =
gt٢

٢ , (١٣ .۴)

موقعیت به تنها فروپاشی حال در آزاد ذره یک موقعیت و سرعت مانند سینماتیک های ویژگی که جایی

تغییر فضای از که همانطور نیستند. وابسته ذره جرم و ترکیب به و دارند بستگی ذره سرعت و اولیه

اجسام همه برای شکل تغییر پارامتر که کنیم فرض اگر گرانشی میدان در نقطه توده مسیر بینیم، می شکل

دارد. ذره جرم به بستگی است، یکسان
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شکل تغییر پارامتر به وابسته جنبشی انرژی ٢. ١ .۴

کند. می حرکت سیستم کل عنوان به سرعت همان با سیستم ذره هر که گیریم می نظر در را مورد این ما

در شتاب و سرعت رابطه از کنیم. بازنویسی سرعت تابع صورت به را جنبشی انرژی دهید اجازه

کنید βپیدا از بیش اول تقریب

P = mẊ(١ − βm٢Ẋ٢). (١۴ .۴)

شود می βخوانده از بیش اول مرتبه تقریب در سرعت تابع عنوان به جنبشی انرژی سپس

T =
mẊ٢

٢ − βm٣Ẋ۴. (١۵ .۴)

عدم اصل تحت یکنواخت گرانشی میدان در ذرات آزاد سقوط بررسی ٢. ٢ .۴

یافته بسط قطعیت

جبر تحت داریم قصد زیر صورت به یافته بسط قطعیت عدم اصل معرفی از استفاده با قسمت این در

جهت این از آوریم. می بدست مکان برای ای معادله که آزد ی ذره یک هامیلتونی از استفاده با هایزنبرگ

کنیم. می معرفی زیر بصورت را یافته بسط قطعیت عدم اصل

[X,P ] = i~(١ + α٢X٢) (١۶ .۴)

می ارائه زیر بصورت نمایشی و کنیم می استفاده شده بیان جبر برای مکان فضای در نمایش از سپس

دهیم.

X̂ =
١
α
tan(αx), P̂ = p (١٧ .۴)

داد ارائه زیر بصورت را تکانه فضای در نمایش توان می همچنین

X̂ = x, P̂ = i~(١ + α٢X٢)∂x (١٨ .۴)

بشکل آزاد ی ذره یک هامیلتونی با هایزنبرگ جبر تحت را تکانه و مکان زمانی تحول معادلات سپس

آوریم می بدست زیر

Ẋ =
١
i~

[X,H] = (١ + α٢X٢)
P

m
(١٩ .۴)
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Ṗ =
١
i~

[P,H] = ٠ =⇒ P = ٠ (٢٠ .۴)

داشت خواهیم (١٩.۴) ی معادله از گیری انتگرال با سپس

∫
dX

(١ + α٢X٢)
=

∫
P

m
dt (٢١ .۴)

زیر بصورت (١۶.۴) ی یافته تعمیم قطعیت عدم اصل تحت مکان برای را ای یافته تعمیم ی معادله پس

آوریم. می دست

X =
١
α
tan(

P

m
αt) (٢٢ .۴)

آوریم می بدست زیر بصورت tan بسط از استفاده با نتیجه در

X =
P

m
t(١ +

α

٣ (
P

m
t)٢) (٢٣ .۴)

کنیم. می معرفی زیر صورت به را ای یافته بسط قطعیت عدم اصل معادله طرفی از

[X,P ] = i~(١ − α٢X٢) (٢۴ .۴)

نویسیم. می زیر بصورت شده معرفی جبر برای را تکانه فضای در نمایش سپس

X̂ = x, P̂ =
~
i
(١ − α٢X٢)∂x (٢۵ .۴)

می بدست آزاد ی ذره یک هامیلتونی با هایزنبرگ جبر تحت را تکانه و مکان زمانی تحول معادلات و

آوریم.

Ẋ =
١
i~

[X,H] = (١ − α٢X٢)
P

m
(٢۶ .۴)

Ṗ =
١
i~

[P,H] = ٠ =⇒ P = const (٢٧ .۴)

داشت خواهیم (٢۶.۴) ی معادله از گیری انتگرال با سپس

∫
dX

١ − α٢X٢ =

∫
P

m
αdt (٢٨ .۴)
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صورت به را ای یافته بسط مکان ی معادله (٢۴.۴) در یافته بسط قطعیت عدم اصل جبر برای نتیجه در

آوریم. می بدست زیر

X =
١
α
tanh(

P

m
αt) (٢٩ .۴)

داشت خواهیم زیر شکل به tanh بسط از استفاده با سپس

X =
P

m
t(١ − α

٣ (
P

m
t)٢) (٣٠ .۴)

داشت. خواهیم زیر شکل به یافته بسط قطعیت عدم اصل از دیگری فرم معرفی با همچنین

[X,P ] = i~
√

١ − α٢X٢ (٣١ .۴)

دهیم. می ارائه را زیر بصورت نمایشی شده بیان جبر برای و

X̂ = x, P̂ =
~
i

√
١ − α٢X٢∂x (٣٢ .۴)

آوریم می بدست زیر بصورت آزاد ی ذره یک هامیلتونی تحت را تکانه و مکان زمانی تحول معادلات و

Ẋ =
١
i~

[X,H] =
√

١ − α٢X٢P

m
(٣٣ .۴)

Ṗ =
١
i~

[P,H] = ٠, P = const (٣۴ .۴)

داشت خواهیم است ثابت تکانه اینکه به توجه با (٣٢.۴) ی معادله از گیری انتگرال با ∫سپس
dX√

١ − α٢X٢
=

∫
P

m
αdt (٣۵ .۴)

معرفی جبر از استفاده با و آزاد سقوط پتانسیل با هامیلتونی از استفاده با هایزنبرگ جبر توسط نتیجه در

می بدست زیر بصورت جبر این برای را ای یافته شکل تغییر مکان ی معادله (٣٠.۴) ی معادله در شده

آوریم.

X =
١
α
sin(

P

m
αt) (٣۶ .۴)

آوریم می بدست زیر بصورت sin بسط از استفاده با سپس

X =
P

m
t(١ − α

۶ (
P

m
t)٢) (٣٧ .۴)
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طی قبلا که مسیری مانند زیر بشکل یافته بسط قطعیت عدم اصل از دیگری نوع معرفی با سپس

مکان برای شده معرفی جبر تحت یافته بسط ای معادله کردن پیدا قصد شده معرفی هامیلتونی تحت شد

داریم.

[X,P ] = i~
√

١ + α٢X٢ (٣٨ .۴)

بود. خواهد زیر شکل به بالا جبر برای شده معرفی نمایش

X̂ = x, P̂ =
~
i

√
١ + α٢X٢∂x (٣٩ .۴)

آیند. می بدست زیر شکل به (۵.۴) ی معادله هامیلتونی تحت زمانی تحول معادلات

Ẋ =
١
i~

[X,H] =
√

١ + α٢X٢P

m
(۴٠ .۴)

Ṗ =
١
i~

[P,H] = ٠, P = const (۴١ .۴)

داشت. خواهیم (٣٨.۴) ی معادله از گیری انتگرال ∫با
dX√

١ + α٢X٢
=

∫
P

m
αdt (۴٢ .۴)

هایزنبرگ جبر تحت (٣۶.۴) ی معادله در شده معرفی ی یافته بسط قطعیت عدم اصل برای نتیجه در

یابیم. می جبر این برای زیر شکل به ی یافته بسط مکان معادله آزاد سقوط پتانسیل با

X =
١
α
sinh(

P

m
αt) (۴٣ .۴)

آوریم می بدست زیر بصورت sinh بسط از استفاده با سپس

X =
P

m
t(١ +

α

۶ (
P

m
t)٢) (۴۴ .۴)

پارامتر دادن میل با ذره مکان برای آمده بدست تعمیمی معادلات بودن صحیح بررسی برای نهایت در

معادله زیر بصورت (۴۴.۴) و (٣٧.۴) و (٣٠.۴) و (٢٣.۴) معادلات در صفر سمت به α یافتگی تعمیم

آوریم. می بدست زیر بصورت را ذره مکان معمول ی

X =
P

m
t (۴۵ .۴)
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در GUP برای هایزنبرگ جبر از استفاده با حرکت معادله ٣ .۴

تکانه فضای

بررسی طریق از آمده بدست حرکت معادله بررسی به قسمت این در شده بیان (٢.۴) معادله از استفاده با

پردازیم: می شده بیان زیر در که P نمایشXو از استفاده با هارمونیک نوشانگر پتانسیل با هایزنبرگ جبر

P̂ = p (۴۶ .۴)

X̂ = i(١ + βp٢)
∂

∂p
(۴٧ .۴)

بود: خواهد زیر شکل به نوسانگر پتانسیل با هامیلتونی پس

H =
P ٢

٢m +
١
٢mω

٢
٠X

٢ (۴٨ .۴)

بود خواهد زیر شکل به تکانه و مکان زمانی تحول شده بیان هامیلتونی و P و X نمایش به توجه با

Ẋ =
١
i
[X,H] = (١ + βP ٢)

P

m
(۴٩ .۴)

Ṗ =
١
i
[P,H] = −mω٢

٠X(١ + βP ٢) (۵٠ .۴)

حدی حالت این در که هستیم آن شاهد زیر بصورت (β → ٠) یافتگی تعمیم پارامتر دادن قرار صفر با که

یابیم. می دست معمول معادلات به

Ẋ =
P

m
(۵١ .۴)

Ṗ = −mω٢
٠X (۵٢ .۴)

آوریم: می P̈بدست بصورت را Ṗ زمانی تحول هایزنبرگ جبر از استفاده با دیگر بار سپس

P̈ =
١
i

[
Ṗ , H

]
= −ω٢

٠P (١ + βP ٢) (۵٣ .۴)

آمد. خواهد بدست حدی حالت β → ٠ حد در مشخصا که

P̈ + ω٢
٠P = ٠ (۵۴ .۴)
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داریم: زیر شکل به را معادله β پارامتر گرفتن نظر در با اما

P̈ + ω٢
٠P + ٢βω٢

٠P
٣ = ٠ (۵۵ .۴)

زیر: بصورت ω برحسب P گرفتن نظر در با و معادله این حل با

P = P٠ cos(ωt) (۵۶ .۴)

داری: زیر بصورت (٢۵.۴) معادله در جمله این جایگذاری با

−P٠ cos(ωt)ω
٢ + P٠ cos(ωt)ω

٢
٠ + ٢βP ٣

٠ cos٣(ωt)ω٢
٠ = ٠ (۵٧ .۴)

می دست زیر یافته تعمیم فرکانش به آن دادن قرار صفر با برابر و cos٣(ωt) بسط از استفاده با طرفی از

یابیم[١٨,١٩]مقاله:

(−ω٢ + ω٢
٠ +

٣
٢βP

٢
٠ω

٢
٠)P٠ cos(ωt) +

١
٢βP

٣
٠ cos(٣ωt)ω٢

٠ = ٠ (۵٨ .۴)

که

ω = ω١)٠ +
٣
٢βP

٢
٠ )

١
٢ (۵٩ .۴)

معمول روابط به منجر بالا معادله β = ٠ یافتگی تعمیم پارامتر دادن قرار صفر با که پیداست واضح بطور

شود. می ω٢ = ω٢
٠

P١ cos(٣ωt) بصورت P بالاتر مراتب گرفتن نظر در با را یافته تعمیم فرکانش دهید اجازه سپس

کنیم. بررسی

−٩P١ cos(٣ωt)ω٢ − P٠ cos(ωt)ω
٢ + P١ cos(٣ωt)ω٢

٠ + P٠ cos(ωt)ω
٢
٠ + ٢βP ٣

٠ cos٣(ωt)ω٢
٠+

+ ٢βP ٣
١ cos٣(٣ωt)ω٢

٠ + ۶βP ٢
٠P١ cos

٢(ωt) cos(٣ωt)ω٢
٠ + ۶βP٠P

٢
١ cos٢(٣ωt) cos(ωt)ω٢

٠ = ٠

(۶٠ .۴)

P٠ cos(ωt) پارامتر برحسب را معادله و کنیم می نظر صرف هشتم و هفتم و ششم جملات از معادله این در

را ω مقدار و داده قرار صفر با برابر را اول پرانتز داخل ی معادله سپس، کنیم. می مرتب cos(٣ωt) و
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آوریم. می بدست قبل مثل (٢٩.۴) ی معادله در

(−ω٢ + ω٢
٠ +

٣
٢βP

٢
٠ω

٢
٠)P٠ cos(ωt) + (−٩P١ω

٢ + P١ω
٢
٠ +

١
٢βP

٣
٠ω

٢
٠) cos(٣ωt) = ٠

(۶١ .۴)

آوریم: می بدست را P١ آن از و داده قرار صفر با برابر را دوم پرانتز داخل ی معادله سپس

−٩P١ω
٢ + P١ω

٢
٠ +

١
٢βP

٣
٠ω

٢
٠ = ٠ (۶٢ .۴)

P١ =
βP ٣

٠
١۶ (۶٣ .۴)

معادلات از استفاده با هایزنبرگ جبر از که را P ی تکانه توانیم می P١ و P٠ مقدار داشتن با اینجا در

بنویسیم: زیر شکب به را آمده بدست قطعیت عدم یافته تعمیم

P (t) = P٠ cos(ωt) +
βP ٣

٠
١۶ cos(٣ωt) (۶۴ .۴)

حضور در هایزنبرگ جبر از حاصل مکان معادله (٢١.۴) معادله در قبل ی معادله جایگذاری با سپس

آوریم: می بدست را یافته تعمیم قطعیت عدم اصل

X(t) = (
P٠
mω

sin(ωt) +
٣βP ٣

٠
۴mω sin(ωt) +

۵βP ٣
٠

۴٨mω sin(٣ωt)) +O(β٢) (۶۵ .۴)

دهد. می ما به را سیستم دینامیکی های ویژگی معادله این

در GUP برای هایزنبرگ جبر از استفاده با حرکت معادله ۴ .۴

مکان فضای

از استفاده با حالت فضای در را (۵.۴) معادله از ناشی یافتگی تعمیم فرکانس خواهیم می قسمت این در

تعریف زیر بصورت حالت نمایش بنویسیم. شود می معرفی حالت فضای در جبر این برای که نمایشی

شود می

X̂ = x (۶۶ .۴)
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P̂ =
١√
β
tan(

√
β

١
i
∂x) (۶٧ .۴)

کنیم: حل را معادله زیر شکل به tan(
√
β ١
i
∂x) بسط از استفاده با توانیم می ما

P̂ =
١
i
∂x +

β

٣ (
١
i
∂x)

٣ (۶٨ .۴)

برای قبل قسمت در شده بیان هارمونیک نوسانگر هامیلتونی از استفاده با هایزنبرگ جبر زمانی تحول

بود: خواهد زیر صورت به P و X

Ẋ =
١
i
[X,H] = (١ + βP ٢)

P

m
(۶٩ .۴)

Ṗ =
١
i
[P,H] =

−mω٢
٠

~
X (٧٠ .۴)

میکنیم: بیان زیر بصورت را P̈ همچنین و

P̈ =
١
i

[
Ṗ , H

]
= −ω٢

٠P (١ + βP ٢) (٧١ .۴)

شود: می حاصل زیر بصورت ای معادله و

P̈ + ω٢
٠P + βω٢

٠P
٣ = ٠ (٧٢ .۴)

آیند. می بدست قبل عام معادلات صورت به معادلات β → ٠ حدی حالت در که یابیم درمی سپس

P̈ + ω٢
٠P = ٠ (٧٣ .۴)

فرکانش و کنیم می جایگزین و گیریم می نظر در P = P٠ cos(ωt) بصورت را P قبل قسمت مانند

آوریم: می بدست حالت فضای در زیر شکل به را یافته تعمیم

ω = ω١)٠ +
٣
۴βP

٢
٠ )

١
٢ (٧۴ .۴)

داشت: خواهیم زیر بصورت P بالاتر ی مرتبه از ای جمله گرفتن نظر در با حالا

P١ =
βP ٣

٠
٣٢ (٧۵ .۴)

P (t) = P٠ cos(ωt) +
βP ٣

٠
٣٢ cos(٣ωt) (٧۶ .۴)
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داشت: خواهیم (٣٩.۴) معادله در آمده بدست ی معادله جایگذاری با حال

X(t) = (
P٠
mω

sin(ωt) +
٣βP ٣

٠
۴mω sin(ωt) +

٣βP ٣
٠

٣٢mω sin(٣ωt)) +O(β٢) (٧٧ .۴)

تکانه و مکان معادله اینجا در کند. می معرفی را سیتم دینامیکی های ویژگی آمده بدست مکان معادله

آوردیم. بدست نمایش دو در یافته تعمیم قطعیت عدم اصل و هایزنبرگ جبر از استفاده با را

هایزنبرگ جبر روش از یافته تعمیم قطعیت عدم اصل دقیق حل ۵ .۴

مکان فضای در

عدم اصل تحت قبل های بخش در شده گفته مکان نمایش تحت تواند می آزاد ی ذره یک هایلتونی

شود[٧٧] بیان زیر بصورت یافته تعمیم قطعیت

H =
P ٢
i

٢m =
١

٢m
p٢
i

١ + β٢p٢
k

(٧٨ .۴)

خواهد زیر بصورت آزاد ی ذره پتانسیل با شده بیان هامیلتونی تحت تکانه و مکان زمانی تحول معادلات

بود

ẋi = (١ + β٢p٢
k) pi, ṗi = ٠, (٧٩ .۴)

xi = αt+β و pi = بصورت کلاسیکی حل اگرچه هستند خطی تکانه و سرعت بین روابط که یابیم می در

صورت این به بعد یک در هارمونیک نوسانگر پتانسیل تحت را هامیلتونی توانیم می سپس است.

بنویسیم

H =
p٢

٢m +
mω٢

٠x
٢

٢ . (٨٠ .۴)

آیند می بدست زیر شکل به هایزنبرگ جبر تحت زمانی تحول معادلات واحد جرم با ذره یک برای

ẋ = (١ + β٢p٢)p, ṗ = −ω٢
١)٠ + β٢p٢)x. (٨١ .۴)

بنویسیم زیر شکل به توانیم می را تکانه زمانی تحول معادله

d(arctan βp)

dt
= −ω٢

٠βx. (٨٢ .۴)
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صورت به تکانه زمانی تحول معادله از دوباره زمانی مشتق گرفتن و p̄ = arctan βp تعریف با سپس

داریم زیر

d٢p̄

dt٢
= −ω٢

٠
sin p̄

cos٣ p̄
(٨٣ .۴)

داریم بالا ی معادله از گیری انتگرال با که

(
dp̄

dt
)٢ +

ω٢
٠

٢ tan٢ p̄ = const = ω٢
٠β

٢E (٨۴ .۴)

از حاصل کل انرژی با متناظر را انرژی این و بگیریم نظر در E جنس از را گیری انتگرال ثابت اگر سپس

داشت. خواهیم بگیریم نظر در است حرکت حال در V = ω٢
٠ tan

٢ p̄ موءثر پتانسیل در که نوسانگر یک

داریم (۵۴.۴) ی معادله از گیری انتگرال با

sin
(√

١ + ٢β٢E ω٠t
)
=

√
١ + ٢β٢E

٢β٢E
sin p̄ (٨۵ .۴)

همچنین

p =

√
٢E sin

(√
١ + ٢β٢E ω٠t

)
√

١ + ٢β٢E cos٢
(√

١ + ٢β٢E ω٠t
) . (٨۶ .۴)

آوریم بدست زیر بصورت را x توانیم می (۵١.۴) ی معادله از همچنین

x =

√
٢E(١ + ٢β٢E) cos

(√
١ + ٢β٢Eω٠t

)
ω٠

√
١ + ٢β٢E cos٢

(√
١ + ٢β٢E ω٠t

) (٨٧ .۴)

به است β٢E مرتبه از انرژی به وابسته ω فرکانس که گیریم می نظر در β٢E=٣ برای را نوسانگر سپس

پارامتر که کنیم می حل را ای یافته تعمیم قطعیت عدم اصل سپس .ω =
√

١ + ٢β٢E ω٠ صورت

خواهیم گذشته محاسبات طبق سپس β٢ → −β٢ یعنی باش داشته منفی ضریب آن ی یافته تعمیم

داشت.

d(p̄)

dt
= −ω٢

٠βx, (٨٨ .۴)
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کنیم ی استفاده p̄ = arctanhβp متغیر تغییر از قبل مانند سپس

d٢p̄

dt٢
= −ω٢

٠
sinh p̄

cosh٣ p̄
(٨٩ .۴)

داشت خواهیم قبل معادله از گیری انتگرال با

١
٢

(
dp̄

dt

)٢
+
ω٢

٠
٢ tanh٢ p̄ = const = ω٢

٠β
٢E, (٩٠ .۴)

نوسانگر یک کل انرژی با متناظر انرژی این که کنیم انتخاب E جنس از را گیری انتگرال ثابت اگر که

داریم قبل معادلات از گیری انتگرال با زیر صورت به سپس است، V = ω٢
٠ tanh

٢ βp پتانسیل در

p =

√
٢E sin

(√
١ − ٢β٢E ω٠t

)
√

١ − ٢β٢E cos٢
(√

١ − ٢β٢E ω٠t
) , (٩١ .۴)

و

x =

√
٢E(١ − ٢β٢E) cos

(√
١ − ٢β٢E ω٠t

)
ω

√
١ − ٢β٢E cos٢

(√
١ − ٢β٢E ω٠t

) . (٩٢ .۴)



۵ فصل

ترمودینامیکی خواص و آنروح دمای بررسی

عدم اصل براساس شوارتسشیلد سیاهچاله

قطعیت

بررسی به ٢ شوارتسشیلد چاله سیاه و ١ آنروح دمای از مختصری مفاهیم ارائه با ابتدا بخش این در

هایزنبرگ قطعیت عدم اصل حضور در شوارتسشیلد سیاهچاله برای آنروح دمای ی یافته تعمیم حالات

پردازیم[٧٨] می آن ی یافته تعمیم حالات و

شوارتسشیلد سیاهچاله ١ .۵

تاریخچه ١. ١ .۵

زمان آن در افتاد، ها زبان سر ١٩۶٩ سال در آمریکایی فیزیکدان ویلر٣، جان توسط سیاهچاله اصطلاح

دو هر که دانیم می کوانتوم فیزیک در امروزه که موجی. و ای ذره داشت: وجود نور مورد در نظریه دو

انتظار بدانیم، ذرات از متشکل را نور اگر دارد. ای موجی-ذره خاصیت نور و هستند درست نظریه نوع

1Unruh
2schowartschild
3Jan Viler

٩٩
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آغاز در چون نبود روشن ذرات از متشکل نور بر گرانش تاثیر ولی بگذارد تاثیر نور بر گرانش که رود می

اوله ولی ندارد، نور بر تاثیری گرانش که بودند عقیده ین بر دانستند، می بینهایت را نور سرعت مردم

نور کرد ثابت آنها پیدایش تناوب دوره و مشتری اقمار حرکت بررسی با ١٩٧۶ سال در رومر کریستنسن

١٧٨٣ سال در سپس است. نور بر گرانش گذاشتن تاثیر معنای به این و کند می حرکت محدود سرعت با

را قدرتمندی گرانشی میدان با ای ستاره ، آن محدود سرعت و نور ای ذره مفهوم بر تکیه با میچل۴ جان

باید ها سیاهچاله تولد چگونگی به بردن پی برای بگریزد، آن از تواند نمی نیز نور حتی که کرد توصیف

متراکم خود گرانش تاثیر تحت هیدروژن) (عمدتا گاز زیادی مقادیر وقتی بدانیم، ستارگان ی درباره کمی

بیشتر و بیشتر ها اتم ستاره، انقباض هنگام آید. می بوجود ستاره کند می فروپاشی به شروع شودو می

سلسله ایجاد باعث هیدروژن های اتم برخورد و حرارت این گردند. می داغ و کنند می برخورد هم به

را هلیوم اتم و کنند می برخورد یکدیگر به هیدروژن های اتم شود. می ای هسته همجوشی های واکنش

خود گرانشی فروپاشی مقابل در ستاره اینکه برای لازم فشار و حرارت ها واکنش این دهند. می تشکیل

آمیز تناقض و جالب نکته شود. می تمام ای ستاره هر سوخت سرانجام اما کند، می فراهم را آورد تاب

و است بیشتر گرانشی نیروی معنای به بیشتر جرم و بیشتر جرم معنای به بیشتر سوخت که است این

زودتر آن سوخت پس باشد، تر داغ و بسوزاند بیشتری سوخت باید فروپاشی از جلوگیری برای ستاره

آید. می بوجود آهن مانند تری سنگین عناصر ستاره ی هسته در ای هسته همجوشی با شود. می تمام

به ستاره اولیه، سوخت اتمام با درنتیجه کند، شرکت ای هسته واکنش در راحتی به تواند نمی آهن ولی

سال در انیشتین عام نسبیت انتشار زا بعد افتد؟ می اتفاقی چه این از بعد اما شود. می سردتر تدریج

ارائه کروی و ای نقطه جرم یک متناظر گرانشی میدان برای را حل راه اولین شوارتسشیلد۵ ،کارل ١٩١۵

مقاله در شوارتسشیلد سپس است. نظری دیدگاه از ها چاله سیاه وجود بودن محتمل گر نشان که داد

عجیب. های ویژگی با دارد، وجود جادویی کره پیکر، غول ستاره یک اطراف در که داد نشان دومش

حتی بود، نخواهد کار در بازگشتی آن از عبرو از پس از پس که است مرزی واقعیت در جادویی کره این

کشیده ستاره درون به سریعا چیزی هر که است قوی آنقدر گرانش بگریزد، کره این از تواند نمی نیز نور

برای قطر این مثال کرد،بطور محاسبه دارد نام شوارتسشیلد قطر که جادویی کره این قطر او شود. می

سیاهچاله بندی تقسیم سانتیمتر. ١ نیز زمین برای است، کیلومتر ٣ حدودا خورشید جرم با معادل جرمی

جرم برابر میلیاردها تا ها میلیون بین پرجرم(جرمی بسیار های سیاهچاله ی دسته ۴ به جرم نظر از ها

4John Michell
5karl Schwarzschild
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ستاره جرم های سیاهچاله خورشید)، جرم برابر هزاران (جرمی متوسط جرم با های سیاهچاله خورشید)،

ای محدوده سیاهچاله رویداد افق هاست. میکروسیاهچاله خورشید، جرم برابر ١۵ تا ٣ بین ای(جرمی

رویداد افق که است دلیل همین به بگریزد، آن از تواند نمی نیز نور حتی چیز هیچ که است سیاهچاله از

تنها رویداد افق شود، تصور مادی یا جامد سطح یک شکل به نباید رویداد افق است، سیاهی محدوده

میدان کند، فرار سیاهچاله گرانشی میدان از تواند نمی نیز نور بعد به آنجا از که کند می مشخص را مرزی

است. دیگری متقارن و کروی جسم هر گرانشی میدان مشابه رویداد، افق از بیرون سیاهچاله گرانشی

مکنده مطلقا جسم یک عنوان به سیاهچاله از عامه تصور که معناست بدان این آن. از شدیدتر بسیار فقط

خارج که شرطی به البته کند، حفظ را سیاهچاله دور به خود گرانشی مدار تواند می ماده و است نادرست

است صفر ضخامت با و کروی ای محدوده غیرچرخشی سیاهچاله یک کره فوتون باشد. کره فوتون از

دام به سیاهچاله دور به مداری در کنند می حرکت کره این بر مماس مسیر طول در که هایی فوتون که

بچرخند دور به توانند می کره این بر مماس حرکت با ها فوتون که معناست بدان این شوند، می انداخته

افق شعاع برابر ١٫۵ غیرچرخشی سیاهچاله یک در کره فوتون شعاع بورزند، امتناع آن به افتادن از و

در توانند نمی طولانی مدت به دلیل دو به ها فوتون البته است. سیاهچاله شوارتسشیلد) (شعاع رویداد

برخورد دارند قرار تجمعی حلقه در که موادی دیگر با ها فوتون زیاد احتمال به -١ کنند. حرکت مدار این

کوچکترین و است ناپایدار دینامیکی لحاظ از مدار این -٢ پراکنده. یا و شوند می جذب یا که کنند می

یا سقوط به و شود منجر تر بزرگ انحرافات به سریع خیلی تواند می ای دایره مسیر این از انحرافات

که ای ستاره هست، سیاهچاله عجیب های ویژگی از یکی سیاهچاله تکینگی انجامد. می ها فوتون گریز

عام نسبیت براساس دانیم می بگیرید، نظر در را شود می تبدیل سیاهچاله به و است فروپاشی حال در

معادلات بیشتر نقطه این در شود. می فشرده صفر حجم به ای ناحیه در کامل بطور ستاره این انیشتین

نقطه این که است دلیل همین به و دهند می دست از را خود کارایی نسبیت معادلات جمله از فیزیکی،

نامند. می تکینگی را صفر حجم با چگال بینهایت

شوارتسشیلد شعاع آوردن بدست و انیشتین معادله حل ١. ٢ .۵

شروع اینطور باشد بهتر شاید است، شوارتسشیلد حل راه از کامل مفهوم یک بیان هدف بخش این در

است. چطور M جرم و R شعاع به کروی جسم یک از خارج فضا-زمان برای متریک حل راه که کنیم

بررسی کلی صورت به و کروی مختصات در را فضا-زمان متریک ما مسئله این به پاسخ شروع برای



قطعیت عدم اصل براساس شوارتسشیلد سیاهچاله ترمودینامیکی خواص و آنروح دمای بررسی .۵١٠٢

کرد[٧٩] خواهیم

ds٢ =
∑

gµνdx
µdxν = dt٢ − dr٢ − r٢dθ٢ − r٢ sin٢ θdϕ٢ (١ .۵)

(r, θ, ϕ) فضایی های شاخص همان k و j،i های شاخص و هستند زیر شکل به آن صفر غیر اعضای که

هستند.

g٠٠ = ١, g١١ = −١, g٢٢ = −r٢, g٣٣ = −r٢ sin٢ θ (٢ .۵)

(t = ٠, r = ١, θ = به توجه با همچنین و کرد بیان زیر صورت به را متریک کلی شکل توان می

٢, ϕ = ٣

ds٢ =
∑

gµνdx
µdxν = U(r)dt٢ − V (r)dr٢ −Wr٢dθ٢ −Xr٢ sin٢ θdϕ٢ (٣ .۵)

این مسئله شرایط با توان می که شود تعیین باید X و W همچنین و V و U ضرایب بالا معادله در

کرد. محدود را ضرایب

همچنین و باشد داشته بستگی ϕ و θ به نباید تابع باشیم داشته کروی تقارن اگر که است این اول شرط .١

. حقیقت در باشد W = X باید متریک ای زاویه قسمت

یا خمیدگی و باشد خلا در گرفتن نظر در شرط با مسئله حل که است این دیگر شرط .٢ W = X = ١

نیست. اهمیت حائز مسیر این در انرژی

شده آورده زیر در نیز آن صفر غیر ثوابت که آید می بدست زیر صورت به متریک شده گفته شرایط با

اند.[۶۶]

ds٢ =
∑

gµνdx
µdxν = U(r)dt٢ − V (r)dr٢ − r٢dθ٢ − r٢ sin٢ θdϕ٢ (۴ .۵)

g٠٠ = U, g١١ = −V, g٢٢ = −r٢, g٣٣ = −r٢ sin٢ θ (۵ .۵)

است: زیر ویژگی دارای و است متقارن متریک تانسور

gνµ =
∑∑

gµνgµν ≡ gµνgµν ≡ ۴ (۶ .۵)
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صورت به باشند معکوس فقط که شده گفته های شاخص با توجه با را متریک تانسور توان می طرفی از

نوشت: زیر

g٠٠ =
١
U
, g١١ =

−١
V
, g٢٢ =

−١
r٢ , g٣٣ =

−١
r٢ sin٢ θ

(٧ .۵)

است. (٣.٢) ی معادله متریک برای انیشتین ی معادله حل هدف

Rµν −
١
٢gµν =

٨πG
c۴ Tµν (٨ .۵)

از قبل که است stress− energy تنش انرژی تانسور Tµν و ریچی۶ اسکالر R و ریچی تانسور Rµν

است. انرژی-تنش (فشرده)تانسور ادغام ریچی تانسور داریم. بالا مقادیر معرفی در سعی معادله حل

Rµν = Rα
µνα (٩ .۵)

نشاندهنده شود صفر ریچی تانسور اگر که دانیم می است. ریچی تانسور (ادغام) فشرده ریچی اسکالر

خواهیم خمیده فضای ریچی تانسور شدن صفر غیر صورت در و است تخت فضا که است نکته این ی

داشت.

R ≡ Rµ
µ = gµαRµα (١٠ .۵)

شود. می معرفی کریستوفل٧ ضرایب توسط ریمان گرادیان تانسور

Rβ
νρσ = Γβνσ,ρ − Γβνρ,σ + ΓανσΓ

β
αρ − ΓανρΓ

β
ασ (١١ .۵)

از خارج که پایینی اندیس هر که گیریم می نظر در جزئی مشتقات برای دستی نماد یک حالت این در

زیر: شکل به است آن به نسبت مشتق یک ی نشاندهنده است کاما

Γβνσ,ρ ≡
∂

∂xρ
Γβνσ = ∂ρΓ

β
νσ (١٢ .۵)

شود. می بیان متریک تانسور برای کریستوفل ضرایب

Γµνσ =
١
٢g

µλgλν,σ + gλσ,ν − gνσ,λ (١٣ .۵)

6Ricci
7Christoffel
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ضرایب تمام و V و U ضرایب یافتن بدنبال متریک تانسور در خود متریک اجزای کردن وارد با حال

است. ریچی اسکالر و ریچی تانسور یافتن مرحله آخرین در هستیم، بعدی گام در کریستوفل

استفاده زیر شکل به خواصی از محاسبات کردن ساده برای و کریستوفل ضرایب آوردن بدست منظور به

gµν,tبراحتی = ٠ شامل که عبارتی هر یعنی شد خواهد صفر زمان به نسبت مشتق هر .١ کنیم: می

شود. می صفر

است. gµν = ٠, µ ̸= ν یعنی قطری غیر جملات تمام .٢

که شوند می برابر Γαµν = Γανµ یعنی هستند متقارن پایین اندیس شاخص دو در کریستوفل ضرایب .٣

دهد. می کاهش توجهی قابل طور به را جملات ویژگی این

هستند. صفر غیر r به نسبت V و U مشتقات تنها که شود دقت همچنین .۴

هستیم: کریستوفل ضرایب کردن پیدا دنبال به شده گفته های شرط به توجه با حال

Γ٠
µν → Γ٠

٠٠ = ٠, Γ٠
٠i =

١
٢

١
U
∂rU, Γ٠

ij = ٠

Γ١
µν → Γ١

٠٠ =
١

٢V ∂rU, Γ١
٠i = ٠,

Γ١
i,j ̸=i = ٠, Γ١

١١ =
١

٢V ∂rV, Γ١
٢٢ =

−r
V
, Γ١

٣٣ =
−r
V

sin٢ θ

Γ٢
µν → Γ٢

٠٠ = ٠, Γ٢
ii = − cos θ sin θ = Γ٢

٣٣, Γ٢
١٢ =

١
r
, Γ٢

١٣ = ٠, Γ٢
٢٣ = ٠, Γ٢

٠i = ٠

Γ٣
µν → Γ٣

٠٠ = ٠, Γ٣
ii = ٠, Γ٣

i,j ̸=i =
١
٢ [g٣i,j + g٣j,i], Γ٣

١٣ =
١
r
, Γ٣

٢٣ =
cos θ

sin θ
, Γ٣

٠i = ٠

نوشت: خواهیم زیر صورت به هستند صفر غیر که را آمده بدست جملات سپس

Γ٠
٠١ = Γ٠

١٠ =
U ′
٢U Γ١

٠٠ =
U ′
٢V , Γ٢

١٢ = Γ٢
٢١ =

١
r
, Γ١

١١ =
V ′
٢V

, Γ١
٢٢ =

−r
V
, Γ١

٣٣ =
−r
V

sin٢ θ, Γ٢
٣٣ = − cos θ sin θ, Γ٣

١٣ = Γ٣
٣١ =

١
r
, Γ٣

٢٣ = Γ٣
٣٢ = cot θ



شوارتسشیلد سیاهچاله .١ .۵١٠۵

آوریم. بدست را ریچی اسکالر و ریچی تانسور توانیم می کریستوفل ضرایب مقادیر باداشتن اینجا در

نوشت: زیر شکل به را ریچی تانسور توان می (١٠.٢) ی معادله به توجه با سپس

Rµν = Rβ
µνβ = Γβµβ,ν − Γβµν,β + ΓαµβΓ

β
αν − ΓαµνΓ

β
αβ =

= Γ٠
µ٠,ν − Γ٠

µν,٠ + Γαµ٠Γ
٠
αν − ΓαµνΓ

٠
α٠+

+Γ١
µ١,ν − Γ١

µν,١ + Γαµ١Γ
١
αν − ΓαµνΓ

١
α١+

+Γ٢
µ٢,ν − Γ٢

µν,٢ + Γαµ٢Γ
٢
αν − ΓαµνΓ

٢
α٢+

+Γ٣
µ٣,ν − Γ٣

µν,٣ + Γαµ٣Γ
٣
αν − ΓαµνΓ

٣
α٣ (١۴ .۵)

آوریم: می بدست زیر شکل به را ریچی تانسور در قطری عبارات ابتدا

R٠٠ =
−U ′′
٢V +

U ′
۴
V ′
V ٢ +

U ′٢

۴UV − ١
r

U ′
V

(١۵ .۵)

R١١ =
U ′′
٢U − U ′٢

۴U٢ − U ′
٢U

V ′
٢V − V ′

V r
(١۶ .۵)

R٢٢ =
rU ′

٢UV +
١
V

− rV ′
٢V ٢ − ١ (١٧ .۵)

R٣٣ = sin٢ θR٢٢ (١٨ .۵)

آید: می بدست زیر شکل به ریچی تانسور از ریچی اسکالر

R = gµνRµν = g٠٠R٠٠ + g١١R١١ + g٢٢R٢٢ + g٣٣R٣٣ =

= g٠٠R٠٠ + g١١R١١ + g٢٢R٢٢ + g٣٣ sin٢ θR٢٢ =

=
−U ′′
UV

+
U ′
٢

V ′
UV ٢ +

U ′٢

٢U٢V
− ٢
r

U ′
UV

+
٢
r

V ′
V ٢ +

٢
r٢ (١ − ١

V
) (١٩ .۵)

انیشتین معادله است کروی متقارن جسم یک ظاهراٌ زمان فضا- به مربوط شوارتسشیلد حل که آنجا از

شود. می گرفته نظر در فرم ترین ساده به

Rµν −
١
٢gµνR = ٠ (٢٠ .۵)
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شود. می زیر شکل به معادله ۴ به منجر این

R٠٠ −
١
٢g٠٠R = ٠ = R٠٠ −

U

٢R =

٠ =
١
r

V ′
V ٢ +

١
r٢ (١ − ١

V
) (٢١ .۵)

برای را دیفرانسیل معادله این توانیم می بنابراین است، V از تابعی فقط معادله این که کنیم می مشاهده

کنیم. استفاده U یافتن برای دیگر معادلات در آن از سپس و کنیم حل V کردن پیدا

٠ = −V ′
V

+
١
r
(V − ١) −→ −dr

r
=

dV

V (V − ١) (٢٢ .۵)

داشت: خواهیم و
∫

dx
ax+bx٢ = −١

a
Lna+bx

x
شکل به فرمول این از استفاده با سپس

−Lnr + C′ = Ln(
١
r
) + C′ = Ln

(V − ١)
V

C

r
=
V − ١
V

−→ V − ١ =
C

r
V −→ V (١ − C

r
) = ١

V =
١

١ − C
r

(٢٣ .۵)

آمد. بدست بالا شکل به V ضریب پس

R١١ −
١
٢g١١R = ٠ = R١١ +

V

٢R

٠ =
−U ′
rUV

+
١
r٢ (١ − ١

V
) (٢۴ .۵)

R٢٢ −
١
٢g٢٢R = ٠ = R٢٢ +

r٢

٢ R =

٠ =
−U ′
U

+
V ′
V

− r
U ′
٢
V ′
UV

+
rU ′٢

٢U٢ (٢۵ .۵)

R٣٣ −
١
٢g٣٣R = ٠ = sin٢ θR٢٢ +

r٢ sin٢ θ

٢ R = R٢٢ +
r٢

٢ R (٢۶ .۵)

آوریم. می بدست زیر شکل به را U ضریب (٢۴.۵) و (٢٣.۵) ی معادله از استفاده با سپس

٠ =
U ′
U

(١ − C

r
)− ١

r
(١ − (١ − C

r
))

٠ =
U ′
U

(١ − C

r
)− C

r٢

U ′
U

=
C

r١)٢ − C
r
)
=

C

r٢ − Cr

dU

U
=

Cdr

r٢ − cr
(٢٧ .۵)
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∫
dU

U
= LnU = C

∫
dr

r٢ − Cr
=
C

C
Ln

r − C

r
= Ln(١ − C

r
) (٢٨ .۵)

زیر: صورت به V و U ضرایب داشتن با

U = (١ − C

r
), V =

١
١ − C

r

(٢٩ .۵)

کنیم. می بازنویسی V و U ضریب داشتن با را متریک

ds٢ = (١ − C

r
)c٢dt٢ − ١

١ − C
r

dr٢ − r٢dθ٢ − r٢ sin٢ θdϕ٢ (٣٠ .۵)

شکل یک چون کند می برآورده مارا های خواسته آمده بدست جواب که شویم می نکته این متوجه ابتدا در

تخت زمان فضا متریک r −→ ∞ در یعنی شود می تخت مجانبی طور به و دهد می را کروی متقارن

باید ما M −→ ٠ حد در که داریم انتظار ما آوریم. بدست را C نامشخص پارامتر باید حال شود. می

باید آن شدن اجرایی و نتیجه این به نیل برای که دید خواهیم پس باشیم داشته را تخت متریک دوباره

دیگری آزاد پارامتر هیچ (چون است. جرم با متناسب آن که کنیم می فرض ما بنابراین شود C = ٠

ندارد) وجود

منبع هنگامیکه کوچک بسیار آزمایشی جرم یک برای نتایج ی مقایسه به نیاز دقیق فرم آوردن بدست برای

C = ٢GM
c٢ نتیجه نهایت در که بگیریم بکار همچنان را نیوتن قانون باید ما پردازیم. می است M جرم

آید. می بدست شوارتسشیلد متریک و دهد می را

ds٢ = (١ − ٢GM
c٢r

)c٢dt٢ − ١
١ − ٢GM

c٢r

dr٢ − r٢dθ٢ − r٢ sin٢ θdϕ٢ (٣١ .۵)

هایزنبرگ قطعیت عدم اصل حضور در آنروح دمای بررسی ٢ .۵

و دارد قرار فوتون چاله، سیاه رویداد افق نزدیکی در که کرد بیان اینطور توان می را ٨ آنروح-دیودیس اثر

و سیاهچاله رویداد افق از خارج در یکی ذرات از کدام هر که شود می تبدیل ذره پاد و ذره به فوتون این

بصورت رویداد افق نزدیکی در ذرات این دمای و دارند قرار سیاهچاله رویداد افق داخل سمت در دیگری

بود خواهد زیر شکل به ذرات این انرژی و است T = ~a
٢πkc

∆E = mv∆v = ma∆x (٣٢ .۵)

8Unruh-Davis
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بود: خواهد زیر صورت به آنها انرژی مجموعا و است ذره هر انرژی که دانیم می طرفی از

∆E = ٢mc٢ (٣٣ .۵)

طی ذره که است طولی واقع در که ∆x توان می انرژی برای بالا ی معادله دو دادن قرار برابر با سپس

افتد.[٨٠] می سیاهچاله داخل به و کند می

ma∆x = ٢mc٢ ⇒ ∆x =
٢c٢

a
(٣۴ .۵)

آوریم می بدست را ∆E هایزنبرگ، قطعیت عدم اصل ی معادله داخل در دادن قرار با را ∆x حال

(∆E = c∆p)

∆x∆p ≥ ~
٢ (٣۵ .۵)

∆E =
~c

٢∆x =
~a
۴c (٣۶ .۵)

به که ای ذره از آمده بدست انرژی با و است kT از ای مرتبه ذره جنبشی انرژی که دانیم می طرفی از

Unruh دمای به که آوریم می بدست را دما طریق این از و دهیم می قرار برابر افتد می سیاهچاله داخل

شود: می شناخته

٣
٢kT =

~a
۴c (٣٧ .۵)

داشت: خواهیم زیر شکل به را Unruh دمای پس

T =
~a
۶kc (٣٨ .۵)

سال در دیویس١٠ آنروح٩و که هست آنچه به نزدیک توافقی بطور آمده بدست که ای رابطه نتیجه در

٢π = ۶ تقریب با آوردند بدست ١٩٧۶

T =
~a

٢πkc (٣٩ .۵)

9W. G. Unruh
10Paul Davies
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یافته تعمیم قطعیت عدم اصل حضور در آنروح دمای بررسی ٢. ١ .۵

میکروسکوپ ی شده شناخته کلاسیکی بحث مجدد بررسی تعمیم، این بررسی برای ممکن راه یک اینجا در

) شود می داده Eانرژی با فوتون (پرتو) بیم یک توسط تئوری در δx کوچک ی اندازه است. هایزنبرگ

[٨١](E = pc فرض با

δx ≃ ~
٢E , (۴٠ .۵)

گدانکن آزمایش اصلی فرمول در است، نیاز مورد کوچک جزئیات اکتشاف برای زیادی انرژی آنجاکه از

ثباتی بی از شکلی شامل گدانکن آزمایش حال این با است. شده گرفته نادیده جاذبه هایزنبرگ ١١

پراکندگی از احتمالی شکل گدانکن آزمایش یا است. ریسمان در بالا انرژی های پراکندگی در گرانشی

گیرد می نظر در بالا انرژی در E انرژی با متناسب Rs = Rs(E) گرانشی شعاع با ها میکروسیاهچاله

باشد: زیر صورت به باید معمول قطعیت عدم ی رابطه که دهد می نشان و

δx ≃ ~
٢E + β RS(E) , (۴١ .۵)

( ℓpmp

٢ = نوشت:(~ توان می زیر شکل به که است Rs ≃ ٢GNE = ٢ℓ٢
p
E
~ و بعد بدون پارامتر β که

δx ≃ ~
٢E + ٢β ℓ٢

p

E

~
= ℓp

(
mp

E
+ β

E

mp

)
. (۴٢ .۵)

بدون یافتگی تعمیم پارامتر است. شده پیشنهاد زیر بصورت که قطعیت عدم اصل از اصلاح نوع یک

این است. شده فرض واحد ی مرتبه از کلی طور به چه اگر نیست، ثابت اصل) (در تئوری نظر از بعد

در صریح ی محاسبه یک توسط و دهد می رخ ریسمان نظریه های مدل از برخی در خاص طور به امر

ی رابطه یک شکل به تواند می رابطه است. β حدود تعیین آن از هدف و است شده رفرنس[۶۶]تایید

شود. بیان قطعیت عدم

∆x∆p ≥ ~
٢

[
١ + β

(
∆p

mp

)٢
]

(۴٣ .۵)

∆x∆p ≥ ١
٢ |⟨[x̂, p̂]⟩| که چرا شد خواهد برابر زیر جابجاگر با قبل ی رابطه باشد ⟨p̂⟩ = ٠ که حالتی در و

:

[x̂, p̂] = i~

[
١ + β

(
p̂

mp

)٢
]

(۴۴ .۵)

11gedanken
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می قرار مطالعه مورد کوانتومی گرانش و [٨٢] کوانتومی میدان نظریه زمینه در گسترده طور به GUP

شده) شناخته Davis−Unruh اثر عنوان به ) Unruh [٨٠]اثر ی رابطه از استفاده با ادامه در گیرد.

Unruh دمای به β اول درجه با تصحیحات ی محاسبه به بار اولین برای نتیجه در داد. خواهیم شرح را

HUP هایزنبرگ قطعیت عدم اصل از Unruh اثر از مستقیم استخراج یک قبل بخش در یافت. دست

بر مبتنی دو هر های آرگومان و QFT داخلی سازگاری برای تاثیر این ضرورت دیگر سوی از شد داده

طیف در نسبی) غیر جزئی( اصلاحات این، بر علاوه است. شده تاثیر ترمودینامیک و عمومی کوواریانس

است. شده داده نشان مختلف های زمینه در تازگی به نیز Unruh

Ek = maδx , (۴۵ .۵)

گیرند. می شتاب زوج N ایجاد منظور به ذره هر آن در که را ای فاصله کنیم می پیدا و

Ek ≃ ٢N m , (۴۶ .۵)

داشت: خواهیم (۴۵.۵) و (۴۶.۵) معادله از استفاده با

δx ≃ ٢ N
a
. (۴٧ .۵)

می قرار δx عرض با فضایی ی محدوده یک داخل در روش این در شده ایجاد های زوج و اصلی ذرات

است. یکسان ذره هر انرژی نوسان بنابراین گیرند،

δE ≃ ~
٢ δx ≃ ~ a

۴N . (۴٨ .۵)

بنویسیم: توانیم می کنیم، تعبیر ذرات از کلاسیک گرمایی آشفتگی یک عنوان به را نوسانات این اگر

٣
٢ kB T ≃ δE ≃ ~ a

۴N , (۴٩ .۵)

T =
~ a

۶N kB
. (۵٠ .۵)

.[٨٢ ،٨٠] شده شناخته Unruh دمای با قبل معادله ی مقایسه در

TU =
~ a

٢ π kB
, (۵١ .۵)
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داشت: خواهیم زیر صورت به (۴۴.۵) معادله در (۴٧.۵) معادله جایگذاری با سپس

٢ N
a

≃ ~
٣ kB T

+ β ℓ٢
p

٣ kB T
~

. (۵٢ .۵)

داریم: زیر شکل به پلانک ثابت و پلانک جرم و طول بین ی رابطه از استفاده با که

٢ π
a

≃ ~
kB T

+ ٩β ℓ٢
p

kB T

~
= ℓp

(
٢mp

kB T
+ ٩ β kB T٢mp

)
. (۵٣ .۵)

استخراج را آمده (۵١.۵) معادله در که را آنروح دمای توان می بالا ی معادله در که دانیم می طرفی از

کرد:

TGUPU ≃ TU

(
١ +

٩ β
۴

ℓ٢
p a

٢

π٢

)
= TU

[
١ +

٩ β
۴

(
kB TU
mp

)٢
]
. (۵۴ .۵)

آوریم: بدست زیر شکل به شده گفته سیستم شتاب برای را ای کمینه مقدار قادریم رابطه این در

a . π

٣
√
β ℓp

, (۵۵ .۵)

داشت: خواهیم زیر بصورت مسئله این در شده بیان آنروح دمای برای را ای کمینه مقدار همچنین

kB TU . mp

٣
√
β
. (۵۶ .۵)

∆x∆p ≥ ~
٢

[
١ + β

(
∆p

mp

)٢
]

(۵٧ .۵)

چاله سیاه شوارزتشیلد شعاع ی مرتبه از ذره یک قطعیت عدم چاله، سیاه یک رویداد افق به نزدیک

[٨٣ ،۶۶ ،١٣] بود خواهد شوارتسشیلد

∆X = ηrs, rs =
٢GM
c٢ (۵٨ .۵)

MGUP =
~c٣

٨πGk (
١
T

+
k٢β٢

c٢ T ) (۵٩ .۵)

داریم: اینطور را جرم حداقل و

M ≥M٠ =
~c٢β

۴πG (۶٠ .۵)

آید: می بدست زیر شکل به گرمایی ظرفیت

CGUP =
~c۵

٨πGk (−
١
T ٢ +

k٢β٢

c٢ ) (۶١ .۵)
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یافته بسط قطعیت عدم اصل حضور در آنروح دمای بررسی ٢. ٢ .۵

یافته بسط قطعیت عدم اصل برای یافته شکل تغییر Unruh دمای آوردن بدست هدف بخش، این در

قطعیت عدم اصل حال رسیدیم[٨۴] آنروح دمای به آن در که (٣٩.۵) تا (٣٢.۵) روابط به توجه با است،

داریم: زیر شکل به را یافته بسط

∆t∆E ≥ ~
٢

[
١ +

(∆t)٢

l٢H

]
, (۶٢ .۵)

آوریم[٨٣] می بدست بنابراین، |Λ|
٣ = ١

L٢
H

و ∆X = c∆t دیگر، طرف از

∆X∆E ≥ ~c
٢

[
١ + |Λ| (∆X)٢

٣c٢

]
, (۶٣ .۵)

کنیم: می حل زیر شکل به را دوم درجه معادله سپس

~ |Λ| (∆X)٢

۶c − (∆E) (∆X) +
~c
٢ = ٠ (۶۴ .۵)

یا

∆X =
٣c(∆E)(١ −

√
(١ − |Λ|٢ /٣(∆E)٢)

|Λ| ~
(۶۵ .۵)

زیر: شکل به دهیم می بسط را قبل ی معادله سپس T ≥ Tmin = ٢~
٣k

√
|Λ|
٣ گیریم می نظر در ما که

∆X =
~c

٢∆E (١ +
~٢ |Λ|

١٢(∆E)٢ ) (۶۶ .۵)

داشت: خواهیم قبل ی معادله در جایگذاری و (۴٩.۵) ی معادله از استفاده با و

TEUPU =
~a

٢πkc(١ +
~٢ |Λ|

٢٧k٢T ٢ ) (۶٧ .۵)

آوریم: می بدست سپس TU = ~a
٢πkc که دانیم می و

TEUPU = TU(١ +
~٢ |Λ|

٢٧k٢T ٢ ) (۶٨ .۵)

داشت: خواهیم قبل معادله در TEUPU جایگذاری با حال

TEUPU = TU(١ +
~٢ |Λ|

٢٧k٢T ٢
U(١ + ~٢|Λ|

٢٧k٢T ٢ )٢
) (۶٩ .۵)
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سپس

TEUPU = TU(١ +
~٢ |Λ|

٢٧k٢T ٢
U

(١ +
~٢ |Λ|

٢٧k٢T ٢ )
−٢) (٧٠ .۵)

دهیم: می بسط زیر شکل به را دوم ی جمله حال

TEUPU = TU(١ +
~٢ |Λ|

٢٧k٢T ٢
U

(١ − ٢ ~٢ |Λ|
٢٧k٢T ٢ )) (٧١ .۵)

آوریم: می بدست نهایت در و کنیم می صرف |Λ|٢ ی مرتبه از جملات از و

TEUPU = TU(١ +
~٢ |Λ|

٢٧k٢T ٢
U

) (٧٢ .۵)

و TU = ~a
٢πkcو شود می بزرگتر Unruh معمولی اثرات به نسبت Unruh دمای در EUP تصحیحات

به را شوارتسشیلد سیاهچاله یک بعد سه در قسمت این در دهیم. می قرار قبل ی معادله در |Λ| ≥ ٠

عدم سیاهچاله، رویداد افق به نزدیک جرم) (بدون کوانتومی ی ذره هر برای گیریم. می نظر در M جرم

نوشت: زیر شکل به توان می را آن دمای که شود می مشخص تکانه در قطعیتی

T =
c∆P

k
(٧٣ .۵)

می قبل ی معادله و معادله این از استفاده با است. نور سرعت c و بولتزمن ثابت k قبل ی معادله در که

دارد[٨٣] وجود مقابل شکل به سیاهچاله دمای برای پایین کران یک که دانیم

T ≥ Tmin =
~cα
k

∼ ١٫٣٢٢١ × ٢٩−١٠K (٧۴ .۵)

ی رابطه بررسی منظور به است. سیاهچاله دمای به شبیه کوانتومی ذره دمای ترمودینامیکی، تعادل برای

است. متناظر سیاهچاله، جرم با دما این

∆X∆P =
~
٢
[
١ + α٢(∆X)٢] (٧۵ .۵)

G و چاله سیاه شوارتزشیلد شعاع rs و است بعد ی مشخصه η (۵٨.۵)که معادله از استفاده با و

ی(٧۵.۵) معادله داخل در (٧٣.۵) و ی(۵.۵٨) معادله جایگذاری با است. نیوتن گرانشی جهانی ثابت

داشت: خواهیم

٢ηGMkT

c٣ =
~
١)٢ +

۴α٢η٢G٢M٢

c۴ ) (٧۶ .۵)
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[٨۴] بود خواهد زیر شکل به آن حل و هست M دوم درجه ی معادله بالا ی معادله که

MEUP =
(mpc)

٢kT

٢η(α~c)٢

[
١ −

√
١ − (α~c)٢

(kT )٢

]
(٧٧ .۵)

ی معادله اصلاحات حضور عدم صورت در که است، (mpc)
٢ = ~c٣

G
ی معادله پیرو پلانک جرم mp که

شد: خواهد زیر ی معادله به منجر قبل

MEUP =
(mpc)

٢

۴ηkT (٧٨ .۵)

رابطه نهایت در است، η = ٢π اینکه و TH = (mpc)٢

٨πkM هاوکینگ دمای با قبل ی معادله ی مقایسه در

کند. می مشخص را دما-جرم بین ی رابطه پایین ی

MEUP =
(mpc)

٢kT

۴π(α~c)٢

[
١ −

√
١ − (α~c)٢

(kT )٢

]
(٧٩ .۵)

که

T ≥ Tmin =
~cα
k

(٨٠ .۵)

داشت: خواهیم α کوچک مقادیر برای که

MEUP =
~c٣

٨πGk (
١
T

+
(α~c)٢

۴k٢T ٣ +
(α~c)۴

٨k۴T ۵ + · · · ) (٨١ .۵)

شود: می تعریف زیر شکل به EUP چاله سیاه گرمایی ظرفیت نتیجه در

CEUP = c٢dM

dT
=

(mpc)
٢k

۴π(α~)٢

١ − ١√
١ − (α~c)٢

(kT )٢

 (٨٢ .۵)

داشت: خواهیم α کوچک مقادیر برای که

CEUP =
~c۵

٨πGk (−
١
T ٢ − ٣(α~c)٢

٢k٢T ۴ − ۵(α~c)۴

٨k۴T ۶ − · · · ) (٨٣ .۵)

تعیین زیر شکل به چاله سیاه ترمودینامیک اول قانون از را EUP چاله سیاه آنتروپی توان می همچنین

کرد:

S = c٢
∫ T

Tmin

dM

T
=

∫ T

Tmin

C(T )
dT

T
(٨۴ .۵)
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زیر: ی معادله به شود می منجر بالا انتگرال

SEUP = − (mpc)
٢k

۴π(α~)٢ ln

[
١ +

√
١ − (α~c)٢

(kT )٢

]
+K (٨۵ .۵)

داشت[٧٩] خواهیم کوچک α برای بالا عبارت بسط با است، گیری انتگرال ثابت K که

SEUP = K − (mpc)
٢k

۴π()٢ ln٢ +
k(mpc

٢(٢

١۶π(kT )٢ +
٣k(c)٢(mpc

٢(٢

١٢٨π(kT )۴ + · · · (٨۶ .۵)

زیر: صورت به K مقدار گرفتن نظر در با

K =
(mpc)

٢k

۴π(α~)٢ ln٢ (٨٧ .۵)

داشت: خواهیم بنابراین،

SEUP = − (mpc)
٢k

۴π(α~)٢ ln

[
١ +

√
١ − (α~c)٢

(kT )٢

]
+

(mpc)
٢k

۴π(α~)٢ ln٢ (٨٨ .۵)

داشت: خواهیم زیر بصورت (٧٩.۵) ی معادله بازنویسی با حال

M = m٠T

[
١ −

√
١ − (

T٠
T
)٢

]
(٨٩ .۵)

زیر مقادیر گرفتن نظر در با همچنین

m٠ =
(mpc)

٢k

۴π(~c)٢ , T٠ = Tmin =
~cα
k

(٩٠ .۵)

آید: می بدست زیر شکل به ی(۵.٨٩) رابطه معکوس

T =
M

٢m٠
+
m٠T

٢
٠

٢M (٩١ .۵)

ی معادله به توجه با داریم. بالا صورت به جرم مقادیر تمام برای واقعی دمایی یک همیشه ما بنابراین

شود: بیان تواند می صورت این به گرمایی ظرفیت قبل

C = m٠c
٢

١ − ١√
١ − (T٠

T
)٢

 (٩٢ .۵)

= m٠c
٢
[
١ − (١ − (

M

٢m٠T٠
+
m٠T٠
٢M )−١/٢−(٢

]
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شود: می بیان شکل این به آنتروپی همچنین و

S = − (mpc)
٢k

۴π(α~)٢ ln

١ +

√√√√١ − (α~c)٢

k٢( M
٢m٠

+ m٠T ٢
٠

٢M )٢

+
(mpc)

٢k

۴π(α~)٢ ln٢ (٩٣ .۵)

داریم: زیر شکل به کوچک های α برای

S

k
≈ SBH

k
− ٢π(~α)٢

(kmpc)٢ S
٢
BH (٩۴ .۵)

است: زیر صورت به شوارتسشیلد ی سیاهچاله برای کلاسیکی نیمه هاوکینگ بکنشتاین آنتروپی طرفی از

SBH = ۴π(M
mp

)٢ (٩۵ .۵)

معادله است پلانک طول Lp و A = ۴πr٢
s = ۴L٢

p(
SBH

k
) که رویداد افق سطح در که دانیم می اینجا در

نوشت: زیر شکل به توان می (٩۴.۵)را ی

S

k
≈ A

۴L٢
p

− π(~α)٢A٢

۴(mpc)٢L۴
p

(٩۶ .۵)

یافته تعمیم قطعیت عدم اصل بسط حضور در آنروح دمای بررسی ٢. ٣ .۵

می چاله سیاه Unruh دمای بررسی به یافته تعمیم قطعیت عدم اصل بسط از استفاده با بخش این در

در که همانطور میپردازیم. سیاهچاله یک ویژه گرمای و ،جرم دما ی درباره تحقیق به همچنین و پردازیم

داریم[٨۵] کردیم معرفی را یافته تعمیم قطعیت عدم اصل بسط اول فصل

∆X∆P ≥ ~
١)٢ + α٢∆X٢ + β٢∆P ٢) (٩٧ .۵)

داشت: زیر شکل به قطعیتی عدم اصل توان می است ∆E = c∆p اینکه به توجه با طرفی از

∆E∆x ≥ ~c
٢ (٩٨ .۵)

بنویسیم: روبرو شکل به را EUP و GUP ی رابطه توانیم می قبل معادلات از استفاده با پس

∆X∆E ≥ ~
٢(c+

β٢

c
∆E٢) (٩٩ .۵)
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∆X∆E ≥ ~
٢(c+ cα٢∆X٢) (١٠٠ .۵)

بنویسیم: زیر شکل به را EGUP توانیم می نتیجه در

∆X∆E ≥ ~c
٢ (١ + α٢∆X٢ +

β٢

c٢ ∆E
٢) (١٠١ .۵)

بنویسیم: مساوی گرفتن درنظر با و دوم درجه معادله شکل به را قبل ی رابطه توانیم می سپس

cα٢∆X٢ − ٢
~
∆E∆X +

β٢

c
∆E٢ + c = ٠ (١٠٢ .۵)

آوریم: بدست مقابل صورت به ∆X برای و

∆X =
∆E

cα٢ (١ −
√

١ − (α~c)٢

∆E٢ − (αβ~)٢ (١٠٣ .۵)

داشت: خواهیم قبل ی معادله دادن بسط با که

∆X =
~c

٢∆E (١ +
(α~c)٢

۴∆E٢ +
β٢∆E٢

c٢ +
(αβ~)٢

٢ ) (١٠۴ .۵)

اصل بسط برای را Unruh دمای TU = ~a
٢πkc و و(١٠۴.۵) روابط(۵٨.۵)و(۵.٧٣) گرفتن درنظر با که

آوریم[٨٠] می بدست زیر شکل به EGUP یافته تعمیم قطعیت عدم

TEGUPU = TU(١ +
~٢c٢ |Λ|
٢٧k٢T ٢ +

٩β٠l
٢
Pk

٢T ٢

۴c٢~٢ +
|Λ| β٠l

٢
P

۶ ) (١٠۵ .۵)

داشت: خواهیم زیر شکل به قبل معادله در TEGUPU جایگذاری با که

TEGUPU = TU(١ +
~٢c٢ |Λ|

٢٧k٢T ٢
U(١ + ~٢c٢|Λ|

٢٧k٢T ٢ +
٩βl٢P k٢T ٢

۴c٢~٢ +
|Λ|β٠l٢P

۶ )٢
+

+
٩β٠l

٢
Pk

٢T ٢
U(١ + ~٢c٢|Λ|

٢٧k٢T ٢ +
٩β٠l٢P k

٢T ٢

۴c٢~٢ +
|Λ|β٠l٢P

۶ )٢

۴c٢~٢ +
|Λ| β٠l

٢
P

۶ ) (١٠۶ .۵)

داشت: خواهیم دوم ی جمله مخرج دادن بسط با سپس

TEGUPU = TU

[
١ +

~٢c٢ |Λ|
٢٧k٢T ٢

U

(١ − ٢~٢c٢ |Λ|
٢٧k٢T ٢ − ١٨β٠l

٢
Pk

٢T ٢

۴c٢~٢ − |Λ| β٠l
٢
P

٣ )+
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+
٩β٠l

٢
Pk

٢T ٢
U(١ + ٢~٢c٢|Λ|

٢٧k٢T ٢ +
١٨β٠l٢P k

٢T ٢

۴c٢~٢ +
|Λ|β٠l٢P

٣ )

۴c٢~٢ +
|Λ| β٠l

٢
P

۶ ] (١٠٧ .۵)

یافته تعمیم قطعیت عدم اصل بسط برای نتیجه در و کنیم می نظر صرف β٢ و |Λ|٢ از قبل ی معادله در

داشت[٨۵] خواهیم زیر شکل به را Unruh دمای

TEGUP = TU(١ +
~٢c٢ |Λ|
٢٧k٢T ٢

U

+
٩β٠l

٢
Pk

٢T ٢
U

۴c٢~٢ +
|Λ| β٠l

٢
P

۶ ) (١٠٨ .۵)

از ناشی چهارم ی جمله و GUP از ناشی سوم ی جمله و EUP از ناشی دوم ی جمله قبل ی معادله در

شکل Unruhتغییر دمای ی معادله دهیم میل صفر سمت به را |Λ| معادله این در اگر است. EGUP

یافته شکل تغییر Unruh دمای ی معادله به EGUP یافته تعمیم قطعیت عدم اصل بسط برای یافته

یابد. می تغییر GUP یافته تعمیم قطعیت عدم اصل برای

TGUP = TU(١ +
٩β٠l

٢
Pk

٢T ٢
U

۴c٢~٢ ) (١٠٩ .۵)

شکل تغییر Unruh دمای ی معادله دهیم میل صفر سمت به را β ی(۵.١٠٧) معادله در اگر همچنین و

یافته شکل تغییر Unruh دمای ی معادله به EGUP یافته تعمیم قطعیت عدم اصل بسط برای یافته

یابد. می تغییر EUP یافته بسط قطعیت عدم اصل برای

TEUP = TU(١ +
~٢c٢ |Λ|
٢٧k٢T ٢

U

) (١١٠ .۵)

تعمیم قطعیت عدم اصل بسط برای Unruh دمای دهیم میل صفر سمت به را β و |Λ| اگر نهایت در

شد خواهد برابر معمولی Unruh دمای با یافته

T = TU (١١١ .۵)

برای یافته شکل تغییر آنروح دمای نمودار تا است بهتر شده بیان یافته تعمیم روابط بهتر درک برای

کنیم. رسم زیر بصورت ξ٣ و ξ٢ ،ξ١ تعریف با آنروح دمای به نسبت را EUP و GUP ، EGUP

ξ١ =
TEGUPU

TU
, ξ٢ =

TEUPU

TU
, ξ٣ =

TGUPU

TU
(١١٢ .۵)

این و دارند مشابهی رفتار پایین دماهای در ξ٣ و ξ١ که یابیم می در (١.۵) شکل نمودار به توجه با

هستند. TU از بزرگتر TGUP TEGUPو که دهد می نشان که چرا است اهمیت حائز جهت این از نکته

که است معنی این به این و دارند مشابهی رفتار نیز بالا دماهای در ξ٢ و ξ١ که کنیم می مشاهده همچنین
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معادله به ای نقطه در ξ٣ و ξ٢ که فهمید توان می نیز نمودار از هستند. TU از بزرگتر TEUP و TEGUP

در زیر مقدار دارای و ξ٢ = ξ٣ نقطه این در که است امر این ی نشاندهنده که TU٠ =
√

٢c~
٣k ( α٣β )

١
۴ ی

هستند: نقطه این

ξmin(T
U
٠ ) = ξ٢(T

U
٠ ) = ξ٣(T

U
٠ ) = ١ +

١
٢

√
αβ

٣ (١١٣ .۵)

|Λ| = ٠٫۵ با ξ٣ و ξ٢ ،ξ١ برای آنروح سیاهچاله-دما یافته شکل تغییر دمای ی رابطه نمودار :١ .۵ شکل

.(~ = c = k = ١ = π = ١) است. شده مشخص β٠ℓ
٢
p = ٠٫۵ و

جایگذاری معادله(۵.٩٧) در هستند (T و P ) که (۵٨.۵) و (٧٣.۵) معادلات از استفاده با سپس

کنیم. می حل را آن که میدهد نتیجه دومی درجه معادله و کرده

٢α٢G٢η٢~
c۴ M٢ − ٢GηkT

c٣ M +
β٢k٢T ٢~

٢c٢ +
~
٢ = ٠ (١١۴ .۵)

داشت خواهیم دو، درجه معادله حل از بعد

MEGUP =
kT~c٣

۴πG(α~c)٢ (١ −
√

١ − (αβ~)٢ − (
α~c
kT

)٢) (١١۵ .۵)

را زیر معادله قبل، معادله در جایگذاری و kT
(α~c)٢ (١ −

√
١ − (αβ~)٢ − (α~c

kT
)٢) ی جمله بسط با که

آوریم می بدست EGUP سیاهچاله جرم برای

MEGUP =
~c٣

٨πGk (
١
T

+
(α~c)٢

۴k٢T ٣ +
k٢β٢T

c٢ +
(αβ~)٢

٢c٢T
) (١١۶ .۵)
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جمله و EUP ی سیاهچاله جرم از ناشی اول ی جمله که دریافت را نکته این توان می بالا ی معادله از

هر یعنی اختلالی پارامتر شامل که است جملی سوم ی جمله و GUP ی سیاهچاله جرم از ناشی دوم ی

سیاهچاله جرم دما این در که آوریم می بدست را زیر دمای همچنین بردارد. در را یافتگی تعمیم پارامتر دو

کند. می اتخاذ را خود مقدار حداقل

T =
١

٢βk

√
٢c٢ + (αβ~)٢ +

√
۴(αβ~c)٢ + (αβ~)۴ + ۴c١)٢ + ٣(αβ~)٢) (١١٧ .۵)

تبدیل (١١۶.۵) ی معادله کند میل سفر سمت به α اینکه فرض با با رابطه درستی تصدیق برای طرفی از

است. درستی ی نتیجه که شود می GUP سیاهچاله برای جرم ی معادله به

MGUP =
~c٣

٨πGk (
١
T

+
k٢β٢T

c٢ ) (١١٨ .۵)

سیاهچاله برای جرم ی معادله کند میل صفر سمت به ی(١١۶.۵) معادله در β اینکه فرض با همچنین

آوریم می بدست را EUP ی

MEUP =
~c٣

٨πGk (
١
T

+
(α~c)٢

۴k٢T ٣ ) (١١٩ .۵)

ی معادله دهیم میل صفر سمت به را α و β یعنی تعمیمی پارامتر دو هر اینکه فرض با نهایت، در

حاکی امر این است عام حالت که شود می HUP ی سیاهچاله برای آمده بدست جرم به تبدیل (١١۶.۵)

است. EGUP ی سیاهچاله جرم برای آمده بدست معادلات بودن درست از

MHUP =
~c٣

٨πGkT (١٢٠ .۵)

بدست طریق این از را دما و دهیم قرار صفر برابر را رادیکال زیر ی جمله (١١۵.۵) ی معادله در اگر

زیر: شکل به است حداقل دمای شود می حاصل که دمایی آوریم،

T ≥ Tmin =
α~c

k
√
(١ − αβ~)٢

(١٢١ .۵)

کنیم: می تعریف زیر بصورت را η٣ و η٢ ،η١ شده بیان معادلات از استفاده با حال

η١ =
MEGUP

MGUP

, η٢ =
MEGUP

MEUP

, η٣ =
MEGUP

MHUP

(١٢٢ .۵)
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می دهیم. می نمایش (٢.۵) شکل. در دما برحسب را η٣ و η٢ ،η١ نمودار بالا معادلات با توجه با حال

MEGUP که است معنی این به این و دارند مشابهی رفتار نمودار این در بالا دماهای در η٣ و η١ که بینیم

رفتار پایین دماهای در η٣ و η٢ دیگر، طرف از است. MHUP از بزرگتر همچنین و MEUP از بزرگتر

است. MHUP از بزرگتر همچنین و MGUP از بزرگتر MEGUP که است معنی این به این و دارند مشابهی

کنیم می مشاهده طرفی از شود. می شامل را دما رنج تمام η٣ که است این توجه قابل جالب ی نکته و

و η١ = η٢ نقطه این در که کنند می قطع را همدیگر نقطه یک در اما نداشته مشابهی رفتار η٢ و η١ که

هستند: زیر صورت به T٠ =
√

α
٢β دمای دارای

ηmin(T٠) = η١(T٠) = η٢(T٠) =
MEGUP (T٠)

MEUP (T٠)
=
MEGUP (T٠)

MEUP (T٠)
=

٢ + ٢αβ + α٢β٢

٢ + αβ

(١٢٣ .۵)

است. شده مشخص β = ٠٫۵ و α = ٠٫۵ با η٣ و η٢ ،η١ برای جرم-دما ی رابطه نمودار :٢ .۵ شکل

.(~ = c = k = ١,٨πG = ١)

سه شامل آن حاصل و نوشت کنید می مشاهده زیر در که فرمولی صورت به را ∆MEGUP توان می

سوم ی جمله و ∆MEUP از ناشی دوم ی جمله و ∆MGUP از ناشی اول ی جمله که بود خواهد جمله
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گرفت. نظر در است β و α پارامتر دو هر دارای که ناشی اختلالی ی جمله توان می را

∆MEGUP = MEGUP −Mord =
~ckβ٢

٨πG T +
~٣c۵α٢

٣٢πGk٣
١
T ٣ +

α٢β٣~٢c

١۶πGk
١
T

=

=∆MGUP +∆MEUP +
α٢β٣~٢c

١۶πGk
١
T

(١٢۴ .۵)

CEGUP = c٢dM

dT
=

~c۵

٨πGk (
−١
T ٢ − ٣(~c)٢

۴k٢T ۴ +
k٢β٢

c٢ − (αβ~)٢

٢c٢T ٢ )) (١٢۵ .۵)

ی جمله و EUP ی سیاهچاله گرمایی ظرفیت از ناشی اول ی جمله که یابیم می در بالا ی معادله از

اختلالی پارامتر شامل که است جملی سوم ی جمله و GUP ی سیاهچاله گرمایی ظرفیت از ناشی دوم

فرض با آمده بدست گرمایی ظرفیت درستی آزمودن برای بردارد. در را یافتگی تعمیم پارامتر دو هر یعنی

از حاکی که آوریم می بدست را GUP ی سیاهچاله گرمایی ظرفیت دهیم میل صفر سمت به را α اینکه

است. آمده بدست ی معادله بودن صحیح

CGUP =
~c۵

٨πGk (
−١
T ٢ +

k٢β٢

c٢ ) (١٢۶ .۵)

برای گرمایی ظرفیت ی معادله به تبدیل (١٢۵.۵) ی معادله β پارامتر دادن قرار صفر فرض با همچنین

شود. می EUP ی سیاهچاله

CEUP =
~c۵

٨πGk (
−١
T ٢ − ٣(~c)٢

۴k٢T ۴ ) (١٢٧ .۵)

ی سیاهچاله یعنی عام حالت برای گرمایی ظرفیت β و α پارامتر دو هر دادن قرار صفر با نهایت در و

آوریم. می بدست را HUP

CHUP =
−~c۵

٨πGkT ٢ (١٢٨ .۵)

کنیم: می تعریف زیر صورت به را ϑ٣ و ϑ٢ ،ϑ١ بالا معادلات به توجه با حال

ϑ١ = ∆CEGUP−EUP = CEGUP − CEUP , ϑ٢ = ∆CEGUP−GUP = CEGUP − CGUP
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ϑ٣ = ∆CEGUP−HUP = CEGUP − CHUP

(١٢٩ .۵)

با که کنیم می مشاهده و کنیم می رسم (٣.۵) شکل. در دما برحسب را ϑ٣ و ϑ٢ ،ϑ١ معادلات نتیجه در

رفتار پایین دماهای در ϑ٢ و ϑ١ همچنین و بالا دماهای در شوند می منطبق هم بر ϑ٣ و ϑ١ دما افزایش

تمام و است منفی همیشه ϑ٣ که نکته این همچنین و است منفی همیشه ϑ٣ حالیکه در دارند مشابهی

شود. می شامل را دما رنج

مشخص β = ٠٫۵ و α = ٠٫۵ با ϑ٣ و ϑ٢ ،ϑ١ برای گرمایی-دما ظرفیت ی رابطه نمودار :٣ .۵ شکل

.(~ = c = k = ١,٨πG = ١) است. شده

آوریم: بدست زیر شکل به را CHUP و CEGUP بین تفاوت خواهیم می حال

∆CEGUP = CEGUP − CHUP =
~c٣kβ٢

٨πG − ٣α٣~٢c٧

٣٢πGk٣T ۴ − ~٣α٢β٢c٣

١۶πGkT ٣ (١٣٠ .۵)

آخر ی جمله و ∆CEUP از ناشی دوم ی جمله و ∆CGUP از ناشی اول ی جمله بالا ی معادله در که

است. اختلالی پارامتر از ناشی

∆CEGUP = ∆CGUP +∆CEUP − ~٣α٢β٢c٣

١۶πGkT ٢ (١٣١ .۵)
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SEGUP =

∫
CEGUP

dT

T
=

~c۵

٨πGk (
١

٢T ٢ +
٣(α~c)٢

١۶k٢T ۴ +
k٢β٢Ln(T )

c٢ +
(αβ~)٢

۴c٢T ٢ ) (١٣٢ .۵)

از ناشی اول ی جمله که یابیم می در بالا، شکل به EGUP ی سیاهچاله آنتروپی آوردن بدست از بعد

جملی سوم ی جمله و GUP ی سیاهچاله آنتروپی از ناشی دوم ی جمله و EUP ی سیاهچاله آنتروپی

صحت آزمودن برای سپس بردارد. در را یافتگی تعمیم پارامتر دو هر یعنی اختلالی پارامتر شامل که است

شود. می SGUP به تبدیل SEGUP که دید خواهیم کند میل صفر سمت به α اینکه فرض با رابطه

SGUP =
~c۵

٨πGk (
١

٢T ٢ +
k٢β٢Ln(T )

c٢ ) (١٣٣ .۵)

شود[۶٧] می SEUP به تبدیل SEGUP کند می میل صفر سمت به β که حالتی در همچنین

SEUP =
~c۵

٨πGk (
١

٢T ٢ +
٣(α~c)٢

١۶k٢T ۴ ) (١٣۴ .۵)

نتیجه این کنند می میل صفر سمت به β و α یعنی یافتگی تعمیم پارامتر دو هر حالیکه در نهایت در

شود. می SHUP به تبدیل SEGUP که شود می حاصل بخش رضایت

SHUP =
~c۵

١۶πGkT ٢ (١٣۵ .۵)

گیریم: می نظر در زیر صورت به را µ٣ و µ٢ ،µ١ بالا معادلات به توجه با حال

µ١ = ∆SEGUP−EUP = SEGUP − SEUP , µ٢ = ∆SEGUP−GUP = SEGUP − SGUP

µ٣ = ∆SEGUP−HUP = SEGUP − SHUP

(١٣۶ .۵)

می نمودار این از و دهیم نمایش (۴.۵) شکل. در دما برحسب را µ٣ و µ٢ ،µ١ توانیم می نتیجه در

دماهای در و دما کاهش با همچنین و هستند منطبق برهم بالا دماهای در µ٣ و µ١ که گرفت نتیجه توان
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مشخص دمای یک در µ٢ و µ١ که هستیم نکته این شاهد همچنین و دارند مشابهی رفتار µ٣ و µ٢ پایین

SHUP و SEGUP بین تفاوت که خواهیم می حالا دارند. دما این در یکسانی مقدار و کرده قطع را همدیگر

کنیم: مشخص زیر شکل به را

∆SEGUP = SEGUP − SHUP =
~c٣kβ٢Ln(T )

٨πG +
٣α٣~٢c٧

١٢٨πGk٣T ۴ +
α٢β٣~٢c٣

٣٢πGkT ٢ (١٣٧ .۵)

بنویسیم: زیر شکل به توانیم می پس

∆SEGUP = ∆SGUP +∆SEUP +
α٢β٣~٢c٣

٣٢πGkT ٢ (١٣٨ .۵)

و ∆SEUP از ناشی دوم ی جمله و ∆SGUP از ناشی اول ی جمله که است نکته این ی نشاندهنده که

است. اختلالی ی جمله از ناشی آخر ی جمله

شده مشخص β = ٠٫۵ و α = ٠٫۵ با µ٣ و µ٢ ،µ١ برای آنتروپی-دما ی رابطه نمودار :۴ .۵ شکل

.(~ = c = k = ١,٨πG = ١) است.





گیری نتیجه

ابتدا کنیم. اشاره یافتیم دست آنها به کار این در که هایی دستاورد و مهم نکات به خواهیم می آخر در
و تکانه ی کمینه دارای که پرداختیم هایزنبرگ قطعیت عدم اصل از ای یافته تعمیم حالات بررسی به
پلانک ی مرتبه از طول کمینه این که کردیم بررسی که هستند طول کمینه دارای آن دیگر فرم همچنین
جبر تحت را رامسوار-تاونزند اثرا همچنین و جعبه در ی ذره ی مسئله برای را انرژی مقدار ویژه است.
ی معادله بررسی به شده بیان ی یافته تعمیم قطعیت عدم اصل با سپس کردیم. بررسی شده معرفی
معرفی با همچنین و کردیم بررسی حالت این در را موج تابع و انرژی و پرداخته بعد یک در شرودینگر
های تراز و پرداخته بعد دو در گوردون کلاین نسبیتی ی معادله بررسی به یافته بسط قطعیت عدم اصل
قطعیت عدم اصل معرفی با همچنین کردیم. بررس را تبهگنی و آورده بدست حالت این در را انرژی
با طرفی از کردیم بررسی فضا این در را معادلات جبری رویکرد خاص، نسبیت فضای در یافته بسط
بررسی به شده بیان ی یافته بسط و یافته تعمیم قطعیت عدم اصل معادلات و هایزنبرگ جبر از استفاده
حضور در فرکانس برای همچنین و گرانشی پتانسیل حضور در مکان برای ای یافته شکل تغییر معادلات

شوند. می تبدیل معمول معادلات به حدی حالت در که یافتیم دست هارمونیک نوسانگر پتانسیل
حضور در سیاهچاله رویداد افق به نزدیک ذره پاد و ذره دمای بررسی به آنروح دمای معرفی با سپس
و پرداختیم یافته تعمیم قطعیت عدم اصل بسط همچنین و یافته بسط و یافته تعمیم قطعیت عدم اصل

یافتیم. شده معرفی ی یافته تعمیم حالات برای را آنتروپی و گرمایی طرفیت و جرم طریق ای از
نمود: ارائه زیر صورت به هایی پیشنهاد توان می نیز کار ی ادامه برای

قطعیت عدم اصل گرفتن نظر در با توان می هامیلتونی نوشتن و ها پتانسیل سایر گرفتن نظر در با -١
پرداخت. هایزنبرگ جبر حل به اصل این های نمایش و یافته بسط

نمود. حل ها متریک سایر برای را انیشتین ی معادله توان می ها متریک سایر گرفتن نظر در با -٢

١٢٧



١ پیوست

پردازیم.[٣٧- ٣٨] می شرودینگر دوم درجه دیفرانسیلی معادله حل به پیوست این در

[
d٢

ds٢ +
α١ − α٢s

s(١ − α٣s)

d

ds
+

−λ١s
٢ + λ٢s− λ٣

[s(١ − α٣s)]٢

]
ψn(s) = ٠

داشت: خواهیم مقادیر ویژه آوردن بدست برای

α۴ =
١
١)٢ − α١), α۵ =

١
٢(α٢ − ٢α٣), α۶ = α٢

۵ + λ١, α٧ = ٢α۴α۵ − λ٢, α٨ = α٢
۴ + λ٣

α٩ = α٣α٧ + α٢
٣٨ + α۶, α١٠ = α١ + ٢α۴ + ٢√α٨, α١١ = α٢ − ٢α۵ + ٩√)٢ + α٣

√
α٨),

α١٢ = α۴ +
√
α٨, α١٣ = α۵ − (

√
α٩ + α٣

√
α٨)

آید: می بدست زیر رابطه از انرژی و

α٢n− (٢n+ ١)α۵ + (٢n+ ١)(√α٩ + α٣
√
α٨) + n(n− ١)α٣ + α٧ + ٢α٣α٨ + ٢√α٨α٩ = ٠

بود: خواهد زیر شکل به روش این در موج تابع

ψn(s) = sα١)١٢ − α٣s)
−α١٣/α٣P (α١−١٠,α١١/α٣−α١−١٠)

n (١ − ٢α٣s)

داشت. خواهیم زیر شکل به را موج تابع حال

ψn(s) = sα١٢eα١٣sLα١−١٠
n (α١١s)

٢ پیوست

⟨|P̂ |⟩ =
∫ κ

−κ

dP

(١ − |P |
κ
)٢
|P |g∗(P )g(P )

=

∫ κ

−κ

dP

(١ − |P |
κ
)٢
|P | ٢σ٢

(٢πσ٢)١/٢ exp

[
−٢σ٢(

P

١ − |P |
κ

)٢

]



= ٢
√

٢
π
σ

∫ κ

٠

dP

(١ − P
κ
)٢P exp

[
−٢σ٢(

P

١ − P
κ

)٢

]

معادله: در ξ = P
١−P

κ

جایگذاری با

⟨|P̂ |⟩ = ٢
√

٢
π
σ

∫ ∞

٠
dξ(

ξ

١ + ξ/κ
)e−٢σ٢ξ٢

= ٢
√

٢
π
σ

∫ ∞

٠
dξ(

∞∑
n=٠

(−١)nξn+١

κn
)e−٢σ٢ξ٢

=
١√
٢π

∞∑
n=٠

(−١)n

(κ
√

٢)nσn+١
Γ(١ +

n

٢)

داشت: خواهیم مشابه بطور

⟨٢⟩ =
∫ κ

−κ

dP

١ − |P |
κ

٢P
٢g∗(P )g(P )

=

∫ κ

−κ

dP

١ − |P |
κ

٢P
٢ ٢σ٢

(٢πσ٢)١/٢ exp

[
−٢σ٢ P

١ − |P |
κ

٢
]

= ٢
√

٢
π
σ

∫ κ

٠

dP

١ − P
κ

٢P
٢ exp

[
−٢σ٢ P

١ − P
κ

٢
]

:ξ = P
١−P

κ

جایگذاری با همچنین و

⟨٢⟩ = ٢
√

٢
π
σ

∫ ∞

٠
dξ

ξ

١ + ξ/κ

٢
e−٢σ٢ξ٢

= ٢
√

٢
π
σ

∫ ∞

٠
dξ(

∞∑
n=١

(−١)n−١nξn+١

κn−١ )e−٢σ٢ξ٢

=
١√
٢π

∞∑
n=٠

(−١)n

(κ
√

٢)nσn+١
Γ(١ +

n

٢)



پیوست٣

است: زیر بصورت g(P ) = (١ − |P |)٣/٢ برای فوریه تبدیلات

ϕ(x) =
١√
٢π

∫ ١

−١

dP

(١ − |P |)٢ (١ − |P |)٣/٢e
ixP

١−|P |

داشت: خواهیم x > ٠ برای

P

١ − |P |
= ξ

داریم: و

ϕ(x) =
١√
٢π

∫ ∞

−∞

dξeixξ

(١ + |ξ|)٣/٢ =

√
٢
π

∫ ∞

٠

dξ cos(xξ)

(١ + ξ)٣/٢

ϕ(x) =

√
٢
π

[
cosx

∫ ∞

١

dy cos(xy)

y٣/٢ + sinx

∫ ∞

١

dy sin(xy)

y٣/٢

]
گیری انتگرال با

I١ =

∫ ∞

١

dy cos(xy)

y٣/٢ = [−٢y−١/٢ cos(xy)]∞١ + ٢x
∫ ∞

١
y−١/٢ sin(xy)dy

= ٢ cosx− ٢x
∫ ∞

١
y−١/٢ sin(xy)dy

:xy = π
٢ t

٢ جایگذاری با

I١ = ٢ cosx− ٢
√

٢πx
∫ ∞

√
٢x
π

sin(
π

٢ t
٢)dt

= ٢ cosx−
√

٢πx
[
١ − ٢S(

√
٢x
π
)

]

داریم: مشابه بطور

I٢ =

∫ ∞

١

dy sin(xy)

y٣/٢ = ٢ sinx+
√

٢πx
[
١ − ٢C(

√
٢x
π
)

]

.١ + ξ = y جایگذاری با
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Abstract In this thesis, we introduce the generalized uncertainty principle and we

expect to obtain standard relation in limited state. We describes how to ocheive the gen-

eralized uncertainty principle (GUP) and find that this generalized uncertainty principle

has a minimal length, that consequence with the string theory that generalized parameter

corresponding with Planck length. Also we introduce the extended uncertainty principle

(EUP) that in limited state change to Heisenberg uncertainty principle and it has a non

zero minimum uncertainty in momentum. Also we know that GUP and EUP and ex-

tended generalized uncertainty principle (EGUP) are modified equation from Heisenberg

uncertainty principle. in this thesis we obtain relativistic and non relativistic equation

with modified uncertainty principle. Then we investigate algebraic approach with doubly

special relativity on generalized uncertainty principle. Also we obtain modified equation

for position and frequency with using Heisenberg algebra in GUP and EUP. Then we have

used the extended generalized uncertainty principle to investigate Unruh temperature and

thermodynamic properties of a black hole. This study starts from a brief perusal of the

Heisenberg uncertainty principle and some physical and mathematical discussion for ob-

taining the generalized and the extended generalized uncertainty principle. Then, using

the discussion, it has been shown in detail how Unruh temperature, mass, specific heat

and entropy of a black hole may be extended.

Keywods: Generalized uncertainty principle, Extended uncertainty principle,

Schrodinger equation, Doubly special relativity, Unruh temperature, Klein-

Gordon equation
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