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یده چ

به را زیادی توجه اخیر ها دهه در زمان به وابسته نسبیتی و نسبیتی غیر کوانتومی های سیستم بررسی
کوانتوم فیزیک بنیادی ساختار تامین به منجر کوانتومی های سیستم این مطالعه زیرا است کرده جلب خود
می اسپینترونیک و پاولی های تله اپتیک، گرانش، مثل کوانتوم فیزیک های زمینه باب در تفسیر و
نسبت ای پاره های مشتق وجود بدلیل زمان به وابسته کوانتومی های سیستم زمانی تحول بررسی شود.
همچنین و مشکلاتی چنین کردن برطرف برای که باشد می خود خاص مشکلات دارای زمان و مکان به
از که است شده استفاده و ابداع متفاوتی های روش بالا دقت با یا و دقیق های جواب آوردن بدست
لوییس-رزنفلد پویا ناوردای و دوم کوانتش فاینمن، های مسیر انتگرال به توان می ها روش این جمله

نمود. اشاره
این از لوییس-رزنفلد، پویا ناوردای روش کامل معرفی ضمن که داریم قصد ما نامه پایان این در
ذره بس سیستم زمان، به وابسته هارمونیک نوسانگر (مانند نسبیتی غیر های سیستم بررسی برای روش
و مقید یا و آزاد بوزنی و فرمیونی های سیستم (مانند نسبیتی و (… و یافته شکل تغییر های هسته ای،

کنیم. استفاده زمان به وابسته برهمکنش حضور در (…

هارمونیک نوسانگر زمان، وابسته های همکنش بر لوییس-رزنفلد، پویا ناوردای کلیدی: کلمات
بوزونی. و فرمیونی های سیستم یافته، شکل تغییر های هسته ای، ذره بس سیستم زمان، به وابسته
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١ فصل

مقدمه

فیزیک” در ”زمان مسئله کنند، می خورد بر آن با فیزیکدانان فیزیک، در که پارامتری ترین مهم از یکی
دادیم، می قرار بررسی مورد را سیستم یک رفتار که هنگامی داریم بخاطر کلاسیک فیزیک از باشد. می
یعنی کرد می بیان زمان حسب بر و واسطه به را سیستم این حال شرح که شدیم می روبرو ای معادله به
تمامی به آینده در را سیستم وضعیت توانستیم می مطالعه، مورد سیستم بر حاکم اولیه شرایط داشتن با
مکانیک در اما باشد می کلاسیک فیزیک در زمان حضور از مشخص و بارز مثال یک این کنیم. مشخص
می خود به قسمت این اعضای بقیه به نسبت متفاوت نگاری و نقش حیاتی پارامتر این حضور کوانتومی
این که کنند می مشخص ریاضی عملگر یک با را پذیر مشاهده هر کوانتومی مکانیک در گیرد.
مکانیک در زمان است. نشده اتخاذ تدبیری چنین این زمان برای اما باشد هرمیتی بایستی عملگر
ماهیت از کوانتومی مکانیک در زمان لذا است شده گرفته نظر در پارامتر یک عنوان به کوانتومی
راحتی به کوانتومی فیزیک در ها برهمکنش زمینه در بررسی اندک با .[١] نیست برخوردار عملگری

اند داده قرار زمان حسب بر کلی بندی دسته یک ها همکنش بر برای که شویم می موضوع این متوجه

زمان از مستقل های همکنش بر •

زمان به وابسته های برهمکنش •

هیچگونه آل ایده طور به یا که است هایی همکنش بر زمان از مستقل های برهمکنش از منظور
بسیار طولانی مدت در ها همکنش بر نوع این تغییرات آنکه یا و باشند نداشته زمان به نسبت وابستگی
این ها برهمکنش از نوع این حسن بزرگترین کرد. نظر صرف آن از توان به که ای گونه به باشد ناچیز
از استفاده با توان می باشد، حاکم زمان به وابسته همکنش بر یک ای کوانتومی سیستم در اگر است
پیشنهاد، این واسطه به که کرد پیشنهاد موج تابع برای شدنی تفکیک فرم یک ها، متغیر جداسازی روش
معادله یک به را باشد می جزئی مشتقات دیفرانسیل معادله یک که زمان به وابسته شرودینگر موج معادله
فازی عامل یک موج تابع زمان به مربوط قسمت عملا و کرد تبدیل مستقل متغیر یک یا مقداری ویژه

داریم کنیم بیان ریاضی زبان به را مطلب این بخواهیم اگر شود. می

١



٢ مقدمه .١

iℏ∂Ψ(r,t)
∂t

= HΨ(r, t) → Ψ(r, t) = R(r)T (t)

→

{
HR(r) = ER(r)

T = e
−i
ℏ Et

(١ . ١)

گونه این که این رغم علی باشد. می سیستم انرژی که است شده داده نشان E با جداسازی ثابت که
منجر هایی دیفرانسیل معادله به نهایت در و هستند رفتار خوش ریاضی لحاظ به اینکه خاطر به مسائل
توان نمی اما باشند، می تفکیک قابل متغییر یک حسب بر فقط حداقل نباشند، آشنا اگر که شود می

کرد. تکیه مسائل نوع این بر تنها بتوان که بود بین خوش آنقدر
به باشد می اهمیت حائز بسیار زمان نقش مسائل گونه این در زمان. به وابسته های برهمکنش اما
تغییر زمان گذر با سیستم برهمکنش که زمانی پس گرفت. نادید را اهمیتش توان نمی دیگر که ای گونه
زمان به وابسته معادله دامن به دست بایستی سیستم آن به مربوط موج تابع آوردن بدست برای کند می
تابع برای که دیفرانسیلی معادله حالت این در که جاست این ماجرا تلخ و مهم نکته ولی شد. شرودینگر
نبست مشتق مرتبه یک دارای که است ای جزئی مشتقات دیفرانسیل معادله یک آید، می بدست موج
چنین این موج تابع که این برای باشد. می مکان به نسبت مشتق دوم مرتبه جمله یک حداقل و زمان به
سدی، چنین از عبور برای کنیم. عبور دیفرانسیل معادله این سد از بایستی آوردیم بدست را سیستمی

کنند: می بندی دسته غالب گونه دو به را زمان به وابسته های برهمکنش

اختلالی زمان به وابسته های برهمکنش •

اختلالی غیر زمان به وابسته های برهمکنش •

سیستم کلی رفتار ها آن در که است هایی برهمکنش اختلالی، زمان به وابسته های برهمکنش از منظور
سیستم در فعالیت مشغول سیستم، کلی رفتار به نبست کوچکی بسیار عامل یک اما است تشخیص قابل
به نسبت تری ساده رفتار ریاضی لحاظ به که این ی عمده دلیل به هم باز مسائل گونه این باشد. می
ویژه جایگاه کوانتومی مکانیک درسی های کتاب در دارند، اختلالی غیر زمان به وابسته های برهمکنش
جمله از شود. می استفاده آن از مسئله اقتضا به بنا روش این از نیز پژوهشی مقالات در البته و دارند ای
با که کرد اشاره فرمی” طلایی ”قانون به توان می روش این از کردن استفاده های دستاورد ترین مشهور

پردازد. می دیگر حالت به حالتی از سیستم یک گذار احتمال به اختلالی روش از استفاده
به را مسائلی چنین این اغلب نتوانیم نیز زمان به وابسته های برهمکنش مورد در که است بدیهی
با رادیواکتیو های هسته ای هسته فیزیک در موارد ترین مشهور از یکی بگیریم. نظر در اختلالی صورت
نیمه با اکتیوی رادیو هسته اگر که برد پی موضوع این به میتوان وضوح به باشند. می کوتاه عمر نیمه
که ای گونه به شود می عوض کلی به سیستم این حالت زمان، گذر از بعد باشد، دسترس در پایین عمر
قابل برهمکنش در زمان اثر مورد این در ندارد. شباهتی هیچ اولیه حالت به نسبت نهایی حالت دیگر

کرد. فرض اختلال را آن حتی یا و گرفت نادیده را آن یا نمیتوان اصلا و باشد می توجه



٣

بپردازیم تئوری یک به کوانتومی، مکانیک واقعیات از استفاده با که هستیم آن بر نامه پایان این در
بدون را هستند زمان به وابسته نامعلوم و صریح طور به که هایی سیستم تا سازد می قادر را ما آن که

کنیم. بررسی را ها سیستم این زمانی تحول ها، آن گرفتن نظر در اختلال



٢ فصل

لوییس-رزنفلد پویای ناوردای روش

تئوری ٢ . ١

کوانتومی مکانیک های واقیعت از استفاده با ٢ رزنفلد و ١ لوییس های نام به فیزیکدان دو ١٩۶٩ سال در
وابستگی این .[٢] داشتند زمان به وابستگی صریح طور به که پرداختند فیزیک در مسائلی حل به اقدام
برای اختلالی صورت به را آن که این نه و کرد پوشی چشم آن اثرات از توان می نه که است ای گونه به
وجود I هرمیتی عملگر یک کنیم فرض اگر که است گونه بدین تئوری این اساس نمود. فرض سیستم

بصورت عملگر این زمانی تحول کوانتومی مکانیک از هایزنبرگ تصویر اساس بر باشد، داشته

dI

dt
=
∂I

∂t
+

١
iℏ
[I,H], (٢ . ١)

زمانی تحول تواند می اپراتور این اینکه یعنی دهیم، قرار صفر برابر را فوق معادله اگر باشد. می
داریم باشد) صفر غیر زمان به نسبت آن ای پاره (مشتق کند تغییر زمان به نسبت حالیکه در باشد نداشته

dI

dt
=
∂I

∂t
+

١
iℏ
[I,H] = ٠, (٢ . ٢)

توان می کار این با دهیم. می اثر |Ψ⟩ دلخواه کت یک روی بر چپ سمت از را (٢ . ٢) معادله حال
نوشت

{ ١
iℏ(IH −HI) + ∂I

∂t
} |Ψ⟩ = ٠,

∂I
∂t
|Ψ⟩+ I ∂|Ψ⟩

∂t
= ١

iℏHI |Ψ⟩ ,

iℏ∂(I|Ψ⟩)
∂t

= H(I |Ψ⟩),

(٢ . ٣)

١H. R. Lewis
٢W. B. Riesenfeld



۵ تئوری .٢ . ١

نیز آن که کند می تولید را جدیدی کت یک |Ψ⟩ کت روی بر ناوردای عملگر اثر که معناست بدین این
کت بر پویا ناوردای عملکرد نحوه اینکه برای اما باشد. می شرودینگر زمان به وابسته موج معادله جواب
منطقی و شدنی دلیل این به کار این بنویسیم. I عملگر های کت ویژه اساس بر را آن یابیم، در را |Ψ⟩
هر های ویژگی جمله از است. هرمیتی عملگری بود، شده شرط ابتدا در که همانطور عملگر این که است

داد. بسط عملگر این های کت ویژه اساس بر توان می را کتی هر که است این هرمیتی عملگر
صورت به پویا ناوردای عملگر مقداری ویژه معادله

I |λ, κ⟩ = λ |λ, κ⟩ , (۴ . ٢)

نماد با عملگر این مقدار ویژه شده، داده نشان |λ, κ⟩ با پویا ناوردای عملگر تابع ویژه آن در که باشد می
اگرچه که است این (۴ . ٢) معادله مهم ویژگی اند. شده آورده κ با کوانتومی اعداد سایر همچنین و λ
برای است. زمان از مستقل آن مقدار ویژه اما باشد می زمان تابع صریح بصورت پویا ناوردای عملگر

گیریم می مشتق زمان به نسبت (۴ . ٢) معادله از ویژگی این دادن نشان

∂I

∂t
|λ, κ⟩+ I

∂ |λ, κ⟩
∂t

=
∂λ

∂t
|λ, κ⟩+ λ

∂ |λ, κ⟩
∂t

, (۵ . ٢)

دهیم می اثر |λ, κ⟩ بر را (٢ . ٢) معادله طرفی از

iℏ
∂I

∂t
|λ, κ⟩+ IH |λ, κ⟩ − λH |λ, κ⟩ = ٠, (۶ . ٢)

رسیم می زیر معادله به کنیم، می ضرب راست سمت از ⟨λ′, κ′| در را فوق معادله

iℏ ⟨λ′, κ′| ∂I
∂t

|λ, κ⟩+ (λ′ − λ) ⟨λ′, κ′|H |λ, κ⟩ = ٠. (٢ . ٧)

که دارد این بر دلالت (٢ . ٧) معادله

⟨λ, κ′| ∂I
∂t

|λ, κ⟩ = ٠, (٢ . ٨)

داریم ⟨λ, κ| در را (۵ . ٢) معادله اگر یعنی این و
∂λ

∂t
= ⟨λ, κ| ∂I

∂t
|λ, κ⟩ = ٠. (٢ . ٩)

شود نوشته زیر صورت به که است مرسوم را |Ψ⟩ زمان به وابسته موج تایع نهایت در

|Ψ⟩ =
∑
λ,κ

cλ,κe
iαλ,κ(t) |λ, κ; t⟩ , (٢ . ١٠)

آن در که

ℏ
dαλ,κ(t)

dt
= ⟨λ, κ| iℏ ∂

∂t
−H(t) |λ, κ⟩ , (٢ . ١١)

فازی عامل یک تنها زیرا است اختیاری فازی عامل این انتخاب که است این تذکر قابل نکته باشد. می
ندارد. تاثیری کوانتومی مکانیک های احتمال در که است کلی

می چگونه که شود روشن مطلب این تا کنیم بررسی را روش این از ساده مثال یک بایستی جا این در
بر آن ریاضی عملیات شود، می محاسبه ناوردا که آینده های فصل در لذا کرد استفاده روش این از توان

دهیم. توضیح است قرار را آن جزئیات ما که باشد می مثال این اساس



۶ لوییس-رزنفلد پویای ناوردای روش .٢

زمان به وابسته بعدی یک هماهنگ نوسانگر مثال: ٢ . ٢

چنین هامیلتونی باشد. زمان از نامعلومی تابع آن ای زاویه فرکانس که کنید فرض را بعدی یک نوسانگر
بود خواهد زیر بصورت نوسانگری

H =
١

٢M
(
P ٢ + Ω٢(t)q٢) , (٢ . ١٢)

توجه با را پویا ناوردای خام پیشنهادی فرم توان می که شویم می آور یاد را ای نکته جا این در
پیشنهادی پویا ناوردای (٢ . ١٢) هامیلتونی برای لذا داد. پیشنهاد سیستم روی بر گذار تاثیر عوامل به

شود می پیشنهاد زیر بصورت

I(t) =
١
٢
(
α(t)q٢ + β(t)P ٢ + γ(t){q, p}

)
. (٢ . ١٣)

معادله در (٢ . ١٢) و (٢ . ١٣) معادلات دادن قرار با باشد. می جابجایی پاد {q, p} فوق رابطه در
عبارت به (٢ . ٢)

١
٢

 (
α̇(t)− ٢Ω٢(t)

M
γ(t)

)
q٢ +

(
β̇(t) + ٢γ(t)

M

)
P ٢

+
(
γ̇(t) + α(t)

M
− Ω٢(t)β(t)

M

)
{q, p}

 = ٠, (١۴ . ٢)

حاصل باشد. می زمان به نسبت جزئی مشتق معنی به حروف بالای در نقطه علامت رسیم. می
باشد می زیر شده کوپل معادلات دستگاه فوق عبارت

α̇(t) = ٢Ω٢(t)
M

γ(t),

β̇(t) = −٢γ(t)
M
,

γ̇(t) = −α(t)
M

+ Ω٢(t)β(t)
M

.

(١۵ . ٢)

از پس که صورت بدین کرد حل توان می واسطه تابع یک معرفی با را (١۵ . ٢) معادلات دستگاه
برای نهایت در و آوریم می بدست شده معرفی تابع آن حسب بر را نظر مورد ضرایب واسط تابع معرفی

که کنیم می فرض لذا کنیم. می محاسبه قید یک واسط تابع آن

β(t) = σ٢(t), (١۶ . ٢)

معادله از رابطه دومین در (١۶ . ٢) معادله دادن قرار با ماست. نظر مورد واسط تابع همان σ٢(t) که
داریم γ(t) برای (١۵ . ٢)



٧ زمان به وابسته بعدی یک هماهنگ نوسانگر مثال: .٢ . ٢

γ(t) = −Mσ̇(t)σ(t), (٢ . ١٧)

داریم (٢ . ١٧) و (١۶ . ٢) معادلات و (١۵ . ٢) معادله رابطه سومین از استفاده با حال

α(t) =M٢ (σ̇٢(t) + σ̈(t)σ(t)
)
+ Ω٢(t)σ٢(t). (٢ . ١٨)

توانیم می حالا اند. آمده بدست واسط تابع اساس بر نظر مورد نامعلوم ضرایب شد اشاره که همانطور
اطلاعات دادن قرار با آوریم. بدست را واسط تابع بر حاکم قید (١۵ . ٢) معادله رابطه اولین از استفاده با

داریم نظر مورد رابطه در آمده بدست

σ(t)
d

dt

(
M٢σ̈(t) + Ω٢(t)σ(t)

)
+ ٣σ̇(t)

(
M٢σ̈(t) + Ω٢(t)σ(t)

)
= ٠. (٢ . ١٩)

آمد خواهد بدست واسط تابع بر حاکم قید (٢ . ١٩) معادله از گرفتن انتگرال با

M٢σ̈(t) + Ω٢(t)σ(t) =
c

σ٣(t)
. (٢ . ٢٠)

توانیم می آمده بدست قید از استفاده با ایم. داده نشان c با را گیری انتگرال ثابت فوق رابطه در
بنویسم تر ساده را α(t) ضریب

α(t) =M٢σ̇٢(t) +
c

σ٢(t)
. (٢ . ٢١)

گونه این پیشنهادی فرم در ضرایب دادن قرار با توان می را پویا ناوردای نهایی فرم نهایت در پس
نوشت

I(t) =
١
٢

((
c

σ٢(t)

)
q٢ + (σ(t)p−Mσ̇(t)q)٢

)
. (٢ . ٢٢)

σ(t) = تعریف با لذا نیست گذار اثر پویا، ناوردای گذاری اثر و ماهیت در گیری انتگرال ثابت چون
معادله برای هم و پویا ناوردای برای هم بهتری عبارت c ثابت ضریب از کردن نظر صرف و c

١
۴ρ(t)

نوشت توان می واسط تابع بر حاکم

I(t) = ١
٢

((
١

ρ٢(t)

)
q٢ + (ρ(t)p−Mρ̇(t)q)٢

)
.

M٢ρ̈(t) + Ω٢(t)ρ = ١
ρ٣(t) .

(٢ . ٢٣)



٨ لوییس-رزنفلد پویای ناوردای روش .٢

کنیم. محاسبه را آن توابع ویژه و مقادیر ویژه بایستی آمد بدست پویا ناوردای صریح فرم که حال
می استفاده عملگری روش از ساده هارمونیک نوسانگر یک بررسی برای باشد می مرسوم که همچنان
نیز مورد این در است، مربعی جمله دو صورت به نیز پویا ناوردای عملگر شکل چون نیز جا این در کنیم،
زیر صورت به مسئله این مناسب برنده بالا و برنده پایین های عملگر برد. کار به را روش این توان می

شود می پیشنهاد

a = ١√
٢ℏ

(
q
ρ
+ i(ρp−Mρ̇q)

)
,

a† = ١√
٢ℏ

(
q
ρ
− i(ρp−Mρ̇q)

)
,

(٢۴ . ٢)

عملگر یک توان می نیز اینجا در که باشند می [a, a†] = ١, جابجایی رابطه دارای ها عملگر این
بالابرنده و برنده پایین عملگرهای از استفاده با دارد. صحیح و نامنفی مقادیر ویژه که a†a صورت به عدد

فرم به که کرد بازنویسی را پویا ناوردای توان می

I(t) = ℏ
(
a†a+

١
٢

)
, (٢۵ . ٢)

دارد زیر بصورت همزمان های کت ویژه لذا شد می جابجا I(t) با a†a چون پس شود. می تبدیل
باشند. می برخوردار تعامد خاصیت از نیز ها کت ویژه این که

a†a |s⟩ = s |s⟩ , s =٠،١،٢،… (٢۶ . ٢)

بصورت ها کت ویژه این روی بر برنده پایین و بالابرنده های عملگر گذاری اثر نحوه

a |s⟩ =
√
s |s− ١⟩ ,

a† |s⟩ =
√
s+ ١ |s+ ١⟩ , (٢ . ٢٧)

آید می در زیر بصورت مقادیر ویژه طیف و باشد می

λs =

(
s+

١
٢

)
ℏ. (٢ . ٢٨)

هامیلتونی ماتریسی عناصر بایستی کنیم استفاده (٢ . ١١) و (٢ . ١٠) های رابطه از بتوانیم اینکه برای
پردازیم. می هامیلتونی ماتریسی عناصر محاسبه به اول مرحله در کنیم. محاسبه را زمانی مشتق عملگر و
با کنیم. بازنویسی برنده پایین و برنده بالا های عملگر حسب بر را هامیلتونی بایستی ابتدا کار این برای

داریم (٢۴ . ٢) رابطه از استفاده

q =
√

ℏ
٢
(
a+ a†

)
ρ,

p = ١
ρ

√
ℏ
٢
(
Mρ̇ρ(a+ a†) + i(a− a†)

)
,

(٢ . ٢٩)



٩ زمان به وابسته بعدی یک هماهنگ نوسانگر مثال: .٢ . ٢

شود می تبدیل زیر بصورت ها آن دوم توان که

q٢ = ℏ
٢(a

٢ + (a†)٢ + aa† + a†a)ρ٢,

p٢ = ℏ
٢ρ٢ ((Mρ̇ρ)٢(a٢ + (a†)٢ + aa† + a†a)+

٢iMρ̇ρ(a٢ − (a†)٢) + (aa† + a†a− a† − (a†)٢)),

(٢ . ٣٠)

دادن تشکیل کار این انجام با کرد. بازنویسی را هامیلتونی توان می توان می فوق رابطه از استفاده با
داریم ها کت ویژه تعامد خاصیت از استفاده با گردد. می تر آسان ماتریسی عناصر

⟨s|H(t) |s⟩ = ℏ
۴M

(
(Mρ̇)٢ + (Ω(t)ρ)٢ +

١
ρ٢

)
⟨s| {a, a†} |s⟩ , (٢ . ٣١)

برنده پایین و بالابرنده های عملگر جابجایی رابطه از (٢ . ٣١) معادله آخر قسمت محاسبه برای
یعنی کنیم. می استفاده

⟨s| aa† + a†a |s⟩ = ⟨s|١ + a†a+ a†a |s⟩ = (٢s+ ١), (٢ . ٣٢)

شود می تبدیل زیر رابطه به ،(٢ . ٣١) رابطه ،(٢ . ٣٢) گرفتن نظر در با پس

⟨s|H(t) |s⟩ = ℏ
٢M

(
(Mρ̇)٢ + (Ω(t)ρ)٢ +

١
ρ٢

)
(s+

١
٢), (٢ . ٣٣)

باشد. می هم قطری غیر عناصر شامل است، نشده نوشته خودش های پایه در ماتریسی عناصر چون
می بازنویسی را برنده بالا عملگر اثر ابتدا در کنیم. محاسبه را ∂

∂t
قطری ماتریسی عناصر بایستی حال

بصورت که کنیم

a† |s− ١⟩ =
√
s |s⟩ , (٣۴ . ٢)

گذر با s که کنیم می رعایت هم را نکته این البته گیریم می جزیی مشتق زمان به نسبت (٣۴ . ٢) از
است ثابت زمان

∂a†

∂t
|s− ١⟩+ a†

∂

∂t
|s− ١⟩ =

√
s
∂

∂t
|s⟩ , (٣۵ . ٢)

نوشت توان می کار این با کنیم. می ضرب ⟨s|√
s

در را (٣۵ . ٢)

١√
s
⟨s| ∂a

†

∂t
|s− ١⟩+ ⟨s| a

†
√
s

∂

∂t
|s− ١⟩ = ⟨s| ∂

∂t
|s⟩ , (٣۶ . ٢)



١٠ لوییس-رزنفلد پویای ناوردای روش .٢

که دانیم می کنیم. بررسی را برنده پایین عملگر اثر میخواهیم حال

a |s⟩ =
√
s |s− ١⟩ , (٢ . ٣٧)

با است معادل فوق رابطه که

⟨s| a† = ⟨s− ١|
√
s, (٢ . ٣٨)

داریم (٣۶ . ٢) در (٢ . ٣٨) کردن لحاظ با

١√
s
⟨s| ∂a

†

∂t
|s− ١⟩+ ⟨s− ١| ∂

∂t
|s− ١⟩ = ⟨s| ∂

∂t
|s⟩ , (٢ . ٣٩)

استفاده (٢ . ٢٩) رابطه از همچنین و بگیریم زمان به نسبت جزیی مشتق (٢ . ٢٧) رابطه دومین از اگر
بنویسیم توانیم می کنیم

∂a†

∂t
=

١
٢

((
−٢ρ̇
ρ

+ iM(ρρ̈− ρ̇٢)

)
a+ iM

(
ρρ̈− ρ̇٢) a†) , (۴٢ . ٠)

به رسد می (٢ . ٣٩) رابطه ،(۴٢ . ٠) از استفاده با نهایت در

⟨s| ∂
∂t
|s⟩ = ⟨s− ١| ∂

∂t
|s− ١⟩+ iM

٢ (ρρ̈− ρ̇٢)

= ⟨٠| ∂
∂t
|٠⟩+ isM

٢ (ρρ̈− ρ̇٢),
(۴٢ . ١)

ماتریسی عناصر تمامی که کنید می ایجاب ∂
∂t

عملگر بودن هرمیتی پاد ماهیت که است مشخص
دریافت (۴٢ . ١) از ⟨٠| ∂

∂t
|٠⟩ درباره بیشتری اطلاعات حال هر در باشد. محض موهومی آن قطری

را محض موهومی اعداد چون باشد (۴٢ . ١) برای شروع نقطه یک تواند می عبارت این لذا شود. نمی
بنابر پس نمود. مشخص نسبی فاز با را محض موهومی اعداد باقی و کرد تلقی فاز عنوان به را توان می

داریم قرارداد

⟨٠| ∂
∂t

|٠⟩ = iM

۴ (ρρ̈− ρ̇٢), (۴٢ . ٢)

بود خواهد زیر بصورت (۴٢ . ١) نهایی شکل قرارداد این با

⟨s| ∂
∂t

|s⟩ = iM

٢ (ρρ̈− ρ̇٢)(s+
١
٢), (۴٢ . ٣)

داریم آمده بدست اطلاعات از بااستفاده حال



١١ زمان به وابسته بعدی یک هماهنگ نوسانگر مثال: .٢ . ٢

dαs(t)
dt

= −١
٢M

(
M٢(ρρ̈− ρ̇٢) + (Mρ̇)٢ + (Ω(t)ρ)٢ + ١

ρ٢

)
(s+ ١

٢)

=−١
M
(s+ ١

٢)
١
ρ٢ ,

αs(t) =
−١
M
(s+ ١

٢)
t∫

٠

١
ρ٢(t′)

dt′,

(۴۴ . ٢)

قابل سیستم حالت زمان به وابسته فازی عامل و مقادیر ویژه توابع، ویژه شدن مشخص با نهایت در
باشد. می پارامترها این برحسب نوشتن

ضرایب آوردن بدست برای ما مسائل همه در همیشه که است اهمیت حائز اینجا در نکته این ذکر البته
نمود ایجاب مسئله شرایط اگر ولی شد نخواهیم واسط تابع دامن به دست پویا ناوردای پیشنهادی فرم

نمود. محاسبه توان می شد داده توضیح که ای گونه به را آن باشیم، داشته واسط تابع به نیاز که
غیر کوانتومی مکانیک در که را مسائلی تا هستیم آماده آن جزئیات و تئوری این دانستن با حال

کنیم. بررسی را شوند می مطرح زمان به وابسته های برهمکنش برای نسبیتی و نسبیتی



٣ فصل

حضور در نسبیتی غیر کوانتومی های سیستم
زمان به وابسته برهمکنش

برهمکنش ها آن در که خواهد بررسی نسبیتی غیر کوانتومی مکانیک در مسائلی نامه پایان از فصل این در
هستند. زمان به وابسته صراحتا ها

جسمی دو زمان به وابسته هارمونیک نوسانگر ٣ . ١

می برخوردار توجهی قابل اهمیت از کوانتومی مکانیک در هم و کلاسیک مکانیک در هم سیستم این
، نسبیتی کوانتومی های میدان نظریه در ١ لی مدل به توان می سیستم این های کاربرد جمله از باشد.
هارمونیک نوسانگر مدل ابررسانایی، در [٧] ٣ بوو بوگولی تبدیل ،[۶ ،۵ ،۴] ٢ حالتی دو فشرده نور [٣]
مبحث این کرد. اشاره [٩] مولکولی فیزیک در هایی مدل همچنین و ،[٨] ۵ پارتون تصویر در ۴ وردا هم
از است. گرفته قرار فیزیکدانان و پژوهشگران استفاده مورد نیز اخیر دهه در بلکه گذشته در تنها نه
های آستانه مورد در مباحثی ایشان کرد. اشاره [١٠] ۶ استفانکی کارهای توان می مواردی چنین جمله
ناحیه [١١] ٨ سودهیر اند. داشته شده کوپل قطری غیر های نوسانگر از ای آرایه در ٧ سازی هماهنگ
را هامیلتونی سازی قطری اعمال با خطی شده کوپل های نوسانگر از ای مجموعه شدگی کوپل شدت به

داد. قرار بحث مورد
نوسانگری چنین گیریم. می درنظر را شده کوپل جسمی دو زمان به وابسته هارمونیک نوسانگر یک ابتدا در

١Lee model
٢Two mode squeezed of light
٣Bogoliubov transformation
۴Covariant harmonic oscillator model
۵Parton picutre
۶Stefański
٧Synchronization thresholds
٨Sudhir

١٢



١٣ جسمی دو زمان به وابسته هارمونیک نوسانگر .٣ . ١

: کرد بیان اینگونه کوانتومی مکانیک زبان به توان می را

H(x١, x٢, t) =
p٢

١
٢m(t)

+
p٢

٢
٢m(t)

+
m(t)ω٢(t)

٢ (x٢
١ + x٢

٢) +
c

m(t)(x١ − x٢)
٢ . (٣ . ١)

زیروند باشد. می زمان به وابسته صریح طور به سیستم این که است این نمایانگر (٣ . ١) هامیتونی
اینکه برای باشد. می ثابت ضریب یک c و است شده اطلاق مسئله در حاضر اجسام به ٢ و ١ های

صورت به ژاکوبی مختصات انتخاب با کرد برخورد مسئله این با بهتر بتوان

R =
x١ + x٢

٢ , r = x١ − x٢ (٣ . ٢)

به شود می تبدیل (٣ . ١) هامیتونی

H(R, r, t) =
P ٢
R

٢M(t)
+
M(t)ω٢(t)R٢

٢ +
P ٢
r

٢µ(t) +
µ(t)ω٢(t)r٢

٢ +
c′

µ(t)r٢ . (٣ . ٣)

جدید ثابتی c′ و اند شده مسئله وارد µ(t) = m(t)
٢ و M(t) = ٢m(t) های پارامتر (٣ . ٣) معادله در

ناوردای لذا است شده تفکیک مستقل قسمت و به هامیلتونی این شود می دیده که همانطور باشد. می
آن مقدار ویژه که نوشت توان می I(t) = IR(t) + Ir(t) صورت به را مسئله این برای مناسب پویا

باشد. می ⟨x |λ, κ⟩ = Φ(R, t)Φ(r, t) نیز آن توابع ویژه و λ = λR + λr بصورت
پیشنهاد زیر صورت به را پویا ناوردای قسمت این برای کنیم. می بررسی را R به مربوط قسمت ابتدا

دهیم می

IR(t) =
١
٢
(
α(t)P ٢

R + β(t)R٢ + χ(t){PR, R}
)
, (۴ . ٣)

صریح فرم آوردن بدست از پس شد، داده توضیح اول فصل در آن جزئیات که روشی از استفاده با
که کرد بازنویسی چنین این را آن توان می پویا، ناوردای پیشنهادی فرم در زمان به وابسته توابع

(۵ . ٣)

IR(t) =
١
٢

(
ρR(t)P

٢
R +

(
١

ρR(t)
+ ρ٢

R(t)M
٢(t)

)
R٢ −M(t)ρR(t)ρ̇R(t){PR, R}

)
,

معادله بایستی ρR(t) پارامتر (۵ . ٣) معادله در که

ρ̈R(t) +
Ṁ(t)

M(t)
ρ̇R(t) + ω٢(t)ρR(t) =

١
M٢(t)ρR(t)

, (۶ . ٣)

ما برای را کار پویا ناوردای توابع ویژه آوردن بدست برای (۵ . ٣) معادله از استفاده نماید. ارضا را
بصورت یکانی تبدیل یک از استفاده با میتوانیم ما لذا کرد خواهد سخت

UR = exp
(

iM(t)ρ̇R
٢ℏρR R٢

)



١۴ زمان به وابسته برهمکنش حضور در نسبیتی غیر کوانتومی های سیستم .٣

I ′R = بصورت پویا ناوردای روی بر تبدیل این اثرگذاری نحوه کنیم. بازنویسی را پویا ناوردای
شود می یکانی تبدیل این نتیجه باشد. می URIRU

†
R

I ′R(t) =
١
٢

(
ρ٢
R(t)P

٢
R +

R٢

ρ٢
R(t)

)
. (٣ . ٧)

با .ΦR = URΦ
′
R که باشد می I ′RΦ′

R = λRΦ
′
R بصورت پویا ناوردای برای مقداری ویژه معادله

معادله به ξ = R
ρR

متغیر تغییر همچنین و تکانه عملگری صورت اتخاذ

d٢Φ′
R

dξ٢ +
١
ℏ٢
(
٢λR − ξ٢)Φ′

R = ٠, (٣ . ٨)

بصورت وابسته لاگر های ای جمله چند اساس بر هایی جواب دارای معادله این رسیم. می

Φ′
n,R(R) =

(
R
ρR

)
exp

(
−١
٢ℏ

(
R
ρR

)٢
)
L

١
٢
n

(
١
ℏ

(
R
ρR

)٢
)
,

λn,R = ℏ
(
٢n+ ٣

٢
)
.

(٣ . ٩)

صورت به قسمت این برای فازی عامل همچنین باشد. می

αn,R(t) = −
(
٢n+ ٣

٢
) t∫

٠

dt′

M(t)ρ٢
R(t)

. (٣ . ١٠)

کرد دنبال توان می را مشابه عملیاتی نیز r نسبی مختصات به مربوط قسمت برای اما باشد. می
که شود پیشنهاد گونه این بایستی پویا ناورداری که صورت بدین

Ir(t) =
١
٢

(
δ(t)

(
P ٢
r +

٢c′
r٢

)
+ ε(t)r٢ + ϕ(t){Pr, r}

)
(٣ . ١١)

که هستند دستیابی قابل پویا ناوردای بر حاکم زمانی تحول رابطه استفاده با زمان به وابسته ضرایب
بصورت پویا ناوردای فرم پس شد. تشریح قبل فصل در

I(t) =
١
٢

(
ρ٢
r

(
P ٢
r +

c

r٢

)
+

(
١
ρ٢
r

+ (µ(t)ρ̇r(t))
٢
)
r٢ − ρrρ̇rµ(t){Pr, r}

)
. (٣ . ١٢)

معادله بایستی نیز ρr(t) پارامتر که باشد می

ρ̈r(t) +
µ̇(t)

µ(t)
ρ̇r(t) + ω٢(t)ρr(t) =

١
µ٢(t)ρr(t)

, (٣ . ١٣)

از ابتدا سهولت برای نیز قسمت این پویای ناوردای توابع ویژه آوردن بدست برای کند. ارضا را
یکانی تبدیل



١۵ جسمی دو زمان به وابسته هارمونیک نوسانگر .٣ . ١

Ur = exp
(

iµ(t)ρ̇r
٢ℏρr r

٢
)

تری ساده صورت به را جدید پویا ناوردای I ′r = UrIrU
†
r به توجه با تبدیل این کنیم. می استفاده

میکند تبدیل

I ′R(t) =
١
٢

(
ρ٢
r(t)

(
P ٢
r +

c

r٢

)
+

r٢

ρ٢
r(t)

)
. (١۴ . ٣)

به یافته تبدیل پویا ناوردای برای مقداری ویژه رابطه از استفاده و η = r
ρr

جدید متغیر تعریف با
بدست صورت بدین توابع ویژه این بر حاکم معادله باشد. می Φr = UrΦ

′
r که I ′rΦ′

r = λrΦ
′
r صورت

آید می

d٢Φ′
r

dr٢ +
١
ℏ٢

(
٢λr − η٢ − c

η٢

)
Φ′

r = ٠. (١۵ . ٣)

شود می ارضا زیر مقادیر ویژه با لاگر های ای جمله چند توسط نیز (١۵ . ٣) معادله

Φ′
m,r =

(
r
ρr

)١
٢

(
٢+١

√
١
۴− c

ℏ٢

)
exp

(
−١
ℏ٢

(
r
ρr

)٢
)
L

√
١
۴− c

ℏ٢
m

(
٢
ℏ

(
r
ρr

)٢
)
,

λm,r = ٢ℏ
(√

١
۴ − c

ℏ٢ + (٢m+ ١)
)
.

(١۶ . ٣)

داریم قسمت این برای فازی عامل همچنین

αm,r(t) = −٢ℏ
(√

١
۴ − c

ℏ٢ + (٢m+ ١)
) t∫

٠

dt′

µ(t)ρ٢
r(t)

. (٣ . ١٧)

نوشت گونه این نهایت در را موج تابع توان می محاسبات این از پس

Ψ(R, r, t) =
∑
n,m

Cn,m exp( iℏαn,R)Φn,R exp( iℏαm,r)Φm,r. (٣ . ١٨)

رفتار بایستی سیستم این در باشد می رخداد حال در که آنچه از فیزیکی درک یک داشتن برای اما
(٣ . ١٣) و (۶ . ٣) معادله اساس بر ما بگیرد. قرار بررسی مورد است، شده ظاهر موج تابع در که ρ پارامتر
مقادیر دادن قرار با همچنین و ω(t) =M(t) = µ(t) = e−λt صورت به خاص حالتی گرفتن نظر در با

ایم. کرده رسم عددی صورت به را پارامتر این رفتار λ = ١, ρ(٠) = ١, ρ̇(٠) = ٠



١۶ زمان به وابسته برهمکنش حضور در نسبیتی غیر کوانتومی های سیستم .٣

حسب بر جسمی دو زمان به وابسته هارمونیک نوسانگر سیستم در پویا ناوردای ρ(t) رفتار :٣ . ١ شکل
زمان.

آمده بدست موج معادله در آن جایگاه و خاص حالت این در پارامتر این صعودی ماهیت به توجه با
در سیستم که است معنی بدین این و کند می میل صفر سمت به موج تابع زمان گذر با که دید توان می
از را انرژی که است زمان به وابسته برهمکنش از ناشی زوال این رود. می بین از و است زوال حال

کند. می خارج سیستم



١٧
میدان و هارمونیک نوسانگر برهمکنش حضور در متغیر موثر جرم با کوانتومی ای ذره بس سیستم .٣ . ٢

زمان به وابسته الکتریکی

حضور در متغیر موثر جرم با کوانتومی ای ذره بس سیستم ٣ . ٢
به وابسته الکتریکی میدان و هارمونیک نوسانگر برهمکنش

زمان

بخصوص باشند می کوانتومی مکانیک در مهم های سیستم جمله از متغیر جرم با ٩ ای ذره بس های سیستم
و مطالعه مورد سیستمی چنین این [١٣ ،١٢] باشد. زمان به وابسته ها آن جرم که هماهنگ نوسانگرهای
[٢٢ ،٢١ ،٢٠ ،١٩ ،١٨ ،١٧ ،١۶ ،١۵ ،١۴] است. گرفته قرار فیزیکدانان از توجهی قابل جمع بررسی
تبادل حال در محیط و سیستم میان انرژی که دارد خود دنبال به را تعبیر این زمان به جرم وابستگی
با را الکترون یک برهمکنش توان می مدلی چنین این اساس بر توان می مثال عنوان به [١٩] است.
کرد حل دقیق صورت به توان می را ها سیستم این چون طرفی از [٢١] نمود. توصیف پویا محیط یک

گیرند. می قرار توجه مورد تر بیش لذا
میدان همچنین و کننده محبوس برهمکنش یک آن بر که بگیرید نظر در را ای ذره بس سیستم
برهمکنش بدون نیز سیستم ذرات همچنین شود. می اعمال کند تغییر تواند می زمان با که ای الکتریکی
باشد می زیر بصورت کلی حالت در سیستم این هامیلتونی باشند. می برهکنش حال در باهم و نیستند

H(t) = ١
٢
∑
i

(
p٢
i

m(t)
+ r̃i.K(t).ri

)
+
∑
i̸=j

u(ri − rj) + f(t).r (٣ . ١٩)

برهمکنش تانسوری عامل که کنیم می فرض سهولت برای باشد. می E(t) = f(t)/q آن در که
یعنی باشد. قطری کننده محبوس

r̃i.K(t).ri = m(t)
(
ω٢
x(t)x

٢
i + ω٢

y(t)y
٢
i + ω٢

z (t)z
٢
i

)
, (٣ . ٢٠)

بصورت ذرات نسبی برهمکنش همچنین

u(ri − rj) =
١
٢k(t)|ri − rj|٢, (٣ . ٢١)

داریم (٣ . ١٩) معادله در (٣ . ٢١) (٣ . ٢٠)و معادلات جایگذاری با باشد.

H(t) =
١
٢
∑
i

(
p٢
i

m(t)
+m(t)(ω.ri)

٢
)
+
∑
i ̸=j

١
٢k(t)|ri − rj|٢ + f(t).ri. (٣ . ٢٢)

نیز مغناطیسی القایی اثرات از همچنین هستند جرم هم ذرات که است این بر ما فرض جا این در که
ژاکوبی یافته تعمیم مختصات بایستی ای ذره بس سیستم چنین این بررسی برای است. شده نظر صرف

کنیم اتخاذ زیر بصورت را
٩Quantum many-body system



١٨ زمان به وابسته برهمکنش حضور در نسبیتی غیر کوانتومی های سیستم .٣

R(١) ≡ R =
١
N

∑
i

ri, P̂
(١) ≡ P̂ =

∑
i

p̂i, (٣ . ٢٣)

X(٢) = x١ − x٢,

X(٣) = x١ + x٢ − ٢x٣,

.

.

.

X(N) = x١ + x٢ + ...+ xN−١ − (N − ١)xN .

(٢۴ . ٣)

Z(٢), ..., Z(N) یعنی دهیم می انجام را کار ای مشابه طور به نیز مختصات دیگر برای که است بدیهی
نهایی فرم تغییرات این اعمال با شوند. می تعریف (٢۴ . ٣) مشابه P (٢), ..., P (N) Yو (٢), ..., Y (N) ،

بصورت هامیلتونی

H = Hcm +Hrel (٢۵ . ٣)

جرم مرکز قسمت بر فقط الکتریکی میدان اثر که است این توجه جالب نکته بود. خواهد تفکیک قابل
شود می وارد

Hcm =
P٢

٢M(t)
+
M(t)

٢
(
ω٢
X(t)X

٢ + ω٢
Y (t)Y

٢ + ω٢
Z(t)Z

٢)− F(t).R. (٢۶ . ٣)

شده داده نمایش بزرگ حروف با متغیر الکتریکی میدان های مولفه و ها جرم مجموع فوق معادله در
شود می تبدیل هم از جدا نوسانگر N به تبدیل نیز هامیلتونی نسبی قسمت است.

Hrel =
∑
i=٢

(
P(i)

)٢

٢µi(t)
+ ηi(t)

(
R(i)

)٢
, (٣ . ٢٧)

بررسی هم از جدا بصورت بایستی و کنند می عمل مستقل طور به کدام هر نسبی و جرم مرکز هامیتونی
بدست نسبی و جرم مرکز قسمت به مربوط موج تابع حاصلضرب از سیستم این نهایی موج تابع شوند.

آید می

Ψtotal=ΨcmΨrel. (٣ . ٢٨)

ناوردای لذا هستند هم از مستقل ها نوسانگر چون دهیم. می قرار بحث مورد را نسبی قسمت ابتدا در
نسبی، قسمت نهایی موج تابع همچنین قسمت، هر پویای ناورداهای مجموع از نسبی قسمت برای پویا

آید می بدست هرنوسانگر موج تابع حاصلضرب از



١٩
میدان و هارمونیک نوسانگر برهمکنش حضور در متغیر موثر جرم با کوانتومی ای ذره بس سیستم .٣ . ٢

زمان به وابسته الکتریکی

Irel−tot =
N∑
i=٢

Ii, Ψrel =
N∏
i=٢

Ψi, (٣ . ٢٩)

وابسته نوسانگر یک کنیم. می بحث کلی حالت در را زمان به وابسته نوسانگر یک جا این در ما پس
بصورت نوسانگر این هامیلتونی بگیرید. نظر در را زمان به

H(q, t) =
P ٢
q

٢µ(t) +
µ(t)ω٢(t)q٢

٢ , (٣ . ٣٠)

دهیم می پیشنهاد گونه بدین را پویا ناوردای باشد. می

I(t) =
١
٢
(
α(t)P ٢

q + β(t)q٢ + χ(t){Pq, R}
)

(٣ . ٣١)

توضیح ١ فصل در که پویا ناوردای زمانی تحول به توجه با هستند. زمان از حقیقی توابعی ضرایب که
آوریم بدست گونه این را پویا ناوردای نوانیم می مناسب ریاضی عملیات از پس است، شده داده

I(t) =
١
٢

(
ρ(t)P ٢

q +

(
١

ρR(t)
+ ρ٢(t)µ٢(t)

)
q٢ − µ(t)ρ(t)ρ̇(t){Pq, q}

)
(٣ . ٣٢)

کند صدق زیر معادله در بایستی ρ(t) پارامتر فوق معادله در که

ρ̈(t) +
µ̇(t)

µ(t)
ρ̇(t) + ω٢(t)ρ(t) =

١
µ٢(t)ρ(t)

. (٣ . ٣٣)

یکانی تبدیل از پویا ناوردای عملگر توابع ویژه محاسبه از قبل

Uq = exp
(

iµ(t)ρ̇(t)
٢ℏρ(t) q

٢
)

از استفاده با کند. می تبدیل تری ساده فرم به را پویا ناوردای عملگر تبدیل این بریم. می بهره
داریم I ′q = UqIqU

†
q

I ′q(t) =
١
٢

(
ρ٢(t)P ٢

q +
q٢

ρ٢(t)

)
(٣۴ . ٣)

مقداری ویژه معادله پس . Φq = UqΦ
′
q داریم یکانی تبدیل از استفاده با که توابع ویژه برای همچنین

شود می نهایت در پویا ناوردای

I ′qΦ
′
q = λqΦ

′
q (٣۵ . ٣)



٢٠ زمان به وابسته برهمکنش حضور در نسبیتی غیر کوانتومی های سیستم .٣

بصورت آن دیفرانسیلی صورت که

d٢Φ′
q

dξ٢ +
١
ℏ٢ (٢λq − ξ٢)Φ′

q = ٠, (٣۶ . ٣)

صورت به وابسته لاگر توابع حسب بر هایی جواب دارای معادله این .ξ = q
ρ

که

Φ′
q,n(q) =

(
q
ρR

)
exp

(
−١
٢ℏ

(
q
ρ

)٢
)
L

١
٢
n

(
١
ℏ

(
q
ρ

)٢
)

λn,q = ℏ
(
n+ ١

٢
) (٣ . ٣٧)

آن فازی عامل و

αn,q(t) = −
(
n+ ١

٢
) t∫

٠

dt′

µ(t)ρ٢(t)
, (٣ . ٣٨)

توان می را قسمت این نهایی موج تابع اطلاعات این داشتن با باشد. می

Ψrel =
∑
n

eiαn,q(t)Φq,n(q, t). (٣ . ٣٩)

گرفتن نظر در با محاسبات این که دید توان می .

µ(t)ω٢
i (t)

٢ → ηi(t) (۴٣ . ٠)

دهد. می پوشش را هامیلتونی نسبی قسمت کلی، محاسبات این

فنا و خلق های عملگر از استفاده با

a†X =
√

M(t)ωX(t)
٢ℏ

(
X − i PX

M(t)ωX(t)

)
,

aX =
√

M(t)ωX(t)
٢ℏ

(
X + i PX

M(t)ωX(t)

)
,

ℵX = a†XaX ,

(۴٣ . ١)

بنویسیم تر ساده بعد یک در را جرم مرکز هامیلتونی خواهیم می



٢١
میدان و هارمونیک نوسانگر برهمکنش حضور در متغیر موثر جرم با کوانتومی ای ذره بس سیستم .٣ . ٢

زمان به وابسته الکتریکی

HX = ℏωX(t)

(
ℵX +

١
٢

)
−

√
ℏ

٢M(t)ωX(t)

(
aX + a†X

)
fx(t). (۴٣ . ٢)

دهیم می پیشنهاد صورت بدین را پویا ناوردای ،(٢٩) معادله زمانی تحول بررسی برای

Icm(t) = θ(t)ℵX + ϑ(t)
(
aX + a†X

)
+ ν(t)

(
a†X − aX

)
+ δ(t) (۴٣ . ٣)

داریم پویا ناوردای عملگر زمانی تحول از استفاده با

θ = ,ثابت

ϑ = ثابت ,

ν(t)= Re
[

١
ei

∫
ωX (t)dt

(
−i
∫
ei
∫
ωX(t)dt

(
ϑωX(t) +

θg(t)
ℏ

))]
+ ,ثابت

δ(t) = −٢
∫
g(t)ν(t) + ,ثابت

g(t) =
√

ℏ
٢M(t)ωX(t)

f(t).

(۴۴ . ٣)

نویسیم می نوسانگر حالات ویژه اساس بر را پویا ناوردای های تابع ویژه

|λ, κ; t⟩ =
∑
n

Cn |n⟩ . (۴۵ . ٣)

داربم آن روی بر (۴٣ . ٣) دادن اثر با است. ثابت مقداری Cn که

|λ, κ; t⟩ =
∑
n

Cn(θn |n⟩+ ϑ(
√
n |n− ١⟩+

√
n+ ١ |n+ ١⟩)+

ν(t)(
√
n+ ١ |n+ ١⟩ − √

n |n− ١⟩) + δ(t) |n⟩)
. (۴۶ . ٣)

دهیم. می بسط پویا ناوردای توابع ویژه اساس بر را آن نیز قسمت این موج تابع برای
یک دارای ρ پارامتر کردن رسم با که است مشاهده قابل موضوع این براحتی نیز قسمت این در
گذر با که رسیم می نتیجه این به موج تابع در پارامتر این جایگاه کردن لحاظ با و است صعودی ماهیت

رفت. خواهد بین ار سیستم این زمان



٢٢ زمان به وابسته برهمکنش حضور در نسبیتی غیر کوانتومی های سیستم .٣

زمان به وابسته برهمکنش حضور در پاولی معادله ٣ . ٣

پاولی معادله از مغناطیسی میدان یک در متحرک باردار ذره یک توصیف برای کوانتومی مکانیک در
مغناطیسی میدان یک حضور در معادله این از استفاده نتایج ترین مهم از یکی کنند. می استفاده ١٠

١٣ کاشر و ١٢ آهارنو همچنین [٢٣] باشد. می ١١ لانداو های تزار است، عمود xy صفحه بر که ثابت
مسئله این بود xy صفحه بر عمود که Bẑ = B(x, y) مغناطیسی میدان یک گرفتن نظر در با توانستند
زمان به وابسته برهمکنش حضور در را پاولی معادله قسمت این در [٢۴] کردند. حل دقیق صورت به را

شکل به کلی حالت در معادله این کرد. خواهیم بررسی

H =
١

٢M (P− qA)٢ +
qℏ

٢Mσ.B+ qϕ, (۴٣ . ٧)

این با .q = c = ℏ = ١ که کنیم می فرض قسمت این در محاسبات در سهولت منظور به دارد.
تر ساده شکل (۴٣ . ٧) معادله انتخاب

H =
١

٢M

(
P٢ +

B٢
٠

۴
(
x٢ + y٢)+ σzB٠ −B٠Lz

)
+ ϕ, (۴٣ . ٨)

موج تابع لذا است شده ظاهر (۴٣ . ٨) معادله در ای زاویه تکانه سوم مولفه چون گیرد. می خود به را
می تبدیل را (۴٣ . ٨) معادله انتخاب این دهیم. می قرار Ψ(x, y, t) = eimφψ(x, y, t) صورت به را

به کند

H =
١

٢M

(
P ٢
ρ +B٢

٠

(
ρ٢

۴ + ٢S −m

))
+ ϕ, (۴٣ . ٩)

صورت به تکانه عملگری فرم پس شود، بررسی ای استوانه مختصات در مسئله این است قرار که
صورت به را زمان به وابسته همکنشش بر قسمت این برای شود. می P ٢

ρ = −١
ρ

∂
∂ρ
(ρ ∂

∂ρ
)

،ϕ(ρ, t) = a(t)ρ٢ + b
٢M(t)ρ٢

شود گرفته نظر در است قرار که ای هامیتونی برهمکنش، این حضور با بگیریم. نظر در

H =
P ٢
ρ

٢M(t)
+

(
a(t) +

B٠
٨M(t)

)
ρ٢ +

b

٢M(t)ρ٢ + ٢S −m, (۵٣ . ٠)

١٠Pauli equation
١١Landaus levels
١٢Aharonov
١٣Casher



٢٣ زمان به وابسته برهمکنش حضور در پاولی معادله .٣ . ٣

باشد. می
صورت به ١ فصل در شده داده توضیحات به توجه با (۵٣ . ٠) هامیلتونی برای مناسب پویای ناوردای

باشد می زیر

(۵٣ . ١)

I(t) =
١
٢

(
ρ٢
(

١
ξ٢(t)

+ (M(t)ξ(t))٢
)
+ ξ٢(t)

(
P ٢
ρ +

b

ξ٢(t)

)
− ٢ξ̇(t)ξ(t)M(t){ρ, Pρ}

)
,

معادله ξ(t) واسطه تابع فوق معادله در که

ξ̈(t) + Ṁ(t)
M(t)

ξ̇(t) + Ω(t)
M(t)

= ١
M٢(t)ξ٣(t) ,

Ω(t) = a(t) + B٠
٨M(t)

.

(۵٣ . ٢)

یکانی تبدیل از بایستی پیشنهادی، ناوردای توابع ویژه محاسبه از قبل نماید. ارضا را

U = exp
(

iM(t)ξ̇(t)
٢ξ(t) ρ٢

)
بدست گونه این را پویا ناوردای جدید I ′(t) = UI(t)U † و یکانی تبدیل این کمک به نمود. استفاده

آوریم می

I ′(t) =
١
٢

(
ρ٢

ξ٢(t)
+ ξ٢(t)

(
P ٢
ρ +

b

ξ٢(t)

))
. (۵٣ . ٣)

توابع ویژه برای حاکم دیفرانسیل معادله Φ(ρ, t) = UΛ(ρ, t) صورت به توابع ویژه گرفتن نظر در با

d٢Λ(ζ)

dζ٢ +
١
ζ

dΛ(ζ)

dζ
+

(
٢λζ٢ − ζ۴ − b

ζ٢

)
Λ(ζ) = ٠, (۵۴ . ٣)

لاگر توابع حست بر هایی جواب دارای معادله(٣ . ۵۴) است. شده تعریف ζ = ρ
ξ(t)

که باشد می
صورت به وابسته

Λ(ρ, t) =
(

ρ
ξ(t)

)√b

exp
(

−ρ
٢ξ(t)

)
L

√
b

n

((
ρ

ξ(t)

)٢
)
,

λn = −
(

٢n+ ١ +
√
b
)
,

(۵۵ . ٣)

مسئله این برای فازی عامل همچنین باشد. می

αλ,κ(t) = exp

(
٢n+ ١ +

√
b

ℏ

∫
dt

M(t)ξ٢(t)

)
, (۵۶ . ٣)



٢۴ زمان به وابسته برهمکنش حضور در نسبیتی غیر کوانتومی های سیستم .٣

باشد می زیر صورت به موج تابع نهایی فرم لذا است.

Ψ(ρ, t) = eimφ
∑
n

Cn

(
exp

(
٢n+١+

√
b

−iℏ

∫
dt

M(t)ξ٢(t)

))(
exp

(
iM(t)ξ̇(t)

٢ξ(t) ρ٢
))

×
((

ρ
ξ(t)

)√b

exp
(

−ρ
٢ξ(t)

)
L

√
b

n

((
ρ

ξ(t)

)٢
))

.

(۵٣ . ٧)

مشابه شکل که دید توان می باشد می ξ پارامتر رفتار گویای که (۵٣ . ٢) معادله گرفتن نظر در با
روندی زمان گذر با پارامتر این چون و شد کشیده تصویر به قبل های درقسمت دیفرانسیل معادله این
با که دید توان می موج، معادله در پارامتر این جایگاه یادآوری با طرفی از و گرفت می خود به افزایشی
بین از زمان گذر از پس سیستم که یعنی این و کند می پیدا گرایش صفر سمت به موج معادله زمان گذر

رود. می



٢۵ پوش-تلر شکل ای حلقه دوگانه زمان به وابسته هارمونیک برهمکنش .۴ . ٣

شکل ای حلقه دوگانه زمان به وابسته هارمونیک برهمکنش ۴ . ٣
پوش-تلر

به کروی مختصات در ، [٢۶] ١۴ پوش-تلر شکل ای حقله دوگانه زمان به وابسته هارمونیک برهمکنش
صورت

V (r⃗, t) = ١
٢M(t)ω٢(t)r٢ + U(θ,φ)

M(t)r٢ ,

U(θ, φ) = V (θ) + α٢V (φ)

sin٢(θ)
,

V (θ) = b
sin٢(θ)

+ A(A−١)
cos٢(θ) ,

V (φ) = D(D−١)
sin٢(αφ)

+ C(C−١)
cos٢(αφ) ,

A, C,D, b, α = .ثابت

(۵٣ . ٨)

گیریم می نظر در همکنش بر این حضور در را شرودینگر معادله باشد. می

H(r⃗, t) = P ٢

٢M(t)
+ ١

٢M(t)ω٢(t)r٢

+ ١
M(t)r٢

((
b

sin٢(θ)
+ A(A−١)

cos٢(θ)

)
+ α٢

sin٢(θ)

(
D(D−١)
sin٢(αφ)

+ C(C−١)
cos٢(αφ)

))
,

(۵٣ . ٩)

کنیم می تعریف را زیر جدید های عملگر ابتدا مسئله این مناسب پویای ناوردای آوردن بدست برای

T١ = P ٢ + ٢U(θ,φ)

r٢ ,

T٢ = r٢,

T٣ = rPr + Prr,

(۶٣ . ٠)

از عبارتست جدید های عملگر این بر حاکم جبر

[T١, T٢] = −٢iℏT٣, [T٢, T٣] = ۴iℏT٢, [T١, T٣] = −۴iℏT١. (۶٣ . ١)

می کمک مسئله این برای مناسب پویای ناوردای آوردن بدست برای را ما جدید های عملگر این
باشد می زیر شکل به مسئله این برای مناسب پویای ناوردای عملگرها از استفاده با کند.

I(t) =
١
٢

(
(

١
ρ٢ +M٢ρ̇٢)r٢ + (P ٢ +

٢U(θ, φ)
r٢ )ρ٢ − ρρ̇M(rPr + Prr)

)
, (۶٣ . ٢)

١۴Pöschl-Teller double-ring shaped



٢۶ زمان به وابسته برهمکنش حضور در نسبیتی غیر کوانتومی های سیستم .٣

زیر معادله بایستی ρ پارامتر (۶٣ . ٢) معادله در که

ρ̈+
Ṁ

M
ρ̇+ ω٢ρ =

١
M٢ρ٣ . (۶٣ . ٣)

فرآیند که کنیم می استفاده یکانی تبدیل از از پویا ناوردای توابع ویژه آوردن بدست برای کند. ارضا را
نماید آسانتر را توابع ویژه این آوردن بدست

Φ(r⃗, t) = SΦ′(r⃗, t) = exp
(

iMρ̇
٢ℏρ r

٢
)
Φ′(r⃗, t). (۶۴ . ٣)

داریم کند، می تغییر I ′(t) = S†I(t)S بصورت نیز پویا ناوردای فرم یکانی، تبدیل این به توجه با

I ′(t) =
١
٢

(
ρ٢(P ٢ +

٢U(θ, φ)
r٢ ) +

r٢

ρ٢

)
. (۶۵ . ٣)

و Xi =
xi

ρ
, (i = ١,٢,٣) متغیر تغییر با را I ′(t)Φ′(r⃗, t) = λΦ′(r⃗, t) مقداری ویژه رابطه حال

Φ′(R, θ, φ) = F (R)
R
H(θ)K(φ)صورت به توابع ویژه برای ها متغیر جداسازی روش از استفاده همچنین

کنیم می زیر دیفرانسیلی معادله سه به تبدیل ،

d٢F (R)

dR٢ + ١
ℏ٢

(
٢λ−R٢ − ℏ٢ν

R٢

)
F (R) = ٠,

d٢H(θ)

dθ٢ + cot(θ)dH(θ)
dθ

+

(
ν −

(
٢b
ℏ٢ +γ

sin٢(θ)
+

٢
ℏ٢ A(A−١)
cos٢(θ)

))
H(θ) = ٠,

d٢K(φ)

dφ٢ +
(
γ − ٢α٢

ℏ٢

(
D(D−١)
sin٢(αφ)

+ C(C−١)
cos٢(αφ)

))
K(φ) = ٠.

(۶۶ . ٣)

بصورت فوق معادلات های جواب که

(۶٣ . ٧)
Fn١(R) = R

١
١)٢+

√
١+۴ν)L

١
٢
√

١+۴ν
n١

(
R٢

ℏ

)
exp

(
−R٢

٢ℏ

)
,

Hn٢(θ) = (cos θ)
١
٢+

√
١
۴−e

(sin θ)
√
−dPn٢

(√
١
۴−e,

√
−d

)
(١ − ٢cos٢θ),

Kn٣(φ) = (cos(αφ))
١
٢+

√
١
۴+g

(sin(αφ))
١
٢+

√
١
۴+f

Pn٣

(√
١
۴+g,

√
١
۴+f

)
(١ − ٢cos٢(αφ)).

از عبارتست ها آن بر حاکم مقداری ویژه روابط همچنین باشند. می
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(۶٣ . ٨)
λ = ℏ

(
(٢n١ + ١) + ١

٢
√

١ + ۴ν
)
,

(٢n٢ + ١)
(
n٢ +

١
٢ +

√
−d+

√
١
۴ − e

)
+ ٢
√

١
۴ − e

(
١ +

√
−d
٢

)
= ١

٢
(١

٢ + ν + d− e
)
,

n٢
٣ +

(٢n١+٣)
٢

(√
١
۴ + g +

√
١
۴ + f + ١

)
+
√

١
۴ + g

١ +

√
١
۴+f

٢

 = ١
۴(g + ١ − f − h),

اند شده تعریف صورت بدین نیز جدید های ثابت فوق معالات در

d = −٢b
ℏ٢ − γ, e = −٢A(A−١)

ℏ٢ , f = −٢D(D−١)
ℏ٢ ,

g = −٢C(C−١)
ℏ٢ , h = γ

α٢ .
(۶٣ . ٩)

آید می بدست متغیر جداسازی فرم در (۶٣ . ٧) معادلات دادن قرار از پس توابع ویژه نهایی فرم

Φ′(r⃗, t) = R
١
٢ (١+

√
١+۴ν)

R
L

١
٢
√

١+۴ν
n (R

٢

ℏ )exp
(

−R٢

٢ℏ

)
×(cos θ)

١
٢+
√

١
۴−e

(sin θ)
√
−dPn

(√
١
۴−e,

√
−d
)
(١ − ٢cos٢θ)

×(cos (αφ))
١
٢+
√

١
۴+g

(sin(αφ))
١
٢+
√

١
۴+f

Pn

(√
١
۴+g,

√
١
۴+f

)
(١ − ٢cos٢(αφ)).

(٣ . ٧٠)

داریم سیستم نهایی موج تابع برای نهایت در و

Ψ(r, θ, φ) =
∑
n

Cne
i
ℏλn

∫
dt

M(t)ρ٢(t)Φn(r⃗, t), (٣٩)

Cn = .ثابت
(٣ . ٧١)

می محاسبه مقداری ویژه های رابطه در ν و γ جداسازی های ثابت حذف از λn فوق رابطه در که
شود.

در که همانطور هستیم. (۶٣ . ٣) آشنا دیفرانسیل معادله آمدن بوجود شاهد باز نیز مسئله این در
که شود می باعث ρ پارامتر بر حاکم دیفرنسیلی معادله چنین وجود شد داده توضیح قبل های قسمت
سهولت به موج تابع در پارامتر این جایگاه به توجه با و گردد برخوردار صعودی ماهیت از پارامتر این

برود. بین از سیستم این زمان گذر با که شد استنتاج
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و جابجایی فضای در زمان به وابسته هارمونیک نوسانگر ۵ . ٣
ناجابجایی فاز فضای

فرکانس بودن دارا بر علاوه که گیریم می نظر در را زمانی به وابسته هارمونیک نوسانگر قسمت این در
بصورت نوسانگر این هامیلتونی باشد. می برخوردار نیز زمان به وابسته جرم از زمان، به وابسته ای زاویه

H =
p٢
x

٢M(t)
+
M(t)ω٢

x(t)

٢ x٢, (٣ . ٧٢)

بصورت پویا ناوردای پیشنهادی فرم گرفتن نظر در با باشد. می

I(t) = χ١(t)x
٢ + χ٢(t)p

٢
x + χ٣(t){x, px}, (٣ . ٧٣)

آورد بدست چنین این را ناوردا این توان می گردید، اشاره آن به اول فصل در که روشی کردن دنبال و

I(t) =
١
٢

(
ρ٢(t)p٢

x + x٢
(

١
ρ٢(t)

+ ρ̇٢(t)M(t)

)
−M(t)ρ(t)ρ̇(t){px, x}

)
, (٧۴ . ٣)

نماید ارضا را زیر معادله بایستی ρ(t) پارامتر در که

ρ̈(t) +
Ṁ(t)

M(t)
ρ̇(t) + ρ(t)ω٢(t) =

١
M٢(t)ρ٣(t)

. (٧۵ . ٣)

ساده پویا ناوردای توابع ویژه آوردن بدست فرآیند U = exp
(

−iM(t)ρ̇(t)x٢

٢ℏρ(t)

)
تبدیل کردن استفاده با

بدست برای مقداری ویژه معادله لذا باشند. I ′ = UIU † و Φ′(x, t) = UΦ(x, t) اگر شود می تر
صورت از استفاده با که گیرد می خود به I ′Φ′(x, t) = λΦ′(x, t) شکل پویا ناوردای توابع ویژه آوردن

داریم تکانه عملگر دیفرانسیلی های

١
٢

(
−ℏ٢ρ٢(t)

d٢

dx٢ +
x٢

ρ٢(t)

)
Φ′(x, t) = λΦ′(x, t). (٧۶ . ٣)

تر ساده فرم به σ(t) = x
ρ(t)

متغیر تغییر با ابتدا توان می را ای معادله چنین این

d٢Φ′

dσ٢(t)
+

(
−σ٢(t)

ℏ٢ +
٢λ
ℏ٢

)
Φ′ = ٠, (٣ . ٧٧)

به کرد تبدیل توان می را فوق معادله کنیم، استفاده σ٢ = y متغیر از اگر نمود. تبدیل
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d٢Φ′

dy٢(t)
+

١
٢
y(t)

dΦ′

dy(t)
+

١
y٢(t)

(
−y٢

۴ℏ٢ +
λy

٢ℏ٢

)
Φ′ = ٠. (٣ . ٧٨)

ویژه نهایت در آورد. بدست لاگر های ای چندجمله حسب بر توان می را معادله این های جواب
نوشت چنین این توان می را پویا ناوردای توابع

Φ′(x, t) =
(

x
ρ(t)

)
exp

(
−١
٢ℏ

(
x

ρ(t)

)٢
)
L

١
٢
n

(
١
ℏ

(
x

ρ(t)

)٢
)
,

λ = ℏ
(
٢n+ ٣

٢
)
.

(٣ . ٧٩)

بصورت آن فازی عامل همچنین

α(t) = −
(

٢n+
٣
٢

) t∫
٠

dt

M(t)ρ٢(t)
, (٣ . ٨٠)

باشد. می
نوسانگر این هامیلتونی گیریم. می نظر در زمان به وابسته ناجابجایی فاز فضای در را نوسانگر یک حال

بصورت فضا این در

H =
١

٢M(t)

(
P ٢
X + P ٢

Y

)
+
M(t)ω٢(t)

٢
(
X٢ + Y ٢) , (٣ . ٨١)

زیر تبدیلات از اگر باشند. می ناجابجایی فاز فضای در متغیر نمایانگر بزرگ حروف باشد. می
کنیم استفاده

X = x− Θ(t)
٢ℏ py,

Y = y + Θ(t)
٢ℏ px,

Px = px +
Ω(t)
٢ℏ y,

Py = py − Ω(t)
٢ℏ x.

(٣ . ٨٢)

می تبدیلات این استفاده با [٢٧] باشند. می ناجابجایی فاز فضای پارامترهای Θ(t) و Ω(t) که
نوشت جابجایی فضای های متغیر اساس بر را (٣ . ٨١) هامیلتونی توان
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H = a(t)
٢
(
p٢
x + p٢

y

)
+ b(t)

٢
(
x٢ + y٢)+ c(t)

٢ (pxy − xpy) ,

a(t) = ١
M(t)

+ M(t)ω٢(t)Θ٢(t)
۴ℏ٢ ,

b(t) =M(t)ω٢(t) + Ω٢(t)
۴ℏ٢M(t)

,

c(t) = M(t)ω٢(t)Θ(t)
ℏ + Ω(t)

ℏM(t)
.

(٣ . ٨٣)

در نکته این کردن لحاظ با باشد. می ای زاویه تکانه z مولفه هامیلتونی، در شده ظاهر جمله آخرین
داریم هامیتونی

H =
a(t)

٢
(
p٢
x + p٢

y

)
+
b(t)

٢
(
x٢ + y٢)− c(t)

٢ Lz. (٨۴ . ٣)

بصورت را سیستم این با متناظر موج تابع که است این تر راحت هامیلتونی از صورت این برای
داریم کار این با بگیریم. نظر در Ψ(x, y, t) = eimφψ(x, y, t)

H =
a(t)

٢
(
p٢
x + p٢

y

)
+
b(t)

٢
(
x٢ + y٢)− c(t)

٢ m. (٨۵ . ٣)

حال مناسب پویای ناوردای گیریم. می کمک پویا ناوردای از ψ(x, y, t) آوردن بدست برای
صورت به (٨۵ . ٣) هامیلتونی

(٨۶ . ٣)

INC(t) =
١
٢

(
ρ٢
NC(t)P

٢
r − ٢ρNC(t)ρ̇NC(t)

a(t)
{Pr, r}+

r٢

ρ٢
NC(t)

(
١ +

(
ρNC(t)ρ̇NC(t)

a(t)

)٢
))

,

معادله نمودن ارضا ، ρNC(t) پارامتر برای لازم شرط که باشد می

ρ̈NC(t)−
ȧ(t)

a(t)
ρ̇NC(t) + (a(t)b(t))ρNC(t) =

a٢(t)

ρ٣
NC(t)

(٣ . ٨٧)

فرم و ξ(t) = r
ρNC(t)

جدید متغیر ، UNC = exp
(

−iρ̇NC(t)r٢

٢ℏa(t)ρNC(t)

)
یکانی تبدیل از اگر باشد. می

شویم می روبرو زیر دیفرانسیل معادله با کنیم، استفاده تکانه عملگری
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Φ′
NC(r, t) = UNCΦNC(r, t),

I ′NC = UNCINCU
†
NC ,

I ′NCΦ
′
NC(r, t) = λNCΦ

′
NC(r, t).

d٢Φ′(r,t)
dξ٢(t) + ١

ξ(t)
dΦ′(r,t)
dξ(t)

+
١
ℏ٢

ξ٢(t)

(
−ξ۴(t) + ٢λξ٢(t)

)
Φ′(r, t) = ٠.

(٣ . ٨٨)

عبارت به ξ٢(t) = w(t) جدید متغیر از استفاده با دیفرانسیل معادله این حل برای

d٢Φ′
NC(r, t)

dw٢(t)
+

١
w(t)

dΦ′
NC(r, t)

dw(t)
+

١
۴ℏ٢

w٢(t)

(
−w٢(t) + ٢λw(t)

)
Φ′

NC(r, t) = ٠, (٣ . ٨٩)

نمود بیان لاگر های ای چندجمله اساس بر را آن های جواب توان می که کنیم می پیدا دست

Φ′
NC(r, t) = exp

(
−١
٢ℏ

(
r

ρNC(t)

)٢
)
L٠
nNC

(
١
ℏ

(
r

ρNC(t)

)٢
)
,

λNC = ℏ (٢nNC + ١) .

(٣ . ٩٠)

آورد بدست زیر شکل به توان می را فازی عامل قسمت این پایان و

αNC(t) = −(٢nNC + ١)
t∫

٠

a(t′)

ρ٢
NC(t

′)
dt′. (٣ . ٩١)

ρNC و ρ پارامترهای های رفتار اگر که است این آورد بدست توان می بخش این در که جالبی نتیجه
رسیم. می توجهی جالب نتیجه به کنیم رسم ایم کرده فرض قبل های قسمت در که نمایی رفتار همان با را
شوند می باعث و هستند صعودی ماهیت دارای پارامتر دو هر پیداست ها شکل از که طور همان
ولی دارد وجود ρ(t) در هموار رفتار یک جابجایی فضای در ولی برود دست از زمان گذر با موج تابع که
های پارامتر وجود هم آن علت که دارد وجود ρNC(t) پارامتر در نوسان پر رفتاری ناجابجایی فضای در

باشد. می ناجابجایی فضای زمان به وابسته
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حسب بر جابجایی فضای در زمان به وابسته هارمونیک نوسانگر پویا ناوردای ρ(t) رفتار :٣ . ٢ شکل
زمان. گذر

ناجابجایی فاز فضای در زمان به وابسته هارمونیک نوسانگر پویا ناوردای ρNC(t) رفتار :٣ . ٣ شکل
زمان. گذر حسب بر زمان به وابسته زمینه پس با
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زمان به وابسته برهمکنش و بوهر هامیلتونی ۶ . ٣

است. بوده ای هسته فیزیک در مباحث ترین مهم از یکی حال به تا گذشته از هسته ساختار مطالعه
،٢٨] کند می ها اتم هسته رفتار دریافتن در شایانی کمک به ها هسته ساختار از ما دریافت و درک
باشند، می قطبی چهار دارای که یافته شکل تغییر های هسته برای [٣۵ ،٣۴ ،٣٣ ،٣٢ ،٣١ ،٣٠ ،٢٩
[٣۶] باشد. می ١۵ بوهر هامیلتونی از استفاده ها هسته نوع این احوال توصیف برای مناسب رهیافت
بوهر هامیلتونی واقع در باشد. می برهمکنش همچنین و دورانی و ارتعاشی جملات حاوی هامیلتونی این
کرد. بررسی را یافته شکل تغییر های هسته این رفتار بتوان آن واسطه به که کند می فراهم را چارچوبی
بصورت برهمکنش حضور در بوهر هامیلتونی شود. می نوشته متغیر پنج اساس بر هامیلتونی این [٣٧]

(٣ . ٩٢)

HB =
−ℏ٢

٢B

(
١
β۴

∂

∂β
β۴ ∂

∂β
+

١
β٢ sin٣γ

∂

∂γ
sin٣γ ∂

∂γ
− ١

۴β٢

٣∑
k=١

Q٢
k

sin٢ (γ − ٢
٣πk

))+V (β, γ),

های مولفه Qk هسته، تقارن محور با زاویه γ کروی، حالت از خروج میزان معرف β که باشد می
بصورت زمان به وابسته برهمکنش گرفتن نظر در با باشد. می جرم پارامتر B و ای زاویه تکانه

V (β, γ) =
١
٢Bω

٢(t)β٢ +
W (γ)

Bβ٢ , (٣ . ٩٣)

داریم هامیلتونی نهایی فرم برای

(٩۴ . ٣)

HB(β, γ, t) =
−ℏ٢

٢B

(
١
β۴

∂
∂β
β۴ ∂

∂β
+ ١

β٢ sin ٣γ
∂
∂γ

sin٣γ ∂
∂γ

− ١
۴β٢

٣∑
k=١

Q٢
k

sin٢
(
γ−٢

٣πk

)
)

+١
٢Bω

٢(t)β٢ + W (γ)

Bβ٢ ,

.

کنیم تعریف اگر که صورت بدین نوشت تر مختصر را هامیلتونی این گذاری علامت با توانی می

(٩۵ . ٣)

P ٢
col = −ℏ٢

(
١
β۴

∂

∂β
β۴ ∂

∂β
+

١
β٢ sin٣γ

∂

∂γ
sin٣γ ∂

∂γ
− ١

۴β٢

٣∑
k=١

Q٢
k

sin٢ (γ − ٢
٣πk

)) ,
بصورت توان می را (٩۵ . ٣) هامیلتونی

HB(β, γ, t) =
P ٢
col

٢B +
١
٢Bω

٢(t)β٢ +
W (γ)

Bβ٢ , (٩۶ . ٣)

١۵Bohr Hamiltonian



٣۴ زمان به وابسته برهمکنش حضور در نسبیتی غیر کوانتومی های سیستم .٣

فرم به هامیلتونی این برای پویا ناوردای گرفتن نظر در با کرد. بازنویسی

I(t) =
١
٢

(
ξ(t)(P ٢

col +
٢W (γ)

β٢ ) + δ(t)β٢ + η(t){β, Pβ}
)
, (٣ . ٩٧)

داریم پویا ناوردای زمانی تحول و هامیلتونی از استفاده با که

ξ(t) = ρ٢,

δ(t) = ١
ρ٢ + (Bρ̇)٢,

η(t) = −Bρρ̇.

(٣ . ٩٨)

در β پارامتر زیرا Pβ = −iℏ
(

∂
∂β

+ ٢
β

)
که باشد می اهمییت حائز جا این در نکته این یادآوری

ρ بر حاکم معادله همچنین و دارد حضور بعدی پنج دنیای یک

ρ̈+ ω٢(t)ρ =
١

ρ٣B٢ , (٣ . ٩٩)

دوباره را پویا ناوردای توان می U = exp
(

iB(t)ρ̇
٢ℏρ β٢

)
یکانی تبدیل از استفاده با باشد. می

کرد بازنویسی

I ′(t) =
١
٢

(
ρ٢
(
P ٢
col +

٢W (γ)

β٢

)
+ (

β

ρ
)
٢
)
. (٣ . ١٠٠)

داشت خواهیم کنیم استفاده ζ = β
ρ

از اگر

I ′(t) = ١
٢

(
(P ′

col)
٢ + ζ٢ + ٢W (γ)

ζ٢

)
,

(P ′
col)

٢ = ρ٢
(
P ٢
β +

L٢
γ

β٢

)
,

ρ٢P ٢
β = −ℏ٢

(
∂٢

∂ζ٢ +
۴
ζ

∂
∂ζ

+ ٢
ζ٢

)
,

L٢
γ = −ℏ٢

(
١

sin ٣γ
∂
∂γ

sin٣γ ∂
∂γ

− ١
۴

٣∑
k=١

Q٢
k

sin٢
(
γ−٢

٣πk

)
)
.

(٣ . ١٠١)

که I ′Λ(β, γ, θi) = λΛ(β, γ, θi) بصورت پویا ناوردای مقداری ویژه معادله گرفتن نظر در با
معادلات به توان می شود، فرض Λ(β, γ, θi) = R(ζ)χ(γ, θi) بصورت پویا ناوردای توابع ویژه در

رسید زیر دیفرانسیلی



٣۵ زمان به وابسته برهمکنش و بوهر هامیلتونی .۶ . ٣

d٢R(ζ)

dζ٢ + ۴
ζ
dR(ζ)
dζ

+ ١
ℏ٢

(
٢λ− ζ٢ − ℏ٢ν

ζ٢

)
R(ζ) = ٠,

(
١

sin ٣γ
∂
∂γ

sin٣γ ∂
∂γ

− ١
۴

٣∑
k=١

Q٢
k

sin٢
(
γ−٢

٣πk

) − ٢W (γ)+٢
ℏ٢ + ν

)
χ(γ, θi) = ٠.

(٣ . ١٠٢)

های ای جمله چند بصورت β قسمت های جواب است. جداسازی ثابت ν پارامتر فوق معادلات در
بصورت لاگر

R(β
ρ
) =

(
β
ρ

)٢
(√

٩
١۶+ν− ٣

۴

)
exp

−
(
β
ρ

)٢

ℏ

L
٢
√

٩
١۶+ν

n

(
٢
ℏ

(
β
ρ

)٢
)
,

λ = ℏ
٢

(
(٢n+ ١) + ٢

√
٩
١۶ + ν

)
.

(٣ . ١٠٣)

فرض ابتدا ای زاویه قسمت به مربوط دیفرانسیل معادله های جواب آوردن بدست برای باشد. می
که کنیم می

٢W (γ)

ℏ٢ = c̃
٢
(
γ − (π۶ )

)٢
= c̃

٢ γ̃
٢,

γ̃ = γ − π
۶ .

(١٠۴ . ٣)

توان می و هستیم مواجه شدید مقدار کمینه یک با ما γ = π
۶ در که معناست این به فوق عبارت

مولفه به مربوط قسمت برای اوصاف این با است. ثابت مقداری c̃ همچنین γ ≈ π
۶ که کرد را فرض این

داریم ای زاویه تکانه های

∑
k=١,٢,٣

Q٢
k

sin٢(γ − ٢
٣πk)

= ۴(Q٢
١ +Q٢

٢ +Q٢
٣)− ٣Q٢

١ = ۴L(L+ ١)− ٣α٢, (١٠۵ . ٣)

صورت این در کنیم. استفاده nω = L−α ارتعاشی کوانتومی عدد از است بهتر α پارامتر جای به که
داریم

(١٠۶ . ٣)(
١

sin٣γ
∂

∂γ
sin٣γ ∂

∂γ
− ١

۴(L(L+ ۴)− ٣nω(٢L− nω))−
٢W (γ) + ٢

ℏ٢ + ν

)
χ(γ, θi) = ٠.

٣ cot٣γ ≈ داریم γ ≈ π
۶ در و باشد می ١

sin ٣γ
∂
∂γ

sin٣γ ∂
∂γ

=
(

∂٢

∂γ٢ + ٣ cot٣γ ∂
∂γ

)
که آنجایی از

نمود پیدا دسترسی قسمت این برای دیفرانسیل معادله برای تری ساده فرم به توان می لذا ٠



٣۶ زمان به وابسته برهمکنش حضور در نسبیتی غیر کوانتومی های سیستم .٣

(
− d٢

dγ̃٢ +
١
٢ c̃γ̃

٢ + ν − ١
۴(L(L+ ۴)− ٣nω(٢L− nω)) +

٢
ℏ٢

)
χ(γ̃, θi) = ٠. (٣ . ١٠٧)

کنیم می فرض باشند می اویلر زوایای از تابعی که ویگنر توابع حسب بر زیر بصورت را جواب ما

χ(γ̃, θi) = ϕnγ̃ ,L,α(γ̃)

√
٢L+ ١

١۶π١)٢ + δα,٠)
×
(
D(L)

µ,α(θi) + (−١)LD(L)
µ,−α(θi)

)
, (٣ . ١٠٨)

برحسب ϕnγ̃ ,L,α(γ̃) بهنجار تابع و است شده داده نمایش D(θi) با ویگنر توابع فوق رابطه در که
شود می نوشته هرمیت های ای جمله چند

ϕ(γ̃) =

√
b√

π٢nγ̃nγ̃!
Hnγ̃

(bγ̃) exp

(
−(bγ̃)٢

٢

)
. (٣ . ١٠٩)

جدید ثابت ، است شده داده نشان Hnγ̃
(bγ̃) با هرمیت توابع (٣ . ١٠٩) معادله در

b =

(
c̃

٢

)١
/۴

داریم همچنین و است شده معرفی

νL,nω ,nγ̃
=

√
٢c̃
(
nγ̃ +

١
٢

)
− ٢

ℏ٢ +
١
۴ (L(L+ ۴) + ٣nω(٢L− nω)) . (٣ . ١١٠)

داشت خواهیم مقدار ویژه برای (٣ . ١٠٣) معادله در فوق مقدار دادن قرار با

(٣ . ١١١)

λ =
ℏ
٢

(
(٢n+ ١) + ٢

√
٩
١۶ − ٢

ℏ٢ +
١
۴ (L(L+ ۴) + ٣nω(٢L− nω)) +

√
٢c̃
(
nγ̃ +

١
٢

))
.

داریم مسئله این فازی عامل برای نهایت در و

α(t) = −λ
ℏ

t∫
٠

dt′

Bρ٣ . (٣ . ١١٢)

با شد. مسئله وارد متفاوتی نسبتا فرم با که بودیم ρ واسط پارامتر حضور شاهد باز مسئله این در
کشید. تصویر به را پارامتر این رفتار توان می ای زاوبه فرکانس برای نمایی رفتار فرض



٣٧ زمان به وابسته برهمکنش و بوهر هامیلتونی .۶ . ٣

زمان. حسب بر بوهر هامیلتونی پویا ناوردای ρ(t) رفتار :۴ . ٣ شکل

پارامتر این رفتار در صعودی ماهیت همچنان ولی باشد می متفاوت مقداری ρ بر حاکم معادله چه اگر
برود. دست از زمان گذر با موج تابع که شود می باعث و باشد می مشهود



٣٨ زمان به وابسته برهمکنش حضور در نسبیتی غیر کوانتومی های سیستم .٣

در دوگانه ای حلقه و مننینگ-روزن برهمکنش اثر ٣ . ٧
زمان به وابسته جرم گرفتن نظر در با بوهر هامیلتونی

برای یعنی دهیم. می اساسی تغییر را ایم گرفته نظر در قبلی قسمت در که هایی برهمکنش قسمت این در
[٣٨] کروی شکل از انحراف قسمت

VMR(β, t) =
١

٢B(t)

(
η٢

(eηβ − ٢(١ +
η٢

(eηβ − ١)

)

VTHO(β, t) =
١
٢ω

٢(t)β٢

(٣ . ١١٣)

[٣٩] داریم مسئله γ قسمت برای کند. می مشخص را برهمکنش ناحیه η فوق های رابطه در که

VDR(β, γ, t) =
١

٢B(t)β٢

(
V١

sin٢(٣γ)
+

V٢
cos٢(٣γ)

)
(١١۴ . ٣)

شود می تبدیل زیر شکل به صورت این در بوهر هامیلتونی ها برهمکنش این گرفتن نظر در با

(١١۵ . ٣)

HB(β, γ, t) =
−ℏ٢

٢B(t)

(
١
β۴

∂

∂β
β۴ ∂

∂β
+

١
β٢ sin٣γ

∂

∂γ
sin٣γ ∂

∂γ
− ١

۴β٢

٣∑
k=١

Q٢
k

sin٢ (γ − ٢
٣πk

))

+
١

٢B(t)

(
η٢

(eηβ − ٢(١ +
η٢

(eηβ − ١)

)
+

١
٢B(t)ω٢(t)β٢ +

١
٢B(t)β٢

(
V١

sin٢(٣γ)
+

V٢
cos٢(٣γ)

)

نمود استفاده تقریب این از توان می دهد می رخ محدودی قسمت در برهمکنش ناحیه که آن فرض با

١
β٢ ≈ η٢

(eηβ − ٢(١ +
η٢

(eηβ − ١) (١١۶ . ٣)

صورت به را عملگر این خام فرم ابتدا کنیم. پیدا مسئله این برای را مناسب ناوردای خواهیم می حال
دهیم می پیشنهاد زیر



٣٩
در دوگانه ای حلقه و مننینگ-روزن برهمکنش اثر .٣ . ٧

زمان به وابسته جرم گرفتن نظر در با بوهر هامیلتونی

(٣ . ١١٧)
I(t) =

١
٢ (χ١(t)O١ + χ٢(t)O٢ + χ٢(t)O٣) ,

O١ = P ٢
β,γ,θEuler

+
١
β٢

(
١ +

V١

sin٢(٣γ)
+

V٢
cos٢(٣γ)

)
,

P ٢
β,γ,θEuler

= −ℏ٢

(
١
β۴

∂

∂β
β۴ ∂

∂β
+

١
β٢ sin٣γ

∂

∂γ
sin٣γ ∂

∂γ
− ١

۴β٢

٣∑
k=١

Q٢
k

sin٢ (γ − ٢
٣πk

)) ,
O٢ = β٢,

O٣ = {β, Pβ},

Pβ = −iℏ
(
∂

∂β
+

٢
β

)
,

به مسئله این مفروض هامیلتونی و پویا ناوردای زمانی تحول رابطه از استفاده با نامعین ضرایب که
شوند می مرتب یکدیگر به زیر شکل

χ̇١(t) = −٢χ٣(t)

B(t)
,

χ̇٢(t) = ٢B(t)ω٢(t)χ٣(t),

χ̇٣(t) = χ١(t)B(t)ω٢(t) +
χ٢(t)

B(t)
.

(٣ . ١١٨)

داریم کنیم حل بخواهیم ρ مثل واسطی پارامتر یک اساس بر را شده کوپل دستگاه این اگر

χ١(t) = ρ٢(t),

χ٢(t) =
١

ρ٢(t)
+B٢(t)ρ̇٢(t),

χ٣(t) = −ρ̇(t)ρ(t)B(t),

(٣ . ١١٩)

باشد می زیر صورت به واسط پارامتر این بر حاکم معادله که



۴٠ زمان به وابسته برهمکنش حضور در نسبیتی غیر کوانتومی های سیستم .٣

ρ̈(t) +
Ḃ(t)

B(t)
ρ̇(t) + ω٢(t)ρ(t) =

١
ρ٣(t)B٢(t)

. (٣ . ١٢٠)

تبدیل از ابتدا پویا ناوردای توابع ویژه آوردن بدست فرآیند شروع برای

U = exp

(
iB(t)ρ̇(t)

٢ℏρ(t) β٢
)

(٣ . ١٢١)

داشت خواهیم کار این با

I ′ = U †IU

Φ′ = UΦ

I ′Φ′ = λΦ′,

I ′(t) =
١
٢

(
ρ٢
(
P ٢
β,γ,θEuler

+
١
β٢ (١ +

V١

sin٢(٣γ)
+

V٢
cos٢(٣γ)),

)
+ (

β

ρ
)
٢
)
.

(٣ . ١٢٢)

گیرد می خود به بهتری فرم پویا ناوردای ζ = β
ρ

جدید متغیر تغییر معرفی با

I ′(t) =
١
٢

(
P ‘٢
β,γ,θEuler

+ ζ٢ +
١
ζ٢ (١ +

V١

sin٢(٣γ)
+

V٢
cos٢(٣γ))

)
,

P ‘٢
β,γ,θEuler

= ρ٢
(
P ٢
β +

L٢
γ,θEuler

β٢

)
,

ρ٢P ٢
β = −ℏ٢

(
∂٢

∂ζ٢ +
۴
ζ

∂

∂ζ
+

٢
ζ٢

)
,

L٢
γ,θEuler

= −ℏ٢

(
١

sin٣γ
∂

∂γ
sin٣γ ∂

∂γ
− ١

۴

٣∑
k=١

Q٢
k

sin٢ (γ − ٢
٣πk

)) .

(٣ . ١٢٣)

کرد خواهیم پیدا دسترسی زیر معادلات Φ(β, γ, θEuler) = Λ(ζ)Γ(γ)D(θEuler) معرفی با



۴١
در دوگانه ای حلقه و مننینگ-روزن برهمکنش اثر .٣ . ٧

زمان به وابسته جرم گرفتن نظر در با بوهر هامیلتونی

(١٢۴ . ٣)
d٢Λ(ζ)

dζ٢ +
۴
ζ

dΛ(ζ)

dζ
+

١
ℏ٢

(
٢λ− ζ٢ − ℏ٢(ν − ١)

ζ٢

)
Λ(ζ) = ٠,

d٢Γ(γ)

dγ٢ + cot(٣γ)dΓ(γ)
dγ

+

(
−١
ℏ٢

(
V١

sin٢(٣γ)
+

V٢
cos٢(٣γ)

)
+

٢ + ν

ℏ٢

)
Γ(γ) = ٠.

باشد می زیر صورت به معادلات این های جواب که

(١٢۵ . ٣)

Λ

(
β

ρ(t)

)
=

(
β

ρ(t)

)−٣
٢ +٢

√
٩
١۶+

ν−١
ℏ٢

exp

(
−ℏ−٢

(
β

ρ(t)

)٢
)
L

٢
√

٩
١۶+

ν−١
ℏ٢

n

(
−ℏ−٢

(
β

ρ(t)

)٢
)
,

Γ(γ) = (cos(٣γ))
١
٢+

√
١
۴+

V٢
٩ℏ٢ (sin(٣γ))

۵
۶+

√
١
٩+

١
١۶+

V١
٣۶ℏ٢P

(√
١
۴+

V٢
٩ℏ٢ ,٢

√
١
٩+

١
١۶+

V١
٣۶ℏ٢

)
m

(
١ − ٢cos٢(٣γ)

)
,

λ = ℏ

(
(٢n+ ١) + ٢

√
٩
١۶ +

ν − ١
ℏ٢

)
,

ν = ٣۶ℏ٢


m٢ +m

(
۵
۶ + ٢

√
١
٩ +

١
١۶ +

V١
٣۶ℏ٢ +

١
٢

√
١
۴ +

V٢
٩ℏ٢

)
+
V١ − V٢
٣۶ℏ٢

+
٣
٢

√
١
۴ +

V٢
٩ℏ٢ +

√
١
٩ +

١
١۶ +

V١
٣۶ℏ٢ +

√
(
١
۴ +

V٢
٩ℏ٢ )(

١
٩ +

١
١۶ +

V١
٣۶ℏ٢ )

− ٢.

صورت به فازی عامل چنین هم و

δ(t) =
−λ
ℏ

t∫
٠

dt′

B(t′)ρ٣(t′)
(١٢۶ . ٣)

آید. می بدست
این که کند می تداعی ذهن به را نکته این آشنا دیفرانسیل معادله همان با ρ واسط پارامتر حضور

رود. می دست از زمان گذر با نیز سیستم



۴٢ زمان به وابسته برهمکنش حضور در نسبیتی غیر کوانتومی های سیستم .٣

زمان به وابسته برهمکنش حضور در Z[4] مدل ٣ . ٨

γ = ٣٠ پیرامون گاما متغیر کردن فرض ثابت با که باشد می بوهر هامیلتونی از خاصی حالت مدل، این
کار این موجب به که شد انجام ١۶ چبان و دیویدو آقایان توسط بار اولین کار این آید. می بدست درجه
گاما متغیر بودن ثابت قید افزودن با پس .[۴٢] آمد بوجود بوهر هامیلتونی از استفاده در جدیدی رهیافت
هامیلتونی صورت این در یابد. می کاهش بوهر هامیلتونی در آزادی درجه یک درجه، γ = ٣٠ پیرامون

[۴٣ ،۴١ ،۴٢] بود خواهد زیر بصورت کلی حالت در مدل این

H =
−ℏ٢

٢B

[
١
β٣

∂

∂β
β٣ ∂

∂β
− ١

۴β٢

٣∑
k=١

Q٢
k

sin٢ (γ − ٢π
٣ k
)]+ V (β,Ω, t) (٣ . ١٢٧)

برهمکنش گرفتن نظر در با

V (β,Ω, t) =
١
٢
(
B (t)ω٢ (t) β٢)+ c

B (t) β٢ . (٣ . ١٢٨)

سیستم این زمانی تحول خواهیم می باشد، می دیویدسون معروف برهمکنش شده اصلاح واقع در که
بصورت نظر مورد برهمکنش حضور در سیستم این هامیلتونی دهیم. قرار بررسی مورد را

H(t) =
P ٢
D.Ch

٢B (t)
+

١
٢
(
B (t)ω٢ (t) β٢)+ c

B (t) β٢ , (٣ . ١٢٩)

P ٢
D.Ch = −ℏ٢

[
١
β٣

∂

∂β
β٣ ∂

∂β
− ١

۴β٢

٣∑
k=١

Q٢
k

sin٢ (γ − ٢π
٣ k
)] .

کنیم می پیشنهاد زیر صورت به را پویا ناوردای خام فرم زمانی، تحول بررسی برای باشد. می

I (t) =
١
٢

[
χ١ (t)

(
P ٢
D.Ch +

٢c
β٢

)
+ χ٢ (t)

(
β٢)+ χ٣ (t) {Pβ, β}

]
, (٣ . ١٣٠)

که آورد بدست توانی می پویا ناوردای زمانی تحول رابطه از استفاده با

I(t) =
١
٢

[
ρ٢ (t)

(
P ٢
D.Ch +

٢c
β٢

)
+ β٢

(
١

ρ٢ (t)
+ ρ̇٢ (t)B٢ (t)

)
− ρ (t) ρ̇ (t)B (t) {Pβ, β}

]
.

(٣ . ١٣١)

معادله در واسط پارامتر البته که باشد می

ρ̈ (t) + ρ̇ (t)
Ḃ (t)

B (t)
+ ω٢ (t) ρ (t) =

١
ρ٣ (t)B٢ (t)

, (٣ . ١٣٢)

١۶A. S. Davydov and A. A. Chaban



۴٣ زمان به وابسته برهمکنش حضور در Z[4] مدل .٣ . ٨

یکانی تبدیل از ابتدا عملگر این توابع ویژه محاسبه برای کند. می صدق

U = exp

(
iB (t) ρ̇ (t)

٢ℏρ (t) β٢
)
. (٣ . ١٣٣)

بصورت مقداری ویژه معادله یکانی تبدیل این کمک با کنیم. می معرفی را

I ′(t)Φ′ (β,Ω, t) = λΦ′ (β,Ω, t) . (١٣۴ . ٣)

آن در که کند می تغییر

U (t) Φ (β,Ω, t) = Φ′ (β,Ω, t) , (١٣۵ . ٣)

I ′(t) =
١
٢

[
P ′
D.Ch

٢
+ σ٢ (t) +

٢ c
σ٢ (t)

]
, (١٣۶ . ٣)

P ′
D.Ch

٢
= −ℏ٢ρ٢

(
d٢

dβ٢ +
٣
β

d

dβ
+

٣
۴β٢ − ١

۴β٢

٣∑
k=١

Q٢
k

sin٢ (γ − ٢π
٣ k
))

= −ℏ٢

(
d٢

dσ٢ +
٣
σ

d

dσ
+

٣
۴σ٢ − ١

۴σ٢

٣∑
k=١

Q٢
k

sin٢ (γ − ٢π
٣ k
) ,)

داریم ای زاویه قسمت برای ،ابتدا Φ′ (σ,Ω) = Λ (σ) Ξ (Ω) گرفتن نظر در با باشد. می

١
۴

٣∑
k=١

Q٢
k

sin٢ (γ − ٢π
٣ k
)Ξ (Ω) =

(
Q٢ − ٣

۴Q
٢
١

)
Ξ (Ω) ,

=

(
L (L+ ١)− ٣

۴α
٢
)
Ξ (Ω) ,

=

W︷ ︸︸ ︷L (L+ ١)− ٣
۴

L− nω︸ ︷︷ ︸
α

٢
Ξ (Ω) ,

=WΞ (Ω) , (٣ . ١٣٧)

Ξ (Ω) =

√
٢L+ ١

١۶π٢ (١ + δα,٠)

(
DL

µ,α (Ω) + (−١)LDL
µ,−α (Ω)

)
,

(٣ . ١٣٨)

نیز تابع وایژه دیگر قسمت برای همجنین باشند. می α, µ و L با متناظر ویگنر توابع Dµ,α (Ω) که
آوریم می بدست را زیر دیفرانسیل معادله

[
d٢

dσ٢ +
٢
σ

d

dσ
+

١
σ٢
(
−σ۴ (ℏ−٢)+ σ٢ (٢λℏ−٢)− (W + ٢cℏ−٢ + ٣

۴
))]

Λ (σ) = ٠

(٣ . ١٣٩)



۴۴ زمان به وابسته برهمکنش حضور در نسبیتی غیر کوانتومی های سیستم .٣

آورد بدست لاگر توابع حسب بر توان می را آن های جواب که

Λ (β, t) = N

(
β

ρ (t)

)(−١+
√

W+٢cℏ−٢+
١
۴

)
exp

(
−١
٢ℏ

(
β

ρ (t)

)٢
)
L

√
W+٢cℏ−٢+

١
۴

n

(
١
ℏ

(
β

ρ (t)

)٢
)

(١۴٣ . ٠)

λ = ℏ
(

٢n+ ١ +
√
W + ٢cℏ−٢ + ١

۴

)
, (١۴٣ . ١)

نوشت پویا ناوردای توابع ویژه برحسب را موج تابع توان می توابع ویژه آمدن بدست از پس

Ψ(β,Ω, t) =
∑
n

eiδn(t)Φn (β,Ω, t) . (١۴٣ . ٢)

δn (t) =
−λn
ℏ

t∫
٠

dt

B (t) ρ٣ (t)
. (١۴٣ . ٣)

زمان گذر با موج تابع شود می باعث که است ای گونه به واسط تابع بر حاکم معادله نیز مدل این در
است شده کشیده تصویر به پارامتر این رفتار زیر شکل در برود. دست از

٠ ٠٫١ ٠٫٢ ٠٫٣ ٠٫۴ ٠٫۵

١

١٫٠۵

١٫١

١٫١۵

١٫٢

١٫٢۵

زمان

ρ
(t
)

زمان. حسب بر Z[4] مدل پویا ناوردای ρ(t) رفتار :۵ . ٣ شکل



۴۵ زمان به وابسته برهمکنش حضور در X(3) رهیافت .٣ . ٩

زمان به وابسته برهمکنش حضور در X(3) رهیافت ٣ . ٩

ها تقارن گرفتن نظر در با که کرد فرض بوهر هامیلتونی از خاصی حالت توان می را X(3) رهیافت
را مبحث این بوهر که همانطور کند. بیان را یافته شکل تغییر های هسته رفتار که دارد آن بر سعی بیشتر
نوشت گونه این توان می کلاسیکی صورت به را γ و β های پارامتر متناظر جنبشی انرژی بود داده انجام

[۴۴ ،۴٠]

T =
١
٢

٣∑
k=١

Jkw
‘٢
k +

B

٢
(
β̇٢ + (βγ̇)٢

)
(١۴۴ . ٣)

داریم گونه این را دورانی لختی Jk پارامتر که

Jk = ۴Bβ٢sin٢
(
γ − ٢π

٣ k

)
. (١۴۵ . ٣)

را آن w′ ای زاویه فرکانس های مولفه توان می γ̇ = ٠ یعنی هسته بودن صلب بودن ثابت فرض با
[۴١ ،۴۶] کرد بیان گونه این اویلر زوایای زمانی مشتقات کمک به

w′
١ = ϕ̇ sin θ cosψ + θ̇ sinψ,

w′
٢ = ϕ̇ sin θ sinψ + θ̇ cosψ,

w′
٣ = ϕ̇ cos θ + ψ̇.

(١۴۶ . ٣)

انرژی برای لذا شود می حذف دورانی لختی سوم مولفه γ = ٠ و J١ = J٢ = ٣Bβ٢ فرض با
[۴١ ،۴۵] داریم جنبشی

T =
٣
٢Bβ

٢(w‘٢
١ + w‘٢

٢ ) +
B

٢ β
٢

=
B

٢
(

٣β٢(ϕ̇٢sin٢θ + θ̇٢) + β̇٢
) (١۴٣ . ٧)

انرژی عمومی حالت اگر پس هستیم. روبرو آزادی درجه سه با جا این در ما شود می دیده که همانطور
[۴٧ ،۴۵ ،۴۴] بگیریم نظر مد را جنشی

T =
B

٢

٣∑
i,j=١

gij q̇iq̇j,

gij =

 ٣β٢sin٢θ ٠ ٠
٠ ٣β٢ ٠
٠ ٠ ١


(١۴٣ . ٨)



۴۶ زمان به وابسته برهمکنش حضور در نسبیتی غیر کوانتومی های سیستم .٣

[۴٧ ،۴۵ ،۴۴] آورد بدست گونه این را رهیافت این هامیلتونی توان می

HD−Ch =
P ٢
D−Ch

٢B + V (β, θ, ϕ)

P ٢
D−Ch = −ℏ٢

(
١
β٢

∂

∂β
β٢ ∂

∂β
+

١
sin θ

∂
∂θ

sin θ ∂
∂θ

+ ١
sin٢θ

∂٢

∂ϕ٢

٣β٢

) (١۴٣ . ٩)

زمان به وابسته برهمکنش میخواهیم حال

V (β, θ, t) =
١
٢Bω

٢(t)β٢ +
a+ bcos٢θ + ccos۴θ

B(sin٢θcos٢)β٢
(١۵٣ . ٠)

یافت دست هامیلتونی از تری خلاصه فرم به توان می نویسی ساده یک با بگیریم. نظر در را

HD−Ch =
P ٢
D−Ch

٢B +
١
٢Bω

٢(t)β٢ +
a+ bcos٢θ + ccos۴θ

B(sin٢θcos٢)β٢

P ٢
D−Ch = −ℏ٢

(
١
β٢

∂

∂β
β٢ ∂

∂β
+

١
sin θ

∂
∂θ

sin θ ∂
∂θ

+ ١
sin٢θ

∂٢

∂ϕ٢

٣β٢

) (١۵٣ . ١)

ناوردای خام فرم کنیم. پیدا مسئله این برای را مناسب پویا ناوردای که ست رسیده فرا آن زمان حالا
دهیم می پیشنهاد زیر صورت به را پویا

I(t) =
١
٢ (δ١(t)L١ + δ٢(t)L٢ + δ٣(t)L٣) ,

L١ = P ٢
D−Ch +

a+ bcos٢θ + ccos۴θ

(sin٢θcos٢)β٢

L٢ = β٢

L٣ = {β, Pβ}

Pβ = −iℏ( ∂
∂β

+
٢
β
).

(١۵٣ . ٢)

داریم نظر مورد سیستم هامیلتونی و پویا ناوردای زمانی تحول رابطه از استفاده با



۴٧ زمان به وابسته برهمکنش حضور در X(3) رهیافت .٣ . ٩

δ̇١(t) = −٢δ٣(t)

B
,

δ̇٢(t) = ٢Bω٢(t)δ٣(t),

δ̇٣(t) = δ١(t)Bω
٢(t) +

δ٢(t)

B
.

(١۵٣ . ٣)

کرد حل و تفکیک هم از زیر صورت به توان می را معادلات این

δ١(t) = ρ٢(t),

δ٢(t) =
١

ρ٢(t)
+B٢ρ̇٢(t),

δ٣(t) = −ρ̇(t)ρ(t)B,

(١۵۴ . ٣)

صورت به واسط پارامتر بر حاکم معادله که

ρ̈(t) + ω٢(t)ρ(t) =
١

ρ٣(t)B٢ , (١۵۵ . ٣)

شد حاصل صورت بدین پویا ناوردای فرم نهایت در پس باشد. می

I =
١
٢

(
ρ٢(t)

(
P ٢
D−Ch +

a+bcos٢θ+ccos۴θ
(sin٢θcos٢)β٢

)
+
(

١
ρ٢(t) +B٢ρ̇٢(t)

)
β٢

−(ρ̇(t)ρ(t)B){β, Pβ}

)
. (١۵۶ . ٣)

تبدیل از استفاده با

U = exp

(
iBρ̇(t)

٢ℏρ(t)β
٢
)

کنیم می آغاز را پویا ناوردای توابع ویژه آوردن بدست فرآیند



۴٨ زمان به وابسته برهمکنش حضور در نسبیتی غیر کوانتومی های سیستم .٣

I ′ = U †IU,

Φ′ = UΦ,

I ′Φ′ = λΦ′,

I ′ =
١
٢

(
ρ٢(t)

(
P ٢
D−Ch +

a+ bcos٢θ + ccos۴θ

(sin٢θcos٢)β٢

)
+

β٢

ρ٢(t)

)
.

(١۵٣ . ٧)

داریم x = β
ρ

متغیر تغییر گرفتن نظر در با

(١۵٣ . ٨) ١
x٢

∂

∂x

(
x٢ ∂

∂x

)
+

١
ℏ٢

٢λ−
٢(a+bcos٢θ+ccos۴θ

(sin٢θcos٢)
)− ١

sin θ
∂
∂θ

sin θ ∂
∂θ

+ ١
sin٢θ

∂٢

∂ϕ٢

x٢ − x٢

Φ′(β, θ, ϕ) = ٠

داریم x قسمت برای Φ′ = X(x)
x
H(θ)K(ϕ) فرض با ها متغیر جداسازی روش کردن دنبال با

d٢X(x)

dx٢ +
١
ℏ٢

(
٢λ− x٢ − ξℏ٢

x٢

)
X(x) = ٠. (١۵٣ . ٩)

صورت به قسمت این جواب است. شده داده نشان ξ با جداسازی ثابت اولین که

X

(
β

ρ

)
=

(
β

ρ

)(١
٢+

√
١
۴+ξ

)
exp

(
−١
٢ℏ

(
β

ρ

)٢
)
L

√
١
۴+ξ

n

(
١
ℏ

(
β

ρ

)٢
)
,

λ = ℏ

(
٢n+ ١ +

√
١
۴ + ξ

)
.

(١۶٣ . ٠)

صورت به θ قسمت بر حاکم معادله باشد. می

(١۶٣ . ١)
d٢H(θ)

dθ٢ + cot θ
dH(θ)

dθ
+

(
− ٢
ℏ٢

(
a+ bcos٢θ + ccos۴θ

(sin٢θcos٢θ)

)
+ ξ − ζ٢

sin٢θ

)
H(θ) = ٠.

بصورت نیز قسمت این های جواب است. شده داده نشان ζ با جداسازی ثابت دومین که باشد می



۴٩ زمان به وابسته برهمکنش حضور در X(3) رهیافت .٣ . ٩

(١۶٣ . ٢)

H(cos٢θ) = (cos θ)
١
٢+٢

√
١
١۶−a

(sin θ)٢
√

ζ٢−(a+b+c)P

(
٢
√

١
١۶−a,٢

√
ζ٢−(a+b+c)

)
m

(
١ − ٢cos٢θ

)
,

m٢ − m

٢ + (٢m+ ١)
(

١
۴ +

√
ζ٢ − (a+ b+ c) +

√
١
١۶ − a

)
− ١

٨ − b+ ζ٢

+ξ + ٢
√

١
١۶ − a

(
١ +

√
ζ٢ − (a+ b+ c)

)
= ٠.

ساده های جواب هم قسمت آخرین و باشد می

K(ϕ) = (ثابت) exp (±iζϕ) (١۶٣ . ٣)

تابع این به توان می موج، تابع بسط در پویا ناوردای توابع ویژه دادن قرار با نهایت در و دارد. را
کرد. پیدا دسترسی

که شود می باعث واسط پارامتر صعودی رفتار پیداست زیر تصویر از که طور همان نیز مورد این در
برود. دست از زمان گذر با موج تابع

زمان. گذر حسب بر X[3] مدل پویا ناوردای ρ(t) رفتار :۶ . ٣ شکل



۴ فصل

حضور در نسبیتی کوانتومی های سیستم
زمان به وابسته برهمکنش

زمان به وابسته های برهمنکنش حضور در نسبیتی های سیستم آن در که است مباحثی شامل فصل این
اند. گرفته قرار بررسی مورد ررنفلد و لوییس ناوردای روش توسط

مغناطیسی میدان و جرم حضور در فرمیونی سیستم ١ . ۴

[۴٨] گیریم می نظر در (e = c = ℏ = ١) فرض با را دیراک معادله سیستم این بررسی برای

H(t) = α⃗.
(
p⃗− A⃗

)
+ βm(t), (١ . ۴)

ماتریسی های پارامتر همچنین و باشد می A(−B(t)y,٠) بصورت برداری پتانسیل آن در که

αi =

(
٠ σi
σi ٠

)
, β =

(
I ٠
٠ −I

)
(٢ . ۴)

به را (٢ . ۴) معادله اگر اند. شده گذاری نماد یکه و σi(i = ١,٢) پاولی های ماتریس از استفاده با
داریم کنیم باز آن های مولفه مجموعه صورت

H(t) = αx(px +B(t)y) + αypy + βm(t), (٣ . ۴)

مغناطیسی میدان ماکسول قوانین اساس بر که شود داده تذکر بایستی جا این در اهمیت حائز ای نکته
از ناشی اثرات از محاسبات این در کند. می القا را زمانی به وابسته الکتریکی میدان زمان، به وابسته

است. شده نظر صرف القایی میدان این

۵٠



۵١ مغناطیسی میدان و جرم حضور در فرمیونی سیستم .١ . ۴

موج تابع تحول است، زمان به وابسته صریح طور به مفروض سیستم هامیلتونی که جایی آن از
رابطه از آن به منصوب

i
∂Ψ(x, y, t)

∂t
= H(t)Ψ(x, y, t), (۴ . ۴)

صورت به پویا ناوردای اولیه فرم دادن پیشنهاد با آمد. خواهد بدست

I(t) = C(t)px +D(t)py + E(t)y + F (t), (۵ . ۴)

داشت خواهیم (٣ . ۴) و پویا ناوردای زمانی تحول از استفاده و

px(Ċ(t)) + py(Ḋ(t)) + y(Ė(t)) + Ḟ (t) + E(t)αy −D(t)B(t)αx = ٠. (۶ . ۴)

آید می بدست زیر نتایج فوق معادله طرفین دادن قرار تساوی با

C = ثابت،

D = ثابت،

E = ثابت،

F (t) =

∫
(−Eαy +DB(t)αx) dt+ ثابت .

(٧ . ۴)

معرفی با پویا ناوردای های تابع ویژه محاسبه به پویا، ناوردای ریاضی فرم شدن مشخص از پس
بصورت معادله این کنید. حل را مربوطه مقداری ویژه معادله پویا، ناوردای تابع ویژه عنوان به Φ(x, y, t)

IΦ(x, y, t) = λΦ(x, y, t), (٨ . ۴)

توان می تکانه عملگری فرم گرفتن نظر در با باشد. می پویا ناوردای مقدار ویژه λ که باشد می
نمود بازنویسی صورت بدین را (٨ . ۴)

C

i

∂Φ(x, y, t)

∂x
+
D

i

∂Φ(x, y, t)

∂y
+ (Ey + F (t))Φ(x, y, t) = λΦ(x, y, t). (٩ . ۴)

داریم باشد Φ(x, y, t) = X(x)Y (y, t) صورت به پویا ناوردای تابع ویژه که کنیم فرض اگر

C

i

dX(x)

dx
+ ξX(x) = ٠,

D

i

∂Φ(x, y, t)

∂y
+ (Ey + F (t)− λ− ξ) Φ(x, y, t) = ٠.

(١٠ . ۴)



۵٢ زمان به وابسته برهمکنش حضور در نسبیتی کوانتومی های سیستم .۴

های جواب دارا معادلات از دسته این است. شده داده نشان ξ با جداسازی ثابت فوق معادلات در
باشند می زیر

X(x) = exp

(
− i

C
ξx

)

Y (y, t) = exp

(
− i

D

(
E
y٢

٢ + (F (t)− λ− ξ) y

))

Φ(x, y, t) = exp

(
− i

C
ξx

)
exp

(
− i

D

(
E
y٢

٢ + (F (t)− λ− ξ) y

))
(١١ . ۴)

Ψ(x, y, t) = بصورت را موج تابع توان می است، گردیده محاسبه پویا ناوردای تابع ویژه که حال
بدست را K(t) فرم توان می (۴ . ۴) در پیشنهادی موج تابع جایگذاری با کرد. پیشنهاد K(t)Φ(x, y, t)

داریم جایگذاری این با آورد.

iℏ
∂ (κ(t)Φ(x, y, t))

∂t
= H (κ(t)Φ(x, y, t)) ,

→ iℏ
(
∂κ(t)

∂t
Φ(x, y, t) + κ(t)

∂Φ(x, y, t)

∂t

)
= κ(t)H (Φ(x, y, t)) ,

iℏ
(

١
κ(t)

∂κ(t)

∂t
+
∂Φ(x, y, t)

∂t

)
= HΦ(x, y, t),

→ iℏ
١
κ(t)

∂κ(t)

∂t
= HΦ(x, y, t)− iℏ

∂Φ(x, y, t)

∂t
,

lnκ(t) =

∫ (
HΦ(x, y, t)

iℏ
− ∂Φ(x, y, t)

∂t

)
dt,

→ κ(t) = exp

(∫ (
HΦ(x, y, t)

iℏ
− ∂Φ(x, y, t)

∂t

))
dt,

(١٢ . ۴)

یافت. دست سیستم موج تابع به توان می پارامتر این شدن تعیین با



۵٣ ناجابجایی فاز فضای در نسبیتی های فرمیون .٢ . ۴

ناجابجایی فاز فضای در نسبیتی های فرمیون ٢ . ۴

کنیم. بررسی ناجایجایی فضای در را نسبیتی های فرمیون که هستیم آن بر نامه پایان از قسمت این در
رابطه صورت این در کنیم. می فرض زمان از مستقل را نظر مورد جابجایی فاز فضای قسمت این در

[۴٩] فرم دارای مختصات و تکانه میان جابجایی

[x̂, ŷ] = iθ,

[p̂x, p̂y] = iη,

[x̂i, p̂j] = iℏeffδij, i, j = ١,٢,

ℏeff = ℏ(١ + ξ), (ξ =
θη

۴ℏ٢ ),

(١٣ . ۴)

قرار η = θ = ٠ حالتی در اند. شده داده نمایش η و θ با ناجابجایی فضای های پارامتر باشد. می
مختصات و تکانه قسمت این در اگر شد. خواهد تبدیل جابجایی فضای به ناجابجایی فضای شود، داده
به جابجایی فضای به ناجابجایی فضای از تبدیلات دهیم، نمایش دار کلاه حروف با را ناجابجایی فضای

بود خواهد زیر صورت

x̂ = x− ١
٢ℏθpy,

ŷ = y +
١
٢ℏθpx,

p̂x = px +
١
٢ℏηy,

p̂y = py −
١
٢ℏηx,

(١۴ . ۴)

صورت به ناجابجایی فضای در زمان به وابسته برهمکنش فرض با

V (x̂, ŷ, t) = ζ١f١(t)x̂+ ζ٢f٢(t)ŷ, (١۵ . ۴)

نوشت گونه این توان می را دیراک معادله

H(t) = cαxp̂x + cαyp̂y + βc٢m+ ζ١f١(t)x̂+ ζ٢f٢(t)ŷ, (١۶ . ۴)

کنیم می نویسی باز صورت بدین را (١۵ . ۴) هامیلتونی (١۴ . ۴) تبدیلات از استفاده با

Ĥ(t) =

(
αx +

f٢(t)θ

٢

)
px +

(
αy −

f١(t)θ

٢

)
py +

(
f١(t)−

ηαy

٢

)
x

+

(
f٢(t) +

ηαx

٢

)
y + βm, (ℏ = c = ζ١ = ζ٢ = ١)

(١٧ . ۴)



۵۴ زمان به وابسته برهمکنش حضور در نسبیتی کوانتومی های سیستم .۴

صورت به سیستم این برای مناسب پویا ناوردای خام فرم پیشنهاد با

I(t) = A١(t)px +B١(t)x+ A٢(t)py +B٢(t)y + C(t), (١٨ . ۴)

بصورت پویا ناوردای نهایی فرم به توان می پویا ناوردای زمانی تحول رابطه از استفاده و

I(t) = a١px + a٢py +
η

٢ (a٢x− a١y) +

∫ (
١ − ηθ

۴

)
(a١f١(t) + a٢f٢(t)) dt (١٩ . ۴)

ویژه یافتن برای مقداری ویژه معادله که دریافت توان می پویا ناوردای فرم در توجه با یافت. دست
ویژه عمومی جواب توان می لذا شود. می تبدیل اول مرتبه دیفرانسیل معادله یک به پویا ناوردای توابع

صورت به پویا ناوردای توابع

ϕλ(x, y, t) = exp
(
µ١(t)x+ µ٢(t)y + µ٣(t)x

٢ + µ۴(t)y
٢) , (٢٠ . ۴)

پیشنهاد Ψ(x, y, t) = χ(t)ϕλ(x, y, t) شکل به پویا ناوردای توابع ویژه اساس بر را موج تابع و
آن برای فرمی صورت بدین را نامعلوم های پارامتر توان می موج تابع زمانی تحول از استفاده با کرد.

کرد پیدا ها

dµ١(t)

dt
= −if١(t)− ٢µ٣(t),

dµ٢(t)

dt
= −if٢(t),

dµ٣(t)

dt
=
dµ۴(t)

dt
= ٠,

dχ(t)

dt
= −(αxµ١(t) + αyµ٢(t) + iβm)χ(t).

(٢١ . ۴)

آمد. خواهد بدست ها پارامتر صریح فرم فوق راوبط کردن حل با



۵۵ ناجابجایی فاز فضای و زمان به وابسته برهمکنش حضر در دیراک نوسانگر .٣ . ۴

فضای و زمان به وابسته برهمکنش حضر در دیراک نوسانگر ٣ . ۴
ناجابجایی فاز

ناجابجایی فاز فضای در را دیگری سیستم خواهیم می قبلی قسمت اطلاعات از استفاده با قسمت این در
و مختصات اساس بر دیراک نوسانگر هامیلتونی بگیریم. نظر در زمان به وابسته برهمکنش حضور در و

[۵٠] شود می نوشته زیر صورت به ناجابجایی فاز فضای تکانه

Ĥ = cα⃗.
((
P⃗ − e

c
A⃗
)
− imω(t)β⃗.r⃗

)
+mc٢β, (٢٢ . ۴)

اساس بر را هامیلتونی این توانیم می کنیم، استفاده ناجابجایی و جابجایی فاز فضای میان تبدیلات از اگر
کنیم نویسی باز جابجایی فاز فضای های متغیر

H(t) = αxpx + αypy +

(
f١(t)− imω(t)αxβ − αy

B

٢

)
x

+

(
f٢(t) + αx

B

٢ − imω(t)αyβ

)
y +mβ, (e = ℏ = c = ١)

(٢٣ . ۴)

شده گرفته نظر در A =
(
−B

٢ y,
B
٢ x
)

همچنین و V (x, y, t) = f١(t)x + f٢(t)y فوق معادله در که
صورت به را مسئله این برای پویا ناوردای است.

I(t) = A١(t)px +B١(t)x+ A٢(t)py +B٢(t)y, (٢۴ . ۴)



۵۶ زمان به وابسته برهمکنش حضور در نسبیتی کوانتومی های سیستم .۴

داریم پویا ناوردای زمانی تحول رابطه از استفاده با دهیم. می پیشنهاد
(٢۵ . ۴)

{[A١(t), αx]}p٢
x + {[A١(t), αy] + [A٢(t), αx]}pxpy

−iA١(t){f١(t) + αxβmω(t)}+ {[A١(t),−imω(t)αx]}βxpx + {[A١(t),−imω(t)β]}αxxpx+

{[A١(t),
−B
٢ αy] + [A١(t),

B

٢ αx] + [A١(t),mβ] + [C(t), αx] + iȦ١(t)}px+

{[A١(t),−imω(t)αy]}βypx + {[A١(t),−imω(t)β]}αxypx + iB١(t){αx}+

{[B١(t), αx]}xpx + {[B١(t), αy]}xpy + {[B١(t),−imω(t)αx]}βx٢ + {[B١(t),−imω(t)β]}αxx
٢+

{[B١(t),mβ] + [B١(t),
B

٢ αx] + [B١(t),
−B
٢ αy] + iḂ١(t)}x+

{[B١(t),−imω(t)αx] + [A٢(t),−imω(t)αx] + [B٢(t),−imω(t)αx]}βyx+

{[B١(t),−imω(t)β] + [A٢(t),−imω(t)β] + [B٢(t),−imω(t)β]}αxyx+

{[A٢(t), αy]}p٢
y + {[A٢(t),−imω(t)αx]}βxpy + {[A٢(t),−imω(t)β]}αxxpy+

{[A٢(t),
−B
٢ αy] + [A٢(t),

B

٢ αx] + [A٢(t),mβ] + [C(t), αy] + iȦ٢(t)}py+

{[B٢(t), αx]}ypx + {[B٢(t),
−B
٢ αy] + [B٢(t),

B

٢ αx] + [B٢(t),mβ] + iḂ٢(t)}y+

{[B٢(t),−imω(t)αy]}βy٢ + {[B٢(t),−imω(t)β]}αyy
٢ + {[C(t),−imω(t)αx]}βx+

{[C(t),−imω(t)β]}αxx+ {[C(t),−imω(t)αy]}βy + {[C(t),−imω(t)β]}αyy+

{[C(t),mβ] + [C(t),
B

٢ αx] + [C(t),
−B
٢ αy] + iĊ(t)} = ٠,

کرد نویسی باز صورت بدین را پویا ناوردای توان می که است معنی بدین این

(٢۶ . ۴)
I(t) = a٠px + b٠x+ (a١(t) + a٢(t)αx + a٣(t)αy + a۴(t)β) py + (b١(t) + b٢(t)αx

+b٣(t)αy + b۴(t)β)y + c١(t) + c٢(t)αx + c٣(t)αy + c۴(t)β,

دیفرانسیل معادله یک به منجر پویا ناوردای توابع ویژه بر حاکم دیفرانسیل معادله نیز جا این در
صورت به توان می را آن عمومی جواب که شود می اول مرتبه خطی

ϕλ(x, y, t) = exp
(
µ١(t)x+ µ٢(t)y + µ٣(t)x

٢ + µ۴(t)y
٢) , (٢٧ . ۴)

رابطه از استفاده و Ψ(x, y, t) = χ(t)ϕλ(x, y, t) صورت به موج تابع گرفتن نظر در با نوشت.
آورد دست را نامعلوم ضرایب بر حاکم معادلات توان می موج تابع زمانی تحول



۵٧ زمان به وابسته برهمکنش حضور در راشبا اثر .۴ . ۴

i
dµ١(t)

dt
= f١(t)−

(
٢iαxµ٣ + imωαxβ +

B

٢ αy

)
,

i
dµ٢(t)

dt
= f٢(t)−

(
٢iαyµ۴ + imωαyβ − B

٢ αx

)
,

µ٣ = ،ثابت

µ۴ = ،ثابت

χ(t) = exp

(
−
∫

(imβ + αxµ١(t) + αyµ٢(t)) dt

)
,

(٢٨ . ۴)

یافت. دست موج تابع نهایی فرم به توان می روابط این داشتن با پس

زمان به وابسته برهمکنش حضور در راشبا اثر ۴ . ۴

بیان را ممنتوم و اسپین شدگی کوپل شد گزارش ١٩٨۴ سال در راشبا و ٢ بیچکوف توسط که ١ راشبا اثر
صورت به را برهمکنش این [۵١] کند می

HR = αR(σ⃗ × p⃗).ẑ = αR(pyσx − pxσy), (٢٩ . ۴)

در بخواهیم را اثر این اگر باشد. می الکتریکی میدان به وابسته αR ثابت آن در که کنند می بیان
توانیم می بگیریم، نظر در گرفتیم، نظر در قبل های قسمت در که زمانی به وابسته برهمکنش حضور

[۵٢] دهیم نسبت آن به را زیر هامیلتونی

H(t) = σxpx + σypy + αR(t)(pyσx − pxσy) + f(t)x+ g(t)y +mβ. (٣٠ . ۴)

V (x, y, t) = برهمکنش که است این است شده گرفته نظر در زمان به وابسته αR ضریب آنکه علت
ضریب ای چون طرفی از باشد. زمان به وابسته الکتریکی میدان یک نماینده تواند می f(t)x+ g(t)y

در است. معقول کاملا امری ضریب این گرفتن زمان به وابسته لذا است الکتریکی میدان به وابسته
معادلات اساس بر که القایی مغناطیسی میدان اثرات از که شویم می آور یاد را نکته این دوباره جا این

ایم. کرده نظر صرف داریم را آن گذاری اثر انتظار ماکسول
صورت به را پویا ناوردای خام فرم ابتدا قبل های قسمت همانند اگر

I(t) = a(t)px + b(t)py + c(t)x+ d(t)y + e(t), (٣١ . ۴)
١Rashba Effect
٢Bychkov



۵٨ زمان به وابسته برهمکنش حضور در نسبیتی کوانتومی های سیستم .۴

داشت خواهیم پویا ناوردای زمانی تحول رابطه از استفاده با سپس دهیم. می پیشنهاد

I(t) = apx + bpy + cx+ dy + e(t)

e(t) =

∫
(af(t) + bg(t) + c(σx − αR(t)σy) + d(σy + αR(t)σx)) dt+ ثابت

(٣٢ . ۴)

یک به منجر آن های تابع ویژه آوردن بدست برای پویا ناوردای مقداری ویژه معادله که آنجایی از
فرم از استفاده با را نظر مورد سیستم موج تابع توان می لذا شود می اول مرتبه خطی دیفرانسیل معادله

صورت به پویا ناوردای توابع ویژه خام

⟨r |Ψ⟩ = Ψ(x, y, t) = K(t) exp
(
µ١(t)x+ µ٢(t)x

٢ + µ٣(t)y + µ۴(t)y
٢) (٣٣ . ۴)

به موج تابع در نامعلوم های پارامتر بر حاکم معادلات موج تابع زمانی تحول رابطه از استفاده با
آمد خواهد بدست زیر صورت

(٣۴ . ۴)
dµ١
dt

= −
(

٢µ٢(σx − αR(t)σy) +
i

ℏ
f(t)

)
,

dµ٣
dt

= −
(

٢µ۴(σy + αR(t)σx) +
i

ℏ
g(t)

)
,

K(t) = exp

(
−
∫ (

i

ℏ
mβ + µ١(t)(σx − αR(t)σy) + µ٣(σy + αR(t)σx)

)
dt + ثابت

)
µ٢, µ٣ = .ثابت



۵٩ زمان به وابسته همکنش بر و نسبیتی های بوزن .۵ . ۴

زمان به وابسته همکنش بر و نسبیتی های بوزن ۵ . ۴

نمود استفاده ٣ پی کی دی معادله از توان می ١ اسپین یا و ٠ اسپین نسبیتی های بوزون بررسی برای
صورت به معادله این فرم . [۵٣]

(iβµ∂µ −m(t))Ψ = ٠, (ℏ = c = ١), (٣۵ . ۴)

که βµ های ماتریس و ایم گرفته نظر در زمان به وابسته نیز را جرم ما جا این در که باشد می
باشند می زیر ناجابجایی جبر دارای (µ = ٠,١,٢,٣)

βµβνβλ + βλβνβµ = gµνβλ + gλνβµ, (٣۶ . ۴)

می متفاوت ها ماتریس این وضعیت دهیم می قرار بررسی مورد را هایی بوزون چه اینکه به توجه با
باشد.

زیر صورت به که باشند می ١٠×١٠ های ماتریس ها، ماتریس این وضعیت این در :١ اسپین •
باشند می

β٠ =


٠ ٠̄ ٠̄ ٠̄
٠̄T ٠ I I

٠̄T I ٠ ٠
٠̄T ٠ ٠ ٠

 , βi =


٠ ٠̄ ei ٠̄
٠̄T ٠ ٠ −isi
eTi ٠ ٠ ٠
٠̄T −isi ٠ ٠

 ، (٣٧ . ۴)

و باشند می پوچ و یکه های ماتریس ترتیب به نیز ٠ ، I هستند، یک های ماتریس si که

٠̄ = (٠,٠,٠), e١ = (١,٠,٠), e٢ = (٠,١,٠), e٣ = (٠,٠,١), (٣٨ . ۴)

است. ای مولفه ده ستونی ماتریس یک نیز Ψ موج تابع

:٠ اسپین •

باشند می زیر های ویژگی با ۵ × ۵ هایی ماتریس β های ماتریس وضعیت این در

β٠ =

(
θ ٠̃

٠̄T ٠

)
, βi =

(
٠̃ ρi

−ρiT ٠

)
، (٣٩ . ۴)

٣DKP equation
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و باشند می ٢ × ٢ ،٢ × ٣ ،٣ × ٣ صفر های ماتریس ترتیب به ٠̃, ٠̄,٠ های مولفه

(۴٠ . ۴)

θ =

(
٠ ١
١ ٠

)
, ρ١ =

(
−١
٠

٠
٠

٠
٠

)
, ρ٢ =

(
٠
٠

−١
٠

٠
٠

)
, ρ٣ =

(
٠
٠

٠
٠

−١
٠

)
.

زمان به وابسته برهمکنش حضور در را معادله این خواهیم می

V (x, y, t) = f(t)x٢ + g(t)y٢ (۴١ . ۴)

توان می برهمکنش این گرفتن نظر در با هستند. زمان به نسبت نامعلوم توابعی f(t) ،g(t) که
کرد بازنویسی گونه این را معادله هامیلتونی

H(t) = βxpx + βypy −m(t) + f(t)x٢ + g(t)y٢ (۴٢ . ۴)

صورت به را پویا ناوردای هامیلتونی این اساس بر

I(t) = a(t)px + b(t)py + c(t)x٢ + d(t)x+ e(t)y٢ + h(t)y + j(t), (۴٣ . ۴)

توان می (۴٢ . ۴) هامیلتونی و پویا ناوردای زمانی تحول رابطه از استفاده با که دهیم می پیشنهاد
آورد بدست زیر صورت به را پویا ناوردای خام فرم در حاضر نامعلوم ضرایب

a, b, c, e = ثابت،

h(t) = ٢
∫

(bg(t)− βye) dt+ ,ثابت

d(t) = ٢
∫

(cβx − af(t)) dt+ثابت,

j(t) = −
∫

(d(t)βx + h(t)βy)dt+ .ثابت

(۴۴ . ۴)

در تکانه عملگری فرم دادن قرار با که باشد می پویا ناوردای توابع ویژه آوردن بدست بعدی مرحله
پویا ناوردای مقداری ویژه معادله

I(x, y, t)Φ(x, y, t) = λΦ(x, y, t)

آمد خواهد بدست زیر صورت به
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(۴۵ . ۴)
a

i

∂Φ(x, y, t)

∂x
+
b

i

∂Φ(x, y, t)

∂y
+
(
cx٢ + d(t)x+ ey٢ + h(t)y + j(t)

)
Φ(x, y, t) = ٠.

برای را ما که برسیم معادلاتی به توانیم می λ = λx + λy و Φ(x, y, t) = X(x, t)Y (y, t) فرض با
کند می کمک پویا ناوردای تابع ویژه آوردن بدست

∂X(x, t)

∂x
+
i

a
(cx٢ + d(t)x+ j(t)− λ′x)X(x, t) = ٠,

λ′x = λx + η,

∂Y (y, t)

∂y
+
i

b
(ey٢ + h(t)y − λ′y)Y (y, t) = ٠,

λ′y = λy − η,

(۴۶ . ۴)

دست زیر نتایج به توانیم می فوق معادلات کردن حل با است. شده داده نمایش η با جداسازی ثابت که
یابیم

X(x, t) = −e(ثابت) i
a
( c٣x

٣+ d(t)
٢ x٢+(j(t)−λ′

x)x),

Y (y, t) = −e(ثابت) i
b
( e٣y

٣+h(t)
٢ y٢−λ′

yy),

Φ(x, y, t) = )e−i(ثابت) ١
a
( c٣x

٣+ d(t)
٢ x٢+(j(t)−λ′

x)x)+
١
b
( e٣y

٣+h(t)
٢ y٢−λ′

yy)).

(۴٧ . ۴)

صورت به پویا ناوردای توابع واژه اساس بر را موج تابع پویا ناوردای توابع ویژه به دستیابی از پس
تابع زمانی تحول رابطه در موج تابع قراردادن با دهیم. می پیشنهاد Ψ(x, y, t) = K(t)Φ(x, y, t)

کرد محاسبه را K(t) فرم توان می موج

i
∂ (κ(t)Φ(x, y, t))

∂t
= H (κ(t)Φ(x, y, t)) ,

→ i

(
∂κ(t)

∂t
Φ(x, y, t) + κ(t)

∂Φ(x, y, t)

∂t

)
= κ(t)H (Φ(x, y, t)) ,

i

(
١
κ(t)

∂κ(t)

∂t
+
∂Φ(x, y, t)

∂t

)
= HΦ(x, y, t),

→ i
١
κ(t)

∂κ(t)

∂t
= HΦ(x, y, t)− i

∂Φ(x, y, t)

∂t
,

lnκ(t) =

∫ (
HΦ(x, y, t)

i
− ∂Φ(x, y, t)

∂t

)
dt,

→ κ(t) = exp

(∫ (
HΦ(x, y, t)

iℏ
− ∂Φ(x, y, t)

∂t

)
dt

)
,

(۴٨ . ۴)
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به وابسته برهمکنش حضور در سالپیتر نسبیتی نیمه معادله ۶ . ۴
زمان

فرم دارای معادله این [۵۴] دهد می قرار بررسی مورد را نسبیتی های سیستم مقید حالت سالپیتر معادله
ریاضیاتی

H(x, t) =
٢∑

i=١

√
p٢ +m٢

i + V (x, t)−
٢∑

i=١
mi, (c = ١) (۴٩ . ۴)

داد بسط را رادیکالی عبارت توان می ای جمله دو بسط از استفاده با باشد. می

٢∑
i=١

(
p٢ +m٢

i

)١/٢ ≈ m١ +m٢ +
p٢

٢µ +
p۴

٨η٣ + . . . , (۵٠ . ۴)

زمانی معادله این خواهیم می باشند. می η = µ
(

m١m٢
m١m٣−٢µ٢

)١/٣
و µ = m١m٢

m١+m٢
فوق رابطه در که

سیستم هامیلتونی فرضی چنین با کنیم. بررسی دارد حضور سیستم در V (x, t) = f(t)x برهمکنش که
نوشت گونه این توان می را نظر مورد

H(t) =
p۴

٨η٣ +
p٢

٢µ + f(t)x. (۵١ . ۴)

صورت به پویا ناوردای فرم مسئله این برای باشد. می زمان از نامعلومی تابع f(t) که

I(t) = A(t)p۴ +B(t)p٣ + C(t)p٢ +D(t)p+ E(t)x+ F (t), (۵٢ . ۴)

به زیر عبارت (۵١ . ۴) هامیلتونی و پویا ناوردای زمانی تحول رابطه از استفاده با میدهیم. پیشنهاد
آیند می بدست استخراج سهولت

(۵٣ . ۴)

Ȧ(t)p۴ +

(
Ḃ(t)− A(t)f(t) +

E(t)

٢η٣

)
p٣ +

(
Ċ(t)− ٣B(t)f(t)

)
p٢ +

(
Ḋ(t)− ٢C(t)f(t)

)
p

+Ė(t)x+ Ḟ (t)−D(t)f(t) = ٠.

داشت خواهیم صورت این در
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Ȧ(t) = ٠, Ė(t) = ٠ ,

Ḟ (t)−D(t)f(t) = ٠,

Ḃ(t)− A(t)f(t) +
E(t)

٢η٣ = ٠,

Ċ(t)− ٣B(t)f(t) = ٠,

Ḋ(t)− ٢C(t)f(t) = ٠,

(۵۴ . ۴)

شود می فوق عبارت حاصل

A = ,ثابت E = ,ثابت

B(t) =

∫ (
Af(t) +

E

٢η٣

)
dt+ ,ثابت

C(t) =

∫
٢B(t)f(t)dt+ ,ثابت

D(t) =

∫ (
٢C(t)f(t) + E

m

)
dt+ ,ثابت

F (t) =

∫
D(t)f(t)dt+ .ثابت

(۵۵ . ۴)

بدست پویای ناوردای توابع ویژه آوردن بدست برای پویا، ناوردای ضرایب فرم شدن مشخص با
داشت خواهم تکانه عملگری فرم کردن لحاظ با آمده،

ℏ۴A
d۴Φ

dx۴ − iℏ٣B(t)
d٣Φ

dx٣ − C(t)ℏ٢d
٢Φ

dx٢ − iℏD(t)
dΦ

dx
+ ExΦ + F (t)Φ = λΦ, (۵۶ . ۴)

و نمود استفاده جواب دادن بسط روش از بایسیتی دیفرانسیل معادله این جواب آوردن بدست برای
داشت خواهیم Φ =

∞∑
n=٠

anx
n صورت به تابع ویژه گرفتن نظر در با کرد. تعیین را بسط ضرایب

(۵٧ . ۴)

ℏ۴A
∞∑
n=٠

n(n− ١)(n− ٢)(n− ٣)anxn−۴ − iℏ٣B(t)
∞∑
n=٠

n(n− ١)(n− ٢)anxn−٣

−C(t)ℏ٢
∞∑
n=٠

n(n− ١)anxn−٢ − iℏD(t)
∞∑
n=٠

nanx
n−١

+E
∞∑
n=٠

anx
n+١ + F (t)

∞∑
n=٠

anx
n = λ

∞∑
n=٠

anx
n,

نمود وضعیت تعیین زیر رابطه از توان می را بسط ضرایب که
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ℏ۴A
(n+ ۵)!
(n+ ١)!an+۵ − iℏ٣B(t)

(n+ ۴)!
(n+ ١)!an+۴ − C(t)ℏ٢ (n+ ٣)!

(n+ ١)!an+٣

−iℏD(t)(n+ ٢)an+٢ + Ean + (F (t)− λ)an+١ = ٠.
(۵٨ . ۴)

ویژه این اساس بر را موج تابع توانمی می که هستیم موقعیتی در ناوردا تابع ویژه داشتن دست در با
موج تابع پیشنهادی فرم در نامعلوم ضریب محاسبه برای بدهیم. پیشنهاد Ψ = κ(t)Φ صورت به تابع

داریم

iℏ
∂Ψ

∂t
= HΨ,→ iℏ

∂ (κ(t)Φ(x, t))

∂t
= H (κ(t)Φ(x, t)) ,

→ iℏ
(
∂κ(t)

∂t
Φ(x, t) + κ(t)

∂Φ(x, t)

∂t

)
= κ(t)H (Φ(x, t)) ,

iℏ
(

١
κ(t)

∂κ(t)

∂t
+
∂Φ(x, t)

∂t

)
= HΦ(x, t),

→ iℏ
١
κ(t)

∂κ(t)

∂t
= HΦ(x, t)− iℏ

∂Φ(x, t)

∂t
.

lnκ(t) =

∫ (
HΦ(x, t)

iℏ
− ∂Φ(x, t)

∂t

)
dt,

→ κ(t) = exp

(∫ (
HΦ(x, t)

iℏ
− ∂Φ(x, t)

∂t

)
dt

)
,

(۵٩ . ۴)



۵ فصل

پیشنهادات و گیری نتیجه

تحول به یافتن دست منظور به لوییس-رزنفلد ناوردای روش از استفاده چگونگی نامه، پایان این در
در و تفضیل به زمان به وابسته برهمکنش حضور در نظر مورد سیستم غیرنسبیتی و نسبیتی ذرات زمانی
مسائل در متفاوتی پیشنهادی های روش گرفت. قرار استفاده و بحث مورد متفاوت و مختلف شرایط
از پس و قرارگرفت استفاده مورد پویا ناوردای به یافتن دست منظور به نامه پایان این در شده مطرح
مهمی بسیار نتیجه آمد. بدست آن واسطه به سیستم به منتسب موج تابع آن، توابع ویژه به یافتن دست
از ها سیستم زوال تحلیلی سازی مدل به موفق ما که بود این آمد بدست روش این از کردن استفاده از که
گرفتن نظر در با مهم این شدیم. ای) هسته متفاوت های مدل از استفاده (با ها هسته رفتن بین از جمله

آمد. بدست نظر مورد سیستم در زمان به وابسته موثر برهمکنش یک
داشتن با لذا کند. می سیستم اطلاعات مورد در ما به شایانی کمک زمان به وابسته موج تابع داشتن
در فرمی طلایی قانون دیگر پژوهشی کارهای و آینده در که دهیم می پیشنهاد ما اطلاعاتی چنین این
برهمکنش چنین این حضور در ای هسته مختلف های گذار احتمال و زمان به وابسته برهمکنش حضور

بگیرد. قرار مطالعه مورد هایی

۶۵
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Abstract

Investigation of time-dependent relativistic and non-relativistic quantum systems have
been attracted many interests in last decades because investigation of these systems, yields
to fundamental structure of quantum physics as well as interpretations in fields, such as
gravity, optic, Pauli traps and spintronic. Because of existence of partial differential with
respect coordinate and time in investigation of time evolution of time-dependent quantum
systems, it has its own difficulties that in order to obviate such obstacles as well as to obtain
exact or high precision solutions, different methods have been invented and utilized such as
Feynman path integrals, Second quantization and Lewis-Riesenfeld dynamical invariant.

In this thesis, by introducing Lewis-Riesenfeld dynamical invariant method in detail to
make use of this method we want to investigate non-relativistic (such as time-dependent
harmonic oscillator, many-body system, deformed nuclei and …) and relativistic (such as
Fermion and free or bounded Boson systems) systems in presence of time-dependent in-
teractions.

Key Words: Lewis-Riesenfeld dynamical invariant, time-dependent interactions, time-
dependent harmonic oscillator, Fermion and Boson systems.
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