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ণپاس ච໋اری...
مقدور وی مدد و الهی لطف و عنایت بی می گوید سخن که کلمه هر و دارد بر می انسان که گام هر

بود. حق حضرت گزار شکر می بایست همه از پیش لذا نیست انسان
از:

برادرانم فراوان حمایت های همچنین و عزیزم مادر و پدر
ارزشمندشان بسیار راهنمایی های خاطر به عنابستانی مصطفی دکتر آقای جناب عزیزم راهنمای استاد

رفیعی مرتضی دکتر آقای و موحدیان حسین دکتر آقای جناب داور اساتید
آموخته ام ایشان از تحصیل دوره ی طول در آنچه خاطر به فیزیک دانشکده محترم اساتید

اند رسانده یاری تحقیق این انجام در مرا که دوستانی از و
سپاسگذارم.

ا৯دیک ࣓ࢤور
۱۳۹۴



ଓฬ ৎ࠻ھد
دانشگاه فیزیک دانشکده فیزیک رشته ارشد کارشناسی دانشجوی اندیک تیمور اینجانب
بالاتر ابعاد کوانتومی ولگشت ها ی در سکه نقش مطالعه عنوان با پایان نامه نویسنده شاهرود، صنعتی

می شوم: متعهد عنابستانی مصطفی دکتر راهنمایی تحت ، یک از

است. برخوردار اصالت و صحت از و است شده انجام اینجانب توسط پایان نامه این در تحقیقات •

است. شده استناد استفاده مورد مرجع به پژوهش گران، دیگر پژوهش های نتایج از استفاده در •

امتیازی یا مدرک نوع هیچ دریافت برای دیگری فرد یا خود، توسط کنون تا پایان نامه، این مطالب •
است. نشده ارایه هیچ جا در

“ نام با مستخرج مقالات و دارد، متعلق شاهرود صنعتی دانشگاه به اثر، این معنوی حقوق •
خواهد چاپ به “ Shahrood University of Technology“ یا “ شاهرود صنعتی دانشگاه

رسید.

مقالات در بوده اند، تاثیرگذار پایان نامه اصلی نتایج آوردن به دست در که افرادی تمام معنوی حقوق •
می گردد. رعایت پایان نامه از مستخرج

شده استفاده آنها) بافت های (یا زنده موجود از که مواردی در پایان نامه، این انجام مراحل تمام در •
است. شده رعایت اخلاقی اصول و ضوابط است،

یافته دسترسی افراد شخصی اطلاعات حوزه به که مواردی در پایان نامه، این انجام مراحل تمام در •
است. شده رعایت انسانی اخلاق اصول و رازداری اصل است، شده استفاده) (یا

ا৯دیک ࣓ࢤور
۱۳۹۴ ඩিر ऑق و ষتاج مالࢁࢹت
رایانه ای، برنامه های کتاب، مستخرج، ( مقالات آن محصولات و اثر این معنوی حقوق تمام •
مطلب این می باشد. شاهرود صنعتی دانشگاه به متعلق شده) ساخته تجهیزات و نرم افزارها

شود. ذکر مربوطه علمی تولیدات در مقتضی، نحو به باید

نمی باشد. مجاز منبع ذکر بدون پایان نامه این در موجود نتایج و اطلاعات از استفاده •



چൊیده
معیار انحراف و احتمال توزیع خط، روی کلاسیکی تصادفی ولگشت معرفی با ابتدا پایان نامه، این در
سپس دادیم. قرار بررسی مورد را آن  به مربوط خواص شبیه سازی از استفاده با کردیم. محاسبه آن برای را
و محاسبه ولگشت این برای را احتمال توزیع نمودار پرداختیم. خط روی کوانتومی ولگشت معرفی به

دادیم. نشان کلاسیکی ولگشت با را آن تفاوت
سکه های مشهورترین از نمونه چند سپس پرداختیم. بعدی دو کوانتومی ولگشت بررسی به بعد فصل در
واریانس و معیار انحراف احتمال، توزیع شبیه سازی، از استفاده با کردیک. معرفی را بعدی دو کوانتومی

کردیم. مقایسه هم با و محاسبه آنها برای را
ولگشت که کرده ایم بررسی را شده اند معرفی اخیرا که بعدی دو کوانتومی ولگشت نوع دو همچنین
و کرده توصیف را ولگشت دو هر خواص ابتدا می شوند، نامیده برگشت ناپذیر و تکرارنشدنی کوانتومی
نیز دیگری مهم پارامتر اند، شده بررسی ها ولگشت این برای که واریانس و احتمال توزیع تابع بر علاوه
ولگشت برای پارامتر این که داده ایم نشان تحلیلی به صورت و می شود نامیده مشترک تکانه که شده معرفی

است. اولیه شرایط از مستقل تکرانشدنی کوانتومی
پادساعتگرد و ساعتگرد کوانتومی ولگشت نام با بعدی دو کوانتومی ولگشت از را خود مدل پایان در
ولگشت، حرکت مسیر راست و چپ روی بر محدودیت قراردادن با ولگشت دو این در که داده ایم ارائه
تعداد گام هر در و می روند مجاور همسایه سه به به فقط که کرده ایم معرفی را جدید کوانتومی ولگشت دو
سپس و کرده ایم تعیین را ولگشت دو این سکه عملگرهای ابتدا می یابد. کاهش ٣ به ۴ از انتخاب ها

کردیم. مقایسه ولگشت ها بقیه با را آن ها و بررسی را ولگشت دو این خواص از برخی

کلیدی: کلمات

کوانتومی ولگشت ساعتگرد، کوانتومی ولگشت کوانتومی، ولگشت کلاسیکی، تصادفی ولگشت
مشترک تکانه پادساعتگرد،



ଓฬ پایان از ീज़ࣇයج ग़قالات ࣂࡣت
فیزیک کنفرانس ساعتگرد”. پاد و ساعتگرد کوانتومی ”ولگشت م. عنابستانی. ت. اندیک. .١

شهریور. ایران.٢-۵ مشهد. فردوسی دانشگاه ایران١٣٩۴.

پاد کوانتومی ولگشت در مکان و سکه بین کوانتومی تنیدگی ”درهم م. عنابستانی. ت. اندیک. .٢
فناوری و کامپیوتر مهندسی در کاربردی های پژوهش المللی بین کنفرانس سومین ساعتگرد”.

.٩۴ ماه بهمن ١۵ مدرس. تربیت دانشگاه اطلاعات.

سوم مقاله .٣



مطالب فهرست

خ تصاویر فهرست

ذ جداول فهرست

٣ ها ولگشت ١
۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کلاسیکی تصادفی ولگشت ١ . ١
۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . معیار انحراف ١ . ١ . ١
٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کوانتومی ولگشت ١ . ٢
٨ . . . . . . . . . . . . . . . بعد یک در گسسته کوانتومی ولگشت ١ . ٢ . ١
١٣ . . . . . . . . . . . . خط روی کوانتومی ولگشت تحلیلی محاسبات ١ . ٢ . ٢
١۴ . . . . . . . . . . . . فوریه سری با کوانتومی ولگشت تحلیلی حل ١ . ٢ . ٣
١٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تحلیلی حل ۴ . ١ . ٢

٢١ بعدی دو کوانتومی ولگشت ٢
٢۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مشهور های سکه معرفی ٢ . ١
٢۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . هادامارد سکه ٢ . ١ . ١
٢۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . فوریه تبدیل سکه ٢ . ١ . ٢
٢٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . گراور سکه ٢ . ١ . ٣
٢٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . معیار انحراف ۴ . ٢ . ١
٣٢ فوریه تبدیل از استفاده با بعدی دو کوانتومی ولگشت تحلیلی محاسبات ۵ . ٢ . ١
٣٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مشترک تکانه ۶ . ٢ . ١

۴٣ ناپذیر برگشت و نشدنی تکرار کوانتومی ولگشت ٣
۴۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمه ٣ . ١
۴۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نشدنی تکررار کوانتومی ولگشت ٣ . ٢
۴٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ناپذیر برگشت کوانتومی ولگشت ٣ . ٣
۵١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مشترک تکانه ٣ . ٣ . ١

چ



ح مطالب فهرست

۵۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . ناپذیر برگشت کوانتومی ولگشت ٣ . ٣ . ٢

۵٧ ساعتگرد پاد  و ساعتگرد کوانتومی ولگشت ۴
۵٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ساعتگرد کوانتومی ولگشت ٠ . ٣ . ۴
۶٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پادساعتگرد کوانتومی ولگشت ۴ . ٠ . ۴
۶٧ . . . . . . . . . . . پادساعتگرد کوانتومی ولگشت برای فوریه تبدیل ۵ . ٠ . ۴
٧۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نتیجه گیری ١ . ۴

٧۶ مراجع

٧٩ نمایه



تصاویر فهرست

۵ . . t ثابت زمان سه برای ، کلاسیکی تصادفی ولگشت برای احتمال توزیع نمودار ١ . ١
٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . متقارن توزیع پهنای ١ . ٢

|ψ⟩ = اولیه حالت با گام صد از پس کوانتومی ولگشت برای احتمال توزیع نمودار ١ . ٣
١١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .|٠⟩ |٠⟩

|ψ⟩ = اولیه حالت با گام صد از پس کوانتومی ولگشت برای احتمال توزیع نمودار ۴ . ١
١٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .|١⟩ |٠⟩

|ψ(٠)⟩ = اولیه حالت با گام صد از پس کوانتومی ولگشت برای احتمال توزیع نمودار ۵ . ١
١٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . |٠⟩−i|١⟩√

٢ |n = ٠⟩
١٣ . . . . . . . . . . . . کلاسیکی و کوانتومی ولگشت برای معیار انحراف نمودار ۶ . ١

با تحلیلی حل برای گام صد از پس کوانتومی ولگشت برای احتمال توزیع نمودار ١ . ٧
٢٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .|ψ⟩ = |٠⟩ |٠⟩ اولیه حالت

تفکیک سکه از استفاده با بعدی دو کوانتومی ولگشت برای احتمال توزیع نمودار ٢ . ١
٢۵ . . . . . . . . . . . . . . .٢ . ١٠ اولیه حالت با گام ١٠٠ از پس H ⊗H پذیر
٢۶ . . . . . . . . . . . هادامارد خانواده برای زمان حسب بر معیار انحراف نمودار ٢ . ٢

تفکیک سکه از استفاده با بعدی دو کوانتومی ولگشت برای احتمال توزیع نمودار ٢ . ٣
٢٨ . . . . . . . . . . . . . . . .٢ . ١٠ اولیه حالت با گام ٣٠ از پس فوریه ناپذیر
٢٩ . . . . . . . . . . . . فوریه خانواده برای زمان حسب بر معیار انحراف نمودار ۴ . ٢

از استفاده با بعدی دو کوانتومی ولگشت برای گام چهل از بعد آمده بدست توزیع ۵ . ٢
٣٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ٢ . ١٠ اولیه حالت و گراور سکه

برای دوبعدی شبکه روی کوانتومی ولگشت زمان حسب بر معیار انحراف .نمودار ۶ . ٢
٣١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . فوریه و هادامارد گراور، سکه

سکه برای دوبعدی شبکه روی کوانتومی ولگشت زمان حسب بر واریانس نمودار ٢ . ٧
٣١ . . . . . . . . . . . . . . . . .٢ . ١٠ اولیه حالت با ُفوریه و هادامارد گراور،

سکه برای دوبعدی شبکه روی کوانتومی ولگشت زمان حسب بر واریانس نمودار ٢ . ٨
٣٢ . . . .ψ(٠,٠,٠) = ١

(١,١−,١−,١)٢† اولیه حالت با ُفوریه و هادامارد گراور،

خ



د تصاویر فهرست

سکه از استفاده با بعدی دو کوانتومی ولگشت برای گام ۴٠ از بعد آمده بدست توزیع ٣ . ١
۴٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .١۶ . ٣ اولیه حالت و برگشت ناپذیر

سکه از استفاده با بعدی دو کوانتومی ولگشت برای گام ۴٠ از بعد آمده بدست توزیع ٣ . ٢
۵٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .٣ . ١٧ اولیه حالت و تکرارنشدنی

(مثلث)، نشدنی تکرار ،G(پیوسته)، (نقطه-خط) H برای زمان حسب بر واریانس ٣ . ٣
۵٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . .١۶ . ٣ اولیه حالت با ناپذیر(ستاره)، برگشت

(مثلث)، نشدنی تکرار ،G(پیوسته)، (نقطه-خط) H برای زمان حسب بر واریانس ۴ . ٣
۵١ . . . . . . . . . . . . . . . . . ٣ . ١٧ اولیه حالت با ناپذیر(ستاره)، برگشت

۵٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مکان تغییر عملگر نمودار ١ . ۴
(b و پادساعتگرد کوانتومی a)ولگشت گام ٣٠ از بعد آمده بدست احتمال توزیع ٢ . ۴

۶٣ . . . . . . . . . . . . . . . .١٠ . ۴ اولیه حالت با ساعتگرد، کوانتومی ولگشت
وb)ولگشت ساعتگرد کوانتومی a)ولگشت برای زمان حسب بر واریانس نمودار ٣ . ۴

۶۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . .١١ . ۴ اولیه حالت با پادساعتگرد کوانتومی
وb)ولگشت ساعتگرد کوانتومی a)ولگشت برای زمان حسب بر واریانس نمودار ۴ . ۴

۶۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . .١٠ . ۴ اولیه حالت با پادساعتگرد کوانتومی
ساعتگرد(نقطه)،تکرار ،G(پیوسته)، (نقطه-خط) H برای زمان حسب بر واریانس ۵ . ۴

۶۶ . .١١ . ۴ اولیه حالت با پادساعتگرد(مربع) ناپذیر(ستاره)، برگشت (مثلث)، نشدنی
ساعتگرد(نقطه)،تکرار ،G(پیوسته)، (نقطه-خط) H برای زمان حسب بر واریانس ۶ . ۴

۶۶ . .١٠ . ۴ اولیه حالت با پادساعتگرد(مربع) ناپذیر(ستاره)، برگشت (مثلث)، نشدنی
٧٠ ٢٣ . ۴ و ٢٢ . ۴ اولیه حالات با پادساعتگرد کوانتومی ولگشت برای واریانس نمودار ٧ . ۴



جداول فهرست

از را خود حرکت که ولگشتی برای ،t زمان در nو مکان در ذره شدن پیدا احتمال ١ . ١
۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . باشد کرده شروع مبدا

حرکت ولگشت اینکه فرض با ،t زمان در nو مکان در ولگشت شدن پیدا احتمال ١ . ٢
١١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . باشد کرده شروع مبدا از را خود

ولگشت برای σ١ هادامارد، خانواده برای زمان از تابعی بعنوان معیار انحراف شیب ٢ . ١
٢۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . است. بعدی یک کوانتومی
٢٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . زمان از تابعی عنوان به معیار انحراف شیب ٢ . ٢

ذ



پیش گفتار

که می داد سوق سمتی به را دانشمندان دیدگاه آزمایشگاهی شواهد و نظري مطالعات بیستم، قرن اوایل از
فاینمن و [١] مانین١ یوری نتیجه در کند. می پیروي کوانتومی مکانیک قوانین از فیزیکی دنیاي بپذیرند،
کوانتومی کامپیوترهای بوسیله می تواند فیزیکی جهان که کردند مطرح را پیشنهاد این مستقل به طور [٢] ٢

کامپیوترهای ساخت برای تلاش و نظری تحقیقات آن از پس دهه یک و شود شبیه سازی ایده آل بصورت
از یکی به کوانتومی دامنه هایی بین تداخل و نهی برهم مثل کوانتومی مکانیک قوانین اساس بر کوانتومی

شد. تبدیل تحقیقاتی فعال زمینه های
دادند نشان که بودند هایی الگوریتم اولین از [۴] ۴ جوزا دویچ- الگوریتم و [٣] ٣ دویچ الگوریتم
کلاسیکی کامپیوترهای از سریعتر بسیار را خاصی محاسباتی مسائل می توانند کوانتومی کامپیوترهای
اول عامل های پیداکردن مسئله که داد پیشنهاد را کوانتومی الگوریتم ۵ شور ١٩٩۴ سال در کنند. حل
،١٩٩۶ در [۶] ،[۵] می دهد انجام سریعتر خود کلاسیکی همتای از نمایی بصورت را دلخواه عدد یک
سرعتی با را نشده طبقه بندی داده بانک یک می توانست اصول در که کرد ابداع را الگوریتمی ۶ گروور
زیادی تعداد .[٧] کند جستجو است بزرگتر کلاسیکی الگورتیم نوع هر سرعت از دوم توان صورت به که
از یکی اکنون که ٧ مارکوف زنجیره شبیه هستند، کلاسیکی ولگشت پایه بر کلاسیکی های الگوریتم از
در را نقش همین کوانتوی ولگشت که رود می انتظار .[٨] الگوریتم هاست طراحی در قدرتمند ابزارهای

کند. بازی کوانتومی مختلف های الگوریتم طراحی
می گیرد. قرار مطالعه مورد [١٠] گسسته و [٩] پیوسته استاندارد صورت دو به کوانتومی ولگشت امروزه
و ٨ امباینیس توسط است مشهور هادامارد ولگشت به که گسسته کوانتومی ولگشت از خاصی نوع
ولگشت پایه بر کوانتومی الگوریتم چندین گرفت. قرار مطالعه مورد ٢٠٠١ سال در [١١] همکارانش
در قدرتمند ابزاری تواند می کوانتومی ولگشت می کند ثابت که [١٣] ،[١٢] است شده طراحی کوانتومی

١Yuri Manin
٢fyenman
٣Deutsch
۴Deutsch-Jozsa
۵Shor
۶Grover
٧Markov
٨Ambainis

١



٢ جداول فهرست

های ولگشت بررسی زمینه در بسیاری تحقیقات رو این از باشد، آینده محاسباتی های الگوریتم طراحی
دارد. ادامه زمینه این در تحقیقات و است گرفته انجام کوانتومی



١ فصل

ها ولگشت

٣



کلاسیکی تصادفی ولگشت ١ . ١

برای ریاضی فرمالیسم یک عنوان به پیرسون توسط ١٩٠۵ سال در بار اولین تصادفی ولگشت اصطلاح
شد. معرفی می باشد تصادفی گام های شامل که ذره حرکت مسیر بررسی

حرکت جهت که است راست خط روی ذره یک حرکت کلاسیکی١ تصادفی ولگشت برای مثال ساده ترین
و راست جهت دو از یکی در ولگشت گام، هر در می شود. تعیین سالم سکه یک به وسیله ولگشت این
برود. (n±١ ) مجاورش نقاط به فقط ، (n) خود کنونی موقعیت از می تواند و می کند حرکت خود چپ
پرتاپ را سکه کند، حرکت چگونه بعدی گام در که می کند مشخص سکه پرتاب با ولگشت مورد، این در
چپ سمت به گام یک آمد، خط اگر و می رود خود راست سمت به گام یک ولگشت آمد، شیر اگر می کنیم
در ولگشت که نمی دانیم است احتمالی فرایند یک چون فرایند این می کنیم، تکرار را فرایند این و می رود
از  کرد. محاسبه گام t از بعد را n مکان در ذره شدن پیدا احتمال می توان ولی می گیرد قرار کجا بعدی گام
متقارن ولگشت بنابراین است، برابر هم با خط و شیر آمدن احتمال نتیجه در است سالم سکه آنجایی که

است[١٧]. گاوسی نمودار به صورت احتمال توزیع تابع نمودار که است شده داده نشان و بود خواهد

مبدا از را خود حرکت که ولگشتی برای ،t زمان در nو مکان در ذره شدن پیدا احتمال :١ . ١ جدول

باشد کرده شروع

-۵ -۴ -٣ -٢ -١ ٠ ١ ٢ ٣ ۴ ۵ n / t

١ ٠

١
٢

١
٢ ١

١
۴

١
٢

١
۴ ٢

١
٨

٣
٨

٣
٨

١
٨ ٣

١
١۶

١
۴

٣
٨

١
۴

١
١۶ ۴

١
٣٢

۵
٣٢

۵
١۶

۵
١۶

۵
٣٢

١
٣٢ ۵

گام در باشد. p(٠,٠) = ١ عبارتی به یا باشد، مبدا در p = ١ احتمال با t = ٠ زمان در ذره اگر
احتمال بنابراین بود، ١خواهد مکان در ١

٢ احتمال با و −١ مکان در ١
٢ احتمال با ذره t = ١ یعنی بعدی

p(n = −١) = ١
٢ و p(n = ١) = ١

٢ پس است. صفر باشد n = ٠ مکان در اول گام از بعد ذره اینکه
حضور احتمال شویم می دور مبدأ از که چه هر گام، افزایش با که می بینیم ١ . ١ نمودار روی از است.

١Classical Random Walks



۵ کلاسیکی تصادفی ولگشت .١ . ١

t ثابت زمان سه برای ، کلاسیکی تصادفی ولگشت برای احتمال توزیع نمودار :١ . ١ شکل

است. مبدأ به مربوط ولگشت حضور احتمال بیشترین و میشود کمتر مبدأ از دور نقاط در ولگشت
زیر صورت به می رود بکار n مختلف مکان های در ذره حضور احتمال کردن مشخص برای که کلی رابطه

:[١۴] ،[١٧] است

p(t, n) =
١
٢t

 t

t+n
٢

 (١ . ١)

آن: در که a

b

 =
a!

(a− b)!b!
(١ . ٢)

کمیتی احتمال آنجایی که از و باشد زوج باید t+n پس باشد، صحیح باید t+n
٢ عبارت معادله این برای

این برای دیگر عبارت به باشد. n <= t یعنی باشد، مثبت باید هم پرانتز داخل بنابراین است مثبت
گام تعداد از بعد و است صفر فرد های مکان در ولگرد یافتن احتمال ، زوج های گام تعداد از بعد رابطه
یک p(t, n) ،t ثابت مقدار برای است[١۵]. صفر زوج های مکان در ولگرد حضور احتمال فرد های
تابعی عنوان به احتمال ، ثابت t بزرگ مقادیر برای و است گاوسی منحنی صورت به ای جمله دو توزیع
نشان t = ٨٠، ١٢٠، ١٨٠ برای را منحنی ها این از نمونه ای ١ . ١ شکل دارد. مشخصه منحنی یک n از



۶ ها ولگشت .١

کردن پیدا احتمال زیرا اند، شده تر پهن نمودار ، (t) گام ها تعداد افزایش با که دید می توان می دهد.
برابر باید نمودار زیر سطح ازآنجایی که و می باشد صفر است زوج t که زمانی n فرد مکان های در ولگرد

است[١٧]. شده پهن تر نمودار باشد یک

معیار انحراف ١ . ١ . ١

با را آن می توان کرد، پیدا شده طی زمان در را ذره می توان مبدا، از فاصله چه در کنیم تعیین اینکه برای
آورد. به دست ٢ معیار انحراف به نام کمیتی

برای و می شود منجر نرمال توزیع یک به ١ . ١ رابطه احتمال توزیع کوچک، nهای و بزرگ tهای حد در
می کنیم استفاده استرلینگ تقریب از آن اثبات

t! ≈
√

٢πttte−t

⇒ ln t! = t ln t− t+ ١
٢ ln(٢πt)

(١ . ٣)

می رسیم ۴ . ١ رابطه به آخر در محاسبات انجام و ١ . ١ رابطه بسط از بعد

p(t, n) =
٢√
٢πt

e(
−n٢

٢t ) (۴ . ١)

است. گاوسی توزیع به شبیه آمده بدست فرمول که
از و می شود تعریف گاوسی توزیع عطف نقطه دو میان فاصله نصف صورت به گاوسی، توزیع پهنای
باید عطف نقاط آوردن بدست برای بنابراین است. برابر گاوسی توزیع پهنای با هم معیار انحراف طرفی

دهیم. قرار صفر مساوی را آن و بگیریم مشتق بار دو n به نسبت p(t, n) تابع از

∂٢p(t,n)
∂n٢ = −e− ١

٢
n٢
t

√
٢t−١ ١√

πt
+ n٢e−

١
٢
n٢
t

√
٢t−٢ ١√

πt
= ٠

e−
١
٢
n٢
t

√
٢t−١ ١√

πt
= n٢e−

١
٢
n٢
t

√
٢t−٢ ١√

πt

n٢

t
= ١ ⇒ n٢ = t ⇒ n = ±

√
t

(۵ . ١)

است.
√
t با برابر معیار انحراف نتیجه در می آید، بدست ٢

√
t عطف نقطه دو میان فاصله پس

.[١٧] گام هاست تعداد t که است
√
t با متناسب معیار انحراف کلاسیکی، ولگشت در

احتمال با و کند حرکت راست سمت به P احتمال با و شود جابجا L اندازه به گام هر در ولگشت اگر
می شود تعیین زیر صورت به

⟨
x٢⟩ و ⟨x⟩ چشمداشتی مقدار کند، حرکت چپ سمت به ١ − P

⟨x⟩ = P (+L) + (١ − P )(−L)⟨
x٢⟩ = P (+L)٢ + (١ − P )(−L)٢

(۶ . ١)

٢Standard deviation



٧ کوانتومی ولگشت .١ . ٢

متقارن توزیع پهنای :١ . ٢ شکل

می شوند زیر به صورت چشمداشتی ها گام t از بعد و

⟨x⟩ = tP (+L) + t(١ − P )(−L) = tPL− tL+ tPL = (٢P − ١)tL⟨
x٢⟩ = tP (+L)٢ + t(١ − P )(−L)٢ = tPL٢ + tL٢ − tPL٢ = tL٢

(١ . ٧)

⟨x⟩ = ٠ چشمداشتی می کند حرکت چپ یا راست سمت به یکسان احتمال با ولگشت این ازآنجایی که
می شوند زیر به صورت معیار انحراف و واریانس بنابراین می شود،

σ٢ =
⟨
x٢⟩− ⟨x⟩٢ = tL٢

σ =
√
tL

(١ . ٨)

کوانتومی ولگشت ١ . ٢

روی از می شوند، نامیده کوانتش که فرایندهایی به وسیله ی معادلاتشان و کوانتومی مدل های ساختار
هیلبرت فضای در بردار یک با کوانتومی سیستم حالت می شوند[١٧]. ساخته کلاسیکی فرایندهای
کلی هیلبرت فضای شده اند، تشکیل قسمت یک از بیش از که سیستم هایی برای و می شود توصیف
اطرافش محیط با سیستم اگر می باشد. قسمت ها آن از یک هر هیلبرت فضای تانسوری ضرب با معادل
بودن ایزوله می دهد. رخ یکانی عملگر یک با سیستم تحول باشد) منزوی یعنی باشد( نداشته برهم کنش
تصادفی غیر فرآیند یک فرآیند این تا می شود منجر آن تحول عملگر بودن یکانی و خارج جهان از سیستم



٨ ها ولگشت .١

می نامند. کوانتومی ولگشت تنها را کوانتومی تصادفی ولگشت اغلب که است دلیل همین به باشد.
: داریم کوانتومی٣ ولگشت نمونه دو کلی طور به

کرد[٢١]، تعریف مکان فضای روی مستقیما توان می را ولگشت این : پیوسته کوانتومی ولگشت .١
.[١۶]

سکه فضای را آن که دارد نیز دیگری فضای مکان فضای بر علاوه : گسسته کوانتومی ولگشت .٢
.[١٩] می نامیم[٢٠]،

مقایسه کلاسیکی تصادفی ولگشت با و می کنیم بررسی را گسسته زمانی کوانتومی ولگشت اینجا در
می کنیم.

بعد یک در گسسته کوانتومی ولگشت ١ . ٢ . ١

به آن هیلبرت فضای و می باشد خط یک روی صحیح نقاط شامل کوانتومی ولگشت مکانی قسمت
می باشد زیر صورت

Hm = {|n⟩ ;n ∈ Z} (١ . ٩)

و دارد اضافی آزادی درجه یک که است کوانتومی دنیای به کلاسیکی ولگشت تعمیم کوانتومی ولگشت
صورت به فضا این و می باشد مکان فضای در حرکت جهت کننده تعیین و می نامیم سکه۴ فضای را آن

Hc = {c; c ∈ {|٠⟩ , |١⟩}} (١ . ١٠)

می آید، بدست آن ها تانسوری ضرب از کلی هیلبرت فضای باشیم داشته فضا زیر چند وقتی می باشد.
نتیجه در می باشد H = Hc ⊗Hm صورت به کوانتومی ولگشت برای سیستم کلی هیلبرت فضای پس

می باشد زیر صورت به را سیستم کلی حالت

{|s, n⟩ ; s ∈ {٠,١} , −∞ ≤ n ≤ ∞} (١ . ١١)

ولگشت در است. کلاسیکی ولگشت به شبیه بسیار که است قسمت دو شامل کوانتومی ولگشت در تحول
را سکه حالت های از خطی ترکیب یک و می شود اعمال سکه بعدی دو فضای بر سکه عملگر کوانتومی
نشان C با را عملگر این و می کند حرکت جهت دو از یکی در ولگشت آن نتایج براساس و می کند ایجاد
عملگر که می گیرد صورت یکانی عملگر یک وسیله به n − ١ و n + ١ به n از مکان تغییر و می دهند
در باشد s = ١ اگر و x مثبت جهت در باشد s = ٠ اگر می کنیم قراداد و می شود نامیده S مکان تغییر

٣Quantum Walk
۴Coin



٩ کوانتومی ولگشت .١ . ٢

می شود: تعریف زیر صورت به مکان تغییر عمگر قرارداد، این طبق بنابراین کند. حرکت x منفی جهت

S =
∞∑
−∞

|٠⟩ ⟨٠| ⊗ |n+ ١⟩ ⟨n|+ |١⟩ ⟨١| ⊗ |n− ١⟩ ⟨n|

S =
∞∑

n=−∞

١∑
s=٠

|s, n+ (−١)s⟩ ⟨s, n|
(١ . ١٢)

ابتدا است. کلاسیکی ولگشت به شبیه بسیار ساختار نظر از می دهد رخ کوانتومی ولگشت در آنچه
پایههای از یکی در ابتدا در سکه چه اگر ولی می دهیم اثر |١⟩ و |٠⟩ اولیه حالت روی را C سکه، عملگر
با تفاوت می رود. حالت دو از برهم نهی یک به سکه اعمال از پس ولی می باشد |٠⟩ و |١⟩ محاسباتی
می شوند جهت یک در جابجایی موجب دوباره برهم نهی این از جز هر که است این در کلاسیکی حالت
بر ایجاد باعث کوانتومی هم نهی بر وجود و می رود پیش جهت دو هر در همزمان ذره که گفت می توان و
احتمال توزیع شکل که می شود باعث آن از ناشی تداخلی اثرات و می شود حرکت سوی دو بین هم نهی

.[١٧] باشد متفاوت کلاسسیکی ولگشت با آن
شکل به کوانتومی ولگشت برای تحول عملگر بنابراین

U = S(C ⊗ I) (١ . ١٣)

برای که سکه ای عملگر نامه پایان این در ولی باشد، یکانی عملگر هر می تواند C آن در که می باشد[٢٢]،
است[٢٢]. یکانی عملگر یک که است هادامارد عملگر می کنیم انتخاب بعدی یک کوانتومی ولگشت

C = H =
١
٢

 ١ ١

١ −١

 (١۴ . ١)

. HH† = I که
کنیم: اعمال اولیه حالت روی را U عملگر باید کوانتومی، ولگشت بعدی گام آوردن بدست برای

|ψ(١)⟩ = U |ψ(٠)⟩ (١۵ . ١)

بنابراین می گیریم نظر در بالا اسپین هم را سکه اولیه حالت و مبدأ در را ذره اولیه حالت مثال، برای
آن از پس و می آوریم دست به را حالت کت اول گام پنج برای می باشد، |٠⟩ ⊗ |٠⟩ شکل به کلی حالت
روی را هادامارد عملگر ابتدا گام اولین برای می کنیم. محاسبه را مکان هر در ولگشت حضور احتمال

می کنیم: اعمال را S مکان تغییر عملگر ادامه در و می کنیم اعمال سکه اولیه حالت

|ψ(١)⟩ = U |ψ(٠)⟩ = S(C ⊗ I)(|٠⟩ |٠⟩) = S(H |٠⟩ ⊗ I |٠⟩)

|ψ(١)⟩ = S( |١|+⟨٠⟩√
٢ ⊗ |٠⟩) = ١√

٠|)٢⟩ |١⟩+ |١⟩ |−١⟩).
(١۶ . ١)

کوانتومی سیستم روی بر که است نیاز است مکانی چه در ذره بدانیم اینکه برای کوانتومی ولگشت در
n = ١ مکان در ذره شدن پیدا شانس درصد ۵٠ احتمال با کنیم اندازه گیری اگر دهیم، انجام اندازه گیری



١٠ ها ولگشت .١

کلاسیکی ولگشت اول گام با اگر داریم. n = −١ مکان در ذره شدن پیدا شانس درصد ۵٠ احتمال و
است. یکسان ها نتیجه کنیم مقایسه

دوم: گام
(١ . ١٧)

|ψ(٢)⟩ = U |ψ(١)⟩ = U( ١√
٠|)٢⟩ |١⟩+ |١⟩ |−١⟩) = ١√

٢(S(H(|٠⟩ |١⟩+H |١⟩ |−١⟩))

= ١√
٢(S(

|١|+⟨٠⟩√
٢ ⊗ |١⟩+ |١|−⟨٠⟩√

٢ ⊗ |−١⟩))

= ١
٠|)٢⟩ |٢⟩+ |١⟩ |٠⟩+ |٠⟩ |٠⟩ − |١⟩ |−٢⟩)

می شود: زیر شکل به هم سوم گام و

|ψ(٣)⟩ = ١
٢
√

٢
(|٠⟩ |٣⟩+ (٢ |٠⟩+ |١⟩) |١⟩ − |٠⟩ |−١⟩+ |١⟩ |−٣⟩) (١ . ١٨)

هم پنجم و چهارم گام می دهد. نشان خود از را متفاوتی رفتار کوانتومی ولگشت بعد به سوم گام از ولی
می آید: بدست زیر صورت به

(١ . ١٩)
|ψ(۴)⟩ = ١

۴(|٠⟩ |۴⟩+ (٣ |٠⟩+ |١⟩) |٢⟩+ (− |٠⟩+ |١⟩) |٠⟩ − (|٠⟩ − |١⟩) |٠⟩ − |١⟩ |−۴⟩)

|ψ(۵)⟩ = ١
۴
√

٠|)٢⟩ |۵⟩+ (۴ |٠⟩+ |١⟩) |٣⟩+ |١⟩ |١⟩ − |١⟩ |−١⟩

−(|٠⟩ − ٢ |١⟩) |−٣⟩+ |١⟩ |−۵⟩)
(١ . ٢٠)

است. شده خلاصه ١ . ٢ جدول در t گام های تعداد ازای به n مختلف مکان های در ذره حضور احتمال

تمایل ولگشت و است متفاوت کلاسیکی ولگشت نتایج با نتایج که است مشخص بعد به سوم گام از
احتمال توزیع نمودار بهتر، بررسی برای کند. پیشروی خود حرکت راستای سوی دو از یکی به تا دارد
حالت با کوانتومی ولگشت برای ١ . ٣ شکل می کنیم. رسم بیشتر گام های تعداد برای را کوانتومی ولگشت
ولگشت احتمال توزیع نمودار مقایسه از است. شده رسم گام ١٠٠ ازای به |ψ(٠)⟩ = |٠|⟨٠⟩ اولیه
نمودار یک کوانتومی ولگشت احتمال توزیع نمودار که بیینیم می کلاسیکی تصادفی ولگشت با کوانتومی
به و شود دور مبدأ از دارد تمایل ولگشت و است نشده متمرکز مرکز در احتمال بیشینه و است نامتقارن
هادامارد عملگر از استفاده دلیل به چپ و راست سمت به تمایل این کند. پیشروی راست و چپ سمت

است متفاوت |١⟩ و |٠⟩ های حالت روی عملگر این اثر زیرا است سکه به عنوان

H |٠⟩ = |١|+⟨٠⟩√
٢

H |١⟩ = |١|−⟨٠⟩√
٢

(١ . ٢١)



١١ کوانتومی ولگشت .١ . ٢

را خود حرکت ولگشت اینکه فرض با ،t زمان در nو مکان در ولگشت شدن پیدا احتمال :١ . ٢ جدول

باشد کرده شروع مبدا از

-۵ -۴ -٣ -٢ -١ ٠ ١ ٢ ٣ ۴ ۵ n / t

١ ٠

١
٢

١
٢ ١

١
۴

١
٢

١
۴ ٢

١
٨

۵
٨

١
٨

١
٨ ٣

١
١۶

۵
٨

١
٨

١
٨

١
١۶ ۴

١
٣٢

١٧
٣٢

١
٨

١
٨

۵
٣٢

١
٣٢ ۵

که آنجایی از می دهد. تغییر را حضور احتمال و شده تداخلی آثار باعث |١⟩ حالت در منفی فاز وجود و
بود خواهد وابسته اولیه حالت به احتمال توزیع تابع پس دارد، بستگی اولیه حالت به منفی فاز این وجود
توان می همچنین و می کند پیشروی راست سمت به ولگرد باشد |٠⟩ سکه اولیه حالت اگر که طوری به

. (۴ . ١ (شکل [٢٣] می کند پیشروی چپ سمت به ولگرد باشد |١⟩ سکه اولیه حالت اگر داد نشان

.|ψ⟩ = |٠⟩ |٠⟩ اولیه حالت با گام صد از پس کوانتومی ولگشت برای احتمال توزیع نمودار :١ . ٣ شکل
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.|ψ⟩ = |١⟩ |٠⟩ اولیه حالت با گام صد از پس کوانتومی ولگشت برای احتمال توزیع نمودار :۴ . ١ شکل

متقارن صورت به احتمال توزیع آن در که آورد وجود به نیز را کوانتومی ولگشت از شکلی می توان اما
راه حل، یک کرد. جلوگیری |١⟩ یا و |٠⟩ بر هادامارد عملگر نامتقارن تاثیر از باید کار این برای باشد.

دارد |١⟩ و |٠⟩ روی متقارن اثری که ،[٢٢] می باشد متفاوت سکه عملگر یک از استفاده

C =
١√
٢

 ١ i

i ١.

 (١ . ٢٢)

به صورت اولیه حالت اگر نمونه برای است. متفاوت اولیه حالت یک از استفاده دیگر، راه حل

|ψ(٠)⟩ = |٠⟩ − i |١⟩√
٢

|n = ٠⟩

شکل١ . ۵. درمی آید متقارن صورت به احتمال توزیع که می شود مشاهده شود، گرفته نظر
می کند اثر اسپینی قسمت بر عملگر این که هنگامی هادامارد عملگر عناصر بودن حقیقی به دلیل
|ψ(٠)⟩ = حالت مورد در نتیجه در نمی دهد، اسپینی کت عناصر بودن موهومی یا حقیقی در تغییر
چپ و راست سمت به ولگشت حرکت به منجر که جملاتی بین خنثی سازی هیچ ( |٠⟩−i|١⟩√

٢ ) |n = ٠⟩
ولگشت مکان چشمداشتی مقدار است، متقارن احتمال توزیع که حالت این در ندارد. وجود می شوند
کلاسیکی ولگشت با مقایسه در که است σ = t کوانتومی، ولگشت در .⟨n⟩ = ٠ بود، خواهد صفر
ولگشت برجسته خواص از یکی توانی انتشار سرعت این است، بیشتر توانی صورت به (σ =

√
t)

الگوریتم هایی که است این نویدبخش زیرا است، گرفته قرار محققان توجه مورد بسیار که است کوانتومی
سریعتر توانی به صورت بسیار خود کلاسیکی همتاهای از شده اند، بنا کوانتومی ولگشت های پایه بر که

.[٢٢] ،[١٧] کند می مقایسه هم با ولگشت دو این برای را معیار انحراف ۶ . ١ شکل باشند.
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|ψ(٠)⟩ = اولیه حالت با گام صد از پس کوانتومی ولگشت برای احتمال توزیع نمودار :۵ . ١ شکل

. |٠⟩−i|١⟩√
٢ |n = ٠⟩

. کلاسیکی و کوانتومی ولگشت برای معیار انحراف نمودار :۶ . ١ شکل

خط روی کوانتومی ولگشت تحلیلی محاسبات ١ . ٢ . ٢

نمی تواند و است سختی کار دستی روش کنیم محاسبه بالاتر گام های برای را احتمال توزیع بخواهیم اگر
می کنیم. استفاده محاسباتی کارهای انجام برای بازگشتی روابط از دلیل همین به باشد مفید

می شود: نوشته زیر صورت به گام هر در کوانتومی ولگشت عمومی حالت

|ψ(t)⟩ =
١∑
s=٠

∞∑
n=−∞

ψs,n |s, n⟩ =
∞∑

n=−∞

(ψ٠,n |٠, n⟩+ ψ١,n |١, n⟩), (١ . ٢٣)

کنند: صدق بهنجارش شرط در باید و می شوند نامیده احتمال دامنه های ψs,n(t) آن در که

∞∑
n=−∞

(|ψ٠,n(t)|٢ + |ψ١,n(t)|
٢
= ١ (٢۴ . ١)
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می باشد زیر شکل این به ام n مکان در ذره حضور احتمال و

pn(t) = |ψ٠,n(t)|٢ + |ψ١,n(t)|٢ (٢۵ . ١)

: دهیم اثر آن روی را تحول اپراتور باید بعدی گام آوردن بدست برای بگیرید، نظر در را |ψ(t)⟩

|ψ(t+ ١)⟩ = U |ψ(t)⟩ ⇒

= S (H ⊗ I) (
∞∑

n=−∞

ψ٠,n (t) |٠, n⟩+ ψ١,n (t) |١, n⟩)

=
∞∑

n=−∞

S (ψ٠,n (t)H |٠⟩ |n⟩+ ψ١,n (t)H |١⟩ |n⟩)

=
∞∑

n=−∞

(
ψ٠,n (t) + ψ١,n (t)√

٢
S |٠⟩ |n⟩+ ψ٠,n (t) |٠, n⟩ − ψ١,n (t)√

٢
S |١⟩ |n⟩)

=
∞∑

n=−∞

(
ψ٠,n (t) + ψ١,n (t)√

٢
|٠⟩ |n+ ١⟩+ ψ٠,n (t)− ψ١,n (t)√

٢
|١⟩ |n− ١⟩)

(٢۶ . ١)

: می آید بدست تحول روابط ٢۶ . ١ و ١ . ٢٣ رابطه از استفاده با اکنون

ψ٠,n (t+ ١) = ψ٠,n−١(t)+ψ١,n−١(t)√
٢

ψ١,n (t+ ١) = ψ٠,n+١(t)−ψ١,n+١(t)√
٢

(١ . ٢٧)

دامنه های از استفاده با را ١+tام گام و nام مکان در ذره حضور احتمال می توان روابط این از استفاده با
.[١٧] آورد بدست tام گام در n− ١ و n+ ١ مکان در ذره حضور احتمال

راه حل خوشبختانه ولی است زمان بر آن ها از استفاده ولی هستند، دقیق و مفید اگرچه بازگشتی روابط این
تحلیلی به صورت را احتمال توزیع تابع می توان آن از استفاده با که دارد وجود فوریه تبدیل پایه بر بهتری

آورد. بدست

فوریه سری با کوانتومی ولگشت تحلیلی حل ١ . ٢ . ٣

k : [−π, π] آن حدود که f(k) مانند پیوسته ای تابع به f(n) مانند گسسته ای تابع فوریه، تبدیل در
می شود[٢۵]: تبدیل زیر صورت به می باشد،

f̃(k) =
∞∑

n=−∞

f(n)e−ink (١ . ٢٨)

: است زیر صورت به هم آن معکوس تابع و

f(n) =

π∫
−π

dk

٢πe
inkf̃(k) (١ . ٢٩)
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بصورت فوریه تبدیل دهیم قرار ψ̃s(k, t) و ψs(n, t) ، f(k) و f(n) بجای ١ . ٢٩ و ١ . ٢٨ رابطه در اگر
می شود زیر

ψ̃s(k, t) =
∞∑

n=∞

ψs(n, t)e
−ink (١ . ٣٠)

نتیجه در

⟨k | ψ(t)⟩ =
∞∑

n=∞
⟨n | ψ(t)⟩ e−ink

⇒ ⟨k| =
∞∑

n=∞
⟨n| e−ink

⇒ |k⟩ =
∞∑

n=∞
|n⟩ eink

(١ . ٣١)

و

ψs(n, t) =

∫ π

−π

dk

٢πe
inkψ̃s(k, t) (١ . ٣٢)

نتیجه در

⟨n | ψ(t)⟩ =
∫ π
−π

dk
٢πe

ink ⟨k | ψ(t)⟩

⇒ ⟨n| =
∫ π
−π

dk
٢πe

ink ⟨k|

⇒ |n⟩ =
∫ π
−π

dk
٢πe

−ink |k⟩

(١ . ٣٣)

می نویسیم: زیر صورت به را U تحول عملگر رابطه

⇒ U =
∑
n

|n+ ١⟩ ⟨n| ⊗ |٠⟩ ⟨٠|H +
∑
n

|n− ١⟩ ⟨n| ⊗ |١⟩ ⟨١|H (٣۴ . ١)

می کنیم: جایگذاری بالا رابطه در را فوریه تبدیل برای آمده به دست روابط حال

U =
∑
n

١
۴π٢

(∫
dk e−ik(n+١) |k⟩

∫
dk′ eik

′n ⟨k′|
)
⊗ |٠⟩ ⟨٠|H

+
∑
n

١
۴π٢

(∫
dk e−ik(n−١) |k⟩

∫
dk′ eik

′n ⟨k′|
)
⊗ |١⟩ ⟨١|H

(٣۵ . ١)

δ (k − k′) = ١
٢π

∑
n

ei(k−k
′)n می کنیم، استفاده دیراک دلتای تابع تعریف از بالا معادله سازی مرتب از بعد



١۶ ها ولگشت .١

می کنیم: بازنویسی زیر شکل به را آن و

U = ١
٢π

∫ ∫
dk dk′ e−ik |k⟩ ⟨k′| δ(k − k′)⊗ |٠⟩ ⟨٠|H

+ ١
٢π

∫ ∫
dk dk′ eik |k⟩ ⟨k′| δ(k − k′)⊗ |١⟩ ⟨١|H

= ١
٢π

∫
dk |k⟩ ⟨k| ⊗

(
e−ik |٠⟩ ⟨٠|H + eik |١⟩ ⟨١|H

)
(٣۶ . ١)

شکل به فوریه پایه های در تحول عملگر محاسبات، از بعد و می کنیم جایگذاری را هادامارد سکه عملگر
:[١٧] ،[٢۵] می آید بدست زیر

U =
١
٢π

∫
dk |k⟩ ⟨k| ⊗

 e−ik
√

٢
e−ik
√

٢

eik√
٢ − eik√

٢


︸ ︷︷ ︸

Mk

(١ . ٣٧)

با کار و بعدیست دو که می شود Mk ماتریس بدست آوردن به منجر U ماتریس بدست آوردن بنابراین
نیاز مورد نیز M t

k محاسبه بنابراین هستیم U t محاسبه نیازمند ما آنجایی که از است. ساده تر بسیار آن
عبات مقادیر ویژه تعیین برای است. آن کردن قطری Mk توانهای محاسبه برای راه بهترین که بود خواهد

می کنیم حساب را زیر

∣∣∣∣∣∣∣∣
e−ik
√

٢ − λ e−ik
√

٢

eik√
٢ −

(
eik√

٢ + λ
)

∣∣∣∣∣∣∣∣ = ٠ (١ . ٣٨)

بود[٢۵]: خواهند زیر صورت به مقادیر ویژه سازی ساده و محاسبات از بعد و

λ١ = e−iωk , λ٢ = −eiωk = ei(π+ωk) (١ . ٣٩)

هستند. زیر شکل به مقادیر ویژه این با متناظر کت های ویژه و است sin(ωk) = sin k
٢ که

زیر شکل به λ١ = e−iωk با متناطر کت ویژه

|αk⟩ =
١√

٢
[
(١ + cos٢k)− cos k

√
١ + cos٢ωk

]
 e−ik

√
٢e−iωk − e−ik

 (۴١ . ٠)
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می باشد. زیر شکل به نیز λ٢ = −eiωk = ei(π+ωk) با متناطر کت ویژه و

|βk⟩ =
١√

٢
[
(١ + cos٢k) + cos k

√
١ + cos٢ωk

]
 e−ik

√
٢ei(π+ωk) − e−ik

 (۴١ . ١)

: می نویسیم زیر صورت به آمده بدست کت های ویژه و مقادیر ویژه حسب بر را Mk تحول عملگر حال

Mk = λ١ k |αk⟩ ⟨αk|+ λ٢ k |βk⟩ ⟨βk| (۴١ . ٢)

می کنیم: جایگذاری U در را آمده بدست رابطه و

U = ١
٢π

∫
dk |k⟩ ⟨k| ⊗ λ١ k |αk⟩ ⟨αk|+ λ٢ k |βk⟩ ⟨βk|

= ١
٢π

∫
dk |k⟩ ⟨k| ⊗ e−iωk |αk⟩ ⟨αk|+ ei(π+ωk) |βk⟩ ⟨βk|

(۴١ . ٣)

می باشد: زیر صورت به رابطه tگام برای

U t =
١

٢π

∫
dk |k⟩ ⟨k| ⊗ e−iωkt |αk⟩ ⟨αk|+ ei(π+ωk)t |βk⟩ ⟨βk| (۴۴ . ١)

تحلیلی حل ۴ . ١ . ٢

گیریم: می نظر در مبدأ در و |٠⟩ اسپین را، ذره اولیه حالت تحلیلی، حل برای

|ψ⟩int = |٠⟩ ⊗ |٠⟩ = |٠⟩ |٠⟩ (۴۵ . ١)

: tاُم گام در ذره حالت بنابراین

|ψ(t)⟩ = U t |ψ(٠)⟩ (۴۶ . ١)

: داریم ۴۴ . ١ رابطه از استفاده با و

ψt =
١

٢π

∫
dk(e−iωkt |αk, k⟩ ⟨αk, k| ٠٠⟩+ ei(π+ωk)t |βk, k⟩ ⟨βk, k| ٠٠⟩ (۴١ . ٧)



١٨ ها ولگشت .١

میکنیم استفاده فوریه تبدیل از ۴١ . ٧ رابطه محاسبه برای

|k⟩ =
∞∑

n=−∞

eink |n⟩

⟨k| =
∞∑

n=−∞

e−ink ⟨n|

⟨k | ٠⟩ =
∞∑

n=−∞

e−ink ⟨n | ٠⟩ = ١

(۴١ . ٨)

(۴١ . ٩)

⟨αk| ٠⟩ = ١√
٢ [(١ + cos٢k)]− ٢

√
١ + cos٢k cos k

(
eik

√
٢eiωk − e−ik

) ١

٠


=

eik√
٢ [(١ + cos٢k)]− ٢

√
١ + cos٢k cos k

می باشد: زیر به صورت ⟨αk, k| ٠٠⟩ بالا معادله دو به توجه با

⟨αk, k| ٠٠⟩ = eik√
٢ [(١ + cos٢k)]− ٢

√
١ + cos٢k cos k

=
eik√
c−

(۵١ . ٠)

: می آوریم بدست نیز را ⟨βk, k| ٠٠⟩ ترتیب همین به

⟨βk, k| ٠٠⟩ = eik√
٢ [(١ + cos٢k)] + ٢

√
١ + cos٢k cos k

=
eik√
c+

(۵١ . ١)

نتیجه در



١٩ کوانتومی ولگشت .١ . ٢

|ψ(t)⟩ = ١
٢π

π∫
−π
dk |k⟩

(
e−iωkt+ik√

٢(١+cos٢k)−٢ cos k
√

١+cos٢k
|αk⟩

+ ei(ωk+π)t+ik√
٢(١+cos٢k)+٢ cos k

√
١+cos٢k

|βk⟩
)

= ١
٢π

π∫
−π
dk |k⟩

 e−iωkt+ik

٢(١+cos٢k)−٢ cos k
√

١+cos٢k

 e−ik

√
٢e−iωk − e−ik



+ e−i(π+ωk)t+ik

٢(١+cos٢k)+٢ cos k
√

١+cos٢k

 e−ik

−
√

٢eiωk − e−ik




(۵١ . ٢)

(۵١ . ٣)

|ψ(t)⟩ = ١
٢π

π∫
−π

dk |k⟩


e−iωkt

٢(١+cos٢k)−٢ cos k
√

١+cos٢k
+ ei(π+ωk)t

٢(١+cos٢k)+٢ cos k
√

١+cos٢k

e−iωkt+ik(
√

٢e−iωk−e−ik)
٢(١+cos٢k)−٢ cos k

√
١+cos٢k

− ei(π+ωk)t+ik(
√

٢eiωk+e−ik)
٢(١+cos٢k)+٢ cos k

√
١+cos٢k


:[١٧] ،[٢۵] داریم، ۵١ . ٣ رابطه سازی ساده از پس و

(۵۴ . ١)

|ψ (t)⟩ = ١
٢π

∫ π

−π
dk |kk⟩


١
٢

(
١ + cosκ√

١+cos٢k

)
e−iωkt + ١

٢

(
١ − cosκ√

١+cos٢k

)
ei(π+ωkt)

e−iωkt+iκ

٢
√

١+cos٢k
− ei(π+ωkt)+ik

٢
√

١+cos٢k


t از بعد n مکان در ذره یافتن احتمال و بود خواهد ψn(t) = ⟨n | ψ(t)⟩ آمده، بدست |ψ (t)⟩ که حالا

بود. خواهد Pn(t) = |ψn(t)|٢ بصورت گام



٢٠ ها ولگشت .١

حالت با تحلیلی حل برای گام صد از پس کوانتومی ولگشت برای احتمال توزیع نمودار :١ . ٧ شکل

.|ψ⟩ = |٠⟩ |٠⟩ اولیه



٢ فصل

بعدی دو کوانتومی ولگشت

٢١



٢٢ بعدی دو کوانتومی ولگشت .٢

است. شده مطالعه نیز بالاتر ابعاد برای و نیست سکه یک و خط به محدود کوانتومی، ولگشت
است شده گرفته قرار مطالعه مورد سکه فضای تعمیم طریق از بالاتر ابعاد به کوانتومی ولگشت تعمیم

می شود. مقایسه بعدی یک کوانتومی ولگشت با و شده بررسی بعدی دو حالت اینجا در .[٢۴]

که دارد H۴ ⊗H∞ بصورت هیلبرتی فضای نامتناهی، بعدی دو شبکه یک روی کوانتومی ولگشت
پایه با H∞ و سکه فضای عنوان به {|j, k⟩ ; j, k ∈ {٠,١}} های پایه با کیوبیت دو شامل H۴ آن در
نشان Z عبارت اینجا در شوند، می تعریف مکانی قسمت به عنوان Z٢ = {|x, y⟩ : x, y ∈ Z} های
برای گزینه چهار باشد شبکه نقطه یک در ولگشت اگر که طوری به است، صحیح اعداد مجموعه دهنده

کند. حرکت چگونه ولگشت که می کند مشخص سکه عملگر و داشت خواهد وجود حرکت
صورت به کند می مشخص را ولگشت از گام هر که یکانی عملگر کوانتومی ولگشت های در

U = S (C ⊗ I) (٢ . ١)

بعدی دو کوانتومی ولگشت برای سکه (عملگر است سکه عملگر C رابطه این در که شود می تعریف
مکان جابجایی آن وظیفه که شود می نامیده مکان تغییر عملگر S و است) ۴ × ۴ یکانی ماتریس یک
به مکان پایه های در را S عملگر قراردادی صورت به نوشتار این در است. سکه حالت حسب بر ولگرد

می کنیم تعریف زیر شکل

S |j, k⟩ |x, y⟩ = |j, k⟩
∣∣∣x+ (−١)j, y + (−١)k

⟩
(٢ . ٢)

نوشته زیر صورت به ها پایه از خطی ترکیب صورت به گام هر در کوانتومی ولگشت عمومی حالت
شود: می

|ψt⟩ =
١∑

j,k=٠

∞∑
x,y=−∞

ψj,k;x,y |j, k⟩ |x, y⟩ (٢ . ٣)

کنند. صدق بهنجارش شرط در باید و شوند می نامیده احتمال های دامنه ψj,k;x,y آن در که

١∑
j,k=٠

∞∑
x,y=−∞

|ψj,k;x,y|٢ = ١ (۴ . ٢)

می باشد: زیر به شکل y و x مکان در ذره حضور احتمال و

P (x, y, t) = |⟨x, y | ψ (t)⟩|٢ =
١∑

j,k=٠
|ψj,k;x,y|٢ (۵ . ٢)



٢٣

کنیم اعمال آن روی را تحول اپراتور باید بعدی گام آوردن بدست برای بگیرید، نظر در را |ψ(t)⟩

|ψ (t+ ١)⟩ = U |ψ (t)⟩ = U

١∑
j,k=٠

∞∑
x,y=−∞

ψj,k;x,y (t) |j, k⟩ |x, y⟩

=
١∑

j,k=٠

∞∑
x,y=−∞

ψj,k;x,y (t)S(C ⊗ I) |j, k⟩ |x, y⟩

=
١∑

j,k=٠

∞∑
x,y=−∞

ψj,k;x,y (t)S(
∑
j′,k′

Cj′,k′;j,k |j′, k′⟩ |x, y⟩

=
١∑

j,k=٠

∑
x,y

١∑
j′,k′=٠

ψj,k;x,y (t)Cj′,k′;j,k |j′, k′⟩
∣∣∣x+ (−١)j′ , y + (−١)k′

⟩
(۶ . ٢)

می گیریم: درنظر را زیر متغیر تغییر


x′ = x+ (−١)j′

y′ = y + (−١)k′

می آید: به دست ٢ . ٧ رابطه ۶ . ٢ رابطه در متغییر تغییر جایگذاری با

|ψ (t+ ١)⟩ =
١∑

j,k=٠

∑
x,y

١∑
j′,k′=٠

Cj′,k′;j,kψj,k;x−(−١)j′ ,y−(−١)k′ (t) |j
′, k′⟩ |x′, y′⟩

ψj,k;x,y (t+ ١) =
١∑

j′,k′=٠
Cj′,k′;j,kψj,k;x−(−١)j′ ,y−(−١)k′ (t)

(٢ . ٧)

نیز اینجا در هستند زمان بر و پیچیده بسیار بعدی گام های آوردن بدست برای بازگشتی روابط این
از استفاده با که می کنیم استفاده فوریه تبدیل راه حل از قبل فصل در بعدی یک کوانتومی ولگشت مانند
مشهورترین از نمونه چند ابتدا فصل این در .[١٧] می آید بدست تحلیلی بصورت احتمال توزیع تابع آن
معیار انحراف و احتمال توزیع تابع شده شبیه سازی نمودارهای و معرفی را دو بعدی کوانتومی سکه های

می کنیم. مقایسه هم با را آن ها و رسم را واریانس و



٢۴ بعدی دو کوانتومی ولگشت .٢

مشهور های سکه معرفی ٢ . ١

هادامارد سکه ٢ . ١ . ١

صورت به بعدی دو ولگشت برای که است هادامارد سکه کوانتومی، سکه های مشهورترین از یکی
آن در که می شود تعریف C = H ⊗H

H =
١√
٢

 ١ ١

١ −١

 (٢ . ٨)

می باشد: زیر صورت به بعدی دو شبکه های برای هادامارد سکه عملگر نتیجه در

C =
١
٢



١ ١ ١ ١

١ −١ ١ −١

١ ١ −١ −١

١ −١ −١ ١


(٢ . ٩)

و x قسمت های که معنی این به است، آن بودن تفکیک پذیر سکه این ویژگی های مهم ترین از یکی
گرفت. نظر در مستقل بعدی یک ولگشت دو صورت به سکه این با کامل طور به می توان را مسأله y
می دهد نشان گام از٣٠ بعد H⊗H از استفاده با را دوبعدی کوانتومی ولگشت احتمال توزیع ٢ . ١ شکل

می باشد زیر تفکیک پذیر حالت است شده انتخاب ولگشت برای که اولیه ای حالت و

ψ (٠,٠,٠) = ١
٢



١

i

i

−١


(٢ . ١٠)

.(٢ . ١) [١٨] می کند تولید را متقارن ولگشت یک که
بعدی دو بعدی، یک کوانتومی های ولگشت برای زمان حسب بر معیار انحراف شبیه سازی نتیجه
داده نمایش ٢ . ١ جدول در ∆σ

∆t
متناظر شیب و است شده رسم ٢ . ٢ شکل در سکه این برای بعدی سه و

ولگشت حسب بر می توان را بالاتر ابعاد برای زمان حسب بر معیار انحراف شیب .[٢۴] است شده
نوشت: زیر صورت به یک بعدی



٢۵ مشهور های سکه معرفی .٢ . ١

H⊗H پذیر تفکیک سکه از استفاده با بعدی دو کوانتومی ولگشت برای احتمال توزیع نمودار :٢ . ١ شکل

.٢ . ١٠ اولیه حالت با گام ١٠٠ از پس

(
∆σ١
∆t

,
∆σ٢
∆t

,
∆σ٣
∆t

, ...) = (
∆σ١
∆t

,

√
٢∆σ١
∆t

,

√
٣∆σ١
∆t

, ...) (٢ . ١١)

.

ولگشت برای σ١ هادامارد، خانواده برای زمان از تابعی بعنوان معیار انحراف شیب :٢ . ١ جدول

است. بعدی یک کوانتومی

Transformation ∆σ
∆t

(
√
d)∆σ١
∆t

H ٠٫۴۵۴۴ ± ٠٫٠٠١٢ ٠٫۴۵۴۴ ± ٠٫٠٠١٢

H ⊗H ٠٫۶۴٢٧ ± ٠٫٠٠١٧ ٠٫۶۴٢٧ ± ٠٫٠٠١٧

H ⊗H ⊗H ٠٫٧٨٧١ ± ٠٫٠٠٢١ ٠٫٧٨٧١ ± ٠٫٠٠٢١

بنابراین می کند. پیدا افزایش نیز معیار انحراف بعد، افزایش با که می شود مشاهده ٢ . ٢ نمودار روی از
علاوه و می کند پیدا افزایش زمان با خطی طور به معیار انحراف بعدی یک حالت مثل بعد، افزایش با



٢۶ بعدی دو کوانتومی ولگشت .٢

هادامارد خانواده برای زمان حسب بر معیار انحراف نمودار :٢ . ٢ شکل

.[٢۴] می کند پیدا افزایش هم شیب آن بر

فوریه تبدیل سکه ٢ . ١ . ٢

N که دارد N ×N اندازه آن ماتریس که می باشد فوریه تبدیل سکه می کنیم، انتخاب که بعدی سکه
بعدی دو ولگشت برای و ٢ با برابر بعدی یک کوانتومی ولگشت برای که می شود، نامیده آزادی درجه

می شود: تعریف زیر صورت به یا DFT =
(
wjk
√
N

)
شکل به و می باشد ۴ با برابر

DFT =
١√
N



١ ١ ١ ... ١

١ w w٢ ... wN−١

... ... ...
. . . ...

١ wN−١ w٢(N−١) w(N−١)(N−١)


(٢ . ١٢)

شکل به بعدی یک کوانتومی ولگشت برای و می باشد w = e
−٢πi
N آن در که



٢٧ مشهور های سکه معرفی .٢ . ١

F =
١√
٢

 ١ ١

١ −١

 (٢ . ١٣)

می  باشد: زیر صورت به بعدی دو کوانتومی ولگشت برای و

F۴ =
١
٢



١ ١ ١ ١

١ i −١ −i

١ −١ ١ −١

١ −i −١ i


(١۴ . ٢)

و است ناپذیر تفکیک هادامارد سکه برعکس که است این سکه این برای آشکار عمومیت یک
درهم هم با سکه کیوبیت های و گرفت نظر در مستقل بعدی یک ولگشت دو صورت به را آن نمی توان
درهم یکدیگر با نیز کوانتومی گشت فرایند انجام از بعد مکانی آزادی درجات نتیجه در و می شوند تنیده

است[١٨]. کوانتومی مکانیک خاص ویژگی که می شوند تنیده
و می دهد. نشان گام ٣٠ از بعد F۴ برای را دوبعدی کوانتومی ولگشت احتمال توزیع ٢ . ٣ شکل
این که می کنیم مشاهده و می باشد ٢ . ١٠ حالت است شده انتخاب ولگشت این برای که اولیه ای حالت
ولگشت برای حالی که در است ناهمسان توزیع یک و است، متمایز H⊗H کوانتومی ولگشت از توزیع،
بر معیار انحراف شبیه سازی نتیجه است. مبدأ در احتمال توزیع چگالی تفکیک پذیر H ⊗ H کوانتمی
۴ . ٢ شکل در سکه این برای بعدی سه و بعدی دو بعدی، یک کوانتومی های ولگشت برای زمان حسب
معیار انحراف که می شود ثابت است. شده داده نمایش ٢ . ٢ جدول در آن متناظر شیب و است شده رسم

زمان از تابعی عنوان به معیار انحراف شیب :٢ . ٢ جدول

انتقال ∆σ
∆t

√
(d+١)

٢ ∆σ١
∆t

D ٠٫۴۵۴۴ ± ٠٫٠٠١٢ ٠٫۴۵۴۴ ± ٠٫٠٠١٢

D ⊗D ٠٫۵۵۶٩ ± ٠٫٠٠٠۶ ٠٫۵۵۶۵ ± ٠٫٠٠١۵

D ⊗D ⊗D ٠٫۶۴۴٩ ± ٠٫٠٠٠٧ ٠٫۶۴٢۶ ± ٠٫٠٠١٧

این برای ۴ . ٢ شکل به توجه با است[٢۴]. ∆σd
∆t

=

√
d+١

٢ ∆σ١

∆t
صورت به خانواده این در زمان حسب بر



٢٨ بعدی دو کوانتومی ولگشت .٢

فوریه ناپذیر تفکیک سکه از استفاده با بعدی دو کوانتومی ولگشت برای احتمال توزیع نمودار :٢ . ٣ شکل

.٢ . ١٠ اولیه حالت با گام ٣٠ از پس

حالت از آن شیب اما می کند رشد زمان با خطی صورت به معیار انحراف هادامارد، خانواده مثل خانواده
بین درهم تنیدگی که دارد این به اشاره و است کمتر ( هادامارد تبدیل از شده تولید (تانسور پذیر تفکیک

می دهد. کاهش را پراکندگی شدت فضایی درجه

گراور سکه ٢ . ١ . ٣

بنابراین می باشد، |D⟩ = ١
٢

١∑
j,k=٠

|j, k⟩ آن در که می شود داده G = ٢ |D⟩ ⟨D| − I با گراور سکه

می باشد: زیر صورت به عملگر این ماتریسی نمایش

G۴ =
١
٢



−١ ١ ١ ١

١ −١ ١ ١

١ ١ −١ ١

١ ١ ١ −١


(١۵ . ٢)



٢٩ مشهور های سکه معرفی .٢ . ١

فوریه خانواده برای زمان حسب بر معیار انحراف نمودار :۴ . ٢ شکل

شده داده نمایش ۵ . ٢ شکل در ٢ . ١٠ اولیه حالت با سکه این برای سازی شبیه احتمال توزیع تابع نمودار
داده نمایش نمونه ها در آنچه از یعنی دهد تغییر را معیار انحراف موقعیت می تواند اولیه شرایط است.
حول متراکم احتمال توزیع یک اولیه شرایط مناسب انتخاب با می توان همچنین باشند، متفاوت شده،

است. وابسته اولیه شرایط به معیار انحراف یعنی باشیم، داشته مبدا

معیار انحراف ۴ . ٢ . ١

شکل به که است معیار انحراف می کنند مقایسه آن با را متفاوت سکه های که مهم پارامترهای از یکی
می شود: تعریف زیر

σ(t) =

√√√√ ∞∑
x,y=−∞

(x٢ + y٢)px,y(t) (١۶ . ٢)

شکل در گراور و فوریه هادامارد، سکه های برای دو بعدی شبکه روی کوانتومی ولگشت معیار انحراف
دارد. را معیار انحراف بیشترین گراور سکه آن در که است شده رسم ۶ . ٢



٣٠ بعدی دو کوانتومی ولگشت .٢

گراور سکه از استفاده با بعدی دو کوانتومی ولگشت برای گام چهل از بعد آمده بدست توزیع :۵ . ٢ شکل

٢ . ١٠ اولیه حالت و

نسبت معیار انحراف افزایش بر علاوه و دارد هادامارد و فوریه به نسبت متعددی مزایای گراور سکه
باشد. مفید کوانتومی های الگوریتم در می تواند بقیه، به

که شود استفاده ابعادی در می تواند تنها هادامارد سکه ولی برود بکار بعدی هر در می تواند گراور سکه
در می شود[١٧]. استفاده باشد دو توان از آن، بعد که خاصی حالت در فوریه سکه و هستند دو توان از
٢ . ٨ و ٢ . ٧ شکل در می شود، بررسی σ٢ یعنی واریانس، ، σ معیار انحراف بجای مراجع از بعضی

شده اند. مقایسه هم با مختلف اولیه حالت دو برای هادامارد و فوریه گراور، ولگشت های واریانس



٣١ مشهور های سکه معرفی .٢ . ١

سکه برای دوبعدی شبکه روی کوانتومی ولگشت زمان حسب بر معیار انحراف .نمودار :۶ . ٢ شکل

فوریه و هادامارد گراور،

گراور، سکه برای دوبعدی شبکه روی کوانتومی ولگشت زمان حسب بر واریانس نمودار :٢ . ٧ شکل

.٢ . ١٠ اولیه حالت با ُفوریه و هادامارد



٣٢ بعدی دو کوانتومی ولگشت .٢

گراور، سکه برای دوبعدی شبکه روی کوانتومی ولگشت زمان حسب بر واریانس نمودار :٢ . ٨ شکل

.ψ(٠,٠,٠) = ١
(١,١−,١−,١)٢† اولیه حالت با ُفوریه و هادامارد

فوریه تبدیل از استفاده با بعدی دو کوانتومی ولگشت تحلیلی محاسبات ۵ . ٢ . ١

: می شوند تبدیل زیر بصورت توابع دوبعدی کوانتومی ولگشت برای فوریه تبدیل در

ψ̃s(kx, ky, t) =
∞∑

x,y=−∞

ψs(x, y, t)e
−i(kxx+kyy) (٢ . ١٧)

[٢۶] است زیر صورت به هم آن معکوس تابع و

ψ(x, y, t) =

∫ π

−π

∫ π

−π

dkx
٢π

dky
٢π e

i(kxx+kyy)ψ̂(kx, ky, t) (٢ . ١٨)

نتیجه در

⟨kx, ky | ψ(t)⟩ =
∞∑

x,y=−∞
⟨x, y | ψ(t)⟩ e−i(kxx+kyy)

⇒ ⟨kx, ky| =
∞∑

x,y=−∞
⟨x, y| e−i(kxx+kyy)

⇒ |kx, ky⟩ =
∞∑

x,y=−∞
|x, y⟩ ei(kxx+kyy)

(٢ . ١٩)

و

ψs(x, y, t) =

∫ π

−π

∫ π

−π

dkxdky
۴π٢ ei(kxx+kyy)ψ̃s(kx, ky, t) (٢ . ٢٠)



٣٣ مشهور های سکه معرفی .٢ . ١

نتیجه در

⟨x, y | ψ(t)⟩ =
∫ π
−π

∫ π
−π

dkxdky
۴π٢ ei(kxx+kyy) ⟨kx, ky | ψ(t)⟩

⇒ ⟨x, y| =
∫ π
−π

∫ π
−π

dkx,dky
۴π٢ ei(kxx+kyy) ⟨kx, ky|

⇒ |x, y⟩ =
∫ π
−π

∫ π
−π

dkxdky
۴π٢ e−i(kxx+kyy) |kxky⟩

(٢ . ٢١)

طور به را مکان تغییر عملگر ابتدا می شود، تعریف فوریه پایه های حسب بر U تحول عملگر ادامه در
می کنیم: تعریف زیر صورت به قراردادی

S =
∑
x,y

(|x− ١⟩ ⟨x| ⊗ |٠٠⟩ ⟨٠٠|+ |y − ١⟩ ⟨y| ⊗ |٠١⟩ ⟨٠١|

+ |y + ١⟩ ⟨y| ⊗ |١٠⟩ ⟨١٠|+ |x+ ١⟩ ⟨x| ⊗ |١١⟩ ⟨١١|)
(٢ . ٢٢)

اگر می کند، حرکت −x جهت در گام یک ولگشت باشد، |٠٠⟩ ما سکه حالت اگر قرارداد این در که
. و... می کند حرکت −y جهت در گام یک ولگشت باشد، |٠١⟩ ما سکه حالت

می نویسیم: زیر صورت به را U عملگرتحول رابطه

U =
∑
x

|x− ١⟩ ⟨x| ⊗ |٠٠⟩ ⟨٠٠|G+
∑
y

|y − ١⟩ ⟨y| ⊗ |٠١⟩ ⟨٠١|G

+
∑
y

|y + ١⟩ ⟨y| ⊗ |١٠⟩ ⟨١٠|G+
∑
x

|x+ ١⟩ ⟨x| ⊗ |١١⟩ ⟨١١|G
(٢ . ٢٣)



٣۴ بعدی دو کوانتومی ولگشت .٢

می کنیم: جایگذاری بالا رابط در را فوریه تبدیل برای آمده بدست روابط حال

U =
∑
x

١
۴π٢

∫ π

−π
dkxe

−ikx(x−١) |kx⟩
∫ π

−π
dk′xe

ik′xx′ ⟨kx′| ⊗ |٠٠⟩ ⟨٠٠|G

+
∑
y

١
۴π٢

∫ π

−π
dkye

−iky(y−١) |ky⟩
∫ π

−π
dk′ye

ik′yy′ ⟨ky ′| ⊗ |٠١⟩ ⟨٠١|G

+
∑
y

١
۴π٢

∫ π

−π
dkye

−iky(y+١) |ky⟩
∫ π

−π
dk′ye

ik′xy′ ⟨ky ′| ⊗ |١٠⟩ ⟨١٠|G

+
∑
x

١
۴π٢

∫ π

−π
dkxe

−ikx(x+١) |kx⟩
∫ π

−π
dk′xe

ik′xx′ ⟨kx′| ⊗ |١١⟩ ⟨١١|G

=
١

۴π٢

∫ π

−π

∫ π

π

dkxdk
′
x

∑
x

e−i(kx−k
′
x)xeikx |kx⟩ ⟨kx′| ⊗ |٠٠⟩ ⟨٠٠|G

+
١

۴π٢

∫ π

−π

∫ π

π

dkydk
′
y

∑
y

e−i(ky−k
′
y)yeiky |ky⟩ ⟨ky ′| ⊗ |٠١⟩ ⟨٠١|G

+
١

۴π٢

∫ π

−π

∫ π

−π
dkydk

′
y

∑
y

e−i(ky−k
′
y)ye−iky |ky⟩ ⟨ky ′| ⊗ |١٠⟩ ⟨١٠|G

+
١

۴π٢

∫ π

−π

∫ π

π

dkxdk
′
x

∑
x

e−i(kx−k
′
x)xe−ikx |kx⟩ ⟨kx′| ⊗ |١١⟩ ⟨١١|G

(٢۴ . ٢)

می کنیم: استفاده دیراک دلتای تابع تعریف از

δ (k − k′) =
١
٢π

∑
n

e−i(k−k
′)n (٢۵ . ٢)

می کنیم: بازنویسی زیر شکل به را ٢۴ . ٢ رابطه ٢۵ . ٢ رابطه از استفاده با

U =
١

٢π

∫ π

−π

∫ π

π

dkxdk
′
xe
ikx |kx⟩ ⟨kx′| δ(kx − k′x)⊗ |٠٠⟩ ⟨٠٠|G

+
١
٢π

∫ π

−π

∫ π

π

dkydk
′
ye
iky |ky⟩ ⟨ky ′| δ(ky − k′y)⊗ |٠١⟩ ⟨٠١|G

+
١
٢π

∫ π

−π

∫ π

−π
dkydk

′
ye

−iky |ky⟩ ⟨ky ′| δ(ky − k′y)⊗ |١٠⟩ ⟨١٠|G

+
١
٢π

∫ π

−π

∫ π

π

dkxdk
′
xe

−ikx |kx⟩ ⟨kx′| δ(kx − k′x)⊗ |١١⟩ ⟨١١|G

(٢۶ . ٢)

کنیم: می استفاده کرونیکر دلتای تابع تعریف از ∫دوباره π

−π
dkδ(k − k′) = ١ (٢ . ٢٧)



٣۵ مشهور های سکه معرفی .٢ . ١

می آید بدست زیر شکل به تحول عملگر سازی ساده و جایگذاری از بعد و

U = ١
٢π

∫ π
−π dkx |kx⟩ ⟨kx| e

ikx |٠٠⟩ ⟨٠٠|G

+ ١
٢π

∫ π
−π dky |ky⟩ ⟨ky| e

iky |٠١⟩ ⟨٠١|G

+ ١
٢π

∫ π
−π dky |ky⟩ ⟨ky| e

−iky |١٠⟩ ⟨١٠|G

+ ١
٢π

∫ π
−π dkx |kx⟩ ⟨kx| e

−ikx |١١⟩ ⟨١١|G

(٢ . ٢٨)

آن در که

(٢ . ٢٩)

|٠٠⟩ =

 ١

٠

⊗

 ١

٠

 =



١

٠

٠

٠


, |٠١⟩ =

 ١

٠

⊗

 ٠

١

 =



٠

١

٠

٠



|١٠⟩ =

 ٠

١

⊗

 ١

٠

 =



٠

٠

١

٠


, |١١⟩ =

 ٠

١

⊗

 ٠

١

 =



٠

٠

٠

١


آید می بدست زیر صورت به اول عبارت گراور سکه جایگذاری از بعد و

eikx |٠٠⟩ ⟨٠٠|G =
١
٢



−eikx eikx eikx eikx

٠ ٠ ٠ ٠

٠ ٠ ٠ ٠

٠ ٠ ٠ ٠


(٢ . ٣٠)

زیر شکل به فوریه پایه های در تحول عملگر آخر در آوریم بدست طریق همین به نیز را جملات بقیه اگر و



٣۶ بعدی دو کوانتومی ولگشت .٢

می آید: بدست

U =
١

٢π

∫ π

−π
|kx, ky⟩ ⟨kx, ky| ⊗

١
٢



−eikx eikx eikx eikx

eiky −eiky eiky eiky

e−iky e−iky −e−iky e−iky

e−ikx e−ikx e−ikx −e−ikx


(٢ . ٣١)

با کار و چهاربعدیست که می شود G̃k ماتریس بدست آوردن به منجر U ماتریس بدست آوردن بنابراین
نیاز مورد نیز G̃t

k محاسبه بنابراین هستیم U t محاسبه نیازمند ما آنجایی که از است. ساده تر بسیار آن
عبات مقادیر ویژه تعیین برای است. آن کردن قطری G̃k توانهای محاسبه برای راه بهترین که بود خواهد

می کنیم حساب را زیر

١
٢

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−eikx − λ eikx eikx eikx

eiky −eiky − λ eiky eiky

e−iky e−iky −e−iky − λ e−iky

e−ikx e−ikx e−ikx −e−ikx − λ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= ٠ (٢ . ٣٢)

شود می زیر صورت به آن مشخصه معادله ساده سازی از بعد و

λ۴ + (cos kx + cos ky)λ
٣ − (cos kx + cos ky)λ− ١ = ٠ (٢ . ٣٣)

می گیریم: نظر در را زیر متغیر تغییر

−١
٢ (cos kx + cos ky) = cosω (kx, ky) ⇒ (cos kx + cos ky) = −٢ cosω (kx, ky) (٣۴ . ٢)

بود: خواهند زیر بصورت مقادیر ویژه ساده سازی، و جایگذاری با و

λ۴ − ٢ cosω (kx, ky)λ
٣ + ٢ cosω (kx, ky)λ− ١ = ٠

(
λ٢ − ١

) (
λ٢ − ٢ cosω (kx, ky) + ١

)
= ٠

(
λ٢ − ١

)
= ٠ ⇒ λ٢ = ١ ⇒ λ = ±١

(
λ٢ − ٢ cosω (kx, ky) + ١

)
= ٠

λ٣ = eiω(kx,ky)

λ۴ = e−iω(kx,ky)

(٣۵ . ٢)



٣٧ مشهور های سکه معرفی .٢ . ١

هستند: زیر به شکل مقادیر ویژه این با متناظر کت های ویژه
می آید: بدست زیر شکل به λ١ = ١ با متناظر کت ویژه

١
٢



−eikx eikx eikx eikx

eiky −eiky eiky eiky

e−iky e−iky −e−iky e−iky

e−ikx e−ikx e−ikx −e−ikx





a

b

c

d


=



a

b

c

d


(٣۶ . ٢)

⇒



eikx(−a+ b+ c+ d) = ٢a

eiky(a− b+ c+ d) = ٢b

e−iky(a+ b− c+ d) = ٢c

e−ikx(a+ b+ c− d) = ٢d

⇒



−a(١ + ٢e−ikx) + b+ c+ d = ٠ → (١)

a− b(١ + ٢e−iky) + c+ d = ٠ → (٢)

a+ b− c(١ + ٢eiky) + d = ٠ → (٣)

a+ b+ c− d(١ + ٢eikx) = ٠ → (۴)

(٢ . ٣٧)

⇒


(١)− (٢) ⇒ −a(٢ + ٢e−ikx) + b(٢ + ٢e−iky) = ٠

(٣)− (۴) ⇒ −c(٢ + ٢eiky) + d(٢ + ٢eikx) = ٠
(٢ . ٣٨)

داریم: بالا رابطه معادله دو جمع با

⇒ −a(٢ + ٢e−ikx) + b(٢ + ٢e−iky)− c(٢ + ٢eiky) + d(٢ + ٢eikx) = ٠ (٢ . ٣٩)

می شود زیر صورت به مقدار ویژه این با متناظر کت ویژه آخر در و



٣٨ بعدی دو کوانتومی ولگشت .٢

|v١⟩ =



(٢ + ٢e−iky)(٢ + ٢eiky)(٢ + ٢eikx)

(٢ + ٢e−ikx)(٢ + ٢eiky)(٢ + ٢eikx)

(٢ + ٢e−ikx)(٢ + ٢e−iky)(٢ + ٢eikx)

(٢ + ٢e−ikx)(٢ + ٢e−iky)(٢ + ٢eiky)


(۴٢ . ٠)

می باشد: زیر شکل به آید می بدست متفاوت های λ ازای به که کلی کت ویژه نتیجه در

|vj⟩ =



(٢ + ٢λje−iky)(٢ + ٢λjeiky)(٢ + ٢λjeikx)

(٢ + ٢λje−ikx)(٢ + ٢λjeiky)(٢ + ٢λjeikx)

(٢ + ٢λje−ikx)(٢ + ٢λje−iky)(٢ + ٢λjeikx)

(٢ + ٢λje−ikx)(٢ + ٢λje−iky)(٢ + ٢λjeiky)


(۴٢ . ١)

می نویسیم: زیر صورت به کت ها ویژه و مقادیر ویژه حسب بر را Ĝk تحول عملگر حال

Ĝk = λ١ |v١⟩ ⟨v١|+ λ٢ |v٢⟩ ⟨v٢|+ λ٣ |v٣⟩ ⟨v٣|+ λ۴ |v۴⟩ ⟨v۴| (۴٢ . ٢)

می کنیم. جای گذاری ٢ . ٣١ در را بالا رابطه
می کنیم: تعریف زیر صورت به ۴٢ . ٢ ستونی بردار چهار از را R(kx, ky) ماتریس

R(kx, ky) = (v١, v٢, v٣, v۴) (۴٢ . ٣)

می باشد: زیر شکل به tام گام در ذره حالت بنابراین است قطری R مشابهی تبدیلات تحت U که
(۴۴ . ٢)

ψ̂(kx, ky, t) = (U(kx, ky))
tϕ٠ = R(kx, ky)



λ١
t ٠ ٠ ٠

٠ λ٢
t ٠ ٠

٠ ٠ λ٣
t ٠

٠ ٠ ٠ λ۴
t


R(kx, ky)

†ϕ٠

=
۴∑
j=١

(λj)
tvj(kx, ky)vj

†(kx, ky)ϕ٠



٣٩ مشهور های سکه معرفی .٢ . ١

.Cj(kx, kx) = v†jϕ٠ اینجا در که
داد: انجام را فوریه تبدیلات عکس باید آن مکانی موقعیت آوردن بدست برای حال

ψ(x, y, t) =

∫ π

−π

∫ π

−π

dkx
٢π

dky
٢π e

i(kxx+kyy)ψ̂(kx, ky, t) (۴۵ . ٢)

بود: خواهد زیر صورت گام t از پس (x, y) مکان در ذره یافتن احتمال و

P (x, y, t) = ψ†(x, y, t)ψ(x, y, t) (۴۶ . ٢)

مشترک تکانه ۶ . ٢ . ١

Xt و می شود داده نشان
⟨
Xα
t Y

β
t

⟩
با که است است مشترک تکانه می کنیم محاسبه که دیگری پارامتر

:[٢۶] می دهند[٢٧]، نشان را t زمان در ولگشت Ytموقعیت و

(۴٢ . ٧)⟨
Xα
t Y

β
t

⟩
≡

∑
x,y∈Z٢

xαyβP (x, y, t) =

∫ π

−π

∫ π

−π

dkxdky

(٢π)٢ ψ̂
†(kx, ky, t)

(
i
∂

∂kx

)α(
i
∂

∂ky

)β

ψ̂(kx, ky, t)

نویسیم می زیر به شکل را U تحول عملگر ابتدا کار این برای آوریم، بدست را ψ̂t باید ابتدا

|U⟩ = S(C ⊗ I) =
۴∑
i=١

λi |vi⟩ ⟨vi| (۴٢ . ٨)

گام t از بعد بنابراین

∣∣∣ψ̂(t)⟩ = U t
∣∣∣ψ̂٠

⟩
=

۴∑
j=١

λtj ⟨vj| ψ٠⟩ |vj⟩

= (١)t ⟨v١| ψ٠⟩ |v١⟩+ (−١)t ⟨v٢| ψ٠⟩ |v٢⟩

+eiωt ⟨v٣| ψ٠⟩ |v٣⟩+ e−iωt ⟨v۴| ψ٠⟩ |v۴⟩

(۴٢ . ٩)

محاسبه به کار این برای که آورد بدست را مشترک تکانه می توان ۴٢ . ٧ رابطه در ۴٢ . ٩ رابطه جایگذاری با
داریم: نیاز زیر عبارت

(۵٢ . ٠)(
i ∂
∂kx

)α(
i ∂
∂ky

)β
ψ̂ (kx, ky) =

(
i ∂
∂kx

)α(
i ∂
∂ky

)β
((١)t ⟨v١ | ψ٠⟩ |v١⟩+ (−١)t ⟨v٢ | ψ٠⟩ |v٢⟩

+eiωt ⟨v٣ | ψ٠⟩ |v٣⟩+ e−iωt ⟨v۴ | ψ٠⟩ |v۴⟩)



۴٠ بعدی دو کوانتومی ولگشت .٢

شود می زیر صورت به ۵٢ . ٠ رابطه اول مرتبه مشتق  است ky و kx حسب بر ω آنجایی که )از
i
∂

∂kx

)(
i
∂

∂ky

)
ψ̂ (kx, ky) = (١)t

(
i
∂

∂kx

)(
i
∂

∂ky

)
⟨v١ | ψ٠⟩ |v١⟩

+ (−١)t
(
i
∂

∂kx

)(
i
∂

∂ky

)
⟨v٢ | ψ٠⟩ |v٢⟩

+ (−١)٢t٢
(
∂ω

∂kx

)(
∂ω

∂ky

)
eiωt ⟨v٣ | ψ٠⟩ |v٣⟩

+ eiωt
(
i
∂

∂kx

)(
i
∂

∂ky

)
⟨v٣ | ψ٠⟩ |v٣⟩

+ t٢
(
∂ω

∂kx

)(
∂ω

∂ky

)
e−iωt ⟨v۴ | ψ٠⟩ |v۴⟩

+ e−iωt
(
i
∂

∂kx

)(
i
∂

∂ky

)
⟨v۴ | ψ٠⟩ |v۴⟩

در است. کمتر t توان بزرگترین به نسبت آن ها t توان که می شوند پیدا جملاتی بالاتر، مشتقات برای و
می شود: نوشته زیر بصورت α, β = ١,٢, ... برای کلی حالت )نتیجه،

i
∂

∂kx

)α(
i
∂

∂ky

)β

ψ̂(kx, ky, t) =

(
−∂ω(kx, ky)

∂kx

)α(
−∂ω(kx, kx)

∂ky

)β

(λ٣)
tv٣(kx, ky)C٣(kx, kx)t

α+β

+

(
∂ω(kx, ky)

∂kx

)α(
∂ω(kx, ky)

∂ky

)β

(λ۴)
tv۴(kx, ky)C۴(kx, ky)t

α+β

+O(tα+β−١) (۵٢ . ١)

.[٢۶] هستند kx, ky از λ١مستقل = ١ و λ١ = ١ چون
بردار است، یونیتاری R(kx, ky) آنجایی که از کرد، حساب را ψ̂†(kx, ky, t) می توان ۴٢ . ٩ رابطه روی از
، v†m(kx, ky)vm′(kx, ky) = δmm′ که به طوری می سازد متعامد بردارهای از مجموعهای آن ستونی

داریم: بنابراین
(۵٢ . ٢)

ψ̂†(kx, ky, t)
(
i ∂
∂kx

)α(
i ∂
∂ky

)β
ψ̂(kx, ky, t) = {(−١)α+β|C٣(kx, ky)|٢ + |C۴(kx, ky)|٢}(

∂ω
∂kx

)α(
∂ω
∂ky

)β
tα+β +O(tα+β−١)

کمتر توان همچنین و ضرایب توجه با آنگاه ،(t→ ∞) بزرگ tهای در مشترک تکانه آوردن بدست برای
بنابراین کرد نظر صرف اول جمله مقابل در دوم جمله از می توان ۵٢ . ٢ رابطه در دوم جمله

(۵٢ . ٣)

ψ̂†(kx, ky, t)
(
i ∂
∂kx

)α(
i ∂
∂ky

)β
ψ̂(kx, ky, t) = {(−١)α+β|C٣(kx, ky)|٢ + |C۴(kx, ky)|٢}

,
(
∂ω
∂kx

)α(
∂ω
∂ky

)β
tα+β



۴١ مشهور های سکه معرفی .٢ . ١

.[٢۶] آید می بدست زیر شکل به کلی رابطه و کنیم می جایگذاری ۴٢ . ٧ در را ۵٢ . ٣ رابطه آخر در و

(۵۴ . ٢)⟨
Xα
t Y

β
t

⟩
t
=

∫ π

−π

∫ π

−π

dkxdky

(٢π)٢ {(−١)α+β|C٣(kx, ky)|٢+|C۴(kx, ky)|٢}
(
∂ω

∂kx

)α(
∂ω

∂ky

)β

tα+β





٣ فصل

برگشت و نشدنی تکرار کوانتومی ولگشت

ناپذیر

۴٣



۴۴ ناپذیر برگشت و نشدنی تکرار کوانتومی ولگشت .٣

مقدمه ٣ . ١

همسایه های تمام به رفتن امکان گام هر در ولگشت معمول، صورت به بعدی دو کوانتومی ولگشت های در
برابر احتمالی گام هر در شده اند بررسی ٢ فصل در که ولگشتی نوع سه مثال برای دارد، را خود مجاور
معرفی کوانتومی ولگشت های از متفاوتی انواع می توان اما می کنند ایجاد همسایه ها تمام به رفتن برای

بروند. خود مجاور همسایه های همه به نمی توانند و داده اند قرار محدودیت آن ها روی بر که کرد
آن از که همسایه ای به گاه هیچ ولگشت آن ها در که است شده معرفی کوانتومی ولگشت نمونه دو اخیرا
این که نمی کند تکرار بعد گام در رسیده خاص مکان یک به آن از که جهتی اینکه یا و نمی گردد بر آمده
شده ثابت و نامیده اند نشدنی تکرار و ناپذیر برگشت کوانتومی ولگشت های ترتیب به را ولگشت نوع دو

می دهند[٢٧]. بروز خود از را متفاوتی خواص که است
بررسی ولگشت ها برای که قبلی پارامتر های علاوه بر و می کنیم توصیف را ولگشت دو هر خواص اینجا در
مستقل تکرارنشدنی ولگشت برای مشترک تکانه پارامتر که می شود داده نشان تحلیلی صورت به کرده ایم،
که می دهد، نشان ناپذیر برگشت ولگشت برای را مورد همین هم عددی شواهد و است اولیه شرایط از

است. متفاوت اند شده مطالعه قبلا که سکه هایی با شدت به خواص این

نشدنی تکررار کوانتومی ولگشت ٣ . ٢

گام در رسیده خاص مکان یک به آن از که جهتی گاه هیچ ولگرد تکرارنشدنی١، کوانتومی ولگشت در
گام در می کنیم، انتخاب ولگشت برای را اولیه ای حالت یک که وقتی دیگر عبارت به نمی کند، تکرار بعد
آن روی بر و نمی کند حرکت قبلی جهت در دیگر ولگرد می کنیم)، اعمال را سکه اپراتور (وقتی بعدی

داده ایم. قرار محدودیت
می شود تعریف H٢ ⊗H∞ صورت به ما هیلبرت فضای ، نامتناهی بعدی یک کوانتومی ولگشت برای
حالت کنیم فرض اگر است، {|s, n⟩ ; s ∈ {٠,١} ,−∞ ≤ n ≤ ∞} صورت به ولگشت حالت و
راست سمت به ولگشت قرارداد طبق (یعنی باشد، |٠⟩ حالت می کنیم انتخاب سکه برای که اولیه ای

می کنیم. اعمال را سکه عملگر بعدی گام آوردن بدست برای حال ، برود) مثبت) (جهت
کنیم تعریف زیر شکل به را سکه عملگر بعدی یک کوانتومی ولگشت برای اگر

C٢ =

 a b

c d

 (٣ . ١)

است: زیر شکل به اولیه حالت روی بر سکه این اثر آنگاه

١Nonrepeating



۴۵ نشدنی تکررار کوانتومی ولگشت .٣ . ٢

C |٠⟩ =

 a b

c d


 ١

٠

 = a |٠⟩+ c |١⟩ (٣ . ٢)

با و قبلی جهت همان در |a|٢ احتمال با ولگرد سکه، اپراتور اعمال از بعد که می کنیم مشاهده و
می کند. حرکت مخالف جهت در |c|٢ احتمال

کنیم تعریف زیر شکل به را خود سکه عملگر اگر حال

C٢ =

 ٠ b

c ٠

 (٣ . ٣)

: می باشد زیر شکل به سکه این اثر آنگاه کنیم، اعمال |٠⟩ اولیه حالت روی را آن و

 ٠ b

c ٠


 ١

٠

 = ٠ |٠⟩+ c |١⟩ (۴ . ٣)

طور به و نمی کند حرکت قبلی جهت در دیگر ولگشت عملگر، این اعمال از بعد که می شود مشاهده
می کند. حرکت آن مخالف جهت در کامل

شامل بعدی دو فضای یک ما مکان فضای چون می کنیم، تکرار بعدی دو فضای برای را روند همین حال
عملگر و دارد وجود حرکت برای گزینه چهار باشد شبکه نقطه یک در ولگشت اگر می باشد، صحیح نقاط
هر در بعدی دو شبکه یک در بنابراین کند. حرکت چگونه گام هر در ولگشت که می کند مشخص سکه

. دارد انتخاب ۴ ولگرد گام،
تعریف زیر شکل به قرادادی صورت به را مکان تغییر عملگر بعدی دو کوانتومی ولگشت برای ابتدا

: می کنیم

S =
∑
x,y

(|x− ١⟩ ⟨x| ⊗ |٠٠⟩ ⟨٠٠|+ |y − ١⟩ ⟨y| ⊗ |٠١⟩ ⟨٠١|

+ |y + ١⟩ ⟨y| ⊗ |١٠⟩ ⟨١٠|+ |x+ ١⟩ ⟨x| ⊗ |١١⟩ ⟨١١|)
(۵ . ٣)

:[١٩] می آید[٢٧]، بدست زیر بصورت فوریه پایه های در مکان تغییر عملگر تبدیل از بعد و



۴۶ ناپذیر برگشت و نشدنی تکرار کوانتومی ولگشت .٣

S =
١
٢



eikx ٠ ٠ ٠

٠ eiky ٠ ٠

٠ ٠ e−iky ٠

٠ ٠ ٠ e−ikx


(۶ . ٣)

کنیم تعریف زیر شکل به را بعدی دو شبکه سکه عملگر اگر

C =



a b c d

e f g h

i j k l

m n o p


(٣ . ٧)

می شود: زیر شکل به آن نتیجه کنیم اعمال |٠٠⟩ اولیه حالت روی را عملگر این وقتی



a b c d

e f g h

i j k l

m n o p





١

٠

٠

٠


= a |٠٠⟩+ e |٠١⟩+ i |١٠⟩+m |١١⟩ (٣ . ٨)

می کند. حرکت جهت چهار هر در ولگرد سکه، عملگر اعمال از بعد که می کنیم مشاهده
اصلی قطر عناصر که کنیم تعریف شکلی به را آن و کنیم ایجاد محدودیت سکه عملگر روی بر اگر حال
آن اول مولفه اینجا در می کرد حرکت جهت چهار هر در ولگرد که بالا نمونه برای آن وقت باشند، صفر آن
صفر کند حرکت کردیم انتخاب که ای اولیه حالت جهت در دیگر ولگرد، اینکه احتمال و شود می صفر
طریق همین به نیز دیگر جهت سه برای نمی کند. حرکت قبلی جهت در دیگر دلیل، همین به و می شود
سکه عملگر را عملگر این و می کند پیدا کاهش ٣ به ۴ از ها انتخاب تعداد گام هر در و می شود تعریف

می نامیم. تکرارنشدنی
با که است زیر شکل به نشدنی تکرار ولگشت برای صفر، اصلی قطر با SU (۴) سکه عملگر عمومی ترین
در ولگشت نمی دهد اجازه هرگز سکه عملگر این ، ۶ . ٣ معادله در شده تعریف تغییرمکان عملگر به توجه
نشدنی تکرار ولگشت یک کنیم اشاره که است طبیعی پس کند حرکت مشابه جهت دو در متوالی گام دو



۴٧ ناپذیر برگشت کوانتومی ولگشت .٣ . ٣

:[٢٧] است

C !rep =



٠ λeiα γeiβ feiθ

λe−i(ϕ+δ+α) ٠ −fei(ψ−θ+β) γeiψ

−γe−i(δ+α+ψ) −fei(ϕ−θ+α) ٠ λeiϕ

fei(θ−α−ψ−ϕ−β) −γe−i(δ+α−β) λeiδ ٠


(٣ . ٩)

می باشند[٢٧]. f =
√

١ − (γ٢ + λ٢) و ٠ ≤ γ٢+λ٢ ≤ ١ و هستند حقیقی متغیرها همه ی اینجا در
می شود: تعریف زیر به صورت تکرارنشدنی کوانتومی ولگشت برای تحول عملگر بنابراین

(٣ . ١٠)

U =



٠ λeiαeikx γeiβeikx feiθeikx

λe−i(ϕ+δ+α)eiky ٠ −fei(ψ−θ+β)eiky γeiψeiky

−γe−i(δ+α+ψ)e−iky −fei(ϕ−θ+α)e−iky ٠ λeiϕe−iky

fei(θ−α−ψ−ϕ−β)e−ikx −γe−i(δ+α−β)e−ikx λeiδe−ikx ٠



ناپذیر برگشت کوانتومی ولگشت ٣ . ٣

عقب به و برنمی گردد آمده آن از که همسایه ای به گاه هیچ ولگرد ناپذیر٢، برگشت کوانتومی ولگشت در
می شود ساخته زیر شکل به نشدنی تکرار سکه عملگر روی از ولگشت این سکه عملگر و نمی دارد بر گام

C !rev = C !rep



٠ ٠ ٠ ١

٠ ٠ ١ ٠

٠ ١ ٠ ٠

١ ٠ ٠ ٠


(٣ . ١١)

هستند[٢٧]. صفر فرعی قطر عناصر ولگشت این برای و
می شود ساخته نشدنی تکرار سکه اپراتور روی از که ولگشت این برای سکه اپراتور ترین عمومی بنابراین

است: زیر شکل به

٢Nonreversal



۴٨ ناپذیر برگشت و نشدنی تکرار کوانتومی ولگشت .٣

C !rev =



feiθ γeiβ λeiα ٠

γeiψ −fei(ψ−θ+β) ٠ λe−i(ϕ+δ+α)

λeiϕ ٠ −fei(ϕ−θ+α) −γe−i(δ+α+ψ)

٠ λeiδ −γe−i(δ+α−β) fei(θ−α−ψ−ϕ−β)


(٣ . ١٢)

بنابراین است. ۶ . ٣ رابطه عملگر همان کنیم می انتخاب ولگشت این برای برای که مکانی تغییر عملگر
می شود: تعریف زیر صورت به ناپذیر برگشت ولگشت تحول عملگر

(٣ . ١٣)

U =



feiθeikx γeiβeikx λeiαeikx ٠

γeiψeiky −fei(ψ−θ+β)eiky ٠ λe−i(ϕ+δ+α)eiky

λeiϕe−iky ٠ −fei(ϕ−θ+α)e−iky −γe−i(δ+α+ψ)e−iky

٠ λeiδe−ikx −γe−i(δ+α−β)e−ikx fei(θ−α−ψ−ϕ−β)e−ikx


فرض با ناپذیر برگشت و نشدنی تکرار ولگشت های سکه عملگرهای از نمونه یک مثال، عنوان به
و θ = ϕ = ٣π

۴ گرفتن با برود مجاور مجاز همسایه های تمام به برابر احتمال با بتواند ولگرد اینکه
هستند زیر شکل به ترتیب به λ = γ = f(λ, γ) = ١√

٣ و α = β = δ = ψ = −π
۴

C
!rep =

e−i(
π
۴ )

√
٣



٠ ١ ١ −١

١ ٠ ١ ١

١ −١ ٠ −١

−١ −١ ١ ٠


(١۴ . ٣)

و

C
!rev =

e−i(
π
۴ )

√
٣



−١ ١ ١ ٠

١ ١ ٠ ١

−١ ٠ −١ ١

٠ ١ −١ −١


(١۵ . ٣)



۴٩ ناپذیر برگشت کوانتومی ولگشت .٣ . ٣

۴٠ از بعد ناپذیر برگشت سکه از استفاده با را بعدی دو کوانتومی ولگشت احتمال توزیع ٣ . ١ شکل
می باشد زیر حالت شده انتخاب ولگشت این برای که ای اولیه حالت و می دهد نشان گام

ψ(٠,٠,٠) = ١
٢



١

i

i

−١


. (١۶ . ٣)

سکه از استفاده با بعدی دو کوانتومی ولگشت برای گام ۴٠ از بعد آمده بدست توزیع :٣ . ١ شکل

.١۶ . ٣ اولیه حالت و برگشت ناپذیر

۴٠ از بعد تکرارنشدنی سکه از استفاده با را بعدی دو کوانتومی ولگشت احتمال توزیع ٣ . ٢ شکل و
می باشد زیر حالت شده انتخاب ولگشت این برای که ای اولیه حالت و می دهد نشان گام

ψ(٠,٠,٠) = ١
٢



١

−١

−١

١


. (٣ . ١٧)



۵٠ ناپذیر برگشت و نشدنی تکرار کوانتومی ولگشت .٣

سکه از استفاده با بعدی دو کوانتومی ولگشت برای گام ۴٠ از بعد آمده بدست توزیع :٣ . ٢ شکل

.٣ . ١٧ اولیه حالت و تکرارنشدنی

برای واریانس پیشین، مشهور ولگشت های با جدید ولگشت نوع دو این واریانس مقایسه برای
اند. شده رسم زمان حسب بر ۴ . ٣ و ٣ . ٣ شکل های در به ترتیب ٣ . ١٧ و ١۶ . ٣ اولیه حالت

برگشت (مثلث)، نشدنی تکرار ،G(پیوسته)، H(نقطه-خط) برای زمان حسب بر واریانس :٣ . ٣ شکل

.١۶ . ٣ اولیه حالت با ناپذیر(ستاره)،



۵١ ناپذیر برگشت کوانتومی ولگشت .٣ . ٣

برگشت (مثلث)، نشدنی تکرار ،G(پیوسته)، H(نقطه-خط) برای زمان حسب بر واریانس :۴ . ٣ شکل

٣ . ١٧ اولیه حالت با ناپذیر(ستاره)،

مشترک تکانه ٣ . ٣ . ١

مشترک تکانه که می کنیم بررسی را دیگر مهم پارامتر یک قبلی، پارامترهای بر علاوه ولگشت ها این برای
: می شود تعریف زیر شکل به بعدی دو کوانتومی ولگشت برای که شود می نامیده

⟨
Xα
t Y

β
t

⟩
=

∑
x,y∈Z

ψ̂†
tx

αyβψ̂t =
∫ π
−π

∫ π
−π

dkxdky

(٢π)٢ ψ̂
†
t

(
i ∂
∂kx

)α(
i ∂
∂ky

)β
ψ̂t (٣ . ١٨)

می باشند[٢۶]. y xو مکان اپرراتور ، تکانه فضای نشان دهنده
(
i ∂
∂ky

)
و
(
i ∂
∂kx

)
عبارت این در که

را ψ̂t = Uc (kx, ky)ψ٠ باید خاص، C یک ازای به (ψ̂t) t زمان در ولگشت کلی حالت محاسبه ی برای
تکرار نشدنی ولگشت مشخصه معادله  است. ضروری U مقادیر ویژه محاسبه کار این برای که کرد محاسبه

بود خواهد زیر شکل به ٣ . ١٠ معادله از

p۴ + {(٢γ٢ cos(kx − ky + α + β − δ − ψ)− ٢λ٢ cos(ϕ+ δ − kx − ky)

−٢f٢ cos(α + β + ϕ+ ψ − ٢θ)}p٢ + λ٢ei(ϕ−ψ)f٢ + γ٢ei(ϕ−ψ)f٢

+λ۴ei(ϕ−ψ) + f۴ + ٢f٢γ٢ + f٢λ٢ + γ٢ + γ٢λ٢ = ٠

(٣ . ١٩)



۵٢ ناپذیر برگشت و نشدنی تکرار کوانتومی ولگشت .٣

: می آید به دست زیر رابطه ٣ . ١٩ رابطه کردن ساده با

p۴ + ٢p٢{γ٢ cos(α− β + δ + ψ − kx + ky)− λ٢ cos(ϕ+ δ − kx − ky)

−f٢ cos(α + β + ϕ+ ψ − ٢θ)}+ ١ = ٠
(٣ . ٢٠)

بود. خواهد زیر فرم به کلی مشخصه معادله بنابراین

p۴ + ٢Ap٢ + ١ = ٠ (٣ . ٢١)

هستند: (eiθ) خالص فاز شکل به هستند یکانی ماتریس مقادیر ویژه که معادله این جواب های



p١ =
√
−A+

√
A٢ − ١

p٢ = −
√
−A+

√
A٢ − ١

p٣ =
√
−A−

√
A٢ − ١

p٣ = −
√
−A−

√
A٢ − ١

(٣ . ٢٢)

که:
(٣ . ٢٣)

A = ٢p٢{γ٢ cos(α−β+δ+ψ−kx+ky)−λ٢ cos(ϕ+δ−kx−ky)−f٢ cos(α+β+ϕ+ψ−٢θ)}

هم −p آنگاه باشد مساله جواب یک p اگر بنابراین است P ٢ برای ٢ درجه معادله یک ٣ . ٢١ معادله
جواب هم p∗ باشد، جواب یک p اگر بنابراین کردیم فرض حقیقی را متغیرها طرفی از و است جواب

: هستند زیر شکل به ها جواب کلی حالت در بنابراین بود، خواهد

p١ = −p٢ = P ∗
٣ = −P ∗

۴ = eiω(kx,ky) (٢۴ . ٣)

است. سکه پارامتر ۵ و γ و λ از تابعی ω اینجا در که
|vj(kx, ky)⟩ صورت به را آن ها و می آوریم بدست را مقادیر ویژه این با متناظر کت های ویژه بعد گام در

می دهیم. نمایش
می نویسیم زیر شکل به کت ها ویژه و مقادیر ویژه حسب بر را تحول عملگر بنابراین

|U⟩ = S(C ⊗ I) = p١ |v١⟩ ⟨v١|+ p٢ |v٢⟩ ⟨v٢|

+p٣ |v٣⟩ ⟨v٣|+ p۴ |v۴⟩ ⟨v۴|
(٢۵ . ٣)

نوشت زیر بشکل می توان را گام t از بعد ولگشت کلی حالت

∣∣∣ψ̂t⟩ = U t |ψ٠⟩ =
۴∑
j=١

ptj ⟨vj| ψ٠⟩ |vj⟩ (٢۶ . ٣)



۵٣ ناپذیر برگشت کوانتومی ولگشت .٣ . ٣

: بود خواهند زیر شکل به کت ها ویژه و مقادیر ویژه بنابراین

∣∣∣ψ̂t⟩ = eiωt ⟨v١| ψ٠⟩ |v١⟩ − eiωt ⟨v٢| ψ٠⟩ |v٢⟩

+e−iωt ⟨v٣| ψ٠⟩ |v٣⟩ − e−iωt ⟨v۴| ψ٠⟩ |v۴⟩

=
٢∑
j=١

(−١)(j−١)t(eiωt ⟨vj| ψ٠⟩ |vj⟩+ e−iωt ⟨vj+٢| ψ٠⟩ |vj+٢⟩

(٣ . ٢٧)

محاسبه به کار این برای که آورد بدست را مشترک تکانه توان می ٣ . ١٨ رابطه در ٣ . ٢٧ رابطه دادن قرار با
[٢۶] ،[٢٧] داشت خواهیم نیاز زیر

(
i ∂
∂kx

)α (
i ∂
∂ky

)β
ψ̂t =

(
i ∂
∂kx

)α (
i ∂
∂ky

)β
(

٢∑
j=١

(−١)(j−١)t(eiωt ⟨vj| ψ٠⟩ |vj⟩

+e−iωt ⟨vj+٢| ψ٠⟩ |vj+٢⟩)
(٣ . ٢٨)



۵۴ ناپذیر برگشت و نشدنی تکرار کوانتومی ولگشت .٣

شکل به α = β = ١ برای توان می را ٣ . ٢٨ رابطه مشتق های است ky و kx حسب بر ω آنجایی که از
نوشت زیر

(
i
∂

∂kx

)(
i
∂

∂ky

)
ψ̂t = (−١)٢t٢

(
∂ω

∂kx

)(
∂ω

∂ky

)
eiωt ⟨v١ | ψ٠⟩ |v١⟩ (٣ . ٢٩)

+ eiωt
(
i
∂

∂kx

)(
i
∂

∂ky

)
⟨v١ | ψ٠⟩ |v١⟩

− (−١)٢t٢
(
∂ω

∂kx

)(
∂ω

∂ky

)
eiωt ⟨v٢ | ψ٠⟩ |v٢⟩

− eiωt
(
i
∂

∂kx

)(
i
∂

∂ky

)
⟨v٢ | ψ٠⟩ |v٢⟩

+ (١)٢t٢
(
∂ω

∂kx

)(
∂ω

∂ky

)
e−iωt ⟨v٣ | ψ٠⟩ |v٣⟩

+ e−iωt
(
i
∂

∂kx

)(
i
∂

∂ky

)
⟨v٣ | ψ٠⟩ |v٣⟩

− (١)٢t٢
(
∂ω

∂kx

)(
∂ω

∂ky

)
e−iωt ⟨v۴ | ψ٠⟩ |v۴⟩

− e−iωt
(
i
∂

∂kx

)(
i
∂

∂ky

)
⟨v۴ | ψ٠⟩ |v۴⟩

= (−١)٢t٢
(
∂ω

∂kx

)(
∂ω

∂ky

) ٢∑
j=١

(−١)(j−١)teiωt ⟨vj | ψ٠⟩ |vj⟩

+ (١)٢t٢
(
∂ω

∂kx

)(
∂ω

∂ky

) ۴∑
j=٣

(−١)(j−٣)te−iωt ⟨vj | ψ٠⟩ |vj⟩

+
٢∑
j=١

(−١)(j−١)teiωt
(
i
∂

∂kx

)(
i
∂

∂ky

)
⟨vj | ψ٠⟩ |vj⟩

+
۴∑
j=٣

(−١)(j−١)te−iωt
(
i
∂

∂kx

)(
i
∂

∂ky

)
⟨vj | ψ٠⟩ |vj⟩

می شود نوشته زیر شکل به کلی حالت بالاتر، مشتقات برای و
(٣ . ٣٠)(

i ∂
∂kx

)α (
i ∂
∂ky

)β
ψ̂t = (−١)α+βtα+β

(
∂ω
∂kx

)α (
∂ω
∂ky

)β ٢∑
j=١

(−١)(j−١)teiωt ⟨vj |ψ٠⟩ |vj⟩

+tα+β
(
∂ω
∂kx

)α (
∂ω
∂ky

)β ۴∑
j=٣

(−١)(j−٣)te−iωt ⟨vj| ψ٠⟩ |vj⟩+O(tα+β−١)

بنابراین کرد، حساب را ψ̂†
t می توان ٣ . ٢٧ رابطه روی از



۵۵ ناپذیر برگشت کوانتومی ولگشت .٣ . ٣

(٣ . ٣١)

ψ̂†
t

(
i ∂
∂kx

)α (
i ∂
∂ky

)β
ψ̂t =

{
(−١)α+β

٢∑
j=١

|⟨vj|ψ٠⟩|٢ +
۴∑
j=٣

|⟨vj|ψ٠⟩|٢}

}
tα+β

(
∂ω
∂kx

)α (
∂ω
∂ky

)β
+O(tα+β−١)

۴∑
j=١

|⟨vj|ψ٠⟩|٢ =) زیرا شد، خواهد ١ کروشه داخل عبارت باشد، زوج α + β اگر بالا رابطه به توجه با

: بنابراین (١

ψ̂†
t

(
i
∂

∂kx

)α(
i
∂

∂ky

)β

ψ̂t = tα+β
(
∂ω

∂kx

)α(
∂ω

∂ky

)β

+O(tα+β−١) (٣ . ٣٢)

کمتر توان همچنین و ضرایب به توجه با ،(t → ∞) بزرگ های t در مشترک تکانه آوردن بدست برای
بنابراین کرد نظر صرف اول جمله مقابل در دوم جمله این از می توان ٣ . ٣٢ رابطه در دوم جمله

ψ̂†
t

(
i
∂

∂kx

)α(
i
∂

∂ky

)β

ψ̂t = tα+β
(
∂ω

∂kx

)α(
∂ω

∂ky

)β

(٣ . ٣٣)

: می آید بدست زیر شکل به کلی رابطه و می کنیم جایگذاری ٣ . ١٨ در را ٣ . ٣٣ رابطه آخر در و

⟨
Xα
t Y

β
t

⟩
=

∫ π

−π

∫ π

−π

dkxdky

(٢π)٢

{
tα+β

(
∂ω

∂kx

)α(
∂ω

∂ky

)β
}

(٣۴ . ٣)

شرایط از مستقل تکرارنشدنی کوانتومی ولگشت برای مشترک تکانه پارامتر که می دهد نشان رابطه این
،[٢٧] نیست صادق شد بحث آن ها مورد در که پیشین سکه های مورد در موضوع این که است اولیه

.[٢٨]

ناپذیر برگشت کوانتومی ولگشت ٣ . ٣ . ٢

زیر شکل به می آید بدست ٣ . ١٣ معادله از که مشخصه ای معادله ناپذیر برگشت کوانتومی ولگشت برای
است:

P ۴ +∆P ٣ + ΞP ٢ +∆∗P + ١ = ٠ (٣۵ . ٣)

رابطه این در که است

∆ = f (λ, γ) (ei(b١−ky) + ei(b٢+ky) − e−i(b١+b٢+θ+kx) − ei(θ+kx)) (٣۶ . ٣)



۵۶ ناپذیر برگشت و نشدنی تکرار کوانتومی ولگشت .٣

و
(٣ . ٣٧)

Ξ = ٢(f (λ, γ)٢ cos(b١+b٢)+(λ١−٢) cos(b٢+θ+kx+ky)+(γ١−٢) cos(b١+θ+kx−ky))

می باشند[٢٧]. b٢ = β + ψ − θ و b١ = α + ϕ − θ صورت به b٢ و b١ روابط این در و هستند
خواص نمی تواند بنابراین دارد فرق تکرارنشدنی ولگشت با ولگشت این مشخصه معادله که آنجایی از

باشد. داشته را تکرارنشدنی ولگشت
متقارن شبه معادله یک مشخصه معادله و شود می ∆ = ∆∗ گاه آن باشد b١ = −b٢ اگر بالا روابط در
P ∗ آنگاه باشد معادله جواب یک P اگر اند شده فرض حقیقی پارامترها چون طرفی از می شود[٢٧].

بنویسیم زیر صورت دو به را جواب ها توانیم می و است معادله جواب نیز

P١ = P٢ = eiω١

P٣ = P۴ = eiω٢

(٣ . ٣٨)

دنبال ولگشت این برای نمی تواند شده برده بکار نشدنی تکرار ولگشت برای که اثباتی روش بنابراین
شود.

مبدأ از شعاعی فاصله میانگین که است شده مشخص عددی بصورت

⟨r⟩t =
∑
x,y

P (x, y, t)
√
x٢ + y٢ (٣ . ٣٩)

معیار انحراف و

σ =

√
⟨r٢⟩+ ⟨r⟩٢ (۴٣ . ٠)

متعدد سازی های شبیه نتیجه همچنین و است ثابت مقداری اولیه حالات تمام برای مشخص زمان یک در
است، زوج عددی tα+β آن ها نمایی جمع که پارامترهایی مشترک تکانه که است واقعیت این از حاکی

.[٢٧] است اولیه شرایط از مستقل



۴ فصل

ساعتگرد پاد  و ساعتگرد کوانتومی ولگشت

۵٧



۵٨ ساعتگرد پاد  و ساعتگرد کوانتومی ولگشت .۴

به رفتن امکان گام هر در ولگرد بعدی، دو   کوانتومی ولگشت های برای که دیدیم قبل فصل های در
در که کرد فرض را کوانتومی ولگشت های از متفاوتی انواع می توان ولی دارد را خود مجاور نقاط تمام
این در دیدیم. قبل فصل در را آن از ای نمونه که شد[٢٧]. قائل همسایه ها به رفتن برای محدودیتی آن ها
تکرار و ناپذیر برگشت ولگشتهای مشابه اگرچه که می کنیم معرفی را ولگشت ها از دیگر نمونه دو فصل
نوع دو این دارد. آن ها با متفاوت خواصی اما برود خود مجاور همسایه سه به است قادر فقط نشدنی
نمی رود خود چپ یا راست سمت به گام هر در ولگشت آن ها در که می کنیم معرفی ای به گونه را ولگشت

نامیده ایم. ساعتگرد٢ و پادساعتگرد١ کوانتومی ولگشت ترتیب به را ولگشت نوع دو این که
باشند: داشته را زیر شرایط باید می کنیم انتخاب ولگشت ها این برای که سکه عملگرهای

از می رود، خود مجاور مجاز های همسایه به برابر احتمال با ولگرد می کنیم فرض ولگشت ها این در
اندازه کند، حرکت جهت ها از یکی به نمی تواند ولگشت و دارد وجود انتخاب سه گام هر در  آنجایی که
صفر آرایه ها از یکی ۴ × ۴ ماتریس سطر هر در بنابراین می باشد، ١√

٣ ماتریس صفر غیر عناصر تمام
است، شده داده نشان ١ . ۴ شکل در که ١ . ۴ رابطه صورت به انتقال عملگر گرفتن نظر در با بود. خواهد

کرد. مشخص سطر هر در را صفر درایه های مکان می توان

S =
∑
x,y

|x− ١⟩ ⟨x| ⊗ |٠٠⟩ ⟨٠٠|+ |y − ١⟩ ⟨y| ⊗ |٠١⟩ ⟨٠١|

+ |y + ١⟩ ⟨y| ⊗ |١٠⟩ ⟨١٠|+ |x+ ١⟩ ⟨x| ⊗ |١١⟩ ⟨١١|
(١ . ۴)

مکان تغییر عملگر نمودار :١ . ۴ شکل

١Counterclockwise
٢Clockwise



۵٩

ساعتگرد کوانتومی ولگشت ٠ . ٣ . ۴

١ . ۴ رابطه اساس بر که |٠٠⟩ حالت روی سکه عملگر اعمال با ساعتگرد کوانتومی ولگشت مورد در
نمی باشد، −ĵ یعنی جهت این چپ جهت در حرکت به مجاز ولگشت است، −î جهت در حرکت معرف
آن اول ستون و دوم سطر دلیل همین به باشد، |٠١⟩ شامل نباید |٠٠⟩ روی سکه عملگر اعمال بنابراین
حرکت معرف ١ . ۴ رابطه اساس بر که |٠١⟩ اولیه حالت روی سکه عملگر اعمال همچنین می شود، صفر
اعمال بنابراین باشد نمی î یعنی خود چپ جهت در حرکت به مجاز ولگشت است، −ĵ جهت در
صفر آن دوم ستون و چهارم سطر بنابراین باشد، |١١⟩ شامل نباید ، |٠١⟩ اولیه حالت روی سکه عملگر
هر در و می شود مشخص ساعتگرد کوانتومی ولگشت برای صفرها بقیه مکان ترتیب همین به می باشد.
از ها انتخاب تعداد ولگشت، از گام هر در دلیل همین به شود، می صفر ماتریس های آرایه از یکی سطر

کند. می پیدا کاهش ٣ به ۴
: می باشد ٢ . ۴ صورت به ساعتگرد کوانتومی ولگشت برای سکه عملگر شکل کلی حالت در

C =
١√
٣



eiθ١ eiθ٢ ٠ eiθ٣

٠ eiθ۴ eiθ۵ eiθ۶

eiθ٧ eiθ٨ eiθ٩ ٠

eiθ١٠ ٠ eiθ١١ eiθ١٢


(٢ . ۴)

باشند یکانی باید می شوند انتخاب کوانتومی ولگشت های برای که سکه عملگرهای آنجایی که از
.[١٧]

CC† =



١ ١
٣
eiθ٢

eiθ۴ + ١
٣
eiθ٣

eiθ۶
١
٣
eiθ١

eiθ٧ + ١
٣
eiθ٢

eiθ٨
١
٣
eiθ١

eiθ١٠ + ١
٣
eiθ٣

eiθ١٢

١
٣
eiθ۴

eiθ٢ + ١
٣
eiθ۶

eiθ٣ ١ ١
٣
eiθ۴

eiθ٨ + ١
٣
eiθ۵

eiθ٩
١
٣
eiθ۵

eiθ١١ + ١
٣
eiθ۶

eiθ١٢

١
٣
eiθ٧

eiθ١ + ١
٣
eiθ٨

eiθ٢
١
٣
eiθ٨

eiθ۴ + ١
٣
eiθ٩

eiθ۵ ١ ١
٣
eiθ٧

eiθ١٠ + ١
٣
eiθ٩

eiθ١١

١
٣
eiθ١٠

eiθ١ + ١
٣
eiθ١٢

eiθ٣
١
٣
eiθ١١

eiθ۵ + ١
٣
eiθ١٢

eiθ۶
١
٣
eiθ١٠

eiθ٧ + ١
٣
eiθ١١

eiθ٩ ١


(٣ . ۴)

باشند برقرار زیر روابط باید ٣ . ۴ ماتریس بودن یکانی برای بنابراین



۶٠ ساعتگرد پاد  و ساعتگرد کوانتومی ولگشت .۴



θ٢ − θ۴ = π + θ٣ − θ۶ → θ٢ + θ۶ − θ٣ − θ۴ = π

θ١ − θ٧ = π + θ۴ − θ٨ → θ١ + θ٨ − θ۴ − θ٧ = π

θ١ − θ١٠ = π + θ٣ − θ١٢ → θ١ + θ١٢ − θ٣ − θ١٠ = π

θ۴ − θ٨ = π + θ۵ − θ٩ → θ۴ + θ٩ − θ۵ − θ٨ = π

θ۵ − θ١١ = π + θ۶ − θ١٢ → θ۵ + θ١٢ − θ۶ − θ١١ = π

θ٧ − θ١٠ = π + θ٩ − θ١١ → θ٧ + θ١١ − θ٩ − θ١٠ = π

(۴ . ۴)

ولگرد اینکه فرض با ساعتگرد کوانتومی ولگشت برای سکه عملگرای از نمونه یک مثال به عنوان
θ١ = θ۶ = θ٧ = θ٨ = θ١٠ = θ١١ = گرفتن با برود مجاور همسایه های تمام به برابر احتمال با بتواند

می باشد زیر به شکل θ٢ = θ٣ = θ۴ = θ۵ = θ٩ = π و θ١٢ = ٠

C
cw =

١√
٣



١ −١ ٠ −١

٠ −١ −١ ١

١ ١ −١ ٠

١ ٠ ١ ١


(۵ . ۴)

پادساعتگرد کوانتومی ولگشت ۴ . ٠ . ۴

برای آورد. بدست را برای سکه عملگر کلی فرم می توان مشابه، طریق به پادساعتگرد ولگشت مورد در
است، −î جهت در حرکت معرف ١ . ۴ رابطه اساس بر که |٠٠⟩ حالت روی سکه عملگر اعمال با مثال
روی سکه عملگر اعمال بنابراین نمی باشد، ĵ یعنی جهت این راست جهت در حرکت به مجاز ولگشت
اعمال همچنین شود، می صفر آن اول ستون و سوم سطر دلیل به همین باشد، |١٠⟩ شامل نباید |٠٠⟩
ولگشت است، −ĵ جهت در حرکت معرف ١ . ۴ رابطه اساس بر که |٠١⟩ اولیه حالت روی سکه عملگر
اولیه حالت روی سکه عملگر اعمال بنابراین باشد نمی −î یعنی خود چپ جهت در حرکت به مجاز
ترتیب همین به باشد. می صفر آن دوم ستون و اول سطر دلیل همین به باشد، |٠٠⟩ شامل نباید ، |٠١⟩

میشود. مشخص پادساعتگرد کوانتومی ولگشت برای را صفرها بقیه مکان
: می باشد ۶ . ۴ صورت به پادساعتگرد کوانتومی ولگشت برای را سکه عملگر شکل کلی حالت در



۶١

Cccw =
١√
٣



eiθ١ ٠ eiθ٢ eiθ٣

eiθ۴ eiθ۵ eiθ۶ ٠

٠ eiθ٧ eiθ٨ eiθ٩

eiθ١٠ eiθ١١ ٠ eiθ١٢


(۶ . ۴)

باشند یکانی باید می شوند انتخاب کوانتومی ولگشت های برای که سکه عملگرهای آنجایی که از

CC† =



١ ١
٣
eiθ١

eiθ۴ + ١
٣
eiθ٢

eiθ۶
١
٣
eiθ٢

eiθ٨ + ١
٣
eiθ٣

eiθ٩
١
٣
eiθ١

eiθ١٠ + ١
٣
eiθ٣

eiθ١٢

١
٣
eiθ۴

eiθ١ + ١
٣
eiθ۶

eiθ٢ ١ ١
٣
eiθ۵

eiθ٧ + ١
٣
eiθ۶

eiθ٨
١
٣
eiθ۴

eiθ١٠ + ١
٣
eiθ۵

eiθ١١

١
٣
eiθ٨

eiθ٢ + ١
٣
eiθ٩

eiθ٣
١
٣
eiθ٧

eiθ۵ + ١
٣
eiθ٨

eiθ۶ ١ ١
٣
eiθ٧

eiθ١١ + ١
٣
eiθ٩

eiθ١٢

١
٣
eiθ١٠

eiθ١ + ١
٣
eiθ١٢

eiθ٣
١
٣
eiθ١٠

eiθ۴ + ١
٣
eiθ١٢

eiθ۵
١
٣
eiθ١١

eiθ٧ + ١
٣
eiθ١٢

eiθ٩ ١


(٧ . ۴)

باشند. برقرار زیر روابط باید ٧ . ۴ ماتریس بودن یکانی برای بنابراین



θ١ − θ۴ = π + θ٢ − θ۶ → θ١ + θ۶ − θ٢ − θ۴ = π

θ٢ − θ٨ = π + θ٣ − θ٩ → θ٢ + θ٩ − θ٣ − θ٨ = π

θ١ − θ١٠ = π + θ٣ − θ١٢ → θ١ + θ١٢ − θ٣ − θ١٠ = π

θ۵ − θ٧ = π + θ۶ − θ٨ → θ۵ + θ٨ − θ٧ − θ۶ = π

θ۴ − θ١٠ = π + θ۵ − θ١١ → θ۴ + θ١١ − θ۵ − θ١٠ = π

θ٧ − θ١١ = π + θ٩ − θ١٢ → θ٧ + θ١٢ − θ١١ − θ٩ = π

(٨ . ۴)

ولگرد اینکه احتمال با ساعتگرد کوانتومی ولگشت برای سکه عملگرای از نمونه یک مثال به عنوان
θ١ = θ۴ = θ۶ = θ٨ = θ٩ = θ١٠ = گرفتن با برود خود مجاور همسایه های به برابر فرض با بتواند

می باشد زیر به شکل θ٢ = θ٣ = θ۵ = θ٧ = θ٨ = π و θ١١ = θ١٢ = ٠



۶٢ ساعتگرد پاد  و ساعتگرد کوانتومی ولگشت .۴

C
ccw =

١√
٣



١ ٠ −١ −١

١ −١ ١ ٠

٠ −١ −١ ١

١ ١ ٠ ١


(٩ . ۴)

تکرارنشدنی ولگشتهای معادل اولیه، حالت یا جابجایی عملگر تغییر با ولگشت ها این با مرتبط خواص
دلیل همین به ساخت، آن ها از یکانی تبدیلات با توان نمی را عملگرا این زیرا نمی شود، ناپذیر برگشت و
می ولگشت دو این خواص از برخی بررسی به اینجا در که دهند می نشان خود از را متفاوتی خواص

می کنیم. مقایسه ولگشت ها بقیه با را آن ها و پردازیم

اولیه حالت برای ولگشت نوع دو این برای احتمال توزیع تابع

ψ١ (٠,٠,٠) =
١
٢



١

−١

−١

١


(١٠ . ۴)

است. شده رسم ٢ . ۴ شکل در
می باشد: زیر صورت به که می کنیم انتخاب نیز را دیگر اولیه حالت یک

ψ١ (٠,٠,٠) =
١
٢



١

i

i

−١


(١١ . ۴)

به و ٣ . ۴ شکل در ١١ . ۴ اولیه حالت به ازای ولگشت نوع دو این زمان حسب بر واریانس نمودار
اند. شده مقایسه یکدیگر با ۴ . ۴ شکل در ١٠ . ۴ اولیه حالت ازای

در که می کند تولید گراور عملگر برای را واریانس بیشترین ١٠ . ۴ اولیه حالت که است ذکر به لازم
مشهور ولگشت های با جدید ولگشت نوع دو این واریانس مقایسه برای شد. پرداخته آن به پیش بخش
رسم زمان حسب بر ۶ . ۴ و ۵ . ۴ شکل های در به ترتیب ١٠ . ۴ و ١١ . ۴ اولیه حالت برای واریانس پیشین،

اند. شده



۶٣

[a]

[b]

ولگشت (b و پادساعتگرد کوانتومی a)ولگشت گام ٣٠ از بعد آمده بدست احتمال توزیع :٢ . ۴ شکل

.١٠ . ۴ اولیه حالت با ساعتگرد، کوانتومی



۶۴ ساعتگرد پاد  و ساعتگرد کوانتومی ولگشت .۴

[a]

[b]

کوانتومی وb)ولگشت ساعتگرد کوانتومی a)ولگشت برای زمان حسب بر واریانس نمودار :٣ . ۴ شکل

.١١ . ۴ اولیه حالت با پادساعتگرد



۶۵

[a]

[b]

کوانتومی وb)ولگشت ساعتگرد کوانتومی a)ولگشت برای زمان حسب بر واریانس نمودار :۴ . ۴ شکل

.١٠ . ۴ اولیه حالت با پادساعتگرد



۶۶ ساعتگرد پاد  و ساعتگرد کوانتومی ولگشت .۴

نشدنی ساعتگرد(نقطه)،تکرار ،G(پیوسته)، (نقطه-خط) H برای زمان حسب بر واریانس :۵ . ۴ شکل

.١١ . ۴ اولیه حالت با پادساعتگرد(مربع) ناپذیر(ستاره)، برگشت (مثلث)،

نشدنی ساعتگرد(نقطه)،تکرار ،G(پیوسته)، (نقطه-خط) H برای زمان حسب بر واریانس :۶ . ۴ شکل

.١٠ . ۴ اولیه حالت با پادساعتگرد(مربع) ناپذیر(ستاره)، برگشت (مثلث)،

: است ذکر قابل مهم نتیجه چند ۶ . ۴ و ۵ . ۴ نمودارهای و شبیه سازی، نتایج به توجه با

یکسان پادساعتگرد و ساعتگرد ولگشت دو برای واریانس که دهد می نشان سازی شبیه نتایج .١



۶٧

است.

از و بزرگتر نشدنی تکرار ولگشت از ساعتگرد پاد و ساعتگرد بعدی دو ولگشت های در واریانس .٢
می باشد. کوچکتر ناپذیر برگشت ولگشت

از کمتر ساعتگرد پاد و ساعتگرد ولگشت های در متفاوت اولیه های حالت برای واریانس تفاوت .٣
ولگشت های مورد در اولیه حالت به واریانس حساسیت دیگر عبارتی به ولگشت هاست، انواع بقیه

است. ولگشت ها بقیه از کمتر ساعتگرد پاد و ساعتگرد

پادساعتگرد کوانتومی ولگشت برای فوریه تبدیل ۵ . ٠ . ۴

بدست زیر صورت به بعدی دو کوانتومی ولگشت برای فوریه های پایه در ١ . ۴ مکان تغییر عملگر
می آید[١٩]

S =



eikx ٠ ٠ ٠

٠ eiky ٠ ٠

٠ ٠ e−iky ٠

٠ ٠ ٠ e−ikx


(١٢ . ۴)

می باشد، U = S(C ⊗ I) شکل به که کوانتومی ولگشت برای تحول عملگر رابطه طبق بنابراین
می آید: بدست زیر صورت به ساعتگرد پاد کوانتومی ولگشت تحول عملگر

U (kx, ky) =
١√
٣



eikx ٠ −eikx −eikx

eiky −eiky eiky ٠

٠ −e−iky −e−iky e−iky

e−ikx e−ikx ٠ e−ikx


(١٣ . ۴)

کار این برای که کرد محاسبه را ψ̂t = U t (kx, ky)ψ٠ باید ولگشت کلی حالت محاسبه ی برای
زیر به شکل ١٣ . ۴ معادله از پادساعتگرد ولگشت مشخصه معادله است. ضروری U مقادیر ویژه محاسبه

بود: خواهد



۶٨ ساعتگرد پاد  و ساعتگرد کوانتومی ولگشت .۴

λ۴ +
(
−١/٣ e−ikx

√
٣ + ١/٣ e−iky

√
٣ + ١/٣ eiky

√
٣ − ١/٣ eikx

√
٣
)
λ٣

+
(
٢/٣ e−ikxeikx − ١/٣ e−ikxe−iky − ١/٣ e−ikxeiky + ٢/٣ e−ikyeiky

− ١/٣ e−ikyeikx − ١/٣ eikyeikx )λ٢ +
(

١/٣ e−ikx
√

٣e−ikyeikx

+ ١/٣ e−ikx
√

٣eikyeikx − ١/٣ e−ikx
√

٣e−ikyeiky − ١/٣ e−iky
√

٣eikyeikx )λ

+ e−ikxe−ikyeikyeikx = ٠ (١۴ . ۴)

می آید: بدست زیر رابطه ١۴ . ۴ رابطه کردن ساده با
(١۵ . ۴)

λ۴ + (−٢√
٣ cos(kx) +

٢√
٣ cos(ky))λ

٣ + (−٢
٣ cos(kx + ky)− ٢

٣ cos(kx − ky) +
۴
٣)λ

٢

+(−٢√
٣ cos(kx) +

٢√
٣ cos(ky))λ+ ١ = ٠

بود. خواهد زیر فرم به ناپذیر برگشت ولگشت شبیه ولگشت، این کلی مشخصه معادله

λ۴ +∆λ٣ + Ωλ٢ +∆∗λ+ ١ = ٠ (١۶ . ۴)

رابطه این در که

∆ = −٢/٣ cos (kx )
√

٣ + ٢/٣ cos (ky)
√

٣ (١٧ . ۴)

و

Ω = −٢/٣ cos (kx + ky)− ٢/٣ cos (kx − ky) + ۴/٣ (١٨ . ۴)

می شود[٢٧]. متقارن شبه معادله یک مشخصه، معادله بنابراین می باشد. ∆ = ∆∗ همچنین باشد، می
معادله جواب نیز λ∗ آنگاه باشد معادله جواب یک λ اگر اند شده فرض حقیقی پارامترها چون طرفی از

بنویسیم[٢٧]. زیر صورت دو به را جواب ها می توان و است

λ١ = λ٢
∗ = eiω١

λ٣ = λ۴
∗ = eiω٢ (١٩ . ۴)



۶٩

آن در که

λ١,٢ =− ١
۶ cos(ky)

√
٣ +

١
۶ cos(kx)

√
٣ +

١
۶

√
٣ cos (ky)

٢ + ۶ cos(kx) cos(ky) + ٣ cos (kx)
٢ + ۶

± ١
۶(۶ cos (ky)

٢ − ٢ cos(ky)
√

٣
√

٣ cos (ky)
٢ + ۶ cos(kx) cos(ky) + ٣ cos (kx)

٢ + ۶

+ ۶ cos (kx)
٢ + ٢ cos(kx)

√
٣
√

٣ cos (ky)
٢ + ۶ cos(kx) cos(ky) + ٣ cos (kx)

٢ + ۶ − ٣٠) ١
٢

(٢٠ . ۴)

λ٣,۴ =− ١
۶ cos(ky)

√
٣ +

١
۶ cos(kx)

√
٣ − ١

۶

√
٣ cos (ky)

٢ + ۶ cos(kx) cos(ky) + ٣ cos (kx)
٢ + ۶

± ١
۶(۶ cos (ky)

٢ + ٢ cos(ky)
√

٣
√

٣ cos (ky)
٢ + ۶ cos(kx) cos(ky) + ٣ cos (kx)

٢ + ۶

+ ۶ cos (kx)
٢ − ٢ cos(kx)

√
٣
√

٣ cos (ky)
٢ + ۶ cos(kx) cos(ky) + ٣ cos (kx)

٢ + ۶ − ٣٠) ١
٢

(٢١ . ۴)

ولگشت این برای نمی تواند شده برده بکار تکرارنشدنی کوانتومی ولگشت برای که تحلیلی روش بنابراین
شود. بررسی عددی بصورت باید و شود دنبال

حالات ازای به و ایم کرده بررسی ولگشت این برای عددی صورت به را زمان حسب بر واریانس پارامتر
اولیه

|ψ(٠)⟩ =





١

٠

٠

٠


,



٠

١

٠

٠


,



٠

٠

١

٠


,



٠

٠

٠

١


,

١
٢



١

−١

−١

١


(٢٢ . ۴)

بل های پایه حالت و

(٢٣ . ۴)

|ψ(٠)⟩ =


١√
٢



١

٠

٠

١


,

١√
٢



١

٠

٠

−١


,

١√
٢



٠

١

١
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٢



٠

١
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مشاهده و کرده ایم سازی شبیه را واریانس می شود، ساخته پایه ها این روی از دیگر ای اولیه حالت هر که
ولگشت برای ٧ . ۴ شکل در شبیه سازی نتایج و دارد یکسانی مقدار اولیه حالات همه ازای به که است شده
اولیه شرایط از مستقل زمان حسب بر واریانس پارامتر ولگشت این برای و است شده رسم پادساعتگرد

می باشد.

٢٣ . ۴ و ٢٢ . ۴ اولیه حالات با پادساعتگرد کوانتومی ولگشت برای واریانس نمودار :٧ . ۴ شکل

که می کنیم مشاهده پادساعتگرد و ساعتگرد کوانتومی ولگشت برای سکه عملگرهای به توجه با
یکانی تبدیلات از استفاده با را عملگر دو این می توان و است برابر هم با عملگر دو این تریس و دترمینان
زیر فرم به پادساعتگرد ولگشت شبیه ولگشت این کلی مشخصه معادله بنابراین بسازیم. یکدیگر روی از

می باشد

λ۴ +∆λ٣ + Ωλ٢ +∆∗λ+ ١ = ٠ (٢۴ . ۴)

پادساعتگرد ولگشت شبیه آن جواب های و می شود[٢٧] متقارن شبه معادله یک مشخصه، معادله هم باز و
احتمال توزیع تابع دلیل همین به و است متفاوت پادساعتگرد ولگشت با آن های ویژه کت ولی هستند
بر واریانس پارامتر سازی شبیه نتایج به توجه با نیز ولگشت این برای بنابراین می کند. فرق هم با آن ها
در ٢ فصل در که است هایی سکه با تضاد در موضوع این که است. اولیه شرایط از مستقل زمان حسب

است. شده بحث آن ها مورد
برای می تواند که آورد خواهیم بدست را پادساعتگرد کوانتومی ولگشت کتهای ویژه قسمت این در
مورد ... و بالا حدود در عددی محاسبات مکان، و سکه بین تنیدگی درهم محاسبه تحلیلی، بررسی های

گیرد. قرار استفاده
می آید: بدست زیر صورت به λ١ = eiω١ با متناطر کت ویژه نمونه، برای



٧١

١√
٣



eikx ٠ −eikx −eikx

eiky −eiky eiky ٠

٠ −e−iky −e−iky e−iky

e−ikx e−ikx ٠ e−ikx





a

b

c

d


= eiω١



a

b

c

d


(٢۵ . ۴)

⇒



١√
٣e

ikx(a− c− d) = eiω١a

١√
٣e

iky(a− b+ c) = eiω١b

١√
٣e

−iky(−b− c+ d) = eiω١c

١√
٣e

−ikx(a+ b+ d) = eiω١d

(٢۶ . ۴)

⇒



a− c− d =
√

٣e−ikxeiω١a

a− b+ c =
√

٣e−ikyeiω١b

−b− c+ d =
√

٣eikyeiω١c

a+ b+ d =
√

٣eikxeiω١d

(٢٧ . ۴)

⇒



a(١ −
√

٣ei(ω١−kx))− c− d = ٠ , (١)

a− b(١ +
√

٣ei(ω١−ky)) + c = ٠ , (٢)

−b− c(١ +
√

٣ei(ω١+ky)) + d = ٠ , (٣)

a+ b+ d(١ −
√

٣ei(ω١+kx)) = ٠ , (۴)

(٢٨ . ۴)

: می شود حاصل زیر رابطه ٢٨ . ۴ رابطه در ،(٣) و (١) معادله دو جمع از

⇒ a(١ −
√

٣ei(ω١−kx))− b− c(٢ +
√

٣ei(ω١+ky)) = ٠ (٢٩ . ۴)
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می شود حاصل زیر رابطه (٢) معادله در (٢ +
√

٣ei(ω١+ky)) ضرب با

(٣٠ . ۴)
⇒ a(٢+

√
٣ei(ω١+ky))− b(١+

√
٣ei(ω١−ky))(٢+

√
٣ei(ω١+ky))+ c(٢+

√
٣ei(ω١+ky)) = ٠

داریم: ٣٠ . ۴ و ٢٩ . ۴ رابطه دو جمع با

(٣١ . ۴)
⇒ a[(١−

√
٣ei(ω١−kx))+(٢+

√
٣ei(ω١+ky))]−b[١)+١+

√
٣ei(ω١−ky))(٢+

√
٣ei(ω١+ky))] = ٠

می باشند: زیر شکل به b و a ضرایب صورت این در

⇒


a = ١ + (١ +

√
٣ei(ω١−ky))(٢ +

√
٣ei(ω١+ky))

b = (١ −
√

٣ei(ω١−kx)) + (٢ +
√

٣ei(ω١+ky))

(٣٢ . ۴)

: می نویسیم زیر شکل به را (۴) رابطه

a+ b = −d(١ −
√

٣ei(ω١+kx)) = d(−١ +
√

٣ei(ω١+kx)) (٣٣ . ۴)

می آید بدست زیر به صورت d ، ٣٣ . ۴ رابطه و b ، a از استفاده با و

⇒ d =
a+ b

(−١ +
√

٣ei(ω١+kx))
(٣۴ . ۴)

=
۴ + (١ +

√
٣ei(ω١−ky))(٢ +

√
٣ei(ω١+ky))−

√
٣ei(ω١−kx) +

√
٣ei(ω١+ky)

(−١ +
√

٣ei(ω١+kx))

می آید: بدست c ،(١) رابطه از استفاده با آخر در و

a(١ −
√

٣ei(ω١−kx))− c− d = ٠ ⇒ c = a(١ −
√

٣ei(ω١−kx))− d (٣۵ . ۴)

⇒ c = (١ + (١ +
√

٣ei(ω١−ky))(٢ +
√

٣ei(ω١+ky)))(١ −
√

٣ei(ω١−kx))

−۴ + (١ +
√

٣ei(ω١−ky))(٢ +
√

٣ei(ω١+ky))−
√

٣ei(ω١−kx) +
√

٣ei(ω١+ky)

(−١ +
√

٣ei(ω١+kx))
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می شود: زیر صورت به λ١ = eiω١ ویژه مقدار با متناظر ویژه کت پایان در و

|ω١⟩ =



α

β

γ

λ


(٣۶ . ۴)

می باشند: زیر به صورت λ و γ ، α ،β اینجا در که
(٣٧ . ۴)

α = (−١ +
√

٣ei(ω١+kx))(١ + (١ +
√

٣ei(ω١−ky))(٢ +
√

٣ei(ω١+ky)))

β = (−١ +
√

٣ei(ω١+kx))(١ −
√

٣ei(ω١−kx)) + (٢ +
√

٣ei(ω١+ky))

γ = (−١ +
√

٣ei(ω١+kx))((١ + (١ +
√

٣ei(ω١−ky))(٢ +
√

٣ei(ω١+ky)))(١ −
√

٣ei(ω١−kx)))

−۴ + (١ +
√

٣ei(ω١−ky))(٢ +
√

٣ei(ω١+ky))−
√

٣ei(ω١−kx) +
√

٣ei(ω١+ky)

λ = ۴ + (١ +
√

٣ei(ω١−ky))(٢ +
√

٣ei(ω١+ky))−
√

٣ei(ω١−kx) +
√

٣ei(ω١+ky)

می باشد: زیر صورت به عملگر این برای ویژه کتها کلی شکل نتیجه در
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(٣٨ . ۴)

α = (−١ +
√

٣ei(ωi+kx))(١ + (١ +
√

٣ei(ωi−ky))(٢ +
√

٣ei(ωi+ky)))

β = (−١ +
√

٣ei(ωi+kx))(١ −
√

٣ei(ωi−kx)) + (٢ +
√

٣ei(ωi+ky))

γ = (−١ +
√

٣ei(ωi+kx))((١ + (١ +
√

٣ei(ωi−ky))(٢ +
√

٣ei(ωi+ky)))(١ −
√

٣ei(ωi−kx)))

−۴ + (١ +
√

٣ei(ωi−ky))(٢ +
√

٣ei(ωi+ky))−
√

٣ei(ωi−kx) +
√

٣ei(ωi+ky)

λ = ۴ + (١ +
√

٣ei(ωi−ky))(٢ +
√

٣ei(ωi+ky))−
√

٣ei(ωi−kx) +
√

٣ei(ωi+ky)

نوشت زیر شکل به می توان را گام t از بعد ولگشت کلی حالت بنابراین

∣∣∣ψ̂t(kx, ky)⟩ = U t (kx, ky) |ψ٠⟩ =
۴∑
j=١

λtj⟨vj | ψ٠⟩ |vj⟩ (٣٩ . ۴)

صورت در که آوردیم بدست را پادساعتگرد کوانتومی ولگشت برای کلی حالت و کت ها ویژه مقادیر، ویژه
گیرند. قرار استفاده مورد آینده کارهای در می تواند لزوم

نتیجه گیری ١ . ۴

و گراور سکه از استفاده با ١,٢,٣ ابعاد برای زمان حسب بر معیار انحراف شبیه سازی نتایج با توجه با
علاوه و می کند پیدا افزایش خطی صورت به نیز معیار انحراف بعد، افزایش با که می کنیم مشاهده فوریه
معرفی که سکه عملگرای و می کند. پیدا افزایش نیز زمان حسب بر معیار انحراف نمودار شیب آن بر

می دهد. رخ متفاوتی نتایج آن ها از کدام هر برای و هستند هم از مستقل شده اند
همسایه های تمام به رفتن امکان گام هر در ولگشت معمول طور به بعدی دو کوانتومی ولگشت در
آن ها روی بر می توان که دارند وجود نیز کوانتومی ولگشت های از متفاوتی انواع ولی دارد را خود مجاور
نشان و شده اند معرفی اخیرا که پادساعتگرد و ساعتگرد کوانتومی ولگشت دو بر علاوه که شویم قائل
نیز را کوانتومی ولگشت های از دیگر نوع دو می دهند نشان خود از را متفاوتی خواص که شده داده
ولگشت ترتیب به را آن ها که نمی رفت خود راست یا و چپ سمت به گام هر در ولگشت که کردیم معرفی
می توان را پادساعتگرد و ساعتگرد ولگشت سکه عملگرهای نامیدیم. پادساعتگرد و ساعتگرد کوانتومی

می باشد. هم مثل آن ها خواص دلیل همین به بسازیم هم از یکانی تبدیلات با



٧۵ نتیجه گیری .١ . ۴

نشان شبیه سازی نتایج ولی هستند برابر هم با آن ها ویژه مقادیر و رد دترمینان، ولگشت دو این برای
مختلف، اولیه حالات ازای به ولگشت نوع دو این برای واریانس و دارند متفاوتی توزیع تابع که می دهد
ولی می دهد تغییر ولگشت ها انواع همه در را واریانس اولیه، حالت در تغییر اگرچه و است یکسان
ولگشت دو این واریانس است. کمتر ولگشت نوع دو این در اولیه حالت تغییر به واریانس حساسیت

است. بزرگتر تکرارنشدنی ولگشت از ولی کمتر برگشت ناپذیر کوانتومی ولگشت از
که است چهار درجه معادله یک بصورت می آید بدست ولگشت دو این برای که کلی مشخصه معادله
آن ها نمی توان ولگشت دو این برای آمده بدست مقادیر ویژه به باتوجه می باشد. متقارن شبه معادله یک
صورت به و دادیم قرار بررسی مورد را آن ها عددی بصورت دلیل همین به کرد حل تحلیلی بصورت را
است اولیه شرایط از مستقل ولگشت دو این برای زمان حسب بر واریانس که است شده مشخص عددی

است. تضاد در شدند مطالعه قبلا که هایی سکه با خواص این که
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Aabstract

In this thesis, first we have introduced classical random walk on a line and we have cal-
culated probability distribution and standard deviation of it’s distribution as well. Then
the quantum walk on a line introduced and it’s variance and probability distribution com-
pared with classical random walk.
In the next chapter, we have studied two-dimensional quantum walk and we have in-
troduced three famous two-dimensional quantum coins. The probability distribution,
standard deviation and variance of these famous coins have been compared by numer-
ical simulation.
Furthermore, we investigate properties of two kinds of two-dimensional quantum walk
(nonreversal and nonrepeating quantum walk) where have been introduced recently. Be-
side the study of variance and the probability distribution for these two new kinds of
two-dimensional quantum walk, we analytically show that the joint moments is indepen-
dent from the initial states for nonrepeating quantum walk.
At the end, we have presented our model of two-dimensional quantum walk (clockwise and
counterclockwise quantum walk) in such away that the walker does not turn to the left
or right in clockwise and counterclockwise quantum walk respectively. The probability
distribution and variance as well as joint moment’s for these new quantum walks have
been studied and compared with other two-dimensional quantum walks.

Keywords:
Classic random walk, Quantum walk,Clockwise quantum walk, Counterclockwise quantum
walk, Joint moment
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