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یده چ
برای کلاسيکی حالت در است. بوده علوم مختلف حوزه های در مسائل مهمترين از يکی همواره جستجو مسئله ی
الگوريتم ارائه ی با گراور است، نياز O(N) مرتبه ی از جستاری نامرتب، داده پايگاه در مشخص داده ای يافتن
يعنی . است )Oنياز

√
N) مرتبه ی از جستاری جستجو اين انجام برای داد نشان خود کوانتومی جستجوی

کلاسيکی ولگشت کوانتومی همتای که کوانتومی ولگشت دارد. پی در را توانی سرعت افزايش گراور الگوريتم
امکان درنتيجه و احتمال) خود جای (به احتمال دامنه ی با کار و حالت ها برهم نهی از استفاده امکان دليل به است،
دارای سکه ها، و گشت ها بين کوانتومی درهم تنيدگی نيز و احتمال، دامنه های بين مخرب و سازنده تداخل های
حوزه ی در کوانتومی ولگشت های کاربردهای مهمترين از يکی است. کلاسيکی ولگشت به نسبت متفاوتی رفتار
کوانتومی ولگشت و کلاسيکی ولگشت بر کوتاه مروری ابتدا نوشتار اين در است. کوانتومی الگوريتم های طراحی
ولگرد انتشار سرعت می دهيم نشان و می کنيم رسم را نوع دو هر معيار انحراف و احتمال توزيع داشت. خواهيم
جستجو الگوريتم طراحی در ويژگی اين و دارد مربعی افزايش کلاسيکی اش همتای با قياس در مبدا از کوانتومی
رهيافت يک و می پردازيم ولگشت نوع دو ديگر تفاوت های بيان به اول فصل ادامه ی در است. اهميت حائز بسيار
سکه ی با بعدی يک کوانتومی ولگشت همچنين می کنيم. معرفی کوانتومی احتمال توزيع آوردن بدست برای تحليلی
کوانتومی الگوريتم برچند کوتاه مرور دوم فصل در نموديم. بررسی نيز را بالاتر ابعاد در ولگشت و تعميم يافته
افزايش الگوريتم اين چگونه می دهيم نشان و می دهيم شرح تفصيل به را گراور جستجوی الگوريتم داشت، خواهيم
شده داده شرح کوانتومی الگوريتم های مهمترين از يکی عنوان به نيز شر الگوريتم دارد، پی در را مربعی سرعت
خواهيم سکه ای ولگشت کمک به مکعبی شبکه ی يک روی بر جستجو الگوريتم بررسی به سوم بخش در است.
ولگشت از ديگری نوع معرفی به ادامه در می نماييم. معرفی الگوريتم بهينه سازی برای رهيافت يک و پرداخت
روی (ولگرد) کوانتومی ذره ی ولگشت اين در پرداخت، خواهيم پراکندگی ولگشت به مرسوم گسسته، تحول با
سيستم حالت و تحول عملگر می کنند. رفتار پراکندگی مراکز همانند گراف رئوس و می گيرد قرار گراف يال های
است. شده بررسی نيز سکه ای ولگشت با آن يکانی ارتباط و ولگشت نوع اين برای مشخص گام های از بعد
تشخيص در مناسبی ابزار ولگشت نوع اين مشخص، گام تعداد و مناسب اوليه ی حالت انتخاب با می دهيم نشان
ارائه هستند زيادی تقارن دارای که ستاره ای گراف های در کلی رهيافت يک سپس می ياشد. گراف ناهنجاری های
حالت از بهتر زمانی در را جستجو مورد هدف می توان مسئله هيلبرت فضای تقليل با می دهيم نشان و می دهيم

يافت. کلاسيکی
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١ فصل

کوانتومی ولگشت معرفی

کوانتومی ولگشت تا کلاسيکی ولگشت های از ۱ . ۱
بررسی برای رياضياتی، فرماليسم عنوان به پيرسون۱، توسط ۱۹۰۵ سال در بار اولين تصادفی ولگشت اصطلاح
نوع اين از فراوانی کاربردهای بعد اندکی شد. معرفی است، تصادفی گام های شامل که ذره ای حرکت مسير
ولگشت .[۲]، [۱] گرفت قرار مطالعه و...مورد فيزيک،کامپيوتر،اقتصاد مثل علوم، مختلف حوزه های در ولگشت
شد، پيشنهاد زاگوری[۳] توسط بار نخستين کوانتومی، حوزه ی در کلاسيکی ولگشت تعميم عنوان به کوانتومی
بروز باعث آنها، برهم نهی و احتمال دامنه های تداخل نظير کوانتومی مکانيک گوناگون جنبه های از استفاده توانايی
ولگشت، نوع اين غيرکلاسيکی خواص از صحيح بهره گيری می شود. کوانتومی ولگشت در متفاوتی رفتارهای
می دهد قرار ما اختيار در کوانتومی شبيه سازی های و الگوريتم ها رمزنگاری، مثل حوزه هايی در فراوانی مزايای
آن عمده ی نوع دو است، گرفته قرار بررسی مورد و معرفی کوانتومی ولگشت مختلف مدل چندين کنون تا . [۴]

شامل:

می شود شناخته نيز سکه۳ ولگشت نام با که گسسته۲ کوانتومی ولگشت -۱
پيوسته۴ کوانتومی ولگشت -۲

دو اين بين کنون تا . می شود[۵] يافت فاينمن کارهای در نيز مشابهی ايده ی بدانيد است جالب می باشد.
به می تواند پيوسته و گسسته نوع دو هر که است شده داده نشان نيز اخيراٌ ، است[۶] شده کشف ارتباط هايی نوع
تصادفی کوانتومی ولگشت از خاصی نوع اخيرا . شوند[۷] گرفته نظر در جهانی۵ محاسباتی برای پايه ای عنوان
دهنده ی ارائه بلکه است، کوانتومی و کلاسيکی ولگشت نتايج دربردارنده ی اينکه بر علاوه که است شده معرفی ۶

۱Pearson
۲discrete time Quantum Walk
۳Coined Quantum Walk
۴Continous time Quantum Walk
۵Universal Computational Primitive
۶quantum stochastic walk



۲ کوانتومی ولگشت معرفی .۱

بعدی يک ولگشت :۱ . ۱ شکل

ولگشت های پايه ی بر جستجو الگوريتم های بررسی ما هدف پايان نامه اين در . [۸] هست نيز جامع تر مفهومی
بر الگوريتم چندين کنون تا ،[۹] است پرکاربرد و مفيد بسيار گسسته ولگشت منظور اين برای است، کوانتومی
نمونه ی با قياس در الگوريتم ها اين بيشتر سرعت دهنده ی نشان و است شده پيشنهاد کوانتومی ولگشت مبنای

[۱۲] و [۱۱] ، [۱۰] است کلاسيکی

خط روی کلاسيکی ولگشت ۲ . ۱
يک توسط آن حرکت جهت که است، بعد يک در کلاسيکی ذره ی يک حرکت تصادفی، ولگشت نوع ساده ترين
(n± ۱) مجاورش نقاط به (n) خود کنونی موقعيت از می تواند ذره گام، هر در می شود. تعيين متعادل۷ سکه ی
p (۰, ۰) = ۱ يعنی باشد، (n = مبدأ(۰ در ذره t = ۰ زمان در کنيد فرض نمايد. حرکت برابر احتمال های با

:[۱۳] می شود داده زير رابطه ی صورت به nام مکان در ذره حضور احتمال گام، t از بعد باشد،

p (t, n) =
۱
۲t
(

t

(t+ n)/۲
)

(۱ . ۱)

تعداد از بعد که، مفهوم بدان می ناميم، مدولاريتی۸ را آن ما که است شده نوشته اساسی فرض اين با رابطه اين
رابطه اين ديگر عبارت به است، صفر همواره (زوج) فرد مکان های در ولگرد يافتن احتمال (فرد) زوج گام های
مقايسه به کوانتومی ولگشت معرفی از بعد پايان در . [۱۴] باشد n ≤ t و زوج t + n که، است درست زمانی
نرمال توزيع به احتمال توزيع اين کوچک های n و بزرگ های t حد در پرداخت. خواهيم کلاسيکی مشابه با آن

می شود منجر (گاوسی)

p (t, n) ≃ ۲√۲πt exp
(
−n

۲

۲t
)

(۲ . ۱)

: [۱۵] نوشت می توان مدولاريتی شرط بر تکيه با ولی است، بهنجار ۲ به چون نيست، نرمال توزيع هنوز اين البته

p (t, n) ≃ ۱ + (−۱)t−n√۲πt exp

(
−n

۲

۲t
)

(۳ . ۱)

مشتق گيری دوبار با کار اين برای می شود، تعريف عطف نقاط بين فاصله ی نصف صورت به نرمال توزيع تابع پهنای
داريم: توزيع تابع از

∂۲p
∂n۲ = ۰ (۴ . ۱)

۷non-biased coin
۸modularity
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. [۱۴] √t با است متناسب پهنا می دهد نتيجه که
از: است عبارت متوسط۹ مکان و است متقارن احتمال توزيع کلاسيکی ولگشت در

⟨n⟩ =
∞∑

n=−∞

n p (t, n) = ۰ (۵ . ۱)

باشد: زير صورت به استاندارد۱۰ انحراف که می کند ايجاب اين و

√
⟨n۲⟩ − ⟨n⟩۲ =

√√√√ ∞∑
n=−∞

n۲p(t, n) =
√
t (۶ . ۱)

را خود حرکت که است شده رسم ذره ای برای نمودار .t زمان در n مکان در ولگرد حضور احتمال :۱ . ۱ جدول
است. کرده آغاز مبدا از

-۵ -۴ -۳ -۲ -۱ ۰ ۱ ۲ ۳ ۴ ۵ گام

۰ ۰ ۰ ۰ ۰ ۱ ۰ ۰ ۰ ۰ ۰ ۰
۰ ۰ ۰ ۰ ۱

۲ ۰ ۱
۲ ۰ ۰ ۰ ۰ ۱

۰ ۰ ۰ ۱
۴ ۰ ۱

۲ ۰ ۱
۴ ۰ ۰ ۰ ۲

۰ ۰ ۱
۸ ۰ ۳

۸ ۰ ۳
۸ ۰ ۱

۸ ۰ ۰ ۳
۰ ۱

۱۶ ۰ ۱
۴ ۰ ۳

۸ ۰ ۱
۴ ۰ ۱

۱۶ ۰ ۴
۱
۳۲ ۰ ۵

۳۲ ۰ ۵
۱۶ ۰ ۵

۱۶ ۰ ۵
۳۲ ۰ ۱

۳۲ ۵

نسبت گام هر در باشد کرده آغاز مبدأ از که کلاسيکی ولکشت می نماييد، مشاهده جدول۱ . ۱ در که همانطور
در را احتمال توزيع است. (فرد) زوج مکان های در (فرد) زوج گام های در دارد، متقارن کاملا رفتار مبدأ به
می شود. بيشتر پهن شدگی ميزان و کمتر نمودار ارتفاع گام ها تعداد افزايش با که می شود مشاهده می بينيد، شکل۱ . ۲

کلاسيکی جذب نقطه ۱ . ۲ . ۱
کلاسيکی، ذره بازگشت۱۱) (احتمال جذب احتمال با ارتباط در بعدی يک کلاسيکی ولگشت مورد در ما آخر بحث
کوچکتر همواره بازگشت احتمال بيشتر، يا بعد سه در کلاسيکی ولگشت های مورد در است. جاذب مرز يک توسط
برابر عدد اين دوبعدی و يک گشت مورد در که حالی در دارد بستگی فضا ابعاد به خاص طور به و است يک از

۹average position
۱۰standard deviation
۱۱Recurrence probability
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مختلف گام چند ازای به کلاسيکی ولگشت احتمال توزيع :۲ . ۱ شکل

ولگشت شروع نقطه .۰ نقطه ی در جاذب مرز يک با خط، روی متقارن کلاسيکی تصادفی ولگشت :۳ . ۱ شکل
است x = ۱

فرار امکان صفر غير احتمال يک با کلاسيکی ذره ی بيشتر يا بعد سه در منطقی، نتيجه ی يک عنوان به است. يک
هستيم. بعدی يک کلاسيکی ولگشت مورد در احتمال اين محاسبه ی دنبال به حال دارد[۱۶]. را جاذب مرز از
در همچنين می کند، حرکت به آغاز x = ۱ نقطه ی از که بگيريد نظر در را بعدی يک متقارن کلاسيکی ولگشت
نقطه ی به ۱/۲ احتمال با کلاسيکی ذره ی ۱ نقطه ی از شروع با .( ۳ . ۱ (شکل است شده تعبيه جاذب مرز يک مبدا
احتمال می رود. ۲ نقطه ی به ۱/۲ احتمال با صورت اين غير در است)، شده جذب صورت اين در (که می رسد ۰
، ۰ به ۱ از رفتن p۱۰ و ۱ به ۲ از رفتن p۲۱ احتمال حاصلضرب صورت به بازگردد مبدا به ۲ نقطه ی از آنکه
p۲۱ = p۱۰ = p است)، همگن فضا در (ولگشت ندارد وجود ارجحی جهت هيچ آنجائيکه از می شود. تعريف
احتمال با زمان هر در که است اين مهم باشد، شده دور مبدأ از ميزان چه گشت نيست مهم که است اين فرض .
داشت: خواهيم را زير بازگشتی رابطه ی ممکن، مسيرهای تمام احتساب با بنابراين می رود. عقب يا جلو به برابر

p =
۱
۲ +

۱
۲p۲۱p۱۰ =

۱
۲(۱ + p۲) (۷ . ۱)

کافی ميزان به زمان گذشت با بگيرد، فاصله جاذب نقطه از ذره که هم چقدر هر يعنی p = ۱ داشت: خواهيم که
افتاد. خواهد جاذب مرز درون به حتما نهايت در

. است[۱۵] متفاوت کوانتومی مورد با رفتار اين
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بعد يک در کوانتومی ولگشت ۳ . ۱

کوانتومی، ولگشت نوع ساده ترين عنوان به بعد، يک در گسسته کوانتومی ولگشت از مختصری بررسی به اينجا در
کرد: تقسيم دسته ۴ به می توان را ولگشت نوع اين اصلی عناصر پرداخت. خواهيم

دارد. قرار شمارش۱۳ قابل بعدی بی نهايت هيلبرت فضای در که است کوانتومی سيستم يک ۱-ولگرد۱۲:

سيستم هر سکه حالت است. دوبعدی هيلبرت فضای در اينجا در که است فيزيکی موجودی سکه۱۴: حالت -۲
{|↑⟩ , |↓⟩} استاندارد پايه های از معمول طور به باشد، می تواند و... فوتون قطبش فرميون، اسپين نظير حالته دو
کاملا بايد که معنی بدان باشد، يکانی بايد کوانتومی خالص ديناميک آنجاييکه از می شود. استفاده {|۰⟩ , |۱⟩} يا

می شود. الزامی سکه فضای وجود ،[۱۷] باشد برگشت پذير و دترمينيستيک

تحول عملگر -۳

مشاهده پذيرها از مجموعه ای -۴
Hp = صورت به صحيح اعداد مجموعه ی روی را مکان هيلبرت فضای خط، روی کوانتومی گشت مورد در
کار جای به می دهند. تشکيل را موقعيت۱۵ فضای بهنجار متعامد پايه های |n⟩ حالت های که l۲ (|n⟩ , n ∈ Z)
مجموع اينکه به توجه با (زيرا می کنيم توصيف يکانی ماتريس يک با را سيستم تحول تصادفی۱۶ ماتريس با
با کوانتومی سيستم زمانی تحول اين بنابر است، خطی بسته، کوانتومی سيستم تحول و باشد ۱ برابر بايد احتمالات
جهت کننده ی توصيف که سکه۱۷ فضای نام به ديگری آزادی درجه .( [۱۸] می شود توصيف يکانی عملگرهای
هيلبرت فضای پس است. Hc = l۲ (|c⟩ , c ∈ {|۰⟩ , |۱⟩}) صورت به فضا اين می کنيم، تعريف است حرکت
تأکيد می گردد. توصيف |ψ⟩ = |c⟩⊗ |n⟩ شکل به سکه حالت و Hاست. = Hc⊗Hp صورت به سيستم کل
مقيد که ∑

n

an |n⟩ شکل به برهم نهی هر نيز و می کنند جاروب را Hp هيلبرت فضای که ها، |n⟩ تمام می کنيم
شرط که ها |c⟩ از خطی برهم نهی هر همچنين می باشند. مجازموقعيت حالت های ∑باشند،

n

|an|۲ = ۱ شرط به
ماتريس يک سکه، عملگر بعدی، يک گشت برای . [۱] هستند سکه فضای مجاز حالت کنند، ارضاء را مشابهی

است زير شکل به دلخواه ۲× ۲ يکانی

C =

a b

c d

 (۸ . ۱)

نيز هستند، (a, b, c, d) ∈ C که شروط اين با

|a|۲ + |b|۲ = |c|۲ + |d|۲ = ۱ , ac∗ + bd∗ = ۰ , c = −∆b∗ , d = ∆a∗ (۹ . ۱)
۱۲Walker
۱۳infinite countable dimension
۱۴coin operator
۱۵position
۱۶stochastic matrix
۱۷coin space
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کوانتومی، ولگشت که گفتيم .[۱۹] باشد |∆| = ۱ که می کند ايجاب بودن يکانی و ∆ = detU = ad− bcکه
نشان واقع در که ۱۸ کايراليتی نام به اضافه، آزادی درجه ی يک با است کوانتومی دنيای به کلاسيکی ولگشت تعميم

داشت خواهيم اين بنابر می دهيم. نشان |۱⟩ و |۰⟩ با را کايراليتی اينجا در است. ولگرد حرکت جهت دهنده ی

C|۰⟩ = a|۰⟩+ c|۱⟩ , C|۱⟩ = b|۰⟩+ d|۱⟩ (۱۰ . ۱)

هادامارد۱۹ سکه ی معمول انتخاب يک دارد، وجود سکه گزينش انتخاب برای که متعددی انتخاب های عليرغم
اين اهميت دليل بعد قسمت های در و است ممکن حالات از برابر برهم نهی توليد عملگر، اين اعمال از هدف است،

است: زير شکل به هادامارد گفت. خواهيم را انتخاب

C ≡ H ≡ ۱√۲

۱ ۱
۱ −۱

 =
۱√۲ (|۰⟩ ⟨۰|+ |۰⟩ ⟨۱|+ |۱⟩ ⟨۰| − |۱⟩ ⟨۱|) (۱۱ . ۱)

صورت به سکه حالت های روی عملگر اين اثر

H|۰⟩ = ۱√۲ (|۰⟩+ |۱⟩) , H|۱⟩ = ۱√۲ (|۰⟩ − |۱⟩) (۱۲ . ۱)

مساوی طور به |۱⟩ و |۰⟩ حالت های زيرا است، متعادل سکه ی يک هادامارد سکه ی که می شود ملاحظه است،
شده اند. توزيع اختلاف، فاز ضريب يک حد تا برابر، برهم نهی های در

: [۲۰] می شود داده زير شکل به کوانتومی گشت تحول

U = S (C ⊗ I) (۱۳ . ۱)

عمل شرطی، جابجايی عملگر عنوان به و Hp هيلبرت فضای روی است، نيز يکانی که ، S ، ۲۰ انتقالی عملگر
می تواند عملگر اين می برد، چپ يا راست بع واحد يک را گشت موقعيت سکه، حالت به توجه با يعنی می کند،

باشد. داشته بی نهايت بعد

S =
∑
n∈z

(|n+ ۱⟩ ⟨n| ⊗ |۰⟩ ⟨۰|+ |n− ۱⟩ ⟨n| ⊗ |۱⟩ ⟨۱|) (۱۴ . ۱)

حالت در سيستم گام، يک از بعد باشد. |c⟩ |n⟩ خلاصه بطور يا |c⟩ ⊗ |n⟩ حالت در سيستم کنيد فرض

U |c⟩ |n⟩ = ۱√۲ (|۰⟩ |n+ ۱⟩ ± |۱⟩ |n− ۱⟩) (۱۵ . ۱)

مکان های بين همبستگی۲۱ دهيم، انجام گشت موقعيت آوردن بدست برای اندازه گيری يک اگر حال بود. خواهد
برهم نهی و همبستگی اين دهيم، انجام کار آخر در اندازه گيری يک فقط اگر ولی می بريم، بين از را مختلف
می شود. متفاوتی رفتارهای بروز باعث که می کند، ايجاد مخرب يا سازنده تداخل های مختلف، حالت های بين

۱۸Chirality
۱۹Hadamard
۲۰translation operator
۲۱correlation
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از مجموعه ای منظور بدين چيست، گشت خروجی بدانيم بخواهيم است ممکن نقاط بعضی در وجود، اين با
برای دارد، وجود کوانتومی گشت از اطلاعات استخراج برای گوناگونی راههای می کنيم، تعريف را مشاهده پذيرها
می دهيم، انجام سکه روی اندازه گيری يک Mc = α۰ |۰⟩ ⟨۰| + α۱ |۱⟩ ⟨۱| مشاهده پذير کمک به ابتدا مثال
را ولگشت ابتدايی موقعيت اگر کنيم. اندازه گيری را موقعيت Mp =

∑
n

an |n⟩ ⟨n| مشاهده پذير کمک به سپس
می خواهيم کنيد فرض حال |ψt⟩ = U t |ψ۰⟩ داريم: گام، t از بعد کنيم، فرض |ψ۰⟩ = |۰⟩ |n = صورت⟨۰ به
استفاده خوب، روش يک دارد، وجود روش چند کار اين برای کنيم، پيدا را |ψ۱۰۰⟩ بايد ابتدا بدانيم، را p(۱۰۰, n)

است زير صورت به کوانتومی ولگشت حالت کلی ترين است. بازگشتی فرمول از

|ψ (t)⟩ =
∞∑

n=−∞

(An(t) |۰⟩+Bn(t) |۱⟩) |n⟩ (۱۶ . ۱)

که شرط اين با
∞∑

n=−∞

|An(t)|۲ + |Bn(t)|۲ = ۱ (۱۷ . ۱)

داريم طرفی از

|ψ(t+ ۱)⟩ = U |ψ(t)⟩ = S(H ⊗ I)
∞∑

n=−∞

(An(t) |۰⟩+Bn(t) |۱⟩) |n⟩ (۱۸ . ۱)

داشت: خواهيم پس

⇒
∞∑

n=−∞

(An (t+ ۱) |۰⟩+Bn (t+ ۱) |۱⟩) |n⟩

=
∞∑

n=−∞

S

(
An(t)

(
|۰⟩+ |۱⟩√۲

)
+Bn(t)

(
|۰⟩ − |۱⟩√۲

))
|n⟩

=
۱√۲

∞∑
n=−∞

(An+۱(t)|۰⟩|n+ ۱⟩+ An−۱(t)|۱⟩|n− ۱⟩)

+ (Bn+۱(t)|۰⟩|n+ ۱⟩ −Bn−۱(t)|۱⟩|n− ۱⟩ (۱۹ . ۱)

داشت: خواهيم رابطه سمت دو در ضرايب دادن قرار مساوی با

An(t+ ۱) = ۱√۲ (An+۱(t) +Bn+۱(t)) (۲۰ . ۱)

Bn(t+ ۱) = ۱√۲ (An−۱(t)−Bn−۱(t)) (۲۱ . ۱)

می شود[۱۴] زير شکل به احتمال توزيع نهايت در و

p(t, n) = |An(t)|۲ + |Bn(t)|۲
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فهميدن برای نداريم، اطمينانی سکه نهايی حالت به راجع چون می باشد. مناسب برنامه نويسی برای رهيافت اين
می گيريم[۱۵] رد سکه کننده ی۲۲ ثبت روی گام، t بعداز ام n مکان در حضور احتمال

p(t, n) =
∣∣(⟨۰| ⊗ ⟨n|)U t |ψ(۰)⟩

∣∣۲ + ∣∣(⟨۱| ⊗ ⟨n|)U t |ψ(۰)⟩
∣∣۲ (۲۲ . ۱)

گام ۳ از بعد مثلا

|ψ(۳)⟩ = U ۳ |۰⟩ |۰⟩ = ۱√۸ (|۱⟩ |−۳⟩ − |۰⟩ |−۱⟩+ (۲ |۰⟩+ |۱⟩) |۱⟩+ |۰⟩ |۳⟩) (۲۳ . ۱)

نيست. متقارن مبدأ به نسبت سوم گام می شود مشاهده ولی کرديم استفاده متعادل سکه ی از ما گرچه

را خود حرکت که است شده رسم ذره ای برای نمودار .t زمان در n مکان در ولگرد حضور احتمال :۲ . ۱ جدول
است. کرده آغاز مبدا از

-۵ -۴ -۳ -۲ -۱ ۰ ۱ ۲ ۳ ۴ ۵ گام

۰ ۰ ۰ ۰ ۰ ۱ ۰ ۰ ۰ ۰ ۰ ۰
۰ ۰ ۰ ۰ ۱

۲ ۰ ۱
۲ ۰ ۰ ۰ ۰ ۱

۰ ۰ ۰ ۱
۴ ۰ ۱

۲ ۰ ۱
۴ ۰ ۰ ۰ ۲

۰ ۰ ۱
۸ ۰ ۱

۸ ۰ ۵
۸ ۰ ۱

۸ ۰ ۰ ۳
۰ ۱

۱۶ ۰ ۱
۸ ۰ ۱

۸ ۰ ۵
۸ ۰ ۱

۱۶ ۰ ۴
۱
۳۲ ۰ ۵

۳۲ ۰ ۱
۸ ۰ ۱

۸ ۰ ۱۷
۳۲ ۰ ۱

۳۲ ۵

است، شده آورده گام چند ازای به مختلف مکان های در کوانتومی ذره ی حضور احتمال ۲ . ۱ شماره جدول در
به احتمال توزيع تقارن عدم کنيم، شروع |ψ(۰)⟩ = |۰⟩ |n = ۰⟩ اوليه ی حالت با که هنگامی می شود ملاحظه
سازنده تداخل های از ناشی است، واضح نيز ۴ . ۱ شماره ی شکل در که تقارن عدم اين است، بيشتر راست سمت
جلوی بايد سازی متقارن برای است. سکه روی هادامارد عملگر اثر واقع در و احتمال دامنه های بين مخرب و
بنويسيم صورتی به را اوليه حالت که است اين کار اين برای روش يک بگيريم، را |۱⟩ و |۰⟩ حالت های تداخل

باشد،مانند موهومی بخش يک دارای که

|ψ(۰)⟩ = |۰⟩ − i |۱⟩√۲ |n = ۰⟩ (۲۴ . ۱)

متقارن شکل احتمال توزيع و نمی شود حذف آن جملات و نمی کنند تداخل حقيقی و موهومی بخش صورت اين در

از کنيم. استفاده هادامارد سکه ی جای به Y = ۱√۲

۱ i

i ۱

 سکه ی عملگر از می توانيم همچنين می گيرد،

۲۲register
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گام ۵۰۰ ازای به |۰, L⟩ اوليه ی حالت و هادامارد سکه ی با کوانتومی گشت احتمال توزيع :۴ . ۱ شکل
[
− t√۲ ,

t√۲

]
محدوده ی از خارج در ذره يافتن احتمال بزرگ، های t يرای نمودار، تقارن از صرفنظر ديگر سوی

اين در .[۲۱] می کند ميل يکنواخت توزيع يک به ولگشت مکان احتمال توزيع و می شود کوچک نمايی صورت به
داريم: ساده محاسبه ی يک با يا است، متناسب گام ها تعداد با استاندارد انحراف که ( [۲۲]) می شود اثبات مورد

⟨n⟩ = ۰ =⇒ ⟨σ۲⟩ = ⟨n۲⟩ = ۱
۲t/√۲

t/
√۲∫

−t/
√۲

x۲dx =
t۲

۶ ⇒ σ(t) ∝ t (۲۵ . ۱)

توانی افزايش که است ذکر شايان همچنين . [۲۳] است نکته اين مويد سازی ها شبيه از حاصل نتايج همچنين
نيست سکه عملگر و اوليه حالت انتخاب به وابسته کلاسيکی، مشابه با قياس در کوانتومی ولگشت انتشار سرعت

. [۲۴]

جاذب مرز ۱ . ۳ . ۱
|ψ(۰)⟩ = حالت از کوانتومی گشت اگر که: کنيم حساب را آن احتمال می خواهيم کلاسيکی، مورد مشابه
احتمال اين برسد. n = ۰ در جاذب مرز يک به دلخواه، گام تعداد از بعد کند، حرکت به شروع |۰⟩ ⊗ |n = ۱⟩

[۲۵] است شدنی توصيف زير شکل به تصوير عملگر دو کمک به

Π۰ = Ic ⊗ |۰⟩ ⟨۰|

Π۱ = I − Π۰ (۲۶ . ۱)

ولگشت کنيد فرض است. سيستم کل فضای در واحد عملگر I و سکه فضای در واحد عملگر Ic آن در که
باشد گرفته قرار زير حالت در

۱
۲ (|۰⟩ |۰⟩ − |۱⟩ |۰⟩+ |۰⟩ |۲⟩+ |۱⟩ |۴⟩) (۲۷ . ۱)
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داشت: خواهيم کنيم، اعمال را Π۰ عملگر بايد n = ۰ در ذره حضور احتمال دانستن Π۰∣∣∣∣برای

(۱
۲ (|۰⟩ |۰⟩ − |۱⟩ |۰⟩+ |۰⟩ |۲⟩+ |۱⟩ |۴⟩)

)∣∣∣∣۲ = ۱
۲ (۲۸ . ۱)

می کند رمبش۲۳ زير حالت به سيستم اندازه گيری بعد و

۱√۲ (|۰⟩ |۰⟩ − |۱⟩ |۰⟩) (۲۹ . ۱)

برای می شود داده نشان کند[۲۶]. فرار جاذب مرز از می تواند صفر غير احتمال يک با ذره که است اين بيانگر اين
از مستقل جذب احتمال است، سکه عملگر در هادامارد تانسوری حاصلضرب که بعدی، يک کوانتومی ولگشت
مرز يک با خط، روی هادامارد ولگشت برای که ( [۲۵]) می دهد نشان عددی محاسبات . است[۱۶] اوليه شرايط
جاذب مرز توسط جذب احتمال می کند، حرکت به شروع |۱, R⟩ اوليه ی حالت از که ، x = ۰ نقطه ی در جاذب
۰.۳۶۳ احتمال با ذره بنابراين است. pclassic = ۱ از متفاوت اين که است، pquantum = ۲/π ≃ ۰�۶۳۷
هيلبرت فضای با که دلخواه، گراف هر روی کوانتومی ولگشت برای همچنين کند. فرار جاذب مرز از می تواند

می شوند معرفی زير عملگر دو می شود، داده نمايش HA ⊗HV

P = IA ⊗
∑

v∈absorb(V )

|v⟩⟨v| , P ′ = IA ⊗
∑

v/∈absorb(V )

|v⟩⟨v| (۳۰ . ۱)

اين بنابر است. HA فضای در همانی عملگر IA و جاذب، رئوس مجموعه ی absorb(V ) ⊂ V آن در که
جاذب رئوس از يکی به و کند حرکت به آغاز اوليه حالت يک از ذره اينکه احتمال صورت، به جذب احتمال

رياضی صورت به می شود. تعريف برسد،

prob =
∞∑
t=۰

p(t) (۳۱ . ۱)

مرجع در را کاملتر جزئيات است. t زمان در جاذب، رئوس از يکی به بار، اولين ذره،برای رسيدن احتمال p(t) و
نماييد. مشاهده ميتوانيد [۲۷]

کوانتومی و کلاسيکی گشت تفاوت های ۲ . ۳ . ۱

با کار و حالت ها خطی ترکيب دليل به اما است، کلاسيکی ولگشت کوانتومی مشابه کوانتومی ولگشت که گفتيم
می شود. خود کلاسيکی مشابه به نسبت متفاوتی رفتارهای بروز به منجر احتمال) خود جای (به احتمال دامنه های

از: عبارت اند کوانتومی و کلاسيکی ولگشت ميان تفاوت های

کوانتومی در اما می کند، ميل مشخصی حدی توزيع يک به زمان گذشت با احتمال توزيع کلاسيکی، حالت ۱-در
نيست. چنين

۲۳Collapse
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گام ها تعداد به نسبت (ضربدر) کوانتومی و (دايره) کلاسيکی ولگشت معيار انحراف :۵ . ۱ شکل

تغيير زمان دوم ريشه به کلاسيکی حالت در می دهد، نشان را احتمال توزيع پهن شدگی ميزان که معيار انحراف -۲
دورتر، نقاط به ولگرد دسترسی امکان معنی به اين که دارد، گام ها تعداد با خطی رابطه ی کوانتومی در ولی می کند

است. کلاسيک ولگشت با مقايسه در کمتر گام های تعداد ازای به
بين مخرب و سازنده تداخل های وقوع نتيجه در و احتمال دامنه های برهم نهی دليل به کوانتومی ولگشت در -۳

هستيم. خود کلاسيکی مشابه با قياس در ولگشت از متفاوتی رفتار شاهد احتمال، دامنه های
جاذب مرز به بازگشت احتمال در ۴-تفاوت

رسيد، کلاسيکی مورد به کوانتومی ولگشت از می توان مواردی در که است اهميت حائز نکته اين ذکر انتها در
سکه، عملگر اعمال بار هر در که است اين ساده راه يک است، شده پيشنهاد مختلفی روش های کار اين برای
را جابه جايی عملگر سپس و برد بين از می توان |۰⟩ , پايه های⟨۱| در اندازه گيری طريق از را حالت ها برهم نهی

نمود. اعمال

|ψin⟩ = |۰⟩ ⊗ |n⟩ → ۱√۲ (|۰⟩+ |۱⟩)⊗ |n⟩ (۳۲ . ۱)

ولگشت در آورد. خواهيم بدست محتمل حالت دو از يکی در را ولگشت برابر احتمال با اندازه گيری با
مسير به نمی توان بنابراين باشد، داشته را حالت ها برهم نهی می تواند پرتاب بار هر در کوانتومی سکه ی کوانتومی
حرکت مسير واقع در کرد تعيين اندازه گيری با را سکه پرتاب نتيجه ی گام هر در بتوان اگر حال برد، پی ذره حرکت

می دهد. رخ کلاسيکی ولگشت در که است چيزی همان دقيقا اين است، شده مشخص ولگرد

بعد يک در کوانتومی گشت تحليلی حل ۳ . ۳ . ۱
دارد: وجود عمده رهيافت دو هادامارد، گشت تحليلی حل برای

گشت از |ψ⟩n = (α |۰⟩+ β |۱⟩) ⊗ |n⟩ دلخواه مؤلفه ی يک روش اين در : شرودينگری۲۴ رهيافت -۱
سکه دامنه ی به شبيه شکلی به تا می کنيم استفاده گسسته فوريه تبديل از سپس می گيريم، نظر در را کوانتومی

۲۴Schrodinger approach



۱۲ کوانتومی ولگشت معرفی .۱

Yو سکه ی با کوانتومی ولگشت گام. ۵۰۰ ازای به کوانتومی و کلاسيکی گشت احتمال توزيع مقايسه :۶ . ۱ شکل
|۰, L⟩ اوليه ی حالت

بررسی احتمال، توزيع آماری ويژگی های تا کرده استفاده مختلط آناليز استاندارد ابزارهای از سپس شويم، نزديک
شود.

تمام دامنه های جمع کمک به را |n⟩p مثل خاص مکانی مؤلفه ی دامنه های شيوه، اين در :۲۵ ترکيبی رهيافت -۲
عنوان به می تواند شيوه اين می کنيم. پيدا می يابد خاتمه |n⟩p در و شروع مشخص اوليه حالت در که مسيرهايی

. شود[۱] فرض مسير انتگرال گسسته ی نسخه ی
تابع به را f : Z→ C مثل تابعی گسسته، فوريه تبديل می کنيم. استفاده فوريه تبديل روش از اينجا در ما

می کند تبديل زير صورت به f̃ : [−π, π]→ C مثل ديگری

f̃(k) =
∑
n

f(n)eink (۳۳ . ۱)

و

f(n) =

π∫
−π

dk

۲π f̃(k)e
−ink (۳۴ . ۱)

عملگر اين و است نيز شرطی جابجايی عملگر شامل که می گيرد، صورت U عملگر توسط کوانتومی گشت تحول
است، دشوار آن کردن قطری و باشد بعدی بی نهايت ماتريس يک می تواند U است، قطری غير مکان پايه های در

است. ساده تر آن کردن قطری و است ۲× ۲ يکانی ماتريس صورت به تکانه فضای در ولی
داريم: نتيجه در f(n) = ⟨n | α⟩ و f̃(k) = ⟨k | α⟩

⟨k | α⟩ =
∑
n

⟨n | α⟩eink =

(∑
n

⟨n| eink
)
|α⟩ ⇒ |k⟩ =

∑
n

|n⟩ e−ink (۳۵ . ۱)

۲۵Combinatorial approach
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صورت به را اوليه حالت

|ψ(۰)⟩ = |۰⟩ |۰⟩ (۳۶ . ۱)

می کنيم: تعريف می گيريم، نظر در

ψ(n, t) =

 ψR(n, t)

ψL(n, t)

 (۳۷ . ۱)

با معادل عملگری، شکل به يا

|ψ(n, t)⟩ = ψR(n, t) |۰⟩+ ψL(n, t) |۱⟩ (۳۸ . ۱)

ψ(n, t) = ⟨n | ψ(n, t)⟩ داريم: تعريف طبق و
نتيجه: در و

p(n, t) = |⟨n | ψ(n, t)⟩|۲ = |ψR(n, t)|۲ + |ψL(n, t)|۲ (۳۹ . ۱)

توجه پرداخت، خواهيم (۳۶ . ۱) رابطه ی با شده داده اوليه ی حالت در هادامارد، ولگشت رفتار بررسی به حال
که: کنيد

H |ψ(n, t)⟩ = ۱√۲ [ψR(n, t) (|۰⟩+ |۱⟩) + ψL(n, t) (|۰⟩ − |۱⟩)] (۴۰ . ۱)

بنويسيم: می توانيم نتيجه در

H [|ψ(n− ۱, t)⟩+ |ψ(n, t)⟩+ |ψ(n+ ۱, t)⟩] = (۴۱ . ۱)
۱√۲ [ψR(n− ۱, t) |۰⟩+ ψR(n− ۱, t) |۱⟩+ ψL(n− ۱, t) |۰⟩ − ψL(n− ۱, t) |۱⟩

+ψR(n, t) |۰⟩+ ψR(n, t) |۱⟩+ ψL(n, t) |۰⟩ − ψL(n, t) |۱⟩

+ψR(n+ ۱, t) |۰⟩+ ψR(n+ ۱, t) |۱⟩+ ψL(n+ ۱, t) |۰⟩ − ψL(n+ ۱, t) |۱⟩]

می شوند توليد زير جملات ديد خواهيم شرطی، جابجايی عملگر اعمال با حال

۱√۲ [ψR(n+ ۱, t) |۰⟩+ ψL(n+ ۱, t) |۰⟩+ ψR(n− ۱, t) |۱⟩ − ψL(n− ۱, t) |۱⟩] (۴۲ . ۱)
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داريم: ديگر عبارت به است، ψ(n, t+ ۱) معادل اين که

ψ(n, t+ ۱) = ۱√۲

ψR(n+ ۱, t) + ψL(n+ ۱, t)
ψR(n− ۱, t)− ψL(n− ۱, t)

 =

۱√۲

۱ ۱
۰ ۰


ψR(n+ ۱, t)
ψL(n+ ۱, t)

+
۱√۲

۰ ۰
۱ −۱


ψR(n− ۱, t)
ψL(n− ۱, t)

 =

 ۱√۲
۱√۲

۰ ۰

ψ(n+ ۱, t) +

 ۰ ۰
۱√۲ −

۱√۲

ψ(n− ۱, t) (۴۳ . ۱)

زير خلاصه تر شکل به يا

ψ(n, t+ ۱) =M−ψ(n+ ۱, t) +M+ψ(n− ۱, t) (۴۴ . ۱)

که می کند ايجاب ۳۶ . ۱ اوليه حالت که باشيد داشته توجه

ψ(۰, ۰) =

۱
۰

 (۴۵ . ۱)

بنويسيم: می توانيم گسسته، فوريه ی تبديل انجام با حال باشد.

ψ̃(k, t+ ۱) =
∑
n

ψ(n, t+ ۱)eikn

=
∑
n

(M−ψ(n+ ۱, t) +M+ψ(n− ۱, t))eikn

=
(
M−e

−ik +M+e
ik
)
ψ̃(k, t) =Mkψ̃(k, t) (۴۶ . ۱)

ψ̃(k, t) =M t
kψ̃(k, ۰) نيز و

آن در که

Mk =
۱√۲

e−ik e−ik

eik −eik

 (۴۷ . ۱)

برای می دهيم. انجام ويژه مقادير و ويژه توابع يافتن با را کار اين است، ماتريس اين کردن قطری ما بعدی هدف
می دهيم، انجام را sinωk = sin k/

√۲ جاگذاری آن در و نوشته را مشخصه معادله مقادير، ويژه آوردن به دست
داشت: خواهيم

λ۲ + ۲iλ sinωk − ۱ = ۰⇒ λ =

 e−iωk

−eiωk

(۴۸ . ۱)
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ويژه با متناظر محاسبه، اندکی با می آوريم. بدست را |φ⟩+ و |φ⟩− ويژه حالت دو ويژه مقدار، دو اين با متناظر
داشت: خواهيم λ− = e−iωk مقدار

|φ⟩− =
۱
N−

 ۱
√۲ei(k−ωk) − ۱

 (۴۹ . ۱)

داريم: λ+ = −eiωk ويژه مقدار با متناظر و

|φ⟩+ =
۱
N+

 ۱
−
√۲ei(k+ωk) − ۱

 (۵۰ . ۱)

هستند: زير صورت به بهنجارش ضرايب و

|N±|۲ = ۲
(

۱ + cos۲k ± cos k
√

۱ + cos۲k
)

(۵۱ . ۱)

بنويسيم: می توانيم ماتريس اين بودن قطری به توجه با کنيم، قطری را Mk ماتريس توانستيم

M t
k = (λ+k )

t
∣∣φ+

k

⟩ ⟨
φ+
k

∣∣+ (λ−k )
t
∣∣φ−

k

⟩ ⟨
φ−
k

∣∣
⇒ ψ̃(k, t) = (λ+k )

t
⟨
φ+
k

∣∣∣ ψ̃(k, ۰)⟩ ∣∣φ+
k

⟩
+ (λ−k )

t
⟨
φ−
k

∣∣∣ ψ̃(k, ۰)⟩ ∣∣φ−
k

⟩ (۵۲ . ۱)

اين که با توجه با و بالا، رابطه ی در آمده بدست عبارات جاگذاری با پايان در و

ψ̃(k, t) =M t
kψ̃(k, ۰) =

ψ̃R(k, t)
ψ̃L(k, t)

 (۵۳ . ۱)

می آوريم: بدست

ψ̃R (k, t) =
۱
۲
(

۱ +
cos k√۱ + cos۲k

)
eiωkt +

(−۱)t
۲

(
۱− cos k√۱ + cos۲k

)
e−iωkt (۵۴ . ۱)

ψ̃L (k, t) =
e−ik

۲√۱ + cos۲k

(
eiωkt − (−۱)te−iωkt

) (۵۵ . ۱)

می کنيم. استفاده معکوس فوريه ی تبديل از باشيم داشته حقيقی فضای در را موج تابع شکل اينکه برای حال
[۲۸] داشت خواهيم نتيجه در

ψR (n, t) =

π∫
−π

dk

۲π
(

۱ +
cos k√۱ + cos۲k

)
e− i (ωkt− kn) (۵۶ . ۱)
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[۲۹] گام ۱۰۰ در ξ, θ, ζ مختلف مقادير ازای به ولگشت احتمال توزيع :۷ . ۱ شکل

ψL (n, t) =

π∫
−π

dk

۲π
−ieik√۱ + cos۲k

e− i (ωkt− kn) (۵۷ . ۱)

بود: خواهد زير صورت به نيز ولگرد حضور احتمال

p (n, t) = |ψR (n, t)|۲ + |ψL (n, t)|۲ (۵۸ . ۱)

يافته تعميم سکه ی با بعدی يک کوانتومی ولگشت ۴ . ۳ . ۱
سکه عملگر از هادامارد سکه ی عملگر از استفاده جای به می توان خط روی کوانتومی ولگشت مطالعه ی در
پارامترهای برحسب را ولگشت نوع اين خواص ساير و احتمال توزيع و ميانگين انحراف و کرد استفاده تعميم يافته

داد. قرار بررسی مورد سکه عملگر در دخيل
: [۲۹] می شود گرفته نظر در زير صورت به حالت کلی ترين در يافته تعميم سکه ی عملگر

Uξ,θ,ζ =

 eiξ cos θ eiζ sin θ

e−iζ sin θ −e−iξ cos θ

 (۵۹ . ۱)

و U۰,۰,۰ = Z و H = U۰,π/۴,۰ که کنيد توجه هستند. وردش پارامترهای ξ و ζ, θ بالا رابطه ی در
است. U۰,π/۲,۰ = X

نشان θ, ξ, ζ مختلف مقادير ازای به گام ۱۰۰ از پس را کوانتومی ولگشت احتمال توزيع نمودار ۷ . ۱ شکل
پارامترها برای مناسب مقادير انتخاب طريق از را چپ يا راست سمت به ولگرد تمايل می توان همچنين می دهد.

نمود. تعيين
نسبت ولگشت ميانگين انحراف تغييرات ميزان کوانتومی ولگشت روش به جستجو الگوريتم های در که آنجا از
θ پارامتر به نسبت را σ ميانگين انحراف تغييرات نمونه يک ۸ . ۱ شکل است، مهم بسيار وردش پارامترهای به
آن ها تاثير ولی می دهد، تغيير را σ موجود، پارامترهای تغيير چه اگر می دهد. نشان را مختلف گام های ازای به
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[۲۹] متفاوت گام های تعداد ازای به θ پارامتر حسب بر ولگشت ميانگين از انحراف مقايسه :۸ . ۱ شکل

[۲۹] θ حسب بر ولگشت احتمال توزيع :۹ . ۱ شکل

بهبود را الگوريتم مرتبه و می شود ثابت ضريب يک به محدود تنها استفاده مورد الگوريتم پيچيدگی مرتبه ی در
می دهد. نشان ولگشت احتمال توزيع در θ کاهش ازای به را σ افزايش ۹ . ۱ شکل . [۲۹] نمی بخشد

زير متغيرهای تغيير و کلی، فاز يک از صرفنظر با همچنين

cos θ =
√
ρ , ζ − ξ = θ′ , ζ + ξ = −φ (۶۰ . ۱)

نوشت: زير صورت به را تعميم يافته سکه ی عملگر می توان

C
(gen)
۲ =

 √
ρ

√۱− ρ eiθ′
√۱− ρ eiφ −√ρ ei(θ′+φ)

 (۶۱ . ۱)

ولگشت حالت در است.[۳۰] سکه تعادل۲۶ پارامتر ۰ ≤ ρ ≤ ۱ و دلخواه فاز زوايای ۰ ≤ φ, θ′ ≤ π آن در که
که می شوند[۲۵] ظاهر θ′ + φ ترکيب صورت به فقط ولگشت تحول در φ, θ′ فاز زوايای يک بعدی کوانتومی

۲۶Bias
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است سکه اوليه ی حالت در β زاويه ی وردش۲۷ معادل آنها اثر

|ψ۰⟩ =
√
η |L⟩+

√۱− η eiβ |R⟩ (۶۲ . ۱)

مستقيم تاثير آن تحول و کوانتومی ولگشت نهايی حالت تعيين در ρ و η پارامترهای مقدار که است معنا بدان اين
مجموع است. تحليلی و تفصيلی بحث شامل [۲۴] و [۳۱] مراجع [۲۹]همچنين به ر.ک بيشتر مطالعه ی برای دارد.
سکه عملگر مسئله کليت از شدن کم بدون خط، روی کوانتومی ولگشت مورد در که می دهد نشان مطالعات اين
حالت در تغيير با را ولگشت ويژگی های و ممکن حالات تمام و کرد تعريف (ρ) حقيقی پارامتر يک با می توان را

نوشت: می توان پس داد. قرار بررسی مورد سکه اوليه ی

C
(bias)
۲ =

 √
ρ

√۱− ρ
√۱− ρ −√ρ

 (۶۳ . ۱)

خواهد (θ, ϕ = ۰) هادامارد سکه ی موجود، سکه ی عملگر تنها (ρ = متعادل(۱/۲ سکه ی عملگر در بويژه
بود. خواهد امکان پذير اوليه حالت در تغيير با ممکن تحولات و ولگشت ويژگی های تمام و بود

زمان به وابسته سکه ی با بعدی يک کوانتومی ولگشت ۵ . ۳ . ۱
نشان می پذيرد. صورت گسسته يکانی عملگر دو کمک به ولگرد تحول خط، روی استاندارد کوانتومی ولگشت در

می شود: داده زير رابطه ی با t دلخواه) گام (تعداد دلخواه زمان از بعد ولگرد حالت داديم

|ψ(t)⟩ =
∑
n

(Rn(t)|n,R⟩+ Ln(t)|n, L⟩) = SC|ψ(t− ۱)⟩ (۶۴ . ۱)

می شود: تعريف زير صورت به نيز جابه جايی عملگر و می شود داده (۶۳ . ۱) رابطه ی با عموما سکه عملگر

S|n,R⟩ = |n+ ۱, R⟩ , S|n, L⟩ = |n− ۱, L⟩ (۶۵ . ۱)

می باشد: زير صورت به سيستم يکانی تحول بنابراين

|ψ(t)⟩ = SC|ψ(t− ۱)⟩ (۶۶ . ۱)

حين در که معنا بدان است. شده معرفی زمان به وابسته سکه ی با خط روی کوانتومی ولگشت [۳۲] مرجع در
می شود: داده زير رابطه ی با سيستم تحول حالت اين در می کند. تغيير نيز سکه عملگر تحول

|ψ(t)⟩ = SC(t)|ψ(t− ۱)⟩ (۶۷ . ۱)

خاص صوت به را سکه عملگر اينکه جمله از داد قرار بررسی مورد می توان گوناگونی روش های به را زمان اثر
گرفت: نظر در زير

C(t) =

 √
ρ e−iΦ(t)

√۱− ρ e−iΦ(t)

√۱− ρ eiΦ(t) −√ρ eiΦ(t)

 = C۰(t)C (۶۸ . ۱)

۲۷Varying
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نيز و می شود داده (۶۳ . ۱) رابطه ی با C که

C۰(t) =

e−iΦ(t) ۰
۰ eiΦ(t)

 (۶۹ . ۱)

نيز و تحول ديناميک کردن موضعی فرآيند پياده سازی در کوانتومی ولگشت از تعريف نوع اين می باشد.
کنيد. مراجعه [۳۳] و [۳۲] مراجع به بيشتر مطالعه ی برای دارد. کاربرد شبه متناوب ديناميک های

بالاتر ابعاد در کوانتومی ولگشت ۶ . ۳ . ۱

در مفصل صورت به چندگانه سکه ی با کوانتومی ولگشت نيست. سکه يک و خط به محدود کوانتومی ولگشت
از بالاتر ابعاد به کوانتومی ولگشت تعميم [۳۵] مرجع در همچنين است. گرفته قرار مطالعه مورد [۳۴] مرجع
در {|x⟩}N/۲−۱

x=−N/۲ صورت به ذره موقعيت هيلبرت فضای است. گرفته قرار مطالعه مورد سکه فضای تعميم طريق
صورت به سکه هيلبرت فضای و می کند، طی خط يک طول در ذره که است مکان هايی تعداد N که می گيريم نظر
می شود، |ϵ۱ϵ۲ · · · ϵd⟩ = |ϵ۱⟩ ⊗ · · · |ϵd⟩ صورت به سکه فضای در حالت بردار که بطوری می باشد، {|c⟩}+−
{|x⟩ ⊗ |c⟩} پايه های توسط قبل مانند H = Hx ⊗Hc ولگشت هيلبرت فضای بنابراين است. ϵ = ±۱ که
[۳۶] بود خواهد زير صورت به و پايه ها اين از خطی برهم نهی صورت به ولگشت حالت بردار می شود. جاروب

:

|ψ⟩ =
N/۲−۱∑
x=−N/۲

c=+∑
c=−

αxc|x, c⟩ (۷۰ . ۱)

می شود داده نمايش زير شکل به بعدی ۲N بردار با معادل طور به يا

|ψ⟩ =



...
α−۱,−

α−۱,+

α۰,−

α۰,+

α۱,−

α۱,+
...



(۷۱ . ۱)
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می شود تعريف زير شکل به N ×N قطری بلوکی ماتريس يک صورت به عمومی سکه ی عملگر

C =



. . . ۰ ۰ ۰ ۰
۰ C−۱ ۰ ۰ ۰
۰ ۰ C۰ ۰ ۰
۰ ۰ ۰ C۱ ۰
۰ ۰ ۰ ۰ . . .


(۷۲ . ۱)

می شود داده زير صورت به که است موضعی سکه ی عملگر يک Cx ، ۲× ۲ بلوک هر که

Cx =

 cos(θ) eiϕ۱ sin(θ)

eiϕ۲ sin(θ) −ei(ϕ۱+ϕ۲) cos(θ)

 (۷۳ . ۱)

می کند اثر زير صورت به x محل و سکه فضای در سکه عملگر

C|ψ⟩ =
N/۲−۱∑
x=−N/۲

Cx

+∑
c=−

αxc|x, c⟩

=

N/۲−۱∑
x=−N/۲

+∑
c=−

α′
xc|x, c⟩ (۷۴ . ۱)

می شود تعريف نيز زير نگاشت با معادل طور به ولگشت حالت يک روی موضعی سکه ی عملگر اثر

|x,±⟩ Cx−→ γ+,±|x,+⟩+ γ−,±|x,−⟩ (۷۵ . ۱)

را سکه عمومی عملگر C−N/۲ = · · · = CN/۲−۱ = C فرض با می باشند. Cx ستونی عناصر ها γ که
عملگر از اگر حال است. N بعد با همانی عملگر Iکه نوشت، C = I ⊗ C جدايی پذير صورت به می توان

صورت به می توان را سکه فضای آنگاه کنيم، استفاده هادامارد متداول سکه ی

Hcoin = H۲ ⊗H۲ ⊗ · · · · · · ⊗H۲ = ⊗NH۲ (۷۶ . ۱)

است فرمول بندی قابل زير شکل به شرطی انتقال عملگر اثر نوشت.

T |ψ⟩ =
(
T ⊗ P+ + T † ⊗ P−

)
|ψ⟩

=

N/۲−۱∑
x=−N/۲

(
T |x⟩ ⊗ |+⟩⟨+|

+∑
c=−

αxc|c⟩+ T †|x⟩ ⊗ |−⟩⟨−|
+∑
c=−

αxc|c⟩

)

=

N/۲−۱∑
x=−N/۲

T |x,+⟩+ αx,−T
†|x,−⟩

=

N/۲−۱∑
x=−N/۲

αx+|x+ ۱,+⟩+ αx−|x− ۱,−⟩ (۷۷ . ۱)
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و هادامارد سکه عملگر با بعدی ۲،۱و۳ کوانتومی ولگشت برای زمان حسب بر ميانگين انحراف :۱۰ . ۱ شکل
[۳۵] ⊗d|−⟩اوليه حالت

P+ = و . T |x,±⟩ = |x ± ۱,±⟩ که بطوری هستند، جابه جايی عملگرهای آن، هرميتی مزدوج و T که
به گام n بعد ولگشت يکانی تحول عملگر نهايت در هستند. تصوير عملگرهای P− = |−⟩⟨−| و |+⟩⟨+|

می شود. داده |ψn⟩ = (TC)n |ψ۰⟩ صورت
شود گرفته نظر در |µ⟩, µ = ۰, ۱, ۲, · · · , ۲d− ۱ صورت به سکه فضای در حالت کت چنانچه اينکه يا

کرد: استفاده سکه عملگر عنوان به زير صورت به بعدی d کوانتومی فوريه ی تبديل از می توان

Dd|µ⟩ =
۱√
۲d

۲d−۱∑
ν=۰

e۲πiµν/۲d|ν⟩ (۷۸ . ۱)

می شود: تعريف زير صورت به که کرد استفاده بعدی d گراور عملگر از می توان نيز

Gd|µ⟩ =
۱√
۲d

−۲|µ⟩+
۲d−۱∑
ν=۰
|ν⟩

 (۷۹ . ۱)

داده نشان هادامارد تبديل با کوانتومی ولگشت ميانگين انحراف و احتمال توزيع ۱۰ . ۱ و ۱۱ . ۱ شکل های در
رفتار بعد افزايش و دارد زمان با خطی رابطه ميانگين انحراف بازهم می دهد نشان شکل که طور همان است. شده

نمی دهد. تغيير را ولگشت کلی
کوانتومی ولگشت در مختلف تبديلات ازای به زمان از تابعی حسب بر معيار انحراف شيب ۳ . ۱ جدول در همچنين
|ψ−⟩ = |+⟩|−⟩ − |−⟩|+⟩ و |ψs⟩ = ۱√۲(|+⟩ + i|−⟩) جدول اين در است. شده داده نشان دوبعدی
کامل تر مطالعه ی برای می آيند. بدست d = ۲ ازای به (۷۹ . ۱) و (۷۸ . ۱) روابط از D۲ و G۲ همچنين است.

می دهيم. ارجاع [۳۵] مرجع به را خواننده
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[۳۵] |−⟩ ⊗ |−⟩ اوليه حالت و هادامارد سکه عملگرد با دوبعدی ولگشت احتمال توزيع :۱۱ . ۱ شکل

[۳۵] مختلف تبديلات ازای به زمان حسب بر معيار انحراف شيب :۳ . ۱ جدول
∆σ/∆t اوليه حالت سکه عملگر

۰�۶۴۲۷± ۰�۰۰۱۷ |−⟩ ⊗ |−⟩ H ⊗H

۰�۵۵۶۹± ۰�۰۰۰۶ |−⟩ ⊗ |−⟩ D۲

۰�۵۵۶۹± ۰�۰۰۰۶ |+⟩ ⊗ |+⟩ D۲

۰�۵۴۱۸± ۰�۰۰۲۰ |−⟩ ⊗ |−⟩ G

۰�۵۴۱۸± ۰�۰۰۲۰ |+⟩ ⊗ |+⟩ G

۰�۶۲۳۴± ۰�۰۰۰۵ |ψs⟩ ⊗ |ψs⟩ D۲

۰�۵۹۸۸± ۰�۰۰۰۶ |ψs⟩ ⊗ |ψs⟩ G

۰�۶۰۰۹± ۰�۰۰۰۶ |ψ−⟩ D۲

۰�۵۴۴۰± ۰�۰۰۰۸ |ψ−⟩ G

غيريکنواخت کوانتومی ولگشت ۷ . ۳ . ۱

سکه ی عملگر آن در که ولگشتی يعنی کرديم، محدود ۲۸ يکنواخت کوانتومی ولگشت به را خود بحث کنون تا
خوبی نمونه ی خط روی هادامارد ولگشت می کند. اثر سکه، فضای يا مکانی موقعيت از مستقل استفاده مورد

۲۸homogeneous
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(که سکه حالت به توجه با سکه عملگر هادامارد، ولگشت در است. يکنواخت کوانتومی ولگشت قبيل اين از
می داد قرار ممکن حالت از مساوی برهم نهی يک در را سکه حالت گام هر از بعد باشد) |L⟩ و |R⟩ می توانست
اين انتشار سرعت که شد داده نشان می نمود. منتقل مجاور نقطه ی به مشخص راستای در را ذره انتقال عملگر و
نوع اين برای استاندارد انحراف نيز و احتمال توزيع شکل و می کند تغيير خطی صورت به زمان با ولگشت نوع

شد. ترسيم ولگشت
غيريکنواخت کوانتومی ولگشت به که پرداخت خواهيم کوانتومی ولگشت از ديگری نوع معرفی به بخش اين در
سکه حالت به وابسته می تواند که است خصوصيت اين دارای سکه عملگر ولگشت، نوع اين در دارد. شهرت ۲۹

يک به مقيد می تواند ولگرد اينکه جمله از می شود، منجر جالبی نتايج به تعريف اين باشد. ذره موقعيت نيز و
استاندارد ولگشت همانند را غيريکنواخت کوانتومی ولگشت . [۳۷] شود زمان ها تمام در فضا در خاص ناحيه ی
يکانی تحول اين بنابر بود. خواهد ذره کنونی موقعيت به وابسته سکه عملگر حالا که تفاوت اين با می کنيم تعريف

: [۳۸] می شود توصيف زير رابطه ی با ولگشت

U = S

(∑
m

|m⟩⟨m| ⊗ Cm

)
(۸۰ . ۱)

واقع در و باشد می تواند دوبعدی، فضای در دلخواه يکانی عملگر هر Cm يک بعدی، کوانتومی ولگشت حالت در
يک از ذره گذار امکان ديگر عبارت به شود، منتقل مجاور نقاط به فقط ذره که ندارد وجود محدوديتی هيچگونه

دارد. وجود خط روی نقاط ساير به نقطه
زير يکانی ماتريس با |R⟩ و |L⟩ پايه های در که می گيريم نظر در را متناوب سکه ی عملگر مثال عنوان به

می شود: cos(nπتوصيف
k
) − sin(nπ

k
)

sin(nπ
k
) cos(nπ

k
)

 (۸۱ . ۱)

صورت به سکه فضای در فوق عملگر اثر می باشد. ۲k ولگشت اين دوره ی و است دلخواه صحيح عدد يک k که
می باشد: زير

Cn|n, L⟩ = cos(
nπ

k
)|n, L⟩+ sin(

nπ

k
)|n,R⟩

Cn|n,R⟩ = − sin(
nπ

k
)|n, L⟩+ cos(

nπ

k
)|n,R⟩ (۸۲ . ۱)

بيشتر جزئيات مطالعه ی برای است. شده داده نمايش ولگشت نوع اين برای معيار انحراف ، ۱۲ . ۱ شکل  در
شده داده ولگشت برای می شود اثبات نمونه عنوان به می دهيم. ارجاع [۳۷] مرجع به را خواننده حاصله، نتايج و

می باشد. کران بدون فرد های k برای و بود خواهد کران دار ولگشت زوج، های k ازای به (۸۱ . ۱) رابطه ی با

۲۹inhomogeneous



۲۴ کوانتومی ولگشت معرفی .۱

۱√۲(|۰, L⟩+ اوليه ی حالت و (۸۱ . ۱) سکه ی عملگر با بعدی يک کوانتومی ولگشت معيار انحراف :۱۲ . ۱ شکل
[۳۷] k = ۴ و |۰, R⟩)



٢ فصل

کوانتومی الگوريتم های

مقدمه ۱ . ۲

مورد کامپيوتر يک در خاص عمليات برخی اجرای منظور به که است دستورالعمل هايی از مجموعه ای الگوريتم يک
الگوريتم های ظهور از ناشی کوانتومی کامپيوترهای توسعه ی برای تلاش ها از عظيمی بخش می گيرد. قرار استفاده
امر اين .[۳۹] است کلاسيکی نمونه های از کارآمدتر توجهی قابل طور به موارد بيشتر در که است کوانتومی جديد
محاسبات امکان که است و... کيوبيت ها تداخل برهم نهی، مثل ويژگی هايی و کوانتومی سيستم های ماهيت از ناشی
برهم نهی در می تواند کوانتومی سيستم که آنجايی از ديگر بيان به می دهد. کوانتومی کامپيوترهای به را ۱ موازی
مسائل کردن وارد منظور به می کند. فراهم را داده ها همزمان پردازش امکان باشد ممکن حالات تمام از خطی
برتری دادن نشان برای کنيم،و بنيانگذاری و تعريف دقت به را الگوريتم ها تا نيازداريم ما کامپيوتر يک درون به
کنيم. پايه گذاری را کوانتومی الگوريتم های تا است لازم کوانتومی، پديده های از بهره گيری و کوانتومی محاسبات

می آورند. پديد را جالبی نتايج آن ها نيست، آسان کوانتومی های الگوريتم کردن فرموله که درحالی
کرد[۴۰] دسته بندی اصلی گروه پنج در می توان را کوانتومی الگوريتم های کلی طور به

هستند کوانتومی فوريه ی تبديل پايه ی بر که الگوريتم هايی -۱
دامنه۲ تقويت مبنای بر الگوريتم های -۲

کوانتومی۳ شبيه سازی ۳-الگوريتم های
آدياباتيک۴ ۴-الگوريتم های

کوانتومی ولگشت الگوريتم های -۵
۱Parallel computing
۲Amplitude amplification
۳quantum simulation algorithm
۴Adiabatic algorithm



۲۶ کوانتومی الگوريتم های .۲

بود[۵]. کوانتومی محاسبات برای فاينمن کارهای اصلی انگيزه ی و مبنا کوانتومی شبيه سازی الگوريتم های
شبيه سازی سپس و ساده تر هاميلتونی چند مجموع به مشخص هاميلتونی يک تجزيه ی صورت به اصلی ايده ی
می دهيم. ارجاع [۴۱] مروری مقاله ی به را خواننده و نمی پردازيم جزئيات ذکر به اينجا در است. هاميلتونی اين
ايده ی شد. پيشنهاد [۴۲] توسط که است کوانتومی الگوريتم های از پيشرفته دسته ی يک آدياباتيک الگوريتم های
شبيه سازی قابل آسانی به که هاميلتونی يک پايه ی حالت به را دشوار مسئله ی يک که است صورت بدين اصلی
تحول الگوريتم اين اساسی شرط يابد. تحول آرام بسيار که می دهيم اجازه سيستم به آنگاه می کنيم تصوير۵ است
نيز کوانتومی ولگشت های است. مسئله جواب که می شود ختم حالتی به سيستم سرانجام و است آرام کافی قدر به
عنوان (به است گرفته قرار مطالعه مورد مختلفی گروههای توسط الگوريتمی مقاصد برای کارآمد ابزاری عنوان به

.( [۴۳] نمونه

دويچ کوانتومی الگوريتم ۲ . ۲
(تابع ثابت۷ يا است متوازن۶ تابع اين بدانيم ميخواهيم است، شده داده f : {۰, ۱} −→ {۰, مفروض{۱ تابع
نيمی ازای به متوازن تابع اما است، ورودی از مستقل و ثابت عدد يک همواره خروجی اش که است تابعی ثابت
تابع اين کنيد فرض حالت ساده ترين در می دهد). را ۱ مقدار ديگر نيم ازای به و ۰ مقدار دارای ورودی ها از
کنيم، محاسبه را f(۱) بايد بار يک و f(۰) بايد يک بار حداقل کلاسيکی حالت در است. تک بيتی تابع يک
کوانتومی تداخل و کوانتومی توازی کمک به داد نشان دويچ بار نخستين است. لازم تابع فراخوانی دوبار يعنی
نخستين دويچ، الگوريتم کند. حل تابع فراخوانی بار يک با فقط را مسئله اين که داد ارائه الگوريتمی می توان
از مدلی معرفی مورد در مطالعاتش خلال در دويچ که می باشد شده ارائه کوانتومی الگوريتم ساده ترين شايد و
در دويچ الگوريتم طلايی کليد . داد[۴۴] ارائه تورينگ۹ ماشين مدل و مداری۸ مدل شامل کوانتومی محاسبات
يک معرفی گام اولين می باشد. ورودی دوم کيوبيت عنوان به کيوبيت ها برهم نهی کردن وارد غيرکلاسيکی قابليت
تابع برای می کند. توليد خروجی عنوان به را ديگر دوکيوبيت و می کند اثر کيوبيت دو روی که است يکانی عملگر

: می کند[۴۵] اثر زير صورت به و می شود داده نشان Uf با عملگر اين f تک کيوبيتی

Uf |x⟩|y⟩ = |x⟩|f(x)⊕ y⟩ (۱ . ۲)

روی را فوق عملگر الگوريتم بود. خواهد |x⟩|f(x)⟩ صورت به فوق عملگر اثر باشد، |y⟩ = |۰⟩ اگر بنابراين
داريم: يعنی می کند، اعمال |+⟩|−⟩ دوکيوبيته حالت

Uf (|+⟩|−⟩) = Uf

(۱
۲(|۰⟩+ |۱⟩)(|۰⟩ − |۱⟩)

)
=

۱
۲ (|۰⟩(|۰⊕ f(۰)⟩ − |۱⊕ f(۰)⟩) + |۱⟩(|۰⊕ f(۱)⟩ − |۱⊕ f(۱)⟩)) (۲ . ۲)

۵Encode
۶Balanced
۷Constant
۸Circuit moodel
۹Turing machine
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دويچ الگوريتم برای کوانتومی مدار :۱ . ۲ شکل

داشت خواهيم ديگر بيان به

Uf (|+⟩|−⟩) =
۱
۲

۱∑
x=۰
|x⟩(|۰⊕ f(x)⟩ − |۱⊕ f(x)⟩) (۳ . ۲)

اگر و ۱√۲(|۰⟩ − |۱⟩ = |−⟩ به می شود تبديل ۱√۲(|۰ ⊕ f(x)⟩ − |۱ ⊕ f(x)⟩) باشد، f(x) = ۰ اگر
داريم بنابراين ۱√۲(|۱⟩ − |۰⟩) = −|−⟩ به می شود تبديل باشد، f(x) = ۱

Uf

(
۱√۲

۱∑
x=۰
|x⟩|−⟩

)
=

۱√۲
۱∑

x=۰
(−۱)f(x)|x⟩|−⟩ (۴ . ۲)

می شود. |+⟩|−⟩ سيستم حالت و است، فيزيکی اثرات فاقد و است کلی فاز يک (−۱)f(x) ثابت، تابع برای
تبديل اگر حالا بود. خواهد |−⟩|−⟩ صورت به سيستم حالت کلی، فاز يک حد تا نباشد، ثابت f تابع اگر اما
را |۱⟩ دوم حالت در و |۰⟩ اول حالت در کنيم، اندازه گيری را آن سپس کنيم اعمال اول کيوبيت روی را هادامارد
خير. يا است ثابت f تابع بگوييم اطمينان با توانستيم Uf فراخوانی بار يک با فقط بنابراين آورد. خواهيم بدست

است. شده داده نشان الگوريتم اين کوانتومی مدار ۱ . ۲ شکل در

جوزا دويچ کوانتومی الگوريتم ۳ . ۲

شکل به بولين تابع کنيد فرض اکنون می پردازيم. کيوبيتی n سيستم به دويچ الگوريتم تعميم به بخش اين در
کمترين با هم آن خير، يا است ثابت تابع بدانيم است اين هدف و است شده داده f : {۰, ۱}n −→ {۰, ۱}
۲n
۲ + ۱) کنيم فراخوانی را تابع بار ۲(n−۱) + ۱ بايد حالت بدترين در کلاسيکی حالت در تابع. فراخوانی ميزان

شکل مدار در فرآيند اين است. لازم تابع فراخوانی بار يک تنها کوانتومی الگوريتم با ميدهيم نشان ولی بار)
|x⟩ = |xn−۱⟩ ⊗ کيوبيتی n سيستم روی هادامارد عملگر اثر که می کنيم يادآوری است. شده داده نمايش ۲ . ۲

می شود[۴۶] خلاصه زير صورت به محاسباتی پايه های در |xn−۲⟩ ⊗ · · · ⊗ |x۰⟩

H|xj⟩ −→
۱√۲ (|۰⟩+ (−۱)xj |۱⟩) (۵ . ۲)



۲۸ کوانتومی الگوريتم های .۲

جوزا دويچ مسئله ی برای کوانتومی مدار :۲ . ۲ شکل

بنابراين باشد. می تواند xj = ۱ يا xj = ۰ که
n−۱∏
j=۰
|xj⟩H⊗n
−−→

( ۱√۲

)n n−۱∏
j=۰

(|۰⟩+ (−۱)xj |۱⟩)

=

( ۱√۲

)n ۲n−۱∑
z=۰

 ∏
j;zj=۱

(−۱)xj
 |z⟩

=

( ۱√۲

)n ۲n−۱∑
z=۰

(
n−۱∏
j=۰

(−۱)xjzj
)
|z⟩ (۶ . ۲)

نقطه ای ضرب حالا .∏n−۱
j=۰ (−۱)xjzj = (−۱)

∑n−۱
j=۰ xjzj = (−۱)[

∑n−۱
j=۰ xjzj mod ۲] که باشيد داشته توجه

بنابراين می کنيم، تعريف x · z =∑n−۱
j=۰ xjzj صورت به را

|x⟩ −→
(۱

۲
)n/۲ ۲n−۱∑

z=۰
(−۱)x·z|z⟩ (۷ . ۲)

n بايناری حالات ۲n تمام از همسنگ برهم نهی يک به تايه، n بايناری عدد يک معرف حالت ديگر، عبارت به
بايناری حالت و مفروض حالت بين نقطه ای ضرب پاريته ی بوسيله ی جمله هر علامت و می شود تبديل کيوبيت
اولين از بعد را کيوبيتی n سيستم حالت ، |ψin⟩ = |۰⟩، کنترلی کيوبيت n به نتيجه اين اعمال با می شود. تعيين

داشت خواهيم زير صورت به هادامارد

|ψ۱⟩ =
(۱

۲
)n/۲ ۲n−۱∑

z=۰
|z⟩ (۸ . ۲)

صورت به گيت اين که می کنيم يادآوری می پردازيم. حالت اين روی f − CNOT گيت اثر بررسی به حالا
هدف کيوبيت تک حالت |y⟩ و کنترلی، کيوبيت n حالت |x⟩ که می کند، عمل |x⟩|y⟩ −→ |x⟩|y ⊕ f(x)⟩

بنابراين است.

|x⟩ ⊗ ۱√۲(|۰⟩ − |۱⟩) −→ |x⟩ ⊗ (|f(x)⟩ − |۱⊕ f(x)⟩)

= (−۱)f(x)|x⟩ ⊗ ۱√۲(|۰⟩ − |۱⟩) (۹ . ۲)
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می آوريم بدست زير صورت به را f −CNOT گيت از بعد سيستم حالت (۸ . ۲) رابطه ی و رابطه اين ترکيب با

|ψ۲⟩ ⊗
۱√۲(|۰⟩ − |۱⟩) =

(۱
۲
)(n+۱)/۲ ۲n−۱∑

x=۰
(−۱)f(x)|x⟩ ⊗ (|۰⟩ − |۱⟩) (۱۰ . ۲)

نتيجه ی به هادامارد گيت های مجموعه از بعد سيستم نهايی حالت حالت، اين به (۷ . ۲) رابطه ی اعمال با نهايت در
می شود: منجر زير

|ψin⟩ ⊗
۱√۲(|۰⟩ − |۱⟩) −→

(۱
۲
)n+۱/۲ ۲n−۱∑

x,z=۰
(−۱)f(x)+x·z|z⟩ ⊗ (|۰⟩ − |۱⟩)

= |ψout⟩ ⊗
۱√۲(|۰⟩ − |۱⟩) (۱۱ . ۲)

داشت: خواهيم نتيجه در ، (−۱)f(x) = (−۱)f(۰) : داريم ثابت تابع برای
(۱۲ . ۲)

|ψout⟩ = (−۱)f(۰) ۱
۲n
∑
z

(∑
x

(−۱)x·z
)
|z⟩ = (−۱)f(۰) ۱

۲n
∑
x

(−۱)x·۰|۰⟩ = (−۱)f(۰)|۰⟩

( ∑۲n−۱
x=۰ (−۱)x·y =

۲n y = ۰
۰ y ̸= ۰

: که باشيد داشته توجه )

داريم: متوازن تابع برای که حالی در

|ψout⟩ =
۱
۲n
∑
z

(∑
x∈X۰

(−۱)x·z −
∑
x/∈X۰

(−۱)x·z
)
|z⟩ (۱۳ . ۲)

داشت: خواهيم بنابراين است. X۰ = {x|f(x) = ۰} که

⟨۰|ψout⟩ =

 ۰ balanced

(−۱)f(۰) Constant
(۱۴ . ۲)

که: شد خواهيم متوجه خروجی، کيوبيت n از هرکدام اندازه گيری با بنابراين
کنيم پيدا ۰ حالت در را کيوبيت ها تمام اگر است ثابت تابع .۱

نکنيم پيدا آنها ۰ حالت در را کيوبيت ها تمام اگر است متوازن تابع .۲
می پذيرد. انجام تابع فراخوانی يکبار با فقط فرآيند اين که باشيد داشته توجه

گراور کوانتومی جستجوی الگوريتم ۴ . ۲
می پردازيم گراور جستجوی الگوريتم توصيف به کوانتومی الگوريتم های مهمترين از يکی عنوان به بخش اين در
حالات تمام از مساوی۱۰ برهم نهی يک با الگوريتم اين شد.[۴۷] ارائه گراور توسط ۱۹۹۷ سال در بار اولين که

۱۰Equal superposition
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بر يعنی می دهد. افزايش را جستجو مورد آيتم احتمال دامنه ی کوانتومی توازی از بهره گيری با کرده، آغاز پايه
دامنه ی کوانتومی الگوريتم در می يابد، کاهش مدام غيرجواب ها دامنه ی که کلاسيکی جستجوی الگوريتم خلاف
دوبعدی هيلبرت فضای در حالت بردار دوران صورت به الگوريتم اصلی ايده ی می شود. تقويت مدام جواب ها
الگوريتم که است[۴۸] شده داده نشان می شود. جاروب نهايی و اوليه حالت بردارهای توسط فضا اين که است
الگوريتم از بهتر سرعتی با جستجو مسئله ی حل به قادر ديگری الگوريتم هيچ که معنی بدان است بهينه گراور

نيست. گراور

جستجو مسئله ی ۱ . ۴ . ۲

M يافتن هدف ، است موجود اوليه اطلاعات هيچ گونه بدون عضو N شامل نامرتب و بزرگ داده ی پايگاه يک
جدول يک قالب در می توان را داده پايگاه اين رياضياتی نگاه از می کنند. ارضا را خاصی شرايط که است مولفه
qi ∈ Q انديس يک با را مجموعه اين اعضای راحتی برای داد. نمايش f تابع يک صورت به ديگر عبارت به يا

است بيان قابل زير صورت به بولين۱۱ تابع اين صورت در می کنيم، برچسب گذاری Q = {۱, ۲, . . . , N} که

f : Q→ {۰, ۱} (۱۵ . ۲)

f(x) =

 ۱ x = x۰

۰ x ̸= x۰
(۱۶ . ۲)

ميکنيم انتخاب را مجموعه اين از عضو يک مکرر طور :به که است چنين مسئله اين حل برای کلاسيکی رهيافت
تا صورت اين غير در می شود متوقف الگوريتم باشد جواب اگر خير، يا هست جواب آيا که ميکنيم بررسی و
مورد هدف و است O (N

M

) مرتبه ی از الگوريتم اين موفقيت احتمال می يابد. ادامه الگوريتم جواب به رسيدن
تبديل دو پايه ی بر گراور الگوريتم می شود. يافت ۱ − O(۱/N) احتمال با مناسب گام تعداد از بعد جستجو
زمانی در را شده گفته جستجوی عمل و ، فاز۱۲ وارونی ديگری و ميانگين به نسبت انعکاس يکی است، اساسی
q̄ = ۱

N

∑N
i=۱ qi متوسط مقدار با Q = {qi} صحيح مجموعه ی برای می دهد. انجام

√
N/M مرتبه ی از

می شود[۴۹] توصيف زير صورت به متوسط به نسبت انعکاس

P : qi → q′i = q̄ + (q̄ − qi) = ۲q̄ − qi (۱۷ . ۲)

مجموعه اين ميانگين مقدار کنيد. نگاه ۳ . ۲ شکل به ميانگين مقدار به نسبت انعکاس از نمونه يک عنوان به

۱۱Boelean function
۱۲Phase inversion
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متوسط مقدار حول انعکاس :۳ . ۲ شکل

می شوند تبديل زير صورت به داده ها و است q̄ = ۴۹

۳۴ 7→ ۹۸− ۳۴ = ۶۴
۵۴ 7→ ۹۸− ۵۴ = ۴۴
۶۶ 7→ ۹۸− ۶۶ = ۳۲
۲۸ 7→ ۹۸− ۲۸ = ۷۰
۴۷ 7→ ۹۸− ۴۷ = ۵۱
۴۲ 7→ ۹۸− ۴۲ = ۵۶
۶۳ 7→ ۹۸− ۶۳ = ۳۵
۵۸ 7→ ۹۸− ۵۸ = ۴۰

است بيان قابل زير ماتريسی شکل يه متوسط به نسبت انعکاس

Q′ = ۲PQ−Q = (۲P − I)Q (۱۸ . ۲)

آن در که

P =
۱
N



۱ ۱ · · · ۱
۱ · · · · · · ۱
... ... ... ...
۱ ۱ · · · ۱


(۱۹ . ۲)
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Q =



q۱

q۲
...
qn


(۲۰ . ۲)

Q′ =



q′۱

q′۲
...
q′n


(۲۱ . ۲)

حال متوسط. به نسبت انعکاس و فاز وارونی است، استوار اصلی تبديل دو پايه ی بر گراور الگوريتم که شد گفته
می پردازيم. کوانتومی عملگرهای توسط آن ها پياده سازی چگونگی و تبديل دو اين توصيف به

فاز وارونی و اوراکل ۲ . ۴ . ۲
را جواب ها تا است قادر اوراکل است. الگوريتم ها طراحی در کارآمد ابزار و انتزاعی موجود اوراکل۱۳يک

. [۵۰] نشناسد۱۵ را آنها قبل از اگر حتی دهد تشخيص۱۴
حال در اوراکل درونی سازوکار است، پياده سازی قابل يکانی تبديل يک با کوانتومی) سياه اوراکل(جعبه
کيوبيت کمک به جواب ها تشخيص چگونگی است اهميت حائز که چيزی است، اهميت فاقد ما برای حاضر
نوشت زير صورت به را اوراکل می توان محاسباتی پايه های در است. می شود) تعريف اوراکل فضای در اوراکل(که

Ô |x⟩ |y⟩ = |x⟩ |y ⊕ f (x)⟩ = (−۱)f(x) |x⟩ |y⟩ (۲۲ . ۲)

همان يا دو مبنای در جمع ⊕ و است جستجو فضای در انديس ها شمارنده ی |x⟩ و اوراکل کيوبيت |y⟩ اينجا در
اول کيوبيت اگر باشد. آن ها از خطی ترکيب هر يا |۱⟩ يا |۰⟩ می تواند اوراکل کيوبيت می باشد. XOR عملگر
کيوبيت معمول روال طبق می شود. فليپ اوراکل عملگر توسط اوراکل کيوبيت آنگاه باشد جستجو مورد آيتم همان

داشت خواهيم نتيجه در ميکنيم، انتخاب |y⟩ = |۰⟩−|۱⟩√۲ صورت به را اوراکل

Ô

(
|x⟩ |۰⟩ − |۱⟩√۲

)
= (−۱)f(x) |x⟩

(
|۰⟩ − |۱⟩√۲

)
=

 − |x⟩ |−⟩ x = x۰

|x⟩ |−⟩ x ̸= x۰
(۲۳ . ۲)

۱۳Oracle
۱۴Recognize
۱۵Know
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باقی تغيير بدون اوراکل کيوبيت نهايت در و می کند معکوس آنرا فاز می دهد، تشخيص را جواب اوراکل يعنی
متون از بسياری در می شود. ظاهر انعکاس يک صورت به جستجو فضای روی عملگر اين اثر اين بنابر می ماند.
که است حالت هايی تمام خطی ترکيب |β⟩ که می دهند نشان Ô = I − ۲ |β⟩ ⟨β| صورت به را اوراکل عملگر

می باشند. جواب

شرطی) فاز متوسط(جابه جايی به نسبت انعکاس ۳ . ۴ . ۲
که عملگری است ممکن حالات تمام از همسنگ برهم نهی که |ψ⟩ = ۱√۲n

∑۲n−۱
x=۰ |x⟩ اوليه ی حالت برای

می شود: تعريف زير شکل به است متوسط به نسبت انعکاس يا شرطی فاز جابه جايی کننده ی توصيف

Dψ = ۲Pψ − I = ۲ |ψ⟩ ⟨ψ| − I (۲۴ . ۲)

ماتريسی صورت به يا

Dψ =



۲
N
− ۱ ۲

N
· · · ۲

N
· · · ۲

N

... ۲
N
− ۱ ... ... ... ...

۲
N

· · · ۲
N
− ۱ ۲

N
· · · ۲

N

... ۲
N

· · · . . . ... ...
۲
N

· · · ۲
N

· · · · · · ۲
N

۲
N

· · · ۲
N

· · · · · · ۲
N
− ۱


N×N

(۲۵ . ۲)

است. يکانی شرطی فاز جابه جايی عملگر يعنی DψD
†
ψ = D†

ψDψ = I که داد نشان می توان سادگی به
پايه بردار امين k دامنه ی و داد اثر |a⟩ = [a۰, a۱, · · · , aN−۱]

T دلخواه حالت روی را عملگر اين می توان
: يعنی کرد، مشاهده را می باشد) ۱ که ام k مولفه ی جز به ۰هستند مولفه هايش همه ی که (برداری

⟨k|Dψ|a⟩ =
۲
N
a۰ + · · ·+ (

۲
N
ak − ak) + · · ·+

۲
N
aN−۱

=
۲
N

N−۱∑
i=۰

ai − ak = ۲ā− ak (۲۶ . ۲)

k∑است، (−ak + ۲ā) |k⟩صورت k∑به ak |k⟩ عمومی حالت روی شرطی فاز جابه جايی عملگر اثر يعنی،
دامنه ها متوسط مقدار حول ak دامنه ی که می دهد نشان رابطه اين است. دامنه ها متوسط ā = ۱

N

∑
k ak که

شکل در می نامند. متوسط” حول ”انعکاس را شرطی فاز جابه جايی عملگر دليل همين به است. يافته انعکاس
است. شده داده نمايش گراور الگوريتم مراحل ۴ . ۲ شکل در است. شده داده نشان انعکاس اين از نمونه ای ۳ . ۲

گراور عملگر متوالی اعمال از حاصل گراور الگوريتم

G = (۲ |ψ⟩ ⟨ψ| − I)O (۲۷ . ۲)
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گراور الگوريتم کوانتومی مدار :۴ . ۲ شکل

ساير به نسبت جستجو مورد حالت احتمال دامنه ی تا ميکند فراهم را شرايطی که است اوليه ورودی حالت روی
بدست احتمال بيشترين با را جواب محاسباتی پايه های در اندازه گيری با نهايت در و يابد افزايش مدام حالت ها
دوران يک معادل و است بعدی دو اقليدسی فضای در متوالی انعکاس دو حاصلضرب ۲۷ . ۲ گراور جستار آوريم.
کرد: توصيف صورت بدين می توان مختصر صورت به را گراور الگوريتم می باشد.[۴۹] فضا اين در يکانی) (تبديل
پايگاه اعضای پايه(تمام حالات تمام از همسنگ برهم نهی ايجاد منظور به را بعدی n هادامارد تبديل يک ابتدا
فاز الگوريتم از مرحله هر در ، ميکنيم استفاده گراور جستار از بار

√
N تعداد به سپس می کنيم. اعمال ، داده)

در کنيد فرض می شود. جواب ها دامنه ی تقويت باعث نتيجه در و می کند دوران راديان θ اندازه ی به جواب ها
هستند جواب که باشد حالاتی مجموعه ی S اگر دارد، وجود مسئله برای جواب M ≤ N تعداد D داده پايگاه

داريم را زير روابط صورت اين در نيستند جواب که حالاتی مجموعه ی S̄ و

D = S ∪ S̄

|D| = N , |S| =M ,
∣∣S̄∣∣ = N −M (۲۸ . ۲)

صورت به اوليه حالت گرفتن نظر در با

|ψ⟩ = ۱√
N

N−۱∑
x=۰
|x⟩ (۲۹ . ۲)

دهنده ی نمايش ترتيب به حالت ها اين که می کنيم، تعريف زير صورت به را β و α بهنجار متعامد حالت های
هستند. جواب و غيرجواب حالت های برهم نهی

|α⟩ = ۱√
N −M

∑
x∈s̄

|x⟩ (۳۰ . ۲)

|β⟩ = ۱√
M

∑
x∈s

|x⟩ (۳۱ . ۲)
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فاز وارونی :۵ . ۲ شکل

گراور جستار هندسی نمايش :۶ . ۲ شکل

با تلفن)، دفترچه (مثلا مرتب داده ی پايگاه در جستجو مسئله ی در که است اهميت حائز نکته دو ذکر اينجا در
هنگامی همچنين است. آسان تر جواب به رسيدن و می شود کوچکتر و کوچک جستجو فضای الگوريتم، پيشروی
آغاز اوليه حالات تمام از برهم نهی يک با الگوريتم نيست، اختيار در پايگاه از اوليه ای اطلاعات هيچ گونه که
می توان ۶ . ۲ و ۵ . ۲ شکل های به توجه با و موجود انعکاس های و شده گفته عملگرهای نقش به توجه با می کند.

نوشت

|ψ⟩ =
√
N −M
N

|α⟩+
√
M

N
|β⟩ = cos

θ

۲ |α⟩+ sin
θ

۲ |β⟩ (۳۲ . ۲)

داد نشان می توان بسادگی و

Gk |ψ⟩ = cos

(۲k + ۱
۲ θ

)
|α⟩+ sin

(۲k + ۱
۲ θ

)
|β⟩ (۳۳ . ۲)

اندازه ی به حالت اين دهيم، اثر را گراور عملگر بار k تعداد به (۲۹ . ۲) اوليه ی حالت روی هرگاه يعنی
عناصر بايد است شده نزديک β مطلوب حالت به مقدار چه حالت اين ببينيم اينکه برای می شود، چرخانده kθ

sin
(
kθ + θ

۲
) با است برابر که کنيم حساب را ⟨β|Gk |ψ⟩ ماتريسی

عملگر ماتريسی شکل (۳۲ . ۲) رابطه ی و ، O|β⟩ = −|β⟩ و O|α⟩ = |α⟩ اينکه به توجه با طرفی از
نوشت: زير صورت به |β⟩ و |α⟩ پايه های در می توان را گراور

G = (۲|ψ⟩⟨ψ| − I)O =

⟨β|G|β⟩ ⟨β|G|α⟩
⟨α|G|β⟩ ⟨α|G|α⟩

 =

cos θ − sin θ

sin θ cos θ

 (۳۴ . ۲)

به مظلوب و کافی حد به بتوانيم که است لازم جستار چند که: است اين می شود مطرح که اساسی سوال حال
شويم؟ نزديک جواب
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پس رسيد. خواهيم جواب به دهيم دوران (π۲ − θ
۲
) اندازه ی به را اوليه حالت هرگاه شکل۲ . ۶ به توجه با

داريم

cos

(
π

۲ −
θ

۲
)

= sin
θ

۲ =

√
M

N
⇒ π

۲ −
θ

۲ = cos−۱
√
M

N
(۳۵ . ۲)

صورت به کننده قانع جواب به رسيدن تا الگوريتم تکرار برای نياز مورد دفعات تعداد نتيجه در

R = CI

(
π
۲ −

θ
۲

θ

)
= CI

cos−۱
√

M
N

θ

 (۳۶ . ۲)

M ≤ N که حالتی در می دهد. انجام را عدد نزديکترين به رندسازی عمل CI عملگر که است.

R ≤
⌈ π

۲
θ

⌉
⇒ R ≤

⌈ π
۲θ
⌉

(۳۷ . ۲)

طرفی از

sin
θ

۲ ≈
θ

۲ =

√
M

N
⇒ θ ≃ ۲

√
M

N
(۳۸ . ۲)

داشت: خواهيم نتيجه در و

R ≤

⌈
π

۴

√
N

M

⌉
⇒ R = O

(√
N

M

)
(۳۹ . ۲)

اوليه حالت جزيی تغيير با و ندارد چندانی وابستگی اوليه حالت به نسبت گراور الگوريتم داد نشان می توان
. می ماند[۵۱] باقی خود قوت به الگوريتم کيفيت

ميرسانيم: پايان به مثال يک با را گراور الگوريتم
يافتن دنبال عضوی، N = ۲۴ = ۱۶ داده پايگاه اين در بگيريد، نظر در را چهارکيوبيته کوانتومی سيستم يک

می باشند: زير مجموعه ی حالا ما محاسباتی پايه  های هستيم. خاص عضو يک

{|۰۰۰۰⟩, |۰۰۰۱⟩, |۰۰۱۰⟩, |۰۰۱۱⟩, |۰۱۰۰⟩, |۰۱۰۱⟩, |۰۱۱۰⟩

, |۰۱۱۱⟩, |۱۰۰۰⟩, |۱۰۰۱⟩, |۱۰۱۰⟩, |۱۰۱۱⟩, |۱۱۰۰⟩

, |۱۱۰۱⟩, |۱۱۱۰⟩, |۱۱۱۱⟩} (۴۰ . ۲)

ميکنيم: اجرا را الگوريتم مراحل گام به گام . |۱۰۱۱⟩ = |۱۱⟩ از است عبارت جستجو مورد عضو کنيد فرض و
می کنيم (يادآوری می کنيم انتخاب حالت⟨۱| در را دوم ثبت کننده ی و |۰۰۰۰⟩ صورت به را اول کيوبيت ابتدا
را هادامارد عملگر حالا .( [۵۲] باشد بايد کيوبيت log(N) تعداد به اول کننده ی ثبت کيوبيت های تعداد که

می کنيم اعمال

|ψ⟩ = H⊗۴|۰۰۰۰⟩ = ۱√۱۶
۱۵∑
i=۰
|i⟩ = ۱√۱۶

(√۱۵|ξ⟩+ |۱۰۱۱⟩
)

(۴۱ . ۲)



۳۷ گراور کوانتومی جستجوی الگوريتم .۴ . ۲

همچنين . |ξ⟩ = ۱√۱۵
∑۱۵

i=۰,i̸=۱۱ |i⟩ که

H|۱⟩ = |−⟩ = |۰⟩ − |۱⟩√۲ (۴۲ . ۲)

اول: جستار در است. نياز جستار ۳ حداقل (۳۹ . ۲) رابطه ی از

|ψ۱⟩ = Ô|ψ⟩|−⟩ =

(√
۱۵
۱۶ |ξ⟩ −

√
۱
۱۶ |۱۰۱۱⟩

)
|−⟩ (۴۳ . ۲)

|ψ۲⟩ = D̂ψ|ψ۱⟩ =
( ۳

۱۶
√۱۵|ξ⟩+ ۱۱

۱۶ |۱۰۱۱⟩
)
|−⟩ (۴۴ . ۲)

دوم: گام در

|ψ۳⟩ = Ô|ψ۲⟩ =
( ۳

۱۶
√۱۵|ξ⟩ − ۱۱

۱۶ |۱۰۱۱⟩
)
|−⟩ (۴۵ . ۲)

|ψ۴⟩ = D̂ψ|ψ۳⟩ =
( ۵

۶۴
√۱۵|ξ⟩+ ۶۱

۶۴ |۱۰۱۱⟩
)
|−⟩ (۴۶ . ۲)

سوم: گام در

|ψ۵⟩ = Ô|ψ۴⟩ =
( ۵

۶۴
√۱۵|ξ⟩ − ۶۱

۶۴ |۱۰۱۱⟩
)
|−⟩ (۴۷ . ۲)

|ψ۶⟩ = D̂ψ|ψ۵⟩ =
(
−۱۳
۲۵۶
√۱۵|ξ⟩+ ۲۵۱

۲۵۶ |۱۰۱۱⟩
)
|−⟩ (۴۸ . ۲)

جستجو مورد حالت به P = |۲۵۱
۲۵۶ |

۲ ≃ ۰�۹۶ احتمال با جستار سه از بعد سيستم حالت اندازه گيری با بنابراين
. [۵۳] بود خواهد مشهود بسيار بزرگ های N حد در مربعی سرعت افزايش اين و يافت. خواهيم دست

مورد که حالتی در و کيوبيت ۴ برای گراور جستجوی کوانتومی مدار و رايانه ای شبيه سازی ۷ . ۲ شکل در
است. شده داده نمايش گام ۳ از بعد است ۱۱ عدد جستجو



۳۸ کوانتومی الگوريتم های .۲

http: عضو) ۱۶ با داده کيوبيتی(پايگاه ۴ حالت در گراور الگوريتم احتمال توزيع و کوانتومی مدار :۷ . ۲ شکل
//demonstrations.wolfram.com

http://demonstrations.wolfram.com
http://demonstrations.wolfram.com


٣ فصل

کوانتومی ولگشت جستجوی الگوريتم

گسسته ولگشت مبنای بر جستجو ۱ . ۳

با نامرتب داده ی پايگاه ميان در را خاص هدف يک تا است قادر گراور الگوريتم که ديديم قبل بخش های در
الگوريتم اين در استفاده مورد اصلی تکنيک کند. جستجو کلاسيکی الگوريتم های به نسبت مربعی سرعت افزايش
سرعت حتی مواردی در و نيست مسائل همه  تحليل به قادر گراور الگوريتم اما . است[۵۴] ” ۱ دامنه ”تقويت
”جستجوی عنوان تحت خود مقاله ی در ۲ بنيوف مثال عنوان به ، دارد کلاسيکی الگوريتم های به نسبت کندتری
فضايی ناحيه ی يکه يافتن منظور به جستجو مسئله ی در که است داده نشان ،( [۵۵]) کوانتومی” روبات با مکان
مستقيم اعمال می دهيم، انجام را n×√n√جستجو ابعاد با دوبعدی شبکه ی يک در که هنگامی فضا، در مشخص
ولگشت های ندارد. بر در را الگوريتم روند در بهبودی گونه هيچ  کلاسيکی مسئله ی با قياس در گراور الگوريتم
همچنين .( [۵۷] و [۵۶] ، [۱۱] ) است شده اعمال کوانتومی الگوريتم چندين به موفقيت آميز طور به کوانتومی
مشخص، راس يک يافتن منظور به گسسته، کوانتومی ولگشت بوسيله ی ، انتزاعی”۳ جستجوی ”الگوريتم يک
است شده پيشنهاد استاندارد، ولگشت سکه ی عملگر در اصلاحيه يک انجام با دلخواه، و منتظم گراف هر روی

. [۹]
کوانتومی ولگشت مبنای بر کوانتومی جستجوی الگوريتم از نسخه ای همکارانش، و ۴ شن وی بار نخستين
SKW ۵ مخفف عبارت با را الگوريتم اين پس اين از . [۱۰] دادند ارائه بعدی n ابرمکعب يک روی سکه ای
نشان دار اوراکل يک توسط (که مشخص راس چند) (يا يک يافتن منظور به شده ارائه الگوريتم شناخت. خواهيم
مشابه نشان دار راس يافتن برای اوراکل فراخوانی تعداد و است شده طراحی مکعبی شبکه ی يک در شده اند)،
که شرايطی در که، است اهميت داری جهت اين از SKW الگوريتم شباهت، اين عليرغم است. گراور الگوريتم

۱Amplitude Amplification
۲Beniof
۳abstract search algorithm
۴Shenvi
۵Shenvi,Kempe and Whaley



۴۰ کوانتومی ولگشت جستجوی الگوريتم .۳

سه بعدی مکعب روی داده پايگاه يک نگاشت نحوه ی :۱ . ۳ شکل

گراور الگوريتم در عملگر اين (زيرا ندارد وجود گراور الگوريتم در ۶ انتشار عملگر کارآمد پياده سازی امکان
با آن پياده سازی امکان و است n× n بعد دارای عملگر اين SKW الگوريتم در است)، ۲n × ۲n ابعاد دارای

پرداخت. خواهيم الگوريتم اين کامل توصيف به زير بخش در . [۵۸] است فراهم بيشتری سهولت

مکعب ابر يک روی بر جستجو ۲ . ۳

کوانتومی الگوريتم های طراحی در گسسته ولگشت از استفاده مزايای مهمترين از يکی که گفتيم قبل بخش های در
پياده سازی کارآمد صورت به کوانتومی، مدارهای و گيت ها از مجموعه ای کمک به را آن می توان که، است اين
جستجوی الگوريتم کرد. آسانتر را مسائل تحليل بنابراين و کنيد)، مراجعه [۵۹] مرجع به نمونه عنوان (به نمود
در جستجو برای مناسب الگوريتم يک و است ابرمکعب۷ يک روی گسسته، کوانتومی ولگشت مبنای بر SKW
تعداد و می شود انجام بعدی n ابرمکعب يک روی بر ولگشت الگوريتم اين در می باشد. نامرتب داده ی پايگاه
را راس هر و می دهيم قرار مکعب ابر رئوس روی بر را مشخص داده N است. N = ۲n مسئله داده های
وزن اختلاف که هستند متصل بهم صورتی در فقط y و x راس دو می دهيم. نمايش بيتی n رشته ی يک بوسيله ی
ابرمکعب شبکه ی روی داده ها نگاشت نحوه ی ۱ . ۳ شکل در . |x⃗− y⃗| = ۱ يعنی باشد، يک آن ها همينگ۸
بر نيز يال ها و می شوند داده نشان مولفه ای سه بيتی رشته های با رئوس است. شده داده نمايش بعد d = ۳ در
کيوبيتی n رشته ی برای شده اند. برچسب گذاری برسيم، مجاور راس به تا شود ۹ وارو بايد بيت کدام اينکه اساس

۶Diffusion
۷Hypercube
۸Hamming weight
۹flip



۴۱ مکعب ابر يک روی بر جستجو .۲ . ۳

: [۶۰] می شود تعريف زير صورت به همينگ وزن x⃗ = (۰۰۱۰۰ · · · ۱۰)

|x⃗| =
n∑
i=۱

xi (۱ . ۳)

و می شود انجام بعدی n سکه ی با ولگشت است، متصل يال n به راس هر و است متقارن مکعب ابر آنجائيکه از
حالت d که، می شوند تعريف |d, x⃗⟩ و H = Hn ⊗H۲n صورت به ترتيب به سيستم حالت و هيلبرت فضای
نگاشت |d, x⃗ ⊕ e⃗d⟩ حالت به را |d, x⃗⟩ حالت شرطی۱۰ جابه جايی عملگر همچنين می کند. مشخص را سکه
به جز است صفر آن مولفه های تمام که (برداری است ابرمکعب پايه ی بردار امين d دهنده ی نشان e⃗d که می کند،

: می شود[۶۱] تعريف زير صورت به يکانی جابه جايی عملگر اين بنابر آن). ام d مولفه ی

S =
n−۱∑
d,x⃗
d=۰

|d, x⃗⊕ e⃗d⟩ ⟨d, x⃗| (۲ . ۳)

يال راستای در ذره آنگاه باشد داشته را d مقدار سکه حالت و باشد x⃗ مکان در ولگرد اگر می گويد رابطه اين
بايد يکانی تحول تحقق برای می ماند. باقی تغيير بدون همچنان سکه حالت ولی می شود منتقل مجاور راس به d
می گيرد قرار استفاده مورد سکه عملگر يک تنها استاندارد، کوانتومی ولگشت در شود. انتخاب نيز سکه عملگر
بنابراين نمی کند)، تغيير ديگر راس به راس يک از سکه عملگر (يعنی می شود اعمال گراف رئوس همه ی به که

نوشت: زير جدايی پذير صورت به را سکه عملگر ميتوان

C = C۰ ⊗ I (۳ . ۳)

موقعيت فضای در ذره حالت به خودش، حالت فضای روی سکه عملگر اثر استاندارد) (ولگشت مورد اين در
(۳ . ۳) رابطه ی صورت به را سکه عملگر اگر است. مکان از مستقل سکه عملگر ديگر، عبارت به ندارد، بستگی
عملگر ويژه حالت های تانسوری ضرب صورت به می توان را U تحول عملگر ويژه حالت های آنگاه بنويسيم،
مناسب سکه ی عملگر انتخاب . نوشت[۶۲] ( k⃗ بيتی n (رشته ی ابرمکعب فوريه ی مد و سکه فضای در Ck⃗
هدف راس به منتهی يال های تمام داريم تمايل اينکه به توجه با است، الگوريتم پيشبرد در زيادی اهميت حائز
بايد d مقادير تمام برای |d, x⃗⟩ کنونی حالت همان در ولگرد ماندن احتمال بنابراين شوند، گرفته نظر در هم ارزش
تنها باشد. يکسان بايد |d′, x⃗⟩ حالت به |d, x⃗⟩ حالت از انتقال دامنه ی d′ ̸= d تمام برای همچنين باشد، يکسان
مناسب انتخاب يک ميان اين .در I,−I,G,−G : از عبارتند می کنند ارضا را شرايط اين که يکانی ماتريس های
بواسطه ی احتمال دامنه های انتخاب، اين با و است حقيقی يکانی عملگر يک که است گراور۱۱ سکه ی کارآمد، و

می شود: تعريف زير صورت به عملگر اين . [۶۳] می يابند انتشار ممکن آهنگ بيشينه با کوانتومی گشت

C۰ = G = −In + ۲|sc⟩⟨sc| (۴ . ۳)

۱۰shift operator (propagator)
۱۱Grover diffusion operator
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n = ۳ حالت ازای به بعدی يک ولگشت به مکعب ابر روی بر ولگشت نگاشت نحوه ی :۲ . ۳ شکل

ماتريسی: شکل به يا

G =


۲
n
− ۱ · · · ۲

n

... . . . ...
۲
n

· · · ۲
n
− ۱

 (۵ . ۳)

آن در که

|sc⟩ = ۱√
n

n∑
d=۱
|d⟩ (۶ . ۳)

کلاسيکی ولگشت . ∑n
d=۱ |d⟩ ⟨d| = In و است سکه فضای در ممکن حالات تمام از مساوی برهم نهی

می توانند يکسان همينگ وزن با رئوس تمام کنيم، آغاز ۰⃗ راس از اگر مثلا است، بزرگی تقارن دارای ابرمکعب روی
همينگ وزن با رئوس ساير برای جايگشت اين باشد، ولگشت اصلاح به نياز آنکه بدون شوند، جابه جا هم با
ولگشت احتمال توزيع در يکسان همينگ وزن با رئوس تمام که می کند ايجاب تقارن اين می کند. صدق هم يکسان
و کنيم جمع۱۲ راس يک در را يکسان همينگ وزن با رئوس می توان بنابراين باشند، يکسان وزن دارای کلاسيکی،
تقليل نحوه ی ۲ . ۳ شکل . دهيم[۶۴] تقليل خط روی متعادل ولگشت يک به را ابرمکعب روی تصادفی ولگشت
ولگشت بعدی n ابرمکعب کلی حالت برای می دهد. نشان را خط روی ولگشت به بعدی سه مکعب روی ولگشت
pi,i+۱ =

d− i
d

با برابر i+ ۱ راس به i راس از انتقال احتمال ميابد. کاهش نقطه n+ ۱ با خطی گراف يک به

است اهميت دارای آنجايی از سکه عملگر انتخاب می باشد. pi+۱,i =
i+ ۱
d

صورت به معکوس راستای در و
بيشترين و بودن يکانی بر علاوه گراور سکه ی کنيم. حفظ نيز کوانتومی مورد برای را تقارن اين می خواهيم ما که
ستون ها و سطر همزمان جايگشت به نسبت گراور سکه ی می کند. حفظ نيز را جايگشتی تقارن انتشارگری،
با سکه، توسط حرکت راستای تغيير عدم احتمال که معنی بدان نيست، متوازن۱۳ سکه ی يک همچنين ناورداست،
منظور به . ( |Cij|۲ = ۱/d داريم: بعدی d متوازن سکه ی (برای . [۶۴] نيست برابر سکه راستای تغيير احتمال

۱۲comulate
۱۳Balance
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منظور بدين کنيم. بررسی را (U = S · (C۰ ⊗ I)) تحول عملگر طيف تا داريم نياز ولگشت، ديناميک تحليل
نوشت: زير صورت به را گام t از بعد سيستم عمومی حالت می توان

|ψ (t)⟩ =
n∑
d=۱

۲n−۱∑
x⃗=۰

ψd,x⃗ (t) |d, x⃗⟩ (۷ . ۳)

طرف از می کند. صدق ∑d,x⃗ |ψd,x⃗ (t)|
۲ = ۱ بهنجارش شرط در و است احتمال دامنه ی ψd,x⃗ (t) آن در که

: داريم ديگر

|ψ (t+ ۱)⟩ = U |ψ (t)⟩ = S. (G⊗ I) |ψ (t)⟩ =
n∑
d=۱

۲n−۱∑
x⃗=۰

ψd,x⃗ (t)S (G |d⟩ ⊗ |x⃗⟩)

=
n∑
d=۱

۲n−۱∑
x⃗=۰

ψd,x⃗ (t)S

(∑
d′

Gdd′ |d′⟩ ⊗ |x⃗⟩

)

=
∑
d,d′

∑
x⃗

ψd,x⃗ (t)Gdd′ |d′⟩ |x⃗⊕ e⃗d′⟩

=
∑
d,d′

∑
x⃗

ψd,x⃗⊕e⃗d′ (t)Gdd′ |d′⟩ |x⃗⟩ (۸ . ۳)

داريم: يعنی

ψd,x⃗ (t+ ۱) =
∑
d

Gdd′ψd,x⃗⊕e⃗d′ (t) (۹ . ۳)

ولگشت در جابه جايی عملگر قطری سازی در ما تجربه ی ولی است، دشوار بسيار معادله اين حل کلی حالت در
کنيم. استفاده عملگر اين قطری سازی برای فوريه، تبديل کارآمد روش همان از تا می دارد برآن را ما خط، روی

است: زير صورت به مکان فضای روی گسسته فوريه تبديل محاسباتی، پايه های در

∣∣∣⃗k⟩ =
۱√۲n

۲n−۱∑
x⃗=۰⃗

(−۱)k⃗·x⃗ |x⃗⟩ (۱۰ . ۳)

می باشد: زير صورت به سيستم تحول پايه ها اين در فوريه اند. پايه های
{∣∣∣k⃗⟩ ; ۰ ≤ k⃗ ≤ ۲n − ۱

}
که

|ψ(t)⟩ =
n∑
d=۱

∑
k⃗

ψ̃d,⃗k(t)
∣∣∣d, k⃗⟩ (۱۱ . ۳)

آن در که

ψ̃d,⃗k(t) =
۱√۲n

۲n−۱∑
x⃗=۰⃗

(−۱)k⃗·x⃗ψd,x⃗(t) (۱۲ . ۳)

آن دامنه ی يافته ی فوريه تبديل صورت به فوريه، پايه های در حالت يک احتمال دامنه ی می دهد نشان روابط اين
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می پردازيم: فضا اين در جابه جايی عملگر اثر بررسی به حال است. محاسباتی پايه های در حالت

S
∣∣∣d, k⃗⟩ =

۱√۲n
۲n−۱∑
x⃗=۰⃗

(−۱)k⃗·x⃗S |d, x⃗⟩

=
۱√۲n

۲n−۱∑
x⃗=۰⃗

(−۱)k⃗·x⃗ |d, x⃗⊕ e⃗d⟩

=
۱√۲n

۲n−۱∑
x⃗=۰⃗

(−۱)k⃗·(x⃗⊕e⃗d) |d, x⃗⟩ (۱۳ . ۳)

يعنی:

S
∣∣∣d, k⃗⟩ = (−۱)k⃗·e⃗d

∣∣∣d, k⃗⟩ (۱۴ . ۳)

است: شده توجه نکته دو به روابط اين نوشتن در

.۱

e⃗d ⊕ e⃗d = (۰, ۰, · · · , ۱, ۰, · · ·)⊕ (۰, ۰, · · · , ۱, ۰, · · ·) = ۰⃗

.۲

k⃗ · e⃗d = kd =

 ۰
۱

مومنتوم فضای در عملگر اين ديگر عبارت به است، S عملگر ويژه حالت |d, k⃗⟩ که می گويد (۱۴ . ۳) رابطه ی
دارد. قطری شکل

داريم: می پردازيم. تحول عملگر قطری سازی به حال

U
∣∣∣d′, k⃗⟩ = S

[(∑
d

Gdd′ |d⟩

)
⊗
∣∣∣k⃗⟩]

=
∑
d

(−۱)kdGdd′

∣∣∣d, k⃗⟩ (۱۵ . ۳)

داشت: خواهيم نتيجه ⟩در
d, k⃗ |U | d′, k⃗′

⟩
= (−۱)kdδkk′δdd′ (۱۶ . ۳)

می کنيم استفاده زير تعريف از

G̃dd′ = (−۱)kdGdd′ (۱۷ . ۳)
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است: زير صورت به عملگر اين ماتريسی شکل کنيم. قطری را G̃ عملگر است کافی فقط پس

G̃ =


(−۱)k۱ ( ۲

n
− ۱) · · · (−۱)k۱ ( ۲

n

)
... . . . ...

(−۱)kn ( ۲
n

)
· · · (−۱)kn ( ۲

n
− ۱)

 (۱۸ . ۳)

با سطرها(ستون ها) که کرد مرتب طوری را ماتريس می توان دارد، جايگشتی تقارن گراور ماتريس آنجائيکه از
زير شکل به بلوکی ماتريس يک نتيجه شوند. جابه جا (راست) پايين به ki = ۱ با و (چپ) بالا به ki = ۰

بود خواهد



۲
n
− ۱ ۲

n
· · · · · · · · · ۲

n

... . . . · · · · · · · · · ...
۲
n

· · · ۲
n
− ۱ ۲

n
· · · ۲

n

−۲
n
· · · · · · −۲

n
+ ۱ −۲

n
· · ·

... · · · · · · · · · . . . ...

−۲
n
· · · · · · · · · · · · −۲

n
+ ۱



(۱۹ . ۳)

و راست) (بالا ۲ بلوک ترتيب همين به است، بعدی (n − k) × (n− k) بلوک يک چپ) (بالا ۱ بلوک
گراور ماتريس روی از ماتريس اين است. k× k راست) (پايين ۴ بلوک و بعدی k× (n− k) چپ) ۳(پايين
بنابراين يافته اند. علامت تغيير هستند ۱ برابر که k⃗ از مولفه هايی با متناظر سطرهای که، آمد دست به صورت بدين
در را ۰ < k < n همينگ وزن با k⃗ بردار داده اند. علامت تغيير G ماتريس با قياس در G̃ ماتريس از سطر k
ويژه مقادير با متناظر ويژه بردارهای يافتن برای است. ۰ عضو n− k و ۱ عضو k دارای بردار اين بگيريد. نظر
به مربوط اول زيرفضای می گيريم، نظر در هيلبرت فضای دو مجموع صورت به را سيستم کلی هيلبرت ۱±فضای
می کنيم يادآوری داده اند. علامت تغيير که سطرهايی به مربوط دوم زيرفضای نداده اند، علامت تغيير که سطرهايی
ويژه کت های آوردن بدست برای . (۱ نرم با مختلط (عدد هستند خالص فاز يکانی عملگرهای ويژه مقادير که
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است: زير ماتريسی صورت به که کنيم، حل را (G̃− I)|α⟩ = ۰ معادله بايد ۱ ويژه مقدار با متناظر



۲
n
− ۲ ۲

n
· · · · · · · · · ۲

n

... . . . · · · · · · · · · ...
۲
n

· · · ۲
n
− ۲ ۲

n
· · · ۲

n

−۲
n
· · · · · · −۲

n
· · · · · ·

... · · · · · · · · · . . . ...

−۲
n
· · · · · · · · · · · · −۲

n



(۲۰ . ۳)

: می باشد[۱۴] زير صورت به معادله اين جواب کلی حالت در

|α⟩ = ۱√۲ (۰, · · · , ۰ |۱,−۱, ۰, · · · ۰) (۲۱ . ۳)

k − ۱ است. ۰ مولفه های دارای شده اند داده علامت تغيير سطرهای با متناظر که مکان دو در جز به |α⟩ بردار
ذکر مکان دو آن در که يافت ميتوان بردار n − k − ۱ تعداد طريق همين به يافت. می توان شرايط اين با بردار
ميتوان ويژه بردار (k − ۱) + (n− k − ۱) تعداد به مجموع در نداده اند. علامت تغيير سطرهای با متناظر شده
يک اگر می کنيم: عمل زير صورت به هستند غيرحقيقی ويژه مقادير دارای که باقی مانده دوتای يافتن برای يافت.
با بردار آنگاه باشد ناوردا سطرها تمام برای سطر يک روی عناصر مجموع که باشد خاصيت اين دارای ماتريس
بلوک می باشد، خاصيت اين دارای بلوک دو در G̃ ماتريس در است. ۱ ويژه مقدار با ويژه بردار ۱ برابر مولفه های
زير صورت به بايد ويژه بردار کلی شکل بنابراين باقی مانده، سطر k شامل دوم بلوک و سطر n − k شامل اول

باشد

|α⟩ =

 n−k︷ ︸︸ ︷
a, . . . , a

∣∣∣∣∣∣
k︷ ︸︸ ︷

b, . . . , b

 (۲۲ . ۳)

باشد، eiωk صورت به مربوطه ويژه مقدار کنيد فرض می گيريم. نظر در b = ۱ مسئله کليت از شدن کم بدون
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کنيم حل را زير ماتريسی معادله ی بايد پس
(۲۳ . ۳)

۲
n
− ۱− eiωk

۲
n

· · · · · · · · · ۲
n

... . . . · · · · · · · · · ...
۲
n

· · · ۲
n
− ۱− eiωk

۲
n

· · · ۲
n

−۲
n

· · · · · · −۲
n
+ ۱− eiωk −۲

n
· · ·

... · · · · · · · · · . . . ...

−۲
n

· · · · · · · · · · · · −۲
n
+ ۱− eiωk





a

...
a

· · ·

b

...
b



= ۰

داريم k > n/۲ فرض با

(G̃− eiωkI)|α⟩ = ۰ (۲۴ . ۳)

داريم اول بلوک ۲)برای
n
− ۱
)
a+ (n− k − ۱)

(۲
n

)
a+

(۲
n

)
(۱) k = aeiωk (۲۵ . ۳)

می دهد )نتيجه
۱− ۲k

n
− eiωk

)
a+

۲k
n

= ۰ (۲۶ . ۳)

داريم نيز دوم بلوک )برای
−۲
n

)
(n− k) a+

(
−۲
n
+ ۱
)
+

(
−۲
n

)
(k − ۱) = eiωk (۲۷ . ۳)

می دهد نتيجه که

− ۲a
(

۱− k

n

)
+ ۱− ۲k

n
− eiωk = ۰ (۲۸ . ۳)

می آيد بدست (۲۸ . ۳) و (۲۶ . ۳) معادلات همزمان حل با
a = ±i

√
k/n√

۱−(k/n)

e±iωk = ۱− ۲k
n
∓ ۲i

√
k
n
(۱− (k/n))

(۲۹ . ۳)
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آن در که
cos(ωk) = ۱− ۲k

n

sin(ωk) =
۲
n

√
k(n− k)

(۳۰ . ۳)

می باشد: زير صورت به مربوطه بهنجار ويژه کت های نتيجه در

|α⟩ = ۱√۲



a

...
· · ·

b

...


=

۱√۲



∓ i√
n−k
...
· · ·

۱√
k

...


=

۱√۲
n∑
d=۱

(
kd√
k
∓ i ۱− kd√

n− k

)
|d⟩ (۳۱ . ۳)

باشد) داده علامت تغيير ام d (سطر kd = ۱ و باشد) نداده علامت تغيير ام d (سطر kd = ۰ رابطه اين در
صورت به می توان را تحول عملگر بهنجار ويژه بردارهای ، (۱۰ . ۳) رابطه ی با رابطه اين ترکيب با باشد. می تواند

نوشت: زير

|v⃗k⟩, |v⃗k⟩∗ =
∑
x⃗,d

(−۱)k⃗·x⃗ ۲−n
۲

√۲ |d, x⃗⟩ ×


۱/
√
k kd = ۱

∓i/
√
n− k kd = ۰

(۳۲ . ۳)

اوليه ی حالت که باشيد داشته توجه

|ψ۰⟩ = |sc⟩ ⊗ |ss⟩ (۳۳ . ۳)

پيوست است(ر.ک ۱ ويژه مقدار با U عملگر ويژه حالت است، راس ۲n تمام از مساوی برهم نهی |ss⟩ آن در که
به جستجو يک انجام برای بنابراين می کند. رها تغيير بدون آنرا اوليه حالت روی تحول عملگر اثر بنابراين آ  . ۲).
جستجوی الگوريتم در کنيم. اعمال يکانی تحول عملگر در کوچک اختلال يک بايد ، کوانتومی ولگشت کمک
راس، يک کردن نشان دار برای اينجا در ولی می کند، نشان دار را جستجو مورد آيتم که داريم اوراکل يک استاندارد
مورد راس ترتيب بدين می کنيم. اعمال رئوس ساير به را C۰ سکه ی و جستجو مورد راس به را C۱ سکه ی

می شود. گفته ۱۴ نشان زن سکه ی اصطلاحا C۱ سکه ی به می شود. تفکيک قابل رئوس ساير از جستجو
نشان دار راس همواره که شوند برچسب گذاری طوری می توانند رئوس ابرمکعب، در تقارن وجود دليل به
محل پس است. ۰⃗ جستجو مورد راس می کنيم فرض همواره مسئله کليت از شدن کم بدون پس باشد، x⃗tg = ۰⃗
وابستگی نشان دهنده ی که سکه عملگر در اختلال نتيجه است.در اهميت فاقد جستجو مورد راس اين قرارگيری

می شود: توصيف زير صورت به است جديد عملگر در مکانی

C ′ = C۰ ⊗ (I۲n − |x⃗tg⟩ ⟨x⃗tg|) + C۱ ⊗ |x⃗tg⟩ ⟨x⃗tg| (۳۴ . ۳)
۱۴marking coin
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باشيد داشته توجه شود. اعمال هدف راس به جز رئوس تمام به C۰ سکه ی يعنی اول جمله ی عبارت، اين در که
نوشت. C ⊗ I جدايی پذير صورت به آنرا نمی توان ديگر و است ذره مکان به مشروط سکه عملگر اينجا در که
می کنيم. انتخاب C۱ = −I ما تحليل در سادگی برای ولی باشد، می تواند n× n يکانی عملگر هر C۱ سکه ی
به می توان را شده مختل سکه ی پس دارند. مشابه نتايج مختلف انتخاب های می دهد نشان عددی محاسبات

نوشت: زير صورت

C ′ = C۰ ⊗ I۲n + (C۱ − C۰)⊗ |⃗۰⟩⟨⃗۰| (۳۵ . ۳)

هنگامی کلی تر، حالت در است. ۱۵ راس کننده ی ثبت به وابسته آن اثر و است يکانی ترکيب يک (۳۵ . ۳) سکه ی
صورت به ( di مرتبه ی (با vi راس محل در شده مختل سکه ی عملگر هستيم، راس يک از بيش يافتن دنبال به که

: [۶۵] بود خواهد زير

(C ′
i)mn =

−δmn + ۲/di vi /∈M

−δmn vi ∈M
(۳۶ . ۳)

عملگر توصيفات اين با هستند. هدف رئوس مجموعه ی دهنده ی نمايش M و است. m,n = ۱, · · · , di که
می شود: زير صورت به شده مختل يکانی تحول

U ′ = S · C ′ = S · (G⊗ I۲n)− S · (G+ I۲n)⊗ |⃗۰⟩⟨⃗۰| (۳۷ . ۳)

می شود: زير شکل به فوق رابطه ی پس G|sc⟩ = |sc⟩ نيز و G = −In + ۲|sc⟩⟨sc| که می دانيم طرفی از

U ′ = U − ۲S(|sc⟩⟨sc| ⊗ |⃗۰⟩⟨⃗۰|) = U(I − ۲|sc⟩⟨sc| ⊗ |⃗۰⟩⟨⃗۰|) = UR (۳۸ . ۳)

اين در خلاصه طور به شد. خواهد کوانتومی ولگشت جستجوی الگوريتم تعريف به منجر اختلال اين اثر تحليل
فضا کل در يکنواخت توزيع يک از که ذره ای تا می شود فراهم شرايطی کوچک اختلال يک اعمال با الگوريتم
است استاندارد ولگشت خلاف بر روند اين شود. همگرا جستجو مورد راس به نهايت در می کند زدن گام به شروع
تبديل دو شامل الگوريتم می يابد. انتشار فضا سرتاسر در و می کند حرکت به شروع نقطه يک از ذره آن در که

: می کند[۹] برآورده را زير شرايط و است |ψgood⟩ و |ψ۰⟩ حالت دو و U و R يکانی

R = I − ۲|ψgood⟩⟨ψgood| =⇒ R|ψgood⟩ = −|ψgood⟩ •

ندارد وجود ۱ ويژه مقدار با ديگری ويژه بردار هيچ و U |ψ۰⟩ = |ψ۰⟩ •

است حقيقی يکانی ماتريس يک U •

داريم: اينجا در

|ψgood⟩ = |sc⟩ ⊗ |⃗۰⟩ (۳۹ . ۳)
۱۵node register
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بدست برای باشد. داشته |ψgood⟩ با را ۱۶ فيدليتی بيشترين U ′tf |ψ۰⟩ که نحوی به است tf يافتن الگوريتم هدف
ولی نيست ساده ای کار غالبا عملگر يک طيف آوردن بدست کنيم. استفاده U ′ طيفی تجزيه ی از بايد tf آوردن
برای آورد. بدست نيز را U ′ تقريبی طيف می توان آن کمک به است شده شناخته ما برای U طيف که آنجايی از
عملگر است. تقليل قابل خط روی ولگشت به ابرمکعب روی شده مختل ولگشت می دهيم نشان ابتدا کار سهولت
را ام j و ام i بيت دو جای موقعيت، و سکه به مربوط فضای دو هر در که می کنيم معرفی را Pij جايگشتی
x⃗ بيتی رشته ی در j و i بيت دو جای که است صورت بدين |d, x⃗⟩ حالت روی عملگر اين اثر می کند. تعويض
ابرمکعب روی ولگشت که آنجايی از می شوند. جابه جا نيز d = j و d = i راستاهای همچنين و می شود عوض
ميدهيم نشان است. [U, Pij] = ۰ آشکار طور به هستند هم ارزش راستاها تمام و است جايگشتی تقارن دارای

Pij|ψ۰⟩ = |ψ۰⟩ نيز و است [U ′, Pij] = ۰ که ( آ  . ۷ پيوست (ر.ک
[U ′, Pij] = ۰ که آنجايی از و است +۱ ويژه مقدار با جايگشتی عملگر ويژه حالت اوليه حالت بنابراين
تحول عملگر اينکه يعنی بود. خواهد ۱ ويژه مقدار با جايگشتی عملگر ويژه حالت نيز |ψt⟩ ديگر حالت هر است،
ناوردا بيت ها تعويض تحت که هستيم پايه هايی معرفی دنبال به حال می کند. حفظ را اوليه حالت تقارن اختلالی
قابل زير شکل به Hinv ⊂ H فضای زير در پايه ها اين دهيم، تقليل پايين تر ابعاد به را ولگشت بتوانيم و باشند

هستند: دستيابی
فضای در مثالی عنوان به بگيريد، نظر در را H هيلبرت فضای در محاسباتی پايه های در داخواه بردار يک
حالت اين روی را بيت تعويض ممکن جايگشت ها تمام حال کنيد، فرض را |۱⟩|۱۰۰⟩ حالت بردار بعدی، سه

زير شکل به می کنيم، اعمال مفروض
|۱⟩|۱۰۰⟩
|۲⟩|۰۱۰⟩
|۳⟩|۰۰۱⟩

(۴۰ . ۳)

مثلا: می کنيم، تعريف بردار سه اين خطی برهم نهی از دلخواه بردار يک حالا

|L, ۱⟩ = ۱√۳ (|۱⟩ |۱۰۰⟩+ |۲⟩ |۰۱۰⟩+ |۳⟩ |۰۰۱⟩) (۴۱ . ۳)

انجام را کار همين و می کنيم انتخاب فضا اين در ديگری بردار حالا است. ناوردا Pij تاثير تحت وضوح به که
بود. خواهد کلی فضای از فضايی زير در ناوردا مجموعه ی يک نتيجه می دهيم،

: [۱۰] هستند تعريف قابل زير صورت به ناوردا پايه ی ۲n اين ابرمکعب روی ولگشت مورد در

|R, x⟩ = ۱√
(n− x)

(
n
x

) ∑
|x⃗|=x

∑
xd=۰
|d, x⃗⟩ (۴۲ . ۳)

|L, x⟩ = ۱√
x
(
n
x

) ∑
|x⃗|=x

∑
xd=۱
|d, x⃗⟩ (۴۳ . ۳)

۱۶Fidelity
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بهنجار متعامد مجموعه ی و است بيتی رشته ی همينگ وزن دهنده ی نشان ۰ ⩽ |x⃗| ⩽ n رابطه اين در
توجه بهنجارش ضرايب نوشتن در می دهند. تشکيل را S ′ = {|R, ۰⟩, |L, ۱⟩, · · · , |R, n − ۱⟩, |L, n⟩}
دارد. ۰ مولفه ی n− x و ۱ مولفه تا x يعنی است، x آن همينگ وزن که داريد x⃗ بيتی n رشته ی يک که، کنيد
باشد، xd = ۰ که داريم ديگری شرط ديگر طرف از داد. جای رشته اين در را ها ۱ اين می شود طريق (n

x

) به
دارای که دارم حالت (n− x)

(
n
x

) تعداد کل در پس می کند، برآورده را شرط اين که دارد وجود حالت n− x
مجموعه ی می آيد. بدست نيز ديگر بهنجارش ضريب طريق همين به دارند. xd = ۰ نيز و هستند x همينگ وزن

است: زير خواص دارای S ′

هستند واحد بردارهای .۱

هستند ناوردا بيت ها جايگشت تحت .۲

می کنند جاروب را ۱ ويژه مقدار با Pij از ويژه فضايی .۳

است ۲n ، Hinv فضای بعد می دهد نشان که است بهنجار متعامد مجموعه ی .۴

برآورده را مسئله شرايط که بودند گراور ماتريس در بلوک دو دهنده ی نمايش xd = ۰, ۱ که بياوريد بياد
می نمودند.

جستجو مورد راس باشيد داشته دقت بنويسيم. جديد پايه ها ی اين در را موجود عملگرهای شکل بايد حال
می شود: زير صورت به جديد پايه های در x⃗ = ۰⃗ همان که

|sc⟩ ⊗ |⃗۰⟩ = ۱√
n

∑
d

|d, ۰⃗⟩ = |R, ۰⟩ (۴۴ . ۳)

:( آ  . ۸ پيوست ر.ک ) شد خواهد زير صورت به جابه جايی عملگر که داد نشان می توان

S =
n−۱∑
x=۰
|R, x⟩ ⟨L, x+ ۱|+ |L, x+ ۱⟩ ⟨R, x| (۴۵ . ۳)

رخ نقطه n+ ۱ با بعدی يک شبکه ی يک در کوانتومی ولگشت که می دهد نشان جابه جايی عملگر فيزيکی تعبير
انتقال جهت دهنده ی نشان که است شده داده نمايش L و R با آن کايراليتی و n با ذره مکانی موقعيت که می دهد،

يعنی: حکمفرماست کشسان انعکاس x = n و x = ۰ نقاط يعنی مرزها روی در هستند.

S|R, ۰⟩ = |L, ۱⟩

S|L, n⟩ = |R, n− ۱⟩ (۴۶ . ۳)

:( آ  . ۹ پيوست (ر.ک نوشت زير شکل به می توان را سکه  عملگر جديد پايه های در

C۰ = G =
n∑
x=۰

cosωx sinωx

sinωx − cosωx

⊗ |x⟩ ⟨x| (۴۷ . ۳)
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. sinωx = (۲/n)
√
x(n− x) و cosωx = ۱− ۲x/n که

فضای روی دوم قسمت و می شود، جاروب {|R⟩, |L⟩} توسط که می کند اثر فضايی روی اول قسمت
هست. ذره موقعيت به وابسته سکه اين که کنيد توجه می کند. اثر {|۰⟩, · · · , |n⟩} نقاط يعنی موقعيت

خط) روی ولگشت به يافته (تقليل شده مختل کوانتومی ولگشت روی سکه عملگر اثر می گويد: رابطه اين
ولگشت از متفاوت اين و می کند تغيير زاويه اين ذره مکان به وابسته که است، ωx اندازه ی به دوران صورت به

است. خط روی استاندارد
داريم: طرفی از

|R, ۰⟩ = ۱√
n

∑
|d⟩ ⊗ |۰⟩ = |sc⟩ ⊗ |۰⟩ (۴۸ . ۳)

بنويسيم: می توانيم (۳۵ . ۳) رابطه ی به توجه با و

C ′ = C۰ − ۲ (۲|sc⟩⟨sc| ⊗ |۰⟩⟨۰|)

= C۰ − ۲|R, ۰⟩⟨R, ۰| (۴۹ . ۳)

اثبات (برای نوشت می توان زير صورت به را مذکور پايه های در يکانی تحول عملگر داد نشان می توان همچنين
:( آ  . ۱۰ پيوست به ر.ک

U ′ = U − ۲ |L, ۱⟩ ⟨R, ۰| = U +∆U (۵۰ . ۳)

:( آ  . ۱۱ پيوست به (ر.ک نوشت زير شکل به می توان را اوليه حالت نيز و
(۵۱ . ۳)

|ψ۰⟩ =
۱√۲n

[
|R, ۰⟩+ |L, n⟩+

n−۱∑
x=۱

(√(
n− ۱
x− ۱

)
|L, x⟩+

√(
n− ۱
x

)
|R, x⟩

)]

زيرفضای در U ويژه بردارهای نمود، قطری را آنها می توان همزمان و جابه جا پذيرند Pij و U که گفتيم
همينگ وزن با ويژه بردارهای از مساوی برهم نهی يک بنابراين هستند. ناوردا بيت۱۷ چرخش تحت نيز کاهش يافته

: [۶۶] می کنيم تعريف بنابراين . است ناوردا بيت چرخش تحت که است ويژه برداری خود يکسان،

|ωk⟩ =
۱√(
n
k

) ∑
|k⃗|=k

∣∣vk⃗⟩ (۵۲ . ۳)

است. يافته کاهش متقارن فضای در eiωk ويژه مقدار با U ويژه بردار که
و ويژه مقادير بنابراين می شوند، داده نمايش حقيقی يکانی ماتريس های با U ′ و U عملگر دو هر آنجائيکه از

. [۹] می شوند ظاهر مختلط مزدوج زوج های صورت به آنها ويژه بردارهای
نظر در واحد شعاع به دايره يک از قسمتی را A کمان است. U ′ طيف يافتن ما بعدی هدف توصيفات اين با

يعنی: است. ۱− ۲
۳nاز بزرگتر حقيقی قسمت و واحد اندازه ی با مختلط اعداد تمام شامل که بگيريد

A = {Z , |ReZ > ۱− ۲
۳n, |Z | = ۱} (۵۳ . ۳)
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نمايش ضربدر و U مقادير ويژه نشان دهنده ی دايره ، n = ۸ برای U ′ و U عددی طيفی تحليل :۳ . ۳ شکل
. می باشد[۱۰] U ′ ويژه مقادير

کمان اين که می دهيم نشان می دهد. نشان را U ′ و U ويژه مقادير طيف همراه Aبه هندسی نمايش ۳ . ۳ شکل
داده نشان زيرا است اهميت حائز بسيار ما برای ويژه مقدار دو اين است، U ′ از e±iω′۰ ويژه مقدار دو دقيقا شامل
می توان بنابراين نوشت، آن ها متناظر ويژه بردارهای از خطی ترکيب برحسب می توان را اوليه حالت که می شود

ديگر: عبارت به کرد. بررسی متناظر ويژه بردار دو اين مطالعه ی با را سيستم تحول
{e±iθ۱ , · · · , e±iθm} مزدوج زوج های صورت به آن، (±۱ (غير ويژه مقادير است يکانی و Uحقيقی ′ چون
هايی eiθ تمام مجموعه ی صورت به A کمان باشد، θmin = min(θ۱, · · · , θm) کنيد فرض می شوند، ظاهر
کمان اين در ويژه مقدار دو دقيقا U ′ آنگاه می کنند، برآورده را −θmin < θ < θmin شرط که می شود تعريف

دارد.

دارد. وجود A درون U ′ از ویژه مقدار دو حداکثر .۱ . ۲ . ۳ قضيه

نماييد. مراجعه آ  . ۱۲ پيوست به اثبات برای برهان.

دارد. وجود A درون U ′ از ویژه مقدار دو حداقل .۲ . ۲ . ۳ قضيه

آ  . ۱۳ پيوست در اثبات برهان.

دارند. وجود A کمان درون U ′ از ويژه مقدار دو دقيقا که می گيريم نتيجه ۲ . ۲ . ۳ و ۱ . ۲ . ۳ قضايای از
می شوند، ظاهر مختلط مزدوج زوج های صورت به U ′ ويژه مقادير و ويژه بردارها که نموديم اشاره قبلا
پس باشند، نظر مورد ويژه مقدار دو e±iω′۰ کنيد فرض باشند. مزدوج بايد کمان درون ويژه مقدار دو اينکه بويژه
می توان همواره باشد، eiω′۰ = e−iω

′۰ = ۱ (اگر می کنند صدق |ω′
۰⟩∗ = | −ω′

شرط⟨۰ در متناظر ويژه بردارهای
را | ± ω′

۰⟩ که داد خواهيم نشان حالا نمايند). برآورده را مذکور شرط که ساخت | ± ω′
۰⟩ از خطی ترکيب

نوشت. ( (آ  . ۴۸) (رابطه ی |ψ۱⟩ و |ψ۰⟩ از خطی ترکيب صورت به خوبی تقريب با می توان

۱۷bit-flip
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حالت و |ψ۰⟩ اولیه حالت از خطی ترکیب با ،١ نزدیک ویژه مقدار دو با متناظر ویژه بردار دو .۳ . ۲ . ۳ قضيه
مانند است، تقریب قابل خوبی به |ψ۱⟩

| ± ω′
۰⟩ ≃

۱√۲(|ψ۰⟩ ± i|ψ۱⟩) (۵۴ . ۳)

دقیق تر طور به

|ω′
۰⟩ =

√
p۰|ψ۰⟩+

√
p۱e

iη|ψ۱⟩+
√۱− p۰ − p۱|r۰⟩

| − ω′
۰⟩ =

√
p۰|ψ۰⟩+

√
p۱e

−iη|ψ۱⟩+
√۱− p۰ − p۱|r۰⟩∗ (۵۵ . ۳)

بهنجار بردار یک |r۰⟩ و p۱ = |⟨ω′
۰|ψ۱⟩|۲ = |⟨−ω′

۰|ψ۱⟩|۲ و p۰ = |⟨ω′
۰|ψ۰⟩|۲ = |⟨−ω′

۰|ψ۰⟩|۲ که
داریم: بعلاوه است. |ψ۱⟩ و |ψ۰⟩ بر عمود و

۱
۲ ≥ p۰ ≥

۱
۲ −

۳n
۲n+۱

۱
۲ ≥ p۱ ≥

۱
۲ −

۳n
۸c۲(n−۱

n/۲
) (۵۶ . ۳)

. |∆| = O

(
n(
n−۱
n/۲
)) که eiη = i+∆ و

آ  . ۱۴ پيوست در اثبات برهان.

نوشت: زير شکل به تقريبی طور به می توان را اوليه حالت که می گيريم نتيجه بنابراين

|ψ۰⟩ ≃
۱√۲ (|ω′

۰⟩+ | − ω′
۰⟩) (۵۷ . ۳)

می شود: متحول زير صورت به و

(U ′)t|ψ۰⟩ ≃
۱√۲
(
eitω

′۰|ω′
۰⟩+ e−itω

′۰| − ω′
۰⟩
)

(۵۸ . ۳)

کنيم. تعيين را ω′
۰ زاويه ی محدوده ی بايد مرحله اين در

زاویه ی با دروان یک معادل ( U ′ عملگر اثر با (متناظر کوانتومی ولگشت تحول از گام هر .۴ . ۲ . ۳ قضيه
دقیق تر طور به میشود. جاروب | ± ω′

۰⟩ بردارهای توسط که است فضایی در ۱/√۲n − ۱ تقریبی
β = O(n۳/۲/۲n) آن در که . −۱/(c√۲n − ۱)− β ≤ ω′

۰ ≤ −۱/(c√۲n − ۱) + β

آ  . ۱۵ پيوست در اثبات برهان.

کنيم: توصيف را الگوريتم کلی کارکرد که هستيم جايگاهی در اکنون
نظر در U ′t|ψ۰⟩ صورت به را جستار t از بعد سيستم حالت می کنيم، شروع |ψ۰⟩ اوليه ی حالت يک از

بسط: صورت به را اوليه حالت سپس می گيريم،

|ψ۰⟩ =
√
p۰ (|ω′

۰⟩+ | − ω′
۰⟩) + δ|r⟩ (۵۹ . ۳)
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| ± ω′
۰⟩ بر عمود و بهنجار اضافی بردار يک |r⟩ و است δ =

√۱− ۲p۰ = O(
√
n/۲n) که می نويسيم،

: بنابراين می باشد.

(U ′)t|ψ۰⟩ =
√
p۰
(
eiω

′۰t|ω′
۰⟩+ e−iω

′۰t| − ω′
۰⟩
)
+ δ|r′⟩

= ۲p۰ cosω
′
۰t|ψ۰⟩ − ۲√p۰p۱

(
sinω′

۰t+Re eiω
′۰t∆
)
|ψ۱⟩

+
√۱− p۰ − p۱

(
eiω

′۰t|r۰⟩+ e−iω
′۰t|r∗۰⟩

)
+ δ|r⟩

= cosω′
۰t|ψ۰⟩ − sinω′

۰t|ψ۱⟩+O

(
n۳/۴
√۲n

)
|r̃⟩ (۶۰ . ۳)

اعمال و |ψ۰⟩ اوليه حالت از شروع با نيست. عمود | ± ω′
۰⟩ بر لزوما که است ديگر بهنجار بردار يک |r̃⟩ که

رابطه ی کمک به سپس می دهيم. دوران |ψ۱⟩ حالت به تقريبا را |ψ۰⟩ حالت جستار، tf = π
۲|ω′۰|

تعداد به U ′

احتمال با را |x⃗target⟩ = |⃗۰⟩ زير شکل به می توان ۱+ ۱/(۲n) ≤ c۲ ≤ ۱+ ۲/n که واقعيت اين و (آ  . ۴۸)
کرد: استخراج بالا

p =
∑
d

|⟨d, ۰|ψ۱⟩|۲ = |⟨R, ۰|ψ۱⟩|۲ =
۱/۲
c۲

≥ ۱/۲
۱ + ۲/n =

۱
۲ −O(۱/n) (۶۱ . ۳)

داريم: می کنيم، استفاده ω′
۰ حد از n برحسب tf آوردن بدست برای نهايتا

tf =
πc

۲
√

۲n−۱
(

۱±O
(
n۳/۲
√۲n

))
(۶۲ . ۳)

بنابر ، ۱ + ۱/(۴n) ≤ c ≤ ۱ + ۱/n : داشت خواهيم شد، ذکر فوق در که c۲ به مربوط نامساوی کمک به و
داريم: اين

tf =
π

۲
√

۲n−۱
(

۱ +O

(۱
n

))
(۶۳ . ۳)

داشت: خواهيم ، آن) به صحيح عدد نزديکترين (يا tf = (π/۲)√۲n−۱ دهيم قرار اگر پس

− sinω′
۰tf = sin

π

۲
(

۱−O(۱
n
)

)
= ۱−O

( ۱
n۲

)
(۶۴ . ۳)

است: زير صورت به گام، tf از بعد |x⃗target⟩ يافتن در موفقيت احتمال بنابراين

psuccess =
۱
۲ −O(

۱
n
) (۶۵ . ۳)

تحول پريوديک ماهيت به توجه با کرد. کوچک دلخواه مقدار به را خطا احتمال می توان الگوريتم تکرار با و
اندازه گيری را سيستم حالت t > tf زمان در اگر که فهميد خواهيم ،( (۶۰ . ۳) (رابطه ی U ′ تاثير تحت سيستم
است چنين ما نهايی نتيجه ی می گيرد. خود به صعودی روند سپس و می يابد کاهش ابتدا موفقيت احتمال کنيم،



۵۶ کوانتومی ولگشت جستجوی الگوريتم .۳

۰⃗ جستجو مورد راس که هنگامی ، n = ۲ حالت در ابرمکعب، روی بر جستجو الگوريتم شبيه سازی :۴ . ۳ شکل
. [۵۸] می باشد

. [۶۳] بعدی n فرامکعب شبکه ی روی کوانتومی ولگشت جستجوی الگوريتم کوانتومی مدار :۵ . ۳ شکل

C۱ = −I از ما که می کنيم يادآوری می آيد. بدست نشان دار حالت اوراکل، فراخوانی بار O(
√
N) از بعد که

[۶۶] دارد پی در را مشابهی نتايج مختلف، انتخاب های برای شبيه سازی ها از حاصل نتايج ليکن کرديم، استفاده
می باشد n = ۲ که حالتی در سکه ای ولگشت جستجوی الگوريتم شبيه سازی از حاصل نتايج ۴ . ۳ شکل در .
فضای برای نيز کيوبيت log(n) و موقعيت فضای برای کيوبيت log(۲n) کلی حالت در است. شده داده نمايش
و تئوری، از حاصل نتايج پررنگ ستون های شکل اين در است. نياز مورد الگوريتم شبيه سازی منظور به سکه
الگوريتم اين کوانتومی مدار ، ۵ . ۳ شکل در همچنين می دهد. نشان را عددی محاسبات نتايج کمرنگ ستون های
و سکه، فضای نماينده ی |i⟩ کيوبيت موقعيت، فضای نمايانگر |x⟩ کيوبيت شکل اين در است. شده داده نمايش
به شرطی انتقال عملگر همچنين می شود. آماده سازی |۰⟩ حالت در و است کنترل) (کيوبيت اوراکل کيوبيت |c⟩
تغييری اينصورت غير در می شود وارو اوراکل کيوبيت باشد، x⃗ = x⃗tg اگر می باشد. S|x, i⟩ = |xi, i⟩ صورت
T = O(

√
N) مدار اين اعمال دفعات تعداد و است شده داده نشان کادر با ولگشت تحول از گام هر  نمی کند.

است. شده داده نمايش جواب به يافتن دست موفقيت احتمال بودن تناوبی ماهيت نيز ۶ . ۳ شکل در است. بار
ممکن، احتمال بيشينه با جواب، به رسيدن رای مناسب گامهای تعداد متوسط بعد، n = ۸ در که می نماييد مشاهده
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n = ۸ فرامکعبی شبکه ی روی بر ولگشت، جستجوی الگوريتم در جواب آوردن بدست احتمال :۶ . ۳ شکل
.[۶۳] بعدی

است. گام تعداد۲۰

شباهت ها و تفاوت ها گراور، الگوريتم با ولگشت الگوريتم مقايسه ۱ . ۲ . ۳

الگوريتم دو اين گراور، الگوريتم به نسبت کوانتومی ولگشت روش به جستجو الگوريتم متفاوت ماهيت عليرغم
پرداخت. خواهيم شباهت ها و تفاوت ها اين بررسی به بخش اين در هستند. نيز شباهت هايی و تفاوت ها دارای

الگوريتم: دو شباهت های

می شوند. آغاز ممکن حالات تمام از مساوی برهم نهی يک با الگوريتم دو هر .۱

می کنيم. استفاده ( G) گراور انتشارگری عملگر از الگوريتم هردو در .۲

گرفت. نظر در دوبعدی فضای در دوران يک عنوان به می توان را الگوريتم دو هر .۳

استفاده جستجو مورد هدف کردن نشان دار نتيجه در و جواب به -۱ فاز دادن برای اوراکل يک از دو هر .۴
می کنند.

دارند. نياز جواب به رسيدن برای O(
√
N) مرتبه ی از زمانی به دو هر .۵

را هدف راس تا می دهيم انجام اندازه گيری سيستم حالت روی مشخص زمان يک در الگوريتم دو هر در .۶
کنيم. پيدا ممکن احتمال بيشينه با

بر آن تاثير و تفاوت ها اين بيان به حال دارد. وجود الگوريتم دو بين نيز آشکاری تفاوت ها وجود، اين با
می پردازيم. الگوريتم پياده سازی و عملکرد
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اين که می شود، نگاشت دوبعدی فضای در دوران يک به دقيق طور به گراور الگوريتم که بياوريد خاطر به
هر می شود. جاروب جستجو)، مورد (آيتم |۰⟩ بردار و ، اوليه) (حالت |ψ۰⟩ بردارهای توسط دوبعدی زيرفضای
که داديم نشان نيز ولگشت الگوريتم در بود. خواهد زيرفضا اين در دوران يک معادل گراور الگوريتم از جستار

دارد: وجود اساسی تفاوت دو لکن کرد، نگاه دوبعدی دوران يک عنوان به می توان نيز را الگوريتم اين

يک ولکشت الگوريتم است، دوبعدی زيرفضای در دوران به دقيق نگاشت يک که گراور الگوريتم برخلاف .۱
است. دوبعدی دوران به تقريبی نگاشت

می شود، جاروب |ψ۱⟩ و |ψ۰⟩ بردارهای توسط می دهد رخ آن در ولگشت الگوريتم که دوبعدی زيرفضای .۲
هدف آيتم شامل فقط خالص و دقيق طور به الگوريتم، نهايی حالت بنابراين . |۰⟩ و |ψ۰⟩ بردارهای با ونه

بود. خواهد دورتر همسايه های و نزديک همسايه ی راس های از کوچک توزيع يک شامل بلکه نيست،

عملگر اين گراور، الگوريتم در است. الگوريتم طی در گراور عملگر از استفاده نحوه ی در سوم تفاوت .۳
در می شود. اعمال ولگشت) الگوريتم در رئوس فضای با (متناظر بعدی ۲n جستجوی فضای تمام به
(فضای يال ها فضای به فقط سکه عملگر عنوان به گراور عملگر اثر ولگشت، الگوريتم در که حالی
انواع شامل کوانتومی کامپيوترهای به مربوط پياده سازی های غالب آنجاييکه از می شود. محدود سکه)
پياده سازی در می تواند حقيقت اين دارند، را مختلفی گيت های مجموعه که هستند، کيوبيت ها چندگانه ی
با را سکه فضای و کنيم استفاده نکته اين از می توانيم ما باشد. کاربردی نکته ی بسيار الگوريتم فيزيکی

. [۱۰] باشد مناسب گراور انتشاری عملگر پياده سازی برای که کنيم انتخاب کيوبيت هايی

ابرمکعب روی کوانتومی ولگشت جستجوی الگوريتم بهينه سازی ۲ . ۲ . ۳

فراخوانی بار O(
√
N) تعداد به ،( SKW (الگوريتم ابرمکعب روی کوانتومی ولگشت جستجوی الگوريتم

کلی زمانی پيچيدگی کند. پيدا عضوی N جستجوی فضای در را خاص داده ی يک بتواند تا است نيازمند اوراکل
نشان است. متفاوت ثابت، عدد يک حد در تنها دسترس، در جستجوی الگوريتم بهترين با قياس در الگوريتم، اين
را هدف راس ۱/۲ به نزديک احتمال با الگوريتم، )Oفراخوانی

√
N) تعداد و الگوريتم اجرای بار يک با تنها داديم

ساخت. نزديک ۱ به را موفقيت احتمال مناسب دفعات تعداد به الگوريتم تکرار با می توان همچنين يافت. خواهيم
قابل طور به را بالا موفقيت درصد به رسيدن منظور به الگوريتم تکرار دفعات تعداد اصلاحيه، يک انجام با حالا
می باشد هدف حالت شامل عمدتا الگوريتم نهايی حالت شد، گفته قبلا که همانطور داد. خواهيم کاهش توجهی
به را مذکور کوانتومی ولگشت می توان دارد. بر در نيز را بعدی مجاور و مجاور رئوس از کوچک توزيع يک اما
|d, x⃗⟩ بردارهای توسط که باشد زيرفضايی دهنده ی نمايش He که صورت بدين کنيم، مجزا مستقل، ولگشت دو
شرط و بردارها همان با شده جاروب زيرفضای نمايانگر Ho و باشد زوج |x⃗| که شرط اين با می شود جاروب
برچسب گذاری اين اينجا در که دارد، رئوس برچسب گذاری نحوه ی به اشاره فرد و زوج جملات باشد. فرد |x⃗|
تعريف x⃗ ⊕ x⃗tg پاريته ی مبنای بر زيرفضا دو اين کلی حالت در است. x⃗tg = ۰ همواره که است نحوی به
هيلبرت فضای در فوق ولگرد دو . می شود) تعريف |x⃗| mod ۲ صورت به x⃗ بيتی رشته ی (پاريته ی می شوند
هر که Po و Pe متعامد تصويری عملگر دو می شوند. متحول مستقل صورت به و کرده حرکت به آغاز خودشان
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کاهش زيرفضای در همچنين می کنيم. تعريف می کنند تصوير مربوطه عملگر متناظر فضای زير به را عمومی حالت
يا زوج های x با (۴۲ . ۳) و (۴۳ . ۳) حالت بردارهای توسط فرد و زوج زيرفضای خط)، روی (ولگشت يافته

اينکه به توجه با می شوند. جاروب ]فرد،
Po/e, C۰

]
=
[
Po/e, C

′] = ۰ (۶۶ . ۳)

نوشت: ميتوان (۶۶ . ۳) رابطه ی نيز و ( (۲ . ۳) (رابطه ی S تعريف به توجه با و

PoU
′ = Po(SC

′) =
∑

|x⃗′|=odd

|d, x⃗′⟩⟨d, x⃗′|

 ∑
|x⃗|=even

|d, x⃗⊕ e⃗d⟩⟨d, x⃗|

+
∑

|x⃗|=odd

|d, x⃗⊕ e⃗d⟩⟨d, x⃗| C ′

=

 ∑
|x⃗′|=odd

∑
|x⃗|=odd

|d, x⃗′⟩⟨d, x⃗′|d, x⃗⊕ e⃗d⟩⟨d, x⃗|

+
∑

|x⃗′|=odd

∑
|x⃗|=even

|d, x⃗′⟩⟨d, x⃗′|d, x⃗⊕ e⃗d⟩⟨d, x⃗|C ′ (۶۷ . ۳)

زوج |x⃗| اگر که، حقيقت اين به توجه با نيز و شده معرفی تصوير عملگر دو بين تعامد رابطه ی به توجه با طرفی از
داشت: خواهيم بالعکس، و است فرد |x⃗⊕ e⃗d| آنگاه باشد

PoU
′ =

 ∑
|x⃗′|=odd

∑
|x⃗|=even

|d, x⃗′⟩⟨d, x⃗′|d, x⃗⊕ e⃗d⟩⟨d, x⃗|

 C ′

=

 ∑
|x⃗|=even

|d, x⃗⊕ e⃗d⟩⟨d, x⃗|

C ′ (۶۸ . ۳)

می رسيم: زير روابط به U ′Pe برای مشابه محاسبه ی يک با

PoU
′ = U ′Pe , PeU

′ = U ′Po (۶۹ . ۳)

می کنيم: معرفی را زير بهنجار حالت های حال

|ψ(e)
۰ ⟩ =

√۲Pe|ψ۰⟩ , |ψ(o)
۰ ⟩ =

√۲Po|ψ۰⟩ (۷۰ . ۳)

که: است حقيقت اين از ناشی √۲ ∑ضريب
|d, x⃗⟩⟨d, x⃗| = ۱ =⇒

∑
|x⃗|=even

|d, x⃗⟩⟨d, x⃗|+
∑

|x⃗|=odd

|d, x⃗⟩⟨d, x⃗| = ۱ (۷۱ . ۳)

داشتيم: طرفی از

|ψ۰⟩ = |sc⟩ ⊗ |ss⟩ =
۱√
n۲n

n∑
d=۱

∑
x⃗

|d, x⃗⟩ (۷۲ . ۳)
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بنويسيم: زير بسط صورت به را اوليه حالت می توانيم بنابراين

|ψ۰⟩ =
۱√۲
(
|ψ(e)

۰ ⟩+ |ψ(o)
۰ ⟩
) (۷۳ . ۳)

داشت: خواهيم می باشد، U ′ تقريبی ويژه بردار |ψ۰⟩ که نکته اين يادآوری و (۵۰ . ۳) رابطه ی به توجه با

U ′|ψ(o)
۰ ⟩ = U |ψ(o)

۰ ⟩ =
√۲U ′Po|ψ۰⟩ =

√۲PeU ′|ψ۰⟩ = |ψ(e)
۰ ⟩ (۷۴ . ۳)

U ′|ψ(e)
۰ ⟩ = U |ψ(e)

۰ ⟩ = |ψ(o)
۰ ⟩ (۷۵ . ۳)

زير خاصيت دارای U ′ که می بينيم (۷۰ . ۳) رابطه ی کمک به و (۷۵ . ۳) و (۷۴ . ۳) و (۶۹ . ۳) روابط مکرر اعمال با
است:

Pe(U
′)۲r|ψ۰⟩ = Pe(U

′)۲r+۱|ψ۰⟩ (r = ۰, ۱, ۲, · · · ) (۷۶ . ۳)

Po(U
′)۲r|ψ۰⟩ = Po(U

′)۲r−۱|ψ۰⟩ (r = ۱, ۲, · · · ) (۷۷ . ۳)

نوشت: زير شکل به می توان ام t گام در را ولگشت حالت بنابراين

(U ′)t|ψ۰⟩ =
n−۱∑
x=۰

αtR,x|R, x⟩+
n∑
x=۱

αtL,x|L, x⟩ (۷۸ . ۳)

: می کنيم تعريف و

P t
x = |αtL,x|۲ + |αtR,x|۲ (۷۹ . ۳)

داشتن حضور احتمال P t
۰ است: چنين P t

x فيزيکی تعبير گرفته ايم. نظر در αtR,n = αtL,۰ = ۰ سادگی برای و
به مجاور رئوس نزديکترين در ولگرد يافتن احتمالات مجموع P t

۱ و است، گام t از بعد هدف راس در ولگرد
می شوند: تعريف زير صورت به که می باشد. هدف راس

p۰ =
n∑
d=۰
|⟨d, ۰|ψf⟩|۲ , p۱ =

n∑
d,|x⃗|=۱

|⟨d, x⃗|ψf⟩|۲ (۸۰ . ۳)

زير نامساوی t > ۰ هر برای داد نشان می توان کوانتومی، ولگشت برای بالا در شده انجام سازی دوبخشی با
است: برقرار

P t+۱
۰ ≤ P t

۱ , P t−۱
۰ ≤ P t

۱ (۸۱ . ۳)

جستار، يک در . است) ۰ برابر αt−۱
L,۰ شده انجام تعريف اساس (بر بگيريد نظر در را دلخواهی αt−۱

R,۰ : اثبات برای
می شود. تبديل ديگری βt−۱

L,۰ و βt−۱
R,۰ به C ′ سکه ی عملگر بواسطه ی αt−۱

R,۰

(U ′)t−۱|ψ۰⟩ = αt−۱
R,۰ |R, ۰⟩+ · · ·

→ U ′t|ψ۰⟩ = U ′ ((U ′)t−۱|ψ۰⟩
)
= αt−۱

R,۰U
′|R, ۰⟩+ · · ·

= βt−۱
R,۰S|R, ۰⟩+ · · · = αtL,۱|L, ۱⟩+ · · · (۸۲ . ۳)



۶۱ مکعب ابر يک روی بر جستجو .۲ . ۳

داشت: خواهيم ( (۴۹ . ۳) (رابطه ی C ′ بودن يکانی شرط و |R, ۰⟩ تعريف بنابر

|βt−۱
R,۰ |

۲ = |αt−۱
R,۰ |

۲ = P t−۱
۰ , βt−۱

L,۰ = ۰ (۸۳ . ۳)

αtL,۱ = βt−۱
R,۰ : که می آوريم )،بدست (آ  . ۱۸) (رابطه ی S اثر گرفتن نظر در با

بنويسيم: می توانيم بنابراين

P t
۱ = |αtR,۱|۲ + |αtL,۱|۲ ≥ |αtL,۱|۲ = |αt−۱

R,۰ |
۲ = P t−۱

۰ (۸۴ . ۳)

داريم: همواره سکه، بودن يکانی براساس و مشابه روش به

|βtR,۱|۲ + |βtL,۱|۲ = |αtR,۱|۲ + |αtL,۱|۲ (۸۵ . ۳)

نوشت: می توان بنابراين αt+۱
R,۰ = βtL,۱ داريم: S تعريف برطبق و

P t+۱
۰ = |αtR,۰|۲ = |βtL,۱|۲ ≤ |βtR,۱|۲ + |βtL,۱|۲ = P t

۱ (۸۶ . ۳)

(۷۷ . ۳) رابطه ی از و . P ۲r
x = P ۲r+۱

x : می گيريم نتيجه زوج های x برای (۷۶ . ۳) رابطه ی به توجه با طرفی از
می گيريم نتيجه (۸۱ . ۳) رابطه ی با نامساوی ها اين ترکيب با . P ۲r

x = P ۲r−۱
x داشت: خواهيم فرد های x برای

که:

P t
۱ ≥ P t

۰ (۸۷ . ۳)

همسايه ی که رئوسی يا هدف، راس اندازه گيری کل احتمال ، p۰ = ۱/۲−O(۱/n) اينکه به باتوجه و بنابراين
است: زير صورت به می باشند، هدف راس مستقيم

pc = p۰ + p۱ ≥ ۱−O(۱/n) (۸۸ . ۳)

معادله ی مي شود. نزديک pc = ۱ به کل احتمال بزرگ های n حد در است، ۱ ، pc بالای حد اينکه به توجه با
می گويد؟ چه (۸۸ . ۳)

اوراکل يک توسط جستار، tf از بعد x⃗m اندازه گيری،يعنی خروجی صحت تاييد SKW الگوريتم طبق بر
غير در است، يافته پايان موفقيت با الگوريتم که بود جستجو مورد راس همان خروجی اگر می شود. بررسی
ضروری غير الگوريتم) (تکرار کار اين اما می شود. تکرار الگوريتم و می شود ريخته دور حاصل نتايج اينصورت
همسايه ی x⃗m آنکه احتمال نبود، جستجو مورد راس اندازه گيری نتيجه ی اگر (۸۸ . ۳) رابطه ی طبق بر زيرا است،
مقاديری با را اوراکل تحقيق که است شايسته بنابراين . ۱−O(۱/n) از است بزرگتر باشد، هدف راس مستقيم
را نشان دار عضو می توان مجموعه اين از که دهيم، انجام {x⃗m ⊕ e⃗d |d = ۰, ۱, · · · , n − ۱} مجموعه ی از
شکل در کرد. پيدا اوراکل، فراخوانی بار (log۲N)/۲ با متوسط طور به و کلاسيکی پروتوکل يک با سادگی به
ابعاد در شده، بهينه الگوريتم در ولگرد، مکانی موقعيت برای شبيه سازی) از (حاصل احتمال توزيع نمودار ۷ . ۳
که نظر مورد داده يافتن احتمال که می شود مشاهده است. شده داده نشان مناسب، جستار تعداد از بعد n = ۵
توزيع در زياد احتمال های با مجاور رئوس که است واضح همچنين می باشد، ۱/۲ نزديک است، x⃗tg = ۰ همان

است. مقايسه قابل هدف راس يافتن احتمال با احتمالات ان مجموع و می شوند، ظاهر احتمال
بنابراين است، دستيابی قابل زياد احتمال با هدف راس بعدی همسايه های که، داديم نشان ما قسمت اين در

داد. کاهش را الگوريتم تکرار دفعات تعداد می توان
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[۶۹] n = ۵ ازای به ولگرد احتمال توزيع :۷ . ۳ شکل

پراکندگی کوانتومی ولگشت ۳ . ۳

همچنين می شوند. دسته بندی پيوسته ولگشت و گسسته ولگشت عمده ی نوع دو بر کوانتومی ولگشت های شد گفته
کوانتومی ولگشت در می شوند. طبقه بندی پراکندگی ولگشت و سکه دار ولگشت نوع دو در گسسته ولگشت های
به سکه” ”فضای نام به ديگری آزادی درجه يک و می گيرد قرار گراف رئوس روی کوانتومی ذره ی سکه دار،
از ديگری نوع پراکندگی ولگشت . [۷۱] و [۷۰] می گيرد قرار استفاده مورد ذره ديناميک بودن يکانی منظور
توسط بار نخستين ولگشت اين می گيرد. نشآت ذرات پراکندگی ايده ی از که است گسسته نوع کوانتومی ولگشت
اين در است. جايگزيده گراف يال های روی کوانتومی ذره ی آن در که شد[۷۲] معرفی همکارانش و ۱۸ هيلری
است، بهنجار متعامد و متمايز حالت دو کننده ی توصيف يال هر و است ضروری غير سکه فضای ولگشت نوع
توصيف ديگر حالت و مشخص راستای يک در حرکت و مذکور يال روی ذره حضور با متناظر حالت يک که
يک با b و a راس دو اگر ديگر عبارت به است. مخالف راستای در حرکت و يال همان روی ذره حضور کننده ی
است. |b, a⟩ و ( b راس به a راس از (حرکت |a, b⟩ حالت دو دهنده ی نمايش يال اين باشند، متصل بهم يال
نوع اين کلی خواص می دهد. را پراکندگی نظريه ی ديدگاه از کوانتومی ولگشت مطالعه ی امکان ما به ساختار اين
محسوب گراف يک های مشخصه از (که انعکاس و انتقال توابع عبارتی به يا پراکندگی ماتريس روی از ولگشت
هر به ولگشت تعميم امکان اينکه جمله از است عمده ای مزايای دارای رهيافت اين است. مطالعه قابل می شوند)

آورد. می فراهم را کوچکتر های گراف ترکيب کمک به بزرگی و پيچيده گراف نوع
t = ۰ لحظه ی در و x = ۰ در خود حرکت مبدا از که بگيريد، نظر در را بعدی يک کلاسيکی ولگشت
ديناميک می کند. طی v ثابت سرعت با را L يکسان مسافت ذره تحول، از گام هر در می کند، آغاز را خود حرکت

کرد: توصيف اينگونه می توان را سيستم اين

τ =
L

v
و n, j = ۰, ۱, · · · (که دارد قرار x(t = nτ) = xn = ±jL مکان در ولگشت t لحظه ی در

۱۸Mark Hillery
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منظر دو از خط روی کلاسيکی ولگشت :۸ . ۳ شکل

يا p احتمال با σ = +۱ راست سمت به جديد راستای يک ۲۰ آنی و تصادفی۱۹ کاملا صورت به و می باشد)
فرآيند دو با می توان در را بعدی يک سيستم اين می کند. انتخاب ۱ − p احتمال با σ = −۱ چپ سمت به

نمود: مشخصه سازی

می شود. واقع ±jL نقاط يعنی ۲۱ شبکه نقاط در که راستا انتخاب تصادفی کاملا فرآيند •

پيوندهای روی که x(t) = xn−۱ + σv(tn − tn−۱) بالستيک حرکت ۲۲ دترمينيستيک کاملا فرآيند •
می دهد. رخ گراف) (يال های شبکه

فرآيند دو اين بود. خواهيم بعدی يک کوانتومی ولگشت ساختار تجسم به قادر فوق، در شده ارائه تصوير با
در کوانتومی ذره ی است. سکه ای کوانتومی ولگشت با متناظر اول فرآيند است. شده داده نشان ۸ . ۳ شکل در
متعامد بردارهای مجموعه سيستم، کننده ی توصيف کوانتومی حالت های و بود خواهد جای گزيده شبکه رئوس
سکه فضای نام به حالته دو درونی هيلبرت فضای يک j راس هر با متناظر اين بر علاوه هستند، {|j⟩} بهنجار
پايه های توسط H = Hp⊗Hc سيستم کل هيلبرت فضای بنابراين باشد. يکانی ذره ديناميک تا می دهيم نسبت
و S|j⟩ = |j + ۱⟩ شکل به جابه جايی عملگر تعريف با سيستم يکانی تحول می شود. جاروب {|j⟩ ⊗ |σ⟩}

می شود: بيان زير صورت به S†|j⟩ = |j − ۱⟩

Uc =
(
S ⊗ |+⟩⟨+|+ S† ⊗ |−⟩⟨−|

)(∑
j

|j⟩⟨j| ⊗ C(j)

)
(۸۹ . ۳)

کوانتومی ولگشت با متناظر که دوم فرآيند در بود. خواهد يکانی ها، C(j) بودن يکانی شرط به عملگر اين
راس از جهت دار يال هر ازای به طوريکه به می گيرد، قرار گراف يال های روی کوانتومی ذره ی است، پراکندگی
نشان [۷۳] و [۷۲] مرجع در و داشت، خواهد وجود عکس جهت در ديگر جهت دار يال يک v۲ راس به v۱

۱۹Random
۲۰instanntaneously
۲۱lattice sites
۲۲deterministic
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قابل سادگی به گرافی نوع هر برای ولگشت نوع اين و است ضروری غير سکه فضای وجود که است شده داده
در ذره حضور دهنده ی نمايش که ) داشت خواهد وجود بهنجار متعامد حالت دو يال هر با متناظر است. تعريف
هيلبرت فضای يالی حالت های اين مجموعه ی و است) آن مخالف جهت و جهت يک در حرکت و نظر مورد يال
بهنجار متعامد حالت دو باشد، داشته وجود يال يک b و a راس دو بين اگر بنابراين می دهند. تشکيل را مسئله
با سيستم حالت کنيم، برچسب گذاری ۱, · · · ,m اعداد با را رئوس اگر می باشد. تعريف قابل |b, a⟩ و |a, b⟩
گراف رئوس کوانتومی، ولگشت از مدل اين در می شود. داده نمايش |ψ⟩ = ∑j,k=۱ αj,k|j, k⟩ حالت بردار
وارد حالت های تمام که است موضعی يکانی عملگر يک معادل راس هر و می کنند عمل پراکندگی مراکز عنوان به
دهنده ی نمايش aj مجموعه ی v راس برای يعنی می کند. نگاشت راس از خروجی حالت های به را راس به شده
نگاشت می شود، داده نشان Uv با که راس اين در شده تعريف يکانی عملگر و است راس اين به متصل رئوس تمام
جمع صورت به سيستم، کل (يکانی) زمانی تحول عملگر می دهد. انجام را Uv : {|aj, v⟩} −→ {|v, aj⟩}

يعنی: می شود، تعريف موضعی عملگرهای اين تک تک مستقيم

U = ⊕vUv (۹۰ . ۳)

با منظور بدين کنيم. بحث تحول عملگر طيف مورد در بايست گذشته همچون سيستم، ديناميک بررسی برای
انجام يافته کاهش زيرفضای يک در را مسئله تحليل و می دهيم کاهش را سيستم ابعاد گراف، تقارن های از استفاده
چنين کلی رهيافت گرفت. قرار استفاده مورد [۷۴] مرجع در بار نخستين مسئله بعد کاهش نوع اين می دهيم.

است:
گفت می توان کرد، تبديل يال ها از ديگری ترکيب به کوانتومی نگاشت کمک به بتوان را يال ها از دسته ای اگر
عنوان به می توان را يالی حالت های از يکنواخت برهم نهی يک و می گيرند قرار معادل کلاس يک در حالت ها اين
روی سکه ولگشت جستجوی الگوريتم در را کار اين قبلا گرفت. نظر در يافته کاهش گراف در واحد حالت يک

کنيد. توجه دست اين از ديگری مثال به حالا کرديم، پياده ابرمکعب
عبوردهنده ديگر رئوس و بازتابنده راس راسAيک بگيريد. نظر در Cرا رئوسB،Aو K۳با کامل گراف
می کند: ايجاد را زير تغيير نظر مورد نگاشت .U |B,C⟩ = |C,A⟩ و U |B,A⟩ = |A,B⟩ طوريکه به هستند،

|A,B⟩ ↔ |A,C⟩

|B,A⟩ ↔ |C,A⟩

|B,C⟩ ↔ |C,B⟩ (۹۱ . ۳)

است: زير حالت ۶ دارای اوليه گراف

G = {|A,B⟩, |B,A⟩, |A,C⟩, |C,A⟩, |C,B⟩, |B,C⟩} (۹۲ . ۳)

بود: خواهد زير حالت سه دارای فقط کاهش يافته گراف که حالی در

GA = { ۱√۲ (|A,B⟩+ |A,C⟩) , ۱√۲ (|B,A⟩+ |C,A⟩) , ۱√۲ (|B,C⟩+ |C,B⟩)} (۹۳ . ۳)

: است اهميت حائز نکته دو ذکر اينجا در است. شده داده نمايش ۹ . ۳ شکل در فرآيند اين
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گراف ابعاد کاهش فرآيند :۹ . ۳ شکل

است ناوردا U تاثير تحت شده گفته مجموعه ی .۱

می شود نگاشت خودش به ϕ کوانتومی نگاشت تاثير تحت GA در حالت هر .۲

داريم: را زير تعريف
طوريکه: به کنيم، تعريف يافته کاهش گراف يک ميتوانيم U يکانی تحول عملگر با G گراف هر برای

GA ≡
{
|ψ⟩; ϕ|ψ⟩ = |ψ⟩, ∀ϕ | U = ϕ−۱Uϕ

} (۹۴ . ۳)

جابه جاپذير U با نگاشت اين (که نگاشت تحت که می آيد بوجود حالت هايی ترکيب از کاهش يافته گراف يعنی
داريم: ديگر عبارت به باشند. ناوردا مربوطه، است)

|ψ⟩ ∈ GA

ϕ|ψ⟩ = |ψ⟩

Uϕ|ψ⟩ = U |ψ⟩

ϕU |ψ⟩ = U |ψ⟩

⇒ U |ψ⟩ ∈ GA (۹۵ . ۳)

تحليل و داد کاهش را هيلبرت فضای ابعاد می توان مسئله در موجود تقارن ميزان به بسته ترفند، اين با اينکه نتيجه
نوع اين به را خود توجه دارد، وجود ستاره ای گراف های در که بزرگی بسيار تقارن دليل به نمود. آسان را مسئله

می کنيم. معطوف گراف ها
خارجی رئوس و ۰ با را مرکزی راس است. خارجی وNراس مرکزی۲۳ راس يک از متشکل ستاره ای گراف
است، متصل خارجی يال های تمام به مرکزی راس که شرط اين با می نماييم، برچسب گذاری N تا ۱ اعداد با را
راس که است اين ما ديگر عمومی فرض نيستند. متصل يکديگر به خارجی رئوس که است اين ما کنونی فرض ليکن
يکسان يال N تمام برای بازتاب و عبور ضرايب که مفهوم بدان است، استاندارد۲۴ کننده ی پخش راس يک مرکزی

۲۳hub vertex
۲۴standard diffusive



۶۶ کوانتومی ولگشت جستجوی الگوريتم .۳

ستاره ای گراف :۱۰ . ۳ شکل

۱۰ . ۳ شکل در را گراف اين از ای نمونه ندارد. وجود خارجی رئوس با برخورد در ارجحيتی و تمايز هيچ و است
{|۰, j⟩, |j, ۰⟩; j = ۱, ۲, · · · , N}مجموعه ی با می توان را مسئله هيلبرت فضای اين بنابر می نماييد. مشاهده

: [۷۵] می شود نگاشت زير صورت به مرکزی راس به |j, ۰⟩ ورودی حالت هر نمود. توصيف

U |j, ۰⟩ = r|۰, j⟩+ t

N∑
k=۱
k ̸=j

|۰, k⟩ (۹۶ . ۳)

آ  . ۴): پيوست به (ر.ک [۷۶] می کند تحميل مسئله به را زير شرط دو U بودن يکانی

|r|۲ + (N − ۱) |t|۲ = ۱

۲Re (r∗t) + (N − ۲) |t|۲ = ۰ (۹۷ . ۳)

شروط ما پايان نامه اين خلال در می کنند. برآورده را r + t = ۱ شرط و هستند حقيقی t و r ضرايب
منجر زير جواب های به (۹۷ . ۳) معادله ی عمومی حل نتيجه در و می کنيم فرض را arg(t) = و۰ arg(r) = π

: [۷۷] می شود

r = −۱ +
۲
N

= −۱ + ۲ϵ

t =
۲
N

= ۲ϵ (۹۸ . ۳)

ستاره ای گراف يک عمومی حالت است. گراف۲۵ ناهنجاری های يافتن بخش، اين در ما هدف است. ϵ = ۱
N

که
G را ناهنجاری اين کلی حالت در ،( ۱۱ . ۳ (شکل بگيريد نظر در را يال ها از يکی در نامشخص ناهنجاری يک با
رئوس از کدام هر به G زيرگراف است. ممکن احتمال بيشترين با G ناهنجاری يافتن الگوريتم، هدف می ناميم.
راس يعنی باشد، ۱ شماره راس اين می کنيم فرض مسئله کليت از شدن کم بدون باشد، متصل می تواند خارجی
و گراف، راست سمت است، G درون هرآنچه و آنها مابين حالات و ۱ و ۰ رئوس است. ۱ راس ما نشان دار

۲۵graph anomalies
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خارجی رئوس از يکی به عمومی،متصل ناهنجاری يک با ستاره ای گراف يک از نمونه ای :۱۱ . ۳ شکل

می کنند، منعکس ϕ دلخواه فاز با را ورودی ذره ی N تا ۲ رئوس می دهند. تشکيل را چپ سمت N تا ۲ رئوس
: يعنی

U |۰, j⟩ = eiϕ|j, ۰⟩, ∀ j ≥ ۲ (۹۹ . ۳)

حالات برای ممکن احتمال دامنه ی بيشترين آوردن به دست ستاره ای گراف های در کوانتومی جستجوی از هدف
راس به ممکن احتمال بيشترين با گام، n از بعد سيستم حالت اندازه گيری از بعد به طوريکه است، |۱, ۰⟩ و |۰, ۱⟩
نداريم دسترسی G زيرگراف به که است اين ما فرض که، است اهميت حائز نکته اين به توجه برسيم. نشان دار
از ۱۱ . ۳ شکل چپ سمت در موجود تقارن به توجه با نيست. تعريف قابل G خود روی اندازه گيری بنابراين و

: [۷۸] می کنيم استفاده ساده سازی برای زير تعريف

|in⟩ ≡ ۱√
N − ۱

N∑
j=۲
|j, ۰⟩

|out⟩ ≡ ۱√
N − ۱

N∑
j=۲
|۰, j⟩ (۱۰۰ . ۳)

داشت: خواهيم مرکزی راس در بنابراين

U |in⟩ = ۱√
N − ۱

N∑
j=۲

U |۰, j⟩ (۱۰۱ . ۳)

داشت: خواهيم (۹۶ . ۳) رابطه ی کمک به طرفی از

U |in⟩ = [r + (N − ۲) t] |out⟩+ t
√
N − ۱|۰, ۱⟩

U |۱, ۰⟩ = r|۰, ۱⟩+ t
√
N − ۱|out⟩ (۱۰۲ . ۳)

شد: خواهد زير روابط به منجر ϵ اختالی پارامتر حسب بر بالا روابط بازنويسی

U |in⟩ = (۱− ۲ϵ) |out⟩+ ۲
√
ϵ− ϵ۲|۰, ۱⟩

U |۱, ۰⟩ = r|۰, ۱⟩+ t
√
N − ۱|out⟩ (۱۰۳ . ۳)
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تعريف هستند. ϵ از تابعی آن ماتريسی عناصر زيرا ، U = U (ϵ) يعنی است، ϵ از تابعی U که باشيد داشته توجه
داريم: است، N →∞ معادل که ϵ→ ۰ حد در و U۰ = U |ϵ=۰ ميکنيم

U۰|in⟩ = |out⟩

U۰|۱, ۰⟩ = −|۰, ۱⟩ (۱۰۴ . ۳)

{G, |۰, ۱⟩, |۱, ۰⟩}) راست سمت و ( {|in⟩, |out⟩}) چپ سمت در موجود حالت های U۰ تاثير تحت يعنی
می مانند. باقی غيرمخلوط همچنان (

حالت های زياد بسار تعداد با گراف ها از دسته ای شامل اصلی مسئله ی است: چنين مسئله خلاصه طور به
با ولی است) G در موجود حالت های تعداد |G| ) است ۲N + |G| بعد با هيلبرتی فضای دارای که است، يالی
ناوردا زيرفضای اين در را آن تحليل و می دهيم کاهش بعدی ۴ + |G| هيلبرت فضای به را مسئله تقارن، کمک

می دهيم. انجام

می گيريم نظر در زير صورت به را اوليه حالت نشان دار، راس موقعيت بودن نامشخص به توجه با

|ψ۰⟩ =
α

N

N∑
j=۱
|j, ۰⟩+ β

N

N∑
j=۱
|۰, j⟩

⇒ |ψ۰⟩ = α|in⟩+ β|out⟩+O

( ۱√
N

)
(۱۰۵ . ۳)

که: ميبينيم چپ سمت در U۰ ساختار به نگاه يک با ديگر سوی از

U۰ =

۰ eiϕ

۱ ۰

 (۱۰۶ . ۳)

هستند. ۱√۲

(
|out⟩ ± e

iϕ
۲ |in⟩

)
صورت به متناظر ويژه توابع و می شود ظاهر ±e iϕ

۲ صورت به آن ويژه مقادير
بگذارد، اشتراک به چپ سمت با را ويژه مقادير اين دوی هر يا يکی راست، سمت اگر [۷۹] است شده داده نشان
يک به چپ، سمت در |l۰⟩ = ۱√۲

(
|out⟩ ± e

iϕ
۲ |in⟩

)
شکل به اوليه ای حالت و می دهد رخ دوران يک آنگاه

تبديل G يافتن منظور به جستجو بنابراين شد. خواهد منتقل ويژه مقدار همان با راست، سمت در ديگر ويژه حالت
کنترل طوری را ϕ می توان همواره و می شود، راست سمت ويژه بردارهای و ويژه مقادير از يکی يافتن به تلاش به

کنيد: توجه مثال چند به حال بگذارند. اشتراک به ويژه مقدار يک چپ و راست سمت که کرد
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گراور گراف ۱ . ۳ . ۳

گراور الگوريتم همان به منجر کند، منعکس π فاز با را ورودی ذره ی که باشد راس يک تنها G زيرگراف اگر
می دهيم: انجام را زير تعاريف کرده ايم. انتخاب مسئله اين برای را نام همين و شد خواهد

|ψ۱⟩ = |out⟩

|ψ۲⟩ = |in⟩

|ψ۳⟩ = |۰, ۱⟩

|ψ۴⟩ = |۱, ۰⟩ (۱۰۷ . ۳)

تعريف پايه های در . U |۰, ۱⟩ = −|۱, ۰⟩ که تبصره اين با می شود، تعريف پيش همانند يکانی تحول عملگر
داشت: خواهيم شده

U (ϵ) =



۰ ۱− ۲ϵ ۰ ۲√ϵ− ϵ۲

eiϕ ۰ ۰ ۰
۰ ۲√ϵ− ϵ۲ ۰ ۲ϵ− ۱
۰ ۰ −۱ ۰


(۱۰۸ . ۳)

داشت: خواهيم نيز و

U (ϵ = ۰) =



۰ ۱ ۰ ۰
eiϕ ۰ ۰ ۰
۰ ۰ ۰ −۱
۰ ۰ −۱ ۰


(۱۰۹ . ۳)

است: زير صورت به U۰ مشخصه ی معادله

C۰ (λ) = λ۴ −
(
eiϕ + ۱)λ۲ + eiϕ

=
(
λ۲ − eiϕ

)
(λ۲ − ۱) (۱۱۰ . ۳)

داشت خواهيم مضاعف ريشه ی باشد، ϕ = ۰ اگر می آيد. بدست λ = ±۱ , ±e iϕ
۲ صورت به ويژه مقدار چهار

به معادله اين جواب های می شود، C (λ) = λ۴ − ۲ (۱− ۲ϵ)λ۲ + ۱ صورت به U مشخصه ی معادله ی و
حل را زير معادلات بايد متناظر ويژه بردارهای يافتن برای است. λ(ϵ) = ±

√
۱− ۲ϵ± ۲i√ϵ− ϵ۲ صورت
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کنيم:

(۱− ۲ϵ)x۲ + ۲
√
ϵ− ϵ۲x۴ = λx۱

x۱ = λx۲

۲
√
ϵ− ϵ۲x۲ + (۲ϵ− ۱)x۴ = λx۳

−x۳ = λx۴ (۱۱۱ . ۳)

می گيريم: نتيجه معادلات اين از

(۱− ۲ϵ− λ۲ + ۲
√
ϵ− ϵ۲)x۲ + (۲ϵ− ۱ + λ۲ + ۲

√
ϵ− ϵ۲)x۴ = ۰ (۱۱۲ . ۳)

مياوريم بدست را زير مقادير x۲ = ۱ فرض با

x۱ = λ(ϵ)

x۴ =
۱− ۲ϵ− λ۲ + ۲√ϵ− ϵ۲

۲ϵ− ۱ + λ۲ + ۲√ϵ− ϵ۲ = i

x۳ = iλ(ϵ) (۱۱۳ . ۳)

داريم: را زير ويژه بردار λ(۱)(ϵ) =
√

۱− ۲ϵ+ ۲i√ϵ− ϵ۲ با متناظر نتيجه در

|v(۱)(ϵ)⟩ = ۱
۲



√
۱− ۲ϵ+ ۲i√ϵ− ϵ۲

۱
−i
√

۱− ۲ϵ+ ۲i√ϵ− ϵ۲

i


(۱۱۴ . ۳)

λ(۳)(ϵ) = −
√

۱− ۲ϵ+ ۲i√ϵ− ϵ۲ ، λ(۲)(ϵ) =
√

۱− ۲ϵ− ۲i√ϵ− ϵ۲ با متناطر طريق همين به
داشت خواهيم را زير ويژه بردارهای λ(۴)(ϵ) = −

√
۱− ۲ϵ− ۲i√ϵ− ϵ۲ و

|v(۲)(ϵ)⟩ = ۱
۲



√
۱− ۲ϵ− ۲i√ϵ− ϵ۲

۱
i
√

۱− ۲ϵ− ۲i√ϵ− ϵ۲

−i


(۱۱۵ . ۳)



۷۱ پراکندگی کوانتومی ولگشت .۳ . ۳

و

|v(۳)(ϵ)⟩ = ۱
۲



√
۱− ۲ϵ+ ۲i√ϵ− ϵ۲

−۱
−i
√

۱− ۲ϵ+ ۲i√ϵ− ϵ۲

−i


(۱۱۶ . ۳)

و

|v(۴)(ϵ)⟩ = ۱
۲



√
۱− ۲ϵ− ۲i√ϵ− ϵ۲

−۱
i
√

۱− ۲ϵ− ۲i√ϵ− ϵ۲

i


(۱۱۷ . ۳)

( آ  . ۵ پيوست (ر.ک نوشت ساده تر صورت به می توان ديگر طرف از

λ(۱)(ϵ) = ei
√
ϵ +O(ϵ)

λ(۲)(ϵ) = e−i
√
ϵ +O(ϵ)

λ(۳)(ϵ) = −ei
√
ϵ +O(ϵ)

λ(۴)(ϵ) = −e−i
√
ϵ +O(ϵ) (۱۱۸ . ۳)

نوشت: می توان ديگر طرف از

|v(۱)(ϵ)⟩ = ۱
۲



۱
۱
−i

i


+O(

√
ϵ) =

۱√۲
(
|l(۱)⟩ − i|τ (۱)⟩

)
+O(

√
ϵ) (۱۱۹ . ۳)

به می توان نيز را ويژه بردارها ساير و . |τ (۱)⟩ = ۱√۲(|۰, ۱⟩ − |۱, ۰⟩) و |l(۱)⟩ = ۱√۲(|out⟩ + |in⟩) که
اوليه ی حالت اينرو از نيست مشخص نشان دار راس موقعيت شد، ذکر قبلا که همانطور نوشت. مشابه ترکيب همين
اوقات غالب که است مفهوم بدان اين باشد، ممکن حالات تمام از يکسان برهم نهی بک صورت به بايد قبول قابل
انتخاب زير صورت به را اوليه حالت است. واقع چپ سمت در تماما اوليه حالت جزئئ) مقدار يک از (صرفنظر
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اضافه يال يک با ستاره ای گراف :۱۲ . ۳ شکل

می کنيم:

|ψ۰⟩ =
۱√۲N

N∑
j=۱

(|۰, j⟩+ |j, ۰⟩)

=
۱√۲ (|in⟩+ |out⟩) +O(

√
ϵ)

= |l(۱)⟩+O(
√
ϵ) (۱۲۰ . ۳)

شد خواهد زير صورت به گام m از بعد ولگشت حالت بنابراين

Um|ψ⟩ = ۱√۲U
m
(
|v(۱)⟩+ |v(۲)⟩

)
=

۱√۲e
im

√
ϵ|v(۱)⟩+ ۱√۲e

−im
√
ϵ|v(۲)⟩+O(

√
ϵ)

=
۱√۲



cos(m
√
ϵ)

cos(m
√
ϵ)

−i sin(m
√
ϵ)

i sin(m
√
ϵ)


+O(

√
ϵ) (۱۲۱ . ۳)

|۰, ۱⟩ حالت در ولگشت ( O( ۱√
N

)√ϵ مرتبه ی از خطا يک با آنگاه باشد، m = π
۲√ϵ =

π
۲
√
N اگر بنابراين

شد. خواهد پيدا |۱, ۰⟩ يا

اضافه يال يک با ستاره ای گراف ۲ . ۳ . ۳
خارجی راس های از دوتا بين اما داريم، خارجی Nراس با ستاره ای گراف يک که می کنيم بررسی را ديگری مورد
يافتن ما هدف باشد، ۲ و ۱ رئوس بين اضافی يال اين می کنيم فرض .(۱۲ . ۳ (شکل دارد وجود اضافی يال يک
اثر (تحت ناوردا زيرفضای يک ابتدا است: چنين مسئله حل روند است. ممکن احتمال بيشترين با اضافه يال اين
اين در را يکانی تحول عملگر سپس بيوفتد، اتفاق زيرفضا اين در ولگشت که می کنيم پيدا کوچک ابعاد با ( U
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انجام مربوطه ويژه توابع و ويژه مقادير يافتن برای اختلالی رهيافت از نوعا را کار اين می کنيم، قطری سازی زيرفضا
پارامتر توان های اساس بر اختلالی بسط و بدست آيند N →∞ حد در اختلال صفر مرتبه جواب های می دهيم،
يک به منجر و هستند تبهگنی دارای اختلال صفر مرتبه در که می شود يافت ويژه حالاتی بود. خواهد ۱

N
کوچک

حالت محاسبه ی و مناسب اوليه ی حالت يک انتخاب با نهايت در می شوند. مسئله برای جالب هيلبرت فضای
می کند: عمل زير صورت به يکانی تحول عملگر می يابد. پايان جستجو عمل اندازه گيری، و گام n از بعد ولگشت

U |۰, j⟩ = |j, ۰⟩ , ∀ j > ۲

U |۰, ۱⟩ = |۱, ۲⟩

U |۰, ۲⟩ = |۲, ۱⟩

U |۱, ۲⟩ = |۲, ۰⟩

U |۲, ۱⟩ = |۱, ۰⟩ (۱۲۲ . ۳)

ليکن ندارند، بازتابی هيچ گونه و هستند دهنده عبور کاملا ۱و۲ رئوس که است اين ما فرض که باشيد داشته توجه
معرفی را زير پايه های .[۸۰] نمی دهد تغيير محسوسی صورت به را نتايج جزئی بازتاب مقدار يک گرفتن نظر در

می کنند: جاروب را S ۵بعدی هيلبرت فضای که ميکنيم

|ψ۱⟩ =
۱√۲ (|۰, ۱⟩+ |۰, ۲⟩)

|ψ۲⟩ =
۱√۲ (|۱, ۰⟩+ |۲, ۰⟩)

|ψ۳⟩ =
۱√

N − ۲
N∑
j=۳
|۰, j⟩

|ψ۴⟩ =
۱√

N − ۲
N∑
j=۳
|j, ۰⟩

|ψ۵⟩ =
۱√۲ (|۱, ۲⟩+ |۲, ۱⟩) (۱۲۳ . ۳)

است: زير صورت به پايه ها اين روی تحول عملگر اثر

U |ψ۱⟩ = |ψ۵⟩

U |ψ۲⟩ = −(r − t)|ψ۱⟩+ ۲
√
rt|ψ۳⟩

U |ψ۳⟩ = |ψ۴⟩

U |ψ۴⟩ = (r − t)|ψ۳⟩+ ۲
√
rt|ψ۱⟩

U |ψ۵⟩ = |ψ۲⟩ (۱۲۴ . ۳)
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می باشد: زير شکل به U ماتريس بنابراين

U =



۰ t− r ۰ ۲√rt ۰
۰ ۰ ۰ ۰ ۱
۰ ۲√rt ۰ r − t ۰
۰ ۰ ۱ ۰ ۰
۱ ۰ ۰ ۰ ۰


(۱۲۵ . ۳)

N ≫ ۱ حد در است. λ۵ + ۲tλ۳ − λ۳ + λ۲ − ۲tλ۲ − ۱ = ۰ صورت به ماتريس اين مشخصه ی معادله
می شود: زير شکل به U ماتريس

U =



۰ −۱ ۰ ۰ ۰
۰ ۰ ۰ ۰ ۱
۰ ۰ ۰ ۱ ۰
۰ ۰ ۱ ۰ ۰
۱ ۰ ۰ ۰ ۰


(۱۲۶ . ۳)

λ = +۱,−۱,−۱, e± iπ
۳ آن ويژه مقادير است. λ۵ − λ۳ + λ۲ − ۱ = ۰ صورت به آن مشخصه ی معادله و

نشان ما محاسبات . λ = λ۰ + δλ می دهيم قرار يعنی بدست می آوريم، را اول مرتبه تصحيح حالا هستند.
اين ويژه مقادير ساير برای و بود خواهد O( ۱√

N
) مرتبه ی از اول مرتبه تصحيح ،-۱ ويژه مقدار برای فقط ميدهد

در مربعی سرعت افزايش به شدن نائل برای [۸۱] است شده داده نشان و است. O( ۱
N
) مرتبه ی از تصحيح

برهم نهی برای فقط اين و کند، تغيير O(
√
N) مبنای بر کوانتومی حالت است لازم کوانتومی، جستجوی الگوريتم

اين دقيق اثبات برای ) باشد. λ = λ۰ + O( ۱√
N
) صورت به آن ويژه مقادير که می دهد رخ حالت های از

معادله در λ = −۱ + δλ مقدار جای گذاری با -۱ ويژه مقدار برای اين بنابر .( [۷۹] مرجع ر.ک موضوع
به را اول مرتبه تصحيح مسئله، کوچک پارامترهای دوم مرتبه تا جملات نگه داشتن و U ماتريس مشخصه ی
دو ( ∆ =

√
۲t
۳ (که λ = −۱ ± i∆ ويژه مقدار دو با متناظر آورديم. بدست δλ = ±i

√
۲t
۳ صورت

کنيم: حل را زير معادلات بايد آن ها آوردن بدست برای که داريم ويژه حالت

−(r − t)x۲ + ۲
√
rtx۴ = (−۱± i∆)x۱

x۵ = (−۱± i∆)x۲

۲
√
rtx۲ + (r − t)x۴ = (−۱± i∆)x۳

x۳ = (−۱± i∆)x۴

x۱ = (−۱± i∆)x۵ (۱۲۷ . ۳)
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داشت: خواهيم فرض اين با می گيرم، نظر در x۲ = ۱

x۱ = ۱−O(∆) (۱۲۸ . ۳)

x۵ = −۱ +O(∆)

x۴ = i

√
۳
۲ +O(∆)

x۳ = −i
√

۳
۲ +O(∆)

زير صورت به بزرگتر، و O(∆) جملات از صرفنظر با را λ = −۱ + i∆ ويژه مقدار با متناظر ويژه کت پس
می آوريم: بدست

|v۱⟩ =
۱√۶



۱
۱

−i
√

۳
۲

i
√

۳
۲

−۱


+O(∆) (۱۲۹ . ۳)

داريم λ = −۱− i∆ با متناظر و

|v۲⟩ =
۱√۶



۱
۱

i
√

۳
۲

−i
√

۳
۲

−۱


+O(∆) (۱۳۰ . ۳)

باشد، زيرفضا اين درون که برگزينم طوری را اوليه حالت اگر ، U تحت S بعدی ۵ زيرفضای ناوردايی به توجه با
از برابر برهم نهی اوليه حالت می افتد. اتفاق زيرفضا اين در کامل طور به ولگشت که بود خواهيم مطمئن آنگاه
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می کنيم: انتخاب زير صورت به را اوليه حالت باشد، بايد ممکن حالات

|ψinit⟩ =
۱√۲N

N∑
j=۱

(|۰, j⟩ − |j, ۰⟩)

=
۱√
N

(|ψ۱⟩ − |ψ۲⟩) +
√
N − ۲

۲N (|ψ۳⟩ − |ψ۴⟩)

=



۱√
N

− ۱√
N√

N−۲
N

−
√

N−۲
N

۰


(۱۳۱ . ۳)

داريم: نتيجه در

|ψinit⟩ =
i√۲ (|v۱⟩ − |v۲⟩) +O(N

−۱
۲ ) (۱۳۲ . ۳)

: بنابراين . −۱± i∆ = −e∓i∆ بنويسيم می توانيم همچنين

Un|ψinit⟩ =
i√۲(−۱)n (e−in∆|v۱⟩ − ein∆|v۲⟩

)

≃ (−۱)n√۳



sin(n∆)

sin(n∆)√
۳
۲cos(n∆)

−
√

۳
۲cos(n∆)

−sin(n∆)


(۱۳۳ . ۳)

|ψ۱⟩ تعاريف و رابطه اين به توجه با است. گام n از بعد ولگشت تقريبی حالت دهنده ی نشان (۱۳۳ . ۳) رابطه ی
می شود، يافت |ψ۲⟩ يا |ψ۱⟩ حالت های از يکی در ذره باشد، n∆ = π

۲ که هنگامی می کنيم، مشاهده |ψ۵⟩ تا
رخ شرايطی در اين و بود خواهد جای گزيده اضافه يال به منتهی يال های از يکی روی ذره ۲

۳ احتمال با يعنی
اين اضافه، يال موقعيت بودن نامشخص به توجه با که می کنيم يادآوری مجددا باشد. n = O(

√
N) که می دهد

بود. نخواهيم آن آشکارسازی با قادر باشد، اضافه يال روی ذره اگر و بود خواهد ما دسترس از خارج يال
است: زير صورت به ستاره ای گراف در اضافه يال يافتن برای کلاسيکی جستجوی

متصل رئوس مجموعه ی راس، هر برای طوريکه به می شود، شناخته گراف مجاورت ماتريس يک با گراف هر
جستجو اين برای نياز مورد گام های تعداد و می گيرد انجام ليست اين در جستجو و می کنيم. ليست را راس آن به

است. O(N) مرتبه ی از
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اضافه حلقه ی يک برای جستجو ۳ . ۳ . ۳

ميکنيم فرض است. شده اضافه حلقه يک آن، خارجی رئوس از يکی به که بگيريد نظر در را ستاره ای گراف
نمايش حالت اگر نيست. معلوم راس اين موقعيت ليکن باشد، ۱ راس است، شده اضافه حلقه آن به که راس اين

می کند: اثر زير صورت به يکانی تحول عملگر دهيم، نشان |ℓ۱⟩ با را حلقه دهنده ی

U |۰, ۱⟩ = |ℓ۱⟩

U |ℓ۱⟩ = |۱, ۰⟩

U |۰, j⟩ = |j, ۰⟩ ; j ≥ ۲ (۱۳۴ . ۳)

می کنيم: معرفی را زير پايه های

|ψ۱⟩ =
۱√

N − ۱
N∑
j=۲
|۰, j⟩

|ψ۲⟩ =
۱√

N − ۱
N∑
j=۲
|j, ۰⟩ (۱۳۵ . ۳)

و می شود، جاروب {|۰, ۱⟩, |ℓ۱⟩, |۱, ۰⟩, |ψ۱⟩, |ψ۲⟩} بردارهای توسط که باشد زيرفضايی S اگر بنابراين
زيرفضا اين در ولگشت تمام که بود خواهيم مطمئن باشد، زيرفضا اين در که کنيم انتخاب طوری را اوليه حالت

است: زير صورت به پايه ها اين روی تحول عملگر اثر داده ايم. کاهش ۵بعد به را مسئله و می دهد رخ

U |۱, ۰⟩ = −r|۰, ۱⟩+ t
√
N − ۱|ψ۱⟩

U |ψ۱⟩ = |ψ۲⟩

U |ψ۲⟩ = t
√
N − ۱|۰, ۱⟩+ r|ψ۱⟩ (۱۳۶ . ۳)

بود: خواهد زير شکل به زيرفضا اين در تحول ماتريس بنابراين

U =



۰ ۰ −r ۰ t
√
N − ۱

۱ ۰ ۰ ۰ ۰
۰ ۱ ۰ ۰ ۰
۰ ۰ t

√
N − ۱ ۰ r

۰ ۰ ۰ ۱ ۰


(۱۳۷ . ۳)
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داريم: N →∞ حد در است. λ۵ − rλ۳ + rλ۲ − ۱ = ۰ شکل به ماتريس اين مشخصه ی معادله ی

U۰ =



۰ ۰ −۱ ۰ ۰
۱ ۰ ۰ ۰ ۰
۰ ۱ ۰ ۰ ۰
۰ ۰ ۰ ۰ ۱
۰ ۰ ۰ ۱ ۰


(۱۳۸ . ۳)

λ از= عبارتند ويژه مقادير بنابراين است، λ۵ − λ۳ + λ۲ − ۱ = ۰ شکل به آن مشخصه ی معادله و
مرتبه ی از اول مرتبه تصحيح -۱ ويژه مقدار برای فقط دهيم نشان می توانيم قبل همانند . ۱,−۱,−۱, e± iπ

۳

λ = −۱+ δλ فرض با قبل شيوه ی همان به است. مهم ما برای ويژه مقدار اين نتيجه در و بود خواهد O( ۱√
N
)

بدست کوچک، پارامترهای از بالاتر و دوم مرتبه جملات از صرفنظر و U مشخصه ی معادله در جای گذاری و
می آوريم:

λ = −۱± i
√
t

۳ (۱۳۹ . ۳)

می آيند: بدست زير شکل به متناظر ويژه بردارهای و

−rx۳ + t
√
N − ۱x۵ = (−۱± i∆)x۱

x۱ = (−۱± i∆)x۲

x۲ = (−۱± i∆)x۳

t
√
N − ۱x۳ + rx۵ = (−۱± i∆)x۴

x۴ = (−۱± i∆)x۵ (۱۴۰ . ۳)

می آوريم: بدست نهايت در

|v±⟩ =
۱√۶



۱
−۱
۱

∓i
√

۳
۲

±i
√

۳
۲


(۱۴۱ . ۳)



۷۹ پراکندگی کوانتومی ولگشت .۳ . ۳

می کنيم: انتخاب زير صورت به را اوليه حالت باشد، |ψinit⟩ ∈ S بايد اينکه و شده گفته نکات به باتوجه

|ψinit⟩ =
۱√۲N

N∑
j=۱

(|۰, j⟩ − |j, ۰⟩)

=
۱√۲N (|۰, ۱⟩ − |۱, ۰⟩) +

√
N − ۱

۲N (|ψ۱⟩ − |ψ۲⟩)

=



۱√۲N

۰
− ۱√۲N√

N−۱
۲N

−
√

N−۱
۲N


=



۰
۰
۰
۱√۲

− ۱√۲


+O(∆) (۱۴۲ . ۳)

ديگر: عبارت به يا

|ψinit⟩ =
i√۲ (|v+⟩ − |v−⟩) +O(N

−۱
۲ ) (۱۴۳ . ۳)

است: محاسبه قابل زير صورت به گام n از بعد ولگشت حالت −۱± i
√

t
۳ = −e∓i∆ متغير تغيير با همچنين

Un|ψinit⟩ =
i√۲(−۱)n (e−in∆|v+⟩ − ein∆|v−⟩)

≃ (−۱)n√۳



sin(n∆)

−sin(n∆)

sin(n∆)√
۳
۲cos(n∆)

−
√

۳
۲cos(n∆)


(۱۴۴ . ۳)

با سيستم حالت روی اندازه گيری نتيجه ی باشد) n = O(
√
N) که است اين آن لازمه ی (که n∆ = π

۲ وقتی
می انجامد. حلقه به منتهی رئوس از يکی به ۲

۳ احتمال
مذکور راس به متصل رئوس از ليستی که است صورت بدين نيز اضافه حلقه ی يافتن برای کلاسيکی جستجوی
O(N) مرتبه ی از ليست اين در جستجو داريم. حلقه يعنی باشد نيز راس آن خود ليست اين در اگر ميکنيم، تهيه

دارد. لازم گام

مفقوده حلقه ی ۴ . ۳ . ۳
يافتن ما هدف هستند. حلقه دارای باشد) ۱ راس می کنيم فرض (گه يکی به جز خارجی رئوس تمام کنيد فرض
و داريم دسترسی حلقه ها به که است اين ما فرض زيرا هست بيشتری توجه به نياز اينجا در اما است ۱ راس
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حلقه های به رئوس همه ی که است چنين ما فرض کجاست. می دانيم باشد، مفقود حلقه ها از يکی اگر بنابراين
تعريف زير صورت به تحول عملگر است. وصل مجازی حلقه ی يک به ۱ راس فقط و هستند متصل واقعی

می شود:

∀ j ≥ ۲ −→

U |۰, j⟩ = |ℓj⟩U |ℓj⟩ = |j, ۰⟩

U |۰, ۱⟩ = eiϕ|۱, ۰⟩

U |ℓ۱⟩ = |ℓ۱⟩ (۱۴۵ . ۳)

می دهيم: انجام را زير تعريف می شود. حاصل کوانتومی سرعت افزايش ϕخاص مقادير ازای به فقط می دهيم نشان

|ψl⟩ =
۱√

N − ۱
N∑
j=۲
|ℓj⟩

|ψ۱⟩ =
۱√

N − ۱
N∑
j=۲
|۰, j⟩

|ψ۲⟩ =
۱√

N − ۱
N∑
j=۲
|j, ۰⟩ (۱۴۶ . ۳)

اين در می شود. جاروب {|۰, ۱⟩, |۱, ۰⟩, |ψl⟩, |ψ۱⟩, |ψ۲⟩} بردارهای توسط ما ناوردای زيرفضای بنابراين
است: زير صورت به تحول عملگر اثر زيرفضا

U |۱, ۰⟩ = −r|۰, ۱⟩+
√
N − ۱|ψ۱⟩

U |ψl⟩ = |ψ۲⟩

U |ψ۱⟩ = |ψl⟩

U |ψl⟩ = r|ψ۱⟩+ t
√
N − ۱|۰, ۱⟩ (۱۴۷ . ۳)

می شود: زير صورت به U ماتريسی شکل و

U =



۰ −r ۰ ۰ t
√
N − ۱

eiϕ ۰ ۰ ۰ ۰
۰ t

√
N − ۱ ۰ ۱ ۰

۰ ۰ ۰ ۰ r

۰ ۰ ۱ ۰ ۰


(۱۴۸ . ۳)

حد در بود. خواهد λ۵ + reiϕλ۳ − rλ۲ − t۲(N − ۱)λeiϕ − r۲eiϕ شکل به آن مشخصه ی معادله و
λ = ۱, e±i ۲π

۳ ,∓iei
ϕ
۲ آن جواب های و می شود. λ۵ + λ۳eiϕ − λ۲ − eiϕ شکل به معادله اين N → ∞
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λ = ۱ ± i
√

t
۳ آن اول مرتبه تصحيح و بود، خواهد دوگانه ريشه ی ۱ ويژه مقدار ϕ = π حالت در است.

( ∆ =
√

t
۳) يافت خواهيم را متناظر ويژه بردارهای زير، معادلات حل با می باشد.

−rx۲ + t
√
N − ۱x۵ = (۱± i∆)x۱

−x۱ = (۱± i∆)x۲

t
√
N − ۱x۲ + x۴ = (۱± i∆)x۳

rx۵ = (۱± i∆)x۴

x۳ = (۱± i∆)x۵ (۱۴۹ . ۳)

می آوريم: بدست زير صورت به را ويژه بردارها گذشته، ملاحضات همان با

|v±⟩ =
۱
۲



۱
−۱
±i
√

۲
۳

±i
√

۲
۳

±i
√

۲
۳


(۱۵۰ . ۳)

می کنيم: انتخاب زير شکل به را اوليه حالت

|ψinit⟩ =
۱√۳N

N

j=۱
(|۰, j⟩+ |j, ۰⟩+ |ℓj⟩)

=
−i√۲ (|v+⟩+ |v−⟩) +O(

۱√
N
) (۱۵۱ . ۳)

می باشد: زير صورت به گام n از بعد ولگشت حالت بنابراين

Un|ψinit⟩ =
−i√۲
(
ein∆|v+⟩ − e−in∆|v−⟩

) (۱۵۲ . ۳)

⇒ Un|ψinit⟩ ≃
۱√۲



sin(n∆)

−sin(n∆)√
۲
۳cos(n∆)√
۲
۳cos(n∆)√
۲
۳cos(n∆)


+O(N

−۱
۲ ) (۱۵۳ . ۳)
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مثلثی زيرگراف يک با ستاره ای گراف :۱۳ . ۳ شکل

جای گزيده مجازی۲۶ حلقه ی با راس در ۱ به نزديک احتمال با ذره باشد n∆ = π
۲ که هنگامی می کنيم مشاهده

می شود منجر ديگری ويژه حالات و ويژه مقادير به برمی گزيديم، را ϕ = ±π
۳ حالت ابتدا همان از اگر بود. خواهد

است. مشابه نتايج اما است، ديگر اوليه حالت يک نيازمند و

مثلثی گراف زير يک با ستاره ای گراف ۵ . ۳ . ۳

يال های مجموعه ی طوريکه به می کنيم، اضافه اصلی گراف به يال چندين کرد، خواهيم بررسی که را ديگری مورد
M تا ۱ رئوس می کنيم فرض به ويژه می گوييم. clique آن به که می دهند تشکيل کامل زيرگراف يک شده، اضافه
باشد، متصل ديگر رئوس تمام به q = {۱, · · · ,M} مجموعه ی طوريکه به می دهند، کامل زيرگراف تشکيل
مسئله هدف است. M ≪ N که است اين ما ديگر فرض هستند. متصل مرکزی راس به آن ها تمام که همچنانی
نشان مسئله اين از نمونه ای ۱۳ . ۳ شکل در است. سرعت بيشترين و جستار کمترين با q مجموعه ی اعضای يافتن

بود: خواهد زير صورت به U عملگر اثر اينجا در است. شده داده

U |j, ۰⟩ = −r|۰, j⟩+ t

N∑
k=۱,k ̸=j

|۰, k⟩

U |۰, j⟩ = −r̃|j, ۰⟩+ t̃
M∑

k=۱,k ̸=j
|j, k⟩ , ۱ ≤ j ≤M

U |۰, j⟩ = |j, ۰⟩ , M + ۱ ≤ j ≤ N

U |j, k⟩ = −r̃|k, j⟩+ t̃|k, ۰⟩+ t̃

M∑
l=۱,l ̸=j,k

|k, l⟩ , ۱ ≤ j, k ≤M (۱۵۴ . ۳)

. t̃ = ۲/M و r̃ = (M − ۲)/M نيز و می شوند تعريف قبل همانند t و r ضرايب که
۲۶dummy loop
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می کنيم: معرفی را زير پايه های اکنون

|ψ۱⟩ =
۱√
M

M∑
j=۱
|۰, j⟩

|ψ۲⟩ =
۱√
M

M∑
j=۱
|j, ۰⟩

|ψ۳⟩ =
۱√

M(N − ۱)
M∑
j=۱

M∑
k=۱,k ̸=j

|j, k⟩

|ψ۴⟩ =
۱√

N −M

N∑
j=M+۱

|۰, j⟩

|ψ۵⟩ =
۱√

N −M

N∑
j=M+۱

|j, ۰⟩ (۱۵۵ . ۳)

است: ممکن ولگرد برای حرکت نوع ۴ کل در گفت، می توان بالا روابط توضيح در

شود وارد زيرگراف به .۱

شود خارج زيرگراف از .۲

کند حرکت زيرگراف درون .۳

کند حرکت زيرگراف خارج .۴

حالت هاست. از گروه چهار اين يکسان خطی ترکيب بالا، موارد
اين در تحول عملگر است. بعدی ۵ ناوردای زيرفضای يک دهنده ی تشکيل بهنجار، متعامد پايه های اين

می کند: رفتار زير صورت به پايه ها

U |ψ۱⟩ = −r̃|ψ۲⟩+ t̃
√
N − ۱|ψ۳⟩

U |ψ۲⟩ = (tM − ۱) |ψ۱⟩+ t
√
M(N −M)|ψ۴⟩

U |ψ۳⟩ = t̃
√
M − ۱|ψ۱⟩+ r̃|ψ۳⟩

U |ψ۴⟩ = |ψ۵⟩

U |ψ۵⟩ = t
√
M(N −M)|ψ۱⟩+ (۱− tM)|ψ۴⟩ (۱۵۶ . ۳)
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است: زير صورت به ۵بعدی زيرفضای در تحول عملگر ماتريسی شکل نتيجه در

U =



۰ tM − ۱ ۰ ۰ t
√
M(N −M)

−r̃ ۰ t̃
√
M − ۱ ۰ ۰

t̃
√
M − ۱ ۰ r̃ ۰ ۰

۰ t
√
M(N −M) ۰ ۰ ۱− tM

۰ ۰ ۰ ۱ ۰


(۱۵۷ . ۳)

است: زير صورت به ماتريس اين مشخصه ی معادله
(۱۵۸ . ۳)

λ۵ + (t̃− ۱)λ۴ +
[۲(M − ۱)t+ t̃− ۲]λ۳−

[۲(M − ۱)t+ t̃− ۲]λ۲− (t̃− ۱)λ − ۱ = ۰

می گردد: زير صورت به N →∞ حد در که

λ۵ + (t̃− ۱)λ۴ + (t̃− ۲)λ۳ − (t̃− ۲)λ۲ − (t̃− ۱)λ− ۱ = ۰ (۱۵۹ . ۳)

می باشد: زير شکل به نيز آن ريشه های

λ = −۱ , −۱ , ۱ , −۱
۲ t̃+ ۱± ۱

۲
√
t̃۲ − ۴t̃ (۱۶۰ . ۳)

از صرفنظر و (۱۵۸ . ۳) رابطه ی در λ = −۱ + δλ جاگذاری با بود. خواهد λ = −۱ ما برای مهم ريشه ی
ميرسيم: زير رابطه ی به کوچک، پارامترهای از بعد به دوم مرتبه ۴M)جملات − ۲

M

)
δλ۲ − ۵t(M − ۱)δλ+ ۲t(M − ۱) = ۰ (۱۶۱ . ۳)

داشت: خواهيم نهايت در و می شود، اغماض قابل نيز دوم جمله ی t≪ ۱ اينکه به توجه با

δλ = ±i

√
۲M(M − ۱)
N(۲M − ۱) = ±i∆ (۱۶۲ . ۳)

کنيم: حل را زير معادلات بايد پس کنيم. پيدا را ويژه بردار دو −۱± i∆ ويژه مقدار دو با متناظر بايد حالا

(tM − ۱)x۲ + t
√
M(N −M)x۵ = (۱± i∆)x۱

−r̃x۱ + t̃
√
M − ۱x۳ = (۱± i∆)x۲

t̃
√
M − ۱x۱ + r̃x۳ = (۱± i∆)x۳

t
√
M(N −M)x۲ + (۱− tM)x۵ = (۱± i∆)x۴

x۴ = (۱± i∆)x۵ (۱۶۳ . ۳)
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می آوريم: بدست زير صورت به را λ = −۱± iθ ويژه مقدار دو با متناظر ويژه بردار دو معادلات، اين حل با

|v+⟩ =

√
M − ۱

۲(۲M − ۱)



۱
۱

−۱/√M − ۱
−i
√
(۲M − ۱)/(۲M − ۲)

i
√
(۲M − ۱)/(۲M − ۲)


(۱۶۴ . ۳)

و

|v−⟩ =

√
M − ۱

۲(۲M − ۱)



۱
۱

−۱/√M − ۱
i
√
(۲M − ۱)/(۲M − ۲)

−i
√
(۲M − ۱)/(۲M − ۲)


(۱۶۵ . ۳)

می کنيم: انتخاب زير صورت به نيز را اوليه حالت

|ψinit⟩ =
۱√۲N

N∑
j=۱

(|۰, j⟩ − |j, ۰⟩)

=
i√۲ (|v+⟩ − |v−⟩) +O(

√
M/N) (۱۶۶ . ۳)

آورد: خواهيم بدست نهايت در

Un|ψinit⟩ = (−۱)n
√

M − ۱
۲M − ۱



sin(nθ)

sin(nθ)

−(M − ۱)−۱/۲ sin(nθ)√
۲M−۱

۲(M−۱) cos(nθ)

−
√

۲M−۱
۲(M−۱) cos(nθ)


+O(M/N)۱/۲ (۱۶۷ . ۳)

يال های از يکی روی بر را ذره (۲M − ۲)/(۲M − ۱) احتمال با باشد، nθ = π/۲ که هنگامی بنابراين
زيرگراف درون ال های به که است اين ما فرض يافت. خواهيم زيرگراف، به منتهی و مرکزی راس از خروجی
يا يافت، خواهيم زيرگراف به منتهی يال های از يکی روی را ذره اندازه گيری، از بعد بنابراين نداريم، دسترسی

است. گرفته قرار زيرگراف يال های از يکی روی ذره يعنی اينصورت در که نمی کنيم، پيدا را ذره اصلا اينکه
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گذاشته شده اشتراک به راس يک با ستاره ای گراف دو :۱۴ . ۳ شکل

ستاره ای گراف دو ۶ . ۳ . ۳
است. کنون تا شده بررسی ناهنجاری های از متفاوت تر اندکی داد، خواهيم قرار بررسی مورد که ديگری ناهنجاری
يکديگر با را خارجی راس يک آن ها داريم. هستند، خارجی راس N بر مشتمل کدام هر که ستاره ای گراف دو
گذاشته اشتراک به آن ها بين راس کدامين نمی دانيم ما ليکن هستند. متصل هم به بنابراين می گذارند، اشتراک به

است. مشترک راس اين يافتن ما هدف .( ۱۴ . ۳ (شکل است شده
است. ۱ راس آن ها بين مشترک راس می کنيم فرض و می دهيم، نمايش B و A با را گراف دو مرکزی راس
B مرکزيت (به دوم گراف برای و ، {۱, ۲, · · · , N} مجموعه ی ( A مرکزی راس (با اول گراف خارجی رئوس

می کنيم: معرفی را زير پايه های می باشد. {۱, N + ۱, · · · , ۲N − ۱} مجموعه ی (

|ψ۱⟩ = |A, ۱⟩

|ψ۲⟩ = |۱, A⟩

|ψ۳⟩ = |B, ۱⟩

|ψ۴⟩ = |۱, B⟩

|ψ۵⟩ =
۱√

N − ۱
N∑
j=۲
|A, j⟩

|ψ۶⟩ =
۱√

N − ۱
N∑
j=۲
|j, A⟩

|ψ۷⟩ =
۱√

N − ۱
۲N−۱∑
j=N+۱

|B, j⟩

|ψ۸⟩ =
۱√

N − ۱
۲N−۱∑
j=N+۱

|j, B⟩ (۱۶۸ . ۳)

رفتار قبلی مسائل مانند رئوس تمام می دهند. را ما ولگشت برای ناوردا زيرفضای يک بهنجار، متعامد بردار ۸ اين
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و می کند، عبور کامل طور به ۱ راس از کوانتومی، ذره ی که: است چنين اکنون ما فرض ،۱ راس جز به می کنند،
ندارد. وجود بازتاب برای مقداری هيچ

که: است معنی بدان جمله اين

U |ψ۱⟩ = |ψ۴⟩ , U |ψ۳⟩ = |ψ۲⟩ (۱۶۹ . ۳)

بود: خواهد زير صورت به پايه ها ساير روی يکانی تحول عملگر اثر

U |ψ۲⟩ = −r|ψ۱⟩+ t
√
N − ۱|ψ۵⟩

U |ψ۴⟩ = −r|ψ۳⟩+ t
√
N − ۱|ψ۷⟩

U |ψ۵⟩ = |ψ۶⟩

U |ψ۶⟩ = r|ψ۵⟩+ t
√
N − ۱|ψ۱⟩

U |ψ۷⟩ = |ψ۸⟩

U |ψ۸⟩ = r|ψ۷⟩+ t
√
N − ۱|ψ۳⟩ (۱۷۰ . ۳)

را زير پايه های اگر دهيم، کاهش بعد ۴ به می توانيم را مسئله اين می شوند. تعريف سابق مانند t و r ضرايب که
کنيم: معرفی

|w۱⟩ =
۱√۲ (|ψ۱⟩ − |ψ۳⟩)

|w۲⟩ =
۱√۲ (|ψ۵⟩ − |ψ۷⟩)

|w۳⟩ =
۱√۲ (|ψ۲⟩ − |ψ۴⟩)

|w۴⟩ =
۱√۲ (|ψ۶⟩ − |ψ۸⟩) (۱۷۱ . ۳)

شد: خواهد زير شکل به يکانی تحول عملگر اثر بنابراين

U |w۱⟩ = −|w۳⟩

U |w۲⟩ = |w۴⟩

U |w۳⟩ = −|w۱⟩+ t
√
N − ۱|w۲⟩

U |w۴⟩ = |w۲⟩+ t
√
N − ۱|w۱⟩ (۱۷۲ . ۳)

تمام از خطی ترکيب يک منهای اول، گراف در ممکن حالت های از خطی برهم نهی يک صورت به را اوليه حالت
داريم: يعنی می گيريم. نظر در دوم گراف در ممکن حالات

(۱۷۳ . ۳)

|ψinit⟩ =
۱√۴N

[
N∑
j=۱

(|A, j⟩+ |j, A⟩)− (|۱, B⟩+ |B, ۱⟩)−
۲N−۱∑
j=N+۱

(|B, j⟩+ |j, B⟩)

]
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نوشت: می توان بنابراين

|ψinit⟩ =
۱√۲N (|w۱⟩+ |w۳⟩) +

√
N − ۱

۲N (|w۲⟩+ |w۴⟩) (۱۷۴ . ۳)

دهيم. کاهش بعد ۴ به توانستيم را مسئله می گيرد، قرار ۴بعدی زيرفضای در کامل طور به اوليه حالت آنجاييکه از
بدست و متناظر، ويژه توابع و مهم ويژه مقدار يافتن جای به الان داشتيم حال به تا که کلی روند خلاف بر
چهار اين روی را U ۲ اثر دهيم. کاهش را هيلبرت فضای هم باز ميخواهيم گام، n از بعد ولگشت حالت آوردن

داريم: بگيريم. نظر در پايه

U ۲|w۱⟩ = r|w۱⟩ − t
√
N − ۱|w۲⟩

U ۲|w۲⟩ = r|w۲⟩+ t
√
N − ۱|w۱⟩

U ۲|w۳⟩ = r|w۳⟩+ t
√
N − ۱|w۴⟩

U ۲|w۴⟩ = r|w۴⟩ − t
√
N − ۱|w۳⟩ (۱۷۵ . ۳)

{|w۱⟩, |w۲⟩}بردارهای توسط اول زيرفضای می شود. مجزا دوبعدی زيرفضای دو Sبه ′ ۴بعدی زيرفضای بنابراين
داريم: اول زيرفضای در می شود. جاروب {|w۳⟩, |w۴⟩} بردارهای توسط دوم زيرفضای و

U ۲ =

 r t
√
N − ۱

−t
√
N − ۱ r

 (۱۷۶ . ۳)

دوم: زيرفضای در و

U ۲ =

 r −t
√
N − ۱

t
√
N − ۱ r

 (۱۷۷ . ۳)

گراور الگوريتم با قياس در

G =

cos(θ) − sin(θ)

sin(θ) cos(θ)

 (۱۷۸ . ۳)

λ = صورت به آن ها دوی هر ويژه مقادير بود. خواهند گراور جستجوی ارز هم حالت، دو اين از يک هر
که همانطور ) θ ≃ ۲√

N
که می کند ايجاب همچنين می دهيم. نمايش e±iθ صورت به که است، r± it√N − ۱

صورت به (۱۷۶ . ۳) ماتريس ويژه بردارهای .( θ ≃ ۲
√

M
N

داشتيم گراور در

۱√۲

 ۱
±i

 =
۱√۲ (|w۱⟩ ± i|w۲⟩) (۱۷۹ . ۳)
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داشت: خواهيم بنابراين است.

U ۲n|w۱⟩ = cos(nθ)|w۱⟩ − sin(nθ)|w۲⟩

U ۲n|w۲⟩ = sin(nθ)|w۱⟩+ cos(nθ)|w۲⟩ (۱۸۰ . ۳)

آورد: خواهيم بدست نيز (۱۷۷ . ۳) ماتريس برای مشابه، طور به

U ۲n|w۳⟩ = cos(nθ)|w۳⟩+ sin(nθ)|w۴⟩

U ۲n|w۴⟩ = − sin(nθ)|w۳⟩+ cos(nθ)|w۴⟩ (۱۸۱ . ۳)

داريم: (۱۷۴ . ۳) رابطه ی به توجه با طرفی از

U ۲n|ψinit⟩ =
۱√۲N (cos(nθ)(|w۱⟩+ |w۳⟩)− sin(nθ)(|w۲⟩ − |w۴⟩))

+

√
N − ۱

۲N (sin(nθ)(|w۱⟩ − |w۳⟩) + cos(nθ)(|w۲⟩+ |w۲⟩)) (۱۸۲ . ۳)

می شود: تبديل زير حالت به اوليه ، حالت باشد، nθ = π/۲ که هنگامی فوق، رابطه ی به توجه با

|ψn⟩ =
۱√۲ (|w۱⟩ − |w۳⟩) +O(N−۱/۲)

=
۱
۲ (|ψ۱⟩ − |ψ۲⟩ − |ψ۳⟩+ |ψ۴⟩) +O(N−۱/۲) (۱۸۳ . ۳)

است. ۱− O(n−۱/۲) برابر است، گراف دو اتصال محل که يالی در ذره حضور احتمال که است معنی بدان اين
يعنی مقدار اين برابر دو ولگرد، گام های تعداد و باشد n = π

√
N/۴ که می کند ايجاب nθ = π/۲ شرط

خواهيم جستجو مورد راس به گام، O(
√
N) تعداد با کوانتومی، ولگشت کمک به بنابراين بود. خواهد π

√
N/۲

شامل که ، گراف ها از يکی خارجی رئوس شامل بزرگ، ليست يک در بايد مسئله، اين کلاسيکی حل برای رسيد.
راسی ازای به داده دو و است، متصل مرکزی راس به که رئوسی از کدام هر ازای به داده (يک است داده N + ۱
در را مربعی سرعت افزايش کوانتومی، جستجوی بنابراين شود. جستجو ، است) متصل مرکزی راس دو هر به که

داشت. خواهد پی

گسسته کوانتومی ولگشت مدل های بين يکانی هم ارزی ۴ . ۳
هر برای پراکندگی) و (سکه ای گسسته کوانتومی ولگشت فرماليسم دو که است شده داده نشان [۸۲] مرجع در
تفصيل به اينجا در است. برخوردار يکانی هم ارزی يک از مکان، به وابسته دلخواه دامنه های و دلخواه هندسه ی
مرجع به را خواننده گراف ها و ابعاد ساير برای و پرداخت خواهيم بعدی يک ساختار در مدل دو اين هم ارزی به
گسسته، تحول نوع کوانتومی ولگشت های از کاملی توصيف گذشته، بخش های در می دهيم. ارجاع [۸۲] و [۸۳]
از تعريف و فرمالسيم نوع دو به توانستيم کلاسيکی، ولگشت از ديدگاه نوع دو چارچوب در همچنين داديم. ارائه



۹۰ کوانتومی ولگشت جستجوی الگوريتم .۳

نتيجه گيری و گذشته مباحث يادآوری جهت کوتاه نگاهی ابتدا قسمت اين در برسيم. پراکندگی کوانتومی ولگشت
داشت. خواهيم جديد، مبحث مورد در

می گردد. تعريف خط) يک اينجا j(در شبکه نقاط روی کوانتومی حالت های سکه دار، کوانتومی ولگشت در
با متناطر بعلاوه می باشند. {|j⟩} مجموعه ی صورت به مکان هيلبرت فضای کننده ی توصيف پايه های بنابراين
وجود است، |±⟩ حالات آن، پايه ی بردارهای که سکه فضای عنوان با دوحالته، درونی هيلبرت فضای يک j هر

صورت به سيستم کننده ی توصيف هيلبرت فضای بنابراين دارد.

H = Hp ⊗Hc , (L۲(Z)⊗ L۲(Z۲)) (۱۸۴ . ۳)

مجموعه ی فضا اين بهنجار متعامد پايه های و می شود. تعريف

{|j⟩ ⊗ |σ⟩}, σ = ± , j = ۰,±۱,±۲, · · · (۱۸۵ . ۳)

: می شود[۸۴] تعريف زير شکل به نيز آن هرميتی مزدوج و انتقال عملگر می باشد.

S|j⟩ = |j + ۱⟩ , S†|j⟩ = |j − ۱⟩ (۱۸۶ . ۳)

می شود معرفی زير صورت به ولگشت از گام يک تحول عملگر بنابراين

Uc =
(
S ⊗ |+⟩⟨+|+ S† ⊗ |−⟩⟨−|

)(∑
j

|j⟩⟨j| ⊗ C(j)

)
(۱۸۷ . ۳)

در سکه عملگر بودن يکانی شرط به تحول، عملگر و می باشد، j راس محل در سکه عملگر C(j) رابطه اين در
[۸۵] مرجع (ر.ک دارد وجود سکه عملگر برای که متعددی انتخاب های عليرغم بود. خواهد يکانی رئوس، تمام

طوريکه: به است، C(j) = H۲ هادامارد سکه ی انتخاب، متداول ترين ،(

H۲|σ⟩ = (| − σ⟩ − σ|σ⟩) /
√۲ (۱۸۸ . ۳)

برای و است، ⟨σ′′|C(j)|σ′⟩ = c
(j)
σ′′,σ′ شکل به ماتريسی مولفه های گرفتن نظر در با انتخاب، عمومی ترين ليکن

کرد خواهيم برقرار را زير شروط بودن، يکانی از اطمينان

|c(j)++|۲ + |c
(j)
−+|۲ = |c

(j)
−−|۲ + |c

(j)
+−|۲ = ۱ , |c(j)+−|۲ = |c

(j)
−+|۲

c
(j)
++

[
c
(j)
−+

]∗
c
(j)
+−

[
c
(j)
−−

]∗
= ۰ (۱۸۹ . ۳)

داشت خواهيم بنابراين

Uc|j⟩ ⊗ |σ⟩ = c(j)σσ |j + σ⟩ ⊗ |σ⟩+ c
(j)
−σσ|j − σ⟩ ⊗ | − σ⟩ (۱۹۰ . ۳)

می دهيم: انجام پايين) اسپين و بالا اسپين مرسوم تعريف (برخلاف را زير تعريف حالا

|−⟩ =

۱
۰

 , |+⟩ =

۰
۱

 (۱۹۱ . ۳)
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می دهيم: نمايش زير صورت به را سکه عملگر شکل عمومی ترين بنابراين

C(j) = eiγj

 eiξj cos(θj) eiζj sin(θj)

e−iζj sin(θj) −e−iξj cos(θj)

 (۱۹۲ . ۳)

می دهد: نتيجه (۱۸۹ . ۳) معادله ی اين بنابر . ۰ ≤ γj, ζj, ξj, θj < ۲π که

Uc|j⟩⊗|σ⟩ = −σei(γi−σξj) cos(θj)|j+σ⟩⊗|σ⟩+ei(γi+σζj) sin(θj)|j−σ⟩⊗|−σ⟩ (۱۹۳ . ۳)

دو ، j و j− ۱ رئوس بين يال هر با متناظر داشت. خواهيم پراگندگی ولگشت روی هم مختصری يادآوری حالا
جهت با متناظر σ = ±۱ کوانتومی عدد اينجا در که داشت. خواهيم را | − ۱, j− ۱⟩ و |+ ۱, j⟩ ممکن حالت
و می گيرند قرار L۲(Z×Z۲) فضای در |σ, j⟩ پايه ی بردارهای است. مذکور يال روی کوانتومی ذره ی حرکت

می کنند. برآورده را ⟨j′, σ |σ, j⟩ = δj′jδσ′σ شرط
: می کنيم تعريف زير صورت به را R و T عملگرهای

T |σ, j⟩ = t(j)σ |σ, j + σ⟩ , R|σ, j⟩ = r(j)σ | − σ, j − σ⟩ (۱۹۴ . ۳)

و

T †|σ, j⟩ = t(j−σ)
∗

σ |σ, j − σ⟩ , R†|σ, j⟩ = r
(j−σ)∗
−σ | − σ, j − σ⟩ (۱۹۵ . ۳)

داريم: بنابراين می شود، داده Us = T +R عملگر با ولگشت تحول گام يک تعاريف، اين با

Us|σ, j⟩ = t(j)σ |σ, j + σ⟩+ r(j)σ | − σ, j − σ⟩ (۱۹۶ . ۳)

: که[۸۶] می کند ايجاب فوق عملگر بودن يکانی

|t(j)σ |۲ + |r(j)σ |۲ = ۱ , |r(j)σ |۲ = |r(j)−σ|۲ , r
(j)
−σt

(j)
σ

∗ + r(j)σ
∗t

(j)
−σ = ۰ (۱۹۷ . ۳)

برآورده بعدی يک کوانتومی پراکندگی در را عبور و انتقال دامنه های بين رابطه ی که هستند روابطی همان دقيقا که
و ۰ ≤ ρj ≤ ۱ (با j هر برای رابطه ی(۳ . ۱۹۷) می باشند. S پراکندگی ماتريس بودن يکانی از ناشی و می کنند،

: [۸۴] باشيم داشته اگر است، برقرار ( ۰ ≤ λj, ϕj,Φj < ۲π

t(j)σ = e(iλj)
√۱− ρj e(iσΦj) , t(j)σ = e(iλj)σ

√
ρj e

(iσϕj) (۱۹۸ . ۳)

λ = ۰ کرد فرض می توان مسئله کليت از شدن کم بدون آنگاه ، λj = λ باشيم داشته j مقادير تمام ازای به اگر
از مستقل های j برای مثلا نيست. ممکن حالت تنها (۱۹۸ . ۳) رابطه ی در موجود عبارت که است ذکر شايان .
تبديل پراکندگی ولگشت اصلی ايده ی در موجود رابطه ی ،( Φ = ϕ = ۰ (با بالا رابطه ی پراکندگی، ضرايب

است. شده معرفی [۷۲] مرجع در که می شود



۹۲ کوانتومی ولگشت جستجوی الگوريتم .۳

يافتن دنبال به يعنی هستيم، n گام در و j مکانی حالت در ذره حضور احتمال يافتن دنبال به کنيد فرض حالا
ولگشت با متناظر را زير تصويری عملگر دو اين بنابر .( σ) سکه کوانتومی عدد از صرفنظر می باشيم، P (j)(n)

: می کنيم[۸۳] معرفی پراکندگی ولگشت و سکه ای

P(j)
c = |j⟩⟨j| ⊗

∑
σ

|σ⟩⟨σ| , P(j)
s =

∑
σ

|σ, j + σ − ۱
۲ ⟩⟨j + σ − ۱

۲ , σ| (۱۹۹ . ۳)

با است برابر مذکور احتمال بنابراين

P (j)(n) = ⟨ψ(n)|P(j)|ψ(n)⟩ (۲۰۰ . ۳)

يک به يک تناظر به توجه با می پردازيم. بعد) يک (در مدل دو اين بين يکانی هم ارزی توصيف به حالا
يکانی عملگر يک ،( L۲(Z)⊗ L۲(Z۲) ≡ L۲(Z× Z۲)) ولگشت نوع دو اين هيلبرت فضاهای بين موجود

: بطوريکه ،[۷۲] داشت خواهد وجود E : H → H شکل به ۲۷ متناظر(همريخت)

E|σ, j⟩ = |j⟩ ⊗ |σ⟩ , E†|j⟩ ⊗ |σ⟩ = |σ, j⟩ (۲۰۱ . ۳)

ايفا مشابه کاملا نقش های زير ضرايب که می شود فهميده گسسته، ولگشت مدل دو اين به مربوط روابط بررسی با
می کنند

c(j)σσ ↔ t(j)σ , c
(j)
−σσ ↔ r(j)σ (۲۰۲ . ۳)

يکسانی دامنه های مدل، دو هر در ، j مقادير تمام ازای به c(j)−σσ = r
(j)
σ و C(j)

σσ = t
(j)
σ تساوی اعمال با بنابراين

اعمال و (۲۰۱ . ۳) و (۱۹۶ . ۳) ، (۱۹۰ . ۳) روابط به توجه با بنابراين داشت. خواهيم ولگشت زمانی تحول برای
هستند زير يکانی هم ارزی دارای مدل دو ديناميکی نتايج شده، ذکر تساوی

EUs = UcE ←→ Us = E†UcE (۲۰۳ . ۳)

می کنيم: واضح تر را بالا نتيجه ی مثال يک با
رابطه ی کنيم، استفاده ( G ∈ U(۲) لزوما (که G يکسان سکه ی يک از سکه ای ولگشت رئوس تمام در اگر

می شود: زير صورت به (۱۸۷ . ۳)

Uc =
(
S ⊗ |+⟩⟨+|+ S† ⊗ |−⟩⟨−| )( I ⊗G

) (۲۰۴ . ۳)

داريم: همچنين

G|+⟩ = t|+⟩+ r|−⟩ , G|−⟩ = −r∗|+⟩+ t∗|−⟩ (۲۰۵ . ۳)

داشت: خواهيم نيز j راس مکان در پراکندگی، ولگشت مورد در

Us|+ ۱, j⟩ = t|+ ۱, j + ۱⟩+ r| − ۱, j − ۱⟩

Us| − ۱, j⟩ = t∗| − ۱, j − ۱⟩ − r∗|+ ۱, j + ۱⟩ (۲۰۶ . ۳)
۲۷isomorphic



۹۳ گسسته کوانتومی ولگشت مدل های بين يکانی هم ارزی .۴ . ۳

گام ۵۰ از بعد سکه ای ولگشت برای احتمال توزيع :۱۵ . ۳ شکل

که: می کند عمل صورت بدين E يکانی عملگر صورت اين در

E|+ ۱, j⟩ = |j⟩ ⊗ |+⟩

E| − ۱, j⟩ = |j⟩ ⊗ |−⟩ (۲۰۷ . ۳)

داريم: طرفی از

E†UcE|+ ۱, j⟩ = E†Uc (E|+ ۱, j⟩)

= E† (Uc|j⟩ ⊗ |+⟩ )= E† (t|j + ۱,+⟩+ r|j − ۱,−⟩)

= t|+ ۱, j + ۱⟩+ r| − ۱, j − ۱⟩

= Us|+ ۱, j⟩ (۲۰۸ . ۳)

وجود نيز تفاوت يک رسيديم، آن به (۲۰۳ . ۳) رابطه ی در که دامنه ها، سطح بين موجود يکانی هم ارزی عليرغم
|j⟩ ⊗ |−⟩ و |j⟩ ⊗ |+⟩ حالات دامنه های ترکيب با ، j راس در حضور احتمال سکه ای، ولگشت در دارد.
در شد. خواهند | − ۱, j⟩ و | + ۱, j⟩ يال های با متناظر حالت ها، اين ، E† نگاشت تحت می آيد. بدست
همان در ذره حضور احتمال دامنه های ترکيب بوسيله ی يال، در حضور احتمال پراکندگی، ولگشت در که حالی
بين احتمال در اختلاف يک بنابراين می شود. محاسبه ( | − ۱, j − ۱⟩ و | + ۱, j⟩ حالات دامنه ی (يعنی يال
از شروع و t = r = ۱√۲ حالت برای احتمال توزيع گرفتن نظر در با را نتيجه اين داشت. خواهد وجود مدل دو

ديد. خواهيم وضوح به |۱, ۰⟩ حالت
ذره ۱۵ . ۳ شکل در که تفاوت اين با داده ايم، را گام ۵۰ تا تحول اجازه ی کوانتومی ذره ی به شکل دو هر در
جای گزيده گراف يال های روی کوانتومی ذره ی ۱۶ . ۳ شکل در که حالی در است، جای گزيده گراف رئوس روی
(شکل ها هستند. يکسانی کليات دارای شکل دو هر که می کنيم مشاهده شده گفته جزئيات در تفاوت عليرغم است.

. می باشد) [۷۲] مرجع از شده برگرفته



۹۴ کوانتومی ولگشت جستجوی الگوريتم .۳

گام ۵۰ بعد پراکندگی ولگشت برای احتمال توزيع :۱۶ . ۳ شکل



آ  پيوست

روابط اثبات

خط روی کلاسيکی ولگشت در معيار انحراف محاسبه ی آ  . ۱

است: زير رابطه ی به صورت احتمال توزيع تابع که کرديم مشاهده بعد يک در کلاسيکی ولگشت مورد در

p(t, n) = (
۱
۲)

t

(
t

(t+ n)/۲
)

= (
۱
۲)

t t!

((t+ n)/۲)!((t− n)/۲)! (آ  . ۱)

تقريب از اثبات برای شد. خواهد منجر نرمال(گاوسی)۱ توزيع يک به احتمال توزيع اين می کنيم ثابت حال
می کنيم.خواهيم استفاده lnn! ≃ n lnn−n+ ۱

۲ ln(۲πn) معادل فرم به يا n! ≃ √۲πn(n
e
)n استرلينگ۲

داشت:

ln p(t, n) = −t ln ۲ + t ln t− t+ ۱
۲ ln(۲πt)− {۱

۲(t+ n) ln
۱
۲(t+ n)− ۱

۲(t+ n)+

۱
۲ lnπ(t+ n)} − {۱

۲(t− n) ln
۱
۲(t− n)−

۱
۲(t− n) +

۱
۲ ln π(t− n)} (آ  . ۲)

زير: رابطه ی به می رسيم رابطه اين دادن بسط با

p(t, n) = t ln t+
۱
۲ ln(۲πt)−۱

۲(t+n) ln(t+n)−
۱
۲(t−n) ln(t−n)−

۱
۲ ln π(t+n)−۱

۲ ln π(t−n)

۱Normal Distribution
۲Stirling’s Approximation

۹۵



۹۶ روابط اثبات آ .

داشت: خواهيم ln(۱ + x) ≃ x− x۲

۲ تيلور تقريب کمک به

p(t, n) = t ln t+
۱
۲ ln(۲πt)− ۱

۲(t+ n) ln t(۱ +
n

t
)− ۱

۲(t− n) ln t(۱−
n

t
)

−۱
۲ ln π(t+ n)− ۱

۲ ln π(t− n) = t ln t+
۱
۲ ln(۲πt)− ۱

۲(t+ n)

{ln t+ n

t
− ۱

۲(
n

t
)۲} − ۱

۲(t− n){ln t−
n

t
− ۱

۲(
n

t
)۲

−۱
۲ ln πt(۱ +

n

t
)− ۱

۲ ln πt(۱− n

t
) = · · · = ۱

۲ ln(۲πt)− ln πt− n۲

۲t
+
n۲

۲t۲ (آ  . ۳)

داشت: خواهيم بالاتر، مرتبه جملات از صرفنظر و n≪ t که فرض اين با

p(t, n) = ln(

√۲πt
πt
− n۲

۲t = ln
۲√۲πt −

n۲

۲t =⇒ p(t, n) ≃ ۲√۲πte
−(
n۲

۲t ) (آ  . ۴)

(۶ . ۱) رابطه ی اثبات آ  . ۱ . ۱
m۱, · · · ,mt مجموعه ی يعنی است، عقب) و روبه جلو (گام های مستقل متغير t مجموع واقع در ذره ام n مکان

داشت خواهيم نتيجه در

n =
t∑

j=۱
mj ⇒ σ۲(t) =

⟨
|n− ⟨n⟩|۲

⟩
=

⟨
t∑

j=۱
mj

t∑
l=۱
ml

⟩
−

⟨
t∑

j=۱
mj

⟩۲

=
t∑

j=۱

t∑
l=۱

(⟨mjml⟩ − ⟨mj⟩ ⟨ml⟩)

نتيجه: در ⟨mj⟩ ⟨ml⟩ = ⟨mj⟩ ⟨ml⟩ داريم: j ̸= l ازای به

σ۲(t) =
t∑

j=۱

(⟨
m۲
j

⟩
− ⟨mj⟩۲

)
=

t∑
j=۱

σ۲
j = tσ۲

: داريم[۱۵] σj = σ = ۱ گام هر در که نکته اين به توجه با

σ(t) =
√
t

است يکانی تحول عملگر ويژه حالت اوليه حالت آ  . ۲
داريم

|ψ۰⟩ = |sc⟩ ⊗ |ss⟩ =
۱√
n۲n

n∑
d=۱

۲n−۱∑
x⃗=۰⃗
|d, x⃗⟩



۹۷ (آ.۵۲) رابطه ی اثبات آ  . ۳.

اين بنابر

U |ψ۰⟩ = [S (G⊗ I)] [|sc⟩ ⊗ |ss⟩]

=
۱√
n۲n

∑
d,x⃗

S |d, x⃗⟩ = ۱√
n۲n

∑
d,x⃗

|d, x⃗⊕ e⃗d⟩ = |ψ۰⟩ (آ  . ۵)

(آ.۵۲) رابطه ی اثبات آ  . ۳

c۲ =
n/۲−۱∑
x=۰

۱(
n−۱
x

) =
۱(
n−۱

۰
) + · · ·+ ۱(

n−۱
n/۲−۱

)
= ۱ +

۱
n− ۱ +

۲!
(n− ۱)(n− ۲) + · · ·+

(n/۲)!(n/۲− ۱)!
(n− ۱)!

= ۱ +
۱

۲m+ ۱ + · · · < ۱ +
۱
m

= ۱ +
۱

n/۲− ۱ = ۱ +
۲
n

=⇒ c۲ < ۱ +
۲
n

(آ  . ۶)

(۹۷ . ۳) رابطه ی اثبات آ  . ۴
داريم:

U |j, ۰⟩ = r|۰, j⟩+ t
∑
k ̸=j

|۰, k⟩ (آ  . ۷)

نوشت: می توان تحول، عملگر بودن يکانی شرط نيز و پايه، بردارهای تعامد رابطه ی به توجه با ديگر سوی از

⟨j, ۰|U †U |j, ۰⟩ = ۱

⇒

(
r∗⟨۰, j|+ t∗

∑
k ̸=j

⟨۰, k|
)(

r|۰, j⟩+ t
∑
j ̸=k

|۰, k⟩
)

= ۱

⇒ |r|۲ + |t|۲
N∑

K ̸=j,k=۱
۱ = ۱

⇒ |r|۲ + (N − ۱) |t|۲ = ۱ (آ  . ۸)

داريم: همچنين

⟨j, ۰|U †U |۰, j⟩ = ۰

⇒

(
r∗⟨۰, j|+ t∗

∑
k ̸=j

⟨۰, k|
)(

r|j, ۰⟩+ t
∑
j ̸=k

|k, ۰⟩
)

= ۰



۹۸ روابط اثبات آ .

(۱۱۸ . ۳) رابطه ی اثبات آ  . ۵
داريم:

λ(۱)(ϵ) =
√

۱− ۲ϵ+ ۲i
√
ϵ− ϵ۲ (آ  . ۹)

نوشت: را زير بسط می توان بنابراين است، کوچکی پارامتر ϵ که می دانيم و

cos(۲√ϵ) = ۱− ۴ϵ
۲ + · · · = ۱− ۲ϵ+ · · · ⇒ cos(۲√ϵ) ≃ ۱− ۲ϵ (آ  . ۱۰)

و

sin۲(۲√ϵ) = ۱− (۱− ۲ϵ)۲ = ۲
√
ϵ− ϵ۲ +O(ϵ) (آ  . ۱۱)

داشت: خواهيم بنابراين

λ(۱)(ϵ) =
√
cos(۲√ϵ) + i sin(۲√ϵ) = (e۲i√ϵ)۱/۲ +O(ϵ) (آ  . ۱۲)

کامل اندازه گيری آ  . ۶
بردار يک با همواره سيستم حالت کيوبيتی)، تک سيستم n از (متشکل کيوبيتی n کوانتومی سيستم يک برای
،حالت {|۰⟩, · · · , |N − ۱⟩} يعنی محاسباتی، پايه های در می شود. توصيف بعدی N = ۲n فضای در حالت

می باشد: زير صورت به سيستم

|ψ⟩ =
N−۱∑
i=۱

αi|i⟩ = α۱|۱⟩+ · · · = α۱(

n︷ ︸︸ ︷
|۰⟩ ⊗ · · · ⊗ |۰⟩ ⊗ |۱⟩) + · · · (آ  . ۱۳)

خواهد |i⟩ حالت به منجر |αi|۲ احتمال با سيستم حالت روی کامل اندازه گيری کوانتومی مکانيک قوانين طبق بر
يا می شوند يافت ۰ يا (که شود اندازه گيری کيوبيت  n تمام که است اين کامل اندازه گيری يک از منظور شد.
از يکی روی فقط ديگر عبارت به يا شوند اندازه گيری کيوبيت ها از بخشی فقط يعنی جزئی اندازه گيری ولی (۱

.[۸۷] گيرد انجام اندازه گيری زيرسيستم ها

جايگشتی عملگر و اختلالی تحول عملگر پذيری جابه جايی اثبات آ  . ۷

P †
ijU

′Pij = P †
ijUPij −

۲S√
n

∑
d

P †
ij|d, ۰⟩⟨d, ۰|Pij = U ′ (آ  . ۱۴)



۹۹ |R,X⟩, |L,X⟩ پايه های در جابه جايی عملگر آ  . ۸.

ديگر طرف از کرديم. استفاده (۳۸ . ۳) رابطه ی از قضيه اين اثبات در

|ψ۰⟩ = |sc⟩ ⊗ |ss⟩ =
۱√
n۲n

∑
d,x⃗

|d, x⃗⟩

=⇒ Pij|ψ۰⟩ = |ψ۰⟩ (آ  . ۱۵)

|R, x⟩, |L, x⟩ پايه های در جابه جايی عملگر آ  . ۸
می کنم: عمل زير طريق به پايه ها اين در جابه جايی عملگر نوشتن برای

S |R, x⟩ = ۱√
(n− x)

(
n
x

) ∑
|x⃗|=x

∑
xd=۰

S |d, x⃗⟩

=
۱√

(n− x)
(
n
x

) ∑
|x⃗|=x

∑
xd=۰
|d, x⃗⊕ e⃗d⟩

=
۱√

(n− x)
(
n
x

) ∑
|x⃗|=x+۱

∑
xd=۱
|d, x⃗⟩

=
۱√

(x+ ۱) ( n
x+۱
) ∑

|x⃗|=x+۱

∑
xd=۱
|d, x⃗⟩

⇒ S |R, x⟩ = |L, x+ ۱⟩ (آ  . ۱۶)

که: ديد خواهيم مشابه طريق به

S |L, x⟩ = |R, x− ۱⟩ (آ  . ۱۷)

نوشت: زير صورت به را جابه جايی عملگر می توان نتيجه در

S =
n−۱∑
x=۰
|R, x⟩ ⟨L, x+ ۱|+ |L, x+ ۱⟩ ⟨R, x| (آ  . ۱۸)

|R, x⟩, |L, x⟩ پايه های در سکه عملگر شکل آ  . ۹
که: بياوريد بخاطر

C۰ = G = ۲|sc⟩⟨sc| − In
و

I۲n =
∑
x⃗

|x⃗⟩⟨x⃗|



۱۰۰ روابط اثبات آ .

داريم می کند. اثر چگونه فضا اين در G عملگر ببينيم حال

G⊗ I۲n =

(
۲ |sc⟩ ⟨sc| ⊗

∑
x⃗′

|x⃗′⟩ ⟨x⃗′|

)
− (In ⊗ I۲n) (آ  . ۱۹)

(G⊗ I۲n) |R, x⟩ =

(
۲
∑
x⃗′

|sc, x⃗′⟩ ⟨sc, x⃗′| − I

)
|R, x⟩ (آ  . ۲۰)

داريم: ديگر طرف از

⟨sc, x⃗′| R, x⃗⟩ = ۱√
n

۱√
(n− x)

(
n
x

) ∑
x⃗,d
|x⃗|=x
xd=۰

∑
d′

⟨d′, x⃗′| d, x⃗⟩

=
۱√
n

۱√
(n− x)

(
n
x

) ∑
x⃗,d
|x⃗|=x
xd=۰

⟨d, x⃗′| d, x⃗⟩

=
۱√
n

۱√
(n− x)

(
n
x

) ∑
x⃗,d
|x⃗|=|x⃗′|=x
xd=۰

δxx′

=
n− x√

n(n− x)
(
n
x

)δxx′
=

√
n− x
n
(
n
x

) δxx′ (آ  . ۲۱)

داريم: نيز را زير رابطه ی همچنين

∑
|sc, x⃗′⟩ = ۱√

n

∑
,x⃗′
|x⃗′|=x′

|d, x⃗′⟩ =

√
n− x′
n

(
n

x′

)
|R, x′⟩+

√
x′

n

(
n

x′

)
|L, x′⟩ (آ  . ۲۲)

می شود: زير شکل به (آ  . ۲۰) رابطه ی نتيجه در

۲
√
n− x
n
(
n
x

) (√n− x
n

(
n

x

)
|R, x⟩+

√
x

n

(
n

x

)
|L, x⟩

)
− |R, x⟩

=

(
۲
(
n− x
n

)
− ۱
)
|R, x⟩+ ۲

√
(n− x) x

n۲ |L, x⟩ (آ  . ۲۳)

نوشت: زير خلاصه ی صورت به می توان که

(G⊗ I)|R, x⟩ = cosωx|R, x⟩+ sinωx|L, x⟩ (آ  . ۲۴)

نيز و

(G⊗ I)|L, x⟩ = sinωx|R, x⟩ − cosωx|L, x⟩ (آ  . ۲۵)



۱۰۱ |R,X⟩, |L,X⟩ پايه های در يکانی تحول عملگر شکل آ  . ۱۰.

داشت: خواهيم نتيجه در

C۰ = G =
n∑
x=۰

cosωx sinωx

sinωx − cosωx

⊗ |x⟩ ⟨x| (آ  . ۲۶)

. sinωx = (۲/n)
√
x(n− x) و cosωx = ۱− ۲x/n که

|R, x⟩, |L, x⟩ پايه های در يکانی تحول عملگر شکل آ  . ۱۰

U = S · C۰ =

[
n−۱∑
x=۰
|R, x⟩ ⟨L, x+ ۱|+ |L, x+ ۱⟩ ⟨R, x|

]
×[

n−۱∑
x′=۰

(cosωx′ |R⟩ ⟨R| − cosωx′ |L⟩ ⟨L|+ sinωx′ |R⟩ ⟨L|+ sinωx′ |L⟩ ⟨R|)⊗ |x′⟩ ⟨x′|

]

=
n−۱∑
x=۰
|R, x⟩ (− cosωx ⟨L, x+ ۱|+ sinωx ⟨R, x+ ۱|)

+
n∑
x=۱
|L, x⟩ (sinωx−۱ ⟨L, x− ۱|+ cosωx−۱ ⟨R, x− ۱|) (آ  . ۲۷)

داريم همچنين و

U ′ = S · C ′ = S · (C۰ ⊗ I۲n − ۲ (|R, ۰⟩ ⟨R, ۰|))

= U − ۲ |L, ۱⟩ ⟨R, ۰| = U +∆U (آ  . ۲۸)

|R, x⟩, |L, x⟩ پايه های در ولگشت اوليه ی حالت نمايش آ  . ۱۱

|ψ۰⟩ = |sc⟩ ⊗ |ss⟩ =
۱√۲n
∑
x⃗

|sc⟩ ⊗ |x⃗⟩

=
۱√۲n

|sc⟩ ⊗ |⃗۰⟩+ |sc⟩ ⊗ |n⃗⟩+ n−۱∑
|x⃗|=۱
|sc⟩ ⊗ |x⃗⟩


=

۱√۲n

|R, ۰⟩+ |L, n⟩+ n−۱∑
|x⃗|=۱
|sc⟩ ⊗ |x⃗⟩

 (آ  . ۲۹)



۱۰۲ روابط اثبات آ .

نوشت: زير صورت به می توان را رابطه اين سوم جمله ی حال
x بيتی n رشته ی اين از يعنی است. ۱ ≤ x ≤ n− ۱ و |x⃗| = x که می شود بسته حالت هايی روی جمع
يک حتما يعنی باشد، xd = ۰ اگر می گيرند جای |R, x⟩ مجموعه ی در حالات اين هستند. ۰ بقيه و ۱ مولفه تا
استدلال به بچينيم. بيتی رشته ی داخل را ها ۱ و ۰ اين تا باشم داشته می توانيم انتخاب ( n

x−۱
) باشد، بايد ۰ مولفه

زير صورت به می توان را اوليه حالت پس بود. خواهد انتخاب (n−۱
x−۱
) تعداد هم |L, x⟩ مجموعه ی برای مشابه

نوشت
(آ  . ۳۰)

|ψ۰⟩ =
۱√۲n

[
|R, ۰⟩+ |L, n⟩+

n−۱∑
x=۱

(√(
n− ۱
x− ۱

)
|L, x⟩+

√(
n− ۱
x

)
|R, x⟩

)]

۱.۲.۳ قضيه ی اثبات آ  . ۱۲
دارد. وجود A درون U ′ از ويژه مقدار دو حداکثر قضيه:

۱− ۲
۳n از بزرگتر حقيقی قسمت با eiω′۲ و eiω′۱ ، eiω′۰ ويژه مقدار سه کنيد فرض خلف: برهان طريق از اثبات

بنابراين باشند. متناظر ويژه بردارهای |ω′
۲⟩ و |ω′

۱⟩، |ω′
۰⟩ کنيد فرض دارد. وجود

Re

(∑
i

⟨ω′
i|U ′ |ω′

i⟩

)
= Re

(∑
i

eiω
′
i ⟨ω′

i| ω′
i⟩

)
= Re

(
eiω

′۰ + eiω
′۱ + eiω

′۲
)

= cosω′
۰ + cosω′

۱ + cosω′
۲ > ۳

(
۱− ۲

۳n
)

= ۳− ۲
n

(آ  . ۳۱)

به می توان را فوق رابطه ی پس می شود. جاروب |ω′
۲⟩ و |ω′

۱⟩ و |ω′
۰⟩ توسط که بگيريد نظر در زيرفضايی را Ω
يعنی نوشت، Ω روی U ′ جزئی۳ رد صورت

Re(TrΩU
′) > ۳− ۲

n
(آ  . ۳۲)

می کنيم: بيان را زير تعريف حالا

|ψ−⟩ =
۱√۲(|R, ۰⟩ − |L, ۱⟩) (آ  . ۳۳)

(زيرا داد بسط باقی مانده  بردار يک و |ψ−⟩ و |ψ۰⟩ بردارهای برحسب را |ω′
۲⟩ و |ω′

۱⟩ و |ω′
۰⟩ می توان پس

نوشت: يعنی . (⟨ψ−|ψ۰⟩ = ۰

|ω′
۰⟩ = c′۰۰|ψ۰⟩+ c′۰۱|ψ−⟩+ c′۰۲|r′۰⟩

|ω′
۱⟩ = c′۱۰|ψ۰⟩+ c′۱۱|ψ−⟩+ c′۱۲|r′۱⟩

|ω′
۲⟩ = c′۲۰|ψ۰⟩+ c′۲۱|ψ−⟩+ c′۲۲|r′۲⟩ (آ  . ۳۴)

۳partial trace



۱۰۳ ۱.۲.۳ قضيه ی اثبات آ  . ۱۲.

پايه ها تبديل تحت ماتريس رد ناوردايی به توجه با است. |ψ−⟩ و |ψ۰⟩ بر عمود و بهنجار بردار يک |r′i⟩ که
بردار سه می توانيم پس است. برقرار |ω′

۲⟩ و |ω′
۱⟩ و |ω′

۰⟩ از خطی ترکيب هر ازای به (آ  . ۳۲) رابطه ی [۶۷]
که: بسازيم طوری |ω′

i⟩ خطی ترکيب کمک به را |α۲⟩ و |α۱⟩ ، |α۰⟩ بهنجار متعامد

⟨α۲|ψ۰⟩ = ⟨α۲|ψ−⟩ = ۰ (آ  . ۳۵)

بنويسيم: زير بسط صورت به را |α۲⟩ و |α۱⟩ ، |α۰⟩ می توان ديگر عبارت به

|α۰⟩ = c۰۰|ψ۰⟩+ c۰۱|ψ−⟩+ c۰۲|r۰⟩

|α۱⟩ = c۱۰|ψ۰⟩+ c۱۱|ψ−⟩+ c۱۲|r۱⟩

|α۲⟩ = |r۲⟩ (آ  . ۳۶)

که می گيريم نتيجه (آ  . ۳۲) رابطه ی از می دهند شکل را Ω فضای پايه های هنوز ها |αi⟩ آنجائيکه از

۳− ۲
n
< Re

∑
i

⟨αi|U ′|αi⟩ (آ  . ۳۷)

⟨αi|ها تمام ازای به ميدانيم هستند خالص فاز يکانی عملگر ويژه مقادير اينکه و U ′ بودن يکانی به توجه با اما
داريم: جمع اول جمله ی دو به نامساوی اين اعمال با است، برقرار Re⟨αi|U ′|αi⟩ ≤ ۱ رابطه ی

Re
∑
i

⟨αi|U ′|αi⟩ ≤ ۲ +Re⟨α۲|U ′|α۲⟩ (آ  . ۳۸)

بنابراين: U ′ = U +∆U داريم ديگر طرف از

Re⟨α۲|U ′|α۲⟩ = Re⟨α۲|U |α۲⟩+Re⟨α۲|∆U |α۲⟩ (آ  . ۳۹)

بنويسيم: می توانيم نشده، مختل ويژه کت های برحسب |α۲⟩ بسط با

Re⟨α۲|U |α۲⟩ = Re(
∑
i

bibj⟨ωi|U |ωj⟩) =
∑
j

|bj|۲cosωj (آ  . ۴۰)

ويژه مقدار ازای به ندارد. وجود ۱ ويژه مقدار از سهمی هيچ يعنی است، ⟨α۲|ψ۰⟩ = ۰ که گفتيم قبلا طرفی از
داشت: خواهيم eiω۱ = ۱− ۲

n
+ ۲i

n

√
n− ۱ يعنی دارد، را حقيقی قسمت بزرگترين که بعدی،

Re⟨α۲|U |α۲⟩ = |b۱|۲ cosω۱ + |b۲|۲ cosω۲ + · · ·

= |b۱|۲
(

۱− ۲
n

)
+ |b۲|۲

(
۱− ۴

n

)
+ · · ·

=
(
|b۱|۲ + |b۲|۲ + · · ·

)
− ۲
n

(
|b۱|۲ + ۲|b۲|۲

)
=

(
۱− ۲

n

)(
|b۱|۲ + |b۲|۲ + · · ·

)
− ۲
n

(
|b۲|۲ + · · ·

)
≤ ۱− ۲

n
(آ  . ۴۱)



۱۰۴ روابط اثبات آ .

از استفاده با ميرويم. Re⟨α۲|∆U |α۲⟩ يعنی دوم جمله ی سراغ به حالا . Re⟨α۲|U |α۲⟩ ≤ ۱ − ۲
n

يعنی
زير تعريف و (آ  . ۳۳) رابطه ی

|ψ+⟩ =
۱√۲(|R, ۰⟩+ |L, ۱⟩) (آ  . ۴۲)

داشت: خواهيم نوشت، |ψ+⟩ و |ψ−⟩ حسب بر را ∆U می توان (۵۰ . ۳) رابطه ی از استفاده با و

∆U = |ψ−⟩ ⟨ψ−|+ |ψ−⟩ ⟨ψ+| − |ψ+⟩ ⟨ψ−| − |ψ+⟩ ⟨ψ+| (آ  . ۴۳)

داريم ⟨α۲|ψ−⟩ = ۰ به توجه با ولی

⟨α۲|∆U |α۲⟩ =
(
−|⟨ψ+| α۲⟩|۲

)
≤ ۰ (آ  . ۴۴)

داشت خواهيم (آ  . ۳۸) رابطه ی و فوق رابطه ی ترکيب با Re ⟨α۲|U ′ |α۲⟩ ≤ ۱− ۲
n

بنابراين

Re
∑
i

⟨αi|U ′ |αi⟩ ≤ ۳− ۲
n

(آ  . ۴۵)

دو حداکثر يعنی می شود. اثبات قضيه و باطل خلف فرض پس است، تناقض در (آ  . ۳۷) رابطه ی با که
دارد. وجود A در U ′ از ويژه مقدار

۲.۲.۳ قضيه ی اثبات آ  . ۱۳
دارد. وجود A درون U ′ از ويژه مقدار دو قضيه:حداقل

داده (۵۱ . ۳) رابطه ی با که |ψ۰⟩ می دهيم. تشکيل را |ψ۱⟩ و |ψ۰⟩ نام های به U ′ از تقريبی ويژه بردار دو
داريم پس می شود،

U ′|ψ۰⟩ = U |ψ۰⟩ − ۲|L, ۱⟩⟨R, ۰|ψ۰⟩ = |ψ۰⟩ −
۲√۲n |L, ۱⟩ (آ  . ۴۶)

و

⟨ψ۰|U ′|ψ۰⟩ = ⟨ψ۰|ψ۰⟩ −
۱

۲n−۱ = ۱− ۱
۲n−۱ (آ  . ۴۷)

است. ۱ ويژه مقدار با U ′ تقريبی ويژه بردار يک همچنان |ψ۰⟩ تفاوت، کوچک مقدار يک از صرفنظر با بنابراين
می کنيم: تعريف زير شکل به را |ψ۱⟩ هستيم، دوم تقريبی ويژه بردار يافتن دنبال به حال

|ψ۱⟩ =
۱
c

n/۲−۱∑
x=۰

۱√
۲(n−۱

x

) |R, x⟩ − ۱√
۲(n−۱

x

) |L, x+ ۱⟩
 (آ  . ۴۸)



۱۰۵ ۲.۲.۳ قضيه ی اثبات آ  . ۱۳.

: می باشد زير شکل به و است بهنجارش ضريب c که

c =

√√√√n/۲−۱∑
x=۰

۱(
n−۱
x

) (آ  . ۴۹)

داشت خواهيم نتيجه در

U ′|ψ۱⟩ = |ψ۱⟩ −
۱

c
√

۲(n−۱
n/۲
)(|R, n/۲− ۱⟩+ |L, n/۲ + ۱⟩) (آ  . ۵۰)

داريم: بنابراين

⟨ψ۱|U ′|ψ۱⟩ = ۱− ۱
۲c۲(n−۱

n/۲
) (آ  . ۵۱)

بزرگ کافی حد به های n برای که ( آ  . ۳ پيوست (ر.ک ديد خواهيم c بهنجارش ضريب بسط با ديگر طرف از

۱ < c۲ < ۱ + ۲/n (آ  . ۵۲)

است. +۱ ويژه مقدار با U ′ تقريبی ويژه بردار نيز |ψ۱⟩ باقی مانده، ناچيز مقدار يک از قطع نظر اين بنابراين می باشد.
خلف برهان کمک به را کار اين می گيرد. قرار A کمان درون U ′ ويژه مقدار يک حداقل که ميدهيم نشان حالا
مقادير تمام برای بنابراين ندارد، قرار کمان درون ويژه مقداری هيچ می کنيم فرض که شکل بدين می دهيم، انجام
قسمت دارای که است ويژه مقاديری آن شامل فقط مذکور کمان زيرا ) cosω′

j < ۱ − ۲/۳n داريم j ممکن
داشت: خواهيم پس ، ⟨ψ۰|U ′|ψ۰⟩ = ۱− ۱

۲n−۱ که شد داده نشان باشد). مقدار اين از بزرگتر حقيقی

⟨ψ۰|U ′|ψ۰⟩ =
∑
j

|⟨ψ۰|ω′
j⟩|۲(cosω′

j + isinω′
j)

=
∑
j

|⟨ψ۰|ω′
j⟩|۲cosω′

j + i
∑
j

|⟨ψ۰|ω′
j⟩|۲sinω′

j

=⇒ Re⟨ψ۰|U ′|ψ۰⟩ =
∑
j

|⟨ψ۰|ω′
j⟩|۲cosω′

j = ۱− ۱
۲n−۱

< (۱− ۲
۳n)

∑
j

|⟨ψ۰|ω′
j⟩|۲

=⇒ ۱− ۱
۲n−۱ < ۱− ۲

۳n (آ  . ۵۳)

کمان درون ويژه مقدار يک حداقل و است باطل خلف فرض پس نيست. صحيح n > ۳ برای عبارت اين که
درون ( eiω′۰ (مثلا ويژه مقدار يک دقيقا می کنيم فرض و می دهيم انجام ديگر خلف فرض يک مجددا دارد. قرار



۱۰۶ روابط اثبات آ .

بنابراين: دارد، قرار کمان

۱− ۱
۲n−۱ = Re⟨ψ۰|U ′|ψ۰⟩ = |⟨ψ۰|ω′

۰⟩|۲cosω′
۰ +
∑
j ̸=۰
|⟨ψ۰|ω′

j⟩|۲cosω′
j

≤ |⟨ψ۰|ω′
۰⟩|۲ + (۱− |⟨ψ۰|ω′

۰⟩|۲)(۱−
۲

۳n)

=⇒ ۱− ۱
۲n−۱ ≤ |⟨ψ۰|ω′

۰⟩|۲(۱− ۱ +
۲

۳n) + ۱− ۲
۳n

=⇒ |⟨ψ۰|ω′
۰⟩|۲ ≥

۳n
۲ (

۲
۳n −

۱
۲n−۱ )

=⇒ |⟨ψ۰|ω′
۰⟩|۲ ≥ ۱− ۳n

۲n (آ  . ۵۴)

به توجه با و باشد، بديهی بردار |ψ۱⟩ که کنيم تکرار فرض اين با را فوق عمليات اگر حالا

Re⟨ψ۱|U ′|ψ۱⟩ = ۱− ۱
۲c۲(n−۱

n/۲
) (آ  . ۵۵)

می رسيم زير نتيجه ی به

|⟨ψ۱|ω′
۰⟩|۲ ≥ ۱− ۳n

۴c۲(n−۱
n/۲
) (آ  . ۵۶)

داشت خواهيم که هستند، بهنجار متعامد بردار دو |ψ۱⟩ و |ψ۰⟩ که می دانيم ديگر طرف از

|ω′
۰⟩ =

∑
αi|ψi⟩ =

∑
⟨ψi|ω′

۰⟩|ψi⟩

⇒ ⟨ω′
۰|ω′

۰⟩ =
∑
|⟨ψi|ω′

۰⟩|۲⟨ψi|ψi⟩

= |⟨ψ۰|ω′
۰⟩|۲ + |⟨ψ۱|ω′

۰⟩|۲ + · · · = ۱

≥ |⟨ψ۰|ω′
۰⟩|۲ + |⟨ψ۱|ω′

۰⟩|۲

≥ ۲− ۳n
۲n −

۳n
۴c۲(n−۱

n/۲
) (آ  . ۵۷)

درون ويژه مقدار دو حداقل و است باطل خلف فرض پس نمی باشد. صحيح بزرگ های n برای عبارت اين که
دارند. قرار کمان

۳.۲.۳ قضيه ی اثبات آ  . ۱۴
خوبی به |ψ۱⟩ حالت و |ψ۰⟩ اوليه حالت از خطی ترکيب با ،۱ نزديک ويژه مقدار دو با متناظر ويژه بردار قضيه:دو

مانند است، تقريب قابل

| ± ω′
۰⟩ ≃

۱√۲(|ψ۰⟩ ± i|ψ۱⟩) (آ  . ۵۸)



۱۰۷ ۳.۲.۳ قضيه ی اثبات آ  . ۱۴.

دقيق تر طور به

|ω′
۰⟩ =

√
p۰|ψ۰⟩+

√
p۱e

iη|ψ۱⟩+
√۱− p۰ − p۱|r۰⟩

| − ω′
۰⟩ =

√
p۰|ψ۰⟩+

√
p۱e

−iη|ψ۱⟩+
√۱− p۰ − p۱|r۰⟩∗ (آ  . ۵۹)

و بهنجار بردار يک |r۰⟩ و p۱ = |⟨ω′
۰|ψ۱⟩|۲ = |⟨−ω′

۰|ψ۱⟩|۲ و p۰ = |⟨ω′
۰|ψ۰⟩|۲ = |⟨−ω′

۰|ψ۰⟩|۲ که
داريم: بعلاوه است. |ψ۱⟩ و |ψ۰⟩ بر عمود

۱
۲ ≥ p۰ ≥

۱
۲ −

۳n
۲n+۱

۱
۲ ≥ p۱ ≥

۱
۲ −

۳n
۸c۲(n−۱

n/۲
) (آ  . ۶۰)

. |∆| = O

(
n(
n−۱
n/۲
)) که eiη = i+∆ و

داريم اثبات:

|⟨ω′
۰|ψ۰⟩|۲ + |⟨−ω′

۰|ψ۰⟩|۲ +
∑
j ̸=۰

∣∣⟨ω′
j|ψ۰⟩

∣∣۲ = ۱

⇒ |⟨ω′
۰|ψ۰⟩|۲ + |⟨−ω′

۰|ψ۰⟩|۲ ≤ ۱ (آ  . ۶۱)

مکانيک در (نکته: داريم |ω′
۰⟩ = | − ω′

۰⟩∗ تساوی نيز و |ψ۱⟩ و |ψ۰⟩ بودن حقيقی به توجه با طرفی از
داخلی ضرب در بردارها ترتيب بنابراين و است مختلط عدد يک حالت، بردار دو اسکالر حاصاضرب کوانتومی
داشت خواهيم آنگاه باشند، حقيقی بردار دو اين اگر ولی ⟨ϕ|ψ⟩∗ = ⟨ψ|ϕ⟩ که طوری به است، اهميت دارای

.( [۶۸] ⟨ϕ|ψ⟩ = ⟨ψ|ϕ⟩

⟨ψ۰|ω′
۰⟩∗ = ⟨ω′

۰|ψ۰⟩ = ⟨ψ۰| − ω′
۰⟩

⇒ |⟨ω′
۰|ψ۰⟩|۲ = |⟨−ω′

۰|ψ۰⟩|۲ (آ  . ۶۲)

می گيريم: نتيجه (آ  . ۶۱) رابطه ی از بنابراين

|⟨ω′
۰|ψ۰⟩|۲ = |⟨−ω′

۰|ψ۰⟩|۲ ≤
۱
۲ (آ  . ۶۳)

مشابه: طريق به و

|⟨ω′
۰|ψ۱⟩|۲ = |⟨−ω′

۰|ψ۱⟩|۲ ≤
۱
۲ (آ  . ۶۴)



۱۰۸ روابط اثبات آ .

داشت: خواهيم را زير روابط همچنين

۱− ۱
۲n−۱ = Re⟨ψ۰|U ′|ψ۰⟩ =

∑
j

cosω′
j|⟨ω′

j|ψ۰⟩|۲

= ۲p۰cosω
′
۰ +
∑
j ̸=۰

cosω′
j|⟨ω′

j|ψ۰⟩|۲

≤ ۲p۰ + (۱− ۲
۳n)(۱− ۲p۰)

=⇒ p۰ ≥
۱
۲ −

۳n
۲n+۱ (آ  . ۶۵)

و

۱− ۲
۲c۲(n−۱

n/۲
) = Re⟨ψ۱|U ′|ψ۱⟩ =

∑
j

cosω′
j|⟨ω′

j|ψ۱⟩|۲

= ۲p۱cosω
′
۰ +
∑
j ̸=۰

cosω′
j|⟨ω′

j|ψ۱⟩|۲

≤ ۲p۱ + (۱− ۲p۱)(۱− ۲
۳n)

=⇒ p۱ ≥
۱
۲ −

۳n
۸c۲(n−۱

n/۲
) (آ  . ۶۶)

نوشت: می توان کلی فاز يک حد تا نتيجه در

|ω′
۰⟩ = |⟨ω′

۰|ψ۰⟩| |ψ۰⟩+ |⟨ω′
۰|ψ۱⟩| eiη|ψ۱⟩+

√۱− p۰ − p۱|r۰⟩ (آ  . ۶۷)

يکانی عملگر ويژه بردارهای تعامد رابطه ی به توجه با منظور اين برای بزنيم. تخمين را eiη نسبی فاز بايد حالا
داشت: خواهيم ( | ± ω′

۰⟩)

⟨ω′
۰| − ω′

۰⟩ = ۰ = p۰ + p۱(e
iη)۲ + (۱− p۰ − p۱)⟨r∗۰ |r۰⟩ (آ  . ۶۸)

بود خواهد زير صورت به معادله اين جواب

Re(eiη)۲ =
−p۰ − (۱− p۰ − p۱)Re⟨r∗۰ |r۰⟩

p۱
(آ  . ۶۹)

داشت: خواهيم (آ  . ۶۶) و (آ  . ۶۵) روابط کمک به و Re⟨r∗۰ |r۰⟩ ≥ ۰ اينکه فرض با

(p۰ + p۱ − ۱)Re⟨r∗۰ |r۰⟩ ≥

(
− ۳n

۲n+۱ −
۳n

۸c۲(n−۱
n/۲
))Re⟨r∗۰ |r۰⟩

⇒ [−p۰ + (p۰ + p۱ − ۱)Re⟨r∗۰ |r۰⟩] /p۱ ≥

[(
− ۳n

۲n+۱ −
۳n

۸c۲(n−۱
n/۲
))Re⟨r∗۰ |r۰⟩ − p۰

]
/p۱

(آ  . ۷۰)



۱۰۹ ۴.۲.۳ قضيه ی اثبات آ  . ۱۵.

يعنی:

Re(eiη)۲ ≥ −
p۰ +

(
۳n

۲n+۱ +
۳n

۸c۲(n−۱
n/۲
))

p۱
(آ  . ۷۱)

داشت: خواهيم p۱ و p۰ بالای حد گرفتن نظر در با ديگر طرف از

Re(eiη)۲ ≤ −p۰
p۱

(آ  . ۷۲)

همچنين:

Re(eiη)۲ ≥ −۱− ۲
(

۳n
۲n+۱ +

۳n
۸c۲(n−۱

n/۲
))− ۴

(
۳n

۸c۲(n−۱
n/۲
)) (آ  . ۷۳)

حالتی برای مشابه نتيجه ی . |∆| = O

(
n

(n−۱
n/۲)

)
آن در که باشد eiη = i +∆ که می کند ايجاب رابطه اين

است. برقرار Re⟨r∗۰ |r۰⟩ ≤ ۰ که

۴.۲.۳ قضيه ی اثبات آ  . ۱۵
تقريبی زاويه ی با دروان يک معادل ( U ′ عملگر اثر با (متناظر کوانتومی ولگشت تحول از گام هر قضيه:
−۱/(c√۲n − ۱)− دقيق تر طور به ميشود. جاروب |±ω′

بردارهای⟨۰ توسط که است فضايی در ۱/√۲n − ۱
β = O(n۳/۲/۲n) آن در که . β ≤ ω′

۰ ≤ −۱/(c√۲n − ۱) + β

آن در که بزنيم، تقريب ⟨α|U ′|α⟩کمک به را eiω′۰ = ⟨ω′
۰|U ′|ω′

۰⟩ که است اين ما هدف اثبات:

|α⟩ = ۱/√۲(|ψ۰⟩+ eiη|ψ۱⟩) (آ  . ۷۴)

می کنيم: عمل زير صورت به ابتدا کار اين برای

∣∣∣eiω′۰ − ⟨α|U ′|α⟩
∣∣∣ = ∣∣∣∣∣eiω′۰ −

∑
j

|⟨ω′
j|α⟩|۲eiω

′
j

∣∣∣∣∣ (آ  . ۷۵)

جمله از داد، بسط آن ها حسب بر می توان را ديگری بردار هر ها، |ω′
j⟩ بردارهای کامليت و تعامد به توجه با زيرا

نوشت: می توان

|α⟩ =
∑
j

⟨ω′
j|α⟩ |ω′

j⟩

=⇒ U ′|α⟩ =
∑
j

⟨ω′
j|α⟩eiω

′
j |ω′

j⟩ (آ  . ۷۶)



۱۱۰ روابط اثبات آ .

: می گيريم نتيجه (آ  . ۵۹) رابطه ی به توجه با ديگر طرف از

|⟨ω′
۰|α⟩|۲ = |

√
p۰/۲ +

√
p۱/۲ | (آ  . ۷۷)

بنابراين:

|eiω′۰ − ⟨α|U ′|α⟩| = |eiω′۰ − (
√
p۰/۲ +

√
p۱/۲)eiω′۰ +

∑
|ω′

j⟩≠|ω′۰⟩

|⟨ω′
j|α⟩|۲ eiω

′
j | (آ  . ۷۸)

داشت: خواهيم |A+B| ≤ |A|+ |B| رابطه به توجه با طرفی از

|eiω′۰ − ⟨α|U ′|α⟩| ≤ |eiω′۰(۱−
√
p۰/۲−

√
p۱/۲)|+

∑
|ω′

j⟩≠|ω′۰⟩

|⟨ω′
j|α⟩|۲

≤ |e−iω′۰
(

۱−
√
p۰/۲−

√
p۱/۲

)
| (آ  . ۷۹)

داريم: همچنين

|e−iω′۰

(
۱−

√
p۰
۲ −

√
p۱
۲
)
| = ۱ +

(√
p۰/۲ +

√
p۱/۲

)۲
− ۲(

√
p۰
۲ +

√
p۱
۲ )

= ۱ +
p۰ + p۱

۲ − ۲(
√
p۰/۲ +

√
p۱/۲) +√p۰p۱

≤ ۱ + (
۱/۲ + ۱/۲

۲ )− ۲(
√
p۰
۲ +

√
p۱
۲ ) +

√
۱
۲ ×

۱
۲

≤ ۲
(

۱−
√
p۰/۲−

√
p۱/۲

)
≤ ۲

(
۳n

۲n+۱ +
۳n

۸c۲(n−۱
n/۲
)) (آ  . ۸۰)

داريم: نيز و . √۱− x ≥ ۱− x داريم ۰ ≤ x ≤ ۱ برای باشيد داشته توجه

۱− p۰ − p۱ ≥
۳n

۲n+۱ +
۳n

۸c۲(n−۱
n/۲
) (آ  . ۸۱)

داريم: بزرگ های n در که می کنيم )يادآوری
n

x

)
=

√
۲
πn

e−
x−n/۲
n/۲ ۲n (آ  . ۸۲)

می گيريم: نتيجه ، c > ۱ اينکه به توجه با نيز و

|eiω′۰ − ⟨α|U ′|α⟩| = O

(
n۳/۲

۲n
)

(آ  . ۸۳)

شعاع به قرص يک در eiω′۰ ويژه مقدار می دهد نشان که می باشد، ۴ . ۲ . ۳ قضيه ی هندسی نمايش آ  . ۱ شکل
است. شده مشخص ضربدر علامت با ويژه مقدار موقعيت است. جای گزيده ⟨α|U ′|α⟩ مرکزيت و n/۸c۲(n−۱

n/۲
)



۱۱۱ ۴.۲.۳ قضيه ی اثبات آ  . ۱۵.

[۱۰] ۴ . ۲ . ۳ قضيه ی هندسی نمايش آ  . ۱: شکل

که: باشيد داشته دقت

|sinω′
۰ − Im⟨α|U ′|α⟩| =

∣∣∣Im(eiω′۰ − ⟨α|U ′|α⟩
)∣∣∣

≤
∣∣∣eiω′۰ − ⟨α|U ′|α⟩

∣∣∣ (آ  . ۸۴)

داريم: ( (آ  . ۷۴) (رابطه ی |α⟩ تعربف به توجه با می پردازيم. ⟨α|U ′|α⟩ محاسبه ی به حال

⟨α|U ′|α⟩ = ۱
۲
(
⟨ψ۰|U ′|ψ۰⟩+ ⟨ψ۱|U ′|ψ۱⟩+ eiη⟨ψ۰|U ′|ψ۱⟩+ e−iη⟨ψ۱|U ′|ψ۰⟩

) (آ  . ۸۵)

داشت: خواهيم eiη = i+∆ نيز و (آ  . ۴۶) و (آ  . ۵۰) روابط به توجه با طرفی از

Im⟨α|U ′|α⟩ = Im
(
eiη⟨ψ۰|U ′|ψ۱⟩ − eiη⟨ψ۱|U ′|ψ۰⟩

)
= Im

۱
۲

− eiη

c
√

۲(n−۱
n/۲
) (⟨ψ۰|R, n/۲− ۱⟩+ ⟨ψ۰|L, n/۲ + ۱⟩)

− eiη
(
− ۲√۲n ⟨ψ۱|L, ۱⟩

)
) = −Im eiη

c
√۲n−۱

= − ۱
c
√۲n−۱ −O

(
n√۲n(n−۱
n/۲
)) (آ  . ۸۶)

بنابراين: کرده ايم. استفاده ⟨ψ۱|L, ۱⟩ = − ۱
c
√۲ جاگذاری از فوق رابطه ی ′sinω∣∣∣∣∣در

۰ +
۱

c
√۲n−۱ +O

(
n√۲n(n−۱
n/۲
))∣∣∣∣∣ = O

(
n۳/۲

۲n
)

(آ  . ۸۷)

برای بالا معادله ی حل و اول، مرتبه جملات تا ( sin x = x + O(x۳)) سينوس تابع بسط از استفاده با حال
داشت: خواهيم ω′

۰

− ۱
c
√۲n−۱ −O

(
n۳/۲

۲n
)
≤ ω′

۰ ≤ −
۱

c
√۲n−۱ +O

(
n۳/۲

۲n
)

(آ  . ۸۸)
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Aabstract

The issue of searching was always one of the most important problems in different
areas of science. searching an unstructured set of N items requires O(N) queries in
the worst case. In the quantum domain, however, Grover’s algorithm can perform
unstructured search by making only O(

√
N ) queries, a quadratic speedup over the

classical case .Quantum walk is quantum counterpart of classical Random walk
which has a different behavior due to the quantum phenomena such as quantum
interference, entanglement and superposition. One of the most important applica-
tions of quantum walks is in quantum algorithms designs. we organize our thesis
as follows: first of all, we make a short review of classical and quantum walks.
We compare the probability distribution and standard deviation of CRW and QW
and show that standard deviation in QW is quadratic while classical one is linear
which is the most important difference of these two types of walk.. Following the
first chapter we express other differences between these two types of walks and
introduce an analytical approach to find quantum probability distribution. Also
we mentioned one dimensional quantum walk with generalized coin and quantum
walk of higher dimensions. In second chapter one can study a brief review on sev-
eral quantum algorithms, Grover search algorithm in details and proving that how
the algorithm leads in quadratic speedup. In chapter three we deal with search
algorithm on a hypercube lattice using coined walk and introduce an approach
for optimizing the algorithm. In continue we introduce a new walk with discrete
evolution, namely scattering walk in which the quantum particle (walker) takes
place on the edges of a graph and the graph vertices act as scattering centers.
The evolution operator and state of system after certain number of steps for this
type of walk and a unitary equivalence between discrete models has been studied.
We show that by using an appropriate initial state and certain number of steps,
this type of walk can find a structural anomaly in a graph more efficiently than
a classical search can. Then we provide a general approach in star graphs which
have high symmetries and show that it is possible to find the target item within a
better time interval than classical mode through reducing Hilbert space.
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