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 چکیده:

در این پایان نامه، معادلات انتگرالی فادیف برای سیستتم سته نوکلنتونی در نمتایش امتوای جز تی در 

( حل شده و انتریی بستتگی سیستتم بته MT-5تیون ) -فضای مومنتم با استفاده از پتانسیل مالفلیت

است. نتایج محاسبات نشان می دهد که سهم عمده انریی بستگی را پتایین تترین مرتبته  دست آمده

 تقریب تأمین می کند و تقریبهای مرتبه بالاتر تنها تصحیحاتی را به این انریی اضافه می نمایند. 
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 مقدمه: 

ه ای، از جمله سیستمهای سه ذره ای، در بستیاری از زمینته هتا و شتاخه هتای سیستمهای چند ذرّ 

فیزیک حضور دارند. به عنوان مثال می توان اتمهای کوچک، مولکولهای چند اتمی در فیزیتک اتمتی، 

الکترونی در فیزیک حالت جامد، سیستمهای چند نوکلنونی در فیزیک هسته  نقطه های کوانتمی چند

ه ای در آن است ای، کوارکهای سازنده نوکلنونها و غیره را نام برد. ویژگی پیچیده سیستمهای چند ذرّ

و  ۀ آلفاات سازنده، رفتارهای متفاوتی از خود نشان می دهند. مزونها و باریونها، ذرّکه بسته به تعداد ذرّ

 همگی دارای خواص فیزیکی متفاوتی هستند. Beو اتم  Heتریتون، اتم  هستۀ

ات و اصل طرد پا ولی می باشد. بته همتین دلیتل لازم مهمترین علت این تفاوتها، حرکت همبسته ذرّ

است از روشهای خاصی جهت حل معادله شرودینگر استفاده شود. پراکندگی سه اتمی موضوع دیگری 

انشتین -اربرد فراوانی در دماهای خیلی پایین دارد. از جمله می توان به چگالش بوزهاست که امروزه ک

   ت ویژه ای دارد.ه ای اهمیّاشاره کرد که در آن پراکندگی سه ذرّ

در این پایان نامه، ما معادلات انتگرالی فادیف برای حالت مقید سیستم سه نوکلنونی به ازای پتانسیل 

حل نموده و انریی بستگی سیستم را در پایین ترین تقریب به روش تجزیه  ( راMT-5)تیون -مالفلیت

 کته از حوصتلۀ به اموای جز ی به دست آورده ایم. در محاسبات به خاطر پرهیتز از پیچیتدگی بیشتتر،

پایان نامه کارشناسی ارشد خاری است، از وارد کردن درجات آزادی اسپین خودداری کرده ایم. نتتایج 

می دهد که سهم عمده این انریی بستگی توسط پایین ترین تقریب داده می شتود و محاسبات نشان 

 تقریبهای مرتبه بالاتر تنها تصحیحاتی را اضافه می نمایند.

ت آن در فیزیک هستته ای پرداختته ه ای و اهمیّل این پایان نامه، به معرفی مسنله سه ذرّدر فصل اوّ

وانتمی را مورد بحث قترار داده و عملگتر متولر معرفتی م برخی مفاهیم مکانیک کشده است. فصل دوّ

ه ای در فضای مومنتم نوشته شتده و معتادلات فتادیف بترای میشود. سپس هامیلتونی سیستم سه ذرّ

ه ای و د سه ذرّم معادلات فادیف برای حالت مقیّال به دست می آیند. فصل سوّو عملگر حلّ Tماتریس

فضای مومنتم اختصاص دارد. در فصل چهارم حل معادلات همگن فادیف بترای حالتت نمایش آن در 

ای با استفاده از تجزیه به اموای جز ی آورده شده است. فصل پنجم به روش عددی حل  د سه ذرهّمقیّ

 معادلات فادیف اختصاص یافته و بالاخره در فصل ششم نتایج محاسبات آمده است. 
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مکنش می پتردازد و استاس تحت اثر یک پتانسیل بره سه ذرّه حرکتمسنلۀ کوانتومی سه ذرّه ای به 

 ه می باشد:مربوط به سه ذرّ شرودینگرِ آن معادلۀ
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),(در اینجا  jiv .یک پتانسیل دو ذرهّ ای می باشد 

),,(ه می توان یک پتانسیل سه ذرّه ایِ تّالب kjiv نظرگرفت ولی اگر ذراّت را بتوان نقطه ای  در را نیز

),,(در نظر گرفت، می توان از kjiv .صرفنظر نمود 

لازم استت  ات بنیادی وجود دارد کهذرّ ، هسته ای وها در فیزیک اتمیت ها و فرآیندبسیاری از وضعیّ

 از:جمله عبارتند  آن ه ای پرداخته شود که ازدر آنها به سیستم سه ذرّ

(a  ِنیالکترون از اتم هیدرو پراکندگی، 

(b  هستۀH3 وHe3، 

(c دوترون، -پراکندگیِ نوکلنون 

(d   واپاشیِ فوتونیH3  وHe3، 

(e ،پراکندگیِ مزون از دوترون ها 

(f نوکلنون در نظتر  -ک نوکلنون که در نهایت بصورت یک حالت مقیدّ مزونپراکندگیِ یک مزون از ی

 گرفته می شود،

(g  سیستم های چند ذرّه ای که می توان آنها را به طور تقریبی بصورت سیستم هتای سته ذرّه ای در

 می توان از نظر گرفت، بعنوان نمونه

بتا که  B11و پراکندگیِ پروتون ها ازهمراه است،  شی دوترون با فروپاکه  He4پراکندگیِ دوترون ها از

 . صورت می گیرد، نام بردفروپاشی به سه ذرّۀ

 

 

(1-1) 

(1-1) 



 

اد اماّ مشکلات موقعی پیش می آید که یک واکنش منتهی به حالت نهایی شود کته در آن سته ذرّۀ آز

ی مرکتز جترم بیشتتر از           یانتر دوتترون بته ازای -در پراکنتدگی پروتتونرد مو وجود داشته باشد. این

(Mev  11/1 ) ّفاق می افتد:ات                                                           





dp

npp
dp 

قرار متی گیترد.  هایی است که مسنلۀ سیستم سه ذرّه ای مورد توجّه خاصّ به علّت یک چنین فرآیند

تا زمانی که فقط کانال الاستتیک داریتم بدستت آوردن جتواب  ،در سیستمهای پراکندگیِ سه ذرّه ای

های واپا شی و باز آرایی کار ساده ای است ولی با داشتن کانالهای دیگر مثل کانال های دقیق هنوز کار

 بسیار پیچیده می شود.

 مشکلات نظریه -1-1

م که چرا مسنلۀ دو است ابتدا ببینی مشکلات مسنلۀ سه ذرهّ ای هستیم بهتروقتی که ما درپی یافتن 

 ساده است. ذرهّ ای نسبتا  

1-1-a- پراکندگی دو ذرۀّ بنیادی 

بته یتک متوی کته هتدد را درسیستتم  ،کنتد یک پاکت موی که پرتابه را توصیف می ،در حالت اوّلیه

تم مرکز جرم یتک پاکتت متوی بته مبتدا ی نزدیک می شود. از نظر سیس ،کند آزمایشگاه توصیف می

 نزدیک می شود که در آن بر همکنش روی می دهد.

 
 پراکندگی دو ذرّه در سیستم مرکز جرم -1-1شکل                                  

 
(1) Rearrangement 

(2) Initial state 

(1) 

(1) 
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شرط اوّلیه یا شرط مرزی اساسا  یک شرط وابسته به زمان است ولی می توان به حدّی رفت که در آن 

انریی پاکت موی تیز است و می توان بستگی زمانی را جدا کرد و در نتیجه شرط مترزی فتوق از نتوع 

 می شود. مستقل از زمان

شتار ذراّت  توصتیف متی کنتد،است که شارذراّت ورودی را  ikzeحلّ پراکندگی شامل یک موی تختِ 

بعلاوۀ یک موی کرویِ   ،پراکنده نشده
r

e
f

ikr

),(  ّات پراکنده شده را توصیف متی کنتد، که شار ذر

 می باشد.

),(وقتی از اسپین ها صرفنظر شود دامنۀ f  بستگی به زاویه محوری شکلِ  ،ندارد و موی کروی

r

e
f

ikr

)( ذراّت وارد یک پیوستار با جهتِ را خواهد داشت .)(  یا),(   متی شتوند کته بته ازای

ان تنها توسط یک حاصل جمع از تعداد کمی اموای جز تی آن را توصتیف وتاه برد می توهای کپتانسیل

kبه علّت پایستگی انریی، مومنتم نسبیدر اینجا، د. نمو

 برای هر جهتی یکسان می باشد. 

 

1-1-b- پراکندگی ذراّت مرکب بدون فروپاشی 

حالت اوّلیه باشد، بعنتوان نمونته  ز ذراّتِ، محصولات این واکنش می تواند متفاوت ا(a)بر خلاد حالت

 می توان واکنشهای زیر را در نظر گرفت:
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          که نوعتا  مربتوط بته یتک مستنلۀ  ل مجانبی استیک شکدارای جواب پراکندگی  اما در این مورد نیز

 رون رونده است: . این جواب شامل یک موی تخت و اموی کرویِ بیذرّه ای می باشددو 

2

22

1

11

2211

11 ),()2(),()1()1()(
r

e
g

r

e
fe

rikrik
zik   

 i)(، به خاطر وجود دو امکانِ واپاشی، دو موی کروی وجود دارد و هر جمله در یتک تتابع ولی حالا

وقتی استپین ذراّت بته حستاب آورده متی  ضرب می شود که حرکت درونی اجزاء را توصیف می کند.

اویته اربیتالی و اسپینی را با هم ترکیب کنیم تا اموای جز ی برای مومنتم زشود باید مومنتم زاویه ای 

 های از زمان را دارد و برای پتانسیل شرط مرزی هنوز شکل سادۀ مستقل ای کلِ داده شده بدست آیند.

(1-1) 



 

 بختاطر ها کتافی استت.توصیف فرآیند واپاشی در همۀ جهت کوتاه برد تعداد کمی از اموای جز ی برای

1kحرکت درونی، مومنتم های نسبیِ  وت بودن انریی هایمتفا

2kو 


 واپاشی مربوط به کانالهای  

 عموما  متفاوت هستند اما آنها مجموعۀ کوچکی از اعداد گسسته را تشکیل می دهند.

ایِ  بتا مستنلۀ دو ذرّه اوتهتای آنسی قرار متی دهتیم و تفحال یک پراکندگیِ سه ذرّه ای را مورد برر

 .متناظرش را بررسی می نما یم

 

1-1-c- فروپاشی سه ذرهّ ای 

م که دارای کانالهای متعتدد واپاشتی اینجا ما با یک مسنله مواجه هستی در  bدر مقابل فرآیند قسمت

 یم:تمی از حالت نهایی در نظر بگیررا به صورت یک زیر سیس 1و1ذراّت  می باشد. فرض کنیدکه

 
 

 
 

 ه آزاده ای با فروپاشی به سه ذرّواکنش سه ذرّ -1-1شکل                            

 

چنتین بتود(  bهای مقیّد خود قرار ندارد)در حالیکه در حالت جا این زیر سیستم در یکی از حالتدر این

پیوستتار بته وستیلۀ های پراکندگی دو ذرّه ای پر میکنتد. ایتن یک حالتی را از بین پیوستار حالتبلکه 

kمومنتم نسبی

kمشخص می شود که می تواند مقادیر مختلف به خود بگیرد و 


 مثل یک شاخص یا 

 اندیس کانالی پیوسته رفتارکند.

متنتاهی  bمشکل دوّم در اینجا اندازۀ حجم واکنش می باشد. با اینکه اندازۀ حجم واکنش برای حالتِ 

 اینجا، بینهایت بزرگ شده است.)برای  نیروهای هسته ای(دریا خیلی کوچک بود
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 پراکندگی می تواند در سه مرحله انجام شود:

 (.1-1( در یک حالت برانگیخته تشکیل می شود)شکل1و1درگام اولّ یک زیر سیستم )

 
 .ه ای بدست می آیددو ذرّ ۀبرانگیخت پاشی: یک حالتفرو لین گام یک فرآینداوّ -1-1شکل               

 

( در جهت ذرّۀ بیرون روندۀ 1ذرّۀ ) این حالت برانگیخته واپاشی کرده و یکی از ذرّات، مثلا ، اندکی بعد

 (.1-1( خاری می شود)شکل1)

 
 پاشی حالت برانگیختهامین گام: ودوّ  -1-1شکل

 

 (.1-5ر پراکنده می شود)شکل( به دام می افتد و یکبار دیگ1( توسط ذرۀّ )1سپس ذرۀّ )
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 سومین گام: پراکندگی دوباره -1-5شکل

 

 نامیده می شود.  « باز پراکندگی » این فرآیند 

مواردی که ذکر شد نشان می دهد که بر همکنشی که حالت نهایی را تشکیل می دهد به یک ناحیتۀ 

جایی از فضای سه بعدی واقع شود. از کوچک حولِ مرکز جرم محدود نمی شود، بلکه می تواند در هر 

 این دو مشکلی که ذکر شد مشکل سوّمی نتیجه می شود:

ما در اینجا دیگر نمی توانیم مانند حالت دو ذرّه ای با یک روش ساده یک شرط مرزیِ مستقل از زمان 

زمان فیزیکی  وابسته بهرا بنا کنیم. هر جا که شک و تردیدی برایمان به وجود آمد باید به شرط مرزیِ 

. مشکل مربوط به شترط مترزی یا نه برگردیم و مطمنن شویم که شرط مرزیِ فوق با آن سازگار است

 مستقل از زمان به آسانی با استفاده از پرسش زیر قابل درک است:

از ذراّت بته آن  یوقتی دو تا از سه ذرّه از مرکز جرم مشترک سیستم سه ذرّه ای دور می شوند و یکت

 شود، این حالت یک حالت بیرون رونده است یا، یک حالت داخل شونده؟نزدیک می 

کروی و یا پاکت های موی و یتا تجزیتۀ تتابع متوی بته ن)با استفاده از هارمونیکهای ابردر اینجا می توا

 های بیرون رونده را ساخت، ولی این کار به سادگیِ حالت دو ذرّه ای نمی باشد.حالت اجزا(

 

 سه ذرهّ ای در فیزیک هسته ایاهمیّت مسنلۀ  -1-1

 سؤال: چه جنبه ای از مسنلۀ سه ذرهّ ای در فیزیک هسته ای از اهمیتّ برخوردار است؟

 

(1) Rescattering 

(1) 
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           یک مسنلۀ حل نشتدۀ مربتوط بته فیزیتک هستته ای و عمومتا  بترای فیزیتک ذراّت بنیتادی مستنلۀ 

بستگی و سطح مقطع ها را به ما می دهند. با استفاده از  کنش قوی است. آزمایشها فقط انرییهایهمبر

که اساس فیزیک هسته ای نظتری  معادلۀ شرودینگر می توان پتانسیلهای پدیده شناختی بدست آورد

را تشکیل می دهند. امید می رود که در مراحل بعدی ایتن گونته پتانستیلها را بتتوان از یتک نظریتۀ 

 بنیادی بدست آورد.

پتانسیل پدیده شناختی، لازم است که رابطته ای بتین بترهمکنش و اطّلاعتاتِ قابتل  برای تعیین یک

 اندازه گیری برقرار شود. به عبارت دیگر، ضروری است که معادلۀ شرودینگر حل شود. 

برای دو نوکلنون این امر نسبتا  آسان است. اماّ داده های دو نوکلنونی اطّلاعات کافی را در بر ندارنتد و 

. بعنوان مثال پراکندگی آزمایشهای دو نوکلنونی انجام پذیر نمی باشد همۀانجام ر این در عمل علاوه ب

 نوترون را می توان نام برد. -نوترون

نوکلنونِ به انتدازۀ کتافی ختوب، بایتد عتلاوه بتر  -در نهایت برای بدست آوردن یک پتانسیل نوکلنون

نیز در نظر گرفت. جز یاتی که در ذیل می آید، اهمیّت نوکلنونی را اطّلاعات دو نوکلنونی، اطّلاعات سه 

 :به سزایی دارند

1-1-a- نوترون -بر همکنش نوترون 

این برهمکنش برای چک کردن تقارن بار و ناوردایی آیزواسپین در نیروهای هسته ای لازم است. ایتن 

اطّلاعتات مربتوط  و در بعضی  n-dبرهمکنش در اطّلاعات تریتون، در سطح مقطع پراکندگی الاستیک

می توان شمارنده ها را طوری چیتد و  n-d وجود دارد. در واکنش فروپاشی   n-d به واکنش فروپاشی 

را طوری انتخاب کرد که رویداد هایی اندازه گیری شوند که در آنها مومنتم نسبیِ  4Eو3Eانریی های 

     طولانی تری بتا یکتدیگر بترهمکنش متی کننتدنسبتا  ک باشد. نوترون ها مدّت دو نوترون خیلی کوچ

و این بر همکنش طولانی مدّت خودش را در ستطح مقطتع پراکنتدگی  ("بر همکنش حالت نهایی " )

 نشان می دهد.

1-1-b- رفتار خاری از پوسته در نیروهای هسته ای 

راکندگی به اندازۀ کافی زمان جهت اندازه گیریِ انتریی در پراکندگی دو ذرّه ای، هرگاه قبل و بعد از پ

 وجود داشته باشد، انریی پایسته است. به محض اینکه ذراّت خاری از ناحیۀ بر همکنش قرار گیرند، 
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بتر دو ذرّه توسط قانون پایستگیِ انریی محدود می شوند. تمام رویتدادهای ممکتن مجاز مومنتم های 

ها متی گوینتد. ایتن رویتداد  وستتۀ انتریی ومنتم قرار دارند کته بته آن پروی یک ابرکره در فضای م

بتوان سیستم دو ذرّه ای را تنها در طول یک بازۀ  گاه  ریده می شوند. هنام های روی پوستهرویداد

طرافش بتر یکه خاری از این بازۀ زمانی با محیط ابصورت منزوی در نظر گرفت در حال tزمانی کوتاهِ 

بطور دقیق صادق در اینجا قانون بقای انریی  ،همکنش کند در این صورت به خاطر اصل عدم قطعیّت

اتفاق می افتند و قانون بقای انریی را نقض می  tنیست.فرآیندهای پراکندگی که در طول بازۀ زمانیِ

یتا  خارج از پوستت  ارتر ی فرآیندهای ییکنند احتمالِ رخ دادنشان صفر نیست. چنین فرآیندها

 نامیده می شوند. رویدادهایِ خارجِ پوستهبطور مختصر، 

زیر سیستم دو ذرّه ای در حضور ذرّۀ سوّم مختتل متی  در آن پراکندگیِدر پراکندگیِ سه ذرّه ای که 

چنتتتین  شتتتود،

مکانیسمی اغلتب 

متتتتتتتتتی  روی

 (. 1-6دهد)شکل

 

 
             

 (در حالت1و1. انرییِ زیر سیستم )باز پراکندگی سه ذرّه ای -1-6شکل                       

),(میانیِ                        21 kk

 و در حالت اوّلیۀ),( 21 kk


 لازم نیست حتما  مساوی باشد.

                       

کنش کنند لزومی ندارد کته حالتت نهتایی، انترییِ وقتی که در یک فرآیند سه ذرّه ای، دو ذرّه بر هم

اتّفاق می افتد که حالت نهایی فقتط بترای یتک   یکسانی با انرییِ حالت اوّلیه داشته باشد زیرا معمولا 

 مدّت بسیار کوتاهی دوام می آورد و سپس تحت تأثیر ذرّۀ سوّم نابود می شود.

ت را نتیجه می دهد، اثرات خاری پوسته را نیتز معادلۀ شرودینگر، درست همانطورکه رابطۀ عدم قطعیّ

 به خوبی توضیح می دهد.

(1) 
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 (1) Energy shell 

 

به هر حال در پراکندگیِ دو ذرّه ای معمولا  به اثرات خاری پوسته هیچ توجهّی نمی شود چرا که فرض 

کنتدگیِ روی می شود پتانسیلِ بر همکنش داده شده است. در این حالت معادلۀ شترودینگر دامنتۀ پرا

پوسته و همچنین خاریِ پوسته را تعریف می کند. اماّ به محض اینکه مسنلۀ پراکندگیِ معکتوس را در 

های پراکندگی صدق کند، بتر متا داده یم پتانسیلی را بدست آوریم که درنظر بگیریم، یعنی اگر بخواه

بفرد یک پتانسیل منحصتر کافی جهت تعیینروشن می شود که پراکندگیِ دو ذرّه ای حاویِ اطّلاعات 

تعداد بیشماری پتانسیل می توان یافت که در پراکندگیِ دو ذرّه ای دارای دامنه های روی  نمی باشد.

 پوستۀ یکسان باشند ولی دامنه های خاری پوستۀ آنها متفاوت باشد. 

 در این صورت می گو یم که خواص خاری پوستۀ این پتانسیلها متفاوت از هم است. 

 ۀ سه ذرّه ای خواصِ خاریِ پوستۀ پتانسیل بر همکنش، نقش مهمّی را ایفا می کند و بنابراین در مسنل

 اطّلاعات سه ذرّه ای در مسنلۀ پراکندگیِ معکوس اهمیّت فراوانی دارند.
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 فصل دومّ

 مینتبرخی مفاهیم مکانیک کوا
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فرمولبندیِ عمومی تر مورد بررسی قرار می دهیم و در  در این فصل ما ابتدا پراکندگی دو ذرّه ای را در

میِ مهمّی که در بررسی مسنلۀ پراکندگی بکار می رود را معرّفی متی کنتیم و وانتاین راستا مفاهیم ک

سپس به سیستم سه ذرّه ای می پتردازیم و نشتان ختواهیم داد کته کتدام نتتایج را متی تتوان بترای 

 مشکل بروز می کند. د و بعد اینکه در چه مواردییز بکار برپراکندگیِ سه ذرّه ای ن

 

 مسنلۀ دو ذرهّ ای -1-1

 سیستم دو ذرهّ ای  هامیلتونین -1-1-1

 برهمکنش می کنند شکل زیر را دارد: vهامیلتونین برای دو ذرهّ ای که توسط پتانسیل

v
m

k

m

k
h 

2

2

2

1

2

11

22



 

1kدر اینجا  که

2kو  


جرم های ذراّت هستند. بترای یتک پتانستیل کته تحتت  2mو 1mمومنتم ها و 

kانتقال ناوردا است حرکت مرکز جرم را می توان بوسیلۀ وارد کردن مومنتم مرکز جترم 


و متومنتم   

pنسبی 
 :به ترتیب زیر جدا سازی کرد 

v
p

mm

k
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 به صورت زیر داده می شود: که در آن جرم کاهش یافتۀ 

 

بعلّت ناورداییِ هامیلتونین تحت انتقال، حرکت مرکز جرم یک حرکت آزاد است و ویژه حالت متومنتم 

به این قسمت هامیلتونی نداریم و توجّه خود را به هامیلتونی حرکت نسبی معطود  می باشد. ما کاری

 می کنیم:

21

21

mm

mm




(1-1) 

(1-1) 

(1-1) 

(1-1) 

(5-1) 
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 اکندگیحالت پر شرایط مرزی -1-1-1

 1بتا انتختاب یف متی شتود. پراکندگیِ دو ذرّه ای توسط معادلۀ وابسته به زمانِ شرودینگر توصت

 داریم:

  )()( )( tht
t

i aa

 



 

حالتت مشتخّص قترار  علامت )+( نشان دهندۀ آن است که سیستم قبل از شروع پراکنتدگی در یتک

که  ( به معنای آن خواهد بود-راکنده می شود. در اینصورت علامت )با گذشت زمان پ داشته و تدریجا 

باریکۀ جمع شده خواهیم داشت که به طور تجربتی نمتی تتوان آن را مشتاهده یک پس از پراکندگی 

 ( عبارتست از:1-1اشاره به تمام خواص حالت اوّلیه  دارد. جواب معادلۀ ) aکرد. اندیس 

)()( )(   a

iht

a et  
)(که در اینجا

a .شرط مرزی یا شرط اوّلیه را می توان به  یک پاکت موی مستقل از زمان می باشد

 طور لفظی این طور بیان کردکه:

)()(این حالت پراکندۀ  ta

  آزاد بتوده وزمان بینهایت گذشته از یک پاکت موی به وجود آمده که در 

           مشخص متی شتود. آزاد بته ایتن معنتا استت کته دامنته در ناحیتۀ  aویژگی های آن توسط اندیس 

است، صفر می شود. از نظر ریاضی این شترط بته روش زیتر فرمولبنتدی  0vبر همکنش که درآن 

 میشود:

را دارد و بستگیِ زمانی اش  توسط  aشکل  0tزمان یک پاکت موی مرجع معرّفی می شود که در

 توصیف می شود: 0hهامیلتونین ذرّۀ آزاد یعنی

a

tih

a et  0)(


 

)(سپس ملزم می کنیم که پاکت موی  

a   ذشته بر پاکت متوی ذرّۀ آزاد در حالت حدّیِ بی نهایت گ

a  منطبق باشد. از آنجایی که پاکت موی ها با گذشت زمان تضعیف می شوند، بی معنتا خواهتد بتود

رم تفتاوت اگرملزم کنیم دو تابع نقطه به نقطه بر هم منطبق باشند ولی در عوض ملزم می کنیم که نُ

 آنها صفر شود یعنی:

(6-1) 

(1-1) 

(6-1) 

(3-1) 
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 ( استفاده می کنیم:1-3( و )1-6و از روابط )

                                                                                                                                            

0lim 0)( 



a

ti
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iht
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ee    

        نمتایش   "s-lim"کته متا در ادامته آن را توستط  متی شتود میتدهیک حد قوی نا این حد برای نرم، 

)(می دهیم. شرطی را که ما برای

a  قرار دادیم یک اشکال دارد و آن این است که یک پاکت موی که

در یک زمانِ محدود، مقیدّ به آزمایشگاه می شود در زمان بینهایت گذشته نسبتا  پهن متی شتود)مگر 

 که تولید آن در فرمولبندی منظور شود(.این

محدودِ به آزمایشگاه استت ایتن  0tکه آن هم در زمان aبا استفاده از یک پاکت موی آزاد مرجع 

را  ییک محتدودیّت خاصتّ  اشته باشیم که شرط مذکورمشکل از سر راه برداشته می شود. باید توجّه د

لحاظ ریاضی این محدودیّت اینگونه بیان می شود که حدّ معادلۀ  . ازتحمیل می کندپتانسیل  بردای بر

 نیز نوشت: زیر[. معادلۀ فوق را می توان به صورت 1( برای هر پتانسیل دلخواه وجود ندارد]11-1)

aa

tihiht

t
a ees  )()( 0lim 



   

تفاوت قسمت هتای ستمت راستت و چت  )نرم استحد قوی  به معنای( 1-11حدّ معادلۀ )که در آن 

 معادله صفر می شود(.

 .نامیده می شود )(   عملگرِ مولرعملگری را تعریف می کند که ( 1-11معادلۀ )

 

 عملگر مولر -1-1-1

)(ت پراکنتدۀ اثر می کنتد حالت aوقتی که به حالت آزادِ  )(عملگر مولر

a  را متی دهتد. مطتابق

 ( داریم:1-11معادلۀ )

tihiht

t
ees 0lim)( 



 


  

)()(را نیز گنجانده ایم. این عملگر حالت پراکندۀ  )(ما در اینجا تعریف عملگر ta

      را می دهتد کته

)()(می رود. اگر چه حالتهای ta)(حالت آزاد  به  tبه ازای ta

 به طور تجربتی  را نمی توان

 )(متولر  از تعریتف عملگترمورد نیاز می باشند. برای توصیف دقیق یک اندازه گیری  مهیاّ کرد ولی

 رابطۀ: نتیجه می شود که برای هر زمان متناهیِ

(11-1) 

(11-1) 

(11-1) 

(1) 

(1) 
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  ( یک شرط معنا دار می باشد.1-11( چون در نرم انتگرال گیری روی تمام فضا داریم، در نتیجه معادلۀ )1)

(2) MØller 

 

 00 )()()()(lim
ihihtihtih

t
eeees






 

 رابطه خواهیم داشت: از طرفین اینبا مشتق گیری  نیز معتبر است.




0)(0 0

)()(
)(

ihih ehhe
d

d 





 

 زیر بدست می آید: "رابطۀ جابجاییِ "در نتیجه 

0

)()( hh   

     هتای آزادِیتا بته عبتارت د قیتق تتر فضتای حالت هتای آزاد، ورو عملگرِ مولر فضتای هیلبترت حالتقلم

 و را توسعه داد تا حالتهای بتا متومنتم تیتز را انتگرال پذیر مجذوری می باشد. البّته می توان این قلمر

  نیز در بر بگیرد. برای این منظور لازم است که یک عمل حد گیری به سمت انریی های تیتز بتر روی 

پاکت های موی انجام شود. این گسترش موجب پدید آمدن برخی مشکلات مفهومی می شود چرا که 

بررسی ریاضتیِ آن  در نتیجهش همیشه حضور دارد و حالا پاکت موی بی نهایت بزرگ شده و بر همکن

مشکل می شود. البتّه این حقیقت که، اعمال یک عملگر مولر بتر روی یتک حالتت بهنجتارش ناپتذیر 

نشان داد که ایتن گستترش در متورد   منجر به مسا ل همگرا نمی شود، نباید ما را غافل کند. فادیف 

ما مجاز هستیم که ویژه حالتهای  بنابراین[. 1صحیح می شود]دستۀ بزرگی از پتانسیلها منجر به نتایج 

pمومنتم 
  را به جای پاکت های مویa بکار بگیریم و عملگر مولر)( .را روی آنها اثر دهیم 

)(های پراکندۀ به این ترتیب ما حالت 
p
 را بدست می آوریم که در آن)(

p
  مربوط به حالتی است

که در فصل اوّل بحث شد، یعنی حالتی که شامل یک موی تخت است بعلاوۀ یک موی کترویِ بیترون 

)(های پراکندۀلترونده. حا
p
  یک انریی تیزدارایE هتای آزادِ ل همتان حالتدرست مث هستندp

           

که انریی تیز
2

2p


(  1-11دارند. این دو انریی یکسان هستند و می توان با استفاده از رابطۀ جابجایی ) 

 آن را نشان داد:
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(1) Faddeev 

                                                                                                                        

را بته  سترهو نتا  سترهحال می توانیم بطورکلی بیان کنیم که: عملگرهای مولر، فضتای هیلبترت آزاد 

  دستت با استتفاده از ایتن نگتا شتت ب hای مقیدّ، تصویر می کنند. حالتهhحالتهای پراکندگیِ متناظر

نمی آیند، چرا که آنها متعلّق به گسترۀ عملگر مولر نیستند. بنابراین عملگرهای مولر یونیتاری نیستند 

 کندگی اثروقتی که روی حالتهای پرا )(†بلکه فقط ایزومتریک هستند. عملگرهای مزدوی هرمیتیِ:

، hو وقتی روی حالتهای مقیدّ کنندمعکوس میرا کنند نگاشت می
n   اثتر متی کننتد نتیجته صتفر    

                                                 می شود. این موضوع را می توان از رابطۀ زیر دید:

0
)()(†)( 

 ppp nnn


 

صفر شدن عبارت سمت راست این است کته تعلّ
n و)(

p
 هتردو ویتژه حالتهتایh  هستتند

می این دو حالتت بتر هتم مطابقِ قضیۀ اساسی مکانیک کوانت منتهی با ویژه مقادیر متفاوت، در نتیجه

 شوند.عمود می 

 صفر است یعنی: از آنجایی که عبارت سمت چ  رابطۀ بالا

0
†)(   pn


 

pو حالتهای
 :مجموعۀ کاملی را تشکیل می دهند در نتیجه داریم 

0
†)(  

n   

 لر جایگزین کرد:حدّ زمانی که در تعریف عملگر مولر وجود دارد را می توان بوسیلۀ یک حد اوی
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 مقدار tکه به ازایtf)(چگونگی حدگیریِ اویلر را می توان با اعمال آن روی یک تابع دلخواه 

 شود، درک نمود.می fآن

 براحتی دیده می شودکه:

 
 1)01(
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tt edte 
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 :هی در انتگرالِو بازه های زمانیِ متنا

dttfe t )(lim
0
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 سهمی ندارند.

 

 

 است، چنانکه می توان با جایگزینی زیرآنرا دید: fسهم زمان های بی نهایت دور برابر

dx
x

fedttfe

x
t

dtdx

xt

xt )()(
00












 















 

)(به سمت صفر میل می کند تابع  وقتی که


x
f  به سمتf  می رود و می توان آن را در بیترون

 انتگرال قرار داد.

زمان ناپدید می شود. در قستمت بعتدی ما که در نظریۀ دو ذرّه ای  ریِ اویلر جایی استمعرّفیِ حدگی

آید کته دقیقتا  خواهیم دید که با استفاده از این روش یک معادلۀ انتگرالیِ مستقل از زمان بدست می 

 ( بحث شد را ارضا می کند.1شرط مرزی که در فصل )

 

 شو ینگر -معادلۀ حلاّل و معادلۀ لیپمن -1-1-1

( در همان قالب،کمک چندانی نمی کند، زیترا  1-16عبارتی را که برای عملگر مولر بدست آورده ایم )

جابجا نمی شوند دو تابع نمتاییِ موجتود در  0hو   hنمی توان انتگرال گیری را انجام داد)از آنجا که 

thhitihihtانتگراند را نمی توان با هم تلفیق کرد یعنی:   eee
)( 00 

.) 

 آنجایی که ما مجاز هستیم تا عملگر مولر را روی موی تخت اثر دهیم می توانیم بنویسیم: اما از
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)(رابطۀ مهّم بین جواب های پراکندگیبا این حساب ما یک 
p
  :ِو تابع حلّال یا گترین 

1)()(  hzzg 
 رابطۀ: پیدا کرده ایم.

 

 گذار از نظریۀ وابسته به زمان به نظریۀ مستقل از زمان را نشان می دهد.

 

 رابطۀ زیر را برای تابع گرین داریم:
)()( 11 zgzgzz   

)()(این رابطه را از سمت راست در عبارت  zgzg   :ضرب می کنیم داریم 

)()()()()(

)()()()()()()()()( 11

zgzgzgzgzz

zgzgzgzgzgzgzgzgzz



 

 

)()(ویا اگر بجای   zgzg   در)()( zgzg  :ضرب کنیم داریم 

)()()()()( zgzgzgzgzz  
 فاده از تعریف عملگرحلّال آزاد:که این اولّین معادلۀ حلّال می باشد. با است

1

00 )()(  hzzg 

  و رابطۀ:                                                        

)()( 11

00 zgzghhv 
 

 می توان معادلۀ دوّم حلّال را به شکل زیر بدست آورد:

)()()()( 00 zgvzgzgzg  

 نیز نوشت:این معادله را می توان به صورت زیر 

)()()()( 00 zgvzgzgzg  

حال ما از این اتّحاد برای بدست آوردن یک معادلۀ انتگرالی برای حالتهای پراکنتدگی از روی معادلتۀ  

 ( استفاده می کنیم.13-1)

 ( داریم:1-13از معادلۀ )
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)(به جای  که اگر iEg  خواهیم داشت ،دهیم م قراراز رابطه ای که بدست آوردی: 
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 برای ساده سازی جملۀ اول از رابطۀ زیر استفاده می کنیم:
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 و برای جملۀ دومّ هم داریم:
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 مورد نظر به شکل زیر در می آید: در نهایت رابطۀ
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 pviEgpp


 

)(های پراکنتدگیشو ینگر برای حالت -معادلۀ لیپمنمعادلۀ فوق 
p
  متی باشتد. در نمتایش فضتای

 :به رابطۀ زیر منجر می شود [ حدگیری روی 1پیکربندی]
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0)(عملگر آزاد  Eg  به دلیل وجود جملۀE2 0ردارای یک نقطۀ انشعاب دE  می باشد و برای

 در نظر بگیریم: به سمت  0Eاین که تک مقداری باشد بایستی یک برش از

 
ما می گوید که روی کدام قسمتِ برش باید قرار بگیریم تا شرط مرزی ارضا شود. علامتت  به و حدّ 

 ( بیان شد.1-1متناظر است با شرط مرزیِ فیزیکی که در قسمت ) )+( 
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 شو ینگر را در فضای پیکربندی بنویسیم داریم: -وقتی معادلۀ لیپمن
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هتای  rنطورکه می بینیم جملۀ اوّل در سمت راست یک موی تختت استت و جملتۀ دوّم بته ازای هما

 بزرگ یک موی کرویِ بیرون رونده می باشد، یعنی شرط مرزیِ وابسته به زمان فیزیکی منجر به یک 

 

ود معادلۀ انتگرالی شده که شرط مرزیِ مستقل از زمانی که در ابتدای فصل توضیح داده شد را در خت

 جای داده است.

[ اگتر فشترده 1حال ما باید بفهمیم که: آیا هستۀ معادلۀ انتگرالی ما یک عملگر فشرده هست یا نه ؟]

 و همۀ روشهای استاندارد موجود برای حل آن استفاده کرد.   باشد می توان از نظریۀ  فرد هولم 

ه این است که تحقیق کنیم آیا نرم ساده ترین روش برای اینکه بفهمیم آیا هستۀ فوق فشرده است یا ن

  اشمیت آن متناهی است یا نه،که این یک شرط کافی می باشد.

),(نرم اشمیت برای عملگر  rrK

 :به صورت زیر تعریف می شود 
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 ( هستۀ انتگرال عبارتست از:1-11اماّ در معادلۀ انتگرالیِ )
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iEzکه در آن  .مربع نرم اشمیت آن عبارتند از:  است 
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 زیرا داریم:
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 برای انجام این انتگرال تغییر متغیّر می دهیم:
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(1) Fredholm 
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 در نهایت بدست می آوریم:
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 می توان با جایگزینیِ زیر نرم اشمیت را به شکل دیگری هم نوشت:

)
2

1(2

)1(2)(22 2

1

E
iE

E
iEiEz











 

2
2

2

0

)(

2
2

22

2
)(2Im

 




rvrd

E

K

EE

E
iE

s
















 

 واضح است که نرم اشمیت فقط وقتی می تواند متناهی باشد که:

قدر مطلق پتانسیل وجود داشته باشد، که در این صورت پتانسیلهای کتولنی و اولّا : انتگرال روی مربع 

 هستۀ سخت کنار گذاشته می شوند.

مخالف صفر باشد،که در این صورت همان انریی هتای پراکنتدگی کته  z2دوّما : قسمت موهومی

 مورد نظر ما هستند را کنار می گذارد.

واگرا می شود، دقیقا  مرتبط است با این حقیقت که متا از   0در حدّ  این حقیقت که نرم اشمیت

توابع انتگرال پذیر مجذوری خاری شده ایم. اما همانطور کته قتبلا  هتم بیتان شتده  2Lفضای هیلبرت
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ای فشردگی استت نته یتک وجود یک نرم اشمیت متناهی برای هستۀ انتگرال تنها یک شرط کافی بر

 شرط لازم برای آن. 

 

 

 

)فضتای توابتع پیوستتۀ  1C  [ که هستۀ این معادلۀ انتگرالتی در فضتای بانتاخ 5نشان داده] لاولیس 

محدود(، علی رغم واگرا بودنِ نرم اشمیت، فشرده است و این قضیه بته ایتن ستنوال کته آیتا معادلتۀ            

شو ینگر یک جواب یکتا دارد پاسخ می دهد. برای عملگر های فشرده بیان فرد هتولم معتبتر  -نلیپم

 می باشد:

یک معادلۀ انتگرالیِ غیرهمگن با هستۀ فشرده به ازای هر ناهمگنی یا یک جواب یکتا دارد در حالیکته 

همگن حتد اقتل  معادلۀ همگن متناظرش فقط یک جواب بدیهی مساوی صفر دارد، یا معادلۀ انتگرالیِ

قابل حل است و یتا جتواب هتایش یکتتا  یک جواب غیر بدیهی دارد درحالیکه معادلۀ نا همگن یا غیر

 نیست.

حال ما در اینجا نشان می دهیم که اوّلین انتخاب برای مورد ما کاربرد دارد. معادلۀ همگن متنتاظر بتا 

 (  را در نظر می گیریم:1-11معادلۀ )

 viEg )(0  

وجود داشته باشد این جواب بایتد معادلتۀ   یک جواب برای 0Eاگر به ازای انریی های مثبت 

( از سمت چت  1-11شرودینگر را ارضا کند. این موضوع را می توان به آسانی با ضرب کردن معادلۀ )

1در

0 )(  iEg ه عنوان یک جواب معادلۀ شرودینگر ایناثبات کرد و ب  باید احتمال را ابقا کند

فقط شامل اموای بیرون رونده می باشد)به مطالب بیتان شتده بعتد از معادلتۀ  که نمی تواند، زیرا

جتواب نتدارد و در نتیجته جتواب معادلتۀ       0E( توجّه کنید(. بنابراین معادلۀ همگن بته ازای11-1)

  هتای مقیّتد را    ادلتۀ همگتن دارای جتواب استت و حالتمع 0E( یکتا است. بته ازای 1-11ناهمگن )

می دهد. در ادامه خواهیم دید که در این مرحله برای مورد سیستم سته ذرّه ای یتک مشتکل وجتود 

 خواهد داشت.
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شو ینگرِ سیستم دو ذرهّ ای نمایش آن را در فضای مومنتم  -کمیل بحث پیرامون معادلۀ لیپمنبرای ت

 می نویسیم:
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 در این نمایش هسته شکل زیر را دارد:
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 هستۀ فوق دارای یک قطب روی محور حقیقی است که به واگرا شدن نرم اشمیت آن  0به ازای 

 می انجامد.

[ که با وجود این 5به وضوح یک چنین تکینگی نسبتا  بی ضرر است چون لاولیس توانست نشان دهد]

کینه، عملگر واحتد تکینگی، هستۀ معادلۀ انتگرالی فشرده است. بعنوان یک مثال دیگر از یک عملگر ت

 را در نظر می گیریم که به نظر می رسد تکینگیِ آن بی ضرر باشد:

)(1 pppp

  

( 1-11واگرا است. برخلاد معادلۀ ) این عملگر نرم اشمیت متناهی ندارد زیرا انتگرال مربع یک تابع

 ی جلوگیری می کند.تکینگی آنقدر در اینجا قوی است که از فشردگ

 این امر عواقبی جدیّ در مسنلۀ سه ذرهّ ای خواهد داشت.
 

 Sماتریس  -5 -1-1

یک رابط بین جوابهای پراکندگی و داده های قابل اندازه گیری می باشتد. بترای مشتخص   Sماتریس

)()(حالت پراکندۀ   Sشدن مفهوم ماتریس  ta

 ( از یتک 1-6ق معادلۀ )را در نظر می گیریم که مطاب

تحوّل می یابد و سؤال می کنیم که احتمال یافتن یک پاکتت متوی آزاد دیگتر  ta)(پاکت موی آزادِ 

)(tb  در)()( ta

   ِّدر حدt چقدر است؟ 

 نیز حالت نهایی را توصیف می کند. tb)(حالت اوّلیه را توصیف می کند ta)(درست همانطورکه 

 چیزی که ما به دنبال آن هستیم عبارتست از) مربع قدرمطلق( عنصر ماتریسیِ:
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 اریم:د( 1-11( و )1-11با استفاده از معادلات )
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 های مومنتم بجای پاکت های موی بدست می آوریم:با استفاده از ویژه حالت
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 : Ŝنمایش عملگرِ Sبنابراین ماتریس 

)(†)(ˆ  S  
 در فضای مومنتم می باشد.

( بر متی گتردیم کته بترای 1-16عادلۀ )وجود دارد به م Sبرای انجام حد گیری هایی که در ماتریس 

 انریی های تیز عبارت بود از:
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 برای حفظ عمومیتّ مسنله، فرض می کنیم که دو انریی فوق متفاوت هستند:
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 ( داریم:1-13از طرفی از معادلۀ ) در نتیجه فاز صفر نمی شود.
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شتو ینگر استت  -ه معادلۀ لیپمنعملگر حلّال در یک معادلۀ انتگرالی صدق می کند که خیلی شبیه ب

  ب هایی داردکنید(. بنابراین نمایش در فضای مومنتمِ آن قطرا ملاحظه  (1-15( و )a11-1معادلات ))

کنید(. حال ما می خواهیم این قطب هتا را از عنصتر ماتریستی استتخرای ( را ملاحظه 1-11)معادلۀ )

 aمعادلۀ ) در( b 11-1از روی معادلۀ )  g(z)حد گیری نماییم. با قرار دادن عبارت مربوط به   کنیم و

 ( داریم:11-1
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 دارد: zg)(مربوط شده که تکینگی کمتری نسبت به zt)(یک عملگر بنابراین عملگرحلّال به

vzgvvzt )()(  

 به صراحت خود را نشان می دهند،  zg)(حالا تکینگی های سینماتیکی
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 قرار می دهیم:  S( مربوط به ماتریس 1-15حال این نتیجه را در رابطۀ )
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 :ۀبا استفاده از رابطکه حدّ موجود در جملۀ دومّ را می توان 
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 ساده کرد:
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 Tسماتری -1-1-6

 (:1-51شد. در رابطۀ ) Sدر ماتریس  حلّال منجر به دو تابع  دیدیم که تکینگی های عملگر
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pp*جملۀ اوّل توصیف کنندۀ آن است که هیچ پراکندگی صورت نگرفته است زیرا 


  یعنی مومنتم

جا که یک موی تخت دارای گسترۀ بینهایت استت تعتداد از آنبرابر مومنتم اوّلیۀ آن است و ه نهایی ذرّ

 ات بدون اینکه منحرد شوند از مرکز پراکندگی عبور می کنند.نهایت زیاد از ذرّبی

 .ی دوّم بخاطر پایستگی انریی استتابع*

        وجتتود دارد و بختتاطر همتتین موضتتوع  Tتمتتام اطّلاعتتات در متتورد فرآینتتد پراکنتتدگی در متتاتریس 

پر اطّلاعات ترین مشاهده به شکل زیر تعریف می شود  Tکه از روی ماتریس سطح مقطع دیفرانسیلی

 می باشد:در مسنلۀ پراکندگی از یک پتانسیل  پذیر
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pدر اینجا حالت


p انریی و جهت باریکه را تعریف می کند و حالت 


 جهتی را مشخّص متی کنتد 

 ه بخاطر پایستگی انریی داریم:تّدر آن قرار دارد. الب که شمارنده
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  آن داریم:یِ خاری از پوسته را نیز تعریف می کند که درT( ماتریس1-11)است که رابطۀ لازم به ذکر

 

 آن داریم:
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در  ختاری از پوستته باشتد، ولتی Tالبتّه هیچ اطّلاعات دو ذرّه ای وجود ندارد که مربوط بته متاتریس

        لۀ پراکندگیِ سه ذرّه ای وضعیّت متفاوت است. از آنجا که سطح مقطع مستقیما  از روی متاتریسمسن

T  ِبدست می آید بهتر است که یک رابطۀ انتگرالی برای خود)(zt دست آوریم. اگر بجای ب)(zg  در

 ( قرار دهیم  با کمی محاسبات بدست می آوریم:1-16رابطۀ ) زا( a11-1رابطۀ )

)()()( 0 ztzgvvzt  
 :استفاده کنیم خواهیم داشت (b11-1) ( از رابطۀa11-1اگر از اولّ بجای رابطۀ )ولی 

vzgztvzt )()()( 0  
 هستند. Tت معادلاتِ انتگرالی برای ماتریسدر یک فضای نمایش، این معادلا

 ([ دارای هستۀ انتگرالی یکسانی هستند:1-56( و )1-15( و )1-11همۀ معادلات انتگرالی این فصل ])
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 : Tبرخی روابط مفید برای ماتریس 

 ( بدست می آوریم:1-11( در رابطۀ )1-55از قرار دادن رابطۀ )
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 ( قرار دهیم بدست می آوریم:1-11( در رابطۀ )1-56ز )حال اگر ا
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 ( داریم:1-55و همینطور از )
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 ( هم داریم:1-56و از )
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 ( هم بدست می آوریم:1-56( و )a56-1از رابطۀ )
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 ( هم بدست می آوریم:a56-1( و )b56-1و بالاخره از روابط )
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 رابطۀ یکانی  -1-1-1

استت  آنبرای یک پتانسیل هرمیتی یک قانون پایستگی شار احتمال وجود دارد و پیامد این موضتوع 

 باید یونیتاری باشد یعنی: Sکه ماتریس 
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 :این ادعا، داریم اثباتبرای 
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 اماّ داریم:
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pبا ضرب طرفین از سمت چ  در  
 )(  استفاده از رابطۀ زیر که به سادگی اثبات می شود:با و 
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 شود: نتیجه می
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 : و در نتیجه خواهیم داشت
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بررسی کرد. ما  Tیونیتاری است می توان پیامدهای آن را برای ماتریس Sحال که ثابت شد ماتریس 

از معادلتۀ  [.6هم مناستب استت]می خواهیم طوری به مسنله نگاه کنیم که برای مسنلۀ سه ذرّه ای 

)()()(                                                                                     ( داریم:55-1) 0 ztzgvvzt  

1)(از سمت راست در zt 1و از سمت چ  درv :ضرب می کنیم 

)()(

)()(

)()()()()()(

0

11

0

11

1

0

11111

zgvzt

zgztv

ztztzgvvztvvztztv













 

0)(چنانکه قبلا  گفته شد zg  در صفحۀ مختلط دارای یک برش در جهت مثبت محور حقیقتی انتریی

1)((،1-61است، در نتیجه مطابق رابطۀ ) zt و بالتبع)(zt نیز همان برش را دارنتد. اگتر z  بتار را یک

iE   یک بار دیگرو iE    بگیریم در واقع دو مقدار در بالا و پایین خط برش در نظرگرفتته ایتم

 به ازای این دو مقدار، مقدار ناپیوستگی را می دهد. zt)(که  تفاضل
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 ی آوریم:با استفاده از اولّین معادلۀ حلاّل  بدست م
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 و با استفاده از رابطۀ:
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 رابطۀ یونیتاری زیر را بدست می آوریم: 0در حد 
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 تیجه را در رابطۀ قبلی قرار دهیم داریم: اگر این ن
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 ریم:به جلو دا برای جهت رونتم، در نمایش موم
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[ که قسمت موهومی دامنۀ رو به جلو را به سطح مقطتع کتل 1این همان قضیۀ معرود اپتیکی است]

 د.مربوط می کن

 مسنلۀ سه ذرّه ای -1-1

سیستم سه ذرّه ای متی پتردازیم. ابتتدا ماننتد سیستتم دو ذرّه ای هتامیلتونین آن را بدستت      حال به 

 می آوریم.

 سیستم سه ذرهّ ای و نمایش آن در فضای مومنتم هامیلتونین -1-1-1

با سه ذرّه به جترم هتای های سه ذرّه ای صرفنظر کنیم، هامیلتونین برای یک سیستم  اگر از پتانسیل

1m 2وm 3وm :به شکل زیر خواهد شد 
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 که در آن پتانسیل برهمکنش دو ذرهّ ای به صورت زیر تعریف می شود:

)2,1(,)1,3(,)3,2( 321 vvvvvv  

را جدا کنیم و مختصات یاکوبی و مومنتم های یاکوبیِ متناظر با آنها را می خواهیم حرکت مرکز جرم 

تعریف کنیم. در ابتدا برای اینکه نشان دهیم کار کردن در فضای تنها مومنتم چقدر پیچیدگی دارد از 

در یک سیستم سه ذرّه ای سه انتخاب مطتابق و اسپین صرفنظر می کنیم. درجات آزادیِ اسپین و آیز

 سیستم دو ذرّه ای وجود دارد.با سه زیر 

 ( مقیدّ هستند:1( و)1( آزاد و ذراّت )1(: وقتی ذرۀّ )1* حالت )

 در این صورت مختصات یاکوبیِ سیستم عبارتند از:
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                       و تبدیلات متناظر برای مومنتم ها در این حالت عبارتند از:
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a- 1مومنتم متناظر با مختصۀ: 
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 ضرب می کنیم: 
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b- 1q
  1مومنتم متناظر با مختصۀ: 
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,)(جرم کاهش یافتۀ حاصل از  1Mاما  321 mmm  :را به صورت زیر تعریف می کنیم 
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 طرفین رابطۀ بالا را در این کمیّت ضرب می کنیم:
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c- K

rمومنتم متناظر با مختصۀ مرکز جرم  

: 

 

321321

332211321

321

332211

)(

)(

kkkrmmmK

rmrmrmrmmm

mmm

rmrmrm
r






























 

1pقابل ذکر است که در اینجا مختصۀ 
 1که مزدوی کانونیکی


( در 1است عبارتست از متومنتم ذرّۀ ) 

1q( و مومنتم 1( و )1) ذراّتسیستم مرکز جرم 
  1که مزدوی کانونیک

  است عبارتست از مومنتم ذرّۀ

  ( در سیستم مرکز جرم هر سه ذرّه.1)

 

 (:1( و )1( نسبت به مرکز جرم ذراّت )1سرعت ذرّۀ )
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 این حالت می شوند: حال اگر جرم هر سه ذرّه یکسان باشد مومنتم های یاکوبی در
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 مقیّد هستند:( 1( و )1د است و ذراّت )( آزا1(: وقتی ذرّۀ )1* حالت )
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 در این حالت مختصات یاکوبی سیستم عبارتند از:
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های متناظر با این مختصات بوسیلۀ محاستباتی  که مختصۀ مرکز جرم بدون تغییر می ماند و مومنتم

 مشابه با حالت اوّل به شکل زیر بدست می آیند:
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 که با شرط یکسان بودن جرم ذراّت داریم:
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 مقیّد هستند. (1( و )1( آزاد است وذراّت )1قتی که ذرّۀ )(: و1* حالت)

 ختصات یاکوبیِ سیستم عبارتند از:در این حالت م
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 و مومنتم های یاکوبی متناظر با این مختصات عبارتند از:
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 که با شرط یکسان بودن جرم ذراّت در اینجا داریم:
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2pمی توان 

2qو 

  1را بر حسبp
  1وq

 ضتوع در متورد بصورت یک رابطۀ خطی نوشت. البّته ایتن مو

 تمام موارد با اندیس های مختلف صادق است.

 

2p( بطور مثال برای 1)

2qو 

  1بر حسبp
  1وq

 :داریم 
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 که با کمی محاسبات بدست می آوریم:
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3q( با محاسباتی مشابه 1)
 3وp


1qبر حسب  

 1وp


 بدست می آیند: 
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1q( همینطور برای 1)
 1وp

  2بر حسبq
 2وp

 :بدست می آوریم 
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 1وp

  3بر حسبq
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 عبارتند از: 
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 ده را می توان بوسیلۀ تعویض مناسب اندیس ها بدست آورد.و همۀ روابط باقی مان

 هایی به شکل زیر را تعریف می کنیم:حال حالت

iiii qpqp


 
 ها عبارتند از:رابطۀ بهنجاریِ این حالت
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سته طریتق زیتر بخاطر یکسان بودن ذرّات، یک حالت مربوط به حرکت نسبیِ ذراّت را متی تتوان بته 

 نوشت:

333222111 qpqpqp


 

1p( به این مفهوم است که 1در اینجا اندیس )
 ( و 11عبارتست از مومنتم نسبی در زیر سیستتم )1q

 

( 1) ( و1(. همینطور برای اندیس های )11( نسبت به زیر سیستم )1عبارتست از مومنتم نسبی ذرّۀ )

فصتل  هم می توان یک چنین مفهومی را در نظر گرفت. این نوتاسیون اندیس دار برای وقتتی کته در

 عملگر تعویض بکار می رود خیلی مفید است. سوّم 

( آمتده در مختصتات یاکتوبی 1-63با توجّه به تبدیلاتی که انجام دادیتم عملگتر هتامیلتونی کته در )

 عبارتست از:
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 را انتخاب کنیم داریم:  1( یعنی: 1که بطور مثال اگر حالت )
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 که در آن همانطور که قبلا  تعریف کردیم داریم:
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مومنتم می شود  ناوردایی انتقالی پتانسیلهای دو ذرّه ای، حرکت مرکز جرم کل، یک ویژه حالت بخاطر

می توان آن را نادیده گرفت در این صورت هامیلتونین فوق به کار کنیم در دستگاه مرکز جرم اگر که 

 شکل زیر در می آید:
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 داریم:( 1و یا بطور خاص برای حالت )
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 ویژگی های طیفی سیستم سه ذرهّ ای -1-1-1

ل مختصات برای سیستم های دو و سه ذرّه ای که در قسمت های قبلی انجام دادیم دیدیم که با تبدی

 اختلاد دو سیستم در این زمینه اهمیّت چندانی ندارد. 

دو برای سیستم  ست.ا اختلاد عمدۀ سیستم های دو و سه ذرّه ایِ مورد مطالعۀ ما در طیف انریی آنها

 زا است: ذرّه ای طیف انریی شامل دو قسمت مج

 های مقیدّ سیستم،  ترازهای منفصل مربوط به حالت -1

 های پراکندگی.به حالتهای پیوسته مربوط تراز -1

 امّا طیف انرییِ سیستم سه ذرّه ای خیلی پیچیده تر است و شامل:

 ترازهای منفصل مربوط به حالت مقیدّ سیستم سه ذرّه ای )وقتی سه ذرّه به هم نزدیک هستند(، -1

 های انریی مربوط به پراکندگی یک ذرّه از حالت مقیدّ دو ذرّۀ دیگر، وستارپی -1

پیوستارهای انریی مربوط به پراکندگی سه ذرّه از هم )این ناحیه از جایی شروع می شود که پیوند  -1

 (.0Eسه ذرّه از یکدیگر گسسته شده باشد یعنی:

 تبهگنیِ آن می باشد یعنی اینکه می توان به ازای یک انریی کتل ویژگی مهم طیف انریی سه ذرّه ای

م ترکیب کرد تا این انرییِ کل های مختلف مقیدّ و غیر مقیدّ را با هداده شده برای سیستم انریی حالت

 دست آید.ب
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شو ینگر را برای یک سیستتم سته ذرّه ای بکتار  -این موضوع باعث می شود که نتوانیم معادلۀ لیپمن

شو ینگر ابهامات ناشی از تبهگنی انریی را از  -ببریم. اماّ می توان با دادن تغییراتی در معادلات لیپمن

 می گویند." معادلات فادیف"بین برد. معادلاتی که از این طریق نتیجه می شوند را 

 

 زیر سیستم های دو ذرهّ ای در سیستم سه ذرهّ ای  -1-1-1

ی اساسی در مستنلۀ سته ذرّه ای بتازی متی کننتد. در راستتای ایتن زیر سیستم های دو ذرّه ای نقش

 را معرفی می کنیم: hموضوع مختصات یاکوبی را معرّفی کردیم و حال هامیلتونی کانالیِ 
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قیّتد یتک حالتت م رهای مجانبی کته درآن دو تتا از ذراّت ددر پراکندگی الاستیک حالت مثال، بعنوان

  هتاhیی هستند و به همین خاطر است که بتر روی ایتن  hهای چنین قرارداشته باشند، ویژه حالت

  هامیلتونی کانالی گذاشته شده است. اماّ برای هامیلتونی کل داریم: نام
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نمتایش دهتیم  0فروپاشی)کانالی که همۀ ذراّت آزاد هستند( را با اندیس  است که کانال مناسب

 که در این صورت برای آن داریم:

00 v                                                                                                                    

هم برقرار می شوند. به موازات هتامیلتونیِ  0( به ازای 1-115( و )1-111معادلات ) به این ترتیب،

 کانالی، حلّال کانالی را به صورت زیر تعریف می کنیم:

1)()(   hzzg 
 در ادامۀ کار برای نوشتن عملگرها، از قرارداد زیر استفاده می کنیم:

     تمام عملگرهایی که در فضای هیلبرت سه ذرّه ای اثر متی کننتد و حتاوی تنهتا یتک بترهمکنش  -1

:عملگرهای دو ذرّه ای هستند)مثل hVg ( و یا اینکه حاوی هیچ بر همکنش دو ذرّه ای نباشتند             ,,

000:عملگرهای )مثل ,, hVg  )ماتریسی این عملگرها را  رعناص نشان می دهیم.  را با حرود کوچک 
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ه ای بیان کرد. هرگاه هیلبرت دو ذرّ  ه ای در فضایذرّ عملگر های دو توسط عناصر ماتریسی  می توان

  شود که این عملگرهتا را بتا عملگرهتای دو ذرّه ای در فضتای دو آن در جایی موجب  فوق نمادگذاریِ

که در بالای آن قترار متی گیترد  )( بوسیلۀ یک علامتدو ذرّه ای  ملگرآن ع ذرّه ای اشتباه بگیریم،

 خواهد شد. بعنوان نمونه: داده  نشان

  pvpqqqpvqp 


ˆ)(,, 

Hvvعملگرهای سه ذرهّ ای واقعی )مثل: -1 ,,  ).را با حرود بزرگ نمایش می دهیم 

 ی کانالی که قبلا  بیان کردیم به صورت زیر است:عناصر ماتریسی حلّال ها
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  عملگر دو ذرّه ای است که در فضای هیلبرت دو ذرّه ای تعریف شتده استت و

 همچنین داریم:
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عناصر ماتریسیِ حلّال های دو ذرّه ای ارتبتاط دارنتد.  باعناصر ماتریسی  چنانکه ملاحظه می شود این

      vهای مختلتف را حمتل متی کنتد آن استت کته پتانستیلبا خود اندیس کانال  gعلّت اینکه حلّال

  gهم از این حقیقت ناشی می شتود کته حلتّال  نالهای متفاوت عمل نمایند. تابعمی توانند در کا

برابتر استت بتا انترییِ       ĝآزاد است. آرگومتان است و ذرّۀ  فقط شامل بر همکنش زیر سیستم 

 بدست می آید.  zاز انریی سیستم سه ذرّه ای، تفریق انریی ذرّۀ  با که زیر سیستم 

0)(برای  zg :داریم 
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 :و از آنجا که  0ˆ,ˆ  qp :می باشد داریم 
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 به صورت زیر توصیف می شود: Tتوسط ماتریس پراکندگی در زیر سیستم 

 vzgvvzt )()(  

 چگونه وارد می شود، به صورت زیر عمل می کنیم: tبرای اینکه ببینیم 
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 هیم داشت:و در نتیجه خوا
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 داریم:  (a)در رابطۀ  (b)با قرار دادن رابطۀ 
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 آن داریم: که در

 vzgvvzt )()(  
 از طرد دیگر با استفاده از روابط:
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 بدست می آوریم: tرا برای ( 1-56( و )1-55مشابه روابط )
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 به دست آورد: tمی توان به سادگی روابط دیگری برای 

 ( داریم:a111-1از رابطۀ )
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 :داریم zt)(عناصر ماتریسی  برای
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 یعنی در نهایت داریم:
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دو ذرّه ای استتفاده      برای توصیف پراکنتدگی سته ذرّه بته صتورت پراکنتدگیِ چندگانتۀ  zt)(عملگر 

 می شود.

 ( نشان می دهد:   1-111شکل زیر نمایش گرافی را برای معادلۀ )

 
       

                                                                  

 فرآیند سه ذرّه ای با پراکندگی در زیر سیستم دو ذرّه ای. -1-1شکل

(a111-1) 

(b111-1) 

(111-1) 

51 



 

( با هم برهمکنش دارند،       1( و )1ذرّۀ ) ( آزاد و1ریسی است که درآن ذرّۀ )گراد نشان دهندۀ عنصر مات

 کار می کردیم. 3hکار می کنیم. حال اگر گراد به شکل زیر بود یعنی باید با  1hیعنی در اینجا با 

 

 
 

 

 شرایط مرزی و عملگر مولر -1-1-1

رزی و عملگر مولرکه در مورد پراکندگیِ دو ذرّه ای مورد بررسی قرار گرفت را می توان بحث شرایط م

بدون هیچ مشکلی به مورد پراکندگی سه ذرّه ای تعمیم داد. تحوّل زمانی یک پاکت موی سته ذرّه ای 

 به  صورت زیر داده می شود:

)()( )(   m

iHt

m et   

 در حالیکه پاکت موی مرجع به صورتِ:                                                   میلتونی کامل سه ذرّه ایستها Hکه در اینجا

                                                  m

tih

m et   
)( 

 تحوّل می یابد.

))3,2,1ذرّۀ توصتیف کننتدۀ حرکتت آزادِ  mپاکت موی    نستبت بته دو ذرّۀ دیگتر کته در       

m .امین حالت مقیدّشان قرار دارند می باشد 

 را داریم که مربوط به سه ذرّۀ آزاد می باشد که این بعنتوان حالتت 0، پاکت موی 0برای حالت 

اینجتا مشتابه بتا حالتت دو ذرّه ای  شترط مترزی در اوّلیه فایده ای ندارد)مگر در توصیف یتک گتاز(.

)()()(فرمولبندی می شود. ملزم می کنیم کته نترم اختتلادِ  tt mm    نهایتت دور در در زمتان بی

 گذشته صفر شود یعنی:

0lim )( 
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 های پراکندگی می شود:حالتاین منجر به نمایش زیر برای که 
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 که در آن عملگر مولر به صورت:

3,2,1,0;lim)( 
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 تعریف می شود.

اهمیّت دارد. با وجود تشابه صوری   Sنیز گنجانده شده که در ساختن ماتریس  tدر اینجا حد 

مسنلۀ سه ذرّه ای به مراتب مشکل تر استت. ایتن  ظر دور داشت که حلّبا مسنلۀ دو ذرّه ای نباید از ن

مورد نیتاز  یک عملگر مولر جداگانۀ  موضوع را می توان از آنجا ملاحظه کرد که برای هر کانال

                                                           است.                                                          

   ثانیتا : متی تتوان آنهتا را بته  و[ 6]این عملگر های متولر وجتود دارنتد اولّا : کهحال بایستی اثبات نمود

[. این حالتهای با انریی تیز حالتهای کانالی با واپاشی 3حالتهای بهنجارناپذیر با انریی های تیز اثر داد]

 دو ذرّه ای هستند:

mmm qq  


 , 

 که در آن:
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 به طور پیوسته  Eام می باشد و  mانریی حالت مقیدّ مربوط به دو ذرۀّ دیگر در حالت  mدر اینجا 

 است. به ذرۀّ آزاد  تغییر می کند چون مربوط

 :0توسط  های کانالی با سه ذرۀّ آزادحالت و

 pqpq


 ,0
 

                      :                                                                                   توصیف می شوند که در رابطۀ زیر صدق می کنند
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دلخواه است و نشان دهندۀ تنها یکی از سه سیستتم ممکنتۀ مختصتات  ( اندیس1-111در رابطۀ )

( فضای حالتهای کانالی می باشد و برد آنهتا فضتای 1-116یاکوبی می باشد. دامنۀ عملگر های مولر )

 می باشد، حالتهای پراکندگی

mm   )()(   

 :" ابجاییِرابطۀ ج" ( 1-11ه ذرهّ ای مشابه معادلۀ )همچنین در مورد سیستم س

3,2,1,0,)()(    hH 
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 برقرار می باشد.

از این رابطه نتیجه می شود که علی رغم آنکه تمام این حالتها ویژه حالتهای هامیلتونی های متفتاوت 

 های پراکنده شده دارای همان انریی حالتهای آزاد اوّلیه و نهایی می باشند.می باشند حالت
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بر   [ که دو حالت پراکندگی که، دارای حالتهای اوّلیه) یا نهاییِ( متفاوت هستند11می توان نشان داد]

 هم عمودند:

)()()(

  qqnmnm


  

وضوع درست نیست مگربرای حالتهای کانال آزاد این م  .باشد 

وجتود دارنتد.              )( †همانند وضعیّت دو ذرّه ای در اینجا نیتز متزدوی  هرمیتتی عملگتر هتای متولر

این عملگر ها حالتهای پراکندگی را به حالتهای کانال آزاد می برنتد) وقتتی کته انتدیس هتای کانتال 

 باشند(.یکسان 

nn     )(†)(   

                                                            اگر این عملگر ها را به حالت مقیدّ سه ذرهّ ای اثر دهیم صفر می دهد:                                                            

0
† )(   B

v 

داشت که در مورد سیستم دو ذرّه ای حالتهایی که با اثر مزدوی هرمیتیِ عملگر متولر صتفر باید توجّه 

)0,0(می شدند و حالتهایی که صفر نمی شدند، از لحاظ انریی از هم متمتایز بودنتد  EE بترای .

سیستم سه ذرّه ای این موضوع دیگر صحت ندارد. مثلا  به ازای   0وE :داریم 

0)(†)(  

nn   

 است ولی داریم: 0Eیعنی با وجود اینکه

0)(†)(  

n    

 داشتیم: 0Eدر مورد سیستم دو ذرّه ای فقط به ازای

0)(†   
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 برای سیستم سه ذرهّ ای شو ینگر -ال و معادلۀ لیپمنمعادلۀ حلّ -1-1-5

در اینجا سعی خواهیم کرد که بین نظریۀ وابسته به زمان و نظریۀ مستقل از زمان ارتباط برقرار کنیم. 

 گذار از حد زمانی به حد اویلری برای پراکندگی سه ذرّه ای نیز امکان پذیر می باشد.

                                                               برای عملگر مولر داریم:            
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 عملگر حلّال کامل سیستم سه ذرهّ ایست:  G(z)که در این جا 

vhH
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 ( تعریف شده: 1-111با توجه به عملگر حلاّل کانالی که در )
1)()(   hzzg 

 ان دو معادلۀ زیر را برای عملگر حلّال نوشت:می تو
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 :ا استفاده از رابطۀکه این معادلات را می توان به سادگی ب

)()( 11 zGzgv    

 

 اثبات نمود.

 در رابطۀ: G(z)شو ینگر برای حالت پراکندگی را می توان با جایگزین کردن معادلۀ  -معادلۀ لیپمن
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 بدست آورد:
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 می باشد داریم: mEبا انریی  hویژه حالت  mچون حالت کانال آزاد
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ه طور یکتا تعیین نمی شتود زیترا شو ینگر ب -برخلاد مسنلۀ دو ذرّه ای در اینجا جواب معادلۀ لیپمن

 معادله همگنِ:

  viEg )0(  
بتا انتختاب  گی می باشد. این موضوع را میتتواندارای جوابهایی به ازای انرییِ مربوط به ناحیۀ پراکند

nیک حالت کانالی متفاوت  ; ( 1-111در رابطۀ ) بتا اثتر دادنملاحظه نمتود . g   در

 [: 11یک حالت کانالی دیگر خواهیم داشت]

                                                                               0)(lim
0




niEgi 


       

;0به ازای  نمی باشد و در نتیجه hیک ویژه حالت   nزیرا   ng  متناهی می مانتد و

 در نتیجه: 

0)(lim 
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 و ما معادله زیر را بدست می آوریم: 

)()( )0(   nmn viEg                                                                                                                         

شتو ینگر استت  -این رابطه به ما می گوید که معادلۀ همگنی که متعلّق به معادلۀ غیر همگن لیپمن 

)(حالتهای پراکندگیِ کانالهای دیگر 

n   .را به عنوان جوابهای غیر بدیهی دارد 

، ولی فقط به ازای انریی های در مسنلۀ دو ذرّه ای نیز معادلۀ همگن دارای جواب های غیر بدیهی بود

پیوندی منفصل که، درآن امکانِ وقوع پراکندگی نیست. اما در مسنلۀ سه ذرّه ای معادلۀ همگن علاوه  

بر انرییهای پیوندی سه ذرّه ای دارای جوابهای غیر بدیهی به ازای پیوستاری از انریی که ناحیۀ انریی  

شو ینگر در مورد سیستم سه ذرّه ای  -تِ معادلۀ  لیپمنپراکندگی را می پوشاند، می باشد. این خاصیّ

 [:6دارد]باط نزدیکی با خواصّ رابطۀ زیر ارت

                                                                                          nn     )(†)(  

  ینگر داشته باشیم، بایستی شرایط جدیدی اعمال شو -برای اینکه جوابهای یکتایی برای معادلۀ لیپمن
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( 1-116که از شرایط مرزی فیزیکی رابطتۀ ) کنیم که از بین جوابهای چندگانه آنهایی را انتخاب کند

 تبعیّت کند.

 که دستگاه معادلات زیر دارای جوابهای یکتا هستند: است هنشان داد[ 11]  گلوکل
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بصورت بیترون اموای  و شو ینگر، گلوکل ملزم می کند که در کانال های  -علاوه برمعادلۀ لیپمن

باشند و اموای داخل شونده نداشته باشیم. او با استفاده از یتک تقریتب مناستب موفتق شتد تتا رونده 

ک دستگاه معادلات انتگرالی با یک نرم اشمیت متناهی تبدیل به ی را( a,b,c116-1دستگاه معادلات )

 کند.

( نرم اشمیت متناهی a,b,c116-1) ( و 1-111در وضعیّت فعلی هستۀ انتگرالِ هیچ یک از معادلات )

[ و بنتابراین روش هتای استتاندارد نظریتۀ معتادلات 1ندارند و همچنین این هسته ها فشرده نیستند]

 از: ستشو ینگر عبارت -برای آنها بکار برد. هستۀ معادلۀ لیپمن انتگرالی را نمی توان

 vzgzK )()(   
 ( بدست می آوریم:a11-1با استفاده از معادلۀ )

 vzgvzgvzgzK )()()()( 00                                                   
ناشی می شوند، دلیتل واگرایتی نترم اشتمیت  نسیلهای دو ذرّه ای در جملۀ اوّلتوابع دلتایی که از پتا

 هستند.
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تابع دلتای مربوط به حرکت مرکز جرم کل سیستم چشم پوشتی  ( از1-113در سمت راست معادلۀ )

نشتان میدهتد کته ایتن عملگتر دارای قستمت هتای         vg0شده است. یک نمایش گرافیکی از عملگر

 ( را ببینید.1-1نامتّصل می باشد، شکل )
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  شو ینگر سه ذرّه ای -نمایش گرافیکی هستۀ معادلۀ لیپمن -1-1شکل                    

                                                                                                                      

در هرجمله فقط دو ذرّه از سه ذرّه با هم برهمکنش می کننتد درحالیکته ذرّۀ ستوّم بته طتور آزادانته 

فضای مومنتم وجود دارد. هر گتاه بختواهیم  حرکت می کند و این بدان معناست که یک تابع دلتا در

 معادلات انتگرالیِ خوب داشته باشیم، باید از قسمتهای نامتّصل درکرنل اجتناب کنیم.

 

  Tمعادلات فادیف برای ماتریس  -1-1-6

 (: 1-111شو ینگر) -[ معادلۀ لیپمن11نشان داد] 1361فادیف در سال

)()( )0(   mmmm viEg    

 دارای جواب یکتا نمی باشد و پس از آن به مطالعۀ خواصّ عملگر زیر پرداخت:

vzGvvzT )()(                                                                                                            

  ((، ولتی مثتل حالتت1-11دو ذرّه ایست)معادلۀ ) Tاگر چه این عملگر از نظر ظاهری شبیه به عملگر 

( 1-16دو ذرّه ای، این عملگر مستقیما  به یک سطح مقطع پراکندگی ارتبتاط نتدارد. مشتابه معادلتۀ )

 داریم:
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 قرار دهیم داریم: (a)در رابطۀ  (b)را از رابطۀ  zG)(اگر   
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 که درآن:

)()( zTvzGvv  
 در نتیجه:

)()()()()( 000 zgzTzgzgzG                                                                                                                       

0)(تکینه است زیرا عملگرهای تکینۀ  G(z)کمتر از عملگر حلّال zT)(عملگر zg  .از آن جدا شده انتد

 (( معادلات زیر را داریم:b56-1( و )a56-1مثل حالت دو ذرّه ای)معادله های)درست 
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شو ینگر و معتادلات    -نیز دارای همان مشکلات معادلۀ لیپمن zT)(این معادلات انتگرالی برای عملگر

بتا انجتام یتک ستری عملیتات بته  ستند. فتادیفعملگر حلّال می باشند زیرا آنها دارای همان کرنل ه

                                 او معادلات بالا را به سه معادله تفکیک می کند:                                                                                معادلات جدید می رسد. 
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 که در آن:
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 می شود: iTبا این جدا سازی معادلات فوق تبدیل به یک دستگاه معادلات برای مؤلفّه های 
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 یا به شکل:
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شترده استت و ایتن با این تعاریف هنوز مشکلی حل نشده است. معادلۀ فوق هنوز دارای کرنتل غیتر ف

 موضوع در مورد تمام معادلاتی که با تکرار از آن به دست می آیند نیز صادق است. با این حال این 
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 جدا سازی مسنله را قدری حل می کند و باعث می شود که کرنل دارای تکینگی کمتری باشد.

 خط اوّل معادلۀ ما تریسی فوق عبارتست از:
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1ین را از سمت چ  در عبارت طرف

01 )1(  gv  :ضرب می کنیم. در این صورت داریم 

)()1()1( 3201
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011 TTgvgvvgvT   

 ( داریم:a65-1)اماّ مطابق رابطۀ 

 vgvzt 1

0 )1()(  

 در نتیجه بدست می آوریم:

)( 320111 TTgttT  

                      مین روال تبدیل کنیم خواهیم داشت:                                                                                             حال اگر خط دومّ و سومّ معادلۀ ماتریسی را به ه
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 می گویند و آن را اغلب به صورت زیر می نویسند: Tبه این معادله، معادلۀ فادیف برای ماتریس 
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 یا به شکل ماتریسی داریم:


 )()()()( zTzKztzT f 

 که در آن داریم:
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ها وجود دارند که در itذرّه ای، یعنی دو  Tماتریس های ivهای ( به جای پتانسیل1-116ر معادلۀ )د

 (.1-111اینجا عملگرهای دو ذرّه ای در فضای سه ذرّه ای هستند رابطۀ )

 به صورت خاری پوسته وارد معادلۀ فادیف می شوند زیرا: itکمیّت های
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اولّا : شیفت انرییِ 
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jiثانیا  : محاسبۀ ضرب عملگریِ  Tgt مستتلزم انتگترال گیتری روی تمتام حالتهتای میتانیِ ممکنتۀ   0
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                                                                                                                                                                                                                                          پوسته در دامنۀ    می باشد. درفصل اوّل اشاره کردیم که دامنه های پراکندگیِ دو ذرّه ای بصورت خاری 

د و در نتیجه داده های پراکندگیِ سه ذرّه ای حاوی اطّلاعات بیشتری نسبت سه ذرّه ای وارد می شون

 به داده های دو ذرّه ایِ تنها می باشد. هم اکنون در اینجا فرمولبندیِ ریاضی این پدیده ذکر گردید.

 می باشد.  ی توابعهنوزحاو (1-116) ، کرنل معادلۀاثر می کند  iتنها در زیرسیستم  itچون عملگر 

i

i

i
iiii

iiiiiiiiiiiii

p
M

q
ztpqq

qpvzgvvqpqpztqp












)
2

(ˆ)(

})({)(

2


 

( 1-116بخاطر وجود این تابع دلتا کرنل دارای نرم اشمیت متناهی نمتی باشتد. بتا اینحتال معادلتۀ )

( این مزیّت را دارد که در اوّلتین تکترار، توابتع 1-111( و )b111-1( و )a111-1نسبت به معادلات )

 ۀ انتگرال گیری حذد می شوند:دلتا به واسط
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jiعملگرهای حاصلضرب همانطورکه می بینیم دراینجا فقط  tgt jiبتا   0   وجتود دارنتد و بنتابراین

( یک نمتایش 1-1هسته فقط شامل جملاتی است که در آن هر سه ذرّه به هم مرتبط هستند. شکل )

 .شو ینگر آموزنده است -هستۀ لیپمن با نمایش گرافیِ مقایسۀ آنگرافی از چنین جمله ایست. 

                                                                                                          

 
 نمایش گرافیِ یک جملۀ خاصّ هستۀ تکرار شدۀ فادیف -1-1شکل

 

 خیلی سریعپتانسیل ( وقتی وجود دارد که اولّا : 1-116نرم اشمیت هستۀ معادلات فادیف تکرار شدۀ )

0Imبه سمت صفر میل کند و ثانیا :  z. 

. دو مسنله وجود دارد که بایتد نا ل نشده ایمهنوز به هدد خود  این موارد نسبتا  امید بخش است ولی

 بررسی شود.

(a  : 0نرم اشمیت هستۀ معتادلات فتادیف تکرارشتده بته ازایIm z  وBEz minRe   وجتود نتدارد

(BEmin و بنابراین مع )لتوم نیستت کته  هستته بته ازای پایین ترین تراز انرییِ زیرسیستم ها می باشد

 های فیزیکی فشرده باشد.انریی

(b ( ِبدست آمده اند که بته ازای 1-111معادلات فادیف از روی معادلۀ مشکل دار )0Im z  جتواب

( دارای جتواب هتای 1-116)( و 1-116ایی ندارد. بنابراین جای سؤال استت کته آیتا معتادلات )یکت

 .فردی هستندمنحصر ب

 .[11یف مربوط به همین دو سؤال می شود]فادقسمت اصلی کار 

 شکلِ: نرم اشمیت یک عبارت به

jiztzgzt ji ;)()()( 0 

(116-1) 

(113-1) 
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0Im به ازای  z  وBEz minRe  واگرا می شود زیرا ماتریس هایT  و همچنین انتشارگرهای آزاد

0Reتکینه هستند)دوّمی فقط به ازای  z (واگرا می شود. معادلاتa113-1(و)b113-1.)را ببینید ) 

 دوّمین تکرار به عملگرهای حاصلضرب به شکلِ زیر منجر می شود:

kjjiztzgztzgzt kji ;)()()()()( 00 

( کمتر تکینه هستند زیرا انتگرال گیری روی حالتهای میانی 1-113باز این عبارت ها از عبارت های )

 ( وجود دارد. 1-151شدن تکینگی ها می شود و انتگرال گیری های بیشتری در ) باعث هموار

5بعد از چهارمین تکرار که منجتر بته هستتۀ 

FK  متی شتود تکینگتی هتای بتاقی مانتده مثتل همتان     

( 1-11تکینگی های موجود در مسنلۀ دو ذرّه ای بی ضرر می شود)به تذکّر داده شده بعتد از معادلتۀ)

5(  1-116[ که تتوان پتنجم هستتۀ معادلتۀ )15توجّه کنید(. فادیف توانست نشان دهد]

FK  در یتک

 فشرده است. BEminهای حقیقیِ بزرگتر از ازای انریی ناسب بهفضایِ باناخِ م

، علی رغم توابتع دلتتا و FKبعنوان یک نتیجه استنباط می شود که هستۀ معادلۀ تکرار نشدۀ فادیف 

استت کته ا حقیقیِ انریی، بعضی ویژگی های مهّم را دار محور بر روی 0gو  itعلی رغم تکینگی های 

 ناشی از خواصّ عملگرهای فشرده می باشد:

(a [15روش فرد هولم برای آن معتبر است.] 

(b  هسته فقط یک طیف گسستۀ ،دارد 

  FK 

(c  1عملگر حلّال)()(  FKR  از پارامتر  [ و یک تابع مرو مورفیک 16]وجود دارد .است 

        [15( فقتط جتواب هتای حالتت مقیّتد سته ذرّه ای دارد]1-116از آنجا که قستمت همگتن معادلتۀ )

های پراکنتدگی دارای جتواب هتای ( در انریی1-116ابیم که معادلۀ )در می ی (a)این نتیجه را از نکتۀ 

        عملتیِ مستنله نیتازی نیستت کته  چنین نتیجه می شود کته بترای حتلّ (c)د. و از نکتۀ یکتا می باش

لیته مستتقیما  کتار کترد. ایتن موضتوع               بلکته متی تتوان بتا معادلتۀ اوّ  تکرار چهتارم شتروع کنتیم از

 ر مشکلاتی وجود      اردامربوط به مسنلۀ سه ذرّه ایِ ما را حل می کند. برای ذراّت ب علی الاصول مشکلِ

 

(1) Meromorphic function 

(151-1) 

(151-1) 
(1) 
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 [.11نیروی بلند برد کولنی می باشد که ما در اینجا به آن کاری نداریم]دارد که بخاطر 

 بود حال با داشتن موارد فوق می توان  Tمواردی که ذکر شد مربوط به معادلات فادیف برای ماتریس

 را برای عملگر حلّال بدست آورد.  معادلات فادیف

 

 معادلات فادیف برای عملگر حلاّل -1-1-1

 ( قرار می دهیم. داریم:1-111( در عبارت مربوط به عملگر حلّال )1-111را از معادلۀ ) Tعملگر

)()()()()( 00

3

1

0 zgzTzgzgzG i

i




  

 توسط: zGi)(با تعریف مؤلفّه های

)()()()( 00 zgzTzgzG ii  

 عملگر حلّال به صورت زیر در می آید:

)()()(
3

1

0 zGzgzG i

i




 

( در معادلتۀ  1-116بتا قترار دادن معتادلات فتادیف ) zGi)(معادلات انتگرالیِ مربوط به مؤلّفته هتای

 بدست می آیند: (151-1)

00

3

1

000 gTgFggtgG jij

j

ii 


 

 ( به فضای سه ذرهّ ای خواهیم داشت:1-16)با گسترش معادلۀ 

000 gggtg ii  

 ( نتیجه می دهد:1-155و این معادله به همراه معادلۀ )

)()()()()()( 0

3

1

0 zGzFzgzgzgzG jij

j

ii 


 

، در هستته zFij)([. در اینجا نیتز عملگتر فتادیف 11اینها معادلات فادیف برای عملگر حلّال هستند]

گفته شتده در اینجتا نیتز معتبتر    51و  51ت و هر آنچه که در مورد هسته در صفحات ظاهر شده اس

 می باشد.

 

(151-1) 

(155-1) 

(156-1) 

(151-1) 

(151-1) 

(151-1) 
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 فصل سوم
 معادلات فادیف برای حالت مقیّد سه ذرّه ای
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 برای حالت مقیدّ سیستم سه ذرهّ ای معادلات فادیف -1-1

 :    با معادلۀ شرودینگرِ سیستم سه ذرهّ ای شروع می کنیم

vhHEH  0; 

 قرار میدهیم: Hانریی جنبشی حرکت نسبی سه ذرهّ است. به جای 0hکه در اینجا 








Evh

Evh

i

i )(

)(

3

1

0

0

 

  به صورت زیر است: vکه در آن پتانسیل










 


123312231

321

3

1

,, vvvvvv

vvvvv
i

i 

 دلۀ انتگرالی نوشت:صورت یک معامی توان این معادله را ب




)( 0

3

1

hEv
i

i 

00چون برای حالت مقیدّ:   hE می توان طرفین رابطۀ بالا را به آن می باشد و مخالف صفر است ،

 تقسیم کرد:

 



 



3

10

1

i

iv
hE

 

 :خواهیم داشتی شود مؤلّفه های فادیف نامیده م به سه مؤلّفه که با تجزیۀ



 


ii

i

i

vg0

321

3

1




 

 بدست می آید. از سمت چ  بر ivاست که از بر همکنش فقط  آن قسمت از iمی بینیم که 





























ji

jiii

ji

jiii
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jiiii

ji

jiii

j

ji
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vgvgvg
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)1(

 

(5-1) 

(1-1) 

(1-1) 

(1-1) 

(1-1) 

(6-1) 

(1-1) 

(6-1) 

(3-1) 
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iiiiiii

iiiiiiiii

tgvgvgvvgvvg

vgvgvgvgvgvgvgvgvg

00000

00000000

1

0

)(

]1[)1(



 




 

را تتا مرتبتۀ  ivبه وضوح  itام ظاهر می شود. این i برای کانال Tچنانکه ملاحظه می شود، ماتریس

شتو ینگر پیتروی    -از معادلتۀ لیتپمن tبینهایت جمع می بندد. همانطورکه از قبل می دانیم متاتریس

 می کند:

iiii tgvvt 0 

 ( داریم:1-11( و )1-3از ترکیب روابط )

 

ن فادیف می گویند که از سه معادلۀ کوپل شده تشکیل شده است. اگر به معادلات فوق معادلات همگ

درکل پاد متقارن است درنتیجه توابع   ما موردی را در نظر بگیریم که سه ذرّه فرمیون باشند آنگاه 

1  2و  3و   نظر شکل تابعی یکسان هستند و فقط ذراّت در آنها  تعویض می شوند. می توان از

 صورت زیر تعریف کنیم:عملگر تعویض را ب نشان داد. اگر این مطلب را به راحتی مطابق زیر

),,(),,(  ijfjifji  

 را به صورت زیر نشان دهیم:  1vو اگر پتانسیل را با هم عوض می کند، jو iجای ذرّات jiبطوریکه

)23,1(231 vvv  
 در اینصورت اگر عملگر تعویض روی آن اثر کند داریم:

212231212312 )31,2()32,1()23,1( vvvvv  
 ( داریم:1-6از معادلۀ )

123122

102312123120202

0

)()(













vgvgvg

vg ii

 

 و همینطور داریم:

123133

102313123130303 )()(







 vgvgvg
 

یعنی می توان دو مؤلّفۀ دیگر فادیف را از روی یک مؤلّفۀ دیگر آن بدست آورد. در نتیجته فقتط یتک 

 ( داریم:1-11را انتخاب می کنیم و با استفاده از معادلۀ ) 1مؤلّفۀ فادیف برای کار کافیست. ما مؤلفۀ 

3,2,1;0  


itg
ij

jii 

(11-1) 

(11-1) 

(11-1) 

(11-1) 

(11-1) 
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12313231210

12313123121032101

0

][

][][











 


tg

tgtg

tg
ij

jii

 

 

 می داریم. عملگر تعویض را به صورت زیر بنا می کنیم:( را بر1برای راحتی کار اندیس ) در ادامه

23132312  
 ( به شکل زیر در می آید:1-15عادلۀ )که در این صورت م

  tg0 
این معادله یک معادلۀ فادیف برای سه ذرّۀ یکسان می باشد. البّته این عبارت برای بوزون ها نیز معتبر 

 از: ستاست. تابع موی کل عبارت











)1(

][ 23132312

12313123121

321











 

قارن است یکی از موارد مورد نیاز این است که مؤلّفۀ فتادیفِ مربتوط بته در کل پاد مت از آنجا که 

1)23,1(( پاد متقارن باشد. بعنوان مثال اگر از نوتاستیون 11( یعنی )1جفت )   استتفاده کنتیم 

 داریم:

 



















13

1313

13131213

23131323121313

231323121313

23

)23,1()31,2()12,3(

)23,1()31,2()12,3(

)32,1()13,2()21,3(

)12,3()31,2()21,3(

)32,1()32,1()21,3(

)23,1()23,1()23,1(

)23,1(]1[

)23,1()32,1()23,1(

















 

(15-1) 

(16-1) 

(11-1) 

(16-1) 

(13-1) 
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 معادلۀ فادیف نمایش در فضای مومنتم -1-1

 ( داریم:1-11حال می خواهیم نمایش فضای مومنتمِ معادلۀ فادیف را بنویسیم از )

  tg0  
( معرّفتی کتردیم را بته یتاد     1-36( و )1-31( و )1-36حالتهایی را که در فصل دوّم در رابطه هتای )

 ( را نمی نویسیم. داریم:1( کار می کنیم و برای سهولت اندیس های )1می آوریم و در اینجا درکانال )





qpqpqpqptgqpqdpdqdpd

tgqpqp





 




0

3333

0

 

 

همانطور که از سمت راست معادلۀ بالا مشخّص است برای نوشتن معادلۀ فادیف در فضای مومنتم لازم 

qptgqpدو عبارتِ: است که ما 


0
qpqpو  

 .را حساب کنیم 

 

qptgqpمحاسبۀ  -1 


0
. 

?0  qptgqp
 

 آزاد است:عملگر حلّال برای ذرۀّ  0gرا در نظر می گیریم. می دانیم  0gبرای این منظور ابتدا 

0

0

1

hE
g


 

همانطورکه در فصل دوّم اشاره شد مومنتم های سه ذرّه در یک سیستم سته ذرّه ای نستبت بته یتک 

دستگاه ساکن بوسیلۀ 
ik

 است.( 1و1و1، )iمشخص می شود که در آن 

Kمومنتم کلّ 

 ارتست از:عب 

321 kkkkK i

i


 

و برای
ik

 ها روابط زیر برقرار می باشد: 

)()()(

)(

332211321321

321321

kkkkkkkkkkkk

kkkkkk

kkkk jjijji

















 

(11-1) 

(11-1) 

(11-1) 

(11-1) 

(11-1) 
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 التها در فضای هیلبرت سه ذرهّ ای به وسیلۀ عبارت زیر داده می شود:مجموعۀ کامل ح

13213213

3

2

3

1

3  kkkkkkkdkdkd


 

 و تغییر پایه به فضای مومنتم یاکوبی بوسیلۀ عبارت زیر داده می شود:

),,(),,( 321 Kqpkkk


 




















321

)(
3

1

3

2

)(
2

1

kkkK

kkkq

kkp

kjii

kji







 

),,(که در آن  kji و داریم: هستند (111از ) جایگشت های دوره ای 

)(

))](
2

1
[

3

2
())(

2

1
(321

mlk

mlkkmlkkk

kkkK

kkkqkkpKqpkkk












 

 

)(که mlk (هستند. بنابراین یک مجموعۀ کامل متفتاوت از حالتهتای 111جایگشت های دوره ای از )

 قبلی بوسیلۀ عبارت زیر داده می شود:

1333  KqpKqpKdqdpd llllll

 

Kqp( بردار حالت 1-11با توجهّ به تعریف )


 به صورت زیر است: 11

)())(
3

1

3

2
())(

2

1
( 321321132111321 kkkKkkkqkkpKqpkkk


  

 

Kqpبه همین ترتیب میتوان جمله های


Kqpو  22


بعلّت کاربرد جملته هتای  .را تعریف نمود 33

KqpKqpهمپوشانیِ 


KqpKqpو  1111 


2211و 2211 qpqp
  در ادامۀ کار، مفید استت

 که این جمله ها را در همین جا محاسبه کنیم.

KqpKqp*جملۀ: 


1111 . 

 



KqpkkkkkkKqpkdkdkd

KqpKqp





1132132111321

1111

.

 

(15-1) 

(a16-1) 

 (b16-1) 

 (c16-1) 

 

(11-1) 

 

(16-1) 

(13-1) 
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 می توان از اینجا فرض کرد که:

KqpKqp


1111  

 

 بطوریکه داریم:
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1111

KKKK
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 به این ترتیب داریم:

)()( 11111111 qqppqpqp 


 

 

 

(11-1) 

 

(11-1) 

(11-1) 

(a11-1) 

(b11-1) 
(c11-1) 



 

KqpKqp *جملۀ: 


2211. 

اگتر نختواهیم از انتدیس خاصتّی استتفاده  و ر اینجا اندیسها مشخص کنندۀ کانال هستنددمی دانیم  

 مثلا : کنیم، کانال را در جلوی کت ها می آوریم.
111

qpqp


   :و یا  
11111 qpqp


 . 

KqpKqpحال محاسبۀ 


2211: 

KqpkkkkkkKqpkdkdkdKqpKqp  
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 در نتیجه بدست می آوریم:

)
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3

2

1
()22()( 2211212211 qpppqqKKKqpKqp


  

2211جملۀ:* qpqp


  

Kمی توانیم سهم

Kو  


 ( برداریم و بنویسیم:1-15را در رابطۀ ) 

(15-1) 

 

(11-1) 

 

11 

 



 

                                                       )
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 در نهایت خواهیم داشت:
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 امّا از روابط بین مومنتم ها در کانالهای مختلف که در فصل دومّ بدست آوردیم استفاده می کنیم.

 ( عبارتند از:b31-1( و )a31-1رابطه های )( با توجّه به 1( و)1دو کانال ) بین مومنتم ها در روابط
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 ( به شکل زیر ساده می شود:1-11توابع دلتا در رابطۀ )در نتیجه 

)),(()),(( 221122112211 qpqqqpppqpqp


  

(بهتر است بجای عبارتِ:
2

1
()

4

3

2

1
( 221221 qpqqpp


  :از عبارت زیر استفاده کنیم 

)
2

1
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( 212211 qqpqqp


  

 ( استفاده کرده ایم.b31-1از )که در آن 

 :در می آید برای سیستم سه ذرهّ ای به شکل زیر 0hهامیلتونین با معرّفیِ این فضا
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در اینجا جرم هر ذرّه است. دردستگاه مرکز جرم بترای انتریی جنبشتی غیتر نستبیّتی بدستت      mکه 

 می آوریم:
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4

3

3

4

2222

0  l
m

q

m

p

m

q

m

p
h llll 

 و در نتیجه برای عملگر حلّال ذرۀّ آزاد داریم:

(11-1) 
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 ( قرار می دهیم داریم:1-11را در رابطۀ ) 0gاین 
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qpztqpدر اینجا بترای محاستبۀ عبتارت 

)( را بترایشتو ینگر  -معادلتۀ لیتپمن)(zt  در نظتر       

 می گیریم:

qpztgvqpqpvqpqpztqp

ztgvvzt
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pداده می شود که فقط روی حالتهای  v بوسیلۀ zt)(عملگر


در زیر سیستم هتای دو ذرّه ای اثتر   

 می کند بنابراین داریم:

pvpqqqpvqp 


)( 

qذرّۀ سوّم بدون برهمکنش که به وسیلۀ 
  مشخص می شود ذرّۀ تماشاگر نامیتده متی شتود. بتا ایتن

 حساب داریم:
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ˆ)(که  zt ر زیر سیستم ِبا انریی عملگر دو ذرّه ای د
m

q
E

4

3 2

 .است 

p)(چون انریی زیر سیستم دو ذرّه ای مستقل از متومنتم هتای اوّلیتۀ
 ِو نهتایی)( p

  استت بته ایتن

ˆ)(ماتریس  zt  یک ماتریسt .خاری پوستۀ انرییِ کامل می گویند 

(15-1) 

(16-1) 

(11-1) 

(11-1) 

(16-1) 
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ˆ)(این ماتریس خاری پوستۀ zt شو ینگر زیر پیروی می کند: -از معادلۀ لیپمن 
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 که در آن:
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.  ( می شود:1-11رابطۀ )در نتیجه 


























  pztp

m

p
z

pvppdpvp

m

q

m

p
E

qptgqp





)(ˆ
1

4

3

2

1 3

220 

 

بته  Eهتم از مقتدار   z، مقتدارqاست به ازای افزایش مقادیر  0Eهای مقیدّ  از آنجا که برای حالت

 های منفی تر می رود.طرد انریی

qpqpمحاسبۀ جملۀ: -1 


  

ه ای گذار بین دو زیر سیستم دو ذرّۀ مهم سیستم سه ذرّه ای مواجه می شویم و آن خصیص دراینجا با

23132312است که توسط عملگر تعویض که قبلا  تعریف کردیم:    صورت می گیرد: 

313231312313

212231212312

23132312

)12,3()32,1()23,1(

)31,2()32,1()23,1(
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ند که از یک نوع هستتند، در نتیجته بترای محاستبۀ از آنجا که عملگر ها باید در پایه ای محاسبه شو

),(صورت د پایه ها را بعناصر ماتریسیِ فوق بای 221 qpp
  و),( 221 qpq


در نظر بگیریم. با استتفاده از  

 ( می توان نوشت:1-31( و )1-31روابط )
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 زیر را حساب کنیم:و حال می توانیم عنصر ماتریسی 

qpqpqpqpqpqp 
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 ( داریم:1-51( و )1-51ه به رابطه های )که با توجّ 
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p( حذد می کنند. اگر بستگی به 1-11دو تابعِ دلتا، دو انتگرال را در معادلۀ ) 
  حذد را در تابع دلتا

 کنیم برای عناصر ماتریسیِ عملگر جایگشتی بدست می آوریم:
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 ( را به طور صریح زیر نوشت:1-11( محاسبه شدند می توان معادلۀ فادیف )1( و)1حال که جملات )
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(55-1) 

(51-1) 

(56-1) 

15 

 



                                                                                                                      16 

را می چرخاند. معادلۀ فادیف یک معادلۀ  tو می بینیم که عملگر تعویض آرگومان های دامنه های 

  بعدی است با شش متغیّرکه به وضوح ملاحظه می شود انجام آن کتار ستاده ای نیستت. انتگرالی سه 

 ( ممکن است.1-56هر حال با کامپیوتر ها و ابزار محاسباتیِ جدید حلّ معادلۀ )ب

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

 

 

 

 

 

 فصل چهارم
 اموای جز یحل معادلات همگن فادیف برای حالت مقیّد با استفاده از تجزیه به 
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 تجزیه به اموای جز ی -1-1

یتن کتار در این فصل می خواهیم ببینیم در عمل چگونه می توان معادلات فادیف را حل نمود. برای ا

 ابتدا از معادلات عملگری به معادلات انتگرالی می رویم.

برای اینکه به معادلات انتگرالی برویم بایستی یک فضای نمتایش انتختاب کنتیم. در فضتای متومنتم 

 qp


ِِ zو مؤلّفتۀ Lمی شوند. چون مومنتم زاویه ایِ کتل  معادلات انتگرالی بصورت شش بعدی، ,

هستند، در این صورت می توان فضای نمایشی را انتخاب کرد که بردارهای آن  منفصلکمیاّت Mآن، 

 باشند. به این طریق، معادلات انتگرالی بصورت چهار بعدی در می آیند. MوL ویژه حالتهای

 پایستتۀ دیگتری وجتود نتدارد ولتی       عددی خیلی زیاد است. گرچته کمیتّت برای محاسبات این هنوز

می توان به قیمت افزایش تعداد معادلات کوپل شده، بعد را باز هم کاهش داد. بدین منظور، ما از یک 

 ، مومنتم زاویته ایMِآن z ، مؤلّفۀLفضای حالات استفاده می کنیم که توسط مومنتم زاویه ایِ کل

l مربوط به زیر سیستم ِمومنتم زاویه ای ، مربوط به ذرّۀ  و قدرمطلق های مومنتم هایp 

، مشخص می شود. بسته به این که چه زیر سیستمی را ترجیح می دهیم، می تتوان سته نتوع از qو

 این فضاها را مشخص نمود:

     MLlqpMLlqpMLlqp 333322221111 ,,  

داریتم. در  qوpبا این انتخاب، معادلات انتگرالیِ ما دو بعدی می شوند زیرا تنها دو متغیّرِ پیوستۀ 

عوض تعداد معادلات کوپل شده بینهایت می شود زیرا بته بینهایتت طریتق متی تتوان یتک متومنتم     

با ایتن وجتود، چتون نیروهتای  تجزیه نمود. و lرا به مومنتم های زاویه ایِ  Lزاویه ایِ مشخص

   متومنتم هتای زاویته ای متؤثّر واقتع کنش ها به ازای تعداد کمی از سته ای کوتاه برد هستند، برهمه

. بالایی به تعداد محدود اکتفا کترد توان با دقّتایت معادله میتعداد بینهبه جای می شوند و در نتیجه 

 کنیم.در مورد معادلات فادیف پیاده می حال تجزیه به اموای جز ی را

در فضای مومنتم   1ه ذرّه ای بدون اسپین را در نظر می گیریم. معادلۀ  انتگرالی که برای سیستم س

 استفاده می شود عبارتست از:

1101   tg 

 که در آن داریم:

(1-1) 
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 آوری می کنیم.ع محاسبات این فصل مواردی را یادقبل از شرو

کار می کنیم و برای سهولت از نوشتن اندیس تا حتد امکتان صترفنظر   (1مثل قبل در نمایش کانال )

 می کنیم. قبلا  نشان دادیم که:
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مجموعه بردارهایوقتی ذرّات اسپین نداشته باشند،  qp


 فضای هیلبرت را می تنند. ,

)()( 11111111 qqppqpqp 


 

}{با توجّه به مقدّماتی که در ابتدای این فصل آمد، به جتای استتفاده از پایتۀ  p
  متی تتوان از پایتۀ

}{ lplm و به جای استفاده از پایۀ}{ q
  می توان از پایۀ}{ mq :استفاده نمود. داریم 
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 حال حالتهای با مومنتم زاویه ای کل را می سازیم:

MLlqpmqmlpmqmlpqqdppdLMlpq
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)(در اینجا نماد  l ان دادن اینکهنش برای l و با هم جفت شده وL  را درست کرده اند، بکار رفتته

 است.
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(1-1) 

(a1-1) 

(b1-1) 

(a5-1) 
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(b1-1) 
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  :که با استفاده از روابط
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  بدست می آوریم:
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 نشان می دهیم: را با  LMlاز این پس برای راحتی، مجموعۀ اعداد کوانتومی منفصلِ 
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 ( بر می گردیم:1-1حال با این یاد آوری ها به معادلۀ )
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ستمت  ( باید سته جملتۀ موجتود در1-6برای محاسبۀ سمت چ  معادلۀ )چنانکه ملاحظه می شود، 

 راست، یعنی:

 qpgqp 0 ،   qptqp 1 ،   qpqp  

 جداگانه بدست آوریم.را 

 

(6-1) 

(1-1) 

(6-1) 
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محاسبۀ: -1 qpgqp 0
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 داریم:
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]ˆ,ˆ[0چون  qp
  بنابراین هر یک از عملگرهای ،q̂

 وp̂


qpروی حالت  
  اثر کرده و مقدار بردار را

 ( می شود:1-3می دهد. پس رابطۀ )
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 اما داریم:












qpqpqpzgqpqpqpqdpdqdpd

qpzgpq

)(

)(

0

0

 

 ( جملۀ دوّم طرد راست می شود:1-11)با استفاده از رابطۀ 
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 ولی داریم:
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 و همینطور:
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 :خواهیم داشت( 1-11( در رابطۀ )1-11با جایگذاریِ رابطۀ )
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 ( قرار می دهیم:1-11( را در رابطۀ )1-11رابطۀ )






































































,,

1
22

22

,,

,
22

1
22

*

,

*

,

,
22

22

0

)()()
4

3
(

)()(

)ˆ()ˆ()(
)()(

)
4

3
(

)ˆ()ˆ()(
)()(

ˆˆ

)(

ll

mmll

mm

mmll

mm

MLlLMl
m

q

m

p
z

q

qq

p

pp

qypyMLlmml
q

qq

p

pp

m

q

m

p
z

qypymlmLMl
q

qq

p

pp
qdpdqqdppd

qpzgpq

l

l

l

l

 

 




 
 

 ,22

1
22

0

)()(
)

4

3
()(

q

qq

p

pp

m

q

m

p
zqpzgpq 

 

محاسبۀ جملۀ: -1  qpztqp )(1  

?)(1   qpztqp 

1)(قبل از اینکه معادلۀ انتگرالی  zt  را بدست آوریم ابتدا نشان می دهیم که این عنصر ماتریسی تبدیل

1̂)(به عنصر ماتریسی یک عملگر دو ذرهّ ای  zt .می شود 

(11-1) 

(11-1) 

(11-1) 

(15-1) 



 

 برای این کار از تعریف زیر استفاده می کنیم: 

11111 )()( vzgvvzt  

 که در آن داریم:
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 در این صورت می توان نوشت:
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که در آن باید جملات: qpvqp 1
و  qpzgqp )(1

 را بدست آوریم. 

  

ابتدا جملۀ * qpvqp 1
 را بدست می آوریم. 

نش بین سه ذرّۀ یکسان با اسپین صفر می پردازیم که برهمکنش جفتیِ بین آنهتا ما به بررسی برهمک

 داریم: vیک کمیّت اسکالر است. برای برهمکنش دو ذرّه ای 

mlprrvrrplmrdrdmlpvplm  
 

 ( فرض کردیم پتانسیل موضعی و تابع اندازۀ فاصلۀ دو ذرّه است یعنی:1-16همانطور که در )

  )( rrrvrvr 


 

 داریم: در نتیجه
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 ها: ljبا قرار دادن مقادیر معادل زیر و بسط موی تخت بر حسب 
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 بدست می آوریم:
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),(که در آن ppvl
 :عبارتست از 
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را در پایۀ سه ذرّۀ  1vحال نمایش 
1

pq :می نویسیم 
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 می دانیم:
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 در نتیجه:

MLlmmlmlmLMlppv
q

qq

MLlmmlmlmLMlmqmqmlpvplm

mqmlpvplmmqMLlmmlmlmLMl

qpvpq

lll

mm

ll

l

mmmm

lll

lll

mmmm

l

l

ll

ll





























)()(),(
)(

)()(

)()(

2,

,

,

),();,(

),();,(
























 

 با داشتن رابطۀ:

1
,

  


mlmmlm l

mm

l

l

 

 خواهیم داشت:

MLlLMlppv
q

qq
qpvpq lll 




  )()(),(

)(
2,, 


  

),(
)(

2, ppv
q

qq
qpvpq l 




 


  

 

حال جملۀ:* qpzgqp  را محاسبه می کنیم.  1)(

 داریم:
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 زیر:با در نظر گرفتن عبارت 
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 zt)(چنانکه ملاحظه می شود برای مطالعۀ سیستم سه ذرّه ای نیاز به داشتن معلومات از ماتریسهای

 خاری پوستۀ انریی است.

 

محاسبۀ جملۀ: -1  qpqp  
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 ( را به شکل زیر می نویسیم:1-11معادلۀ )
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( وجود دارد. با توجّه به روابطی کته در ابتتدای ایتن فصتل 1-11سمت راست رابطۀ )اماّ سه جمله در 

 ارا ه شد برای جملات اوّل و سوّم از روابط صفحۀ بعد استفاده می کنیم:
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 یم:( به شکل زیر بدست آورده ا1-11( و)1-16جملۀ همپوشانیِ دومّ را هم در فصل سومّ طبق رابطۀ )
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 در نتیجه با این جایگذاریها داریم:

 

)ˆ,ˆ(
)()(

)
2

1
()

2

1
(

)ˆ,ˆ(
)()(

,22

*

,22

22211112

qp
q

qq

p

pp
qqpqqp

qp
q

qq

p

pp
qdpdqdpd

qpqpqpqpqpqpqdpdqdpd

ML

l

LM

l












































 

 












































































q

qqqqqq

qqqq

q

qq

p

qqqqqqp

q

qqqqqq

qqqq

q

qq

p

qqqqqqp
qdqqdqdqqd

ML

l

ML

l

ˆ,

}ˆˆ
4

1
{

ˆ
2

1
ˆ

)(
)}ˆˆ

4

1
{(

ˆ,

}ˆˆ
4

1
{

ˆˆ
2

1

)(
)}ˆˆ

4

1
{(

ˆˆ

2

1

22

,

22

2

1

22

2

1

22

,

,

*

22

2

1

22

22

12











 

 

(16-1) 

 
(13-1) 

 

(51-1) 

 

(51-1) 

 

63 

 



 

 

















































qqqqqq

p

qqp

p

qqp

qdqd

ML

l

ML

l ˆ,
2

1
ˆ,

2

1

2

1

2

1

ˆˆ

,

,

,

*

2212









 

 

:یعنی  و اما جملۀ دوّم مربوط به عنصر ماتریسی
123131

  qpqp. 

 که: نشان داد بسادگی می توان
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 در نتیجه می توان نوشت:
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 هم داریم: 13برای 
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داریم: ijمی توان نشان داد که برای عملگر
ijij  تتی استت و در ایتن . یعنی این عملگتر هرمی)(†
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 ( هیچ تغییری صورت نمی گیرد:1در مورد ذرۀّ آزاد )
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 بدست می آوریم: 13و در نتیجه برای 
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1213  

lو lدر مورد بوزون ها    ِتغییر  1و1بایستی هر دو زوی باشند تا علامت تابع موی تحت جابجایی ذراّت

عنصر ماتریسیِ ( ما 1-61نکند. پس با شرط )  qpqp:را به شکل زیر بدست آورده ایم 
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ˆ)12(که در اینجا   mm می باشد وC هستند.  گوردان -ها ضرایب کلبش 

حال بتا قترار دادنِ  qpzgqp )(0
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رابطۀ انتگرالی مربوط به
1 :خواهیم داشت 







































 

qpqpqpqpztqp

q

qq

p

pp

m

q

m

p
z

qqdppdqqdppdqqdppdqp

)(

)()(

4

3

1

,22

1
22

,,

222222

1
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(1) Clebsch-Gordan 
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 قرار می دهیم: ماتریسی به جای عنصر
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qمتغیّرهای  و   تبدیل می کنیم:را به متغیرّ های پریم دار 
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0را در نظر می گیریم که :   همانطور که قبلا  هم گفتیم حالت پایۀ  MLl   و در ایتن

 مقادیری که به خود می گیرد عبارتست از: صورت 
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lوباشد، دراین صورت 0Lاگر    می توانند مقادیر موجتود در جتدول صتفحۀ بعتد را بته ختود

 بگیرند. البّته این دو حالت را  می توان با هم بیان کرد. یعنی حالتهایی که داریم عبارتند از:
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lاز آنجا که سیستم بوزونی است   اد اعداد زوی را به خود می گیرد. برای اینکه نمj6: 
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 غیر صفر باشد بایستی چهار رابطۀ مثلثی زیر برقرار باشد:
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 سیم:می سازیم. برای راحتی کار می نوی qpحال معادلات کوپل شده را برای 
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و ...  وابسته است پس باید معادلۀ قبلی را به   3و    2به   1چنانکه ملاحظه می شود، در اینجا  

 ازای کانالهای دیگر نیز تکرار کرد:
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برای برهمکنش کوتتاه بترد، بایستی به تعداد کانالهایی که می خواهیم شرکت دهیم معادله بنویسیم. 

 های با عدد کوانتومی بالاتر، کوچک و کوچکتر شود. انتظار بر این است که سهم 

 اینصورت داریم: است. در 1در تقریب صفر، فقط یک کانال در نظر می گیریم و آن 
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111در این وضعیّت،  G :می شود و خواهیم داشت 
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که ما های مختلف محاسبه نماییم  zرا به ازای 0tبرای حلّ این معادله لازم است که عناصر ماتریسی 

 این کار را در فصل بعد انجام می دهیم.
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 فصل پنجم
 روش عددی حل معادلات فادیف
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 ltل عددی معادلۀ انتگرالیح -5-1

 ( داریم:1-15را به صورت عددی حل کنیم از رابطۀ ) ltمی خواهیم معادلۀ 
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را با یتک متش  pمقادیر متغیّر برای حل این معادله، ابتدا باید آن را منفصل نما یم. برای این منظور

 ip   0,(می دهیم و بازۀ انتگرال گیرینشان[  را با بازۀ],[ ca  جایگزین متی کنتیم، کته در آن
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cutppدر اینجا  بزرگترین مقداری است که پس از آن سهم)( pf .بترای  در انتگرال ناچیز می شود

تغییتر  برای این کتار لژاندر استفاده می کنیم. -گا وسین انتگرال گیری از روش انتگرال گیری انجام ا
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 تغییر متغیّر زیر را در نظر می گیریم:
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 این تغییر متغیرّ چنان است که داریم:
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 ( است.0aکه در اینجا )

 

 

 

(1) Gauos-Legandre quadrature 
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لژاندر هستند. مقایسۀ  -ها  وزن های گا وس iwها ریشه های چند جمله ای لژاندر و  ixکه در اینجا 

 ( نتیجه می دهد:5-6( و )5-1روابط )
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 :به صورت زیر در می آید( 5-1با این حساب رابطۀ )
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 ها را روی مش می گیریم:ztl،p)(صورت ماتریسی در آوردنِ رابطۀ مربوط بهبرای منفصل کردن و ب
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 برابر است با: ltدر آن  که
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 را می توان بصورت زیر نوشت:( 5-11)در نتیجه رابطۀ 
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]0,[اگر تغییر متغیّر بدهیم و بازۀ   هستند.  pها وزنها روی مش  kWدر اینجا  c مربوط بتهp  را بته

 تصویر کنیم، در این صورت خواهیم داشت:   xمربوط به   [1,1-]بازۀ 
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 که در آن داریم:
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ای این پتانسیل بایستی ابتدا استفاده می کنیم. بر (5) تیون -ما در محاسبات خود از پتانسیل مالفلیت

),((،1-11با استفاده از ) ppvl
 :را بدست آوریم و سپس با استفاده از رابطۀ 
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 که اگر به صورت ماتریسی نشان دهیم داریم:
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 .را بدست آوریم 

 ( داریم:5تیون) -برای پتانسیل مالفلیت
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(1) Malflit-Tion potential 
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که در اینجا )
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AZ و ))( Rl ZQ:عبارتند از 
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)(و  Al ZQ  هم به همین صورت تعریف میشود فقط در آنAR   . 0به ازایl :داریم 
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),(حال با داشتتن ppvl
  و)()( uM l  (1)(لتۀ ماتریستیبتا حتلّ معاد()( )]([)( lll vuMut  عناصتر ،

های مختلف که   u به ازای ltماتریسی
m

q
zu

4

3 2

 بته  بایتد مامی آیند. به این موضوع که،  بدست

 دست بیاوریم در فصل ششم خواهیم پرداخت.را ب ltهایی ماتریس uازای چه 

 

 

),(منفصل کردن معادلۀ انتگرالی  -5-1 qp: 

),(برای  qp ( داریم:1-61از رابطۀ ) 
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 عبارتند از: 2و 1که در آن 
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BAxqاز تبدیل خطی  qبرای مش بندی   :استفاده می کنیم 
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 پس داریم:
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  ثابت است. xنسبت به qیعنی نرخ افزایش 

),(معادلۀنتیجه می توان  در qp :را این طور نوشت 
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 تعداد ریشه های لژاندر مربوط به .های سه بعدی قبلا  محاسبه کرد را به صورت آرایهها  می توان 
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 pqx  را یکسان می گیریم. ,,
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),(برای حل معادله و بدست آوردن  ji qp :به صورت زیر عمل می کنیم 

 داده شده داریم: jqو ipبه ازای 
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 برابر است با: ijkmK که در آن
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 عددی معادلۀ فادیف حلّ -5-1

 ( دارای ساختار کلّیِ: 5-11معادلۀ فادیف )

 )(EK 

یر خطی در معادله ظاهر می شتود به صورت غ Eهستۀ انتگرال می باشد. از آنجا که EK)(است که 

 بهتر است که مسنلۀ ویژه مقداری زیر را در نظر بگیریم:

)()()()( zzzzK   

 z)(ویژه مقدار آن و  z)(همان هستۀ انتگرالی است که در معادلۀ قبلی است و EK)(که در آن 

 می باشد. z)(ار متناظر با ویژه مقدار ویژه برد

Ez( آنست که مقدار 5-16راهبرد حل معادلۀ )  ( یکی از 5-11را به گونه ای بیابیم که در معادلۀ )

 ی فیزیکی سیستم بتوده و ویتژه بترداربستگ انریی Eبرابر یک شود. در این صورت z)(ویژه مقادیر

است که از آن تابع متوی حالتت مقیّتد سیستتم بدستت     برابر دامنۀ فادیف E)(متناظر با آن،

Ezمی آید. برای اینکه آن مقدار خاصّ   ( ر5-11را بدست آوریم بایستی معادلۀ ) ا به ازای مقتادیر

 حل نماییم. zمختلف 

(11-5) 

 

(11-5) 

 

(16-5) 

 

(11-5) 
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(15-5) 

 



 

( آنست که انتگترال روی متغیّتر هتای پیوستته را گسستته 5-11اوّلین قدم برای حل عددی معادلۀ )

تتا و بترای p،pNلژاندر استفاده می نماییم و برای متغیّر -سازی نماییم. بدین منظور از روش گا وس

( تبتدیل بته یتک دستتگاه معتادلات 5-11تا نقطۀ مش در نظر می گیریم. آنگاه معادلۀ )q،qNمتغیّر

qpهمگن با بعد NNND   می شود که در آنN  ستت کته در اتعتداد امتوای جز تیِ سته ذرّه ای

بعنوان مثتال، اگتر بترای متغیّتر  از مرتبۀ چندین هزار می باشد. Dعموما   محاسبات شرکت می کند.

در بازۀ  pمومنتمِ 11 25,0  fmfm  22تعداد نقاط مش راpN  ِبگیریم و برای متغیّر متومنتم

q  در بازۀ 11 10,0  fmfm  14تعداد نقاط مش راqN  بگیریم، آنگاه تعتداد معتادلات همگتن

                                                                                کوپل شده خیلی زیادتر از آن است که بخواهیم مستقیما  با معکوس کردن ماتریس جهت حل معادلتۀ                                        

( به روشهای عادی جواب را بدست آوریتم. یکتی از روشتهای 5-11( و یا قطری کردن معادلۀ )16-5)

 است.  حلّ معادله، روش نسبت 

 روش نسبت  -5-1-1

را روی یک بتردار  zK)(ی تکرار متوالیاین روش بر اساس این حقیقت متکی است که اگر با یک سر

دلخواه اوّلیه اثر دهیم آنگاه حاصل ویژه حتالتی خواهتد شتد کته ویتژه مقتدارش از نظتر قتدر مطلتق 

 بزرگترین ویژه مقدار است.

 اثبات:

اگر بردار دلخواه اوّلیه را با 
0x  نشان دهیم و همچنینK :را در نمایش ویژه مقادیرش به صورت 

nn

n

n kkkK ˆ 

 نشان دهیم داریم:
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(1) ratio 

(16-5) 

 

(a13-5) 

(b13-5) 

(c13-5) 
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nهمانطور که ملاحظه می شود، به خاطر وجود جملۀ 

ik نقش بزرگترین ویژه مقدار مهم متی شتود و ،

 ند، در نتیجه می توان نوشت:بقیه بی اهمیّت می شو
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Ezاگر  انریی حالت پایۀ فیزیکی باشد، در این صورت هیچ ویژه مقدار)(z را نخواهیم داشت که از

 لحاظ قدر مطلق بزرگتر از ویژه مقدار مربوط به حالت پایه باشد.

، ویژه مقادیر   zK)(البتّه، قسمت های دافعیِ نیروی در نظر گرفته شده برای مسنله می تواند در طیف

)(zویژه مقادیر زا د می توانند از لحاظ مقدار از ویتژه مقتدار فیزیکتیِ  منفیِ زا د ایجاد نمایدکه این

مطلوب بزرگتر باشند در این صورت روش نسبت بجای اینکه به ما دامنتۀ فتادیف را بدهتد بته حالتت 

 مربوط به ویژه مقدار زا د همگرا می شود.

  یجه با ایتن روش حتمتا های خوب دارای قسمت های دافعی می باشند، در نتلیه تمامی پتانساز آنجا ک

با جوابهای زا د مواجه خواهیم شد. اماّ راه حل هایی وجود دارد کته بتا استتفاده از آنهتا متی تتوان از 

 جوابهای زا د اجتناب کرد که عبارتند از:

 [.16های اوّلیه آنها را تعیین کنیم و سپس بردار اوّلیه را عمود بر آنها بسازیم]در همان تکرار -1

اضافه کنتیم بطوریکته در طیتفِ  zK)(اده تر این است که یک مقدار ثابت مناسب به عملگرراه س -1

 [. 13جابجا شدۀ ویژه مقدار، ویژه مقدار فیزیکی از لحاظ مقدار بزرگترین شود]

یب پاده های زا د با استفاده از تقرالت فیزیکی را نسبت به ویژه حالتپس از هر تکرار، وزن ویژه ح -1

 [.11افزایش دهیم]

 پایه های بهینه جهت قطری کردن یک  استفاده می کنیم که بر اساس ساختدر اینجا ما از روشی 
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 دارد.  [.این روش شباهت زیادی به الگوریتم لنشوز 11و11ماتریس بزرگ مبتنی است]

 ات این روش می پردازیم.در ادامه به جز یّ

یتک  )0(کمیّت ها را نمی نویسیم. فرض کنیتد کته zبستگی به هولت در نوشتن،در اینجا برای س

بدست می  i)(را پشت سر هم به آن اثر دهیم یک دنباله از بردارهای Kبردار اوّلیه باشد. اگر کرنل

 شرط زیر صدق می کنند:آوریم که در دو 
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اشمیت، یک مجموعه شامل  سپس با روش متعامد سازیِ  مرحله متوقّف می کنیم. Nتکرار را پس از 

N ِبردار پایۀ اورتو نرمال )(i را از روی بردارهای)(i :به صورت زیر می سازیم 
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 رط:از ش iCثابت های بهنجارش 
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ji  )()( 

 بدست می آید.

را بر حسب  i)(حال بردارهای قبلی )( j:ها بسط می دهیم 
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 که برای آنها داریم:
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(1) Lanczos 

115 

(11-5) 

(11-5) 

(11-5) 

(15-5) 

(16-5) 

(11-5) 

(16-5) 

(13-5) 

(1) 

(51-5) 



 

را به صورت ترکیب خطی از  i)(بردارهای اورتو نرمال  را معکوس نماییم، (5-13) حال اگر معادلۀ

 خواهیم داشت: i)(بردارهای غیر متعامد

)(

0

)( j
i

j

ij

i b  


 

ی را بر حسب بردارهتا را حل نماییم، ویژه حالت مجهول (5-11)برای اینکه معادلۀ گسسته شدۀ 

 بسط می دهیم: i)(پایۀ 
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 ( خواهیم داشت:5-11( در رابطۀ )5-51با قرار دادن رابطۀ )
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)(طرفین را در  j :ضرب می کنیم داریم 
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 ( داریم:5-16امّا از )
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 ( می شود:5-51در نتیجه رابطۀ )
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 ها مخالف صفر باشند باید داشته باشیم: iCبرای اینکه 
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که در اینجا 


M  نمایش هستۀK  در پایۀ )(i .می باشد 

برای ساختن ماتریس 


M  نیاز داریم که عناصر ماتریسیjiM: 
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 بدست می آوریم: jiMدر نتیجه برای عنصر ماتریسی 
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 ( استفاده می کنیم:5-16و دوباره از رابطۀ )
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 از طرفی می توان نوشت:
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ها ماتریس jiMبه این ترتیب با داشتن 


M خته می شود و آنگاه با قطری کتردن آن، یعنتی حتل سا

معادلۀ   0det 


IM ویژه مقادیر ،     بدست می آیند. از آنجا کته متا تعتداد پایته هتا را متنتاهی

 10Kخواهند بتود. معمتولا   Kهای بدست آمده ویژه مقادیر تقریبی برای عملگرگرفته ایم، این 

 برای رسیدن به جوابِ با دقّت خوب کافی می باشد.

با داشتن ویژه مقدار فیزیکی، می توان ضرایب بسط، iC ها را بدست آورده و از آنجتا  را بدستت

NNه در اینجا ماتریسی که قطری می شودآورد. باید توجّه داشت ک  ( 10استت کته در آنN    )

بیشتر باشد، بردارهای تولید شتده بیشتتر و  Nمی باشد و باید متذکّر شد که هر چه تعداد تکرارهای 

انجام داد تا از خطتا هتای  بیشتری ی را با دقّتبیشتر هم خط می شوند و بایستی متعامد سازیِ عدد

 بزرگ پرهیز شود.

انتخاب شده، آن ویژه مقداری که از همه به  zبه ازای یک انرییِ  Mمربوط به از بین ویژه مقادیر 

 ژه مقدار فیزیکیِ مورد نظر می باشد و ویژه بردار متناظر عدد یک نزدیکتر است بهترین تقریب برای وی

(56-5) 

(61-5) 
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بدست آمده درست  را می دهد. زمانی این  برای تابع  iCبا آن ویژه مقدار به ما ضرایب بسط 

 lqو kpو این یعنی اینکه به ازای  صادق باشد" طهنقطه به نق" ( به طور 5-11خواهد بود که معادلۀ )

 از نقاط مش، رابطۀ:

),,()(),,(),,( lklklk qpzzqpzqpzK   

 با دقّت قابل قبولی برقرار باشد.

ها کافی باشد.  i)(های به کار رفته جهت تولید وقعی حاصل می شود که تعداد تکراراین وضعیتّ م

بدست آمده را  z،حال اگر رابطه به طور نقطه به نقطه بر قرار نباشد، در این صورت به ازای همان

کرده و مراحل قبتل را های جدید تولید  i)(جهت تکرار بکار می بریم و  )0(بعنوان بردار اوّلیۀ 

مشتخص جتواب  zجدیدِ بدست آمده پایدار باشد. پس از اینکته بته ازای یتک تکرار می کنیم تا 

اگر بترای بتردار  ار کنیم.های جدید نیز همین مراحل را تکر zبدست آمد، باید برای  پایدار برای 

قدیم استفاده نماییم، همگرایی بته جتواب جدیتد ستریعتر  zمربوط به  جدید از جواب  zاوّلیۀ 

 حاصل می شود.

هتای  z)(بطوریکته انرییِ مختلف حل متی کنتیم  1الی  1( را به ازای حدود 5-11معمولا  رابطۀ )

ی  zپراکنده می شوند. در اینصورت با داشتن این مقادیر، می تتوان  1بدست آمده در دو طرد مقدار 

جواب بدست آورد و آن جتواب، بته متا  1یا  1را می دهد از طریق درونیابی با این  1را که به ما 

 انرییِ بستگی سیستم سه ذرّه ای را خواهد داد.

 :کنیم که به صورت زیر در نظر گرفته می شوداستفاده می  0تابع ورودی کها از یiبرای ساختن 
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 ها به ترتیب زیر هستند:iرا قرار دهیم که  0  ،1در مراحل بعدی تکرار باید بجای 
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Nتا تابعِ:   Nبه این ترتیب  ,,, 21   داریم کهN (  می گیریم. حال از 11را یک عدد حدود مثلا ) 
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 می سازیم.   اشمیت  -عمود بر هم به روش گرام تا   ،Nتا  Nروی این 
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نرمالیزه می شود. برای  0بدست می آید و در نتیجه  0Cو از اینجا 
1 :هم داریم 
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بدست آمده و  1Cبه این ترتیب 
1 :ساخته می شود. این کار را به صورت زیر ادامه می دهیم 
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بنابراین از روی  N

ii 0
 مجموعۀ ، N

ii 0
   .حال می تتوان اورتونرمال را ساخته ایم),( ji qp  را بتر

                                         حسب این مجموعۀ اورتونرمال بسط داد:
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 ها گذاشته است و بنابر این می توان معادلۀ انتگرالی را به صورت: کرنل اثرخود را بر روی توابع 

 K 

 شود. 1نوشت و باید انریی به گونه ای انتخاب شود که 
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 فصل ششم
 نتایج محاسبات

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

111 



 

 بررسی عملگر گذار -6-1

( را حل کنتیم. 5-11معادلۀ )برای اینکه انریی بستگی سیستم سه ذرّه ای را محاسبه نماییم بایستی 

 :( مقایسه شود به خاطر وجود جملۀ5-11در این معادله اگر با رابطۀ )

1
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خاص که انریی حالت پایۀ سیستم است جواب خواهیم داشت. برای اینکه این انتریی  zفقط به ازای 

 ( یعنی:5-11حالت پایه )انریی بستگی سیستم( را پیدا کنیم به معادلۀ کمکی )

)()()()( zzzzK   

)(1چنان باشد که  zمتوسل می شویم که اگر  z  باشتد در واقتع معادلتۀ مربتوط بته    را حتل

)(1که اگر کرده ایم. یعنی این 0 z  ،0باشدz .برابر انریی بستگی سیستم سه ذرّه ای خواهد بود 

),(( لازم است عناصر ماتریسی5-11برای حل معادلۀ ) pptl
  را به ازایz  .های مختلف داشته باشیم

),,(لعۀبدین منظور ابتدا به مطا zpptl
  نقطه ای  11می پردازیم. در اینجا برای منفصل کردن از مش

 استفاده کرده ایم.

 ها را محاسبه نماییم. lv ها ابتدا باید ltبرای محاسبۀ
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0),(رفتار بررسی  -6-1-1 ppV   1به ازای (5)تیون -مالفلیت انسیلبرای پتp1یا   وp. 
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 می خواهیم نشان دهیم:

),(),( 00 ppVppV MTMT  

 

 هی باشد، داریم:متنا  pولی    1pاگر:  
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 متناهی باشد: pولی  1pاگر 

 را در آن عوض کنیم. در نتیجه داریم: pو pهمان رابطۀ قبلی را داریم با این تفاوت که باید جای  
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در فضتای  (5)تیتون -( ما نمودارهای: پتانسیل مالفلیت6-1( و )6-1( و )6-1( و )6-1در شکل های )

),(مکان و  ppvl
  را به ازایl :های مختلف در فضای مومنتم رسم کرده ایم 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 تیون در فضای مکان -الفلیت( پتانسیل م6-1شکل)
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]fm.Mev)[p,p(V 3
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]fm[p 1 ]fm[p 1
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0lپتانسیل دو ذره ای برای ( 6-1شکل )  در نمایش فضای تکانه 
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]fm.Mev)[p,p(V 3
4 

]fm[p 1

]fm[p 1

4lذره ای برای پتانسیل دو (6-1شکل )  در نمایش فضای تکانه 
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]fm.Mev)[p,p(V 3
8 

]fm[p 1
]fm[p 1

8lپتانسیل دو ذره ای برای ( 6-1شکل )  در نمایش فضای تکانه 
 

( عملگتر 6-6(  و )6-1( و )6-6( و )6-5بررسی آن حال در شکل های ) و lvبعد از یافتن پتانسیل 

),,(گذار دو ذرّه ای zppt kkl  0را  برایl و نقاط مش ثابتk وk  .نمایش داده ایم 

 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

]fm.Mev))[2(p),2(p,E(t 3
0

]Mev[E

 ار بر حسب انرییعملگر گذ( 6-5شکل )

]fm.Mev))[10(p),10(p,E(t 3
0

]Mev[E

 عملگر گذار بر حسب انریی( 6-6شکل )
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]fm.Mev))[30(p),30(p,E(t 3
0

]Mev[E

 عملگر گذار بر حسب انریی( 6-1) شکل

]fm.Mev))[30(p),30(p,E(t 3
0

]Mev[E

 ر حسب انرییعملگر گذار ب( 6-6شکل )
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در بتتازۀ  0t( عملگتتر گتتذار 6-1( و )6-6( و )6-5همتتانطور کتته مشتتاهده متتی شتتود در نمودارهتتای )

01انریی  E  رسم شده استت و درMevE 35.0 ( 6-6دارای تکینگتی استت. و در شتکل )

0),,(عملگر گذار دو ذرّه ای  zppt kk  تا بازۀ انرییMevE 100  نمایش داده شده است. با اندکی

0)(ن نکته پی برد که دقّت در این نمودار می توان به ای zt  10برایE  .رفتاری نسبتا  هموار دارد 

 برای اینکه این تکینگی را توضیح دهیم، داریم:









vhh
hz

zg

vzgvvzt








0;
1

)(

)()(

 

 دارای توابع موی مقیدّ و نا مقیدّ می باشد: ĥنوشت. hرا در نمایش طیفی  zg)(می توان 

nnnحالت مقیدّ )منفصل(:                                                                            uuh  ˆ 

qqq      حالت پراکندگی )پیوسته(:                                                               uuh   ˆ 

مجموعۀ تمام توابع  nu  و qu  :رویهم یک مجموعۀ کامل درست می کنند، یعنی داریم 
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  3)2(

)( 

nz،  مخری0zها منفی هستند، به ازای nچون    به ازایnEz   صفر متی شتود و)(zt  از

 خود تکینگی نشان می دهد یعنی: )( nzt  

 بررسی تکینگی در محاسبۀ عددی

 یتد بته معادلتۀ گسستته شتدۀ علتّت ایتن تکینگتی را بیتان کنتیم با اگر بخواهیم از لحاظ محاستباتی

),,( zppt kkl بته معادلتۀ: توجّه کنیم کته


 vtA   بترای محاستبۀ  .منجتر شتده استتt :داریتم 






 vAt

 را محاسبه کرد که برابر است با: 1Aیعنی در اینجا باید ،  1
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†1

)det(

1
A

A
A  

 ناشی شود. det(A(بنابراین می توان نتیجه گرفت که ممکن است این تکینگی از صفر شدن 

را بتر حستب انتریی بترای بتازه هتای انترییِ  det(A(( نمتودار هتای 6-11( و )6-3در شکل های )

01  E 0100و  E :رسم کرده ایم 
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)Adet(

1E0انریی برای   بر حسب Aدترمینان ( 6-3)شکل   
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بته ازای  در این نمودارها تغییر علامت می دهد یا به عبتارتی det(A(همانطور که مشاهده می کنیم 

)det(0 یک انریی مشخّص، A  می شود بنابراین با صفر شدن)det(A  منشأ این تکینگی از لحتاظ

 محاسباتی واضح است.

 0lبر حسب انریی ملاحظه می شود که متا فقتط بته ازای  ltلازم به ذکر است که در رسم نمودار

ن تکینگی مشاهده نمی شود. علّت ایتن موضتوع ایتن دیگر ای 0lتکینگی داریم و به ازای  0tیعنی

است که در حل معادلۀ شرودینگر در فضای مختصات کروی معادلتۀ بختش شتعاعی بته صتورت زیتر 

 محاسبه می شود:

 ،rv)(معادلۀ شرودینگر قسمت شعاعی برای پتانسیل مرکزی 
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 را به صورت زیر تعریف می کنیم: effvبا استفاده از این رابطه 
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0100انریی برای   بر حسب Aرمینان دت( 6-11شکل )  E  
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 ( رسم کرده ایم:6-11(و)6-11( و)6-11های مختلف در شکل های ) lبرای rبر حسبeffvما نمودار
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]fm[r

0lپتانسیل موثر بر حسب مکان برای ( 6-11شکل )  

effV

]fm[r

1lپتانسیل موثر بر حسب مکان برای ( 6-11شکل )  



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

قسمت جاذبه دارد و می توان حالت مقیّتد داشتت در حالیکته  0l ،effvمی بینیم که فقط به ازای 

لگتر گتذار دو   دافعۀ محض است و نمی تواند حالت مقیدّ ایجتاد کنتد. از ایتن رو عم effv؛ 0lبرای 

در هیچ انریی از ختود تکینگتی نشتان  0lتکینگی دارد و به ازای  0lذرّه ای هم فقط به ازای 

 نمی دهد. 

( و 6-11ا در شتکل هتای )های مختلف در فضتای تکانته ر lبه ازای  ltنمودارهای عملگر دو ذرّه ای

 ( رسم کرده ایم: 6-16( و )15-6)
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8lعملگر گذار دو ذره ای برای ( 6-16شکل )   در نمایش فضای تکانه با انرییMev.8E  
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 سب تغییرات تعداد نقاط مشبر ح بررسی تغییرات ویژه مقدار -6-1

د نقاط مش نشان داده شده است. براستاس ایتن با افزایش تعدا تغییرات ویژه مقادیر  در جدول زیر

ایتن متا در  یز استت.برای انریی بستیار نتاچ و بیشتر تغییرات ویژه مقدار 11 نتایج برای نقاط مش

1محاسبات 

max 3.6  fmp  150 و  fmp offcut
maxmax و  

3

2
pq   .در نظر گرفتیم 

تعداد نقاط 

 شبکه

 بزرگترین ویژه(

 مقدار(

 )Mev(انریی

10 1.08163 -7.54 

20 1.02551 -7.54 

30 1.01683 -7.54 

40 1.01287 -7.54 

50 1.01049 -7.54 

60 1.00887 -7.54 

70 1.00769 -7.54 

 

ین ویتژه مقتدار انریی فیزیکی سیستم سه ذره ای، برابر با انریی است که بته ازای آن انتریی بزرگتتر

فتزایش قتدر مطلتق را بتا  ا Mبزرگترین ویژه مقدار ماتریس زیربرابر با یک شود. جدول  Mماتریس

1در این محاسبات نشان می دهد. ما انریی 

max 3.6  fmp 150 و  fmp offcut
maxmax و 

3

2
pq  

 در نظر گرفتیم.

 

 مقدار( ویژه)بزرگترین  تعداد نقاط شبکه

   

 )Mev(انریی

40 1.01501 -7.5 

40 1.01287 -7.54 

40 1.00445 -7.7 

40 1.00186 -7.75 

40 1.00032 -7.78 

40 0.99929 -7.8 

40 0.99846 -7.82 
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بزرگتترین ویتژه مقتدار )استت1از آنجایکه هدد ما بدست آوردن انریی است که در آن انریی 

لذا می توان با استفاده از داده های جدول فتوق و استتفاده از روش درونیتابی می باشد(،  Mماتریس

786012.7Eچند جمله ای، انریی معادل با این ویژه مقدار را درونیابی کنیم. با درونیابی     که در

 است را محاسبه کردیم. 1آن انریی 
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 3(: پیدا کردن فرمول درونیابی درجۀ 1پیوست )

 حالت الف :

در بازۀ   xابتدا فرض می کنیم که نقطۀ  21 , xx  : واقع شده باشد 
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خاری بازۀ  xحالت ب : دراین حالت فرض می کنیم که  21 , xx  1در سمت چx :قرار دارد 
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خاری بازۀ  xدر این حالت فرض می کنیم که حالت پ : 21 , xx 2در سمت راستx :قرار دارد 

 

   
 














































































































































)()(

)()(

)(

)()(

)(

)(

)()(

)(

0

0

0

1

)()(

)()(

)()(

1111

)()(0)(

)()(0)(

)()(0)(

11)(

)()()()()(

210212

110111
3

1021

110112
2

2110

01121
1

210100

2111
0

3

2

1

0

3

2

3

1

3

11

3

011

2

2

2

1

2

11

2

011

2111011

221

3

3

22

3

11

3

110

3

011

3

3

2

22

2

11

2

110

2

011

2

32211110011

3210

23121110110

23

12

111

0110

hhhhhh

HhhHhH
a

hhhh

HhhHhH
a

hhhh

hhHHH
a

hhhhhh

HHHh
a

a

a

a

a

HHhHhhH

HHhHhhH

HHhHhhH

hHH

aHaHahHahhHxxfif

aHaHahHahhHxxfif

aHaHahHahhHxxfif

aaaaxfif

HxfaHxfahHxfahhHxfaxf

Hxx

Hxx

hHxx

hhHxx

 

 

 

111 



 

 

 

رای نقتاط ابتتدا و این روش، مشتق تابع را به ازای نقاطی محاسبه می کندکه در داخل بازه هستند، بت

 انتها باید روشی مشابه بکار بست:
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Nxxیک ساب روتین می نویسیم که به ازای مقادیر تابع داده شده در نقتاط متش   ,1  مشتتقاّت را

 از مقالۀ:  2Bولی بهتر است در رابطۀ  بدهد.

" A New Look into the Partial Wave Decomposition of  Three-Nucleon Forces " 

)(به جای  1xf    و)( 2xf   ،روابطِ معادلشان را برحستب مقتادیر تتابع در سته نقطته را قترار بتدهیم

)()()(درنهایت رابطۀ :    
3

0

jj

j

i xfxSxf 


    .را خواهیم داشت 
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 * رابطۀ مشتق عددی بر حسب مقادیر تابع و مقادیر تابع در دو همسایه
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 به صورت زیر می شود: " Cubic"  نقطه ای چنانکه دیدیم، فرمول درونیابی اسپلاین چهار
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)(ریشه هااین زیربرنامه (: 1پیوست) ixها و)( iwکند.لژاندر را تولید می -های مربوط به انتگرال گا وس 

   SUBROUTINE GRULE(N,X,W) 

   DOUBLE  PRECISION PKMI, PK, T1, PKP1, DEN, D1, DPN, D2PN, D3PN, U, V,   

* H, P, DP, FX 

   DOUBLE  PRECISION  X(N) , W(N) 

   M=(N+1)/2 

   E1=N*(N+1) 

   DO 1 I=1 ,M 

   T=(4*I-1)*3.1415926536/(4*N+2) 

   X0=(1.-(1.-1./N)/(8.*N*N))*COS(T) 

   PKM1=1. 

   PK=X0 

   DO 3 K=2 , N 

   T1=X0*PK 

   PKP1=T1-PKM1-(T1-PKM1)/K+T1 

   PKM1=PK 

3 PK=PKP1 

   DEN=1.-X0*X0 

   D1=N*(PKM1-X0*PK) 

   DPN=D1/DEN 

   D2PN=(2.*X0*DPN-E1*PK)/DEN 

   D3PN=(4.*X0*D2PN+(2.-E1)*DPN)/DEN 

   D4PN=(6.*X0*D3PN+(6.-E1)*D2PN)/DEN 

   U=PK/DPN 

   V=D2PN/DPN 

   H=-U*(1.+.5*U*(V+U*(V*V-U*D3PN/3.*DPN)))) 

   P=PK+H*(DPN+.5*H*(D2PN+H/3.*(D3PN+.25*H*D4PN))) 

   DP=DPN+H*(D2PN+.5*H*(D3PN+H*D4PN/3.)) 

   H=H-P/DP 

   X(I)=X0+H 

   FX=D1-H*E1*(PK+.5*H*(DPN+H/3.*(D2PN+.25*H*(D3PN+.2*H*D4PN)))) 

1 W(I)=2.*(1.-X(I)*X(I))/(FX*FX) 

   IF (M+M . GT . N) X(M)=0. 

   RETURN 

   END.         
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