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 قدردانی

د ااداخ خود  گام  دادارم  گستره علم و دانش  و  پیشبر  سپاس پروردگار بی همتارا که به من عنایت نمود تا بتوانم در حد توان خویش ، در  

بزرگوووارانی زنوووم  که در دووووام دوران تحصوولح و هاح وووه هاح وووه یی ز وود ی ام از دریوووای   ووو    و سوووتان  و احتووورام  ووو  دا د  به رسوووم ادب می  خووواهم ام،را به پایوووان ردوووا دهازتحصووملم  ایووون دوره  پروردگووار یاتوووا،  یووواری   اکنووون که به

الادم   ووده ا وود، بشوکر و قوودر دانوی نوووایم  ه   و ن   زم مووی دانوم  دانم از زحووا  دا خووود وا وی مووی محبتشوان یواراب گمووام، از ایون رو و   که از زحوووا   بوی شووا  ه  پوودر و موادر  م  که وشودشووان ، بخو ی   ووش  و  راشکشوای  وشوو



 د

   ه   و ن از ادوادمد مرتورم باشوم بوا رانمووا ی ی  و راو ا  ارز وده و نهودداا، خوود، نیوش بزر وی در به ندور  ردوا دن ایون نوار دایو ه ا ود، پاایوت بشوکر و سپادو  اری را دایو ه   که  جناب آقای دکتر محوود آریوی،  گرانقدرماستاد  بی دریغ 

 داود شاهسونی   که در طول این دو دال  هدرا ه من  وده ا د، سپاد  اری نوایم دکتر  و   دکتر احود نزاکتی ، آقایانود دانشگاه صنعتی شاهر

ااری یی  خود مرا مورد     قرار داده ا د، بشکر نوایمدانم که از دا خود وا ی می  وسئول ن آموزش و دفتر دانشکده  دانشگاه  صنعتی شاهرود  که با هو

 این دو دال ، باعث آراوش  و دلکرمی من  وده ا د،   پاایت سپاد  اری را دای ه باشم  از نلیه دوستان   م که در طی و در پایان   زم می دانم 
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 چکیده

دارای مجموعه مقادیر اعداد حقیقی هستند.  موجود در یک جامعه آماریبسیاری از خصوصیت های 

کند. اما سوالی به طورمعمول یک آماردان توزیع مربوط به اندازه این خصوصیت ها را نرمال فرض می

توان چنین فرضی را در نظر گرفت؟ درصورتیکه شود این است که آیا واقعا همیشه میکه مطرح می

اندازه یک خصوصیت دارای چولگی به راست یا به چپ باشند، آیا بازهم استفاده از  داده های مربوط به

دهد؟ در جواب به این سوال برازش نرمال، استنباط دقیقی در مورد اندازه این خصوصیت به ما می

توان گفت، در مواردی که مجموعه مقادیر خصوصیت مورد بررسی، اعداد حقیقی مثبت بوده و داده می

. استفاده کرد 9و وایبول 2، خی دو1توان از توزیع هایی مانند گامادارای چولگی به راست باشند، میها 

اما در حالت کلی این توزیع ها پاسخگوی همه نیاز ما نخواهند بود. از این رو آماردانان برآن شدند تا 

یع نرمال داشته باشد و توزیع نرمال را تعمیم داده، توزیعی را معرفی کنند که خصوصیاتی مشابه توز

در عین حال استنباط دقیقی را در مورد پارامترهای مدل، برای داده های نامتقارن ارائه دهد. یکی از 

است. این  4توزیع نرمال چولهتوزیع هایی که اخیرا مورد توجه بسیاری از آماردانان قرار گرفته است، 

معرفی شد. در این پایان نامه دو مدل از توزیع  (1391) 5توزیع اولین بار به طور رسمی توسط آزالینی

شوند و خصوصیات آماری مهمی از این دو مدل های نرمال چوله با یک و دو پارامتر چولگی معرفی می

نرمال و  6نرمال آمیخته مقیاسی توزیع هایگیرند. همچنین خانواده ایی از مورد بررسی قرار می

شوند. و در پایان ا وکاربردهایی از این دو خانواده معرفی میبه همراه مثال ه 7چوله آمیخته مقیاسی

، به عنوان یک روش تقریبی، پارامترهای دو عضو از خانواده توزیع های نرمال EMالگوریتم با معرفی 

برآورد  پارامتر چولگیبا یک و دو  استیودنت چوله -t چوله آمیخته مقیاسی، تحت عنوان توزیع

 را پیش رو داریم.  1جدول  ،اجعه به قسمت های مختلف پایان نامهشوند. برای سهولت مرمی
                                              
1. Gamma  
2. Chi  

3. Weibull  
4. Skew normal distribution   
5. Azzalini  
6. Scale mixture of normal distributions  

7. Scale mixture of  skew normal distributions 



 و

 نمای کلی از پایان نامه -1جدول 

فصل 

 اول

مفاهیم اساسی وکلیدی، ضرورت و اهداف پایان نامه به همراه کاربردهایی از توزیع های معرفی شده در بیان 

 این پایان نامه و معرفی مدل های چوله ایی که تاکنون بیان شده است. 

فصل 

 دوم

 تعریف مدل آمیخته مقیاسی :  

∫𝑔 (𝑥|𝜃, 𝑢−1𝛽)𝑑𝐻(𝑢, 𝛼)

𝑢

 

  تعریف مدل نرمال آمیخته مقیاسی: 

∫𝜑𝑝(𝒙|𝝁, 𝑢
−1Σ)𝑑𝐻(𝑢, 𝛼)                       

𝑢

 

فصل 

 سوم

 مدل نرمال چوله با یک پارامتر چولگی : 

2 𝜑𝑝(𝒙|𝝁, Σ)Φ1 (𝝀
𝑇Σ−

1

2(𝒙 − 𝝁)) , 𝒙 ∈ ℝ𝑝    

 مدل نرمال چوله با دو پارامتر چولگی :
1

Φ(
𝜆0

√1+𝝀𝟏
𝑻𝝀𝟏

)

 𝜑𝑝(𝒙|𝝁, Σ)Φ1 (𝜆0 + 𝝀𝟏
𝑻Σ−

1

2(𝒙 − 𝝁)) , 𝒙 ∈ ℝ𝑝 

فصل 

 چهارم

 خانواده توزیع های نرمال چوله آمیخته مقیاسی با یک پارامتر چولگی :معرفی  

 2∫ 𝜑𝑝(𝒙|𝝁, 𝑢−1Σ)Φ1 (𝑢
1

2𝝀𝑻Σ−
1

2(𝒙 − 𝝁))𝑑𝐻(𝑢, 𝛼) , 𝒙 ∈ ℝ𝑝    
𝑢

 

 

 : معرفی خانواده توزیع های نرمال چوله آمیخته مقیاسی با دو پارامتر چولگی

 

∫
1

Φ(
𝜆0

√1+𝝀𝟏
𝑻𝝀𝟏

)

 𝜑𝑝(𝒙|𝝁, 𝑢
−1Σ)Φ1 (𝜆0 + 𝝀𝟏

𝑻 𝑢
1

2Σ−
1

2(𝒙 − 𝝁))

𝑢

 𝑑𝐻(𝑢, 𝛼) , 𝒙 ∈ ℝ𝑝 

فصل 

 پنجم

توانند معرفی مدل های جدیدی از توزیع های نرمال آمیخته مقیاسی و نرمال چوله آمیخته مقیاسی، که می

 در آینده تحقیق مورد بررسی قرار گیرند. 

 



 ز

مقیاسی، توزیع نرمال چوله، پارامتر چولگی، توزیع  توزیع های نرمال آمیخته:  واژه های کلیدی

  EMنرمال چوله آمیخته مقیاسی، الگوریتم  های

 

 

 

 

 

دانم این مطلب را خاطر نشان کنم که لم ها، نتایج و قضایایی که با )*( مشخص شده دراینجا لازم می

اند، صورت قضیه یا لم در منابع بوده ولی اثبات آنها توسط نویسنده این پایان نامه انجام شده است. و 

ه با )**( مشخص شده اند، کاملا جدید هستند. همچنین لازم به ذکر است لم ها، نتایج و قضایایی ک

 که تمامی بردارها در این پایان نامه با قلم مشکی نمایش داده شده است.  
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 علائم اختصاری

𝑖𝑛𝑑  .مستقل بودن : 

 𝐴𝑇:  ماتریس ترانهاده𝐴 . 

  : 𝐴−1معکوس ماتریس 𝐴. 

: 𝐴
1

 .𝐴 ریشه دوم ماتریس 2

: 𝑑𝑒𝑡 (𝐴) دترمینان ماتریس 𝐴 

: 𝐸(𝑋𝑚) گشتاور مرکزی مرتبه 𝑚-ام . 

 ℝ𝑝: اقلیدسی فضای 𝑝 عدی حقیقی.ب 

𝑖𝑖𝑑     :بودن. و مستقل یهم توزیع 

: 𝐵(. , .  تابع بتای یک متغیره.   (

χ2𝑝  توزیع کی دو با :𝑝 .درجه آزادی 

Γ(𝑟, 𝜆) :با پارامترهای  گاما توزیع𝜆, 𝑟 . 

𝑁𝑝(𝝁, 𝛴)  : نرمالتوزیع −𝑝 متغیره با میانگین𝝁  مقیاس و𝛴. 

: 𝐸𝐶𝑝(𝝁 , Σ , 𝑔)  توزیع بیضیگون– 𝑝 .متغیره 

𝑇𝑁 (𝜇, 𝜎2)𝐼{𝛼 < 𝑥 < 𝛽}  : توزیع نرمال بریده شده در فاصله𝛼و 𝛽. 

 𝑁𝐼𝑝(𝝁, 𝛴, 𝐻) توزیع نرمال آمیخته مقیاسی :−𝑝 متغیره با میانگین𝝁 مقیاس ،𝛴  و تابع توزیع𝐻 

: 𝑇𝑝(𝝁, 𝛴, 𝜈)  توزیعt-  استیودنت−𝑝غیره با میانگین مت𝝁مقیاس ،𝛴 و𝜈 .درجه آزادی 

𝑇𝑘,𝑏2(.  .𝑘و درجه آزادی  𝑏2استیودنت غیر مرکزی با پارامتر غیرمرکزی  -t: تابع توزیع  (



 ی

𝑆𝐿𝑝(𝝁, 𝛴, 𝜈)  توزیع اسلش :−𝑝 با میانگین متغیره𝝁مقیاس ،𝛴  پارامترشکل و𝜈. 

𝐶𝑁𝑝(𝝁, 𝛴, 𝜈, 𝛾) لایشی: توزیع نرمال آ −𝑝 با میانگین متغیره𝝁، مقیاس𝛴، 𝜈  پارامتری برای درصد

 تواند تفسیری از فاکتور مقیاس باشد.  می 𝛾داده های دور افتاده و

𝑆𝑁1(𝜆) چوله استاندارد یک متغیره با یک پارامتر چولگی: توزیع نرمال𝜆  . 

𝑆𝑁1(𝜇, 𝜎
2, 𝜆)  توزیع نرمال چوله یک متغیره با میانگین :𝜇 واریانس ،𝜎2  و پارامتر چولگی𝜆. 

𝑆𝑁𝑝(𝝁, Σ, 𝝀)  توزیع نرمال چوله :−𝑝 متغیره با میانگین𝝁 مقیاس ،𝛴  و پارامتر چولگی𝝀. 

𝑆𝑁𝐼𝑝(𝝁, Σ, 𝝀, 𝐻) نرمال چوله آمیخته مقیاسی  وزیع: ت−𝑝 متغیره با میانگین𝝁 مقیاس ،𝛴 پارامتر ،

 .𝐻وتابع توزیع  𝝀چولگی 

𝑆𝑇𝑝(𝝁, Σ, 𝝀, 𝜈)  توزیع :t-  استیودنت چوله−𝑝 متغیره با میانگین𝝁 مقیاس ،𝛴پارامتر چولگی ،𝝀 

 . 𝜈ودرجه آزادی 

𝑆𝑆𝐿𝑝(𝝁, Σ, 𝝀, 𝜈)  توزیع اسلش چوله :−𝑝 متغیره با میانگین𝝁 مقیاس ،Σ پارامتر چولگی ،𝝀  و پارامتر

 .𝜈شکل

𝑆𝐶𝑁𝑝(𝝁, Σ, 𝝀, 𝜈, 𝛾) لایشی: توزیع نرمال چوله آ −𝑝 متغیره با میانگین𝝁 مقیاس ،𝛴 پارامتر ،

 . 𝛾و 𝜈و پارامترهای  𝝀چولگی

𝑆𝑁1(𝜆0, 𝜆1) :  توزیع نرمال چوله استاندارد یک متغیره با دو پارامتر چولگی𝜆0, 𝜆1. 

𝑆𝑁1(𝜇, 𝜎
2, 𝜆0, 𝜆1)  توزیع نرمال چوله یک متغیره با میانگین :𝜇 واریانس ،𝜎2  و پارامترهای چولگی

𝜆0, 𝜆1. 

𝑆𝑁𝑝(𝝁, Σ, 𝜆0, 𝝀𝟏) :  توزیع نرمال چوله−𝑝 متغیره با میانگین𝝁 مقیاس ،𝛴  و پارامترهای چولگی

𝜆0, 𝝀𝟏. 



 ك

𝑆𝑁𝐼𝑝(𝝁, Σ, 𝜆0, 𝝀𝟏, 𝐻) :  توزیع نرمال چوله آمیخته مقیاسی−𝑝 متغیره با میانگین𝝁 مقیاس ،Σ ،

,𝜆0پارامترهای  چولگی  𝝀𝟏  وتابع توزیع𝐻. 

𝑆𝑇𝑝(𝝁, Σ, 𝜆0, 𝝀𝟏, 𝜈) توزیع : t-  استیودنت چوله−𝑝 متغیره با میانگین𝝁 مقیاس ،𝛴 ، پارامترهای

,𝝀𝟏چولگی 𝜆0  ودرجه آزادی𝜈 . 

𝑆𝑆𝐿𝑝(𝝁, Σ, 𝜆0, 𝝀𝟏, 𝜈) :  توزیع اسلش چوله−𝑝 متغیره با میانگین𝝁 مقیاس ،Σ  پارامترهای ،

,𝝀𝟏چولگی 𝜆0 و پارامتر شکل𝜈. 

𝑆𝐶𝑁𝑝(𝝁, Σ, 𝜆0, 𝝀𝟏, 𝜈, 𝛾) لایشی: توزیع نرمال چوله آ −𝑝 متغیره با میانگین𝝁 مقیاس ،Σ ،

,𝝀𝟏پارامترهای چولگی  𝜆0  و پارامترهای𝜈 و𝛾 . 
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 حروف اختصاری

cdf ( تابع توزیع تجمعی :Cumulative function distribution) 

mgf ( تابع مولد گشتاور :Generate moment function) 

 𝑑( فاصله ماهالانوبیس :Mahalanobis distance) 

 : 𝐹′( مشتق تابع توزیعDerived function distribution) 

 : |𝑗|( دترمینان تبدیلJacobian determinant) 

 (Symbol for independence: نمادی برای استقلال ) ⊥

=𝑑   ( همتوزیعی  :Distributed as) 

 pdf( تابع چگالی احتمال :Probability density function) 

ldf ( تابع توزیع خطی :Linier distribution function) 

sdf ( تابع توزیع چوله :Skew distribution function) 

kss آماره کلموگروف :- ( اسمیرنوفStatistic kolmogorov smirnov) 

mcmc ( زنجیر مونت کارلوی مارکوفی :Markov chain monte carlo) 
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 مقدمه  1 .1

کنیم که کنیم در واقع منحنی زنگی شکلی را تصور میصحبت می 1هنگامی که از توزیع نرمال

از توزیع هایی که در  رده اییدارای تقارن باشد.  ،شودکه به آن میانگین توزیع گفته می ،حول عددی

که نسبت به  .هستنددارای خواصی مشابه توزیع نرمال  ،دنگیراین پایان نامه مورد بررسی قرار می

یا دارای دنباله های پهن تری است و یا هر دو خصوصیت را با هم  چولگی پیدا کرده یا توزیع نرمال

-هن تری نسبت به توزیع نرمال میدارند، یعنی هم دارای چولگی هستند و هم دارای دنباله های پ

نکته حائز اهمیت در مورد تمام توزیع های معرفی شده در این پایان نامه این است که توزیع  .باشند

این مدل از توزیع ها وجود دارد.  این توزیع ها مولفه اصلی در تمام توابع چگالی کنرمال به عنوان ی

 که  توزیع نرمال چوله استاندارد یک متغیرهاست.  در سالهای اخیر مورد توجه بسیاری قرار گرفته

 2(، هنز1396افرادی مانند آزالینی)  توسط سالهای بعددر ،( معرفی شد1391اولین بار توسط آزالینی )

(، گنتون و 2111) 1(، برانکو ودی1333)4(، آزالینی وکاپیتانو1336) 9آزالینی و دالا واله ،(1396)

(، 2117و همکاران ) 3، گامز( 2114) 9(، وانگ و همکاران2112) 7وبیورآرنولد  (، 2111) 6همکاران

کاربردهایی از این توزیع ها قصد داریم  فصلاین در  ه شد.بسط داد ،غیره ( و2113و همکاران ) 11لاین

مدلهای مختلفی از توزیع . همچنین بیان کنیم، دنداررا که ضرورت پایان نامه را بیش از پیش بیان می

تعاریف مورد نیازی  لم ها وکرده و را معرفی  ،استبیان شده توسط آماردانان تاکنون  که چولههای 

  کنیم.  گیرند، را بیان میکه در فصل های آتی مورد استفاده قرار می

 

                                              
1. Normal distribution   
2. Henze   
3. Azzalini and Dalla-Valle  
4. Azzalini and Capitanio  

Branco and Dey 5. 

6. Genton  
Arnold and Beaver 7.  

8. Wang  
9. Gomes  
10. Lin 
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 ضرورت واهداف پایان نامه 2 .1

این فرض  ها، یک فرض معمول است.پذیرش فرض نرمال بودن داده  ،در بسیاری از مدل های آماری

لذا در سالهای  .کاهش دهد ،استنباط را در صورت نامتقارن بودن توزیع مشاهداتدقت ممکن است 

، از جمله توزیع هایی که در این زیع هاجدیدی از تو ردهاخیر تحقیقات زیادی برای جایگزین کردن 

 این جایگزینی  توزیع نرمال انجام شده است. به جای، پایان نامه معرفی و مورد بررسی قرار گرفته اند

درجه دقت استنباط ها به گونه ایی که  .ی به همراه داشته استرضایت بخش نتایج ،در بسیاری از موارد

د نخواهاین مطلب  موید بیان شده در این بخش کاربردهایاست.  دادهافزایش  را و تحلیل های آماری

 بود. 

  1دسته بندی تصاویر ماهواره اییکاربرد توزیع نرمال چوله در 

در سازمان های نقشه برداری،  تصمیمات مهمیکه به منظور  بندی تصاویر ماهواره ای رده در

-انجام میغیره،  ووزارت جهاد کشاورزی، سازمان محیط زیست، سازمان هواشناسی و وزارت نیرو 

شود. مایش داده میشود، هرکلاس که نشان دهنده یک منطقه جغرافیایی است با یک رنگ ن

پدیده ایی تحت عنوان  ،سه کلاس مثلا بیشتر ازد، نیابزمانی که تعداد این کلاس ها افزایش می

، برای جلوگیری از شودمیمشخص  دهد به گونه ایی که مرز بین کلاس ها نارخ می 2فرا پوشش

مربوط به هرکلاس، نرمال ریکه تابع چگالی به طو .کنیماستفاده می 9از تحلیل ممیزی ،این پدیده

از توزیع نرمال چوله به جای  استجدیدی که اخیرا چاپ شده  تشود. در مقالادر نظر گرفته می

جدول زیر نشان دهنده نگاه اجمالی به دسته بندی استفاده شده است. به منظور توزیع نرمال 

ی حالتی که از توزیع برا ،در کلاس بندی تصاویر ماهواره ایی 4خطای دسته بندیاحتمال  کاهش 

 . است، کنیماستفاده می (LDF) به جای توزیع نرمال (SDF) نرمال چوله

                                              
1. Satellite images 
2. Masking 

3. Discriminant analysis 
4. Misclassification probability  
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 در تصاویر ماهواره ایی SDF و  LDF مقایسه  -(1-1جدول )

معلومپارامترها  مجهول پارامترها   

Σ1  بعد = Σ2 
 𝜆1 = 𝜆2 

Σ1 = Σ2 
       Σ1 = Σ2 

𝜆1 = 𝜆2 
Σ1 = Σ2 
𝜆1 ≠ 𝜆2 𝜆1 ≠ 𝜆2 

K 𝑒1 𝑒2 𝑒1 𝑒2 𝑒1 𝑒2 𝑒1 𝑒2 

2 4.132 4.146 4.126 4.413 4.117 4.433 4.122 4.431 

3 4.144 4.111 4.154 4.127 4.137 4.141 4.154 4.115 

4 4.171 4.144 4.213 4.143 4.145 4.144 4.231 4.153 

5 4.223 4.112 4.253 4.111 4.134 4.171 4.243 4.221 

 

  .نکته ضروری است در مشروح جدول بالا ذکر چند

1. Σ  کواریانس-: ماتریس واریانس،  𝜆  پارامتر چولگی است و :𝑘  .بعد ماتریس است : 

2. 𝑒1  و𝑒2 برای  به ترتیب میانگین خطای دسته بندیLDF  وSDF  

 .است LDF کمتر از  SDFبرای  در هر چهار حالت، میانگین خطای دسته بندی .9

 یابد.افزایش میLDF و   SDFبا افزایش بعد، میانگین خطای دسته بندی برای  .4

میانگین خطای دسته بندی برای حالتی که پارامترها مجهولند و با روش های برآورد معین  .1

   د.هستنکمتر از حالتی است که پارامترها معلوم  ،شوندمی

دسته بندی  ،بر روی داده های واقعی SDF و LDFعنی ی دو مدل از توزیع ها این در پایان با اعمال

 مشاهده خواهیم کرد. به صورت زیر ماهواره ایی را  تصاویر
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 دسته بندی شده است LDFتصاویری که با استفاده از  -(1-1شکل )

 

 
 استشک

 

 وکاهش خطای دسته بندی دقت بالا ،حاکی از انعطاف پذیری( 2-1( و )1-1) شکل هایمقایسه 

  .استدر دسته بندی تصاویر ماهواره ایی  ،نسبت به توزیع نرمال توزیع نرمال چوله

 ( را ببینید.2111زادکرمی و روحانی )برای جزئیات بیشتر 

 دسته بندی شده است SDFتصاویری که با استفاده از  -(2-1شکل )
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 خطی کاربرد توزیع نرمال چوله در مدل رگرسیونی 

استنباط های آماری نقش مهمی در  )بدون اثرات آمیخته و مشاهدات گمشده( خطیمدل رگرسیونی 

 شود.به همراه فرض معمول آن به صورت زیر نشان داده می خطی دارد. رایج ترین مدل رگرسیونی

𝑌𝑖 = 𝛼 + 𝛽 𝑋𝑖 + 𝜖𝑖          ,    𝜖𝑖 ∼ 𝑁(0, 𝜎
2)                                                        (1-1)  

 جدید فرض زیر را در مورد مولفه خطا خواهیم داشت  نظریهدر یک 

 𝜖𝑖 ∼ 𝑆𝑁 (0, 𝜎
2 , 𝜆)                                                                                                     (1-2)  

𝐸(𝑌𝑖|𝑋𝑖کاربرد مهم این فرض در محاسبه  = 𝑥𝑖) شود. خواهد بود که به صورت زیر بیان می 

𝐸(𝑌𝑖|𝑋𝑖 = 𝑥𝑖) = 𝛼 + 𝛽 𝑋𝑖 +  𝐸(𝜖𝑖)                                                                 (1-9)  

تفاوت مقدار تعیین شده توان می (2-1( و )1-1های روابط ) تغییر پارامتر مکان در توزیع بنابراین با

 دقت استنباط را افزایش داد. ( 2-1و با استفاده از توزیع رابطه ) ( را مشاهده نمود9-1برای رابطه )

 مراجعه کنید.  (9211و همکاران )1ساهوبرای جزئیات بیشتر به 

  اثرات آمیخته کاربرد توزیع نرمال چوله در مدل های رگرسیون خطی با 

کاربرد فراوانی در تحلیل داده ها و در علوم مختلف مانند اقتصاد،  ،مدل رگرسیونی با اثر آمیخته

. همچنین توانایی این مدل ها برای تحلیل داده های متعادل و غیر زیست شناسی دارد کشاورزی و

برای استنباط در مورد ضرایب رگرسیونی  معمول متعادل باعث محبوبیت آنها شده است. فرضهای

مدل های خطی با اثرات آمیخته، نرمال بودن اثر واحدها و باقی مانده ها است. این فرض ها ممکن 

است استنباط را در صورت نامتقارن بودن داده ها دچار آسیب کند و دقت استنباط را کاهش دهد. لذا 

شود. در برازش مدل های غیر نرمال جدید مطرح می ظریهناستفاده از توزیع نرمال چوله به عنوان یک 

 و الگوریتم های مبتنی بر رهیافت زنجیر مونت کارلوی مارکوفیروشهای بیزی  ،به داده های واقعی

                                              
1. Sahu  
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(MCMC)  .پارامترهای مدل های  در مورد در این بخش قصد داریم استنباط بیزیموثر بوده است

نرمال چوله بودن اثر واحدها و باقی مانده ها که توسط خطی با اثرات آمیخته با فرض نرمال و 

و  (DIC) 2در نهایت با استفاده از معیار اطلاع انحراف و ،شود را مقایسهانجام می 1سالگوریتم گیب

 بهترین مدل برازش یافته را انتخاب کنیم. (،AIC) 9کائیکآمعیار اطلاع 

 .استیک روش نمونه گیری از زنجیره مونت کارلوی مارکوفی  سلازم به توضیح است که الگوریتم گیب

 1( ارائه و سپس با مقاله ایی که گیمان1319) 4ایده اولیه این الگوریتم توسط مترو پلیس و تلر

بیشترین کاربرد نمونه  در مورد مدل های پردازش تصویر ارائه داد، وارد مرحله جدیدی شد. (1394)

 . استتوزیع پسین در مدل های بیزی  گیری گیبس در به دست آوردن

رایج ترین مدل های خطی با اثرات آمیخته حالتی است که اثرهای تصادفی و مولفه خطا هر دو نرمال 

 . شودبه صورت زیر نشان داده می ، وهستند

𝑌𝑗 = 𝑋𝑗𝛽 + 𝑍𝑗𝑏𝑗 + 𝜖𝑗    ,   𝑗 = 1, … ,𝑚                                                               (1-4)  

متناظر با اثرهای  ها متغیرهای مشاهده شده مستقل 𝑋𝑗 ،به عنوان متغیر پاسخ 𝑌𝑗 (،4-1در معادله )

-را خطای تصادفی می 𝜖𝑗. همچنین هستند 𝑏𝑗ها نیز ماتریس متناظر با اثرهای تصادفی  𝑍𝑗و  𝛽ثابت 

مستقل هستند و دارای توزیع  𝜖𝑗و مولفه های خطای  𝑏𝑗که اثرهای تصادفی  شودمیفرض  نامند.

 نرمال با پارامترهای زیر 

𝑏𝑗 ∼ 𝑁(0 , 𝐷)     ,    𝜖𝑗 ∼ 𝑁 (0 , 𝑘) 

,𝐷که در آن  𝑘  شوند.درون واحدها می معمولا مربوط به واریانس بین و 

 در صورت نا ،علیرغم قابلیت انعطاف وسیع این الگوها برای مدل سازی مجموعه داده های تکراری

کنند. پس به کارگیری این الگوها بر مجموعه ارائه می صحیحینتایج نا ،درست بودن توزیع های فرضی

                                              
1. Gibs algorithm 
2. Deviance information criterion   
3. Akaike information criterion  
4. Metropolis and teller  
5. Giman  
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بندی شده دقت کافی ندارند. بنابراین فرض غیر نرمال بودن اثرهای تصادفی  هطبق داده های تکراری و

ازاین رو در کراری است. جدید در مدلسازی داده های ت نظریه یک ،مولفه خطا در حالت پیوسته و

  کنیم ( فرض می4-1) معرفی شده در رابطه مدل

𝑏𝑗 ∼ 𝑆𝑁(0 , 𝐷, Δ)     ,    𝜖𝑗 ∼ 𝑆𝑁 (0 , 𝑘 , Γ) 

چوله در اثر واحد ها و باقی مانده ها سه مدل زیر را در  نرمال به منظور بررسی تاثیر استفاده از توزیع

 گیریم. نظر می

 : اثر تصادفی و مولفه خطا هردو دارای توزیع نرمال چوله هستند.  (1مدل )

 است. ( : مولفه خطا دارای توزیع نرمال و اثر تصادفی دارای توزیع نرمال چوله 2مدل )

 ( : اثر تصادفی و مولفه خطا هر دو دارای توزیع نرمال هستند. 9مدل )

توزیع های پیشین یکسان در نظر گرفته  ،لازم به ذکر است که در استنباط بیزی برای هر سه مدل

 شده است. 

و با برازش این سه مدل به داده های واقعی مربوط به میزان کلسترول هر فرد بر اساس یک پایه سنی، 

به منظور مقایسه این سه مدل،  نتایج به صورت زیر  ئیکو معیار آکا استفاده از معیار اطلاع انحراف

 مشاهده شده است. 

 DICو  AIC معیارهای با در مدل رگرسیون خطی با اثرات آمیخته مقایسه سه مدل معرفی شده -(2-1جدول )

DIC AIC مدل ها 

226.7- (1مدل ) 4.1434   

65.46- (2مدل ) 4.1443   

25.31- (3مدل ) 4.1331   

 

از هر دو  مدل اول در مقایسه با دو مدل دیگر دارای مقادیر کوچکتری ،(2-1) بر اساس جدول

کلسترول برازش  مربوط به توان به داده های. بنابراین مدل اول بهترین مدلی است که میاستمعیار
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در صورت نا متقارن بودن توزیع مشاهدات، جایگزین کردن توزیع نرمال چوله  پس نتیجه این که، داد.

مناسب ی با اثرات آمیخته، در مدل رگرسیون خطبه جای توزیع نرمال در اثر واحد ها و باقی مانده ها 

 تر است. 

( را ببینید.1993نجف آبادی و کاظمی ) ،برای اطلاعات دقیق تر  

 1کاربرد توزیع نرمال چوله در تعیین نقطه تغییر 

 . کندداده ها تغییر می روند که در آن نقطه تغییر همان گونه که از اسم آن پیداست، نقطه ایی است

 دهد. را نشان می 133و  111در نقاط دو نقطه تغییر وجود  (،9-1شکل )

 

 تعیین نقطه تغییر -(9-1شکل )

 

علوم  به طوری که دره ایی برخوردار است. ژدر تحلیل های آماری از اهمیت وی ،نقطه تغییرتعیین 

برای تعیین این . است اهمیت حائزاین نقطه بسیار مشخص نمودنپزشکی نقش حیاتی دارد. از این رو 

                                              
1. Change point  
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کنند. فرض بر این است که داده ها دارای توزیع نرمال هستند. از استنباط بیزی استفاده می نقطه،

 فرض زیر را خواهیم داشت. نظریه، حال در یک 

𝑋1, 𝑋2, …𝑋𝑛 ∼ 𝑆𝑁1(𝜇, 𝜎
2, 𝜆) 

 شود. تابع درستنمایی که در استنباط بیزی کاربرد دارد به صورت زیر نشان داده می

𝐿(𝑥|𝜇, 𝜎2, 𝜆) = (
2

𝜎
)
𝑛

 𝜑𝑛 (
𝑥 − 𝜇

𝜎
 )Φ𝑛  (𝜆 (

𝑥 − 𝜇

𝜎
)) 

افزایش می  ،نقطه تغییر به شرط پارامتر چولگی در توزیع پسین تعیینجدید، احتمال  نظریه در این

توان به برای اطلاعات بیشتر می کند.این موضوع استفاده از توزیع نرمال چوله را توجیه می یابد.

 ( مراجعه نمود. 2119و همکاران ) 1کاسترو

  2توزیع نرمال چوله در قابلیت اعتمادکاربرد 

سه  در این صورتباشد،  𝑓و تابع چگالی  𝐹یک متغیر تصادفی با تابع توزیع پیوسته  𝑋فرض کنید 

 شوند.معرفی می به صورت زیر مولفه در مبحث قابلیت اعتماد

  𝑋 یتابع بقا (1

𝐹 ̅(𝑡) = 𝑃(𝑋 > 𝑡) = 1 − 𝐹(𝑡) 

  𝑋نرخ شکست  (2

𝑟𝐹 (𝑡) =
𝑓(𝑡)

𝐹(𝑡)
 

  امید به زندگی حیات باقی مانده یا میانگین تابع (9

𝜇𝐹 (𝑡) = 𝐸 (𝑋 − 𝑡|𝑋 > 𝑡) 

                                              
1. Castro 
2. Reliability 
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توان دو مولفه دیگر را واضح است که این سه مولفه هم ارز بوده و با داشتن یکی از این سه مولفه، می

د که خواننده را برای نشومطرح میبه دست آورد. ملاك های دیگری از این سه مولفه به راحتی 

  . دهیم( ارجا می2111) 1براونجزئیات بیشتر به 

مقایسه  با یکدیگر در این بخش قصد داریم مولفه های قابلیت اعتماد را در توزیع نرمال و نرمال چوله

 𝐹یک متغیر تصادفی، دارای توزیع نرمال چوله با تابع توزیع  𝑋، کنیممیکنیم. برای این منظور فرض 

باشند. در  𝑔وتابع چگالی  𝐺یک متغیر تصادفی، دارای توزیع نرمال با تابع توزیع  𝑌و  𝑓وتابع چگالی 

𝑓(𝑥)بزرگتر است اگر  𝑌از نظر نسبت درستنمایی از  𝑋می گوییم این صورت 

𝑔(𝑥)
 𝑥یک تابع نانزولی در  

,𝑋بنابراین با توجه به توابع چگالی  باشد. 𝑌  داریم 

𝑓(𝑥)

𝑔(𝑥)
=
2𝜑1(𝑥)Φ1(𝜆𝑥)

𝜑1(𝑥)
= 2Φ1(𝜆𝑥) 

𝜆اگر  >  آنگاه   0

1. 𝑋  از نظر نسبت درستنمایی از𝑌  .بزرگتر است 

𝑥                                                               𝑟𝐹(𝑥) برای هر  .2 < 𝑟𝐺(𝑥)              

𝑥                                                               𝐹̅(𝑥)برای هر  .9 >   𝐺̅(𝑥)       

𝑥                                                             𝜇𝐹 (𝑥)برای هر  .4 > 𝜇𝐺(𝑥)  

𝜆اگر  <      آنگاه   0

1. 𝑋  از نظر نسبت درستنمایی از𝑌  .کوچکتر است 

𝑥                                                               𝑟𝐹(𝑥) برای هر  .2 > 𝑟𝐺(𝑥) 

𝑥                                                                𝐹̅(𝑥)برای هر  .9 < 𝐺̅(𝑥)  

𝑥                                                             𝜇𝐹 (𝑥)برای هر  .4 < 𝜇𝐺(𝑥) 

                                              
3. Brown  
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شود برتری توزیع نرمال چوله نسبت به توزیع نرمال، در حالتی که پارامتر که ملاحظه می طورهمان

 چولگی مثبت است، کاملا مشهود است. 

 مربوط به  کاربرد توزیع نرمال چوله در برازش به داده های واقعیAIS 

 Cookاز  برگرفته، ورزشکار استرالیایی 212از  یتخصوصمربوط به چهار در این بخش داده های واقعی

and Weisberg (1994)، به این داده ها برازش چوله  و نرمالتوزیع نرمال . در نظر گرفته شده است

 گزارش شده است.که نتایج به صورت زیر  یافته،

(a)                (b)                                                                                     

  

 
 AISمربوط به  توزیع نرمال و نرمال چوله در برازش به داده های واقعیمقایسه  -(4-1شکل )

برازش توزیع نرمال چوله به داده های  (a)برازش توزیع نرمال و نمودار  (b)نمودار  (،4-1در شکل )

شود، برازش توزیع نرمال چوله دقت بیشتری نسبت به توزیع ملاحظه می و. دهدرا نشان میواقعی 

 نرمال دارد. 

 ،AISاز داده های مربوط به  برای چهار خصوصیت را )نمودار منحنی تراز(1کانتورنمودار (1-1) شکل

  دهد. نشان میبه صورت دو دویی 

                                              
1. Contour plot 
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نمودار کانتور برای چهار خصوصیت از داده های واقعی -(1-1شکل )  

نمودارهای میانی نشان دهنده برازش مناسب توزیع نرمال چوله به  شود،مشاهده میطور که و همان

  هستند. این داده ها 

 ( مراجعه نمایید.1333بیشتر به آزالینی و کاپیتانیو ) جزئیاتبرای 

   کاربرد توزیعt-  مدل بندی داده های مربوط به آلودگی تالاب استیودنت چوله در

 شادگان 
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دارای دنباله های  ،( معرفی شده است2117گامز و همکاران ) استیودنت چوله که توسط -tتوزیع 

( 1391ضخیم تر و ضرایب چولگی وکشیدگی با برد وسیع تر نسبت به توزیع نرمال چوله آزالینی )

( مطرح گردیده است. در این 2113گی های این توزیع توسط لاین و همکاران )ژاست. برخی از وی

 گرفته شده است. در نظر شادگان به فلز وانادیومبخش داده های میزان آلودگی تالاب 

استیودنت چوله در  -tتوزیع نرمال چوله و  برازشهیستوگرام داده های آلودگی فلز وانادیوم، به همراه 

 شود. مشاهده می (6-1)شکل 

 

 

 

 

 

 

 استیودنت چوله -tهیستوگرام داده های تالاب شادگان به همراه برازش توزیع نرمال چوله و  -(6-1شکل )

 -tکه خط ممتد بیانگر برازش توزیع نرمال چوله و خط چین نشان دهنده برازش توزیع  که در آن 

استیودنت چوله برازش محتمل تری نسبت به  -tکاملا واضح است که توزیع استیودنت چوله است. 

 توزیع نرمال چوله دارد. 

تابع اسمیرنوف و لگاریتم  -ه کلموگروفبرآورد ماکسیمم درستنمایی پارامترها و مقادیر آمار

در جدول  (ST) استیودنت چوله -tو  (SN) برای توزیع نرمال چوله ،درستنمایی داده های فلز وانادیوم

 پارامتر مقیاس است.  𝜎2پارامتر مکان و  𝜇 که در آننشان داده شده است.  (1-9)
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 -کند، از آزمون کلموگروفرا بیان نمیوبی خنتایج  𝜒2لازم به یادآوری است که زمانیکه آزمون

شود. که اساس این آزمون، مقایسه فراوانی تجمعی مشاهده شده با فراوانی اسمیرنوف استفاده می

 . استتجمعی مورد انتظار 

 ST و SNبرای دو مدل  ی داده های آلودگی شادگانبرآورد پارامترها -(9-1جدول )

 SNمدل  STمدل  برآورد پارامترها

𝜈̂ 44641 - 

𝜆̂ 14919136 14271791 

𝜇̂ 34333431 34333121 

𝜎2̂ 24199369 24691263 

KSS 141419 141134 

Logliklihood 6114442- 6114923- 

 

برای هر  ،اسمیرنوف –، آزمون نیکویی برازش کلموگروف مشخص است (9-1)جدول  درطور که همان

𝛼در سطح  ،استیودنت چوله -tدو توزیع نرمال چوله و  = تابع اما لگاریتم . استمعنی دار   0.01

استیودنت چوله نسبت به توزیع نرمال چوله اختیار نموده  -tدرستنمایی مقدار بزرگتری را برای توزیع 

 -t، اما توزیع هستندهستند که هردو توزیع به داده ها قابل برازش  مطلب است. این نتایج بیانگر این

محتمل تری نسبت به توزیع نرمال چوله به داده های میزان فلز وانادیوم دارد. استیودنت چوله برازش 

 قابل استنباط است.  ،نیز (6-1شکل )با توجه به  نتیجه البته این

 ( را ببینید. 1999) برای اطلاعات بیشتر خردمندی و سنجری فارسی پور

 در مدل بندی داده های مربوط به لایشیآ چوله کاربرد توزیع نرمال fiber grass  

ر ظمشاهده از میزان قدرت کششی ازیک نوع الیاف خاص در ن 69داده های مربوط به در این بخش 

هیستوگرام این داده ها به همراه نمودار برازش چهار مدل از توزیع ها شامل، توزیع  گرفته شده است.



 مقدمه و دورنما         فصل اول                                                                     

16 

در  (SNC) لایشیو نرمال چوله آ (SSL) ، اسلش چوله(ST) استیودنت چوله -t، (SN) نرمال چوله

 نشان داده شده است.  (7-1شکل )

 
   SN,ST,SSL,SNCو برازش چهار مدلfiber-grass هیستوگرام داده های مربوط به  -(7-1شکل )

همچنین برآورد پارامترها به همراه میزان لگاریتم تابع درستنمایی محاسبه شده برای چهار مدل 

   شود. میمشاهده  (4-1)در جدول  یافته،برازش 
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 SN,ST,SSL,SNC برای چهار مدل fiber-grassداده های مربوط به برآورد پارامتر -(4-1جدول )

 

و برازش  (4-1) در جدول لایشیدرستنمایی برای توزیع نرمال چوله آتابع با توجه به میزان لگاریتم 

، استفاده از این توزیع در (7-1شکل )نسبت به سه مدل دیگر در محتمل تر این توزیع به داده ها 

 دارد. در الویت قرار  ها برازش به داده

, 𝜇ی همچنین لازم به ذکر است که برآورد پارامترها 𝜎2, 𝜆 توسط الگوریتم  ذکر شده،مدل چهار  برای

EM انجام شده است. برآورد 𝜈  در توزیعt- و برآورد استیودنت چوله𝜈, 𝛾   در توزیع نرمال چوله

مشخص  و با در نظر گرفتن بیشترین میزان لگاریتم تابع درستنمایی،( 9-1شکل )با توجه به  لایشیآ

 شده اند. 

 
, 𝜈تعیین پارامتر -(9-1شکل ) 𝛾  برای توزیعt-  چوله آلایشیاستیودنت چوله و نرمال 



 مقدمه و دورنما         فصل اول                                                                     

19 

 ( را ببینید. 2111) و همکاران 1برای جزئیات بیشتر لاکاس

 خطای اندازه گیری چند  کاربرد توزیع های نرمال چوله آمیخته مقیاسی در مدل

 متغیره

امین پاسخ مشاهده - 𝑖، 𝑦𝑖𝑗،jمقدار مشاهده شده در واحد  𝑋𝑖اندازه نمونه باشد،  𝑛فرض کنید 

باشد. مدل موردنظر به صورت زیر  امi-مقدار غیر مشاهده شده برای واحد  𝑥𝑖و  iشده در واحد 

 شودتعریف می

𝑋𝑖 = 𝑥𝑖 + 𝑢𝑖  

 و

𝑍𝑖 =  𝛼 +   𝛽𝑥𝑖 + 𝑒𝑖   

بردار تصادفی از خطاهای اندازه گیری شده و  𝑒𝑖امین واحد آزمایشی، -iبردار پاسخ برای  𝑍𝑖 که در آن

𝛼 , 𝛽  فرض کنیدهستندبردار پارامترها .𝜖𝑖 = (𝑢𝑖 , 𝑒𝑖
𝑇)𝑇 و𝑌𝑖 = (𝑋𝑖, 𝑍𝑖

𝑇)𝑇  در این صورت معادلات

 د. نشوبالا به صورت مدل زیر معرفی می

𝑌𝑖 = 𝑎 + 𝑏𝑥𝑖 + 𝜖𝑖 

                                                                  که در آن

   𝑏 = (1, 𝛽𝑇)𝑇,   𝑎 = (0, 𝛼𝑇)𝑇 

 کنیم. جدید فرض های زیر را معرفی می نظریهدر یک 

(
𝑥𝑖
𝜖𝑖
) ∼ 𝑆𝑁𝐼 ((

𝜇

0
) , 𝐷, (

𝜆

0
) , 𝐻) 

(
𝑥𝑖
𝜖𝑖
) |𝑈𝑖 = 𝑢𝑖 ∼ 𝑆𝑁((

𝜇

0
) , 𝑈−1𝐷, (

𝜆

0
)) 

 د.ندهرا  افزایش می خطای اندازه گیریفرض های جدید، دقت استنباط در مدل 

                                              
1. Lachos 
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 ( را ببینید2111)و همکاران  برای اطلاعات بیشتر لاکاس

در  توزیع اسلش چوله های دیگری از توزیع های معرفی شده در این پایان نامه، از جمله، کاربردکاربرد

استیودنت چوله در  –tکاربرد توزیع  ،در عمکرد شنواییکاربرد توزیع  نرمال چوله سری های زمانی، 

برای غیره وجود دارند که مورد توجه قرار نگرفتند. و  ،فعال شده با مواد فلورسن دسته بندی داده های

 ( مراجعه کنید. 2112جزئیات بیشتر به آرنولد و بیور )

کاربرد این مدل از توزیع ها  ،دست آمده گویای این مطلب است کهنتایج به ،در تمامی موارد ذکر شده 

در نتیجه ضرورت  کند.فراهم میدر تحلیل های آماری استنباط دقیق تری را  ،به جای توزیع نرمال

 پایان نامهدر راستای این بنابراین  شناخت چنین توزیع هایی بیش از پیش احساس می شود. معرفی و

 نرمال چوله توزیع های خانواده ایی ازو نرمال چوله های مختلفی از توزیعقصد داریم مدل های 

 را بر شمریم. ت مهمی از این توزیع ها اخصوصی  کرده، را معرفی یآمیخته مقیاس

 مدل های چوله ساختار کاملی از  معرفی 3 .1

متغیره 𝑝−( در حالت 1336وآزالینی ) 1واله-توسط دالا، (1391مدل نرمال چوله تک متغیره آزالینی )

از توزیع  نوع این (2111و همکاران ) 2واله-آرلانو زیادی از جمله د افرادبسط داده شد. در سالهای بع

در این بخش سعی کرده ایم  را بیان کردند. خصوصیات بسیاری از این مدل ها را تعمیم دادند و ها

را جمع آوری کرده و برای سهولت  مدل های چوله ایی که تاکنون توسط آماردانان معرفی و بیان شده

که در جدول  یهایمدل  است عنوان کنیم که،لازم همچنین نمایش دهیم.  (1-1)در جدول دسترسی 

با یک و دو چند متغیره عنوان توزیع نرمال چوله  تحت ،داده شده است شانبا علامت )**( ن (1-1)

خانواده ایی  وبررسی قرار گرفته است.  پارامتر چولگی در این پایان نامه به طور گسترده مورد بحث و

مدل و نرمال چوله، معرفی شده است. مقیاسی برای این دو مدل نرمال چوله آمیخته  توزیع های از

نشان داده شده اند. نسبت به مدل های دیگر، بیشتر مورد توجه نویسنده این  هایی که با علامت )*(

                                              
1. Dalla-Valle 

2. Arellano-Valle  
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. و سعی شده است جزئیات بیشتری از این مدل ها بیان شود. همچنین این مدل باشندپایان نامه می

 باشند.مناسبی برای علاقه مندان در این زمینه  توانند پیشنهاداتمیها 

 توزیع های چوله معرفی شدهکلی از  نمای -(1-1)جدول 

شماره 

 مدل 

علامت 

 اختصاری
 نمایش تابع چگالی ارائه دهنده 

𝐼 𝑈𝑆𝑆 Azzalini (1985) 2𝑓(𝑥)𝜋(𝑥) 𝑆𝑆1(𝑓, 𝜋) 

𝐼𝐼∗∗ 𝑀𝑆𝑁 
Azzalini and 

Dalla-Valle 

(1996) 

2𝜑𝑝(𝒙, 𝝁, Σ)Φ1(𝛼1) 𝑆𝑁𝑝(𝝁, Σ, 𝝀) 

𝐼𝐼𝐼 𝑀𝑆𝐸 
Azzalini and 

Capitanio 

(1999) 

2

√|Ω|
 𝑔(𝛼2)𝐻 (𝛼3) 𝑆𝐸𝑝(𝝁,Ω, 𝑔, 𝐻) 

𝐼𝑉∗∗ 𝑀𝑆𝑁 
Arnold and 

Beaver (2002) 

𝜑𝑝(𝒙, 𝝁, Σ)Φ1(𝛼4)

Φ1(𝛽1)
  𝑆𝑁𝑝(𝝁, Σ, 𝜆0, 𝝀𝟏) 

𝑉∗ 𝑈𝐺𝑆𝑁 
Arellano-Valle 

and Gomes and 

Quintana(2003) 
2𝜑1(𝑥, 𝜇, 𝜎

2)Φ1(𝛼5) 𝐺𝑆𝑁1(𝜇, 𝜎
2, 𝜆1, 𝜆2) 

𝑉𝐼 𝑀𝑆𝑁 
Gupta and Chen 

(2004) 
2𝑝𝜑𝑝(𝒙)∏Φ1(𝛼6)

𝑝

𝑗=1

 𝑆𝑁𝑝(𝑝, Ω , 𝑑
∗) 

𝑉𝐼𝐼∗ 𝑀𝐹𝑆𝑆 
Ma and Genton 

(2004) 
2𝑔(𝒙) 𝐻(𝑃𝑘(𝒙)) 𝐹𝑆𝑆1(𝑔, 𝐻) 

𝑉𝐼𝐼𝐼 𝐺𝑆𝐸 
Genton and 

Loperfido(2005) 

2

√|Ω|
𝑔(𝛼7)𝜋(𝛼8) 𝐺𝑆𝐸𝑝(𝜇, Ω, 𝑔, 𝜋) 

𝐼𝑋∗ 𝑈𝑇𝑃𝑆𝑁 Kim (2005) 
2𝜋

𝛽2
𝜑1(𝑥)Φ1(𝛼9) 𝑇𝑃𝑆𝑁(𝜆) 

𝑋 𝑈𝐺𝑆𝑁 

Jamalizadeh and 

Behboodian and 

Balackrishnan 

(2008) 

2𝜋𝜑1(𝑥)Φ1(𝛼10)Φ1(𝛼11)

cos−1(𝛽3)
 𝐺𝑆𝑁1(𝜆1, 𝜆2) 

𝑋𝐼 𝑈𝐺𝑆𝑁 
Jamalizadeh and 

Balackrishnan  

(2008)  

2𝜋𝜑1(𝑥)Φ2(𝛼12, 𝛼13, 𝛾)

cos−1(𝛽4)
 𝐺𝑆𝑁1(𝜃1, 𝜃2, 𝛾) 
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𝑋𝐼𝐼 𝑈𝑆𝑁 
Bahrami and 

Agahi and 

Rangin(2010) 

𝜑1(𝑥)(Φ1(α14))
𝑛
(Φ1(α15))

𝑚

𝑐𝑛,𝑚(𝜆1, 𝜆2)
 𝑇𝐵𝑆𝑁𝑛,𝑚(𝜆1, 𝜆2) 

𝑋𝐼𝐼𝐼 𝑈𝐺𝑇𝑃𝑆𝑁 

Jamalizadeh and 

Balackrishnan 

and Arabpour 

(2011) 

𝑐∗(𝜆1, 𝜆2, 𝜌)𝜑1(𝑥)Φ2(𝛼16, 𝛼17, 𝜌) 𝐺𝑆𝑇𝑃𝑆𝑁(𝜆1, 𝜆2, 𝜌) 

𝑋𝐼𝑉 𝑈𝐺𝑆𝑁 
Hutton and 

Ogundimu 

(2012) 

4𝜋𝜑1(𝑥)Φ1(𝛼18)Φ1(𝛼19) Φ1(𝛼20)

𝛽5
 𝐺𝑆𝑁1(𝜆1, 𝜆2, 𝜆3) 

 

 به صورت مشروح بحث شده است.  -(1-1جدول )در زیر 

 متغیره  یک متقارن -توزیع چوله:  𝑰مدل 

𝑓(𝑥)  تابع چگالی متقارن حول صفر : 

 𝜋(𝑥) است. برقرار  همواره : تابع چولگی، که  خواص زیر برای این دسته از توابع 

 𝜋(𝑥): ℝ𝑝 → [0,1]  ,   0 ≤ 𝜋(𝑥) ≤ 1   ,   𝜋(−𝑥) = 1 − 𝜋(𝑥) 

 : توزیع نرمال چوله چند متغیره با یک پارامتر چولگی ∗∗𝑰𝑰مدل 

𝜑𝑝(𝒙, 𝝁 , Σ)   تابع چگالی نرمال :−𝑝 متغیره با میانگین𝝁  و مقیاسΣ  

Φ1(𝑥) تابع توزیع نرمال استاندارد : 

𝛼1 = 𝝀
𝑻 Σ−

1

2 (𝒙 − 𝝁)   ,   𝝁, 𝝀, 𝒙 ∈ ℝ𝑝   

 متغیره  بیضی گون  چند -توزیع  چوله : 𝑰𝑰𝑰مدل 

𝑔 با میانگین  کروییک توزیع : تابع چگالی از𝝁  و مقیاسΩ 

𝐻 تابع توزیعی از یک توزیع متقارن حول صفر : 

𝛼2 = Ω
−
1

2(𝒙 − 𝝁)      ,   α3 = 𝝀
𝑻(𝒙 − 𝝁)  , 𝒙 ∈ ℝ𝒑 
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 با دو پارامتر چولگی چند متغیره: توزیع نرمال چوله  ∗∗𝑰𝑽مدل 

𝛼4 = 𝜆0 + 𝝀𝟏
𝑻Σ−

1

2 (𝒙 − 𝝁) , 𝛽1 =
𝜆0

√1 + 𝝀𝟏
𝑻𝝀𝟏

   , 𝜆0 ∈ ℝ , 𝝀𝟏, 𝒙 ∈ ℝ
𝑝, 𝛽1 ∈ ℝ 

 با دو پارامتر چولگی تعمیم یافته یک متغیرهتوزیع نرمال چوله  : ∗𝑽مدل 

𝜑1(𝑥, 𝜇, 𝜎
 𝜎2و واریانس  𝜇: تابع چگالی نرمال یک متغیره با میانگین   (2

𝛼5 =
𝜆1(𝑥 − 𝜇)

√𝜎2 + 𝜆2(𝑥 − 𝜇)2
  ,   𝜆1, 𝜆2, 𝑥 ∈ ℝ  

 مدل دیگری از توزیع نرمال چوله چند متغیره  :  𝑽𝑰مدل 

𝛼6 = 𝝀𝒋
𝑻 𝒙  , 𝒅∗ = (𝛿1, … 𝛿𝑝)

𝑇
, (𝝀𝟏, … , 𝝀𝒑)

𝑇
= Σ−

1

2 𝑑𝑖𝑎𝑔 (𝛿1, … 𝛿𝑝)
𝑇
, 𝒙 ∈ ℝ 

 چند متغیره متقارن انعطاف پذیر  -توزیع چوله  : ∗𝑽𝑰𝑰مدل 

𝐻 ∶ ℝ →  : تابع توزیع متغیر تصادفی پیوسته متقارن حول صفر  [0,1]

𝑃𝑘(𝑥) = 𝜆1𝑥 + 𝜆3𝑥
3 +⋯+ 𝜆𝑘𝑥

𝑘       , 𝑥 ∈ ℝ𝑝  

    .است  𝑘یک چند جمله ایی فرد از مرتبه  𝑃𝑘(𝑥)که در واقع 

𝑘است که با فرض 𝐼حالت خاصی از مدل  𝑉𝐼𝐼مدل  = 1 , 𝐻 = Φ1(𝑥), 𝑃𝑘(𝑥) = 𝝀
𝑻𝒙   بدست می-

نمایش داده  (3-1)در شکل  VIIنمودار تابع چگالی و کانتور برای مدل  ،برای حالت دو متغیرهآید. 

 شده است. 
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 𝑉𝐼𝐼نمودار تابع چگالی و کانتور برای مدل  -(3-1شکل )

مشخص است، چند نمایی بودن، چوله بودن و دارای دنباله های نازك از  (3-1شکل )همان طور که 

 باشد.می 𝑉𝐼𝐼خصوصیات مدل 

 بیضی گون تعمیم یافته چند متغیره -: توزیع چوله 𝑽𝑰𝑰𝑰مدل 

 𝑔(𝑥) کرویتوزیع  یک: تابع چگالی از 

𝜋(𝑥) تابع چولگی : 

𝛼7 = 𝛼8 = Ω
−
1

2 (𝒙 − 𝝁)   , 𝒙 ∈ ℝ𝑝 

مانند شکل شویم که نمودار هیستوگرام آنها های آماری با داده هایی روبرو میدر بسیاری از تحلیل 

نادر  ،وجود دارند نماییاز آنجایی که تعداد توزیعهایی که برای تشریح جوامع دو  است. (1-11)

 راهگشا باشد. در این زمینه  تواندمی ∗𝐼𝑋مدل  معرفی شده در توزیع هستند،
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 وامع دو بعدینموداری ازج -(11-1شکل )

 : توزیع نرمال چوله دو تکه یک متغیره  ∗𝑰𝑿 مدل

𝛽2 = 𝜋 + 2 tan
−1(𝜆) , 𝛼9 = 𝜆|𝑥|  , 𝑥, 𝜆 ∈ ℝ 

معرفی شد، ترکیبی از دو  ( 2111)2سط کیمکه اولین بار تو 1توزیع نرمال چوله دو تکهتابع چگالی  

 است. به صورت زیر نرمال بریده شده تابع چگالی 

𝑓𝑋(𝑥) =
1

2
𝜑+(𝑥, 𝜆) +

1

2
𝜑−(𝑥, −𝜆)  , 𝑥 ∈ ℝ 

 که در آن 

𝜑+(𝑥, 𝜆)  تابع چگالی نرمال چوله با شرایط :𝑥 > 0  

𝜑−(𝑥, −𝜆)  تابع چگالی نرمال چوله با شرایط :𝑥 < 0 

                                              
1. Two-Piece Skew-Norma 
2. Kim 
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و همان طور تواند، یک نمایی یا دو نمایی باشد. می 𝜆پارامتر  مثبت یا منفی بودناین توزیع بسته به 

𝜆برای  شود، دیده می (11-1که در شکل ) > 𝜆دو نمایی و برای نمودار   0 <  تک نمایی است.  0

 

 ( نمودار نرمال چوله دو تکه برای پارامترهای متفاوت11-1شکل )

 ( مراجعه کنید. 1979کریمی ) ارشد توانید به پایان نامهبرای اطلاعات و جزئیات بیشتر می

 چولگی  پارامتر دو: توزیع نرمال چوله تعمیم یافته یک متغیره با  𝑿مدل 

𝛼10 = 𝜆1𝑥     , 𝛼11 = 𝜆2𝑥       , 𝛽3 = (−
𝜆1𝜆2

√1 + 𝜆1
2 √1 + 𝜆2

2
)  , 𝜆1, 𝜆2, 𝛽3 ∈ ℝ 

 توزیع نرمال چوله تعمیم یافته یک متغیره با سه پارامتر:  𝑿𝑰مدل 

Φ2(. , . , 𝛾)  تابع توزیع توأمی از :𝑁2(0,0,1,1, )  

𝛼12 = 𝜃1𝑥 , 𝛼13 = 𝜃2𝑥  , 𝛽4 = −
𝛾 + 𝜃1𝜃2

√1 + 𝜃1
2 √1 + 𝜃2

2
 , 𝜃1, 𝜃2 ∈ ℝ , |𝛾| < 1  

 ضریب همبستگی است  𝛾که در آن

-----    𝑇𝑃𝑆𝑁(−1) 

----- 𝑇𝑃𝑆𝑁(−0.5) 

-----      𝑇𝑃𝑆𝑁(2)  

-----       𝑇𝑃𝑆𝑁(4) 
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  1یک متغیره بالاکریشنان تعمیم یافته توزیع نرمال چوله : 𝑿𝑰𝑰 مدل 

𝑐𝑛,𝑚(𝜆1, 𝜆2) = 𝐸((Φ1(𝜆1𝑍))
𝑛
 (Φ1(𝜆2𝑍))

𝑚
) ,        𝑍 ∼ 𝑁(0,1)  

𝛼14 = 𝜆1𝑥      ,       𝛼15 = 𝜆2𝑥      𝑥 , 𝜆1, 𝜆2 ∈ ℝ   

 هستند. اعداد صحیح نامنفی  𝑛,𝑚که در آن 

 به صورت زیرکه  ،بالاکریشنان استتعمیمی از دو مدل معرفی شده،  𝑋𝐼𝐼لازم به ذکر است که، مدل

 . است معرفی شده

𝑋گوییم می ∼ 𝐵𝑆𝑁𝑛(𝜆) ،  .اگر تابع چگالی آن به صورت زیر باشد 

𝑓𝑛(𝑥, 𝜆) =
1

 𝑐𝑛(𝜆)
 𝜑1(𝑥)[Φ1(𝜆𝑥)]

𝑛  , 𝜆 , 𝑥 ∈ ℝ 

,𝑉یک عدد صحیح نامنفی است، و اگر  𝑛که در آن  𝑈1, … , 𝑈𝑛 ∼ 𝑁(0,1) توان باشند. آنگاه می

𝑐𝑛(𝜆)  .را به صورت زیر محاسبه نمود 

𝑐𝑛(𝜆) = ∫ 𝜑1(𝑥)

+∞

−∞

[Φ1(𝜆𝑥)]
𝑛 𝑑𝑥 = 𝐸(Φ1

𝑛(𝜆𝑉)) 

= 𝑃(𝑈1 ≤ 𝜆𝑉,… , 𝑈𝑛 ≤ 𝜆𝑉)  

𝑋گوییم میهمچنین  و ∼ 𝐺𝐵𝑆𝑁𝑛,𝑚 (𝜆)،  .اگر تابع چگالی آن به صورت زیر باشد 

𝑓𝑛,𝑚 (𝑥, 𝜆) =
1

𝑐𝑛,𝑚(𝜆)
 [Φ1(𝜆𝑥)]

𝑛[1 − Φ1(𝜆𝑥)]
𝑚𝜑1(𝑥)   , 𝜆 , 𝑥 ∈ ℝ 

 . شودمیبه صورت زیر محاسبه  𝑐𝑛,𝑚(𝜆)اعداد صحیح نا منفی است و  𝑛,𝑚که در آن 

𝑐𝑛,𝑚(𝜆) =∑(
𝑚

𝑖
)

𝑚

𝑖=0

 (−1)𝑖 ∫ [Φ1(𝜆𝑥)]
𝑛+𝑖 𝜑1(𝑥) 𝑑𝑥

+∞

−∞

  

 : توزیع نرمال چوله دو تکه با سه پارامتر  𝑿𝑰𝑰𝑰مدل 

                                              
1. Balakrishnan 
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𝑐∗(𝜆1, 𝜆2, 𝜌) =
4𝜋

cos−1 (−
(𝜌+𝜆1𝜆2)

√1+𝜆1
2 √1+𝜆2

2
)+ cos−1(−

(𝜌−𝜆1𝜆2)

√1+𝜆1
2 √1+𝜆2

2
)+ 2 tan−1(𝜆2)

 

𝛼16 = 𝜆1𝑥 , 𝛼17 = 𝜆2|𝑥|        , 𝑥, 𝜆1, 𝜆2 ∈ ℝ  , |𝜌| < 1 

 است. ضریب همبستگی  𝜌 که در آن

 : توزیع نرمال چوله تعمیم یافته با سه پارامتر چولگی  𝑿𝑰𝑽 مدل

𝛼18 = 𝜆1𝑥  , 𝛼19 = 𝜆2𝑥  , 𝛼20 = 𝜆3𝑥           , 𝑥, 𝜆1, 𝜆2, 𝜆3 ∈ ℝ  

𝛽5 = 2𝜋 − cos
−1(𝜌12) − cos

−1(𝜌13) − cos
−1(𝜌23) 

 که در آن 

𝜌𝑖𝑗 =
𝜆𝑖𝜆𝑗

√1 + 𝜆𝑖
2  √1 + 𝜆𝑗

2

   , 𝑖 ≠ 𝑗  , 𝑖, 𝑗 = 1,2,3 

-، توزیع های دیگری از جمله توزیع نرمال چوله941علاوه بر توزیع های معرفی شده در بخش 

و غیره وجود دارند که  4بیضی گون-لگ چوله ،9اپسیلون -نرمال چوله، 2بتا-، نرمال چوله1لاپلاس

  فرصت بررسی آنها در این پایان نامه فراهم نشده است. 

 تعاریف ولم های مورد نیاز 4 .1

 گیرند، بیان می کنیم. استفاده قرار میکه در فصل های آتی مورد  را لم هایی در این بخش تعاریف و

,𝑎)روی بازه 𝜎2 و 𝜇 پارامترهایبا  1دارای توزیع نرمال بریده شده  𝑋تصادفی متغیر 1.1تعریف  𝑏) 

 تعریف شود. آن به صورت زیر  یاگر تابع چگال ،است

                                              
1. Laplas-skew normal  
2. Beta-skew-normal  
3. Epsilon-skew-normal 
4. Log-skew-elliptical 
1. Truncate normal distribution 
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𝑓(𝑥|𝜇, σ2) =
{Φ (

𝑏−𝜇

𝜎
) − Φ(

𝑎−𝜇

𝜎
)}
−1

√2𝜋𝜎2
𝑒𝑥𝑝 {−

1

2𝜎2
(𝑥 − 𝜇)2 } 𝐼{ 𝑎 < 𝑥 < 𝑏}  

 کنیم از نماد زیر برای نمایش این مدل استفاده می و

𝑋 ∼ 𝑇𝑁(𝜇 , 𝜎2)𝐼{ 𝑎 < 𝑥 < 𝑏} 

شود. همچنین امیدریاضی و واریانس این خانواده به صورت زیر تعریف می  

𝐸(𝑋|𝑎 < 𝑥 < 𝑏) = 𝜇 + 𝜎 
𝜑1 (

𝑎−𝜇

𝜎
) − 𝜑1 (

𝑏−𝜇

𝜎
)

Φ1 (
𝑏−𝜇

𝜎
) − Φ1 (

𝑎−𝜇

𝜎
)
  

𝑉𝑎𝑟(𝑋|𝑎 < 𝑥 < 𝑏)

= 𝜎2  [ 1 +

𝑎−𝜇

𝜎
𝜑1 (

𝑎−𝜇

𝜎
) −

𝑏−𝜇

𝜎
𝜑1 (

𝑏−𝜇

𝜎
)

Φ1 (
𝑏−𝜇

𝜎
) − Φ1 (

𝑎−𝜇

𝜎
)

− (
𝜑1 (

𝑎−𝜇

𝜎
) − 𝜑1 (

𝑏−𝜇

𝜎
)

Φ1 (
𝑏−𝜇

𝜎
) − Φ1 (

𝑎−𝜇

𝜎
)
 )

2

] 

.را خواهیم داشت (12-1)به منظور افزایش دید شهودی از این توزیع شکل   

 

 برای پارامترهای متفاوت نرمال بریده شدهتوزیع نمودار تابع چگالی  -(12-1شکل )
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اگر تابع چگالی آن به صورت زیر  متغیره است، -𝑝دارای توزیع نرمال  𝑋متغیر تصادفی  2.1تعریف 

 تعریف شود. 

𝑿 ∼ 𝑁𝑝(𝝁 , Σ) ⇒   𝑓𝑿(𝒙) = (2𝜋)
−
𝑝

2  |Σ|−
1

2 𝑒𝑥𝑝 {−
𝑑

2
} 

𝑑که در آن  = (𝒙 − 𝝁)𝑇Σ−1(𝒙 − 𝝁) شود. نامیده می، فاصله ماهالانوبیس 

دارای توزیع فیشر است، به گونه ایی که تابع چگالی آن به صورت زیر  𝑋متغیر تصادفی  3.1تعریف 

 شود. معرفی می

𝑓𝑋(𝑥) =
𝛤 (

𝑚+𝑛

2
)

𝛤 (
𝑚

2
) 𝛤 (

𝑛

2
)
(
𝑚

𝑛
)

𝑚
2 𝑥

𝑚−2

2

[1 + (
𝑚

𝑛
) 𝑥]

𝑚+𝑛

2

  , 0 < 𝑥 < ∞ 

,𝑚دارای توزیع فیشر با 𝑋 شود متغیر تصادفی در این صورت گفته می 𝑛  .درجه آزادی است 

 دو است، اگر تابع چگالی آن به صورت زیر باشد. -دارای توزیع کی 𝑋متغیر تصادفی  4.1ف تعری

𝑋 ∼ 𝜒𝛼
2  ⇒    𝑓𝑋(𝑥) =

(
1

2
)

𝛼

2

Γ (
𝛼

2
)
 𝑥

𝛼

2
−1 𝑒𝑥𝑝 {−

1

2
𝑥}   ,   𝑥, 𝛼 > 0 

 شود. تابع بتا به صورت زیر تعریف می 5.1تعریف 

𝐵(𝛼, 𝛽) = ∫𝑥𝛼−1  (1 − 𝑥)𝛽−1 𝑑𝑥

1

0

 

 باشد.  دارای توزیع بتا است، اگر تابع چگالی آن به صورت زیر 𝑋متغیر تصادفی  6.1تعریف 

𝑋 ∼ 𝐵𝑒𝑡𝑎(𝛼, 𝛽) ⇒   𝑓𝑋(𝑥) =
1

𝐵(𝛼, 𝛽)
 𝑥𝛼−1  (1 − 𝑥)𝛽−1   , 0 < 𝑥 < 1 

 تعریف شود. دارای توزیع گاما است، اگر تابع چگالی آن به صورت زیر  𝑋متغیر تصادفی  7.1تعریف 

𝑋 ∼ Γ(𝛼 , 𝛽) ⇒       𝑓𝑋(𝑥) =
𝛽𝛼

Γ(𝛼)
 𝑥𝛼−1 𝑒𝑥𝑝{−𝛽𝑥}  , 𝛼, 𝛽, 𝑥 > 0 
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با پارامترهای  2دارای توزیع بیضیگون 𝑿بعدی  𝑝−بردار   (1331و همکاران،  1)فنگ 3.1تعریف 

𝝁 , Σ  و 𝑔است، اگر تابع چگالی آن به صورت زیر تعریف شود 

𝑓𝑿(𝑥) = 𝑐𝑝|Σ|
−
1

2 𝑔 [
(𝒙 − 𝝁)𝑇Σ−1(𝒙 − 𝝁)

2
] 

.)𝑔که در آن   زیر است.شرط است و دارای  9، تابع مولد چگالی(

∫ 𝑥
𝑛

2
−1

∞

0

 𝑔(𝑥)𝑑𝑥 < ∞ 

 شودو از نماد زیر برای نمایش این توزیع استفاده می

𝑿 ∼ 𝐸𝐶𝑝(𝝁 , Σ , 𝑔) 

𝜈با درجه آزادی  استیودنت غیر مرکزی -tتوزیع دارای  𝑋گوییم می  1.1تعریف  > و پارامتر غیر  0

𝜇مرکزی  ∈ ℝ  .است، اگر تابع چگالی آن به صورت زیر باشد 

𝑓𝑋(𝑥) =
 𝜈
𝜈

2𝑒𝑥𝑝 {−
𝜈𝜇2

2(𝑥2+𝜈)
}

√ 𝜋 Γ (
𝜈

2
) 2

𝜈−1 

2  (𝑥2 + 𝜈)
𝜈+1 

2

  ∫ 𝑦𝜈 𝑒𝑥𝑝 {−
1

2
(𝑦 −

𝜇𝑥

√𝑥2 + 𝜈
)
2

} 𝑑𝑦

∞

0

 

 شودامید ریاضی و واریانس این توزیع به صورت زیر تعریف می

𝐸(𝑋) = 𝜇 √
𝜈 

 2
 
Γ (

𝜈−1

2
)

Γ (
𝜈

2
)
          , 𝜈 > 1  

𝑉𝑎𝑟(𝑋) =
𝜈(1 + 𝜇2)

𝜈 − 2
−
𝜇2𝜈

2
(
Γ (

𝜈−1

2
)

Γ (
𝜈

2
)
)

2

   ,   𝜈 > 2 

به  𝜈و درجه آزادی  𝜇غیر مرکزی برای پارامتر استیودنت غیر مرکزی  -t توزیعنموداری از تابع چگالی 

  شده است. نمایش داده  (19-1در شکل )ازای مقادیر مختلف 

                                              
1. Fang 
2. Elliptically contoured distribution 
3. Density generator 
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 استیودنت غیر مرکزی به ازای پارامترهای مختلف -tنمودار تابع چگالی توزیع  -(19-1شکل )

𝑋اگر ( 1331)فنگ و همکاران،  1.1لم  =𝑑 𝑌  باشد، در صورتی که𝑔  1رلواندازه پذیر بیک تابع 

  آنگاهباشد. 

𝑔𝑋(𝑥) =
𝑑 𝑔𝑌(𝑦) 

دیگر نمایی  توزیع تکاست اگر پیچش آن با هر تابع  نماییقویا تک 𝐹(𝑥)  توزیعتابع  14.1تعریف 

 باشد. نماییتابعی تک 

اگر وتنها اگر لگاریتم  است نماییقویا تک 𝐹(𝑥) تابع توزیع  نشان داد (21369کارلین ) 11.1 تعریف

,𝑎)تابع چگالی متناظر آن در هر فاصله  𝑏)  به طوریکه∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = 1
𝑏

𝑎
یا به  .تابعی مقعر باشد ،

  . عبارت دیگر مشتق دوم لگاریتم تابع چگالی آن به ازای تمام مقادیر دامنه اش منفی باشد

𝑈اگر  (1391، )آزالینی 2.1لم  ∼ 𝑁(0,1) برای هر عدد حقیقی  آنگاهℎ, 𝑘 

𝐸(Φ(ℎ𝑈 + 𝑘)) = Φ(
𝑘

√1 + ℎ2 
) 

𝑼فرض کنید  (1336، واله-آزالینی و دالا) 1.1نتیجه  ∼ 𝑁𝑝(𝟎,Ω)  برای هر عدد در این صورت

𝒉و بردار  𝑘حقیقی  ∈ ℝ𝑝 

                                              
2. Borel 
1. Carlin 
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𝐸(Φ(𝒉𝑻𝑼 + 𝑘)) = Φ(
𝑘

√1 + 𝒉𝑻Ω𝒉
) 

یک تابع  𝐺و  باشد.صفر  حولیک تابع چگالی متقارن  𝑔فرض کنید  (1391 ،)آزالینی 3.1لم )*( 

 در این صورت  ،حول صفر ′𝐺با شرط متقارن بودن توزیع پیوسته

2𝑔𝑋(𝑥)𝐺(𝜆 𝑥)  ,                              𝑥 ∈ ℝ 

𝜆یک تابع چگالی برای هر  ∈ ℝ  .خواهد بود 

∫                                  ان دهیمبرای اثبات کافی است نش برهان : 2𝑔𝑋(𝑥)𝐺(𝜆 𝑥) 𝑑𝑥 = 1
+∞

−∞
 

,𝑋کنیم بنابراین فرض می 𝑌  دو متغیر تصادفی مستقل، به گونه ایی که𝑋  دارای تابع توزیع𝐺  و𝑌 

,𝑋باشد. از آنجاییکه  𝑔دارای تابع چگالی  𝑌  هردو حول صفر متقارن هستند، بنابراین𝑋 − 𝜆𝑌  نیز

  بنابراین داریم  .بود خواهدحول صفر متقارن 

1

2
= 𝑃(𝑋 − 𝜆𝑌 < 0) = 𝐸𝑌(𝑃(𝑋 < 𝜆𝑌)|𝑌 = 𝑦) 

  = 𝐸(𝐺(𝜆𝑦)|𝑌 = 𝑦) = ∫ 𝐺(𝜆 𝑦)𝑔𝑋(𝑦) 𝑑𝑦
+∞

−∞
  

  □. برهان کامل است و

𝐺تابع چگالی متقارن حول صفر،  𝑓( اگر 2119)آزالینی و کاپیتانیو،  12.1تعریف  ∶ ℝ → تابع  [0,1]

𝑤توزیعی از یک متغیر تصادفی حول صفر و  ∶  ℝ𝑝 → ℝ یک تابع فرد باشد. آنگاه توزیع چوله- 

 شود. متقارن به صورت زیر معرفی می

2𝑓(𝒙)𝐺(𝑤(𝒙))         ,   𝒙 ∈ ℝ𝑝 

Xفرض کنید   (2119 ،1گوپتا) 1.4 لم  ∼ 𝜒2
𝑘

 در این صورت باشد  

𝐸 (Φ(𝑎√𝑋 + 𝑏)) = 𝑇𝑘,𝑏2(𝑎√𝑘)  

𝑍فرض کنید  : برهان ∼ 𝑁(0,1 )،  بنابراین می توان نوشت 

                                              
1. Gupta 
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𝐸 (Φ(𝑎√𝑢 + 𝑏)) = 𝐸𝑈 (𝑃(𝑍 < 𝑎√𝑢 + 𝑏|𝑈 = 𝑢)) 

= 𝐸𝑈𝑃(
𝑍−𝑏

√
𝑈

𝑘

< 𝑎√𝑘 |𝑈 = 𝑢 ) = 𝑃(𝑇𝑘 < 𝑎√𝑘) = 𝐹𝑇𝑘,𝑏2(𝑎√𝑘) 

□ .وبرهان کامل است  

 زیر باشد  ییک متغیر تصادفی با تابع چگال 𝑋فرض کنید  ( 2114وانگ و همکاران، ) 5.1لم 

𝑔(𝑥) = 2 𝑓(𝑥)𝜋(𝑥) 

𝜋(𝑥):ℝ𝑝و گون  ک بردار تصادفی بیضییتابع چگالی احتمال از  𝑓(𝑥) که در آن → یک تابع  [0,1]

 بستگی نخواهد داشت  𝜋(𝑥) به  𝜏(𝑥) در این صورت توزیع هر تابع زوجی از ،چولگی است

 فرض می کنیم کند، توزیع را به صورت یکتا مشخص میاز آنجاییکه تابع مشخصه  :برهان 

ℎ(𝑡) = 𝐸(𝑒𝑖𝜏(𝑥)𝑡) = ∫2𝑒𝑖𝜏(𝑥)𝑡

ℝ𝑝

  𝑓(𝑥)𝜋(𝑥)𝑑𝑥 

        = ∫2𝑒𝑖𝜏(𝑥)𝑡

𝐴+

 𝑓(𝑥)𝜋(𝑥)𝑑𝑥 + ∫2𝑒𝑖𝜏(𝑥)𝑡

𝐴−

 𝑓(𝑥)𝜋(𝑥)𝑑𝑥 

        = 2 ∫𝑒𝑖𝜏(𝑥)𝑡 

𝐴+

𝑓(𝑥)[ 𝜋(𝑥) + 1 − 𝜋(𝑥)]𝑑𝑥 = ∫𝑒𝑖𝜏(𝑥)𝑡

ℝ𝑝

𝑓(𝑥)𝑑𝑥 

 که در آن

𝐴+ = { (𝑥1, … , 𝑥𝑝), 𝑥1 ≥ 0}       , 𝐴
− = { (𝑥1, … , 𝑥𝑝), 𝑥1 < 0} 

  □. برهان کامل است بنابراین اثری از تابع چولگی وجود ندارد و

 : EM الگوریتم :  13.1 تعریف
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( معرفی 1379وهمکاران ) 1یک روش عددی تقریبی است که اولین بار توسط دمپستر EMالگوریتم 

شد،. این روش یک الگوریتم تکراری است که معمولا برای توزیع های آمیخته و در حالتی که مدل 

 است گام به صورت زیر این روش شامل دو  . شوداستفاده می، باشددارای داده های گمشده 

  گام اول : محاسبه امید ریاضی از لگاریتم تابع درستنمایی داده های کامل )مجموع داده های

𝑄(𝜃)مشاهده شده و داده های گمشده( به شرط داده های مشاهده شده  =

𝐸(ℓ𝑐(𝜽|𝑋𝑐)|𝑋) 

 گر برای پارامتر کردن بهترین برآورددوم : پیدا گام𝜽 ،تابع به که از طریق ماکسیمم سازی-

𝑄(𝜃(𝑟+1)|𝜃𝑟) به صورت مرحله قبل دست آمده در = 𝑚𝑎𝑥
θ∈Θ 

𝑄(𝜃|𝜃𝑟) شودمشخص می 

  زیر است. به صورت  EMالگوریتم صورت نموداری از 

 
 EMفلوچارت الگوریتم  -(14-1)شکل 

یک روش تقریبی برای برآورد پارامتر مدل هایی با داده های گمشده  EMالگوریتم با توجه به اینکه 

 کنیم که داشته باشیم است بنابراین فرض می

𝑋 = (𝑋1
𝑇 , … , 𝑋𝑛

𝑇)𝑇 , 𝑈 = (𝑢1, … 𝑢𝑛)
𝑇 , 𝑇 = (𝑡1, … , 𝑡𝑛)

𝑇 

                                              
1. Dempster  
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,𝑈متغیرهای که در آن 𝑇 های گمشده و نشان دهنده داده𝑋  نشان دهنده داده های مشاهده شده

 ه داده های کامل به صورت زیر است  است لذا مجموع

𝑋𝑐 = (𝑋
𝑇 , 𝑈𝑇 , 𝑇𝑇)𝑇    

,𝑋,𝑈اگر  (2211، و همکاران 1)کابرال:  6.1 لم 𝑇 باشند، آنگاه در صورتی  مستقل سه متغیر تصادفی

.)𝑔که   یک تابع اندازه پذیر باشد. داریم  (

𝐸{𝑔(𝑇)𝑈|𝑌} = 𝐸{𝑈𝐸{𝑔(𝑇)|𝑌, 𝑈}|𝑌} 

 شود. می تعریفبه صورت زیر  𝐴: تابع نشانگر مجموعه 14.1 تعریف

𝐼(𝐴) = {
1           𝑥 ∈ 𝐴
0           𝑥 ∉

 

,𝜇با پارامترهای  2دارای توزیع نیم نرمال 𝑋گوییم متغیر تصادفی می :  15.1 تعریف 𝜎2  است، اگر تابع

 چگالی آن به صورت زیر باشد. 

𝑓𝑋(𝑥) =
2

√2𝜋𝜎2
 exp {−

1

2𝜎2
(𝑥 − 𝜇)2}   , 𝑥 > 0  

شودتوزیع استفاده می و از نماد زیر برای این  

𝑋 ∼ 𝐻𝑁(𝜇 , 𝜎2) 

 شود.  تعریف میاین توزیع به صورت زیر  ی و واریانسضامید ریا همچنین

𝐸(𝑋) = 𝜇 + 𝜎 √
2

𝜋
       , 𝑉𝑎𝑟(𝑋) = 𝜎2 (1 −

2

𝜋
) 

است  𝑆𝑝(𝜑)دارای توزیع کروی  𝑿بعدی   𝑝−( بردار تصادفی1331)فنگ و همکاران،  : 16.1تعریف 

 به صورت زیر تعریف شود آن 𝜓𝑿(𝑡)اگر تابع مشخصه 

𝜓𝑋(𝑡) = 𝜑(𝒕
𝑻𝒕)                                                     𝜑(.  برای تابع عددی   (

                                              
1. Cabral 
1. Half normal distribution 
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 شوداستفاده میتوزیع برای نمایش این زیر و از نماد شود. که به آن تابع مولد مشخصه گفته می 

𝑿 ∼ 𝑆𝑝(𝜑) 

 خواص زیادی از جمله سه خصوصیت زیر است. این توزیع دارای 

 .توزیع های حاشیه ایی از بردار تصادفی کروی بازهم کروی هستند (1

 .همه توابع مشخصه حاشیه ایی دارای یک مولد هستند (2

𝑿فرض کنید  (9 ∼ 𝑆𝑝(𝜑) آنگاه ،𝑿 دارای همان توزیع𝑟𝑢(𝑝)  است به طوریکه𝑢(𝑝)  بردار

ℝ  تصادفی توزیع شده به صورت یکنواخت روی سطح حوزه
𝑝
𝑟و   ≥ یک متغیر تصادفی  0

𝐸(𝑟2)است. بنابراین اگر  𝑢(𝑝)مستقل از  <  باشد آنگاه داریم  ∞

𝐸(𝑿) = 0        ,     𝐶𝑜𝑣(𝑿) =
𝐸(𝑟2)

𝑝
𝐼𝑝 

 باشد، آنگاه  𝑝یک ماتریس مربع از مرتبه  𝐴اگر   17.1تعریف 

1) 𝐴 اگر است  1نامنفرد𝑑𝑒𝑡(𝐴) ≠ 0. 

2) 𝐴  یک ماتریس متقارن است اگر𝐴 = 𝐴𝑇. 

9) 𝐴 است اگر  2یک ماتریس معین مثبت𝐴  متقارن، و برای هر بردار غیر صفر𝒙 داشته باشیم ،

𝒙𝑻𝐴 𝒙 > 0. 

 یک ماتریس باشد آنگاه  𝐴اگر   13.1تعریف 

∂𝑑𝑒𝑡(𝐴)

𝜕𝐴
= 𝑑𝑒𝑡(𝐴)𝐴−1

𝑇
 

                                              
1. Nonsingular 
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مقیاسی، یک خانواده از توزیع های احتمال یک متغیره است که با  -خانواده مکانی 11.1تعریف 

  𝑋 توزیع احتمال پارامتر مکان و پارامتر غیر منفی مقیاس اندیس گذاری شده است. به طوری که اگر

 خواهیم داشت 𝑌برای متغیر تصادفی متعلق به این خانواده باشد آنگاه 

𝑌 =𝑑 𝑎 + 𝑏𝑋 

 

 

 



 

 

 

 

 

 

 

 فصل دوم
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 مقدمه 1 .2

 نرمال در ادامه توزیع می کنیم و تعریفتوزیع های آمیخته مقیاسی را از  رده اییاین فصل در 

. خانواده توزیع های معرفی می کنیم ، از این خانوادهته مقیاسی را به عنوان یک حالت خاصآمیخ

 توزیع های( معرفی شد، دارای 1374) 2و مالو 1نرمال آمیخته مقیاسی که اولین بار توسط اندرز

 را در استنباط های آماری نقش اساسی دارندکه فصل سه عضو مهم این خانواده . در این است متنوعی

 د. نشومعرفی و خصوصیات آماری مناسبی از این سه عضو بیان می

 توزیع آمیخته مقیاسی  2 .2

,𝐻(𝑢 با تابع توزیع نمایی یک متغیر تصادفی مثبت تک  𝑈 فرض کنید 𝛼)( 𝛼  می تواند یک عدد یا

,𝑔(𝑥|𝜃و (یک بردار باشد 𝛽)  با پارامتر مکان  مقیاسی یا مقیاسی،-از خانواده مکانییک تابع چگالی𝜃 

,𝜃باشد که  𝛽و پارامتر مقیاس  𝛽 ذکر است توانند یک عدد یا یک بردار باشند. همچنین لازم به می

بنابراین یک مدل آمیخته مقیاسی  .گسسته باشد یا ، آمیخته ومی تواند پیوسته 𝑈که متغیر تصادفی 

 شود. به صورت زیر تعریف می

   . شودمدل آمیخته مقیاسی به صورت زیر تعریف می یک (1374اندرز و مالو، ) 1.2تعریف 

                               یک متغیر تصادفی پیوسته باشد.  𝑈اگر 

∫ 𝑔 (𝑥|𝜃, 𝑢−1𝛽)𝑑𝐻(𝑢 , 𝛼)
𝑢

                                                                                     (2-1)                                                                                                                                           

 یک متغیر تصادفی گسسته باشد.  𝑈 اگر 

∑ 𝒈(𝒙|𝜽 , 𝒖−𝟏𝜷) { 𝒖 ∶ ∑𝑯(𝒖 ,𝜶)=𝟏}                                                                                  (2-2)                

, 𝐻(𝑢که در آن  𝛼)  تابع توزیع متغیر تصادفی مثبت𝑈  با پارامتر𝛼  .است 

                                              
1. Andrews  
2. Mallows  
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را به همراه  مدل نرمال آمیخته مقیاسی ،عضوی معروف از خانواده معرفی شدهدر ادامه به عنوان 

 معرفی خواهیم نمود.  خصوصیات مهمی از این خانواده

 آمیخته مقیاسیمدل نرمال  3. 2

این  .آمیخته مقیاسی در سالهای اخیر بسیار مورد توجه قرار گرفته است نرمال خانواده توزیع های

 .است 4لایشیو نرمال آ 9یتوان ،2اسلش ،1استیودنت -t توزیع ،شامل توزیع های مهمی از جملهنواده خا

( توزیع های نرمال آمیخته مقیاسی را، که شامل گروهی از توزیع های 1339) 1لانگ و سینشمر

 ،شوداست و اغلب برای مدل بندی های دقیق در مورد داده های متقارن استفاده می 6ضخیم -دنباله

این خانواده  اصلی، متقارن بودن و داشتن دنباله های ضخیم از خصوصیات گسترش دادند. بنابراین

دارای دنباله  ،. به گونه ایی که این خانواده نسبت به توزیع نرمال، به عنوان یک توزیع متقارناست

از این رو در عمل ممکن است با داده هایی سروکار داشته باشیم که انباشتگی در  .استهای پهن تری 

)داده های مربوط به درآمد نمودار هیستوگرام این داده ها نسبت به سایر نقاط بیشتر باشد. دنباله های 

ع خانواده نرمال آمیخته مقیاسی نسبت به توزی توزیع های در این صورت( هستندخانوار از این دسته 

شناخت  معرفی و بنابراین. باشندداده ها نوع از مدل مناسب تری برای برازش به این  توانندمی ،نرمال

 داده شده است. در راستای کار این پایان نامه قرار  ،از توزیع ها خانوادهاین 

𝑝د که با قرار دادن نبیان می شو  متغیره - 𝑝 تمامی توزیع های این بخش در حالت = حالت یک  1

 .بدست می آید به راحتی  متغیره

متغیره جایگزین   𝑝−نرمال تابع چگالیبا  142تعریف معرفی شده در  𝑔اگر تابع چگالی  2.2تعریف 

 شود. بیان میبه صورت زیر  آمیخته مقیاسی نرمال آنگاه مدل .شود
                                              
1. Student –t distribution   

2. Slash distribution  

3. Power-exponential distribution   
4. Contaminated normal distribution   
5. Sinsheimer  
6. Thick-tailed  
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 پیوسته باشد.  𝑈اگر متغیر تصادفی 

∫ 𝝋𝒑(𝒙|𝝁, 𝒖
−𝟏𝜮)𝒅𝑯(𝒖,𝜶)

𝒖
                                                                                       (2-9)                                                                                                          

 گسسته باشد.  𝑈اگر متغیر تصادفی 

∑ 𝝋𝒑(𝒙|𝝁, 𝒖
−𝟏𝜮)𝒅𝑯(𝒖,𝜶) { 𝒖 ∶ ∑𝑯(𝒖 ,𝜶)=𝟏}   (2-4  )                                                                

                                              

 آمیخته مقیاسی استفاده می کنیم  نرمال توزیع هایخانواده  نمایش از نماد زیر برایو 

𝑿 ∼ 𝑵𝑰𝒑(𝝁, 𝚺,𝑯)                                                                                                      (2-1)                                                                                                                                      

𝑿فرض کنید  1.2نتیجه )*(  ∼ 𝑁𝐼𝑝(𝝁, Σ, 𝐻) ، در این صورت داریم  

𝑿|𝑈 ∼ 𝑁𝑝(𝝁 , 𝑢
−1Σ)                                                                                     (2-6)          

 داریمتعریف تابع چگالی شرطی با توجه به :برهان 

𝑓𝑿(𝒙) = ∫𝑓𝑿,𝑈(𝒙, 𝑢)𝑑𝑢 = ∫𝑓𝑿|𝑈(𝒙|𝑢)ℎ(𝑢)𝑑𝑢 = ∫𝑓𝑿|𝑈(𝒙|𝑢)𝑑𝐻(𝑢, 𝛼)

𝑢𝑢𝑢

  

 □برهان کامل است.  ،(9-2با مقایسه رابطه )و

ریاضی،  برای به دست آوردن خصوصیات مهمی از توزیع از جمله، امیدی سریع، نمایش تصادفی، روش

 کنیم.میمعرفی را نمایش تصادفی برای این خانواده  زیربنابراین در قضیه است. واریانس و غیره 

𝑿اگر (2111)لاکاس وهمکاران،  1.2قضیه  ∼ 𝑁𝐼𝑝(𝝁, Σ, 𝐻)   و𝑈, 𝒁 ،آنگاه نمایش  مستقل باشند

 شود. تعریف میبه صورت زیر این خانواده تصادفی 

𝑿 =𝑑 𝝁 + 𝑈−
1

2  𝒁                                                                                         (2-7)  

,𝐻(𝑢یک متغیر تصادفی مثبت با تابع توزیع   𝑈که در آن 𝛼) و 𝒁 ∼ 𝑁𝑝(𝟎, Σ) است.  

  □برهان کامل است.  𝑈و مشخص بودن توزیع متغیر تصادفی  142با توجه به نتیجه   : برهان
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𝑿 فرض کنید  2.2قضیه )**( ∼ 𝑁𝐼𝑝(𝝁, Σ, 𝐻)، در این صورت  

𝐸(𝑿) = 𝝁        ,      𝑉𝑎𝑟(𝑿) = Σ 𝐸(𝑈−1) 

 داریم  (7-2رابطه )نمایش تصادفی با توجه به  : برهان

 𝐸(𝑿) = 𝐸 (𝝁 + 𝑈−
1

2  𝒁) = 𝝁 + 𝐸 (𝑈−
1

2)𝐸(𝒁) = 𝝁 + 𝟎 = 𝝁 

  داریم  141لم  توجه به برای محاسبه واریانس، با  و 

𝑿 =𝑑 𝝁 + 𝑈−
1

2  𝒁   ⇒  𝑿2 =𝑑  (𝝁 + 𝑈−
1

2  𝒁)
2

= 𝝁2 + 𝑈−1𝒁𝟐 + 2𝝁𝑈−
1

2  𝒁 

  توان نوشت بنابراین می

𝐸(𝑿2) = 𝝁2 + 𝐸(𝑈−1) Σ + 0 = 𝝁2 + 𝐸(𝑈−1) Σ 

   آیدبه دست میو نتیجه مورد نظر به صورت زیر 

𝑉𝑎𝑟(𝑿) = 𝐸(𝑿2) − 𝐸2(𝑿) = Σ 𝐸(𝑈−1) 

□و برهان کامل است.   

متقارن و  ،که این خانواده هستندمقادیر به دست آمده برای امید ریاضی و واریانس موید این مطلب 

    دارای دنباله های پهن تری نسبت به توزیع نرمال است.

 آمیخته مقیاسی نرمال از توزیع  یمثالهای 4. 2

اص ویژه ایی که دارای خو ،آمیخته مقیاسی نرمال از خانواده توزیع های مهم توزیع سه در این بخش

خصوصیات  مهمترین وشوند. معرفی می کنند،و در تحلیل های آماری نقش مهمی را ایفا می هستند

  شود. بیان می توزیعسه آماری از این 
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 :  استیودنت -tتوزیع  1.4.2

 استیودنت - tتوزیع ،آمیخته مقیاسینرمال متقارن متعلق به خانواده توزیع های  یکی از توزیع های

است. استفاده از این توزیع در بسیاری از موارد به جای توزیع نرمال پیشنهاد شده است. برای اطلاعات 

 ،برای مدل بندی های قوی( 1393و همکاران ) 2( را ببینید. همچنین لانگ1399) 1بیشتر لیتل

 برده اند. را به عنوان یک پیشنهاد مناسب به کار  استیودنت – tتوزیع

 روش ساخت :

)Γدارای توزیع  242تعریف معرفی شده در  𝑈متغیر تصادفی  فرض کنید
𝜈

2
,
𝜈

2
تابع چگالی  آنگاه .باشد  (

  شود. به صورت زیر تعریف میمتغیره  –𝑝 استیودنت - tتوزیع

𝑓𝑿(𝒙) =
𝛤(
𝑝+𝜈

2
 )

𝛤(
𝜈

2
)𝜋
𝑝
2

𝜈−
𝑝

2|Σ|−
1

2 (1 +
𝑑

𝜈
)
−(
𝑝+𝜈

2
)

 (2-9                                  )                                       

𝝁که در آن  ∈ ℝ𝑝  ،Σ >  پارامتر درجه آزادی است.   𝜈و  0

 شود. میاستفاده این خانواده برای نمایش  نماد زیر

𝑿 ∼ 𝑇𝑝(𝝁, Σ, 𝜈)                    𝜈 > 0            

با استفاده ، استیودنت متعلق به خانواده نرمال آمیخته مقیاسی است -tبرای اینکه نشان دهیم توزیع 

𝑈و با فرض  (9-2) از رابطه ∼ Γ(
𝜈

2
,
𝜈

2
,ℎ(𝑢 با تابع چگالی   ( 𝜈) =

(
𝜈

2
)

𝜈
2

Γ(
𝜈

2
)
 𝑢

𝜈

2 𝑒−
𝜈

2
𝑢  , 𝑢 >  اریم د ،0

𝑓𝑿(𝒙) = ∫(2𝜋)
−
𝑝

2

∞

0

𝑢
𝑝

2|Σ|−
1

2 𝑒−
𝑢𝑑

2   
(
𝜈

2
)

𝜈

2

Γ (
𝜈

2
)
𝑢
𝜈

2 𝑒−
𝜈

2
𝑢 𝑑𝑢 

                                              
1. Little 
2. Lange 



 

 فصل دوم                                                              مدل نرمال آمیخته مقیاسی

 

44 

             =   (2𝜋)−
𝑝

2  |Σ|−
1

2  
(
𝜈

2
)

𝜈

2

Γ (
𝜈

2
)
∫ 𝑢

𝜈+𝑝

2
−1  𝑒−𝑢(

𝑑+𝜈

2
 )𝑑𝑢

∞

0

                                

             = (2𝜋)−
𝑝

2  |Σ|−
1

2

(
𝜈

2
)

𝜈

2

Γ (
𝜈

2
)
∫ 𝑢

𝜈+𝑝

2
−1  𝑒−𝑢(

𝑑+𝜈

2
 )
(
𝑑+𝜈

2
)
(
𝜈+𝑝

2
)

(
𝑑+𝜈

2
)
(
𝜈+𝑝

2
)
𝑑𝑢

∞

0

 

Γ(𝛼)با توجه به رابطه  نهایتدر  = ∫ 𝑥𝛼−1
∞

0
𝑒−𝑥𝑑𝑥 و برهان کامل  شودنتیجه مورد نظر حاصل می

   □. است

𝑈اگر (2111، و همکاران )لاکاس 3.2قضیه )*( ∼ Γ(
𝜈

2
,
𝜈

2
گشتاورهای معکوس متناهی  آنگاه ، (

 شوند. تعریف میبرای این توزیع به صورت زیر 

𝐸(𝑈−𝑚) =
(
𝜈

2
)
𝑚
Γ(
𝜈

2
−𝑚)

Γ(
𝜈

2
)

                    𝑚 <
𝜈

2
                                                          (2-3)  

 توان نوشت. میو تعریف امید ریاضی،  𝑈با استفاده از تابع چگالی: برهان 

𝐸(𝑈−𝑚) = ∫ 𝑢−𝑚
∞

0

(
𝜈

2
)

𝜈

2

Γ (
𝜈

2
)
𝑢
𝜈

2 𝑒−
𝜈

2
𝑢  𝑑𝑢 =

(
𝜈

2
)

𝜈

2

Γ (
𝜈

2
)
∫ 𝑢

𝜈

2
−𝑚−1

∞

0

𝑒−
𝜈

2
𝑢
(
𝜈

2
)

𝜈

2
−𝑚

(
𝜈

2
)

𝜈

2
−𝑚
𝑑𝑢  

                                                                      =
(
𝜈

2
)

𝜈

2

Γ (
𝜈

2
)
 
Γ (

𝜈

2
−𝑚)

(
𝜈

2
)

𝜈

2
−𝑚

=
(
𝜈

2
)
𝑚

Γ (
𝜈

2
−𝑚)

Γ (
𝜈

2
)

 

  □. برهان کامل است ونتیجه مورد نظر حاصل 

𝑿 فرض کنید (2111 ،و همکاران لاکاس) 4.2 قضیه )*( ∼ 𝑇𝑝(𝝁, Σ, 𝜈)، فاصله ماهالانوبیس  آنگاه

 خواهد بود. به صورت زیر فیشر دارای توزیع

𝑑 = (𝒙 − 𝝁)𝑇Σ−1(𝒙 − 𝝁) ∼ 𝑝 𝐹(𝑝, 𝜈) 
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 داریم  142قضیه با استفاده از  : برهان

𝑿 =𝑑 𝝁 + 𝑈−
1

2  𝒁    , 𝑈 ∼ Γ (
𝜈

2
,
𝜈

2
)   , 𝒁 ∼ 𝑁𝑝(𝟎, Σ) 

𝑿 − 𝝁 =𝑑 𝑈−
1

2  𝒁 ⇒ (𝐗 − 𝛍)T =𝑑 𝐙𝐓 𝑈−
1

2 

⇒ (𝐗 − 𝛍)TΣ−1(𝑿 − 𝝁) =𝑑 (𝐙𝐓 𝑈−
1

2) Σ−1(𝑈−
1

2 𝒁  ) 

⇒ 𝑑 =𝑑 𝐙𝐓Σ−
1

2Σ−
1

2 𝒁 𝑈−1 

−𝐙𝐓Σ  باتوجه به اینکه 
1

2Σ−
1

2 𝒁 ∼ χ2𝑝  و𝜈𝑈 ∼ χ2
ν

 توان نوشت می  

𝑑 =𝑑  
𝑝
(𝐙𝐓Σ

−
1
2Σ
−
1
2 𝒁)

𝑝
𝜈𝑢

𝜈

 ∼ 𝑝 𝐹(𝑝, 𝜈) 

   □. وبرهان کامل است

 ( و 1-2های )کند، برای این منظور شکل استیودنت نقش مهمی را ایفا می -tدر توزیع  𝜈پارامتر 

 ببینید. در حالت دو متغیره را ( 2-2)
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𝜈برای دو متغیره استیودنت  -tنمودار تابع چگالی  -(1-2شکل ) = 1 

 
𝜈برای دو متغیره استیودنت  -tنمودار تابع چگالی  -(2-2شکل ) = 10 

استیودنت به توزیع نرمال  – tتوزیع  ،کنید با افزایش درجه آزادیبنابراین همانطور که ملاحظه می

 شود. نزدیک می

X

Y

Z

X

Y

Z
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 : توزیع اسلش 2.4.2

این توزیع نیز  است. 𝜈با پارامتر شکل توزیع اسلش  ،آمیخته مقیاسی نرمال توزیع های یکی دیگر از

𝜈نسبت به توزیع نرمال دارای دنباله های ضخیم تری است، و زمانیکه  ↑ توزیع اسلش به عنوان  ،∞

 شود. نرمال در نظر گرفته می توزیع توزیع حدی

  روش ساخت :

تابع آنگاه  باشد  𝐵𝑒𝑡𝑎 (𝜈 ,1)توزیع  دارای ،242تعریف معرفی شده در  𝑈فرض کنید متغیر تصادفی 

–چگالی توزیع اسلش  𝑝شود. متغیره به صورت زیر معرفی می 

𝑓𝑿 (𝒙) = 𝜈 ∫ 𝑢𝜈−1 
1

0
𝜑𝑝(𝒙|𝝁, 𝑢

−1Σ)𝑑𝑢                                                           (2-11)  

  . استفاده می کنیم این توزیعزیر برای نمایش  از نماد و

𝑿 ∼ 𝑆𝐿𝑝(𝝁 , Σ, 𝜈) 

. برای این شکل تابع چگالی عوض می شود 𝜈تغییر پارامتر بنابراین با  .پارامتر شکل است 𝜈که در آن 

 ببینید. های مختلف  𝜈برای ( را 9-2شکل )منظور 

 
 های مختلف 𝜈نمودار تابع چگالی اسلش استاندارد برای  -(9-2شکل )
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 د. وشپهن تر می دنباله نمودار 𝜈با وارد کردن پارامتر کنید طور که ملاحظه مینو هما

𝑈( و با فرض 9-2( با استفاده از رابطه )11-2)بدست آوردن رابطه  ∼ 𝐵𝑒𝑡𝑎 (𝜈 ,1)  با تابع چگالی

ℎ(𝑢, 𝜈) = 𝜈 𝑢𝜈−1   0 < 𝑢 <  امکان پذیر است. به سهولت  ،1

𝑈کنید فرض (2111، و همکاران )لاکاس 5.2قضیه  ∼ 𝐵𝑒𝑡𝑎 (𝜈 ,1) ، گشتاورهای  در این صورت

   شود. تعریف میبه صورت برای این توزیع  معکوس متناهی

𝐸(𝑈−𝑚) =
𝜈

𝜈−𝑚
                  𝑚 < 𝜈                                                                         (2-11)  

 شود.با یک انتگرال گیری ساده به راحتی حاصل می (11-2)اثبات رابطه  : برهان

 لایشیتوزیع نرمال آ 3.4.2

-بررسی قرار می که در این پایان نامه موردآمیخته مقیاسی  نرمال از خانواده توزیع های توزیع آخرین

رای مدل بندی داده های متقارن با مشاهدات . معمولا از این توزیع باست آلایشیگیرد، توزیع نرمال 

 را ببینید.  (1399)لیتل،  پرت نیز استفاده می شود

 روش ساخت :

 . دارای تابع چگالی زیر باشد 242معرفی شده درتعریف  𝑈 متغیر تصادفی فرض کنید 

ℎ(𝑢, 𝝂) = 𝜈 𝐼(𝑢=𝛾 ) + (1 − 𝜈)𝐼(𝑢=1)           , 𝝂 = (𝜈, 𝛾)
𝑇                                      (2-21)  

 شود. متغیره به صورت زیر تعریف می -𝑝تابع چگالی نرمال آمیخته   (9-2آنگاه با استفاده از رابطه )

𝑓𝑿(𝑥) = 𝜈𝜑𝑝 (𝑥|𝝁,
Σ

γ
) + (1 − 𝜈)𝜑𝑝(𝑥|𝝁, Σ)                                                    (2-91)  

 . استفاده می کنیماین توزیع از نماد زیر برای نمایش  و 

𝑿 ∼ 𝐶𝑁𝑝(𝝁 , Σ , 𝜈 , 𝛾)               0 ≤ 𝜈 ≤ 1 ,   0 < 𝛾 ≤ 1 
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 . استپارامتر مقیاس  𝛾 و مشاهدات دور افتاده نشان دهنده درصد پارامتر  𝜈 که در آن

ه ب (12-2( وتابع چگالی معرفی شده در رابطه )9-2)با توجه به رابطه ( 19-2)بدست آوردن رابطه 

 . شودنتیجه میراحتی 

آنگاه . باشد (12-2)دارای تابع چگالی رابطه   𝑈فرض کنید( 2111، و همکاران )لاکاس 6.2قضیه )*(

  شود.معرفی میبه صورت زیر  توزیعبرای این  معکوسهای گشتاور

𝐸(𝑈−𝑚) =
𝜈

𝛾𝑚
+ (1 − 𝜈)                                                                             (2-41)  

گشتاور معکوس به صورت زیر نوشته یک متغیر تصادفی آمیخته است  𝑈توجه به اینکه  با: برهان 

 شود. می

𝐸(𝑈−𝑚) = (1 − ν) + ∫𝛾−𝑚 𝜈 𝑑𝑢 = (1 − ν) +

1

0

𝛾−𝑚 𝜈 

  □ .وبرهان کامل است

که برای ساخت آن متغیر باشد. دیگر از اعضای خانواده نرمال آمیخته مقیاسی میتوزیع توانی یکی 

 ، که در این پایان نامه مورد توجه قرار نگرفته است. است 1دارای توزیع پایا 𝑈تصادفی 

 

 

 

                                              
1. Stable 
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 مقدمه 1. 3

 . توزیع نرمال یکی از معدود توزیع های پیوسته است که در آمار از اهمیت زیادی برخودار است

عمولا در تحلیل های م که  باعث افزایش کاربرد آن در عمل شده است. خاصیت هایی دارد  ،این توزیع

. در بسیاری از پردازندمیسپس به استنباط آماری  د وشومیآماری فرض نرمال بودن داده ها پذیرفته 

( توزیع داده های واقعی مقداری چولگی دارد در این صورت دیگر نمی توان از توزیع در عملموارد )

اغلب سعی می شود با استفاده از تبدیلی در این موارد  .نرمال برای تحلیل دقیق داده ها استفاده کرد

را سپس تحلیل روی داده های تبدیل یافته  ورا به توزیع نرمال نزدیک کرده  توزیع داده ها ،مناسب

از طرفی پیدا  . این کار در عمل زیاد مناسب نیست زیرا دقت تحلیل را کاهش می دهد وانجام داد

عمل ممکن است چنین تبدیلی یافت نشود . بنابراین  در کردن چنین تبدیلی بعضا کاری دشوار بوده و

نقش  تواندمی ،اگر توزیع نامتقارنی وجود داشته باشد که خواصی مشابه توزیع نرمال داشته باشد

مورد  یکی از این توزیع ها که اخیرا معرفی شده و. متقارن ایفا کند اساسی در تحلیل داده های نا

به توزیع نرمال چوله معروف شده  ،اصی مشابه توزیع نرمال داردخو توجه بسیاری قرار گرفته است و

به گونه ایی که اگر مقدار این  .است 1متقارن دارای پارامتری برای تنظیم چولگی این توزیع نا .است

بنابراین برای تحلیل داده هایی  . شودمیپارامتر صفر باشد توزیع نرمال چوله به توزیع نرمال تبدیل 

تواند برازش توزیع نرمال چوله میها است،  هداد میزان چولگی درستوگرام آن بیانگر نمودار هیکه 

محتمل تری نسبت به توزیع نرمال به این داده ها باشد. در این فصل دو مدل از توزیع های نرمال 

 بیاناز این دو مدل  مهمیشوند. و در ادامه خواص آماری چوله با یک و دو پارامتر چولگی معرفی می

برآورد پارامترها را برای مدل نرمال چوله با یک پارامتر  ،EMبا معرفی الگوریتم  همچنینشوند. می

 چولگی به دست خواهیم آورد. 

                                              
1. Skewness  
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 یک متغیره با یک پارامتر چولگی استاندارد  مدل نرمال چوله  2. 3

 . دنزیر می باش خواصپارامتری که در اینجا معرفی می کنیم دارای  توزیع هایاز  خانواده ایی

 . شامل تابع چگالی نرمال است (1

  دارای روابط ریاضی ساده می باشد. (2

 . دارای بازه وسیعی از مقادیر چولگی وکشیدگی است (9

𝑓(𝑥)قرار دهیم  ،1241 تعریفاگر در  1.3تعریف  = 𝜑1(𝑥) ، 𝐺(. ) = Φ1(. 𝑤(𝑥) و ( = 𝜆𝑥  آنگاه

 شودبه صورت زیر بیان می نرمال چوله استاندارد یک متغیره با یک پارامتر چولگیتابع چگالی 

𝑓𝑋(𝑥) = 2 𝜑1(𝑥) Φ1(𝜆 𝑥)    ,   𝑥, 𝜆 ∈ ℝ                                                               (9-1)   

.)𝜑1که در آن  .)Φ1و  (  .هستندبه ترتیب تابع چگالی وتابع توزیع نرمال استاندارد  (

به  (1-9رابطه )تابع چگالی . معرفی شد (1391توسط آزالینی ) به طور رسمی اولین بار این توزیع

𝜆ازای  > 𝜆ازای   ، بهچوله به راست 0 < 𝜆برای  ،چوله به چپ 0 =  توزیع نرمال استاندارد و 0

𝜆زمانیکه  →  . به سمت تابع چگالی نیم نرمال میل می کند( 1-9تابع چگالی رابطه ) ∞

 . شودمیاستفاده این خانواده نماد زیر برای نمایش 

X ∼ 𝑆𝑁1(𝜆) 

  ( را ببینید2-9( و )1-9شکل های )برای اینکه دید شهودی نسبت به این توزیع داشته باشیم 
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 متبت چولگی  هاینمودار تابع چگالی نرمال چوله استاندارد با پارامتر -(1-9شکل )

 

 

 منفیچولگی  هاینمودار تابع چگالی نرمال چوله استاندارد با پارامتر -(2-9شکل )

-----      𝑆𝑁1(0) 

-----      𝑆𝑁1(1) 

---- -      𝑆𝑁1(5) 

-----    𝑆𝑁1(10) 

----- 𝑆𝑁1(100) 

Type equation here.
SSVGVGVGVGGG

𝑆𝑆Type equation here. 

 

 

-----         𝑆𝑁1(0) 

   -----      𝑆𝑁1(−1) 

---- -      𝑆𝑁1(−5) 

-----    𝑆𝑁1(−10) 

-----  𝑆𝑁1(−100) 
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کاملا مشخص است که با افزایش پارامتر چولگی توزیع نرمال چوله به توزیع ( 1-9با توجه به شکل )

 کند. نیم نرمال میل می

 است. تابع توزیع نرمال چوله یک متغیره استاندارد با یک پارامتر چولگی به صورت زیر  2.3تعریف 

𝐹𝑋(𝑥) = ∫2

𝑥

−∞

 𝜑1(𝑡) Φ1(𝜆 𝑡) 𝑑𝑡 = 2 ∫ ∫ 𝜑1(𝑡)𝜑1(𝑢)

𝜆𝑡

−∞

𝑑𝑢 𝑑𝑡 

𝑥

−∞

 

شود. از توزیع نرمال چوله استاندارد یک متغیره بیان می در زیر خصوصیات پایه ای  

𝑋فرض کنید  (1391)آزالینی،  1.3قضیه  ∼ 𝑆𝑁1(λ)،  در این صورت  

1) 𝑆𝑁1(0) = 𝑁(0,1) 

2) –𝑋 ∼ 𝑆𝑁1(−𝜆) 

9) |𝑋| =𝑑 |𝑍|      , 𝑍 ∼ 𝑁(0,1) 

4) 𝑋2 ∼ 𝜒2
(1)
  

𝜆اگر  (1 → 𝑋آنگاه  ∞+ =𝑑 |𝑍|  

𝜆اگر  (6 → 𝑋آنگاه  ∞− =𝑑− |𝑍| 

 استاندارد قویا تک مدی است چوله تابع چگالی نرمال  (7

  : برهان

𝜆گر ا ،(1-9رابطه  )توزیع معرفی شده در با توجه به )*(  (1 =  داریم  آنگاه ،0

𝑓𝑋(𝑥) = 2 𝜑1(𝑥) Φ1(0) = 2𝜑1(𝑥)
1

2
= 𝜑1(𝑥) 

 توان نوشتمی 2برای اثبات رابطه )*(  (2

𝑓−𝑋(𝑥) = 𝑓𝑋(−𝑥) = 2 𝜑1(−𝑥) Φ1(𝜆(−𝑥)) 
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              = 2 𝜑1(𝑥)Φ1(−𝜆𝑥) ∼ SN (−𝜆) 

  داریم  (2112)آرنولد و بیور به روش مشابهی از با توجه    (9

𝑃(|𝑋| < 𝑥) = 𝑃(−𝑥 < 𝑋 < 𝑥) = ∫2 𝜑(𝑢) Φ(𝜆𝑢) 𝑑𝑢

𝑥

−𝑥

 

                = ∫ 2 𝜑(𝑢) Φ(𝜆𝑢) 𝑑𝑢 + ∫ 2 𝜑(𝑢) Φ(𝜆𝑢) 𝑑𝑢 
0

−𝑥

𝑥

0
 

                     = ∫2 𝜑(𝑢) Φ(𝜆𝑢) 𝑑𝑢 − ∫2 𝜑(−𝑢) Φ(−𝜆𝑢) 𝑑𝑢 

0

𝑥

𝑥

0

 

                      = ∫2 𝜑(𝑢)[Φ(𝜆𝑢) + Φ(−𝜆𝑢) ]𝑑𝑢

𝑥

0

= ∫2 𝜑(𝑢)𝑑𝑢 = 𝑃(|𝑍| < 𝑥)

𝑥

0

 

 قسمت سوم داریم  معرفی شده در خاصیتبا توجه به )*(   (4

|𝑋| =𝑑 |𝑍|   ⇒ 𝑋2 =𝑑 𝑍2 ∼ χ2(1) 

 برای اثبات این قسمت داریم )*( ( 1

lim
𝜆→∞

𝑓𝑋(𝑥) = 2 𝜑(𝑥) lim
𝜆→∞

Φ(𝜆𝑥) = {
2 𝜑(𝑥)  𝑥 > 0
0            𝑥 < 0

  

 است  |𝑍|تابع چگالی  حقیقتتابع چگالی بالا در واضح است که  

 شود اثبات می 1( مشابه حالت 6

  □ ( را ببینید.1979کریمی ) ارشد برای اثبات پایان نامه( 7

𝑋فرض کنید  (1336واله، -آزالینی و دالا) 2.3قضیه  ∼ 𝑆𝑁1(𝜆)، نمایش تصادفی  در این صورت

  شود. تعریف میبرای این خانواده به صورت زیر 

𝑋 =𝑑  𝛿 |𝑍1| + √1 − 𝛿2𝑍2                                                                              (9-2)  
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,𝑍1که در آن  𝑍2 متغیرهای تصادفی مستقل دارای توزیع نرمال استاندارد، |Z1|  توزیع نیم دارای

𝛿 ونرمال  =
𝜆

√1+𝜆2
 .  

𝑋 کنیممیفرض  ،(2117مشابه روش پور احمدی )  : برهان =𝑑 𝑎|𝑍1| + 𝑏𝑍2،  که در آن داشته

 باشیم

𝑎 = 𝛿 , 𝑏 = √1 − 𝛿2  , 𝑎2 + 𝑏2 = 1  ,
𝑎

𝑏
= 𝜆 

𝛿 له کم شود فرض می کنیمأاز کمیت مسبدون اینکه  > 0 

استفاده از فرمول پیچش داریمابتدا با   

𝑓𝑋(𝑥) = ∫ 𝑓𝑎|𝑍1|(𝑥 − 𝑦)𝑓𝑏𝑍2(𝑦)𝑑𝑦

+∞

−∞

 

            = ∫
2

√2𝜋𝑎
exp {−

1

2𝑎2
(𝑥 − 𝑦)2} 

𝑥

−∞

1

√2𝜋𝑏
exp {−

𝑦2

2𝑏2
} 𝑑𝑦 

            =
2

2𝜋𝑎𝑏
∫exp {−

1

2
[
(𝑥 − 𝑦)2

𝑎2
+ 
𝑦2

𝑏2
]} 𝑑𝑦  

𝑥

−∞

  

 با توجه به اینکه 

   
(𝑥 − 𝑦)2

𝑎2
+ 
𝑦2

𝑏2
= 𝑥2 +

1

𝑎2𝑏2
 (𝑦 − 𝑥𝑏)2 

𝑓𝑋(𝑥) = 2𝜑1(𝑥) ∫
1

√2𝜋𝑎𝑏
exp {−

1

2𝑎2𝑏2
(𝑦 − 𝑥𝑏)2} 𝑑𝑦

𝑥

−∞

 

,𝑎بنابراین برای هر  𝑏 آید. داده شده نتیجه مطلوب به صورت زیر به دست می 

𝑓𝑋(𝑥) = 2𝜑1(𝑥)Φ1 (
𝑎

𝑏
𝑥) = 2𝜑1(𝑥)Φ1(𝜆𝑥) 

 □و برهان کامل است. 
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𝛿برای  <  شود. نیز مشابه بالا اثبات می 0

𝑋اگر (1391)آزالینی،  3.3قضیه  ∼ 𝑆𝑁1(𝜆) ،  این خانواده به صورت آنگاه تابع مولد گشتاور

 . زیر است

𝑚𝑋(𝑡) = 2𝑒
𝑡2

2  Φ(𝛿 𝑡)         , 𝛿 =
𝜆

√1+𝜆2
                                                         (9-9)  

-به صورت زیر محاسبه میرا  |𝑍|ابتدا تابع مولد گشتاور  ،(2117مشابه روش پور احمدی ): برهان 

  کنیم

𝑚|𝑧|(𝑡)  = 𝐸(𝑒
𝑡|𝑧 |)   

               = ∫ 𝑒𝑡|𝑧 | 𝜑(𝑧)𝑑𝑧 = 2∫ 𝑒𝑡𝑧
1

√2𝜋
 𝑒
−𝑧2

2 𝑑𝑧 = 2𝑒
𝑡2

2 ∫
1

√2𝜋
𝑒−

1

2
(𝑧−𝑡)2

∞

0

𝑑𝑧  

∞

0

∞

−∞

   

𝑧حال با تغییر متغیر  − 𝑡 = 𝑢  داریم 

𝑚|𝑧|(𝑡) = 2𝑒
𝑡2

2 ∫
1

√2𝜋
 𝑒−

𝑢2

2

∞

−𝑡

𝑑𝑢 = 2𝑒
𝑡2

2  Φ(𝑡) 

𝑚𝑧(𝑡)دانیم که یم گذشتههمچنین از  = 𝑒
𝑡2

,𝑍1بنابراین با توجه به استقلال  ،2 𝑍2  می 249و قضیه-

 توان نوشت 

𝑚𝑋(𝑡) = 𝐸(𝑒
𝑡𝑋) = 𝐸 (𝑒𝛿𝑡|𝑧1|+√1−𝛿

2𝑧2) = 𝑚|𝑧1|(𝛿𝑡)𝑚𝑧2 (√1 − 𝛿
2𝑡)          

             = 2𝑒
𝛿2𝑡2

2 Φ(𝛿 𝑡) 𝑒
(1−𝛿2)𝑡2

2 = 2𝑒
𝑡2

2  Φ(𝛿 𝑡) 

  □. برهان کامل است و

 ،گشتاورهای مهم این خانواده (9-9رابطه )در این قسمت با توجه به تابع مولد گشتاور بیان شده در 

  خواهیم آورد. واریانس را بدست  مانند امید و
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𝑋فرض کنید (1391)آزالینی،  4.3قضیه )*( ∼ 𝑆𝑁1(𝜆) ، امید و واریانس در این صورت𝑋  به

 شود. بیان میصورت زیر 

𝐸(𝑋) = √
2

𝜋
 𝛿        ,       𝑉𝑎𝑟(𝑋) = 1 −

2

𝜋
 𝛿2 

 داریم  949به تابع مولد گشتاور بیان شده در قضیه با توجه  : برهان

𝐸(𝑋) =
𝑑

𝑑𝑡
𝑚𝑋(𝑡)|𝑡=0 = 2(𝑡𝑒

𝑡2

2  Φ(𝛿 𝑡) + 𝛿𝜑(𝛿𝑡)𝑒
𝑡2

2 ) |  𝑡=0    

                                         = 2 (0 + 𝛿

√2𝜋
) = √

2

𝜋
 𝛿 

استفاده  به صورت زیر 149قضیه  معرفی شده در 4از خاصیت  ،دومبرای بدست آوردن گشتاور مرتبه 

 . می کنیم

X2 ∼ χ2(1) ⇒ 𝐸(𝑋2) = 1 ⇒ 𝑉𝑎𝑟(𝑋) = 1 −
2

𝜋
𝛿2 

  □. وبرهان کامل است

𝑌 اگر (1391آزالینی، ) 5.3قضیه )*( ∼ 𝑁(0,1)  و𝑋  (1-9)دارای توزیع معرفی شده در رابطه که 

 مستقل از هم باشند آنگاه  ،است

𝑋 + 𝑌

√2
∼ 𝑆𝑁1 (

𝜆

√2 + 2𝜆2
)  

  فرض کنید:  برهان
𝑋+𝑌

√2
 𝑈  داریم  𝑌و  𝑋آنگاه با توجه به استقلال  =

𝑚𝑈(𝑡) = 𝐸(𝑒
𝑡𝑈) = 𝐸 (𝑒

𝑡(
X+Y

√2
)
) = 𝑚𝑋 (

𝑡

√2
)𝑚𝑌 (

𝑡

√2
) = 𝑒

𝑡2

4Φ(𝛿
𝑡

√2
) 𝑒

𝑡2

4  

              = 𝑒
𝑡2

2Φ(𝛿
𝑡

√2
) = 𝑒

𝑡2

2  Φ(
𝜆

√2 + 2𝜆2
𝑡)  
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  □ .برهان کامل است( 9-9بنابراین با توجه به تابع مولد گشتاور رابطه )

,𝑋فرض کنید (1336واله، -آزالینی و دالا) 6.3قضیه )*( 𝑌 از توزیع  ،متغیرهای تصادفی مستقل

  نمایش تصادفی دیگری برای این خانواده به صورت زیر است در این صورت .نرمال استاندارد باشند

𝑍 = {𝑋|𝑌 < 𝜆𝑋} ∼ 𝑆𝑁(𝜆) 

 با توجه به تعریف تابع چگالی شرطی داریم  :برهان 

P(Z ≤ z) = P(X ≤ z|𝜆𝑋 > 𝑌) =
P(X ≤ z , 𝜆𝑋 > 𝑌)

P(𝜆𝑋 > 𝑌)
=
∫ ∫ 𝜑(𝑥)

𝜆𝑥

−∞

𝑧

−∞
𝜑(𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦 

P(𝜆𝑋 > 𝑌)
 

=
∫ 𝜑(𝑥)
𝑧

−∞
Φ(𝜆𝑥)𝑑𝑥

P(𝜆𝑋 > 𝑌)
      

𝜆𝑋از آنجاییکه − 𝑌   توان نوشتمی است،دارای توزیع نرمال با میانگین صفر 

𝑃(𝜆𝑋 > 𝑌) = 𝑃(𝜆𝑋 − 𝑌 > 0) =
1

2
 

  □. برهان کامل است و

. برای جزئیات برای شبیه سازی توزیع نرمال چوله استاندارد استفاده می کنند 649: از قضیه  توضیح

 را ببینید.   (1999) خردمندی و سنجری فارسی پور بیشتر

میانگین و  بامدل نرمال چوله یک متغیره با یک پارامترچولگی  1.2.3  

 واریانس

 249معرفی شده در بخش  توزیع نرمال چوله استانداردمقیاس به  اضافه کردن پارامترهای مکان وبا 

کنترل بیشتری روی توان می توزیعبا تغییر پارامترهای  انعطاف پذیری مدل را افزایش می دهیم و

  . مدل داشت
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𝑋تبدیلبا در نظر داشتن  3.3 تعریف = 𝜇 + 𝜎𝑍  به گونه ایی که 𝜇 ∈ ℝ، 𝜎 >  توزیعارای د 𝑍 و  0

 . دارای تابع چگالی زیر خواهد بود 𝑋آنگاه متغیر تصادفی  ،باشد( 1-9)معرفی شده در رابطه 

𝑓𝑋(𝑥) =
2

𝜎
𝜑1 (

𝑥−𝜇

𝜎
 )Φ1 (𝜆 (

𝑥−𝜇

𝜎
))                                                                 (9-4)  

 استفاده می کنیم  این خانوادهنماد زیر برای نمایش  از و

𝑋 ∼ 𝑆𝑁1(𝜇 , 𝜎
2, 𝜆) 

  شود. تعریف میبه صورت زیر (4-9رابطه )چگالی تابع نمایش دیگری برای 

𝑓𝑋(𝑥) = 2 𝜑(𝑥|𝜇, 𝜎
2) Φ(𝜆(𝑥 − 𝜇)𝜎−1)                                                           (9-1)  

 249 معرفی شده بخش را به طور شهودی در مدلبرای اینکه تاثیر پارامتر های مکان و مقیاس 

 ( می توانند مفید باشند. 4-9( و )9-9شکل های )ببینیم، 

 
چولگی مثبت هاینمودار تابع چگالی نرمال چوله یک متغیره با پارامتر مکان و مقیاس و پارامتر -(9-9شکل )  

 

-----     𝑆𝑁1(−1,1,1) 

-----     𝑆𝑁1(−1,1,5) 

-----   𝑆𝑁1(−1,1,10) 

----- 𝑆𝑁1(−1,1,100) 
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 منفیچولگی  هاینمودار تابع چگالی نرمال چوله یک متغیره با پارامتر مکان و مقیاس و پارامتر (4-9شکل )

را در توزیع نرمال ( تاثیر پارامترهای مکان و مقیاس 4-9( و )9-9(، )2-9(، )1-9مقایسه اشکال )

 دهد. چوله استاندارد به خوبی نشان می

𝑋فرض کنید  (2111، 1الینگ) 7.3قضیه  ∼ 𝑆𝑁1(𝜇 , 𝜎
2, 𝜆)، نمایش تصادفی برای  در این صورت

 . این خانواده به صورت زیر خواهد بود

𝑋 =𝑑  𝜇 + 𝜎( δ |Z1| + √1 − δ2𝑍2)                                                                 (9-6)                               

,𝑍1که در آن 𝑍2  و دارای توزیع نرمال استاندارد  مستقل وتصادفی  متغیرهای|𝑍1|  نیم دارای توزیع

 است. نرمال 

ه ا یک تبدیل بب (6-9رابطه )(، نمایش 2-9رابطه ) بیان شده در با توجه به نمایش تصادفی برهان :

  □است. اثبات قابل راحتی 

                                              
1. Eling 

-----     𝑆𝑁1(−1,1, −1) 

-----     𝑆𝑁1(−1,1, −5) 

-----   𝑆𝑁1(−1,1, −10) 

----- 𝑆𝑁1(−1,1, −100) 
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𝑋 اگر  (2111الینگ، ) 3.3قضیه )*( ∼ 𝑆𝑁1(𝜇 , 𝜎
2, 𝜆)،  تابع مولد گشتاور این خانواده به آنگاه

 . صورت زیر خواهد بود

𝑚𝑋(𝑡) = 2 𝑒
𝜇𝑡+

𝑡2𝜎2

2  Φ(𝛿𝜎𝑡) 

𝑋فرض کنید  : برهان = 𝜇 + 𝜎𝑍،  بطوریکه𝑍  باشد( 1-9)معرفی شده در رابطه  تابع چگالیدارای. 

 . خواهیم داشت (9-9)با توجه به تابع مولد گشتاور رابطه  در این صورت،

𝑚𝑋(𝑡) = 𝐸(𝑒
𝑡𝑋) = 𝐸(𝑒𝑡(𝜇+𝜎𝑍)) = 𝑒𝜇𝑡 𝑚𝑍(𝑡𝜎) = 𝑒

𝜇𝑡2 𝑒
𝑡2𝜎2

2 Φ(𝛿𝜎𝑡) 

                                                                                        = 2 𝑒𝜇𝑡+
𝑡2𝜎2

2  Φ(𝛿𝜎𝑡) 

  □ .وبرهان کامل است

𝑋فرض کنید  (2111)الینگ،  1.3قضیه )*( ∼ 𝑆𝑁1(𝜇 , 𝜎
2, 𝜆)، ن یامید و واریانس ا در این صورت

  . خانواده به صورت زیر خواهد بود

𝐸(𝑋) = 𝜇 + √
2

𝜋
 𝜎 𝛿   ,   𝑉𝑎𝑟(𝑋) = 𝜎2 (1 −

2

𝜋
𝛿2) 

𝑋فرض کنید  : برهان = 𝜇 + 𝜎𝑍،  بطوریکه𝑍  باشد (1-9)معرفی شده در رابطه  تابع چگالیدارای 

 آیدنتیجه مطلوب به صورت زیر به دست می 449آنگاه با توجه به قضیه 

𝐸(𝑋) = 𝐸(𝜇 + 𝜎𝑍) = 𝜇 + 𝜎 𝐸(𝑍) =  𝜇 + √
2

𝜋
 𝜎 𝛿 

𝑉𝑎𝑟(𝑋) = 𝑉𝑎𝑟(𝜇 + 𝜎𝑍) = 𝜎2𝑉𝑎𝑟(𝑍) = 𝜎2 (1 −
2

𝜋
𝛿2) 

  □ .وبرهان کامل است
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یکی از روش های  .است ی مدلاز مسائل مورد بحث در خانواده های پارامتری، برآورد پارامتر ها

در اینجا باید دقت داشته باشیم که برآورد  باشد.می ماکسیمممعمول برآورد، روش درستنمایی 

نیست بنابراین ماکسیمم درستنمایی برای پارامترها در توزیع نرمال چوله به صورت دقیق میسر 

روش های عددی، . یکی از معروفترین تواند یک پیشنهاد مناسب باشدمیاستفاده از روش های عددی 

با لازم است عنوان کنیم که ( معرفی گردید. 1379که اولین بار توسط دمپستر ) است  EMالگوریتم 

توجه به مشکلات مبتلا به روش درستنمایی، روش دیگری نیز برای برآورد پارامترهای توزیع نرمال 

منظور، با فرض اینکه توزیع پیشین پارامتر  این شده است. برایاستنباط بیزی به کار برده  چوله در

، از الگوریتم مونت کارلوی زنجیر مارکوفی است غیر مرکزیاستیودنت  -tچولگی(، پارامتر شکل)

(MCMCبرای نمونه گیری از توزیع پسین و تعیین برآورد بیزی پارامتر شکل استفاده می ) .کنیم 

برای برآورد البته در این پایان نامه ( را ببینید. 1993برای جزئیات بیشتر فراهانی و خالدی )

 EMالگوریتم عددی از روش ی توزیع نرمال چوله و توزیع های نرمال چوله آمیخته مقیاسی پارامترها

 کنیم. استفاده می

، دو قضیه زیر را EMبا استفاده از الگوریتم  (1-9) بیان شده در رابطه قبل از برآورد پارامترهای مدل

 کنیم. عنوان می

𝑋فرض کنید  (1993)بهرامی،  14.3قضیه  ∼ 𝑆𝑁1(𝜇, 𝜎
2, 𝜆)، نمایش تصادفی دیگری  دراین صورت

 از این خانواده به صورت زیر خواهد بود. 

𝑋 =𝑑 𝜇 + 𝛿 𝑇 + √1 − 𝛿2 𝑈                                                                           (9-7)     

,𝑈که در آن متغیرهای تصادفی  𝑇  .مستقل و دارای توزیع زیر هستند 

𝑇 ∼ 𝑇𝑁(0, 𝜎2)𝐼{𝑡 > 0} =𝑑 𝐻𝑁(0, 𝜎2)      , 𝑈 ∼ 𝑁(0, 𝜎2) 
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به  𝑋به شرط  𝑇تابع چگالی متغیر تصادفی  ،1149با توجه به قضیه ( 1993بهرامی، ) 11.3قضیه 

 شود.صورت زیر معرفی می

𝑓𝑇|𝑋=𝑥(𝑡|𝑥) = [ Φ1 (
𝜆(𝑥 − 𝜇)

𝜎
)]

−1

×
1

√2𝜋𝜎2(1 − 𝛿2)
𝑒𝑥𝑝 {−

1

2𝜎2(1 − 𝛿2)
(𝑡 − 𝛿(𝑥 − 𝜇))

2
} 

                     = [1 − Φ1 (−
𝜆(𝑥 − 𝜇)

𝜎
)]

−1

×
1

√2𝜋𝜎2(1 − 𝛿2)
𝑒𝑥𝑝 {−

1

2𝜎2(1 − 𝛿2)
(𝑡 − 𝛿(𝑥 − 𝜇))

2
} 

 توان نوشت بنابراین می

𝑇|𝑋 = 𝑥 ∼ 𝑇𝑁(𝛿(𝑥 − 𝜇), 𝜎2(1 − 𝛿2)) 𝐼 {𝑡 > 0} 

از آنجا که به دست آوردن برآورد ماکسیمم درستنمایی برای پارامترهای توزیع نرمال چوله به دلیل 

به عنوان یک  EMالگوریتم  باشد.پذیر نمیوجود انتگرال در تابع چگالی آن، به صورت معمول امکان 

,𝑋تابع درستنمایی توام با استفاده از  بنابراین شود.راهکار به کار برده می 𝑇  در واقع بردار که𝑇  نقش

 ، مرحله اول الگوریتم به صورت زیر خواهد بود.  متغیرهای پنهان )گمشده( را دارد

𝑄(𝜽) = 𝐸(ℓ𝑐(𝜽|𝑿𝒄)|𝑋 = 𝑥) = 𝐸(log 𝑓(𝜽|𝑥, 𝑡)|𝑋 = 𝑥)    , 𝜽 = (𝜇, 𝜎2, 𝜆)𝑇 

𝑻به بکارگیری نمونه های تصادفی  با حال = (𝑇1, … , 𝑇𝑛)  و𝑿 = (𝑋1, … , 𝑋𝑛)  داریم 

𝐿𝑐(𝜽|𝑥, 𝑡) =∏𝑓(𝑇𝑖|𝑋𝑖 = 𝑥𝑖)𝑓(𝑥)

𝑛

𝑖=1

= ∏
1

πσ2√1 − 𝛿2

n

i=1

𝑒𝑥𝑝 {−
1

2σ2(1 − 𝛿2)
((𝑥𝑖 − 𝜇)

2 + 𝑡𝑖
2 − 2𝛿𝑡𝑖(𝑥𝑖 − 𝜇))} 

ℓ𝑐(𝜽|𝑿𝒄) = 𝑙𝑜𝑔(𝐿𝑐(𝜽|𝑥, 𝑡)) 
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                  = 𝑛 log
1

𝜋𝜎2√1 − δ2
−

1

2σ2(1 − 𝛿2)
{ ∑(𝑥𝑖 − 𝜇)

2 + 𝑡𝑖
2 − 2𝛿𝑡𝑖(𝑥𝑖 − 𝜇)

n

i=1

} 

 داریم  141و تعریف  1149حال با توجه به قضیه 

𝐸(𝑇|𝑋 = 𝑥) = 𝛿(𝑥 − 𝜇) + 𝜎√1 − 𝛿2
𝜑1 (

𝛿(𝑥−𝜇)

𝜎√1−𝛿2
)

Φ1 (
𝛿(𝑥−𝜇)

𝜎√1−𝛿2
)
  

𝐸(𝑇2|𝑋 = 𝑥) =  𝛿2(𝑥 − 𝜇)2 + 𝜎2(1 − 𝛿2) +
𝜑1 (

𝛿(𝑥−𝜇)

𝜎√1−𝛿2
)

Φ1 (
𝛿(𝑥−𝜇)

𝜎√1−𝛿2
)
 (𝛿(𝑥 − 𝜇)𝜎2(1 − 𝛿2)) 

الگوریتم :مرحله اول   اجرای 

𝑄(𝜽) = 𝐸(ℓ𝑐(𝜽|𝑿𝒄)|𝑋 = 𝑥) 

 =  𝑛 log
1

𝜋𝜎2√1 − δ2
−

1

2σ2(1 − 𝛿2)
∑(𝑥𝑖 − 𝜇)

2 −
1

2σ2(1 − 𝛿2)

n

i=1

∑𝐸(𝑇𝑖
2|𝑋𝑖 = 𝑥𝑖)

𝑛

𝑖=1

 

               +
𝛿

σ2(1 − 𝛿2)
∑(𝑥𝑖 − 𝜇)𝐸(𝑇𝑖|𝑋𝑖 = 𝑥𝑖) 

𝑛

𝑖=1

 

 حال فرض کنید

𝐸(𝑇𝑖|𝑋𝑖 = 𝑥𝑖) = 𝑡𝑖  , 𝐸(𝑇𝑖
2|𝑋𝑖 = 𝑥𝑖) = 𝑡𝑖

2 

  به ازای هرکدام از پارامترها 𝑄(𝜽)الگوریتم : ماکسمیم سازی  ممرحله دواجرای 

∂𝑄(𝜽)

𝜕𝜇
=

1

σ2(1 − 𝛿2)
 ∑(𝑥𝑖 − 𝜇)

2 −
𝛿

σ2(1 − 𝛿2)
∑𝑡𝑖 = 0

𝑛

𝑖=1

n

i=1

 

𝜇 ̂ =
1

𝑛
[ ∑𝑥𝑖 − 𝛿

𝑛

𝑖=1

∑𝑡𝑖

𝑛

𝑖=1

] 
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∂𝑄(𝜽)

𝜕𝜎2
= −

𝑛

𝜎2
+

1

2σ4(1 − 𝛿2)
∑(𝑥𝑖 − 𝜇)

2

𝑛

𝑖=1

+
1

2σ4(1 − 𝛿2)
 ∑𝑡𝑖

2 −
𝛿

σ4(1 − 𝛿2)

𝑛

𝑖=1

∑(𝑥𝑖 − 𝜇)𝑡𝑖 = 0 

𝑛

𝑖=1

 

𝜎2̂ =
1

2𝑛(1 − 𝛿2)
 ∑((𝑥𝑖 − 𝜇)

2 + 𝑡𝑖
2 − 2𝛿(𝑥𝑖 − 𝜇)𝑡𝑖 ) 

𝑛

𝑖=1

 

 محاسبه کنیم دله زیر را اباید مع 𝜆 پارامتر و در نهایت برای بدست آوردن برآورد

𝑛𝜎2𝛿(1 − 𝛿2) + ((1 + δ2))∑(𝑥𝑖 − 𝜇)𝑡𝑖 − δ∑𝑡𝑖
2 − 𝛿

𝑛

𝑖=1

n

i=1

∑(𝑥𝑖 − 𝜇)
2

𝑛

𝑖=1

= 0 

,𝜇بنابراین با دادن مقادیر اولیه برای  𝜎2, 𝛿 براساس الگوریتم  را درستنماییتوان برآورد ماکسیمم می

EM،  .طبق مراحل بالا به دست آورد 

 مدل نرمال چوله چند متغیره با یک پارامتر چولگی  3.3

و همکاران  لاکاسکه توسط  ،14249بخش در معرفی شده متغیره مدل  -𝑝در این قسمت حالت 

 کنیمعنوان میبرخی خصوصیات مهم از این خانواده را  را بیان می کنیم وتعمیم داده شده، ( 2112)

 )تاکید بیشتر ما روی حالت دو متغیره می باشد (

 -𝑝دارای توزیع نرمال چوله  𝑋گوییم متغیر تصادفی می (2112، و همکاران لاکاس) 4.3تعریف 

𝝁غیره با پارامتر مکانتم ∈ ℝ𝑝  ، ماتریس واریانس کواریانسΣ  این ماتریس(𝑝 × 𝑝  نیمه معین مثبت

𝝀و پارامتر چولگی  ( و متقارن است ∈ ℝ𝑝 اگر تابع چگالی آن به صورت زیر باشد ،است . 

𝑓𝑿(𝒙) = 2 𝜑𝑝(𝒙|𝝁, Σ)Φ1 (𝝀
𝑇Σ−

1

2(𝒙 − 𝝁))    , 𝒙 ∈ ℝ𝑝                                      (9-9)          

 . از نماد زیر برای نمایش  این خانواده استفاده می کنیم و

𝑿 ∼ 𝑆𝑁𝑝(𝝁, Σ, 𝝀) 
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,𝜑𝑝(𝒙|𝝁 که در آن Σ)  تابع چگالی نرمال𝑝- با پارامتر مکان  متغیره𝝁 مقیاس  وΣ  .است 

نمودار تابع چگالی و کانتور، از  ،برای اینکه دید شهودی خواننده را نسبت به این توزیع کامل کنیم

 بینیم ( می6-9( و )1-9)را در شکل های  (9-9معرفی شده در رابطه ) توزیع نرمال چوله دو متغیره

 
 نمودار کانتور برای توزیع نرمال چوله دو متغیره -(1-9شکل )

 

 
 نمودار تابع چگالی از توزیع نرمال چوله دو متغیره -(6-9شکل )
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𝑿اگر (2111، و همکاران )لاکاس 12.3قضیه  ∼ 𝑆𝑁𝑝(𝝁, Σ, 𝝀)،  آنگاه نمایش تصادفی برای این

  .خانواده به صورت زیر خواهد بود

𝑿 =𝑑  𝝁 + Σ
1

2 (𝛅 |Z1| + (Ip − 𝛅𝛅
𝐓)

1

2𝐙𝟐)                                                          (9-3)             

𝜹 که در آن  =
𝝀

√1+𝝀𝑻𝝀
، |Z1|   ونشان دهنده توزیع نیم نرمال است 

𝑍1 ∼ 𝑁(0,1)   , 𝒁𝟐 ∼ 𝑁𝑝(𝟎, 𝐼𝑝) 

  □محاسبه است. به راحتی قابل  749برهان این قضیه با بسط دادن قضیه  :برهان 

𝑿اگر (2111، و همکاران )لاکاس 13.3قضیه  ∼ 𝑆𝑁𝑝(𝝁, Σ, 𝝀) ،  آنگاه تابع مولد گشتاور این خانواده

 . به صورت زیر بیان می باشد

𝑚𝑿(𝑡 ) = 2 𝑒
𝒕𝑻𝝁+

1

2
𝒕𝑻Σ 𝒕Φ1 (𝛅

𝐓Σ
1

2 𝐭) 

    □ .امکان پذیر استبه راحتی  949با توجه به قضیه ، 1949قضیه اثبات  : برهان 

𝑿فرض کنید (2111، و همکاران لاکاس) 14.3قضیه )*( ∼ 𝑆𝑁𝑝(𝝁, Σ, 𝝀) ، در این صورت 

 شود.تعریف میگشتاورهایی از این خانواده به صورت زیر 

E(𝐗) = 𝝁 + √
2

𝜋
 Σ

1

2 𝛅          , 𝑉𝑎𝑟(𝑿) = Σ −
2

𝜋
 Σ

1

2𝛅 𝛅𝐓Σ
1

2 

 داریم  (3-9)رابطه  نمایش تصادفی بیان شده در با توجه به:  برهان

𝐸(𝑿) = 𝐸 (𝝁 + Σ
1

2 (𝛅 |Z1| + (Ip − 𝛅𝛅
𝐓)

1

2𝐙𝟐)) 

 شودنتیجه مورد نظربه صورت زیر حاصل می 1141و با توجه به تعریف 
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       = 𝝁 + Σ
1

2 (𝛅 E(|Z1|) + (Ip − 𝛅𝛅
𝐓)

1

2E(Z2)) = 𝝁 + Σ
1

2𝛅 E(|Z1|) + 0 = 𝝁 + √
2

𝜋
Σ
1

2𝛅 

𝑉𝑎𝑟(𝑿 ) = 𝑉𝑎𝑟 (𝝁 + Σ
1

2 (𝛅 |Z1| + (Ip − 𝛅𝛅
𝐓)

1

2𝐙𝟐)) 

                = 𝑉𝑎𝑟 (Σ
1

2 (𝛅 |Z1| + (Ip − 𝛅𝛅
𝐓)

1

2𝐙𝟐)) = Σ 𝑉𝑎𝑟 (𝛅 |Z1| + (Ip − 𝛅𝛅
𝐓)

1

2𝐙𝟐) 

,𝑍1با توجه به استقلال  𝒁𝟐  داریم 

                     = Σ[𝛿𝛿𝑇𝑉𝑎𝑟(|𝑍1|) + (Ip − 𝛅𝛅
𝐓)𝑉𝑎𝑟(𝑍2)]

= Σ[𝜹𝜹𝑻 (1 −
2

𝜋
) + (Ip − 𝛅𝛅

𝐓)Ip ] = Σ [𝜹𝜹
𝑻 −

2

𝜋
𝜹𝜹𝑻 + Ip − 𝜹𝜹

𝑻]

=  Σ −
2

𝜋
Σ
1

2𝜹𝜹𝑻Σ
1

2 

  □ .برهان کامل است و

 دو پارامترچولگی بایک متغیره   استاندارد مدل نرمال چوله 4.3

 بحث و  را مورد استچوله که دارای دو پارامتر چولگی  توزیع نرمالدیگری از  نوع در این بخش

 بررسی قرار می دهیم. 

با دو  یک متغیره دارای توزیع نرمال چوله استاندارد 𝑋گوییم می (2112)آرنولد و بیور،  5.3تعریف

  تعریف شود. است اگر تابع چگالی آن به صورت زیر پارامتر چولگی 

𝑓𝑋(𝑥, 𝜆0, 𝜆1) =
1

Φ1(
λ0

√1+λ1
2
)

 𝜑1(𝑥)Φ1(𝜆0 + 𝜆1𝑥)   , 𝑥 ∈ ℝ                                  (9-11)  

,𝜆0که در آن  𝜆1 ∈ ℝ ، هستند.  هردو پارامتر چولگی   

 شود. نماد زیر برای نمایش این خانواده استفاده می 

𝑋 ∼ 𝑆𝑁1(𝜆0, 𝜆1) 
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𝜆0در صورتیکه  ،(11-9)در مدل  1.3نتیجه  = رابطه بیان شده درباشد آنگاه مدل نرمال چوله  0

  خواهد آمد. بدست  (9-1)

𝜆0با قرار دادن : برهان  =  آید. دست میصورت زیر به نتیجه مطلوب به  ،(11-9در مدل ) 0

𝑓𝑋(𝑥, 0, 𝜆1) =
1

Φ1(0)
𝜑1(𝑥)Φ1(𝜆1𝑥) = 2 𝜑1(𝑥)Φ1(𝜆1𝑥) 

 حال تغییر پارامتر به صورت زیر را در نظر بگیرید 

𝛿0 =
𝜆0

√1+𝜆1
2
   ,    𝛿1 =

𝜆1

√1+𝜆1
2
                                                                            (9-11)  

 که متناظر با آن خواهیم داشت. 

𝜆0 =
𝛿0

√1−𝛿1
2
  ,     𝜆1 =

𝛿1

√1−𝛿1
2
                                                                          (9-21)  

 می توان از نماد زیر برای نمایش این خانواده استفاده کرد  (11-9بنابراین با توجه به رابطه )

𝑋 ∼ 𝑆𝑁1(𝛿0, 𝛿1) 

به صورت زیر نشان داده ( 11-9) رابطه با تغییر پارامتر  (11-9رابطه )در این صورت تابع چگالی  و

 . می شود

𝑓𝑋(𝑥, 𝛿0, 𝛿1) =
1

Φ1(δ0)
 𝜑1(𝑥) Φ1(

𝛿0+𝛿1𝑥

√1−𝛿1
2
   )                                                   (9-91)  

-9در شکل )( برای پارامترهای چولگی متفاوت 11-9معرفی شده در رابطه )نموداری از تابع چگالی 

 ( نشان داده شده است. 7
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نموداری از تابع چگالی نرمال چوله استاندارد با دو پارامتر چولگی -(7-9شکل )  

 دهد. ( نشان می11-9را در توزیع معرفی شده در رابطه )( 𝜆0تاثیر پارامتر چولگی اول ) ،(7-9شکل )

𝑋اگر  (2117)پوراحمدی،  15.3قضیه )*( ∼ 𝑆𝑁1(𝛿0, 𝛿1)،  آنگاه نمایش تصادفی برای این خانواده

 شودتعریف میبه صورت زیر 

𝑋 =𝑑 𝛿1𝑍1(−𝛿0) + √1 − 𝛿1
2 𝑍2                                                                   (9-41)       

 که در آن 

𝑍1(−𝛿0) =  {
𝑧1, 𝑧1 > −𝛿0

0,         سایر نقاط

,𝑍1که در آن  𝑍2 ∼ 𝑁1(0,1)، و  .از هم مستقل هستند و𝑍1  در نقطه−𝛿0   .بریده شده است 

-----     𝑆𝑁1(0,2) 

-----     𝑆𝑁1(1,2) 

-----  𝑆𝑁1(−1,2) 

-----  𝑆𝑁1(−2,2) 

-----     𝑆𝑁1(2,2) 
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𝑋فرض کنید  (2112)آرنولد و بیور،  16.3قضیه )*( ∼ 𝑆𝑁1(𝜆0, 𝜆1)، تابع مولد  در این صورت

 . گشتاور برای این خانواده به صورت زیر است

𝑚𝑋(𝑡) = 𝑒
𝑡2

2

Φ(
𝜆0+𝜆1𝑡

√1+𝜆1
2
)

Φ(
𝜆0

√1+𝜆1
2
)

                                                                                   (9-11)  

𝑋فرض کنید   17.3قضیه *(*)  ∼ 𝑆𝑁1(𝛿0, 𝛿1)، امید ریاضی و واریانس این خانواده  در این صورت

  .به صورت زیر است

𝐸(𝑋) = 𝛿1
𝜑(𝛿0)

Φ(𝛿0)
        , 𝑉𝑎𝑟(𝑋) = 𝛿1

2  
𝜑(𝛿0)

Φ(𝛿0)
(1 − 𝛿1

𝜑(𝛿0)

Φ(𝛿0)
) 

   

 داریم  (11-9)رابطه  معرفی شده در با توجه به تابع مولد گشتاور:  برهان

𝐸(𝑋) =
𝑑

𝑑𝑡
(𝑚𝑋(𝑡))|𝑡=0 ⇒ 𝐸(𝑋)   = 𝑡 𝑒

𝑡2

2
Φ(𝛿0 + 𝛿1𝑡)

Φ(𝛿0)
+ 𝑒

𝑡2

2 𝛿1
𝜑(𝛿0 + 𝛿1𝑡)

Φ(𝛿0)
|𝑡=0      

                                                                =  𝛿1
𝜑(𝛿0)

Φ(𝛿0)
    

𝐸(𝑋2) =
𝑑2

𝑑𝑡2
(𝑚𝑋(𝑡))|𝑡=0  ⇒ 𝐸(𝑋2)

= (𝑒
𝑡2

2 + 𝑡2𝑒
𝑡2

2 ) (
Φ(𝛿0 + 𝛿1𝑡)

Φ(𝛿0)
) +  𝑡𝑒

𝑡2

2 (
1

Φ(𝛿0)
𝛿1𝜑(𝛿0 + 𝛿1𝑡))

+ 𝑡𝑒
𝑡2

2 𝛿1
𝜑(𝛿0 + 𝛿1𝑡)

Φ(𝛿0)
+ 𝑒

𝑡2

2  𝛿1
2𝜑(𝛿0 + 𝛿1𝑡)|𝑡=0 =

𝛿1
2𝜑(𝛿0)

Φ(𝛿0)
 

𝑉𝑎𝑟(𝑋) = 𝐸(𝑋2) − 𝐸2(𝑋) = 𝛿1
2  
𝜑(𝛿0)

Φ(𝛿0)
(1 − 𝛿1

𝜑(𝛿0)

Φ(𝛿0)
) 

  □ .وبرهان کامل است

  . در قضیه زیر نمایش دیگری از توزیع نرمال چوله با دو پارامتر چولگی بیان می شود
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,𝑋فرض کنید  13.3قضیه *(*) 𝑌  در این متغیرهای تصادفی مستقل از توزیع نرمال استاندارد باشند

 . است (11-9)رابطه بیان شده در متغیر تصادفی زیر دارای توزیع  صورت

𝑍 = {𝑋|𝜆0 + 𝜆1𝑋 > 𝑌} 

𝑍یعنی  ∼ 𝑆𝑁1(𝜆0, 𝜆1) 

 با توجه به تعریف تابع چگالی شرطی داریم :  برهان

𝑃(𝑍 ≤ 𝑧) = 𝑃(𝑋 ≤ 𝑧|𝜆0 + 𝜆1𝑋 > 𝑌) =
𝑃(𝑋 ≤ 𝑧 , 𝜆0 + 𝜆1𝑋 > 𝑌)

𝑃(𝜆0 + 𝜆1𝑋 > 𝑌)
 

,𝑋استقلال  ازو 𝑌  داریم 

                    =
𝑃(𝑋 ≤ 𝑧 , 𝑌 < 𝜆0 + 𝜆1𝑋)

𝑃(𝜆0 + 𝜆1𝑋 > 𝑌)
=
∫ ∫ 𝜑(𝑥)

𝜆0+𝜆1𝑥

−∞

𝑧

−∞
𝜑(y)𝑑𝑥𝑑𝑦

P(𝜆0 + 𝜆1𝑋 > 𝑌)
 

𝑌اینکه با توجه به  − 𝜆1𝑋 ∼ 𝑁1(0,1 + 𝜆1
 توان نوشتمی است،  (2

𝑃(𝜆0 + 𝜆1𝑋 > 𝑌) = 𝑃(𝑌 − 𝜆1𝑋 < 𝜆0) = ∫
1

√2𝜋(1 + 𝜆1
2)
e
−

t2

2(1+𝜆1
2)

𝜆0

−∞

𝑑𝑡 

𝑡با تغییر متغیر 

√1+𝜆1
2
= 𝑢  داریم 

𝑃(𝜆0 + 𝜆1𝑋 > 𝑌)

=
1

√1 + 𝜆1
2
∫

1

√2𝜋
 𝑒−

𝑢2

2 √1 + 𝜆1
2 𝑑𝑢

𝜆0

√1+𝜆1
2

−∞

= ∫
1

√2𝜋
 𝑒−

𝑢2

2  𝑑𝑢 = Φ1 (
𝜆0

√1 + 𝜆1
2
) = Φ1(𝛿0)

 

𝜆0

√1+𝜆1
2

−∞

 

 بنابراین نتیجه مطلوب به صورت زیر به دست خواهد آمد
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𝑃(𝑍 ≤ 𝑧) =
∫ ∫ 𝜑(𝑥)

𝜆0+𝜆1𝑥

−∞

𝑧

−∞
𝜑(y)𝑑𝑥𝑑𝑦

Φ1(𝛿0)
 

  □ .وبرهان کامل است

با دو پارامتر چولگی با میانگین و  یک متغیره مدل نرمال چوله  1.4.3

 واریانس 

مدل  ،(11-9)رابطه تابع چگالی معرفی شده درمقیاس به  در این بخش با اضافه کردن پارامتر مکان و

  .را گسترش می دهیم

پارامتر  با دو یک متغیره دارای توزیع نرمال چوله 𝑋 گوییممی (2112)آرنولد و بیور،  6.3تعریف

𝜇چولگی با  ∈ ℝ  و𝜎 >  تابع چگالی آن به صورت زیر باشد. اگر  ،است 0

𝑓𝑋(𝑥) =
1

𝜎Φ(
𝜆0

√1+𝜆1
2
)

𝜑1 (
𝑥−𝜇

𝜎
)Φ1 (𝜆0 + 𝜆1 (

𝑥−𝜇

𝜎
))                                             (9-61)  

 ز نماد زیر برای نمایش این خانواده استفاده می کنیم او

𝑋 ∼ 𝑆𝑁1(𝜇, 𝜎
2, 𝜆0, 𝜆1) 

 شود. ( به صورت زیر بیان می16-9معرفی شده در رابطه ) توزیع نمایش دیگری برای

𝑓𝑋(𝑥) =
1

Φ(
𝜆0

√1+𝜆1
2
)

 𝜑1(𝑥|𝜇, 𝜎
2)Φ1 (𝜆0 + 𝜆1 (

𝑥−𝜇

𝜎
))                                           (9-71)  

ببینید. را  (9-9) شکل ( ببینیم،11-9برای اینکه تاثیر پارامترهای مکان و مقیاس را در مدل )  
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وتنمودار تابع چگالی توزیع نرمال چوله با دو پارامتر چولگی برای پارامترهای مکان و مقیاس متفا -(9-9شکل )  

𝑋اگر (2117)پوراحمدی،  2.3نتیجه  ∼ 𝑆𝑁1(𝜇, 𝜎
2, 𝜆0, 𝜆1)،  آنگاه نمایش تصادفی برای این

 .خانواده به صورت زیر بیان می شود

𝑋 =𝑑 𝜇 + 𝜎 (𝛿1𝑍1(−𝛿0) + √1 − 𝛿1
2 𝑍2) 

,𝑍1 که در آن 𝑍2  .متغیرهای تصادفی نرمال استاندارد هستند 

-به راحتی اثبات می 249، نتیجه (14-9با اضافه کردن پارامترهای مکان و مقیاس به رابطه )برهان : 

 شود. 

𝑋فرض کنید  3.3نتیجه )**( ∼ 𝑆𝑁1(𝜇, 𝜎
2, 𝜆0, 𝜆1) ، تابع مولد گشتاور این  در این صورت

 . شودمعرفی میت زیر رخانواده به صو

-----    𝑆𝑁1(1,2,1,2) 

----- 𝑆𝑁1(−1,2,1,2) 

----- 𝑆𝑁1(−2,4,1,2) 

-----    𝑆𝑁1(2,4,1,2) 

-----    𝑆𝑁1(4,4,1,2) 
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𝑚𝑋(𝑡) = 𝑒
𝜇𝑡+

𝑡2𝜎2

2
Φ(𝛿0 + 𝛿1𝜎𝑡)

Φ(𝛿0)
 

𝑋تبدیل  برهان : = 𝜇 + 𝜎𝑍  کهطوریدر نظر می گیریم به را 𝑍  باشد  (11-9)دارای توزیع رابطه

 آنگاه داریم 

𝑚𝑋(𝑡) = 𝐸(𝑒
𝑡𝑋) = 𝐸(𝑒𝑡(𝜇+𝜎𝑍)) = 𝑒𝜇𝑡𝑚𝑍(𝑡𝜎) = 𝑒

𝜇𝑡 𝑒
𝑡2𝜎2

2  
Φ(𝛿0 + 𝛿1𝜎𝑡)

Φ(𝛿0)
 

                                                                                       = 𝑒𝜇𝑡+
𝑡2𝜎2

2
Φ(𝛿0 + 𝛿1𝜎𝑡)

Φ(𝛿0)
 

  □ .وبرهان کامل است

𝑋اگر 4.3نتیجه )**( ∼ 𝑆𝑁1(𝜇, 𝜎
2, 𝜆0, 𝜆1) ،  آنگاه امید ریاضی و واریانس برای این خانواده به

 . صورت زیر است

𝐸(𝑋) = 𝜇 + 𝜎 (𝛿1
𝜑(𝛿0)

Φ(𝛿0)
) 

𝑉𝑎𝑟(𝑋) = 𝜎2 (𝛿1
2  
𝜑(𝛿0)

Φ(𝛿0)
(1 − 𝛿1

𝜑(𝛿0)

Φ(𝛿0)
)) 

𝑋با توجه به تبدیل  برهان : = 𝜇 + 𝜎𝑍طوریکه ، به𝑍 ( 11-9دارای توزیع معرفی شده در رابطه )

 هستند. قابل محاسبه به سادگی  449نتیجه روابط ، 1749و1149قضیه  با توجه به  و باشد

 مدل نرمال چوله چند متغیره با دو پارامتر چولگی  3.3

 بیان می کنیم  توزیعهمراه خصوصیاتی از این  به را (17-9) رابطهمدل چند متغیره  ،در این بخش

دارای توزیع نرمال چوله چند متغیره با دو پارامتر چولگی  𝑿 گوییممی (2111)ورنیک،  7.3تعریف 

 . اگر تابع چگالی آن به صورت زیرباشد ،است
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𝑓𝑿(𝒙) =
1

Φ(
𝜆0

√1+𝜆1
𝑇𝜆1

)

 𝜑𝑝(𝒙|𝝁, Σ)Φ1 (𝜆0 + 𝝀𝟏
𝑻Σ−

1

2(𝒙 − 𝝁)) , 𝒙 ∈ ℝ𝑝 (9-91)                       

𝜆0 که در آن  ∈ ℝ، 𝝀𝟏 ∈ ℝ
𝑝، 𝝁 ∈ ℝ𝑝  وΣ   یک ماتریس نیمه معین مثبت𝑝 × 𝑝  است به گونه ایی

Σکه  = Σ
1

2 Σ
1

2  . 

 از نماد زیر برای نمایش این خانواده استفاده می کنیم  و

𝑿 ∼ 𝑆𝑁𝑝(𝝁, Σ, 𝜆0, 𝝀𝟏)                                                                                 (9-31)  

 تغییر پارامترهای زیر را در نظر بگیرید.  

𝛿0 =
𝜆0

√1 + 𝝀𝟏
𝑻𝝀𝟏

   , 𝜹𝟏 =
𝝀𝟏

√1 + 𝝀𝟏
𝑻𝝀𝟏

  

𝜆0 =
𝛿0

√1−𝜹𝟏
𝑻𝜹𝟏

  , 𝝀𝟏 =
𝜹𝟏

√1−𝜹𝟏
𝑻𝜹𝟏

   , 𝜸 = Σ
1

 2𝛅𝟏     

( را به دو صورت زیر نوشت. 91-9توان تابع چگالی رابطه )با توجه به پارامترهای معرفی شده بالا می  

𝑿 ∼ 𝑆𝑁𝑝(𝝁, Σ, 𝛿0, 𝜹1) ⇒ 𝑓𝑿(𝒙) =
1

Φ(𝛿0)
 𝜑𝑝(𝒙|𝝁, Σ)Φ1

(

 
𝛿0 + 𝜹𝟏

𝑻Σ−
1

2(𝒙 − 𝝁)

√1 − 𝜹𝟏
𝑻𝜹𝟏 )

  

𝑿 ∼ 𝑆𝑁𝑝(𝝁, Σ, 𝛿0, 𝜸)  ⇒ 𝑓𝑋(𝑥) =
1

Φ(𝛿0)
 𝜑𝑝(𝒙|𝝁, Σ)Φ1 (

𝛿0 + 𝜸
𝑻Σ−1(𝒙 − 𝝁)

√1 − 𝜸𝑻Σ−1𝜸
) 

( 11-9( و )3-9)( را در شکل های 19-9نمودار تابع چگالی و کانتور، از توزیع معرفی شده در رابطه )

 ببینید. 
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نمودار کانتور از توزیع نرمال چوله دو متغیره با دو پارامتر چولگی  -(3-9شکل )  

 

 

 نمودار تابع چگالی از توزیع نرمال چوله دو متغیره با دو پارامتر چولگی -(11-9شکل )
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𝑿فرض کنید  11.3قضیه )**( ∼ 𝑆𝑁𝑝(𝝁, Σ, 𝛿0, 𝜹1) ، نمایش تصادفی برای این  در این صورت

 . خانواده به صورت زیر خواهد بود

𝑿 =𝑑  𝝁 + Σ
1

2 (𝜹𝟏𝑍1(−𝛿0) + (𝐼𝑝 − 𝜹𝟏𝜹𝟏
𝑻)

1

2𝒁𝟐)                                               (9-21)  

𝑍1 که در آن  ∼ 𝑁1(0,1)  و𝒁𝟐 ∼ 𝑁𝑝(𝟎, 𝐼𝑝) می باشد . 

 امکان پذیر است. به راحتی  ، اثبات  249با توجه به نتیجه  : برهان

𝑿فرض کنید   24.3قضیه )**( ∼ 𝑆𝑁𝑝(𝝁, Σ, 𝛿0, 𝜹1)،  امید و واریانس این مدل به در این صورت

 صورت زیر است 

𝐸(𝑿) = 𝝁 + Σ
1

2 (𝜹𝟏
𝜑(𝛿0)

Φ(𝛿0)
) 

𝑉𝑎𝑟(𝑿) = Σ [ 𝜹𝟏𝜹𝟏
𝑻 (1 − 

𝜑1
2(𝛿0) + 𝛿0Φ1(𝛿0)𝜑1(𝛿0)

Φ2(𝛿0)
) + (𝐼𝑝 − 𝜹𝟏𝜹𝟏

𝑻)]     

 قابل محاسبه است. به راحتی  141 تعریفو  1349روابط بالا با استفاده از قضیه  :  برهان

𝑿اگر   (2111)ورنیک،  21.3قضیه )*( ∼ 𝑆𝑁𝑝(𝝁, Σ, 𝛿0, 𝜹1)،  آنگاه تابع مولد گشتاور این خانواده

 به صورت زیر خواهد بود. 

𝑚𝑿(𝑡) = 𝑒𝑥𝑝 {𝒕
𝑻𝝁 +

𝒕𝑻𝛴 𝒕

2
}
Φ(𝛿0+𝜹𝟏

𝑻Σ
1
2𝒕)

Φ(𝛿0)
                                                         (9-12)  

 داریم ( 21-9)با توجه به رابطه  برهان : 

𝑚𝑿(𝑡) = 𝐸(𝑒
𝒕𝑻𝑿) = 𝐸

(

 𝑒
𝒕𝑻(𝝁+Σ(𝜹𝟏𝑍1(−𝛿0)+(𝐼𝑝−𝜹𝟏𝜹𝟏

𝑻)
1
2𝒁𝟐))

)

  

,𝑍1حال از آن جایی که  𝒁𝟐    نتیجه گرفت می توان  هستند مستقل 
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𝑚𝑿(𝑡) = 𝑒
𝒕𝑻𝝁𝐸 (𝑒𝒕

𝑻Σ
1
2𝜹𝟏𝑍1(−𝛿0))𝐸 (𝑒𝒕

𝑻Σ
1
2(𝐼𝑝−𝜹𝟏𝜹𝟏

𝑻)
1
2𝒁𝟐) 

             = 𝑒𝒕
𝑻𝝁 𝑚𝑍1(−𝛿0) (𝒕

𝑻Σ
1

2𝜹𝟏)𝑚𝑍2 (𝒕
𝑻Σ

1

2(𝐼𝑝 − 𝜹𝟏𝜹𝟏
𝑻)

1

2) 

             =  𝑒𝑥𝑝 {𝒕𝑻𝝁 +
𝒕𝑻𝛴 𝒕

2
}
Φ (𝛿0 + 𝜹𝟏

𝑻Σ
1

2𝒕)

Φ(𝛿0)
 

  □ .و برهان کامل است

𝑿ض کنیدرف (2111)ورنیک،  22.3قضیه  ∼ 𝑆𝑁𝑝(𝝁, Σ, 𝛿0, 𝜸) ، بردار𝑿  را به دو زیر بردار به

𝑿𝑻صورت  = (𝑿𝟏
𝑻, 𝑿𝟐

𝑻)
𝑻  با بعدهای𝑝1, 𝑝2،  بطوریکه𝑝1 + 𝑝2 = 𝑝، کنیم. و به طور مشابهافراز می 

   داریم 

Σ = [
Σ11 Σ12
Σ21 Σ22

] , 𝝁 = [𝝁𝟏
𝑻 𝝁𝟐

𝑻]𝑻 , 𝜸 = [𝜸𝟏
𝑻 𝜸𝟐

𝑻]    , 𝒕 = [𝒕𝟏
𝑻 𝒕𝟐

𝑻] 

 در این صورت 

𝑿𝟏
𝑻 ∼ 𝑆𝑁𝑝1(𝝁𝟏

𝑻, Σ11, 𝛿0, 𝜸𝟏
𝑻) 

 و

𝑿𝟏
𝑻|𝑿𝟐

𝑻 ∼ 𝑆𝑁𝑝1(𝝁𝟏𝟏, Σ11 − Σ12Σ22
−1Σ21, 𝒍𝟎, 𝒍𝟏) 

  که در آن 

𝝁𝟏𝟏 = 𝝁𝟏 + Σ12Σ22
−1(𝒙𝟐 − 𝝁𝟐) ,    𝒍𝟎 =

𝜸𝟐
𝑻Σ22
−1(𝒙𝟐 − 𝝁𝟐)

√1 − 𝜸𝑻Σ−1𝜸
 

  𝒍𝟏 =
(Σ11 − Σ12Σ22

−1Σ21)
−
1

2(𝜸𝟏 − Σ12Σ22
−1𝜸𝟐)

√1 − 𝜸𝑻Σ−1𝜸
 

𝒕𝟐قرار دادن ( و با 21-9)تابع مولد گشتاور رابطه با استفاده از :  برهان =  داریم  0
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𝑚𝑿 (
𝒕𝟏
0
) = exp {𝒕𝟏

𝑻𝝁𝟏 +
𝒕𝟏
𝑻Σ11𝒕𝟏
2

}
Φ(𝛿0 + 𝜸𝟏

𝑻𝒕𝟏)

Φ(𝛿0)
 

 واز آنجاییکه تابع مولد گشتاور توزیع را به صورت یکتا مشخص می کند می توان نوشت 

𝑿𝟏
𝑻 ∼ 𝑆𝑁𝑝1(𝝁𝟏

𝑻, Σ11, 𝛿0, 𝜸𝟏
𝑻) 

 □برهان کامل است.  و

𝑿فرض کنید (2111)ورنیک،  23.3قضیه  ∼ 𝑆𝑁𝑝(𝝁, Σ, 𝛿0, 𝜸)   و𝒃  یک بردارحقیقی𝑚 ×  𝐶 و 1

𝑚ماتریس  یک × 𝑝  با رتبه𝑚  باشد بطوریکه𝑝 > 𝑚 ، اگر داشته باشیم𝒀 = 𝒃 + 𝐶𝑿،  در این

 صورت 

𝒀 ∼ 𝑆𝑁𝑚(𝒃 + 𝐶𝝁, 𝐶Σ𝐶
𝑇 , 𝛿0, 𝐶𝜸) 

 داریم  (21-9)با استفاده از تابع مولد گشتاور رابطه  : برهان

𝑚𝒀(𝑡) = 𝐸(𝑒
𝒕𝑻𝒀) = 𝐸(𝑒𝒕

𝑻(𝒃+𝐶𝑿)) = 𝑒𝒕
𝑻𝒃𝑚𝑿(𝒕

𝑻𝐶)

=
𝑒𝒕
𝑻𝒃 exp {𝒕𝑻𝐶𝝁 +

𝐶𝒕𝑻𝛴 𝐶𝑇𝒕

2
}   Φ(𝛿0 + 𝜸

𝑻𝐶𝑇𝒕)

Φ(𝛿0)
 

= exp {𝒕𝑻(𝒃 + 𝐶𝝁) +
𝒕𝑻𝐶𝛴 𝐶𝑇𝒕

2
 }
Φ(𝛿0 + 𝜸

𝑻𝐶𝑇𝒕)

Φ(𝛿0)
  

 آید. نتیجه مطلوب به صورت زیر به دست مییک ماتریس معین مثبت است  𝐶𝛴 𝐶𝑇 با توجه به اینکه

𝒀 ∼ 𝑆𝑁𝑚(𝒃 + 𝐶𝝁, 𝐶Σ𝐶
𝑇 , 𝛿0, 𝐶𝜸) 
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 مقدمه 1. 4

این . معرفی می کنیمآمیخته مقیاسی را نرمال چوله توزیع های خانواده دو مدل از در این فصل 

. بنابراین اگر با داده هایی سر و کار داشته دوم وسوم استفصل های  ی ازفصل در حقیقت ترکیب

د، نباشیم که نمودار هیستوگرام این داده ها هم دارای چولگی و هم دارای دنباله های ضخیم باش

د یک پیشنهاد مناسب برای برازش به این نوع از نتوانشده در این فصل میخانواده توزیع های معرفی 

با توجه به معرفی دو مدل از توزیع های نرمال چوله در فصل سوم، در این فصل دو د. نداده ها باش

دسته از خانواده توزیع های نرمال چوله آمیخته مقیاسی را با یک و دو پارامتر چولگی معرفی می 

   کنیم ات آماری مناسبی از این دو خانواده را بیان میکنیم و خصوصی

با یک پارامتر آمیخته مقیاسی چند متغیره نرمال چوله توزیع های  2. 4

 چولگی 

معرفی  949نرمال چوله با یک پارامتر چولگی که در بخش  مدلدر این بخش توزیع آمیخته را روی 

  تعریف زیر را داریم.  ابتدا. کنیممیبیان  ،شد

با تابع توزیع  نمایی یک متغیر تصادفی مثبت تک 𝑈اگر  (2111، و همکاران لاکاس) 1.4تعریف 

𝐻(𝑢, 𝛼)  باشد آنگاه می گوییم𝑿 آمیخته مقیاسی است اگر تابع  چوله نرمال های توزیع عضو خانواده

 تعریف شود. چگالی آن به صورت زیر 

𝑓𝑿(𝒙) = 2 ∫ 𝜑𝑝(𝒙|𝝁, 𝑢
−1Σ)Φ1 (𝑢

1

2𝝀𝑻Σ−
1

2(𝒙 − 𝝁))𝑑𝐻(𝑢, 𝛼) , 𝒙 ∈ ℝ𝑝 
𝑢

(4-1)                 

 ز نماد زیر برای نمایش این خانواده استفاده می کنیم وا

𝑿 ∼ 𝑆𝑁𝐼𝑝(𝝁, Σ, 𝝀, 𝐻) 
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  . را داریم نتیجه زیر (1-4)با توجه به تابع چگالی رابطه  (2111، و همکاران لاکاس) 1.4نتیجه )*(

𝑿|𝑈 = 𝑢 ∼ 𝑆𝑁𝑝(𝝁 , 𝑢
−1Σ , 𝝀 )                                                                      (4-2)  

 داریم  وتابع چگالی شرطی جه به تعریف تابع چگالی حاشیه ایبا تو :برهان 

𝑓𝑋(𝑥) = ∫𝑓𝑋,𝑈(𝑥, 𝑢)𝑑𝑢 = ∫𝑓𝑋|𝑈(𝑥|𝑢)ℎ(𝑢)𝑑𝑢 = ∫𝑓𝑋|𝑈(𝑥|𝑢)𝑑𝐻(𝑢, 𝛼)

𝑢𝑢𝑢

 

  □ .برهان کامل است ،949معرفی شده در بخش  چگالی نرمال چولهتابع و  (1-4رابطه ) با توجه به که

𝝀اگر  ،(1-4رابطه )در تابع چگالی  (2111، و همکاران لاکاس) 2.4نتیجه  = خانواده توزیع  آنگاه ،𝟎

 آید. به دست میآمیخته مقیاسی  نرمال های

𝝀قرار دهیم با  برهان : =  داریم  (1-4در رابطه ) 𝟎

𝑓𝑿(𝒙) = ∫2𝜑𝑝(𝒙|𝝁, 𝑢
−1Σ)

𝑢

1

2
𝑑𝐻(𝑢, 𝛼) = ∫𝜑𝑝(𝒙|𝝁, 𝑢

−1Σ)

𝑢

 𝑑𝐻(𝑢, 𝛼) 

  □ .وبرهان کامل است

𝑿فرض کنید (2111، و همکاران لاکاس) 1.4قضیه  ∼ 𝑆𝑁𝐼𝑝(𝝁, Σ, 𝝀, 𝐻) ، نمایش  در این صورت

  شود. معرفی می تصادفی برای این خانواده به صورت زیر

𝑿 =𝑑  𝝁 + 𝑈−
1

2 𝒁                                                                                          (4-9)  

 که در آن

 𝒁 ∼ 𝑆𝑁𝑝(𝟎, Σ , 𝝀)  

 رابطه بالا از این حقیقت ناشی می شود که  برهان :

𝑿|𝑈 = 𝑢 ∼ 𝑆𝑁𝑝(𝝁 , 𝑢
−1Σ , 𝝀 ) 

  □ .برهان کامل است 𝑈و با مشخص بودن توزیع 
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∽ 𝑿اگر (2111، و همکاران )لاکاس 2.4قضیه )*( 𝑆𝑁𝐼𝑝(𝝁, Σ, 𝝀, 𝐻)تابع مولد گشتاور این  ، آنگاه

 شود.بیان میخانواده به صورت زیر 

𝑚𝑿(𝑡) = ∫2𝑒
𝒕𝑻𝝁 +

1

2
𝑢−1𝒕𝑻Σ 𝒕

𝑢

 Φ1 (𝑢
−
1

2 𝜹𝑻Σ
1

2 𝒕) 𝑑𝐻(𝑢, 𝛼) 

 خواص امید ریاضی شرطی داریم  با توجه به برهان : 

𝑚𝑿(𝑡) = 𝐸(𝑒
𝒕𝑿 ) = 𝐸𝑢𝐸(𝑒

𝒕𝑿|𝑈) = 𝐸𝑢 (𝑚𝑿|𝑈=𝑢(𝒕)) 

  و در ادامه 

𝑿 ∼ 𝑆𝑁𝑝(𝝁 , Σ , 𝝀)  ⇒ 𝑚𝑿(𝑡) = 2 𝑒
𝒕𝑻𝝁+

1

2
𝒕𝑻Σ 𝒕Φ1 (𝜹

𝑻Σ
1

2 𝒕) 

𝑚𝑿(𝑡) = 𝐸𝑢 (𝑚𝑿|𝑈=𝑢(𝑡)) = ∫2𝑒
𝒕𝑻𝝁 +

1

2
𝑢−1𝒕𝑻Σ 𝒕

𝑢

Φ1 (𝑢
−
1

2 𝜹𝑻Σ
1

2 𝒕) 𝑑𝐻(𝑢, 𝛼) 

  □ .وبرهان کامل است

∽ 𝑿 فرض کنید (2111، و همکاران )لاکاس 3.4قضیه )*( 𝑆𝑁𝐼𝑝(𝝁, Σ, 𝝀, 𝐻) ،برای  در این صورت

𝒃هربردار ثابت  ∈ ℝ𝑚 ماتریس  و𝐴 ∈ ℝ𝑚×𝑝 می توان نوشت  ،1با رتبه کامل 

𝒀 = 𝒃 + 𝐴𝑿 ∼ 𝑆𝑁𝐼𝑚(𝒃 + 𝐴𝝁 , 𝐴Σ𝐴
𝑇 , 𝝀∗, 𝐻)   

 
     𝝀

∗
=

𝜹∗

√1 − 𝜹∗𝑻𝜹∗
       , 𝜹∗ = (𝐴Σ𝐴𝑇)−

1

2𝐴Σ
1

2 𝜹 

 توان نوشتمی ،244تعریف شده در قضیه  تابع مولد گشتاوربا توجه به برهان : 

                                              
1. Full rank 
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𝑚𝒀(𝑡) = 𝐸(𝑒
𝑡𝒀) = 𝐸(𝑒𝒕

𝑻(𝒃+𝐴𝑿)) = 𝑒𝒕
𝑻𝒃𝑚𝑿(𝒕

𝑻𝐴)

= 𝑒𝒕
𝑻𝒃∫2𝑒𝒕

𝑻𝐴𝝁+
1

2
𝑢−1𝒕𝑻𝐴Σ𝐴𝑇𝒕

𝑢

 Φ1 (𝑢
−
1

2 𝜹𝑻Σ
1

2 𝐴𝑇𝒕) 𝑑𝐻(𝑢)

= ∫2𝑒𝒕
𝑻(𝒃+𝐴𝝁)+

1 

2 
𝑢−1𝒕𝑻𝐴Σ𝐴𝑇𝒕

𝑢

Φ(𝑢−
1

2 𝜹∗𝑻𝜓
1

2𝒕) 𝑑𝐻(𝑢) 

𝜓که در آن  = 𝐴Σ𝐴𝑇   و𝜹∗ = 𝜓−
1

2 𝐴Σ
1

2 𝛅آید. مطلوب به صورت زیر به دست مینتیجه   ، بنابراین  

𝒀 ∼ 𝑆𝑁𝐼𝑚(𝒃 + 𝐴𝝁, 𝐴Σ𝐴
𝑇 , 𝝀∗, 𝐻) ,       𝝀∗ =

𝜹∗

√1 − 𝜹∗𝑻𝜹∗
  , 𝜹∗ = 𝜓−

1

2 𝐴Σ
1

2 𝛅 

  □ .و برهان کامل است

∽ 𝑿 اگر  (2111، و همکاران )لاکاس 3.4نتیجه )*( 𝑆𝑁𝐼𝑝(𝝁, Σ, 𝝀, 𝐻)  و𝒂 ∈ ℝ𝑝  آنگاه 

𝒂𝑻𝑿 ∼ 𝑆𝑁𝐼𝑝(𝒂
𝑻𝝁,𝒂𝑻Σ 𝒂, 𝝀∗, 𝐻) 

 داریم 244قضیه  معرفی شده در با استفاده از تابع مولد گشتاور و 944مانند برهان قضیه برهان :

𝒀 = 𝑎𝑇𝑿 ⇒ 𝑚𝒀(𝑡) = 𝐸(𝑒
𝑡𝒀) = 𝐸(𝑒𝑡(𝒂

𝑻𝑿)) = 𝑚𝑿(𝒂
𝑻𝒕)

= ∫2𝑒𝒕
𝑻𝒂𝝁+

1

2
𝑢−1𝒕𝑻𝒂Σ𝒂𝑻𝒕 Φ (𝑢−

1

2 𝜹𝑻Σ
1

2 𝒂𝑻𝒕) 𝑑𝐻(𝑢)

𝑢

= ∫2𝑒𝒕
𝑻𝒂𝝁+

1

2
𝑢−1𝒕𝑻𝒂Σ𝒂𝑻𝒕 Φ (𝑢−

1

2 𝜹∗𝑻𝜓
1

2𝒕) 𝑑𝐻(𝑢)

𝑢

 

𝜓 که در آن  = 𝒂Σ𝒂𝑻  و𝜹∗ = 𝜓−
1

2 𝑎Σ
1

2 𝛅 ، زیع را به اینکه تابع مولد گشتاور توبنابراین با توجه به

   آید. صورت یکتا مشخص می کند، نتیجه به صورت زیر به دست می

𝒀 = 𝒂𝑻𝑿 ∼ 𝑆𝑁𝐼𝑝(𝒂𝝁, 𝒂Σ𝒂
𝑻, 𝝀∗, 𝐻)  , 𝝀∗ =

𝜹∗

√1 − 𝜹∗𝑻𝜹∗
   

  □ .و برهان کامل است
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𝑿فرض کنید (2111، و همکاران )لاکاس 4.4قضیه  ∼ 𝑆𝑁𝐼𝑝(𝝁, Σ, 𝝀, 𝐻) ،  بردار𝑿 دو زیر  را به

𝑿𝑻 صورت  بردار به = (𝑿𝟏
𝑻, 𝑿𝟐

𝑻)  با بعدهای𝑝1, 𝑝2  بطوریکه𝑝1 + 𝑝2 = 𝑝،  وبه طور افراز کنیم

 مشابه داریم 

Σ = [
Σ11 Σ12
Σ21 Σ22 

]     , 𝝁 = [𝝁𝟏
𝑻 𝝁𝟐

𝑻]𝑻 

 در این صورت داریم

𝑿𝟏 ∼ 𝑆𝑁𝐼𝑝1 (𝝁𝟏 , Σ11, Σ11

1

2  𝝂~, 𝐻)  

 که در آن 

𝝂~ =
 𝝂𝟏 + Σ11

−1 Σ12𝝂𝟐

√1 + 𝝂𝟐
𝑻Σ22.1 𝝂𝟐

 ,  Σ22.1 = Σ22 − Σ21Σ11 
−1 Σ12 , 𝝂 = Σ

−
1

2𝛌 = (𝛎𝟏
𝐓, 𝛎𝟐

𝐓) 

𝑿اگر  444تحت فرضیات قضیه  (2111، و همکاران )لاکاس 5.4قضیه  ∼ 𝑆𝑁𝐼𝑝(𝝁, Σ, 𝝀, 𝐻)  ، آنگاه 

𝑓𝑿𝟐|𝑿𝟏,𝑈(𝒙𝟐|𝒙𝟏, 𝑢) = 𝜑𝑝2(𝒙𝟐|𝝁𝟐.𝟏, 𝑢
−1Σ22.1)

Φ1 (𝑢
1

2 𝝂𝑻(𝒙 − 𝝁))

Φ1 (𝑢
1

2 𝝂~𝑻(𝒙𝟏 − 𝝁𝟏))

 

 که در آن 

𝝁𝟐.𝟏 = 𝝁𝟐 + Σ21Σ11 
−1 (𝒙𝟏 − 𝝁𝟏) 

    داریم  444قضیه و  144نتیجه به باتوجه برهان : 

 𝑿|𝑈 = 𝑢 ∼ 𝑆𝑁𝑝(𝝁, 𝑢
−1Σ , 𝝀)   , 𝑿1|𝑈 = 𝑢 ∼ 𝑆𝑁𝑝1 (𝝁𝟏 , 𝑢

−1Σ11, Σ11

1

2  𝝂~)  

   توان نوشتچگالی شرطی می و با استفاده از تعریف تابع
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𝑓𝑿𝟐|𝑿𝟏,𝑈(𝒙𝟐|𝒙𝟏, 𝑢) =
𝑓(𝒙𝟐, 𝒙𝟏, 𝑢)

𝑓(𝒙𝟏, 𝑢)
=
𝑓(𝒙𝟐, 𝒙𝟏|𝑢)𝑓(𝑢)

𝑓(𝒙𝟏|𝑢)𝑓(𝑢)
=
𝑓(𝒙𝟐, 𝒙𝟏|𝑢)

𝑓(𝒙𝟏|𝑢)
=
𝑓(𝒙|𝑢)

𝑓(𝒙𝟏|𝑢)
           

                                    

 بنابراین داریم 

𝑓𝑿𝟐|𝑿𝟏,𝑈(𝒙𝟐|𝒙𝟏, 𝑢) =

2𝜑𝑝(𝒙|𝝁, 𝑢
−1Σ)Φ1 (𝑢

1

2 𝝀𝑻Σ−
1

2 (𝒙 − 𝝁))

2 𝜑𝑝1(𝒙𝟏|𝝁𝟏, 𝑢
−1Σ11)Φ1 (𝑢

1

2 Σ11
−
1

2  𝝂~𝑻 Σ11

1

2 (𝒙𝟏 − 𝝁𝟏))

 

                                  =

𝜑𝑝(𝒙|𝝁, 𝑢
−1Σ)Φ1 (𝑢

1

2 𝝂~ (𝒙 − 𝝁))

𝜑𝑝1(𝒙𝟏|𝝁𝟏, 𝑢
−1Σ11) Φ1 (𝑢

1

2   𝝂~𝑻 (𝒙𝟏 − 𝝁𝟏))

 

                                = 𝜑𝑝2(𝒙𝟐|𝝁𝟐.𝟏, 𝑢
−1Σ22.1)

Φ1 (𝑢
1

2 𝝂𝑻(𝒙 − 𝝁))

Φ1 (𝑢
1

2 𝝂~𝑻(𝒙𝟏 − 𝝁𝟏))

 

  □ .و برهان کامل است

𝑿اگر  (2111، و همکاران )لاکاس 4.4 نتیجه ∼ 𝑆𝑁𝐼𝑝(𝝁, Σ, 𝝀, 𝐻)،  آنگاه داریم 

𝐸(𝑿𝟐|𝑿𝟏, 𝑈) = 𝝁𝟐.𝟏 + 𝑢
−
1

2  

𝜑1 (𝑢
1

2𝝂~𝑻(𝒙𝟏 − 𝝁𝟏))

Φ1 (𝑢
1

2 𝝂~𝑻(𝒙𝟏 − 𝝁𝟏))

Σ22.1𝝂𝟐

√1 + 𝝂𝟐
𝑻Σ22.1𝝂𝟐

  

  .قابل اثبات است به راحتی 144معرفی شده در قضیه با توجه به تابع چگالی  برهان :

𝑿اگر  ،444با توجه به فرضیات قضیه  (2111، و همکاران لاکاس) 6.4قضیه)*( ∼

𝑆𝑁𝐼𝑝(𝝁, Σ, 𝝀, 𝐻)،  آنگاه گشتاور مرتبه اول𝑿𝟐  به شرط𝑿𝟏 = 𝑥1  شودتعریف میبه صورت زیر  
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𝐸(𝑿𝟐|𝑿𝟏 = 𝒙𝟏) = 𝝁𝟐.𝟏 +
Σ22.1𝝂𝟐

√1 + 𝝂𝟐
𝑻Σ22.1 𝝂𝟐

 𝐸 (𝑈−
1

2  
𝜑1(𝑢

1
2𝝂~𝑻(𝒙𝟏−𝝁𝟏))

Φ1(𝑢
1
2 𝝂~𝑻(𝒙𝟏−𝝁𝟏))

|𝒙𝟏)  

  زیر خاصیت امید ریاضی شرطیبا استفاده از  : برهان

𝐸(𝑿𝟐|𝑿𝟏) = 𝐸𝑈(𝐸(𝑿𝟐|𝑿𝟏, 𝑈|𝑿𝟏)) 

  □ .برهان کامل است، 444با توجه به نتیجه  و

𝑿فرض کنید (2111، و همکاران )لاکاس 7.4قضیه  ∼ 𝑆𝑁𝐼𝑚(𝝁𝟏, Σ1, 𝝀, 𝐻)   و 𝑌 ∼

𝑁𝐼𝑝(𝝁𝟐, Σ2, 𝐻)، برای هر ماتریس  در این صورت𝐴  از مرتبه𝑝 × 𝑚  داریم 

𝐴𝑿 + 𝒀 ∼ 𝑆𝑁𝐼𝑝(𝐴𝝁𝟏 + 𝝁𝟐 , 𝐴Σ1𝐴
𝑇 + Σ2, 𝝀∗ , 𝐻) 

 که در آن 

𝝀∗ =
𝜹∗

√𝟏 − 𝜹∗𝑻𝜹∗
          , 𝜹∗ = (𝐴Σ1𝐴

𝑇 + Σ2)
−
1

2 𝐴Σ1

1

2 𝜹 

 روابط زیر را داریم  144و  142 اییابا توجه به قض : برهان

𝑿 =𝑑  𝝁𝟏 +𝑈
−
1

2 𝒁      , 𝒁 ∼ 𝑆𝑁𝑚(𝟎, Σ1, 𝝀) 

𝒀 =𝑑  𝝁𝟐 + 𝑈
−
1

2 𝑾      ,𝑾 ∼ 𝑁𝑝(𝟎, Σ2) 

 می توان نوشت  144و 142نتایج همچنین با توجه به 

𝑿|𝑈 = 𝑢 ∼ 𝑆𝑁𝑚(𝝁𝟏, 𝑈
−1Σ1, 𝝀) 

𝒀|𝑈 = 𝑢 ∼ 𝑁𝑝(𝝁𝟐 , 𝑈
−1Σ2) 

𝑽حال فرض کنید  = 𝐴𝑿 + 𝒀،  استقلال با توجه به𝑿, 𝒀, 𝑈  داریم 
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𝑚𝑽(𝑡) = 𝐸(𝑒
𝒕𝑽) = 𝐸(𝑒𝒕(𝐴𝑿+𝒀)) = 𝐸(𝑒𝒕𝐴𝑿+𝒕𝒀) = 𝐸𝑈(𝐸(𝑒

𝒕𝐴𝑿|𝑈)𝐸(𝑒𝑡𝒀|𝑈))

= ∫𝑚𝐴𝑿|𝑈(𝑡)𝑚𝒀|𝑈(𝑡)𝑑𝐻(𝑢)

𝑢

= ∫2 𝑒𝒕
𝑻𝐴𝝁𝟏+

1

2
 𝑢−1𝒕𝑻𝐴Σ1𝐴

𝑇𝒕 Φ1 (𝜹
𝑻𝑢−

1

2 Σ1

1

2 𝐴𝑇𝒕) 𝑒𝒕
𝑻𝝁𝟐+

1

2
 𝑢−1𝒕𝑻Σ2𝒕 𝑑𝐻(𝑢)

𝑢

= ∫2 𝑒𝒕
𝑻(𝐴𝝁𝟏+𝝁𝟐)+

1

2
 𝑢−1𝒕𝑻(𝐴Σ1𝐴

𝑇+Σ2)𝒕 Φ1 (𝜹∗
𝑻𝑢−

1

2𝜓
1

2 𝒕) 𝑑𝐻(𝑢)

𝑢

 

𝜓که در آن  =  𝐴Σ1𝐴
𝑇 + Σ2  و𝜹∗ = 𝜓

−
1

2 𝐴 Σ
1

2 𝛅 ،  است واضح کاملا  244بنابراین با توجه به قضیه

 که 

𝑽 ∼ 𝑆𝑁𝐼𝑝(𝐴𝝁𝟏 + 𝝁𝟐 , 𝐴Σ1𝐴
𝑇 + Σ2 , 𝝀∗ , 𝐻) 

𝑿فرض کنید  (2111، و همکاران )لاکاس 3.4قضیه )*( ∼ 𝑆𝑁𝐼𝑝(𝝁, Σ, 𝝀, 𝐻)امید  ، در این صورت

  . استاین خانواده به صورت زیر ریاضی و واریانس

𝐸(𝑿) = 𝝁 + √
2

𝜋
 𝐸 (𝑈−

1

2) Σ
1

2 𝛅      , 𝐸 (𝑈−
1

2) < ∞ 

𝑉𝑎𝑟(𝑿) = 𝐸(𝑈−1)𝛴 −
2

𝜋
 𝐸2 (𝑈−

1

2)𝛴
1

2 𝜹𝜹𝑻 𝛴
1

2     , 𝐸(𝑈−1) < ∞ 

,𝑈اینکه متغیرهای تصادفی در نظر داشتن با  و 1249 و144 اییابا توجه به قض : برهان 𝒁   مستقل از

 می توان نوشت  هستند،یکدیگر

𝐸(𝑿) = 𝐸 (𝝁 + 𝑈−
1

2 𝒁) =  𝝁 + 𝐸 (𝑈−
1

2)𝐸(𝒁) = 𝝁 + 𝐸 (𝑈−
1

2) √
2

𝜋
 Σ

1

2 𝛅    

 همچنین با توجه به معادله 

𝑉𝑎𝑟(𝑋 𝑌) = 𝐸2(𝑋)𝑉𝑎𝑟(𝑌) + 𝐸2(𝑌)𝑉𝑎𝑟(𝑋) + 𝑉𝑎𝑟(𝑋)𝑉𝑎𝑟(𝑌)   , 𝑋 ⊥ 𝑌 

 شود. نتیجه به صورت زیر حاصل می
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𝑉𝑎𝑟(𝑿) = 𝑉𝑎𝑟 (𝝁 + 𝑈−
1

2 𝒁) = 𝑉𝑎𝑟 (𝑈−
1

2 𝒁)

= 𝐸2 (𝑈−
1

2) (Σ −
2

𝜋
𝛴
1

2 𝜹𝜹𝑻 𝛴
1

2 ) + 𝐸2(𝑍) 𝑉𝑎𝑟 (𝑈−
1

2) + 𝑉𝑎𝑟 (𝑈−
1

2)  𝑉𝑎𝑟(𝑍)

= Σ 𝐸2 (𝑈−
1

2) −
2

𝜋
𝛴
1

2 𝜹𝜹𝑻 𝛴
1

2 𝐸2 (𝑈−
1

2) +
2

𝜋
 Σ 𝜹𝜹𝑻 (𝐸(𝑈−1) − 𝐸2 (𝑈−

1

2))

+ (𝐸(𝑈−1) − 𝐸2 (𝑈−
1

2)) (Σ −
2

𝜋
𝛴
1

2 𝜹𝜹𝑻 𝛴
1

2)

=  𝐸(𝑈−1)𝛴 −
2

𝜋
 𝐸2 (𝑈−

1

2)𝛴
1

2 𝜹𝜹𝑻 𝛴
1

2 

  □ .وبرهان کامل است

𝑿 اگر (2111، و همکاران )لاکاس 1.4قضیه )*( ∼ 𝑆𝑁𝐼𝑝(𝝁, Σ, 𝝀, 𝐻)،  آنگاه برای هر تابع زوج𝑔 ،

𝑔(𝒙توزیع  − 𝝁)  وابسته به پارامتر چولگی نیست ودارای همان توزیعی است که𝑔(𝒚 − 𝝁)  داراست

𝒀به طوریکه  ∼ 𝑁𝐼𝑝(𝝁 , Σ , 𝐻)  .است   

 . به راحتی قابل اثبات است 244و قضیه  141از لم  با استفاده :  برهان

𝑿فرض کنید   (2111، و همکاران )لاکاس 5.4نتیجه  ∼ 𝑆𝑁𝐼𝑝(𝝁, Σ, 𝝀, 𝐻) ،𝒀 ∼ 𝑁𝐼𝑝(𝝁 , Σ , 𝐻) 

𝑝یک ماتریس متقارن   𝐴 و × 𝑝  در این صورت باشد  

(𝒀 − 𝝁)𝑻𝐴 (𝒀 − 𝝁) =𝑑  (𝑿 − 𝝁)𝑻 𝐴 (𝑿 − 𝝁) 

 به راحتی قابل اثبات است.  344به عنوان نتیجه ای از قضیه برهان این قضیه  : برهان

با توجه به اهمیت فاصله ماهالانوبیس در توزیع های معرفی   (2111، و همکاران )لاکاس 6.4نتیجه 

 داریم  344شده به عنوان یک نتیجه دیگر از قضیه 

𝑑𝜆 = (𝑿 − 𝝁)
𝑻 Σ−1 (𝑿 − 𝝁)  , 𝑑 = (𝒀 − 𝝁)𝑻Σ−1 (𝒀 − 𝝁)  ⇒ 𝑑𝜆 =

𝑑 𝑑 

𝑿 فرض کنید (2111،  و همکاران )لاکاس 7.4نتیجه )*( ∼ 𝑆𝑁𝐼𝑝(𝝁, Σ, 𝝀, 𝐻) ،  صورتدر این 



 

 فصل چهارم                                                    مدل نرمال چوله آمیخته مقیاسی

 

39 

𝐸(𝑑𝜆
𝑚) =

2𝑚 Γ (𝑚 +
𝑝

2
)

Γ (
𝑝

2
)

 𝐸(𝑈−𝑚) 

را به صورت زیر محاسبه  𝑑𝜆امین گشتاور -𝑚کند تا بتوان این امکان را فراهم می 644نتیجه  : برهان

 نمود

𝑑 = (𝒀 − 𝝁)𝑻Σ−1 (𝒀 − 𝝁) =𝑑 (𝒁𝑻𝑈−
1

2) Σ−1 (𝑈−
1

2 𝒁) = (𝒁𝑻Σ−1𝒁)𝑈−1 =𝑑  χ2p𝑈
−1 

𝑑𝑚 = (χ2p)
𝑚

 𝑢−𝑚 ⇒ 𝐸(𝑑𝑚) = 𝐸 ((χ2p)
𝑚

) 𝐸(𝑈−𝑚) = 𝐸(𝑑𝜆
𝑚) 

𝑋از طرفی اگر   ∼ 𝜒𝑝
 باشد آنگاه داریم   2

𝐸(𝑋𝑚) = ∫ 𝑥𝑚
∞

0

(
1

2
)

𝑝

2

Γ (
𝑝

2
)
  𝑥

𝑝

2
−1 𝑒𝑥𝑝 {−

1

2
𝑥} 𝑑𝑥 

              =
(
1

2
)

𝑝

2

Γ (
𝑝

2
)
∫ 𝑥

𝑝

2
+𝑚−1

∞

0

𝑒𝑥𝑝 {−
1

2
𝑥}
(
1

2
)

𝑝

2
+𝑚

(
1

2
)

𝑝

2
+𝑚
  𝑑𝑥              

             =
(
1

2
)

𝑝

2

Γ (
𝑝

2
)
  
Γ (

𝑝

2
+𝑚)

(
1

2
)

𝑝

2
+𝑚

=
2𝑚Γ (

𝑝

2
+𝑚)

Γ (
𝑝

2
)

  

 آید.صورت زیر به دست میو در نهایت نتیجه مطلوب به 

𝐸(𝑑𝜆
𝑚) =

2𝑚 Γ (𝑚 +
𝑝

2
)

Γ (
𝑝

2
)

 𝐸(𝑈−𝑚) 

  □ .وبرهان کامل است
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 آمیخته مقیاسی با یک پارامتر چولگینرمال چوله مثالهایی از توزیع  3. 4

با یک  1چوله استیودنت-tشامل توزیع ، 244از خانواده معرفی شده بخش  توزیع سه در این بخش

را  با یک پارامتر چولگی 9لایشیآ چوله و نرمال با یک پارامتر چولگی 2اسلش چوله، پارامتر چولگی

دارای دنباله های با یک پارامتر چولگی،  این توزیع ها نسبت به توزیع نرمال چولهکنیم. معرفی می

برای پارامتر چولگی  با یک بنابراین از دقت بالاتری نسبت به توزیع نرمال چوله .پهن تری هستند

 . داده های واقعی برخوردارند برازش به

 یک پارامترچولگی باچوله استیودنت  -tتوزیع  1.3.4

ه با در ک ،چوله است استیودنت -t توزیع ،آمیخته مقیاسی نرمال چولهیکی از مهمترین توزیع های 

𝑈 نظر گرفتن  ∼ Γ(
𝜈

2
,
𝜈

2
 آید. دست میه بطبق تعریف زیر  ،(

𝑿 گوییممی (2111،  و همکاران )لاکاس 2.4تعریف  ∼ 𝑆𝑇𝑝(𝝁 , Σ , 𝝀 , 𝜈)  است اگر تابع چگالی آن

 تعریف شودبه صورت زیر 

𝑓𝑿(𝒙) = 2 𝑡𝑝(𝒙|𝝁 , Σ , 𝜈) 𝑇1 (
√𝜈+𝑝 𝝀

𝑻Σ
−
1
2 (𝒙−𝝁)

√𝑑+𝜈
 |0,1, 𝜈 + 𝑝)  , 𝒙 ∈ ℝ𝑝        (4-4)                         

.)𝑡𝑝که در آن  |𝝁 , Σ , 𝜈) تابع چگالی ،– 𝑝  متغیره توزیعt- و  استیودنت𝑇1(. |𝝁 , Σ , 𝜈) تابع توزیع  

t- است.  استاندارد استیودنت 

معرفی شده در ( عضوی از خانواده 4-4برای اینکه نشان دهیم تابع چگالی معرفی شده در رابطه )

 ( است، داریم 1-4رابطه )

𝑓𝑿(𝒙) = 2∫𝜑𝑝(𝒙|𝝁, 𝑢
−1Σ)Φ1 (𝑢

1

2𝝀𝑻Σ−
1

2(𝒙 − 𝝁))ℎ(𝑢, 𝜈)𝑑𝑢

𝑢

 

                                              
1. Skew –t distribution  

2. Skew –slash distribution  
3. Contaminated skew-normal distribution  
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             = 2∫(2𝜋)−
𝑝

2  |Σ|−
1

2 𝑢
𝑝

2  𝑒−
𝑢𝑑

2   Φ1 (√𝑢 𝝀
𝑻Σ−

1

2(𝒙 − 𝝁)) 

∞

0

 
(
𝜈

2
)

𝜈

2

Γ (
𝜈

2
)
𝑢
𝜈

2 𝑒−
𝜈

2
𝑢 𝑑𝑢 

             =
2 (

𝜈

2
)

𝜈

2

Γ (
𝜈

2
) (2𝜋)

𝑝

2  |Σ|
1 

2

 ∫ 𝑢
𝑝+𝜈 

2
−1

∞

0

 𝑒−
𝑢(𝑑+𝜈)

2 Φ1 (√𝑢 𝝀
𝑻Σ−

1

2(𝒙 − 𝝁))𝑑𝑢 

 گیریم برای ادامه، روابط زیر را در نظر می

𝑈 ∼ Γ(
𝑝 + 𝜈

2
 ,
𝑑 + 𝜈

2
)   ⇒ (𝑑 + 𝜈)𝑈 ∼ Γ (

𝑝 + 𝜈

2
 ,
1

2
)  ⇒  𝑤 = (𝑑 + 𝜈)𝑈 ∼ χ𝑝+𝜈

2   

 توان نتیجه گرفت می

𝑓𝑿(𝒙)    

=
2 (

𝜈

2
)

𝜈

2
 Γ (

𝑝+𝜈

2
)

Γ (
𝜈

2
) (2𝜋)

𝑝

2  |Σ|
1 

2 
 (
𝑑+𝜈

2
)

𝑝+𝜈

2
 

∫
(
𝑑+𝜈

2
)

𝑝+𝜈

2

Γ (
𝑝+𝜈

2
)
 

∞

0

 𝑢
𝑝+𝜈 

2
−1𝑒−

𝑢(𝑑+𝜈)

2  Φ1(
𝝀𝑻Σ−

1

2(𝒙 − 𝝁)

√𝑑 + 𝜈
 √𝑤)𝑑𝑢   

 داریم  (9-2معرفی شده در رابطه ) استیودنت –tو تابع چگالی توزیع  441لم  استفاده ازبنابراین با 

𝑓𝑿(𝒙) =
2 (

𝜈

2
)

𝜈

2
 Γ (

𝑝+𝜈

2
)

Γ (
𝜈

2
) (2𝜋)

𝑝

2  |Σ|
1 

2 
 (
𝑑+𝜈

2
)

𝑝+𝜈

2
 

 𝐸𝑢(Φ1(
𝝀𝑻Σ−

1

2(𝒙 − 𝝁)

√𝑑 + 𝜈
 √𝑤)) 

            = 2 𝑡𝑝(𝒙|𝝁 , Σ , 𝜈) 𝑇1 (
√𝜈+𝑝 𝝀

𝑻Σ
−
1
2 (𝒙−𝝁)

√𝑑+𝜈
 |0,1, 𝜈 + 𝑝) 

 شود. و نتیجه مطلوب حاصل می

در شکل های  ، در حالت دو متغیره،(4-4شده در رابطه )نمودار تابع چگالی و کانتور، از توزیع معرفی 

 ( نشان داده شده است. 2-4( و )4-1)
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 با یک پارامتر چولگی دو متغیره استیودنت چوله -tنمودار کانتور از توزیع  -(1-4شکل )

 
 با یک پارامتر چولگی دو متغیره استیودنت چوله -tتوزیع  نمودار تابع چگالی از -(2-4شکل )
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𝜈اگر  (4-4)در تابع چگالی رابطه ( 2111،  و همکاران )لاکاس 3.4نتیجه  = آنگاه تابع چگالی  ،1

  آید. به صورت زیر به دست می کوشی چوله تحت عنوان

𝑓𝑿(𝒙) = 2 𝑡𝑝(𝒙|𝝁 , Σ ,1) 𝑇1 (
√𝑝+1 𝝀𝑻Σ

−
1
2 (𝒙−𝝁)

√𝑑+1 
 |0,1, 𝑝 + 1)    𝒙 ∈ ℝ𝑝 

𝜈اگر داشته باشیم   (4-4)در تابع چگالی رابطه  (2119گوپتا، ) 1.4نتیجه  ↑ آنگاه توزیع نرمال  ،∞

 شود. با یک پارامتر چولگی، به عنوان توزیع حدی مشخص میچوله 

𝑿 اگر (2111، و همکاران )لاکاس 14.4قضیه )*(  ∼ 𝑆𝑇𝑝(𝝁 , Σ , 𝝀 , 𝜈)،  امید ریاضی و  آنگاه

 شوند. تعریف میواریانس به صورت زیر 

𝐸(𝑿) = 𝝁 + √
𝜈

𝜋

Γ (
𝜈−1

2
)

Γ (
𝜈

2
)
 Σ

1

2 𝜹      , 𝜈 > 1 

𝑉𝑎𝑟(𝑿) =
𝜈

𝜈 − 2
 Σ −

𝜈

𝜋
 (
Γ (

𝜈−1

2
)

Γ (
𝜈

2
)
)

2

Σ
1

2 𝜹𝜹𝑻 Σ
1

2      , 𝜈 > 2 

𝑈 با توجه به اینکه   : برهان ∼ Γ (
𝜈

2
,
𝜈

2
 داریم  942قضیه و با در نظر داشتن  (

𝐸 (𝑈−
1

2) =
Γ (

𝜈−1

2
)

Γ (
𝜈

2
)
 (
𝜈

2
)

1

2
   , 𝐸(𝑈−1) =

𝜈

𝜈 − 2
  

 آید می به صورت زیر بدست 4.1در نهایت نتیجه مورد نظر با استفاده از قضیه و 

𝐸(𝑿) = 𝝁 + √
2

𝜋
 𝐸 (𝑈−

1

2) Σ
1

2 𝜹 ⇒ 𝐸(𝑿) =  𝝁 + √
𝜈

𝜋

Γ (
𝜈−1

2
)

Γ (
𝜈

2
)
 Σ

1

2 𝜹       

𝑉𝑎𝑟(𝑿) = 𝐸(𝑈−1) Σ −
2

π
 E2 (𝑈−

1

2) Σ
1

2 𝜹𝜹𝑻 Σ
1

2 ⇒ 
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𝑉𝑎𝑟(𝑿) =  
𝜈

𝜈 − 2
 Σ −

𝜈

𝜋
 (
Γ (

𝜈−1

2
)

Γ (
𝜈

2
)
)

2

Σ
1

2 𝜹𝜹𝑻 Σ
1

2 

 □ .وبرهان کامل است

𝑿فرض کنید  (2111، و همکاران )لاکاس 14.4نتیجه  ∼ 𝑆𝑇𝑝(𝝁 , Σ , 𝝀 , 𝜈) بردار ،𝑿  را به دو زیر

𝑿𝑻بردار به صورت  = (𝑿𝟏
𝑻, 𝑿𝟐

𝑻)،  با ابعاد𝑝1, 𝑝2 طوریکه  به𝑝1 + 𝑝2 = 𝑝 کنیم در این افراز می

 صورت 

𝑿𝟏 ∼ 𝑆𝑇𝑝 (𝝁𝟏, Σ11, Σ11

1

2  𝝂~, 𝜈) 

 . رابطه بالا به سهولت قابل اثبات است 444با توجه به قضیه  : برهان

𝑿اگر  ،444تحت فرضیات قضیه  (2111 ،و همکاران لاکاس)  11.4نتیجه  ∼ 𝑆𝑇𝑝(𝝁 , Σ , 𝝀 , 𝜈)، 

 آنگاه داریم 

𝐸(𝑿𝟐|𝑿𝟏) = 𝝁𝟐.𝟏 +
Σ22.1𝝂𝟐

√1 + 𝝂𝟐
𝑻Σ22.1𝝂𝟐

1

𝑓𝑿𝟏(𝒙1)
 𝜈
𝜈

2

Γ (
𝜈+𝑝1−1

2
)

Γ (
𝜈

2
) (√𝜋)

𝑝1+1
 |Σ11|

1

2

 

                        ×  (𝜈 + 𝑑𝑥1 + (𝛎
~𝐓(𝒙𝟏 − 𝝁𝟏))

2

)
−
𝜈+𝑝1−1

2

 

𝑑𝑥1   که در آن = (𝒙𝟏 − 𝝁𝟏)
𝑻Σ11
−1 (𝒙𝟏 − 𝝁𝟏) 

  □. اثبات کامل است 644: با توجه به قضیه  برهان

 استیودنت چوله با یک پارامتر چولگی  -tبرآورد پارامترهای توزیع  1.1.3.4

متغیره با یک پارامترچولگی با 𝑝−چوله  استیودنت -tبرآورد پارامترهای توزیع  ،هدف از این قسمت

 است.   EMاستفاده از الگوریتم 
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,𝑿𝟏فرض کنید  𝑿𝟐, … , 𝑿𝒏  یک نمونه تصادفی𝑛  تایی از𝑆𝑇𝑝(𝝁 , Σ , 𝝀 , 𝜈) باشد.  

 𝜽 = (𝝁𝑻, 𝛾𝑇 , 𝝀𝑻)𝑇  گیریم که در آن  را در نظر می 

𝝁𝑻  میانگین  بردار : پارامتر 

𝛾𝑇   ماتریس بالا مثلثی از ماتریس متقارن :Σ 

𝝀𝑻   چولگی بردار : پارامتر 

  . معلوم باشدتایی  𝑛برای نمونه   𝜈 کنیم پارامترفرض می ،علاوه بر این 

𝑿اگر عنوان کردیم،در فصل سوم  ∼ 𝑆𝑁𝑝(𝝁, Σ, 𝝀)   باشد آنگاه نمایش تصادفی از این خانواده به

 صورت زیر است 

𝑿 =𝑑  𝝁 + Σ
1

2 (𝛅 |Z1| + (Ip − 𝛅𝛅
𝐓)

1

2𝐙𝟐)                                                         (4-1)             

 که در آن 

  𝜹 = 𝝀

√1+𝝀𝑻𝝀
  ,𝑍1 ∼ 𝑁(0,1)  ,     𝒁𝟐 ∼ 𝑁𝑝(𝟎, 𝐼𝑝) 

 در نظر داشتننمایش سلسله مراتبی زیر را با  ،1941با توجه به تعریف  ،EMبرای اجرای الگوریتم    

 خواهیم داشت  (1-4)رابطه نمایش تصادفی 

𝑿𝒊|𝑇𝑖 = 𝑡𝑖, 𝑈𝑖 = 𝑢𝑖 ∼
𝑖𝑛𝑑  𝑁𝑝 (𝝁 + 𝑡𝑖Σ

1

2 𝜹 , 𝑢𝑖
−1 Σ

1

2 (𝐼𝑝 − 𝜹𝜹
𝑻)Σ

1

2)  , 𝑖 = 1,… , 𝑛     (4-6)  

𝑇𝑖|𝑈𝑖 = 𝑢𝑖 ∼
𝑖𝑖𝑑  𝐻𝑁(0, 𝑢𝑖

−1 )    𝑖 = 1,… , 𝑛                                                      (4-7)  

𝑈𝑖 ∼
𝑖𝑛𝑑  ℎ(𝑢𝑖, 𝜈), 𝑖 = 1,… , 𝑛                                                                         (4-9)  

 : اجرای الگوریتم

  گیریممیدر نظر  پارامتر گذاری زیر را ،به منظور سادگی محاسبات
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𝚫𝟏 = Σ
1

2 𝜹        , Γ1 = Σ − 𝚫𝟏 𝚫𝟏
𝐓 = Σ

1

2 (𝐼𝑝 − 𝜹𝜹
𝑻)Σ

1

2 

دست ی داده های کامل را بهلازم است که لگاریتم تابع درستنمای ،قبل از اجرای گام اول الگوریتم

 داریم   1941آوریم. بنابراین با توجه به تعریف 

ℓ𝑐(𝜽|𝑿𝒄) = log (∏𝑓𝑿,𝑈,𝑇(𝒙, 𝑢, 𝑡)

𝑛

𝑖=1

) = log(∏𝑓(𝒙𝑖|𝑢𝑖 , 𝑡𝑖)𝑓(𝑡𝑖|𝑢𝑖)𝑓(𝑢𝑖)

𝑛

𝑖=1

) 

 (9-4( و )7-4) روابطدر نظرگرفتن این مسأله که توزیع  و (6-4)رابطه  توزیع بنابراین با توجه به

 د و همچنین با فرض اینکه نگیرپارامترهای مجهول را در برنمی

𝒅𝟏
∗ = (𝒙𝒊 − 𝝁 − 𝑡𝑖𝚫𝟏)

𝑇(𝑢𝑖Γ)
−1(𝒙𝒊 − 𝝁 − 𝑡𝑖𝚫𝟏) 

 خواهیم داشت  

ℓ𝑐(𝜽|𝑿𝑐) = log (∏(2𝜋)−
𝑝

2  |𝑢𝑖
−1 𝛴

1

2 (𝐼𝑝 − 𝜹𝜹
𝑻)𝛴

1

2|
−
1

2
 𝑒−

𝒅𝟏
∗

2

𝑛

𝑖=1

) + 𝑐 

                  = log ((2𝜋)−
𝑛𝑝

2 |𝑢𝑖
−1 𝛴

1

2 (𝐼𝑝 − 𝜹𝜹
𝑻)𝛴

1

2|
−
𝑛

2
 𝑒−

1

2
∑ 𝒅𝟏

∗𝑛
𝑖=1 ) + 𝑐 

                  = 𝑐 −
𝑛

2
log (|𝑢𝑖

−1 𝛴
1

2 (𝐼𝑝 − 𝜹𝜹
𝑻)𝛴

1

2|) −
1

2
∑𝒅𝟏

∗

𝑛

𝑖=1

 

𝒅𝟏ودر نهایت با جایگذاری 
𝚫𝟏و  ∗ = Σ

1

2 𝜹   , Γ1 = Σ − 𝚫𝟏 𝚫𝟏
𝐓 = Σ

1

2 (𝐼𝑝 − 𝜹𝜹
𝑻)Σ

1

   داریم  2

ℓ𝑐(𝜽|𝑋𝑐) = 𝑐 −
𝑛

2
log |Γ1| −

1

2
 ∑𝑢𝑖(𝒙𝒊 − 𝝁 − 𝚫𝟏𝑡𝑖)

𝑇Γ−1(𝒙𝒊 − 𝝁 − 𝚫𝟏𝑡𝑖)

𝑛

𝑖=1

 

 گیریم برای ادامه کار فرضیات زیر را در نظر می .است 𝜽یک مقدار ثابت و مستقل از بردار  𝑐 که در آن

 𝑢𝑖
∗
1
= 𝐸(𝑈𝑖|𝑿𝒊)                                   

𝑢𝑡𝑖
∗
1
= 𝐸(𝑈𝑖𝑇𝑖|𝑿𝒊) 

𝑢𝑡𝑖
2
1

∗
= 𝐸(𝑈𝑖𝑇𝑖

2|𝑿𝒊) 
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𝜏𝑖1 = 𝐸 (𝑈
1

2 𝑊Φ (𝑈
1

2𝚫𝟏
𝑻  Γ1

−1(𝒙 − 𝝁)) |𝑿 = 𝒙) 

𝑿𝒊با توجه به اینکه  ∼ 𝑆𝑇𝑝(𝝁 , Σ , 𝝀 , 𝜈)، بنابراین قضایای  .لازم است ابتدا روابط بالا محاسبه شوند

 شوند. ( بیان می14-4( تا )4-11)

𝑿 اگر (2111، و همکاران )لاکاس 11.4قضیه )*( ∼ 𝑆𝑇𝑝(𝝁 , Σ , 𝝀 , 𝜈)،  آنگاه 

𝐸(𝑈𝑟|𝑿) =
 2𝑟+1 𝜈

𝜈

2Γ (
𝑝+𝜈+2𝑟

2
) (𝑑 + 𝜈)−

𝑝+𝜈+2𝑟

2

𝑓𝑋(𝑥)Γ (
𝜈

2
)√𝜋𝑝|Σ|

1

2

×  

         𝑇1 (√
𝑝 + 𝜈 + 2𝑟

𝑑 + 𝜈
    𝝀𝑻Σ−

1

2 (𝒙 − 𝝁)| 0,1, 𝑝 + 𝜈 + 2𝑟 )  

 داریم 𝑈با توجه به تعریف امید ریاضی شرطی وتوزیع متغیر تصادفی  برهان : 

𝐸(𝑈𝑟|𝑿 = 𝒙) = ∫ 𝑢𝑟  𝑓𝑈|𝑿(𝑢|𝒙)𝑑𝑢 = ∫ 𝑢
𝑟
𝑓𝑿,𝑈(𝒙, 𝑢)

𝑓𝑿(𝒙)
 𝑑𝑢 

∞

0

∞

0

 

                          =   
1

𝑓𝑿(𝒙)
∫ 𝑢𝑟  𝑓𝑿|𝑈 (𝒙|𝑢)ℎ(𝑢)𝑑𝑢 

∞

0

     

𝑿|𝑈از آن جایی که  و  ∼ 𝑆𝑁𝑝(𝝁 , 𝑢
−1 Σ , 𝝀)   و𝑈 ∼ Γ(

𝜈

2
,
𝜈

2
 توان نتیجه گرفت  می (

𝐸(𝑈𝑟|𝑿 = 𝒙) =
1

𝑓𝑿(𝒙)
∫ 𝑢𝑟 2𝜑𝑝(𝒙|𝝁 , 𝑢

−1 Σ) Φ1(𝝀
𝑻𝑢

1

2 Σ−
1

2 (𝒙 − 𝝁)

∞

0

(
𝜈

2
)

𝜈

2

Γ (
𝜈

2
)
𝑢
𝜈

2
−1 𝑒−

𝜈

2
𝑢 𝑑𝑢 

                            =
2 (

𝜈

2
)

𝜈

2

𝑓𝑿(𝒙)Γ (
𝜈

2
) 
 ∫ 𝑢

𝜈

2
+𝑟−1

∞

0

  (2𝜋)−
𝑝

2  |Σ|−
1

2 𝑢
𝑝

2  𝑒−
𝑢𝑑

2  Φ1(𝝀
𝑻𝑢

1

2 Σ−
1

2 (𝒙 − 𝝁)𝑒−
𝜈

2
𝑢 𝑑𝑢 

                             =
2 (

𝜈

2
)

𝜈

2

𝑓𝑿(𝒙)Γ (
𝜈

2
) (2𝜋)

𝑝

2  |Σ|
1 

2

 ∫ 𝑢
𝑝+𝜈+2𝑟

2
−1 𝑒

−𝑢(
𝑑+𝜈

2
)
 Φ1(𝝀

𝑻𝑢
1

2 Σ−
1

2 (𝒙 − 𝝁) 𝑑𝑢

∞

0
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                            =
2 (

𝜈

2
)

𝜈

2
 Γ (

𝑝+𝜈+2𝑟

2
)

𝑓𝑿(𝒙)Γ (
𝜈

2
) (2𝜋)

𝑝

2  |Σ|
1 

2  (
𝑑+𝜈

2
)

𝑝+𝜈+2𝑟

2
 

 

                                                                                

× ∫
(
𝑑+𝜈

2
)

𝑝+𝜈+2𝑟

2

Γ (
𝑝+𝜈+2𝑟

2
)
 

∞

0

 𝑢
𝑝+𝜈+2𝑟

2
−1 𝑒

−𝑢(
𝑑+𝜈

2
)
 Φ1(𝝀

𝑻𝑢
1

2 Σ−
1

2 (𝒙 − 𝝁) 𝑑𝑢 

                        =
2 (

𝜈

2
)

𝜈

2
 Γ (

𝑝+𝜈+2𝑟

2
)

𝑓𝑿(𝒙)Γ (
𝜈

2
) (2𝜋)

𝑝

2  |Σ|
1 

2  (
𝑑+𝜈

2
)

𝑝+𝜈+2𝑟

2
 

 

×∫
(
𝑑+𝜈

2
)

𝑝+𝜈+2𝑟

2

Γ (
𝑝+𝜈+2𝑟

2
)
 

∞

0

 𝑢
𝑝+𝜈+2𝑟

2
−1 𝑒

−𝑢(
𝑑+𝜈

2
)
 Φ1( √

𝑢(𝑑 + 𝜈)

𝑑 + 𝜈
𝝀𝑻 Σ−

1

2 (𝒙 − 𝝁)  

                       =
2r+1 (𝜈)

𝜈

2 Γ (
𝑝+𝜈+2𝑟

2
) (𝑑 + 𝜈)−

𝑝+𝜈+2𝑟

2

𝑓𝑿(𝒙)Γ (
𝜈

2
) (𝜋)

𝑝

2  |Σ|
1 

2  (
𝑑+𝜈

2
)

𝑝+𝜈+2𝑟

2
 

  𝐸𝑈

(

 
 
Φ1( √

𝑢(𝑑 + 𝜈)

𝑑 + 𝜈
𝝀𝑻 Σ−

1

2 (𝒙 − 𝝁))

)

 
 

 

 آید.نتیجه به صورت زیر به دست می 441و در نهایت با توجه به لم  

    =
2r+1 (𝜈)

𝜈

2 Γ (
𝑝+𝜈+2𝑟

2
) (𝑑 + 𝜈)−

𝑝+𝜈+2𝑟

2

𝑓𝑿(𝒙)Γ (
𝜈

2
) (𝜋)

𝑝

2  |Σ|
1 

2   
 𝑇1 (

𝝀𝑇Σ
−
1
2 (𝒙−𝝁)

√𝑑+𝜈
 √𝑝 + 𝜈 + 2𝑟  |0,1, 𝑝 + 𝜈 + 2𝑟)  

   □. وبرهان کامل است

𝑟با قرار دادن  ، 1144با استفاده از قضیه   12.4نتیجه )**( =  داریم  1

𝑢𝑖
∗
1
=
4 (𝜈)

𝜈

2 Γ (
𝑝+𝜈+2

2
) (𝑑 + 𝜈)−

𝑝+𝜈+2

2

𝑓𝑿(𝒙)Γ (
𝜈

2
) (𝜋)

𝑝

2  |Σ|
1 

2   
 𝑇1 (

𝝀𝑻 Σ
−
1
2 (𝒙−𝝁)

√𝑑+𝜈
 √𝑝 + 𝜈 + 2|0,1, 𝑝 + 𝜈 + 2)  

𝑿اگر  (2112،  و همکاران کابرال) 12.4قضیه )*( ∼ 𝑆𝑇𝑝(𝝁 , Σ , 𝝀 , 𝜈)،  آنگاه داریم 

𝑢𝑡𝑖
∗
1
= 𝑀2(𝜃)𝚫𝟏

𝑻  Γ1
−1(𝒙 − 𝝁) 𝑢𝑖1

∗ +𝑀(𝜃)𝜏𝑖1 
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 که در آن 

𝑀2(𝜃) = (1 + 𝚫𝟏
𝑻  Γ1

−1𝚫𝟏)
−1

 

𝜏𝑖1 = 𝐸 (𝑈
1

2 𝑊Φ (𝑈
1

2𝚫𝟏
𝑻  Γ1

−1(𝒙 − 𝝁)) |𝑿 = 𝒙),   𝑊Φ(. ) =
𝜑(. )

Φ(. )
  

 توان گفت ( می9-4( تا )6-4با توجه به روابط ) برهان :

𝑇|𝑿, 𝑈 ∼ 𝑇𝑁 (𝑀2(𝜃)𝚫𝟏
𝑻  Γ1

−1(𝒙 − 𝝁),𝑈−1𝑀2(𝜃))  𝐼(𝑡 > 0)                              (4-3)  

داریم  141تعریف بنابراین با توجه به   

𝐸(𝑇|𝑋, 𝑈) = 𝑀2(𝜃)𝚫𝟏
𝑻  Γ1

−1(𝒙 − 𝝁) + 𝑈−
1

2 𝑀(𝜃) 𝑊Φ(𝑀(𝜃)𝑈
1

2𝚫𝟏
𝑻  Γ1

−1(𝒙 − 𝝁)) 

  داریم 641لم  با در نظر داشتن آخرو در 

𝐸(𝑈𝑇|𝑿 = 𝒙)

= 𝐸 (𝑈(𝑀2(𝜃)𝚫𝟏
𝑻  Γ1

−1(𝒙 − 𝝁) + 𝑈−
1

2 𝑀(𝜃) 𝑊Φ (𝑀(𝜃)𝑈
1

2𝚫𝟏
𝑻  Γ1

−1(𝒙 − 𝝁))) |𝑿 = 𝒙) 

= 𝐸 ((𝑈𝑀2(𝜃)𝚫𝟏
𝑻  Γ1

−1(𝒙 − 𝝁) + 𝑈
1

2𝑀(𝜃) 𝑊Φ (𝑀(𝜃)𝑈
1

2𝚫𝟏
𝑻  Γ1

−1(𝒙 − 𝝁))) |𝑿 = 𝒙) 

𝐸(𝑋 به اینکهو با توجه  + 𝑌|𝑈) = 𝐸(𝑋|𝑈) + 𝐸(𝑌|𝑈)    .نتیجه به صورت زیر به دست خواهد آمد 

𝑢𝑡𝑖
∗
1
= 𝐸(𝑈𝑇|𝑿 = 𝒙) 

     = 𝑀2(𝜃)𝚫𝟏
𝑻  Γ1

−1(𝒙 − 𝝁)𝐸(𝑈|𝑿 = 𝒙) + 𝑀(𝜃)𝐸 (𝑈
1

2 𝑊Φ (𝑀(𝜃)𝑈
1

2𝚫𝟏
𝑻  Γ1

−1(𝒙 − 𝝁))) 

     = 𝑀2(𝜃)𝚫𝟏
𝑻 Γ1

−1(𝒙 − 𝝁) 𝑢𝑖1
∗ + 𝑀(𝜃)𝜏𝑖1 

  □ .برهان کامل است و

𝑿فرض کنید  (2112،و همکاران کابرال) 13.4قضیه )*(  ∼ 𝑆𝑇𝑝(𝝁 , Σ , 𝝀 , 𝜈)،  در این صورت داریم  
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𝑢𝑡𝑖
2
1

∗
= (𝑀2(𝜃)𝚫𝟏

𝑻  Γ1
−1(𝒙 − 𝝁))

2

𝑢𝑖
∗
1
+𝑀2(𝜃) + 𝑀3(𝜃)𝚫𝟏

𝑻  Γ1
−1(𝒙 − 𝝁) 𝜏𝑖1 

 ( داریم 3-4با توجه به توزیع معرفی شده در رابطه )برهان : 

𝐸(𝑇2|𝑿, 𝑈) = 𝑀4(𝜃) (𝚫𝟏
𝑻  Γ1

−1(𝒙 − 𝝁))
2

+ 𝑈−1𝑀2(𝜃) 

+𝑀3(𝜃)𝑈−
1

2𝚫𝟏
𝑻  Γ1

−1(𝒙 − 𝝁)𝑊Φ (𝑀(𝜃)𝑈
1

2𝚫𝟏
𝑻  Γ1

−1(𝒙 − 𝝁)) 

 توان نوشتمی 641با در نظر داشتن لم  و

𝐸(𝑈𝑇2|𝑿 = 𝒙) = 𝐸

(

 𝑈

(

 
𝑀4(𝜃) (𝚫𝟏

𝑻  Γ1
−1(𝒙 − 𝝁))

2
+ 𝑈−1𝑀2(𝜃) +

𝑀3(𝜃)𝑈−
1

2𝚫𝟏
𝑻  Γ1

−1(𝒙 − 𝝁)𝑊Φ (𝑀(𝜃)𝑈
1

2𝚫𝟏
𝑻  Γ1

−1(𝒙 − 𝝁))
)

 ||𝑿 = 𝒙

)

  

                            = 𝐸

(

 
 

(

 
𝑈𝑀4(𝜃) (𝚫𝟏

𝑻  Γ1
−1(𝒙 − 𝝁))

2
+𝑀2(𝜃) +

𝑀3(𝜃)𝑈
1

2𝚫𝟏
𝑻  Γ1

−1(𝒙 − 𝝁)𝑊Φ (𝑀(𝜃)𝑈
1

2𝚫𝟏
𝑻  Γ1

−1(𝒙 − 𝝁))
)

 
|
|𝑿 = 𝒙

)

 
 

 

                            = 𝑀4(𝜃) (𝚫𝟏
𝑻  Γ1

−1(𝒙 − 𝝁))
2
𝐸(𝑈|𝑿 = 𝒙) +𝑀2(𝜃) 

+𝑀3(𝜃)𝚫𝟏
𝑻  Γ1

−1(𝒙 − 𝝁)𝐸 (𝑈
1

2𝑊Φ (𝑀(𝜃)𝑈
1

2𝚫𝟏
𝑻  Γ1

−1(𝒙 − 𝝁)) |𝑿 = 𝒙) 

آید.نهایت نتیجه مطلوب به صورت زیر به دست میو در   

𝑢𝑡𝑖
2
1

∗
= 𝐸(𝑇2|𝑿, 𝑈) = 𝑀4(𝜃)(𝚫𝟏

𝑻 Γ1
−1(𝒙 − 𝝁))

2

𝑢𝑖
∗
1
+ 𝑀2(𝜃) +𝑀3(𝜃)𝚫𝟏

𝑻 Γ1
−1(𝒙 − 𝝁)𝜏𝑖1 

  □ .برهان کامل استو 

𝑿فرض کنید  (2111)لاکاس و همکاران،  14.4قضیه )*( ∼ 𝑆𝑇𝑝(𝝁 , Σ , 𝝀 , 𝜈) ،داریم در این صورت 

𝐸 (𝑈𝑟 𝑊Φ (𝑈
1

2𝚫𝟏
𝑻  Γ1

−1(𝒙 − 𝝁)) |𝑿 = 𝒙) =
2r+

1

2𝜈
𝜈

2Γ (
𝑝+𝜈+2𝑟

2
) (𝑑 + 𝜈 + 𝐴2)−

𝑝+𝜈+2𝑟

2

𝑓(𝒙)Γ (
𝜈

2
)√𝜋𝑝+1|Σ|

1

2

 

 که در آن 
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𝐴 = 𝚫𝟏
𝑻  Γ1

−1(𝒙 − 𝝁) 

 برهان :

𝐸 (𝑈𝑟 𝑊Φ (𝑈
1

2𝚫𝟏
𝑻  Γ1

−1(𝒙 − 𝝁)) |𝑿 = 𝒙) = ∫ 𝑈𝑟
𝜑1 (𝑈

1

2A)

Φ1 (𝑈
1

2A)

∞

0

𝑓(𝑢|𝒙)𝑑𝑢 

= ∫ 𝑈𝑟
𝜑1 (𝑈

1

2A)

Φ1 (𝑈
1

2A)

𝑓(𝒙|𝑢)𝑓(𝑢)

𝑓(𝒙)
𝑑𝑢

∞

0

 

=
2

𝑓(𝒙)
∫ 𝑈𝑟

𝜑1 (𝑈
1

2A)

Φ1 (𝑈
1

2A)
𝜑𝑝(𝒙|𝜇, 𝑈

−1Σ)Φ1(𝑈
1

2A)𝑓(𝑢)𝑑𝑢

∞

0

 

=
2

𝑓(𝒙)
∫ 𝑈𝑟(2𝜋)−

𝑝

2𝑢
𝑝

2|Σ|−
1

2  𝑒−
𝑢𝑑

2 (2𝜋)−
1

2 𝑒−
1

2
𝑢𝐴2

(
𝜈

2
)

𝜈

2

Γ (
𝜈

2
)
𝑢
𝜈

2
−1𝑒−

𝜈

2
𝑢 𝑑𝑢

∞

0

 

=

2 
(
𝜈

2
)

𝜈

2

Γ(
𝜈

2
)
 

𝑓(𝒙)(2𝜋)
𝑝+1

2 |Σ|
1

2 Γ (
𝜈

2
)
∫ 𝑈

𝑝+𝜈+2𝑟

2  𝑒
−𝑈(

𝑑+𝜈+𝐴2

2
 ) (

𝑑+𝜈+𝐴2

2
)

𝑝+𝜈+2𝑟

2
 

(
𝑑+𝜈+𝐴2

2
)

𝑝+𝜈+2𝑟

2
 
  𝑑𝑢 

∞

0

 

=
2𝜈

𝜈

2 Γ (
𝑝+𝜈+2𝑟

2
)

2
𝜈

2 𝑓(𝒙) 2
𝑝+1

2  √𝜋𝑝+1 |Σ|
1

2 Γ (
𝜈

2
) (

𝑑+𝜈+𝐴2

2
)

𝑝+𝜈+2𝑟

2
 
  

=
2𝑟+

1

2 𝜈
𝜈

2 Γ (
𝑝+𝜈+2𝑟

2
) (𝑑 + 𝜈 + 𝐴2)−

𝑝+𝜈+2𝑟

2  

𝑓(𝒙)√𝜋𝑝+1 Γ (
𝜈

2
)  |Σ|

1

2

  

 □و برهان کامل است. 

𝑟، با قرار دادن 1444با توجه به قضیه  13.4نتیجه  =
1

2
 داریم  
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𝜏𝑖1 =
2 𝜈

𝜈

2 Γ (
𝑝+𝜈+1

2
)  (𝑑 + 𝜈 + 𝐴2)−

𝑝+𝜈+1

2  

𝑓(𝒙)√𝜋𝑝+1 Γ (
𝜈

2
) |Σ|

1
2

 

 EMگام اول الگوریتم 

 آوریم را به شرط داده های مشاهده شده بدست می ℓ𝑐(𝜽|𝑿𝑐)امید ریاضی  ،در گام اول

𝑄(𝜽) = 𝐸(ℓ𝑐(𝜽|𝑿𝑐)|𝑿 = 𝒙)  

           = 𝐸 (𝑐 −
𝑛

2
log |Γ1| −

1

2
 ∑ 𝑢𝑖(𝒙𝒊 − 𝝁 − 𝚫𝟏𝑡𝑖)

𝑇Γ−1(𝒙𝒊 − 𝝁 − 𝚫𝟏𝑡𝑖)
𝑛
𝑖=1 |𝑿 = 𝒙) 

             = 𝑐 −
𝑛

2
log|Γ1|

−
1

2
𝐸 (∑(𝑢𝑖|𝑿 = 𝒙)(𝒙𝒊 − 𝝁)

𝑇Γ1
−1(𝒙𝒊 − 𝝁)

𝑛

𝑖=1

− 2∑(𝑢𝑖𝑡𝑖|𝑿 = 𝒙) 

𝑛

𝑖=1

 (𝒙𝒊 − 𝝁)
𝑇Γ1
−1𝚫𝟏 +∑(𝑢𝑖𝑡𝑖

2|𝑿 = 𝒙)𝚫𝟏
𝑻Γ1
−1𝚫𝟏

𝑛

𝑖=1

)  

 شودو نتیجه به صورت زیر حاصل می

𝑄(𝜽) =  𝑐 −
𝑛

2
log|Γ1| −

1

2
 ∑𝑢𝑖

∗
1

𝑛

𝑖=1

(𝒙𝒊 − 𝝁)
𝑇Γ1
−1(𝒙𝒊 − 𝝁) 

+∑𝑢𝑡𝑖
∗
1
 

𝑛

𝑖=1

(𝒙𝒊 − 𝝁)
𝑇Γ1

−1𝚫𝟏 −
1

2
 ∑𝑢𝑡𝑖

2
1

∗
𝑛

𝑖=1

 𝚫𝟏
𝑻Γ1

−1𝚫𝟏 

𝑢𝑡𝑖با جایگذاریبنابراین 
∗
1
 , 𝑢𝑡𝑖

2
1

∗
, 𝜏𝑖1   𝑢𝑖

∗
1
-گام اول الگوریتم کامل می ،1444تا  1144از قضایای   ،,

 . شود

 EMگام دوم الگوریتم 

 کنیم ماکزیمم می 𝜽را روی  𝑄(𝜽)در گام دوم تابع 
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مشتق گرفته وبرابر صفر قرار  𝝁 نسبت به 𝑄(𝜽)لازم است که از  𝝁ابتدا برای برآورد پارامتر بردار 

 دهیم 

𝜕𝑄(𝜽)

𝜕𝝁
=∑𝑢𝑖

∗
1
(𝒙𝒊 − 𝝁̂)

𝑛

𝑖=1

Γ̂−1 −∑𝑢𝑡𝑖
∗
1
 Γ̂−1𝚫𝟏̂ 

𝑛

𝑖=1

 

𝜕𝑄(𝜽)

𝜕𝝁
= 0    ⇒  𝝁̂ =

∑ (𝑢𝑖
∗
1
𝒙𝒊 − 𝑢𝑡𝑖

∗
1
𝚫𝟏̂ )

𝑛
𝑖=1

∑ 𝑢𝑖
∗
1

𝑛
𝑖=1

  

  Γ1برآورد  پارامتر ماتریس 

𝜕𝑄(𝜃)

𝜕Γ1 
= 0   ⇒  

Γ1  ̂ =
1

𝑛
∑[𝑢𝑖

∗
1
(𝒙𝒊 − 𝝁̂)(𝒙𝒊 − 𝝁̂)

𝑻 − 2𝑢𝑡𝑖
∗
1
𝚫𝟏 (𝒙𝒊 − 𝝁̂)

𝑻 + 𝑢𝑡𝑖
2
1

∗
𝚫𝟏̂𝚫𝟏

𝐓̂]

𝑛

𝑖=1

 

 𝚫𝟏برآوردپارامتر بردار 

𝜕𝑄(𝜽)

𝜕𝚫𝟏
=∑𝑢𝑡𝑖

∗
1

𝑛

𝑖=1

(𝒙𝒊 − 𝝁̂)
𝑻Γ̂−1 −∑𝑢𝑡𝑖

2
1

∗
Γ̂−1

𝑛

𝑖=1

𝚫𝟏̂ 

𝜕𝑄(𝜽)

𝜕𝚫𝟏
= 0  ⇒  𝚫𝟏 ̂ =

∑ 𝑢𝑡𝑖
∗
1
 (𝒙𝒊 − 𝝁̂)

𝑛
𝑖=1

∑ 𝑢𝑡𝑖
2
1

∗𝑛
𝑖=1

   

 صورت زیر محاسبه کرد را به Σو ماتریس   𝝀توان پارامترهای بردار می Γ1و 𝚫𝟏برآوردهای با استفاده از 

Σ ̂ = Γ1  ̂ + 𝚫𝟏 ̂ 𝚫𝟏 ̂
𝐓            , 𝛌 ̂ =

Σ ̂−
1

2 𝚫𝟏 ̂

√1 − Δ1
𝑇̂ Σ ̂−1 𝚫𝟏  ̂

  

مثال کاربردی    1.1.1.3.4 

 دوتحت عنوان توزیع نرمال چوله  ،14944و  949مدل معرفی شده در بخش  داریم قصد ،در این بخش

به داده های را  با یک پارامتر چولگی متغیره دو استیودنت چوله -tو  با یک پارامتر چولگی متغیره
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 و درنهایت بابرآوردکنیم.  این دو مدل را، پارامترهای EMواقعی برازش داده، و با استفاده از الگوریتم 

 محتمل ترین توزیع را برای برازش به داده ها انتخاب کنیم.  ، یک معیار مناسباز  استفاده

  .ورزشکار استرالیایی استفاده نموده ایم 212به قد و وزن  از داده های مربوط برای این منظور

 به صورت زیر مشاهده شده است.  ،نتایج برای دو مدل عنوان شده

 EMبه روش الگوریتم  𝑆𝑇2و  𝑁2 𝑆𝑁2 برای دو مدل ی داده های واقعیبرآورد پارامترها -(1-4جدول )

 𝑁2مدل  𝑆𝑇2مدل  𝑆𝑁2مدل  برآورد پارامترها

𝜇̂ 180.16 66.73 180.61 68.38 180.10 75.00 

Σ̂ 8.69 4.33
4.33 15.52

 8.02 4.08
4.08 13.9

 8.36 4.93
4.93 12.98

 

𝜆̂ −0.933 1.91 −0.807 1.36 0 0 

𝜈̂ - 11.28 - 

AIC 2927.62 2925.13 2953.78 

logliklihood -1455.81 -1454.56 -1468.89 

𝑛 202 202 202 

 

بهترین مدل برای برازش به این داده ها،  logliklihood( وAIC) ائیکبا انتخاب دو معیار اطلاع آک

 -t کنید، هردو توزیع، نرمال چوله وطور که ملاحظه میهماناستیودنت چوله خواهد بود.  -tتوزیع 

  استیودنت چوله نسبت به توزیع نرمال ارجعیت دارند. 
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 بایک پارامترچولگیتوزیع اسلش چوله   2.3.4

 با در نظر داشتن  . توزیع اسلش چوله می باشد ،آمیخته مقیاسینرمال چوله یکی دیگر از توزیع های 

𝑈 ∼ 𝐵𝑒𝑡𝑎 (𝜈 ,1) خواهیم داشت.  تعریف زیر را  

𝑿گوییم یم( 2111، و همکاران )لاکاس 3.4تعریف  ∼ 𝑆𝑆𝐿𝑝(𝝁 , Σ , 𝝀 , 𝜈)  است اگر تابع چگالی آن

 . به صورت زیر باشد

𝑓𝑿(𝒙) = 2𝜈 ∫ 𝑢𝜈−1 𝜑𝑝 (𝒙|𝝁 ,
Σ

𝑢
 )Φ1 (𝑢

1

2 𝝀𝑻 Σ−
1

2(𝒙 − 𝝁)) ,   𝒙 ∈ ℝ𝑝  
1

0
                 (4-11)  

 عضو دیگری از خانواده معرفی شده در رابطه (11-4به منظور اینکه نشان دهیم تابع چگالی رابطه )

𝑈، با در نظر داشتن اینکه ( است4-1)  ∼ 𝐵𝑒𝑡𝑎 (𝜈 ,1)  داریم 

𝑓𝑿(𝒙) = 2∫𝜑𝑝(𝒙|𝝁, 𝑢
−1Σ)Φ1 (𝑢

1

2𝝀𝑻Σ−
1

2(𝒙 − 𝝁))ℎ(𝑢, 𝜈)𝑑𝑢  

𝑢

 

            = 2∫𝜑𝑝(𝒙|𝝁, 𝑢
−1Σ)Φ1 (𝑢

1

2𝝀𝑻Σ−
1

2(𝒙 − 𝝁))  𝜈 𝑢𝜈−1 𝑑𝑢

1

0

 

            = 2𝜈 ∫𝑢𝜈−1 𝜑𝑝 (𝒙|𝝁 ,
Σ

𝑢
 )Φ1 (𝑢

1

2 𝝀𝑻 Σ−
1

2(𝒙 − 𝝁))𝑑𝑢   

1

0

 

 شود. و نتیجه مطلوب حاصل می

𝑿فرض کنید  (2111، و همکاران )لاکاس 15.4قضیه )*( ∼ 𝑆𝑆𝐿𝑝(𝝁 , Σ , 𝝀 , 𝜈)، در این صورت 

  باشدمیامید ریاضی و واریانس این خانواده به صورت زیر 

𝐸(𝑿) = 𝝁 + √
2

𝜋
 
2𝜈

2𝜈 − 1
 Σ

1

2 𝜹           , 𝜈 >
1

2
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𝑉𝑎𝑟(𝑿) =
𝜈

𝜈 − 1 
 Σ −

2

𝜋
 (

2𝜈

2𝜈 − 1
)
2

Σ
1

2 𝜹𝜹𝑻 Σ
1

2           , 𝜈 > 1 

 داریم  142قضیهبنا به :  برهان

𝐸 (𝑈−
1

2) =
𝜈

𝜈 −
1

2

=
2𝜈

2𝜈 − 1
           , 𝐸(𝑈−1) =

𝜈

𝜈 − 1
 

آیدبه صورت زیر بدست می 144در نهایت نتیجه مورد نظر با استفاده از قضیه   

𝐸(𝑿) =  𝝁 + √
2

𝜋
 𝐸 (𝑈−

1

2) Σ
1

2 𝜹 = 𝝁 + √
2

𝜋
 
2𝜈

2𝜈 − 1
 Σ

1

2 𝜹      , 𝜈 >
1

2
 

    𝑉𝑎𝑟(𝑿) =  Σ 𝐸(𝑈−1) − 
2

𝜋
  𝐸2 (𝑈−

1

2) Σ
1

2 𝜹𝜹𝑻 Σ
1

2       

=
𝜈

𝜈 − 1 
 Σ −

2

𝜋
 (

2𝜈

2𝜈 − 1
)
2

Σ
1

2 𝜹𝜹𝑻 Σ
1

2              , 𝜈 > 1  

  □. وبرهان کامل است

 با یک پارامترچولگی لایشیآ چوله توزیع نرمال 3.3.4

، کنیممی معرفیکه در این فصل  ،آمیخته مقیاسی نرمال چوله های توزیعازخانواده  توزیعسومین 

 𝑈است. دلیل این نامگذاری به علت آمیخته بودن توزیع متغیر تصادفی  لایشیآ چوله توزیع نرمال

  شود. تعریف می است که تابع چگالی آن به صورت زیر

ℎ(𝑢, 𝝂) = {
𝜈          𝑢 = 𝛾
1 − 𝜈  𝑢 = 1

    0 ≤ 𝜈 ≤ 1  ,   0 < 𝛾 < 1, 𝝂 = (𝜈, 𝛾)𝑇                       (4-11)  

 خواهیم داشت.  لایشیبرای توزیع نرمال چوله آ آنگاه تعریف زیر را

𝑿دارای توزیع  𝑿می گوییم  (2111، و همکاران )لاکاس 4.4تعریف  ∼ 𝑆𝐶𝑁𝑝(𝝁 , Σ , 𝝀, 𝜈, 𝛾)  است

  . باشدتابع چگالی آن به صورت زیر  اگر
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𝑓𝑿(𝒙) = 2 {𝜈 𝜑𝑝 (𝒙|𝝁 ,
Σ

γ
)Φ1 (𝛾

1

2 𝝀𝑻Σ−
1

2 (𝒙 − 𝝁))}                  

          +2 {(1 − 𝜈)𝜑𝑝 (𝒙|𝝁 ,
Σ

γ
)Φ1 (𝛾

1

2 𝝀𝑻Σ−
1

2 (𝒙 − 𝝁))}     , 𝑥 ∈ ℝ𝑝                 (4-12)  

( است به سهولت امکان پذیر است. 1-4( عضوی از خانواده )21-4نشان دادن اینکه رابطه )  

𝑿 اگر (2111، و همکاران )لاکاس 16.4قضیه )*( ∼ 𝑆𝐶𝑁𝑝(𝝁 , Σ , 𝝀, 𝜈, 𝛾)، امید ریاضی و  آنگاه

   شود. بیان میبه صورت زیر این توزیع واریانس

𝐸(𝑿) = 𝝁 + √
2

𝜋
 (
ν

γ
1

2

+ (1 − ν))Σ
1

2 𝜹       

𝑉𝑎𝑟(𝑿) = (
𝜈

𝛾
+ (1 − 𝜈)) Σ −

2

𝜋
(
ν

γ
1

2

+ (1 − ν))

2

Σ
1

2 𝜹𝜹𝑻 Σ
1

2               

 داریم  742با توجه به قضیه : برهان 

𝐸 (𝑈−
1

2) =
ν

γ
1

2

+ (1 − ν)    , 𝐸(𝑈−1) =
𝜈

𝛾
+ (1 − 𝜈) 

نوشتتوان می 144و در نهایت با در نظر گرفتن قضیه   

𝐸(𝑿) = 𝝁 + √
2

𝜋
 𝐸 (𝑈−

1

2) Σ
1

2 𝛿 =  𝝁 + √
2

𝜋
 (
ν

γ
1

2

+ (1 − ν))Σ
1

2 𝜹 

𝑉𝑎𝑟(𝑿) =  Σ 𝐸(𝑈−1) − 
2

𝜋
  𝐸2 (𝑈−

1

2) Σ
1

2 𝜹𝜹𝑻 Σ
1

2    

               = (
𝜈

𝛾
+ (1 − 𝜈))Σ −

2

𝜋
(
ν

γ
1

2

+ (1 − ν))

2

Σ
1

2 𝜹𝜹𝑻 Σ
1

2               

  □. وبرهان کامل است
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 متغیره با دو پارامتر چولگی  آمیخته مقیاسی چندنرمال چوله توزیع های  4. 4

را بر اساس توزیع نرمال چوله با دو  آمیخته مقیاسیچوله  نرمال توزیع های خانوادهدراین بخش 

کنیم و مثال ها و خصوصیات آماری مهم این معرفی شد، تعریف می 149پارامتر چولگی که در بخش 

ایی ین توزیع آمیخته براساس مدل نرمال چولهبا توجه به اینکه ادهیم. خانواده را مورد بررسی قرار می

در این  ،استفاده شد 149تمام نمادهایی که در بخش ، شودساخته می ،معرفی شد 149که در بخش 

 هستند. بخش نیز قابل استفاده 

,𝐻(𝑢با تابع توزیع  نمایی یک متغیر تصادفی مثبت تک 𝑈اگر  (2111)ورنیک،  5.4تعریف  𝛼) (𝛼 

چوله نرمال  هایتوزیع  عضو خانواده 𝑋آنگاه می گوییم  ،عدد یا یک بردار باشد( باشد تواند یکمی

  . به صورت زیر باشد آناگر تابع چگالی  ،آمیخته مقیاسی با دو پارامتر چولگی است

𝑓𝑿(𝒙) = ∫
1

Φ(
𝜆0

√1+𝝀𝟏
𝑻𝝀𝟏

)

 𝜑𝑝(𝒙|𝝁, 𝑢
−1Σ)Φ1 (𝜆0 + 𝝀𝟏

𝑻 𝑢
1

2Σ−
1

2(𝒙 − 𝝁))
𝑢

𝑑𝐻(𝑢, 𝛼) (4-91)       

 کنیم حالت از نماد زیر برای نمایش این خانواده استفاده میدر این 

𝑿 ∼ 𝑆𝑁𝐼𝑝(𝝁 , Σ , 𝜆0 , 𝝀𝟏 , H)      ,   𝒙 ∈ ℝ
𝑝                                                       (4-41)  

𝑿 ( اگر2111)ورنیک،  14.4نتیجه )*( ∼ 𝑆𝑁𝐼𝑝(𝝁 , Σ , 𝜆0 , 𝝀𝟏 , H)،  آنگاه 

𝑿|𝑈 ∼ 𝑆𝑁𝑝(𝝁 , 𝑢
−1 Σ , 𝜆0 , 𝝀𝟏) 

 به صورت زیربا توجه به تعریف تابع چگالی حاشیه ایی برهان : 

𝑓𝑋(𝑥) = ∫𝑓(𝑥, 𝑢)𝑑𝑢 = ∫𝑓(𝑥|𝑢)ℎ(𝑢)𝑑𝑢

𝑢𝑢

  

نتیجه مطلوب حاصل  (19-9و تابع چگالی معرفی شده در رابطه ) (19-4رابطه ) در نظر گرفتن باو 

   □ .شود و برهان کامل استمی
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𝜆0(، 19-4رابطه ) در معرفی شده اگر در مدل  15.4نتیجه  = معرفی شده در  باشد آنگاه مدل 0

 . آیددست می به (1-4رابطه )

𝑿فرض کنید  17.4قضیه )**( ∼ 𝑆𝑁𝐼𝑝(𝝁 , Σ , 𝜆0 , 𝝀𝟏 , H)، نمایش تصادفی برای  در این صورت

 شود. تعریف میاین خانواده به صورت زیر 

𝑿 =𝑑  𝝁 + 𝑈−
1

2 𝒁                                                                                        (4-11)    

𝒁که در آن  ∼ 𝑆𝑁𝑝(0, Σ , 𝜆0 , 𝝀𝟏)   .است  

   □ .( کامل است11-4برهان رابطه ) 𝑈و توزیع متغیر تصادفی 1444با در نظر گرفتن نتیجه :  برهان

𝑿اگر  13.4قضیه )**( ∼ 𝑆𝑁𝐼𝑝(𝝁 , Σ , 𝛿0 , 𝜹𝟏 , H)، امید ریاضی و واریانس برای این خانواده  آنگاه

  باشد میبه صورت زیر 

𝐸(𝑿) = 𝝁 + 𝐸 (𝑈−
1

2) Σ
1

2  (𝜹𝟏
𝜑1(𝛿0)

Φ1(𝛿0)
) 

𝑉𝑎𝑟(𝑿) = 𝐸2 (𝑈−
1

2) Σ [ 𝜹𝟏𝜹𝟏
𝑻 (1 − 

𝜑1
2(𝛿0) + 𝛿0Φ1(𝛿0)𝜑1(𝛿0)

Φ2(𝛿0)
) + (𝐼𝑝 − 𝜹𝟏𝜹𝟏

𝑻) ]

+ 𝑉𝑎𝑟(𝑈−
1

2)Σ [ 𝜹𝟏𝜹𝟏
𝑻 (1 − 

𝜑1
2(𝛿0) + 𝛿0Φ1(𝛿0)𝜑1(𝛿0)

Φ2(𝛿0)
) + (𝐼𝑝 − 𝜹𝟏𝜹𝟏

𝑻) ] 

,𝑈( و استقلال 11-4با در نظر داشتن نمایش تصادفی معرفی شده در رابطه ):  برهان 𝒁  داریم 

𝐸(𝑿) = 𝐸 (𝝁 + 𝑈−
1

2 𝒁) = 𝜇 + 𝐸 (𝑈−
1

2)𝐸(𝒁) 

 شودنتیجه به صورت زیر حاصل می، 2149و با توجه به قضیه 

𝐸(𝑿) = 𝝁 + 𝐸 (𝑈−
1

2) Σ
1

2  (𝜹𝟏
𝜑1(𝛿0)

Φ1(𝛿0)
) 

 محاسبه واریانس به راحتی امکان پذیر استبا استفاده از معادله زیر، 
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𝑉𝑎𝑟(𝑋 𝑌) = 𝐸2(𝑋)𝑉𝑎𝑟(𝑌) + 𝐸2(𝑌)𝑉𝑎𝑟(𝑋) + 𝑉𝑎𝑟(𝑋)𝑉𝑎𝑟(𝑌)   , 𝑋 ⊥ 𝑌 

  □ .برهان کامل استو 

𝑿اگر  (2111)ورنیک،  11.4قضیه  ∼ 𝑆𝑁𝐼𝑝(𝝁 , Σ , 𝛿0 , 𝜹𝟏 , 𝐻)،  آنگاه تابع مولد گشتاور برای این

  است خانواده به صورت زیر 

𝑚𝑿(𝑡) =
1

Φ1(𝛿0)
 ∫ 𝑒

𝒕𝑻𝝁+
1

2
 𝑢−1𝒕𝑻Σ 𝒕 

𝑢
 Φ1 (𝜆0 + 𝝀𝟏

𝑻 𝑢−
1

2Σ
1

2(𝒙 − 𝝁))𝑑𝐻(𝑢, 𝛼)           (4-61)    

 داریم  1444با توجه به تعریف تابع مولد گشتاور و نتیجه : برهان 

𝑚𝑿(𝑡) = 𝐸(𝑒
𝒕𝑻𝑿) = 𝐸𝑈 (𝐸(𝑒

𝒕𝑻𝑿|𝑈)) = 𝐸𝑈 (𝑚𝑿|𝑈(𝑡)) = ∫𝑚𝑿|𝑈(𝑡)𝑑𝐻(𝑢, 𝛼)

𝑢

 

             =
1

Φ1(𝛿0)
 ∫ 𝑒𝒕

𝑻𝝁+
1

2
 𝑢−1𝒕𝑻Σ 𝒕 

𝑢

 Φ1 (𝜆0 + 𝝀𝟏
𝑻 𝑢−

1

2Σ
1

2 𝒕) 𝑑𝐻(𝑢, 𝛼) 

 □. برهان کامل است و

ازجمله ) شودکه در برخی موارد استفاده می (16-4رابطه )نمایش دیگری از تابع مولد گشتاور 

 ( به صورت زیر است 2144قضیه

𝑚𝑿(𝑡) =
𝑒𝒕
𝑻𝝁

Φ1(𝛿0)
  𝐸 [exp {

1

2
 𝑢−1𝒕𝑻𝛴 𝒕}Φ1 (𝛿0 + 𝑢

−
1

2𝜸𝑻 𝒕)]                               (4-71)    

𝑿 فرض کنید (2111)ورنیک،  24.4قضیه )*( ∼ 𝑆𝑁𝐼𝑝(𝝁 , Σ , 𝛿0 , 𝜸 , 𝐻) ، بردار𝑿 دو زیر  را به

𝑿صورت  به بردار = (𝑿𝟏
𝑻, 𝑿𝟐

𝑻)
𝑻  با بعدهای𝑝1, 𝑝2 طوریکه  به𝑝1 + 𝑝2 = 𝑝، به طور  و کنیم میافراز

  کنیم  مشابه فرض می

Σ = [
Σ11 Σ12
Σ21 Σ22

] , 𝝁 = [𝝁𝟏
𝑻 𝝁𝟐

𝑻]𝑻, 𝜸 = [𝜸𝟏
𝑻 𝜸𝟐

𝑻], 𝒕 = [𝒕𝟏
𝑻 𝒕𝟐

𝑻] 

 در این صورت
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𝑿𝟏 ∼ 𝑆𝑁𝐼𝑝1(𝝁𝟏, Σ11, 𝛿0, 𝜸𝟏, 𝐻)     , 𝑿𝟐 ∼ 𝑆𝑁𝐼𝑝2(𝝁𝟐, Σ22, 𝛿0, 𝜸𝟐, 𝐻) 

 تعریف معادله زیر  و( 17-4)رابطه معرفی شده در با توجه به تابع مولد گشتاور  برهان : 

𝑚𝑿(𝑡) = 𝑚𝑿𝟏,𝑿𝟐(𝒕𝟏, 𝒕𝟐) 

𝒕𝟐با قرار دادن   =  داریم  𝟎

𝑚𝑿𝟏(𝒕𝟏) = 𝑚𝑿(𝒕𝟏, 𝟎) =
𝑒𝒕𝟏
𝑻𝝁𝟏

Φ1(𝛿0)
  𝐸 [exp {

1

2
 𝑢−1𝒕𝟏

𝑻𝛴11 𝒕𝟏}Φ1 (𝛿0 + 𝑢
−
1

2𝜸𝟏
𝑻 𝒕𝟏)] 

 شود. می و نتیجه به صورت زیر حاصل 

𝑿𝟏 ∼ 𝑆𝑁𝐼𝑝1( 𝝁𝟏, 𝛴11, 𝛿0, 𝜸𝟏, 𝐻) 

𝒕𝟏با قرار دادن  𝑿𝟐برای افراز  =  داریم  𝟎

𝑚𝑿𝟐(𝒕𝟐) = 𝑚𝑿(𝟎, 𝒕𝟐) =
𝑒𝒕𝟐
𝑻𝝁𝟐

Φ1(𝛿0)
  𝐸 [exp {

1

2
 𝑢−1𝒕𝟐

𝑻𝛴22 𝒕𝟐}Φ1 (𝛿0 + 𝑢
−
1

2𝜸𝟐
𝑻 𝒕𝟐)]  

 شود. و نتیجه به صورت زیر حاصل می

𝑿𝟐 ∼ 𝑆𝑁𝐼𝑝2( 𝝁𝟐, 𝛴22, 𝛿0, 𝜸𝟐, 𝐻) 

  □. و برهان کامل است

𝑿 فرض کنید (2111)ورنیک،  21.4قضیه  ∼ 𝑆𝑁𝐼𝑝(𝝁 , Σ , 𝛿0 , 𝜸 , 𝐻)،  برای در این صورت𝒃 ∈

ℝ𝑝  اگر𝐶  یک ماتریس نامنفرد𝑝 × 𝑝 داریم ، باشد 

𝒀 = 𝒃 + 𝐶𝑿 ∼ 𝑆𝑁𝐼𝑝(𝒃 + 𝐶𝝁, 𝐶Σ𝐶
𝑇 , 𝛿0, 𝐶𝜸, 𝐻) 

( و ترکیب خطی بیان شده اثبات به 16-4با توجه به تابع مولد گشتاور معرفی شده در ) برهان :

 راحتی قابل محاسبه است. 
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𝑿 فرض کنید (2111)ورنیک،  22.4قضیه  ∼ 𝑆𝑁𝐼𝑝(𝝁 , Σ , 𝛿0 , 𝜸 , 𝐻)، تحت  در این صورت

  داریم  2144فرضیات قضیه 

𝑿𝟏|𝑿𝟐, 𝑈 ∼ 𝑆𝑁𝑝(𝝁𝟏𝟏 , 𝑢
−1(Σ11 − Σ12Σ22

−1Σ21), 𝒍𝟎, 𝒍𝟏) 

 که در آن 

𝝁𝟏𝟏 = 𝝁𝟏 + Σ12Σ22
−1(𝒙𝟐 − 𝝁𝟐),  𝒍𝟎 = 𝜆0 +

𝜸𝟐
𝑻Σ22
−1(𝒙𝟐 − 𝝁𝟐)

√𝑢−1(1 − 𝜸𝑻Σ−1𝜸)
  

𝒍𝟏 =
(Σ11 − Σ12Σ22

−1Σ21)
−
1

2(𝜸𝟏 − Σ12Σ22
−1𝜸𝟐)

√1 − 𝜸𝑻Σ−1𝜸  
 

 

 آمیخته مقیاسی با دو پارامتر چولگینرمال چوله مثالهایی از توزیع  3. 4

استیودنت چوله با دو  -tکه شامل توزیع  444از خانواده معرفی شده در بخش  توزیعدر این بخش سه 

با دو پارامتر چولگی است،  لایشیآ چوله پارامتر چولگی، اسلش چوله با دو پارامتر چولگی، نرمال

 د. نشومعرفی می توزیعو برخی خصوصیات آماری از این سه شود. تعریف می

  چوله با دو پارامتر چولگیاستیودنت  -tتوزیع  1.3.4

دارای  ، کهشود دارای دو پارامتر چولگی استچوله ایی که دراین بخش معرفی می استیودنت -tتوزیع 

با دو  استیودنت چوله -tدر این بخش برآورد پارامترهای توزیع خصوصیات آماری مناسبی است. 

  خواهیم آورد. به دست  EMپارامتر چولگی را با استفاده از الگوریتم 

𝑿می گوییم   6.4تعریف )**( ∼ 𝑆𝑇𝑝(𝝁 , Σ , 𝜆0, 𝝀𝟏, 𝜈)  است اگر تابع چگالی آن به صورت زیر

  . باشد
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𝑓𝑿(𝒙) =
1

Φ1(𝛿0)
 𝑡𝑝 (𝒙|𝝁 , Σ , 𝜈) 𝑇𝜈+𝑝 ,𝜆02 (

𝝀𝟏
𝑻 Σ

−
1
2 (𝒙−𝝁)√𝜈+𝑝

√𝜈+𝑑
)  ,   𝒙 ∈ ℝ𝑝                   (4-91)  

.)𝑇𝜈+𝑝 ,𝜆02که در آن  𝜈استیودنت غیر مرکزی با درجه آزادی  -tتابع توزیع  ( + 𝑝  و پارامتر غیر

𝜆0مرکزی 
( عضوی از خانواده 19-4در رابطه ) برای اینکه نشان دهیم تابع چگالی معرفی شدهاست.  2

)Γدارای توزیع  𝑈متغیر تصادفی ( است با در نظر گرفتن اینکه 19-4معرفی شده در رابطه )
𝜈

2
,
𝜈

2
) 

 داریم ،باشد

𝑓𝑿(𝒙) = ∫
1

Φ(
𝜆0

√1+𝜆1
𝑇𝜆1

)

 𝜑𝑝(𝒙|𝝁, 𝑢
−1Σ)Φ1 (𝜆0 + 𝝀𝟏

𝑻 𝑢
1

2Σ−
1

2(𝒙 − 𝝁))

𝑢

 𝑑𝐻(𝑢, 𝜈) 

𝛿0استفاده از نماد  و 𝑈با جایگذاری تابع چگالی  =
𝜆0

√1+𝜆1
𝑇𝜆1

 در ادامه داریم  

𝑓𝑿(𝒙) =
1

Φ1(𝛿0)
 ∫(2𝜋)−

𝑝

2  |Σ|−
1

2 𝑢
𝑝

2  𝑒−
𝑢𝑑

2  

∞

0

Φ1 (𝝀𝟏
𝑻 Σ−

1

2(𝒙 − 𝝁)√𝑢 + 𝜆0)
(
ν

2
)

ν

2

Γ (
ν

2
)
𝑢
𝜈

2
−1 𝑒−

𝜈

2
𝑢 𝑑𝑢 

           =
(
𝜈

2
)

𝜈

2

 Φ1(𝛿0)Γ (
𝜈

2
) (2𝜋)

𝑝

2  |Σ|
1 

2

 ∫ 𝑢
𝑝+𝜈 

2
−1

∞

0

 𝑒−
𝑢(𝑑+𝜈)

2 Φ1 ( 𝝀𝟏
𝑻Σ−

1

2(𝒙 − 𝝁)√𝑢 + 𝜆0) 𝑑𝑢 

𝑤با انتخاب  = (𝜈 + 𝑑)𝑢 توان نتیجه گرفت می  

𝑓𝑿(𝒙) =
(
𝜈

2
)

𝜈

2
 Γ (

𝑝+𝜈

2
)

 Φ1(δ0)Γ (
𝜈

2
) (2𝜋)

𝑝

2  |Σ|
1 

2 
 (
𝑑+𝜈

2
)

𝑝+𝜈

2
 

  

×∫
(
𝑑+𝜈

2
)

𝑝+𝜈

2

Γ (
𝑝+𝜈

2
)
 

∞

0

 𝑢
𝑝+𝜈 

2
−1𝑒−

𝑢(𝑑+𝜈)

2  Φ1(
𝝀𝟏
𝑻Σ−

1

2(𝒙 − 𝝁)

√𝜈 + 𝑑
 √𝑤 + 𝜆0)𝑑𝑢 
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        =
(
𝜈

2
)

𝜈

2
 Γ (

𝑝+𝜈

2
)

 Φ1(δ0)Γ (
𝜈

2
) (2𝜋)

𝑝

2  |Σ|
1 

2 
 (
𝑑+𝜈

2
)

𝑝+𝜈

2
 

 𝐸𝑢 (Φ1(
𝝀𝟏
𝑻Σ−

1

2(𝒙 − 𝝁)

√𝜈 + 𝑑
 √𝑤 + 𝜆0))  

متغیره، نتیجه به صورت زیر حاصل  -𝑝 استیودنت -tوتابع چگالی توزیع  441بنابراین با توجه به لم 

 شود. می

𝑓𝑿(𝒙) =  
1

Φ1(𝛿0)
 𝑡𝑝 (𝒙|𝝁 , Σ , 𝜈) 𝑇𝜈+𝑝 ,𝜆02(

𝛌𝟏
𝐓 Σ−

1

2 (𝒙 − 𝝁)√𝜈 + 𝑝

√𝜈 + 𝑑
) 

 □. وبرهان کامل است

 (،4-4( و )9-4)( در شکل های19-4)نمودار تابع چگالی و کانتور از توزیع معرفی شده در رابطه 

 نشان داده شده است. 

 
 استیودنت چوله با دو پارامتر چولگی  -tنمودار کانتور از توزیع  -(9-4شکل )
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 استیودنت چوله با دو پارامتر چولگی -tتوزیع  از نمودار تابع چگالی -(4-4شکل )

𝑿فرض کنید   23.4قضیه )**( ∼ 𝑆𝑇𝑝(𝝁 , Σ , 𝛿0, 𝜹𝟏, 𝜈)،  در این صورت امید ریاضی و واریانس

 این مدل به صورت زیر می باشد 

𝐸(𝑿) = 𝝁 + √
𝜈

2
 
Γ (

𝜈−1

2
)

Γ (
𝜈

2
)
 Σ

1

2  (𝛅𝟏
φ1(δ0)

Φ1(𝛿0)
)   

𝑉𝑎𝑟(𝑿) =
𝜈

2
(
Γ (

𝜈−1

2
)

Γ (
𝜈

2
)
 )

2

𝑉𝑎𝑟(𝒁) +
𝜈

𝜈 − 2
−
𝜈

2
(
Γ (

𝜈−1

2
)

Γ (
𝜈

2
)
 )

2

𝐸2(𝒁) +
𝜈

𝜈 − 2

−
𝜈

2
(
Γ (

𝜈−1

2
)

Γ (
𝜈

2
)
 )

2

𝑉𝑎𝑟(𝒁) 

 که در آن 

𝒁 ∼ 𝑆𝑁𝑝(0, Σ, 𝛿0, 𝜹𝟏) 
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𝑉𝑎𝑟(𝒁) =  Σ [ 𝜹𝟏𝜹𝟏
𝑻 (1 − 

𝜑1
2(𝛿0) + 𝛿0Φ1(𝛿0)𝜑1(𝛿0)

Φ2(𝛿0)
) + (𝐼𝑝 − 𝜹𝟏𝜹𝟏

𝑻)]  

𝐸2(𝒁) = (Σ
1

2 (𝜹𝟏
𝜑(𝛿0)

Φ(𝛿0)
))

2

 

 توان نوشت  می 942قضیه توجه به با  : برهان

𝑉𝑎𝑟 (𝑈−
1

2) =  
𝜈

𝜈 − 2
−
𝜈

2
(
Γ (

𝜈−1

2
)

Γ (
𝜈

2
)
 )

2

 

  □ .برهان کامل استاثبات به راحتی امکان پذیر است و 1944با در نظر گرفتن قضیه حال 

 استیودنت چوله با دو پارامتر چولگی  -tبرآورد پارامترهای توزیع  1.1.3.4

متغیره با دو پارامترچولگی را با 𝑝−چوله  استیودنت -tپارامترهای توزیع خواهیم در این بخش می 

 برآوردکنیم.  EMاستفاده از الگوریتم 

,𝑿𝟏فرض کنید   𝑿𝟐, … , 𝑿𝒏  یک نمونه تصادفی𝑛  تایی از𝑆𝑇𝑝(𝝁 , Σ , 𝜆0, 𝝀𝟏 , 𝜈)  باشد همچنین 

 𝜽 = (𝝁𝑻, 𝛾𝑇 , 𝝀𝟏
𝑻, 𝜆0)

𝑇  گیریم که در آن  را در نظر می 

𝝁𝑻  میانگین  بردار : پارامتر 

𝛾𝑇   ماتریس بالا مثلثی از ماتریس متقارن :Σ 

𝜆0 پارامتر چولگی اول : 

𝝀𝟏
𝑻   : بردار چولگی دوم پارامتر 

 تایی معلوم باشد.   𝑛برای نمونه  𝜈کنیم پارامتر علاوه بر این فرض می
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𝑿اگر  ،در فصل سوم بیان کردیمکه طورهمان ∼ 𝑆𝑁𝑝(𝝁, Σ, 𝜹𝟏, 𝛿0)   باشد آنگاه نمایش تصادفی از

  شود. تعریف میاین خانواده به صورت زیر 

𝑿 =𝑑  𝝁 + Σ
1

2 (𝜹𝟏𝑍1(−𝛿0) + (𝐼𝑝 − 𝜹𝟏𝜹𝟏
𝑻)

1

2𝒁𝟐)                                                (4-13)  

 که در آن

 𝑍1 ∼ 𝑁1(0,1)   , 𝒁𝟐 ∼ 𝑁𝑝(𝟎, 𝐼𝑝) 

 نمایش سلسله مراتبی زیر را خواهیم داشت  (13-4) رابطهتوجه به با EMبرای اجرای الگوریتم 

𝑿𝒊|𝑇𝑖 = 𝑡𝑖, 𝑈𝑖 = 𝑢𝑖 ∼
𝑖𝑛𝑑  𝑁𝑝 (𝝁 + 𝑡𝑖Σ

1

2 𝜹𝟏 , 𝑢𝑖
−1 Σ

1

2 (𝐼𝑝 − 𝜹𝟏𝜹𝟏
𝑻)Σ

1

2) , 𝑖 = 1,… , 𝑛   (4-21)  

𝑇𝑖|𝑈𝑖 = 𝑢𝑖 ∼
𝑖𝑖𝑑  𝑇𝑁1(0, 𝑢𝑖

−1 ) 𝐼(𝑡 > −𝛿0)    𝑖 = 1,… , 𝑛                                     (4-21)  

𝑈𝑖 ∼
𝑖𝑛𝑑  ℎ(𝑢𝑖, 𝜈), 𝑖 = 1,… , 𝑛                                                                         (4-22)  

 باشندهمگی مستقل میطوریکه  به

 : اجرای الگوریتم

 گیریم برای ادامه کار فرضیات زیر را در نظر می

𝚫𝟐 = Σ
1

2 𝜹𝟏        , Γ2 = Σ − 𝚫𝟐 𝚫𝟐
𝐓 = Σ

1

2 (𝐼𝑝 − 𝜹𝟏𝜹𝟏
𝑻)Σ

1

2 

 دست آوریم ابتدا لگاریتم تابع درستنمایی داده های کامل را به در

ℓ𝑐(𝜽|𝑿𝑐) = log (∏𝑓𝑿,𝑈,𝑇(𝒙, 𝑢, 𝑡)

𝑛

𝑖=1

) = log(∏𝑓(𝒙𝑖|𝑢𝑖, 𝑡𝑖)𝑓(𝑡𝑖|𝑢𝑖)𝑓(𝑢𝑖)

𝑛

𝑖=1

) 

و  141توجه به تعریف با  و، گیردپارامتر مجهول را در بر نمیبردار ( 22-4)با توجه به اینکه رابطه 

𝒅𝟐فرض اینکه 
∗ = (𝒙𝒊 − 𝝁 − 𝑡𝑖𝚫𝟐)

𝑇(𝑢𝑖Γ2)
−1(𝒙𝒊 − 𝝁− 𝑡𝑖𝚫𝟐)، توان نوشت می 
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ℓ𝑐(𝜽|𝑿𝑐) = log

(

 
 
∏(2𝜋)−

𝑝

2  |𝑢𝑖
−1 𝛴

1

2 (𝐼𝑝 − 𝜹𝟏𝜹𝟏
𝑻)𝛴

1

2|
−
1

2
 𝑒−

𝒅𝟐
∗

2

𝑛

𝑖=1

𝑢
𝑖

1

2

1 − Φ1(−
𝛿0

𝑢
𝑖

−
1
2

)
 𝜑1(

𝑡

𝑢
𝑖

−
1

2

)

)

 
 
+ 𝑐 

1 با توجه به این نکته ادامه،در  − Φ1(−𝑥) = Φ1(𝑥)  داریم 

ℓ𝑐(𝜽|𝑿𝑐) = log

(

 
 
(2𝜋)−

𝑛𝑝

2  |𝑢𝑖
−1 𝛴

1

2 (𝐼𝑝 − 𝜹𝟏𝜹𝟏
𝑻)𝛴

1

2|
−
𝑛

2
𝑒−

1

2
∑ 𝒅𝟐

∗𝑛
𝑖=1  ∏

1

𝛷1 (𝛿0𝑢𝑖

1

2)

𝑛

𝑖=1 

)

 
 
+ 𝑐 

𝒅𝟐 و با جایگذاری
𝚫𝟐 و ∗ = Σ

1

2 𝜹𝟏  , Γ2 = Σ − 𝚫𝟐 𝚫𝟐
𝐓 = Σ

1

2 (𝐼𝑝 − 𝜹𝟏𝜹𝟏
𝑻)Σ

1

 داریم  2

ℓ𝑐(𝜽|𝑋𝑐) = 𝑐 −
𝑛

2
log|Γ2|

−
1

2
 ∑𝑢𝑖(𝒙𝒊 − 𝝁 − 𝚫𝟐𝑡𝑖)

𝑇Γ2
−1(𝒙𝒊 − 𝝁 − 𝚫𝟐𝑡𝑖) +∑log

(

 
 1

𝛷1 (𝛿0𝑢𝑖

1

2)
)

 
 

𝑛

𝑖=1

 

𝑛

𝑖=1

 

                 = 𝑐 −
𝑛

2
log|Γ2| −

1

2
 ∑𝑢𝑖(𝒙𝒊 − 𝝁 − 𝚫𝟐𝒕𝒊)

𝑇Γ2
−1(𝒙𝒊 − 𝝁− 𝚫𝟐𝒕𝒊) −∑log Φ1(𝛿0𝑢𝑖

1

2)

𝑛

𝑖=1

 

𝑛

𝑖=1

 

 اولین مرحله قبل از اجرای  در ادامه کار و. است هاپارامتر بردار مقداری ثابت و مستقل از 𝑐 در آن که

 گیریم مفروضات زیر را در نظر می ،الگوریتم

 𝑢𝑖
∗
2
= 𝐸(𝑈𝑖|𝑿𝒊)                                                  

𝑢𝑡𝑖
∗
2
= 𝐸(𝑈𝑖𝑇𝑖|𝑿𝒊) 

𝑢𝑡𝑖
2
2

∗
= 𝐸(𝑈𝑖𝑇𝑖

2|𝑿𝒊) 

𝜏𝑖2 = 𝐸 (𝑈
1

2   𝑊Φ (𝑈
1

2 
𝛿0+𝑀

2(𝜃)𝚫𝟐
𝑻Γ2
−1(𝒙−𝝁)

𝑀(𝜃)
) |𝑿 = 𝒙) 

𝑿𝒊با توجه به اینکه  ∼ 𝑆𝑇𝑝(𝝁, Σ, 𝝀𝟏, 𝜆0, 𝜈)،  را برای محاسبه روابط بالا ( 27-4( تا )24-4)قضایای

 کنیم. معرفی می
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𝑿اگر   24.4قضیه )**( ∼ 𝑆𝑇𝑝(𝝁, Σ, 𝝀𝟏, 𝜆0, 𝜈)  باشد آنگاه داریم 

𝐸(𝑈𝑟|𝑿) =
 2𝑟 𝜈

𝜈

2Γ(
𝑝+𝜈+2𝑟

2
) (𝑑 + 𝜈)−

𝑝+𝜈+2𝑟

2

 Φ1(𝛿0)𝑓𝑿(𝒙)Γ (
𝜈

2
)√𝜋𝑝|Σ|

1

2

 𝑇𝑝+𝜈+2𝑟,𝜆02 (
√
𝑝 + 𝜈 + 2𝑟

𝑑 + 𝜈
    𝝀𝟏

𝑻Σ−
1

2 (𝒙 − 𝝁)) 

 داریم 𝑈با توجه به تعریف امید ریاضی شرطی وتوزیع متغیر تصادفی برهان : 

𝐸(𝑈𝑟|𝑿 = 𝒙) = ∫ 𝑢𝑟  𝑓𝑈|𝑿(𝑢|𝒙)𝑑𝑢 = ∫ 𝑢
𝑟
𝑓𝑿,𝑈(𝒙, 𝑢)

𝑓𝑿(𝒙)
 𝑑𝑢 

∞

0

∞

0

 

                          =   
1

𝑓𝑿(𝒙)
∫ 𝑢𝑟  𝑓𝑿|𝑈 (𝒙|𝑢)ℎ(𝑢)𝑑𝑢 

∞

0

     

𝑿|𝑈با توجه به اینکه  ∼ 𝑆𝑁𝑝(𝝁 , 𝑢
−1 Σ, 𝜆0, 𝝀𝟏)   و𝑈 ∼ Γ(

𝜈

2
,
𝜈

2
  توان نوشت میاست  (

   =
1

𝑓𝑿(𝒙)Φ1(𝛿0)
∫ 𝑢𝑟 𝜑𝑝(𝒙|𝝁 , 𝑢

−1 Σ)Φ1(𝜆0 + 𝝀𝟏
𝑻𝑢

1

2 Σ−
1

2 (𝒙 − 𝝁)

∞

0

(
𝜈

2
)

𝜈

2

Γ (
𝜈

2
)
𝑢
𝜈

2
−1 𝑒−

𝜈

2
𝑢 𝑑𝑢 

    =
 (
𝜈

2
)

𝜈

2

𝑓𝑿(𝒙)Γ (
𝜈

2
)Φ1(𝛿0) 

 ∫ 𝑢
𝜈

2
+𝑟−1

∞

0

  (2𝜋)−
𝑝

2  |Σ|−
1

2 𝑢
𝑝

2  𝑒−
𝑢𝑑

2  Φ1(𝜆0 + 𝝀𝟏
𝑻𝑢

1

2 Σ−
1

2 (𝒙 − 𝝁)𝑒−
𝜈

2
𝑢 𝑑𝑢 

  =
 (
𝜈

2
)

𝜈

2

Φ1(𝛿0)𝑓𝑿(𝒙)Γ (
𝜈

2
) (2𝜋)

𝑝

2  |Σ|
1 

2

 ∫ 𝑢
𝑝+𝜈+2𝑟

2
−1 𝑒−𝑢(

𝑑+𝜈

2
) Φ1(𝜆0 + 𝝀𝟏

𝑻𝑢
1

2 𝛴−
1

2 (𝒙 − 𝝁) 𝑑𝑢

∞

0

 

  =
 (
𝜈

2
)

𝜈

2
 Γ (

𝑝+𝜈+2𝑟

2
)

Φ1(𝛿0)𝑓𝑿(𝒙)Γ (
𝜈

2
) (2𝜋)

𝑝

2  |Σ|
1 

2  (
𝑑+𝜈

2
)

𝑝+𝜈+2𝑟

2
 

 

     × ∫
(
𝑑+𝜈

2
)

𝑝+𝜈+2𝑟

2

Γ (
𝑝+𝜈+2𝑟

2
)
 

∞

0

 𝑢
𝑝+𝜈+2𝑟

2
−1 𝑒−𝑢(

𝑑+𝜈

2
) Φ1(𝜆0 + 𝝀𝟏

𝑻𝑢
1

2 Σ−
1

2 (𝒙 − 𝝁) 𝑑𝑢 
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=
 (
𝜈

2
)

𝜈

2
 Γ (

𝑝+𝜈+2𝑟

2
)

Φ1(𝛿0)𝑓𝑿(𝒙)Γ (
𝜈

2
) (2𝜋)

𝑝

2  |Σ|
1 

2  (
𝑑+𝜈

2
)

𝑝+𝜈+2𝑟

2
 

 

     × ∫
(
𝑑+𝜈

2
)

𝑝+𝜈+2𝑟

2

Γ (
𝑝+𝜈+2𝑟

2
)
 

∞

0

 𝑢
𝑝+𝜈+2𝑟

2
−1 𝑒−𝑢(

𝑑+𝜈

2
) Φ1( √

𝑢(𝑑 + 𝜈)

𝑑 + 𝜈
𝝀𝟏
𝑻 Σ−

1

2 (𝒙 − 𝝁) + 𝜆0)𝑑𝑢  

=
2r (𝜈)

𝜈

2 Γ (
𝑝+𝜈+2𝑟

2
) (𝑑 + 𝜈)−

𝑝+𝜈+2𝑟

2

Φ1(𝛿0)𝑓𝑿(𝒙)Γ (
𝜈

2
) (𝜋)

𝑝

2  |Σ|
1 

2  (
𝑑+𝜈

2
)

𝑝+𝜈+2𝑟

2
 

  𝐸𝑈(Φ1 ( √
𝑢(𝑑 + 𝜈)

𝑑 + 𝜈
𝝀𝟏
𝑻 Σ−

1

2 (𝒙 − 𝝁) + 𝜆0) 

 داریم  441بنابراین با توجه به لم 

=
2r (𝜈)

𝜈

2 Γ (
𝑝+𝜈+2𝑟

2
) (𝑑 + 𝜈)−

𝑝+𝜈+2𝑟

2

Φ1(𝛿0)𝑓𝑿(𝒙)Γ (
𝜈

2
) (𝜋)

𝑝

2  |Σ|
1 

2   
 𝑇𝑝+𝜈+2𝑟,𝜆02 (

𝝀𝟏
𝑻 Σ−

1

2(𝒙 − 𝝁)√𝑝 + 𝜈 + 2𝑟

√𝑑 + 𝜈
)  

  □ .وبرهان کامل است

𝑟با قرار دادن  ،2444 با توجه به قضیه  16.4نتیجه )**( =  داریم  1

𝑢𝑖
∗
2
=
2 (𝜈)

𝜈

2 Γ (
𝑝+𝜈+2

2
) (𝑑 + 𝜈)−

𝑝+𝜈+2

2

Φ1(𝛿0)𝑓𝑿(𝒙)Γ (
𝜈

2
) (𝜋)

𝑝

2  |Σ|
1 

2   
 𝑇𝑝+𝜈+2,𝜆02 (

𝝀𝟏
𝑻 Σ−

1

2(𝒙 − 𝝁)√𝑝 + 𝜈 + 2

√𝑑 + 𝜈
) 

𝑿اگر   25.4قضیه )**( ∼ 𝑆𝑇𝑝(𝝁 , Σ , 𝝀𝟏, 𝜆0 , 𝜈)،  آنگاه داریم 

𝑢𝑡𝑖
∗
2
= 𝑀2(𝜃)𝚫𝟐

𝑻Γ2
−1(𝒙 − 𝝁)𝑢𝑖

∗
2
+𝑀(𝜃)𝜏𝑖2  

 که در آن 

𝑀2(𝜃) = (1 + 𝚫𝟐
𝐓Γ2

−1𝚫𝟐)
−1

 

𝜏𝑖2 = 𝐸 (𝑈
1

2   𝑊Φ (𝑈
1

2 
𝛿0+𝑀

2(𝜃)𝚫𝟐
𝑻Γ2
−1(𝒙−𝝁)

𝑀(𝜃)
) |𝑿 = 𝒙)  

 توان نوشت ( می22-4( تا )21-4با توجه به روابط ) برهان :
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𝑇|𝑿, 𝑈 ∼ 𝑇𝑁 (𝑀2(𝜃)𝚫𝟐
𝑻Γ2

−1(𝒙 − 𝝁) , 𝑈−1𝑀2(𝜃))  𝐼(𝑡 > −𝛿0)                       (4-29)  

 داریم 141بنابراین با توجه به تعریف 

𝐸(𝑇|𝑿, 𝑈) = 𝑀2(𝜃)𝚫𝟐
𝑻Γ2

−1(𝒙 − 𝝁) + 𝑈−
1

2 𝑀(𝜃) 𝑊Φ (𝑈
1

2
𝛿0 +𝑀

2(𝜃)𝚫𝟐
𝑻Γ2

−1(𝒙 − 𝝁)

𝑀(𝜃)
 ) 

 داریم  641و در نهایت با توجه به لم  

𝑢𝑡𝑖
∗
2
= E(𝑈𝑇|𝑿 = 𝒙) 

      = 𝐸 (𝑈 (𝑀2(𝜃)𝚫𝟐
𝑻Γ2
−1(𝒙 − 𝝁) + 𝑈−

1

2 𝑀(𝜃) 𝑊Φ (𝑈
1

2
𝛿0+𝑀

2(𝜃)𝚫𝟐
𝑻Γ2
−1(𝒙−𝝁)

𝑀(𝜃)
 )) |𝑿 = 𝒙) 

  = 𝑀2(𝜃)𝚫𝟐
𝑻Γ2

−1(𝒙 − 𝝁)𝐸(𝑈|𝑿 = 𝒙) + 𝑀(𝜃)𝐸 (𝑈
1

2   𝑊Φ (𝑈
1

2 
𝛿0+𝑀

2(𝜃)𝚫𝟐
𝑻Γ2
−1(𝒙−𝝁)

𝑀(𝜃)
) |𝑿 = 𝒙)   

  = 𝑀2(𝜃)𝚫𝟐
𝑻Γ2

−1(𝒙 − 𝝁)𝑢𝑖2
∗ +𝑀(𝜃) 𝜏𝑖2 

  □. برهان کامل استو 

𝑿فرض کنید   26.4قضیه )**( ∼ 𝑆𝑇𝑝(𝝁 , Σ , 𝝀𝟏, 𝜆0, 𝜈)، در این صورت داریم  

𝑢𝑡𝑖
2
2

∗
= 𝑀4(𝜃)(𝚫𝟐

𝑻Γ2
−1(𝒙 − 𝝁))2𝑢𝑖2

∗ +𝑀2(𝜃) +𝑀3(𝜃)𝚫𝟐
𝑻Γ2

−1(𝒙 − 𝝁)𝜏𝑖2 − 𝛿0𝑀(𝜃)𝜏𝑖2 

 داریم  141تعریف  ( و استفاده از29-4توزیع معرفی شده در رابطه ) با توجه بهبرهان : 

𝐸(𝑇2|𝑿, 𝑈) = 𝑀4(𝜃)(𝚫𝟐
𝑻Γ2

−1(𝒙 − 𝝁))2 +𝑈−1𝑀2(𝜃)

+ 𝑀3(𝜃)𝚫𝟐
𝑻Γ2

−1(𝒙 − 𝝁)𝑈−
1

2
  𝑊Φ (𝑈

1

2
 𝛿0 +𝑀

2(𝜃)𝚫𝟐
𝑻Γ2

−1(𝒙 − 𝝁)

𝑀(𝜃)
)

− 𝛿0𝑈
−
1

2  𝑀(𝜃)𝑊Φ (𝑈
1

2
 𝛿0 +𝑀

2(𝜃)𝚫𝟐
𝑻Γ2

−1(𝒙 − 𝝁)

𝑀(𝜃)
) 

 داریم  641با توجه به لم  درادامه و

𝑢𝑡𝑖
2
2

∗
= 𝐸(𝑈𝑇2|𝑿 = 𝒙) 
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= 𝐸

(

 
 
𝑈

(

 
 

𝑀4(𝜃)(𝚫𝟐
𝑻Γ2

−1(𝒙 − 𝝁))2 + 𝑈−1𝑀2(𝜃)

+𝑀3(𝜃)𝚫𝟐
𝑻Γ2

−1(𝒙 − 𝝁)𝑈−
1

2
  𝑊Φ (𝑈

1

2
 𝛿0+𝑀

2(𝜃)𝚫𝟐
𝑻Γ2
−1(𝒙−𝝁)

𝑀(𝜃)
)

−𝛿0𝑈
−
1

2  𝑀(𝜃)𝑊Φ (𝑈
1

2
 𝛿0+𝑀

2(𝜃)𝚫𝟐
𝑻Γ2
−1(𝒙−𝝁)

𝑀(𝜃)
)

)

 
 
|
|𝑿 = 𝒙

)

 
 

 

= 𝑀4(𝜃)(𝚫𝟐
𝑻Γ2

−1(𝒙 − 𝝁))2𝐸(𝑈|𝑿 = 𝒙) +𝑀2(𝜃) 

+𝑀3(𝜃)𝚫𝟐
𝑻Γ2

−1(𝒙 − 𝝁)𝐸 (𝑈
1

2   𝑊Φ (𝑈
1

2 
𝛿0+𝑀

2(𝜃)𝚫𝟐
𝑻Γ2
−1(𝒙−𝝁)

𝑀(𝜃)
) |𝑿 = 𝒙) 

−𝛿0𝑀(𝜃)𝐸 (𝑈
1

2   𝑊Φ (𝑈
1

2 
𝛿0+𝑀

2(𝜃)𝚫𝟐
𝑻Γ2
−1(𝒙−𝝁)

𝑀(𝜃)
) |𝑿 = 𝒙) 

= 𝑀4(𝜃)(𝚫𝟐
𝑻Γ2

−1(𝒙 − 𝝁))2𝑢𝑖2
∗ +𝑀2(𝜃)+𝑀3(𝜃)𝚫𝟐

𝑻Γ2
−1(𝒙 − 𝝁)𝜏𝑖2 − 𝛿0𝑀(𝜃)𝜏𝑖2 

  □ .و برهان کامل است

𝑿اگر  27.4)**(قضیه  ∼ 𝑆𝑇𝑝(𝝁 , Σ , 𝝀𝟏, 𝜆0, 𝜈) آنگاه داریم ، 

𝜏𝑖2

=
(
ν

2
)

ν

2

Φ1(𝛿0)𝑓(𝒙)Γ (
𝜈

2
)
∫ 𝑢

𝜈−1

2

∞

0

1

√2𝜋
 𝑒−

1

2
𝑢(𝐴2+𝜈)

Φ1 (𝜆0 + 𝝀𝟏
𝑻𝑈

1

2 Σ−
1

2 (𝒙 − 𝝁))

Φ1 (𝑈
1

2𝐴)
𝜑𝑝(𝒙|𝝁 , 𝑈

−1Σ)𝑑𝑢 

 که در آن 

𝐴 =
𝛿0 +𝑀

2(𝜃)𝚫𝟐
𝑻Γ2

−1(𝒙 − 𝝁)

𝑀(𝜃)
 

 برهان : 

𝜏𝑖2 = 𝐸 (𝑈
1

2   𝑊Φ (𝑈
1

2 
𝛿0+𝑀

2(𝜃)𝚫𝟐
𝑻Γ2
−1(𝒙−𝝁)

𝑀(𝜃)
) |𝑿 = 𝒙) 

𝜏𝑖2 = ∫ 𝑢
1

2

φ1 (𝑈
1

2 
𝛿0+𝑀

2(𝜃)𝚫𝟐
𝑻Γ2
−1(𝒙−𝝁)

𝑀(𝜃)
)

Φ1 (𝑈
1

2 
𝛿0+𝑀

2(𝜃)𝚫𝟐
𝑻Γ2
−1(𝒙−𝝁)

𝑀(𝜃)
)
 𝑓(𝑢|𝒙)𝑑𝑢

∞

0

 

= ∫ 𝑢
1

2

𝜑1 (𝑈
1

2 
𝛿0+𝑀

2(𝜃)𝜟𝟐
𝑻𝛤2
−1(𝒙−𝝁)

𝑀(𝜃)
)

𝛷1 (𝑈
1

2 
𝛿0+𝑀

2(𝜃)𝜟𝟐
𝑻𝛤2
−1(𝒙−𝝁)

𝑀(𝜃)
)

𝑓(𝒙|𝑢)𝑓(𝑢)

𝑓(𝒙)
𝑑𝑢

∞

0
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=
1

Φ1(𝛿0)𝑓(𝒙)
∫ 𝑢

1

2

𝜑1 (𝑈
1

2 𝐴)

𝛷1 (𝑈
1

2 𝐴)
𝜑𝑝(𝒙|𝝁, 𝑢

−1Σ)Φ1 (𝜆0 + 𝝀𝟏
𝑻𝑈

1

2 Σ−
1

2 (𝒙 − 𝝁))𝑓(𝑢) 𝑑𝑢

∞

0

  

=
(
𝜈

2
)

𝜈

2

Φ1(𝛿0)𝑓(𝒙)Γ (
𝜈

2
)
∫ 𝑢

𝜈−1

2

1

√2𝜋
𝑒
−
1

2
𝑢(𝐴2+𝜈)

Φ1 (𝜆0 + 𝝀𝟏
𝑻𝑈

1

2 Σ
−
1

2 (𝒙 − 𝝁))

Φ1 (𝑈
1

2𝐴)
 𝜑
𝑝
(𝒙|𝝁 , 𝑈−1Σ)𝑑𝑢

∞

0

 

 □و برهان کامل است. 

 :گام اول الگوریتم 

 کنیم محاسبه می را به شرط داده های مشاهده شده ℓ𝑐(𝜽|𝑿𝑐)امید ریاضی  ،در گام اول الگوریتم

𝑄(𝜽) = 𝐸(ℓ𝑐(𝜽|𝑿𝑐)|𝑿 = 𝒙)

= 𝐸 (𝑐 −
𝑛

2
log |Γ2| −

1

2
 ∑ 𝑢𝑖(𝒙𝒊 − 𝝁 − 𝚫𝟐𝑡𝑖)

𝑇Γ2
−1(𝒙𝒊 − 𝝁− 𝚫𝟐𝑡𝑖) − ∑ log Φ1(𝛿0𝑢𝑖

1

2)𝑛
𝑖=1

𝑛
𝑖=1 |𝑿 = 𝒙) 

          می توان نوشت  ،که در نهایت با توجه فرضیات بیان شده

𝑄(𝜽) =  𝑐 −
𝑛

2
log|Γ2| −

1

2
 ∑𝑢𝑖

∗
2

𝑛

𝑖=1

(𝒙𝒊 − 𝝁)
𝑻Γ2
−1(𝒙𝒊 − 𝝁) 

+∑𝑢𝑡𝑖
∗
2
 

𝑛

𝑖=1

(𝒙𝒊 − 𝝁)
𝑻Γ2
−1𝚫𝟐 −

1

2
 ∑𝑢𝑡𝑖

2
2

∗
𝑛

𝑖=1

 𝚫𝟐
𝑻Γ2

−1𝚫𝟐 −∑𝐸(log(Φ1 (𝛿0𝑢𝑖

1

2)) |𝑋 = 𝑥)

𝑛

𝑖=1

 

 :گام دوم الگوریتم 

برای این  .برآورد پارامترهای مورد نظر است و 𝑄(𝜽)شامل ماکزیمم کردن  ،دوم الگوریتممرحله 

 نسبت به پارامترهای مشخص شده، مشتق بگیریم. 𝑄(𝜽)از تابع  ،منظورکافی است

 برآورد پارامتر بردار  :

𝜕𝑄(𝜽)

𝜕𝝁
= −

1

2
∑−2

𝑛

𝑖=1

𝑢𝑖
∗
2
(𝒙𝒊 − 𝝁̂)Γ2

−1 +∑−𝑢𝑡𝑖
∗
2
Γ2
−1̂𝚫𝟐̂ = 0

𝑛

𝑖=1
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⇒ Γ2
−1∑ 𝑢𝑖

∗
2
(𝒙𝒊 − 𝝁̂)

𝑛

𝑖=1

= Γ2
−1̂∑−𝑢𝑡𝑖

∗

2
𝚫𝟐̂ = 0

𝑛

𝑖=1

 

⇒ 𝝁 ̂ =
∑ (𝑢𝑖

∗
2
𝒙−𝑢𝑡𝑖

∗
2
𝚫𝟐̂)

𝑛
𝑖=1

∑ 𝑢𝑖
∗
2

𝑛
𝑖=1

  

 : Γ2برآورد پارامتر ماتریس 

𝜕𝑄(𝜽)

𝜕Γ2
 = 0 

⇒ Γ2̂ =
1

𝑛
∑[𝑢𝑖

∗
2
(𝒙𝒊 − 𝝁̂)(𝒙𝒊 − 𝝁̂)

𝑻 − 2𝑢𝑡𝑖
∗
2
𝚫𝟐̂ (𝒙𝒊 − 𝝁̂)

𝑻 + 𝑢𝑡𝑖
2
2

∗
𝚫𝟐̂𝚫𝟐

𝐓̂]

𝑛

𝑖=1

 

 : 𝚫𝟐برآورد پارامتر بردار 

𝜕𝑄(𝜽)

𝜕𝚫𝟐
=∑𝑢𝑡𝑖

∗
2
(𝒙𝒊 − 𝝁̂)

𝑻Γ2
−1̂ −∑𝑢𝑡𝑖

2
2

∗
𝑛

𝑖=1

n

i=1

𝚫𝟐̂Γ2
−1̂ = 0 

 ⇒ Γ2
−1̂∑𝑢𝑡𝑖

∗
2
(𝒙𝒊 − 𝝁̂)

𝑻 = Γ2
−1̂∑𝑢𝑡𝑖

2
2

∗
𝑛

𝑖=1

n

i=1

𝚫𝟐̂ 

⇒ 𝚫𝟐̂ =
∑ 𝑢𝑡𝑖

∗
2
 (𝒙𝒊 − 𝝁̂)

𝑛
𝑖=1

∑ 𝑢𝑡𝑖
2
2

∗𝑛
𝑖=1

 

𝜕𝑄(𝜽)

𝜕𝛿0
=

𝜕 (∑ 𝐸(log(Φ1 (𝛿0𝑢𝑖

1

2)) |𝑋 = 𝑥) 𝑛
𝑖=1 )

𝜕𝛿0
 

 و غیره  رافسون –مانند نیوتن  ،، لازم است از روش های عددی𝛿0برای به دست آوردن برآورد پارامتر 

 . نمود

 دست آورد را به Σو ماتریس  𝝀𝟏توان پارامتر بردار در پایان می

Σ ̂ = Γ2  ̂ + 𝚫𝟐 ̂ 𝚫 ̂𝟐
𝐓               , 𝛌𝟏  ̂ =

Σ ̂−
1

2 𝚫𝟐 ̂

√1 − 𝚫𝟐̂ Σ ̂−1 𝚫𝟐 ̂
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 توزیع اسلش چوله با دو پارامترچولگی 2.3.4

با دو پارامتر چولگی توزیع اسلش چوله  ،444خانواده معرفی شده در بخش  توزیع هاییکی دیگر از 

,𝐵𝑒𝑡𝑎(𝜈دارای توزیع  𝑈با در نظر داشتن اینکه متغیر تصادفی . است  است. تعریف زیر را داریم.   (1

𝑿گوییم می  7.4تعریف )**( ∼ 𝑆𝑆𝐿𝑝(𝝁 , Σ , 𝜆0, 𝝀𝟏, 𝜈)  صورت زیر تابع چگالی آن به  اگراست

 تعریف شود. 

𝑓𝑿(𝒙) =
𝜈

Φ1(𝛿0)
 ∫ 𝑢𝜈−1 
1

0
𝜑𝑝(𝒙|𝝁, 𝑢

−1Σ)Φ1 (𝜆0 + 𝝀𝟏
𝑻 𝑢

1

2Σ−
1

2(𝒙 − 𝝁))𝑑𝑢         (4-42)   

-4) (، عضوی از خانواده معرفی شده در رابطه24-4نشان دادن اینکه تابع چگالی بیان شده در رابطه )

  امری بسیار آسان است.   ،است (19

𝑿اگر   23.4قضیه )**(  ∼ 𝑆𝑆𝐿𝑝(𝝁 , Σ , 𝜆0, 𝝀𝟏, 𝜈)،  خانواده آنگاه امید ریاضی و واریانس برای این 

 صورت زیر است به

𝐸(𝑿) = 𝝁 +
2𝜈

2𝜈 − 1
 Σ

1

2  (𝛅𝟏
φ1(δ0)

Φ1(𝛿0)
) 

𝑉𝑎𝑟(𝑿) =  (
2𝜈

2𝜈 − 1
)
2

𝑉𝑎𝑟(𝒁) + 𝐸2(𝒁)
𝜈

𝜈 − 1
− (

2𝜈

2𝜈 − 1
)
2

+
𝜈

𝜈 − 1

− (
2𝜈

2𝜈 − 1
)
2

𝑉𝑎𝑟(𝒁) 

 که در آن  

 𝒁 ∼ 𝑆𝑁𝑝(0, Σ, 𝛿0, 𝜹𝟏)  

𝑉𝑎𝑟(𝒁) =  Σ [ 𝜹𝟏𝜹𝟏
𝑻 (1 − 

𝜑1
2(𝛿0) + 𝛿0Φ1(𝛿0)𝜑1(𝛿0)

Φ2(𝛿0)
) + (𝐼𝑝 − 𝜹𝟏𝜹𝟏

𝑻)]  

𝐸2(𝒁) = (Σ
1

2 (𝜹𝟏
𝜑(𝛿0)

Φ(𝛿0)
))

2
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 توان نوشت می 142با استفاده از قضیه :  برهان

𝑉𝑎𝑟 (𝑈−
1

2) =
𝜈

𝜈 − 1
− (

2𝜈

2𝜈 − 1
)
2

 

 □ .برهان کامل است 1944در نظر گرفتن قضیه   بنابراین با

 با دو پارامترچولگی  لایشیآ چوله توزیع نرمال 3.3.4

با دو پارامتر چولگی  آلایشی چوله توزیع نرمال، 444خانواده معرفی شده در بخش  ازتوزیع سومین 

 زیر باشددارای تابع چگالی   𝑈فرض کنید متغیر تصادفی . است

ℎ(𝑢, 𝝂) = {
𝜈          𝑢 = 𝛾
1 − 𝜈  𝑢 = 1

           0 ≤ 𝜈 ≤ 1  ,   0 < 𝛾 < 1   𝝂 = (𝜈, 𝛾)𝑇 

 در این صورت تعریف زیر را خواهیم داشت. 

𝑿گوییم می  3.4عریف ت)**( ∼ 𝑆𝐶𝑁𝑝(𝝁 , Σ , 𝜆0 , 𝝀𝟏, 𝜈, 𝛾)  ،اگر تابع چگالی آن به صورت است

  تعریف شود. 

𝑓𝑿(𝒙) =
1

Φ1(δ0)
  {𝜈 𝜑𝑝 (𝒙|𝝁 ,

Σ

γ
)Φ1 (𝜆0 + 𝛾

1

2 𝝀𝟏
𝑻Σ−

1

2 (𝒙 − 𝝁)) }              

+
1

Φ1(δ0)
{(1 − 𝜈)𝜑𝑝(𝒙|𝝁 , Σ)Φ1 (𝜆0 + 𝛾

1

2 𝝀𝟏
𝑻Σ−

1

2 (𝒙 − 𝝁))} , 𝒙 ∈ ℝ𝑝               (4-21)  

 (، عضوی از خانواده معرفی شده در رابطه21-4در رابطه ) معرفی شدهنشان دادن اینکه تابع چگالی 

    به سهولت امکان پذیر است.  ،است (4-19)

𝑿فرض کنید   21.4قضیه )**( ∼ 𝑆𝐶𝑁𝑝(𝝁 , Σ , 𝜆0 , 𝝀𝟏, 𝜈, 𝛾)،  آنگاه امید و واریانس این مدل به

 صورت زیر است 
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𝐸(𝑿) = 𝝁 + (
ν

γ
1

2

+ (1 − ν))(Σ
1

2 (𝜹𝟏
𝜑(𝛿0)

Φ(𝛿0)
)) 

𝑉𝑎𝑟(𝑿) = (
ν

γ
1

2

+ (1 − ν))

2

 𝑉𝑎𝑟(𝒁) + 𝐸2(𝒁) [(
𝜈

𝛾
+ (1 − 𝜈)) − (

ν

γ
1

2

+ (1 − ν))

2

]

+ [(
𝜈

𝛾
+ (1 − 𝜈)) − (

ν

γ
1

2

+ (1 − ν))

2

]  𝑉𝑎𝑟(𝒁) 

 که در آن

  𝒁 ∼ 𝑆𝑁𝑝(0, Σ, 𝛿0, 𝜹𝟏)  

𝑉𝑎𝑟(𝒁) =  Σ [ 𝜹𝟏𝜹𝟏
𝑻 (1 − 

𝜑1
2(𝛿0) + 𝛿0Φ1(𝛿0)𝜑1(𝛿0)

Φ2(𝛿0)
) + (𝐼𝑝 − 𝜹𝟏𝜹𝟏

𝑻)]  

𝐸2(𝒁) = (Σ
1

2 (𝜹𝟏
𝜑(𝛿0)

Φ(𝛿0)
))

2

 

 توان نوشتمی 742با توجه به قضیه  برهان : 

𝑉𝑎𝑟 (𝑈−
1

2) = (
𝜈

𝛾
+ (1 − 𝜈)) − (

ν

γ
1

2

+ (1 − ν))

2

 

  □ .برهان کامل است 1944و با توجه به قضیه  
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 پیشنهادات 1. 3

در آخرین فصل این پایان نامه قصد داریم مدل هایی را معرفی کنیم که فرصت بررسی آنها در این 

د برای علاقه مندان در این زمینه نتوانمیاین مدل ها . همچنین پایان نامه فراهم نشده است

ذکر است که همه این مدل ها فقط معرفی شده اند و . لازم به دنرا فراهم کن مناسبیپیشنهادات 

 عسنده این پایان نامه خواننده را برای جزئیات بیشتر به مقالاتی که پایان هر مدل آمده است، ارجاینو

 دهد. می

 توزیعt -  اسلش 

,𝐵𝑒𝑡𝑎(𝜈توزیع دارای  𝑈1متغیر تصادفی  فرض کنید 1.5تعریف  یع دارای توز 𝑈2و متغیر تصادفی  (1

Γ(
𝜈

2
,
𝜈

2
اگر دارای نمایش  اسلش گویند – tرا دارای توزیع 𝑿متغیر تصادفی  باشد. در این صورت (

  . تصادفی زیر باشد

𝑿 =𝑑 𝝁 + 𝑈1
−
1

2 𝑈2
−
1

2 𝒁                  , 𝒁 ∼ 𝑁𝑝(0, Σ) 

 توزیعt  –  اسلش چوله 

,𝐵𝑒𝑡𝑎(𝜈دارای توزیع  𝑈1متغیر تصادفی  اگر  2.5تعریف  توزیع ی ادار 𝑈2و متغیر تصادفی  (1

Γ(
𝜈

2
,
𝜈

2
است اگرنمایش تصادفی آن به  اسلش چوله –  tدارای توزیع 𝑿آنگاه متغیر تصادفی باشد.  (

  گویند صورت زیر تعریف شود.

𝑿 =𝑑 𝝁 + 𝑈1
−
1

2 𝑈2
−
1

2 𝒁     ,       𝒁 ∼ 𝑆𝑁𝑝(0, Σ) 

  مراجعه کرد (2116) 1پنگتان و به  انتومی 241و  141تعریف برای جزئیات بیشتری از 

                                              
1. Tan and Peng 
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را با  آمیخته مقیاسینرمال چوله  و مقیاسی آمیختهنرمال توزیع های فصل های دوم وچهارم در  

متغیر  معکوسپارامتر مقیاس را با  ،از توزیع ها نوع در این .بیان کردیم 𝑈معرفی متغیر تصادفی 

در این فصل توابع دیگری از متغیر  .از توزیع ها را ساختیم مدل اینو ترکیب نمودیم  𝑈تصادفی 

 . کنیممدل های جدیدی از توزیع های آمیخته را معرفی می گیریم ورا در نظر می 𝑈تصادفی 

 گیریم صورت زیر در نظر میرا به  𝑈تابعی از متغیر تصادفی 

𝑘(𝑈) ∶ 𝑘: (0,∞) → (0,∞) 

𝑘(𝑈)در فصل های گذشته کنیم کهیادآوری می = 𝑈−1   .قرار داده شد 

آمیخته مقیاسی با دو پارامتر نرمال چوله توزیع های  خانواده این قسمت مدل های جدیدی ازدر 

 . کنیمچولگی را معرفی می

 آمیخته مقیاسی متناهی با دو پارامتر چولگی  نرمال چوله توزیع های 

 توزیع عضوخانواده 𝑋گوییم آنگاه می ،یک متغیر تصادفی گسسته متناهی باشد 𝑈اگر   3.5تعریف 

آمیخته مقیاسی متناهی با دو پارامتر چولگی است اگر تابع چگالی آن به صورت زیر نرمال چوله  های

 تعریف شود. 

𝑓𝑿(𝒙) =
1

Φ1(𝛿0)
 ∑ 𝜑𝑝(𝒙|𝝁 , 𝑘(𝑈)Σ)Φ1 (𝜆0 + (𝑘(𝑈)Σ)

−
1

2 𝝀𝟏
𝑻(𝒙 − 𝝁))𝑢                 (1-1)  

  توزیع لوجستیک چوله 

بنابراین اگر  .آمیخته مقیاسی استنرمال  توزیع لوجستیک یک مورد ویژه از توزیع های  4.5تعریف 

 در خانواده توزیع های نرمال چوله آمیخته مقیاسی با دو پارامتر چولگی داشته باشیم

𝑘(𝑈) = 4𝑈2         ,     ℎ𝑈(𝑢) = 8 ∑ (−1)𝑘+1 𝑘2𝑢 𝑒−2𝑘
2𝑢2∞

𝑘=1    

آید.توزیع لوجستیک چوله به دست می  
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 برای اطلاعات بیشتر میتوان به چوی1 )1331( مراجعه نمود. 

، محاسبات پیچیده ای  توزیع لوجستیک چولهبدست آوردن تابع چگالی لازم است عنوان کنیم که 

–( این محاسبات را با استفاده از تقریب 1339و دی ) 2دارد، اما چن t  استیودنت با توزیع لوجستیک

 تا حدودی ساده نموده اند. 

  توزیع پایای چوله 

  در خانواده توزیع های نرمال چوله آمیخته مقیاسی با دو پارامتر چولگی داشته باشیم اگر  5.5تعریف 

     

𝑘(𝑈) = 2𝑈  ,  ℎ𝑈(𝑢|𝛼, 1) =
𝛼

1−𝛼
 𝑢−

1

1−𝛼  ∫ 𝑠(𝑡) exp {−𝑠(𝑡) 𝑢−
𝛼

1−𝛼} 𝑑𝑢   , 0 < 𝛼 <  1       
1

0
 

 که در آن 

𝑠(𝑡) = [
sin(𝛼𝜋𝑡)

sin(𝜋𝑡)
]

𝛼

1−𝛼

 [
sin((1 − 𝛼)𝜋𝑡)

sin(𝜋𝑡)
] 

 شود. توزیع پایای چوله محاسبه میآنگاه 

𝛼در صورتیکه  در توزیع پایای چوله،  1.5نتیجه  → میل کند آنگاه مدل نرمال چوله با دو پارامتر  1

 . دست خواهد آمدچولگی به

 چوله  یتوزیع توان 

 ،با دو پارامتر چولگی آمیخته مقیاسینرمال چوله  یک مورد ویژه دیگر از توزیع های  6.5تعریف 

 بنابراین اگر داشته باشیم . چوله است توانیتوزیع 

𝑘(𝑈) =
1

2𝑐0𝑈
        , 𝑐0 =

Γ [
3

2𝛼
]

Γ [
1

2𝛼
]
       ,

1

2
< 𝛼 < 1 

                                              
1. Choi 
2. Chen 
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 زیر باشد به صورت 𝑈به طوری که تابع چگالی 

ℎ𝑈(𝑢) =
1

𝑢
𝑛+1

2

 ℎ𝑈(𝑢|𝛼, 1) 

برای جزئیات بیشتر . خواهد آمدبه دست چوله  توانی، آنگاه توزیع ضریب کشیدگی است 𝛼که در آن 

  نمود. ( مراجعه 1331و چوی ) (1397) 1می توان به وست ،معرفی شدهاز مدل 

  توزیعt- با دو پارامتر چولگی  تعمیم یافته  چوله 

 دارای توزیع زیر باشد  𝑈اگر متغیر تصادفی    7.5تعریف 

𝑈 ∼ Γ(
𝜈

2
,
𝜏

2
)     ,    𝜈 , 𝜏 > 0  

  شود. تعریف میبه صورت زیربه طوریکه تابع چگالی آن 

𝑓𝑈(𝑢) =
1

Γ (
𝜈

2
)
 (
𝜏

2
)

𝜈

2
 𝑢

𝜈

2
−1 exp {−

𝜏

2
𝑢} 

   باشد.  زیر چوله تعمیم یافته است اگر تابع چگالی آن به صورت - tدارای توزیع 𝑿گوییم آنگاه می

𝑓𝑿(𝒙) = 2 𝑡𝑝(𝒙|𝝁, Σ, 𝜈, 𝜏)𝐹1(𝜆0 + 𝝀𝟏
𝑻(𝒙 − 𝝁)| 𝜈∗, 𝜏∗)  

,𝑡𝑝(𝒙|𝝁 که در آن  Σ, 𝜈, 𝜏)  تابع چگالیt- استیودنت  𝑝-و تعمیم یافته متغیره 

 𝐹1(𝜆0 + 𝝀𝟏
𝑻(𝒙 − 𝝁)| 𝜈∗, 𝜏∗) تابع توزیع t-  تعمیم یافته با استیودنت𝜈∗ = 𝜈 + 𝑝  و𝜏∗ = 𝜏 + 𝑑 

 شود.و از نماد زیر برای نمایش این توزیع استفاده می

𝑿 ∼ 𝑆𝑇𝑝(𝝁, Σ, 𝜆0, 𝝀𝟏, 𝜈, 𝜏) 

  نمود. ( مراجعه 2112( و آرنولد و بیور )2111می توان به برانکو ودی ) برای جزئیات بیشتر

                                              
 West. 1 
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و بیان  𝑈متغیر تصادفی  های جدیدی برای توزیعتعریف با لازم است خاطر نشان کنیم که، در پایان 

معرفی و مدل های جدید و متنوعی ساخت که فرصت توان میتوابع متفاوتی از این متغیر تصادفی، 

تواند برای علاقه مندان در این زمینه، بسیار این پایان نامه وجود ندارد اما این ایده می بررسی آنها در

 مفید واقع شود. 

 نتیجه گیری  2.3

کردیم در بسیاری از استنباط های آماری از توزیع نرمال برای برازش به داده  ذکرهمانطور که قبلا  

بسیاری از موارد، از دقت دراربرد توزیع نرمال ک شود.استفاده می و تحلیل های آماری، های واقعی

دار نخواهد بود از این رو با معرفی توزیع های جدیدی در این پایان نامه، سعی برآن رمورد نیاز برخو

 یتوانند جایگزین مناسبکه میداشته ایم تا دقت تحلیل های آماری را افزایش دهیم. این توزیع ها 

شوند. به این ی واقعی باشند، در شرایط متفاوت انتخاب میدر برازش به داده ها برای توزیع نرمال

یعنی انباشتگی در دنباله  صورت که اگر هیستوگرام داده های متقارن دارای دنباله های ضخیم باشد

 -t، پیشنهاد ما توزیع های نرمال آمیخته مقیاسی از جمله توزیع داده ها بیشتر از سایر نقاط باشد

اگر هیستوگرام داده ها دارای چولگی باشد، استفاده از توزیع های نرمال چوله تیودنت خواهد بود. اس

دنباله های  هم دارای چولگی و هم یک راهکار مناسب خواهد بود. و در آخر، اگر هیستوگرام داده ها

های دیگر  ضخیم باشد، توزیع های نرمال چوله آمیخته مقیاسی یک جایگزین مناسب نسبت به توزیع

خواهد بود. لازم است عنوان کنیم که انتخاب بهترین توزیع در خانواده توزیع های نرمال چوله آمیخته 

 مقیاسی کار نهایی این پایان نامه است و در دست انجام است.
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 (11-1شکل )

require(graphics) 

curve(((2*pi)/(pi+2*atan(-1)))*dnorm(x)*pnorm(-1*abs(x)),-6,6,col="2") 

curve(((2*pi)/(pi+2*atan(-0.5)))*dnorm(x)*pnorm(-0.5*abs(x)),-6,6,col="3",add=TRUE) 

curve(((2*pi)/(pi+2*atan(2)))*dnorm(x)*pnorm(2*abs(x)),-6,6,col="4",add=TRUE) 

curve(((2*pi)/(pi+2*atan(4)))*dnorm(x)*pnorm(4*abs(x)),-6,6,col="5",add=TRUE) 

********************************************************************** 

 (2-2و ) (1-2شکل )

require(strucchange) 

          ( require(fMultivar 

dmvt=function(X,mu,Omega,nu){ 

mu=matrix(rep(mu,nrow(X)),byrow=T,ncol=ncol(X)) 

y=dmt(X,mu,Omega,df=nu) 

return(y) 

{ 

n = 50 

   x = seq(-4,4, length = n) 

   xoy = cbind(rep(x, n), as.vector(matrix(x, n, n, byrow = TRUE))) 

   X = matrix(xoy, n * n, 2, byrow = FALSE) 

mu = c(1, 1) 

nu=1 

   Omega = matrix(c(1, 0.5, 0.5, 1), 2) 

Z= matrix(dmvt(X,mu,Omega,nu),length(x),length(x)) 

      persp(x, x, Z,xlab="X",ylab="Y",zlab="Z") 
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********************************************************************** 

 (1-9شکل )

require(graphics) 

curve(dsn(x,0,1,0),-6,6,ylim=c(0,1),col=6) 

curve(dsn(x,0,1,1),-6,6,ylim=c(0,1),col=3,add=TRUE) 

curve(dsn(x,0,1,5),-6,6,ylim=c(0,1),col=7,add=TRUE) 

curve(dsn(x,0,1,10),-6,6,ylim=c(0,1),col=4,add=TRUE) 

curve(dsn(x,0,1,100),-6,6,ylim=c(0,1),col=2,add=TRUE) 

********************************************************************** 

(2-9شکل )  

curve(dsn(x,0,1,0),-6,6,ylim=c(0,1),col=6) 

curve(dsn(x,0,1,-1),-6,6,ylim=c(0,1),col=3,add=TRUE) 

curve(dsn(x,0,1,-5),-6,6,ylim=c(0,1),col=7,add=TRUE) 

curve(dsn(x,0,1,-10),-6,6,ylim=c(0,1),col=4,add=TRUE) 

curve(dsn(x,0,1,-100),-6,6,ylim=c(0,1),col=2,add=TRUE) 

********************************************************************** 

(9-9شکل )  

require(graphics) 

curve(dsn(x,-1,1,1),-6,6,ylim=c(0,1),col=6) 

curve(dsn(x,-1,1,5),-6,6,ylim=c(0,1),col=3,add=TRUE) 

curve(dsn(x,-1,1,10),-6,6,ylim=c(0,1),col=4,add=TRUE) 

curve(dsn(x,-1,1,100),-6,6,ylim=c(0,1),col=2,add=TRUE) 

********************************************************************** 
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(4-9شکل )  

require(graphics) 

curve(dsn(x,-1,1,-1),-6,6,ylim=c(0,1),col=6) 

curve(dsn(x,-1,1,-5),-10,10,ylim=c(0,1),col=3,add=TRUE) 

curve(dsn(x,-1,1,-10),-10,10,ylim=c(0,1),col=4,add=TRUE) 

curve(dsn(x,-1,1,-100),-10,10,ylim=c(0,1),col=2,add=TRUE) 

********************************************************************** 

(7-9شکل )  

require(graphics) 

curve(1/pnorm(0)*dnorm(x)*pnorm(2*(x)),from = -6,to = 6,col="2",ylim=c(0,1)) 

curve(1/pnorm(1/sqrt(5))*dnorm(x)*pnorm(1+2*(x)),from = -6,to = 

6,col="3",ylim=c(0,1),add=TRUE) 

curve(1/pnorm(-1/sqrt(5))*dnorm(x)*pnorm(-1+2*(x)),from = -6,to = 

6,col="5",ylim=c(0,1),add=TRUE) 

curve(1/pnorm(-2/sqrt(5))*dnorm(x)*pnorm(-2+2*(x)),from = -6,to = 

6,col="9",ylim=c(0,1),add=TRUE) 

curve(1/pnorm(2/sqrt(5))*dnorm(x)*pnorm(2+2*(x)),from = -6,to = 

6,col="6",ylim=c(0,1),add=TRUE) 

********************************************************************** 

(9-9شکل )  

require(graphics) 

curve(1/pnorm(1/sqrt(5))*dnorm(x,1,2)*pnorm(1+2*((x-1)/sqrt(2))),-

10,10,col="2",ylim=c(0,1))  

curve(1/pnorm(1/sqrt(5))*dnorm(x,-1,2)*pnorm(1+2*((x+1)/sqrt(2))),-

10,10,col="3",ylim=c(0,1),add=TRUE) 
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curve(1/pnorm(1/sqrt(5))*dnorm(x,-2,4)*pnorm(1+2*((x+2)/2)),-

10,10,col="5",ylim=c(0,1),add=TRUE) 

curve(1/pnorm(1/sqrt(5))*dnorm(x,2,4)*pnorm(1+2*((x-2)/2)),-

10,10,col="9",ylim=c(0,1),add=TRUE) 

curve(1/pnorm(1/sqrt(5))*dnorm(x,4,4)*pnorm(1+2*((x-2)/2)),-

10,10,col="4",ylim=c(0,1),add=TRUE) 

********************************************************************** 

(1-4جدول )  

require(mixsmsn) 

mu=c(5,5) 

sigma=matrix(c(2,1,1,2),ncol=2,nrow=2) 

shape=c(2,2) 

nu=5 

data(ais, package="sn") 

attach(ais) 

y=matrix(cbind(Ht,Wt),ncol=2) 

smsn.mmix(y, nu=3, g=1, get.init = TRUE, criteria = TRUE,  

                            group = TRUE, family = "Normal") 

smsn.mmix(y, nu=3, g=1, get.init = TRUE, criteria = TRUE,  

                            group = TRUE, family = "Skew.normal") 

smsn.mmix(y, nu=3, g=1, get.init = TRUE, criteria = TRUE,  

                         group = TRUE, family = "Skew.t") 

********************************************************************** 

(2-4(، )1-4(، )6-9(، )1-9اشکال )  
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require(strucchange) 

           require(fMultivar) 

# This is the square root of a positive definite matrix 

 matrix.sqrt <- function(A) { 

   sva <- svd(A) 

   if (min(sva$d)>=0) 

     Asqrt <- t(sva$v %*% (t(sva$u) * sqrt(sva$d))) 

   else 

     stop("Matrix square root is not defined") 

   return(Asqrt) 

 } 

#function for skew t distribution with one paramter skew 

dmvt=function(X,mu,Omega,landa2,nu){ 

mu=matrix(rep(mu,nrow(X)),byrow=T,ncol=ncol(X)) 

landa1=matrix(c(landa2),ncol=1) 

part1=dmnorm(X,mu,Omega) 

f=2*part1*pnorm(t(landa2)%*%solve(matrix.sqrt(Omega))%*%t(X-mu)) 

#calculate the skew t 

part2=dmt(X,mu,Omega,df=nu) 

nustar=nu+ncol(X) 

d=mahalanobis(X,mu,Omega) 

f1=2*part2*pt(t(landa2)%*%solve(matrix.sqrt(Omega))%*%t(X-

mu)*sqrt(nustar/nu+d),df=nustar) 

return(list(f,f1)) 

} 
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n = 50 

   x = seq(-4,4, length = n) 

   xoy = cbind(rep(x, n), as.vector(matrix(x, n, n, byrow = TRUE))) 

   X = matrix(xoy, n * n, 2, byrow = FALSE) 

#mu is mean parametr 

mu = c(1, 1) 

nu=5 

#t=4 

#omega is sigma matrix with dimenstion p.p 

   Omega = matrix(c(1, 0.5, 0.5, 1), 2) 

#landa2 is  paramter skew 

landa2=c(-3,3) 

#new(X,mu,Omega,landa3,landa2,nu)[[1]] 

 

 Z= matrix(dmvt(X,mu,Omega,landa2,nu)[[1]],length(x),length(x)) 

#contor plot skew normal with one shape parametrs 

 contour(Z) 

      persp(x, x, Z,xlab="X",ylab="Y",zlab="Z") 

Z1= matrix(dmvt(X,mu,Omega,landa2,nu)[[2]],length(x),length(x)) 

#contor plot skew t with tow shape parametrs 

contour(Z1) 

      persp(x, x, Z1,xlab="X",ylab="Y",zlab="Z") 

********************************************************************** 

(4-4(، )9-4(، )11-9)(، 3-9)اشکال   
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require(strucchange) 

           require(fMultivar) 

# This is the square root of a positive definite matrix 

 matrix.sqrt <- function(A) { 

   sva <- svd(A) 

   if (min(sva$d)>=0) 

     Asqrt <- t(sva$v %*% (t(sva$u) * sqrt(sva$d))) 

   else 

     stop("Matrix square root is not defined") 

   return(Asqrt) 

 } 

#function for skew t distribution with two paramter skew 

dmvt=function(X,mu,Omega,landa3,landa2,nu){ 

mu=matrix(rep(mu,nrow(X)),byrow=T,ncol=ncol(X)) 

landa1=matrix(c(landa2),ncol=1) 

landa0=landa3 

 sigma0=landa0/(sqrt(1+t(landa2)%*%landa2)) 

 sigma1=matrix(as.vector(landa2)/(sqrt(1+t(landa2)%*%landa2)),ncol=1) 

 part1=t(sigma1)%*%solve(matrix.sqrt(Omega))%*%t(X-mu) 

part2=sqrt(1-t(sigma1)%*%(sigma1)) 

part3=rep(sigma0,nrow(X))+part1/rep(part2,nrow(X)) 

part4=dmnorm(X,mu,Omega) 

f=1/pnorm(sigma0)*part4*pnorm(part3) 

#calculate the skew t 

part5=dmt(X,mu,Omega,df=nu) 
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nustar=nu+ncol(X) 

d=mahalanobis(X,mu,Omega) 

f1=(1/pnorm(sigma0))*part5*pt(t(landa1)%*%solve(matrix.sqrt(Omega))%*%t(X-

mu)*sqrt(nustar/nu+d),df=nustar,ncp=landa0^2) 

return(  list(f,f1))} 

 

n = 50 

   x = seq(-4,4, length = n) 

   xoy = cbind(rep(x, n), as.vector(matrix(x, n, n, byrow = TRUE))) 

   X = matrix(xoy, n * n, 2, byrow = FALSE) 

#mu is mean parametr 

mu = c(1, 1) 

nu=5 

t=4 

#omega is sigma matrix with dimenstion p.p 

   Omega = matrix(c(1, 0.5, 0.5, 1), 2) 

#landa3 is landa0 of frist skew parameter 

landa3=-3 

#landa2 is second paramter skew 

landa2=c(5,3) 

 Z= matrix(dmvt(X,mu,Omega,landa3,landa2,nu)[[1]],length(x),length(x)) 

#contor plot skew normal with tow shape parametrs 

 contour(Z) 

      persp(x, x, Z,xlab="X",ylab="Y",zlab="Z") 

Z1= matrix(dmvt(X,mu,Omega,landa3,landa2,nu)[[2]],length(x),length(x)) 
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#contor plot skew t with tow shape parametrs 

contour(Z1) 

      persp(x, x, Z1,xlab="X",ylab="Y",zlab="Z") 
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Abstract: 

There are many practical situations for which a symmetric model doas not fit well to the 

give data set, and the plot of data is skew. Thus an skew model can be fitted better. 

Forther if there exist extreme values and outliers in the data heavier tail alternatives to 

the skew normal models, such as Students-t  skew  distribution or more generally scale 

mixture of skew normal distributions perform better for model fitting purpose. 

In this thesis multivariate skew normal distributions with one and two skewness 

parameters are studied in details and as an extension to the  letter, a new multivariate 

scale mixture of skew normal distributions model is defined, and its statistical properties 

are obtainded.  
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