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براي نامه پایان این از ... و اقتباس ترجمه، برداري، نسخه تکثیر، و چاپ از اعم حقوق کلیۀ
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است. آزاد مأخذ ذکر با مطالب نقل
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است) قبول مورد داوران هیأت اصل امضاي با 4 یا 3 پیوست (فرم داوران هیأت توسط نامه تصویب صفحۀ





قدردانی



چکیده
می بررسی را جبرها C∗ در تصویري عملگرهاي تفاضل و حاصلضرب -پنروز مور معکوس نامه پایان این در
مور پذیر معکوس pq − qp جبر، C∗ یک در q و p تصویري عملگر دو براي دهیم می نشان همچنین و کنیم

باشند. -پنروز مور پذیر معکوس p− q و pq اگر فقط و اگر است -پنروز

جبرها C∗ تصویري؛ عملگرهاي درازین؛ معکوس -پنروز؛ مور معکوس کلیدي: واژههاي



پیشگفتار

مختلف هاي شاخه در که فراوانی هاي کاربرد دلیل به اخیر هاي سال در یافته تعمیم هاي معکوس مبحث
یافته، تعمیم هاي معکوس مهم کاربردهاي از یکی است. گرفته قرار دانان ریاضی توجه مورد دارد، ریاضی

است. خطی معادلات دستگاه حل
جواب صورت این در باشد، پذیر معکوس A اگر باشد. خطی معادلات یکدستگاه Ax = b فرضکنیم

دارد. وجود x = A−1b یکتاي
زمانی این و ندارد وجود Ax = b دستگاه براي جوابی صورت این در باشد، شکل مستطیل یا منفرد A اگر حال

کنیم. می استفاده یافته تعمیم هاي معکوس از ما که است
از خطی ترکیب bماتریس که است عبارت این ارز هم کند صدق Ax = b دستگاه در که xماتریس وجود

.b = Ah بطوریکه دارد وجود hاي باشد، چنین باشد.اگر می Aماتریس هاي ستون
تعریف همان کند می صدق شرط این در که Xاي واقع در (که AXA = A که باشد Xماتریسی اگر حال

داریم: صورت این در x = Xb دهیم قرار اگر و است) Aماتریس یافته تعمیم معکوس براي کلی

Ax = AXb = AXAh = Ah = b

کند. می صدق Ax = b دستگاه در x این بنابر
فقط و اگر دارد یکجواب Ax = bصورت این در ،AXA = A که باشد Xماتریسی اگر کلی حالت در

.AXb = b اگر
مورد بعدي فصول در که است شده اختصاصداده قضایایی و تعاریف بیان به اول فصل نامه، پایان این در

C∗ در تصویري عملگرهاي تفاضل و حاصلضرب مور-پنروز معکوس دوم فصل در گیرد. می قرار استفاده
فضاي در متعامد تصویر عملگرهاي براي را امر همین سوم فصل در و دهیم می قرار بررسی مورد را ها جبر

کنیم. می ×mبررسی n ماتریسهاي
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1 فصل
مقدماتی مفاهیم و نیازها پیش

تعاریف و گذاري نماد 1.1
شود. می استفاده زیر نمادهاي از نامه پایان این در

الحاق عملگر A∗

مور-پنروز معکوس A†

A درونی معکوس A−

A بازتابی معکوس A+

A درازین معکوس AD

A عملگر نرم ∥A∥

y و x درونی ضرب حاصل ⟨x, y⟩

هیلبرت فضاي H

Y Xبه از کراندار خطی عملگرهاي تمام فضاي L(X, Y )

هیلبرت فضاي روي کراندار خطی عملگرهاي همه مجموعه B(H)

n× n ماتریسهمانی In

جبر -C∗ A

1



مقدماتی مفاهیم و نیازها پیش .1 2فصل

Aماتریس برد R(A)

Aماتریس سطري فضاي RS(A)

Aماتریس رتبه ρ(A)

a عنصر طیف σ(a)

a عنصر طیف انباشتگی نقاط accσ(a)

باشد. می بعد فصول در نیاز مورد اولیه مفاهیم و تعاریف بخششامل این

هیلبرت)([5]) (فضاي .1.1.1 تعریف

(x, y) −→ ⟨x, y⟩مانند Xنگاشتی یکضربداخلیروي برداريمختلطباشد. Xیکفضاي فرضکنیم

: که طوري به Xاست ×X −→ C از

⟨ax+ by, z⟩ = a⟨x, z⟩+ b⟨y, z⟩ ،C از b و a هر Xو از z و y ،x هر ازاي به الف)

⟨y, x⟩ = ⟨x, y⟩ ،X از y و x هر ازاي به ب)

⟨x, x⟩ ∈ (0,∞) ،X از x مانند ناصفر عضو هر ازاي به ج)

Xیک اگر شود. می نامیده هیلبرت پیش یکفضاي داخلی یکضرب به مجهز مختلط برداري فضاي هر

: کنیم می تعریف x ∈ X هر ازاي به باشد، هیلبرت پیش فضاي

∥x∥ =
√

⟨x, x⟩.

شود. می نامیده هیلبرت یکفضاي باشد کامل ∥x∥ =
√

⟨x, x⟩ نرم به نسبت که هیلبرتی پیش فضاي

خطی)([4]) (عملگر .2.1.1 تعریف

هر براي هرگاه شود می نامیده خطی T : X −→ Y نگاشت باشند. هیلبرت فضاهاي Y و X کنیم فرض

باشیم: داشته اسکالرها میدان در β و α هر براي Xو در z و x

T (αx+ βz) = αTx+ βTz.



مقدماتی مفاهیم و نیازها پیش .1 3فصل

کراندار) (عملگر .3.1.1 تعریف

هرگاه شود می نامیده کراندار A : X −→ Y خطی عملگر باشند. هیلبرت فضاهاي Y و X کنیم فرض

باشیم: داشته x ∈ X هر ازاي به که طوري به باشد داشته وجود c > 0 ثابت یک

∥A(x)∥ ≤ c∥x∥.

الحاق) (عملگر .4.1.1 تعریف

در Bکه ∈ L(Y,X) فرد به منحصر عملگر Aآنگاه ∈ L(X,Y ) و باشند هیلبرت فضاهاي Y Xو هرگاه

دهند. می نشان B = A∗ با و نامند می A الحاق عملگر کند می صدق ⟨Ax, y⟩ = ⟨x,By⟩ تساوي

خودتوان) (عملگر .5.1.1 تعریف

در هرگاه گوییم (تصویر) خودتوان را A : X −→ X باشد.عملگر هیلبرت فضاي یک X کنیم فرض

کند. صدق A2 = A شرط

متعامد) تصویر (عملگر .6.1.1 تعریف

نامند. می متعامد تصویر عملگر کند صدق P ∗ = P و P 2 = P هاي شرط در P عملگر

در که کنیم Aمعکوس جایگزین را B مانند ماتریسی که علاقمندیم نباشد، پذیر معکوس Aماتریس اگر

کند: می صدق زیر شرایط

باشد. موجود پذیر معکوس ماتریسهاي رده از بزرگتري یکرده براي (1

باشد. داشته را معمولی معکوس هاي خاصیت از 2)تعدادي

شود. تبدیل معمولی معکوس به باشد پذیر معکوس A وقتی (3

داریم. را زیر تعریف فوق شرایط به توجه با

مانند ماتریسی ،Aبراي یافته تعمیم یکمعکوس یکماتریس)([1]) یافته (معکوستعمیم تعریف7.1.1.

کند. صدق ABA = A شرط در که است B



مقدماتی مفاهیم و نیازها پیش .1 4فصل

الحاق)([2]) (ماتریس .8.1.1 تعریف

الحاق ماتریس آن به که باشد، می A∗ = [aji]n×m ماتریس A = [aij]m×n ماتریس مزدوج ترانهاده

گویند.

هرمیتی) (ماتریس .9.1.1 تعریف

گویند. (خودالحاق) هرمیتی ماتریس را A = A∗ که A مربعی ماتریس

([1])(1 پنروز (معادلات .10.1.1 تعریف

موجود B مانند ماتریسی مختلط، هاي درایه با A متناهی ماتریس هر براي که داد نشان 1955 سال در پنروز

: نامیم می پنروز هاي معادله و کند می صدق زیر معادله چهار در که است

ABA = A (1

BAB = B (2

(AB)∗ = AB (3

(BA)∗ = BA (4

(2 مور-پنروز (معکوس .11.1.1 تعریف

کند. صدق پنروز معادله چهار در که است B مانند ماتریسی ،Aماتریس مور-پنروز معکوس

(3 درازین (معکوس .12.1.1 تعریف

زیر شرط سه در هرگاه شود می نوشته b = aD صورت به و است a ∈ A عنصر درازین معکوس b عنصر

کند: صدق

ab = ba (1
1Penrose equation
2Moor-Penrose inverse
3Drazin inverse



مقدماتی مفاهیم و نیازها پیش .1 5فصل

b = b2a (2

ak = bak+1 (3

k نامنفی صحیح عدد هر براي

پذیر) معکوس (ماتریس .13.1.1 تعریف

بطوریکه: باشد، داشته Bوجود مانند n×nماتریسی هرگاه شود می نامیده پذیر ماتریسمربعیAمعکوس

AB = BA = In.

سطري) (فضاي .14.1.1 تعریف

ماتریس سطري فضاي ،Aماتریس سطري بردارهاي توسط شده تولید برداري فضاي ،A ∈ Cm×n هرگاه

دهند. می نشان RS(A) با و شود می نامیده A

(جبر)([11]) .15.1.1 تعریف

خطی دو نگاشت با همراه است A برداري فضاي یکجبر

A× A −→ A

(a, b) −→ ab

بطوریکه:

(a, b, c ∈ A) a(bc) = (ab)c

(∗-جبر) .16.1.1 تعریف

بطوریکه است a −→ a∗ خطی مزدوج نگاشت A جبر روي بازگشت یک

a∗∗ = a , (ab)∗ = b∗a∗



مقدماتی مفاهیم و نیازها پیش .1 6فصل

.a, b ∈ A هر براي

میشود. نامیده یک∗-جبر (A, جفت(∗

ضربی) زیر (نرم .17.1.1 تعریف

اگر است ضربی زیر A جبر روي یکنرم

∥ab∥ ≤ ∥a∥∥b∥

شود. می نامیده نرمدار یکجبر (A, حالتجفت(∥.∥ این در

باناخ) (جبر .18.1.1 تعریف

شود. می نامیده یکدار باناخ جبر باشد یکدار اگر و شود می نامیده باناخ جبر باشد کامل اگر A نرمدار جبر

باناخ)([11]) (∗-جبر .19.1.1 تعریف

بطوریکه: زیرضربی کامل نرم یک با است A -جبر یک∗ باناخ -جبر ∗

∥a∗∥ = ∥a∥ , (a ∈ A)

است. یکدار باناخ ∗-جبر ،A گوییم می ∥1∥ = 1 بطوریکه باشد داشته اي یکه عنصر A اگر بعلاوه

(∗C-جبر) .20.1.1 تعریف

بطوریکه: است باناخ جبر یک∗- ∗C-جبر

∥a∗a∥ = ∥a∥2

( عنصر یک (طیف .21.1.1 تعریف

زیر: مجموعه از است عبارت a عنصر طیف

σ(a) = {λ ∈ C | λ1− a /∈ Inv(A)}



مقدماتی مفاهیم و نیازها پیش .1 7فصل

.a ∈ A و است یکدار یکجبر A که

نرمال) (عنصر .22.1.1 تعریف

.aa∗ = a∗a اگر است نرمال a ∈ A عنصر

قطبی) شبه (عنصر .23.1.1 تعریف

است. σ(a) انباشتگی نقاط بیانگر accσ(a) که 0 /∈ accσ(a) اگر است قطبی شبه a ∈ A عنصر

و a ∈ AD اگر فقط و اگر aa† = a†a آنگاه باشد مورپنرز پذیر معکوس a ∈ A اگر .24.1.1 قضیه

.a† = aD

� شود. مراجعه ([8]) مرجع به اثبات براي اثبات.

باشد. قطبی شبه a ∈ Aاگر فقط و اگر a ∈ AD .25.1.1 قضیه

� شود. مراجعه ([8]) مرجع به اثبات براي اثبات.

است. ساده قطبی آنگاه باشد نرمال و قطبی شبه a ∈ Aاگر .26.1.1 قضیه

� شود. مراجعه ([8]) مرجع به اثبات براي اثبات.

پذیر معکوس a∗a اگر وفقط اگر است مورپنرز پذیر معکوس A جبر -C∗ یک از a عنصر .27.1.1 قضیه

صورت: این در a ∈ A† اگر و باشد درازین

a† = (a∗a)Da∗ = a∗(aa∗)D

� شود. مراجعه ([8]) مرجع به اثبات براي اثبات.



مقدماتی مفاهیم و نیازها پیش .1 8فصل

ارزند: هم زیر شرایط صورت این در .a ∈ A فرضکنید .28.1.1 قضیه

a†a = aa† (1

a ∈ AD , a† = aD (2

است. ساده قطبی a (3

� شود. مراجعه ([8]) مرجع به اثبات براي اثبات.

(a∗)D = (aD)∗ و a∗ ∈ AD آنگاه a ∈ AD اگر .29.1.1 قضیه

� شود. مراجعه ([8]) مرجع به اثبات براي اثبات.

(ab)D اینصورت در .aD, bD ∈ AD بطوریکه باشند A از جابجایی عناصر a, b کنیم فرض .30.1.1 قضیه

(ab)D = aDbD و دارد وجود

� شود. مراجعه ([8]) مرجع به اثبات براي اثبات.

از: است عبارت کلاین فرمول اینصورت در باشند. مختلط هاي ماتریس A,B فرضکنیم .31.1.1 قضیه

(AB)D = A[(BA)D]2B

� شود. مراجعه ([3]) مرجع به اثبات براي اثبات.



2 فصل
تفاضل و حاصلضرب مور-پنروز معکوس

-جبرها C∗ در تصویر عملگرهاي

مقدمه 1.2
∗C-جبر Aیک Hو روي کراندار عملگرهايخطی ي همه ي B(H)مجموعه هیلبرت، Hفضاي فرضکنیم

دهیم: می قرار باشند. e یکه با

P (H) = {p ∈ B(H) ; p2 = p = p∗}

و

P (A) = {p ∈ A ; p2 = p = p∗}

است قطبی شبه a عنصر باشد. σ(a) انباشتگی نقاط accσ(a) و a عنصر طیف σ(a) و a ∈ A فرضکنیم

باشد. R(λ; a) = (λe− a)−1 از یکقطب حداکثر 0 و باشد قطبی شبه اگر است قطبی و 0 /∈ accσ(a) اگر

باشد. R(λ; a) از ساده یکقطب حداکثر 0 اگر است ساده قطبی aحالتخاص در

بررسی -جبر C∗ یک در را تصویر عملگرهاي تفاضل و ضرب حاصل مور-پنروز معکوس ما فصل این در

معکوس pq و p − q اگر فقط و اگر است مور-پنروز پذیر معکوس pq − qp دهیم می نشان همچنین میکنیم.

باشند. مور-پنروز پذیر

9



-جبرها C∗ در تصویر عملگرهاي تفاضل و حاصلضرب مور-پنروز معکوس .2 10فصل

اصلی قضایاي 2.2
a + b آنگاه ab∗ = 0 = a∗b اگر باشند. مور-پنروز پذیر معکوس a, b ∈ A کنید فرض [10] .1.2.2 قضیه

.(a+ b)† = a† + b† و است مور-پنروز پذیر معکوس

براي کند. می صدق a+ b براي مور-پنروز معکوس تعریف معادله چهار در a† + b† کنیم ثابت باید اثبات.

داریم: اول خاصیت بررسی

(a+ b)(a† + b†)(a+ b) = aa†a+ aa†b+ ba†a+ ba†b+ ab†a+ ab†b+ bb†a+ bb†b

داریم: مور-پنروز هاي خواصمعکوس از یکی طبق طرفی از

a† = (a∗a)†a∗ = a∗(aa∗)† (1.2)

. پس:

aa†b = a(a∗a)†a∗b

داریم: لذا و aa†b = پس0 ab∗ = 0 = a∗b فرضمسأله طبق اما

ba†a = ba∗(aa∗)†a = (ab∗)∗(aa∗)†a = 0

ba†b = b(a∗a)†a∗b = 0

ab†a = ab∗(bb∗)†a = 0

ab†b = ab∗(bb∗)†b = 0

bb†a = b(b∗b)†b∗a = b(b∗b)†(a∗b)∗ = 0
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پس:

(a+ b)(a† + b†)(a+ b) = a+ b

داریم: دوم خاصیت بررسی براي

a† + b†(a+ b)a† + b† = a†aa† + a†ab† + a†ba† + a†bb† + b†aa† + b†ab† + b†ba† + b†bb†

داریم: 1.2 رابطه طبق اما

a†ab† = a†ab∗(bb∗)† = 0

a†ba† = (a∗a)†a∗ba† = 0

a†bb† = (a∗a)†a∗bb† = 0

b†aa† = (b∗b)†b∗aa† = (b∗b)†(a∗b)∗a† = 0

b†ab∗(bb∗)† = 0

b†ba† = b†ba∗(aa∗)† = b†(ab∗)∗(aa∗)† = 0

پس:

(a† + b†)(a+ b)(a† + b†) = a† + b†.

� شود. می ثابت مشابه بطور نیز دیگر معادله دو

σ(ab) \ {0} = σ(ba) \ اینصورت{0} در .a, b ∈ A فرضکنیم ([11]) .2.2.2 قضیه

شد. با پذیر معکوس 1− ba اگر فقط و اگر است پذیر معکوس 1− abاینصورت در a, b ∈ A داریم اثبات.

معکوس داراي 1− baاینصورت در باشد، cمعکوس داراي 1−ab اگر که شود می نتیجه مطلب این از امر این

� . σ(ab) \ {0} = σ(ba) \ {0} که میشود نتیجه ارزي هم این از و است 1+ bca
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هستند: ارز هم زیر هاي عبارت اینصورت در .a ∈ A فرضکنید ([10]) .3.2.2 قضیه

است مور-پنروز پذیر معکوس a (1

مور-پنروزاست پذیر معکوس a∗a (2

است قطبی شبه a∗a (3

است ساده قطبی a∗a (4

داریم: a پنروز مور- معکوس تعریف طبق آنگاه x = a† اگر .1 =⇒ 2 اثبات.

(ax)∗ = x∗a∗ = ax, (xa)∗ = a∗x∗ = xa

می بدست مور-پنروز معکوس تعریف از زیر هاي تساوي است. a∗a مور-پنروز معکوس xx∗ دهیم می نشان

آیند:

a∗axx∗a∗a = a∗axaxa = a∗a

x∗xaa∗x∗x = x∗xaxax = x∗x

بعلاوه

a∗axx∗ = a∗x∗a∗x∗ = a∗x∗ = xa

مور-پنروز معکوس تعریف در مانده باقی معادله دو براي ∗(xa)پس = xa یعنی است الحاق خود xa چون و

داریم:

(a∗axx∗)∗ = (xx∗)∗(a∗a)∗ = xx∗a∗a

= xaxa = a∗x∗a∗x∗

= a∗axx∗

(2.2)
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و

(xx∗a∗a)∗ = (a∗a)∗(xx∗)∗

= a∗axx∗

= a∗x∗a∗x∗ = xaxa = xx∗a∗a

(3.2)

تعریف در شده تعریف معادلات در نیز x∗ دهیم می نشان .x = b† و b = aa∗ کنیم فرضمی .2 =⇒ 3

کند: می صدق b مور-پنروز معکوس

a∗ax∗a∗a = (a∗axa∗a)∗ = (a∗a)∗ = a∗a (1

x∗a∗ax∗ = (xa∗ax)∗ = x∗ (2

(a∗ax∗)∗ = ((xa∗a)∗)∗ = (xa∗a)∗ = a∗ax∗ (3

(x∗a∗a)∗ = ((a∗ax)∗)∗ = (a∗ax)∗) = x∗a∗a (4

صورت: این در .x = x∗ مور-پنروز معکوس یکتایی به توجه با حال

bx = a∗ax = (xa∗a)∗ = xa∗a = xb

قطبی شبه b شود ثابتمی 26.1.1 قضیه بردن کار به با اکنون .b ∈ AD شود ثابتمی 25.1.1 قضیه به توجه با اما

. شود. می ثابت حکم و است

قطبی 27.1.1 قضیه از استفاده با پس است قطبی شبه قضیه فرض طبق و است نرمال a∗a چون .3 =⇒ 4

شود. می ثابت حکم و است ساده

مور-پنروز معکوس x = (a∗a)Da∗ عنصر که دهیم می نشان باشد. ساده قطبی a∗a فرضکنید .4 =⇒ 1

xax = (a∗a)Da∗a(a∗a)Da∗ که: کنیم می مشاهده ابتدا در است. a
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مور-پنروز معکوسپذیر a∗a اگر وفقط استاگر درازین استپسمعکوسپذیر نرمال a∗a چون طرفی از

پس: .(a∗a)D = (a∗a)† حالت این در و باشد

xax = (a∗a)†a∗a(a∗a)†a∗ = (a∗a)†a∗ = (a∗a)Da∗ = x

داریم: a∗a ساده قطبیت به توجه با

a∗a = a∗a(a∗a)†a∗a = a∗a(a∗a)Da∗a = a∗axa

صورت: این در (a∗a)D = (a∗a)† و a∗a ∈ AD استپس ساده قطب a∗a چون

(a− axa)∗(a− axa) = (a∗ − a∗ax)(a− axa) = a∗a− a∗axa− a∗axa+ a∗axaxa = 0

پس: ∥a∗a∥ = ∥a∥2 داریم همواره ها -جبر C∗ در که نکته این به توجه با

∥a− axa∥2 = ∥(a− axa)∗(a− axa)∥ = 0

بنابراین:

a− axa = 0 =⇒ axa = a

همچنین:

(ax)∗ = (a(a∗a)Da∗)∗ = a(a∗a)Da∗ = ax

و

(xa)∗ = ((a∗a)Da∗a)∗ = ((a∗a)†a∗a)∗ = (a∗a)†a∗a = xa

است. مور-پنروز پذیر معکوس aپس

�
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صورت: این در باشد. نرمال a ∈ A فرضکنیم ([8 ،10]) .4.2.2 قضیه

باشد. درازین پذیر معکوس a اگر فقط و اگر است مور-پنروز پذیر معکوس a (1

a2aD = a و a† = aD صورت این در باشد درازین پذیر معکوس a 2)اگر

:a ∈ AD اگر صورت این در .a∗a = aa∗ پس است، نرمال a چون اثبات.

a†a = (a∗a)Da∗a = (a∗a)Daa∗ = aa∗(a∗a)D = aa†.

قضیه از استفاده با اینصورت در a ∈ AD اگر حال .a ∈ AD و a† = aD داریم: 25.1.1 قضیه طبق بنابراین

شود. می ثابت حکم و a ∈ A† 28.1.1 قضیه از استفاده با لذا و a∗a ∈ AD و a∗ ∈ AD 30.1.1

�

است مور-پنروز پذیر معکوس e − p − q اینصورت در .p, q ∈ P (A) کنیم فرض ([6 ،10]) .5.2.2 قضیه

باشد. مور-پنروز پذیر معکوس pq اگر فقط و اگر

داریم: را زیر معادله p, q ∈ P (A) براي اثبات.

(λ− 1+ p)(λ− p− q)(λ− 1+ q) = λ((λ− 1)2 − pq) (4.2)

نیز (λ− 1)2 − pq 4.2 معادله به توجه با نیست.اما پذیر معکوس λ− (p + q) یعنی λ ∈ σ(p + q) اگر حال

(λ− 1)2 ∈ σ(pq) یعنی این و نیست پذیر معکوس

معکوس (pq)(pq)∗ اگر فقط و اگر است مور-پنروز پذیر معکوس pq 3.2.2 قضیه به باتوجه اینصورت در

قطبی شبه pqp اگر فقط و اگر است -پنروز مور پذیر معکوس pqpپس p∗ = p چون و باشد مور-پنروز پذیر

یعنی: باشد

0 /∈ accσ(pqp) ⇐⇒ 0 /∈ accσ(ppq)
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4.2 معادله و 2.2.2 قضیه به توجه با اما

0 /∈ accσ(pq) ⇐⇒ 1 /∈ accσ(p+ q)

است. مور-پنروز پذیر معکوس e− p− q یعنی این و

�

هستند: ارز هم زیر هاي عبارت آنگاه p, q ∈ P (A) فرضکنیم [10]) .6.2.2 قضیه

است مور-پنروز پذیر معکوس pq (1

است؛ مور-پنروز پذیر معکوس qp (2

است؛ مور-پنروز پذیر معکوس (e− p)(e− q) (3

است؛ مور-پنروز پذیر معکوس (e− q)(e− p) (4

0 /∈ accσ(pq) (5

است؛ درازین پذیر معکوس pq (6

pq(pq)∗ اگر فقط و اگر است مور-پنروز پذیر معکوس pq داریم 3.2.2 قضیه از استفاده با .1 ⇐⇒ 6 اثبات.

چون: است مور-پنروز پذیر معکوس pqp یعنی این و باشد مور-پنروز پذیر معکوس

pq(pq)∗ = pqq∗p∗ = pqp

چون و

(pqp)2 = (pqp)∗ = p∗q∗p∗ = pqp

معکوس pq اگر فقط و اگر است درازین پذیر معکوس pqp 4.2.2 قضیه طبق بنابراین است نرمال pqpپس

. کند می کامل را 6 به 1 اثبات این و داریم را مطلوب نتیجه 3.2.2 قضیه به توجه با و باشد درازین پذیر
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اگر است قطبی شبه داریم 3.2.2 قضیه به توجه با و است قطبی شبه pq انگاه 0 /∈ accδ(pq) اگر .5 ⇐⇒ 6

اگر فقط و اگر باشد درازین پذیر معکوس pqp اگر فقط و اگر باشد مور-پنروز پذیر معکوس pqp اگر فقط و

کند. می کامل را 6 به 5 اثبات واین باشد درازین پذیر معکوس pq

اگر باشد مور-پنروز پذیر معکوس e− p− q اگر فقط و اگر است مور-پنروز پذیر معکوس pq .1 =⇒ 3

عبارت به e کردن کم و اضافه با را عبارت این و باشد مور-پنروز معکوسپذیر e−(e−p)−(e−q) اگر وفقط

e− (e− p)− (e− q) 4.2.2 قضیه به توجه با و آوریم می دست به یکمنفی از گیري فاکتور و e− p− q

به 1 اثبات این و باشد مور-پنروز پذیر معکوس (e− p)(e− q) اگر فقط و اگر است مور-پنروز پذیر معکوس

کند. می کامل را 3

e− (e− p)− (e− q) اگر فقط و اگر است مور-پنروز پذیر معکوس (e− p)(e− q) داریم .3 ⇐⇒ 4

وفقط اگر است مور-پنروز پذیر معکوس e − (e − q) − (e − p) یعنی این و باشد مور-پنروز پذیر معکوس

کند. می کامل را 4 به 3 اثبات این و باشد مور-پنروز پذیر معکوس (e− q)(e− p) اگر

اگر است مور-پنروز پذیر معکوس pq داریم 5.2.2 قضیه به توجه با استچون صورت همین به نیز 2 به 1 از

پس است مور-پنروز پذیر معکوس e− q− pیعنی این و باشد مور-پنروز پذیر معکوس e− p− q اگر فقط و

� رسیدیم. 2 به 1 از بنابراین است. مور-پنروز پذیر معکوس qp

([10]) .7.2.2 قضیه

ارزند: هم زیر هاي گزاره صورت این در p, q ∈ P (A) فرضکنیم

است مور-پنروز پذیر معکوس p− q (1

است مور-پنروز پذیر معکوس p+ q (2

است مور-پنروز پذیر معکوس p− qp (3

است مور-پنروز پذیر معکوس q − qp (4

است مور-پنروز پذیر معکوس q − pq (5
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است مور-پنروز پذیر معکوس p− pq (6

e−e+p−q = e−(e−p)−q اینصورتداریم: در میکنیم. کم و اضافه eیک p−q اثباتدر براي اثبات.

معکوس (e− p)q اگر فقط و اگر است مور-پنروز پذیر معکوس e− (e− p)− q 5.2.2 قضیه به توجه با و

کند. می ثابت را 1 و 5 بودن معادل این و q − pq با است برابر این و باشد مور-پنروز پذیر

e− e+ p+ q = داریم: صورت این در کنیم. می کم و اضافه eیک p+ q در بعدي قسمت اثبات براي

e− (−p)− (e− q)

−p(e− q) اگر فقط و اگر است مور-پنروز پذیر معکوس e− (−p)− (e− q) 5.2.2 قضیه به توجه با و

p − pq اگر فقط و اگر است -پنروز مور پذیر معکوس −p + pq یعنی این و باشد مور-پنروز پذیر معکوس

کند. می ثابت را 2 و 5 بودن معادل این و باشد مور-پنروز پذیر معکوس

پذیر معکوس qp اگر فقط و اگر است مور-پنروز پذیر معکوس pq داریم چون 6.2.2 قضیه طبق حال

پذیر معکوس q − qp اگر فقط و اگر است مور-پنروز پذیر معکوس q − pq صورت، این در باشد مور-پنروز

زیرا: باشد مور-پنروز

e− (e− p)− q = e− q − (e− p)

q(e− p) = q− qp اگر فقط و اگر است مور-پنروز پذیر معکوس e− q− (e− p) 5.2.2 قضیه پسطبق

کند. می ثابت را 5 و 4 بودن معادل این و باشد مور-پنروز پذیر معکوس

q − p اگر حال است. مور-پنروز پذیر معکوس q − p آنگاه باشد -پنروز مور پذیر معکوس p − q اگر

5.2.2 قضیه به توجه با و است مور-پنروز پذیر معکوس e − e + q − p آنگاه باشد مور-پنروز پذیر معکوس

این و باشد مور-پنروز پذیر معکوس (e− q)p اگر فقط و اگر است مور-پنروز پذیر معکوس e− (e− q)− p

کند. می ثابت را 6 و 1 بودن معادل این و است مور-پنروز پذیر معکوس p− qp یعنی



-جبرها C∗ در تصویر عملگرهاي تفاضل و حاصلضرب مور-پنروز معکوس .2 19فصل

چون: باشد مور-پنروز پذیر معکوس p− pq اگر فقط و اگر است مور-پنروز پذیر معکوس p− qp حال

e− (e− q)− p = e− p− (e− q)

باشد. مور-پنروز پذیر معکوس p(e− q) اگر فقط و اگر است مور-پنروز پذیر معکوس e− p− (e− q)پس

کند. می ثابت را 6 و 3 بودن معادل این و است مور-پنروز پذیر معکوس p− pq یعنی

�

([10]) .8.2.2 قضیه

آنگاه: pa(e− p) = 0 اگر باشد. مور-پنروز پذیر معکوس و الحاق خود a ∈ A و p ∈ P (A) فرضکنیم

pa†(e− p) = 0

پذیر معکوس a پس است نرمال a است شده گفته قضیه صورت در چون 4.2.2 قضیه به توجه با . اثبات

داریم فرض به بنا چون حال . a† = aD و باشد درازین پذیر معکوس a اگر فقط و اگر است مور-پنروز

داریم: طرفی از اما . pa = pap آنگاه pa(e− p) = 0

(e− p)ap = ap− pap = ap− pa = a(p− p) = 0

این: بنابر

a = pap+ (e− p)a(e− p) (5.2)

داریم: 5.2 رابطه به باتوجه پس

σ(pap) \ {0} ⊆ σ(a) \ {0}

داریم: σ(pap)تعریف به توجه با صورت این در λ ∈ σ(pap) \ {0} فرضکنیم اگر زیرا

λ− pap /∈ Inv(A)



-جبرها C∗ در تصویر عملگرهاي تفاضل و حاصلضرب مور-پنروز معکوس .2 20فصل

داریم: 5.2 رابطه از استفاده با اما

λ− a− (e− p)a(e− p) /∈ Inv(A)

پس: λ ∈ σ(a) یعنی این و λ− a /∈ Inv(A) یعنی

σ(pap) \ {0} ⊆ σ(a) \ {0}

پذیر معکوس pap 3.2.2 قضیه طبق پس 0 /∈ accσ(pap) داریم 0 /∈ accσ(a) که این به توجه با حال

درازین معکوسپذیر pap 4.2.2 قضیه پسطبق است. نرمال papیعنی (pap)∗ = pap چون استو مور-پنروز

معکوس و میشود درازین معکوسپذیر که همینصورتداریم به نیز (e−p)a(e−p)براي مشابه طور به است.

چون: 1.1.1 قضیه به توجه با حال است. مور-پنروز پذیر

a = pap+ (e− p)a(e− p)

بنابراین:

a† = (pap)† + [(e− p)a(e− p)]†

داریم: اما

p(pap)† = (pap)†, (pap)†p = (pap) (6.2)

زیرا:

(e− p)(pap)∗ = (e− p)(p∗a∗p∗) = (e− p)(pap) = pap− pap = 0 (7.2)

داریم: pap براي 3.2.2 قضیه طبق و

(pap)† = (pap)∗((pap)(pap)∗)†
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(pap)∗((pap)(pap))† = (pap)∗(papap)†

داریم: کنیم ضرب (e− p) در را فوق رابطه طرفین اگر حال

(e− p)(pap)† = (e− p)(pap)∗(papap)†

: داریم 7.2 رابطه به توجه با حال

(e− p)(pap)∗ = 0

: پس

(e− p)(pap)† = 0 =⇒ (pap)† = p(pap)† (8.2)

بنابراین:

[(e− p)a(e− p)]† = (e− p)[(e− p)a(e− p)]†

زیرا:

(e− (e− p))[(e− p)a(e− p)]∗ = p[(e− p)a(e− p)] = 0

داریم: 3.2.2 قضیه طبق هم باز طرفی از

[(e− p)a(e− p)]† = ((e− p)a(e− p))∗((e− p)a(e− p)[(e− p)a(e− p)]∗)†

پس: شود. می صفر با برابر رابطه راست سمت کنیم می ضرب (e− (e− p)) در را بالا رابطه طرفین اگر حال

(e− (e− p))[(e− p)a(e− p)]† = 0 (9.2)

بنابراین:

(e− p)[(e− p)a(e− p)]† = [(e− p)a(e− p)]† (10.2)
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پس: کنیم می جایگزین را 10.2 و 6.2 روابط آوردیم دست به a براي که تساوي در حال

a† = (pap)†p+ (e− p)[(e− p)a(e− p)]†

داریم: بنابراین کنیم. می ضرب p در چپ از و (e− p) در راست از را سپسطرفین

pa†(e− p) = p(pap)†p(e− p) + p(e− p)[(e− p)a(e− p)]†(e− p)

داریم: 9.2 و 8.2 روابط به توجه با حال

pa†(e− p) = 0

� آوردیم. دست به را مطلوب نتیجه و

گزاره صورت این در باشد مور-پنروز پذیر معکوس pq اگر . p, q ∈ P (A) فرضکنیم ([10]) .9.2.2 قضیه

برقرارند: زیر هاي

p(qp)† = (qp)† (1

(qp)†q = (qp)† (2

(qp)†pq = pq (3

(pqp)†p = (pqp)† (4

p[(e− p)(e− q)]† = −(qp)†(e− p) (5

معکوس نیز (e− p)(e− q) و qpاستپس مور-پنروز پذیر معکوس pq چون 6.2.2 قضیه به توجه با اثبات.

معکوس pqp یعنی این و است مور-پنروز پذیر معکوس نیز (pq)(pq)∗ 3.2.2 قضیه هستند.بنابر مور-پنروز پذیر

کنیم: می ثابت را ها گزاره هریکاز حال است. مور-پنروز پذیر

دانیم: می (1

(e− p)(qp)∗ = (e− p)(p∗q∗) = (e− p)(pq) = pq − pq = 0 (11.2)
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لذا:

(e− p)(qp)∗ = 0

:3.2.2 قضیه بنابر

(qp)† = qp∗(qp(qp)∗)† = qp∗(qpq)†

داریم: 11.2 رابطه طبق کنیم ضرب (e− p) در چپ از را بالا رابطه طرفین اگر پس

(e− p)(qp)† = (e− p)(qp)∗(qpq)† = 0

: بنابراین

(e− p)(qp)† = (qp)† − p(qp)† = 0

: لذا

(qp)† = p(qp)†

کند. می کامل را 1 قسمت اثبات این و

که: صورت این به است 1 قسمت اثبات مشابه کاملاٌ (2

(qp)∗(e− q) = 0

چون

(qp)∗(e− q) = (pq)(e− q) = pq − pq = 0 (12.2)

(e − q) در راست از را بالا رابطه طرفین حال (qp)† = (qp)∗(qpq)† داریم: 3.2.2 قضیه طبق طرفی از

داریم: 10.2.2 رابطه به توجه با کنیم می ضرب

(qp)†(e− q) = (qpq)†(qp)∗(e− q) = 0
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پس:

(qp)† = (qp)†q

شود. می کامل 2 قسمت اثبات و

داریم: 2 قسمت طبق (3

(qp)†q = (qp)†

پس: کنیم می ضرب pq در را بالا رابطه طرفین حال

(qp)†pq = [(qp)†q]pq (13.2)

داریم: qp براي 3.2.2 قضیه بنابر

(qp)† = pq(qpq)† (14.2)

داریم: دهیم.بنابراین می قرار 14.2 رابطه به توجه با را (qp)† مساوي 13.2 رابطه در

(qp)†pq = [pq(qpq)†q]pq

= pq(qpq)†qpq = pq[(qpq)†qp]pq

:3.2.2 قضیه طبق طرفی از

(qpq)†qp = (pq)†

چون

(pq)† = ((pq)∗pq)†(pq)∗

پس:

(qp)†pq = pq(pq)†pq = pq =⇒ (qp)†pq = pq
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شود. می ثابت نیز 3 قسمت صورت این به و

داریم 4 قسمت اثبات براي

(pqp)∗(e− p) = (pqp)(e− p) = pqp− pqp = 0 (15.2)

:3.2.2 قضیه به توجه با اما

(pqp)† = ((pqp)(pqp)∗)†(pqp)∗

داریم: کنیم ضرب (e− p) در راست از را بالا رابطه طرفین اگر حال

(pqp)†(e− p) = ((pqp)(pqp)∗)†(pqp)∗(e− p)

:15.2 رابطه طبق طرفی از

(pqp)∗(e− p) = 0

پس:

(pqp)†(e− p) = 0

که: گیریم می نتیجه این از و

(pqp)† = (pqp)†p

شد. ثابت پسحکم

اولاٌ داریم: 3.2.2 قضیه و 2 و 1 هاي قسمت به توجه با 5 قسمت اثبات براي

[(e− p)(e− q)]∗(e− (e− p)) = [(e− q)(e− p)]p = p− p− qp+ qp = 0 (16.2)

و

[(e− p)(e− q)]† = [(e− p)(e− q)]∗(e− p)(e− q))†[(e− p)(e− q)]∗ (17.2)
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رابطه به توجه با 17.2 رابطه راست طرف کنیم ضرب (e− (e− p)) در راست از را فوق رابطه طرفین اگر حال

لذا: و شود. می صفر برابر 16.2

[(e− p)(e− q)]†(e− (e− p)) = 0

پس:

[(e− p)(e− q)]† = [(e− p)(e− q)]†(e− p)

داریم: 2 و 1 هاي قسمت و فوق رابطه به توجه با حال

p[(e− p)(e− q)]† + (qp)†(e− p) = p[(e− p)(e− q)]†(e− p) + p(qp)†(e− p) (18.2)

:3.2.2 قضیه بنابر

[(e− p)(e− q)]† = [(e− q)(e− p)(e− q)]†(e− q)(e− p) (19.2)

و

(qp)† = (qp)∗((qp)(qp)∗)† = (pq)(qpq)† (20.2)

پس: کنیم می جایگزین 18.2 در را 20.2 و 19.2 روابط اکنون

p([(e− p)(e− q)]† + (qp)†)(e− p)

= p([(e− q)(e− p)(e− q)]†(e− p)(e− q) + (pq)(qpq)†)(e− p)

داریم: 1.1.1 قضیه و 4 قسمت به توجه با و

p[(e− p)(e− q)]† + (qp)†(e− p)

= p([(e− q)(e− p)(e− q)]† + (qpq)†)(e− p) = p[(e− q)(e− p)(e− q) + qpq]†(e− p)
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= p[e− (p− q)2]†(e− p)

طرفی: از

p[e− (p− q)2](e− p) = p− p− pq + pqp+ pq − pqp+ pqp− pqp = 0

چون 8.1.1 قضیه به توجه با حال

p[e− (p− q)2](e− p) = 0

پس:

p[e− (p− q)2]†(e− p) = 0

بنابراین:

p[(e− p)(e− q)]† + (qp)†(e− p) = 0

پس:

p[(e− p)(e− q)]† = −(qp)†(e− p)

شود. می ثابت حکم و

�

صورت: این در .p, q ∈ P (A) فرضکنیم ([10]) .10.2.2 قضیه

صورت: این در باشد مور-پنروز پذیر معکوس pqاگر (1

(qp)† = pq − p[(e− p)(e− q)]†q

صورت: این در باشد مور-پنروز پذیر معکوس p− q اگر (2

(p− q)† = (p− pq)† + (pq − q)† = (p− qp)† + (qp− q)†
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(p− q)† = p− q + q(p− qp)† − (q − qp)†p = p− q + (p− pq)†q − p(q − pq)† (21.2)

معکوس (e−p)(e−q)اگر فقط و اگر است مور-پنروز معکوسپذیر pq داریم 6.2.2 قضیه به توجه با اثبات.

باشد. مور-پنروز پذیر

:5 قسمت 9.2.2 قضیه به توجه با همچنین و

p[(e− p)(e− q)]† = −(qp)†(e− p) (22.2)

داریم: q در 22.2 رابطه ضرب با پس

p[(e− p)(e− q)]†q = −(qp)†(e− p)q = −(qp)†q + (qp)†pq

: 9.2.2 قضیه 3 و 2 هاي قسمت بنابر حال

(qp)†q = (qp)† , (qp)†pq = pq

پس:

p[(e− p)(e− q)]†q = −(qp)† + pq =⇒ (qp)† = pq − p[(e− p)(e− q)]†q

شود. می ثابت 1 قسمت و

دهیم: می قرار 2 قسمت اثبات براي

p− q = p− pq + pq − q (23.2)

: داریم چون اما

(p− pq)(pq − q)∗ = (p− pq)(qp− q) = pqp− pq − pqp+ pq = 0

: همچنین و

(p− pq)∗(pq − q) = (p− pq)(pq − q) = pq − pq − qpq + qpq = 0
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داریم: 23.2 رابطه براي 1.2.2 قضیه پسطبق

(p− q)† = (p− pq)† + (pq − q)†

مشابه: بطور و

(p− q)† = (p− qp)† + (qp− q)†

داریم: 21.2 رابطه اوردن دست به براي حال

(p− pq) = p(e− q) , (pq − q) = (p− e)q

:1 قسمت طبق و

(p− pq)† = [p(e− q)]† = p− qp− [q(e− p)]†p+ q[q(e− p)]†p (24.2)

(pq − q)† = −[(e− p)q]† = −q + qp+ q[(e− q)p]† − q[(e− q)p]†p (25.2)

:25.2 و 24.2 روابط از استفاده با پس

(p− q)† = p− qp− [q(e− p)]†p+ q[q(e− p)]†p− q

+qp+ q[(e− q)p]† − q[(e− q)p]†p

کنیم: ثابت باید حال

q[q(e− p)]†p− q[(e− q)p]†p = 0 (26.2)
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p = (kf)† بطوریکه باشند داشته وجود f و k متعامد تصویر دو هرگاه هستند، توان خود q و p داد نشان پنرز اما

p = kpf صورت:([13]) این در

داریم: اما

(p− qp)† = [(e− q)p]†]

دهیم: قرار اگر حال

x = (p− qp)† = ((e− q)p)†

و

y = (q − qp)† = (q(e− p))†

و هستند توان خود y و xپس

x = (e− q)xp , y = (e− p)yq (27.2)

:1 قسمت طبق اما

(p− q)† = (p− qp)† + (qp− q)†

داریم: دهیم قرار y و xاساس بر را آنها مساوي اگر و

(p− q)† = x− y

صورت: این در کنیم می جایگزین y و x براي را 27.2 رابطه اکنون

(p− q)† = (e− q)xp− (e− p)yq (28.2)

.q(p− q)† = 0 کنیم ثابت کافیست واقع در 26.2 رابطه اثبات براي حال

داریم: دهیم قرار 28.2 رابطه از را (p− q)† مساوي اگر که

q[(e− q)xp− qy(e− p)]p = 0
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صورت: این در میشود. ثابت رابطه پس

(p− q)† = p− q + q(p− qp)† − (q − qp)†p

= p− q + (p− pq)†q − p(q − pq)†

کند. می ثابت را قضیه این که

�

هستند: ارز هم زیر هاي عبارت صورت این در p, q ∈ P (A) فرضکنید ([10]) .11.2.2 قضیه

بعضی m,nبراي ≥ 1 [(pq)†]m = [(qp)†]n (1

pq = qp (2

همه m,nبراي ≥ 1 [(pq)†]m = [(qp)†]n (3

آنگاه کنیم ضرب p در را 1 قسمت طرفین اگر صورت این در (pq)†p = (pq)† چون .1 =⇒ 2 اثبات.

p[(pq)†]m = p[(qp)†]n

.p2 = pفرض طبق صورت این در باشد k = 2 اگر که صورت این .به pn = p کنیم می ثابت استقرا با اما

کنیم. ثابت k = nبراي باید حال .pn−1 = pیعنی باشد درست k = n− 1 براي فرضاستقرا فرضکنیم حال

داریم:

pn = pn−1p = pp = p2 = p

:2 قسمت 9.2.2 قضیه به توجه با پس شد. ثابت استقرا وحکم

p[(pq)†]m = p[(qp)†]n = [p(qp)†]n
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= [(qp)†]n = [(pq)†]m

:3 قسمت 9.2.2 قضیه طبق اما

qp[(pq)†]m = [qp(pq)†]m = [qp]m = qp

داریم: مشابه بطور و

[(qp)†]npq = [(qp)†pq]n = [pq]n = pq

پس:

qp = qp[(pq)†]m = q[p(pq)†]m = [(pq)†]m

بنابراین: و

pq = qp

رسیدیم. 2 به 1 از لذا و

داریم: .2 =⇒ 3

[(pq)†]m = [(pq)†]n = [(qp)†]n

� است. واضح کاملاٌ .3 =⇒ 1

اینصورت در باشد، مور-پنروز پذیر معکوس pq اگر .p, q ∈ P (A) کنید فرض ([9 ،10]) .12.2.2 قضیه

هستند: ارز هم زیر هاي عبارت

(pq)† = (pq)D(1

(pq)† = pq(2

(pq)D = pq(3

(pq)† = qp(4
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(pq)D = qp(5

pq = qp(6

مور-پنروز: معکوس تعریف طبق صورت این در (pq)† = qp باشیم داشته اگر .4 =⇒ 6 اثبات.

pq(qp)pq = pq

داریم: صورت این در کنیم ضرب pیک در راست از را فوق رابطه طرفین اگر حال

pqppqp = pqp

داریم: چون .(pqp)2 = pqpپس

pq = pqp+ pq(e− p) = pqp+ pq − pqp (29.2)

qp = pqp+ (e− p)qp = pqp+ qp− pqp (30.2)

شود: می نتیجه 30.2 و 29.2 روابط از پس

pqp = pq(qp) = [pqp+ pq(e− p)][pqp+ (e− p)qp]

لذا: و

pqp = pqp+ pqpqp− pqpqp+ pqpqp− pqpqp+ pqqp− pqpqp

= pqp+ pqqp− pqpqp = pqp+ pq(e− p)qp

پس:

pqp = pqp+ pq(e− p)qp
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داریم: نتیجه در

pq(e− p)qp = 0

بنابراین:

qp = pqp, pq = pqp

میشود. نتیجه حکم و pq = qpپس

داریم: کنیم ضرب p در راست از را رابطه این طرفین اگر صورت این در (pq)† = (pq)D اگر .1 =⇒ 4

(pq)†p = (pq)Dp

صورت: این در b = p و a = pq دهیم قرار اگر کلاین فرمول بنابر زیرا .(pqp)D = (pq)Dp اما

(pqp)D = pq[(pq)D]2p = ([(pq)D]2pq)p (31.2)

درازین هاي معکوس فرمول طبق حال

(pq)D = [(pq)D]2pq

داریم: 31.2 رابطه در جایگزاري با پس

(pqp)D = (pq)Dp (32.2)

داریم: 32.2 ورابطه 1 قسمت و 9.2.2 قضیه پسطبق
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(pq)† = (pq)†p = (pq)Dp = (pqp)D

داریم: را زیر روابط طرفی از اما

یعنی: است برابر باهم آن مور-پنروز و درازین معکوس پس است نرمال pqp چون اولا

(pq)† = (pqp)D = (pqp)†

داریم: اما

qp(pqp)† = q(p(pqp)†) = q(pqp)† = (pqp)†

پس: شود. می نتیجه 9.2.2 قضیه از روابط این همه که

(pq)† = (pqp)† = qp(pqp)† = qp(pq)† = qp

کند. می ثابت را حکم این و (pq)† = qp یعنی

.2 =⇒ 6

داریم: مور-پنروز معکوس تعریف طبق آنگاه (pq)† = qp اگر

pq(pq)†pq = pq

بقیه و (pqp)2 = pqp گلفند نمایش قضیه از استفاده با و (pqp)3 = pqp بنابراین و pqpqpq = pq پس

است.([9]) 6 به 4 اثبات مشابه اثبات روند

.3 =⇒ 6

(pq)D = pq که این به باتوجه طرفی از .(pqp)D = (pq)Dp کلاین فرمول طبق انگاه (pq)D = pq اگر

پس:

(pqp)D = (pq)Dp = pqp
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درازین: معکوس تعریف به باتوجه اما

(pqp)D = [(pqp)D]2pqp

است. 6 به 2 مشابه اثبات روند بقیه و .(pqp)3 = pqpپس

پس (pq)D = qp چون و (pqp)D = (qp)Dp کلاین فرمول طبق انگاه (pq)D = qp اگر .5 =⇒ 6

� شود. می ثابت حکم و pq = qp یعنی است الحاق خود qp .بنابراین (pqp)D = qp

فرمولی سپس و کنیم می بیان pq − qp مور-پنروز پذیري معکوس براي کافی و لازم شرط ابتدا ادامه در

اوریم. می دست به باشد p, q ∈ P (A) که زمانی (p− q)† و (pq − qp)† براي

اینصورت: در p, q ∈ P (A) فرضکنید ([7]) .13.2.2 قضیه

باشد. -پنروز مور پذیر معکوس p− q و pqp اگر فقط و اگر است -پنروز مور پذیر معکوس pq − qp (1

حالت: این در

(pq − qp)† = (pqp)†(p− q)† − (p− q)†(pqp)†

آنگاه: باشد -پنروز مور پذیر معکوس pq − qp 2)اگر

(pq − qp)†(p− q)† = −(p− q)†(pq − qp)†

داریم: کافی: شرط اثبات.

pq(e− p)qp = pqp(p+ q − pq − qp) = pqp(p− q)2 = (p− q)2pqp

زیرا:

(pq − pqp)qp = pqp− pqpqp

اینصورت: در بگیریم فاکتور pqp از و کنیم کم و اضافه pqpq یک فوق رابطه در اگر حال

pq(e− p)qp = pqp(p+ q − pq − qp) = pqp(p− q)2 (33.2)
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اگر پس هستند نرمال pqp و (p − q)2 چون 4.2.2 قضیه و 33.2 رابطه به توجه با شود. می ثابت رابطه پس

لذا و هستند. درازین پذیر معکوس pqp و (p − q)2 اینصورت در باشند مور-پنروز پذیر معکوس p − q و pq

و است درازین پذیر معکوس نیز pq(e− p)qpپس شود می درازین پذیر معکوس نیز (p− q)2pqp

[pq(e− p)qp]D = [pqp(p− q)2]D = [(p− q)2]D(pqp)D

پذیر معکوس (e − p)qp و pq(e − p)پس هستند درازین پذیر معکوس و نرمال (p − q)2 و pqp چون حال

چون: 1.1.1 قضیه به توجه با و شوند می مور-پنروز

[pq(e− p)]∗(e− p)qp = pq(e− p)[(e− p)qp]∗ = 0

و است مور-پنروز پذیر معکوس pq(e− p) + (e− p)qp = pq − qpپس

[pq − qp]† = [pq(e− p)]† − [(e− p)qp]†

طبق اینصورت در باشد مور-پنروز پذیر معکوس pq − qp اگر بنابراین است نرمال pq − qp چون لازم: شرط

داریم: اما است. مور-پنروز پذیر معکوس (pq − qp)(pq − qp)∗ = (pq − qp)2 3.2.2 قضیه

(pq − qp)2 = [pq(e− p)− (e− p)qp]2 = −[pq(e− p)qp+ (e− p)qpq(e− p)]

بنابراین:

σ(pq(e− p)qp) \ {0} ⊆ σ(−(pq − qp))2 \ {0}

اگر که شود می نتیجه این از و

0 /∈ accσ(−(pq − qp))2

پس:

0 /∈ accσ(pq(e− p)qp)
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داریم: طیفی نگاشت قضیه از استفاده با حال

σ(pq(e− p)qp) = {λ− λ2;λ ∈ σ(pqp)}

پذیر ∗(pqp)(pqp)معکوس = pqp 3.2.2 قضیه به توجه با و است قطبی شبه pqp یعنی 0 /∈ accσ(pqp)پس

است. مور-پنروز

اگر مشابه بطور

0 /∈ accσ((e− p)qpq(e− p))

انگاه:

0 /∈ accσ((e− p)q(e− p))

زیرا:

(e− p)qpq(e− p) = (e− p)q[e− (e− p)]q(e− p) = (e− p)q(e− p)− [(e− p)q(e− p)]2

(e − 6.2.2 قضیه به بنا و شود می درازین پذیر معکوس پس است قطبی شبه (e − p)q(e − p) بنابراین

چون: است. ز مور-پنرو پذیر معکوس p)q(e− p)

[(e− p)q(e− p)]2 = [(e− p)q(e− p)]∗ = (e− p)q(e− p)

پس:

(e− p)q(e− p) ∈ P (A)

و است -پنروز مور پذیر معکوس (e− p)q(e− p) چون 7 قضیه طبق طرفی از

(e− p)q(e− p) = q − qp− pq + pqp = q − qp
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داریم: اما است. -پنروز مور پذیر معکوس p− q پس

qp(p− q)2 = qp(p+ q − pq − qp) = qpp+ qpq − qppq − qpqp

= (p+ q − qp− pq)qp = (p− q)2qp

پس:

qp[(p− q)2]D = [(p− q)2]Dqp

بنابراین:

[pq(e− p)]† = (q − p)qp[pq(e− p)qp]D

= −(p− q)qp[(p− q)2]D(pqp)D

= −(p− q)Dq(pqp)D

چون:

(pqp)†(e− q)(p− q)† = (pqp)†p(p− q)(p− q)†

= (pqp)†(p− q)2[(p− q)2]†

= (pqp)D(p− q)2[(p− q)2]D

= (p− q)2[(p− q)2]D(pqp)D

= (p− q)D(p− q)[p(pqp)†]

= (p− q)†(e− q)(pqp)†

(34.2)
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انگاه:

(pq − qp)† = [pq(e− p)]† − [(e− p)qp]†

= −(p− q)†q(pqp)† + (pqp)†q(p− q)†

= (pqp)†(p− q)† − (p− q)†(pqp)†

+ [(p− q)†(e− q)(pqp)† − (pqp)†(e− q)(p− q)†]

= (pqp)†(p− q)† − (p− q)†(pqp)†

(35.2)

� شود. می ثابت حکم و



3 فصل
تفاضل و حاصلضرب مور-پنروز معکوس
ماتریسهاي فضاي در تصویر عملگرهاي

m× n

مقدمه 1.3
کنیم، می بررسی را PA − PB و PAPB مور-پنروز معکوس B و A دلخواه ماتریس دو براي فصل این در

.PA = AA† بطوریکه

اصلی قضایاي 2.3
قانون صورت این در باشند n × p mو × n هاي ماتریس ترتیب به B و A کنید فرض ([14]) .1.2.3 قضیه

عکسمختلط ترتیب

(AB)† = B†A† −B†T †A†

کنند: صدق زیر بردي تساوي دو در Bو A اگر فقط و اگر است برقرار

R(AA∗AB) = R(AB)

41
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R[(ABB∗B)∗] = R[(AB)∗]

.T = (In −BB†)(In − A†A)عکسمختلط ترتیب قانون در بطوریکه

� شود. مراجعه [14] مرجع به اثبات براي اثبات.

صورت این در ×mباشند k ×mو n ماتریسهاي ترتیب به B و A فرضکنید ([13]) .2.2.3 قضیه

(PAPB)
† = PBPA − PB[(Im − PB)(Im − PA)]

†PA

کنند: صدق زیر بردي تساوي دو در PB و PA باید مختلط عکس ترتیب قانون از استفاده براي اثبات.

R(PAP
∗
APAPB) = R(PAPB) (1

R[(PAPBP
∗
BPB)

∗] = R[(PAPB)
∗] (2

:PB و PA تعریف طبق اما

PA = P ∗
A = P 2

A PA = P †
A

PB = P ∗
B = P 2

B PB = P †
B

داریم: پس

(1

R(PAP
∗
APAPB) = R(P 2

APAPB) = R(PAPAPB) = R(P 2
APB) = R(PAPB)
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(2

R[(PAPBP
∗
BPB)

∗] = R[(PAP
2
BPB)

∗] = R[(PAPBPB)
∗] = R[(PAP

2
B)

∗] = R[(PAPB)
∗]

شود: می نتیجه 1.2.3 قضیه طبق بنابراین

(PAPB)
† = P †

BP
†
A − P †

B[(In − PBP
†
B)(In − P †

APA)]
†P †

A

چون: اما

PBP
†
B = PB, P †

APA = PA

و

PA = P †
A, PB = P †

B

پس:

(PAPB)
† = PBPA − PB[(Im − PB)(Im − PA)]

†PA

�

.

∗MNدر = 0 = N∗M و باشند یکسان اندازه با ماتریس Nدو Mو اگر شد بیان 2 فصل یادآوري:در

صورت این

(M +N)† = M † +N †

پردازیم. می زیر قضایاي اثبات و بیان به قضیه این از استفاده با حال
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آنگاه ×mباشند k ×mو n ماتریسهاي ترتیب به B و A اگر ([13]) .3.2.3 قضیه

(PA − PB)
† = (PA − PAPB)

† + (PAPB − PB)
† = (PA − PBPA)

† + (PBPA − PB)
† (1.3)

داریم: و تعریف به باتوجه زیرا هستند هرمیتی توان خود PB و PA اثبات.

P 2
A = P ∗

A = PA

و

P 2
B = P ∗

B = PB

اما:

(PA − PAPB)(PAPB − PB)
∗ = (PAPB − PB)

∗(PA − PAPB) = 0 (2.3)

زیرا:

(PA − PAPB)(PAPB − PB)
∗ = (PA − PAPB)(P

∗
BPA − P ∗

B)

= PAP
∗
BPA − PAP

∗
B − PAPBP

∗
BPA − PAPBP

∗
B = 0

(3.3)

و

(PA − PBPA)(PBPA − PB)
∗ = (PBPA − PB)

∗(PA − PBPA) = 0 (4.3)

زیرا:

(PA − PBPA)(PBPA − PB)
∗ = (PA − PBPA)(P

∗
AP

∗
B − P ∗

B)

= PAP
∗
AP

∗
B − PAP

∗
B − PBPAP

∗
AP

∗
B − PBPAP

∗
B = 0

(5.3)
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دهیم: قرار اگر حال

M = (PA − PAPB), N = (PAPB − PB)

∗MNپس: = N∗M = 0 داریم (1.3) رابطه طبق زیرا داریم. را 1.2.2 قضیه شرایط صورت این در

(PA − PAPB + PAPB − PB)
† = (PA − PAPB)

† + (PAPB − PB)
†

∗MNپس: = N∗M = 0 داریم (2.3) رابطه رابطه طبق N = PBPA − PB Mو = PA − PBPA اگر و

(PA − PBPA + PBPA − PB)
† = (PA − PBPA)

† + (PBPA − PB)
†

�

وجود F و E متعامد هاي تصویر اگر فقط و اگر است توان خود k مربعی ماتریس که [12] داد نشان پنروز

K = (EF )† بطوریکه باشند داشته

.K = EKF حالت این در

دهیم: قرار اگر حال

X = (PA − PBPA), Y = −(PBPA − PB)
† = (PB − PBPA)

†

زیرا: هستند. توان خود Y Xو که رسیم می نتیجه این به حکم این طبق بر

X = (PA − PBPA) = (PA(Im − PB))
†

و

Y = (PB − PBPA)
† = (PB(Im − PA))

†

پس

X = PAX(Im − PB), Y = (Im − PA)Y PB
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داریم. را زیر قضیه بنابراین

معکوس صورت این در باشند. m × k و m × n هاي Bماتریس و A کنیم فرض ([13]) .4.2.3 قضیه

شود: بیان زیر صورت به تواند می PA − PB مور-پنروز

(PA − PB)
† = X − Y

کنند: می صدق خواصزیر در Y Xو بطوریکه

X2 = X, Y 2 = Y, XY ∗ = Y ∗X = 0

.

صورت این در ×mباشند k ×mو n ماتریسهاي بترتیب B و A فرضکنید ([13]) .5.2.3 قضیه

PA(PA − PB)
†PB = PB(PA − PB)

†PA = 0 (6.3)

داریم: دادیم ارائه Y برايXو که تعریفی و 4.2.3 قضیه طبق اثبات.

(PA−PB)
† = X−Y = PAX(Im−PB)−(Im−PA)Y PB = PAX−PAXPB−Y PB+PAY PB

پس

PA(PA − PB)
†PB = PA(PAX − PAXPB − Y PB + PAY PB)PB

= P 2
AXPB − P 2

AXP 2
B − PAY P 2

B + P 2
AY P 2

B

(7.3)
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با: است برابر بالا رابطه پس PB = P 2
B و PA = P 2

A چون و

PAXPB − PAXPB − PAY PB − PAY PB = 0

� شود. می اثبات مشابه بطور PB(PA − PB)
†PA = 0 و

داریم: (PA − PB) مور-پنروز معکوس تعریف طبق ادامه در اما

(PA − PB)(PA − PB)
†(PA − PB) = PA − PB.

لذا:

(PA−PB)(PA−PB)
†(PA−PB) = PA(PA−PB)

†PA−PA(PA−PB)
†PB−PB(PA−PB)

†PA+PB(PA−PB)
†PB.

: (3.3) رابطه به بنا و

PA(PA − PB)
†PB = PB(PA − PB)

†PA = 0,

پس:

PA(PA − PB)
†PA − PB(PB − PA)

†PB = PA − PB,

دارد. مور-پنروز هاي معکوس در فراوانی کاربرد رابطه این که

داریم: طرفی از اما

(PA − PAPB)
† = PA − PBPA − (Im − PB(PB − PBPA)

†PA. (8.3)

(PAPB − PB)
† = −PB + PBPA + PB(PA − PBPA)

†(Im − PA). (9.3)

(PA − PBPA)
† = PA − PAPB − PA(PB − PAPB)

†(Im − PB). (10.3)
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(PBPA − PB)
† = −PB + PAPB + (Im − PA)(PA − PAPB)

†PB. (11.3)

پردازیم. می (4.3) رابطه اثبات به حال

داریم: 2.2.3 قضیه از استفاده با

(PA − PAPB)
† = (PA(Im − PB)

†)

= (Im − PB)PA − (Im − PB)[PB(Im − PA)]
†PA

= PA − PBPA − (Im − PB)(PB − PBPA)
†PA

(12.3)

داریم: (1.3) رابطه در روابط این جایگذاري با حال شوند. می اثبات مشابه طور به ها رابطه سایر و

(PA − PB)
† = PA − PB + PB(PA − PBPA)

†(Im − PA)− (Im − PB)(PB − PBPA)
†PA

و

(PA − PB)
† = PA − PB + (Im − PA)(PA − PAPB)

†PB − PA(PB − PAPB)
†(Im − PB)

همچنین: و

PB(PA − PBPA)
†PA − PB(PB − PBPA)

†PA = PB(PA − PB)
†PA = 0

و

PA(PA − PAPB)
†PB − PA(PB − PAPB)

†PB = PA(PA − PB)
†PB = 0

داریم: 3.2.3 قضیه به توجه با زیرا

PB(PA − PB)
†PA = PB(PA − PBPA)

†PA − PB(PB − PBPA)
†PA
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:5.2.3 قضیه طبق طرفی از و

PB(PA − PB)
†PA = 0

پس:

PB(PA − PBPA)
†PA − PB(PB − PBPA)

†PA = PB(PA − PB)
†PA = 0

داریم. را زیر قضیه روابط این از استفاده با حال شود. می ثابت صورت همین به نیز دیگر رابطه

صورت این در ×mباشند k ×mو n ماتریسهاي بترتیب B و Aفرضکنیم ([13]) .6.2.3 قضیه

(PA − PB)
† = PA − PB + PB(PA − PBPA)

† − (PB − PBPA)
†PA (13.3)

(PA − PB)
† = PA − PB + (PA − PAPB)

†PB − PA(PB − PAPB)
† (14.3)

� شود. می ثابت شده بیان روابط به توجه با اثبات.

چهار صورت این در ×mباشند k ×mو n هاي ماتریس ترتیب به B و A فرضکنیم ([13]) .7.2.3 قضیه

هستند: ارز هم زیر عبارت

(PA − PB)
† = PA − PB (1

PB(PA − PBPA)
† = (PB − PBPA)

†PA (2

(PA − PB)
3 = PA − PB (3

PAPB = PBPA (4

داریم: (9.3) رابطه به توجه با .1 =⇒ 2 اثبات.

(PA − PB)
† = PA − PB + PB(PA − PBPA)

† − (PB − PBPA)
†PA
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پس: (PA − PB)
† = PA − PB اگر حال

PB(PA − PBPA)
† − (PB − PBPA)

†PA = 0

لذا: و

PB(PA − PBPA)
† = PBPA)

†PA

داریم: همواره .2 =⇒ 3

(PA − PB)
† = (PA − PB)

∗ ⇐⇒ (PA − PB)(PA − PB)
∗(PA − PB) = PA − PB (15.3)

چون bقسمت طبق اما

PB(PA − PBPA)
† = PBPA)

†PA

پس

(PA − PB)
† = PA − PB

.(PA − PB)
3 = PA − PB (11.3) رابطه پسطبق (PA − PB)

∗ = PA − PB طرفی از

داریم: .3 =⇒ 4

(PA − PB)
3 = (PA − PB)(PA − PB)(PA − PB)

= (PA − PAPB − PBPA + PB)(PA − PB)

= PA − PAPB − PAPBPA + PAPB − PBPA + PBPAPB + PBPA − PB

= PA − PB − PAPBPA + PBPAPB

(16.3)

ولذا: PAPBPA = PBPAPB آنگاه (PA − PB)
3 = PA − PB اگر حال

PAPB = PBPA
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طرفی: از اما (PA − PB)
3 = PA − PB داریم: آنگاه PBPA = PAPB اگر .4 =⇒ 1

(PA − PB)
3 = (PA − PB)(PA − PB)

∗(PA − PB)

: چون (11.3) رابطه طبق و

(PA − PB)(PA − PB)
∗(PA − PB) = PA − PB

پس

(PA − PB)
† = (PA − PB)

∗ = PA − PB

شود. می ثابت حکم لذا و

�

پذیر معکوس PA −PB که بود صورت این به او روش شد. بررسی 1 بوخهولتز بوسیله PA −PB معکوس

طوریکه: به باشد داشته وجود Mاي اگر فقط و اگر است

M 2 = M R(M) = R(A) Ker(M) = R(B) (17.3)

حالت این در

(PA − PB)
−1 = M +M∗ − Im (18.3)

است.[15] فرد به منحصر حقیقت در کند می صدق بالا روابط در Mکه ماتریس

می صدق بالا در شده مطرح شرط سه در X = (PA − PBPA)
† که بینیم می قبل قضیه روابط به توجه با

باشد: زیر صورت به تواند می کند می صدق (PA − PB) پذیري معکوس تعریف در که Mاي بنابراین کند.

M = (PA − PBPA)
† (19.3)

1Bokholtz
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داریم: (13.3) رابطه در رابطه(14.3) Mاز یکتاي ماتریس جایگذاري با

(PA − PB)
−1 = (PA − PBPA)

† + (PA − PAPB)
† − Im

صورت: این در ×mباشند k ×mو n ماتریسهاي ترتیب به Bو A فرضکنیم ([13]) .8.2.3 قضیه

(Im − PA − PB)
† = [(Im − PA)(Im − PB)]

† − (PAPB)
† = [(Im − PB)(Im − PA)]

† − (PBPA)
†

داریم: است. متعامد گر یکتصویر Im − PA کنیم می ثابت ابتدا اثبات.

(Im − PA)
∗ = I∗m − P ∗

A

و

(Im − PA)
2 = (IM − PA)(Im − PA) = Im − PA − PA + PA = Im − PA

داریم: صورت این در کنیم استفاده Im − PA از PA جاي به اگر 4 قضیه طبق حال

(Im − PA − PB)
† = ((Im − PA)− (Im − PA)PB)

† + ((Im − PA)PB − PB)
†

= ((Im − PA)(Im − PB))
† − (PAPB)

†

(20.3)

کنیم. استفاده Im − PBاز PB جاي به کافیست تساوي دوم قسمت اثبات براي حال

�
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Abstract

.
For two given projection p and q in a C∗ -algebra, we investigate how to express Moore-
Penrose inverses of products pq and pq − qp. Moreover, it is shown that pq − qp is
Moore-Penrose invertible if and only if pq and p − q are Moore-Penrose invertible. in
addition, some related topics are considered.

Keywords: Moore-Penrose inverse; Drazin inverse; Projection; C∗ -algebra.
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