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چکیده
اندازه فضاي به را کلاسیک بهینه کنترل مسأله یک اندازه نظریۀ از استفاده با داریم قصد نامه پایان این در
بدست فضا این در مسأله که خواصی به توجه با آوریم، بدست فضا این در را مسأله جواب و نموده منتقل

نماید. می آسان ما براي را بهینه جواب به رسیدن آورد می
با ها تابعی فضاي و کلاسیک کنترل فضاي در قبول قابل هاي زوج تمام بین که است نحو بدین کار روش
ریس نمایش قضیه از استفاده با بعد مرحله در و کنیم می برقرار یک به یک تناظري نگاشت یک تعریف
داد خواهیم نشان هم پایان در آمد. خواهد بوجود اندازه فضاي و ها تابعی فضاي بین سویی دو تناظر یک
را (معیار) هدف تابع که است اي بهینه قبول قابل زوج متناظر اندازه فضاي در آمده بدست بهینه اندازه

سازد. می (ماکسیموم) مینیموم کلاسیک کنترل مسأله در

ریس نمایش ،قضیه اندازه فضاي ، خطی ریزي برنامه ، بهینه کنترل کلیدي: واژههاي



پیشگفتار

دویست در است. دینامیکی دستگاه یک وضعیت تحلیل و تجزیه هدف ریاضیات، هاي شاخه بیشتر در
و مایعات (ذرات، مکانیک نظریه جمله از (کلاسیک) کاربردي ریاضیات مختلف هاي شاخه اخیر، سال
از بسیاري حل لکن اند، داشته زیادي هاي پیشرفت غیره و ترمودینامیک الکترومغناطیس، جامدات)،
هدف مسائل از نوع این در باشد. می فوق مسائل حل راه با متفاوت حلی راه محتاج جهان مهم مسائل

نماید. عمل و رفتار مطلوب بطریقی که کنیم کنترل طوري را دینامیکی سیستم یک است آن
دلیل همین به نمود. پیدا آن براي دقیقی جواب توان نمی کلاسیک هاي روش با مسائل از بسیاري در
رده بعنوان اندازه نظریه روش باشد. مفید مشکل این رفع در زیادي حد تا تواند می عددي هاي روش
قرار کاربردي علوم پژوهشگران و محققین از بسیاري توجه مورد که است چندي عددي هاي روش از اي
استفاده با و داشته اندازه نظریه روش بر مروري ایم کرده سعی رساله این در دلیل، همین به است. گرفته
بر اي مقدمه بیان به اول فصل در بپردازیم. خطی غیر بهینه کنترل مسائل از اي رده حل به روش این از
فصل در پردازیم. می بهینه کنترل مسائل کلی شکل و بهینه کنترل نظریه از اي تاریخچه اندازه، نظریه
انتقال چگونگی به سوم فصل در پردازیم. می اندازه نظریه در استفاده مورد قضایاي و تعاریف بیان به دوم
در بحث به چهارم فصل در گرفت. خواهد قرار بررسی مورد اندازه فضاي به کلاسیک بهینه کنترل مسأله
ارائه روش کارآیی عددي مثال چند بیان با پایان در و پرداخت خواهیم اندازه فضاي در جواب فرم مورد

گرفت. خواهد قرار بررسی مورد شده
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1 فصل
مقدماتی مفاهیم و نیازها پیش

کنترل نظریه بر اي مقدمه 1.1
معادلات بشکل توان می را ها سیستم از بسیاري دینامیکی رفتار که است شده داده نشان کنترل نظریه در

براي ریاضی مدل یک ساختن البته . نمود بیان دیفرانسیل معادلات بشکل بخصوص ریاضی نامعادلات یا

است. خوردار بر زیادي اهمیت از خود جاي در بحث این و باشد پیچیده بسیار است ممکن سیستم یک

را بررسی مورد سیستم مکانیکی خواص که را سیستم ریاضی معادلات کسی که کرد خواهیم فرض ما

باشد. کرده تهیه کند می مشخص

ریاضی معادلات چنانکه شوند، انتخاب مناسب ها کنترل است لازم سیستم یک کنترل براي بنابراین

غیر دیفرانسیل معادلات بخصوص معادلات هاي جواب محاسبه البته شوند. برآورده سیستم آن به مربوط

است. پیچیده خیلی عموما خطی

دیفرانسیل معادلات از بسیاري هاي جواب لاپلاس تبدیل هاي روش اساس بر کلاسیک کنترل نظریه در

صرفه امروزه این بر علاوه است. بیشمار ها محدودیت و مشکلات هم روش این با حتی اما آید. می بدست

ضرورت پذیر کنترل سیستم یک در نیز غیره و اقتصادي گذاري سرمایه یا انرژي سوخت، زمان، در جویی

گیرد. می قرار بررسی مورد صورت بهترین به سیستم کنترل مساله بنابراین است. نموده پیدا

1



مقدماتی مفاهیم و نیازها پیش .1 2فصل

دهیم. قرار بررسی مورد را راکت سوخت مصرف کردن مینیموم مساله خواهیم می ما مثال عنوان به

از: است عبارت راکت حرکت بر حاکم معادله

m
dV

dt
= mF + Fext

خارجی نیروهاي برآیند Fextو شود می تولید راکت بوسیله که پرتاب نیروي F راکت، جرم m آن در که

داریم:[1] همچنین شود، می وارد راکت به محیط از که است اي

|F | = c

m
β

(زاویه پرتاب واقعی زاویه φ اگر است، سوخت مصرف نرخ ، β = −dm
dt

و اگزوز نسبی سرعت c آن در که

از: عبارتند حرکت معادلات آنگاه باشد، افق) و راکت محور بین

dv١
dt

=
cβ

m
cosφ

dv٢
dt

=
cβ

m
sinφ−mg

عبارت سوخت مینیموم مصرف مساله است. شده اختیار Fext = [٠,−mg]T و V = [v١, v٢]T آن در که

که قسمی به برساند ، y نظر، مورد ارتفاع به اولیه نقطه از را راکت که φو β هاي کنترل انتخاب از است

از: است عبارت شده مصرف سوخت شود. مینیموم مصرفی سوخت مقدار

I =

∫ T

٠
βdt

است. y به رسیدن زمان T آن در که
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اندازه نظریه تاریچه 2.1
کنترل و کرد استفاده اندازه نظریه از [2] روبیو2 ، فشرده1 هاي سیستم بهینه کنترل مسائل حل در

بهینه هاي کنترل وجود در روبیو و 3 ویلسون آورد. بدست سیستم براي ثابت اي قطعه بصورت اي بهینه

سال در آنها همچنین کردند، استفاده اندازه نظریه از بعدي یک حرارت معادله تحت هاي سیستم براي

همین با را بعدي n حالت در حرارت معادله تحت هاي سیستم بهینه کنترل مسائل حل میلادي 1991

اند. کرده بررسی روش

بهینه کنترل یک با حرارت معادله تحت را اندازه نظریه [41] ویلسون و روبیو کامیاد، ،1992 سال در

نموده استفاده اندازه نظریه از قوي پذیري کنترل مسأله در 1992 سال در بردند.کامیاد بکار توسیعی

است.

مسائل حل اي[43]، پاره و معمولی هاي دیفرانسیل معادلات حل براي اندازه نظریه روش اخیر سالهاي در

کنترل مسائل انتگرال[44]، معادلات حل خطی[42]، غیر هاي دستگاه حل غیرخطی[45]، ریزي برنامه

در تغییراتی انجام با همچنین است. شده استفاده [47] بهینه شکل طراحی مسائل و [46] زمانی بهینه

نظریه توسیع گسسته، حالت در بهینه کنترل مسائل نامتناهی، افق در بهینه کنترل مسائل نظریه، این

در که اي مسأله هر بتوان اگر رسد می نظر به است. شده حل ... و اي اندازه چند هاي حالت به اندازه

در نمود، تبدیل انتگرال دیفرانسیل معادلات دستگاه یک به را شود می مطرح ریاضی مختلف هاي شاخه

نمود. استفاده نظریه این از توان می آن حل
1Lumped system
2Rubio
3Wilson
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بهینه کنترل مساله کلی شکل 3.1
نظریه از استفاده با بعدي فصول در که کنیم می معرفی بهینه کنترل مساله یک از کلی شکل اینجا در

پردازیم. می آن حل به اندازه

وضعیت بردار اکنون شود مشخصمی xn،...،x٢، x١ وضعیت متغیر nتوسط دینامیکی سیستم فرضکنید

گیریم: می نظر در زیر بصورت را x

x =


x١
x٢
.
.
.
xn


نظر در 4 وضعیت فضاي بنام بعدي nفضاي یک مختصات هاي محور عنوان به توان می را x هاي مولفه

گرفت.

گیریم: می نظر در زیر بصورت um،...،u٢، uکنترل١ متغیر m از برداري صورت بۀ را u کنترل بردار

u =


u١
u٢
.
.
.
um


کند: می صدق زیر بصورت اول مرتبه دیفرانسیل معادلات دستگاه یک در (x, u) کنید فرض

{
ẋ = g(t, x, u) ta ≤ t ≤ tb
x(ta) = xa x(tb) = xb

(1.1)

نهایی وضعیت x(tb) و اولیه وضعیت x(ta) است، gn،...،g٢،g١ هاي مولفه با بردار یک g آن در که

هستند.
4state space
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ماکسیموم را زیر تابعی و کرده صدق 1.1 در که (x, u)T کردن پیدا از است عبارت بهینه کنترل مسأله

کند: مینیموم یا

I =

∫ tb

ta

f٠(t, x(t), u(t))dt (2.1)

هستند. uو xو tاز پیوسته توابعی (i = ١,٢, ..., n)، giو f٠ اینجا در

قطعه کنترل یک نهایت ودر کنیم می استفاده اندازه نظریه از فوق شکل به بهینه کنترل مساله حل براي

آنالیز تابعی، آنالیز حقیقی، آنالیز توپولوژي، از مقدماتی به نیاز منظور این براي آوریم می بدست ثابت اي

خواهیم قرار بررسی مورد را مفاهیم این از اي خلاصه بعد فصل در که داریم، خطی ریزي برنامه و عددي

داد.



2 فصل
آنالیز و توپولوژي در اساسی مفاهیم

مقدمه 1.2
این در باشد. می راهگشا مسائل از بسیاري در که است ریاضیات هاي شاخه ترین زیبا از 1 اندازه نظریه

منظور همین به دهیم. نشان را 2 بهینه کنترل مسائل حل در اندازه نظریه از کاربردي داریم قصد رساله

می مناسب 4 توپولوژي یک تعریف به فضا این در و 3 اندازه فضاي به را بهینه کنترل مساله است لازم

ها تابعی درباره مطالبی جمله آن از که ریاضی آنالیز مهم قضایاي از بسیاري با آشنایی همچنین پردازیم.

را فصل این لذا دارد. ضرورت ها مجموعه و فضاها مورد در قضایایی و تعاریف همچنین و اندازه و انتگرال ،

اساسی نقش رساله این در که دهیم می اختصاص قضایایی صورت و تعاریف به خلاصه طور وبه منحصرأ

دارند.

آنالیز و توپولوژي مقدمات و تعاریف 2.2
τ گردایه یک با همراه X ناتهی مجموعه یک از شده تشکیل (X, τ) توپولوژیکی فضاي .1.2.2 تعریف

کنند: می صدق زیر شرط سه در که X هاي مجموعه زیر از

. ϕ ∈ τ و X ∈ τ الف)
1Measure theory
2optimal control problam
3Measure spase
4Topology

6



آنالیز و توپولوژي در اساسی مفاهیم .2 7فصل

.O١ ∩O٢ ∈ τ آنگاه O٢ ∈ τ و O١ ∈ τ اگر ب)

.∪α∈IOα ∈ τ آنگاه باشد τ اعضاي از خانواده یک {Oα : α ∈ I} ج)اگر

اعضاي شود. می نامیده 5 باز مجموعه یک τ عضو هر و باشد Xمی مجموعه روي توپولوژي یک τ گردایه

نامیم. می x از همسایگی یک را x شامل باز مجموعه هر x ∈ X اگر و گوئیم می X نقاط را X مجموعه

متمم Cc آن در که باشد باز Cc ⊂ X گاه هر گویند 6 بسته را C ⊂ X مجموعه .2.2.2 تعریف

است. X در C مجموعه 7

هر اشتراك و بسته ، بسته مجموعه دو اجتماع و هستند بسته ϕ و X هاي مجموعه [6] .3.2.2 قضیه

است. بسته نیز بسته هاي مجموعه از گردایه

مانند x از همسایگی یک هرگاه گوئیم 8 درونی را x ∈ A نقطه ، A ⊂ X کنید فرض .4.2.2 تعریف

دهیم. می نشان Ao با را A درونی نقاط مجموعه . O ⊆ A که باشد موجود O

چون اي نقطه شامل p همسایگی هر هرگاه است E مجموعه حدي نقطۀ یک p نقطه .5.2.2 تعریف

باشد. p از غیر q ∈ E

X در E حدي نقاط تمام مجموعۀ E ′ و E ⊂ X و بوده متري فضاي یک X گاه هر .6.2.2 تعریف

. Ē = E ∪ E ′ مجموعه از است عبارت E بست آنگاه ، باشد

.Ē = X گاه: هر است چگال X در E ⊆ X مجموعه .7.2.2 تعریف

مجموعه زیر از اي گردایه یعنی X متري فضاي در E مجموعه باز پوشش یک از منظور .8.2.2 تعریف

. E ⊂ ∪αGα که {Gα} مانند X باز هاي
5Open set
6Closed set
7Complement
8Interior point
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زیر حاوي E باز پوشش هر گاه هر است فشرده X توپولوژیکی فضاي از E مجموعه زیر .9.2.2 تعریف

این در باشد فشرده آن بستار که باشد همسایگی یک داراي x ∈ X نقطه هر اگر باشد. متناهی پوششی

گویند. می 9 فشرده موضعأ را X صورت

زیر هر اگر است متناهی اشتراك خاصیت داراي ها مجموعه از {Ai : i ∈ I} ردة گوئیم .10.2.2 تعریف

باشد. داشته ناتهی اشتراك {Ai١, ..., Aim} متناهی ردة

هاي مجموعه از {Ai : i ∈ I} ردة هر اگر تنها و اگر است فشرده X توپولوژي فضاي [6] .11.2.2 قضیه

باشد. ناتهی اشتراك داراي خود کند می صدق متناهی اشتراك خاصیت در که X بسته

پیوسته f : X −→ Y تابع باشند. توپولوژیکی فضاهایی (Y, τ ∗) و (X, τ) کنید فرض .12.2.2 تعریف

مجموعه زیر یک Y از B -باز τ ∗ مجموعه زیر هر معکوس نقش اگر تنها و اگر است τ ∗ و τ به نسبت

. f−١(B) ∈ τ آنگاه B ∈ τ ∗ اگر یعنی باشد X از τ-باز

در اگر است τبراي 10 پایه Bیک ⊂ τ باشد. توپولوژیکی فضاي ,X)یک τ) کنید فرض .13.2.2 تعریف

کند: صدق زیر شرط دو

Bباشد. اعضاي از اجتماعی G ∈ τباز مجموعه هر الف)

. p ∈ B ⊂ Gکه باشد موجود B ∈ B،G باز مجموعه در p هر ازاي به ب)

دسته تابعی یک تعریف میدان دیگر بعبارتی باشد. می تابع یک از اي تابع ، تابعی یک .14.2.2 تعریف

باشد. می توابع از اي

و باشد شده تعریف [t٠, tf ] فاصله در که بوده t از اي پیوسته تابع x کنید فرض

J(x) =

∫ tf

t٠
x(t)dt

9Locally compact
10Base
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است. x(t) منحنی زیر سطح ، J تابعی توسط شده داده نسبت عدد دراینصورت

{x ∈ X : f(x) ̸= ٠} مجموعه بستار اگر گویند فشرده 11 محمل داراي f : X → R تابع تعریف15.2.2.

باشد. فشرده

می نامیده ها مجموعه جبر یک Xناتهی مجموعه هاي مجموعه زیر از M گردایه یک .16.2.2 تعریف

کند: صدق زیر شرط دو در هرگاه شود

.A ∩B ∈ M آنگاه A,B ∈ Mاگر الف)

.Ac ∈ M آنگاه A ∈ Mاگر ب)

عناصر از پذیر شمارش گردایه هر اجتماع گاه هر شود می نامیده یکσ−جبر M جبر .17.2.2 تعریف

باشند. M در M

کوچکترین 12 برل مجموعه از B گردایه باشد. توپولوژیکی فضاي یک X کنید فرض .18.2.2 تعریف

کوچکترین B گفت توان می همچنین باشد. می بسته هاي مجموعه تمام شامل که است σ−جبري

باشد. می باز هاي مجموعه تمام شامل که است σ−جبري

باشند آنها توانی هاي Pمجموعه (Y ) ، P (X)و ناتهی مجموعه دو Y و X کنید فرض .19.2.2 تعریف

نامیم. می 13 اي مجموعه تابع یک f : A ⊂ P (X) → P (Y ) تابع اینصورت در

می اي مجموعه تابع یک دهد می نسبت را b− a حقیقی عدد (a, b) بازه هر به که تابعی مثال عنوان به

باشد.

تابع یک 14 لبگ اندازه باشد. حقیقی اعداد هاي مجموعه زیر از اي دسته X کنید فرض .20.2.2 تعریف

خواص داراي و دهد می نسبت یافته توسعه نامنفی عدد یک E مجموعه هر به که است µاي مجموعه
11Support
12Borel set
13Set function
14Lebesgue measure
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است: زیر

. µ(ϕ) = الف)٠

. µ(I) = l(I) = b− a باشیم: داشته I = (a, b) بازه هر ب)براي

آنگاه: باشد مجزا هاي مجموعه از دنباله یک {Ei}ج)اگر

µ(∪Ei) = Σµ(Ei)

و شده تعریف µ آن براي که باشد اي مجموعه Eاگر یعنی باشد. پایا انتقال به نسبت µ(د

E + y = {x+ y : x ∈ E} =⇒ µ(E + y) = µ(E)

X هاي مجموعه زیر از جبر −σ یک M و باشد ناتهی مجموعه یک X کنید فرض .21.2.2 تعریف

است شده تعریف M عناصر تمام براي که است نامنفی اي مجموعه تابع یک µاندازه صورت این در باشد،

داریم: و

. µ(ϕ) = الف)٠

داریم: M مجزا عناصر از Ei دنباله هر ب)براي

µ(∪∞
i=١Ei) = Σ∞

i=١µ(Ei)

در باشد X هاي مجموعه زیر از جبر −σ یک M و باشد ناتهی مجموعه یک X اگر .22.2.2 تعریف

گویند. پذیر اندازه فضاي یک را (X,M) اینصورت

باز هاي بازه از اي گردایه {In}و باشد حقیقی اعداد از اي مجموعه A کنید فرض .23.2.2 تعریف

تعریف زیر بصورت را A 15 بیرونی اندازه اینصورت پوشاند.در می را A مجموعه که است In = (an, bn)

شود: می

µ∗(A) = inf
A⊂∪In

Σl(In)

15Outer measure
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شود. می گرفته {In} هاي گردایه روي اینفیمم درآن که

باشیم: داشته A مجموعه هر براي اگر است 16 لبگ پذیر اندازه E مجموعه .24.2.2 تعریف

µ∗(A) = µ∗(A ∩ E) + µ∗(A ∩ Ec)

υو باشد X هاي مجموعه زیر از جبر −σ یک M و ناتهی مجموعه یک X کنید فرض .25.2.2 تعریف

روي 17 علامتدار اندازه یک را υ اینصورت در باشد یافته توسعه حقیقی مقادیر با اي مجموعه تابع یک

گاه: هر نامیم می (X,M) پذیر اندازه فضاي

کند. اختیار را −∞ یا +∞ مقدار دو از یکی حداکثر υ(الف

. υ(ϕ) = ٠ ب)

باشیم: داشته پذیر اندازه و هم از مجزا هاي مجموعه Ei دنباله هر ج)براي

υ(∪Ei) = Συ(Ei)

f تابع اینصورت در باشد پذیر اندازه f دامنه و باشد تابع یک f : X → R کنید فرض .26.2.2 تعریف

باشد. پذیر اندازه {x ∈ X : f(x) < α}، α ∈ R هر براي گاه هر شود می گفته پذیر اندازه

اینصورت در باشد پذیر اندازه دامنه با حقیقی تابع یک f : X → R کنید فرض [6] .27.2.2 قضیه

ارزند: هم زیر هاي گزاره

است. پذیر اندازه {x ∈ X : f(x) > α} مجموعه α حقیقی عدد هر براي الف)

است. پذیر اندازه {x ∈ X : f(x) ≥ α} مجموعه α حقیقی عدد هر براي ب)

است. پذیر اندازه {x ∈ X : f(x) < α} مجموعه α حقیقی عدد هر براي ج)

است. پذیر اندازه {x ∈ X : f(x) ≤ α} مجموعه α حقیقی عدد هر براي د)
16lebesgues measurable
17Signed measure
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شود. می نتیجه زیر گزاره فوق هاي گزاره از یکی قراري بر صورت در

است. پذیر اندازه {x ∈ X : f(x) = α} مجموعه α حقیقی عدد هر براي ذ)

مجموعه Cc(X) و فشرده موضعی طور به و هاسدورف فضاي یک Xکه کنید فرض .28.2.2 تعریف

هر که X هاي مجموعه زیر از Mجبر −σ کوچکترین باشد. X در فشرده محمل با پیوسته توابع تمام

دهد. می تشکیل را 18 بیر هاي مجموعه رده باشد پذیر اندازه M به نسبت f ∈ Cc(X) تابع

یک µ آنگاه شده تعریف بیر هاي مجموعه از جبر −σ روي که باشد اندازه یک µ اگر .29.2.2 تعریف

است. 19 بیر اندازه

مجموعه یک X آن در که شود می نامیده 20 اندازه فضاي یک (X,M, µ) تایی سه .30.2.2 تعریف

باشد. می M روي اندازه یک µو X هاي مجموعه زیر از جبر −σ یک M و تهی غیر

مجموعه زیر توسط شده تولید جبر یک Mو توپولوژیکی فضاي یک (X, τ) کنید فرض .31.2.2 تعریف

شود: می تعریف زیر بصورت 21 اتمی اندازه A برل مجموعه هر براي باشد باز هاي

δ(z)(A) =

{١ z ∈ A
٠ z ∈ Ac

کنید فرض و باشد A مجموعه یک روي نامنفی پذیر اندازه تابع یک f کنید فرض [6] .32.2.2 تعریف

که: باشد ها مجموعه از متناهی دنباله یک {Ai : i = ١,٢, ..., n}

. Ai ∩ Aj = ϕ یعنی باشند هم از جدا Ai الف)

است. پذیر اندازه ها Ai(ب

.A = ∪n
i=١Ai(ج

فرض همچنین است A مجموعه افراز22 یک {Ai : i = ١,٢, ..., n} که شود می گفته اینصورت در
18Bair set
19Bair meassure
20Measure spase
21Atomic measure
22Partition
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و است نامنفی A بر f تابع کنید

S = Σn
i=١{infz∈Ai

f(z)}µ(Ai)

کنیم: می تعریف زیر بصورت را A مجموعه روي f تابع انتگرال
∫
A

fdµ = SupS ≥ ٠

است. µ اندازه به نسبت f تابع انتگرال که

موجود فوق حد که صورتی در و است شده گرفته A مجموعه ممکن هاي افراز تمام روي سوپرمیمم و

می ندارد را بودن نامنفی شرط که توابعی مورد در شود می گفته پذیر -اندازه µ، f تابع باشد متناهی و

وداریم: باشند می نامنفی f− ، f+ توابع که f = f+ − f− نوشت توان
∫
A

fdµ =

∫
A

f+dµ−
∫
A

f−dµ

یک ε > ٠ هر براي اگر شود می گفته 23 پیوسته مطلق بطور f : [a, b] → R تابع .33.2.2 تعریف

داشته ، باشند [a, b] مجزا هاي بازه زیر {(xi, x́i), i = ١,٢, ..., n}اگر که بطوري باشد موجود δ > ٠

Σn
i=١ | x́i − xi | < δ =⇒ Σn

i=١ | f(x́i)− f(xi) | < ε باشیم:

چپ حدود و باشد ناپیوسته x٠ ∈ (a, b)نقطه در و باشد شده تعریف f حقیقی تابع اگر .34.2.2 تعریف

یعنی: باشد موجود راست و

Limt→x+
٠ f(t) = L١ ̸= ∞

Limt→x−
٠ f(t) = L٢ ̸= ∞

دارد. دوم ناپیوستگی اینصورت غیر در و دارد اول نوع ناپیوستگی x٠ در f صورت این L١در ̸= Lو٢
23Absolutely continuous
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متناهی تعدادي حداکثر گاه هر است پیوسته اي قطعه بطور [a, b] بر f حقیقی تابع .35.2.2 تعریف

باشد. داشته اول نوع ناپیوستگی

اینصورت در شده، تعریف اي مجموعه عناصر روي که باشد خاصیت یک P کنید فرض .36.2.2 تعریف

معمولأ و باشند صفر اندازه داراي ندارد، را P خاصیت که نقاطی مجموعه اگر است برقرار جا همه تقریبأ P

است. برقرار a.e. بطور P نویسیم می خلاصه بطور

F (x) =
∫ x

a
f(t)dt+F (a) و پذیر اندازه و کراندار [a, b] بر و حقیقی تابعی f فرضکنید [6] .37.2.2 لم

F ′(x) = f(x) داریم: [a, b] در x هر براي تقریبأ آنگاه

ودر باشد نامعین انتگرال F اگر وتنها اگر است پیوسته مطلق بطور F حقیقی تابع [6] .38.2.2 قضیه

داریم: اینصورت

F (x) =

∫ x

a

F ′(t)dt+ F (a)

F تابع اینصورت در است پذیر اندازه و کراندار [a, b] بر و حقیقی تابعی f کنید فرض .39.2.2 قضیه

F (x) =
∫ x

a
f(t)dt است پیوسته مطلق بطور شود می تعریف زیر ضابطه با که

اگر که است موجود δ > ٠ شده داده ε > ٠ هر براي که کنیم ثابت باید اثبات.

و باشند [a, b] از مجزا هاي بازه زیر {(xi, x′i), i = ١,٢, ..., n}

Σn
i=١ | x′i − xi | < δ =⇒ Σn

i=١ | F (x′i)− F (xi) | < ε

Σn
i=١ | F (x′i)−F (xi) |= Σn

i=١ |
∫ x′

i

xi

f(t)dt | ≤ Σn
i=١

∫ x′
i

xi

| f(t) | dt ≤ Σn
i=١∥f∥.|x′i−xi| = ∥f∥.δ

دهیم: قرار است کافی حکم اثبات براي و ، ∥f∥ = sup
x∈[a,b]

|f(x)|آن در که

δ ≤ ε

∥f∥
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از است پذیر اندازه و کراندار بازه آن بر باشد پیوسته اي قطعه بطور اي بسته بازه بر که تابع هر چون و

� شود. می نتیجه زیر قضیه قبل قضایاي

بر که است موجود F تابع یک باشد پیوسته اي قطعه بطور [a, b] بر f حقیقی تابع اگر .40.2.2 قضیه

نیز و F ′(x) = f(x) در x هر براي تقریبأ و است پیوسته مطلق بطور [a, b]
∫ b

a

f(t)dt = F (b)− F (a).

Ω از {Ωi : i = ١,٢, ..., n}افراز یک و باشد کراندار f : Ω ⊂ Rn → R کنید فرض .41.2.2 تعریف

از {Ai : i = ١,٢, ..., n} گردایه و باشد پیوسته نسبی توپولوژي با Ωi هر روي f طوریکه باشد موجود

i = ١,٢, ..., n براي و است همبند Rn در Ai هر طوریکه باشد موجود حقیقی اعداد هاي مجموعه زیر

گوییم. پیوسته اي ناحیه را f تابع اینصورت در Ωi ⊂ Ai،

ضابطه با f تابع مثال عنوان به

f(x) =

١
x

x > ٠
٠ x ≤ ٠

نیست. کراندار زیرا نیست پیوسته اي ناحیه

کنند می صدق پیوستگی اي ناحیه تعریف شرایط در زیر توابع ولی

f(x) =

{ ٢ x > ٠
−٢ x ≤ ٠ f(x) =

{
x٢ + x ٠ < x < ١

−x٢ + x+ ١ ١ ≤ x < ٢
داریم زیر تابع براي نیز و

f(x) =

{٠ x ∈ Q ∩ [٠,١]
١ x ∈ [٠,١]−Q

هر بر f اینصورت در Ω٢ = [٠,١] − Q و Ω١ = Q ∩ [٠,١] دهیم قرار اگر و باشد می کراندار fتابع

و A١ مجزاي و همبند مجموعه دو ولی است پیوسته نسبی توپولوژي با Ω٢ و Ω١ هاي مجموعه از یک
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نیست. پیوسته اي ناحیه تابع این و ندارد وجود Ω٢ ⊂ A٢ و Ω١ ⊂ A١ طوریکه A٢

کنیم: تعریف و U = {٠,٠/١,٠/٢, ...,٠/٩} و T = X = [٠,١] کنید فرض همچنین

f : T ×X × U −→ R f(t, x, u) =

x٢ + t٢

u
u ̸= ٠

١٠٠٠ u = ٠

است. پیوسته اي ناحیه f تابع صورت این در

f ∈ C(Ω)نویسیم می باشد پیوسته Ω روي f و Ω ⊂ Rn اگر

می گفته 24 متناهی اندازه یک را µ باشد اندازه فضاي یک (X,M, µ) کنید فرض .42.2.2 تعریف

که باشد طوري ها مجموعه از Xn دنباله اگر شود می گفته 25 متناهی −δ و µ(X) < ∞ هرگاه شود

. µ(Xn) <∞ و X = ∪Xn

و حقیقی توابع فضاي C(X) و باشد هاسدورف و فشرده ي فضا یک X کنید فرض [2] .43.2.2 قضیه

یک شود می تعریف C(X) روي که Λ کراندار و خطی تابعی هر براي اینصورت در باشد X روي پیوسته

داریم: C(X) در f هر براي طوریکه دارد وجود بفرد منحصر µ متناهی بیر دار علامت اندازه

Λ(f) =

∫
fdµ

متغیر مستقل f تابع صورت این در باشد ١ ≤ k ≤ n و f : Rn −→ R کنید فرض .44.2.2 تعریف

باشیم: داشته xk ̸= x̂k هر براي هرگاه گوییم می kام

f(x١, x٢, ..., xk−١, xk, xk+١, ..., xn) = f(x١, x٢, ..., xk−١, x̂k, xk+١, ..., xn)

شود. می تعریف است m ≤ n که xkm ،...،xk١ متغیر از مستقل f تابع مشابه بطور
24Finite measure
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ε > ٠ هر براي گاه هر گویند 26 پائینی نیمپیوسته s٠ نقطه در را h : S −→ R تابع .45.2.2 تعریف

طوریکه باشد موجود Uε(s٠) مانند s٠ از همسایگی یک

∀s ∈ Uε(s٠) : h(s) > h(s٠)− ε

[٠,١] بازة گنگ عدد هر در شود می تعریف زیر بصورت که h : [٠,١] −→ R تابع مثال عنوان به

است. پائینی پیوسته نیم صفر در همچنین

h(s) =

{
s s ∈ Q ∩ [٠,١]
٠ s ∈ [٠,١]−Q

اگر است 27 مرتب جزئی رابطه (≤) رابطه یک باشد ناتهی مجموعه یک E کنید فرض .46.2.2 تعریف

باشد: زیر خواص داراي

∀x, y ∈ E : x = y ⇐⇒ x ≤ y , x ≥ y (1

∀x, y, z ∈ E : x ≤ y , y ≤ z =⇒ x ≤ z (2

x ∈ E عنصر اینصورت در باشد شده تعریف E براي مرتب جزئی رابطه یک کنید فرض .47.2.2 تعریف

باشیم: داشته اگر است ماکزیمال عنصر

∀y ∈ E x ≤ y =⇒ x = y

اینصورت در باشد E توانی مجموعه P (E) و باشد ناتهی مجموعه یک E کنید فرض .48.2.2 تعریف

باشد: زیر خواص داراي اگر است 28 فیلتر یک F ⊂ P (E)

ϕ ∈ Fc (1

∀X, Y ∈ F =⇒ X ∩ Y ∈ F (2

X ∈ F, X ⊂ Y ⊂ E =⇒ Y ∈ F (3
26Lower Semicontinuous
27Partial Ordering
28Filter
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باشد a شامل هاي همسایگی تمام مجموعه Ua اگر a ∈ E و باشد توپولوژیکی فضاي E کنید فرض

است. فیلتر یک Ua

به همگرا F باشد. E روي فیلتر یک F و باشد توپولوژیکی فضاي یک E کنید فرض .49.2.2 تعریف

باشد. متعلق F به U ، a از U همسایگی هر براي اگر شود می گفته a ∈ E

جزئی رابطه یک E در شده تعریف هاي فیلتر براي باشد مجموعه یک E کنید فرض .50.2.2 تعریف

کنیم: می تعریف زیر صورت به 29 مرتب

F١ گوئیم می یا است F١ از 30 ظریفتر F٢ گوئیم می و F١ ≤ F٢ نویسیم می آنگاه باشد F١ ⊂ F٢ اگر

است. F٢ از 31 ضخیمتر

باشد. ماکسیمال عنصر بالا مرتب جزئی رابطه در اگر است 32 مافوق فیلتر یک F گوئیم .51.2.2 تعریف

می تعریف زیر بصورت a از بدیهی فیلتر باشد. a ∈ E و مجموعه یک E کنید فرض .52.2.2 تعریف

است. مافوق فیلتر که شود

Fa = {X : X ⊂ E , a ∈ X }

توپولوژي آن در اگر تنها و اگر است توپولوژي در ها همسایگی از فیلتر یک Fa بدیهی فیلتر ترتیب بدین

باشد. باز مجموعه یک {x} عضوي تک مجموعه هر

ارزند: هم زیر هاي گزاره باشد توپولوژیکی فضاي یک E کنید فرض [8] .53.2.2 قضیه

است. فشرده E الف)

است. E مجموعه از اي نقطه به همگرا E در مافوق فیلتر هر ب)

29Partial ordering relation
30Finer
31Coarser
32Ultrera filter



3 فصل
فضا انتقال و کلاسیک بهینه کنترل مسأله

مقدمه 1.3
- [11] ) است. گردیده ارائه آمیخته1 قیود با کلاسیک بهینه کنترل مسأله حل براي هایی روش تاکنون

همچنین است. پیوسته آنها جزئی مشتقات حتی و تابع که شود می فرض ها روش این اکثر در اما ( [12]

می برخورد هایی انتگرال به یا خطی غیر دیفرانسیل معادلات به معمولأ شد گفته 1 فصل در که همانطور

است. پیچیده بسیار آنها تحلیلی جواب آوردن بدست که کنیم

کنیم تر ساده را توابع پذیري مشتق و پیوستگی شرط اندازه نظریه بر مبتنی روشی با داریم قصد ما

افزاید. نمی حل راه پیچیدگی به معادلات بودن خطی غیر روش این در دید خواهیم همچنین

و کنیم می معرفی را کراندار هاي متغیر و آمیخته قیود با کلاسیک بهینه کنترل مسأله فصل این در

کنیم. می منتقل اندازه فضاي به را بهینه کنترل مسأله حل، براي سپس

1Mixed Constraint

19
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مسأله معرفی 2.3
بگیرید: نظر در را زیر بشکل بهینه کنترل مسأله

کند مینیمم را زیر تابعی که طوري کنید پیدا را u(t) کنترل تابع

I =

∫ tb

ta

f٠(t, x(t), u(t))dt (1.3)

قیود تحت

ẋi = gi(t, x(t), u(t)) i = ١,٢, ..., n a.e. t ∈ J (2.3)

hl(t, x(t), u(t)) ≤ ٠ l = ١,٢, ..., k a.e. t ∈ J (3.3)

است x(t) = (x١(t), ..., xn(t)) بصورت x بردار و باشند نامشخص است ممکن x(tb) و x(ta) آن در که

بطور که u(t) = (u١(t), ..., um(t)) همچنین هستند، سیستم وضعیت2 هاي متغیر ها xi(t) آن در که

برآورده نیز زیر موارد بالا مسأله حل در شوند. می نامیده سیستم کنترل متغیرهاي نیز ها ui(t) مشابه

شوند:

و شود می اعمال سیستم بر کنترل بازه این در که است زمانی بازة یک ta ≤ tb ، J = [ta, tb] بازة الف)

دهیم. می نشان Jo = (ta, tb) با را آن درونی نقاط

داریم: و است کراندار و بسته مجموعه یک A ⊂ Rn مجموعه ب)

∀t ∈ Jo x(t) ∈ A

دارند. قرار A در دهند می نشان را سیستم انتهایی و ابتدایی وضعیت که x(tb) و x(ta) همچنین

داریم: و است کراندار و بسته مجموعه یک U ⊂ Rm مجموعه ج)

∀t ∈ Jo u(t) ∈ U

2State
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شود. مینیموم باید و شود می نامیده معیار تابع I =
∫ tb
ta
f٠(t, x(t), u(t))dt تابعی د)

که کنیم می فرض گیریم. می نظر در Ω = J × A × U ، (3.3) و (2.3) قیود با (1.3) مسأله در ه)

f٠ : Ω −→ R تابع و l = ١,٢, ..., k ، hl : Ω −→ R توابع و ، i = ١,٢, ..., n ، gi : Ω −→ R توابع

J در i = ١,٢, ...,m ، ui(t) و پیوسته مطلقأ i = ١,٢, ..., n ، xi(t) باشند، پیوسته اي ناحیه توابعی

است. پذیر اندازه

کند: صدق زیر شرایط در اگر نامیم قبول) (قابل 3 شدنی را (x(·), u(·)) زوج .1.2.3 تعریف

.∀ t ∈ J : x(t) ∈ A و باشد پیوسته J روي مطلق بطور x(t) مسیر4 تابع الف)

.∀ t ∈ J : u(t) ∈ U و باشد لبگ پذیر اندازه u(t) کنترل5 تابع ب)

شوند. برآورده x(tb) = xb و x(ta) = xa
مرزي6 شرایط ج)

باشد. برقرار Jo روي جا همه تقریبأ (3.3) و (2.3) دیفرانسیل معادله در (x(·), u(·)) زوج د)

زیر بصورت را I تابعی لذا باشد p = (x(·), u(·)) شدنی هاي زوج تمام Wمجموعه کنید فرض حال

کنیم: می معرفی

I : W −→ R

I(p) =

∫
J

f٠(t, x(t), u(t))dt (4.3)

استفاده مورد را آنها بعد هاي قسمت در و کنیم می بررسی را (x(·), u(·)) زوج از مشخصاتی اینجا در

گردد. می شامل را J × A مجموعه که باشد Rn+١ در باز گوي یک B کنید فرض دهیم. می قرار

3Admissible
4Trajectory function
5Control function
6Boundary condition
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با را است متناهی و موجود B از نقطه متناهی تعداد در بجز آنها مشتقات که توابعی تمام مجموعه

کنیم: می تعریف ،g = (g١, g٢, ..., gn) و φ ∈ C ′(B) کنیم فرض حال دهیم. می نشان C ′(B)

φx(t, x) = (
∂φ

∂x١
,
∂φ

∂x٢
, ...,

∂φ

∂xn
)

φg(t, x, u) = φx(t, x)g(t, x, u) + φt(t, x) (5.3)

بنابراین ، ایم کرده استفاده آنها داخلی ضرب از φg تعریف در هستندکه بعدي n برداري توابع g و φx توابع

داریم: باشد شدنی زوج یک (x(t), u(t)) اگر حال باشد. می φg ∈ C(Ω) نیز و حقیقی تابع یک φg ∫تابع
J

φg(t, x(t), u(t))dt =

∫
J

(φx(t, x)ẋ(t) + φt(t, x))dt

=

∫
J

φ̇(t, x(t))dt = φ(tb, xb)− φ(ta, xa) ≡ △φ (6.3)

از ضرورت این دید خواهیم ولی باشند مشخص xb و xa است لازم بالا روابط در که کنیم می مشاهده

رفت. خواهد بین

در آن محمل همچنین و پذیرند مشتق بار نهایت بی Jo در که باشد توابعی مجموعه D(Jo) کنید فرض

کنیم: می تعریف است. فشرده و دارد قرار Jo

ψj(t, x, u) = xj(t)ψ
′(t) + gj(t, x(t), u(t))ψ(t) ∀ψ ∈ D(Jo) , (j = ١,٢, ..., n) (7.3)

، ψ(ta) = ψ(tb) = ٠ و است صفر مساوي Jo از خارج ψ نتیجه در دارد قرار Jo در ψ محمل چون

داریم: باشد شدنی زوج (x(·), u(·)) و ψ ∈ D(Jo) اگر ∫بنابراین
J

ψj(t, x(t), u(t))dt =

∫
J

xj(t)ψ
′(t)dt+

∫
J

gj(t, x(t), u(t))ψ(t)dt

= xj(t)ψ(t)|J −
∫
J

[ẋj(t)− gj(t, x(t), u(t))]ψ(t)dt = ٠ (8.3)

ψj(t, x(t), u(t)) توابع البته شود. می نتیجه ψ(ta) = ψ(tb) = ٠ و (2.3) رابطه به باتوجه آخر تساوي

رابطه φ(t, x(t)) = xj(t)ψ(t) دهیم قرار (5.3) رابطه در اگر زیرا نیستند φg(t, x(t), u(t)) از مستتقل
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باشند زمان متغیر داراي فقط که کنیم می انتخاب را C ′(Ω) از توابعی همچنین شود. می نتیجه (7.3)

دهیم: می قرار و

(t, x(t), u(t)) ∈ Ω , φ(t, x(t), u(t)) = θ(t) (9.3)

داریم: نتیجه در

φg(t, x(t), u(t)) = θ′(t) (10.3)

نشان C١(Ω) با هستند x, u از مستقل θ′(t) یعنی آن توابع که را C(Ω) از فضایی زیر ، θ ∈ C ′(B) اگر

زیر بصورت (6.3) رابطه باشد، f ∈ C١(Ω) اگر دهیم. می نمایش f(t, x, u) با را آن عناصر و دهیم می

شود: می ∫نوشته
J

f(t, x(t), u(t))dt = af (11.3)

متناهی تعداد در بتواند f که گیریم می فرض ما ولی است شده فرض پیوسته (11.3) در f تابع [2] در

صورت در اما (5.3) رابطه از فوق توابع دسته سه هر که شود می باشد.مشاهده داشته ناپیوستگی نقطه

شود. می نتیجه مختلف هاي

در باشد شدنی p = (x(·), u(·)) زوج اگر که کنید توجه (3.3) از انتگرالی صورت آوردن بدست براي

اینصورت

hl(t, x(t), u(t)) ≤ ٠ l = ١,٢, ..., k a.e t ∈ J

داریم: نتیجه در

|hl(t, x(t), u(t))| = −hl(t, x(t), u(t)) a.e t ∈ J

کنیم: می معرفی زیر بصورت را Hl : Ω −→ R حقیقی تابع حال

Hl(t, x(t), u(t)) = |hl(t, x(t), u(t))|+ hl(t, x(t), u(t)) (12.3)
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آنگاه: باشد شدنی p = (x(·), u(·)) زوج اگر و

Hl(t, x(t), u(t)) = ٠ l = ١,٢, ..., k a.e t ∈ J (13.3)

تقریب که است منظور این به شود استفاده (6.3) در توابع خاص هاي شکل از شود می سعی اینکه

چگال بسوي که شوند انتخاب شکلی به توابع این باید پس است نظر مورد توابع از متناهی تعداد با مساله

کنند. میل C(Ω) فضاي در شدن

اندازه فضاي به بهینه کنترل فضاي از انتقال 3.3
فصل مقدمه در را مشکلات این از تعدادي و دارد وجود کلاسیک کنترل نظریه در که مشکلاتی به توجه با

فضاي در تابعی یک با کلاسیک کنترل فضاي در شدنی زوج هر بین که داریم آن بر سعی شدیم، یادآور

اندازه فضاي در رادن اندازه یک با یک به یک تناظر یک سپس و کنیم ایجاد یک به یک تناظر ها تابعی

شود. می منتقل اندازه فضاي به کلاسیک بهینه کنترل فضاي از مسأله ترتیب بدین نماییم. برقرار

کنیم: می تعریف زیر بصورت را Λp = C(Ω) −→ R تابعی p = (x(·), u(·)) زوج هر براي

Λp(f) =

∫
J

f(t, x(t), u(t))dt (14.3)

است: زیر خواص داراي نگاشت این

است. تعریف خوش فوق نگاشت پس است پذیر انتگرال f ∈ C(Ω) هر چون الف)

یعنی: است خطی Λp نگاشت ب)

∀α, β ∈ R , ∀f, g ∈ C(Ω) : Λp(αf + βg) = αΛp(f) + βΛp(g)

یعنی: است مثبت Λ نگاشت ج)

∀t ∈ Jo : f(t, x(t), u(t)) ≥ ٠ =⇒ Λp ≥ ٠
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بطوریکه: باشد می موجود fاز مستقل K ثابت عدد یک یعنی است پیوسته Λp نگاشت د)

∀f ∈ C(Ω) : |Λp(f)| ≤ K∥f∥

شود: می تعریف زیر بصورت ∥f∥ آن در و

∥f∥ = sup
J

|f(t, x(t), u(t))|

زیر روابط از ”د” قسمت اثبات رفته بکار Λp تعریف در که است شدنی زوج همان p = (x(t), u(t)) و

شود: می نتیجه

|Λp(f)| = |
∫
J

f(t, x(t), u(t))dt| ≤
∫
J

|f(t, x(t), u(t))|dt

≤
∫
J

∥f∥dt = ∥f∥
∫
J

dt = (tb − ta)∥f∥

کنیم. اختیار tb − ta مساوي یا بزرگتر را K است کافی پس

است. یک به یک نگارد می خطی تابعی یک به را شدنی زوج هر که p −→ Λp تبدیل .1.3.3 قضیه

. Λp١ ̸= Λp٢ آنگاه p١ ̸= p٢ اگر که دهیم نشان باید اثبات.

کلیت از کاستن بدون اینصورت در p١ ̸= p٢ همچنین و j = ١,٢ ،pj = (xj(·), uj(·)) کنیم فرض

xj(t) = (xj١, ..., x
j
i , ..., x

j
n) برداري تابع هاي مولفه از یکی ازاي به حداقل که کرد فرض توان می مسأله

مولفه از یکی براي توان می را فرض همین البته . x١
i ̸= x٢

i داریم t٠ ∈ J٠ یک براي و j = ١,٢ ،

گرفت. نظر در u برداري تابع هاي

کنیم: می تعریف زیر بصورت را f تابع حال

f(t, x(t), u(t)) = xi(t٠)
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داریم: لذا و f ∈ C(Ω) همچنین هستند، ثابت مقادیر i و t٠ آن در که

Λp١(f) =

∫
J

f(t, x١(t), u١(t))dt =

∫
J

x١
i (t٠)dt = x١

i (t٠)(tb − ta) ̸=

x٢
i (t٠)(tb − ta) =

∫
J

x٢
i (t٠)dt =

∫
J

f(t, x٢(t), u٢(t))dt = Λp٢(f)

� است. اثبات حکم نتیجه در

در شده تعریف هاي تابعی و شدنی هاي زوج بین که است این آمد بدست بالا قضیه از که اي نتیجه

دارد. وجود یک به یک تناظر یک (14.3)

با (1.3) مسأله (13.3) و (11.3) ، (8.3) ، (6.3) تساویهاي نیز و (14.3) رابطه از استفاده با اکنون

شود: می تبدیل زیر بصورت (3.3) و (2.3) قیود

Min Λp(f٠) (15.3)

s.t Λp(φ
g) = ∆φ φ ∈ C ′(B)

Λp(ψj) = ٠ j = ١,٢, ..., n , ψ ∈ D(Jo)

Λp(f) = af f ∈ C١(Ω) (16.3)

Λp(|Hl|) = ٠ l = ١,٢, ..., k

نمود: بیان زیر بصورت را مسأله توان می پس

صدق (16.3) شرایط در و اند شده تعریف C(Ω) روي که Λp مثبت و پیوسته ، خطی هاي تابعک تمام

نماید مینیموم (15.3) در را Λp(f٠) تابع که باشد می Λ∗ یافتن هدف ، گیریم می نظر در را کنند می

رادن اندازة را اند شده تعریف C(Ω) روي که Λp مثبت و پیوسته ، خطی تابعی یک .2.3.3 تعریف

گویند. می مثبت
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روي منظم برل اندازه یک توسط را مثبتی رادن اندازة هر توان می ریس نمایش قضیه طبق حال

نمود. مشخص Ω مجموعه

تابع Λ و فشرده ، هاسدورف فضاي یک Ω فضاي کنید فرض [2] ریس) نمایش (قضیه .3.3.3 قضیه

Ω روي یکتا بطور µ منظم برل اندازه آنگاه باشد. C(Ω) روي مثبت) رادن (اندازه مثبت و پیوسته خطی

که: شود می یافت چنان

Λ(f) =

∫
J

f(t, x(t), u(t))dt =

∫
Ω

fdµ ≡ µ(f) , f ∈ C(Ω) (17.3)

در باشد می فشرده مجموعه روي که مثبت ، منظم برل هاي اندازه تمام فضاي را M+(Ω) فضاي

مفاهیم گیري بکار با گویند. Λ تابعک براي نمایشگر اندازه یک µ اندازه به صورت این در گیریم. می نظر

شود: می مطرح زیر بشکل (16.3) مسأله ریس، نمایش قضیه و بالا

کند: صدق زیر شرایط در طوریکه بیابید را µ∗ ∈M+(Ω) اندازه

µ(φg) = ∆φ φ ∈ C ′(B)

µ(ψj) = ٠ j = ١,٢, ..., n , ψ ∈ D(Jo)

µ(f) = af f ∈ C١(Ω) (18.3)

µ(|Hl|) = ٠ l = ١,٢, ..., k

شود: می تعریف زیر بصورت I که سازد مینیموم را I :M+(Ω) −→ R تابعی همچنین

I(µ) = µ(f٠) (19.3)

ثابت باید آنچه است. شده انجام M+(Ω) فضاي به مسأله انتقال یعنی کار از مهم قسمت یک تاکنون

دارد. تعلق M+(Ω) به و دارد وجود بهینه µ∗ که است این شود
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تعیین براي روشی نهایت در و دارد، وجود µ∗ تخمین براي تقریبی روش یک کنیم ثابت باید همچنین

یافته تغییر مسأله که است آن فضا انتقال این مزیت یک دهیم. ارائه µ∗ از استفاده با u(·) بهینه کنترل

ریزي برنامه مسأله یک توسط توان می را مسأله این و است خطی قیود و هدف تابع داراي M+(Ω) در

کنترل شرط به البته را µ∗ بهینه اندازه وجود بعد قضیه کرد. حل تقریبی بطور متناهی بعد با خطی

کرد. خواهند تضمین سیستم پذیري

نیمه h : S −→ R تابع و باشد X هاسدورف فضاي از فشرده مجموعه زیر یک S اگر .4.3.3 قضیه

: آنگاه باشد پائینی پیوسته

است. موجود h(s) اینفیموم الف)

کند. می اختیار S از اي نقطه در را اینفیموم h تابع ب)

فرض است. متناهی پائین کران یک داراي {h(s) : s ∈ S} مجموعه که دهیم می نشان الف) اثبات.

عناصر اما . h(si) < −i طوریکه است موجود si یک i ∈ N هر ازاي به اینصورت در نباشد، اینطور کنید

حدي نقطه یک داراي {si : i ∈ N} مجموعه بنابراین هستند، S فشرده مجموعه در همگی {si} دنباله

هر براي است پائینی پیوسته نیم S روي h و p ∈ S چون . p ∈ S ، S بودن بسته به بنا و است p مثل

که دارد وجود Uε(p) همسایگی یک ε > ٠

∀s ∈ Uε(p) h(s) < h(p)− ε

طوریکه: دارد وجود k ∈ N یک Uε(p) همسایگی براي است، {si, i ∈ N} حدي نقطه p چون و

sk ∈ Uε(p) =⇒ h(sk) > h(p)− ε

یا

− k > h(p)− ε
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گرفت نظر در بزرگ کافی اندازه به طبیعی اعداد توان می را k پس شده فرض دلخواه ε > ٠ چون و

می ثابت نتیجه در رسیم. می تناقض به رابطه آخرین از بنابراین است، ثابت و حقیقی عدد یک h(p) اما

است. موجود h(s) اینفیموم نتیجه در است متناهی پائین کران داراي {h(s) : s ∈ S} مجموعه شود

: کنیم می تعریف ، λ > η و inf
s∈S

h(s) = η کنید فرض ب)

Vλ = {s ∈ S : h(s) < λ}

در η < h(s′) < λ که دارد وجود S مجموعه در s′ یک ، λ > η هر براي نتیجه در inf
s∈S

h(s) = η چون

است. ناتهی Vλ مجموعه λ > η هر براي نتیجه

پیوسته نیم s ∈ S در h تابع چون باشد Vλ حدي نقطه یک s٠ کنید فرض Vλ بودن بسته اثبات براي

بطوریکه: دارد وجود Uε(s٠) مانند s٠ از همسایگی یک ε > ٠ هر براي است پائینی

h(s) > h(s٠)− ε

است. s٠ بجز Vλ از اي نقطه شامل Uε(s٠) ∩ Vλ لذا است Vλ حدي نقطه s٠ چون

: نتیجه در h(s١) > h(s٠)− ε اینصورت در s١ ∈ Uε(s٠) ∩ Vλ کنید فرض

h(s٠) < h(s١)− ε ≤ λ+ ε

است. بسته Vλ یعنی s٠ ∈ Vλ نتیجه در و h(s٠) < λ رو این از شده فرض دلخواه ε > ٠ چون

گردایه هر لذا ، Vλ١ ⊂ Vλ٢ گیریم می نتیجه Vλ هاي مجموعه تعریف طبق ،λ١ > λ٢ کنید فرض حال

فشرده S چون و است متناهی اشتراك خاصیت داراي {Vλi
: λi > η} بصورت ها مجموعه از دلخواه

طوریکه: دارد وجود s∗ ∈ S یک حداقل لذا است

s∗ ∈ ∩λ>ηVλ
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بنابراین بود. نخواهد Vλ هاي مجموعه از بعضی در s∗ اینصورت غیر در زیرا η = h(s∗) همچنین

� است. تمام اثبات و h(s∗) = inf
s∈S

h(s)

اکنون کنند. صدق (18.3) شرایط در که باشد µ ∈M+(Ω) هاي اندازه مجموعه Q کنید فرض حال

و فشرده Q طوریکه کنیم تعریف M+(Ω) اعضاي روي توپولوژي یک باید 4.3.3 قضیه از استفاده براي

پیوسته نیم I(µ) = µ(f٠) تعریف با I : M+(Ω) −→ R تابع همچنین باشد. هاسدورف M+(Ω)

شود. می پیوسته I که کنیم می تعریف طوري را نظر مورد توپولوژي ما البته شود پائینی

همسایگی مجموعه آن پایه که باشد می ضعیف توپولوژي یک کنیم می رويM+(Ω)تعریف که توپولوژي

شود: می تعریف زیر بصورت که است ε > ٠ شعاع به و M+(Ω) فضاي نقاط هاي

U(ε, µ٠, f١, f٢, ..., fn) = {µ ∈M+(Ω) : |µ٠(fi)− µ(fi)| ≤ ε, i = ١,٢, ..., n} (20.3)

هستند. C(Ω) در توابع از متناهی تعداد ها fi و ε > ٠ ، µ٠ ∈M+(Ω) آن در که

است. هاسدورف فوق شده تعریف توپولوژي با M+(Ω) فضاي .5.3.3 قضیه

دارد وجود f٠ ∈ C(Ω) یک لذا µ١ ̸= µ٢ و هستند M+(Ω) در اندازه دو µ٢ ، µ١ کنید فرض اثبات.

، µ١ شامل همسایگی و ε > ٠ نتیجه در ، ε = |µ١ − µ٢| دهیم می قرار µ١(f٠) ̸= µ٢(f٠) بطوریکه

کنیم: می تعریف زیر بصورت را µ٢

U(
ε

٢ , µ١, f٠) = {µ ∈M+(Ω) : |µ(f٠)− µ١(f٠)| ≤
ε

٢}

U(
ε

٢ , µ٢, f٠) = {µ ∈M+(Ω) : |µ(f٠)− µ٢(f٠)| ≤
ε

٢}

چنین کنید فرض است. تهی U( ε٢ , µ٢, f٠) ∩ U(
ε

٢ , µ١, f٠) کنیم ثابت است کافی حکم اثبات براي

بنابراین دارد، وجود فوق اشتراك در بطوریکه هست µ٠ ∈M+(Ω) یک نتیجه در نباشد،

µ٠ ∈ U(
ε

٢ , µ١, f٠) =⇒ |µ(f٠)− µ١(f٠)| <
ε

٢
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و

µ٠ ∈ U(
ε

٢ , µ٢, f٠) =⇒ |µ(f٠)− µ٢(f٠)| <
ε

٢

نتیجه در

ε = |µ١(f٠)− µ٢(f٠)| ≤ |µ١(f٠)− µ٠(f٠)|+ |µ٢(f٠)− µ٠(f٠)| <
ε

٢ +
ε

٢ = ε

شود. ثابت حکم لذا و است تناقض یک که ε < ε یعنی

طوریکه دارد وجود f٠ ∈ C(Ω) یک آنگاه µ١ ̸= µ٢ اگر که بود فرض این با فوق قضیه اثبات البته

A ∈ Ω برل مجموعه یک پس µ١ ̸= µ٢ اگر که بینیم می f٠ وجود اثبات براي .µ١(f٠) ̸= µ٢(f٠)

نماییم: معرفی زیر بصورت توان می را f٠ تابع . µ١(A) ̸= µ٢(A) که طوري دارد وجود

f٠(t, x, u) =

{١ (t, x, u) ∈ A
٠ (t, x, u) ∈ Ac =⇒ µ١(f٠) = µ١(A) ̸= µ٢(A) = µ٢(f٠)

� شود. می ثابت دارد اساسی نقش قضیه اثبات در که f٠ وجود لذا و f٠ ∈ C(Ω) که است واضح

کنیم: می معرفی زیر بصورت را f̂ :M+(Ω) −→ R تابعی f ∈ C(Ω) کنید فرض .6.3.3 قضیه

∀µ ∈M+(Ω) f̂(µ) = µ(f)

است. پیوسته f̂ اینصورت در

فرض M+(Ω)است. در همسایگی یک R در همسایگی هر معکوس تصویر کنیم ثابت است کافی اثبات.

داریم: لذا ، باشد x٠ همسایگی یک N و f̂(µ٠) = x٠ ∈ R کنید

f̂−١(N) = f̂−١{x ∈ R : |x− x٠| < ε} = {µ ∈M+(Ω) : |µ(f)− µ٠(f)| < ε}

پیوسته f̂ تابع نتیجه در و است باز مجموعه یک فوق مجموعه M+(Ω) روي توپولوژي تعریف طبق و

� است.
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می گفته 7 ضعیف کراندار A اینصورت در باشد ها اندازه از اي مجموعه A کنید فرض .7.3.3 تعریف

باشد. کراندار ، f ∈ C(Ω) هر براي {µ(f) : µ ∈ A} مجموعه هرگاه شود

توپولوژي با همراه A = {µ ∈ M+(Ω) : µ(١) = α} مجموعه ، α ∈ R کنید فرض .8.3.3 قضیه

است. فشرده شده تعریف ضعیف

طبق Î(µ) = µ(١) تعریف با Î :M+(Ω) −→ R تابع چون است. بسته A کنیم می ثابت ابتدا اثبات.

است. بسته A لذا است، Î نگاشت تحت {α} بسته مجموعه معکوس نقش A و است پیوسته 6.3.3 قضیه

آنگاه: f ∈ C(Ω) اگر زیرا است ضعیف کراندار کنیم می ثابت همچنین

∀µ ∈ A |µ(f)| ≤ | ∥f∥ µ(١)| = α∥f∥

ثابت است کافی حکم اثبات براي شده تعریف A روي که باشد مافوق فیلتر یک F که کنید فرض حال

همگراست. F که کنیم

اینصورت در کنیم می تعریف f̂(µ) = µ(f) ضابطه رابا f̂ : A −→ R تابع f ∈ C(Ω) کنید فرض

چون و نامیم می F∗ را آن که است حقیقی اعداد مجموعه در مافوق فیلتر یک f̂ نگاشت تحت F تصویر

یک F∗ بنابراین است، R از کرانداري و بسته مجموعه زیر f̂(A) پس است پیوسته f̂ و ضعیف کراندار A

است حقیقی عددي به همگرا F∗ نتیجه در ، است حقیقی اعداد از اي فشرده مجموعه زیر در مافوق فیلتر

نامیم. می µ٠(f) آنرا که

و پیوسته خطی اندازه یک µ٠ لذا یکتاست، و است موجود µ٠ ∈ R یک f ∈ C(Ω) هر براي بنابراین

بسته A چون و است همگرا µ٠ به F و µ٠ ∈ M+(Ω) پس ، شده تعریف C(Ω) روي که است مثبت

� است. فشرده A مجموعه قبل فصل قضیه آخرین طبق و µ٠ ∈ A نتیجه در است،

7Weakly bounded
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کنند می صدق (18.3) رابطه در که µ ∈M+(Ω) هاي اندازه مجموعه یعنی Q مجموعه .9.3.3 قضیه

است. فشرده شده القا ضعیف توپولوژي با

طبق A = {µ ∈M+(Ω) : µ(١) = ∆t} مجموعه و µ(١) = tb − ta ≡ ∆t آنگاه µ ∈ Q اگر اثبات.

است. بسته Q کنیم ثابت است کافی حکم اثبات براي لذا Q ⊂ A همچنین ، است فشرده 8.3.3 قضیه

قیود از توان می را سوم و دوم قیود روابط این در و کند می صدق (18.3) روابط در µ آنگاه µ ∈ Q اگر

نوشت: زیر شکل به توان می را Q بنابراین گرفت نتیجه اول

Q = (∩φ∈C′(B){µ ∈M+(Ω) : µ(φg) = ∆φ}) ∩ (∩k
l=١{µ ∈M+(Ω) : µ(|Hl|) = ٠})

نقش مجموعه این زیرا است بسته {µ ∈ M+(Ω) : µ(φg) = ∆φ} مجموعه φ ∈ C ′(B) هر براي

است. پیوسته 6.3.3 قضیه طبق تبدیل این و است µ −→ µ(φg) تبدیل تحت ∆φمعکوس

این زیرا است بسته {µ ∈ M+(Ω) : µ(|Hl|) = ٠} مجموعه l = ١,٢, ..., k هر براي همچنین

پیوسته 6.3.3 قضیه طبق تبدیل این و است µ −→ µ(|Hl|) تبدیل تحت {٠} معکوس نقش مجموعه

� است. بسته Q نتیجه در ، بنویسیم بسته هاي مجموعه اشتراك بصورت توانیم می را Q چون است.

داریم: µ ∈ Q هر براي طوریکه است موجود µ∗ ∈ Q بهینه اندازه .10.3.3 قضیه

µ∗(f٠) ≤ µ(f٠)

است. کنترل مسأله معیار تابع در انتگرال f٠ و

شود. می نتیجه 9.3.3 تا 4.3.3 قضایاي از فوق قضیه اثبات



4 فصل
اندازه فضاي در جواب وجود در بحث

مقدمه 1.4
اندازه تمام مجموعه Q یعنی هستند صورت بهمان قبل فصول تعاریف که کنیم می فرض فصل این در

کند. می صدق زیر شرایط در و شده تعریف Ω = J × A× U فشرده مجموعه روي که است µ هاي

µ(φg) = ∆φ φ ∈ C ′(B)

µ(ψj) = ٠ j = ١,٢, ..., n , ψ ∈ D(Jo)

µ(f) = af f ∈ C١(Ω) (1.4)

µ(|Hl|) = ٠ l = ١,٢, ..., k

تابعی که است اي اندازه µ∗ ∈ Q کنید فرض همچنین

I :M+(Ω) −→ R (2.4)

کند. مینیموم را I(µ) = µ(f٠) تعریف با

µ اندازه به نسبت هدف تابع نیز و فوق قیود تمام زیرا است خطی ریزي برنامه مسأله یک فوق مسأله

مینیموم آنکه بجاي تقریب اولین در خطی ریزي برنامه توسط مسأله این تقریبی حل براي هستند. خطی

قید متناهی تعدادي در که M+(Ω) از مجموعه زیر یک براي را کار این دهیم، انجام Q روي را I سازي
34
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نامیم می Q(M١,M٢) را M+(Ω) از مجموعه زیر این دهیم. می انجام کنند می صدق (1.4) نوع از

توان می دلخواه ε > ٠ براي که کنیم می ثابت و دهیم می نمایش ν∗ با را آمده بدست بهینه اندازه و

. |µ∗(f٠)− ν∗(f٠)| < ε که کرد انتخاب طوري را Q(M١,M٢)

با آنرا کنیم محاسبه Ω براي را تقریبی جواب آنکه بجاي ما نیست مقدور راحتی به نیز ν∗ محاسبه اما

را آمده بدست بهینه اندازه و آوریم می بدست است Ω از چگال مجموعه زیر یک که ω از نقاطی انتخاب

که کرد انتخاب طوري را ω از نقاطی توان می دلخواه و ε > براي٠ که دهیم می نشان و نامیم می ν̃

.|ν∗(f٠)− ν̃(f٠)| < ε

متناهی به نامتناهی قیود تعداد تبدیل 2.4
کنیم. می مطرح دارند اساسی نقش مسأله قیود تعداد کردن متناهی در که قضایایی قسمت این در

در است پیوسته X بر f تابع و است Rn از کراندار و بسته مجموعه یک X کنید فرض [6] .1.2.4 قضیه

.∀x ∈ X : |p(x)− f(x)| < ε که: هست p اي جمله چند یک ε > ٠ هر براي صورت این

است. چگال C(X) در ایهاي جمله چند مجموعه دیگر بعبارتی

تقریب براي φ ∈ C ′(B) توابع انتخاب در ایها جمله چند از استفاده که دهد می نشان قضیه این

است. مناسب مسأله

توابع مجموعه . ١ ≤ p < +∞ و باشد Rn از باز مجموعه زیر یک X کنید فرض [5] .2.2.4 قضیه

در که دهد می تشکیل خطی فضاي زیر یک دارد قرار X در و است فشرده آنها محمل که اي پیوسته

است. چگال Lp(X)

کند. می توجیه (1.4) مسأله تقریب در را D(Jo) از استفاده قضیه این
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و باشد چگال C ′(B) در {φi : i = ١,٢, ...} کنید فرض (1.4) تساویهاي از مجموعه اولین براي حال

t متغیر یا x بعدي n برداري هاي مولفه از هایی اي جمله چند توانند می ها φi شد گفته که همانطور

باشند.

کنیم: می معرفی زیر بصورت را φg
i تابع

φg
i (t, x, u) = φix(t, x)g(t, x, u) + φit(t, x) (3.4)

زیر توابع باشند می اول معادلات مجموعه از خاصی حالت البته که (1.4) تساویهاي از دوم مجموعه براي

گیریم: می نظر در هستند u و x از مستقل و باشند می چگال D(Jo) در که را

ψ(t) =

{
sin[٢πr (t− ta)

∆t
] t ∈ Jo

٠ صورت این غیر در
(4.4)

اینکه یا و

ψ(t) =

{
١ − cos[٢πr (t− ta)

∆t
] t ∈ Jo

٠ صورت این غیر در
(5.4)

باشد. می ∆t = tb − taو دلخواه و طبیعی عدد r ن آ در که

کنیم می معرفی زیر بصورت را توابع از {χh : h = ١,٢, ...} دنباله حال

ψj(t, x, u) = xjψ
′(t) + gj(t, x, u)ψ(t) j = ١,٢, ..., n (6.4)

است. (5.4) یا (4.4) نوع از ψ آن در که

صدق زیر شرایط در µ که باشد µ ∈M+(Ω) هاي اندازه شامل Q(M١,M٢) کنید فرض .3.2.4 قضیه

کند

µ(φg
i ) = ∆φi i = ١,٢, ....,M١

µ(χh) = ٠ h = ١,٢, ...,M٢ (7.4)

µ(|Hl|) = ٠ l = ١,٢, ..., k
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D(Jo) در نیز {χh : h = ١,٢, ...} و باشد چگال C ′(B) در {φi : i = ١,٢, ...} کنید فرض همچنین

η(M١,M٢) = inf
Q(M١,M٢)

µ(f٠) آنگاه کنند میل نهایت بی M٢به M١و اگر صورت این در است. چگال

کند. می میل η = inf
Q
µ(f٠) به

همگراست {η(M١,M٢) :M١ = ١,٢, ... , M٢ = ١,٢, ...} دنباله که کنیم می ثابت ابتدا اثبات.

نظر در را {η(M,M) : M = ١,٢, ...} دنباله است. η برابر دنباله این حد کنیم می ثابت سپس و

شود می نتیجه η(M,M) تعریف از بگیرید

Q(١,١) ⊃ Q(٢,٢) ⊃ ... ⊃ Q(M,M) ⊃ ... ⊃ Q

بنابراین

η(١,١) ≤ η(٢,٢) ≤ ... ≤ η(M,M) ≤ ... ≤ η

همگراست. پس است کراندار بالا واز صعودي {η(M,M) :M = ١,٢, ...} دنباله چون

حد تعریف به بنا و ξ ≤ η پس است دنباله این بالاي کران η چون lim
M→∞

η(M,M) = ξ کنید فرض

. |η(M,M)− ξ| < ε گیریم می نتیجه M > Nε وقتی طوریکه است موجود Nε یک ε > ٠ براي

کنید فرض و بگیرید نظر در را {η(M١,M٢) : M١ = ١,٢, ... , M٢ = ١,٢, ...} دنباله حال

نتیجه در M٢ ≥M١ ≥ Nε

η(M١,M١) ≤ η(M١,M٢) ≤ η(M٢,M٢)

بنابراین

−ε < η(M١,M١)− ξ ≤ η(M١,M٢)− ξ ≤ η(M٢,M٢)− ξ < ε

{η(M١,M٢) :M١ = ١,٢, ... , M٢ = ١,٢, ...} دنباله بنابراین و |η(M١,M٢)−ξ| < ε نتیجه در

باشد. می همگرا ξ به نیز
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.η = ξ کنیم ثابت باید می حال

داریم: تعریف طبق چون است موجود lim
M٢→∞

η(M١,M٢) ، M١ هر براي کنیم می ثابت ابتدا

Q(M١,١) ⊃ Q(M١,٢) ⊃ ... ⊃ Q(M١,M٢) ⊃ ... ⊃ Q

بنابراین

η(M١,١) ≤ η(M١,٢) ≤ ... ≤ η(M١,M٢) ≤ ... ≤ η

آنرا که عددي به همگراست پس است کراندار بالا واز صعودي {η(M١,M٢) : M٢ = ١,٢, ...} دنباله

ξ = lim
M١→∞

γ(M١) دهیم: می نشان ، نامیم می γ(M١)

: کنیم می معرفی زیر بصورت را ها اندازه از Q(M١) مجموعه

Q(M١) = ∩∞
M١=٢Q(M١,M٢)

نتیجه: در Q(M١, i) ⊇ Q(M١, i+ ١) چون و

γ(M١) = lim
M٢→∞

η(M١,M٢) = inf
Q(M١)

µ(f)

داریم: چون و

Q(١) ⊃ Q(٢) ⊃ ... ⊃ Q(M١) ⊃ ... ⊃ Q

گیریم می نتیجه

γ(١) ≤ γ(٢) ≤ ... ≤ γ(M١) ≤ ... ≤ η

ξ ≤ η داریم لذا است γ(M١) بالاي کران η چون و ξ = lim
M١→∞

γ(M١)و همگراست γ(M١) بنابراین

کنیم: می تعریف تساوي اثبات براي حال

P = ∩∞
M١=١Q(M١)
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این براي . P ⊂ Q که دهیم می نشان ξ = lim
M١→∞

γ(M١) = inf
P
µ(f٠)و Q ⊂ P که است واضح

C ′(B) در {φi : i = ١,٢, ....} چون φ ∈ C ′(B) که کنید فرض همچنین µ ∈ P کنید فرض منظور

بی بسمت j وقتی طوریکه است φ به همگرا که دارد وجود آن اعضاي از φj دنباله یک پس است چگال

کنند می میل صفر به زیر مقادیر کند می میل نهایت

sup
B

|φt(t, x)− φj
t(t, x)| , sup

B
∥φx(t, x)− φj

x(t, x)∥ , sup
B

|φ(t, x)− φj(t, x)|

داریم: همچنین

lim
j→∞

∆φj = lim
j→∞

[φj(tb, xb)− φj(ta, xa)] = φ(tb, xb)− φ(ta, xa) = ∆φ

داریم: لذا µ(φjg)−∆φj = ٠ چون بنابراین

|µ(φg)−∆φ| = |µ(φg)−∆φ− µ(φjg) + ∆φj|

= |
∫
Ω

([φx(t, x)− φj
x(t, x)]g(t, x, u) + [φt(t, x)− φj

t(t, x)])dµ− (∆φ−∆φj)|

≤ K١Sup|φx(t, x)− φj
x(t, x)|+K٢Sup|φt(t, x)− φj

t(t, x)|+ |∆φ−∆φj|

داریم: لذا کند می میل صفر به آخر عبارت کند می میل نهایت بی به j وقتی چون و

µ(φg) = ∆φ

پس شده فرض D(Jo) در چگال {χh : h = ١,٢, ...} چون µ ∈ P و ψj ∈ D(Jo) کنیم فرض حال

داریم. µ پیوستگی بنابر همگراست ψj به که است موجود آن اعضاي از {χh} دنباله یک

µ(ψj) = µ( lim
l→∞

χl) = lim
l→∞

µ(χl) = lim
l→∞

٠ = ٠

نتیجه: در و Q = P پس Q ⊂ P داشتیم همچنین P ⊂ Q نتیجه در µ ∈ Q بنابراین

ξ = lim
M١→∞

γ(M١) = inf
P
µ(f٠) = inf

Q
µ(f٠) = η
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� است. تمام اثبات و

با را مسأله توانیم می بنابراین و شود می طرف بر قیود بودن نامتناهی مشکل بالا قضیه به توجه با

. بیابیم را تقریبی بهینه اندازه و گرفته نظر در قید متناهی تعداد

خطی ریزي برنامه مسأله به مسأله تبدیل 3.4
گردد. می ارائه قضیه و تعریف چند خطی ریزي برنامه مسأله یک به مسأله تبدیل براي ادامه در

واصل 1 خط قطعه باشند. X از نقطه دو x٢, x١ و برداري فضاي یک X کنید فرض .1.3.4 تعریف

: کنیم می تعریف زیر بشکل را x٢, x١

{x ∈ X : x = θx١ + (١ − θ)x٢,٠ ≤ θ ≤ ١}

کنیم: می تعریف زیر بصورت را واصل 2 باز خط قطعه نیز و

{x ∈ X : x = θx١ + (١ − θ)x٢,٠ < θ < ١}

است. آنها انتهایی و ابتدا نقاط در اخیر مجموعه دو بین تفاوت تنها که است واضح

هر براي هرگاه شود می گفته 3 محدب C ⊂ X باشد برداري فضاي یک X کنید فرض .2.3.4 تعریف

باشد. C در x٢, x١ واصل خط قطعه ، C در x٢, x١ نقطه دو

فرین غیر نقطه یک x نقطه باشد. فشرده C ⊂ X باشد برداري فضاي Xیک کنید فرض تعریف3.3.4.

همچنین باشد. x شامل طوریکه باشد داشته وجود C در باز خط قطعه یک اگر شود می گفته C از 4

گویند. C 5 فرین نقطه آن به نباشد فرین غیر C از اي نقطه اگر
1Line segment
2Openline segment
3Convex
4Nonextremal
5Extremal
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باشد. درست زیر گزاره اگر تنها و اگر است C فرین نقطه یک x نقطه .4.3.4 قضیه

x =
(x١ + x٢)

٢ , x١, x٢ ∈ C =⇒ x = x١ = x٢ (8.4)

است. واضح گزاره درستی صورت این در باشد C فرین نقطه x اگر اثبات.

نباشد چنین کنید فرض است. C فرین نقطه x که کنیم ثابت خواهیم می باشد درست گزاره اگر بلعکس

قطعه و x = θy١ + (١− θ)y٢ طوریکه ، شوند می یافت یک و صفر بین θیک و C در y٢ و y١ یک لذا

دارد. قرار Cدر y٢ و y١ واصل باز خط

استفاده γ = ١ − θ از صورت این غیر در البته )، ١
٢ ≤ θ < ١ کنیم می فرض کلیت از کاستن بدون

و x١ نقاط . ١ − λ = ١)٢ − θ) و ٠ ≤ θ < ١ دراینصورت λ = ٢θ − ١ دهیم قرار اگر کردیم). می

کنیم: می تعریف زیر بصورت را x٢

x١ = y١ , x٢ = λy١ + (١ − λ)y٢

همچنین دارد قرار C در x٢ بنابراین دارد قرار Cدر y٢ و yواصل١ باز خط قطعه کردیم فرض چون

x =
(x١ + x٢)

٢ داریم: نیز و دارد قرار C در x١ = y١

باز خط قطعه نتیجه در y١ = y٢ اگر ولی x = y١ = y٢ آنجا از و x = x١ = x٢ ، (8.4) گزاره بنابر

� است. C فرین نقطه یک x و است باطل خلف فرض پس است تهی مجموعه یک y٢ و y١ واصل

از مجموعه زیر یک Cو باشد هاسدورف و توپولوژي فضاي یک Ω ⊂ Rp کنید فرض .5.3.4 قضیه

نقطه یک حداقل C اینصورت در باشد می فشرده (20.3) در شده تعریف توپولوژي با که است M+(Ω)

دارد. فرین
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E اگر گوییم می فرین را E ⊂ C کنیم. می تعریف را C هاي مجموعه زیر از رده یک ابتدا . اثبات

و باشد ناتهی

(µ١, µ٢ ∈ C , ∃ θ ∈ (٠,١) : θµ١ + (١ − θ)µ٢ ∈ E) =⇒ µ١, µ٢ ∈ E

با همراه C از فشرده و فرین هاي مجموعه زیر همه رده در مرتب جزئی رابطه یک توانیم می بنابراین

طبق و است ناتهی مذکور رده پس است فرین خودش C چون و کنیم تعریف بودن مجموعه زیر رابطه

دارد نقطه یک دقیقأ E٠ دهیم می نشان اکنون نامیم می E٠ را آن که دارد مینیمال عنصر یک زورن لم

یک بنابراین µ ̸= ν و ν ∈ E٠ یعنی باشد داشته نقطه یک از بیش E٠ کنیم می فرض که ترتیب بدین

. µ(f) ̸= ν(f) که دارد وجود f ∈ C(Ω) تابع

زیر یک E٠ چون و است پیوسته 6.3.3 قضیه طبق f̂(µ) = µ(f) باضابطه f̂ : M+(Ω) −→ Rتابع

خود مینیموم بمقدار f̂ که است µ٠ ∈ E٠ یک لذا است M+(Ω) هاسدورف فضاي از فشرده مجموعه

حداکثر E٠ بنابراین شود می نقض E٠ بودن مینیمال و است E٠ مجموعه زیر {µ٠} اما رسد می Eبر٠

بود. خواهد C از فرین نقطه یک همان و دارد نقطه یک دقیقأ بود شده فرض ناتهی چون و دارد نقطه یک

�

و باشد فشرده ضعیف توپولوژي با و باشد M+(Ω) از محدب مجموعه زیر C کنید فرض .6.3.4 قضیه

فرین نقطه یک در را خود مینیموم f̂(µ) = µ(f) ضابطه با f̂ : C −→ R تابع اینصورت در f ∈ C(Ω)

گیرد. می C

نیز و m = min
C
f̂ > −∞ لذا شده تعریف C فشرده مجموعه بر و است پیوسته f̂ تابع چون . اثبات

A(a) = {µ ∈ C : f̂(µ) ≤ a} ⊂ C کنیم: می تعریف

بسته A(a) بنابراین است پیوسته f̂ و بسته (−∞, a] چون و است ناتهی A(a) درآنصورت a > m اگر

A(m) = ∩a>mA(a) همچنین و باشد می فشرده نتیجه در و
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است تهی نا A(m) پس کند می اختیار C فشرده مجموعه بر را خود مینیموم f̂ تابع m = min
C
f̂ چون

A(m) قبل قضیه طبق باشد می فشرده نتیجه در و بسته پس است بسته هاي مجموعه اشتراك چون و

باشد می نیز C فرین نقطه یک ν∗ کنیم می ثابت و نامیم می ν∗ را آن که دارد فرین نقطه یک

داریم: θ ∈ (٠,١) یک ازاي به که دارند وجود Cدر µ٢ و µ١ پس نباشد اینچنین اگر

ν∗ = θµ١ + (١ − θ)µ٢ µ١ ̸= ν∗ , µ٢ ̸= ν∗

=⇒ m = ν∗(f) = θµ١(f) + (١ − θ)µ٢(f) ≥ θm+ (١ − θ)m = m

A(m) در ν∗ بودن فرین با این و هستند A(m) از نقاطی µ٢ و µ١ یعنی µ١(f) = µ٢(f) = m بنابراین

� است. تمام اثبات و هست نیز C فرین نقطه یک ν∗ لذا است. تناقض در

و µ(Ω) = ١ اگر گوئیم می اولیه اندازه یا اندازه یا ابتدایی اندازه را µ ∈M+(Ω) اندازه .7.3.4 تعریف

بگیرد. را 1 یا 0 مقادیر فقط µ

A برل مجموعه هر براي و است اولیه اندازه یک نیز دوم فصل در شده تعریف اتمی اندازه .8.3.4 مثال

شود می تعریف زیر بصورت

δ(z)(A) =

{١ z ∈ A
٠ z ∈ Ac

نتیجه در M+(Ω)باشد در ابتدائی اندازه یک µ و فشرده و هاسدورف فضاي Ω کنید فرص .9.3.4 قضیه

و یکتاست که دارد وجود z ∈ Ω یک

∀f ∈ C(Ω)

∫
Ω

fdµ =

∫
Ω

fdδz = f(z)

هر براي کنید فرض . µ(A) = ٠ طوریکه باشد Ω در A برل هاي مجموعه تمام ردة F کنید فرض اثبات.

یک {G(x) : x ∈ Ω} گردایه بنابراین باشد. x شامل و باشد موجود F در G(x) باز مجموعه یک x ∈ Ω
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موجودند G(xi) , i = ١,٢, ..., p باز هاي مجموعه لذا است، فشرده Ω چون و است Ωبراي باز پوشش

بنابراین: دهند می تشکیل Ω براي متناهی باز پوشش یک طوریکه

µ(Ω) = µ(∪p
i=١G(xi)) ≤ Σp

i=١µ(G(xi)) = ٠

باز مجموعه هر طوریکه دارد وجود z ∈ Ω یک لذا است، تناقض در µ بودن ابتدایی اندازه با نتیجه در و

نباشد. z شامل F در

{gn ∈ C(Ω), n = ١,٢, ...} مثل پیوسته توابع از دنباله یک نتیجه در f ∈ C(Ω) کنید فرض حال

چون ، دلخواه و طبیعی عددي n و باشد مثبت حقیقی عدد یک ε کنید فرض .gn −→ f که دارد وجود

µ(O) ̸= ٠ یعنی نیست F در O طوریکه است موجود z شامل O باز مجموعه یک پس است پیوسته gn

داریم: همچنین ،

|gn(x)− gn(x)| ≤ ε

بنابراین

gn(z)− ε ≤ gn(x) ≤ gn(z) + ε

داریم: و µ(O) = ١ بنابراین است ابتدایی اندازه µ و µ(O) ̸= ٠ طرفی از

[gn(z)− ε]µ(O) ≤
∫
O
gndµ ≤ [gn(z) + ε]µ(O)

گیریم: می نتیجه µ(O) = µ(Ω) = ١ اینکه به توجه با

gn(z)− ε ≤
∫
Ω

gndµ ≤ gn(z) + ε

∫
Ω
gndµ = gn(z) بنابراین: بود دلخواه ε چون و

لذا و

f(z) = lim
n→∞

gn(z) = lim
n→∞

∫
Ω

gndµ =

∫
Ω

fdµ
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طوریکه دارد وجود g پیوسته تابع یک اینصورت در z١ ̸= z کنید فرض z یکتایی اثبات براي

بنابراین: g(z١) = ١ و g(z) = ٠
∫
Ω

gdµ = g(z) = ٠

� است. تمام اثبات و ∫
Ω
gdµ ̸= g(z١) نتیجه در

A١, A٢, ..., Ak هم از جدا برل مجموعه k حداکثر و M+(Ω)باشد در اندازه یک µ فرضکنید .10.3.4 قضیه

ترکیب بصورت را µ توان می اینصورت در (i = ١,٢, ..., k) , µ(Ai) ̸= ٠ طوریکه باشند داشته وجود

نوشت. ابتدایی اندازه k حداکثر از خطی

طوریکه باشیم داشته هم از جدا برل مجموعه k کنیم فرض اثبات.

µ(Ai) = αi ̸= ٠ i = ١,٢, ..., k

کنیم: می معرفی زیر بصورت را µi هاي اندازه

µi =
[µ(A ∩ Ai)]

αi

i = ١,٢, ..., k

است. شده تعریف A برل مجموعه هر براي µi اندازه

وجود B برل مجموعه یک پس نیست اینگونه کنیم فرض است. ابتدایی اندازه µi کنیم می ثابت حال

µi(B) ̸= ١ , µi(B) ̸= که:٠ دارد

گیریم. می نظر در را زیر برل هاي مجموعه

A١, A٢, ..., Ai−١, Ai ∩B,Ai −B,Ai+١, ..., Ak

داریم. نیز و هستند هم از جدا ها مجموعه این

µ(Aj) = αj ̸= ٠ j = ١,٢, ..., i− ١, i+ ١, ..., k
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که آنجا از

µi(B) =
[µ(B ∩ Ai)]

αi

نتیجه در

µ(B ∩ Ai) = αiµi(B) ̸= ٠

داریم همچنین

µi(Ω−B) =
[µ(Ω−B) ∩ Ai]

αi

=
[µ(Ai −B)]

αi

نتیجه در

µ(Ai −B) = αiµi(Ω−B) = αi[١ − µi(B)] ̸= ٠

در قضیه فرض با این و است صفر مخالف آنها µ-اندازه که بیابیم برل مجموعه k + ١ توانستیم یعنی

است. ابتدایی اندازه µi نتیجه در است تناقض

داریم A دلخواه برل مجموعه هر براي که رسیم می نتیجه این به قضیه فرض از همچنین

µ(A− ∪k
i=١Ai) = ٠

بنابراین

µ(A) = Σk
i=١µ(A ∩ Ai) + µ(A− ∪k

i=١Ai) = Σk
i=١αiµi(A)

� نوشتیم. ابتدایی اندازه k از خطی ترکیب یک بصورت را µ یعنی

باشیم داشته Ω در z هر براي نیز و باشند C(Ω) در توابعی f١, f٢, ..., fp که کنید فرض .11.3.4 قضیه

باشد. زیر شکل به مثبت رادن هاي اندازه مجموعه Q(p) و f١(z) = ١

Q(p) = {µ ∈M+(Ω) : µ(fi) = ci , i = ١,٢, ..., p}
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باشد. ناتهی Q(p) اگر .ci > ٠ همچنین و

است. فشرده Q(p) الف)

است. M+(Ω) از محدبی مجموعه زیر Q(p)(ب

اتمی اندازه p حداکثر از خطی ترکیب بصورت توان می را ν∗ باشد. Q(p) از فرین نقطه یک ν∗ اگر ج)

نوشت: زیر بصورت

ν∗ = Σp
i=١α

∗
i δz∗i

z∗i ∈ Ω , α∗ ≥ ٠ داریم: i = ١,٢, ..., p براي درآن که

داریم: نتیجه در µ(f١) = µ(١) = c١ > داریم٠ Q(p) در µ هر براي چون الف) اثبات.

Q(p) ⊂ A = {µ ∈M+(Ω) : µ(١) = c١}

بودن بسته اثبات و است بسته Q(p) شود ثابت است کافی و است فشرده A مجموعه 8.3.3 قضیه طبق و

است. 9.3.3 قضیه برهان شبیه Q(p)

نتیجه در دارند تعلق Q(p) به µ٢ ، µ١ و باشد ناتهی Q(p) کنیم فرض ب)

i = ١,٢, ..., p : µ١(fi) = ci , µ٢(fi) = ci

داریم: ٠ ≤ θ ≤ ١ براي

θµ١(fi) + (١ − θ)µ٢(fi) = θci + (١ − θ)ci = ci , i = ١,٢, ..., p

است. محدب Q(p) پس است متعلق Q(p) به نیز θµ١ + (١ − θ)µ٢ یعنی

موجودند برل هم از جدا مجموعه p حداکثر دهیم می نشان باشد Q(p) از فرین نقطه یک ν∗ اگر ج)

و برل مجموعه p+ ١ حداقل و نباشد اینطور کنید فرض باشد. صفر مخالف آنها هاي ∗ν-اندازه طوریکه
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.ν∗(Ai) ̸= ٠ و i = ٠,١,٢, ..., p که باشند A٠, A١, ..., Ap هم از جدا

.ν∗(Ap+١) > ٠ و A٠ ⊂ Ap+١ نتیجه در Ap+١ = Ω− (A١ ∪ A٢ ∪ ... ∪ Ap) دهیم می قرار

کنیم. می متناظر زیر صورت به علامتدار اندازه یک با را (α١, α٢, ..., αp+١) ∈ Rp+١ هر حال

µ(A) = Σp+١
i=١αiν

∗(A ∩ Ai)

شود. تعریف زیر شکل به K ⊂ Rp+مجموعه١ کنید فرض

K = {(α١, α٢, ..., αp+١) ∈ Rp+١ : Σp+١
i=١αiν

∗(A ∩ Ai) ∈ Q(p)}

کنید: فرض است. Rp+١ در محدب مجموعه یک K که کنیم می اثبات ابتدا

Y١ = (γ١, γ٢, ..., γp+١) ∈ K , Y٢ = (β١, β٢, ..., βp+١) ∈ K

بنابراین

Σp+١
i=١ γiν

∗(A ∩ Ai) ∈ Q(p) , Σp+١
i=١βiν

∗(A ∩ Ai) ∈ Q(p)

داریم: Q(p) بودن محدب به بنا ٠ ≤ θ ≤ ١ براي و

Σp+١
i=١ [θγi + (١ − θ)βi]ν

∗(A ∩ Ai) =

θΣp+١
i=١ γiν

∗(A ∩ Ai) + (١ − θ)Σp+١
i=١βiν

∗(A ∩ Ai) ∈ Q(p)

است. محدب K پس θY١ + (١ − θ)Y٢ ∈ K نتیجه در

شده فرض Q(p) فرین نقطه ν∗ چون و است (λ∗١, λ∗٢, ..., λ∗p+١) مثل K نقطه یک با متناظر ν∗ اندازه

و است K از فرین اي نقطه نیز (λ∗١, λ∗٢, ..., λ∗p+١) شود می ثابت K بودن محدب برهان شبیه اثباتی با

باشند. می صفر یا مثبت همگی نیز (λ∗١, λ∗٢, ..., λ∗p+١) هاي مولفه است مثبت رادن اندازه ν∗ چون
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داریم j یک براي حداقل لذا صفرند، مخالف ها مولفه این از تا p حداکثر [4] از 3 فصل قضایاي طبق

بنابراین بریم، می بکار ν∗ مورد در را 10.3.4 قضیه حال است. تناقض یک که ν∗(Aj) = ٠ پس λ∗j = ٠

ها اندازه این 9.3.4 قضیه طبق و نوشت ابتدایی اندازه p حداکثر از خطی ترکیب بصورت توان می را ν∗

یعنی هستند نمایش قابل اتمی بصورت

ν∗ = Σp
i=١α

∗
i δz∗i

� شود. می نتیجه زیر قضیه 11.3.4 تا 5.3.4 قضایاي از حال

ضابطه با I : M+(Ω) −→ R تابع که Q(M١,M٢) مجموعه در ν∗ بهینه اندازه .12.3.4 قضیه

است. زیر فرم داراي کند می اختیار را خود مقدار مینیموم آن توسط I(µ) = µ(f٠)

ν∗ = Σ
M١+M٢+k

i=١ α∗
i δz∗i

زیر قضایاي باشند می i = ١,٢, ...,M١ +M٢ + k و z∗ ، α∗ مسأله مجهولات فوق قضیه به توجه با

زد. تقریب توان می نظر مورد دقت هر با نیز را z∗ که دهند می نشان

باشد مفروض ε > ٠ و باشد Ω از پذیر شمارش چگال مجموعه زیر یک ω کنید فرض .13.3.4 قضیه

طوریکه: یافت توان می ν̃ ∈M+(Ω) اندازه یک

|(ν∗ − ν̃)f٠| ≤ ε (9.4)

|(ν∗ − ν̃)φg
i | ≤ ε i = ١,٢, ...,M١

|(ν∗ − ν̃)χh| ≤ ε h = ١,٢, ...,M٢

|(ν∗ − ν̃)|Hl|| ≤ ε l = ١,٢, ..., k
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است زیر شکل به ν̃ واندازه

ν̃ = Σ
M١+M٢+k

i=١ α∗
rδz̃∗r

و هستند ν∗ بهینه اندازه ضرایب α∗
r ضرایب که

z̃∗r ∈ ω , r = ١,٢, ...,M١ +M٢ + k

دهیم می قرار اثبات.

fi = φg
i , i = ١,٢, ...,M١

fi = χh , h = ١,٢, ...,M٢ , i =M١ + h

fi = |Hl| , l = ١,٢, ..., k , i =M١ +M٢ + l

داریم: i = ١,٢, ...,M١ +M٢ + k براي پس

|(ν∗ − ν̃)fi| = |ΣM١+M٢+k

i=١ α∗
r [fi(z

∗
r )− fi(z̃r)]|

≤ max
i.r

|fi(z∗r )− fi(z̃r)|ΣM١+M٢+k

i=١ α∗
r

ν∗(f) = Σ
M١+M٢+k

i=١ α∗
rδz∗r (f) = Σ

M١+M٢+k

i=١ α∗
r

طرفی از و

ν∗(f) =

∫
Ω

fdν∗ =

∫
J

dt = ∆t

بنابراین

|(ν∗ − ν̃)fi| ≤ ∆t.max
i.r

|fi(z∗r )− fi(z̃r)|

و هستند ω در z̃r نقاط و هستند پیوسته اي ناحیه (i = ٠,١,٢, ...,M١ +M٢ + k) ،fi توابع وچون

max
i.r

|fi(z∗r )− fi(z̃r)| مقدار توان می z∗r به نزدیک کافی باندازه z̃r انتخاب با لذا است، چگال Ω در ω

� شود. می تمام قضیه اثبات و نمود کمتر ε

∆t
از را
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ببریم. بکار را زیر خطی ریزي برنامه مسأله و بزنیم تقریب را z∗r توانیم می فوق قضیه کمک به

مجهولات باشد بزرگ کافی بقدر Nو باشند مشخص ωN = {z١, z٢, ..., zN} و ε > ٠ کنیم فرض

کند. مینیموم را زیر هدف تابع که آورید بدست طوري را α١, α٢, ..., αN نامنفی

ΣN
j=١αjf٠(zj) (10.4)

سازد برآورده نیز را زیر قید و

−ε ≤ ΣN
j=١αjφ

g
i (zj)−∆φi ≤ ε i = ١,٢, ...,M١

−ε ≤ ΣN
j=١χh(zj) ≤ ε h = ١,٢, ...,M٢ (11.4)

−ε ≤ ΣN
j=١|Hl(zj)| ≤ ε l = ١,٢, ..., k

است. قید ٢(M١ +M٢ + k) و متغیر N داراي فوق مسأله

در دهیم. می نشان P (M١ +M٢)ε با را کند می صدق فوق قیود در که را RN از نقاطی مجموعه

اند. شده مشخص فصل ابتداي از Hl تابع و نیست ما اختیار در آنها تعداد و Hl توابع انتخاب فوق مسأله

در رفته بکار η(M١ +M٢) مقدار و فوق مسأله در را هدف تابع بهینه مقدار دلخواه نزدیکی زیر قضیه در

شود. می بررسی 3.2.4 قضیه

ازاي به جواب یک داراي (11.4) قیود با (10.4) سازي مینیموم مسأله ε > ٠ هر براي .14.3.4 گزاره

کند. می صدق زیر نامساوي در که باشد می N = N(ε)

η(M١,M٢) + ρ(ε) ≤ ΣN
j=١αjf٠(zj) ≤ η(M١,M٢) + ε (12.4)

.lim
ε→٠

ρ(ε) = ٠ طوریکه

مجموعه یک شد گفته 13.3.4 قضیه اثبات در که همانطور اثبات.

{z̃r : r = ١,٢, ...,M١ +M٢ + k} ⊂ ω
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مجموعه بزرگ کافی قدر به N براي باشند. برقرار (11.4) نامساوي طوریکه دارد وجود

بود خواهد {z̃r : r = ١,٢, ...,M١ +M٢ + k} مجموعه شامل ωN = {zj : j = ١,٢, ..., N} ⊂ ω

N براي پس است. P (M١ +M٢)ε مجموعه در {α∗
١, α

∗
٢, ..., α

∗
M١+M٢+k,٠, ...,٠} تایی N چون و

است. جواب داراي مسأله بزرگ کافی بقدر

است: زیر بصورت φg ≡ ١ ازاي به (11.4) شرایط از نامساوي اولین

−ε ≤ ΣN
j=١αj −∆t ≤ ε , αj ≥ ٠

هستند. نامساوي یا کوچکتر شکل به (11.4) قیود چون و است کراندار P (M١ +M٢)ε مجموعه بنابراین

ΣN
j=١αjf٠(zj) پیوسته نتیجه در و خطی تابع و است فشرده نتیجه در است بسته P (M١+M٢)ε بنابراین

و کند می اختیار مجموعه این در را خود مقدار مینیموم

min ΣN
j=١αjf٠(zj) ≤ Σ

M١+M٢+k

j=١ αrf٠(zr) ≤ η(M١ +M٢) + ε

کنید: فرض نامساوي این چپ طرف اثبات براي شود می ثابت (12.4) نامساوي از طرف یک بنابراین

Q(M١,M٢)
ε = {µ ∈M+(Ω) : |µ(φg

i )−∆φi| ≤ ε , |µ(χh)| ≤ ε , |µ(Hl)| ≤ ε}

باشد. می l = ١,٢, ..., k و h = ١,٢, ...,M٢ ، i = ١,٢, ...,M١ درآن که

مجموعه زیر P (M١,M٢)ε مجموعه در αj ضرایب با µ = ΣN
j=١α

∗
jδzj نوع از هاي اندازه مجموعه بنابراین

بنابراین: باشد می Q(M١,M٢)ε از اي

min ΣN
j=١αjf٠(zj) ≥ min µ(f٠) (13.4)

آنگاه: ε٢ < ε١ اگر و Q(M١,M٢) = ∩ε>٠Q(M١,M٢)ε طرفی از و

Q(M١,M٢)
ε٢ ⊂ Q(M١,M٢)

ε١
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بنابراین باشد Q(M١,M٢)ε مجموعه روي µ(f٠) اینفیموم η٠(M١,M٢, ε) کنید فرض

η٠(M١,M٢, ε٢) ≥ η٠(M١,M٢, ε١)

نتیجه: در گیریم می نظر در {١, ١٢ ,
١
٣ , ....} بصورت ε مقادیر از اي دنباله حال

η(M١,M٢,١) ≤ η(M١,M٢,
١
٢) ≤ ... ≤ η(M١,M٢,

١
p
) ≤ ... ≤ η(M١,M٢)

γ(M١,M٢) مانند عددي به بنابراین است، کراندار بالا از و صعودي {η(M١,M٢,
١
p
) : p ∈ N} دنباله

لذا است، همگرا

γ(M١,M٢) = lim
p→∞

η(M١,M٢,
١
p
) = inf

Q(M١,M٢)
µ(f٠) = η(M١,M٢)

کنیم. انتخاب زیر شکل به را ρ(ε) است کافی بنابراین

٠ < ρ(ε) ≤ η(M١,M٢, ε)− η(M١,M٢) (14.4)

lim
ε→٠

ρ(ε) = ٠ نتیجه: در

شود. می نتیجه (14.4) و (13.4) روابط از و

min ΣN
j=١αjf٠(zj) ≥ min µ(f٠) = η(M١,M٢) + ρ(ε)

� است. تمام قضیه برهان و

برنامه مسأله یک بصورت توان می را اندازه فضاي به یافته انتقال مسأله که گیریم می نتیجه پایان در

zj ∈ ω نقاط و ω مجموعه نیز و χh ، φg
i توابع آنکه شرط به زد تقریب نظر مورد دقت با و خطی ریزي

شوند. انتخاب مناسب



5 فصل
یافته انتقال مسأله تقریب

تقریب 1.5
از آمده بدست تقریبی بهینۀ اندازه از استفاده با توان می چگونه که دهیم می نشان ابتدا فصل این در

که q آمده بدست زوج از که دهیم می نشان سپس و آورد بدست را q = [x(·), u(·)] زوج 14.3.4 قضیه

است. پیوسته x(·) آن در که آورد بدست p = [x(·), u(·)] زوج یک است ثابت اي قطعه x(·) آن در

باشد. زیر بشکل اي اندازه µ̃ ∈M+(Ω) کنید فرض

µ̃ = Σαjδzj (1.5)

مینیموم را (10.4) هدف تابع ضرایبش که باشد اي بهینه اندازه µ̃ و αj ≥ ٠ ، j = ١,٢, ..., N آن در که

(α١, α٢, ..., αN) ∈ و است Ω چگال مجموع یک ω و zj ∈ ω و کند صدق (11.4) قیود در و سازد

. P (M١,M٢)ε

شدن بهتر براي اکنون ، بودیم نگرفته نظر در را دارند بستگی زمان به فقط که توابعی چهارم فصل در

می نظر در نیز را دارند بستگی زمان به فقط که {φg
j : j = ١,٢, ...,M١} مجموعه از توابعی ، تقریب

باشند. چگال C١(Ω) در آنها خطی ترکیب که کنیم می انتخاب را توابعی حاضر حال در و گیریم

54
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دهیم. می قرار

θr(t, x, u) = tr , r = ١,٢, ... (2.5)

جزء نیز |Hl| و f٠ توابع البته باشند u ، x ، t متغیرهاي از توابعی r = ١,٢, ..., Q ، fr کنید فرض

آیند. می حساب به توابع همین

داریم: باشند موجود θr نوع از تابع L اگر اکنون

M١ +M٢ + k = L+Q

کند. می صدق زیر روابط در µ̃ بهینه اندازه و

|µ̃(fr)− br| ≤ ε , r = ١,٢, ..., Q (3.5)

|µ̃(θr)− ar| ≤ ε , r = ١,٢, ..., L

شدند. می داده نشان af و ∆φ نماد با (1.4) در که هستند θr و fr انتگرال ar و br که

Ω فشرده ناحیه بر f چون ، کند تغییر L و باشد ثابت Q و باشد شده داده ε١ > ٠ کنید فرض حال

اعداد توان می اي ناحیه

ta = t٠ < t١ < ... < ti < ... < tR = tb

i = ١,٢, ..., Rبراي که یافت چنان را A×Uهستند از افرازي ,W٢,W١که ...,Ws برل هاي مجموعه و

باشیم: داشته r = ١,٢, ..., Qو j = ١,٢, ..., s ،

آنگاه: (x, u), (x′, u′) ∈ Wj و t, t′ ∈ [ti−١, ti) اگر

|fr(t, x, u)− fr(t
′, x′, u′)| < ε (4.5)
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ممکن اند شده فرض پیوسته اي ناحیه fr توابع چون که شود اشاره نکته این به است لازم البته

براي یا t, t′ ∈ (ti−١, ti] براي عوض در و نباشد قرار بر t, t′ ∈ [ti−١, ti) براي مثلأ (4.5) رابطه است

خواهیم زیر تساوي بنابر است نظر مورد مسأله تقریب اینجا در چون ولی باشد برقرار t, t′ ∈ (ti−١, ti)

کرد. نخواهد کم مسأله کلیت از فوق فرض دید
∫
[ti−١,ti)

fr(t, x(t), u(t))dt =

∫
(ti−١,ti)

fr(t, x(t), u(t))dt

=

∫
(ti−١,ti]

fr(t, x(t), u(t))dt

هستند. ثابت ندارند بستگی L به که افرازها این لذا مشخصهستند، قبل از ها fr و است ثابت Q همچنین

کنیم. می تعریف را Kij عدد حال

Kij = µ̃([ti−١, ti)×Wj) i = ١,٢, ..., R , j = ١,٢, ..., s (5.5)

کنیم: می تعریف و

Fi(t, x, u) =

{ ١ t ∈ [ti−١, ti)
٠ صورت این غیر در (6.5)

نتیجه: در

Σs
j=١Kij = µ̃([ti−١, ti)×Wj) = µ̃(∪s

j=١[ti−١, ti)×Wj)

= µ̃([ti−١, ti)× A× U) = µ̃(Fi)

PL
i کنید فرض . دهیم می نشان Fi(t) با را توابع این هستند u و x از مستقل Fi توابع اینکه به توجه با

نتیجه: در باشد Fi از چبیشف تقریب جمله L اولین شامل و زمان تابع

PL
i = ΣL

r=١βirθr i = ١,٢, ..., R
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µ̃(θr) = ar + λr(ε) نتیجه: در کند می صدق (3.5) در µ̃ چون

لذا: و . lim
ε→٠

λr(ε) = ٠ آن در که

µ̃(PL
i ) = µ̃(ΣL

r=١βirθr) = ΣL
r=١βirar + ΣL

r=١βirλr(ε) (7.5)

داریم: ∫همچنین
J

PL
i (t)dt =

∫
J

ΣL
r=١βirθrdt = ΣL

r=١βirar (8.5)

کنیم: می معرفی زیر شکل به را σi(ε) و

σi(ε) = ΣL
r=١βirλr(ε) (9.5)

داریم. (9.5) و (8.5) و (7.5) روابط از نتیجه در

µ̃(PL
i (t)) =

∫
J

PL
i (t)dt+ σi(ε)

=

∫
J

Fi(t)dt+

∫
J

(PL
i (t)− Fi(t))dt+ σi(ε)

= (ti − ti−١) +

∫
J

(PL
i (t)− Fi(t))dt+ σi(ε)

کنیم: تعریف زیر بصورت را δLi و ∆i اگر و

δLi = µ̃(Fi − PL
i ) +

∫
J

(PL
i (t)− Fi(t))dt+ σi(ε)

∆i = ti − ti−١

داشت: خواهیم

µ̃(Fi) = µ̃(Fi − PL
i ) + µ̃(PL

i )

= µ̃(Fi − PL
i ) + (ti − ti−١) +

∫
J

(PL
i (t)− Fi(t))dt+ σi(ε)

= ∆i + δLi
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کنیم می تعریف را Hij و ρLi اکنون

ρLi =
−δLi

(δLi +∆i)
, Hij = Kij(١ + ρLi )

داریم: صورت این در

Σs
j=١Hij = (١ + ρLi )Σ

s
j=١Kij = (١ + ρLi )µ̃(Fi) (10.5)

= (١ + ρLi )(∆i + δLi )

= (١ − δLi
∆i + δLi

)(∆i + δLi ) = ∆i

که: گیریم می نتیجه ξLi =
١

١ + ρLi
اگر و

Kij = ξLi Hij (11.5)

کنیم. معرفی آید می بدست µ̃ تقریبی بهینه اندازه از که را q = [x(·), u(·)] زوج تا ایم آماده اکنون
{
x(t) = xj
u(t) = uj

, t ∈ Bij , j = ١,٢, ..., s , i = ١,٢, ..., R

شود. می تعریف زیر بصورت Bij و است Wj از اي نقطه (xj, uj) آن در و

Bij = [ti−١ + Σl<jHil , ti−١ + Σl≤jHil)

M١ +M٢ + L+ k حداکثر که کرد خواهیم ثابت ، بود خواهد صفر Bij بازة طول آنگاه Hij = ٠ اگر

باشد. صفر از بزرگتر بازه طول که داریم Bij نوع از بازه

j = ١,٢, ..., s و i = ١,٢, ..., R براي باشد q = [x(·), u(·)] زوج با متناظر اندازه µq و Hij > ٠ اگر

کنیم. می تعریف k = ٠,١,٢, ..., Q و

lijk =

∫
Bij×A×U

fk(t, x, u)dµq =

∫
Bij

fk(t, xj, uj)dt
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کنیم. می معرفی زیر بصورت را Sijk و Iijk اعداد و

Iijk = inf{fk(t, x, u) : (t, x, u) ∈ [ti−١, ti)×Wj}

Sijk = sup{fk(t, x, u) : (t, x, u) ∈ [ti−١, ti)×Wj}

صورت این در باشد Tijk = ∫
[ti−١,ti)×Wj

fkdµ̃ اگر بنابراین

KijIijk ≤ Tijk ≤ KijSijk (12.5)

داریم: lijk و Bij تعریف به توجه با همچنین

HijIijk ≤ lijk ≤ HijSijk (13.5)

رسیم. می زیر نتیجه به (13.5) و (12.5) ، (11.5) روابط از

Hij(Iijk − ξLi Sijk) ≤ lijk − Tijk ≤ Hij(Sijk − ξLi Iijk) (14.5)

شود. می نتیجه مثلثی نامساوي از زیر روابط که

|Iijk − ξLi Sijk| ≤ |Iijk − Sijk|+ |١ − ξLi ||Sijk| (15.5)

|Sijk − ξLi Iijk| ≤ |Sijk − Iijk|+ |١ − ξLi ||Iijk|

دلخواه اندازه به را µq و µ̃ هاي اندازه توان می ، کافی قدر به L افزایش با که کنیم ثابت خواهیم می ما

اندازه به توان می را |lijk − Tijk| مقدار که کنیم می ثابت ابتدا منظور این براي و کرد نزدیک یکدیگر به

کرد. نزدیک صفر به دلخواه

کند می میل صفر به Fi − PL
i تفاضل نتیجه در و شود می نزدیک Fi به PL

i آنگاه L −→ ∞ اگر حال

داریم: ξLi تعریف طبق و کنند می میل صفر به ρLi و δLi آنجا از و

lim
L→∞

ξLi = ١ =⇒ lim
L→∞

|ξLi − ١| = ٠
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داریم: 15.5 و 14.5 روابط و فوق نتایج به توجه با

|lijk − Tijk| ≤ Hijmax{|Iijk − ξLi Sijk|, |Sijk − ξLi Iijk|} (16.5)

≤ Hij[ε١ + |١ − ξLi |max(|Sijk|, |Iijk|)] ≤ ٢Hijε١

شود: می نتیجه 10.5 رابطه و فوق روابط از و است درست بزرگ کافی بقدر L براي فوق رابطه

|
∫
Ω

fkdµ̃−
∫
Ω

fkdµq | ≤ ΣR
i=١Σ

s
j=١|lijk − Tijk|

≤ ٢ε١Σ
R
i=١Σ

s
j=١Hij ≤ ٢ε١∆t

کنیم. نزدیک یکدیگر به را µq و µ̃ توانیم می Lافزایش با یعنی

است. ناپیوسته مسیر توابع داراي q = [x(·), u(·)] یعنی µq متناظر زوج اکنون

از یک هر در x(t) آنگاه بنامیم [ti,j−١, tij) را Bij = [ti−١ + Σl<jHil , ti−١ + Σl≤jHil) بازة اگر

x(t)است آمده [2] مرجع (IV.١) قضیه در آنچه مشابه روشی با توان می و است ثابت تابعی ها بازه این

مسیر تابع که کرد تعریف چنان [ti,j−١, tij) هاي بازه انتهایی نقاط کوچک هاي همسایگی در مجددأ را

و اول جملات و ẋi = gi(t, x(t), u(t)) معادله به توجه با را x(t) مسیر ما مثالها در ولی شود پیوسته

کنیم. می محاسبه xi(t) تابع تیلور سري بسط دوم

شود: می نوشته زیر بصورت t نقطه همسایگی در xi تابع تیلور سري بسط

xi(t
′) = xi(t) + (t− t′)ẋi(t) + (t− t′)٢

ẍi(t)

٢ + ...

به را توابع این کنیم انتخاب اي جمله چند را θr توابع اینکه جاي به عمل در که دید خواهیم مثالها در

کنیم. می انتخاب زیر شکل
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θs =

{١ t ∈ Js
٠ t ∈ Jc

s

, s = ١,٢, ..., L

(17.5)

Js = [ta+
(١ − s)(tb − ta)

L
, ta+

s(tb − ta)

L
) است: مقابل شکل به Js آن در که

چگال C(Ω) در θs توابع خطی ترکیبات دهیم میل نهایت بی به را N وقتی دانیم می که همانطور و

ها θs خطی ترکیبات از چبیشف تقریب اول جمله L بجاي اگر فصل این محاسبات در و شد خواهد

تک بجاي θs توابع از استفاده علت نیز عمل در و رسیم می مشابه نتایج به تئوري لحاظ از کنیم استفاده

چندان نه Lهاي براي حتی θs ثابت اي قطعه توابع ترکیبات از استفاده که است این θr هاي اي جمله

ترکیبات از استفاده که حالی در است پیوسته اي قطعه و پیوسته توابع براي خوبی بسیار تقریب بزرگ

توابع براي فقط حتی خوبی تقریب معمولأ اند استفاده قابل عمل در که هایی L براي θr ي ایها جمله تک

باشد. نمی نیز پیوسته

براي افراز یک گیریم می نظر در (2.3) - (3.3) قیود و (1.3) هدف تابع با بهینه کنترل مسأله اکنون

zk و کرده انتخاب دلخواه به اي نقطه k حجره از و کنیم می انتخاب حجره N شامل Ω = J ×A× U

که نامیم می

zk = (tk, xk, uk) , k = ١,٢, ...N

کنیم. می انتخاب زیر بصورت را (i = ١,٢, ...,M١) ، φi توابع

φ١ = x١ , φ٢ = x٢ , φ٣ = x٣ , ... , φn = xn (18.5)

φn+١ = x٢
١ , φn+٢ = x٢

٢ , φn+٣ = x٢
٣ , ... , φ٢n = x٢

n

...
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نویسیم. می زیر شکل به φg
i و کنیم می انتخاب را بالا نوع از تابع M١ حال

φg
i (t, x, u) =

∂φi(t, x)

∂x
.g(t, x, u) i = ١,٢, ...,M١ (19.5)

کنیم. می انتخاب زیر بصورت را χh توابع و

ψr
j (t, x, u) = xj.(ψ

r(t))′ + gj(t, x, u).ψ
r(t) (20.5)

(t, x, u) ∈ Ω , j = ١,٢, ..., n , r = ١,٢, ...,٢M٢١ آن در که

و
ψr = sin[٢πr (t− ta)

∆t
] r = ١,٢, ...,M٢١

ψr = ١ − cos[٢π(r −M٢١)
(t− ta)

∆t
] r =M٢١ + ١, ...,٢M٢١

(21.5)

باشد. می M٢ = ٢nM٢١ و h = ١,٢, ...,M٢ ، ∆t = tb − ta بالا فرمول در

کنیم. می استفاده شده تعریف 17.5 در که θs از سوم نوع توابع انتخاب براي و

کنیم: می فرض و
∫
J

θsdt = as (22.5)

آن به را 22.5 قیود و دهیم می میل صفر به را ε ، 11.4 قیود با 10.4 خطی ریزي برنامه مسأله در اکنون

داشت. خواهیم و کنیم می اضافه

min ΣN
j=١αjf٠(zj) (23.5)

s.t : ΣN
j=١αjφ

g
i (zj) = ∆φi i = ١,٢, ...,M١

ΣN
j=١αjχh(zj) = ٠ h = ١,٢, ...,M٢

ΣN
j=١αjθs(zj) = as s = ١,٢, ..., L

ΣN
j=١αj|Hl(zj)| = ٠ l = ١,٢, ..., k
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از یکی اگر رفته، بکار قیود اول دسته در ∆φ ≡ φi(tb, xb) − φi(ta, xa) اینکه به توجه با همچنین

دیگر مجهولات به توانیم می را مجهول این باشند مجهول آنها دو هر یا و φi(tb, xb) یا φi(ta, xa) مقادیر

داشت: خواهیم باشد نامشخص x(tb) اگر مثال بعنوان نمایم اضافه i = ١,٢, ..., N ، αi

min ΣN
j=١αjf٠(zj) (24.5)

s.t : ΣN
j=١αjφ

g
i (zj)− βi = φi(ta, xa) i = ١,٢, ...,M١

ΣN
j=١αjχh(zj) = ٠ h = ١,٢, ...,M٢

ΣN
j=١αjθs(zj) = as s = ١,٢, ..., L

ΣN
j=١αj|Hl(zj)| = ٠ l = ١,٢, ..., k

باشد نامقید βi اگر باشد. نامنفی یا نامقید φi تعریف به توجه با βi و است نامنفی متغیر αj آن در که

که را فوق خطی ریزي برنامه مسأله اگر شود. می تعریف β+
i , β

−
i ≥ ٠ که βi = β+

i − β−
i بصورت

حل را باشد می ستون M١ + N حداکثر و سطر M١ +M٢ + L + k داراي آن قیود ضرایب ماتریس

آوریم. می بدست زیر بصورت هستند ثابت اي قطعه توابع که را u تقریبی کنترل کنیم،

شود: می نتیجه Hij = (١ + ρLi )Kij رابطه از و ρLi −→ ٠ نتیجه در ε −→ چون٠

Hij = Kij

کنیم. می تعریف زیر بصورت را Gij تابع حال

Gij(t) =

{ ١ t ∈ [ti−١, ti)×Wj

٠ صورت این غیر در (25.5)

صورت این در

µ̃(Gij) =

∫
Ω

Gijdµ̃ =

∫
[ti−١,ti)×Wj

dµ̃ = µ̃([ti−١, ti)×Wj) = Kij (26.5)
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دارد. قرار [ti−١, ti)×Wj در آنها از یکی فقط zN , ..., z٢, z١ نقطه N از

نتیجه: در zk ∈ [ti−١, ti)×Wj کنیم می فرض

Gij(zs) =

{ ١ s = k
٠ s ̸= k

و

µ̃(Gij) = ΣN
s=١αsδzs(Gij) = ΣN

s=١αsGij(zs) = αk (27.5)

باشد. می zk ∈ [ti−١, ti)×Wj آن در که αk = Kij شود می نتیجه 27.5 و 26.5 روابط از

کرد. تعریف زیر شکل به ثابت اي قطعه توابع توسط توان می را u کنترل دیدیم قبلأ

u(t) = uj t ∈ Bij (28.5)

داریم: Hij = Kij چون و

Bij = [ti−١ + Σl<jKil , ti−١ + Σl≤jKil) (29.5)

نتیجه: در

Bij = [ti−١ + Σl<jKil , ti−١ + Σl≤jKil + αk) (30.5)

ماتریس هاي سطر تعداد M٣برابر هستند صفر مخالف αN , ..., α٢, α١ متغیرهاي از M٣تا حداکثر چون

{θ١, θ٢, ..., θM٣} بصورت را صفر مخالف هاي αi اگر پس ([4]) است، خطی ریزي برنامه مسأله ضرایب

θ١ + θ٢ + ...+ θM٣ = tb − ta داریم: دهیم نشان

نوشت: زیر بصورت توان می را u کنترل که گیریم می نتیجه 30.5 و 29.5 ، 28.5 روابط از

u(t) = uj t ∈ [Σl<jαj , Σl≤jαj) (31.5)

توابع ، xi(t) تابع تیلور بسط دوم و اول وجملات ẋi = gi(t, x(t), u(t)) معادله به توجه با اکنون

زنیم. می تقریب را xn(t), ..., x١(t)
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عددي مثال چند حل 2.5
رسانیم. می پایان به اندازه نظریه از استفاده با آن حل و نمونه مثال چند ذکر با را فصل این

.1.2.5 مثال

min I =

∫ ١

٠
x٢(t)dt

s.t : ẋ = u(t)

x(٠) = ٠ , x(١) = ٠/۵

گیریم: می نظر در زیر بصورت را Ω ناحیه

Ω = J × A× U = [٠,١]× [٠,١]× [−١,١]

ناحیه افراز اکنون است. جواب بهترین انتخاب و متفاوت نواحی با مسأله حل نتیجه فوق بصورت Ω معرفی

قسمت 20 به نیز را U و A هاي بازه نیز و قسمت 20 به را J بازة دهیم. می انجام زیر بصورت را Ω

N = ٢٠ × ٢٠ × ٢٠ = ٨٠٠٠ نتیجه: در و کنیم می تقسیم مساوي

k = ١,٢, ...,٨٠٠٠ ، zk = (tk, xk, uk)کنیم.نقاط می انتخاب دلخواه به را نقطه یک فوق تقسیمات از

گیریم: می نظر در tk هاي مولفه کنیم:براي می انتخاب زیر بصورت را

t١ = t٢ = ... = t۴٠٠ = ٠/٠۵

t۴٠١ = t۴٠٢ = ... = t٨٠٠ = ٠/١

......

t٧۶٠١ = t٧۶٠٢ = ... = t٨٠٠٠ = ١
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گیریم: می نظر در را زیر نقاط xk هاي مولفه براي و

x١ = x٢ = ... = x٢٠ = x۴٠١ = ... = x۴٢٠ = ... = x٧۶٠١ = ... = x٧۶٢٠ = ٠/٠۵

x٢١ = x٢٢ = ... = x۴٠ = x۴٢١ = ... = x۴۴٠ = ... = x٧۶٢١ = ... = x٧۶۴٠ = ٠/١

......

x٣٨١ = x٣٨٢ = ... = x۴٠٠ = x٧٨١ = ... = x٨٠٠ = ... = x٧٩٨١ = ... = x٨٠٠٠ = ١

گیریم: می نظر در را زیر نقاط uk هاي مولفه براي نیز و

u١ = u٢١ = u۴١ = u۶١ = ... = u٧٩٨١ = −٠/٩

u٢ = u٢٢ = u۴٢ = u۶٢ = ... = u٧٩٨٢ = −٠/٨

......

u٢٠ = u۴٠ = u۶٠ = u٨٠ = ... = u٨٠٠٠ = ١

دهیم: می قرار گیریم. می نظر در L = ١٠ و کنیم می انتخاب 4 و 2 بترتیب را M٢ و M١ همچنین

φ١(t, x) = x , φ٢(t, x) = x٢

بنابراین

φg
١ = φ١x(t, x) g(t, x, u) + φ١t(t, x) = u

φg
٢ = φ٢x(t, x) g(t, x, u) + φ٢t(t, x) = ٢xu

∆φ٢ و ∆φ١ مقادیر ∆φi = φi(tb, xb) − φi(ta, xa) به توجه با نیز و g(t, x, u) = u بالا روابط در

شوند. می 1 با برابر
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داریم: 21.5 رابطه طبق ∆t = ١ چون χh محاسبه براي همچنین

ψr(t) = sin(٢πrt) r = ١,٢

ψr+٢(t) = ١ − cos(٢πrt) r = ١,٢

داشت: خواهییم بالا در شده تعریف ψi(t) و 20.5 رابطه از

χh(t) = ٢πhxcos(٢πht) + usin(٢πht) h = ١,٢

χh+٢(t) = ٢πhxsin(٢πht) + u(١ − cos(٢πht)) h = ١,٢

کنیم: می معرفی زیر بشکل را θs توابع 17.5 رابطه طبق و

θs(t) =

 ١ t ∈ [
s− ١
١٠ ,

s

١٠) s = ١,٢, ...,١٠
٠ صورت این غیر در

دهیم: می تشکیل را زیر خطی ریزي برنامه مسأله حال

min Σ٨٠٠٠
j=١ x٢

j αj

s.t : Σ٨٠٠٠
j=١ ujαj = ١

Σ٨٠٠٠
j=١ ٢xjujαj = ١

Σ٨٠٠٠
j=١ [٢πhxjcos(٢πhtj) + ujsin(٢πhtj)]αj = ٠ h = ١,٢

Σ٨٠٠٠
j=١ [٢πhxjsin(٢πhtj) + uj(١ − cos(٢πhtj))]αj = ٠ h = ١,٢

Σ٨٠٠
j=١αj = ٠/١

.....

Σ٨٠٠٠
j=٧۶٠١αj = ٠/١

αj ≥ ٠ , j = ١,٢, ...,٨٠٠٠
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، کامپیوتري ریزي برنامه توسط باشد. می قید 16 و متغیر 8000 داراي فوق خطی ریزي برنامه مسأله

بهینه قبول قابل جواب Matllab افزاري نرم محیط در و 1 شده نظر تجدید سیمپلکس روش براساس

است: زیر بصورت بهینه جواب در آن صفر مخالف متغیرهاي که آید می بدست اي

α(۶٠) = ٠/١ α(٣٢٨٠) = ٠/٠۴٢٣

α(٨۴٠) = ٠/٠٢٢١ α(۴۴٠١) = ٠/١

α(٨۶٠) = ٠/٠٧١۵ α(۵٢٠١) = ٠/٠٠٠٣

α(١٢٠١) = ٠/٠٠۶۵ α(۵٢٨٠) = ٠/٠٩٩٧

α(٢٠٠١) = ٠/١ α(۶٠٨٠) = ٠/٠٩٣٧

α(٢٨٨٠) = ٠/١ α(۶١٠٠) = ٠/٠٠۶٣

α(٣٢٠٨) = ٠/٠۵۶۴ α(۶٨٨٠) = ٠/١

α(٣٢۶٠) = ٠/٠٠١٣ α(٧٢٨٠) = ٠/١

مجموعه و است خطی ریزي برنامه مسأله قیود تعداد برابر صفر غیر متغیرهاي تعداد فوق بهینه جواب در

باشد. می 0/0266 برابر هدف تابع مقدار همچنین باشد می ∆t = ١ برابر آنها

آوریم. می بدست فوق جواب از استفاده با را u تقریبی کنترل اکنون

31.5داریم: رابطه طبق

u(t) = uj t ∈ [Σl<jαj , Σl≤jαj)

مشابه طریق به کنترل ، ها بازه سایر در و کنیم می مشخص بازه زیر چند در نمونه بعنوان را u(t) کنترل

شود. می محاسبه
1Revised Simplex
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داریم: فوق رابطه طبق باشد می بهینه جواب از از صفر غیر مولفه اولین α۶٠ = ٠/١ چون

u(t) = u۶٠ = ١ t ∈ [Σl<۶٠αj , Σl≤۶٠αj) = [٠ , ٠/١)

داریم: لذا باشد، می بهینه جواب از از صفر غیر مولفه دومین α٨۴٠ = ٠/٠٢٢١ نیز و

u(t) = u٨۴٠ = ١ t ∈ [Σl<٨۴٠αj , Σl≤٨۴٠αj) = [٠/١ , ٠/١٢٢١)

: از است عبارت u کنترل مقدار α(٨۶٠) = ٠/٠٧١۵ براي و

u(t) = u٨۶٠ = ١ t ∈ [Σl<٨۶٠αj , Σl≤٨۶٠αj) = [٠/١٢٢١ , ٠/١٩٣۶)

عبارت مربوطه u کنترل مقدار که است α(١٢٠١) = ٠/٠٠۶۵ بهینه جواب از بعدي صفر غیر مولفه

از: است

u(t) = u١٢٠١ = −٠/٩ t ∈ [Σl<١٢٠١αj , Σl≤١٢٠١αj) = [٠/١٩٣۶ , ٠/٢٠٠١)

u(t) تقریبی کنترل نمودار شود. مشخص [٠,١] بازه بر u(t) کنترل تابع تا دهیم می ادامه را روند همین

است. شده داده نمایش 1.5 شکل در

این کنیم. رسم را مسیر تقریبی نمودار توانیم می ẋ(t) = u(t) و x(٠) = ٠ اینکه به توجه با همچنین

است. شده مشخص پیوسته خطوط توسط 2.5 شکل در نمودار
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.2.2.5 مثال

min I =

∫ ١

٠
u٢(t)dt

s.t : ẋ١ = x٢

ẋ٢ = u

x(٠)١ = ٠ , x(١)١ = ٢ , x(٠)٢ = −۵ , x(١)٢ = ٢

u(٠) = −۶ , u(١) = ۶

کنیم: می معرفی زیر بصورت را Ω ناحیه

Ω = J × A١ × A٢ × U = [٠,١]× [٠,٢]× [−۵,٢]× [−۶,۶]

ناحیه افراز اکنون است. جواب بهترین انتخاب و متفاوت نواحی با مسأله حل نتیجه فوق بصورت Ω معرفی

و قسمت 5 به نیز را U و A٢ هاي بازه نیز و قسمت 6 به را A١ بازة دهیم. می انجام زیر بصورت را Ω

N = ١۵٠٠ نتیجه: در و کنیم می تقسیم مساوي قسمت 10 به را J بازه

k = ١,٢, ...,١۵٠٠ ، zk = (tk, xk, uk)نقاط کنیم. می انتخاب دلخواه به را یکنقطه فوق تقسیمات از

کنیم: می انتخاب زیر بصورت را

گیریم: می نظر در tk هاي مولفه براي

t١ = t٢ = ... = t١۵٠ = ٠/١

t١۵١ = t١۵٢ = ... = t٣٠٠ = ٠/٢

......

t١٣۵١ = t١٣۵٢ = ... = t١۵٠٠ = ١
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گیریم: می نظر در را زیر نقاط x١
k هاي مولفه براي و

x١
١ = x١

٢ = ... = x١
٢۵ = x١

١۵١ = ... = x١
١٧۵ = ... = x١

١٣۵١ = ... = x١
١٣٧۵ = ٠/٣٣٣

x١
٢۶ = x١

٢٧ = ... = x١
۵٠ = x١

١٧۶ = ... = x١
٢٠٠ = ... = x١

١٣٧۶ = ... = x١
١۴٠٠ = ٠/۶۶۶

......

x١
١٢۶ = x١

١٢٧ = ... = x١
١۵٠ = x١

٢٧۶ = ... = x١
٣٠٠ = ... = x١

١۴٧۶ = ... = x١
١۵٠٠ = ٢

گیریم: می نظر در را زیر نقاط x٢
k هاي مولفه براي و

x٢
١ = x٢

٢ = ... = x٢
۵ = x٢

٢۶ = ... = x٢
٣٠ = ... = x٢

١٣٧۶ = ... = x٢
١٣٨٠ = −٣/۶

x٢
۶ = x٢

٧ = ... = x٢
١٠ = x٢

٣١ = ... = x٢
٣۵ = ... = x٢

١٣٨١ = ... = x٢
١٣٨۵ = −٢/٢

......

x٢
٢١ = x٢

٢٢ = ... = x٢
٢۵ = x٢

۴۶ = ... = x٢
۵٠ = ... = x٢

١۴٩۶ = ... = x٢
١۵٠٠ = ٢

گیریم: می نظر در را زیر نقاط uk هاي مولفه براي و

u١ = u٧ = u١٣ = u١٩ = ... = u١۴٩۵ = −٣/۶

u٢ = u٨ = u١۴ = u٢٠ = ... = u١۴٩۶ = −١/٢

......

u۶ = u١٢ = u١٨ = u٢۴ = ... = u١۵٠٠ = ۶

دهیم: می قرار گیریم. می نظر در L = ١٠ و کنیم می انتخاب 4 2و بترتیب را M٢ و M١ همچنین

φ١(t, x) = x١ , φ٢(t, x) = x٢
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بنابراین

φg
١ = φ١x(t, x) g(t, x, u) + φ١t(t, x) = x٢

φg
٢ = φ٢x(t, x) g(t, x, u) + φ٢t(t, x) = u

و ∆φ١ مقادیر ∆φi = φi(tb, xb) − φi(ta, xa) به توجه با نیز و g(t, x, u) = (x٢, u) بالا روابط در

شوند. می 7 و 2 با برابر ترتیب به ∆φ٢

داریم: 21.5 رابطه طبق ∆t = ١ چون χh محاسبه براي همچنین

ψr(t) = sin(٢πrt) r = ١,٢

ψr+٢(t) = ١ − cos(٢πrt) r = ١,٢

داشت: خواهییم بالا در شده تعریف ψi(t) و 20.5 رابطه از

χh(t) = ٢πhx١cos(٢πht) + x٢sin(٢πht) h = ١,٢

χh+٢(t) = ٢πhx٢sin(٢πht) + u(١ − cos(٢πht)) h = ١,٢

کنیم: می معرفی زیر بشکل را θs توابع 17.5 رابطه طبق و

θs(t) =

 ١ t ∈ [
s− ١
١٠ ,

s

١٠) s = ١,٢, ...,١٠
٠ صورت این غیر در

دهیم: می تشکیل را زیر خطی ریزي برنامه مسأله حال

1500 این از باشدکه می قید 16 و متغیر 1500 داراي زیر خطی ریزي برنامه مسأله که است بذکر لازم

باشند. می صفر مخالف آنها تاي 16 تعداد فقط متغیر
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min Σ١۵٠٠
j=١ u٢

j αj

s.t : Σ١۵٠٠
j=١ x٢

j αj = ٢

Σ١۵٠٠
j=١ ujαj = ٧

Σ١۵٠٠
j=١ [٢πhx١

j cos(٢πhtj) + x٢
j sin(٢πhtj)]αj = ٠ h = ١,٢

Σ١۵٠٠
j=١ [٢πhx٢

j sin(٢πhtj) + uj(١ − cos(٢πhtj))]αj = ٠ h = ١,٢

Σ١۵٠
j=١αj = ٠/١

Σ٣٠٠
j=١۵١αj = ٠/١

.....

Σ١۵٠٠
j=١٣۵١αj = ٠/١

αj ≥ ٠ , j = ١,٢, ...,١۵٠٠

مخالف متغیرهاي که آید می بدست اي بهینه قبول قابل Matllabجواب افزاري نرم محیط از استفاده با

است: زیر بصورت بهینه جواب در آن صفر

α(٢) = ٠/٠١٨٢ α(٨٢١) = ٠/١

α(١٣١) = ٠/٠٨١٨ α(١٠٢۶) = ٠/١

α(٢٨١) = ٠/٠١٣ α(١٠۵١) = ٠/٠٠٢٧

α(٢٩٧) = ٠/٠٨٧ α(١٠٧٢) = ٠/٠٠۵٨

α(۴۴۶) = ٠/١ α(١١٧۶) = ٠/٠٩١۵

α(۵٧۶) = ٠/٠۶٠٩ α(١٢٢١) = ٠/١
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α(۵٩٧) = ٠/٠٣٩١ α(١٣۵٢) = ٠/٠٨٨۴

α(۶٠١) = ٠/٠١ α(١٣۶٧) = ٠/٠١١۶

طریق به کنترل ، ها بازه سایر در و کنیم می مشخص بازه زیر چند در نمونه بعنوان را u(t) کنترل

شود. می محاسبه مشابه

داریم: فوق رابطه طبق باشد می بهینه جواب از از صفر غیر مولفه اولین α٢ = ٠/٠١٨٢ چون

u(t) = u٢ = −١/٢ t ∈ [Σl<٢αj , Σl≤٢αj) = [٠ , ٠/٠١٨٢)

داریم: پس باشد می بهینه جواب از از صفر غیر مولفه دومین α١٣١ = ٠/٠٨١٨ نیز و

u(t) = u١٣١ = −٣/۶ t ∈ [Σl<١٣١αj , Σl≤١٣١αj) = [٠/٠١٨٢ , ٠/١)

: از است عبارت u کنترل مقدار α(٢٨١) = ٠/٠١٣ براي و

u(t) = u٢٨١ = −٣/۶ t ∈ [Σl<٢٨١αj , Σl≤٢٨١αj) = [٠/١ , ٠/١١٣)

است عبارت مربوطه u کنترل مقدار که است α(٢٩٧) = ٠/٠٨٧ بهینه جواب از بعدي صفر غیر مولفه

از:

u(t) = u٢٩٧ = −١/٢ t ∈ [Σl<٢٩٧αj , Σl≤٢٩٧αj) = [٠/١١٣ , ٠/٢)

u(t) تقریبی کنترل نمودار شود. مشخص [٠,١] بازه بر u(t) کنترل تابع تا دهیم می ادامه را روند همین

است. شده آورده شکل3.5 در

است. شده آورده 4.5 شکل در x٢(t), x١(t) مسیر توابع تقریبی نمودار همچنین
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.3.2.5 مثال

min I =

∫ ١

٠
u٢(t)dt

s.t : ẋ =
١
٢x(t) + u(t)

x(٠) = ٠ , x(١) = ٠/۵

گیریم: می نظر در زیر بصورت را Ω ناحیه

Ω = J × A× U = [٠,١]× [٠,١]× [٠,٠/٧]

متغیرهاي تعداد که N = I×J×M = ١٠٠٠ بنابراین ،M = ١٠ و J = ١٠ ، I = ١٠ کنید فرض

فوق مسأله حل . L = M٢و١٠ = ۴ ،M١ = ٢ کنید فرض همچنین است. خطی ریزي برنامه مسأله

در x(t) مسیر تابع و u(t) کنترل تابع آید. می بدست 0/1431 برابر هدف تابع مقدار اندازه نظریه توسط

شوند. می داده نمایش 6.5 و 5.5 شکلهاي
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.4.2.5 مثال

min I =

∫ ١

٠
[x٢

١(t)− x٢
٢(t)]dt

s.t : ẋ١ = ẋ٢(t)

ẋ٢ = ١٠x٣
١(t) + u(t)

x(٠)١ = ٠ , x(١)١ = ٠/١

x(٠)٢ = ٠ , x(١)٢ = ٠/٣

گیریم: می نظر در زیر بصورت را Ω ناحیه

Ω = J × A× U = [٠,١]× [٠,١]× [٠,١]× [٠,١]

مسأله متغیرهاي تعداد که N = ١٢۵٠ بنابراین ،M = ١٠ و J = ۵ و I٢ = ۵، I١ = ۵ کنید فرض

مسأله حل از پس شوند. می انتخاب L = M٢و١٠ = ٨ ،M١ = ٢ همچنین است. خطی ریزي برنامه

توابع و u(t) کنترل تابع نمودار آید. می بدست 0/0234 برابر هدف تابع مقدار اندازه نظریه توسط فوق

شوند. می داده نمایش 8.5 و 7.5 شکلهاي در x٢(t) و x١(t) مسیر
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باشد. شده داده زیر ضابطه با f٠ تابع کنید فرض .5.2.5 مثال

f٠(t, x, u) =


|x− ٢t|+ |u١ − ١| t ∈ [٠,٠/٢۵),
|x− ٠/٢۵|+ |u١ + ١| t ∈ [٠/٢۵,٠/٧۵),
|x− ٢t+ ١|+ |u١ − ١| t ∈ [٠/٧۵,١),

بگیرید. نظر در را زیر مسأله

min I =

∫ ١

٠
f٠(t, x, u)dt

s.t : ẋ١ = u١(t) + u٢
١(t) + u٢(t)

x(t) + u٢
١(t) ≤ ٠

x(٠) = ٠ , x(١) = ١

|u١| ≤ ١ , u٢(t) ≥ ٠

کنیم: می معرفی زیر بصورت را Ω ناحیه

Ω = J × A× U = [٠,١]× [٠,١]× [−١,١]× [٠,٠/۵]

تعداد که شود می N = ١٠٠٠٠ بنابراین کنیم، می تقسیم قسمت 10 به را فوق ها بازه از یک هر و

می انتخاب L = و١٠ M٢ = ٨ ، M١ = ٢ همچنین است. خطی ریزي برنامه مسأله متغیرهاي

توابع آید. می بدست 0/3545 برابر هدف تابع مقدار اندازه نظریه توسط فوق مسأله حل از شوند.پس

شوند. می داده نمایش 11.5 و 10.5 ، 9.5 شکلهاي در x(t) مسیر توابع و u٢(t) ، u١(t) کنترل
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6 فصل
با موشک پرتاب زمانی بهینه کنترل مسائل

ثابت هدف
معرفی 1.6

زمینه در بهینه کنترل مسائل باشند. می سازي بهینه مسائل از وسیعی رده شامل بهینه کنترل مسائل

مورد عمران مهندسی و مکانیک مهندسی شیمی، مهندسی رباتیک، هوافضا، مهندسی علوم مختلف هاي

کنترل مسائل از بسیاري است. بوده موفق نیز داروسازي و اقتصاد زمینه در همچنین باشد. می استفاده

سخت بهینه کنترل مسائل از اینگونه حل لذا باشند. می کنترل و وضعیت متغیرهاي از قیودي تحت بهینه

بسیاري حل در عددي روشهاي بنابراین باشند. می جواب فاقد موارد از بسیاري در آنها آنالیزي حل در و

در بهینه کنترل مسائل براي بسیاري عددي مدلهاي حاضر حال در است. نیاز مورد مناسب مسائل این از

.([29] - باشد([13] می موجود مختلف کتب

مورد مختلفی موضوعات در که باشد می بهینه کنترل مسائل از مهم رده یک زمان مینیموم کنترل مسائل

هاي رشته مهندسین هم و دانان ریاضی توسط هم مسائل از رده این استفاده گیرند. می قرار استفاده

که مسائلی نوع مشهورترین .([35] - [30]) است دیگر علوم بین در مسائل این جایگاه از نشان مختلف

سازي مینیموم آن هدف که است زمانی کنترل سیستمهاي است گرفته قرار مطالعه مورد خصوص این در

است. شئ یک حرکت زمان

83
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ممکن وسایل این که باشد می نظر مورد وسایل در پرواز زمان سازي مینیموم هوافضا صنایع در مثال براي

.([20] ، [13] باشند.( فضایی شاتلهاي و هواپیما راکت، است

اهداف بسوي راکت حرکت زمانی بهینه کنترل مسائل حل به اندازه نظریه روش از استفاده با فصل این در

و باشد می کنترل ورودیهاي بعنوان راکت پرتاب زاویه و شتاب مساله مدلبندي این در پردازیم. می ثابت

کنترل مساله در بهیه زمان گیرد. می قرار بررسی مورد حرکت سناریوي تحت پرواز زمان سازي مینیموم

روش مزیت آمد. خواهد بدست اندازه تئوري روش اساس بر سازي بهینه تکنیک گیري بکار با زمانی بهینه

مرزي مقدار مسأله حل به نیاز و شروع خود تکرار، فاقد روش این که است واقعیت این از ناشی شده ارائه

باشد می دیگر بهینه کنترل متنوع مسائل به توسعه قابل مدل این خصوصیات، براین علاوه ندارد. متناظر

ناهمگن سد یک نمناك و خشک هاي قسمت کننده جدا آزاد مرز مسأله خصوص این در توان می که

معادلات در زمانی کنترل مسائل ، [37] مغناطیسی آهنربا قطب یک براي بهینه شکل طراحی ، [36]

[40] گانه چند اهداف زمانی بهینه کنترل مسائل ، [39] بعدي دو هاي نازل بهینه طراحی ، [38] گرما

برد. نام [41] انتشار معادله در اغتشاشات کنترل در عددي تقریب و

مسأله بیان 2.6
است مطلوب نماید. می عمل x٢(t) محور روي F = Mα(t) 1 تراست نیروي با M راکت کنید فرض

طرح این در همچنین دهد. قرار اصابت مورد شده داده نشان x١(t) محور روي که را T هدف M که

باشد. می هدف به اصابت تا پرتاب لحظه از راکت پرواز زمان سازي مینیموم هدف
1Trust
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راکت پرواز مسیر :1.6 شکل

نمود: بندي فرمول زیر بصورت را راکت حرکت توان می فیزیکی لحاظ از
ẋ١ = x٣,
ẋ٢ = x۴,
ẋ٣ = α(t) cos β(t),
ẋ۴ = α(t) sin β(t)− g,

(1.6)

، عمودي موقعیت ، افقی موقعیت ترتیب به β(t) و α(t) ،x۴(t) ، x٣(t) ، x٢(t) ، x١(t) درآن که

است. زمین گرانش نیروي g و باشد می راکت پرتاب زاویه و راکت شتاب ، عمودي سرعت ، افقی سرعت

می زمان حداقل در xf ∈ R۴ تا x٠ ∈ R۴ از راکت هدایت فوق، سیستم در زمانی بهینه کنترل مسئله

نظر در ثابت راکت شتاب اینجا در که باشد می β(t) و α(t) مسأله در استفاده مورد هاي کنترل باشد.

است: زیر بشکل مسأله کنترل و وضعیت متغیرهاي بنابراین شود. می گرفته

x(t) =


x١(t)
x٢(t)
x٣(t)
x۴(t)

 , u(t) =

[
u١(t)
u٢(t)

]
, u١(t) = α(t) , u٢(t) = β(t)
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شود: می نوشته زیر بصورت راکت حرکت زمانی بهینه کنترل مسأله بالا تعاریف به توجه با

minimize

∫ Tf

٠
dt (2.6)

s.t. ẋ١ = x٣ (3.6)

ẋ٢ = x۴ (4.6)

ẋ٣ = α(t) cos β(t) (5.6)

ẋ۴ = α(t) sin β(t)− g (6.6)

x(٠) = x٠ , x(Tf ) = xf (7.6)

ریزي برنامه مسأله یک به اندازه نظریه توسط بالا بهینه کنترل مسأله شد، اشاره 5 فصل در که طور همان

شود: می تبدیل زیر بصورت خطی

min ΣN
j=١αj (8.6)

s.t : ΣN
j=١αjφ

g
i (zj) = ∆φi i = ١,٢, ...,M١ (9.6)

ΣN
j=١αjχh(zj) = ٠ h = ١,٢, ...,M٢ (10.6)

ΣN
j=١αjθs(zj) = as s = ١,٢, ..., L (11.6)

نشان را J بازه طول نیز ها αj مجموعه که باشند می ها αj مسأله مجهولات و معلوم ها zj فوق مسأله در

مسأله معیار تابع لذا باشد، می J بازه طول کردن پیدا هدف چون زمانی بهینه کنترل مسائل در دهد. می

بود: خواهد در زیر بصورت ∫فوق Tf

٠
dt = ΣN

j=١αj

پردازیم. می دارند بستگی J به Ω افراز در که fa و ψ ، φ توابع بررسی به حال
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توابع اما نمود. انتخاب و... x٢ ، x ایهاي جمله چند از توان می را φ توابع گردید بیان که همانطور

باشند: می زیر بصورت ψ

ψ(t) =

{
sin[٢πr (t− ta)

∆t
] t ∈ Jo

٠ صورت این غیر در
(12.6)

اینکه یا و

ψ(t) =

{
١ − cos[٢πr (t− ta)

∆t
] t ∈ Jo

٠ صورت این غیر در
(13.6)

با باشد. می نظر مورد Tf همان tb که باشد می ∆t = tb − ta ، 13.6 12.6و روابط در اینکه به توجه با

ψ توابع در و آورده بدست است Tf براي پایین کران یک بعنوان که را T١ مقدار زیر الگوریتم از استفاده

دهیم. می قرار fa و

باشد. می جریمه T٢ << M و Tf بالاي کران T٢ و T١ = ٠ آن در که باشد I = [T١, T٢] کنید فرض

مسأله حل و T٢ = T١ + ٠/۶١٨(T٢ − T١) و T١ = T١ + ٠/٣٨٢(T٢ − T١) بافرض (1 مرحله

خطی ریزي برنامه مسأله اگر آوریم. می بدست را T (T٢) و T (T١) مقدار آن با متناظر بهینه کنترل

دهیم. می اختصاص آن به را M جریمه مقدار بود ناشدنی آنها از کدام هر به متناظر

، T (T١) < T (T٢) اگر و دهیم می قرار T٢ = T٢ و T١ = T١ ، بود T (T١) > T (T٢) اگر (2 مرحله

دهیم. می قرار T٢ = T٢ و T١ = T١

مینیموم را T١ + T٢
٢ و نماییم می توقف شده کوچک کافی بقدر I = [T١, T٢] بازه طول اگر مرحله3)

رویم. 1می مرحله به صورت این غیر در و گیریم می نظر در T١ براي مقدار

نویسیم: می زیر بصورت را ψ توابع حال

ψ(t) =

 sin(
٢πrt
T١

) t ∈ [٠, T١]

٠ t ∈ [T١, Tf ]
(14.6)
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اینکه یا و

ψ(t) =

 ١ − cos(
٢πrt
T١

) t ∈ [٠, T١]

٠ t ∈ [T١, Tf ]
(15.6)

می نظر در را زیر توابع نیز ها fs براي لذا دارند نیاز J افراز به نیز fs توابع زمانی بهینه کنترل مسائل در

گیریم:

fs(t) =

{ ١ t ∈ Js
٠ صورت این غیر در (16.6)

آن در که

Js(t) := (
(s− ١)T١
L١ − ١ ,

sT١
L١ − ١) s = ١,٢, ..., L١ − ١

JL١ = [T١, Tf ]

بود: خواهد زیر بصورت باشد می af s برابر که J روي fs تابع انتگرال نیز و

af s =


T١

L١ − ١ s = ١,٢, ..., L١ − ١
Tf − T١ s = L١

(17.6)

داد: گسترش زیر بصورت را fs توابع توان می مربوطه خطی ریزي برنامه مسأله در لذا

Σ
L٢
j=١αj =

T١
L١ − ١ (18.6)

Σ
٢L٢
j=L١+٢αj =

T١
L١ − ١

...

Σ
(L١−١)L٢
j=(L٢−١)L١+٢αj =

T١
L١ − ١

Σ
(L١)L٢
j=(L٢−١)L١+٢αj = Tf − T١
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عملی مثال یک 3.6
یک در اندازه نظریه روش به زمانی بهینه کنترل مسائل در شده مطرح موارد کاربرد خواهیم می حال

گیریم: می نظر در زیر اطلاعات با را 7.6 - 2.6 مسأله اینجا در دهیم. قرار بررسی مورد مثال
x(٠)١ = x(٠)٣ = x۴(٠) = ٠,
x(٠)٢ = ١٠ , x١(Tf ) = ١١٠,
x٣(Tf ) = ١۴١/۴ , x۴(Tf ) = −١۴/١۴
α(t) = ١٠٠,

(19.6)

نماییم: می انتخاب زیر بصورت را U و A هاي بازه نیز و

U = [−٠/١۴,٠/٢٢] , A = [٠,١١٠]× [٠,١٠]× [٠,١۵٠]× [−١۵,٠]

قسمت 10 به U آن در که کنیم می افراز قسمت N = ١٨۴٨٠٠ به را Ω = J × U ×A فضاي حال

مجموعه بنابراین کنیم. می افراز قسمت 12 به را J و قسمت 1540 به A = A١ × A٢ × A٣ × A۴ و

براي (tj, xj, uj) با Ω مجموعه از شبکه هر که شود می پوشیده بندي شبکه نوعی با Ω = J × U ×A

شود. می شناخته j = ١,٢, ..., N

می نظر در 12 و 4 ، 4 برابر بترتیب را L و M٢ ، M١ مقادیر 11.6 و 10.6 ، 9.6 روابط براي اکنون

کنیم: می انتخاب زیر بصورت را φ توابع مثال بطور گیریم،

φ١ =


x١
٠
٠
٠

 , φ٢ =


٠
x٢
٠
٠

 , φ٣ =


٠
٠
x٣
٠

 , φ۴ =


٠
٠
٠
x۴


کران ، T٢ = ١٠ بالا کران گرفتن نظر در با و 77 صفحه در شده مطرح الگوریتم بکارگیري با

بهینه زمان فوق مسأله با متناظر LP مدل بردن بکار با نیز و آوریم می بدست T١ = ١/٣٨ پایین

2.6 شکلهاي در [٠,١٫ ۴١۴] بازه روي آن متناظر مسیر و کنترل تابع آید. می بدست Tf = ١/۴١۴

شوند. می داده نمایش 3.6 ،
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پیشنهادات و گیري نتیجه 4.6
روش براساس را خطی غیر یا خطی قیود با بهینه کنترل مسأله یک که داشتیم سعی نامه پایان این در

فضاي از را جواب فضاي توانستیم توپولوژي و آنالیز در مفاهیمی از استفاده با نماییم. حل اندازه نظریه

دهیم. انتقال اندازه فضاي به آنجا از و ها تایعی فضاي به کلاسیک بهینه کنترل

لازم افزود. نمی حل راه شدن پیچیده به قیود بودن خطی غیر یا خطی روش این در که دیدیم همچنین

وضعیت متغیرهاي بودن کراندار اندازه نظریه روش به بهینه کنترل مسائل حل در که کنیم یادآوري است

مجهول نهایی زمان آن در که (مسائلی زمانی بهینه کنترل مسأله یک انتها باشد. می ضروري کنترل و

به مسأله قیود در موجود توابع در تغییراتی و الگوریتم از استفاده با و داده قرار بررسی مورد را باشد) می

بپردازیم. آن حل
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این در باشند کراندار کنترل و وضعیت متغیرهاي باید می روش این در اینکه به توجه با شود می پیشنهاد

φ توابع بجاي که نمود کار توابعی روي نیز و برد بین از را الزام این بتوان که شود کار حالاتی روي روش

کمتري زمان از آن با متناظر خطی ریزي برنامه مسأله در جواب به رسیدن در که شوند استفاده fa و ψ ،

گردد. استفاده
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الفبایی فهرست
9 σ−جبر،

11 علامتدار، انداذه
13 اتمی، اندازه
13 بیر، اندازه

11 بیرونی، اندازه
17 متناهی، اندازه

11 لبگ، پذیر اندازه
10 اي، مجموعه تابع

9 تابعی،
9 ها، مجموعه جبر

8 متناهی، اشتراك خاصیت
1 فشرده، هاي سیستم
7 توپولوژیک، فضاي

6 اندازه، فضاي
11 پذیر، اندازه فضاي

4 وضعیت، فضاي
18 فیلتر،

19 مافوق، فیلتر
10 برل، مجموعه
8 فشرده، مجموعه

8 فشرده، موضعأ مجموعه
12 بیر، هاي مجموعه

8 چگال، مجموعه
9 فشرده، محمل

18 پائینی، پیوسته نیم
14 مطلق، پیوستگی

16 اي، ناحیه پیوستگی
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انگلیسی به فارسی واژهنامه
Partition . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . افراز
Disjoint . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . جدا هم از
Unbounded . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کران بی
Objective function . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . هدف تابع
Combination linear . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . خطی ترکیب
Affine combination . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . آفین ترکیب
Approximation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تقریب
Basic feasible solution . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پایه شدنی جواب
Feasible solution . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . شدنی جواب
Basic solution . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پایه جواب
Density . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . چگالی
System of linear equation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . خطی معادلات سیستم
Representation theorem Rich . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ریس نمایش قضیه
Interval . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . فاصله
Lower bounds . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پایین کران
optimal control . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بهینه کنترل
Support . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . محافظ
Active constraint . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . فعال محدودیت
Bounded variables . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کراندار متغیرهاي
Basic variables . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پایه متغیرهاي
Bounded set . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کراندار مجموعه
Constraint . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . محدودیت
Carrier . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . محمل
State variable . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . وضعیت متغیر
Unique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بفرد منحصر
Control variable . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کنترل متغیر
Component . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مولفه
Convergence . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . همگرایی
Inequality . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نامساوي
Feasible region . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . شدنی ناحیه
Mapping . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نگاشت
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فارسی به انگلیسی نامه واژه
Active constraint . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . فعال محدودیت
Affine combination . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . آفین ترکیب
Approximation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تقریب
Basic feasible solution . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پایه شدنی جواب
Bounded variables . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کراندار متغیرهاي
Basic solution . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پایه جواب
Basic variables . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پایه متغیرهاي
Bounded set . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کراندار مجموعه
Combination linear . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . خطی ترکیب
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Abstract

we use measure theory in the discrete case to solve a wide range of the nonlinear
equations systems. First, we transform the problem to an optimal control problem in
discrete case. The new problem is modified into one consisting of the minimization
of a linear functional over a set of Radon measures; the optimal measure then is
approximated by a finite combination of atomic measures and the problem converted
approximately to a finite-dimensional nonlinear programming. Finally, we obtain an
approximate solution for the original problem, furthermore, we obtain the path from
the initial point up to the approximate solution.

Keywords: Riesz representation ,measure theorem ,approximation techniques,
optimal control.
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