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 تشکر و قدردانی

 

خالق این بنده و همیشه راهنما و یاور من ستایم، همو که اش میخدای متعال را به عظمت و کبریایی

 ترین لحظات زندگی و همچنین در این تحقیق بوده است.در سخت

مجموعه حاضر مدیون حمایت و تلاش بزرگوارانی است که در جهت پیشبرد این تحقیق مرا از الطاف      

 با بضاعتی اندک ارج نهم. دانم که تلاش ایشان رااند و بر خود لازم میمند ساختهدریغ خویش بهرهبی

-اند تشکر میهای زندگی پشتیبان و مشوق من بودهاز پدر و مادر عزیزم که همواره در تمامی عرصه

 کنم.

-شائبهها و رهنمودهای بیبه پاس کوشش جناب آقای دکتر فتحعلیاز استاد راهنمای ارجمندم، 

م که بدون هدایت، حمایت و همفکری کنم. کاملا واقفشان در طول این دوره تشکر و قدردانی می

 یافت.ایشان این تحقیق سرانجام نمی

به علت رهنمودهای ارزشمندشان در مسیر انجام  جناب آقای دکتر آرشیاز استاد مشاورگرامی ام، 

 کنم.این تحقیق قدردانی می

و داوری  نیز به جهت مطالعهدکتر زیره جناب آقایو  جناب آقایدکتر زعفرانیهاز اساتید محترم، 

 نامه کمال تشکر و قدردانی را دارم.این پایان

نامه به من یاری ای های عزیزم که در تدوین و انجام این پایاندورهدر نهایت از تمامی دوستان و هم

 نمایم.رساندند صمیمانه سپاسگزاری می
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 چکیده

 

پرردازیم. و مقدمه ای بر مسائل مکانیابی می به معرفی مفاهیم اساسی مورد نیازنامه ابتدا این پایان در

هرای سپس به بیان خواص این مساله با استفاده از نرم نیابی خط در صفحه را بیان کرده، مکادر ادامه

بی خرط در فضرای سره مکانیاکنیم. همچنین را بررسی مینپردازیم و قضایای مربوط به آمختلف می

هرای به معرفی الگروریتم ،مورد بررسی قرار دادهحالات مختلف این مساله را کنیم و بعدی را بیان می

برا  ده و، مکانیابی خط نیمه ناخوشرایند را معرفری کررپردازیم. در ادامهن مسائل میارائه شده برای ای

یر  خط نیمه ناخوشرایند  ئل مکانیابیمسا ( و خواصPSOاز الگوریتم بهینه سازی پرندگان)استفاده 

-را بدسرت مریکنیم و نتایج محاسباتی آنالگوریتم برای مکانیابی خط میانه نیمه ناخوشایند ارائه می

توان این الگوریتم را به عنوان ی  الگوریتم کارا برای مسائل مکانیابی خرط دهیم میآوریم و نشان می

 میانه نیمه ناخوشایند در نظر گرفت.
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 مقدمه     0-0

به بیان ساده، یعنی یافتن ی  یا چند مکان مناسب با در نظر گرفتن شرایط حراکم  3مکانیابی 

ها به دنبال یرافتن محرل و نحروه ه در آنهستند کمسائلی تر ما مسائل مکانیابی بطور دقیقبر مساله. ا

غیرهرای مرو ر برر (بر اساس عوامل یرا متتن بهینه ی  یا چند فعالیت معین )سرویس دهندهقرار گرف

ری یا سرویس گیرنده موجودنرد و در این مسائل فرض بر این است که تعدادی مشتنیابی هستیم. مکا

کره طروریدهندگان جدید را بیابیم بره ترین مکان برای استقرار سرویسخواهیم بهترین و مطلوبمی

 ردند.یط مساله بهینه گ، زمان سرویس دهی، سود، ... بسته به شراها، تا یرات محیطی نامطلوبهزینه

در موفقیت و بقای مراکز صنعتی است. یکی از عناصرکلیدی اخیر مطالعات مکانیابی در سالهای

مطالعات مکانیابی هم در سطح ملی و هم در سطح بین المللی بسیار مورد توجه قرار گرفته است. در 

 برخوردار است.های حل مسائل مکانیابی از اهمیت بسیار زیادی ها و روشاین میان شناخت هدف

ای هواحدها و موفقیتسبب کاهش هزینه علوم کاربردی است که توجه به آنجمله مکانیابی از 

را انتخاب مکان برای ی  یا چند مرکز، با در نظرگرفتن سایر مراکز و شود. مکانیابی مراکزصنعتی می

تواند هزینه حمل و هدف میای بهینه شود. این ای که هدف ویژهدانند بگونههای موجود میمحدودیت

نقل، ارائه خدمات عادلانه به مشتریان، در دست گرفتن بزرگترین بازار و غیره باشد. در واقع هدف از 

از طریق ایجاد (مشتری)اضاای از نقاط تقها، خدمت رسانی به مجموعهمکانیابی تسهیلات و زیرساخت

است به نحوی که دسترسی مشتریان به (2تهیلا)تسدهی ای از نقاط سرویسی از مجموعهاربردبهره یا

ها در مساله استاندارد مکانیابی تسهیلات تسهیلات با کمترین هزینه و بصورت کارا انجام پذیرد. فاصله

ر ی  از تسهیلات تابعی است از برداری از هبهره هزینه ایجاد یا .شوندتری  محاسبه میدر فضای م

 واقع شده است. ای که تسهیلات مذکور در آننقطه
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هیلات در همه نقاط یکسان برداری تسبهرههای ایجاد یا ها ممکن است هزینهنهدر برخی گو

حل مساله برای  . در حالت کلی ی  روش)مساله مکانیابی تسهیلات با هزینه یکسان(فرض شود

. راه ودرسانی انتخاب ش مکانیابی تسهیلات این است که ی  زیر مجموعه از تسهیلات برای خدمت

( توسط چه نقطه سرویس دهنده )مشتریاکند کدام نقطه تقاضحل مورد نظر همچنین تعیین می

محدودیت تعداد تسهیلات، ل متحرک یا  ابت بودن تسهیلات، از قبیگیرد. پارامترهایی خدمت می

ختلفی های منهگوخدمت بگیرند و...، توانند از ی  سرویس دهنده اضاهایی که میمحدودیت تعداد تق

ها در دنیای واقعی، برای نکه با توجه به کاربرد آآورند از مساله مکانیابی تسهیلات را بوجود می

 بهینه مورد توجه و جالب هستند. های نزدی  بهحل تحقیقات و ارائه راه

گرردد. مطرح کرد بر مری 1ای که فرماکانیابی به اوایل قرن هفدهم و مسالهزمان پیدایش مسائل م     

ی  مثلث را در نظرر بگیریرد کره وزن هرر یر  از "ای که فرما مطرح کرد به این صورت است: مساله

+ باشد. نقطه چهارم را به گونه ای پیدا کنید که مجموع فواصل وزنی آن تا رئروس مثلرث 3رئوس آن 

الاضلاعی های محیطی مثلث های متساوی مشاهده کرد که محل برخورد دایره4. توریچلیکمینه گردد

ست. نظریره مکانیرابی له اشوند، جواب مسااصلی و رو به بیرون آن ساخته می که بر روی اضلاع مثلث

 بوجود آمد. 3999در سال  5که ما امروزه با آن سروکار داریم، اولین بار با انتشار کتاب آلفرد وبر

ترابع  3964در سرال [1]شد کره حکیمری مکانیابی از زمانی آغاز مسائل بر روی تراما مطالعات جدی 

مچنین در ادامه تحقیقات خود ه او مطرح کرد. 7و مینیماکس 6ین مجموعهدف را به دو صورت کمتر

بررای مکانیرابی گسسرته  نقطه شرروع ی  مطالعاتی بر روی مسائل مکانیابی روی شبکه انجام داد که

-خواهیم مکان استقرار آنهندگانی که میل مکانیابی سرویس د. معمولا در مسائآیدمدرن به شمار می

آوریم. بنرابراین تا یرات مثبت شان را به حساب می شوند و تنهاا بیابیم، مطلوب در نظر گرفته میها ر
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مردرن و پیشررفته در جوامع دافعه، تلقی می شود.  هاها نوعی جاذبه و دوری از آننزدی  بودن به آن

دهندگانی رو برو هستیم که علاوه بر ارائره خردمات، ترا یرات منفری و ها و سرویس امروزی با فعالیت

مخربی نیز بر محیط پیرامون خود دارند. کارگاه های تولیدی مثال آشکار ایرن مرورد هسرتند. کارگراه 

کالای مورد نیاز جامعه را تولید کرده و از طرف دیگر آلاینده محیط زیسرت اسرت. مراکرز ورزشری در 

تواننرد تفریحی مناسرب را ارائره دهنرد، مری ر دسترس باشند و امکانات ورزشی وعین حال که باید د

 تا یرات منفی همچون سر و صدا، ازدحام جمعیت و یا مشکلاتی از این قبیل را داشته باشند.  

که هر دو ویژگی را به طور همزمان در خود دارند، انطبراق بیشرتری برا مسرائل هایی مطالعه مدل     

هرای مردل 3979ترا اواسرط  3969. از دهه بردی دارد و به سرعت در حال پیشرفت استواقعی و کار

شد. های مینیماکس در بخش عمومی به کار گرفته میصی و مدلهای خصوکمترین مجموع در بخش

نرام   8مدل های مکانیابی مضررکه بعد ها هااین دسته از مدلاین موضوع تغییر کرد.  3979از اواسط 

هرا، در ایرن دسرته مردل معرفری شردند. [3]، چرچ و گارفینکرل [2]گلدمن و دیرینگ توسط گرفتند

گذارند و دیگر سعی در نزدیکترر برودن بره ها را کنار میریان فرض مطلوب بودن سرویس دهندهمشت

وان به مکانیرابی تها میند. به عنوان کاربردی از این مدلکننداشته و تا حدی از آنها دوری میها را آن

های ایرن نروع زباله اشاره کرد. در حقیقت ویژگیای، مراکز تصفیه آب و اماکن دفن اکتور های هستهر

 هرا را از خرود دور کننردن آنشود که مشتریاب میکند و سبویس دهندگان نوعی دافعه ایجاد میسر

ارائه شد. پس از آن طبقره  [4]توسط هندلر و میرچندانی ابتدا های مکانیابیمدل گونهاین طبقه بندی

 جام شده است. ان[6]و نیز ارکوت و نیومن [5]بندی های دیگری توسط هاماخر و نیکل 
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 اهداف مسائل مکانیابی     0-2

ها در شناسایی و اولویت بندی معیارهای های مختلفی را در بردارند. هدفمکانیابی هدفمسائل 

ها، اهمیت و نقش مهمی دارند. در ی  عیارهای آنتصمیم گیری در ی  مساله مکانیابی و زیر م

ع هدف، به های مسائل مکانیابی با رویکرد برنامه ریزی ریاضی و برحسب انواع تابتقسیم بندی، هدف

 .[7] شوندسه دسته تقسیم می

ها اشاره به نزدیکی هر چه بیشتر محل استقرار تسهیل به این هدف: 3یاهداف کشش (3

شوند. در واقع ترین مسائل مکانیابی میمسافت دارند که شامل قدیمیمشتریان و کمتر کردن 

 های کششی دارند.صورت کمینه سازی است، هدفها بهمسائلی که تابع هدف آن

گیرند و از اوایل ها مسائل مکانیابی مراکز نامطلوب را در برمیاین هدف :01اهداف فشاری (2

داکثر کردن فاصله مراکز جدید از  مراکز حاند. هدف در این مسائل وجود آمدهب 3979دهه

های مکانیابی مضر ها ارائه شدند به مدلهایی که برای این نوع هدفموجود است. مدل

های معروف شدند که همانطور که گفته شد یافتن مکان مناسب برای دفن زباله یکی از مثال

 مناطق مسکونی است. ها بیشینه کردن فاصله این مکان ازآن است که در آن یکی از هدف

فت بین مراکز و مسا یی هستند که تلاش در متعادل کردنها: هدف33اهداف متعادل (1

ها بیشتر در تصمیم یابی به برابری است. این هدفها دستو هدف اصلی آنمشتریان دارند 

های عمومی کاربرد دارند، جایی که هدف، برقراری عدالت بین افراد است. مانند متعادل گیری

 شود.ردن حجم کاری مراکز پلیس که سبب متعادل شدن ارائه خدمات به متقاضیان میک

ها بیشتر سروکار داریم حال در ادامه به معرفی دو نوع از انواع مسائل مکانیابی که ما در ادامه با آن

 پردازیم:می

                                                 
Pull9 

Push39 

Balancing33 
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نقطره  nله وبرر بره ایرن صرورت اسرت کره فررض کنیرد مسرا)مسهاله وبهر( :02میانهه pمساله( 0

nppp ,,, 21  در صفحه داده شده است و متناظر با هر راس ی  وزن تخصیص داده شده است. اگرر

وزن مثبت باشد یعنی هزینه با افزایش فاصله، زیاد می شود و اگر منفی باشد یعنی با افزایش فاصرله، 

دهنده جدید است به قسمی که مجموع وزنی  هزینه کم می شود. هدف پیدا کردن مکان ی  سرویس

 فاصله بین سرویس دهنده جدید ونقاط موجود کمینه گردد، یعنی 

 


n

i

ii pxdwMin
1

, 

 است.  جدید سرویس دهنده ،xکه در آن 

iw وزن متناظر با نقطه ،i.است 

 ipxd  است. جدید و سرویس دهنده  ipبین نقطه  فاصله ,

میانه  -pگاه این مساله را مساله سرویس دهنده جدید باشد، آن pهمچنین اگر هدف پیدا کردن مکان 

 نامیم.می

npppنقطه  nفرض کنید : 09مرکزpمساله( 2 ,,, 21  در صفحه داده شده است و متناظر با هر

است به  xای مانند دن نقطههدف پیدا کر. در مساله مرکزراس ی  وزن تخصیص داده شده است

-را    به ipتا  xنیمم شود. یعنی اگر فاصله تا دورترین نقطه موجود می xفاصله وزنیقسمی که

صورت  ipxd  صورت زیر استگاه مساله بهنمایش دهیم آن ,

 ii
ni

pxdw ,maxmin
,2,1 

 

نامند. همچنرین صورت مینیماکس است، مساله را  مساله مرکز میدر این حالت که تابع هدف به 

شود. مرکز نامیده می -pگاه این مساله، مساله وسیله جدید باشد آن pاگر هدف پیدا کردن مکان 

                                                 
median-P32 

center-P31 
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نشرانی، خردمات آمبرولانس و گونه مسائل برای استقرار خدمات اورژانس ماننرد آترشدر واقع این

 گیرند.مراکز پلیس در جامعه مورد استفاده قرار می

 فضای مسائل مکانیابی0-9

باشند، یعنی توسط هرگاه فضای مکان تاسیسات و نقاط تقاضا پیوسته : پیوسته .0

کنند، نظیر مختصات مشخص شود، مدل را صورت پیوسته تغییر میمتغیرهایی که به

پیدا می  dRبعدی d. در این مدل ها مکان سرویس دهنده را در فضای پیوسته گویند.

ف می شوند. مسائل دو بعدی کنیم. اکثر مسائل مکانیابی در فضای حداقل دو بعدی تعری

به خاطر ویژگی های هندسی و قابلیت ادراک بصری شان بیشتر مورد توجه قرار می 

گیرند. در مواجهه با مسائل پیوسته از ابزار های هندسه و آنالیز )آنالیز تابعی، که معمولا 

 از ویژگی های تحدب و تقعر استفاده می شود( بهره می بریم.

ها باید مکان سرویس هایی هستند که در آنیابی گسسته مدلهای مکانمدلگسسته: .2

ای ها مجموعهدهندگانرا تنها روی نقاط از پیش تعیین شده پیدا کنیم. در این مدل

 شوند. متناهی از نقاط کاندیدا شده است که توسط متغیرهای گسسته نشان داده می

توان لیست کامل و جامعی از های گسسته نمیهای مکانیابی پیوسته برخلاف مدلدر مدل

 و مدل 34های ایجاد مکانهای پیوسته را مدلاز این جهت، مدلنقاط در دسترس را ارائه داد.

 اند.خوانده 35های انتخاب مکانگسسته را مدل

 

 پردازیم:حال در ادامه به معرفی مساله مکانیابی خط و تاریخچه آن می

 

                                                 
Location34 

Allocation35 



   

 

 
8 

 

 مکانیابی خط  0-4

جای یرافتن یر  نقطره ی  شاخه از مکانیابی تسهیلات است که در آن به 36مساله مکانیابی خط

خواهیم ی  خط را مکانیابی کنیم. در واقع هدف یافتن ی  خط راست در صفحه یا فضا است می

نریمم طوریکه مجموع فواصل وزنی یا ماکزیمم فاصله وزنی نقاط داده شده تا خط مورد نظر میبه

خط میانه و حالت دوم را مساله خرط مرکرز گوینرد. درواقرع تفراوت  شود، که حالت اول را مساله

مساله مکانیابی با مساله مکانیابی خط در این است که در مسراله مکانیرابی یر  مجموعره نقراط 

خرواهیم برا داریم و به دنبال یافتن مکان بهینه ی  نقطه هستیم اما در مساله مکانیابی خط، مری

ط راست را مکانیابی کنریم. مسراله مکانیرابی خرط در صرفحه توجه به ی  مجموعه نقاط، ی  خ

ها در این راستا ادامه مطرح شد و تا به امروز پژوهش[8]توسط وسلفسکی3975در سال اولین بار 

 دارد.

های دیگر مساله مکانیابی، کاربردهای فراوانری دارد. بررای مساله مکانیابی خط همانند سایر شاخه

ها در نزدیکی شهرها که نقش مهمی را در حمرل و نقرل ایفرا ها، جادهراهآهن، بزرگمثال ایجاد راه

ها از جمله گاز، آب،... که از نیازهای ضروری جامعه امرروز بشرر کنند، همچنین مسیریابی لولهمی

های مکانیابی خط نه تنها در تحقیق هایی از کاربردهای مکانیابی خط هستند. مسالههستند نمونه

وری مکانیابی کراربرد دارد بلکره در آمرار پایردار و در هندسره محاسرباتی ماننرد در عملیات و تئ

هرای صورت مسرالههای مکانیابی خط بهنیز کاربرد دارد. در آمار مساله 37بازشناسی و در کاتگوری

شوند و در مطرح می lیا برازش  1lهای برازش شوند یا بصورت مسالهرگرسیون خط شناخته می

-. چرون مسرالهکانیابی ابرصفحه مدنظر استهندسه محاسباتی عمدتا کلی سازی با مساله های م

-های رگرسیون خطی( بسیار مشهورند و برای بیشتر آنمسالههای دوم )های تقریب کمترین توان

                                                 
Line Location Problem36 

Category37 
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نامه مرورد ها هرگز در این پایانآن های جبری برای حل وجود دارد،ها حساب مقدماتی و تکنی 

 گیرند.بحث قرار نمی

 پردازیم:ها سروکار داریم میحال به بیان تعاریفی که در مساله مکانیابی خط با آن

  :در مساله مکانیابی خط، وزن ی  معیار عددی برای تشخیص اهمیت نقراط اسرت. وزن

تروان تعرداد شد، وزن نقاط را میمثلا اگر هدف ما ایجاد ی  بزرگراه در نزدیکی شهرها با

 ساکنان آن شهرها در نظر گرفت.

 :های مکانیابی خط را معرفی در این قسمت توابع هدف مورد استفاده در مدل تابع هدف

کند بستگی دارد و کنیم که انتخاب این توابع به هدفی که تصمیم گیرنده دنبال میمی

ای که اولی خط را بگونهف مینیماکس و تابع هدجموع عبارتند از تابع هدف کمترین م

به دنبال مکانیابی  فواصل وزنی کمینه شود و نوع مینیماکس کند که مجموعمکانیابی می

 خطی است که به همه نقاط نزدی  باشد.

 :قابل توجه فاصله ی  معیار عددی برای تشخیص میزان دور بودن اشیا استتابع فاصله .

ابع برای تخمین فاصله بین نقاط انتخراب شرود کره است که در حالت پیوسته باید ی  ت

نحوه انتخاب ی  تابع مناسب، خود موضوع مقالات زیرادی در زمینره مکانیرابی پیوسرته 

های مختلفی برای ارزیابی فاصرله بره به موقعیت و شرایط مسئله اندازه با توجهبوده است.

به عنوان تابع تخمین فاصله در یر   38های تصحیح شدهنرمکار می روند. استفاده از روند

پیشرنهاد شرد. وارد و  [7]مسئله مکانیابی با فضای پیوسته اولین بار توسط لاو و موریس 

برررای       . را مررورد مطالعرره قرررار دادنررد 39نیررز اسررتفاده از نرررم هررای بلرروکی 10]-[9ونرردل 

 شود.یهای زیر استفاده مگیری فاصله بین خط و نقاط معمولا از متراندازه

                                                 
Round norm38 

Block norm39 
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فاصله بین دو نقطه   (: 21)اقلیدسی 2lنرم  .3 21, xxx  و 21, yyy   در صفحه با

 استفاده از این نرم به صورت زیر است:

     221

2

212 , yyxxyxl  

فاصله بین دو نقطه   (: 23)مستطیلی یا منهتن1lنرم  .2 21, xxx  و 21, yyy   در

 صفحه با استفاده از این نرم به صورت زیر است:

  21211 , yyxxyxl  

برای  است. ها چند وجهیگوی یکه آننرم های بلوکی نرم هایی هستند که :نرم بلوکی:  .1

LLنرم های  شکل دایره است.مثال گوی واحد نرم اقلیدسی به دو مثال از نررم هرای  1,

بلوکی هستند.. این نرمها برای مدل کردن فاصله در مسائلی کره محردود بره حرکرت در 

جهت های از پیش تعیین شده هستیم، مناسب انرد. همچنرین کراربرد هرای زیرادی در 

 می توان به صورت زیر نشان داد: را xمسائل مکانیابی با مانع دارند. نرم بلوکی بردار 

    








 gg

r

g

g

r

g
B

bxx 
1=1=

=:=min 

rgکه نقاط 1,...,=gb وgbنقاط گوشه ای چند ضلعی کانتور واحد آن نرم هستند ،. 

دارد. مثلا در ی  قابل توجه است که انتخاب نوع فضا و متر مناسب به نظر تصمیم گیرنده بستگی 

شهر ممکن است که انتخاب فاصله مستطیلی دقت بسیار زیادی در تخمین فاصله واقعی بین دو نقطه 

های عمود برهم و توری شکل هستند در را داشته باشد. عمدتا شهرهایی که دارای خیابانفاصله  از آن

 گیرند.این دسته قرار می

و فاصله ها یکطرفه نباشند()به شرطی که خیابانخیابانیهای برای مدل کردن فاصلهنرم مستطیلی  

 های هوایی یا دریایی مناسب است.اقلیدسی برای مدل کردن فاصله

                                                 
Euclidean29 

Manhatan23 
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 انواع مکانیابی خط0-5

 . مکانیابی خط محدود شده:0-5-0

بریم اغلب مجبور به حساب واقعی بکار می نظریه مکانیابی را برای مدل کردن مسائل کهدر صورتی

های شدنی هستیم. چنین قیود اضافی اغلب کل ساختار مدل را ها برای مجموعه جوابمحدودیتکردن

رو بسیاری از نتایج تئوری ممکن است در عمل غیر مفید باشد. بنابراین در دهد و از اینتغییر می

 هامحدودیتاز ، تئوری مکانیابی بسیاری از مقالات، در رابطه با انواع مختلفی کلاسی سائل مکانیابی م

(برای )مجموعه محدود نام دارد Rآید، معرفی منطقه ممنوعهبکار میست. ی  نوع از محدودیت که ا

تواند ی  دریاچه، مانع طبیعی یا ی  میRدر واقع ناحیه ممنوعهباشد.میهای جدید استقرار دستگاه

خطی شکل نباید با دستگاه  Rبرای حالت مکانیابی خط، ی  منطقه ممنوعه مرکز صنعتی باشد.

مکانیابی  Lخط را در ناحیه  جای جستجوی ی  منطقه ممنوعه بایدجدید اشتراک داشته باشد. به

LFکه طوری، بهیابیمرا می Fای مانندمجموعه کنیم. یعنی  در حالتی که خط مجبور باشد .

برای تابع هدف میانه و که نامند، می22را مکانیابی خط لنگرآنباشد، به عبور از میان ی  نقطه ویژه 

 . [11]فاصله اقلیدسی بررسی شده است

ای در صفحه باشد که نباید منطقه Rبندی مساله مکانیابی خط محدود شده، فرض کنید برای فرمول 

 صورت زیر است:گاه مساله بهبا هیچ خطی اشتراک داشته باشد. آن

 
RLts

Lf

.

min
 

ل شده است که در آن خطوط به نقاط این مسائل برای فواصل قائم، با استفاده از دوگان هندسی ح

-های بلوکی و سایر نرمها از جمله نرمشوند و نقاط به خطوط و نتایج آن نسبت به سایر نرممنتقل می

 .[12]باشدهای دلخواه قابل تعمیم می

 

                                                 
Anchor Line22 
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 :های مثبت()با وزنه مکانیابی خطمسال0-5-2

بگیرید. در مسائل مکانیابی خط، هدف  ی  مجموعه از نقاط با وزن مثبت را در صفحه یا فضا در نظر

طوریکه مجموع فواصل وزنی یا ماکزیمم فاصله وزنی باشد بهیافتن ی  خط راست در صفحه یا فضا می

شود در این مسائل محدودیتی در صفحه یا فضا در نظر گرفته نمی نیمم شود.نقاط تا این خط می

جه نیستیم. همچنین وزن مثبت نقاط نشان دهنده ای موایعنی مانند حالت قبل با هیچ ناحیه ممنوعه

در این اط نزدی  باشد. مطلوب بودن نقاط است و لذا بهتر است خط بهینه تا حد امکان به این نق

 پردازیم.پایان نامه به این دسته از مسائل مکانیابی خط می

 :) با وزن منفی (21مکانیابی خط ناخوشایند 0-5-9

سرویس دهندگان اگرچه نظریه مکانیابی ریشه در قرن هفدهم دارد ولی مسائل مکانیابی که شامل 

مورد بررسی قرار گرفته اند دلیل این امر ناشی از  3979تقریبا از اوایل دهه نامطلوب می باشند، 

 [13].پیشرفت های تکنولوژیکی و صنعتی سازی است

تحت تا یرات منفی خط که  ای از نقاط موجود هستنده، مجموعدر مسائل مکانیابی خط ناخوشایند

نیمم کردن این تا یرات است. یعنی خط مورد نظر باید تا جایی که امکان دارد قرار دارند و هدف، می

در مباحث بهینه سازی و تحقیق در عملیات، از جمله  دانیمهمانطور که میدور باشد.  موجود از نقاط

ست، لذا برای جلوگیری از داشتن چنین معنی ا بی تن جواب نامتناهی، داشدر مسائل مکانیابی خط

پوسته  شود که بایدای در نظر گرفته میبهینه بگونه خط ،در مسائل مکانیابی خط ناخوشایندجوابی 

ضروری  مکانیابی خط ناخوشایند مسائل شرط برایاین  برقراریمحدب نقاط مفروض را قطع کند و 

خطوطی که برای بعضی نقاط مضر است مانند ریلهای به تعیین توان مساله می کاربردهای ایناز  است.

 .اشاره کردراه آهن که مثلا باید از بیمارستانها دور باشند 

 پردازیم.ها سروکار داریم، میهای بعد با آندر ادامه به بیان برخی از تعاریف که در فصل

                                                 
Obnoxious Line Location Problem21 
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 تعاریف0-6

yxرا با  ضرب داخلیحاصل ،nRدر  ,yxبردار به ازای هر دو.1-6-1تعریف  صورت نشان داده و به

 کنندزیر محاسبه می





n

k

kk yxyx
1

 

 نشان داده و عبارت است ازxرا باxنرم  ، nRxهر به ازای.2-6-1تعریف

2

1

1

2








 



n

k

kxxxx 

nRuفرض کنید. 3-6-1تعریف ی  بردار باشد. سوی بردارuبرداری هم جهت با بردار ،u و بطول 

uرا بصورت معمولا آن که واحد است
 دهند و برابر است بانمایش می

u

u
u 


  

VUTصورت تابع دو فضای برداری باشند. دراین VوUفرض کنیم. 4-6-1تعریف :  را ی  تبدیل

Uuuخطی نامیم اگر به ازای هر  21  داشته باشیم ,

3)      2121 uTuTuuT  

2)    uTuT   

 .Rکه در آن 

VUTاگر. 5-6-1تعریف :  ی  تبدیل خطی و nuuu ,,, 21   و mvvv ,,, 21 به-

باشند و  VوUهای مرتب برای دو فضای ترتیب پایه  



m

j

jjii vauT
1

صورت ماتریسدر این ،

 
nmjiaA


  را ماتریس تبدیل خطیT  نسبت به دو پایه  و نامند.می 

VUTاگر. 6-6-1تعریف : فضای پوچیگاه ی  تبدیل خطیباشد آنT  را باTKer  نشان داده و

 برابر است با
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  0;  uTUuTKer 

REEdتابع . 7-6-1تعریف :  را ی  تابع فاصله یا متری  رویE نامیم هرگاه میd  در

 شرایط زیر صدق کند:

3)  0, yxd  و 0, yxd  اگر و فقط اگرyx . 

2)   xydyxd ,,  

1)    yzdzxdyxd ,,,   )نابرابری مثلثی( 

در این وضع جفت مرتب  dE را ی  نقطه  Ex( را ی  فضای متری  و هر E)یا به اختصار،  ,

Eyxنامیم. اگر می , عدد نامنفی ، yxd  نام دارد. yو  xفاصله  ,

kREمجموعه .8-6-1تعریف هرگاه:نامیم را محدب می 

  EyxEyx   1;10,, 

، یعنیyو  xباید معادله خط واصل دو نقطهبه عبارت دیگر   yx   قرار  Eدرون مجموعه 1

 .بگیرد

از پوسته محدب نقاط، ی  مجموعه از نقاط در صفحه را در نظر بگیرید. منظور . 1-6-9تعریف

 کوچکترین مجموعه محدب شامل آن نقاط است.

باشد. مجموعه  nRای در نقطه aفرض کنیم . 10-6-1تعریف  raxdRx n  را ی  گوی  ;,

را با م و آننامیمی rو شعاع  aباز به مرکز  aBr دهیم.نشان می 

RIfو تابع  RIبازه . 11-6-1تعریف : گوییماند. میمفروضf تابعی محدب است، هرگاه به

Iyxازای هر  ,  10و هر   :داشته باشیم 

        yfxfyxf   11 

yxاگر به ازای هر    10و هر   نامساوی 

        yfxfyxf   11 

 اکیدا محدب است. fگوییمبرقرار باشد، می
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RIfگوییم می :  اکیدا مقعر ( است هرگاه (تابعی مقعرf .باشد ) تابعی محدب) اکیدا محدب 

را کلیت  3Eو مفهوم صفحه در  2Eمفهوم خط مستقیم در  nEی  ابر صفحه در . 12-6-1تعریف

صورت ی  مجموعه به Hبخشد. ی  ابر صفحه می kpxx : است که در آنp  ی  بردار ناصفر

یند. به گورا معمولا نرمال یا گرادیان ابرصفحه می pجا ی  اسکالر است. در این kاست و  nEدر 

بیان دیگر، ی  ابرصفحه شامل تمام نقاط  nxxxx ,,, 21   است که در معادلهkxp
n

j

jj 
1

 

 کنند.صدق می
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 دومفصل 

مکانیابی خط در صفحه



 

 

 

 

 مقدمه     2-0

},,,{، ی  شاخه از مکانیابی تسهیلات کلاسی  است. ی  مجموعه مکانیابی خط
21 nxxxx EEE  

}mw ،},,2,1از تسهیلات موجود در صفحه با وزنهای نامنفی  nm  داریم که  نشانگر اهمیت

اهیم ی  خط را به جای یافتن ی  نقطه منحصر به فرد میخو مساله ن. در ایتسهیلات موجود است

نیمم کردن فواصل مکانیابی کنیم. تابع هدف مشابه مکانیابی تسهیلات کلاسی  است، یعنی می

را مکانیابی خواهیم آنکه میفاصله( میان تسهیلات موجود و خطی میانگین فواصل یا بیشترین )

بصورت  3975یابی خط در حالت دو بعدی اولین بار توسط وسلفسکی در سال ی مکانمسالهکنیم.

توسعه یافت  3981و  3989های در سالسپس توسط موریس و نورب   [8]تئوری مطرح شد

. کاربردهای این مساله عبارتند از: طراحی راه آهن یا ها ادامه داردو تاکنون این پژوهش[14,11]

-در نظر می ها باشند و وزن نقاط را تعداد ساکنان شهرهاتوانند شهربزرگراه جدید که نقاط موجود می

ها، زهکشی یا آبیاری تواند جهت مسیریابی لولهگیریم. مکانیابی خط در فضای دو بعدی، همچنین می

 .[15]احی نوار نقاله بکار رودنهرها و طر

 

 مکانیابی خط مساله فرمول بندی     2-2

 فرمول بندی ریاضی مساله مکانیابی خط در صفحه به صورت زیر است:

}2,1,,{گذارو مجموعه اندیس .dError! Bookmark not definedی  تابع فاصله  n

},,,{را در نظر بگیرید. فرض کنید 
21 nxxxx EEE که مجموعه تسهیلات موجود باشد بطوری

،برای هر 
21

, mmx aaE
m
0mwخط نامنفی باشند. هدف پیدا کردن های وزن

},:{, RspxxL sp   نیمم شودکه یکی از توابع هدف زیرمیبطوری است: 

 میانه:                                  خط  مساله

 یا
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 مرکز:                                   خط مساله

که در آن   pEdLEd
mm xLpx ,min,  خطوط  دهد.می ی مفروض تا خط را نشانفاصله نقطه

بهینه را به ترتیب، خط میانه و خط مرکز می نامیم. همچنین 



Mm

mwW  را مجموع وزن ها تعریف

 کنیم.می

 خواص مساله با نرم اقلیدسی2-9

 .اقلیدسی، گزاره های زیر برقرارند برای این مساله با نرم

-نقطه از نقاط مفروض عبور میهر خط بهینه در مساله خط میانه، حداقل از ی  [14]:2-3-1قضیه

 .کند

فرض کنیم مجموع وزن  ای عبور نکند.ی  خط بهینه باشد و از هیچ نقطه Lفرض کنیم  برهان:

21باشد و همچنین  2Wو  1Wبه ترتیب  Lنقاط در دو طرف خط  WW  .L  را به موازات خودش به

دهیم تا اینکه یکی از نقاط روی خط بیفتد. این نقطه را آنقدر حرکت می 1Wبه سمت  0اندازه 

b  و خط جدید راLمجموع وزن نقاط در دو طرف خط  نامیم.میL  را بترتیب با
1W  و2W  نشان

bwWWدهیم. داریم می 


22و 11 WW 
حال با محاسبه تابع هدف به ازای خطL :داریم 

   

    

 

     

















































LfwWWLf

wwwLf

wLbdLEdwLEdw

LEdwLEdwLf

b

b

Wm

m

Wm

m

b

Wm

xm

Wm

xm

Wm

xm

Wm

xm

mm

mm







12

12

21

21

,,,

,,

 

یافتیم که مقدار تابع هدف به ازای آن از مقدار Lدهد که ما خطی ماننداین نشان می Lf  کمتر

تناقض دارد  Lنیمم سازی است لذا رابطه اخیر با بهینگیاست و از آنجا که تابع هدف میانه از نوع می
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گیریم هر خط بهینه از مساله خط میانه حداقل از ی  بنابراین فرض خلف باطل است، و نتیجه می

 □گذرد.نقطه می

 

 ل دو تا از نقاط مفروض وجود دارد.ی  خط میانه گذرنده از حداق2-3-2:[16](Med1)قضیه

فرض کنیم  برهان:   },,,,,,{ 2211 nn yxyxyx   مجموعه نقاط موجود در صفحه باشند. قبلا  ابت

کردیم که حداقل ی  نقطه روی هر خط میانه وجود دارد. بنابراین بدون از دست دادن کلیت فرض 

کنیم که نقطه  11, yx نقطه را به دکارتی دستگاه مختصات  روی خط قرار دارد. حال 11, yx  انتقال

011یعنی دهیممی  yxرا بصورت یافتن ی  خط راست به شکل توانیم مساله . به عبارت دیگر می

0byax  که مجموع فواصل وزنی نقاط ii yx , ، ni ,,2کند در نیمم می،  تا خط را می

نظر بگیریم. فاصله میان ی  نقطه  ii yx 0byaxخط و  , 022 ba :برابر است با ،

22 ba

byax ii




خواهیم تابع . بنابراین می  ii

n

i

i byaxwbaf 
2

را با توجه به محدودیت  ,

122 ba نیمم کنیم. فرض کنیم می ** ,ba  ی  جواب بهینه برای مساله بهینه سازی که ما

 مطرح کردیم باشد. با فرض:

}0,2,{ ** 

ii ybxaniiS   0,2{و,{ ** 

ii ybxaniiS 

 داریم:

    

**

****** ,

bywywaxwxw

ybxawybxawbaf

i

Si

ii

Si

ii

Si

ii

Si

i

Si

iii

Si

iii


































 

در معادله اخیر باشند یعنی  b*و  a*به ترتیب نمایانگر ضرایب  و  حال فرض کنید 

 **** , babaf   ی  شرط ضروری برای اینکه . ** ,ba ، baf به شرطی ) نیمم کندرا می ,

122که  ba) نیمم سازی زیر نیز باشد:جواب مساله میاین است که 
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ts

baba

.

min ,  

 

 

1

0

0

22 





ba

byax

byax

ii

ii

 

ها که iحال اگر به ازای بعضی  ni 2 0داشته باشیم**  ii ybxa آنگاه قضیه برقرار است ،

**0زیرا خط   ybxa از 11, yxو ii yx ها کهiگذرد لذا فرض کنیم برای تمام می , ni 2 ،

0**  ii ybxa 0. پس بوضوح محدودیت های ii byax  Si0و ii byax  Si در

نقطه ** ,baکند کهتلاقی ندارند. این ایجاب می ** ,baدر واقع ی  جواب بهینه برای مساله می-

baنیمم سازی     122تنها با قید ba های موجود است. توجه کنید تحت فرض

022   ، صورت داریم:در غیر اینزیرا 

0,00,00 2222   

 و

















Si

ii

Si

ii

Si

ii

Si

ii

Si

ii

Si

ii

Si

ii

Si

ii

ywywywyw

xwxwxwxw

00

00





 

 داریم: bو معادله دوم در  aبا ضرب معادله اول در 

   

   
 
 








 





















Sibyax

Sibyax
byaxwbyaxw

byaxwbyaxwbywaxwbywaxw

ii

iiw

Si

iii

Si

iii

Si

iii

Si

iii

Si

ii

Si

ii

Si

ii

Si

ii

i

0

0
0

0

 

**0ها   iو این یعنی به ازای تمام   ii ybxa   که این تناقض است زیرا فرض کرده بودیم
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0**  ii ybxa ، ni 2 022، بنابراین  . 

baنیمم سازی با حل مساله می    122با قید ba با استفاده از روش لاگرانژ داریم: 

 

   01, 22  bababaF  

2222

22

2

22

2

22
22

,

2
1

4
01

4
010

2
020

2
020

















































































ba

ba
F

bb
b

F

aa
a

F

 

**022نیمم موضعی برابر است برا: مقدار تابع هدف به ازای این می   ba

0که این تناقض است زیرا 
2

****  


n

i

iii ybxawba   بنابراین به ازای حداقل ی .

i ni 2  0داریم**  ii ybxa یعنی حداقل دو نقطه روی خرط میانره وجرود دارد و ،

 □کند.این برهان قضیه را کامل می

 کند:در روابط زیر صدق می L*هر خط میانه  ]51[:(Med2)3-3-2قضیه

 

که 
*L

  و
*L

  2دو نیم صفحه ازR  هستند که بوسیله خط*L  جدا

 .(L*) بدون خود خط اندشده 

فرض کنیم که  برهان: nmE
mx ,,2,1;  نقاط مفروض و  مجموعه*L  .خط بهینه باشد 

2

2

*

*

W
w

W
w

lmx

lmx

E

m

E

m




















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فرض خلفبه 
2

*

W
w

LmxE

m 




مجموع وزن نقاط در . 
*L

  1را باW  و مجموع وزن نقاط در
*L

 

12دهیم. بنا بر فرض خلف نشان می 2Wرا با  WW  ،0 ای کوچ  انتخراب مریرا به اندازه-

به سمت  به موازات خودش به اندازه  L*ط کنیم که با انتقال خ
*L

را ، خط جدید کره آن'L 

نامیم هیچ نقطهدیگری از نیم صفحه می
*L

 :را شامل نشود. داریم 

   

   

 

       *'0

21

**

**

'''

21

****

**

''

,,

,,

,,

LfLfWWLf

wwELdwELdw

ELdwELdw

ELdwELdwLf

WW

E

m

E

m

E

xm

E

xm

E

xm

E

xm

E

xm

E

xm

LmxLmxLmx

m

Lmx

m

Lmx

m

Lmx

m

Lmx

m

Lmx

m

 




















































 

 □شود. است بنابراین فرض خلف باطل است و حکم  ابت میL*که این تناقض با بهینگی 

ی  خط مرکز وجود دارد که در حداکثر فاصله از حداقل سه تا از تسهیلات 4-3-2:[11](Cen1)قضیه

 موجود قرار دارد. 

فرض کنیم  برهان::   },,,,,,{ 2211 nn yxyxyx  و معادلره مجموعه نقاط موجود در صفحه باشند

bsxyخط به شکل    باشد. چون با نرم اقلیدسی سروکار داریم، فاصله نقاط jj yx از خرط بره  ,

صورت 
 2

1
2 1



s

bsxy jj باشد. مساله زیر را در نظر بگیرید:می 

 ;,min , bsmpbs 

 
  


















 nj

s

bsxy
wbsm

jj

jp ,,2,1,

1

max,

2

1
2

 
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 توان نوشت:این مساله را به صورت زیر می

 
Z

s

bsxy
w

ts

Z

jj

j

bsz







2

1
2

,,

1

.

min

 

مساله اخیر معادل  ،[17]و راتلیف ارائه شده است ای که توسط فرانسیس، لاوایط تجزیهمطابق شر

 :است با

   

 
Z

s

xxsyy

ww

ww

ts

Z

kjkj

kj

kj

sz






















2

1
2

,

1

.

;min

 

، فاصله وزنی نقطه نامساوی فوق سمت چپ kjkjjk yyxxP  sxyتا خط  ,   است. بوضوح

باشند( که دارای فاصله وزنی یکسانی تا خط می klPو  ijPمثلا توسط دو نقطه ) Zمقدار بهینه 

 شود:متفاوتند. از مساله دوم نتیجه می lو  kو  jو  iشود. حداقل سه تا از اندیس های تعیین می

plpllpkpkkpjpjjpipii bxsywbxsywbxsywbxsyw  

 □شود.بنابراین حکم  ابت می

دارد که شیب آن با ها مساوی باشند، ی  خط مرکز وجود اگر تمام وزن5-3-2:[11](Cen2)قضیه

 های پوسته محدب نقاط موجود برابر است.شیب یکی از وج

پوسته محدب نقاط در واقع کوچکترین مجموعه محدب شامل همه نقاط است. در قضیه قبل :برهان

نشان دادیم ی  خط مرکز وجود دارد که در حداکثر فاصله از حداقل سه تا از نقاط موجود قرار دارد. 
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 از این سه نقطه حداقل دو تا در ی  طرف خط و در ی  راستا قرار دارند که دارای فاصله یکسانی تا

دهد که باشند. خط واصل بین این دو نقطه، ی  وجه از پوسته محدب نقاط را تشکیل میخط می

 □باشد.بوضوح این وجه دارای شیب یکسان با خط می

 مکانیابی خط با استفاده از نرم مستطیلی2-4

 قاط مفروض و خط موردهای مختلفی برای تعیین فاصله بین ندر مساله مکانیابی خط در صفحه نرم

جا از آن شود.نشان داده می 1lها نرم مستطیلی یا منهتن است که با رود. یکی از این نرمنظر بکار می

توان لوزی واحد شکل لوزی است، لذا برای تعیین فاصله بین نقطه و خط مفروض، میبه 1lکه کانتور

نیمم اندازه قطرهای لوزی گ کنیم تا خط را لمس کند. حال میقدر بزراحاطه کننده نقطه را آن

برای تعیین فاصله بین ی  نقطه و ی  حاصل، فاصله نقطه از خط با استفاده از نرم مستطیلی است. 

از نقطه مفروض یکبار  :کرد عمل تواننیز می صورتبه این 1lخط راست در صفحه با استفاده از نرم

که خط مورد نظر را قطع کند، کنیم تا اینموازی محور افقی و یکبار موازی محور قائم حرکت می

نیمم فاصله افقی نامیم. میفواصل بدست آمده را  به ترتیب فاصله افقی و فاصله قائم نقطه تا خط می

صورت زیر بیان ریاضی این موضوع به دهد.و قائم، فاصله نقطه مفروض تا خط مورد نظر را بدست می

 است:

با استفاده از فواصل مستطیلی و ی  خط   2

1221
~:,: RbxsxxxL  که (Rbs ,~  )

 داریم:

   LEdLEdLEl
mmm xverxhorx ,,,min,1  

که  LEd
mxhor و  , LEd

mxver که با توجه به باشند ترتیب فاصله افقی و قائم نقاط از خط میبه ,

 شوند.صورت زیر محاسبه میمعادله خط به
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 baas
s

LEd mmxhor m


21

~
~
1

, 

 baasLEd mmxver m


21

~, 

فرض کنیم زیرا















2

1

1

m

m

m
a

a
E ی  نقطه در صفحه مختصات باشد. با در نظر گرفتن معادله خطL ، 

را قطع کند، نقاط Lحرکت کنیم تا خطترتیب موازی محورهای قائم و افقی گر بهل ااح


















bas

a
E

m

m

m

1

1

1 و  ~
 




















2

2

1

~
1

m

m

m

a

ba
sE با استفاده از فرمول فاصله بین  . بنابراینآیندبدست می

 داریم: 1lدو نقطه در صفحه با استفاده از نرم 

   baasbasaaaEElLEd mmmmmmmmxver m


21121111

~~,, 1 

    baas
s

aaba
s

aEElLEd mmmmmmmmxhor m


21222111

~
~
1

~
1

,, 1 

vو hordتوجه کنید که هری  از  e rd  تنها به شیب خط وابسته است و نسبت به نقاط و همچنینb 

 .باشندمستقل می

ها اشاره شد را با استفاده هایی که در مساله مکانیابی خط با استفاده از نرم اقلیدسی به آنحال گزاره

ی کافیست نشان دهیم دهیم. برای ا بات گزاره ها برای فواصل مستطیلمورد بررسی قرار می 1lاز نرم 

 کنیم.صورت لم بیان میها را بهقائم و افقی برقرارند. این گزارهها برای فواصل که این گزاره

 برقرارند. Cen2و  Cen1و  Med1، گزاره های verdبه ازای: 1-4-2لم
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آمده [18]دکترای شاموس نیز در رساله Cen2و  Cen1آمده است. ا بات های  [16]در Med1ا بات 

 است.

 برقرار است.  verd ،Med2به ازای ]51[:2-4-2لم

ا بات: فرض کنید bxsxxxL  1221
خط بهینه باشد ولی برای این خط بهینه داشته  :,:~

Wwwباشیم؛
basam

m

E

m

mmlmx
2

1

12

~:

 
 

Ww)فرض خلف(، لذا  
basam

m

mm
2

1

12

~:




با فرض.

  Rbasabasah mmmm 
1212

~;~min  0داریمh :و نیز خواهیم داشت 

   hbasambasam mmmm 
1212

~:~: 

با در نظرگرفتن   hbxsxxxLh  1221
 داریم: :,:~
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 □شود.فرض خلف باطل است و حکم  ابت می بنابراین .دارد Lکه این تناقض با بهینگی 

توان نتیجه گرفت با نیز برقرارند بنابراین می hordبه ازای فاصله افقی  2-4-2و لم  1-4-2لم تذکر: 

 برقرارند. Cen2و   Med2و Cen1و  Med1های تمامی گزاره 1lاستفاده از نرم مستطیلی 
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 های دلخواهمکانیابی یک خط با نرم2-5

ی  مجموعه محدب فشرده در صفحه و شامل مبدا در درونش باشد. بعلاوه فرض کنید  Bفرض کنید 

B  نسبت به مبدا قرینه باشد وx   ی  نقطه در صفحه باشد. ی  نرم روی دایره واحدB صورتبه

   BxxB   :min: توان با دوایر ها را میدانیم که تمام نرممی. از سوی دیگرشودتعریف می

که  فاصله بین ی  نقطه  . لازم به یادآوری است]19[واحد مشخص کرد
mxE  در صفحه و خط

 RpsxRxLL sp   ,:: 2

,
صورت هب   pEdLEd

mm x
Lp

x ,min,


 شود. تعریف می

ها، برای تمام فواصل مشتق شده از نرمخط در صفحه  rنشان داده شده است که مکانیابی  ]16[در 

NP 1کنیم که برای است. در ادامه  ابت می 24سختrای است. به ، این مساله حل پذیر چندجمله

عنوان اولین نتیجه، توجه کنید که برای تعیین فاصله بین ی  نقطه 
mxE  و خطL،توانیم دایره می

واحد دور 
mxE  یعنی برای نقطه  بزرگ کنیم تا اینکه با خط مماس شودراLp داریم: 

  BEppEd
mm xx   ;min, 

و هر نقطه L، هر خط Bبا دایره واحد  dبرای هر نرم ]15[:1-5-2لم
mxE  در صفحه رابطه زیر برقرار

 است:

     LBELEd
mm xx :min, 

 

 

 

                                                 
hard -NP24 
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 برهان:

 

 

 

 
  























LBE

EBpLp

EBp

BEp

pEdLEd

m

m

m

m

mm

x

x

x
Lp

x
Lp

x
Lp

x

:min

;:min

:minmin

:minmin

,min,

 

 □کند.این برهان قضیه را کامل میو 

 عبارت است از متری  دلخواه مشتق شده از ی  نرم باشد. مسالهdفرض کنید 

ترتیب هکه ب Lیافتن ی  خط    



Mm

xm LEdwLf
m
یا  ,   LEdwLg

mxm
Mm

,max


 نیمم را می

//.//1صورت هترتیب بهتوانیم مسائل را بآمده است، می ]20[کند. همانطور که در  normpL  و

max//.//1 normpL .و خواهیم با استفاده از متر گرفته شده از نرم طور خلاصه یعنی میبه بنویسیم

نیمم سازی می   Lf یا  maxLgی  خط ، L1 را در صفحه p با هیچ گونه فرض خاصی

   .است مساله مکانیابی دیگری را تعریف کنیم  برای این مسائل مکانیابی، ابتدا لازممکانیابی کنیم

 که به سادگی قابل حل است.

در صرفحه تعریرف  yو xگاه بررای دو نقطره ی  جهت باشد، آن 2Rtفرض کنید  :2-5-2تعریف

کنیم: می   xyyxd tt  :,  که 









wo

txif
xt

.
:


. 

,2نهایت شود بنابراین نرم نیست، اما برای هر تواند بیمی tتوجه کنید که  Ryx   وR 

   0xt 

   00  xxt 

    xx tt   
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و نامساوی مثلث نیز برقرار است. در زیر فاصله بین ی  نقطه 
mxE  و خطL کنریم. ایرن را تعریف می

 تر بیان خواهد شد.که در لم بعدی واضحرفته شده است گ 2-5-2تعریف از تعریف 

2REبررررررای  :3-5-2تعریهههههف
mx   2وRt  2و هرررررر خرررررطRL کنیرررررد  فررررررض

  LtELEd
mm xxt   :min:,. 

ای یافت نشود آنگاه  همچنین اگر چنین LEd
mxt  شود.در نظر گرفته می ,

 LEd
mxt 2REاز نقطه  به این معنی است که به اندازه کمترین مقدار  ,

mx   در جهتt  حرکت

نشان  tطول گام بوده و فاصله نقطه تا خط را در جهت را قطع کند. در واقع  Lکنیم تا اینکه خط 

 دهد. می

2REو هر  2Rtبرای تمام ]15[:4-5-2لم
mx        :داریم  pEdLEd

mm xt
Lp

xt ,min,


. 

تعریرف شرده، tdها برقرار است اما بره ازایاز نرم های گرفته شدهdلازم به ذکر است این لم به ازای 

 ی  ادعاست و باید  ابت شود.

با استفاده از لم قبل و با فرض  برهان: 1::  tXB :داریم 

  
 

 

 pEd

ptE

ptELp

LtELEd

m

m

m

mm

xt
Lp

x
Lp

x

xxt

,min

;minmin

;;min

:min,



















 

 □شود.بدین ترتیب برهان قضیه کامل می

spLLاگر  ,  ی  خط مستقیم و tl2  2طول اقلیدسیRt :باشد، داریم 




 























tE

tE

tEtE

x

xt

mx

mx

mxmx

m

m

LL

LL

LLLLQبا
tl

QEl

LEd

,

,

,,

2

2

;

;0

1;
,

:,






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در واقع برای 
tE

mx
LL ,  دهرد کره شود. حالرت اول زمرانی رم مریسه حالت در نظر گرفته میL  و

tE
mx

L ,
برابر اسرت  tدر جهتصورت، فاصله نقطه تا خط ه در اینیکدیگر را در ی  نقطه قطع کنند ک 

با  


 tl

QEl
mx

2

2 ,
. و همچنین  0, LEd

mxt  هرگاهL  وtE
mx

L  نقطه قطع کنندنهایت یکدیگر را دربی ,

tEو  Lافتد که به عبارتی برهم منطبق باشند. و حالت سوم زمانی اتفاق می
mx

L هیچ نقطره تقراطعی  ,

 نداشته باشند که در این حالت دو خط در حالت موازی نسبت به یکدیگر قرار دارند. 

توجه کنید که   LEd
mxt زیرا بنا بر  بردارهای مستقل خطی باشند tو  sاگر و تنها اگر  0,

,1توضیحات فوق اگر tE
mx

LLگاه آنL  وtE
mx

L اند که در هر اند و یا موازییا بر هم منطبق ,

tEعنوان جهت خط به tو بردار  Lبه عنوان شیب خط  sدهدصورت نشان می
mx

L ، وابسته خطی ,

 دهد.ی  خط راست است نشان می Lبرای حالتی که  را3-5-2ف مفهوم تعری 3-2شکلهستند. 

 

 

 
   3-2شکل 

 

یابیم که فاصله افقی در میها به مثال با توجه
mxE  تاL برابر است با ،  LEdLEd

mm xhorxe ,,
1

  و

صورت هفاصله قائم این نقطه تا خط ب  LEdLEd
mm xverxe ,,

2
  1است کهe  2وe  بردارهای
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واحداند یعنی 









0

1
1e  و










1

0
2e. LEd

mxe ,
1

از نقطه  1eیعنی در جهت 
mxE   تاL  حرکت

 دهد. فاصله مورد نظر را نشان می کنیم، کمترین مقدار 

 مسائل مکانیابی زیر را تعریف کنیم:توانیم حال می

را که به ترتیب توابع  tLمفروض، خط  2Rtبرای ی     



Mm

txtmt LEdwLf
m
و  ,

   txtmMmt LEdwLg
m
,max  نیمم کند را بیابید.می 

در ادامه  ابت های دلخواه، به ازای نرم Cen2و   Med2و Cen1و  Med1به منظور تعمیم خواص  

 2Rt، ی  جهت sو هر خط با شیب  ابت  ی مشتق شده از نرم dخواهیم کرد برای هر فاصله 

؛mطوریکه برای هر هوجود دارد ب  LEdLEd
mm xtx ,,  و این یعنی هنگام ارزیابی توابع .

هدف  Lf  و Lgتوان ، میd  را باtd دهد چگونه ی  خط جایگزین کرد. لم بعدی نشان می

*بهینه 

tL  وقتی که فاصله بکاررفته از نوعtd .باشد را بیابیم 

,2فرض کنید ]15[:5-5-2مل Rqp   وD که  طوریبه ی  تبدیل خطی باشد 

  
   0det2

1





D

qpD
 

2REگاه برای هر آن
mx    :داریم     LEdLDEDd

mm xpxq ,,   در آنکه

    LppDLD  ;:. 

,2دهیم برای نقاط برای ا بات لم، ابتدا نشان می برهان: Ryx  رابطه     yxdyDxDd pq ,,  

 گیریم:برقرار است. دو حالت زیر را در نظر می

:  3حالت  yxd p pyx، یعنی ,   با  :و داریم 
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        

  

  

  

  



















q

pD

pD

xyD

xDyDyDxDd

q

q

q

q

qq ,

 

: 2حالت  yxd p yxکه در اینصورت ؛ ,   وp اند. از آنجا که فرض کردیم مستقل خطی

  0det Dگیریم که، پس نتیجه می yxD و pD صورت  در غیر این ، زیرااندنیز مستقل خطی

باشند، مثلا اگر  اگر فرض کنیم وابسته خطی   pDyxD  گاه خواهیم داشت:آن 

       
  0

00





pyxD

pDyxDpDyxD




 

جا که از آن  0det D بنابراین ،D  معکوس پذیر است و  0ker D. 

 بنابراین: 

    yxdpyxpyx p ,0 

باشد، لذا تناقض با فرض اولیه میمکه این  yxD و  qpD  نتیجه می ، که واندمستقل خطی-

شود    yDxDdq ,. 

 زیرا 

             xyDxDyDyDxDd qqq , 

 لذا نتیجه بوضوح برقرار است.

و هر نقطه  Lتوانیم نتیجه بگیریم برای ی  خط می 4-5-2حال با استفاده از لم 
mxE: 

 

          LEdpEdpDEDdLDEDd
mmmm xpxp

Lp
xq

Lp
xq ,,min,min, 


 

 □کند.که این برهان قضیه را کامل می

//.//1توانیم  از این نتیجه برای تبدیل ما می tdpL  وmax//.//1 tdpL  به مسائل خط قائم

 داریم: ، قضیه زیر را. به عنوان ی  نتیجهکه قبلا شرح داده شد استفاده کنیم متناظر
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 برقرارند. Cen2و  Cen1و  Med2و  Med1های ، گزارهtdبرای تمام فواصل ]15[:6-5-2قضیه

tpبا 5-5-2با استفاده از لم  برهان:  2وeq  داریم 

   (2-3                                  )     LEdLDEDd
mm xtxe ,,

2
 

طوریکه برای توابع هدف هب Lf  و Lg رابطه زیر برقرار است 

   (2-2    ) LD  برایverd  و xD   بهینه استL  برایtd  وx بهینه است 

همواره برقرار است زیرا اگر ( 2-2) رابطه  LD به ازایverd  و xD  توابع یعنی مقادیر ، بهینه باشد

برای  gو fهدف LD به ازای خط  گاه این مقادیر نیزنیمم باشد، آنمیL وtd  وx  بهینه است

( با بهینگی  3-2صورت با توجه به رابطه) در غیر این LD زیرا برای مثال فرض  رسیم به تناقض می

 کمترین مجموعصورت که بهf، تابع tdو با در نظر گرفتن فاصله  Lکنیم به ازای ی  خط مانند 

به ازای f(، تابع 3-2)نیمم شود آنگاه با توجه به رابطهاست، می LD  وv e rd نیمم خواهد نیز می

شد که این با بهینگی  LD  .در تناقض است. عکس همین روابط نیز برقرار است 

I)  دانیم که می 2-4-2و  1-4-2از لمMed1  وMed2  وCen1  وCen2  برایverd  .برقرارند 

 داریم:  Dکنند. به علت پیوستگی تغییر نمی Dحال تنها باید نشان دهیم آن خواص با اعمال تبدیل 

(2-1                                          )     ADAD  

Med1 ( داریم: 3-2): بواسطه 

 (2-4  )   LDEDLE
mm xx  

و این بدین معنی است که  LD  حداقل از دو نقطه متمایز 
kxED  و 

LxED گذرد اگر و فقط می

برقرار است،  verd( با 2چون  سمت راست رابطه )وض بگذرد. حال از حداقل دو تا از نقاط مفر Lاگر 

 برقرار است. td(، طرف چپ رابطه هم برای 1-2بنا بر )

Med2 از آنجا که  :  0det D پس؛ 

(2-5   )   
 LxLx DEDE

mm
 
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گیریم  که ( نتیجه می1-2از )       
 LDLDLD  و این بدین معنی است که دو نقطه  ,

mxE 

و 
kxE  در ی  طرفL گیرند اگر و فقط اگر قرار می 

mxED  و 
kxED   در ی  طرف LD  قرار

(، طرف 2-2برقرار است، بنا بر ) verd( با 5-2(، چون  سمت راست رابطه )Iبگیرند حال با استفاده از )

 برقرار است.  tdچپ رابطه هم برای 

Cen1( گرفته می3-2: ی  نتیجه که مستقیما از ):شود این است که 

(2-6                   )          LDEDdLDEDdLEdLEd
mkmk xexextxt ,,,,

22
 

در حداکثر فاصله از حداقل سه تا از نقاط مفروض است اگر و فقط اگر  Lشود که تاکید می LD  در

حداکثر فاصله از حداقل سه نقطه عضو  xD  ( باشد. با توجه به این رابطه و روابطI( و )حکم 2-2  )

 شود.نتیجه می

Cen2( نتیجه می1-2: از ) شود کهf  ی  رویه از مجموعهA  است اگر و فقط اگر fD  ی  رویه

 AD ؛(3-2) رابطه باشد. بواسطه 

 (2-7       )  LEdLEd
mk xx ,,   اگر و فقط اگر        LDEDdLDEDd

mk xx ,,  هب-

شیب یکسان با یکی از رویه های پوسته محدب نقاط موجود) مثلا  Lتوان نتیجه گرفت طوریکه می

بین 
kxE  و

mxE دارد اگر و فقط اگر ) LD  شیب یکسان با یکی از رویه های پوسته محدب نقاط

موجود تبدیل یافته  xD  بین ( 
kxED  و 

mxED .داشته باشد ) 

 □شود.به این ترتیب برهان قضیه کامل می

 

//.//1با توجه به قضایای فوق برای حل مساله  tdpL کنیم:بصورت زیر عمل می 

با  Dی  ماتریس   2etD   و  0det D کنیم. سپس برای هر انتخاب میm تعریف می-

کنیم    
mm xx EDD : با مجموعه جدید از تسهیلات موجود .

1xD  و
2xD  و ... و

nxD مساله خط ،

دهیم، آنگاه نشان می L*کنیم. جواب بهینه را با قائم را حل می *1 LD  ی  جواب بهینه
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//.//1 tdpL توان برای طور مشابه میهاست. بmax//.//1 tdpL .در واقع ابتدا  ابت  عمل کرد

( 3-2کند، سپس با استفاده از رابطه )یها صدق م، خط بهینه موجود است و در گزارهtdشد به ازای 

 . داده شدصورت تئوری شرح این خط بهینه بهنحوه یافتن 

2Rt ،tبردار  ی  نرم باشد و مفروض است. فرض کنید  2Rsشیب ]15[:7-5-2لم   باشد

و فرض کنید  مستقل خطی هستند tو  sکه  xyyxd  ,  فاصله متناظر باشد. َآنگاه  ابت

 2,,: ldsCC  2طوریکه برای هر هوجود دارد بRP  2و هرRE
mx   :داریم 

  sPxsPx LEClLEd
mm ,2, ,,  

0ابتدا  :برهان
mxE0. برای ی  نقطه  ابت را در نظر بگیریدP  0کهP  وs هستند مستقل خطی ،

دانیم که می 0,0 ,2 0
sPLl  و  sPLd ,0

اند، بنابراین مستقل خطی sو  0P) از آنجا که 00,

0P  صفر نیست یعنیsPL ,0
گذرد، بنابراین از مبدا نمی  0,0 ,0

sPLd و بنابراین ی  عدد حقیقی )

0C طوریکه هب کنیمپیدا می  sPsP LlCLd ,2, 00
,0,0 0، لذا حکم به ازای

mxE  و نقطه  ابت

0P  .خط  اکنونبرقرار استsPsP LLL ,, 0
  0را در نظر بگیرید. چونP  وs اند، برای مستقل خطی

sPLتوان بصورت را می L، خط ی  عدد حقیقی  0PPبا  ,  .نوشت 

   

   

   

       sPsPsPsP

sP
R

RR

RLQ
sP

LClLClLdLd

LdPs

PsPs

PsdQdLd
sP

,2,2,,

,

00

0,

,0,0,0,0

,0min

minmin

,0min,0min,0

00

,0
0





























 

0به ازای 
mxE  و نقطه دلخواهP .نیز حکم برقرار است 

0، برای هر نقطه 2lو   dبا بکارگیری معادله بالا برای حال  
mxE  2وRE

mx  :در نهایت داریم 
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 





  


 sPx

x

x
R

x
R

x
LQ

sPx

LElC

LlC

EPsxxLباLd

EPsd

PsEd

QEdLEd

m

m

m

m

m
sP

m

,2

2

,

,

,0

:,0

,0min

,min

,min,
,





























 

به این ترتیب حکم به ازای 
mxE  دلخواه و نقطهP کند.ست و این برهان را کامل میبرقرار ا□ 

را با هر  2lتوان استفاده نشده است، لذا می 2lاز خواص فاصله اقلیدسی  7-5-2توجه کنید که در لم 

مستقل خطی  sو  tکه  tفاصله دیگر که از ی  نرم گرفته شده باشد یا با فواصل گرفته شده از 

 این قبیل فواصل باشند، داریم: 3dو 2dو 1dباشند جایگزین کرد. اگر 

(2-8                                                    ) 
 
 32

31
21

,,

,,
,,

ddsC

ddsC
ddsC  

1ddفرض  زیرا با  و با فرض ؛  7-5-2استفاده از لم  و 

 211 ,, ddsCC  ، 312 ,, ddsCC  ، 323 ,, ddsCC  

 داریم:

(2-9                                                           )  LEdCLEd
mm xx ,, 211  

(2-39                                            )  LEdCLEd
mm xx ,, 321  

(2-33                                         )  LEdCLEd
mm xx ,, 332  

 ( داریم؛39-2( و )9-2حال با استفاده از  تقسیم روابط )

(2-32                                             )



1
,

,

32

21


LEdC

LEdC

m

m

x

x 

 ( داریم؛ 32-2( در رابطه )33-2ری رابطه )با جایگذا

3

2
1

2

31 1
C

C
C

C

CC
 
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به عنوان مثال اگر  bxsxxxL  1221
Rbsو ,:~ ,~  0و~ s گاهآن: 

s
dd

s
C verhor ~

1
,,~

1





















 

Cddزیرا با فرض 
s

C verhor 




















,,~

1
 7-5-2، از لم hordو  verdو  همچنین با توجه به تعاریف  

 داریم:

 

s
C

baasCbaas
s

LEdCLEd mmmmxverxhor mm

~
1

~~
~
1

,,
2121





 

 

، یعنی خطوط s، تمام خطوط میانه با شیب 2Rsبرای ی  شیب مفروض  ]15[:8-5-2قضیه

راست 
sP

L
نیمم کننده می *, sP

RP
Lf ,2

min


، tdها و فواصل مشتق شده از نرم d، برای تمام فواصل 

 نیز برقرار است. sباشند. این نتیجه همچنین برای خطوط مرکز با شیب  ابت یکسان می

و با در نظر گرفتن رابطه7-5-2با توجه به لم  برهان:  sPxsPx LEClLEd
mm ,2, ,,  توان که میو این

2l  را با هر فاصله دیگر که از ی  نرم گرفته شده باشد یا با فواصل گرفته شده ازt  کهt  وs 

-که از نرم dشود خطوط بهینه به ازای فواصل ، به وضوح نتیجه میمستقل خطی باشندجایگزین کرد

 □باشد.، یکسان میtdها گرفته شده است و فواصل 

) با متر ارتباط میان هر نرم در لم زیر    xyyxd  , و فواصل )tdاستوضوح آمده ه، ب 

2REکنید فرض فاصله متناظرش باشد و dی  نرم و  فرض کنید ]15[:9-5-2لم
mx   وL   ی

 خط راست باشد. در این صورت داریم:   


 

 LEdLEd
mm xt

tRt
x ,min,

1,2 



 

 دانیم که؛می 2-5-1بواسطه لم برهان: 



   
 

 
18 

 

      ::min, LBELEd
mm xx  

2Rtیعنی     با  1t طوریکه هوجود دارد بLtE
mx   . توجه کنید که  1t  اگر و

فقط اگر  Bt  .(با استفاده از تعریف ن مجموعه استنشان دهنده کرا .)t
d  که

  LEdLEd
mm xtx ,,  برای هر ،t   با  1t توان نتیجه گرفت که:می 

      LEdLBELtELEd
mmmm xxxxt ,:min:min,    

کامل  برهانمده است. به این ترتیب بدست آ 2-5-1با استفاده از لم لازم به ذکر است رابطه تساوی 

 □شود.می

 

ی  خط  Lفرض کنیدهمچنین فاصله متناظرش باشد.  dی  نرم و  فرض کنید  ]51[:10-5-2لم

2REطوریکه برای هر هوجود دارد ب 2Rtصورتدر این .باشد 2Rsراست با شیب 
mx ، 

  LEdLEd
mm xtx ,,  

فرض کنید  برهان:
mxE  2توان می 7-5-2ی  نقطه مفروض  ابت باشد. بنا بر لمRu هیافت ب-

طوریکه   1u 2، که برای هرRt؛ 

   LEdLEdLEd
mmm xtxux ,,,  

با  2Rvو  kحال فرض کنید   1v  موجود باشد و

   LEdLEdLEd
kkk xuxvx ,,,  توجه کنید که باشد . su,  و sv اند، زیرا مستقل خطی ,

 LEd
mx , ( LEd

kx دانیم که می 7-5-2(. با استفاده از لم , vu ddsCC ,,:  وجود دارد

 بطوریکه:

(2-31                                    )  LECdLEd
kk xvxu ,,  

 و

(2-34                                     )  LECdLEd
mm xvxu ,,  
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 □.رسیم، به تناقض می( 34-2رابطه )برای  1Cو (31-2)رابطهبرای  1Cکه با در نظر گرفتن   

 

برای تمام فواصل مشتق شده از نرم   Cen2و  Cen1و  Med2و  Med1های گزاره [15]:2-5-11قضیه

 ها برقرارند.

 :برهان

Med1 : فرض کنید*L 9-5-2خط بهینه باشد اما از حداقل دو تا از نقاط موجود عبور نکند. بنا بر لم 

 طوریکه  هرا انتخاب کنید ب m ،*tبرای هر 

(2-53                                        )  ** ,, * LEdLEd
mm xtx  

//.//1برای   1Medدانیم می 6-5-2بواسطه قضیه   *t
dpL توانیم خط برقرار است و میL 

t*نیمم کننده فاصله می
d .و گذرنده از حداقل دو تا از نقاط موجود مفروض را انتخاب کنیم 

را طوری در نظر بگیرید که                                   t،9-5- 2طبق لم mحال دوباره برای هر 

  
 LEdLEd

mm xtx ,,  . 

، 9-5-2بنا بر لم 
 

  LEdLEd
mm xt

tRt
x ,m i n,

1,2 



نیز درست است،  t*که این رابطه به ازای  

 بنابراین

(2-36                                )   
 LEdLEdLEd

mmm xtxxt
,,, * 

 داریم:( 36-2( و )35-2با استفاده از روابط)حال 

     

      *

***

,

,,,, **

LfLfLfLEdw

LEdwLEdwLEdwLEdwLf

m

xm

m

xtm

m

xtm

m

xtm

m

xm

m

mmmm


















 

L(*واین رابطه با توجه به فرض بهینگی    *LfLf دهد (  نتیجه می   *LfLf  یعنی .L 

کند، و این برهان را کامل ی  خط بهینه است که همچنین از حداقل دو تا از نقاط موجود عبور می

 کند.می
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Cen1  وCen2 برهان :Cen1  وCen2  مشابه برهان برایMed1 است. با جایگزینی  باmax  در

زیمم فاصله بودن از حداقل سه تا از نقاط موجود برای های بالا و بکارگیری خاصیت در ماکفرمول

Cen1  و عبور از ی  وجه از پوسته محدب نقاط موجود برایCen2 بجای عبور از حداقل دو تا از ،

سازیم که را می Lنقاط موجود در برهان بالا ، به طریقی مشابه، خط      ** LgLgLg    که در

آن    LEdwLg
mxm

Mm
,max


ادامه برهان همانند قسمت قبل است .. 

Med2:  فرض کنیم ی  خط میانه*L  با خاصیت
2

*

W
w

LmxE

m 




موجود باشد. با توجه به برهان 

Med1 دانیم برای هر خط می 6-5-2، از قضیهL  که*t
dکند، داریم:نیمم میمی را 

2
,

2

W
w

W
w

LmxLmx E

m

E

m  


  

 

 لذا:

   

 

      *

***

,

,,

,,

*

*

LfLfLfLEdw

LEdwLEdw

LEdwLEdwLf

m

xm

m

xtm

m

xtm

m

xtm

m

xm

m

mm

mm






















 

 □شود.است، بنابراین فرض خلف باطل است و حکم  ابت می L*که تناقض با بهینگی 

 

 ها و نتایجالگوریتم2-6

 2lهای زیادی ارائه شده است. ی  خط میانه با استفاده  از  نرم تاکنون الگوریتم 2lو  1lبرای متری  

توان در زمان را می nnO log2  یا 2nO آمده است. برای  ]21[و  ]16[ها در یافت که الگوریتم آن

1l  ی  الگوریتم nnO 2log  22 [پیشنهاد شده است، در حالی که الگوریتم ارائه شده در  ]16[در[ 

توان در زمان شود. مساله خط مرکز در حالت اقلیدسی را میدر زمان خطی اجرا می nnO log توسط



   
 

 
43 

 

ریزی از طریق برنامه ]24[در  1lحل کرد و همچنین این مساله برای نرم  ]32[الگوریتم ارائه شده در 

زمان خطی در  nO.حل شده است 

، ی  الگوریتم Gهای بلوکی با نقاط فرین مشتق شده از نرمdبرای فواصل  GnO  برای مساله خط

میانه و همچنین ی  الگوریتم  GnO  پیشنهاد شده است. ]25[برای مساله خط مرکز در 

گذرد، به آسانی از آنجا که همیشه ی  خط میانه وجود دارد که از حداقل دو تا از نقاط موجود می

توان ی  الگوریتم می 3nO  برای بررسی تمام جفت نقاط موجود پیشنهاد داد. با استفاده از این

توان پیچیدگی این الگوریتم را کاهش داد حقیقت که ی  خط میانه باید ی  خط تنصیف باشد، می

 زیرا نیازی نیست که تمام جفت نقاط موجود بررسی شوند.

کثر فاصله از حداقل سه تا از نقاط برای مساله خط مرکز، همیشه ی  خط بهینه وجود دارد که در حدا

های نقاط موجود توان بوسیله شمارش تمام سه تاییموجود قرار دارند، بنابراین ی  خط مرکز را می

در زمان  4nO  یافت. اگر تمام وزن ها مساوی باشند، یکی از خطوط بهینه شیبی برابر با یکی از

د دارد. این نتیجه بدین معنی است که کافیست پوسته محدب های پوسته محدب نقاط موجووجه

مجموعه نقاط موجود را تعیین کنیم که به ی  الگوریتم  nnO log شود.منجر می 
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 سومفصل 

 مکانیابی خط در فضای سه بعدی



 

 

 

 

 

 مقدمه     9-0

 

اشاره شد، مطالعات بر روی مساله مکانیابی خط در فضای دوبعدی سابقه  همانطور که در فصل پیش

سه درباره مکانیابی خط در فضای  مساله مکانیابی خط دوبعدی، مقالات طولانی دارد، اما در مقایسه با

)(بعدی  3Rی   شاملدرباره یافتن بزرگترین استوانه که  تا نادر است. تاکنون مقالات کمینسب

ارائه شده است که از آن به عنوان مکانیابی ی  خط در  اشدبنمی3Rمجموعه مفروض از نقاط در

اشاره کرد. این پژوهش بواسطه [26]توان به مقاله فولرتفضای سه بعدی تعبیر شده است و  می

اشعه نباید ارگانهای مهم انجام شد، که پرتوهای  های مغزیمشکلات بوجود آمده در درمان بیماری

سالم مغز های غیری ارگانی احاطه کنندهبنابراین یافتن کوچکترین استوانهداخل مغز را از بین ببرد.

از نابود شدن توسط  ندارند های سالم مغز را که در این استوانه قرارحائز اهمیت است تا بتوان بافت

د. از سوی دیگر یافتن کوچکترین استوانه احاطه کننده ی  مجموعه نقاط مفروض، اشعه حفظ کر

مورد مطالعه قرار گرفته  با تابع هدف مرکز که در مقاله شومر 3Rمعادل است با یافتن ی  خط در 

 .[27]است

استخراج معدن جستجو کرد. فرض کنید ی  توان در را می 3Rکاربرد عملی دیگر یافتن خطوط در

منطقه شامل ذخایر معدنی چند کانی معدنی در مکانهایی معلوم در زیر زمین باشند. به جای حفاری 

ها سی به ذخایر با استفاده  از تونلمجزا برای هر ذخیره معدنی، ساختن ی  شفت اصلی و دستر

است بطوریکه هزینه های سالیانه انتقال مواد  مقرون به صرفه است. در واقع هدف، مکانیابی ی  شفت

به طرف بالای شفت را کمینه کند. در عمل، طول شفت متناهی است، ها معدنی از طریق تونل

خط پیچیدهتر از یافتن ی  خط خط است. مکانیابی ی  نیمبنابراین در واقع هدف، مکانیابی ی  نیم

اما در این . [29]بل و بریمبرگ بررسی شده استخط توسط شواست. ی  حالت خاص از مکانیابی نیم

 پردازیم.می 3Rفصل، ما تنها به مکانیابی خط در فضای
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 فرمول بندی مساله     9-2

 

 بندی کرد:توان بصورت زیر فرمولرا می 3Rمساله مکانیابی خط در 

فرض کنید  nAAA ,,, 21  های تسهیلات موجود با ی  مجموعه از مکان

  3

321
,, RaaaA mmmm  های نامنفی و وزنmw ، nm ,,2,1  باشد. فرض کنید ،d 

 تابع فاصله باشد.

هدف تابعطوریکه هب بیابیمرا   3RLخواهیم خط راست می   



m

mm LAdwLf کمینه  ,

، توسط کوتاهترین فاصله d، بر مبنای تابع فاصله 3RLو خط  3RAگردد.فاصله بین ی  نقطه 

 شود یعنی:بیان می

  XAdLAd
LX

,min,


 

های ، مدلLدر مثال معدن کاری که قبلا ذکر کردیم، تسهیلات موجود همان ذخایر معدنی و خط 

نیمم کردن هزینه های سیستم تونل است که ما دهد. در اینجا هدف، میکاری را نشان میشفت معدن

 Lتا شفت Aمعلوم در  ها باشد. طول تونل از ذخیره معدنیکنیم وابسته به طول تونلفرض می

توسط  LAd اساسا وابسته به خواص سیستم تونل است. در پژوهشی که در  dشود که بیان می ,

موجود)تونل ها از انجام شده است فرض بر این است که مسیرهای ارتباطی خط با تسهیلات [28]

تواند به عنوان نرم می_pباید افقی باشند. در صفحه افقی، هر ( ذخایر تا شفت در مثال معدن کاری

شود. اگرچه نامیده می plای، فاصله افقی ی  اندازه فاصله در نظر گرفته شود. چنین اندازه فاصله

در صفحه افقی  plرا به فاصله دو بعدی توان آنتابع فاصله سه بعدی است اما میبواسطه تعریف، ی  

 کند.کار، بطور قابل توجهی مساله مکانیابی خط را ساده میه اینکاهش داد ک Aشامل 
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دنی باید افقی باشند یعنی ما کنیم که تونل های اتصال دهنده شفت به ذخایر معما در اینجا فرض می

نرم سروکار داریم. برای _pنرم افقی با فواصل _pبه جای فواصل  p1 ،p_هنرم متناظر ب-

 شود:صورت زیر بیان می

   
p

j

p

jpp xxxxlXl

1

3

1

321 ,, 












 



 

بصورت زیر  pl، کوتاهترین فاصله بر مبنای نرم 3RLو ی  خط  3RAبنابراین برای ی  نقطه 

 باشد:می

  XAlLA p
LX

p 


min, 

,3پارامتر  با در نظر گرفتن دو R خط دلخواه ، ,L کنیمرا بصورت زیر تعریف می: 

 RXRXL   ,;3

,
 

 باشد.میجهت  درکه در حقیقت حرکت از نقطه

کنیم، سپس به جنبه های نرم بحث می_plادامه ابتدا درباره چگونگی بکارگیری فواصل اندازه  در

های حل ابتکاری را ارائه ها، روشپایان، برای بعضی مدل پردازیم و درهای مکانیابی مینظری مدل

 دهیم.می

به منظور توضیح درباره نتایج این فصل، مسائل مکانیابی خط سه بعدی را مطابق با دو خاصیت زیر 

 کنیم.دسته بندی می

 ساختار مکانی تسهیلات

 لات:گیریم، تمام تسهییکی از حالات زیر را برای تسهیلات موجود در نظر می

 ،بر روی صفحه افقی واقع هستند 

 ،بر روی ی  ابر صفحه واقع هستند 

 3طور دلخواه دربR اند.قرار گرفته 
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 ها روی خطمحدودیت

 شود، خط مورد نظر باید:های زیر در یافتن خط بهینه اعمال مییکی از محدودیت

 ،در صفحه افقی قرار گیرد 

  گیرد،در ی  ابر صفحه قرار 

  3هیچ محدودیتی روی خط نداشته باشیم یعنی به دنبال بهترین خط درR .هستیم 

 

 فواصل اندازهگیری  9-9

طوریکه تابع هدف هکنیم برابررسی می Lما مساله یافتن ی  خط مانند 

  



m

mpm LAwLf , نیمم شود که میmA  3ها نقاط مفروض درR های نامنفی با وزنmw 

 باشند.می

دو بردار 321 ,,    و 321 ,,    3مفروض است. ی  خط درR صورت هتوان برا می

 RXRXL   ,;3

,
کنیم نمایش داد که ما در ادامه فرض می

1
2

3

2

2

2

1  ی . قبل از حل مساله لازم است درباره فاصله  ,.LAmp   ی  نقطه تا ی

 کنیم.شروع می 2lبحث کنیم. ابتدا با فاصله اقلیدسی  3Rخط در 

 فاصله اقلیدسی 

برای هر نقطه مفروض   3

321
,, RaaaA mmmm تا  ، نزدیکترین نقطه روی خطmA   بوسیله ی

ضرب داخلی صورت بهکه   mm A,
نرمال شود، فرمول  3به  شود. اگر باشد یافت میمی*

3RAmبرای محاسبه فاصله بین  زیر   و خط ,LL  ید:آبدست می 

(1-3)
  



 






,,,

,
3

1

2*

2

mmmm

j

jmjmjm

AAAA

aLA
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 بنابراین تابع هدف برابر است با:

  


 ,,,, mmmm

m

m AAAAwLf 

 دهیم:در ادامه درستی این عبارات را نشان می

با فرض  RXRXL   ,;3

,
 داریم 

    





3

1

2

22 minmin,
j

jmjm
RLX

m j
aXAlLA 


 

 اما؛

(1-2)

  















3

1

2222

2

3

1

222
3

1

222
j

jmjjmjjmmjmm

jmjjjmmjj

j

mjmjmjmmjmm

j

jmjmjmjm

jjj

j

jjjjjj

aaa

a

aaaaaa







 

12که فرض کردیم و با توجه به این 3,2,1jحال با قرار دادن 

3

2

2

2

1   گاه با باز کردن آن

22عبارت فوق، عبارت 

mj صورت زیر استبه 

  22

3

2

2

2

1

222

3

22

2

22

1 mmmmm   

 شود؛صورت زیر ساده میدر نهایت این رابطه به ،j( بر حسب 2-1بازنویسی رابطه )حال با 

(1-1)



3

1

222 222
j

jmjjmjmmjmm jjj
aaa  

 یابیممی Rرا برحسب  Aنیمم گاه میبنامیم، آن A( را 1-1اگر رابطه )
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 

 

 























3

1

3

1

3

1

2
3

1

22

2220

222

j

jmjm

j

jjmjmm

j

jjjm

m

m

j

jjmjjjmmm

j

jj

jjj

a

aa
A

aaaA








 

 

 خواهیم داشت 3,2,1jجددا با جایگذاری که م

  mm A,
* 

 

 دهیمحال نشان می

(1-4                 )  


 ,,,
3

1

2*

mmmm

j

jmjmj AAAAa 

که فرض کردیم با توجه به این 



3

1

2*

j

jmjmjaA  با جایگذاری ،

m ( داریم1-1در رابطه ) 

    

 

2222

3

1

2222222222

2

3

1

2

3

1

222

22

222

2

22

222

jjjmjj

j

jjmjjmjjmjjmmjjmjm

jjjmjjj

j

jjmjjjmjjmjjmjjmm

j

jmjjmjmmjmm

j

jjjjjjj

j

jjjjjj

jjj

a

aaaaaaa

a

aaaaaa

aaaA

































 

(1-5                                      )



3

1

2222222 22
j

jmjjjjjmmjm jjjj
aaaa  

 ( را باز کنیم داریم4-1( است. حال اگر طرف دوم رابطه )4-1(  مجذور طرف چپ رابطه )5-1رابطه )

(1-6)22,   mmmmm AAAAA 

(1-7)   22222 2,,   mmmmmm AAAAAA 
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 حال

2222222 22,,,   mmmmmmmm AAAAAAAA 

 صورت زیر استبازنویسی کنیم، این رابطه به jحال اگر این رابطه را برحسب 

(1-8                             )



3

1

2222222 22
j

jmjjjjjmmjm jjjj
aaaa  

باشد. بدین ترتیب (  برابر می5-1( است و با رابطه )4-1که این نیز مجذور سمت راست رابطه )

 شد. ابت (3-1ابطه)درستی ر

شایان ذکر است وقتی تابع هدف نه محدب و نه . است و نه مقعرتاسفانه این تابع هدف نه محدب م

خاصیت زیر برای فاصله اقلیدسی نیمم سراسری نباشد. نیمم موضعی ممکن است میمقعر باشد می

 تواند مفید واقع شود.جهت توسعه ی  الگوریتم می

3فرض کنید  :29][1-3لم

, RLL    3ی  خط وRA ترین مسیر ی  نقطه باشد. آنگاه کوتاه

 شود.واقع می در ی  صفحه با بردار نرمال  است یعنی L، پاره خط قائم بر Lتا  Aاقلیدسی از 

 pl هانرم 

در حالت کلی درست نخواهد  1-3را بکار ببریم، خاصیت لم  plیدسی، فاصلهاگر به جای فاصله اقل

و ی  خط  mA. برای تعیین فاصله بین ی  نقطه بود ,LL   باید*

m  را بگونه ای بیابیم که

 
*

mmP  ی   نیمم سازیترین نقطه روی خط باشد که با حل ی  مساله مینزدی

 بعدی بدست می آید.

     


*
min, mmpmp

LP
mp AlPAlLA 

صورت  هبنابراین تابع هدف ب 
P

j

P

mjmj

m

m awLf

1

3

1

*

, 












 



 باشد که این تابع می

 .است و نه مقعر نیز نه محدب
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  نرم (1فاصله مستطیلیl ) 

 3Rزیر را برای تعیین فاصله بین ی  نقطه و ی  خط در  ، لم1lدر حالت خاص فاصله مستطیلی 

 .داریم

فرض کنید : 28][2-3لم  3

321 ,, RaaaA   3و

, RL 
ی  خط معین با پارامترهای  

3, R گاه:باشد. آن 













 


3,2,1,min,
3

1

,1 i
a

aLA
j

jj

i

ii
j 




 

 برهان: 

  

 

 























3

1

333222111

1

1,1

min

min

min

min,

j j

jj

j
R

R

R

LX

a

aaa

Al

XAlLA



















 

امین عبارت ی  عدد jصورت ایندر غیر است 0jبدون از دست دادن کلیت، فرض کنیم 

 دارمیانه وزن-3ی  مساله  مانندمساله چون این. نظر کردتوان از آن صرف ابت است و بنابراین می

ی  است، 1lبا نرم  3,2,1i  طوریکههبوجود دارد
i

iia







تعریف با  هینه باشد. اکنونب 

3,2,1,3 


 iR
a

P
i

ii
i 



 

و Aفاصله بین   ,Lصورت هب        312111,1 ,,min, PAlPAlPAlLA   جواب

 □.بهینه مساله است

در فضای سه بعدی، به ی   Lتا خط  Aترین مسیر مستطیلی از نقطه توجه کنید که کوتاه

بدست  3iبا  2-3ی بهینه در برهان لم برای  iبه ویژه اگر اندیس  شود.صفحه محدود می

گیرد. بطور مشابه قرار می A، کاملا در صفحه افقی گذرنده از Lتا  Aگاه مسیر از آمده باشد آن
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و  1xمحورهای مختصات  برگاه مسیر مورد نظر کاملا در صفحه قائم به ترتیب،آنباشد 2,1iاگر 

2x گیرد. متاسفانه انتخاب اندیس قرار میi برای  نه تنها به پارامترهای خط وابسته است، بلکه

برقرار  1lبرای فاصله مستطیلی  1-3بنابراین خاصیت لم ، نیز وابسته است Aبه موقعیت نقطه

 نیست.

 

 نتایج محاسباتی9-4

اشاره شد، برای مساله مکانیابی خط در صفحه با فاصله اقلیدسی، ی  خط  2همانطور که در فصل

نامیم. این بهینه گذرنده از دو تا از تسهیلات مفروض وجود دارد. این خاصیت را خاصیت وقوع می

 مرجع به صورت زیر بیان شده است.خاصیت توسط کورنینکو و مارتینی 

 . [30]کننده از دو تا از تسهیلات مفروض عبور میبا استفاده از نرم اقلیدسی، تمام خطوط بهین

. به این [31]ع به سایر فواصل به جز اقلیدسی توسط شوبل ارائه شده استتعمیم این خاصیت وقو

خاصیت وقوع برای مکانیابی ی  خط در فضای سه نظر آید که طور بهممکن است این ترتیب

بهینه ای از دو تا از تسهیلات مفروض عبور  بعدی نیز درست است. اما در مثال نقض زیر هیچ خط

 کند. بنابراین خاصیت وقوع دوبعدی برای فضای سه بعدی قابل تعمیم نیست.نمی

تا تسهیلات مفروض به عنوان رئوس ی  مکعب مستطیل با  8nفرض کنید : 3-3مثال

 مختصات زیر داده شده باشند:

       

       ,1,2,,1,2,,1,0,,1,0,

,1,2,0,1,2,0,1,0,0,1,0,0

8765

4321





eAeAeAeA

AAAA
 

 .0eکه 

گذرنده از نقاط  1Lخط  0,1,0  و 0,1,e صورت برای هر را در نظر بگیرید. در این

8,,2,1 m ، 2, 12 LAmدر نظر  3ها . بنابراین مقدار تابع هدف وقتی که تمام وزن
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گرفته شوند برابر است با   281 Lf  که مستقل ازe خواهیم نشان دهیم است. حال ما می

کند، نسبت به هر خط دیگر که از دو تا از تسهیلات موجود عبور می 1Lهای بزرگ، خط eبرای 

بهتر است. برای خط  ,2 LL   با 2,2,
8

1

2
e

e















  و 1,0,0   1که از نقاطA  و

7A گذرد، داریم:می 

 

   

 

   .242
8

4

8

2
2,,

,
8

4
2,,,,

,0,,

22

2
2

2

2

252232

2

2

282262242222

272212

ee
e

Lf

e

e
LALA

e

e
LALALALA

LALA






















 

، داریم:         eوقتی    12 28248 LfLf  . 

خطوط افقی و قائم گذرنده از دو تا از تسهیلات و همچنین خطوطی که در یکی از وجوه مورب 

بدتر هستند. این بدین معنی است که  2L( نسبت به خط 7Aو  2Aهستند) مانند خط گذرنده از 

نسبت به تمام خطوط گذرنده از دو تا از تسهیلات  1Lه اندازه کافی بزرگ، خط های بeبرای 

 مفروض بهتر است. بنابراین هیچ ی  از این خطوط گذرنده از دو نقطه، بهینه نیستند.

پردازیم. برای مثال فرض کنید خاص از تسهیلات و خط جدید می هایحال به بیان برخی حالت

حالت خاصی را بررسی واقع باشند. در لم زیر  Hتمام تسهیلات مفروض بر ی  صفحه مشترک 

صورت هکنیم که این صفحه بمی    0:,,0: 3321

2  xxxxRE  باشد یعنی برای هر

m ،03 maین حالت تمام خطوط بهینه که بر حسب . همچنین در اpl_ نرم بدست    

 شوند.دربرگرفته می Eآیند، توسط می
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m،03فرض کنید برای هر  :29][4-3لم ma گاه ی  خط بهینه آن. است ,L برحسبpl 

03طوریکه  هوجود دارد ب   03و  بعلاوه اگر است .p گاه تمام خطوط بهینه باشد آن

 کنند.شرط صدق میدر این 

فرض کنید  برهان:  3

321 ,, RxxxX   ی  نقطه و   0,, 21 xxXP   تصویرX  به روی

 02 R  باشد. توجه کنید که برای تمامplها داریم:نرم 

(1-9)      YPXPlYXl pp  

p ،و همچنین برای  XPX   و YPY  توان نشان داد به آسانی می 

(1-39                                           )    YXPlYXl pp  

زیرا شرط XPX مولفه سوم YXl p  3کند چون با این شرط، را مخالف صفر میx  قطعا

صفر نیست. حال چون YPY  03، پس yطور اکید از ( به39-1) . بنابراین طرف چپ رابطه

 تر است.طرف راست رابطه بزرگ

فرض کنید  اکنون ,LL  3خطی دلخواه درR بوده و      PPLLP , تصویرL روی به

 02 R.واقعدر  باشد      PPLLP , خطی است که به ازای آن 

     0,,,, 21321  PP و     0,,,, 21321   PP 

، فاصله بین ی  نقطه ( 9-1رابطه ) با استفاده از    APaaA  0,, در رابطه  Lو خط  21

 کند:زیر صدق می

(1-33 )      
 

    LPAXAlXPAlXAlLA pp
LPX

p
LX

p
LX

p ,minminmin,  


 

اگر  ,L بهینه باشد باید همواره  خط   LPALA pp ,,         باشد و با توجه به رابطه

که دهدبهترین حالت زمانی رم می( 1-33)   LPALA pp ,,    03و این یعنی  و

03 ید برقرار است، اگرطور اکه( ب33-1وضوح رابطه )هب. همچنین استp  و LPL  

 □باشد.
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m،03: فرض کنید برای هر 29][5-3نتیجه ma.  برای تمامplها کهنرم p1  ی ،

 بهینه گذرنده از دو تا از تسهیلات مفروض وجود دارد.خط 

گاه تمام و شامل تمام تسهیلات موجود باشد. آن 3Rی  صفحه درHفرض کنید: 29][6-3نتیجه

 شوند.دربر گرفته می Hبدست میآیند، توسط 2lخطوط بهینه که برحسب فاصله اقلیدسی 

 بنابراین ،ماندها  ابت مییکسان نقاط و خط، فاصلهدوران سروکار داریم با  2lبا نرم چون برهان:

توان فرض کرد که بدون از دست دادن کلیت می  0:,, 3321  xxxxEH و نتیجه ،

برای هر 4-3بدست میآید. زیرا در لم  4-3مستقیما از لم  ,L  033داشتیم   یعنی ،

 ,L درE .واقع است□ 

با ی  صفحه شامل تمام تسهیلات مفروض سروکار داشتیم اما در خاصیت بعد، 3-4در لم 

باشند ولی در عین حال تنها  خطوطی که در تسهیلات مفروض،دلخواه می 02  RE  قرار

 دارند را مورد بررسی قرار خواهیم داد.

ی  خط در صفحه   Lفرض کنید : 29][7-3لم  32 0 RRE   باشد و

  3

321 ,, RaaaA  ی  نقطه و   0,, 21 aaAP   تصویرA  برویE گاه:باشد. آن 

           .     3,,, aLAPlLA ppp   

سمت راست، تنها  plکه اشاره دارد، حال آن 3Rبه ی  تابع فاصله در  pتوجه کنید که علامت 

نرم دوبعدی است که بصورت _pی    
p

j

p

jpp xxxlXl

1

2

1

21, 












 



باشد. بعلاوه می 

   LAPp , توان توسط ی  فاصله دوبعدی جایگزین کرد، چون را می AP  وL  هر دو در

 02  RE .قرار دارند 
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دو نقطه برهان:  321 ,, xxxX   و 321 ,, yyyY  مفروض است. خاصیت زیر را برایpl_

 ها بکار خواهیم برد:نرم

       33, yxYPXPllYXl ppp  

LXکه برای تمام با توجه به این  ،03 x  و چون بنا بر فرض مساله   0,, 21 xxXP   لذا

LXبرای هر  داریم 

(1-32                                              ) XPX  

 ( داریم32-1با استفاده از رابطه ) بنابراین 

   

      

      
    

    3

3

3

3

,,

,min

,min

0,min

min,

aLAPl

aXAPll

aXPAPll

aXPAPll

XAlLA

pp

p
LX

p

p
LX

p

pp
LX

p
LX

p























 

 □شود.به این ترتیب برهان کامل می

-صورت زیر میبه (PRL)25مساله مکانیابی خط محدود شده به صفحه منجر به تعریف ،7-3لم 

 :شود

(PRL) ی  مجموعه : 3از تسهیلات درR  مفروض است، خطL  را در صفحه 02  RE 

ای بیابید که تابع هدف بگونه   


m mpm LAwLf , نیمم شود.می 

در صفحه   Lکند که نقاط مفروض در فضا و خط بیان می ای رامساله در حقیقت تعریف فوق

 .واقع هستند

ELبا استفاده از محدودیت    تابع هدف 7-3و همچنین لم ،(PRL) صورت زیر هتوان برا می

 بندی کردفرمول

                                                 
Planarly Restricted Line Location Problem25 
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.     



m

mmppm aLAPlwLf 3,, 

، معادل است با مساله مکانیابی ی  خط در 1lبا فاصله مستطیلی  (PRL)مساله : 29][8-3قضیه

باشند و تابع فاصله می Eبروی  mAکه تسهیلات موجود بصورت تصاویر نقاط مفروض  Eصفحه

 بدست می آید. 1lبوسیله فاصله دوبعدی 

 داریم: 1l، برای نرم 7-3با استفاده از لم  برهان:

 

     

   











m

mm

m

mm

m

mmm

awLAPw

aLAPlwLf

31

311

,

,,





 

 معادل است با1l ،(PRL)یعنی برای

 
m

mmm Laaw ,,min 211 

به عنوان تسهیلات مفروض mAبا تصاویر دوبعدی  ی  مساله مکانیابی خط در صفحهه اخیر مسال

 □است.

 شود.از این قضیه نتایج زیر حاصل می

، ی  خط بهینه گذرنده از حداقل دوتا از نقاط  1lبا فاصله  (PRL)برای مساله  :29][9-3نتیجه

تصویر  mAP .وجود دارد 

 □شود.نتیجه می ا از خواص مسائل مکانیابی خط در صفحهمستقیم ا بات برهان:

توجه کنید چون تجزیه مختصات برای  p1 و نتیجه  8-3بنابراین نتایج قضیه  برقرار نیست

را در نظر بگیرید.  3-3ل، مثا2lباشد. مثلا برای نرم اقلیدسیهای کلی برقرار نمینرم_pبرای  3-9

عبور  که از هیچ ی  از نقاط تصویر  1Lباشیم، خط  Eاگر به دنبال یافتن ی  خط بهینه در 

کند، دارای مقدار تابع هدفنمی  281 Lf  است که نسبت به بهترین خط گذرنده از دوتا از
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دارای مقدار تابع هدف eکه برای  نقاط تصویر   514 Lfباشد، بهتر است. می

 ، نتیجه زیر را داریم.1lهمچنین از خواص تقارن نرم 

باشد که  nی  ابر صفحه با بردار نرمال  Hفرض کنید : 29][10-4نتیجه

      1,0,0,0,1,0,0,0,1n1گاه با استفاده از نرم مستطیلی . آناستl  مساله یافتن ی  خط ،

با مساله مکانیابی ی  خط در صفحه معادل است. بعلاوه تمام خطوط بهینه حداقل  Hبهینه در 

 کنند.عبور می Hبروی mAاز دوتا از نقاط تصویر تسهیلات مفروض 

قرار  Hدهد که تمام تسهیلات در ابرصفحه مفروضهمچنین حالت خاص دیگر زمانی رم می

، اکنون این مساله با یافتن ی  خط 3-10نتیجه بگیرند. برای مجموعه ابرصفحههای ذکر شده در

، ی  plتوان نتیجه گرفت به ازای تمام فواصل معادل است، بنابراین بلافاصله  می 2Rصفحهدر

، 2lبرای فاصله اقلیدسی  6-3نتیجه  گذرد.تسهیلات میخط بهینه وجود دارد که از دو تا از 

در ادامه این بخش، خاصیت وقوع را برای  دهد.، همان نتیجه را نشان میHمستقل از ابرصفحه 

دهیم. ابتدا مساله مکانیابی خط در ی  تعمیم می Hو ابرصفحه های دلخواه  plتمام فواصل

 دهیم.نشان می (LH)کنیم که آنرا بابندی میرا فرمول 26ابرصفحه

(LH) : ی  مجموعه 3از تسهیلات در ابرصفحه مفروضRH  ی  خط ،مفروض استL  در

H طوریکه تابع هدف هرا بیابید ب   


m mpm LAwLf , نیمم شود.می 

اگر خط : 29][11-3لم
 ,

LL نیمم سازی جواب مساله می   


m mpm LAwLf , 

گاه خط تبدیل یافته باشد، آن


 ,
LL نیمم سازی تبدیل یافته جواب مساله می

   


m mpm LAwLg , باشد.می 

 دهد.ابتدا توجه کنید که انتقال یکسان ی  نقطه و ی  خط، فاصله را تغییر نمی برهان:

                                                 
Line Location Problem within a Hyperplane26 
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(1-31)
  

   









,

,

,min

min,

LAAl

AlLA

pp

pp







 

برای تمام خطوط دلخواه 

 ,LL  :داریم 

(1-34    )
  

 




















m

mpm

m

mpm

m

mpm

LAwLAw

LAwLg





,,

,,

,,

,





 

 (؛31-1با استفاده از رابطه ) 

   ,,, LgLAw
m

mpm  


 

یعنی برای هر  ,L ،دلخواه  ,
L( به دلیل بهینگی 34-1بهینه است. لازم به ذکر است رابطه )

  ,
L.برقرار است□ 

 

3RHی  ابرصفحه : 29][12-3قضیه  ( مفروض است. برای مساله(LH تمام به ازایplها نرم

که  p1.ی  خط بهینه گذرنده از دوتا از تسهیلات مفروض وجود دارد ، 

فرض کنید  برهان: bxnxnxnRXHH bn  332211

3

, ی  ابرصفحه با بردار  :

شامل مبدا  Hوان فرض کردتبدون از دست دادن کلیت می 11-3باشد. برطبق لم  0nنرمال 

ی ی  نرم، ی  مجموعه محدب است که شامل به عنوان گوی یکه pBاست. 0b، یعنی باشد

HBBتوجه کنید که  مبدا در درونش است و همچنین نسبت به مبدا متقارن است. p :
ی   ~

مجموعه دوبعدی است که محدب بوده و مبدا را در درونش دارد و نسبت به مبدا متقارن است. در 

Bواقع 
باشد. در ها ی  دایره میمحل برخورد ی  صفحه و گوی است که فصل مشترک آن ~

Bنتیجه
 کند:زیر تعریف می بصورت Hی  نرم را روی  ~

    HXBXX  ,
~

:0inf:~  



 

 
59 

 

معادل است، که برای چنین مسائلی با استفاده  با مساله مکانیابی خط در صفحه (LH)این یعنی 

نشان داده شده است که ی  خط بهینه گذرنده از دوتا از ( pl) نه لزوما ~های از برخی نرم

 □کند.و این برهان را کامل می  [31]تسهیلات وجود دارد

Bدر واقع در قضیه قبل حکم را برای 
Bکند و چون  ابت می ~با نرم  ~

قرار دارد، لذا  Hدرون ~

 نیز وجود دارد. Hی  خط بهینه گذرنده از حداقل دوتا از تسهیلات موجود در

توان بطور تحلیلی بصورت زیر توجه کنید که ی  مساله مسطح معادل در ا بات قبلی را می

 تعریف کرد:

bnHHفرض کنید  ,  03ی  ابرصفحه باشد و فرض کنید n 0وb  همچنین .

EHP : به عنوان تصویر) نگاشت دوسویی( ازH  بروی صفحهxy1کنید باشد و فرضP 

معکوس این نگاشت باشد. با در نظر گرفتن    AAP ::
، تعریف کنید ~

    XPlX p

1~ . 

بعلاوه چون است.  Hی  نرم بر ~شود که از برهان قبل نتیجه می

      YPXPYXl p  ~ لذا به ازای تمام ،HYX , :داریم 

     LPAPLAl p ,~,  

 ( با مساله مکانیابی خط مسطح معادل است.(LHشود که حاصل می در واقع این نتیجه

 

 های بررسی موضعیروش  9-5

های همانطور که قبلا اشاره شد، تابع هدف مسائل مکانیابی خط سه بعدی مطرح شده در بخش

توانیم به دنبال ی  بنابراین بدون نیاز به بررسی وسیع، تنها می قبل، نه محدب و نه مقعر است

نیمم نیمم موضعی باشیم. لازم به ذکر است زمانی که تابع هدف نه محدب است و نه مقعر، میمی

 گیریم.نیمم سراسری نباشد. ابتدا فاصله اقلیدسی را در نظر میموضعی ممکن است می



 

 
69 

 

 

 حالت اقلیدسی 9-5-0

کند که اگر شیب خط بیان می 1-3لم  ,L  یعنی بردار (ابت باشد  آن )گاه داده شده باشد

توان برحسب فاصله اقلیدسی در داخل صفحه متعامد بر فواصل از تسهیلات تا خط را می ,L 

:33دوران  توان با بکارگیریمحاسبه کرد. بنابراین می RRr   مساله را به عنوان مکانیابی ی ،

 .ی  خط قائم باشد Lخط دلخواه برحسب فاصله اقلیدسی افقی تقریب زد بطوریکه 

 کنیم.فاصله اقلیدسی بیان می در ادامه ی  الگوریتم را برای یافتن ی  خط با کوتاهترین

 :3-1[29]الگوریتم

 انتخاب کنید. 0gو  0L. ی  جواب آغازین 3گام

مجموعه Bفرض کنید  نگارد را بیابید.را به ی  خط قائم می gLکه  r. ی  دوران مانند 2گام

قرار دهید   نقاط باشد  BAArB r  :. 

. برای محورهای دوران یافته، 1.3گام 1,0,0g بهترین نقطه آغاز رنظر گرفته و را  ابت د

 0,, 1

2

1

1

1   ggg   را برای خط قائمgL 28][بیابید. 

را برحسب فاصله اقلیدسی بهینه کنید. سپس  1g، ا  ابت گرفته ور1g. 1.2گام

 11,

11


  ggLrLg


 را تعیین کنید. 

. اگر 4گام      1gg LfLfگاه توقف کنید،، آن 

1صورت قرار دهید ایندرغیر gg  بروید. 2و به گام 

 plنرمحالت   9-5-2

 گاه تابع هدف بصورت زیر است:نرم استفاده کنیم، آنplجای فاصله اقلیدسی از فاصله اگر به
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   
 


















m

p

j

p

jmjmjm awLf

1

3

1

,  

نیمم موضعی را با استفاده از الگوریتم ی  می توانست و نه مقعر، اما میکه این تابع نیز نه محدب ا

 زیر یافت.

 (plترین فاصله یک خط با کوتاهبرای مکانیابی )2-293][الگوریتم

طور مختصر را به weisfeldابتدا الگوریتم داریم بنابراین  27، نیاز به روش وایزفلد2-3در الگوریتم 

 کنیم.معرفی می

 مساله زیر را در نظر بگیرید

   



n

j

p
p

j

p

jj
X

axaxwXW
1

1

2211min 

که در آن 









2

1

x

x
X مقادیر مجهول و 21 , jj aaخواهیمی باشند و میمقادیر معلومX بهینه را با

 توان با مساله زیر تقریب زدشود این مساله را می ابت میبیابیم.  وایزفلد فاده از روشاست

       














n

j

pp

j

p

jj
X

axaxwXWH
1

1

2
2

22
2

2

11min  

گیریم. در مشتق میkxنسبت به  از این تابع  (،2,1kکه) ،kxو نیمم این تابعحال برای یافتن می

 داریم 1تکرار 

 
     

     












n

j jkkj

j

n

j jkkj

jkj

k

axdaXd

w

axdaXd

aw

x

1

11

,,

,,





 

 در آن که

                                                 
Weisfeld27 
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       
pp

j

p

jj axaxaXd

1
1

2
2

22
2

2

11,













  

 و

     2
12

,
p

jkkjkk axaxd


  

 پردازیم:می plترین فاصله ی  خط با کوتاهبه معرفی الگوریتم یافتن  اکنون

 

. ی  جواب آغازین 3گام 00 ,  را انتخاب کنید، مقادیر

m  و مقدار تابع هدف 0

, 00 
Lf  را

 قرار دهید. 0gگر را محاسبه کنید و شمارش

و مقادیر  g. با  ابت در نظر گرفتن 2.3گام

m بهترین نقطه شروع ،

 1

3

1

2

1

1

1 ,,   gggg   برای مساله وبر، بیابید. برای خط، با استفاده از الگوریتم وایزفلدرا 

و مقادیر 1gداشتن . با  ابت نگه2.2گام

mرا روی وایزفلد ، تکرارهای که اجرا کنید تا این

معیار توقف حاصل شود. جواب جاری را با  11,  gg  .نشان دهید 

. برای جواب جاری، 1گام

m ،m را محاسبه کنید. اگر ،      1

,,

gg LfLf توقف ،

1صورت قرار دهید اینر غیرکنید د gg بروید.  2.3و به گام 

کلاسی  در ای ت  وسیلهبه ی  مساله  1gرسیم که مساله یافتن به این نتیجه می 2.3در گام 

3R  با فاصلهpl یابد که به ازای هر کاهش میm  تسهیلات بصورت ،

 332211 ,,    mmmmmmm aaaA باشد.می 

برای مقادیر  ابت  تکرارهای نزولیبه ی  دنباله از  2در هر دو بخش از گام تکرارهای وایزفلد 

m 

شود. با به هنگام کردن مقادیر منجر می

m  1برای خط جدید  1در گام

,

gL  فواصل تا خط را ،

شود. کنیم، درنتیجه بهبودی برای تابع هدف فراهم میبوسیله کوتاهترین فواصل جایگزین می

 شود.به ی  نقطه  ابت همگرا میروش تکرار بنابراین 
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 حالت مستطیلی  9-5-9

همانند حالت توان بر حسب فواصل مستطیلی، مجددا می 3Rی خط در برای حل مسائل مکانیاب

از  2.2و  2.3های بکار برد، اما گامنیمم موضعی ی  جستجوی محلی را برای یافتن ی  میplنرم

الگوریتم زیر نشان  توان با هم ترکیب کرد تا به زمان اجرای خطی رسید که دررا می 3-2الگوریتم 

 داده شده است.

 (یک خط با کوتاهترین فاصله مستطیلیبرای مکانیابی ) [29]3-3الگوریتم 

. ی  جواب آغازین 3گام 00 ,  را انتخاب کنید، مقادیر

m  و مقدار تابع هدف 0

, 00 
Lf  را

 قرار دهید. 0gگر را محاسبه کنید و شمارش

داشتن . با  ابت نگه2گام

m برای ،  و11. جواب را با جواب بهینه را بیابید ,

1


ggLLg


 

 نشان دهید.

مقدار  mبه ازای جواب جاری، برای هر . 1گام 

m  را محاسبه کنید.اگر

      1

,,

gg LfLf1صورت قرار دهید اینتوقف کنید در غیر gg  بروید.2و به گام 

 بصورت زیر است. 2نیمم سازی گام مساله می

 

   

333222111
,

min 


mmmmmmm aaaw 

، تجزیه کرد که هرکدام ی  مساله مکانیابی kP،3,2,1kتوان به سه زیرمساله مساله را می این

، تسهیلات بصورت m، به ازای هر kP. در زیرمساله خط در صفحه برحسب فاصله قائم است

 mkmm aA ,  های اصلی ها همان وزنشوند. وزنداده میmw باشند و جواب بهینه ی  می

خط با شیب 

k  و نقطه تقاطع

k دهد. هر سه زیرمساله را با توجه به ساختارشان میرا می-

 6-2طور که در بخش زیرا همان طی حل کردزمان خ توان با استفاده از برنامه ریزی خطی در
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اشاره شد، مساله مکانیابی خط در صفحه با استفاده از فاصله قائم در زمان  nO حل می-

 .[32]شود

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 چهارمفصل 

نیمه ناخوشایند مکانیابی خط



 

 

 

 

 

 مقدمه     4-0

 را برای حالتی مورد بحث و بررسی قرار دادیم که وزن نقاط مثبت باشد،  مساله مکانیابی خط تاکنون

زن مثبت و منفی بوده و مجموع کنیم که نقاط دارای وحالتی را مطرح و بررسی می در این فصلاما 

 .است مورد نظراط و دور بودن خط از بعضی نقاط، ها مثبت باشد ، یعنی نزدیکی خط به بعضی نقوزن

منفی و به بقیه در واقع در این حالت برای حل مساله بهنقاطی که باید از خط بهینه دور باشند ، وزن 

توان به تعیین های این مساله مییم . از کاربردکندهیم و سپس مساله را حل مینقاط وزن مثبت می

 باید از بیمارستانها دور های راه آهن که مثلااست مانند ریل خطوطی که برای بعضی نقاط ناخوشایند

های و با استفاده از نرمهای مثبت و منفی در این بخش، مساله خط میانه را با وزناشاره کرد. باشند 

 کنیم و خواصی را برای آن بدست می آوریم. همچنین با استفاده ازاقلیدسی و مستطیلی بررسی می

را آوریم که نتایج آنبدست می د با نرم اقلیدسیی  الگوریتم برای یافتن خط نیمه ناخوشایناین نتایج 

 در فصل بعد ارائه خواهیم داد.

 با نرم اقلیدسی 28مساله مکانیابی خط نیمه ناخوشایند  4-2

های مثبت و منفی را با استفاده از نرم اقلیدسی مورد بررسی در این قسمت مساله خط میانه با وزن

، نشان همچنین با توجه به این خواصساله بدست می آوریم. دهیم و خواصی را برای این مقرار می

های مثبت برقرار است، لزوما برای دهیم گزاره هایی که برای مساله مکانیابی خط میانه با وزنمی

های ارائه شده در فصل دوم، برای مساله نیمه باشد لذا الگوریتممساله با وزن مثبت و منفی برقرار نمی

میم نیست. بنابراین بر آن شدیم که با استفاده از این خواص الگوریتمی را برای ناخوشایند قابل تع

                                                 
obnoxious-Semi28 
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ها را مثبت های زیر، مجموع وزنهمچنین در تمامی گزاره آوریم.کانیابی خط نیمه ناخوشایند بدست م

0گیریم یعنی در نظر می 
m

mwW است. 

نیمم سازی جواب مساله می Lاگر خط : 1-2-4قضیه   



Mm

xm LEdwLf
m
باشد  2lهمراه با نرم ,

گاه باشد آن Lمجموعه نقاط روی خط  Aباشد و  Lمجموعه نقاط دو طرف خط  2Sو  1Sو 

AS 1  وAS 2. 

AS: فرض کنیم برهان 1  یاAS 2فرض خلف(. بدون از دست دادن کلیت فرض می (-

ASکنیم  1 بنابراین هیچ نقطه ای روی خط .L  1و نیز درS باشد. همواره داریم: واقع نمی 

   



21

,,
Sm

xm

ASm

xm LEdwLEdwLf
mm



 

ای را طوریکه هیچ نقطههحرکت دهیم ب 2Sبه سمت  را به موازات خودش به اندازه  Lحال اگر خط

 بنامیم داریم: Lشامل نشود و خط جدید را 

 

بطور  Lیم که مقدار تابع هدف به ازای آن از مقدار تابع هدف به ازای خطاهیافت Lیعنی خطی مانند

 □شود.است. لذا فرض خلف باطل است و حکم  ابت می Lاکید کمتر است که این تناقض با بهینگی 

همواره  2lبا نرم نیمم سازی مفروضشود مساله میاز قضیه فوق مستقیما نتیجه می: 2-2-4نتیجه

 دارای جواب بهینه متناهی است.

باشند و به همین دلیل چون مساله مکانیابی خط ناخوشایند، تمام نقاط دارای وزن منفی میدر مساله 

گاه جواب بهینه نامتناهی خواهیم نهایت واقع شود آننیمم سازی است، اگر خط در بیاز نوع می

سازی، داشت. یعنی برای تمام مسائل با وزن منفی، جواب نامتناهی خواهیم داشت اما در مبحث بهینه 

جواب بی معنی است. لذا برای جلوگیری از این محدودیت ها و هزینه ها، این  با توجه به وجود

 گیرند:موضوع، مساله مکانیابی خط ناخوشایند را با محدودیت زیر در نظر می
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 واقع باشد. ی  از دوطرف خط یا روی خط بهینه در هرباید حداقل ی  نقطه 

 انیابی خط نیمه ناخوشایند همواره دارای جواب بهینه متناهی است واما بنابر قضیه فوق، مساله مک

بنابراین محدودیت ذکر شده به خودی خود برای  کند،خط بهینه پوسته محدب نقاط را قطع می

 مساله خط نیمه ناخوشایند برقرار است.

نیمم سازی در مساله می :3-2-4قضیه   



Mm

xm LEdwLf
m
ای ، هیچ خط بهینه2lهمراه با نرم,

 مثبتی را شامل نشود. با وزن منفی بگذرد و هیچ نقطه با وزن که فقط از نقطه ایوجود ندارد 

گذشته باشد و هیچ aمانند منفی با وزن ی  خط بهینه باشد که از ی  نقطه Lفرض کنیم  برهان:

یا  1Sدر بقیه نقاط ،1-2-4ی  نقطه روی خط واقع است بنابر قضیه چون مثبتی را شامل نشود.نقطه 

2S  1یا در هر دو قرار دارند. مجموع وزن نقاط درS 2وS1ترتیب هها را بکنیم و آنرا محاسبه میW  و

2W 21همواره داریم نامیم. می WW   12یا WW  21. بدون از دست دادن کلیت فرض کنیم WW  .

دهیم حرکت می 2Sبه سمت را به موازات خودش به اندازه Lخط ،1-2-4حال مشابه ا بات قضیه

خط قرار نگیرد. خط  روی خط نباشد و همچنین هیچ نقطه ای روی aطوریکه دیگر نقطه منفیهب

 نامیم و داریم:می Lرا دجدی
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021که با توجه به این WW  0وawوضوح برقرار است. لذا ی  خط ماننده، رابطه فوق بL 

یافتیم که مقدار تابع هدف به ازای آن از  Lf  کمتر است که این تناقض با بهینگیL  است. بنابراین

 □خطی موجود نیست که از ی  نقطه منفی بگذرد و از هیچ نقطه مثبتی عبور نکند.
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نکند . در  کند بهتر است خط بهینه تا حد امکان از نقاط ناخوشایندعبوردر واقع قضیه فوق بیان می

های مثبت در وزن منفی با دو نقطه دیگر با وزندهیم هنگامی که ی  نقطه با زیر با مثالی نشان می

 .ی  راستا باشد ، ممکن است خط بهینه از این نقطه منفی نیز بگذرد

فرض کنید  :4-2-4مثال 0,11 A ، 0,02 A ، 0,13 A ، 2,04 A  چهار نقطه در صفحه

51های بترتیب با وزن w ،12 w ،43 w ،14 w گاه:، آن(3-4)شکل  باشند 

 
 3-4شکل 

 

، 2Lکنیم خط و همچنین فرض می گیریمدر نظر می 3Aو  2Aو  1Aرا خط گذرنده از نقاط  1Lخط

باشد. برای نمونه مقدار تابع هدف میانه را برای این  4Aو  2Aمنطبق بر محور قائم و گذرنده از نقاط 

 کنیم.دو خط محاسبه می

   221, 1441  LAdwLf 

        91415,, 2332112  LAdwLAdwLf 

 1Lبیشتر است. یعنی  2را درنظر بگیریم مقدار تابع هدف به ازای آن از  1Lحال هر خط دیگر بجز 

گذرد بهینه است و این در حالی است که  این نقطه با دو نقطه با وزن که از ی  نقطه با وزن منفی می

 باشد.راستا میمثبت هم
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توان حالتی را نشان داد که در آن ی  نقطره منفری برا دو نقطره ارائه مثالی به آسانی مین با همچنی

 مثبت در ی  راستا باشد ولی خط بهینه از این نقطه منفی عبور نکند.

اگر :5-2-4مثال 0,21 A ، 0,02 A ، 0,13 A ، 2,04 A چهار نقطه در صرفحه برا وزن-

51ترتیب های به w ،22 w ،13 w ،14 w .باشند 

را گذرنده از  2Lو موازی با محور قائم در نظر بگیریم و خط  1Aرا خط گذرنده از نقطه  1Lاگر خط  

 در نظر بگیریم، با محاسبه مقدار تابع هدف به ازای این خطوط داریم: 3Aو  2Aو  1Aنقاط 

 

           3213122,,, 1441331221  LAdwLAdwLAdwLf 

   221, 2442  LAdwLf 

که علاوه بر  2Lعبور کرده است نسبت به خط 1Aکه از نقطه با وزن مثبت  1Lشود خط مشاهده می

بهینه نیست.  2Lباشد. بنابراین نیز عبور کرده است، خط بهتری می 2Aدو نقطه مثبت، از نقطه منفی

3علاوه براین خطوط دیگری که در این صفحه در نظر بگیریم نیز دارای مقدار تابع هدف بیشتر از 

 بهینه است. 1Lدهد هستند و این نشان می

Remarkهرای مثبرت ، برا نررم ساله مکانیابی خط در صفحه با وزنطور که گفته شد ، برای م: همان

ممکن است بنظر آیرد کره  . با این پس زمینهاز دو نقطه وجود دارداقلیدسی ، ی  خط بهینه گذرنده 

، اما در مثال زیر هیچ خط  ، برای مکانیابی خط با وزن های مثبت و منفی نیز برقرار استاین خاصیت

 کند.از دو تا از نقاط مفروض عبور نمیای بهینه

کنیررد  فرررض: 6-2-4مثههال 0,11 A  و 0,02 A  و 0,13 A  و 3,04 A  و وزن نقرراط

21بترتیب  w ،12 w ،23 w ،64 w (2-4)شکل  باشند. 
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 2-4شکل          

 

عبرور کررده و  4A، خطی باشد کره از نقطره 2Lباشد و  4Aو  2Aاطگذرنده از نقخط 1Lکنیمفرض 

 صورت:موازی با محور افقی باشد. در این

        41212,, 1331111  LAdwLAdwLf 

    

      1533313232

,,, 2332222112



 LAdwLAdwLAdwLf
 

گرذرد، که از دو نقطره مثبرت مری 1Lنسبت به خط گذرد ، که تنها از ی  نقطه می 2Lبنابراین خط 

، بررای مسراله مکانیرابی نیمره 2در فصل  Med2. پس خاصیت باشدبهینه می 2Lبهتر است بنابراین 

 ناخوشایند قابل تعمیم نیست.

هرای ارائره شرده بررای توان نتیجه گرفت کره الگروریتمراحتی میها وقضایای فوق، بهبا توجه به مثال

نیرابی خرط توان بررای مسرائل مکامکانیابی خط در صفحه در حالتی که وزن نقاط مثبت است را نمی

گوریتم استفاده شده است و ال Med1هایی مانند ها از گزارهزیرا درآن الگوریتم بکاربرد،نیمه ناخوشایند 

را براساس این خواص ارائه داده انددر حالی که این گزاره برای مکانیابی خط نیمره ناخوشرایند لزومرا 

ز ی  نقطه برقرار نیست. همچنین ما  ابت کردیم در مساله مکانیابی خط نیمه ناخوشایند، خط بهینه ا

کند و این در حالی است که این خاصیت در مساله مکانیابی خط برا وزن فرد عبور نمیهمنفی منحصرب
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هرا ایرن خاصریت در ها مثبت اند و به همین دلیل در آن الگوریتممثبت جایگاهی ندارد زیرا تمام وزن

بی خرط نیمره ناخوشرایند و نظر گرفته نشده است.به دلایلی که گفته شد، بعد از بررسی مساله مکانیا

بدست آوردن خواص مختلف، ارائه ی  الگوریتم کارا برای اینگونه مسائل کره البتره در دنیرای واقعری 

 خواهیم پرداخت. آن معرفی به رسد که در ادامهکاربردیترند لازم و مفید به نظر می

 طیلیمساله مکانیابی خط نیمه ناخوشایند با نرم مست4-9

مکانیابی خط میانه را برای نقاط با وزن مثبت و منفی با استفاده از نرم مستطیلی  در این بخش مساله

هرای زیرر نیرز یم. ضمنا در تمامی گزارهآورمی بدسترا برای آن مطرح کرده و خواص و نتایجی  1lیا 

 گیریم. ها را مثبت در نظر میمجموع وزن

بصورت  Lفرض کنیم خط   2

1221 :,: RbsxxxxL  .فاصله ی  نقطره مفرروض ترا  باشد

 صورت زیر است:ه) مستطیلی ( ب1lبا استفاده از متر Lخط

   LEdLEdLEl
mmm xverxhorx ,,,min,1  

که در آن:   basa
s

LEd mmxhor m


21

1
و  , basaLEd mmxver m


21

 verdو  hord، کره ,

که نحوه بدست آمدن ایرن روابرط در  باشدمی Lترتیب فاصله افقی و قائم بین نقاط مفروض و خطبه

نسربت بره نقراط و تنها به شریب خرط وابسرته اسرت و  verdو hord. هری  از آمده است 4-2بخش 

10باشند. در واقع اگر مستقل می bهمچنین   s گاه فاصله نقطه از خط، موازی با محور آنy ها

 گیریم.را در نظر می hordصورت اینو درغیر verdیعنی همان شوداندازه گیری می

نیمم فاصله ترا خرط برحسرب فاصرله ، اگر برای یکی از نقاطمفروض می1lبا استفاده از نرم : 1-3-4لم

 نیمم فاصله برحسب فاصله افقی) قائم ( است.افقی) قائم ( باشد برای تمامی نقاط نیز می

نریمم فاصرله ب خط  ابت است واضح است اینکه میبا توجه به توضیحات فوق، از آنجا که شی برهان:

 □شود.راحتی نتیجه میهبرحسب فاصله افقی یا قائم باشد به شیب خط وابسته است بنابراین لم ب



 

 
72 

 

bsxyصورت به 1L: فرض کنیم خط تذکر   باشد کهs  وb ترتیب شیب و عرض از مبدا خط به

برا معادلره 2L،  خطری ماننرد حرکت دهریمرا به موازات خودش به اندازه 1Lباشند، حال اگر خط 

bsxy خواهیم داشت. لذا اگر 21 , LLd1مروازی  خطفاصله بین دو عنوان را بهL  2وL  در نظرر

بگیریم داریم:  
2

21

1
,

s

bb
LLd




جا که. اما از آن  21, LLd :لذا داریم 

22 11 sbbsbb   

کره برا نررم مسرتطیلی بره مروازات خودش،برا توجره بره ایرن جایی خط بره انردازهحال اگر با جابه

برای تمامی  iشوند که این مقدار به خط جدید نزدی  می iبه اندازه هر ی  از نقاط  ،سروکارداریم

bbنقاط مساوی بوده و برابر است با  . 

نیمم سازی جواب مساله می Lاگر خط : : 2-3-4قضیه   



Mm

xm LEdwLf
m
 1lهمراه با نرم,

گاه باشد آن Lمجموعه نقاط روی خط  Aباشد و  Lمجموعه نقاط دو طرف خط  2Sو  1Sباشد و 

AS 1  وAS 2. 

AS، فرض کنیم 1-2-4برهان: همانند ا بات قضیه  1  یاAS 2 فرض خلف(. بدون از (

ASکنیم دست دادن کلیت فرض می 1 بنابراین هیچ نقطه ای روی خط .L  1و نیز درS  واقع

 داریم: Lباشد. برای خط بهینه مفروض نمی

   
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طوریکه هیچ نقطه ای هحرکت دهیم ب 2Sبه موازات خودش به سمت  را به اندازه  Lحال اگر خط 

گاه:         بنامیم آن Lرا شامل نشود، خط جدید را   



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 verdتوسط 1lلم قبل فاصله نقاط تا خط برحسب نرم سروکار داریم بنابراین بنابر  1lاز آنجا که با نرم  

کمترین مقدار باشد. چون شیب  hordتعیین می شوند. فرض کنیم برای تمام نقاط موجود ، hordیا

 تعیین می شود. hordتوسط  Lتغییر نکرده است ، باز هم فاصله نقاط تا خط جدید  Lخط جدید 

فرض کنیم برای هر نقطه 
ixE ،mi ,,2,1  فاصله  افقی  آن نقطه تا خط جدید با حرکت به ،

 تغییر کرده باشد بنابراین با محاسبه مقدار تابع هدف برای خط جدید داریم: iبه مقدار   اندازه 

    
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0توجه به تذکر قبل،  حال با bbi که فرض بر این است که  و همچنین با توجه به این

0ها مثبت است لذا مجموع وزن
2


Sw

i

i
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 □شود.فرض خلف باطل است و حکم  ابت می است بنابراین Lکه این تناقض با بهینگی 

 تعیین شود نیز برقرار است. verdبوسیله  1lهمین حکم برای وقتی که نرم 

ها مثبت باشد، با استفاده از های مثبت و منفی که مجموع وزنمساله خط میانه با وزن: 3-3-4نتیجه 

 همواره دارای جواب بهینه متناهی است. 1lنرم 

 □می باشد.  4-2-2برهان: همانند نتیجه 

نیمم سازی در مساله می: 4-3-4قضیه   



Mm

xm LEdwLf
m
، هیچ خط 1l، با استفاده از نرم ,

 .باشد که فقط از نقطه ای منفی بگذرد و هیچ نقطه مثبتی را شامل نشودبهینه ای موجود نمی

 □، بوضوح حکم برقرار است.4-2-3ضیه و نیز ق4-3-2رهان: با استفاده از قضیه ب
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نیز قابل تعمیم است. یعنی با  1lنیز برای نرم مستطیلی  5-2-4و 4-2-4های شایان ذکر است، مثال

که ی  نقطه منفی با دو نقطه با وزن مثبت دیگر در ی  استفاده از این نرم نیز ممکن است در حالتی

 راستا باشند، خط بهینه از این نقطه منفی نیز بگذرد.

اره شد، در مساله مکانیابی خط میانه در صفحه با استفاده از نرم همانطور که در فصل دوم اشتذکر: 

همین  4-2-6مثالبا استفاده ازد. اما کندو تا از نقاط موجود عبور می مستطیلی، خط بهینه از حداقل

توان نشان داد که خاصیت وضوح میجای اقلیدسی در محاسبات بهفصل و بکارگیری نرم مستطیلی به

Med2 باشد.برای مکانیابی خط نیمه ناخوشایند با استفاده از نرم مستطیلی نیز قابل تعمیم نمی 
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( برای حل مساله PSOروش بهینه سازی پرندگان )
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 مقدمه     5-0

ند و اپرندگان و ماهیان را مورد مطالعه قرار داده دانشمندان متعددی، قوانین ضروری حاکم بر گروه

. رعایت این قوانین توسط تکت  پرندگان و ماهیان، آنها را قادر ساخته تا اندسازی نمودهها را شبیهآن

-عی به رقص آرائی بپردازند و صحنهبا هم همگام شده و بدون برخورد با یکدیگر،درحرکات دسته جم

پرنده، ماهی  )رکت گله، در نتیجه تلاش همه اعضاسازی، حکنند. در شبیهگفت انگیزی را خلق های ش

خود حفظ نمایند. است که سعی می کنند در هنگام حرکت، فاصله بهینه را با همسایگان و غیره (

دهنده همکاری گروهی ماهیان، جهت به دام  انداختن پلانکتون در مرکز گروه و ( نشان3-5شکل )

نیز ماهیان با حرکات دسته جمعی، سعی در گمراه کردن (2-5شد. در شکل )تغذیه از آنها می با

با حرکت  ( پرندگان 1-5)شکلدر  کنند.ز خود در برابر دشمنان محافظت میماهیان بزرگتر دارند و ا

تا حد زیادی صرفه جوئی می  شکل خود در زمان مهاجرت، در میزان مصرف انرژی خود Vگروهی و 

مای حکها نیز، قوانین مشابهو در بعضی حالات بر رفتار انسان بر رفتار اجتماعی سایر حیوانات .کنند

زیرا ، ها خیلی پیچیده تر از حرکت گروهی پرندگان است.هر چند که رفتار اجتماعی انسانفرماست

توانند در میرا سازگار کنند. بدین معنی که علاوه برحرکت فیزیکی، انسان ها قادرند اعتقادات خود 

فضای باور و اعتقادات نیز حرکت کنند. هر چند که دو نفر نمی توانند همزمان، فضای یکسانی را از 

محیط فیزیکی اطرافشان اشغال نمایند،اما آنها می توانند عقاید یکسانی داشته باشند و بدون برخورد 

ها، رد در رفتار اجتماعی انسانین مواباهم،موقعیت یکسانی از فضای اعتقادی را اشغال کنند.وجود ا

کند که از طبیعت گرفته شده است،  ابت میهائیکه سازی های آن شده است. مثالساز شبیهزمینه

اطلاعات در میان اعضای ی  جمعیت، ممکن است که ی  فرآیند تکاملی برتری را فراهم آورد.  انتشار

 .]33[می باشد( PSO)29دگانالگوریتم بهینه سازی پرن این نظریه، ایده اصلی توسعه
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 :  همکاری گروهی ماهیان جهت یافتن غذا3-5شکل 
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 : حرکت دسته جمعی ماهیان جهت حفاظت خود در برابر دشمنان و گمراه نمودن آنها2-5شکل 

 

 

 شکل پرندگان در زمان مهاجرت V:   حرکت 1-5شکل 
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 PSOمفاهیم الگوریتم  5-2

های پرنردگان ی  الگوریتم جستجوی اجتماعی است که از روی رفتار اجتماعی دسرته PSOالگوریتم 

مدل شده است. درابتدا این الگوریتم به منظور کشف الگوهای حاکم بر پرواز همزمان پرندگان و تغییر 

 به کار گرفته شد. ی گروهیر آنها و تغییر شکل بهینهناگهانی مس

در فضای جستجو تحت تأ یر تجربه 19ذرات . تغییر مکاندر فضای جستجو قرار دارند ، ذرات PSOدر 

روی چگررونگی 13گررروههررای انشرران اسررت. بنررابراین موقعیررت دیگررر ذرهو دانررش خودشرران و همسایگ

 سازی این رفتار اجتماعی فرایند جسرتجویی اسرت کرهی مدلگذارد.نتیجهذره ا ر میجستجوی ی  

آموزنرد و برر مبنرای دانرش از یکردیگر می گرروه درذرات کنند. ق میل میبه سمت نواحی موف ذرات

 روند.بدست آمده به سمت بهترین همسایگان خود می

 (PSO)بهینه سازی پرندگان الگوریتم 5-9

که به نام های الگوریتم انبوه ذرات،الگوریتم ازدحام ذرات و پرندگان نیرز مشرهور اسرت، PSOالگوریتم

سازی است. این الگوریتم سرعت همگراییمناسربی کاربرد در زمینه بهینهپرهای بسیاریکی از الگوریتم 

ساله ایرن  34گیرد. باوجود قدمت گزینه اول مورد استفاده قرار می دارد و در اغلب کاربردها، به عنوان

 الگوریتم، که در مقایسه با عمر الگوریتم ژنتی  بسریار کمتراسرت، گررایش بره سرمت ایرن الگروریتم

فرض کنیرد شرما و گروهری از دوسرتانتان بره دنبرال گرنج .شوددرتمند، هر روز بیشتر و بیشتر میق

تواند مکان و وضعیت کار خود سیم دارد که میگردید. هر ی  از اعضای گروه ی  فلزیاب و ی  بیمی

بره گرنج  دانیرد آیرا همسرایگانتان از شرمابنابراین شما می .دبه همسایگان نزدی  خود اطلاع بده را

توانید به طرف او حرکرت کنیرد. برا تر بود شما میای به گنج نزدی نزدیکترند یا نه؟ پس اگر همسایه
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ی کره شرما شود و همچنین گنج زودتر از زمانچنین کاری شانس شما برای رسیدن به گنج بیشتر می

 .تنها باشید، پیدا خواهد شد

کنند. برای رسیدن به ی  هدف نهایی همکاری میاست که افراد ین ی  مثال ساده از رفتار جمعی ا

ای توان به صورت مجموعهرا میگروه . این روش مؤ رتر از زمانی است که افراد جداگانه عمل کنند

، هوش کنند. در کاربردهای محاسباتیسازمان یافتهاز موجوداتی تعریف کرد که با یکدیگر همکاری می

ی پرندگان الگو های ماهیان و دستهها، دستهزنبورها، موریانه ها،از موجوداتی مانند مورچهاجتماعی

ای دارند ولی رفتار شود. در این نوع اجتماعات هر ی  از موجودات ساختار نستباً سادهبرداری می

ها ی  کار هر ی  از مورچه 12هااست. برای مثال در کولونی مورچهنهایت پیچیده جمعی آنها بی

ی لایه، ها، ساختن بهینهدهد ولی به طور جمعی عمل و رفتار مورچهم میی مخصوص را انجاساده

سازی استراتژی حمله محافظت ازملکه و نوزادان، تمیز کردن لانه، یافتن بهترین منابع غذایی و بهینه

اجتماع  افراد ت به صورت غیر خطی از آمیزش رفتارهای ت گروه کند. رفتار کلی، یکرا تضمین می

ی بسیار پیچیده بین رفتار جمعی و رفتار فردی ی  اجتماع آید. یا به عبارتی ی  رابطهبدست می

وجود دارد. رفتار جمعی فقط وابسته به رفتار فردی افراد اجتماع نیست بلکه به چگونگی تعامل میان 

موجب  دهد وی محیط را افزایش میی افراد دربارهافراد نیز وابسته است. تعامل بین افراد، تجربه

کند که بین افراد مجموعه کانالهای ارتباطی ایجاد میگروه، شود. ساختار اجتماعیپیشرفت اجتماع می

ها کاربردهای گروهسازی محاسباتیهای شخصی بپردازند، مدلتوانند به تبادل تجربهطی آن افراد می

  در که در هر لحظهبر این اصل استوار است PSOاساس کارموفق و بسیاری را در پی داشته است.

با توجه به بهترین مکانی که تاکنون در آن قرار گرفته است و بهترین  هر ذرهمکان ،فضای جستجو

را (x,y)خواهیم زوج مرتبفرض کنید می شود.اش وجود دارد، تعیین میسایگیمکانی که در کل هم

2طوری بدست آوریم که تابع 2( , )F X Y X Y تدا نقاطی را به صورت تصادفی در ، مینیمم شود. اب

همسایگی تقسیم 1را به دسته نقاط کنیم. فرض کنید اینانتخاب می x-yیفضای جستجو، روی صفحه
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کنیم که در هر همسایگی نقاط موجود با یکدیگر تعامل دارند. در هر همسایگی هر ی  از نقاط به 

طه تاکنون در آن قرار داشته است، سمت بهترین نقطه در آن همسایگی و بهترین مکانی که آن نق

استفاده کرد که هر گروه توان از چندسازی میکند. برای حل ی  مسئله چند متغیر بهینهحرکت می

از آن ریشه کلونی مورچگان ای است  کهدهند. این همان ایدهها کار مخصوصی را انجام میگروهی  از

جدید است در حال حاضر کاربردهای کمی از آن بسیار 11هوش اجتماعی گیرد. از آنجا که دانشمی

را در علوم نقش مهمی  این علم، رشد روزافزونست. ولی صاحبنظران معتقدند با شناخته شده ا

 .مختلف ایفا خواهد کرد

مکان خود را  ذرهبر این اصل استوار است که در هر لحظه هر  PSOاساس کار طور گه گفته شدهمان

هترین مکانی که در ه بهترین مکانی که تاکنون در آن قرار گرفته است و بدر فضای جستجو با توجه ب

 کند.وجود دارد، تنظیم میاش کل همسایگی

ها این  تکنی .33][شدمعرفی   15و کندی 14هارتتوسط ایبر 3975اولین باردرسال  PSOالگوریتم 

قابل شناخت نیز های امروزی ن الگوریتم به طور واضحی در نسخهاند و نسخه اصلی ایبسیار رشد کرده

هایش را سازد تا  بات دانستنیگیری اجتماعی ی  شخص را قادر میری اجتماعی و یادگذاتا یر.است

کنش با حبت با دیگران و نیز به کم     برهمبرقرار سازد.انسان ها مسائلشان را به کم  ص

توان به طور نمونه به تغییرات را می کنند؛ اینهایشان و تغییر رفتارشان حل میباورهایشان، گرایش

سازی ذرات جمعی شبیهشکل حرکت افراد به سوی یکدیگر در فضای آگاهی اجتماعی مجسم کرد.

یشنهادی له په شده و چند راه برای ارزیابی مساله داباشند.مساماعیمیسازی اجت، این نوع از بهینهشده

ها در طی حرکت ذرات تکراری برای بهبود کاندیدا رایندد.ی  فنام دار "تابع شایستگی" ،به شکل کلی

که کنند و موقعیتی را کاندیدا را ارزیابی میهای است. ذرات مکررا شایستگی جواب در نظر گرفته شده
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بهترین "یا  "ذره بهترین"سپارند. بهترین جواب،، به خاطر میانددر آن بهترین موفقیت را داشته

وجود در همسایگی قابل دسترسی ین اطلاعات را برای دیگر ذرات مشود. هر ذره انامیده می "محل

گی در کجا بهترین توانندببینند که دیگر ذرات موجود در همسایها نیز میهمچنین آن کند.می

وقتی حرکت در فضای جستجو با در نظر گرفتن هوش جمعی باشد یعنی اگر اند.موفقیت راداشته

اند در نظر گرفته شود، نزدیکی به بهترین موقعیتی که تا به حال داشتهموقعیت بقیه ذرات و همچنین 

دارای مکان و  گروه به صورت نمونه بوسیله ذرات در فضای چند بعدی که جواب سریعتر خواهد بود.

کنند و دو توانایی ضرورری می حرکت مدل سازی می شود.این ذرات در میان این ابر فضا سرعت است

 دارند:

 سازی بهترین مکان خودبرای ذخیرهای حافظه 

  جواب.آگاهی در مورد بهترین موقعیت در همسایگی خود یا در کل فضای 

دهند و موقعیت و سرعتشران را های خوب را به یکدیگر از طریق ارتباط انتقال می گروه مکاناعضای 

 کنند.های خوب تنظیم میبر حسب مکان

 :سرعت خود اطلاعات زیر را داراستهر ذره برای اعمال تغییری مناسب در مکان و 

 "که برای همه شناخته شده است و هنگامی که هر ذره بهترین مکان  "عمومی مکان بهترین

 .کندروز رسانی میبقیه ذرات اطلاعات مربوطه را به جدیدی را شناسایی کند، فورا برای

 "آورد.را بدست میهای گروه ، آناز طریق ارتباط با زیر مجموعهره که ذ "بهترین همسایگی 

 "  کنرون تجربره کررده اسرت.اسرت کره ذره ترا کره بهتررین جروابی "محلری مکان بهترین 

 .کنند تا سرانجام به آن نزدی  شوندمی "بهترین عمومی"پذیری از ا یرهمه ذرات شروع به ت

 

کنند و بقیه فضا را کاوش حرکت می "عمومیجواب بهترین "در نزدیکی ذرات در فضای جستجو 

کوچ  انتخاب کنیم ، تمام گفته می شود اگر ضریب سرعت را  "همگرایی"، به این پدیدهکنندنمی
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به سرعت صفر  "عمومی جواب بهترین"توانند سرعتشان را کاهش دهند تا اینکه در ذراتمی

 نزدیکترشوند. 

ز رم )پس این است که دوباره به موقعیت ذراتا( )نامطلوبی  راه خروج از وضعیت همگرایی اولیه

 .[34]دهیمدادن همگرایی (مقدار نسبت 

هرای تکراملی، ایرن دهد. همانند سرایر الگروریتمرا ارائه می نقطه از فضای جوابذره ی  در واقع هر 

کدگرذاری شرده، له، به صورت مقادیر حقیقی و یا بره صرورت توانند بسته به شرایط مساترها میپارام

ی  روش مناسب است،که توسط حرکت گله  جواب با تعریف شوند. اساس الگوریتم، جستجوی فضای

بره  اند، با این امیدکه در این فرآینردعیتی که درگذشته با آن روبرو شدهبه سوی بهترین موقذرات ای 

، PSOشوند. درگرا میذرات در نقطه بهینه همگیرد. و سرانجام همه موقعیت بهتری برسند، صورت می

کند. عرلاوه برر آن، هرر جستجو حرکت می یهر عضو دارای ی  سرعت است که مطابق با آن در فضا

رسند ضای جستجو به آن میباشند. یعنی بهترین موقعیتی که در فها دارای حافظه نیز میکدام از آن

 سپارند.را به خاطر می

 یرد:گن حرکت هر عضو در دو جهت صورت میبنابرای

 .استموقعیتی که تا بحال داشته به سوی بهترین -3

 است.داشته به سوی بهترین موقعیتی که بهترین عضو در همسایگی آنها  -2

 اجرای الگوریتممراحل    5-4

بعردی و پیوسرته باشرد.  n، ی  فضای جست وجوی PSOی، فضای جست وجوXفرض کنیم که 

 دارای سه ویژگی می باشد: PSOام الگوریتم  tهر ذره در تکرار 

 tx j موقعیت فعلی ذره :jدر تکرار امt ام 

 tv jسرعت فعلی ذره :jدر تکرار  امt  ام 

 ty jبهترین موقعیت فردی ذره :jتا تکرار امt  ام 
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بعدی،  nبنابراین با توجه به فضای جست وجوی  tx j و tv j به صورت زیر می باشند 

(5-3)         txtxtxtx jnjjj ,,, 21 (5-2)        tvtvtvtv jnjjj ,,, 21   

     

در حالت کلی  



n

i

ii ulX
1

iiکه  , ul ام فضرای جسرتجو  iبه ترتیب کران های بالا و پایین بعرد  ,

 هستند.

 به صورت زیر تعریف می کنیمعت را های اولیه مکان و سربردار 

(5-1)          0,,0,00 21 jnjjj xxxx      

(5-4)          0,,0,00 21 jnjjj vvvv       

 که در آن

(5-5)      
   
    njVVUv

njulUx

jjj

jjj

,,1,~0

,,1,~0

maxmin 






 

و  jj ulU توزیع یکنواخت روی بازه  , jj ul  است. ,

کنریم و سرپس هرر ذره برا تابع هدف به ازای آن تعریف میار میزان شایستگی هر ذره را برابر با مقد

باشرد، در فضرای جسرت وجرو حرکرت    ذره و سایر ذرات گروه مریکه مبتنی بر شایستگی  vسرعت 

ام، tکند. بهترین موقعیت فردی ذره تا تکرار می ty تیجه مری شایستگی برای ذره را نبهترین مقدار

ام مشاهده کرده است. فررض کنیرد کره در tباشد که ذره از ابتدا تا تکرار دهد و بهترین موقعیتی می

های توان مجموعهمیباشد، میmقرار داریم. با توجه به اینکه اندازه گروه برابر با  PSOام tتکرار  tS 

و  هاعنوان مجموعه مکانبه tV به صورت زیر تعریف کرد : ها راعنوان مجموعه سرعتبه را 

(5-6)        
        

        tvtvtvtV

txtxtxtS

m

m

,,,

,,,





21

21




 

 تعداد ذرات در جمعیت است. mبعد فضا است و nتوجه شود که 
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حال بر اساس تابع هدف tF شایستگی هرر ذره در ، tS  سرنجیده مری شرود. مجموعره tF  بره

 شود :صورت زیر ساخته می

(5-7)                 txFtxFtxFtF m,,, 21 

حال بر اساس مجموعه  tF توان بهترین موقعیت فردی ذره به راحتی میi ام ترا تکررارt ام، یعنری

 tyi : را بر اساس رابطه زیر مشخص کرد 

(5-8)       
       
 









..woty

tyFtxFtx
ty

i

iii

i 1
1

 

بعد از مشخص شدن  tyi ها می توان مجموعه tP ها تا تکرار به عنوان مجموعه بهترین موقعیتt

 :صورت زیر تعریف کرد را به ام

(5-9)                tytytytP m,,, 21 

بنابراین       tyFtyty i
mi

g
,,

minargˆ
1

  بهترین موقعیت سراسری پیدا شده بین تمام ذرات گروه

 باشد.ام می tتا تکرار 

پس از مشخص شدن مجموعه های  tS tP,  tV,  و همچنین tŷ  می توان موقعیت هر ذره در

 tS  اساس روابط زیر به روز رسانی کردرا بر: 

(5-93)               txtycrtxtycrtwvtv iiiii  ˆ1 2211 

(5-33)        11  tvtxtx iii 

که در آن  1021 ,~, Urr  ن ذرات و تصرادفی برودبه منظور حفرظ پراکنردگی ذرات، القرای خاصریت

به کار برده می شوند و  PSOجلوگیری از جهش ناگهانی ذرات  tvi  در واقع جهت حرکرت را نشران

21دهد.می cc ضرایب شتاب فردی و اجتماعی می باشند که مقادیر آنها بر اساس نتایج تجربری، از راه  ,

با فرض اینکره   63]و35[آزمون و خطا تعیین می شوند.شای و ابرهارت  



n

i

ii ulX
1

,،minmax V, V 

 را به صورت زیر تعریف کردند،
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 

maxjmin

jmaxj

VV

 uV



 jl
 

با توزیع یکنواخت از بازه  که  1,0  انتخاب می شود. الگوریتمPSO ( 5( و )93-5بر اساس روابط-

 ( فرآیند خود را بروز رسانی می کند تا اینکه معیار توقف حاصل شود.33

ممکن است حالتی اتفاق بیافتد که ذره امکان خروج از فضرای  PSOهنگام بروز رسانی موقعیت ذرات 

مقیرد  Xرا پیدا کند. شای و ابرهارت به منظور جلوگیری از خرروج ذرات از فضرای   Xجست وجوی

به  vکردن   V,V maxmin  به طوریکه : 37][را پیشنهاد کردند ، 

 
 
 









jijj

jijj

ij VtvV

VtvV
tv

minmin

maxmax

1
1

1 

ذره همچنان تمایل به خروج از فضای جست وجو را داشرت، ایرن برار از  vاما اگر پس از مقید کردن 

 استفاده می کنیم، به این صورت که  xمقید کردن 

(5-32)       
   
   









jijij

jijij

ij ltxtx

utxtx
tx

11
11

1



 

 به طوریکه 

(5-31)       
    

    11
11




txutxlU

ltxutxU

ijjijj

jijjij

,~

,~




 

ام،  1tام و تکرار i( حرکت ذره 33-5( و )93-5به منظور درک بهتر معادلات ) 1txiدر شکل ، 

 نشان داده شده است.  (5-4)

سرعت  tv iبه طور چشرمگیری از تغییرر ناگهرانی  متناسب با جهت حرکت پیشین ذره می باشد که

 ذره جلوگیری کرده و حرکت ذره را به سمت جهت فعلی سوق می دهد.

    txtycr ii 11  مولفه فردی می باشد که میزان بازدهی ذرهi ام را نسبت به مراحرل قبرل تعیرین

 می کند.
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    txtycr iˆ22  مولفه اجتماعی می باشد که میزان بازدهی ذرهi ام را نسبت به کرل گرروه تعیرین

 می کند.

 

 PSO:  نمایش چگونگی حرکت ذرات در الگوریتم4-5شکل

 

 شامل گام های زیر می باشد : PSOمرحله آغازین از الگوریتم 

نشران مری دهریم و برا توزیرع تصرادفی  ijxام را برا iام از ذره jدر شروع الگوریتم، مولفره  -3

در بازه یکنواخت   u,l jj  مشخص کنیرد. و ایرن رونرد را بررایnjmi ,,,,,  11  

 تکرار نمایید.

یررع تصررادفی در بررازه ، بررا توزijvام را iام بررردار سرررعت jدر شررروع الگرروریتم، مولفرره  -2

  V,V maxmin  مشخص کنید و این روند را برایnjmi ,,,,,  11   تکرار نمایید. به

 جای این روش می توان سرعت اولیه همه ذرات را صفر در نظر گرفت .

 بهترین موقعیت فردی

 حرکت در جهت

 بهترین موقعیت سراسری

بهترین موقعیت 

 سراسری

 حرکت در جهت

 بهترین موقعیت فردی 

 

 

 

 

 قبلیجهت حرکت 

 جهت حرکت جدید
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در شروع الگوریتم  -1 mixy ii ,,1  در نظر بگیرید. همچنین می تروان بره جرای ایرن

روش، دو بردار تصادفی را برای هر ی  از اعضا تولید کرده و برداری که شایستگی بهتری دارد 

 نسبت داد . به وضوح روش دوم به محاسبات بیشتری نیاز دارد . iyرا به 

 PSOشبه کد الگوریتم   5-4-0

 به صورت زیر است : PSOشبه کد الگوریتم 

 آغاز الگوریتم      3مرحله 

3-3    :0t 

2-3  :m ذره تصادفی تولید شوند txmi i,,1 

1-3  :m بردار سرعت تصادفی تولید شوند tvmi i,,1 

:  بهترین موقعیت فردی ذرات تعیین شوند 4-3 tymi i,,1 

5-3  :      tyFtyty i
mi

g
,,

minargˆ
1

 

 تا زمانی که معیار توقف حاصل نشده است مراحل زیر تکرار شوند :        2مرحله 

 ام ،محاسبات زیر انجام شود :i: :برای ذره 3-2 

   1tvi ( محاسبه شود .39-5از رابطه ) 

   1txi   ( محاسبه شود .33-5از رابطه ) 

: شرط 2-2  ULx ,  بررسی شده و در صورت لرزوم از رابطره هرای اصرلاح شردنی برودن

استفاده شود و سپس  tyi.ها به روز شوند 

 1-2 :    11
1




tyFty i
mi ,,

minargˆ


 

      4-2  :1 tt 

به  PSOمعیار توقف آن است. در حالت کلی معیار توقف  PSOیکی از مهمترین بخش های الگوریتم 

مسئله در دست حل بستگی دارد. در بعضی از مسائل، معیار توقف دستیابی به بیشینه تکررار مجراز از 
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می باشد و حال آنکه در برخی دیگر از مسائل معیار توقف، دستیابی به آستانه خطا Tقبل تعیین شده 

 در میزان شایستگی است. از پیش تعیین شده ی 

 Tبره معیرار  PSOاستفاده شود، ممکن است قبل از آنکره  PSOبه منظور توقف  Tاگر فقط از معیار

برسد، آستانه خطا برای مقدار شایستگی  tŷ  حاصل شود. بنابراین اسرتفاده تنهرا از معیرارT تنهرا ،

 محاسبات را افزایش می دهد. 

همچین اگر فقط از معیار آستانه خطا استفاده شود ممکن است حالتی رم دهرد کره الگروریتم دچرار 

فرصت بهبود حالت رم  PSOاستفاده نشود، آنگاه الگوریتم  Tهمگرایی زودرس شود و لذا اگر از معیار 

استفاده کرد، تعریف ی  کران بررای داده را ندارد. معیار دیگری که در شرط توقف الگوریتم می توان 

اجرای الگوریتم بعد از آخرین بهبود است. یعنی بعد از آخرین بروز رسانی  tŷ چند مرحله الگوریتم ،

اجرا شد و در  tŷ . بهبودی حاصل نشد، الگوریتم متوقف شود 

یررا  Tوقرف بررر اسراس ترکیرب بیشرینه تکررار مجراز بنرابراین در طیرف وسریعی از مسرائل، معیرار ت

 maxmin FF  یاminF  می باشد که در آن 

(5-34)     
  

       
min

max
, ,

ˆ

ˆ ˆ, arg max i
i m

F F y t

F F z t z t F y t




 
1

 

 

 برای مساله مکانیابی خط میانه نیمه ناخوشایند PSOالگوریتم  5-5

مسائل مکانیابی خط نیمه ناخوشایند وزن نقاط مثبت و منفی  گفته شد، در 4طور که در فصلهمان

باشد و نشان دادیم خواصی که برای مساله مکانیابی خط در حالتی که وزن نقاط مثبت است لزوما می

های ارائه شده برای مسائل با وزن برای مسائل مکانیابی خط نیمه ناخوشایند برقرار نیست. لذا الگوریتم

باشد. برای مثال در فصل دوم  ابت شد ابی خط نیمه ناخوشایند قابل استفاده نمیمثبت، برای مکانی

گذرد اما در که در مساله مکانیابی خط با وزن مثبت خط بهینه حداقل از دو تا از نقاط موجود می
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را ببینید(.همچنین  4-2-6مثال باشد )این خاصیت برقرار نمیمسائل مکانیابی خط نیمه ناخوشایند، 

فرد مسائل مکانیابی خط نیمه ناخوشایند  ابت کردیم که خط بهینه از ی  نقطه منفی منحصربهدر 

کند که این خاصیت در الگوریتم ارائه شده برای مسائل مکانیابی خط با وزن مثبت در نظر عبور نمی

با وزن  ایشود و نقطهگرفته نشده است زیرا در این مسائل وزن تمامی نقاط مثبت در نظر گرفته می

 منفی نداریم.

توان ( را نمیمسائل مکانیابی خط )با وزن مثبت های معرفی شده برایبا توجه به دلایل فوق، الگوریتم

برای مسائل مکانیابی خط نیمه ناخوشایند تعمیم داد. به همین دلیل ارائه الگوریتمی کارا برای این 

 رسد.نظر میمسائل مفید به

الگوریتمی را برای مسائل مکانیابی خط نیمه  بهینه سازی پرندگان، روشدر ادامه با استفاده از 

های ارائه شده برای مسائل با وزن مثبت دهیم و نتایج را با الگوریتمارائه می 2lناخوشایند با نرم 

مقایسه مناسب، الگوریتم کنیم. بدین ترتیب که بعد از ارائه الگوریتم جدید، برای انجام ی  مقایسه می

های قبلی جدید را به ازای نقاط با وزن مثبت اجرا کرده و نتایج حاصل از این الگوریتم را با الگوریتم

که خواص بدست آمده برای مسائل مکانیابی خط نیمه توجه به این کنیم. سپس بامقایسه می

های حاصل از توجه به نزدیکی جواب و همچنین با کنیم،ناخوشایند را در الگوریتم جدید اعمال می

ن ی  الگوریتم مناسب و کارا برای توان به عنوااین الگوریتم را می های قطعی،این الگوریتم با الگوریتم

 مکانیابی خط نیمه ناخوشایند در نظر گرفت.

 پردازیم:حال به شرح الگوریتم می

ی  جمعیت از ذرات به صورت  PSOریتم طور که در ابتدای این فصل گفته شد، برای شروع الگوهمان

-در مساله مکانیابی خط نیمه ناخوشایند، خطوط ذرات گروه را تشکیل می شوند.تصادفی تولید می

 دهند.
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با مختصات  نقطه وزن دار nابتدا 








y

x
که مجموع طوریکنیم بهصورت تصادفی در صفحه تولید میبه 

حال برای شروع  گیریم.ولفه اول نقاط را نیز در ی  بازه مشخص در نظر میوزن نقاط مثبت باشد و م

گذاریم. برای نقاط مثبت باقیمانده تمامی ها منفی است را کنار میالگوریتم، ابتدا نقاطی که وزن آن

iiخطوط راست به فرم  bxsy  که خط اول از نقطه اول و دوم، خط دوم از طورییابیم بهرا می

صورت بردار تا باشد. هر خط را به mنقطه سوم و چهارم، ... ، بگذرد. فرض کنیم تعداد این خطوط 










i

i

b

s
miگیریم که در نظر می  ,,2,1 . 

یعنی دهیم ه را نیز صفر قرار میو بردارهای سرعت اولی 0tدهیم ابتدا قرار می  0tvو فرض می-

کنیم    00 ii yx   0که بهترین موقعیت فردی ذرات را در لحظهt حال با توجه دهندرا نشان می .

صورتکه تابع هدف بهبه این   



Mm

xm LEdwLF
m
است،  ,    0minarg0ˆ

,,2,1
i

mi

yFy


  را محاسربه

حرال معیرار توقرف را  نیمم است.یابیم که به ازای آن مقدار تابع هدف میکنیم یعنی خطی را میمی

تعریف ی  کرران بررای اجررای صورت ترکیبی از تعداد تکرارها و به کنیم،  که معیار توقفبررسی می

بعد از آخرین بروز رسانی اگر الگوریتم بعد از آخرین بهبود است. یعنی  tŷ چنرد مرحلره الگروریتم ،

اجرا شد و در  tŷ . بهبودی حاصل نشد، الگوریتم متوقف شود 

 

 

 

 

 دهیم:اگر معیار توقف حاصل نشده باشد مراحل زیر را انجام می

  اصلیگام 
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1tt 

 1tvi ( محاسبه 39-5از رابطه ). شود 

 1txi   ( محاسبه شود .33-5از رابطه ) 

-فرد عبور نمریکه طبق قضیه  ابت کردیم خط بهینه از ی  نقطه منفی منحصربهحال با توجه به این

هرر کردام از  کنیم. اگرر فاصرلهکند بنابراین فاصله اقلیدسی تمام نقاط را از خطوط جدید محاسبه می

خطوط صفر شد یعنی آن نقطه روی خط مورد نظر واقع است. اگر وزن ایرن نقطره نقاط از هر ی  از 

ای که روی خط واقرع شرده اسرت دارای وزن اگر نقطه صورتمثبت باشد که مطلوب است در غیر این

-مجموع وزن تمام نقاطی که در نیم صفحه بالای خط قرار دارنرد را محاسربه مری گاه منفی باشد آن

دهیم. این دو عدد را با هم مقایسه برای نقاط واقع در نیم صفحه پایین انجام می کنیم. همین عمل را

نریمم خط، بیشرتر باشرد. حرال مری ()پایین صفحه بالاییکنیم، فرض کنیم مجموع وزن نقاط نیممی

نامیم. خرط مرورد می کنیم  و آن را خط را تا خط مورد نظر محاسبه می ()پایین فاصله نقاط بالای

نظر را به اندازه    که ( حرکرت )پایینعدد مثبت کوچ  است، به موازات خودش به سمت بالا

دهیم. اگر به سمت بالا حرکت کنیم خط اصلاح شده به صورت می   bsxL  است و اگرر

صورت بهخط جدید  ده باشیمبه سمت پایین حرکت کر   bsxL  خواهد برود. ایرن روش

کند تا خطی که نقطه منفی روی آن واقع است، حرکت کرده و نقطره منفری روی آن به ما کم  می

 نباشد و همچنین مقدار تابع هدف به ازای آن خط، بدتر نشود.

کنریم و ترابع هردف را محاسربه مریاند مقدار ها اصلاح شدهحال برای تمام خطوط که تعدادی از آن

مجددا     tyFty i
mi ,,2,1

minargˆ


 کنریم. اگرر معیرار بررسی می نیز معیار توقف را یم وآوررا بدست می

توقف برقرار نباشد،  tŷ میاصرلیصورت به گام گیریم. در غیر اینرا به عنوان خط بهینه در نظر می-

 کنیم تا خط بهینه را بیابیم.رویم و مراحل را تکرار می

 نتایج محاسباتی5-6
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-نقطه اجرا کردیم که این نقاط بره 3999تا  399مساله با تعداد  29ما الگوریتم پیشنهادی را بر روی 

در بازه  MATLABصورت تصادفی توسط نرم افزار 10,10 اند.تولید شده 

برای مساله مکانیابی خط میانه نیمه ناخوشرایند  PSOم نتایج حاصل از اجرای الگوریت 3-5در جدول 

هرا بطرور تصرادفی از برازه دست آمده اسرت و وزنآمده است. این نتایج به ازای نقاط با وزن مثبت به

 1,0 های حاصل از الگوریتم ارائه شده توسط ، جواب3-5های بهینه در جدول اند. جوابانتخاب شده

 به آن اشاره شد. 6-2و بخش  2است که در فصل  لی و چنگ

-دهد که بعضی از نقاط مفروض دارای وزن منفی مری، نتایج محاسباتی حالتی را نشان می2-5جدول

صورت تصادفی از بازه ها بهباشند. در این حالت وزن 10,10 هرا نیرز اند و مجمروع وزنانتخاب شده

اجرا کردیم و متوجه شدیم بهترین مقادیر  2cو  1cرا به ازای مقادیر مختلف  باشد. الگوریتممثبت می

05.221برای این ضرایب،  cc  است. بعد از بررسی حالات مختلف اینرسری وزن نیرز دریرافتیم کره

 2.0که در پایران الگروریتم بره مقردار شروع کرد و در هر تکرار کاهش یابد تا این 1wبهتر است با 

 رسد.می

در نظر گرفته شده است. همچنرین معیرار  n2و تعداد تکرارها را  nدر تمامی مسائل، اندازه جمعیت،

ها و نیز به تعداد توقف از ترکیب تعداد تکرار
2

n باشد. ما تمام مسرائل را تکرار بعد از آخرین بهبود می

 3-5بار  با استفاده از هر دو روش حل کرده و میانگین نتایج را ارائه کردیم. نترایج جردول  5به تعداد 

مکانیرابی خرط مسائل برای PSOهای بدست آمده از الگوریتم دهد که در اکثر مسائل، جوابنشان می

جرا کره های بهینه حاصرل از الگروریتم قطعری بسریار نزدیر  اسرت و از آنجوابنیمه ناخوشایند به 

توانرد الگوریتم دقیقی برای مسائل مکانیابی خط میانه نیمه ناخوشایند وجود ندارد، لذا الگوریتم ما می

 شمار آید.بهگونه مسائلی  روش مناسب برای این
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CPU time (sec.) 
OptimalPSO 

Objective function  
N 

optimal PSO 

0.081 0.436 236.891 236.941 100 
0.092 0.456 213.172 219.949 100 
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0.516 3.043 493.423 493.485 200 
0.237 4.389 438.928 438.929 200 
4.020 7.254 662.856 662.866 300 
4.484 10.920 684.752 684.752 300 
9.001 15.179 909.984 909.988 400 
9.438 19.281 932.330 932.330 400 

25.659 27.971 1119.858 1119.859 500 
28.232 30.841 1161.614 1161.615 500 
36.946 42.167 1319.200 1319.200 600 
38.524 48.771 1326.792 1326.792 600 
63.392 60.448 1616.208 1616.208 700 
66.121 66.889 1674.330 1674.330 700 
97.771 91.603 1754.714 1754.715 800 
96.117 90.215 1868.405 1868.405 800 
144.838 128.295 2131.388 2131.388 900 
149.958 128.139 2155.736 2155.736 900 
191.625 165.064 2336.769 2336.769 1000 
183.267 161.804 2140.389 2140.389 1000 

 

 مسائل با وزن مثبتمحاسباتی برای نتایج  :0-5دول ج
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CPU time (sec.) 
 

 

 

N test 

0.568 5.7051 10.655 100 1 

0.467 9.1525 36.996 100 2 

4.162 1.3186 -165.679 200 3 

5.177 8.1159 -24.323 200 4 

11.159 9.8438 -15.002 300 5 

12.252 12.7017 17.2195 300 6 

20.856 6.3016 -47.283 400 7 

23.813 13.1622 -10.367 400 8 

29.919 17.3539 67.894 500 9 

31.437 19.407 18.316 500 10 

52.445 18.991 44.799 600 11 

52.055 16.442 -75.111 600 12 

71.304 15.158 -15.221 700 13 

65.329 15.638 19.792 700 14 

101.992 3.356 -146.714 800 15 

104.982 25.596 26.184 800 16 

134.996 25.737 111.924 900 17 

128.308 25.592 90.398 900 18 

170.828 25.389 -18.309 1000 19 

183.775 22.866 -83.346 1000 20 

 

 های مثبت و منفی:نتایج  محاسباتی برای مسائل با وزن2-5جدول
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 نتیجه گیری و پیشنهادات

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

عه و بررسی مورد مطال مسائل مکانیابی خط برای حالتی که وزن نقاط مثبت باشد در این پایان نامه

را مکانیابی قرار گرفتند و همچنین مکانیابی خط برای نقاط با وزن مثبت و منفی معرفی شد که آن

ایج این فصل تماما جدید بوده و در این پایان نامه بدست آمده قضایا و نتنامیم.خط نیمه ناخوشایند می

مورد های اقلیدسی و مستطیلی حالتی که فاصله نقاط تا خط با نرمو استخراج گردیده است. در 
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ش قرار گیرد، خواصی برای مساله بدست آوردیم که با استفاده از این خواص و نتایج، الگوریتم سنج

 برای این مسائل ارائه کردیم.  (pso)روش بهینه سازی پرندگان مناسبی را با استفاده از 

ها توان داده، بررسی مساله در حالت فازی است و میتواند مورد مطالعه قرار گیردنگرش دیگری که می

تصادفی  هاتوان مساله را در حالتی که وزنو متغیرهای مساله را فازی در نظر گرفت. همچنین می

 .قرار دادباشند مورد بررسی 
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 واژه نامه انگلیسی به فارسی

 Attraction جاذبه

 Barrier نواحی ممنوع

 Bound کران

 Lower  پایین

 Upper  بالا

 Computational geometry هندسه محاسباتی

 Concave مقعر

 Connected همبند

 Convergence همگرایی

 Convex محدب

 Convex hull پوسته محدب

 Covering پوشش

 Customer مشتری

 Demand point نقطه تقاضا

 Distance فاصله

 Evolutionary تکاملی

 Facility سرویس دهنده

 Global optimum بهینه سراسری

 Heuristic ابتکاری

 Iterative تکراری

 Lagrangean relaxation روش ضرایب لاگرانژ

 Layout جایابی 

 Local optimum بهینه موضعی

 Location مکانیابی

 Minisum کمترین مجموع

 Norm نرم

 Block  بلوکی

 Noxious مضر

 Obnoxious نامطلوب

 Particle ذره 

 Polygone چندضلعی
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 Position موقعیت

 Pull دافعه

 Push جاذبه

 Repulsion دافعه

 Semi-obnoxious, semi-undesirable نیمه نامطلوب

 Space فضا

 Continuous  پیوسته

 Discrete  گسسته

 Swarm دسته ، گروه

 Undesirable نامطلوب

 Velocity سرعت

 Weight وزن 
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 واژه نامه فارسی به انگلیسی

 Heuristic ابتکاری

 Global optimum بهینه سراسری

 Local optimum بهینه موضعی

 Convex hull پوسته محدب

 Covering پوشش

 Iterative تکراری

 Push, Attraction جاذبه

 Polygone چندضلعی

 Pull, Repulsion دافعه

 Swarm دسته ، گروه

 Particle ذره 

 Lagrangean relaxation روش ضرایب لاگرانژ

 Velocity سرعت

 Facility سرویس دهنده

 Distance فاصله

 Space فضا

 Continuous  پیوسته

 Discrete  گسسته

 Bound کران

 Upper  بالا

 Lower  پایین

 Minisum کمترین مجموع

 Convex محدب

 Customer مشتری

 Noxious مضر

 Concave مقعر

 Location مکانیابی

 Obnoxious, Undesirable نامطلوب

 Norm نرم

 Block  بلوکی

 Demand point نقطه تقاضا
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 Barrier نواحی ممنوع

 Semi-obnoxious, semi-undesirable نیمه نامطلوب

 Weight وزن 

 Connected همبند

 Convergence همگرایی

 Computational geometry هندسه محاسباتی
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Abstract 

 

In this thesis we first present an introduction to basic concepts of location problem. Then we 

consider the line location problem in the plane and its properties by using different norms. 

Also we express line location in three dimensions space. Different cases of this problem is 

investigated and considered the proposed algorithms for this problem. Also we introduce 

semi-obnoxious line location and using particle swarm optimization (pso) for solving this 

problem. We obtain some properties of semi-obnoxious line location problem and offer an 

algorithm to locate the semi-obnoxious median line in the plane. We obtain the computational 

results and we show this algorithm can be used as an efficient algorithm for this problem.  
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