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قدردانی
لطف با تحصیل مدت در که گرامی سروران و بزرگان و اساتید از که دانم می خود وظیفه
و تشکر اند داده را خود علمی محضر از استفاده توفیق نگارنده به علمی تلاش و محبت و
رساله این راهنماي استاد ناظمی علیرضا دکتر آقاي جناب از خصوص به بنمایم قدردانی
آرزوي و سلامتی متعال خداوند از نموده توجهی شایان هاي راهنمایی تحقیق امر در که

دارم. توفیق
تذکرات که رساله این راهنماي استاد شاهسونی داوود دکتر آقاي جناب از همچنین
دکتر آقاي جناب محترم استاتید از و دارم را تشکر نهایت نیز اند داشته عرضه را سودمندي
بهره ایشان علمی محضر از تحصیل طول در که عزیزانی بقیه و فتحعلی دکتر و خواه امینی

آورم. می عمل به تقدیر نیز شدم مند



چکیده
مرزي مقدار مسائل از اي رده عددي حل براي 3 درجه B-اسپلاین توابع از پایان�نامه این در
اولیه مقدار مسائل و خطی دوم مرتبه مرزي مقدار مسائل دستگاه غیرخطی، و خطی تکین
و داده تغییر را معادلات ابتدا تکین نقطه در است. شده استفاده غیرخطی و خطی تکین

کنیم. می حل B-اسپلاین روش از استفاده با سپس
و کرده خطی را مساله ابتدا سازي خطی شبه روش از استفاده با غیرخطی مسائل در

کنیم. می حل B-اسپلاین روش با را آمده بدست مساله
هاي جواب مثال، چند ارائه طی نامه، پایان این در شده ارائه روش کارائی بررسی جهت
سایر از حاصل هاي جواب با همچنین و دقیق هاي جواب با را اسپلاین -B روش تقریبی

ایم. داده قرار مقایسه مورد متناهی، تفاضلات و هوموتوپی هاي روش نظیر ها تقریب
تکین، مرزي مقدار مسائل معمولی، دیفرانسیل معادلات B-اسپلاین، کلیدي: واژه�هاي

لن-آمدن معادلات دو، مرتبه مرزي مقدار مسائل دستگاه اولیه، مقدار مسائل
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اولیه مفاهیم و مقدمه
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ریاضیات از بخشی است، مشکل حال عین در و جالب مبحثی که دیفرانسیل معادلات
از مبحث این است. یافته الهام نجوم و مکانیک هندسه، از بخش هر از بیش که است
و هندسه از ناشی ساده دیفرانسیل معادله چند حل به دانشمندان که زمانی هفدهم قرن
پیش را فکر این مبحث این در اولیه کشفیات گرفت. قرار توجه مورد یافتند، دست مکانیک
حسب بر توان می را فیزیک و هندسه از ناشی دیفرانسیل معادلات همه جواب که آورد
اعظم بخش که اینروست از کرد. بیان انتگرال و دیفرانسیل حساب در آشنا مقدماتی توابع
اختصاص مقدماتی وسائل با دیفرانسیل معادلات حل هاي روش یافتن به اولیه کارهاي

دارد.
پیش گیري انتگرال هاي عامل از استفاده و متغیرها جداسازي نظیر خاص هاي روش
آمدند، دست به تري اصولی هاي روش هجده قرن در بودند. شده ابداع هفده قرن پایان از
مقدماتی وسائل با توان می را کمی نسبتا دیفرانسیل معادلات که شد معلوم زودي به و
و شد، مطرح توابع از جدیدي منبع عنوان به دیفرانسیل معادلات ترتیب، بدین کرد. حل
مسائل در ریاضیات حربه نیرومندترین عنوان به امروزه که یافت گسترش و بسط آنچنان

آید. می حساب به کاربردي
می پیدا ضرورت ... و اقتصاد پزشکی، مهندسی، علوم، مختلف هاي رشته در گاهی
ریاضی هاي مدل این اغلب شود. ساخته مشخصی ریاضی مدل مساله بیان براي که کند
چنین هستند. مستقل متغیرهاي به نسبت تابع مشتقات و مجهول تابع یک شامل معادلاتی

نامند. می دیفرانسیل معادلات را معادلاتی
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دوم مرتبه خطی معادلات 1.1
هستند: زیر کلی شکل به معادلات این

a٢(x)u
′′ + a١(x)u

′ + a٠(x)u = g(x), a٢(x) ̸= ٠, (1.1)

نوشت: زیر ساده صورت به ،a٢(x) به آن طرفین تقسیم با توان می را (1.1) معادله

u′′ + p(x)u′ + q(x)u = f(x). (2.1)

معادله آنگاه ،f(x) = ٠ اگر که

u′′ + p(x)u′ + q(x)u = ٠, (3.1)

نامند. ناهمگن را آن اینصورت غیر در و شده نامیده همگن

صورت به u مجهول متغیر آنها در که هستند هایی جواب تحلیلی هاي جواب .1.1.1 تعریف
عبارت این شوند. می بیان دستگاه پارامترهاي و مستقل متغیر حسب بر ریاضی عبارتی

شوند. داده انتگرال یا نامتناهی سري یک صورت به است ممکن

مرزي مقدار مسائل 2.1
تابع باید معمولا معمولی، و جزئی مشتقات با دیفرانسیل معادلات کاربرد و نظریه در
کند. صدق است شده تعریف آن در دیفرانسیل معادله که اي حوزه مرز روي شرایطی در
مشتقات و تابع مقادیر شامل است ممکن دهند، نمایشمی را مرزي شرایط آن که معادلاتی
و حوزه در آن مشتقات و تابع پیوستگی مورد در شرایطی بعلاوه باشند. مرز نقاط در آن
دهد. می تشکیل مرزي مقدار مساله یک شرایط، از اي مجموعه چنین است. لازم مرز روي
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معادله سه .1.2.1 مثال

u′′(x)− u(x) = −١, ٠ < x < ١,

u′(٠) = ٠, u(١) = ٠, (4.1)

معادله این است. معمولی دیفرانسیل معادلات در مرزي مقدار مساله یک از اي نمونه
یک است. شده تعریف x = ١ و x = ٠ مرزي نقاط با ،٠ < x < ١ حوزه در دیفرانسیل
عبارت باشند ٠پیوسته 6 x 6 ١ بسته بازه در مشتقاتش و آن خود که مساله این جواب

از است

u(x) = ١ − coshx

cosh١ . (5.1)

کرد. تحقیق را (5.1) جواب درستی بسادگی توان می مستقیم جایگذاري با که

اولیه مقدار مسائل 3.1
مرتبه تا آن هاي مشتق و پاسخ تابع مقدار که مسائلی به ،nمرتبه معادلات در کلی طور به

گویند. اولیه مقدار مسائل باشد، مشخص جواب دامنه از نقطه یک در (n− ١)

مقدار مساله یک شده، داده شرط دو با زیر دوم مرتبه دیفرانسیل معادله مثال، عنوان به
شود: می نامیده اولیه

u′′ = f(x, u, u′), a 6 x 6 b,

u(x٠) = α, u′(x٠) = β. (6.1)

یافتن ،(6.1) مساله حل از منظور هستند. معلومی حقیقی اعداد β ،α و x٠ = a آن در که
است. a 6 x 6 b براي u(x)
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همچنین باشند. پیوسته I بازه در f(x) و q(x) ، p(x) توابع کنید فرض [2] .1.3.1 قضیه
اولیه مقدار مساله آنگاه باشند. حقیقی عدد دو z٠ و u٠ و x٠ ∈ I کنید فرض

u′′ + p(x)u′ + q(x)u = f(x), u(x٠) = u٠, u′(x٠) = z٠. (7.1)

شود. می تعریف I بازه تمام بر جواب این یکتاست. جواب یک داراي

تکین نقاط و عادي نقاط 4.1
نوشت بتوان x٠ ∈ D هر براي اگر است تحلیلی D باز مجموعه روي f تابع .1.4.1 تعریف

f(x) =
∞∑

n=٠
an(x− x٠)

n,

x٠ از همسایگی یک در x براي سري و هستند حقیقی اعداد ... ، a١ ، a٠ فرمول این در
است. همگرا

از اي چندجمله اگر که دلیل این به است، تحلیلی اي چندجمله هر مثال عنوان به
این بنابراین است صفر تیلورش سري بسط در n از بزرگتر درجه از جمله هر باشد، n درجه

بود. خواهد همگرا جزئی طور به سري

بگیرید: نظر در را زیر دوم مرتبه همگن خطی معادله .2.4.1 تعریف

u′′ + p(x)u′ + q(x)u = ٠. (8.1)

x٠ در q(x) و p(x) تابع دو هر هرگاه نامیم، می (8.1) معادله عادي نقطه یک را x٠ نقطه
یک را x٠ نقطه نباشند، تحلیلی x٠ در q(x) و p(x) توابع از یکی حداقل اگر باشند. تحلیلی

نامیم. می (8.1) معادله تکین نقطه



اولیه مفاهیم و مقدمه .1 6فصل

شویم، می روبرو آنها با کاربردها در که (8.1) شکل به دیفرانسیل معادلات اغلب در
آنها ازاي به که نقاطی بجز نقطه هر در بنابراین، و هستند گویا توابعی q(x) و p(x) توابع
نقاط شود، می صفر مخرج آنها ازاي به که نقاطی باشند. می تحلیلی شود، می صفر مخرج

هستند. عادي نقاط نقاط، بقیه و شده نامیده معادله تکین

یک x٠ هرگاه نامیم می (8.1) معادله منظم تکین نقطه یک را x٠ نقطه .3.4.1 تعریف
تابع دو و بوده معادله تکین نقطه

(x− x٠)p(x), (x− x٠)
٢q(x),

نقطه یک x٠ آنگاه نباشند، تحلیلی x٠ در تابع دو از یکی حداقل اگر باشند. تحلیلی x٠ در
شود. می نامیده (8.1) معادله نامنظم تکین

بسل معادله 5.1
معادله

x٢u′′ + xu′ + (x٢ − p٢)u = ٠, (9.1)

شود. می نامیده p مرتبه بسل معادله ،p > ٠ آن در که
انتخاب با و دهیم می نشان Jp(x) با را p مرتبه اول نوع بسل تابع همچنین

a٠ =
١

٢p
Γ(p+ ١)

=
١

٢p
p!
,

کنیم می تعریف زیر شکل به

Jp(x) =
١

٢p
p!

∞∑
n=٠

(−١)nx٢n+p

٢٢n
n!(p+ ١)(p+ ٢) · · · (p+ n)

,
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نوشت زیر صورت به را آن توان می که

Jp(x) =
∞∑

n=٠

(−١)n

n!Γ(n+ p+ ١)
(
x

٢(٢n+p. (10.1)

است. (9.1) بسل معادله جواب یک (10.1) در Jp(x) تابع
بدست زیر صورت به (10.1) عبارت در p = ٠ نمودن جایگزین صفربا مرتبه بسل تابع

آید می

J٠(x) =
∞∑

n=٠

(−١)n

(n!)٢
(
x

٢(٢n = ١ − (
x

٢(٢ +
١

(٢!)٢
(
x

٢)۴ − ١
(٣!)٢

(
x

٢)۶ + · · · .

اسپلاین -B 6.1
می�توانند دیگر اسپلاین توابع کلیه آنها از که می�شوند معرفی اسپلاینی توابع بخش این در
براي پایه یک اسپلاین�ها این دیگر عبارت به آیند. دست به خطی ترکیب�هاي تشکیل با

می�شوند. نامیده اسپلاین -B بنابراین و می�کنند فراهم خاص اسپلاین�هاي فضاهاي
عملی اهداف براي کنیم. می شروع حقیقی خط روي بر ti هاي گره از دستگاهی با
راحت بسیار نظریه گسترش براي اما باشد، می لازم نقاط از متناهی مجموعه یک همیشه
از و +∞ تا راست از نامتناهی، مجموعه یک ها گره مجموعه که کنیم فرض که است تر

دهد: می تشکیل را −∞ تا چپ

· · · < t−٢ < t−١ < t٠ < t١ < t٢ < · · ·

آن بر ما هاي اسپلاین همه و شود، می فرض ثابت بخش این تمام در ها گره دنباله این
بود. خواهند استوار
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t
i

t
i−1

t
i+1 t

i+2
t
i+3

x

1

Bi,٠ B-اسپلاین :1.1 شکل

صفر درجه اسپلاین�هاي -B

کنیم می تعریف زیر صورت به و و داده نمایش Bi,٠ با را صفر درجه هاي اسپلاین -B

Bi,٠(x) =

{ ١, ti ≤ x < ti+١,
٠, صورت این غیر .در

باشد. می (1.1) شکل مطابق آن نمودار و
از: عبارتند صفر درجه اسپلاین -B توجه قابل خواص از برخی

.Bi,٠ = ٠ آنگاه x ̸∈ [ti, ti+١) اگر .1

.Bi,٠(x) ≥ ٠, x ∈ IR, i ∈Z .2
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است. پیوسته راست از حقیقی خط همه برروي Bi,٠ .3

.
∑∞

i=−∞Bi,٠(x) = ١, x ∈ IR .4

است واقع آن در x که اي بازه تعیین و x ∈ IR هر انتخاب با چهارم، خاصیت ∞∑درستی
i=−∞Bi,٠(x) = آنگاه tj ≤ x < tj+١ اگر مثلا زیرا باشد می بررسی قابل سهولت به

. Bj,٠(x) = ١

اسپلاین�هاي همه براي یکپایه آنها استکه این Bi,٠ اسپلاین�هاي درباره توجه قابل تذکر
اسپلاین�هایی چنین آنکه شرط به می�دهند، مفروضتشکیل گره�هاي براساسدنباله صفر درجه
تابع S که کنید فرض ادعا، این تحقیق براي کنیم. مقید راست از بودن پیوسته به را
یک با و است ثابت قطعه�اي اسپلاین این آنگاه است. پیوسته راست از که باشد اسپلاینی

می�شود تعریف زیر صورت به قواعد مجموعه

S(x) = ci, i ∈ Z, ti ≤ x < ti+١.

داریم شودر1 مفهوم به پایه یک ما بنابراین S(x) =
∑∞

i=−∞ ciBi,٠(x) که است ∞∑واضح
i=−∞ ciBi,٠ نامتناهی سري یک صورت به بفرد منحصر نمایش یک فضا در بردار هر )

دارد).
بالاتر درجه از اسپلاین�هاي -B همه بازگشتی تعریف براي شروعی نقطه Bi,٠ توابع

از است عبارت اساسی بازگشتی رابطه هستند.

Bi,k(x) = (
x− ti

ti+k − ti
)Bi,k−١(x) + (

ti+k+١ − x

ti+k+١ − ti+١
)Bi+١,k−١(x), (k ≥ ١) (11.1)

شد. خواهند نتیجه بازگشتی تعریف این از بالاتر درجه از اسپلاین�هاي -B ویژگی�هاي تمام
1Schauder
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خاص خطی توابع از برخی کردن وارد با

Vi,k(x) =
x− ti

ti+k − ti
(12.1)

بنویسیم زیباتري شکل به و زیر صورت به را بازگشتی رابطه می�توانیم

Bi,k = Vi,kBi,k−١ + (١ − Vi+١,k)Bi+١,k−١. (13.1)

است، صفر درجه از قطعه به قطعه چندجمله�اي یک Bi,٠ و خطی تابعی Vi,k که آنجا از
این باشد. می 1 مساوي یا کوچکتر درجه از قطعه به قطعه چندجمله�اي یک Bi,١ لذا
درجه از قطعه به قطعه چندجمله�اي یک Bi,k بطورکلی که است آن دهنده نشان موضوع
که x مشخص مقدار هر ازاي به Bi,k(x) مقادیر همچنین بود. خواهد k مساوي یا کوچکتر

می�شوند مشخص زیر جدول کمک با ،tj ≤ x < tj+١

٠ ٠ ٠ ٠ · · ·
٠ ٠ ٠ Bj−٣,٣ · · ·
٠ ٠ Bj−٢,٢ Bj−٢,٣ · · ·
٠ Bj−١,١ Bj−١,٢ Bj−٢,٣ · · ·

Bj,٠ Bj,١ Bj,٢ Bj,٣ · · ·

برابر ستون اولین در Bj,٠ مقدار tj ≤ x < tj+١ هر براي چهارم، خاصیت به بنا که آنجا از
مجاور عنصر دو اساس بر بالا، ماتریس در Bi,k عناصر کلیه (11.1) رابطه به بنا لذا است یک

بود. خواهند محاسبه قابل Bi+١,k−١ و Bi,k−١ یعنی آن
1 درجه اسپلاین�هاي -B

دهیم: ارائه زیر صورت به Bi,١ براي صریح فرمول یک می�توانیم (11.1) معادله کمک با

Bi,١(x) = (
x− ti

ti+١ − ti
)Bi,٠(x) + (

ti+٢ − x

ti+٢ − ti+١
)Bi+١,٠(x)

=


x−ti

ti+١−ti
, ti ≤ x < ti+١,

ti+٢−x

ti+٢−ti+١
, ti+١ ≤ x < ti+٢,

٠, صورت این غیر .در
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1

t
i

t
i+1

t
i+2

x

Bi,١ B-اسپلاین :2.1 شکل

است. شده داده نشان (2.1) شکل در Bi,١ نمودار

از: عبارتند یک درجه اسپلاین -B توجه قابل خواص از برخی

. Bi,١ = ٠ آنگاه x ̸∈ (ti, ti+٢) اگر .1

.Bi,١(x) ≥ ٠, ∀x ∈ IR, ∀i ∈ Z .2

است. پذیر مشتق ti+٢ ، ti+١ ، ti بجز نقطه هر در و است پیوسته Bi,١ .3

.
∑∞

i=−∞ Bi,١(x) = ١,∀x ∈ IR .4
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وقتی ti چون می�گیریم، درنظر IR به متعلق و دلخواه اي x چهارم، خاصیت بررسی براي
می�شود، همگرا −∞ به می�یابد کاهش i وقتی و می�گردد همگرا +∞ به می�یابد افزایش i
iها تمام براي Bi,١(x) = ٠ سپس .tj ≤ x < tj+١ که بیابیم طوري j اندیس یک می�توانیم

داریم x این براي رو این از .i = j − ١ یا i = j استثناي به
∞∑

i=−∞

Bi,١(x) = Bj−١,١(x) + Bj,١(x) =
tj+١ − x

tj+١ − tj
+

x− tj
tj+١ − tj

= ١.

اسپلاین�ها: -B مهم خواص برخی

.Bi,k(x) = ٠ آنگاه ،x ̸∈ (ti, ti+k+١) و k ≥ ١ اگر .1

.Bi,k(x) > ٠ آنگاه ،x ∈ (ti, ti+k+١) اگر ،k ≥ ٠ کنید فرض .2
∑∞

i=−∞ ciBi,k =
∑∞

i=−∞[ciVi,k + ci−١)١ − Vi,k)]Bi,k−١ .3

،k هر ازاي به .4
∞∑

i=−∞

Bi,k(x) = ١.

ها اسپلاین -B انتگرال و مشتق 1.6.1
براي (12.1) فرمول از است بهتر دهد. می ارائه Bi,k مشتق براي مهم فرمول یک 1.6.1 لم

دهیم قرار و کرده استفاده Vi,k

αi,k =
١

ti+k − ti
, (14.1)

که کنیم می ملاحظه نمادگذاري این با

d

dx
Vi,k(x) = αi,k, (15.1)
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از: عبارتند دیگر مفید هاي فرمول بقیه

αi,kVi,k+١ = αi,k+١Vi,k, (16.1)

αi+١,k(١ − Vi,k+١) = αi,k+١)١ − Vi+١,k). (17.1)

است. بررسی قابل Vi,k و αi,k تعاریف اساس بر فوق روابط صحت

، k ≥ ٢ ازاي به .[5] .1.6.1 لم
d

dx
Bi,k(x) = (

k

ti+k − ti
)Bi,k−١(x)− (

k

ti+k+١ − ti+١
)Bi+١,k−١, (18.1)

است. برقرار x = ti, ti+١, ti+٢ جز به xها تمام براي معادله ،k = ١ وقتی

تعلق Ck−١(IR) پیوستگی رده به Bi,k هاي اسپلاین -B ،k ≥ ١ ازاي به .[5] .2.6.1 لم
دارند.

.[5] .3.6.1 لم
∫ x

−∞
Bi,k(s)ds =

(
ti+k+١ − ti
k + ١

) ∞∑
j=i

Bj,k+١(x).

اضافی هاي ویژگی
f |K با را K به f تحدید آنگاه باشد، اش دامنه از مجموعه زیر یک K و تابع یک f اگر

کنیم می تعریف زیر صورت به و داده نمایش

(f |K)(x) = f(x), (x ∈ K),

جمله چند یک Bi,k|(tj, tj+١) تابع هر زیرا باشد، می مفید ها اسپلاین با کار در مفهوم این
از مجموعه یک که این از منظور است. اي جمله چند یک تحدید تر دقیق طور به و اي
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شده تحدید توابع مجموعه که است آن اند خطی مستقل K مجموعه یک روي بر fi توابع
هستند. خطی مستقل معمول، مفهوم به fi|K

به توابع این وقتی بگیرید. نظر در را Bk,k ، · · · ، B١,k ، B٠,k اسپلاین -B توابع حال
مساوي یا کوچکتر درجه از ها اي چندجمله از اي مجموعه شوند، محدود (tν , tν+١) بازه
(tk, tk+١) نظر مورد بازه اگر که است آن آور تعجب و مفید واقعیت یک شود. می ایجاد k

دهند. می تشکیل ∏k ایهاي چندجمله فضاي براي پایه یک تحدیدها این باشد،

(tk+j, tk+j+١) برروي {Bj,k, Bj+١,k, · · · , Bj+k,k} هاي اسپلاین -B مجموعه .[5] .4.6.1 لم
است. خطی مستقل

(t٠, tn) روي بر {B−k,k, B−k+١,k, · · · , Bn−١,k} هاي اسپلاین -B مجموعه .[5] .5.6.1 لم
است. خطی مستقل

کاربردها 2.6.1
درجه از را قطعه به قطعه اي چندجمله و Ck−١ رده از کلی طور به را توابع قبل بخش در
کنید فرض گرفتیم. نظر در [tn−١, tn]،· · · ،[t١, t٢]،[t٠, t١] بازه n روي بر k مساوي یا کوچکتر
ثابت ابتدا از که را ها گره نمادگذاري، دهیم. نمایش Sn,k با را هایی اسپلاین چنین خانواده
دامنه داراي که گیریم می نظر در Sn,k در را اسپلاینی توابع ما دهد. نمی نمایش هستند،
توابع براي نمادگذاري می�کنیم، محدود [t٠, tn] بازه به را Bi,k توابع دامنه باشند. [t٠, tn]

.Bi,k|[t٠,tn] : از است عبارت شده محدود

از است عبارت Sn.k فضاي براي پایه یک .[5] .6.6.1 قضیه

{Bi,k|[t٠,tn];−k ≤ i ≤ n− ١}
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باشد. می k + n با برابر Sn,k بعد نتیجه در

درونیابی ماتریس 3.6.1
توسط می�خواهیم باشند شده داده هاي گره از مجموعه�اي x١ < x٢ < · · · < xn کنید فرض
درونیابی را گره�ها در شده داده دلخواه داده�هاي ،∑n

j=١ cjBj,k شکل به اسپلاین تابع یک
صورت به شده ارائه ،A درونیابی ماتریس باشد، ممکن عمل این اینکه براي کنیم.

Aij = Bj,k(xi), (١ ≤ i, j ≤ n) (19.1)

را A بودن نامنفرد براي وکافی لازم شرایط ویتنی3 و شونبرگ2 قضیه باشد. نامنفرد باید
می�کند. بیان

.١ ≤ i ≤ n ازاي به Aii ̸= ٠ آنگاه باشد، نامنفرد A ماتریس اگر .[5] .7.6.1 لم

A آنگاه ti < xi < ti+٢ باشیم داشته ١ ≤ i ≤ n هر براي و k = ١ اگر .[5] .8.6.1 لم
است. نامنفرد

اینکه براي .x١ < x٢ < · · · < xn کنید فرض .[5] ویتنی) - (شونبرگ .9.6.1 قضیه
عنصر هیچ است کافی و لازم باشد، نامنفرد ،Aij = Bj,k(xi) صورت به شده ارائه ،A ماتریس

باشد. نداشته وجود قطرش برروي صفري

بالاتر درجات هاي اسپلاین -B 4.6.1
اشاره همچنین و شدند معرفی یک درجه و صفر درجه اسپلاین -B قبلی هاي بخش در
همان با را بالاتر درجه هاي اسپلاین -B توان می بازگشتی رابطه به توجه با که گردید

کرد. تولید خواص
2Scheonberg
3Whitney
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یعنی باشد ثابت یکدیگر از ها گره فاصله کنیم می فرض نویسی ساده و کار راحتی براي
صورت به را دو درجه اسپلاین -B (11.1) بازگشتی رابطه به توجه با حال h = xi+١ − xi

داشت: خواهیم زیر

Bi(x) =
١
h٢


(xi+٢ − x)٢ − ٣(xi+١ − x)٢ + ٣(xi − x)٢, x ∈ [xi−١, xi),

(xi+٢ − x)٢ − ٣(xi+١ − x)٢, x ∈ [xi, xi+١),
(xi+٢ − x)٢, x ∈ [xi+١, xi+٢),
٠, صورت این غیر .در

با: است برابر سه درجه اسپلاین -B بازگشتی، رابطه به توجه با دوباره

Bi(x) =
١
h٣


(x− xi+٣(٢, x ∈ [xi−٢, xi−١),
h٣ + ٣h٢(x− xi−١) + ٣h(x− xi−٢(١ − ٣(x− xi−٣(١, x ∈ [xi−١, xi),

h٣ + ٣h٢(xi+١ − x)٢ + ٣h(xi+١ − x)٢ − ٣(xi+١ − x)٣, x ∈ [xi, xi+١),
(xi+٢ − x)٣, x ∈ [xi+١, xi+٢),
٠, صورت این غیر .در

صورت به ترتیب به را هفت و شش پنج، چهار، درجه هاي اسپلاین -B ترتیب، همین به
باشند. می پیشین هاي بخش در شده ذکر خواص داراي همگی که داشت خواهیم زیر

Bi(x) =
١
h۴


(x− xi−٢)۴, x ∈ [xi−٢, xi−١),
(x− xi−٢)۴ − ۵(x− xi−١)۴, x ∈ [xi−١, xi),

(x− xi−٢)۴ − ۵(x− xi−١)۴ + ١٠(x− xi)
۴, x ∈ [xi, xi+١),

(xi+٣ − x)۴ − ۵(xi+٢ − x)۴, x ∈ [xi+١, xi+٢),
(xi+٣ − x)۴, x ∈ [xi+٢, xi+٣),
٠, صورت این غیر .در

Bi(x) =
١
h۵



(x− xi−٣)
۵, x ∈ [xi−٣, xi−٢),

(x− xi−٣)۵ − ۶(x− xi−٢)۵, x ∈ [xi−٢, xi−١),
(x− xi−٣)

۵ − ۶(x− xi−٢)۵ + ١۵(x− xi−١)۵, x ∈ [xi−١, xi),

(xi+٣ − x)۵ − ۶(xi+٢ − x)۵ + ١۵(xi+١ − x)۵, x ∈ [xi, xi+١),
(xi+٣ − x)۵ − ۶(xi+٢ − x)۵, x ∈ [xi+١, xi+٢),
(xi+٣ − x)۵, x ∈ [xi+٢, xi+٣),
٠, صورت این غیر .در

Bi(x) =
١
h۶



(x− xi−٣)
۶, x ∈ [xi−٣, xi−٢),

(x− xi−٣)۶ − ٧(x− xi−٢)۶, x ∈ [xi−٢, xi−١),
(x− xi−٣)

۶ − ٧(x− xi−٢)۶ + ٢١(x− xi−١)۶, x ∈ [xi−١, xi),

(x− xi−٣)۶ − ٧(x− xi−٢)۶ + ٢١(x− xi−١)۶ − ٣۵(x− xi)
۶, x ∈ [xi, xi+١),

(x− xi−۴)۶ − ٧(x− xi−٣)
۶ + ٢١(x− xi−٢)۶, x ∈ [xi+١, xi+٢),

(x− xi−۴)۶ − ٧(x− xi−٣)۶, x ∈ [xi+٢, xi+٣),
(x− xi−۴)۶, x ∈ [xi+٣, xi+۴),
٠, صورت این غیر .در
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Bi(x) =
١
h۵



(x− xi−۴)٧, x ∈ [xi−۴, xi−٣),
(x− xi−۴)٧ − ٨(x− xi−٧(٣, x ∈ [xi−٣, xi−٢),
(x− xi−۴)٧ − ٨(x− xi−٣)

٧ + ٢٨(x− xi−٧(٢, x ∈ [xi−٢, xi−١),
(x− xi−۴)٧ − ٨(x− xi−٣)

٧ + ٢٨(x− xi−٧(٢ − ۵۶(x− xi−١), x ∈ [xi−١, xi),

(xi+۴ − x)٧ − ٨(xi+٣ − x)٧ + ٢٨(xi+٢ − x)٧ − ۵۶(xi+١ − x), x ∈ [xi, xi+١),
(xi+۴ − x)٧ − ٨(xi+٣ − x)٧ + ٢٨(xi+٢ − x)٧, x ∈ [xi+١, xi+٢),
(xi+۴ − x)٧ − ٨(xi+٣ − x)٧, x ∈ [xi+٢, xi+٣),
(xi+۴ − x)٧, x ∈ [xi+٣, xi+۴),
٠, صورت این غیر .در

عنوان به دارند. توجهی قابل کاربردهاي گوناگون مسائل عددي حل در اسپلاین -B توابع
توسط خطی مرزي مقدار مسائل حل براي [7] در پنج درجه و سه درجه اسپلاین -B نمونه،
کاگلر6 توسط سه درجه اسپلاین -B همچنین و اند شده گرفته بکار سینکالا5 و جاتور4
[8] در فیزیولوژي در مطرح خطی غیر تکین مرزي مقدار مساله چند حل براي آزر7 و
نیا احمدي و لقمانی توسط شش درجه اسپلاین -B همچنین گرفت. قرار استفاده مورد
روش و اسپلاین -B روش است. شده استفاده [9] در 6 مرتبه مرزي مقدار مسائل حل در
قرار مقایسه مورد [10] در نیز متناهی10 حجم و متناهی9 عناصر متناهی8، تفاضلات هاي

اند. گرفته
اند شده حل نیز دیگري عددي هاي روش با معمولی دیفرانسیل معادلات همچنین

کرد: اشاره زیر موارد به توان می نمونه براي
[12] در سه، درجه معمولی دیفرانسیل معادلات حل براي [11] در آدمین تجزیه روش
اولیه مقدار مسائل حل براي [13] در و تکین معمولی دیفرانسیل معادلات دستگاه حل براي
معادلات از دستگاهی حل براي [14] در هوموتوپی آشفتگی روش است. شده برده بکار

4Jator
5Sinkala
6Caglar
7Ozer
8finite difference
9finite element
10finite volume
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شده برده بکار خطی غیر مرزي مقدار مسائل حل براي [15] در و معمولی دیفرانسیل
براي متناهی حجم و متناهی عناصر متناهی، تفاضلات هاي روش کاربرد [16] در است.

است. شده بیان مرزي مقدار مسائل حل

ها نرم 7.1
باید مفروض هاي داده مدل یک برازش یا و تابع یک تقریب در که نکاتی اولین از یکی
از مجموعه یک از خطی ترکیب عموما تقریب تابع است. تقریب تابع نوع گرفت، نظر در
این ضرایب تعیین اصلی، مساله باشند. می معینی خواص داراي اعضایش که است توابع
بوده نزدیک نظر مورد تابع به کافی اندازه به تقریب تابع که طوري به است خطی ترکیب
تقریب کفایت یا نزدیکی سنجش براي کند. برازش را مفروض هاي داده کافی قدر به یا و

نمود. استفاده تابع نرم از توان می

تعریف زیر صورت به ||.||∞ و ||.||٢ هاي نرم ،f ∈ C[a, b] معلوم تابع ازاي به .1.7.1 تعریف
شوند: می

||f ||٢ = {
∫ b

a

(f(x))٢dx}
١
٢ .

||f ||∞ = max
x∈[a,b]

|f(x)|.

و ||f − S|| مساوي مطلق خطاي باشد، f ∈ C[a, b] از تقریبی S گاه هر .2.7.1 تعریف
است. ||f−S||

||S|| برابر نسبی خطاي

معکوس شبه و تکین مقدار تجزیه 8.1
تکین) مقدار (تجزیه .1.8.1 قضیه

وجود V و U متعامد هاي ماتریس آنگاه باشد m × n حقیقی ماتریس یک A کنید فرض
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که قسمی به دارند

UTAV =

[
Σ١ ٠
٠ ٠

]
= Σ.

می و هستند نامنفی همگی Σ قطر عناصر است. نامنفرد قطري ماتریس یک Σ١ آن در که
رتبه با برابر Σ صفر مخالف قطري عناصر تعداد شوند. مرتب غیرصعودي ترتیب به توانند

است. A ماتریس

معکوس شبه
داراي و داده نمایش A† با را A معکوس دارد.شبه وجود همیشه ماتریس یک معکوس شبه

است: زیر هاي خاصیت
. AA†A = A (1

. A†AA† = A† (2
. (AA†)T = AA† (3
. (A†A)T = A†A (4

آن در که A† = V Σ†UT آنگاه باشد A ماتریس 11SVD ،A = UΣV T کنید فرض

Σ† = diag(
١
σ١

,
١
σ٢

, · · · , ١
σr

,٠, · · · ,٠) ∈ IRm×n

هستند. A ماتریس ویژه مقادیر σiها و

تیلور قضیه 9.1
مطالعه سرتاسر در که است تیلور قضیه ،Cn[a, b] توابع با رابطه در مهم بسیار قضیه یک

شود. می مطرح عددي آنالیز
11Singular Value Decomposition
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لاگرانژ) باقیمانده با تیلور (قضیه .1.9.1 قضیه
در x و c نقطه دو هر براي آنگاه باشد داشته وجود (a, b) برروي f (n+١) و f ∈ Cn[a, b] اگر

داریم [a, b]

f(x) =
n∑

k=٠

١
k!
fk(c)(x− c)k + En(x), (20.1)

که
En(x) =

١
(n+ ١)!

f (n+١)(ξ)(x− c)n+١.

است. c و x بین اي نقطه ξ و

متغیره) دو تیلور (قضیه .2.9.1 قضیه
[a, b]× [c, d] ⊆ IR٢ در y + k و x + h نقطه دو هر براي آنگاه f ∈ Cn+١([a, b]× [c, d]) اگر

داریم
f(x+ h, y + k) =

n∑
i=٠

١
i!
(h

∂

∂x
+ k

∂

∂y
)if(x, y) + En(h, k),

که

En(h, k) =
١

(n+ ١)!
(h

∂

∂x
+ k

∂

∂y
)n+١f(x+ θh, y + θk), ٠ < θ < ١.



2 فصل
مقدار مسائل براي اسپلاین -B روش

تکین اي نقطه دو مرزي

21
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مقدمه 1.2
بررسی مورد را زیر صورت به تکین نقطه�اي دو مرزي مقدار معادلات از رده�اي فصل، این در

می�دهیم: قرار

x−k(xku′)′ = f(x, u), ٠ < x ≤ ١, (1.2)

u′(٠) = ٠, u(١) = β. (2.2)

�کند. اختیار را قوي) (تکین 2 یا 1 مقادیر تواند می یا و ضعیف) (تکین k ∈ (٠,١) آن در که
کروي2 مساله یک را آن ،k = ٢ اگر و استوانه�اي1 مساله یک (1.2) معادله آنگاه ،k = ١ اگر
باشد پیوسته و موجود ∂f/∂u و پیوسته f(x, u) اگر دارد. متناهی مقدار β همچنین نامند.

.[17] دارد یکتا جواب (1.2) معادله آنگاه ،∂f/∂u ≥ ٠ و
طرح یک کمک به ،[18] جامت3 توسط خطی حالت در فوق معادله ،k ∈ (٠,١) براي
گرفت قرار بررسی مورد یکنواخت4 بندي تقسیم با و استاندارد نقطه�اي سه متناهی تفاضل
کاربرد کارلت5 می�باشد. O(h١−k) مرتبه از ماکزیمم، نرم با خطا، که شد داده نشان و
نرم با خطا، که داد نشان و داد قرار بررسی مورد را گالرکین8 - ریتس7 - ریلی6 روش
[22] در شوماکر11 و ردین و [21] در ردین10 .[19] است O(h٢−k) مرتبه از یکنواخت9،
استفاده خطی معادله�هاي حل براي را ویژه�اي اسپلاین�هاي و خاص تصویري روش�هاي

1cylindrical problem
2spherical problem
3Jamet
4uniform mesh
5Ciarlet
6Rayleigh
7Ritz
8Galerkin
9the uniform norm
10Reddien
11Schumaker
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راسل کردند. بررسی را ها روش این همگرایی مرتبه و یکتایی و وجود همچنین و نموده
داده�اند قرار استفاده مورد k = ١,٢ با را متداول دوم مرتبه متناهی تفاضلات شامپین و
و برده کار به را نقطه�اي سه متناهی تفاضلات طرح کتی13 و چاولا12 ،k = ٢ براي .[17]
متناهی تفاضلات روش�هاي کاربرد .[23] آوردند بدست را O(h٢) مرتبه از را آن همگرایی
است گرفته قرار بحث مورد جامت توسط غیرخطی تکین مرزي مقدار معادله�هاي براي
نیوتن تکرار روش با شامپین و راسل توسط نقطه�اي سه متناهی تفاضلات طرح یک .[18]

.[17] است شده پیشنهاد غیرخطی معادلات حل براي
مقدار معادلات از رده�ي حل براي اسپلاین -B روش توضیح بخش، این در ما هدف

می�باشد زیر فرم به غیرخطی و خطی تکین مرزي

u′′(x) +
k

x
u′(x) = f(x, u(x)), ٠ < x ≤ ١, (3.2)

از عبارتند مرزي شرایط و .k = ٢ یا k = ١ آن در که

u′(٠) = ٠, u(١) = β, (4.2)

[24] کالبا16 و بلمن15 توسط که سازي14، خطی شبه روش غیرخطی، معادلات در
استفاده مورد خطی معادلات از دنباله�اي به معادلات نوع این تبدیل براي است، یافته توسعه

می�گیرد. قرار
12Chawla
13Katti
14quasilinearization
15Bellman
16kalaba
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خطی مسائل 2.2
می�کنیم فرض ،(3.2) معادله خطی فرم بررسی براي

f(x, u(x)) = r(x)u(x)− s(x),

آید می در زیر صورت به (3.2) معادله لذا

u′′(x) +
k

x
u′(x)− r(x)u(x) + s(x) = ٠, ٠ < x ≤ ١. (5.2)

می�کنیم تعریف زیر صورت به را L دیفرانسیل عملگر سادگی، براي

Lu(x) = −
(
u′′(x) +

k

x
u′(x)− r(x)u(x)

)

ثابت) a) r(x) = a فرض با می�شود. بازنویسی Lu(x) = s(x) صورت به (5.2) معادله لذا
کنید). مراجعه [17] به بیشتر جزئیات (براي است: برقرار زیر نتایج

کند: صدق زیر نامساوي�هاي در a ثابت و s(x) ∈ C[٠,١] کنید فرض .1.2.2 قضیه

a > −j٢
٠ , k = ١,

a > −π٢, k = ٢,

(5.2) معادله آنگاه می�باشد، j٠(x) بسل تابع مثبت صفر کوچکترین j٠ = ٢٫ ۴٠۴٨٣ که
است. u(x) یکتاي جواب داراي (4.2) شرایط با

و ٠ < x < ١ ، u(x) ∈ C[٠,١]٢ ، u′(٠) = ٠ ، u(١) > ٠ که کنید فرض .2.2.2 نتیجه
.٠ 6 x 6 ١ براي u(x) > ٠ آنگاه .Lu(x) > ٠
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گرهی درنقاط ومشتقاتش Bj(x) مقادیر :1.2 جدول
xj−٢ xj−١ xj xj+١ xj+٢

Bj(x) ٠ ١ ۴ ١ ٠
B′

j(x) ٠ ٣
h

٠ −٣
h

٠
B′′

j (x) ٠ ۶
h٢

−١٢
h٢

۶
h٢ ٠

π = الفاصله متساوي نقاط باشد، [٠,١] بازه x مستقل متغیر تغییرات دامنه اگر
تعریف است. h = ١

N
و xN = ١ و x٠ = ٠ که کنیم می انتخاب طوري را ،{x٠, x١, · · · , xN}

،i هر براي (xi, xi+١) بازه زیر هر در p(t) بطوریکه ،S٣(π) = {p(t) ∈ C[٠,١]٢} می�کنیم
،i = ٠,١, · · · , N براي .[26] است خطی فضاي یک S٣(π) است. 3 درجه جمله�اي چند

می�کنیم تعریف زیر صورت به را پایه توابع

Bi(x) =
١
h٣


(x− xi−٣(٢, x ∈ [xi−٢, xi−١],
h٣ + ٣h٢(x− xi−١) + ٣h(x− xi−٢(١ − ٣(x− xi−٣(١, x ∈ [xi−١, xi],

h٣ + ٣h٢(xi+١ − x) + ٣h(xi+١ − x)٢ − ٣(xi+١ − x)٣, x ∈ [xi, xi+١],
(xi+٢ − x)٣, x ∈ [xi+١, xi+٢],
٠, صورت این غیر .در

(6.2)

xN+٢ > و x−٢ < x−١ < x٠ صورت به را بازه از خارج و اضافی چهارگره این بر علاوه
کرد تحقیق می�توان سادگی به ،(6.2) معادله به توجه با می�گیریم. نظر در xN+١ > xN

نقاط در را مشتقاتش و اسپلاین -B مقادیر (1.2) جدول همچنین .Bi(x) ∈ C٢(IR) که
نقاط با 3 درجه قطعه به قطعه چندجمله�اي یک ،Bi(x) هر لذا می�دهد. نشان گرهی
و Ω = {B−١, B٠, · · · , BN+١} کنید فرض .Bi(x) ∈ S٣(π) بطوریکه می�باشد، π گرهی
(N +٣) ،B٣(π) بنابراین هستند، خطی مستقل [٠,١] بازه روي Ω توابع . B٣(π) =SpanΩ

. [26] B٣(π) = S٣(π) همچنین است. بعدي
و می�کند درونیابی گرهی نقاط در را u(x) که باشد اسپلاینی تابع S(x) کنید فرض
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نوشت زیر صورت به می�توان را S(x) لذا .S(x) ∈ B٣(π)

S(x) =
N+١∑
k=−١

ckBk(x). (7.2)

داریم گرهی نقاط در و (5.2) در (7.2) دادن قرار با حال

c−١(B
′′
−١(xi) + (k/xi)B

′
−١(xi)− r(xi)B−١(xi)) + c٠(B

′′
٠(xi) + (k/xi)B

′
٠(xi)

−r(xi)B٠(xi)) + c١(B
′′
١(xi) + (k/xi)B

′
١(xi)− r(xi)B١(xi)) + · · ·

+cN(B
′′
N(xi) + (k/xi)B

′
N(xi)− r(xi)BN(xi)) + cN+١(B

′′
N+١(xi)

+(k/xi)B
′
N+١(xi)− r(xi)BN+١(xi)) = −s(xi), i = ١,٢, · · · , N. (8.2)

i = ، x = xi گرهی نقطه امین −i هر براي اسپلاین، -B توابع خصوصیات به توجه با
آید می در زیر صورت به (8.2) معادله ،١,٢, · · · , N

ci−١(B
′′
i−١(xi) + (k/xi)B

′
i−١(xi)− riBi−١(xi)) + ci(B

′′
i (xi)

+(k/xi)B
′
i(xi)− riBi(xi)) + ci+١(B

′′
i+١(xi)

+(k/xi)B
′
i+١(xi)− riBi+١(xi)) = −si, ∀i = ١,٢, · · · , N, (9.2)

.s(xi) = si و r(xi) = ri آن در که
داریم (1.2) جدول در شده داده مقادیر به توجه با

(۶ − ٣kh

xi

− rih
٢)ci−١ + (−١٢ − ۴rih

٢)ci + (۶ + ٣kh

xi

−rih
٢)ci+١ = −sih

٢, ∀i = ١,٢, · · · , N. (10.2)

می�دهیم تغییر زیر صورت به را (5.2) معادله ،x٠ = ٠ تکین نقطه در

(١ + k)u′′(x)− r(x)u(x) = −s(x), x = x٠. (11.2)
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به ،x = x٠ نقطه در (11.2) معادله براي فوق شده ذکر اسپلاین -B روش بکارگیري با
رسیم می زیر رابطه

(١ + k)
∑

i=−١,٠,١
ciB

′′
i (x٠)− r٠

∑
i=−١,٠,١

ciBi(x٠) = −s٠, (12.2)

داریم لذا

(۶(١ + k)− r٠h
٢)c−١ − (١)١٢ + k) + ۴r٠h

٢)c٠

+(۶(١ + k)− r٠h
٢)c١ = −s٠h

٢. (13.2)

داریم: (4.2) معادله از همچنین
∑

i=−١,٠,١
ciB

′
i(x٠) = ٠, (14.2)

و
∑

i=N−١,N,N+١
ciBi(xN) = β. (15.2)

داریم (14.2) معادله از
−٣
h

c−١ +
٣
h
c١ = ٠, (16.2)

داریم (15.2) معادله از و

cN−١ + ۴cN + cN+١ = β. (17.2)

(N +٣) و (N +٣)× (N +٣) ضرایب ماتریس با دستگاه یک به (15.2)-(10.2) معادلات
معادلات از c−١ حذف با حال می�شوند. منجر CN = (c−١, c٠, c١, · · · , cN+١)T مجهول

می�آید دست به زیر معادله (16.2) و (13.2)

c٣)٠۶(١ + k) + ١٢r٠h
٢) + c٣−)١۶(١ + k) + ۶r٠h

٢) = ٣s٠h
٢. (18.2)
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داریم x = xN در (17.2) و (10.2) معادلات از cN+١ حذف با مشابه، طور به

cN−١(۶kh/xN) + cN(٣۶ + ١٢kh/xN) = β(۶ + ٣kh/xN − rNh
٢) + sNh

٢. (19.2)

قطري سه دستگاه یک (10.2) اول معادله (N − ١) با همراه (19.2) و (18.2) معادله دو
xN = مجهول (N + ١) با AxN = dN خطی معادله (N + ١) از که می�دهند، تشکیل

راست طرف و (c٠, c١, · · · , cN)T

dN = (٣s٠h
٢,−s١h

٢, · · · ,−sN−١h
٢, β(۶ + ٣kh/xN − rNh

٢) + sNh
٢)T .

می�باشد زیر صورت به A ضرایب ماتریس است. شده تشکیل

A =



٣۶(١ + k) + ١٢r٠h٢ −٣۶(١ + k) + ۶r٠h٢ ٠ . . . ٠
α١ β١ γ١ ٠ · · ·
٠ ... ... ٠ · · ·
· · · αi βi γi · · ·... ... ... ... ...
٠ · · · αN−١ βN−١ γN−١
٠ · · · ٠ ۶ kh

xN
٣۶ + ١٢kh

xN


,

آن: در که

αi = ۶ − ٣kh

xi

− rih
٢, i = ١, · · · , N − ١,

βi = −١٢ − ۴rih
٢, i = ١, · · · , N − ١,

γi = ۶ +
٣kh

xi

− rih
٢, i = ١, · · · , N − ١.

(17.2) و (16.2) معادلات از استفاده با و ، cN ، · · · ، c١ ، c٠ ضرایب فوق دستگاه حل با
می�آیند. بدست را cN+١ ، c−١ ضرایب
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خطی غیر مسائل 3.2
کمکیک با بازگشتی صورت به خطی غیر دیفرانسیل معادله سازي17، خطی شبه روش در
در که است این روش این اصلی مزیت می�شود. حل خطی دیفرانسیل معادلات از دنباله
مرتبه همگرایی می�باشد. همگرا اصلی مساله جواب به دو مرتبه با روش همگرایی، صورت
متناسب ام (n) تکرار در خطا مجذور با ام، (n + ١) تکرار در خطا، که معناست این به دو

است.
(n + ١) در باشد. غیرخطی u(x) به نسبت f(x, u(x)) ،(3.2) معادله در کنید فرض

نوشت زیر صورت به توان می را (3.2) معادله مرحله امین

(u′′)n+١(x) +
k

x
(u′)n+١(x) = f(x, un+١(x)), n = ٠,١,٢, · · · (20.2)

نوشت زیر صورت به می�توان را f(x, un+١(x)) خطی غیر عبارت بسط

f(x, un+١(x)) = f(x, un(x)) + (un+١ − un)f ′(x, un(x)) + · · · , n = ٠,١, · · · (21.2)

معادله حال می�گیریم. نظر در u٠(x) صورت به را f(x, u(x)) در u(x) تابع اولیه تقریب
کرد بازنویسی زیر صورت به می�توان را (20.2)

(u′′)n+١(x) +
k

x
(u′)n+١(x) + p(n)(x)(u)n+١(x) = q(n)(x), (22.2)

مرزي: شرایط با

(u′)n+(٠)١ = ٠,

(u)n+(١)١ = β, (23.2)
17quasilinearization technique
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آن: در که

p(n)(x) = −f ′(x, un(x)),

q(n)(x) = f(x, un(x))− unf ′(x, un(x)). (24.2)

-B از ،(23.2) شرایط با در(22.2)، شده داده خطی تکین مرزي مقدار معادله حل براي
گرهی نقطه امین −i در لذا می�کنیم. استفاده قبل بخش در شده داده توضیح اسپلاین

داریم

cn+١
i−١ (B′′

i−١(xi) + (
k

xi

)B′
i−١(xi) + pni Bi−١(xi)) + cn+١

i (B′′
i (xi)

+(
k

xi

)B′
i(xi) + pni Bi(xi)) + cn+١

i+١ (B′′
i+١(xi) + (

k

xi

)B′
i+١(xi)

+pni Bi+١(xi)) = qni , ∀i = ١,٢, , · · · , N, ∀n = ٠,١, · · · (25.2)

را معادله قبل، بخش مانند ،x = x٠ تکین نقطه در .qni = qn(xi) و pni = pn(xi) آن در که
می�کنیم بازنویسی زیر صورت به

(١ + k)(u′′)n+١(x) + p(n)(x)(u)n+١(x) = q(n)(x), x = x٠, ∀n = ٠,١,٢, · · ·(26.2)

داریم (26.2) معادله براي x = x٠ در اسپلاین -B روش بکارگیري با اکنون

(١ + k)
∑

i=−١,٠,١
cn+١
i B′′

i (x٠) + pn٠
∑

i=−١,٠,١
cn+١
i Bi(x٠) = qn٠ ∀n = ٠,١, · · · , (27.2)

می�شوند بازنویسی زیر صورت به (23.2) مرزي شرایط همچنین
∑

i=−١,٠,١
cn+١
i B′

i(x٠) = ٠, (28.2)

و

cn+١
N−١BN−١(xN) + cn+١

N BN(xN) + cn+١
N+١BN+١(xN) = β. (29.2)
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سه دستگاه یک مرحله هر در قبل، بخش مانند ،(29.2)- (25.2) معادلات از استفاده با
تا ،(n = ٠,١,٢, · · · ) تکرار از مرحله هر در تقریبی، جواب مقدار می�آید. بدست قطري
می�شود. محاسبه شود، برقرار شده مشخص ϵ ازاي به |un+١

i − un
i | < ϵ نامساوي زمانیکه

عددي: نتایج 4.2
می�شود. داده نشان مثال چند ارائه با عددي نتایج بخش، این در

شرایط و ،s(x) = ٢ و r(x) = ۴ ، k = ٢ می�دهیم قرار ،(5.2) معادله در [31] .1.4.2 مثال
گیریم می نظر در زیر صورت به را مرزي

u′(٠) = ٠, u(١) = ۵٫ ۵.

همچنین است. گرفته قرار بررسی مورد [17] در شامپین19 و راسل18 توسط معادله، این
می�باشد زیر صورت به آن دقیق جواب

u(x) =
١
٢ +

۵ sinh(٢x)

x sinh(٢)
.

این در که است آن دهنده نشان (2.2) جدول در h مختلف مقادیر براي تقریبی جواب
در همچنین دارد. کمتري خطاي بیشتر گرهی نقاط تعداد با آمده بدست جواب مثال
دو با اسپلاین -B روش خطاي ماکزیمم متفاوت، گرهی نقاط تعداد ازاي به جدول(3.2)،
دو به نسبت اسپلاین -B روش بهتر عملکرد دهنده نشان و گردیده مقایسه دیگر روش

است. شده داده نشان (1.2) شکل در h = ١
۴٠ براي عددي نتایج است. دیگر روش

18Russel
19Shampine
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1.4.2 مثال عددي نتایج :2.2 جدول
x S(x) دقیق جواب

h١ = ١
۴ h٢ = ١

٨ h٣ = ١
۴٠

٠٫ ٠٠٠ ٣٫ ٢٣۵٩٨١ ٣٫ ٢۵١٨٩٧ ٣٫ ٢۵٧١٣١ ٣٫ ٢۵٧٢٠۵
٠٫ ١٢۵ − ٣٫ ٢٨٣٣٣٠ ٣٫ ٢٨۵٩۴٢ ٣٫ ٢٨۶٠١۶
٠٫ ٢۵٠ ٣٫ ٣۶٣٠۴۴ ٣٫ ٣٧١٧٣٧ ٣٫ ٣٧٣۴۶١ ٣٫ ٣٧٣۵٣٣
٠٫ ٣٧۵ − ٣٫ ۵٢١٣٢۴ ٣٫ ۵٢٢٩٩٢ ٣٫ ۵٢٣٠۶١
٠٫ ۵٠٠ ٣٫ ٧٣٣٨١٣ ٣٫ ٧٣٨۶۴٨ ٣٫ ٧۴٠٢٠۶ ٣٫ ٧۴٠٢٧١
٠٫ ۶٢۵ − ۴٫ ٠٣٢٠٣۴ ۴٫ ٠٣٣٣٩٩ ۴٫ ٠٣٣۴۵۶
٠٫ ٧۵٠ ۴٫ ۴٠٩٣٢٣ ۴٫ ۴١٢٧٧۴ ۴٫ ۴١٣٨۶٢ ۴٫ ۴١٣٩٠٧
٠/٨٧۵ − ۴٫ ٨٩۵٧۴٨ ۴٫ ٨٩۶٣٩٩ ۴٫ ٨٩۶۴٢۶
١٫ ٠٠٠ ۵٫ ۵٠٠٠٠٠ ۵٫ ۵٠٠٠٠٠ ۵٫ ۵٠٠٠٠٠ ۵٫ ۵٠٠٠٠٠

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
3

3.5

4

4.5

5

5.5

B−Spline Solution
Exact Solution

.h = ١
۴٠ براي 1.4.2 مثال عددي نتایج :1.2 شکل

1.4.2 مثال عددي نتایج مقایسه :3.2 جدول
N = ١

h ||u(x)− S(x)||∞
finite diff. method [17] Patch bases [17] اسپلاین -B روش

۴ ٢٫ ١٢E − ٠١ ٢٫ ٠٢E − ٠١ ٢٫ ١٢٢٣٨١E − ٠٢
٩ ۵٫ ٠۵E − ٠٢ ۴٫ ٠٩E − ٠٢ ۴٫ ١٩۴٩E − ٠٣

١۶ ١٫ ٨٠E − ٠٢ ١٫ ٣٠E − ٠٢ ١٫ ٣٢٨۵٣E − ٠٣
٢۵ ٨٫ ٠٢E − ٠٣ ۵٫ ٣٣E − ٠٣ ۵٫ ۴۴٠۵٢۴E − ٠۴
۶۴ ١٫ ۴٣E − ٠٣ ٨٫ ١۴E − ٠۴ ٨٫ ٢۴٩۵٣E − ٠۵
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مثال2.4.2 عددي نتایج :4.2 جدول
دقیق جواب : Ui اسپلاین، -B جواب : ui

xi ui(h = ١
٢٠ ) ui(h = ١

۴٠ ) Ui

٠٫ ٠٠٠ ١٫ ٠٠٠٠٠٠ ١٫ ٠٠٠٠٠٠ ١٫ ٠٠٠٠٠٠
٠٫ ٠٢۵ - ٠٫ ٩٩٩٣٧۵ ٠٫ ٩٩٩٣٧۵
٠٫ ٠۵٠ ٠٫ ٩٩٧۵٠٠ ٠٫ ٩٩٧۵٠٠ ٠٫ ٩٩٧۵٠٠
٠٫ ٠٧۵ - ٠٫ ٩٩۴٣٧۵ ٠٫ ٩٩۴٣٧۵
٠٫ ١٠٠ ٠٫ ٩٩٠٠٠٠ ٠٫ ٩٩٠٠٠٠ ٠٫ ٩٩٠٠٠٠
٠٫ ٢٠٠ ٠٫ ٩۶٠٠٠٠ ٠٫ ٩۶٠٠٠٠ ٠٫ ٩۶٠٠٠٠
٠٫ ٣٠٠ ٠٫ ٩١٠٠٠٠ ٠٫ ٩١٠٠٠٠ ٠٫ ٩١٠٠٠٠
٠٫ ۴٠٠ ٠٫ ٨۴٠٠٠٠ ٠٫ ٨۴٠٠٠٠ ٠٫ ٨۴٠٠٠٠
٠٫ ۵٠٠ ٠٫ ٧۵٠٠٠٠ ٠٫ ٧۵٠٠٠٠ ٠٫ ٧۵٠٠٠٠
٠٫ ۶٠٠ ٠٫ ۶۴٠٠٠٠ ٠٫ ۶۴٠٠٠٠ ٠٫ ۶۴٠٠٠٠
٠٫ ٧٠٠ ٠٫ ۵١٠٠٠٠ ٠٫ ۵١٠٠٠٠ ٠٫ ۵١٠٠٠٠
٠٫ ٨٠٠ ٠٫ ٣۶٠٠٠٠ ٠٫ ٣۶٠٠٠٠ ٠٫ ٣۶٠٠٠٠
٠٫ ٩٠٠ ٠٫ ١٩٠٠٠٠ ٠٫ ١٩٠٠٠٠ ٠٫ ١٩٠٠٠٠
١٫ ٠٠٠ ٠٫ ٠٠٠٠٠٠ ٠٫ ٠٠٠٠٠٠ ٠٫ ٠٠٠٠٠٠

بگیرید نظر در را زیر مرزي مقدار معادله [32] .2.4.2 مثال

−u′′(x)− ٢
x
u′(x) + (١ − x٢)u(x) = x۴ − ٢x٢ + ٧, u′(٠) = ٠, u(١) = ٠.

فوق معادله ،k = ٢ و s(x) = −(x۴ − ٢x٢ + ٧) ، r(x) = −(١ − x٢) گرفتن نظر در با
می�باشد. u(x) = ١ − x٢ دقیق، جواب کرد. بازنویسی (5.2) معادله صورت به می�توان را
تعداد با مسائل از برخی در که دهد می نشان (4.2) جدول در آمده بدست عددي نتایج
(2.2) شکل همچنین یافت. دست نظر مورد جواب به توان می نیز کمتري گرهی نقاط

دهد. می نمایش گره 40 براي را نتایج

بگیرید نظر در را زیر مرزي مقدار معادله [32] .3.4.2 مثال

u′′(x) +
١
x
u′(x) = (

٨
٨ − x٢ )

٢, u′(٠) = ٠, u(١) = ٠.
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صورت به می�توان را فوق معادله ،k = ١ و s(x) = −( ٨
٨−x٢ )

٢ ، r(x) = ٠ گرفتن نظر در با
در عددي نتایج می�باشد. u(x) = ٢ log ٧

٨−x٢ دقیق، جواب نمود، بازنویسی (5.2) معادله
است. شده داده نشان (3.2) شکل و (5.2) جدول

گاز کره�هاي موازنه ) نجوم علم در شده مطرح غیرخطی، معادله [31] .4.4.2 مثال
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3.4.2 مثال نتایج :5.2 جدول
دقیق جواب : Ui اسپلاین، -B جواب : ui

xi ui(h = ١
٢٠ ) ui(h = ١

۴٠ ) Ui

٠٫ ٠٠٠ −٠٫ ٢۶٧٠٨٩ −٠٫ ٢۶٧٠۶٩ −٠٫ ٢۶٧٠۶٣
٠٫ ٠٢۵ - −٠٫ ٢۶۶٩١٣ −٠٫ ٢۶۶٩٠٧
٠٫ ٠۵٠ −٠٫ ٢۶۶۴۶۴ −٠٫ ٢۶۶۴۴۴ −٠٫ ٢۶۶۴٣٨
٠٫ ٠٧۵ - −٠٫ ٢۶۵۶۶٢ −٠٫ ٢۶۵۶۵۶
٠٫ ١٠٠ −٠٫ ٢۶۴۵٨٨ −٠٫ ٢۶۴۵۶٧ −٠٫ ٢۶۴۵۶١
٠٫ ٢٠٠ −٠٫ ٢۵٧٠۶۴ −٠٫ ٢۵٧٠۴۴ −٠٫ ٢۵٧٠٣٨
٠٫ ٣٠٠ −٠٫ ٢۴۴۴۶٠ −٠٫ ٢۴۴۴۴١ −٠٫ ٢۴۴۴٣۵
٠٫ ۴٠٠ −٠٫ ٢٢۶۶٨١ −٠٫ ٢٢۶۶۶٣ −٠٫ ٢٢۶۶۵٧
٠٫ ۵٠٠ −٠٫ ٢٠٣۵٨٧ −٠٫ ٢٠٣۵٧٠ −٠٫ ٢٠٣۵۶۵
٠٫ ۶٠٠ −٠٫ ١٧۴٩٩۴ −٠٫ ١٧۴٩٧٩ −٠٫ ١٧۴٩٧۵
٠٫ ٧٠٠ −٠٫ ١۴٠۶۶۶ −٠٫ ١۴٠۶۵۴ −٠٫ ١۴٠۶۵١
٠٫ ٨٠٠ −٠٫ ١٠٠٣١١ −٠٫ ١٠٠٣٠٢ −٠٫ ١٠٠٣٠٠
٠٫ ٩٠٠ −٠٫ ٠۵٣۵۶٨ −٠٫ ٠۵٣۵۶٣ −٠٫ ٠۵٣۵۶٢
١٫ ٠٠٠ ٠٫ ٠٠٠٠٠٠ ٠٫ ٠٠٠٠٠٠ ٠٫ ٠٠٠٠٠٠

مرزي شرایط و (3.2) معادله در f(x, u) = −u۵(x) و k = ٢ دادن قرار با هم�دما20)،
: می�شود توصیف زیر

u′(٠) = ٠, , u(١) =

√
٣
۴ ,

مورد نیز [30] و در[17] معادله این همچنین است. u(x) = ١√
١+x٢

٣
آن دقیق جواب که

دهنده نشان مختلف گرهی نقاط تعداد با نتایج (6.2) جدول در است. گرفته قرار بررسی
دو با اسپلاین -B روش (7.2) جدول در باشد. می ها گره تعداد افزایش با دقت افزایش
و n = ٢٠ ، u٠ = ٠ ازاي به عددي نتایج (4.2) شکل در و است مقایسه قابل دیگر روش

است. شده رسم ϵ = ١٠−۵

شرایط با ، f(x, u) = − exp(u) ، k = ١ ،(3.2) معادله در کنید فرض [31] .5.4.2 مثال
20the equilibrium of isothermal gas spheres
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4.4.2 مثال عددي نتایج :6.2 جدول
x S(x) دقیق جواب

h = ١
١٠ h = ١

٢٠ h = ١
۴٠ h = ١

٨٠

٠٫ ٠ ٠٫ ٩٩٩٩۴٣ ٠٫ ٩٩٩٩٨۵ ٠٫ ٩٩٩٩٩۶ ٠٫ ٩٩٩٩٩٩ ١٫ ٠٠٠٠٠٠
٠٫ ١ ٠٫ ٩٩٨٢٨۴ ٠٫ ٩٩٨٣٢۴ ٠٫ ٩٩٨٣٣۴ ٠٫ ٩٩٨٣٣۶ ٠٫ ٩٩٨٣٣٧
٠٫ ٢ ٠٫ ٩٩٣٣۵١ ٠٫ ٩٩٣٣٨٧ ٠٫ ٩٩٣٣٩۶ ٠٫ ٩٩٣٣٩٨ ٠٫ ٩٩٣٣٩٩
٠٫ ٣ ٠٫ ٩٨۵٢٨٩ ٠٫ ٩٨۵٣١٩ ٠٫ ٩٨۵٣٢۶ ٠٫ ٩٨۵٣٢٨ ٠٫ ٩٨۵٣٢٩
٠٫ ۴ ٠٫ ٩٧۴٣٢۴ ٠٫ ٩٧۴٣۴۶ ٠٫ ٩٧۴٣۵٢ ٠٫ ٩٧۴٣۵۴ ٠٫ ٩٧۴٣۵۴
٠٫ ۵ ٠٫ ٩۶٠٧۴٧ ٠٫ ٩۶٠٧۶٣ ٠٫ ٩۶٠٧۶٧ ٠٫ ٩۶٠٧۶٨ ٠٫ ٩۶٠٧۶٨
٠٫ ۶ ٠٫ ٩۴۴٨٩٨ ٠٫ ٩۴۴٩٠٨ ٠٫ ٩۴۴٩١٠ ٠٫ ٩۴۴٩١٠ ٠٫ ٩۴۴٩١١
٠٫ ٧ ٠٫ ٩٢٧١۴٠ ٠٫ ٩٢٧١۴۴ ٠٫ ٩٢٧١۴۵ ٠٫ ٩٢٧١۴۵ ٠٫ ٩٢٧١۴۵
٠٫ ٨ ٠٫ ٩٠٧٨۴٠ ٠٫ ٩٠٧٨۴١ ٠٫ ٩٠٧٨۴١ ٠٫ ٩٠٧٨۴١ ٠٫ ٩٠٧٨۴١
٠٫ ٩ ٠٫ ٨٨٧٣۵٧ ٠٫ ٨٨٧٣۵۶ ٠٫ ٨٨٧٣۵۶ ٠٫ ٨٨٧٣۵۶ ٠٫ ٨٨٧٣۵۶
١٫ ٠ ٠٫ ٨۶۶٠٢۵ ٠٫ ٨۶۶٠٢۵ ٠٫ ٨۶۶٠٢۵ ٠٫ ٨۶۶٠٢۵ ٠٫ ٨۶۶٠٢۵

: مرزي
u′(٠) = ٠, u(١) = ٠.

آن دقیق جواب است. شده بحث [17] شامپین و راسل توسط غیرخطی معادله این
گرفته نظر در B = ٢−٣

√
٢ محاسبات در است. B = ٢±٣

√
٢ با u(x) = ٢(

log B+١
Bx١+٢

)
دهنده نشان (8.2) جدول در متفاوت هاي گره تعداد با آمده بدست نتایج است. شده
جدول در نتایج مقایسه و باشد می ها گره تعداد افزایش با شده ارائه روش دقت افزایش
n = ١۵ و u٠ = ٠ با (5.2) شکل در نتایج همچنین و دهد می نشان را روش دقت (9.2)

است. شده رسم
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(h = ١
۶۴)4.4.2 مثال عددي نتایج مقایسه :7.2 جدول

x finite diff. method [17] Patch bases [17] اسپلاین -B روش دقیق جواب
٠٫ ٠ ٠٫ ٩٩٩٩٢ ١٫ ٠٠٠٠٠ ٠٫ ٩٩٩٩٩٨ ١٫ ٠٠٠٠٠٠

٠٫ ١٢۵ ٠٫ ٩٩٧٣٧ ٠٫ ٩٩٧۴٢ ٠٫ ٩٩٧۴٠۴ ٠٫ ٩٩٧۴٠۶
٠٫ ٢۵٠ ٠٫ ٩٨٩٧١ ٠٫ ٩٨٩٧۶ ٠٫ ٩٨٩٧۴٢ ٠٫ ٩٨٩٧۴٣
٠٫ ٣٧۵ ٠٫ ٩٧٧٣٣ ٠٫ ٩٧٧٣٧ ٠٫ ٩٧٧٣۵۴ ٠٫ ٩٧٧٣۵۵
٠٫ ۵٠٠ ٠٫ ٩۶٠٧۵ ٠٫ ٩۶٠٧٨ ٠٫ ٩۶٠٧۶٨ ٠٫ ٩۶٠٧۶٨
٠٫ ۶٢۵ ٠٫ ٩۴٠۶٢ ٠٫ ٩۴٠۶۴ ٠٫ ٩۴٠۶٣٣ ٠٫ ٩۴٠۶٣۴
٠٫ ٧۵٠ ٠٫ ٩١٧۶۵ ٠٫ ٩١٧۶٧ ٠٫ ٩١٧۶۶٢ ٠٫ ٩١٧۶۶٢
٠٫ ٨٧۵ ٠٫ ٨٩٢۵٧ ٠٫ ٨٩٢۵۶ ٠٫ ٨٩٢۵۶٩ ٠٫ ٨٩٢۵۶٩

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
0.86

0.88

0.9

0.92

0.94

0.96

0.98

1
B−Spline Solution
Exact solution

.h = ١
۴٠ براي مثال4.4.2 نتایج :4.2 شکل

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
0

0.05

0.1

0.15

0.2

0.25

0.3

0.35
B−Spline Solution
Exact Solution

.h = ١
۴٠ براي مثال5.4.2 نتایج :5.2 شکل
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5.4.2 مثال عددي نتایج :8.2 جدول
x S(x) دقیق جواب

h = ١
١٠ h = ١

٢٠ h = ١
۴٠ h = ١

٨٠

٠٫ ٠ ٠٫ ٣١۶۵۶۶ ٠٫ ٣١۶۶۶٢ ٠٫ ٣١۶۶٨۶ ٠٫ ٣١۶۶٩٢ ٠٫ ٣١۶۶٩۴
٠٫ ١ ٠٫ ٣١٣١۴٠ ٠٫ ٣١٣٢٣۴ ٠٫ ٣١٣٢۵٨ ٠٫ ٣١٣٢۶٣ ٠٫ ٣١٣٢۶۵
٠٫ ٢ ٠٫ ٣٠٢٨٩۶ ٠٫ ٣٠٢٩٨۵ ٠٫ ٣٠٣٠٠٨ ٠٫ ٣٠٣٠١٣ ٠٫ ٣٠٣٠١۵
٠٫ ٣ ٠٫ ٢٨۵٠٣٧ ٠٫ ٢٨۶٠١٩ ٠٫ ٢٨۶٠۴٠ ٠٫ ٢٨۶٠۴۵ ٠٫ ٢٨۶٠۴٧
٠٫ ۴ ٠٫ ٢۶٢۴٣٣ ٠٫ ٢۶٢۵٠۶ ٠٫ ٢۶٢۵٢۵ ٠٫ ٢۶٢۵٢٩ ٠٫ ٢۶٢۵٣١
٠٫ ۵ ٠٫ ٢٣٢۶١٣ ٠٫ ٢٣٢۶٧۶ ٠٫ ٢٣٢۶٩١ ٠٫ ٢٣٢۶٩۵ ٠٫ ٢٣٢۶٩۶
٠٫ ۶ ٠٫ ١٩۶٧۵٩ ٠٫ ١٩۶٨١٠ ٠٫ ١٩۶٨٢٢ ٠٫ ١٩۶٨٢۵ ٠٫ ١٩۶٨٢۶
٠٫ ٧ ٠٫ ١۵۵١٩٧ ٠٫ ١۵۵٢٣۵ ٠٫ ١۵۵٢۴۴ ٠٫ ١۵۵٢۴٧ ٠٫ ١۵۵٢۴٨
٠٫ ٨ ٠٫ ١٠٨٢٨٩ ٠٫ ١٠٨٣١۴ ٠٫ ١٠٨٣٢٠ ٠٫ ١٠٨٣٢٢ ٠٫ ١٠٨٣٢٣
٠٫ ٩ ٠٫ ٠۵۶۴٢٢ ٠٫ ٠۵۶۴٣۴ ٠٫ ٠۵۶۴٣٧ ٠٫ ٠۵۶۴٣٨ ٠٫ ٠۵۶۴٣٨
١٫ ٠ ٠٫ ٠٠٠٠٠٠ ٠٫ ٠٠٠٠٠٠ ٠٫ ٠٠٠٠٠٠ ٠٫ ٠٠٠٠٠٠ ٠٫ ٠٠٠٠٠٠

(h = ١
۶۴)5.4.2 مثال عددي نتایج مقایسه :9.2 جدول

x finite diff. method [17] Patch bases [17] اسپلاین -B روش دقیق جواب
٠٫ ٠ ٠٫ ٣١۶۴٣ ٠٫ ٣١۶٧٢ ٠٫ ٣١۶۶٩ ٠٫ ٣١۶۶٩

٠٫ ١٢۵ ٠٫ ٣١١٢۵ ٠٫ ٣١١٣۵ ٠٫ ٣١١٣٣ ٠٫ ٣١١٣۴
٠٫ ٢۵٠ ٠٫ ٢٩۵٣٠ ٠٫ ٢٩۵٣٧ ٠٫ ٢٩۵٣۵ ٠٫ ٢٩۵٣۶
٠٫ ٣٧۵ ٠٫ ٢۶٨٩٧ ٠٫ ٢۶٩٠٢ ٠٫ ٢۶٩٠٠ ٠٫ ٢۶٩٠١
٠٫ ۵٠٠ ٠٫ ٢٣٢۶٧ ٠٫ ٢٣٢٧٠ ٠٫ ٢٣٢۶٩ ٠٫ ٢٣٢٧٠
٠٫ ۶٢۵ ٠٫ ١٨۶٩٣ ٠٫ ١٨۶٩۶ ٠٫ ١٨۶٩۵ ٠٫ ١٨۶٩۵
٠٫ ٧۵٠ ٠٫ ١٣٢۴٢ ٠٫ ١٣٢۴٣ ٠٫ ١٣٢۴٢ ٠٫ ١٣٢۴٣
٠٫ ٨٧۵ ٠٫ ٠۶٩٨۴٧ ٠٫ ٠۶٩٨۵۴ ٠٫ ٠۶٩٨۵ ٠٫ ٠۶٩٨۵٣
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مقدمه 1.3
مهندسی، فیزیک، مسائل مانند زیادي زمینه�هاي در معمولی دیفرانسیل معادلات دستگاه
از نمونه این حل براي گوناگونی عددي روش�هاي تاکنون دارد. کاربرد ... و شناسی زیست
پیشنهاد [39] و [34] در متناهی تفاضلات روش نمونه، براي است. شده مطرح ها دستگاه
دوم مرتبه مرزي مقدار معادلات دستگاه عددي حل همکاران و گنگ1 همچنین است. شده
وردشی3 تکرار روش اند. داده قرار مطالعه مورد را ،[40] هسته2 تابع فضاي در غیرخطی
است[35]. شده بررسی لیو4 جی توسط معادلات از گونه این غیرخطی دستگاه براي نیز
دوم مرتبه مرزي مقدار معادلات دستگاه حل براي اسپلاین -B روش فصل، این در
مرزي مقدار معادلات دستگاه می�شود. داده توضیح جواب بودن یکتا فرض باپیش خطی

می�دهیم[41] قرار بررسی مورد در را زیر خطی


u′′ + a١(x)u′ + a٢(x)u+ a٣(x)υ

′′ + a۴(x)υ′ + a۵(x)υ = f١(x),
υ′′ + b١(x)υ′ + b٢(x)υ + b٣(x)u

′′ + b۴(x)u′ + b۵(x)u = f٢(x),
u(٠) = u(١) = ٠, υ(٠) = υ(١) = ٠.

(1.3)

i = ١,٢,٣,۴,۵ ، bi(x) ، ai(x) و معلوم توابعی bi(x) ، ai(x) ، f٢(x) ، f١(x) آن در که
هستند. پیوسته

اسپلاین -B روش تحلیل 2.3
جزئیات شرح می�کنیم. استفاده سه درجه اسپلاین -B از ،(1.3) دستگاه عددي حل براي
زیر صورت به را سه درجه اسپلاین -B است. آمده 2 فصل در سه درجه اسپلاین -B توابع

1Geng et al
2the reproducing kernel space
3variational iteration
4J. Lu
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گرهی درنقاط ومشتقاتش Bi مقادیر :1.3 جدول
xi xi+١ xi+٢ xi+٣ xi+۴

Bi ٠ ١ ۴ ١ ٠
B′

i ٠ −٣
h

٠ ٣
h

٠
B′′

i ٠ ۶
h٢

−١٢
h٢

۶
h٢ ٠

می�گیریم: نظر در

Bi−١(x) = B٠(x− (i− ١)h), i = ٢,٣, · · · ,

B٠(x) =
١

۶h٣


x٣, ٠ ≤ x < h

−٣x٣ + ١٢hx٢ − ١٢h٢x+ ۴h٣, h ≤ x < ٢h

٣x٣ − ٢۴hx٢ + ۶٠h٢x− ۴۴h٣, ٢h ≤ x < ٣h

−x٣ + ١٢hx٢ − ۴٨h٢x+ ۶۴h٣, ٣h ≤ x < ۴h
٠, صورت این غیر .در

(2.3)

لازم گرهی نقاط در B′′
i و B′

i ، Bi مقادیر دوم مرتبه مرزي مقدار معادله�هاي حل براي
می�کنیم: فرض شده�اند. مشخص (1.3) جدول در مقادیر این که است

u(x) =
n−١∑
j=−٣

CjBj(x), (3.3)

υ(x) =
n−١∑
j=−٣

DjBj(x), (4.3)

مجهول حقیقی ضرایب Cj ، Dj آن در که هستند (1.3) دستگاه تقریبی جواب υ(x) و u(x)
در گرهی نقاط xn ، · · · ، x١ ، x٠ کنیم فرض باشند. می سه درجه اسپلاین توابع Bj(x) و

طوریکه به باشند، [٠,١] بازه

xi = a+ ih, i = ٠,١, · · · , n; x٠ = a, xn = b, h =
b− a

n
.

(1.3) دیفرانسیل معادلات دستگاه در باید (4.3) و (3.3) تقریبی جواب ،xi گرهی نقاط در
داریم: ،(1.3) در (4.3) و (3.3) دادن قرار با کنند. صدق
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n−١∑
j=−٣

Cj[B
′′
j (xi) + a١(xi)B

′
j(xi) + a٢(xi)Bj(xi)] +

n−١∑
j=−٣

Dj[a٣(xi)B
′′
j (xi)

+a۴(xi)B
′
j(xi) + a۵(xi)Bj(xi)] = f١(xi), i = ٠,١, · · · , n, (5.3)

n−١∑
j=−٣

Dj[B
′′
j (xi) + b١(xi)B

′
j(xi) + b٢(xi)Bj(xi)] +

n−١∑
j=−٣

Cj[b٣(xi)B
′′
j (xi)

+b۴(xi)B
′
j(xi) + b۵(xi)Bj(xi)] = f٢(xi), i = ٠,١, · · · , n, (6.3)

: مرزي شرایط و
n−١∑
j=−٣

CjBj(x) = ٠, x = ٠, (7.3)
n−١∑
j=−٣

CjBj(x) = ٠, x = ١, (8.3)
n−١∑
j=−٣

DjBj(x) = ٠, x = ٠, (9.3)
n−١∑
j=−٣

DjBj(x) = ٠, x = ١. (10.3)

اسپلاین توابع مقادیر می�آید. بدست زیر ماتریسی معادله حل با (1.3) معادله اسپلاین جواب
جایگذاري (10.3)-(5.3) معادلات در که اند شده مشخص (1.3) جدول در گرهی نقاط در
، · · · ، C−٢ ، C−٣ مجهول ٢(n + ٣) و خطی معادله ٢(n + ٣) از دستگاه یک می�کنیم.
زیر صورت به می�توان را دستگاه این می�شود. تشکیل Dn−١ ، · · · ، D−٢ ، D−٣ ، Cn−١

: نوشت

AE = F, (11.3)
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آن در که

E = [C−٣, C−٢, · · · , Cn−١, D−٣, · · · , Dn−١]
T ,

F = [٠, f١(x٠), · · · , f١(xn),٠,٠, f٢(x٠), · · · , f٢(xn),٠]T ,

است: زیر بعدي ٢(n+ ٣)× ٢(n+ ٣) ماتریس A و

A =

 M١ | M٢
− − −
M۴ | M٣

 ,

می�شوند: تعریف زیر صورت به M۴ ، M٣ ، M٢ ، M١ ماتریس زیر چهار و

M١ =



١ ۴ ١ ٠ · · · ٠ ٠
α١(x٠) β١(x٠) γ١(x٠) ٠ · · · ٠ ٠

٠ α١(x١) β١(x١) γ١(x١) ٠ · · · ٠... ... ... ... ... ... ...
٠ · · · ٠ ٠ α١(xn) β١(xn) γ١(xn)
. . . . ١ ۴ ١


,

M٢ =



٠ ٠ ٠ ٠ · · · ٠ ٠
α٢(x٠) β٢(x٠) γ٢(x٠) ٠ · · · ٠ ٠

٠ α٢(x١) β٢(x١) γ٢(x١) ٠ · · · ٠... ... ... ... ... ... ...
٠ · · · ٠ ٠ α٢(xn) β٢(xn) γ٢(xn)
. . . . ٠ ٠ ٠


,

M٣ =



١ ۴ ١ ٠ · · · ٠ ٠
α٣(x٠) β٣(x٠) γ٣(x٠) ٠ · · · ٠ ٠

٠ α٣(x١) β٣(x١) γ٣(x١) ٠ · · · ٠... ... ... ... ... ... ...
٠ · · · ٠ ٠ α٣(xn) β٣(xn) γ٣(xn)
. . . . ١ ۴ ١


,

M۴ =



٠ ٠ ٠ ٠ · · · ٠ ٠
α۴(x٠) β۴(x٠) γ۴(x٠) ٠ · · · ٠ ٠

٠ α۴(x١) β۴(x١) γ۴(x١) ٠ · · · ٠... ... ... ... ... ... ...
٠ · · · ٠ ٠ α۴(xn) β۴(xn) γ۴(xn)
. . . . ٠ ٠ ٠


,
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داریم: همچنین و

α١(xi) =
۶
h٢ + a١(xi)

٣
h
+ a٢(xi), i = ٠, · · · , n,

α٢(xi) = a٣(xi)
۶
h٢ + a۴(xi)

٣
h
+ a۵(xi), i = ٠, · · · , n,

α٣(xi) =
۶
h٢ + b١(xi)

٣
h
+ b٢(xi), i = ٠, · · · , n,

α۴(xi) = b٣(xi)
۶
h٢ + b۴(xi)

٣
h
+ b۵(xi), i = ٠, · · · , n,

β١(xi) =
−١٢
h٢ + a١(xi)

٠
h
+ ۴a٢(xi), i = ٠, · · · , n,

β٢(xi) = a٣(xi)
−١٢
h٢ + a۴(xi)

٠
h
+ ۴a۵(xi), i = ٠, · · · , n,

β٣(xi) =
−١٢
h٢ + b١(xi)

٠
h
+ ۴b٢(xi), i = ٠, · · · , n,

β۴(xi) = b٣(xi)
−١٢
h٢ + b۴(xi)

٠
h
+ ۴b۵(xi), i = ٠, · · · , n,

γ١(xi) =
۶
h٢ + a١(xi)

−٣
h

+ a٢(xi), i = ٠, · · · , n,

γ٢(xi) = a٣(xi)
۶
h٢ + a۴(xi)

−٣
h

+ a۵(xi), i = ٠, · · · , n,

γ٣(xi) =
۶
h٢ + b١(xi)

−٣
h

+ b٢(xi), i = ٠, · · · , n,

γ۴(xi) = b٣(xi)
۶
h٢ + b۴(xi)

−٣
h

+ b۵(xi), i = ٠, · · · , n.

است. شده ارائه مثال توسط بعدي بخش در (1.3) مساله خطاي تحلیل و روش توضیح

عددي نتایج 3.3
قرار مطالعه مورد شده ارائه روش دقت دادن نشان براي عددي مثال یک بخش این در

است. گرفته
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u براي عددي نتایج :2.3 جدول
xi si(h = ١

٢٠ ) si(h = ١
۴٠ ) دقیق جواب

٠٫ ٠ −٠٫ ٠٠٠٠٠٠ −٠٫ ٠٠٠٠٠٠ −٠/٠٠٠٠٠٠
٠٫ ١ −٠٫ ٠٨٩٩٩٩ −٠٫ ٠٩٠٠٠٠٠ −٠/٠٩٠٠٠٠
٠٫ ٢ −٠٫ ١۵٩٩٩٩ −٠٫ ١۶٠٠٠٠ −٠/١۶٠٠٠٠
٠٫ ٣ −٠٫ ٢٠٩٩٩٩ −٠٫ ٢٠٩٩٩٩ −٠/٢١٠٠٠٠
٠٫ ۴ −٠٫ ٢٣٩٩٩٩ −٠٫ ٢٣٩٩٩٩ −٠/٢۴٠٠٠٠
٠٫ ۵ −٠٫ ٢۴٩٩٩٩ −٠٫ ٢۴٩٩٩٩ −٠/٢۵٠٠٠٠
٠٫ ۶ −٠٫ ٢٣٩٩٩٩ −٠٫ ٢٣٩٩٩٩ −٠٫ ٢۴٠٠٠٠
٠٫ ٧ −٠٫ ٢٠٩٩٩٩ −٠٫ ٢٠٩٩٩٩ −٠٫ ٢١٠٠٠٠
٠٫ ٨ −٠٫ ١۵٩٩٩٩ −٠٫ ١۵٩٩٩٩ −٠٫ ١۶٠٠٠٠
٠٫ ٩ −٠٫ ٠٨٩٩٩٩ −٠٫ ٠٨٩٩٩٩ −٠٫ ٠٩٠٠٠٠
١٫ ٠ −٠٫ ٠٠٠٠٠٠ −٠٫ ٠٠٠٠٠٠ −٠٫ ٠٠٠٠٠٠

بگیرید: نظر در را زیر معادلات [41] .1.3.3 مثال

u′′(x) + xu(x) + xυ(x) = f١(x),

υ′′(x) + ٢xυ(x) + ٢xu(x) = f٢(x),

: مرزي شرایط با

u(٠) = u(١) = ٠, υ(٠) = υ(١) = ٠,

و u(x) = x٢ − x مساله دقیق جواب . f٢(x) = −٢ و f١(x) = ٢ ،٠ < x < ١ آن در که
نشان (3.3) و (2.3) جداول در گره 40 و 20 براي عددي نتایج می�باشد. υ(x) = x − x٢

عددي نتایج همچنین و باشد می ها دستگاه حل در آن کاربرد و روش کم خطاي دهنده
است. شده رسم (2.3) و (1.3) شکل�هاي در گره 20 با
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v براي عددي نتایج :3.3 جدول
xi si(h = ١

٢٠ ) si(h = ١
۴٠ ) دقیق جواب

٠٫ ٠ ٠٫ ٠٠٠٠٠٠ ٠٫ ٠٠٠٠٠٠ ٠٫ ٠٠٠٠٠٠
٠٫ ١ ٠٫ ٠٨٩٩٩٩ ٠٫ ٠٩٠٠٠٠٠ ٠٫ ٠٩٠٠٠٠
٠٫ ٢ ٠٫ ١۵٩٩٩٩ ٠٫ ١۶٠٠٠٠ ٠٫ ١۶٠٠٠٠
٠٫ ٣ ٠٫ ٢٠٩٩٩٩ ٠٫ ٢١٠٠٠٠ ٠٫ ٢١٠٠٠٠
٠٫ ۴ ٠٫ ٢٣٩٩٩٩ ٠٫ ٢۴٠٠٠٠ ٠٫ ٢۴٠٠٠٠
٠٫ ۵ ٠٫ ٢۴٩٩٩٩ ٠٫ ٢۵٠٠٠٠ ٠٫ ٢۵٠٠٠٠
٠٫ ۶ ٠٫ ٢٣٩٩٩٩ ٠٫ ٢۴٠٠٠٠ ٠٫ ٢۴٠٠٠٠
٠٫ ٧ ٠٫ ٢٠٩٩٩٩ ٠٫ ٢١٠٠٠٠ ٠٫ ٢١٠٠٠٠
٠٫ ٨ ٠٫ ١۵٩٩٩٩ ٠٫ ١۶٠٠٠٠ ٠٫ ١۶٠٠٠٠
٠٫ ٩ ٠٫ ٠٨٩٩٩٩ ٠٫ ٠٩٠٠٠٠ ٠٫ ٠٩٠٠٠٠
١٫ ٠ ٠٫ ٠٠٠٠٠٠ ٠٫ ٠٠٠٠٠٠ ٠٫ ٠٠٠٠٠٠

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
−0.25

−0.2

−0.15

−0.1

−0.05

0

0.05

0.1
B−spline Solution
Exact Solution

.u(x) = x٢ − x براي 1.3.3 مثال عددي نتایج :1.3 شکل
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0.15
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B−Spline Solution
Exact Solution

.v(x) = x− x٢ براي 1.3.3 مثال عددي نتایج :2.3 شکل
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تکین اولیه مقدار مسائل
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مقدمه 1.4
مسائل از اي نمونه توسط توان می را نجومی فیزیک و ریاضی فیزیک مسائل از بسیاري

کرد سازي مدل زیر صورت به لن-آمدن1 اولیه مقدار

u′′ +
٢
x
u′ + f(u) = ٠, ٠ < x 6 ١, (1.4)

شرایط با

u(٠) = A, u′(٠) = B, (2.4)

f(u) با (1.4) معادله باشند. می حقیقی مقدار پیوسته تابع f(u) و ثابت B و A آن در که
مانند نجومی فیزیک و ریاضی فیزیک پدیده چندین سازي مدل براي توان می را خاص
و دما4 هم گاز هاي کره گاز3، کروي توده یک گرمایی رفتار اي2، ستاره ساختار تئوري
لن-آمدن معادله هاي نمونه از دیگر یکی .[42] کرد استفاده الکترونی5 هاي جریان تئوري

باشد می زیر صورت به

u′′ +
٢
x
u′ + f(x, u) = g(x), ٠ < x 6 ١, (3.4)

.g ∈ C[٠,١] و است حقیقی مقدار پیوسته تابع یک f(x, u) آن در که ،(2.4) شرایط با
[45] در شاوگفه6 توسط آدومین تجزیه روش از استفاده با فوق مسائل تقریبی جواب
جمله چند محاسبه مواقع بعضی است. گرفته قرار بررسی مورد ،[45] در وازواز7 توسط و

1Lane-Emden equation
2the theory of stellar structure
3the thermal behavior of a spherical cloud of gas
4isothermal gas sphere
5theory of thermionic currents
6Shawagfeh
7Wazwaz
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روش توانا، و مناسب تحلیلی هاي روش از دیگر یکی است. پیچیده بسیار آدومین ایهاي
روش همچنین .[47] شد مطرح هی9 توسط بار اولین که باشد می هوموتوپی8 آشفتگی
[48] در چاودخوري10 توسط (3.4) و (2.4)-(1.4) مسائل حل براي هوموتوپی آشفتگی

است. گرفته قرار مطالعه مورد
اسپلاین، توابع تئوري جزئی، دیفرانسیل معادلات و مرزي مقدار مسائل تقریب تئوري در
میان در دهد. می اختصاص خود به را وسیعی میدان باشد، نظر مورد عددي حل زمانیکه
پایه یک چون دارد فراوانی اهمیت اسپلاین اي جمله چند ها، اسپلاین مختلف هاي رده
لذا هستند[49]-[52]. محاسبه قابل آسانی به که دهد می تشکیل ها اسپلاین -B از
براي عددي هاي روش در بنیادي ابزار یک ها اسپلاین -B قطعه به قطعه اي چندجمله

شود. می محسوب دیفرانسیل معادلات جواب آوردن بدست
دوم فصل همانند کنیم. می استفاده دوم فصل در شده مطرح روش از فصل این در
به و می�کند درونیابی گرهی نقاط در را u(x) که باشد اسپلاینی تابع ،S(x) کنید فرض

باشد می زیر صورت

S(x) =
N+١∑
k=−١

ckBk(x), (4.4)

باشند. می (6.2) در شده تعریف اسپلاین -B توابع Bk(x) آن در که

خطی مسائل 2.4
داریم لذا ،f(x, u) = r(x)u (3.4) معادله در کنید فرض

u′′ +
٢
x
u′ + r(x)u = g(x), ٠ < x 6 ١, (5.4)

8Homotopy-perturbation method
9He
10Chowdhury
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شرایط با

u(٠) = A, u′(٠) = ٠. (6.4)

قانون توسط x = ٠ در را معادله ابتدا در باشد. می (5.4) معادله تکین نقطه x = ٠ لذا
کنیم می تبدیل زیر صورت به [32] هاسپیتال11

٣u′′ + r(x)u = g(x), x = x٠. (7.4)

توجه با و i = ١,٢, · · · , N ، x = xi گرهی نقطه هر براي (5.4) در (4.4) دادن قرار با حال
آید می بدست زیر صورت به (5.4) معادله دوم فصل توضیحات به

ci−١(B
′′
i−١(xi) + (

٢
xi

)B′
i−١(xi) + riBi−١(xi)) + ci(B

′′
i (xi)

+(
٢
xi

)B′
i(xi) + riBi(xi)) + ci+١(B

′′
i+١(xi)

+(
٢
xi

)B′
i+١(xi) + riBi+١(xi)) = gi, ∀i = ١,٢, · · · , N, (8.4)

داریم جایگذاري و (2.2) جدول به توجه با .g(xi) = gi و r(xi) = ri که

(۶ − ۶h

xi

+ rih
٢)ci−١ + (−١٢ + ۴rih

٢)ci + (۶ +
۶h

xi

+ rih
٢)ci+١ = gih

٢,

∀i = ١,٢, · · · , N. (9.4)

آوریم می بدست را زیر رابطه x = x٠ در همچنین

٣
∑

i=−١,٠,١
ciB

′′
i (x٠) + r٠

∑
i=−١,٠,١

ciBi(x٠) = g٠. (10.4)

11L’Hospital rule
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(6.4) اولیه شرایط و
∑

i=−١,٠,١
ciBi(x٠) = A, (11.4)

∑
i=−١,٠,١

ciB
′
i(x٠) = ٠, (12.4)

(12.4) و (11.4) و (10.4) معادلات از c−١ حذف با .c١ = c−١ داریم (12.4) معادله از
داریم

c٠(۴ − ٣۶
h٢ + ۴r٠) + c٢)١ +

٣۶
h٢ + ٢r٠) = g٠ + A. (13.4)

(N + ٢) و TxN = dN خطی معادلات (N + ١) از دستگاه یک (13.4) و (9.4) معادلات
راست سمت و xn = (c٠, c١, · · · , cN+١)T مجهول

dN = (A+ g٠, g١h
٢, · · · , gNh٢)T ,

باشد می زیر صورت به T ضرایب ماتریس دهند. می تشکیل

T =


۴ − ٣۶

h٢ + ۴r٠ ٢ + ٣۶
h٢ + ٢r٠ ٠ · · · ٠ ٠

α١ β١ γ١ ٠ . . . ٠
٠ α٢ β٢ γ٢ · · · ٠... ... ... · · · ... ...
٠ . . . ٠ αN βN γN

 ,

آن: در که

αi = ۶ − ۶h

xi

+ rih
٢, βi = −١٢ + ۴rih

٢, γi = ۶ +
۶h

xi

+ rih
٢ (i = ١, · · · , N).

[54] (SVD) تکین12 مقدار تجزیه روش پایه بر اي برنامه توسط را TxN = dN دستگاه
آوریم. می بدست را i = ٠,١, · · · , N ،S(xi) اسپلاین -B جواب و کنیم می حل

12singular value decomposition
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T ماتریس شرطی13 عدد

ks(T ) = ||T ||s||T−١||s, s = ١,٢,∞.

کوچک تغییر یک بنابراین است. وابسته h گرهی نقاط فاصله و (5.4) معادله در r(x) تابع به
شرطی عدد همچنین آورد. وجود به جواب در بزرگ تغییر یک است ممکن r(x) مقادیر در

کند. می تغییر N تغییر با ثابت r(x) ازاي به

خطی غیر مسائل 3.4
گیریم می نظر در را زیر اولیه مقدار مساله

u′′ +
٢
x
u′ = f(x, u), (14.4)

.(6.4) شرایط با
فرض گیریم. می بکار را سازي خطی شبه روش دوم، فصل خطی غیر مسائل بخش همانند
به ام (n + ١) مرحله در و باشد خطی غیر u به نسبت (14.4) معادله در f(x, u) کنید

نویسیم می زیر صورت

(u′′)n+١ +
٢
x
(u′)n+١ = f(x, un+١), n = ٠,١,٢, .... (15.4)

داد بسط زیر صورت به توان می را f(x, un+١) خطی غیر عبارت

f(x, un+١) = f(x, un) + (un+١ − un)f ′(x, un) + ..., n = ٠,١,٢, .... (16.4)

بازنویسی زیر صورت به را (15.4) معادله ،f(x, u) در u اولیه تقریب عنوان به ،u٠ انتخاب با
کنیم می

(u′′)n+١ +
٢
x
(u′)n+١ + p(n)(x)(u)n+١ = q(n)(x), (17.4)

13Condition Number
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اولیه شرایط با

(u)n+(٠)١ = A, (u′)n+(٠)١ = ٠, (18.4)

آن در که

p(n)(x) = −f ′(x, un),

q(n)(x) = f(x, un)− unf ′(x, un). (19.4)

با قبل بخش همانند (18.4) شرایط با (17.4) خطی تکین اولیه مقدار مسائل حل براي
داریم گرهی نقطه هر در اسپلاین -B توابع از استفاده

cn+١
i−١ (B′′

i−١(xi) + (
٢
xi

)B′
i−١(xi) + pni Bi−١(xi)) + cn+١

i (B′′
i (xi) + (

٢
xi

)B′
i(xi) +

pni Bi(xi)) + cn+١
i+١ (B′′

i+١(xi) + (
٢
xi

)B′
i+١(xi) + pni Bi+١(xi)) = qni ,

∀i = ١,٢, ..., N, ∀n = ٠,١,٢, ...,(20.4)

داریم x = x٠ تکین نقطه در همچنین .qni = qn(xi) و pni = pn(xi) که

٣(u′′)n+١ + p(n)(x)(u)n+١ = q(n)(x), x = x٠, ∀n = ٠,١, · · · . (21.4)

شود می بازنویسی زیر صورت به فوق معادله اسپلاین -B روش بکارگیري، با

٣
∑

i=−١,٠,١
cn+١
i B′′

i (x٠) + pn٠
∑

i=−١,٠,١
cn+١
i Bi(x٠) = qn٠ ∀n = ٠,١,٢, ....(22.4)

اولیه شرایط و
∑

i=−١,٠,١
cn+١
i Bi(x٠) = A, (23.4)
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و
∑

i=−١,٠,١
cn+١
i B′

i(x٠) = ٠. (24.4)

دهند می تشکیل دستگاه یک قبل بخش همانند ،(24.4)-(22.4) و (20.4) معادلات
نامساوي زمانیکه تا ،(n = ٠,١,٢, · · · ) تکرار از مرحله هر در تقریبی، جواب مقدار که

می�شود. محاسبه شود، برقرار شده مشخص ϵ ازاي به |un+١
i − un

i | < ϵ

عددي نتایج 4.4
مقایسه براي گیرد. می قرار بررسی مورد نمونه مسائل از تعدادي عددي نتایج بخش، این در

کنیم می تعریف زیر صورت به خطایی تابع ها جواب

e(xi) = S(xi)− u(xi), i = ٠,١, · · · , N.

حل اول جمله چهار u(xi) = ui و اسپلاین -B روش جواب S(xi) = si اینکه فرض با
باشند. می [48] در آمده بدست هوموتوپی

دهیم می قرار بررسی مورد را زیر لن-آمدن خطی ناهمگن معادله .1.4.4 مثال

u′′ +
٢
x
u′ + u = ۶ + ١٢x+ x٢ + x٣, (25.4)

اولیه شرایط با

u(٠) = ٠, u′(٠) = ٠. (26.4)

مقادیر ازاي به را عددي نتایج (1.4) جدول .[53] است u(x) = x٢ + x٣ آن دقیق جواب
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1.4.4 مثال عددي نتایج :1.4 جدول
xi si(h = ١

١٠ ) si(h = ١
۴٠ ) si(h = ١

٨٠ ) دقیق جواب
٠٫ ٠٠٠ −٠٫ ٠٠٠٧٣٧١ ٠٫ ٠٠٣١٨٢٩ ٠٫ ٠٠٠٠٨١٣ ٠
٠٫ ٠٢۵ - ٠٫ ٠٠٣٨٣٩٠ ٠٫ ٠٠٠٧٠٠۴ ٠٫ ٠٠٠۶۴٠۶
٠٫ ٠۵٠ - ٠٫ ٠٠۵٨٩١١ ٠٫ ٠٠٢۶۵٩٨ ٠٫ ٠٠٢۶٢۵٠
٠٫ ٠٧۵ - ٠٫ ٠٠٨٧٩٠٨ ٠٫ ٠٠۶١۴٠٣ ٠٫ ٠٠۶٠۴۶٨
٠٫ ١٠٠ ٠٫ ٠١٠٢٠٩٧ ٠٫ ٠١٣۴٨۵٧ ٠٫ ٠١١٠٠۶۴ ٠٫ ٠١١٠٠٠٠
٠٫ ٢٠٠ ٠٫ ٠۵٢٧۵۵۴ ٠٫ ٠۵١٢۶۵٠ ٠٫ ٠۴٨٠۵۶١ ٠٫ ٠۴٨٠٠٠٠
٠٫ ٣٠٠ ٠٫ ١٢۶٢٨٧۵ ٠٫ ١١٩۵١٧٠ ٠٫ ١١٧٠٠٩۶ ٠٫ ١١٧٠٠٠٠
٠٫ ۴٠٠ ٠٫ ٢٣۵٧٢٢٢ ٠٫ ٢٢٧١٨١٩ ٠٫ ٢٢۴١٠١٠ ٠٫ ٢٢۴٠٠٠٠
٠٫ ۵٠٠ ٠٫ ٣٩٣٠٢٠٨ ٠٫ ٣٧٧٩۴١٠ ٠٫ ٣٧۵٠٩٧٠ ٠٫ ٣٧۵٠٠٠٠
٠٫ ۶٠٠ ٠٫ ۵٨٠٩٧۶۶ ٠٫ ۵٧٨١٠٧۶ ٠٫ ۵٧۶٠۵٨١ ٠٫ ۵٧۶٠٠٠٠
٠٫ ٧٠٠ ٠٫ ٨٣٨١۵٧٧ ٠٫ ٨٣۶٠٧٢١ ٠٫ ٨٣٣٠۴٣٨ ٠٫ ٨٣٣٠٠٠٠
٠٫ ٨٠٠ ١٫ ١۵۶٢٢٣٨ ١٫ ١۵۴٣۵٢١ ١٫ ١۵٢٠٠٧٧ ١٫ ١۵٢٠٠٠٠
٠٫ ٩٠٠ ١٫ ۵٣٨٧٩٢٧ ١٫ ۵۴١١١٨٩ ١٫ ۵٣٨٩٩۵٢ ١٫ ۵٣٩٠٠٠٠

١ ٢٫ ٠٠۵۶٨٣۶ ٢٫ ٠٠٣٣٨٣٩ ٢٫ ٠٠٠٠٧٧٠ ٢٫ ٠٠٠٠٠٠٠

همچنین است، شده حاصل بهتري نتایج گره 80 تعداد با که دهد می نشان h مختلف
دهد. می نمایش h = ١

۴٠ براي را نتایج (1.4) شکل

دما14 هم گاز هاي کره معادله .2.4.4 مثال
کنند می سازي مدل زیر صورت به اي معادله با را دما هم گاز هاي کره

u′′ +
٢
x
u′ + eu = ٠, (27.4)

شرایط با

u(٠) = ٠, u′(٠) = ٠. (28.4)
14Isothermal gas spheres equation
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.n = ١۵ با 2.4.4 مثال عددي نتایج :2.4 شکل

N = ۴٠٠ با اسپلاین -B روش با آمده بدست جواب که است آن دهنده نشان (2.4) جدول
(2.4) شکل همچنین باشد. می [48] در هوموتوپی روش جواب به نزدیک خیلی n = ۵ و
رسم (3.4) شکل در خطا تابع دهد. می نشان N = ۴٠ و n = ١۵ براي را عددي نتایج

است. شده



تکین اولیه مقدار مسائل از اي رده حل براي اسپلاین -B روش .4 58فصل

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
−0.5

0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

3.5
x 10

−5

e(x)

2.4.4 مثال خطا تابع :3.4 شکل

دما هم گاز هاي کره معادله :2.4.4 مثال نتایج :2.4 جدول
xi ui si ei

٠٫ ٠٠٠ ٠٫ ٠٠٠٠٠٠ ٠٫ ٠٠٠٠٠١٩ ١٫ ٩۵۶٢E − ۶
٠٫ ١٠٠ −٠٫ ٠٠١۶۶۵ −٠٫ ٠٠١۶۶٢ ٣٫ ٢۵۵۵E − ۶
٠٫ ٢٠٠ −٠٫ ٠٠۶۶۵٣ −٠٫ ٠٠۶۶۴٨ ۵٫ ٢٩٠۵E − ۶
٠٫ ٣٠٠ −٠٫ ٠١۴٩٣٢ −٠٫ ٠١۴٩٢۶ ۶٫ ٣٨٢٠E − ۶
٠٫ ۴٠٠ −٠٫ ٠٢۶۴۵۵ −٠٫ ٠٢۶۴۵٢ ٢٫ ٨١٨٢E − ۶
٠٫ ۵٠٠ −٠٫ ٠۴١١۵۴ −٠٫ ٠۴١١۵۴ ٣٫ ٧٩۶٧E − ٧
٠٫ ۶٠٠ −٠٫ ٠۵٨٩۴۴ −٠٫ ٠۶٢٨۶١ ١٫ ۴۶۶٧E − ۶
٠٫ ٧٠٠ −٠٫ ٠٧٩٧٢٨ −٠٫ ٠٧٩٧٢۴ ٣٫ ٩٨١١E − ۶
٠٫ ٨٠٠ −٠٫ ١٠٣٣٩٢ −٠٫ ١٠٣٣٨٧ ۴٫ ٧٨٨١E − ۶
٠٫ ٩٠٠ −٠٫ ١٢٩٨١٣ −٠٫ ١٢٩٨٠٢ ١٫ ٠٩۶۴E − ۵

١ −٠٫ ١۵٨٨۶٢ −٠٫ ١۵٨٨٣١ ٣٫ ٠٨٨٨E − ۵
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ریچاردسون15 الکترونی هاي جریان تئوري .3.4.4 مثال
مورد را ریچاردسون الکترونی هاي جریان تئوري خطی غیر دیفرانسیل معادله مثال این در

دهیم می قرار بررسی

u′′ +
٢
x
u′ + e−u = ٠, (29.4)

شرایط با

u(٠) = ٠, u′(٠) = ٠. (30.4)

یک همسایگی در گاز الکترون یک الکتریکی نیروي و چگالی که زمانی تواند می مدل این
(4.4) شکل در عددي نتایج گیرد. قرار استفاده مورد رسد می گرمایی تعادل به گرم جسم
جدول دیفرانسیل، معادلات حل در هوموتوپی روش بودن قوي به توجه با و است شده رسم
نتایج این باشد، می شده ارائه روش با عددي حل براي قبولی قابل نتایج دهنده نشان (3.4)
رسم (5.4) شکل در خطا تابع اند. آمده بدست u٠ = ٠ اولیه تقریب و n = ۵ تکرار تعداد با

است. شده

بررسی مورد را لن-آمدن غیرخطی همگن معادله از اي نمونه مثال این در .4.4.4 مثال
دهیم می قرار

u′′ +
٢
x
u′ + ۴(٢eu + e

u
٢ ) = ٠, (31.4)

شرایط با

u(٠) = ٠, u′(٠) = ٠. (32.4)
15Richardson’s theory of thermionic currents
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ریچاردسون. الکترونی هاي جریان تئوري معادله نتایج :3.4 جدول
xi ui si ei

٠٫ ٠٠٠ ٠٫ ٠٠٠٠٠٠ ٠٫ ٠٠٠٠١۴ ٢٫ ٣۴٧٣E − ۵
٠٫ ١٠٠ −٠٫ ٠٠١۶۶٧ −٠٫ ٠٠١۶۴٩ ٢٫ ١٨٨٩E − ۵
٠٫ ٢٠٠ −٠٫ ٠٠۶۶٨٠ −٠٫ ٠٠۶۶۶٠ ١٫ ٩٧٩٣E − ۵
٠٫ ٣٠٠ −٠٫ ٠١۵٠۶٧ −٠٫ ٠١۵٠۴٧ ١٫ ٩٨٩٧E − ۵
٠٫ ۴٠٠ −٠٫ ٠٢۶٨٨٢ −٠٫ ٠٢۶٨۵٧ ٢٫ ٠۶٩٠E − ۵
٠٫ ۵٠٠ −٠٫ ٠۴٢١٩۵ −٠٫ ٠۴٢١٧٧ ١٫ ٧٩٨٨E − ۵
٠٫ ۶٠٠ −٠٫ ٠۶١١٠۴ −٠٫ ٠۶١٠٧٨ ١٫ ۶٢۴۵E − ۵
٠٫ ٧٠٠ −٠٫ ٠٨٣٧٢٩ −٠٫ ٠٨٣۶٨٩ ١٫ ۵٩٣٢E − ۵
٠٫ ٨٠٠ −٠٫ ١١٠٢١٨ −٠٫ ١١٠١٣٩ ١٫ ١٩٠٠E − ۵
٠٫ ٩٠٠ −٠٫ ١۴٠٧۴٨ −٠٫ ١۴٠۶١۴ ۴٫ ٩٩۶۵E − ۶

١ −٠٫ ١٧۵۵٢٩ −٠٫ ١٧۵٢٨٢ ٢٫ ۴۶۴۵E − ۵

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
−0.18

−0.16

−0.14

−0.12

−0.1

−0.08

−0.06

−0.04

−0.02

0
4−term HPM Solution
B−spline Solution

.n = ١٠ با 3.4.4 مثال عددي نتایج :4.4 شکل
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.3.4.4 مثال خطا تابع :5.4 شکل
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4.4.4 مثال خطا تابع :6.4 شکل

و n = ١٠ تکرار تعداد با نتایج این باشند. می ملاحظه قابل (4.4) جدول در عددي نتایج
است. شده داده نشان (6.4) شکل در خطا تابع اند. آمده بدست u٠ = ٠ اولیه تقریب

بگیرید نظر در را زیر لن-آمدن خطی غیر ناهمگن معادله .5.4.4 مثال

u′′ +
٢
x
u′ + u٣ = ۶ + x۶, (33.4)
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4.4.4 مثال عددي نتایج :4.4 جدول
xi ui si ei

٠٫ ١٠٠ −٠٫ ٠١٩٩٠٠ −٠٫ ٠٢٠١۶١ ٢٫ ۶٠٨۴٠٣E − ۴
٠٫ ٢٠٠ −٠٫ ٠٧٨۴۴١ −٠٫ ٠٧٨٣۶١ ٧٫ ٩۵٠۴۴٠E − ۵
٠٫ ٣٠٠ −٠٫ ١٧٢٣۵۵ −٠٫ ١٧٢۶٣٧ ٢٫ ٨٢٣٧٩٧E − ۴
٠٫ ۴٠٠ −٠٫ ٢٩۶٨۴٠ −٠٫ ٢٩٧٣٠٠ ۴٫ ۶٠٢١١۴E − ۴
٠٫ ۵٠٠ −٠٫ ۴۴۶٢٨٧ −٠٫ ۴۴۶٧٩٨ ۵٫ ١١١٨١٢E − ۴
٠٫ ۶٠٠ −٠٫ ۶١۴٩۶٩ −٠٫ ۶١۵٣۴١ ٣٫ ٧١٧۵٣٣E − ۴
٠٫ ٧٠٠ −٠٫ ٧٩٧۵۵٢ −٠٫ ٧٩٧٧٠٢ ١٫ ۵٠٣۴٩٨E − ۴
٠٫ ٨٠٠ −٠٫ ٩٨٩٣٩٢ −٠٫ ٩٨٩٣٧۶ ١٫ ۶٣٣٠٢٧E − ۵
٠٫ ٩٠٠ −١٫ ١٨۶۶۵٣ −١٫ ١٨۶۶٨٩ ٣٫ ۵٧۴٣٧E − ۵

١ −١٫ ٣٨۶٢٩۴ −١٫ ٣٨۵٣٧۶ ٩٫ ١٨١۵۶۶E − ۴

اولیه شرایط با

u(٠) = ٠, u′(٠) = ٠. (34.4)

برخی در شود می ملاحظه (5.4) جدول نتایج در دقت کمی با است. u = x٢ دقیق جواب
محاسبه مسائل همه در لذا ایم یافته دست بهتري جواب به نیز کمتر هاي گره با نقاط،
مرحله 15 ازاي به را نتایج (7.4) شکل همچنین و نیست لازم بیشتر هاي گره با جواب
u٠ = ٠ اولیه تقریب و n = ١۵ تعداد با نتایج این دهد. می نشان گره 40 و (n = ١۵)

اند. شده محاسبه
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Exact Solution
B−spline Solution

.n = ١۵ با 5.4.4 مثال نتایج :7.4 شکل

5.4.4 مثال عددي نتایج :5.4 جدول
xi si(h = ١

٢٠ ) si(h = ١
۶٠ ) si(h = ١

٨٠ ) دقیق جواب
٠٫ ٠٠٠ −٠٫ ٠٠٠۶٧١ ٠٫ ٠٠٠٢١٠ −٠٫ ٠٠٠١١٢ ٠
٠٫ ٠٢۵ - - ٠٫ ٠٠٠۶١٣ ٠٫ ٠٠٠۶
٠٫ ٠۵٠ ٠٫ ٠٠٣۴٠۵ ٠٫ ٠٠٢٩٣٨ ٠٫ ٠٠٢٣٩٧ ٠٫ ٠٠٢۵٠٠
٠٫ ٠٧۵ - - ٠٫ ٠٠۵۴٣١ ٠٫ ٠٠۵۶
٠٫ ١٠٠ ٠٫ ٠٠٩٠٠٠ ٠٫ ٠١٠١١۵ ٠٫ ٠٠٩٩۴۴ ٠٫ ٠١٠٠٠٠
٠٫ ٢٠٠ ٠٫ ٠٣۵۵٠۶ ٠٫ ٠۴٠٢٢٣ ٠٫ ٠٣٩٨۶٩ ٠٫ ٠۴٠٠٠٠
٠٫ ٣٠٠ ٠٫ ٠٨٧٣٠١ ٠٫ ٠٨٩٨٧٣ ٠٫ ٠٩٠٠۴١ ٠٫ ٠٩٠٠٠٠
٠٫ ۴٠٠ ٠٫ ١۵٧٠٣٣ ٠٫ ١۶٠٠٧۴ ٠٫ ١۵٩٩۴١ ٠٫ ١۶٠٠٠٠
٠٫ ۵٠٠ ٠٫ ٢۴٧۵۴۶ ٠٫ ٢۵٠٢٧۶ ٠٫ ٢۴٩٩٩۴ ٠٫ ٢۵٠٠٠٠
٠٫ ۶٠٠ ٠٫ ٣۵٨٠۵٨ ٠٫ ٣۵٩٩٨١ ٠٫ ٣۵٩٩٠٢ ٠٫ ٣۶٠٠٠٠
٠٫ ٧٠٠ ٠٫ ۴٨٩٨۵٧ ٠٫ ۴٨٩٩٢١ ٠٫ ۴٨٩٨۶٠ ٠٫ ۴٩٠٠٠٠
٠٫ ٨٠٠ ٠٫ ۶٣٩٩١۵ ٠٫ ۶۴٠٠۴٧ ٠٫ ۶٣٩٩۴۴ ٠٫ ۶۴٠٠٠٠
٠٫ ٩٠٠ ٠٫ ٨٠۶۵٨٣ ٠٫ ٨١٠٢٢۶ ٠٫ ٨٠٩٨۶١ ٠٫ ٨١٠٠٠٠

١ ٠٫ ٩٩٩۴٣۴ ١٫ ٠٠٠١۴۵ ٠٫ ٩٩٩٩۶۴ ١٫ ٠٠٠٠٠٠



براي پیشنهاداتی و گیري نتیجه
آتی کارهاي

در چون بود. معمولی دیفرانسیل معادلات عددي حل بررسی ما هدف نامه، پایان این در
معادلات صورت به مسائل از بسیاري ... و نجوم مهندسی، فیزیک، مانند: ها رشته برخی
تحلیلی جواب معادلات از برخی در اینکه دلیل به اما شوند. می سازي مدل دیفرانسیل
نظر مورد بازه در نیاز مورد جواب تا کنیم می استفاده عددي هاي روش از ندارد وجود
مورد ما عددي حل در اساسی ابزار از یکی عنوان به اینجا در که توابعی آوریم. بدست را
مرزي مقدار مسائل از اي رده حل براي که هستند، اسپلاین -B توابع گیرد می قرار استفاده
گرفتند. قرار استفاده مورد تکین اولیه مقدار مسائل و مقدارمرزي مسائل دستگاه و تکین
براي شده ارائه روش بکارگیري که دهد می نشان مختلف، مسائل روي حاصله نتایج

کند. می کمتر را خطا و تر ساده را مساله تقریبی جواب آوردن بدست
کرد: اشاره اسپلاین -B روش با زیر موارد حل به توان می آتی هاي پژوهش عنوان به

ناهموار جواب با معادلاتی •

بالاتر مراتب با معادلاتی •

بهینه کنترل مسائل حل •
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پیوست
کامپیوتري هاي برنامه

باشد. می گرهی نقاط تعداد n ها برنامه همه در
باشد: می زیر صورت به گرفته قرار استفاده مورد دستگاه حل جهت که SVDSol تابع برنامه
function [xp,Xo,R]=SVDSol(AO,bO)
[row,col]=size(AO); Condition=cond(AO);
A=AO.'*AO; b=AO.'*bO;
[u,w,v]=svd(A);
d=diag(w); p=find(abs(d)>1e-10);
c=1./d(p); d(p)=c;
s=diag(d);
Inv A=v*s*u';
xp=Inv A*b;
m=find(abs(d)<=1e-10);
Xo=v(:,m);
R=norm(AO*xp-bO);
end
-------------------------------------------------------------------------

(1.4.2 (مثال
n=input('Enter the number nodal points:')
A=[36*3+12*4/n^2,-36*3+6*4/n^2,zeros(1,n-1)];
b(1,1)=3*2/n^2;
for i=1:n-1

A(i+1,:)=[zeros(1,i-1),6-6/i-4/n^2,-12-16/n^2,6+6/i-4/n^2,zeros(1,n-1-i)];
b(i+1,1)=-2/n^2;

end
A(n+1,:)=[zeros(1,n-1),12/n,36+12*2/n];
b(n+1,1)=5.5*(6+6/n-4/n^2)+2/n^2;
[c,x0,r0]=SVDSol(A,b);

65
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for i=1:n+1
r(i+1)=c(i);

end
r(1)=r(3);
r(n+3)=5.5-r(n+1)-4*r(n+2);
for i=1:n+1

y(1,i)=r(i)+r(i+1)*4+r(i+2);
end
y

stp=1/n;
X=[0:stp:1];
plot(X,y,'g*',X,1/2+(5.*sinh(2.*X)./(X.*sinh(2)))
-------------------------------------------------------------------------

2.4.2 مثال
n=input('Enter the number nodal points:')
A=[36*3+12/n^2,-36*3+6/n^2,zeros(1,n-1)];
b(1,1)=3/n^2;
for i=1:n-1

r=1-(i/n)^2;
s=(i/n)^4-2*(i/n)^2+7;

A(i+1,:)=[zeros(1,i-1),6-6/i-r/n^2,-12-4*r/n^2,6+6/i-r/n^2,zeros(1,n-1-i)];
b(i+1,1)=-s/n^2;

end
A(n+1,:)=[zeros(1,n-1),12/n,36+12*2/n];
b(n+1,1)=(1-2+7)/n^2;
[c,x0,r0]=SVDSol(A,b);
for i=1:n+1

r(i+1)=c(i);
end
r(1)=r(3);
r(n+3)=-r(n+1)-4*r(n+2);
for i=1:n+1

y(1,i)=r(i)+r(i+1)*4+r(i+2);
end
y
stp=1/n;
X=[0:stp:1];
plot(X,y,'g*',X,1-X.^2)
-------------------------------------------------------------------------
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3.4.2 مثال
n=input('Enter the number nodal points:')
A=[36*2,-36*2,zeros(1,n-1)];
b(1,1)=-3/n^2;
for i=1:n-1

s=-(8/(8-(i/n)^2))^2;
A(i+1,:)=[zeros(1,i-1),6-3/i,-12,6+3/i,zeros(1,n-1-i)];
b(i+1,1)=-s/n^2;

end
A(n+1,:)=[zeros(1,n-1),6/n,36+12/n];
b(n+1,1)=-(8/7)^2/n^2;
[c,x0,r0]=SVDSol(A,b);
for i=1:n+1

r(i+1)=c(i);
end
r(1)=r(3);
r(n+3)=-r(n+1)-4*r(n+2);
for i=1:n+1

y(1,i)=r(i)+r(i+1)*4+r(i+2);
end
y
stp=1/n;
X=[0:stp:1];
plot(X,y,'g*',X,2*log(7./(8-X.^2)))
-------------------------------------------------------------------------

4.4.2 مثال
n=input('Enter the number nodal points:')
y=zeros(1,n+1);
v=zeros(1,n+1);
for n=1:20

p=5*y(1)^4*v(1);
q=-y(1)^5+y(1)*p;
A(1,:)=[36*3-12*p/n^2,-36*3-6*p/n^2,zeros(1,n-1)];
d(1,1)=-3*q/n^2;
for i=1:n-1

p=5*(y(i+1)^4)*v(i+1);
q=-y(i+1)^5+y(i+1)*p;

A(i+1,:)=[zeros(1,i-1),6-6/i+p/n^2,-12+4*p/n^2,6+6/i+p/n^2,zeros(1,n-1-i)];
d(i+1,1)=q/n^2;
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end
A(n+1,:)=[zeros(1,n-1),6*2/n,36+12*2/n];
p=5*y(n+1)^4*v(n+1);
q=-y(n+1)^5+y(n+1)*p;
d(n+1,1)=(3/4)^(1/2)*(6+3*2/n+p/n^2)-q/n^2;
[c,x0,r0]=SVDSol(A,d);

for i=1:n+1
r(i+1)=c(i);

end
r(1)=r(3);
r(n+3)=(3/4)^(1/2)-r(n+1)-4*r(n+2);
for i=1:n+1

y(1,i)=r(i)+r(i+1)*4+r(i+2);
v(1,i)=-(3*n)*r(i)+(3*n)*r(i+2);

end
end
y
stp=1/n;
X=[0:stp:1];
plot(X,y,'g*',X,1./(1+X.^2./3).^(1/2))
-------------------------------------------------------------------------

5.4.2 مثال
n=input('Enter the number nodal points:')
y=zeros(1,n+1);
v=zeros(1,n+1);
for n=1:15

p=v(1)*exp(y(1));
q=-exp(y(1))+y(1)*p;
A(1,:)=[36*2-12*p/n^2,-36*2-6*p/n^2,zeros(1,n-1)];
d(1,1)=-3*q/n^2;
for i=1:n-1

p=v(i+1)*exp(y(i+1));
q=-exp(y(i+1))+y(i+1)*p;

A(i+1,:)=[zeros(1,i-1),6-3/i+p/n^2,-12+4*p/n^2,6+3/i+p/n^2,zeros(1,n-1-i)];
d(i+1,1)=q/n^2;

end
A(n+1,:)=[zeros(1,n-1),6/n,36+12/n];
p=v(n+1)*exp(y(n+1));
q=-exp(y(n+1))+y(n+1)*p;
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d(n+1,1)=-q/n^2;
[c,x0,r0]=SVDSol(A,d);

for i=1:n+1
r(i+1)=c(i);

end
r(1)=r(3);
r(n+3)=-r(n+1)-4*r(n+2);
for i=1:n+1

y(1,i)=r(i)+r(i+1)*4+r(i+2);
v(1,i)=-(3*n)*r(i)+(3*n)*r(i+2);

end
end
y
stp=1/n;
X=[0:stp:1];
plot(X,y,'g*',X,2*log((4-2*(2)^(1/2))./((3-2*(2)^(1/2))*X^2+1)))
-------------------------------------------------------------------------

1.3.3 مثال
p(1,:)=[1,4,1,zeros(1,20)];
q(1,:)=zeros(1,23);
r(1,:)=zeros(1,23);
s(1,:)=[1,4,1,zeros(1,20)];
b(1,:)=0;
b(23,:)=0;
b(24,:)=0;
b(46,:)=0;
for i=1:21

p(i+1,:)=[zeros(1,i-1),6*400+(i-1)/20,-12*400+4*(i-1)/20,
6*400+(i-1)/20,zeros(1,21-i)];

q(i+1,:)=[zeros(1,i-1),(i-1)/20,4*(i-1)/20,(i-1)/20,zeros(1,21-i)];
r(i+1,:)=[zeros(1,i-1),2*(i-1)/20,4*2*(i-1)/20,2*(i-1)/20,zeros(1,21-i)];
s(i+1,:)=[zeros(1,i-1),6*400+2*(i-1)/20,-12*400+4*2*(i-1)/20,

6*400+2*(i-1)/20,zeros(1,21-i)];
b(i+1,:)=2;
b(24+i,:)=-2;

end
p(23,:)=[zeros(1,20),1,4,1];
q(23,:)=zeros(1,23);
r(23,:)=zeros(1,23);
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s(23,:)=[zeros(1,20),1,4,1];
A=[p q;r s];
[c,x0,r0]=SVDSol(A,b);
for i=1:21

u(1,i)=c(i)+4*c(i+1)+c(i+2);
v(1,i)=c(i+23)+4*c(i+24)+c(i+25);

end
stp=1/20;
X=[0:stp:1];
plot(X,X.^2-X,X,u,'g*')
plot(X,X-X.^2,X,v,'g*')
-------------------------------------------------------------------------

1.4.4 مثال
n=input('Enter the number nodal points:')
A(1,:)=[4-36*n^2+4,2+36*n^2+2,zeros(1,n)];
d(1,1)=6;
for i=1:n

g=6+12*(i/n)+(i/n)^2+(i/n)^3;
A(i+1,:)=[zeros(1,i-1),6-6/i+1/n^2,-12+4/n^2,6+6/i+1/n^2,zeros(1,n-i)];
d(i+1,1)=g/n^2;

end
[c,x0,r0]=SVDSol(A,d);
for i=1:n+2

r(i+1)=c(i);
end
r(1)=r(3);
for i=1:n+1

y(1,i)=r(i)+r(i+1)*4+r(i+2);
end
y

stp=1/n;
X=[0:stp:1];
plot(X,X.^2+X.^3,X,y,'g*')
-------------------------------------------------------------------------

2.4.4 مثال
N=input('Enter the number nodal points:')
y=zeros(1,N+1);
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v=zeros(1,N+1);
for n=1:10

p=v(1)*exp(y(1));
q=-exp(y(1))+y(1)*p;
A(1,:)=[4-36*N^2+4*p,2+36*N^2+2*p,zeros(1,N)];
d(1,1)=q;
for i=1:N

p=v(i+1)*exp(y(i+1));
q=-exp(y(i+1))+y(i+1)*p;

A(i+1,:)=[zeros(1,i-1),6-6/i+p/N^2,-12+4*p/N^2,6+6/i+p/N^2,zeros(1,N-i)];
d(i+1,1)=q/N^2;

end
[c,x0,r0]=SVDSol(A,d);

for i=1:N+2
r(i+1)=c(i);

end
r(1)=c(3);
for i=1:N+1

y(1,i)=r(i)+r(i+1)*4+r(i+2);
v(1,i)=(-3*N)*r(i)+(3*N)*r(i+2);

end
end
w(1)=0;
for i=1:N

w(i+1)=-(1/6)*(i/N)^2+(1/120)*(i/N)^4-(1/1890)*(i/N)^6;
end
e=w-y;
stp=1/N;
X=[0:stp:1];
plot(X,-(1/6)*X^2+(1/120)*X^4-(1/1890)*X^6,X,y,'g*')
plot(X,e)
-------------------------------------------------------------------------

3.4.4 مثال
N=input('Enter the number nodal points:')
y=zeros(1,N+1);
v=zeros(1,N+1);
for n=1:5

p=-exp(-y(1))*v(1);
q=-exp(-y(1))+y(1)*p;
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A(1,:)=[4-36*N^2+4*p,2+36*N^2+2*p,zeros(1,N)];
d(1,1)=q;
for i=1:N

p=-exp(-y(i+1))*v(i+1);
q=-exp(-y(i+1))+y(i+1)*p;

A(i+1,:)=[zeros(1,i-1),6-6/i+p/N^2,-12+4*p/N^2,6+6/i+p/N^2,zeros(1,N-i)];
d(i+1,1)=q/N^2;

end
[c,x0,r0]=SVDSol(A,d);

for i=1:N+2
r(i+1)=c(i);

end
r(1)=r(3);
for i=1:N+1

y(1,i)=r(i)+r(i+1)*4+r(i+2);
v(1,i)=-3*N*r(i)+3*N*r(i+2);

end
end
w(1)=0;
for i=1:N

w(i+1)=-(1/6)*(i/N)^2-(1/120)*(i/N)^4-(1/1890)*(i/N)^6;
end
e=y-w;
stp=1/N;
X=[0:stp:1];
plot(X,e)
-------------------------------------------------------------------------

4.4.4 مثال
N=input('Enter the number nodal points:')
y=zeros(1,N+1);
v=zeros(1,N+1);
for n=1:10

p=8*exp(y(1))*v(1)+v(1)*exp(y(1)/2)*2;
q=-4*(2*exp(y(1))+exp(y(1)/2))+y(1)*p;
A(1,:)=[4-36*N^2+4*p,2+36*N^2+2*p,zeros(1,N)];
d(1,1)=q;
for i=1:N

p=8*exp(y(i+1))*v(i+1)+v(i+1)*exp(y(i+1)/2)*2;
q=-4*(2*exp(y(i+1))+exp(y(i+1)/2))+y(i+1)*p;
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A(i+1,:)=[zeros(1,i-1),6-6/i+p/N^2,-12+4*p/N^2,6+6/i+p/N^2,zeros(1,N-i)];
d(i+1,1)=q/N^2;

end
[c,x0,r0]=SVDSol(A,d);

for i=1:N+2
r(i+1)=c(i);

end
r(1)=r(3);
for i=1:N+1

y(1,i)=r(i)+r(i+1)*4+r(i+2);
v(1,i)=-3*N*r(i)+3*N*r(i+2);

end
end
for i=1:N

v(i+1)=-2*log(1+(i/N)^2);
end
v(1)=-2;
stp=1/N;
X=[0:stp:1];
plot(X,y-v)
-------------------------------------------------------------------------

5.4.4 مثال
N=input('Enter the number nodal points:')
y=zeros(1,N+1);
v=zeros(1,N+1);
for n=1:15

p=3*y(1)^2*v(1);
q=6-y(1)^3+y(1)*p;
A(1,:)=[4-36*N^2+4*p,2+36*N^2+2*p,zeros(1,N)];
d(1,1)=q;
for i=1:N

p=-6*(i/N)^5+3*y(i+1)^2*v(i+1);
q=6+(i/N)^6-y(i+1)^3+y(i+1)*p;

A(i+1,:)=[zeros(1,i-1),6-6/i+p/N^2,-12+4*p/N^2,6+6/i+p/N^2,zeros(1,N-i)];
d(i+1,1)=q/N^2;

end
[c,x0,r0]=SVDSol(A,d);

for i=1:N+2
r(i+1)=c(i);
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end
r(1)=r(3);
for i=1:n+1

y(1,i)=r(i)+r(i+1)*4+r(i+2);
v(1,i)=-3*N*r(i)+3*N*r(i+2);

end
end
y
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Abstract

In this thesis, the B-spline method is used for the numerical solution class linear and
non-linear singular boundary value problems, linear system of second-order boundary
value problems and linear and non-linear singular initial value problems. The original
differential equation is modified at singular point then the modified problem is solved
by B-spline method.

In the case of non-linear problems, we first linearize the equation using Quasilin-
earization technique and the resulting problem is solved by B-spline.

In the present examples, the results obtained by the present method are compared
with exact solution and or the another methods solution for instance: the homotopy
method, the finite difference method.

Keywords: B-spline method, Ordinary differential equation, Singular boundary
value problem, Initial value problem, system of second-order boundary value problem,
Lane-Emden equation .
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